Math. Z. 194, 519-564 (1987) Mat?eei'g]sacf‘iﬁicfge

© Springer-Verlag 1987

Mesures de Monge-Ampére et mesures pluriharmoniques

Jean-Pierre Demailly

Université de Grenoble I, Institut Fourier, BP 74, Laboratoire associé au C.N.R.S. n° 188,
F-38402 Saint-Martin d’'Héres, France

0. Introduction

L’objet de ce travail est de développer la théorie du potentiel en plusieurs varia-
bles complexes, suivant la voie inaugurée par Bedford et Taylor [1, 2]. Nous
montrons en particulier que tout domaine hyperconvexe borné Q posséde des
«noyaux de Poisson et de Green pluricomplexes» canoniques, invariants par
biholomorphisme, permettant de reproduire les fonctions pluriharmoniques sur
Q a partir de leurs valeurs au bord.

Soit X une variété de Stein de dimension n et ¢: X —[ — oo, R[ une fonction
continue plurisousharmonique (psh en abrégé). On suppose de plus que ¢ est
exhaustive, cest-a-dire que pour tout r<R les pseudoboules
B(r)={zeX; ¢(z)<r} sont relativement compactes dans X. On peut alors asso-
cier de maniére naturelle a ¢ une collection de mesures positives p,, ,, portées
par les ensembles de niveau S(r)={zeX;@(z)=r}, telles que p,,
=dd @) ' Ad°@lsy si peC®(X). Les mesures p,, vérifient la formule de
Lelong-Jensen fondamentale ci-dessous (cf. [4] pour une démonstration et pour
I'¢tude de quelques applications géométriques).

(0.1) Théoréme. Toute fonction psh V sur X est u, , intégrable et on a

b, (V)= [ V{@dd@Y'+ | (r—@)dd'Va(dd ey

B(r) B(r)

Soit £ un ouvert faiblement pseudoconvexe relativement compact dans X.
Si 02 est de classe C?, on sait d’aprés Kerzman-Rosay [8] que Q est hyper-
convexe, C'est-a-dire qu’il existe une fonction ¢: Q—[—1,0[ psh continue
exhaustive. La démonstration de Kerzman et Rosay ne donne pas directement
d’information quantitative globale sur ¢, mais en raffinant leur méthode nous
avons pu obtenir des estimations logarithmiques trés précises.

(0.2) Théoréme. Soit Q&C” un domaine faiblement pseudoconvexe & bord lip-
schitzien. Alors Q est hyperconvexe et il existe une fonction psh exhaustive
@: Q—[—1,0[ de classe C* telle que
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A 1 -, B L dde 1
T Log1=%="Tog1s ° P2Tog1/s

/\

dd°|z)?,

ou 0 désigne la distance au bord et A, B, C des constantes >0.

Soit maintenant 2 un domaine hyperconvexe et ¢: Q »[— o0, O[ une fonc-
tion psh continue exhaustive dont la masse de Monge-Ampére totale est finie,
ie.

(0.3) [ (dd )< + o0.

On montre alors que les mesures u,, , convergent faiblement au bord vers une
mesure positive g, sur Q. L'un des outils principaux dont nous disposons
est le théoréme de comparaison suivant:

(0.4) Théereme. Soit yr: Q —>[ — co, O[ une fonction psh continue exhaustive telle
que

Y (2)

lim sup

imsup 5 =A0)< + o0

pour tout ac0Q. Alors d ., ({) = 2(0)" d p,({) sur 0Q.

Le point crucial de la démonstration consiste & établir des estimations suffi-
samment précises pour les masses de Monge-Ampere respectives de ¢ et ¥
au voisinage de 0Q; ces estimations s’obtiennent elles-mémes par application
du théoréme (0.1).

On cherche ensuite a définir une fonction de Green attachée canoniquement
a la structure complexe de Q. Dans ce but, on considére le probléme de Dirichlet
suivant, relatif & Popérateur de Monge-Ampére: pour tout point ze 2, existe-t-il
une fonction continue u,: Q —[ — oo, O[ psh et exhaustive sur , vérifiant

Uzloe =0,
0.5) (dd'u,y'=0 sur Q\{z},
u,({) ~Log|{—z| quand (—2z?

Nous montrons le:

(0.6) Théoréme. Si Q est hyperconvexe, le probléme (0.5) admet une solution
u, unique. On a (dd°u,)"=2nr)"5, et la fonction ugy(z, {)=u,({) est continue sur
QxQ.

La résolution du probléme de Dirichlet (0.5) a été étudiée en détail par
L. Lempert [11,12], qui a obtenu le théoréme (0.6) ainsi que de nombreux
autres résultats quantitatifs lorsque Q est convexe. La méthode de Lempert
sappuie sur une étude poussée des disques extrémaux de @ pour la meétrique
de Kobayashi. Dans le cas général cette méthode ne fonctionne plus, et nous
avons dil reprendre Iidée de M. Klimek [9], basée sur la méthode antérieure
de Perron-Bremermann et sur les résultats de Bedford-Taylor [1]: la fonction
u, cherchée est I'enveloppe supérieure des fonctions psh v=<0 sur Q telles que
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v(z)£Log|{—z|+0(1). Des fonctions extrémales analogues avaient déja €té
introduites et étudiées dans d’autres contextes par différents auteurs, notamment
J. Siciak [17-19], B.A. Taylor [21] et A. Zeriahi [237 lorsque le pdle logarithmi-
que est a l'infini.

Dans le cas ot Q est strictement pseudoconvexe de classe C®, il est assez
facile de prouver que ug est localement lipschitzienne sur £ x Q\ 4, mais nous
ne savons pas si u, est elle-méme de classe C® sur cet ensemble; il n’est d’ailleurs
pas sfir que ce résultat soit toujours vrai, au vu des contre-exemples donnés
par Bedford-Taylor [1] et Gamelin-Sibony [7] pour le probléme de Dirichlet
relatif 4 I'équation de Monge-Ampére homogeéne (dd°u)"=0. Nous ne savons
pas non plus si de maniére générale ug(z, {) est symétrique en z et {, bien que
la symétrie ait lieu lorsque £ est convexe (¢f. L. Lempert [11]).

(0.7) Définition. On appelle mesure pluriharmonique p, associée au point ze2

la mesure i, obtenue pour ¢ =5, Ue
T

Pour r=0 la formule (0.1) donne

1=V @+ [ lwOldd Va@ddu) ™,

(2 )n j

de sorte que le noyau du,({) reproduit les fonctions pluriharmoniques. Le théo-
réme (0.4) montre que les mesures u, sont toutes absolument continues entre
elles; de plus ces mesures sont données en fonction de 'une quelconque d’entre
elles par un noyau de Poisson P(z, {) continu en z. De méme que la fonction
de Green u,, le noyau du ({) est invariant par biholomorphisme. Dans le cas
d’un domaine homogeéne comme la boule, on retrouve donc le noyau de Poisson
invariant

03) an =20

1=z da(().

L'une des principales caractéristiques des mesures g, est, en un sens vague,
la minimalité de leur support.

(0.9) Théoréme. On suppose que L est de classe C? et qu’il existe une fonction
psh peC?(Q) telle que p<0 sur Q et dp=+0 sur 8Q. Alors, pour tout zeQ, la
mesure u, est portée par 'ouvert des points strictement pseudoconvexes de 0Q.

Le théoréme (0.9) est une conséquence trés simple du théoréme de comparai-
son (0.4) si I'on observe que C; p=<u, < C, p au voisinage du bord.

Lorsque @ est strictement pseudoconvexe, nous obtenons d’autre part une
description trés précise de la singularité du noyau sur la diagonale du bord.

(0.10) Théoréme. On suppose Q strictement pseudoconvexe de classe C*. Soit
p <0 une function d’exhaustion strictement psh de classe C?. Alors si z tend vers
0Q et 5i LedQ est tel que |{—z|< A|p(@)IE, A>0,0na

p@r
G e @

di (O~ (@ddp =" ndvpy,
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ou

p(2)= z% 0+ zacag =)L,

Le principe de la démonstration consiste a utiliser une osculation de 0Q
par des boules tangentes intéricurement et extérieurement; I'estimation cherchée
se déduit alors de (0.8) au moyen du Théoréme de comparaison (0.4).

Le dernier paragraphe est consacré a une application des idées précédentes
a ’étude de la géométrie des ensembles convexes. Soit K < R” une partie convexe
et xe K un point intérieur. On considére la fonction &— p, (€) positivement homo-
géne de degré 1 sur R* telle que p,(x)=0 et p,|,x=1. Si on regarde p, comme
une fonction de la variable complexe {=£&+in indépendante de #, alors on

voit que
(ddp)"=Co.®(dny A ... ndny),

tandis que (dd°p)" "' Adp,=v,®(dn, A ... Adn,) ol v, est la mesure sur 6K
définie par

dve(§) & 1 &’ p, op %p, ~
TP det("'af,-afm’ 2 aéjaém...)dajl/\...dg,...dg",,.

La mesure v, peut étre interprétée géométriquement comme la mesure de volume
radial dans les coordonnées &'e(R™*, ou é—& =dp. (&) est la transformation
par polaires sur 6K. En utilisant le théoréme (0.1), nous démontrons alors une
formule de représentation barycentrique trés simple, qui 4 notre connaissance
semble étre passée inapergue jusqu’a présent.

(0.11) Théoréme. v, est portée par les points extrémaux de K, et le point x
est barycentre de la mesure de probabilité (v, (0K))™ v,

Le théoréme (0.11) donne donc en dimension finie une solution explicite
naturelle pour les mesures barycentriques dont 'existence est assurée en général
par le théoréme de Choquet [3].

1. Mesures de Monge-Ampére

Dans notre mémoire antérieur [4], nous avons montré comment & toute fonction
¢ continue psh et exhaustive sur un espace de Stein X on peut associer de
maniére naturelle une collection de mesures positives portées par les ensembles
de niveau de ¢. Nous rappelons ici bri¢vement la construction de ces mesures,
dont les propriétés de croissance a I'infini sont liées étroitement & la géométrie
de 'espace X.

Soit X une variété de Stein de dimension n. On suppose donnée une fonction
psh continue ¢: X -»[— o0, R[, ou Re]— 00, + o). Pour tout re[ — oo, R[ on
note

(1.1 ={xeX;p(x)<r}, Sr={xeX;p(x)=r},

(1.2) @, (x) =max(e(x), ).
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On suppose en outre que ¢ est exhaustive, c’est-a-dire que pour tout r<R,
la pseudoboule B(r) est relativement compacte dans X.

On écrira comme d’habitude d°=i(d — d). La notation (dd°)* désignera 'opéra-
teur de Monge-Ampére complexe défini par la méthode de E. Bedford et B.A.
Taylor [2]. Rappelons cette méthode: si ¥, est une fonction psh quelconque
et si V,,...,V, sont des fonctions psh localement bornées sur X, on définit
inductivement un courant =0 fermé de bidegré (k, k) en posant

(1.3) ddVin ... ANAdV,=dd*V, dd° A ... Add°V,,_,);

d’aprés [4], la définition (1.3) reste encore utilisable si V5, ..., ¥, sont seulement
localement bornées dans le complémentaire d’un compact de X.

Le théoréme de continuité monotone pour 'opérateur de Monge-Ampére
entraine que I'application r—(dd°e,)", & valeurs dans I'espace des mesures sur
X muni de la topologie faible, est continue sur [ — oo, R[. Comme la mesure
positive (dd°,)" est nulle sur B(r) et coincide avec (dd°¢)" sur X\(B(r)uS(r)),
on peut écrire

(L.4) (dd°@,)" =1y pe,([dd° @) + 1y,

ou u,, est unc mesure =0 portée par S(r). Dans le cas ou ¢ est de classe
C® et r valeur réguliére de ¢, la mesure yu, , admet une expression explicite
simple. Par régularisation des points anguleux de ¢,, on vérifie en effet (voir
[4]) que u, , est la mesure induite sur S(r) par la forme différentielle C* de
degré 2n—1:

(15) :u'(p,rz(ddc(p)n_l Adc(pls(r)'

(1.6) Définition. On dira que (u,,,) est la famille des mesures de Monge-Ampére
associée a la fonction d’exhaustion ¢.

Comme rr—1y 5, est ponctuellement continue a gauche, I'application
ri—=pu, . est faiblement continue & gauche. De plus, on a la formule de Lelong-
Jensen fondamentale suivante, dont la démonstration est une conséquence simple
du théoréme de Stokes si g C* (X).

(1.7) Théoréme. Soit V une fonction psh quelconque sur X. Alors quel que soit
re[—oo, R[, Vest y, -intégrable et

b (V)= | V{ddo)y'= [ dt | ddVA@dd oy *
B(r) — B(t)

= | r—@)ddVAadd oy

B()

Démonstration. La premicre égalité n’est autre que le théoréme (3.4) de [4],
et la deuxieéme s’obtient aussitdt par application du théoréme de Fubini. Lorsque
n=2, on peut d’autre part effectuer une intégration par parties dans la derniére
intégrale:

(1.8) J r—@ddVaddoe) '= [ ddVAddey ' andonde;

B(r) B(r)
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pour justifier (1.8) en toute rigueur, on doit bien slir commencer par régulariser
@ et passer ensuite a la limite. [

(1.9) Corollaire. Si V est psh =0, la fonction r—p, (V) est croissante sur

Il résulte en particulier du théoréme (1.7) que la masse totale de p, , est
donnée par

(1.10) Ito il =ty ()= | (@dd o)

B(r)

2. Fonctions d’exhaustion psh bornées et ouverts hyperconvexes

Soit X une variété de Stein, Q un ouvert relativement compact dans X et
0Q=0\Q le bord de Q. Dans les paragraphes qui suivent, nous serons conduits
naturellement a supposer que Q est hyperconvexe. Cette notion avait été intro-
duite initialement par J.-L. Stehlé [20] en vue de ’étude des espaces fibrés
holomorphes. Rappelons-en la définition.

(2.1) Définition. Q2 est dit hyperconvexe s’il existe une fonction ¢:Q—[—o0,0[
psh exhaustive.

Par régularisation de ¢, on voit facilement que Q est hyperconvexe si et
seculement si il existe une fonction $: Q—[—1,0[ de classe C*® strictement
psh et exhaustive. Tout ouvert hyperconvexe est pseudoconvexe, et on sait que
I’hyperconvexité est une propriété locale de 02 (cf. Kerman-Rosay [8]). Kerzman
et Rosay [8] ont démontré par ailleurs que tout ouvert Q€ X faiblement pseudo-
convexe 4 bord de classe C! est hyperconvexe. Nous allons redémontrer ici
ces résultats, d’une part parce que nous avons une preuve plus simple et plus
générale que celle de [8], et d’autre part parce que notre méthode apporte
des résultats quantitatifs nouveaux.

(2.2) Théoréme. Soit Q un ouvert pseudoconvexe borné de C". On suppose que
le bord 0Q est lipschitzien. Alors € est hyperconvexe, et il existe une fonction
@: 2—-[—1,0[ de classe C®, strictement psh et exhaustive, telle qu’ au voisinage
de 02 on ait

A B
29 T Tog1/60="= TTog 66"
c 2
(2.4) dd ¢(2)2m dd|z|%,

o 0(z)=d(z, Q) est la distance euclidienne au bord, et ou A, B, C sont des
constantes > 0.

Le théoréme (2.2) est en un certain sens pratiquement optimal: le triangle
de Hartogs T={(z,, z,)e C?;|z,| <]z,| < 1} posséde un bord lipschitzien au voisi-
nage de tout aedT autre que a=(0, 0), et cependant T n’est pas hyperconvexe
puisque T ({0} x C) est un disque pointe.
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Démonstration. On commence d’abord par construire sur 2 une famille de fonc-
tions psh continues v,, 0 <e<g,, vérifiant les estimations uniformes

1 1
- < < S
(2.5) Log 5@ +e C,=v.(z2)<Log 50)Te C,.

(2.6) dd‘v,(2)2dd’|z|?,

ou C;, C, >0 sont des constantes.

L’hypothése que 9€2 est lipschitzien équivaut a la propriété suivante: il existe
un nombre fini de points a;e0%, des réels r;>0 et des cones de révolution
ouverts I; = C", tels que les boules B(a;, r;/3) recouvrent 0€2, avec pour tout j:

2.7) (@ Bla;, )+ (A BO, )= Q.

Soit N; le vecteur unitaire port¢ par I'axe de I; et soit x; le demi-angle au
sommet de ce cone. Pour ze B(a;, r;/2) et §<r;/2, on a alors:

(2.8) 0(z)+esina; S5 (z+eN)<d(z) +¢;
la premiére inégalité résulte en effet du fait que (2.7) impligue
B(z,6(2))+(I' nB(0,r)) =,

et la deuxiéme est évidente. Si on pose

1 _
v, j(z}=Log m, zeQn Bla;, r;/2),
J

alors v, ; est psh puisque Log 1/6(z) I'est, et (2.8) entraine
L - < )1=Log ———
8 6(Z)+e:vs’j(z =08 (0(z)+¢)sina;”

Il reste maintenant a recoller les fonctions v, ;(z) de fagon a obtenir une fonction
psh globale v, sur Q. Pour cela, soit ¢; une fonction >0 de classe C*® & support
compact dans B(a;, r;/2), telle que ¥ ;> Log 1/sina; sur B(a;, r;/3). Soit >0 assez
grand pour que les fonctions 1/;(z) + 4|z |* soient psh. On a alors

0, j(2)+;(2)+ Alz|*>[resp. £]1  A|z|*+Log (0(z)+¢) sina;
J

sur B(a;, r;/3) [resp. sur dB(a;, r;/2)]. Pour tout ze Q2 on pose
29 v(z)=max(v, ;(2)+;(z) + |z|> = A%, | 2> = A),
J
ou le maximum est étendu aux indices j tels que B(a;, r;/2)3z (il peut ne pas

y en avoir, et dans ce cas v,(z)=|z|*—21). Pour >0 assez grand, la fonction
v,(z) est psh continue sur €, car le maximum n’est jamais atteint par construction
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pour un indice j tel que zedB(a;, r;/2). La condition (2.5) est clairement satisfaite,
et la condition (2.6) résulte du lemme classique suivant:

(2.10) Lemme. Soient wy, ..., w,, des fonctions psh sur une variété analytique
complexe Y et h une (1, 1)-forme 20 continue telle que dd°w;=h pour tout j.
Alors w:=max(w,) est psh, et dd°w = h.

Nous construisons maintenant la fonction ¢ du théoréme (2.2) a Paide des
fonctions v,. On observe d’aprés (2.5) que lordre de grandeur de v,(z) sur 0Q
est Log 1/e. On est donc amené & poser

v,(2)

WE(Z): Log 1/8_1’

w(z)= sup w,(z),

0<e=¢gg

ou gy=min(1/2, r;/2); la fonction ¢ cherchée sera une régularisation de w. Si
on note t =¢&/d(z), 'encadrement (2.5) entraine
~ Log(I+1/9+C,

Log 1/t+Log 1/6(z)’

_ Log(1+1/0)+C, <w.(2)<
Logl/t+Logl/6(z)~ *"'~

Le choix ¢ =6(z) (avec 6(z) < gy) donne la minoration

Log2+C,
> >_ sl
w(z)Zw,(2) = Log 1/6()
On a d’autre part la majoration
Log(1+1/5)+C, C,
A1 - <—
@11 w(2)= Log(1+1/t)+Log1/6(z) T Logl/d(z)’

pourvu que 5(z)<e” ©2. Ceci montre que w(z) vérifie (2.3) avec A=Log2+C,
et B=C,. Par ailleurs, pour e<1,8(z) et 8(z) min(e 2, t,/(1+t,)), on obtient
t<ty, Log(1+1/)=zLog(1 +1/ty), 1/3(z)= 1+ 1/t,, et (2.11) entraine donc

Log(1+1/t)+C;  _ 1 Log(l+1/t9)+C,

W= T Log+ ig+Log 1@~ 2 Logl/o(d

La derni¢re inégalité implique que sup, w,(z) est atteint pour 6=t 5(z) si t,>0
est assez petit. Par un argument de compacité standard, on voit alors que w
est continue. De plus, I'analogue du lemme (2.10) pour la famille infinie de
fonctions psh {w,; &; £e<¢,} entraine, compte tenu de I'inégalité (2.6):

1
ddwz————dd’|z|?, Ve, <ty d(2).
W"Log /e, || €1 <ty 0(2)
L’inégalité (2.4) est donc démontrée pour w. La fonction ¢ se déduit finalement
de w par régularisation jusqu’au bord (R. Richberg [14]). []

(2.12) Remarque. Le théoréme (2.2) est encore vrai si  est un domaine pseudo-
convexe lipschitzien dans une variété de Stein X. 11 suffit de remplacer dans
la démonstration la fonction |z|* par une fonction y(z) strictement psh C® sur
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X, et d’utiliser des boules B(a ;, 2r;) contenues dans des ouverts de coordonnées;
a la distance 6(z), on peut de méme substituer la fonction §;(z):=distance de
z au bord de QN B(a;, 2 r;), calculée dans le systeme de coordonnées correspon-
dant.

(2.13) Théoréme (Kerzman-Rosay [8]). Soit Q&€ X, ou X est une variété de
Stein. On suppose que tout point acdQ2 posséde un voisinage V, tel que QnV,
soit hyperconvexe. Alors Q est hyperconvexe.

Démonstration. Par hypothése, il existe un recouvrement fini de 0Q par des
ouverts U; tels que QN U; possede une fonction d’exhaustion psh continue ¢;<0.
Soit Ujey; tel que 0Qc< | ) Uj. 11 est facile de voir qu’il existe une fonction
convexe croissante y: ]—oo, 0[]0, +cof telle que lim,.,_y(t)= + oo, dont
la croissance est suffisamment lente pour que |xo@;—xo@,| <1 sur UinUpn Q.
Pour tout €70, 1] on a encore

[x(@j(z)—e)—x(pulz)—8)| =1, VzeUnUpnQ,

grdce a la convexité de y. On applique maintenant la formule (2.9) pour
construire une fonction psh globale v, a partir des v, ;(z)=y(¢;(z)—¢). Alors
la fonction

ve(2)

x(—¢)

W, (@)=

est <O sur £, et quand ¢ tend vers O, la fonction w, converge uniformément
vers 0 sur 0Q et vers —1 sur tout compact de Q. Par suite, w:=sup w, est
psh continue exhaustive sur Q. [ ‘

3. Mesures de Monge-Ampére sur le bord d’un ouvert hyperconvexe

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que les mesures de Monge-Ampére
du § 1 se prolongent de maniére naturelle sur le bord d’un ouvert hyperconvexe
€ X quelconque, ou X est une variété de Stein de dimension n.

(3.1) Théoréme et Définition. Soit ¢: Q—[—o0,0[ une fonction psh continue
exhaustive. On suppose que la masse de Monge-Ampére totale de ¢ est finie,
ie.

(3.2) [ (@d° o)< + 0.

Alors, quand v tend vers 0, p,, converge faiblement dans X vers une mesure
U, 20 portée par 08, de masse totale j (dd°@)". La mesure limite p,, sera appelée
mesure au bord associée & . @

On verra plus loin (cf. §4) qu'un ouvert hyperconvexe quelconque admet
toujours des fonctions d’exhaustion ¢ vérifiant (3.2).

Démonstration. D’apres (1.10) et (3.2), les mesures g, , sont uniformément bornées
en masse pour r<0. Il suffit donc de vérifier que r+—p,, ,(h) a une limite pour
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toute fonction he C*(X, R). Si y est une fonction >0 strictement psh de classe
C? sur X, on peut choisir une constante C>0 telle que V=h+Cy soit psh
20 sur Q. Le corollaire (1.9) entraine alors que u, ,(y) et p, (V) sont fonctions
croissantes de r, par suite u,, (h)=p, (V) —Cpu, . (y) a une limite en r=0. []

Quand r tend vers 0, la formule de Lelong-Jensen (1.7), (1.8) entraine le:

(3.3) Théeréme. Soit Ve C(Q), V psh sur Q. Alors
ko (V)= [ VA& @y + | ddV A|o|(dd g) si nz1,
2 Q

pe(V)= [ V(dd @)+ | ddVA[dd oY > Adopnde si n=2.
Q 2

On va voir maintenant que la mesure pu, ne dépend, en un certain sens,
que du comportement asymptotique local de ¢ au voisinage de Q. Nous com-
mengons par prouver le résultat global suivant:

(3.4) Théoréme. Soient @, yr: Q—| — o0, O] des fonctions psh continues exhaus-
tives telles que <y <0et | (dd°@)"< +oo. Alors | (dd°W)y'< [ (dd° )" et py, < p,
sur 0€. Q o o

Démonstration. Soient r <0 et £€30, 1] fixés. Introduisons la fonction auxiliaire
w=sup(p, (1—e)y +er).
Sur Pouvert {y <r} on a (1—¢)y+er>y =@, de sorte que
 w=(1—¢uv+er sur {yr<r}.
On en déduit
Howe =1 = &)" by =1 o)
pour 7 <r, et la continuité a gauche des mesures u,, , implique
P, r =1 —&)" thy -

Par ailleurs w coincide avec ¢ sur ouvert {¢>¢r}. On a donc pu,=p,. Soit
he C*(X, R) une fonction >0 quelconque. D’aprés ce qui précéde on a

(1 _g)n #¢,r(h) :‘u’w,r(h)

=p,(h)—fdt [ ddhaddwy t— | h(ddwy,

¥ {w<t} fw=r}

ou la derniére égalité provient de la formule de Lelong-Jensen {1.7). Le choix
h=1 donne (1 —&)" u, (1)< p,(1)=p,(1), et ceci entraine la premiére inégalité
du théoréme d’aprés (1.10). Dans le cas général, soit y une fonction C* stricte-
ment psh sur X. Il existe une constante C>0 telle que —dd*h=Cdd’y sur
@, donc

(3.5 (1—e)p, W=p,(W+C{de | ddyaddw .

r {w<t}
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Il s’agit maintenant de passer a la limite quand r tend vers 0, en prenant garde
au fait que w dépend de r. Comme {w <t} = {w<e¢t}, on a la majoration

0 0]
[dt | ddyaddwy '<[de | ddya(ddwr*

r {w<t} r {w<et}

0
=1jdt [ ddya(ddwy "

er {w<i}

Pour ¢>¢r, w coincide avec ¢ au voisinage de {w=t}. D’aprés le théoréme
de Stokes, on a donc

[ ddyn@dwyrt= [ ddyaddoey?,
{w<t} {p<1}

ce qui entraine

0 19
fdt | ddyanddwy rs— [dt | ddya(dder

r w<i} er {o<t}

Le théoréme (1.7) montre que

4]
[ dr [ dd'ya(dd o) '<(supy—infy) | (dd°¢p)"< + 0.
2 o

- {p<1} 02
0
Par suite Iintégrale | dt [ ddya(dd°p)"" ! tend vers 0 quand r tend vers
£r {p<t}

0, et (3.5) entraine pour tout >0 I'inégalité cherchée:

(=o' p,(W=p,(h). O

(3.6) Remarque. On a un résultat analogue a celui du théoréme (3.4) pour

Ies mesures _ . .
Hyp, — 0= lim Hepp= 1(/}* 1= oo)(dd <P)n’

r-r— o0

a savoir que
(3.7) PSY=liy 0 Sy

Avec les notations précédentes, on obtient en effet lorsque r — — co:
A—e)" uy, (M) =4, (h)
er{2

é,uw,sr/Z(h)_ j dt j ddch/\(ddcw)n*I

r {fw<it}

er{2
éﬂw,sr/Z(h)+C I dt j ddc,y/\(ddcw)n—l

¥ {w<et}

e2r/2

=g, er2 (W) +— | dt | dd'yaddie)y'. O

er {w<t}
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Bien que la démonstration précédente soit de nature globale, le théoréme (3.4)
est en fait un résultat essentiellement local.

(3.8) Théoréme. Soient ¢, : Q—[— 0, O[ des fonctions psh continues exhaus-
tives telles que
f@dgpy<+o, [@dy)y<+oo.

2

2

On suppose qu’il existe un ouvert relatif « < 0Q et une fonction A =0 sur w telle
que pour tout point aew on ait

lim sup !(—?:A(a)< + co.

waz—a (

Alors dp,, ()" d py({) sur w. Si la lim sup est une limite, alors p,= A" u, sur .

On observera que la lim sup n’est pas supposée non tangentielle. Il résulte
donc des hypothéses que 4 est semi-continue supérieurement sur o (et en particu-
lier localement bornée).

Démonstration. Soit acw et ¢> 0 fixés. Par hypothése il existe un voisinage ouvert
U, de a tel que
Y(@)/ez)<il@+e pour zeQnU,.

Considérons la fonction

w(z)=max(¢(2), ¥ (2)/(A(a) + &)).

Alors ¢(z)£w(z) £0 et w(z) coincide avec ¥ (z)/(A(a)+¢) sur QN U,; on a donc
the=(A(@)+ )" p,, sur QN U,. Le théoréme (3.4) entraine u,, < u,, sur 8Q, d’on

py=(A@+e)u, sur 0QnU,.

L’inégalité u, <" p, s'en déduit sur w par semi-continuit¢ de 4. Si de plus
A=lim /¢ sur w, alors 1 est continue et on a lim sup ¢/ =2"" sur I'ouvert
w¥= {;e,w; )(z)>0} On obtient par gonséquent RS A"y, SOIt 2 2" p,, sur
w*. L'inégalité directe u, <A"pu, implique d’autre part u, =0 sur w\w*. Il en
résulte bien que p, ="y, sur w. [

Une démonstration quasi-identique permet de déduire de (3.7) le résultat
suivant, qui était conjecturé (sous une forme plus faible) dans [4].

(3.9) Théoréme. Soient u, v des fonctions psh continues sur une variéte de Stein
X, a valeurs dans Ru{— o}, telles que u™*(—w)€X et v~ '(—ow)E€X. On
suppose que pour tout point a d’un ouvert relatif ocu~*(— o) ona

. v(z

lim sup (—Z)=/1(a)< + 0.

u(z)> —w,z—>a )

Alors dfi, _ o (QZ2A) dit,, - (0) sur w, avec égalité si la lim sup est une limite.

Comme (dd° Log |z|)*=(2x)" 6, dans C”, il découle en particulier du théoréme
(3.9) que si u posséde un pdle logarithmique isolé en un point aeX (ie. si
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u(z)~Log|z—a| quand z — a) alors
(3.10) By o =275,

ou J, désigne la mesure de Dirac au point a. Nous renvoyons le lecteur a
[4], § 4 pour plus de détails sur cette question.

4. Fonction de Green pluricomplexe

Soit X une variété de Stein et € X un ouvert connexe. Nous nous proposons
de construire un potentiel de Green adapté a ’étude des fonctions de plusieurs
variables complexes; ce potentiel sera en particulier un invariant biholomorphe
du domaine Q. Pour cela, on considére le probléme de Dirichlet suivant: pour
tout point ze®, trouver une fonction u,: @ —[— o0, 0] continue sur Q et psh
sur Q, vérifiant les propriétés

(4.1) Uz)on=0,
4.2) (ddu,y'=0sur Q\{z} et u,())~Log|{—z|quand(—z.

L’existence de solutions pour le probléme de Dirichlet relatif a 'opérateur de
Monge-Ampére complexe a été démontrée de maniére générale par Bedford-
Taylor [1]. Le probléme particulier ci-dessus a été étudié tout récemment par
M. Klimek [9] et par L. Lempert [11, 12]; ce dernier a obtenu des résultats
trés précis dans le cas d’un ouvert Q < C” strictement convexe.

Une condition nécessaire évidente pour I'existence de la solution u, est que
Pouvert Q soit hyperconvexe. Inversement, cette condition est suffisante, et on
a le résultat suivant qui précise le théoréme (1.6) de [9].

(4.3) Théoréme. Soit 2 un domaine hyperconvexe. Il existe sur Q une unique
fonction u, psh continue, solution de (4.1) et (4.2). Cette fonction vérifie

4.4) ddu)y'=Q2mn)"o,,
et peut se définir comme ['enveloppe supérieure

4.5) u({)=sup {v(0)}

ou v décrit I'ensemble des fonctions psh <0 sur Q telles que
(4.6) v()=Log|{—z|+C,,
C, étant une constante quelconque.

Existence de u,. Définissons u, a 'aide de (4.5) et (4.6). X étant supposée plongée
dans C¥ on peut choisir les coordonnées de fagon que les n premiéres
4, ..., ()= définissent un systéme de coordonnées locales au voisinage de z.
Soit |{'—z'| <r une petite boule contenue dans Q et soit R=sup,.,|{—z|. Toute
fonction psh v =0 sur la boule |{'—z'| <r qui a un pdle logarithmique au point
z vérifie v({)=<Log(|{'—z'|r), et a fortiori v(z)<Log(|{—z|/r). D’autre part, la
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fonction {+>Log(|{—z|/R) est 0 sur Q. Par définition de u,, on en déduit
donc

(4.7) Log(I{—z|/R)su,(()sLog(|{—z|/r) sur Q.
D’aprés P. Lelong [10] 1a régularisée supérieure

uz (@) =lim sup u. ()
{—a

est psh sur Q. Comme u, est <0 et vérifie (4.6), il en est de méme pour u¥;
uf est donc I'une des fonctions v de 'enveloppe supérieure (4.5). Par suite u¥ =u,
et ceci équivaut a dire que u, est psh.

Vérifions ensuite que u,({) —»0 quand { - 0Q. Par hypothése, il existe une
fonction ¢: Q -] — oo, O[ continue psh et exhaustive. Posons

v({)=max(Ce((), Log({{—z|/R)) si [{—z[>r,

“8) v()=Log({—z|/R) st |0—zl=r,

ou la constante C>0 est choisic assez grande pour que Co({)<Log(r/R) sur
{|{—z|=r}. Alors v est psh <0 sur 2. On a donc v=u,<0, et en particulier
Cop=u,<0 au voisinage de Q. Par suite, u, tend vers 0 sur €.

Montrons maintenant que u, est continue sur 2\{z}, en nous inspirant de
la méthode de J.B. Walsh [22]. Il suffit de prouver que u, est semi-continue
inférieurement, et ceci revient & montrer que u, est une enveloppe sup(v,) de
fonctions psh continues. On sait qu’il existe une suite décroissante (w,) de fone-
tions psh C* sur Q telles que lim w,=u,. Soit ¢>0 quelconque. Pour [{—z|=¢
et ¢ assez petit, (4.7) implique

w,(()Zu.({) = Log(e/R)>(1—¢) Log(e|{ —z|),
tandis que

. 1
(10 Log(el{—2) > Log({~zli) i 1{=zI=n(—exp~ 1)
Draprés (4.7), le lemme de Dini entraine pour v=v(g) assez grand:

wy()<(I—e)Log(e|{—z]) sur {|{—z|=n(e)},
w,(()<0 sur {p(()=—¢}.
En particulier si ¢ est assez petit, on a w,({)—e<e 2¢() sur {p()=—¢},

tandis que w,({)—e>e" 2 @({) sur {¢p({)= —e}. Définissons alors une fonction
psh continue v, sur Q en posant v=v(e) et

v (=¢"20() pour ¢({)= —&’,
v,()=max(w,()—¢,& > () pour —e<@()<—¢°,
v ()=w,()—¢ pour @({)< —e& et |{—z|Z¢,

v()=max(w,((),(1—¢) Log(e|{—z[))—&  pour n(e)=|{—z|=Z¢,
v(0=(1—¢) Log(e|{—z])—e pour |{—z|=7(e).
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Par construction de v,, on a v,<0 et v,({) et v,({)~(1—&)Log|{—z| quand
{—z. En revenant a la définition de u,, on voit que u,=v,/(1—¢). Comme
lim, ,,v,=lm, ., , , w,=u,, il vient u_=sup,., v,/(1—¢). CQFD.

Enfin, u, vérifie (dd°u,)"=0 sur toute boule B€Q\ {z}. Sinon, d’aprés Bed-
ford-Taylor [1], on pourrait modifier u, sur B en remplagant u, par la solution
v du probléme de Dirichlet

Vlop=U,lsp, (dd°v)"=0,
et on aurait v=u,, v+u,, ce qui est contradictoire. Il résulte finalement de
(4.7) et (3.10) que (dd°u,)*=(2w)" d, sur Q.

Unicité de u,. Soit v une autre solution de (4.1) et (4.2). Par définition de u,
on a u, 2v. Supposons donc quil existe un point aeQ\{z} tel que u,(a)>v{a).

Soit ye C*(£2) une fonction strictement psh < — 1. Pour &> 0 assez petit la fonc-
tion
w=max(u,+¢&y, )
a les propriétés suivantes:
(1) w(()~Log|{—z| quand { -z,
(ii) w=v au voisinage de 4@,
(i) w=u,+ ¢y au voisinage de a.

Des deux premiéres on déduit

1,ddw)'=Q2n)y"s,, [ (@ddwy={(ddvy=_2n),

donc (dd°w)"=0 sur Q\{z}, ce qui contredit la troisiéme. []

(4.9) Remarque. 11 est important de noter que si on remplace la condition
(4.2) par (4.4), alors la solution u, n’est plus unique dés que n>1. Dans le
raisonnement précédent, on peut en effet remplacer le poOle logarithmique
Log|[{—z| par 'un quelconque des poles

Log(I{i—z [+ ... +|{— 2™ ar0n...0,=1,

ou par tout autre pdle de masse résiduelle égale 4 (2x)"5,. A chacun de ces
poles correspondra une solution du probléme de Dirichlet ayant la singularité
prescrite et vérifiant (4.4).

(4.10) Définition. La fonction ug(z, {)=u,({) sera appelée fonction de Green pluri-
complexe du domaine Q.

Il est clair que la fonction u,, est invariante par le groupe des automorphismes
de Q. Plus généralement, on a la propriété suivante:

(4.11) Théoréme. Soit Q' €X' un ouvert hyperconvexe dans une variété de Stein
X' de dimension v, et F: Q—Q une application holomorphe. Alors pour tous

z,{eQona
up(z, ) Zug (F(2), F({))
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En particulier si F est biholomorphe alors ug=F*ug,.

Démonstration. Soit v({)=ug (F(z), F({)). Alors v est une fonction psh <0 sur
Qet
v()=Log|F({)—F(z)|+C=Log|{—z|+C quand z—{(.

Par suite ug(z, O)=v((). [

Une autre propriété immédiate est la continuité de u, par exhaustion du
domaine Q.

(4.12) Proposition. Si Q est réunion d 'une suite croissante d 'ouverts hyperconvexes
Q,, alors la suite ug est décroissante et lim, _, 4 L ug =ug. [

Nous démontrons maintenant la continuité de la fonction u, sur  x Q.

(4.13) Lemme. Soit aeQ un point fixé. Pour tout ¢>0 et tout voisinage ouvert
U de a, il existe un voisinage U' €U de a tel que pour tous (x, ), (y, H)e U’ x (\U)

on ait
(1+8)_1§Z:—8§1+8.

Démonstration. On suppose X plongée dans C¥ et U= B(a, 0)€Q. D’aprés (4.7),
il existe 0 <r <R tels que

Log(I{{—x|/R)su.({)sLog({—xl/r),  V(x,{)eB(a,0)x 2.

On cherche alors a modifier u, de fagon a obtenir une fonction psh ayant un
péle au point {=y. Pour €70, «f assez petit, on pose

v({)=Log(I{—y|/R) si [(—al=y
v({)=max((1+e&) u.(0), Log(|{—x|/R)) si [{—alzmn.

Ceci est cohérent pourvu que
(1+e)u ()<Log({—yl/R)  sur {{;|{—al=n}.

11 suffit pour cela de prendre x, yeB(a, n/2) et >0 assez petit pour que

3n "
(1+¢) Log(Z) < Log(ﬁ)
On pose donc U’ =B(a,n/2). Pour {x, {), (¥, {)e U’ x (@\U) il vient par construc-

tion
u,(Ozv)=(1+e) ul)

et de méme u, ({)=(14+¢)u,(() en échangeant les roles de x et y. Le lemme
est démontré. [

(4.14) Théoréme. ug, est continue sur Q x Q.

Démonstration. D’apres (4.7), ug(z, {) tend vers — co sur la diagonale. En dehors
de la diagonale, on sait d’'une part que u, est continue en { (théoréme (4.3)),
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et d’autre part que u, est continue en z avec uniformité locale par rapport
a {eQ (lemme (4.13)). [

Pour terminer ce paragraphe, signalons un certain nombre de problémes
ouverts importants.

(4.15) Probléme. Pour tout domaine @, la fonction ug(z, ) est-elle symétrique
enzet(?

Si pour tous points z, {€Q il existe un automorphisme analytique F tel
que F(z)={ et F({)=z (c’est le cas de la boule et du polydisque par exemple),
alors le théoréme (4.10) implique que u, est symétrique. Il en est de méme
si © est un ouvert convexe de C” car L. Lempert [11] a démontré dans ce

cas que
Ug(z, {)=Log tanh c,(z, {)=Log tanh ky(z, )

ou cg et k, sont respectivement la distance de Carathéodory et la (pseudo)-
distance de Kobayashi. Si 2 n’est pas convexe, ces relations ne sont plus nécessai-
rement vraies, mais M. Klimek [9] a montré qu’on a en général

(4.16) Log tanh c,(z, () Sug(z, ) < Log tanh ky(z, {).

L’autre question essentielle a trait a la régularité de la fonction u,. On sait
en effet que pour une donnée au bord C* quelconque, la régularité de la solution
de Péquation de Monge-Ampére homogeéne ne dépasse pas C' 7P en général
(cf. Gamelin et Sibony [7] p. 99 pour un contre-exemple simple).

Questions ouvertes. Si £ est strictement pseudoconvexe C* est-il vrai que

(4.17)  u, est de classe C* sur Q\{z}?

(4.18) la singularité de exp(2u.) en {=z se résout par éclatement du point z?
(4.19)  u, est une fonction de Morse sur Q\{z}?

(4.20) (ddu,)est de rang n—1 en tout point?

(4.21) exp(2u,) est strictement psh en dehors des points critiques de u,?

Si (4.20) est vérifi¢, le fibré noyau Ker(dd‘u,) définit un feuilletage de rang 1
sur Q\{z}, et la restriction de u, 4 toute feuille I' est harmonique non constante.
Chaque feuille I" est adhérente & z, sinon I'adhérence I' contiendrait un point
{o ou la fonction u, atteint son minimum; alors la feuille I, passant par {,
serait contenue dans I', donc aussi dans u, () = u,({,), ce qui contredit le principe
du maximum pour u,|;,. Si I est fermée dans Q\{z}, le théoréme de Remmert-
Stein implique que I' s¢ prolonge en une courbe I sur Q. 11 est donc naturel
de conjecturer:

(4.22) toute feuille I' est fermée dans Q\{z}, et z est un point simple (lisse)
de I'=Tru{z}.

Ici encore, les propriétés (4.17)-(4.22) sont vraies si § est strictement convexe
(cf. L. Lempert [11]). Dans ce cas, le feuilletage précédent admet pour feuilles
les disques extrémaux de Q relativement a la métrique de Kobayashi, et c’est
précisément au moyen d’une étude trés poussée de ces disques extrémaux que
Lempert est parvenu a obtenir les résultats que nous avons mentionnés. Signa-
lons que L. Lempert, HL. Royden, N. Sibony et P.M. Wong ont construit
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des exemples d’ouvert Q lisse, borné, strictement pseudoconvexe et contractile,
ot il n’y a plus unicité des disques extrémaux de vecteur tangent initial donné
(cf. [16]); ceux des disques qui passent par le point z ne constituent plus en
général un feuilletage de @\ {z}. Néanmoins, cet exemple ne contredit pas ’exis-
tence d’un feuilletage associé a u,, car il n’y a aucunc raison de penser que
les feuilles I'" soient nécessairement des disques.

La symétrie de u,, est en fait étroitement liée au probléme de la régularité,
comme le montre ’énoncé ci-dessous.

(4.23) Proposition. Si (4.17), (4.20) et (4.22) sont vérifiées, alors la fonction ug
est symétrique.

Démonstration. Soit a un point quelconque distinct de z et I” la feuille passant
par a. La fonction I''3{—ug(z, ) est harmonique sur I" avec un pdle logarithmi-
que simple en { =z, et elle tend vers 0 au bord. C’est donc la fonction de Green
usuelle de I, dont on sait qu’elle est symétrique en ses deux arguments. Le
théoréme (4.11) appliqué & I'inclusion I" = Q donne par ailleurs ug(a, z) Z ur-(a, 2).
Par conséquent

uQ(a’ Z) Z Ur, (an Z) =Up, (Z7 Cl) = ”Q(Zs Cl),

et la symétrie de u, s'ensuit.  []

5. Mesures pluriharmoniques et noyau de Green pluricomplexe

Soit Q un ouvert hyperconvexe, connexe et relativement compact dans une
variété de Stein X, et soit u,({)=un(z, {) la fonction de Green pluricomplexe
définie au §4. Pour tout point zeQ, le théoréme (3.2) appliqué a ’exhaustion

1
@==—u, fournit une mesure positive yu,=(2m) "y, portée par Q2. Compte
I = P p

tenu de (4.4) on a (dd“¢)"=4,, et le théoréme (3.3) donne la formule de Green
suivante:

(5.1) 'Théoréme. Soit une fonction Ve C®(Q) psh sur Q. Alors

u(V)=V(2)+ [ ddVAluQl@du)y! si nz1,

(2 )" g5t

w(MN=V(iE)+—-— jddCV/\(ddc V2 Aadu, Adu,  si n=2.

2n

En particulier u,(V)=V (2), et si V est pluriharmonique on a p,(V)=V(z).

(5.2) Définition. On dira que u, est la mesure pluriharmonique du point z et
que |u |(dd°u,)" "t et (ddu,)""* Adu, Adu, sont les noyaux de Green pluricom-
plexes de premiére et de deuxiéme espéce.

11 est clair que les noyaux de Green ainsi définis se transportent par tout

biholomorphisme F: € — €'; si de plus F s’étend en une application continue
F: Q- Q' (on ne suppose pas nécessairement que F est un homéomorphisme!)



Mesures de Monge-Ampére 537

alors il est facile de vérifier que iy (,, coincide pour tout zeQ avec la mesure
image directe (F o)y . -

Nous allons maintenant démontrer un certain nombre de propriétés de base
des mesures p,, en particulier que ces mesures sont absolument continues les
unes par rapport aux autres. On a de manicre générale I'inégalité de Harnack
suivante.

(5.3) Théoréme. Pour tous x, yeQ on pose

d0(x, y)=lim sup | Log (u,({)/u, ().

160

Alors dg, est une distance compatible avec la topologie de variété de Q et invariante
par Aut(Q). De plus, pour tous x, yeQ on a

e—nég(x.y) ,uxg,uy§e"'§ﬂ(x’y) .

Démonstration. 11 est clair que do(x, y)=0,(y, x) et que d, satisfait I'inégalité
triangulaire. Le lemme (4.13) montre par ailleurs que d,(x, y) tend vers 0 lorsque
x, y tendent vers un méme point aeQ. Par connexité de Q, on voit donc que
dq, est finie et continue sur Q x Q. Par définition de d,, on a

u,(0)

lim sup 2 < P2y,
(o0 Ux (C)

Le théoréme (3.8) entraine alors I'inégalité u,<e™=2™¥ 4 et de méme on a
peSem2n 11 reste & vérifier que 8, est séparée; or dq(x, y)=0 implique
U, = 4y, par suite x = y puisque les fonctions pluriharmoniques séparent les points
de la variété de Stein X. [

Nous montrerons plus loin en nous appuyant sur un contre-exemple di
a N. Sibony [16] que la distance 8, n’est pas reliée en général aux distances
de Carathéodory ou de Kobayashi (cf. théoréme (7.4) ci-dessous); la distance
0 nest d’ailleurs pas non plus reliée 4 la distance invariante construite par
M. Klimek [9] a partir de la fonction u,,. Le résultat suivant montre I'existence
d’un noyau de Poisson pluriharmonique, et précise 1a continuité des mesures
U, par rapport a z.

(5.4) Théoréme. Il existe une fonction borélienne P, sur Qx Qx 8Q, telle que
pour tous (x, y, 2)eQ?, tout {€0Q et tout automorphisme FeAut(Q) bicontinu
sur Q, on ait

(5.5) dpy(O)=Fo(x, y, ) d p (0),

(5.6) e"MaN < By(x, y, [) S e,
(5.7) (%, 3, 0 =F(x, 5, 0) By (v, 2, 0),
(5.8) B(F), Fy), F ()= Fa(x, y, {).

De plus F, est équicontinue en (x, y) par rapport a (.
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On observera que Péquicontinuité de F, en (x, y) est en fait une conséquence
de (5.6) et (5.7). Nous ne connaissons la continuité de F, en { que lorsque
Q est strictement convexe de classe C®. Dans ce cas, d’aprés L. Lempert [11],
up est de classe C® au voisinage de tout point (z, {)eQx0Q, et du{()
=(ddu,)" ! Ad°u, est une (2n—1)-forme volume >0 sur 0, a coefficients C®
en les variables (z, {)e Q2 x 0Q.

(5.4) Démonstration du théoréme. Les expressions «presque partout», «ensem-
ble négligeable» se rapportent ici aux mesures p, (sans qu’il soit nécessaire
de préciser z d’aprés le théoréme (5.3)). Soit (x,) une suite partout dense dans
Q. D’aprés le théoréme de Radon-Nikodym il existe pour tout couple (x;, x;)
une fonction borélienne {— P, (x;, x;, {) sur 0Q, encadrée par les constantes
exp(+ndo(x,, x)), telle que

d 11, (Q) =Py (x, x;, O d (-

La propriété (5.7) sera alors vraie pour tous x;, X, X;€£ et tout (€dQ\N;, ,
ou N;, , est négligeable. Soit N = ﬂ N; i1 On modifie P, sur N en posant

PZ(xk: J’1>C)=P1(xka J’nC) Si geaQ\Na
PZ(xka i C)=1 si CEN

Les propriétés (5.6) et (5.7) sont alors vraies en tout point {€d€2, et elles montrent
gu'on peut prolonger P, par continuité a @ x Q x 2. D’apres le théoréme (5.3),
I'application x> u, est continue pour la topologie faible; par conséquent P,
va vérifier la propriété (5.5) (ainsi que (5.6) et (5.7)) pour tous x, yef.

Il nous reste a construire P, en sorte que la propriété d’invariance (5.8)
soit satisfaite. Pour cela, on observe que le sous-groupe G — Aut(£2) des automor-
phismes bicontinus sur £ est localement compact. Soit do une mesure de Haar
invariante a droite et ¥ une fonction continue a support compact d’intégrale
1 sur G. On pose

Py(x,3,0)= | P(F(x), F(), FO) Y (F)da(F).

FeG

Pour F fixé, on a P, (F(x), F(y), F(0))=P,(x, y, {) presque partout en { a cause
de 'invariance des mesures u,. D’aprés le théoréme de Fubini, I'ensemble

v r=10€08; Py(F(x), F(y), F(() * Ps(x, y, )}

est négligeable, et Py= P, {-presque partout. De plus P; vérifie (5.6), P; est conti-
nue en (x, y), et Iapplication Fr P5(F(x), F(y), F({)) est continue sur G. Soit
(F) une suite dense dans G. La continuité de P; en x, y, F implique que

N'=:U N)é,y,F: U N;J"xk’F’;

N’ est donc négligeable. On peut alors redéfinir P, sur N’ en posant P,=P;
sur OO\N’, P,=1 sur N'. P, est invariante par G, mais elle ne vérifie peut
étre plus (5.7). Ceci n’est pas génant, car on peut modifier & nouveau P, comme
on I'a fait pour P; (cette opération préserve I'invariance par G). La fonction
P, ainsi obtenue répond a la question. ]
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Etudions 4 titre d’illustration le cas de la boule et du polydisque.
(5.9) Exemple. Q=B =boule unité de C".

Dans ce cas, il est clair que la fonction de Green est donnée en z=0 par
uo()=Log|{|; on a en effet (dd°uy)"=0 sur C"\ {0} par raison d’homogénéité.
On sait d’autre part que Aut(B) opére transitivement sur B; les fonctions u,
vont donc se déduire de u, par 'action de Aut(B).

Suivant les notations de W. Rudin [15], désignons par z-{ le produit scalaire
hermitien de C" et par P, Q les projections orthogonales sur C-z et (C-z)*
respectivement; alors 'application

Z—PC+(1 IZIZ)”ZQC

{eB,

est un automorphisme involutif de B tel que F,(z)=0. Il en résulte

1—|Z|2)(1—ICIZ))
11-¢-z2 )

1
(0= Log |E(0)]— Log(1~*

Quand { tend vers aedf2, on a donc

1 1—|z)?
(5.10) WO~y s (-1
et le théoréme (3.8) montre que
1 -z _
d —_—d d° 2yn—1 c 2
c’est-a-dire (1|21
Z(C)— _C —‘an (Z;)

ou o est la mesure d’aire normalisée sur la sphére dB. Le noyau du,({) est
donc précisément le noyau de Poisson relatif au laplacien invariant de la boule.
Drautre part, les distances de Carathéodory et de Kobayashi de la boule sont
données classiquement par

cg(X, V) =ky(x, y)=Arg tanh | F(y)|

1-[x") —Iylz))”2
[1—x-7)? '

= Argtanh (1 —

La distance dg que nous avons introduite dans le théoréme (5.3) est donnée
d’apres (5.10) par la formule

Log(l—IXIZ |1—¢~y-|2)

[y 1%

Op(X, y)=sup

leoB
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On a donc en particulier

11— -5 _

L+|y
Log - ||2

1—1y]

Par transitivité de Aut(B), il en résulte 305 = cgp=kg.

og(0, y)=sup =2¢g(0, y).

LeéB

(5.11) Exemple. Q= D"=polydisque unité de C".
Par des raisonnements analogues aux précédents, on obtient
uo({)=Logmax |(;],
J

_5iT%

—Z C]

u,()=Log max(

)

Comme la fonction max(|{;|) est homogeéne et ne dépend localement que de
n—1 variables en dehors de la «polydiagonale» A4={|{,|=...=]{,|}, on voit
que le courant (dd°uy)" ' est nul sur C"\ 4. Par conséquent u, est portée par
laréte distinguée I'={|(;|=...=|{,|=1}. L’invariance par rotation entraine
alors

dpo(§)=

d0,, avec (j=¢'%

QV
Le noyau d u({) est donc le produit des noyaux de poisson des cercles {|z;|=1}:

11—z
(2775)" 1—[ ie,»lz

i=1

dp, ()=

do,...do,.

|z;—e

Les égalités L6,=co=k, sont encore vraies dans le cas du polydisque, comme
le lecteur le vérifiera aisément.

6. Support des mesures pluriharmoniques

Nous nous intéressons ici au probléme de déterminer le support des mesures
u, lorsque Q est un ouvert faiblement pseudoconvexe de classe C*, k= 2. D’aprés
Diederich-Fornaess [5], on sait qu’il existe un réel ae€]0, 1] et une fonction
peC*(Q) telle que p=0 et dp=0 sur dQ, p<0 et —|p|* psh sur Q. La forme
de Levi ddp est =0 sur 'espace holomorphe tangent HT(0€2), par conséquent
(ddp)'~t Adfp est une 2n—1)-forme =0 sur Q. 1l est donc nature! de chercher
des conditions pour que les mesures y, soient absolument continues par rapport
a(ddp)l ' Adp et, plus généralement, pour que u, soit portée par les points
strictement pseudoconvexes de 6Q. Les deux résultats suivants apportent quel-
ques éléments de réponse a ces questions.

(6.1) Théoréme. On suppose Q de classe C* et p psh sur Q. Alors pour tout
zeQ, il existe des constantes C, C,>0 telles que

Co(ddpy~  Adp<p, < Cp(ddpy ™" Adp.
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En particulier, i, est portée par le sous-ensemble ouvert de 0Q formé des points
strictement pseudoconvexes.

Démonstration. D’aprés le théoréme (3.8), il suffit de vérifier 'existence de
constantes C;, C,>0 telles que C;p=<u,<C,p au voisinage de Q. La minora-
tion u, = C, p résulte de la construction (4.8), tandis que la majoration u, < Cyp
est une conséquence du classique lemme de Hopf. [

(6.2) Théoréme. On suppose  de classe C* et —|p|* psh sur Q. Si q est un
entier, on note U(q)<=0Q 'ensemble ouvert des points ou la forme de Levi est
de rang =q. Alors pour tout zeQ on a

Supp g, < U(9g),
ou q est le plus grand entier <no.

Compte tenu du théoréme (6.1) on peut espérer que p, soit en fait portée
par U(q), mais les difficultés techniques liées a la non finitude de la masse
de Monge-Ampeére de —|p|* rendent ce résultat malaisé a obtenir. Nous aurons
besoin du lemme suivant.

(6.3) Lemme. Soit acdQ\U(q). Alors il existe une boule B(a, ¢) telle que pour
tout {€Qn B(a, €) et tout entier k on ait

(6-4) ldd pI<Cylp@F",
(6.5) ddep* "t ndpndip | <Co PO,

ou C,, C, sont des constantes >0.

Démonstration. Le rang de la forme de Levi dd°p sur HT(0RQ) est par hypothése
=g—1 au voisinage de a. Pour tout #€0£, notons F, le noyau de la forme
hermitienne dd‘p, sur C", et G, le noyau de dd°p, sur I'hyperplan HT,(0%)
=0dp,; (0). Pour nedQ assez voisin de g, il vient

dimG,z(n—1)—(q—1)=n—gq,
dim F,2dim G,—1zn—g—1.

Plagons-nous dans un systéme de coordonnées locales centré au point a. Si
{eQ est un point voisin de a, on note #=p({) sa projection orthogonale sur
0Q2.0n a

ddcpan,,XC":O: ddcpr,]G,,XHT,,(ﬁ.Q):O'

Comme dd‘p est de classe C!, le théoréme des accroissements finis montre
que
ldd pelp,xcall = C31p (01,
Hddcpglc;,, xHT,,(aQ)“ SC.lp @l

Notons Gy la projection orthogonale de G,= HT,(0Q) sur 'hyperplan dp; *(0).
dp; 1(0) et G} se déduisent respectivement de H T,(092) et G, par des rotations
d’angle <C;|p({})|. On obtient donc encore une majoration du type

“ddcpchéxﬁpg—l(O)“ écﬁlp(C)l'
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En utilisant la décomposition orthogonale C*=F,@F;" (resp. dp; ' (0)=G; D G})
dans les variables C-linéaires, on en déduit

Iddf pf| S C 1 pQF S <€, [pOFa,

Idd pff ™ apr 1)l SCa lp(OF 1 4™ < Co [ p (O

Cette derniére relation ¢quivaut a (6.5). [

Démonstration du théoréme (6.2). Comme —|p|* est supposée psh sur Q, la
construction (4.8) montre qu’il existe une constante C >0 telle que

u,= — C|p|*au voisinage de 0Q2.

On ne peut néanmoins appliquer directement le théoréme (3.8), car la masse
de Monge-Ampére de —|p|* est infinie au voisinage des points strictement pseu-
doconvexes. On va donc commencer par construire un ouvert Q< Qn B(a, &)
ou cette masse sera finie. Soit e C*(B(a, &) définie par

Yy (0)=0 si |[{—a|<¢g/2,

1 1 .
W(C)zeXp<8/2—lC—a|+s—|C—-a|) si g2<|{—al<e.

Alors /({) tend vers + oo sur 0B(a, &), et une vérification triviale montre que
Y ({) est fonction convexe croissante de |{—a| dés que ¢<1. Par suite y est
psh sur B(a, €). Posons alors

p=—|pl*+¥ sur QnB(a,e),
Q={(QnB(a,z); p())<0}.
On a p=—|p|* sur 2 B(a, ¢/2), donc
QN B(a,¢2)=BcQnB(a,ce),
et j est une fonction d’exhaustion psh <0 sur Q. Le Hessien de j est donné
- dd'p=a(pl* tdd'p+(1—a)|pl* >dp ndp)+ddy.

Pour montrer que | (dd°p)' < + oo, il suffit de montrer la convergence des inté-
grales o

L= [ |pl*=V(dd pY A(dd Py ¥,
[¢]

Jo={ lplke= D7 dd p) "t Adp Andip A(ddy)TF,
&
pour 0= k=n (resp. 1 =k=<n). Or y <|p|* sur G, d’ou

cll— vO 5= Ol ol "
ddrini=0{ 2 i) = 0Lz v =0pl Loz )
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En utilisant le lemme (6.3), on voit que

Ik§C3 j‘ lp|k(a—1)+k—q—1+(n—k)a(LOg p)4(n—k)
o)

=Cs [ lpl"™ 7! (Log p)*" ™",
fe3
et de méme

E=Cy [ 1pI*70" (Log p)*® ¥,
0

Les intégrales I, et J, sont donc convergentes dés que g<no. Sur Qn B(a, £/2)
on a d’autre part

(ddcﬁ)n_l /\dcﬁzotn |p|n(a—1)(ddcp)n~1 A dcp.
La majoration (6.5) entraine donc sur chaque hypersurface
S(r):=={{eQnB(a,&/2); p(()=r} ={p=—|r|*}

Idd*p)"~* Ad°pls| < Csrm*™

I'inégalité

Si g<na, on en déduit pu,=0 sur 0Qn B(a, &/2). Puisque u,=—C|p|* la
fonction v=max(u,, Cj) coincide avec u, sur Qn B(a, ¢/2) et vérific Cp<v=0
sur 0. Grice au théoréme (3.8) on obtient finalement

Cr) p,=p, =1, <C" ;=0  sur QnB(a,&/2). [

7. Comportement des mesures pu, lorsque z tend vers le bord

Nous étudions ici la convergence des mesures y, lorsque z tend vers un point
ae0Q. Dans le cas des noyaux de Poisson usuels associés aux laplaciens, on
sait que p, converge vers la mesure de Dirac au point a. L’exemple du polydisque
montre que ce n'est pas toujours le cas dans la présente situation. Rappelons
d’abord quelques définitions classiques qui nous seront utiles.

(7.1) Définition. On dira gu'un compact K € 0Q est pic (relativement aux fonctions
psh continues) s’il existe VeC®(Q) psh sur Q, telle que V=0 sur K et V<0
sur Q\K.

I est facile de voir que toute intersection d’ensembiles pics est pic; la définition
suivante est donc légitime.

(7.2) Définition. Si K est une partie compacte de 98, on appelle enveloppe pic
de K le compact K, intersection des ensembles pics contenant K.

(7.3) Théoréme./idorsque z tend vers a€dQ, la mesure u, convergﬁ\faiblement

vers O sur 0Q\{a}. Par conséquent u, converge vers &, dés que {a}={a}, en
particulier dés que a est un point strictement pseudoconvexe de classe C2.

Démo&ration. Par hypothése, il existe une fonction psh continue V égale 2
— N
Osur {a} et <Osur Q\{a}. On a



544 J.-P. Demailly

V(z)=u.(V)=0,

et V(z) tend vers V(a)=0 quand z tend vers a. Ceci entraine bien que p, converge
faiblement vers O sur GQ\@. O

Le théoreme ci-dessous montre que la distance J§, est compléte sous des
hypothéses assez diverses et assez faibles sur 0€; il parait donc naturel de conjec-
turer que Jd,, est en fait toujours compléte.

(7.4) Théoréme. La distance o, est compléte dés que Q vérifie l'une des hypothéses
suivantes:

(7.5) Q est de classe C?;

(7.6) 0Q posséde au moins un point strictement pseudoconvexe de classe C?;
(7.7)  Q est un ouvert convexe de C";

(7.8) pour tout acdR, il existe bedQ tel que @ n{/b\}z(b.

Signalons ici que N. Sibony [16] a construit un exemple d’ouvert Q pseudo-
convexe et strictement pseudoconvexe lisse sauf en un point, qui n’est pas com-
plet Ia métrique de Kobayashi (et non plus a fortiori pour la métrique de Cara-
théodory ou celle de M. Klimek [9]). D’aprés le théoréme (7.4), ces métriques
ne sont donc pas comparables a la distance J,,.

(7.4)  Démonstration du théoréme. On commence par prouver les implications
(7.5)=(7.6)==(7.8) et (1.7)=>(1.8).

® (7.5)=(7.6): il existe une fonction ye C*(X) strictement psh sur X, n’ayant
pas de points critiques sur Q. Alors le point a,€0Q ot y|,, atteint son maximum
est strictement pseudoconvexe, car Q< {y <y(ao)}-

® (7.6)=(7.8): si a,c0Q est strictement pseudoconvexe, alors on peut créer une
bosse sur 4R au point a,, cest-a-dire qu’il existe des voisinages WeW de a,,
arbitrairement petits, tels que 6(Qu W) W soit strictement pseudoconvexe de
classe C2. D’aprés le théoréme (2.13) Pouvert Qu W est hyperconvexe, donc
il existe une fonction @eC®(QuU W) psh exhaustive et <0 sur QUW, On a
=0 sur (69)\/1/\V et <0 sur (0Q)n W, par suite (OQ\W) =@\ W ne
rencontre pas {a,; ={ao}. Comme W est arbitrajirement petit, ceci démontre
(7.8).

® (7.7)=(7.8): soit aedQ et Re &-(z—a)< 0 un demi-espace contenant le convexe
Q. Si on applique les définitions (7.1), (7.2) & la fonction pluriharmonique
V(z)= —Log|l—¢-(z—a)| on obtient

@caﬂm {C'(Z—-a)=()},
Tout point bedQ2 ot z— Rﬁ\é zest minimum vérifie de méme Pinclusion analogue
{bY = (& (z—b)=0}, d'ou {a} n{b} =0.

® La preuve sera achevée si on vérifie I'implication (7.8)=3d, compléte. Il suffit
de montrer que sous I’hypothése (7.8) les d,-boules sont relativement compactes
dans Q. Soit xeQ un point fixé; supposons par I'absurde qu’il existe un réel
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R >0 et une suite y,€Q convergeant vers un point aed@, telle que d,(x, y,) < R.
Alors Iinégalité de Harnack donne u, <e"® . et d’apres le théoréme (7.3)
ceci implique que pu, est & support dans @ Par suite toute mesure uz est
a support dans {/a\} Si on fait tendre z vers un point bedQ tel que {a} {b} 9,

alors p, converge vers 0 sur 69\{b}, donc aussi sur @, ce qui est contradic-
toire. [}

On suppose désormais dans ce paragraphe que Q&X est un ouvert stricte-
ment psendoconvexe de classe C2. Le comportement asymptotique de du,({)
au voisinage de la diagonale de Q x dQ peut alors &tre décrit trés précisément.

Soit peC*(Q) une fonction d’exhaustion strictement psh<0 sur . Soient
(v,) et (v;) deux familles de mesures positives sur 02, définies et uniformément
bornées pour zeQ. On dira que (v,) et (v) ont méme comportement asymptotique
sur la diagonale si pour tout ¢€]0, 1] et tout 421 il existe un réel n=nx(e, A)>0
tel que

(7.9) (1=e dv,(O)=dv(O)=(1+¢)dv.(0),

pour |p(z)| <7 et [{—z|<Alp()*.

(7.10) Théoréme. On désigne par J?°p(z) la partie holomorphe du jet d’ordre
2 de p(z) au point z={(:

dp
Pp@)=3 =)@~
4 z %:acj Z aé’ ac k k

Alors les mesures pluriharmoniques (u,) ont méme comportement asymptotique
sur la diagonale que les mesures (v,) sur 02 définies par

lp@@)I"
@ny |J=°p(2)|*"

dv, (D)= (ddp)' ™' ndipy.

Le développement limité de p au point { s’écrit
p(@)=2Re J>°p(2)+ Hpy(z~)+0(z—{]?),

ou Hp (&)=Y 0%p/0(; 0, ;& est le Hessien de p en {. Comme p est strictement
psh <0 sur €, on en déduit

(7.11) 0@ 25 p@)+clz—(P, >0,

pour tous (z,{)eQxdQ assez voisins. Par ailleurs, J7°p(z) est invariant
mod O(|z—{]*} par changement de coordonnées locales; I'estimation du théo-
reme (7.10) a donc bien une signification intrinséque.

Dans le cas de la boule, on peut choisir pg(z)=|z|*> —1; on obtient alors

J20pe(2)=C-(z—0)=C-z—1, V{edB,
de sorte que pour la boule on a exactement

(1= lzpy
@ny (1027

dv;({)= @A 1Py AP =d p(2).
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Le cas d’'un domaine Q quelconque va s’obtenir a I'aide d’une approximation
de Q par des boules osculatrices intérieures et extérieures. Une premiére observa-
tion importante est que le comportement asymptotique des mesures v, est inva-
riant par changement de la fonction d’exhaustion p.

(7.12) Lemme. Soit p'e C*(Q) une fonction <0 et exhaustive sur Q, telle que
dp'+0 sur 0Q. Alors les mesures v, associées a p’ ont méme comportement asympto-
tique sur la diagonale que les mesures v,,.

Démonstration. On peut é&crire p'=/lp avec AeC'(Q)n C?(Q) et >0 sur Q. 1l
vient alors
(ddcpé)n_l A dcp&=/1(€)"(ddcp;)"_l A dc,ﬂg,

0 oA
JE00 =20 0@+ T g (5= 5) Y 7 (5l

oA
~(40+3 57 (5—t) 22 pl@+ 0z L)
k k

~ QI p(2)
lorsque zeQ tend vers {e0€Q. Par suite

Az)
AQY

On va maintenant profiter de la liberté qui nous est laissée dans le choix
de p pour contruire une fonction d’exhaustion normalisée.

dv (D~ dv,()~dv.(O). O

(7.13) Lemme. Il existe une fonction pe C*(Q) strictement psh <0 et exhaustive

sur Q, telle que
ddp—dpndpyr=0

en tout point de 0Q. Une telle fonction § sera dite fonction d’exhaustion normalisée
sur £.

Démonstration. Soit Ae C°({) la fonction définie par
1
lz; (ddepy" "t adp Andtp/ddep)".

D’aprés le théoréme de prolon~gement de Whitxley, il existe une fonction
TeCo(Q)n C* (), 7> 0, telle que 2= 1 sur 0Q et |D*T]=o(p ~'*!) pour tout multi-
indice a#0. La fonction p=p + (1 —1/4)p?/2 est alors dans C*(Q) et vérifie

1 .
ddcﬁ—dﬁ/\d”ﬁzdd”p—I dpad‘pz0 sur 09, designature (n—1, 0).

Par suite j est normalisée, et p est strictement psh au voisinage de 0Q. Apres
modification éventuelle sur un compact, g répond a la question. [

La condition de normalisation signifie simplement que la norme de la diffé-
rentielle d 5 relativement a la métrique dd°p est égale a 1 sur le bord. On obser-
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vera que la fonction pg est normalisée. Le point crucial du raisonnement repose
sur le lemme suivant, montrant Pexistence de boules osculatrices intéricures
et extéreures en tout point de 9€2.

(7.14) Lemme. On suppose que p est une fonction d’exhaustion normalisée du
domaine Q. Soit £>0 fixé. Alors il existe un voisinage Q, de Q dans X, une
boule B, C" contenant B et un réel 5(¢)>0 ayant les propriétés suivantes. Pour
tout ae 0%, il existe un domaine D), ;= Q; contenant {zeX ; |z—a| <(¢)}, des appli-
cations $,=@, . Q,— C" holomorphe et ¥,=Y¥, .. D, . — B, biholomorphe tels
que:

(7.15)  les familles (®,) et (‘) sont uniformément bornées;
(7.16) $,(QcB, &,(a)eiB

et larestriction ®,: D, ,— &,(D, ) est biholomorphe;

(7.17) D,, =0 'B)cQ et ¥(a)eiB;
(7.18) lp(2)—ppePa(z)|Selz—al> si |z—al<d(e);
(7.19) lp(@)—pee B Selz—al® si [z—al<d(e).

Les propriétés (7.16) et (7.17) expriment intuitivement que les «boules»
&, '(B) et ¥, 1(B) sont tangentes extérieurement et intéricurement a 4Q au
point a; les inégalités (7.18), (7.19) expriment de plus que la courbure de @, * (3B)
et ¥,”1(dB) approche a ¢ prés celle de dQ au voisinage de a (cf. Fig. 1 ci-dessius).

(7.14) Démonstration du lemme. On commence par construire un systéme de
coordonnées locales adaptées au point a.

Quitte a remplacer X par un voisinage convenable de @, on peut supposer
que 2 est un ouvert de Runge dans X. D’aprés le théoréme de plongement
de Fornaess [6], il existe alors un plongement X< C" et un ouvert strictement
convexe G=CV de classe C? tel que Q=X NG, 0G étant transverse a X le
long de 0Q. Relativement a la métrique i00p, sur T, X, soit e, € T,X un vecteur
unitaire sortant normal a 0%, et (e,, ..., e,) une base orthonormée de HT,(¢Q).

Fig. 1
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Complétons (e,, ..., e,) en une base (e,, ..., ey) de HT,(0G). L’hypothése de trans-
versalité T, X ¢ T,(6G) implique e, ¢ HT,(0G), par suite (e,, ..., ey) est une base
de C". Notons Z=(z,, ..., zy) les coordonnées affines sur CV relatives au repére
(a; ey,..., ey). Par construction z=(z, ..., z,) est un systéme de coordonnées loca-
les sur X au point a; de plus T,(0G)={Rez, =0} eton a

op op . dp *p
52(61)—1, 52—2((1)-—— =

7.
( 20) 6Zn ’ 021521{

(@)=0;;

I’égalité 0 p/0z,(a)=1 provient du fait que p est supposée normalisée. La stricte
convexité de G implique que G\ {a} est contenu pour R>0 assez grand dans
le cylindre

1
{|z+(R,0, ...,0)|<R}={2Rezl+§ lzl2<0}
5 s 2. Vs
=<2Re Z;+1Z,] +§|z| <0p,
avec Z=z/(1—z,/2). Quitte a remplacer les coordonnées (z;) par les (£;), ce qui

préserve (7.20), on peut supposer que Q\{a} est contenu dans le cylindre a
base ellipsoidale

1
(7.21) 2Rezy+ |z, +4 |22 <O0.

D’aprés (7.20), la fonction p admet un développement limité de la forme

(7.22) p(Z)=2Re(z;+ ), cijjZk)+|Z|2+0(|Z|2)a
15j,ksn

avec
1 &%p

k=7 0z;0z, (@)
® Construction de @,.

La difficulté est que Pellipsoide (7.21) a en général au point a une courbure
beaucoup plus faible que celle de 9. Pour corriger ce défaut, on va déformer
Pellipsoide au voisinage de a en introduisant les nouvelles coordonnées

—e2
S Zy\ "¢
2 1
Z,1221+521+(1—?) E CikZjZy,
jk

. 12 Z, —&2/2 )
zi=(1—¢) (14?> z;, 25jsn.

On pose alors
S (Dy=(zy,+ 1,25, ..., z,),

et on va montrer que $,(Q)cB pour #>0 assez petit. Sur Q on a Rez; <0,
d’ou
zZ T T
-5

Z
> = _— —_——, =
" =1 et 0(zy) arg(l 17)6] 5 2[-
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Soit ZeQ fixé. 1l vient

poPu(Z2)=|P,(Z)]* —1=2Re 2\ +|z'|?

3‘1—2
=y

[2Re(e” Y ¢, z;z)+(1—e) (|2, >+ ... +]2,]D)]
Ik

+2Rez, +eRe(zd)+]|z,2+C,|z]>,

ou C, est une constante >0 indépendante de ¢ et #. Distinguons maintenant
deux cas. Si [...]<0, on obtient

peo P (Z)<2Rez + |z, > +elz |+ Cy 2,
et donc pour ¢<1/2R l'inéquation (7.21) entraine
pro P (Z) < —e|z*+Cy|z)>.
Si[...]>0, il vient
pro P (Z)S2Re(e™ 00y ¢ zz)+(1—e) | 2|
+2Rez; +e(Re(z) +]z, )+ Cy [ 2[?
§2RC(21+ZCijJ-Zk)+IZ’2
+(C,|z]P+2&(Rez)? +(0(cH)—e) | z]?)
Sp(Z)(1+2ep(Z)+(0(z[)+(O@EH) —e) 2]
Pour Ze(, ¢ assez petit et |z|<r,(¢), on a donc dans les deux cas pgo@,(Z)<
—; |z|?<0. D’autre part (1 —z,/4)~%" converge uniformément vers 0 sur le com-
pact @n{|z|=r;(e)} quand % tend vers 0. Sur ce compact pgo®,(Z) converge

& 2 o e . X
vers 2Re (21 +§ zf) + , €t pour ¢ assez petit 'inéquation (7.21) entraine

+o 22
Z1+-z
2 1

€ e
2Re(z1 +3 zf)—k it z?

2 1
<2Rez, +<1+§)lzllz<0.

Pour 5 =#,(¢) assez petit, on obtient par conséquent pgo @, <0 sur  tout entier,
cest-a-dire @,(Q2)<=B; (7.16) s’ensuit. De plus @, est biholomorphe sur D, , dés
que D, . est contenu dans une boule de centre a de rayon r,(¢) assez petit.
La propriété (7.18) est vérifice si J(¢) est suffisamment petit devant #,(g) et 7,(g),

car on a le développement de Taylor
(7.23) P(Z)—pgoP,(Z)=—eRe(z]) +e(za* + ... + [z, 1P+ o(|2]?).
® Construction de ¥,

Le probléme étant cette fois local, on introduit les coordonnées

Wi=2y+ ) CZiZyy, Wy=Zg, .., W,=Z

ne
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Drapres (7.22), on a le développement limité
(7.24) p(Z)=2Rew, +|wl*+o(lw]?),

et pour r3(g)<r,(e) assez petit, Q2 contient I'intersection de la boule

{zRew1+<1+§> |w|2<0}

de rayon 1/(1+¢/4)<1 avec la boule {{w|<r;(¢)}. Lidée est maintenant de cher-
cher un changement de coordonnées tangent a I'identité, dans lequel la «boule»
osculatrice a 0Q sera de diamétre arbitrairement petit. On considére pour cela
une composée F=F ocF,c...oF5 de transformations conformes de la variable
w,, avec les notations suivantes:

Dr={lw;+R|<R}, D

0

{Rew, <0} ,
U={Rew; <0 et (Imw;)?<i(1+(Rew,)*)},
Wy

1 ¢ ’
9

F,:D,—D, , Fyw)=A4A"'w,4>0 ,

F, Dy, —> D, , Fiwy)=

Fy:U-D, , Fy(w)=w,+wi s
F4:Doo_)Dco » F4(W1):Aw1 ’
Wy
Fs "Dt g2y Do Fs(wy)= 1 =
Ona FyoF50F,(w)=w, +A%wj, dou
&
(7.25) F(wl):FleFS(le—O(w?):wl—E w? 4+ 0(wd).

On va montrer que le diamétre de F~'(D,) est aussi petit que I'on veut si
A>1 est assez grand. En effet, on vérifie successivement les relations d’inclusion

(FioF) " Y(Dy)=F; '"(Dy,) =Dy 4, = {Iw,| <4 AJe},
F31(Daa) = Un {lwy] <2(4/9)'3},
(F30F) ' (D3 4) S Do {lwy] <2713 4727},
FUD)ED g 4o {lwi <2612 4723},
En particulier, on peut choisir A= A(g) assez grand pour que

(7.26) F_I(D1)CD1/(1+8/2)F\{|W1|<A7'3(5)/2}-
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A étant maintenant fixé, on pose
wi=F(w,),

/ 1/2 Wl 2 .
wi=(1+¢" 1~7 wi, j=22

V(Z)=(wi+1, w5, ..., W)

Pour Re w, <0, on a alors d’apres (7.25):

(727)  pgo¥(Z)=2Re F(w))+|F(w))|>+(1+2) 1—%1— 4(|W2|2+... +w,|?)
(7.28) 22Re F(wy)+|F(w) > +(L+e)((wy >+ ... +|w,|?)

(7.29) =2Rew; +(1+¢)|wl*—2¢e(Rew P+ 0 (w3)

(7.30) =(1—eRew;)2Rew, +(1+2) [w]>—C,(e) |w]?)

ou la constante C,(g) est indépendante de 7. On va montrer que ¥, ! (B)c Q
pour n>0 assez petit. Soit Z un point fixé de ¥~ '(B), ie. un point tel que
pee¥(Z)<0. On a en particulier [wj+1/<1, donc (7.26) implique
W1EF_1(D1)CD1/(1 +e/2)> L€,

2Rew1+(1+§>|w1|2<0.

Distinguons deux cas suivant 'ordre de grandeur de Re w,.
Si Rew; < —n'/?, alors |1 —w,/n|=#n" /2 et (7.27) entraine

(7.31) A+e(wo > +...+ w2 <n
On a donc

2Rew, +(1+§) |w|?

§2Rew1+<1+§)|w1|2—2|Rew1|2+(1+s)(|w2|2+...+lw,,|2)

<—%1’f+7]2<0

pour n<e¢/4; dans ce cas, compte tenu de (7.26) et (7.31), on aura de plus
|w|<rs3(e) dés que n<r;()/2.
Si —p'?<Rew, <0, alors |w, | < —2Re w; <27'/2 et (7.28) implique
Iwal*+ ...+ [w, > —2Re F(w)) = —2Re w, + O (|w, ) < C5(e)n"/2;

on a donc |w| < C,(e)n'/*, et de (7.30) on déduit
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3¢

2Re w1+(1+2)|w|2§C2(8) lwp? —

g(cz@ c4<s)n“4—3j) w2<0

pour n<(3e/4C,(g)Cy(e))*; dans ce cas, on a de plus |w|<ri(e) si
n<(rs(e)/Ca(e)*.
Le choix n<min(e/4, r5(2)/2, (3e/4C,(c) C4(€))*, (r5(e)/C4(e))*) entraine donc
finalement
&

%_I(B)c{ZRe Wy +(1+4) |w|2<0}m{|w|<r3(s)}c9.

L’estimation (7.19) résulte d’autre part des développements limités (7.24) et
(7.29). O

(7.10) Démonstration du théoréme. Soient A4, >0 et acdQ quelconques. Consi-
dérons les applications holomorphes @,: Q—>B et ¥ ': B— D, ,=Q fournies
par le lemme (7.14). Pour tous z, {€D, , le théoréme (4.11) donne

(7.32) ug (P, (2), @, (0)) Sual(z, ) Zug(¥(2), %l0)-

Posons b= Y%,(a)edB. Pour tout (w, £)eB x B avec |E—b]|<r,(¢) assez petit, on
aura d’apres (5.10):

1+8.|,0|;(W)|PB(5) I—¢ |pB(W)|pB(£)

(733) 3 ]J;JZ’OPB(W)F éuB(W, i)é 3 mz—

Posons n=(d(e)/A)* et soit zeQ. Sous les hypothéses |p(z)|<y et [z—a]
<Alp(z)|** il vient |z—a| < (e), donc (7.19) entraine

(7.34) lp(@)—ppetuld)|Selz—al’ Sed?|p(2);

en particulier ze %, '(B)=D,, pour ¢<A 2. Choisissons r,(¢)>0 assez petit
pour que

(7.35) [{—al<rz(e) = max(| @, (0)— D.(a)], | ) — Fe(@))) <71(2);

ceci est possible d’aprés la propriété (7.15). Sous les hypothéses |p({)|<n et
|{ —a|<min(A|p()}}7?, r,(e)) on a de méme que pour (7.34):

(7.36) () —ppo Bl)l=eA? [p (D),

et grace a (7.35) on voit que I'encadrement (7.33) est applicable au couple de
points (w, &}=(¥(z), ¥()). Les estimations {7.11) et (7.19) donnent d’autre part

(737) 122 p(2) — J2-° pu(B ()] S22 —alP S |20 (2

on a bien entendu des estimations analogues a (7.34), (7.36) et (7.37) pour la
fonction pgo @,. De (7.32)-(7.37) et leurs analogues on déduit alors 'encadrement
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(1+8A2)2. L+e Ip@IpW) _

1—3A2)2. I1—¢ [p(z)]pD)
l—g/c/ 2 JJF°p@)1PT

w05 70) 5

2 [ Jp)P
sous les hypothéses

lo(2)<n et |z—al<A|p(@)|'?,
lp@l<n et [{—a|<min(4|p@)|"? r2(e)).

Appliquons maintenant le théoréme (3.8) aux fonctions

1
eQ)=r0), YO=75_uo(z0)

en tout point a de I'ouvert w:={aedQ; |a—z|<A|p(z)|"’?}. Les hypothéses du
théoréme (3.8) sont satisfaites car

YO _(14eA 14+e  [p()
lim sup <p(c)§( 1—s/c> Tar 2017

liminfw(C)<<1ﬂ8A2)z.l_8. lp(2)] .
i~a @Q)T\1+e/c) dn [JF°p@)*

on notera que pour obtenir ces limites il est nécessaire de faire varier un peu
le point a dans I'encadrement de u,, car celui-ci est valable seulement sur le
domaine tangentiel {{;|{—a|<A]|p({)|'/*}. Le théoréme (3.8) donne finalement
I'inégalité souhaitée

(1-&)dv.()=dp.()=(1+&)dv.({), Vieo,
avec ¢ =2ne(1+A%2+1/c)aulieude e []
(7.38) Remarque. On a les formules

lirlalgvz({éeég; Hp,((—2)<Alp(2)]'?})=J(4)

22 (n—1)! dtdw
JA) =" . dtaw
( ) " (t,w)eijC""l ((1+|W|2)2+Z2)n
Iwj<d4
=] 22" (n—1)! .[ dtdw
B i iz (AHWA2 422y

Soit z un point fixé, voisin de 9Q. Pour vérifier les formules précédentes, il
suffit de se placer dans un systéme de coordonnées locales ({,, ..., {,) tel que

p(Q)=2Rel; +[{P+0(1]7),
z=(z,,0,...,0) avec z,e]—1,0[.
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On a donc p(z)~2z,. On effectue alors des homothéties dans la direction tan-
gente réelle et dans les directions tangentes complexes a 002 en posant

t=|leflImCh W:|2zl|—1/2(42:--':gn)'

Pour {e0Q et |{—z|=0(lp(z)|*'?), Cest-a-dire |{|=0( z,|*?), on obtient les esti-
mations Re {; ~ —|{|%/2=0(|z,]) et

ng’op(z):(l‘l'a)(zl_C1)*zz'§2‘---_C_n’cn‘f‘o(lﬂ|Z—C|)
=z, =~ 1P +o(z.)
=z;—3|{P—iIm{; +o(z)).
On en déduit aisément

120 (@) ~1z; 2 (L + W) +12),
tandis que
dd p)" "t Ad p ~22" 2 (n— 1)1 |2z, " dt dw.

Nous laissons au lecteur le soin d’achever les calculs. [

La remarque (7.38) montre que les estimations du théoréme (7.10) prennent
en compte a la limite toute la masse de u, quand A tend vers + co. Il serait
néanmoins intéressant de connaitre le comportement de dpu,({) lorsque z tend
vers 9Q, { n’étant plus nécessairement astreint a rester dans un ouvert du bord
de la forme |{ —z| < 4| p(2)]*'?; pour cela, il serait nécessaire d’étendre le lemme
(7.14) au cas de boules osculatrices en deux points a, be Q2 simultanément, tout
en conservant Puniformité des estimations quand |a—b| tend vers 0; nous n’y
sommes pas parvenus ici.

8. Mesures canoniques sur les points extrémaux
d’une partie convexe compacte de R"

Soit K = R” une partie convexe compacte d’intérieur K =§. L’objectif de ce para-
graphe est de montrer que les mesures de Monge-Ampére fournissent en dimen-
sion finie une solution explicite naturelle au théoréme de Choquet (cf. [3, 13]),
a savoir que tout point d’une partie convexe compacte métrisable dans un espace
vectoriel topologique localement convexe est barycentre d’une mesure positive
portée par les points extrémaux de cette partie. Bien siir, ce théoréme est trivial
dans R”, tout point xe K étant alors barycentre d’au plus n+ 1 points extrémaux;
I'intérét de notre résultat réside plutdt dans le caractére explicite de la solution
et dans le fait que le noyau obtenu dépend continlment du point x et du
convexe K.

Soit xeK un point fixé. On associe & x la fonction jauge p, définic sur
R” par {
px(éj)=inf{/1>0; x+1— (f—x)eK}, teR™

La fonction p, est convexe sur R”, positivement homogéne de degré 1 relative-
ment au pdle x et on a p,|,x=1. On introduit maintenant 'espace de Stein
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X =(C/iZ)'~R"+iT"

ou T=R/Z, qu'on considére comme une complexification de R". On introduit

également 'ouvert .
Q=K+iT";

2 est un ouvert pseudoconvexe relativement compact dans X (on notera que
Q n’aurait pas été relativement compact si on s’était contenté de prendre X =C”
et Q=K +iR"). On définit maintenant une fonction psh continue p, sur X en

posant .
Pp=(O)=p.(() ou (=Cl+in, CeR’, neT"
On a alors Q= {{eX; p,({)<1}, de sorte que p, est une fonction d’exhaustion
psh bornée de Q.
(8.1) Propeosition. On a (dd° p,)" =0 sur X \(x +iT".

Démonstration. K est réunion d’une suite croissante de parties convexes K" de
classe C?, et p, est la limite décroissante des fonctions jauges p’ associées. Il
suffit donc de démontrer le résultat lorsque K est de classe C2. Dans ce cas
e C*(X\(x+iT"), et on a les formules

0
dc~x: &drlka

lskﬁnaik

(8.2) S
AP= A& ndn,

1§%€§n aéjafk éj M

. gy =nt det( -0 0x ) de, na d¢, nd
. Px) =0 e(aé]afl) iAndy n...Andé, ndn,.

Or p, est linéaire sur la demi-droite affine x+ R, -(¢—x), donc £—x est dans
le noyan de la matrice (8%p,/0&;0¢&,); par suite det(0%p,/0&;0&)=0 pour
EEx. O

Comme p, est invariante par les translations de T”, il en est de méme pour
la mesure (dd°p,)". On voit donc qu’il existe une constante C=C(x, K)>0 telle

que
dd'p)'=C-6,Qa,

ou J, est la mesure de Dirac au point x sur R” et ¢ la mesure d’aire invariante
sur T"=R"/Z" D’aprés le § 1, on peut associer a p, la mesure de Monge-Ampére

(8.5) V= Uy, 1 =(dd  max(p,, 1))",
qui est portée par 6Q2=0K +iT". D’aprés (1.10) on a
IVl = (@d'p)=C;
Q
comme ¥, est elle aussi invariante par les translations de T", on voit qu’il existe

une mesure v, =0 sur 0K telle que ¥,=v,®a et C=v,(0K). Pour toute fonction
psh V()=V({+in) sur X, la formule de Lelong-Jensen (1.7) s’écrit maintenant
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[ vE+indv. (& datn)

(& m)edK xTn

=v2(0K) | Vix+inda(m)+ [(1—=p () ddVAddp) "

neTn

Choisissons en particulier pour V une fonction affine de £, indépendante de #.

Nous obtenons
v (V)=v,(0K)- V(x)

quelle que soit V affine, d’ou:

(8.6) Théoréme. Le point x est barycentre de la mesure de probabilité
my=(v,(6K)) "' v,..

(8.7) Remarque. 11 est clair que 'on pourrait encore définir les mesures v, sur
Yespace X =C"/il', ou I est un réseau quelconque de R". Les mesures v, telles
que ¥,=v,Q0g~; ne seraient alors modifiées que d’un facteur >0, égal au
volume de R*/I". De ceci, on déduit aussitdét que les mesures v, (resp. m,) se
transforment fonctoriellement par Paction du groupe spécial affine (resp. du
groupe affine) sur le convexe K. [

Par analogie avec ce qui a été fait dans le cas complexe, on introduit sur
K la distance
p«(£)—1

py(9—1

i

g (x, y)=Ilim sup |log

8K

cette distance est toujours compléte et on a I'encadrement
—ndx(x, oxc(x, ¢
e "My <y <"k y o Vx, yeK.

En particulier, on voit que les mesures v, dépendent continfiment de x pour
la topologie de la masse. Elles dépendent aussi continiment de 0K pour la
topologie faible des mesures; ceci résulte du fait que I'opérateur de Monge-
Ampéere

P (dd* max(py, 1))

est faiblement continu lorsque p, converge uniformément sur tout compact.
Lorsque K est de classe C?, on a ,=(dd°p,)"~ ' Ad‘P,, et les formules (8.2)
donnent v, =v,&{dn,; A ... Adn,) avec

n

(88) D =(n=D! T (=17 (e, dEs A -..dby. A dE,,
=1
asz asz apx asz )
aéjaéla ”.’(95]-661_1, afj’ R 65]&5" :

A(x, f)zdet<

Dans ce cas, on sait que v, est portée par I’ensemble des points strictement
pseudoconvexes de d€Q, par conséquent v, est portée par 'ensemble des points
strictement convexes de 0K. Dans le cas général, on va montrer que v, est
portée par 'ensemble des points extrémaux de K.
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(8.9) Définition. Soit ¢ un point de oK.

® Le point € est dit extrémal s’il n'existe pas de vecteur a=+0 tel que le segment
[E—a, £+ a] soit contenu dans OK. On notera E(K) Uensemble des points extré-
maux de K.

® Un hyperplan affine H est dit hyperplan d’appui au point & si H3& et si K
est contenu dans ['un des deux demi-espaces fermés délimités par H.

Grice a la transformation par polaires de centre x, on peut associer a K

le convexe dual
Ki={yeR")*;VxeK, y-((—x)=1};

K¥ est une partie convexe compacte de (R™)* contenant 0 en son intérieur.
Si £edK, on note &f l'ensemble des formes linéaires y'e(R")* telles que H,,
={y; ¥'-(y—x)=1} soit un hyperplan d’appui au point £. Bien entendu, lorque
K est de classe C', &* se réduit a 'unique forme linéaire définissant 'hyperplan
tangent en ¢ a 0K; dans le cas général, &¥ est une partie convexe de (R™)*,
contenue dans J(K¥). Pour toute partie 4 =K, on pose plus généralement

AF= &

teAd

Avec ces notations, on obtient la relation naturelle J(K¥*)=(dK)¥. On définit
enfin une mesure positive 0 sur 0K¥ en posant

0(A')=Vol([0, 1]-4)

pour toute partie borélienne A’ < dK¥*, ou Vol désigne le volume calculé relative-
ment a la mesure de Lebesgue de (R")*. On a alors le théoréme suivant, qui
donne l'interprétation géométrique des mesures v,.

(8.10) Théoréme. Pour tout point xeK et pour toute partie borélienne A=K
on a la formule

(8.11) v, (A)=n!8(A%¥)=n! Vol ([0, 1]- 4*),

en particulier v, (0K)=n! Vol(K¥).
De plus, v, est portée par l'ensemble des points extrémaux de K, c¢’est-da-dire
que v, (0K\ E(K))=0.

Démonstration. On commence par vérifier la formule (8.11) lorsque A4 est une
partie compacte de JK; pour cela, on procéde en plusieurs étapes.

Premiére étape: on suppose 0K strictement convexe de classe C*®.

Soit & un point de K. L’homogénéité de p, entraine la relation d’Euler
dp.(&)-(E—x)=p,(E)=1. L’hyperplan tangent a K au point ¢ est donc donné
par {y; dp.(&)-(y—x)=1}, i.e. £&¥={dp,(£)}. La stricte convexité de dK montre
que l'application &—dp, (&) de 0K sur 0KF est un C*-diffeomorphisme. Soit
@,: 70, 1] x 0K - K¥\{0} le C*-difffomorphisme défini par

V=@, &):=t-dp.(S), t€]0,1], {edK.
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On a alors par définition
0(43)=Vol(J0, 1]-dp.(A)=Vol(2,(10, 1] x 4))
= [ (@)*dyiA...Ady)).

10,11x 4

En utilisant la formule (8.8) on voit aussitot que

n—l

(@)*@AYi A .condy)= n _1),dt/\dv (&),
donc
1 n—1 1
Q(Af)zg mdt'J de(f)Zm Vv, (A4).

Deuxiéme étape: on suppose 6K de classe C1 12,

Dans ce cas, la différentielle dp, est lipschitzienne, donc presque partout
différentiable relativement a la mesure d’aire euclidienne a sur ¢K; la formule
(8.8) est encore valable, dv.(£) étant ici une forme volume a densite L® par
rapport a a.

Soit ¢ un point ou dp, est différentiable; supposons qu’il existe un segment
[, £,]1= 8K contenant & et non réduit & un point. Alors la matrice (0% p,/0¢&; 9&,)
a dans son noyau les deux directions &, —¢&, et £—x, ce qui entraine dv, (&)=
En particulier, on a dv.(£)=0 a-presque partout sur JK\E(K), dou
v.(6K\E(K))=0.

Notons maintenant A la réunion de A et des segments [, &,]cdK tels
que &;€A. Il est trivial de veérifier que (A) =A dés que 0K est de classe C!,
et que A est unc partie compacte de 0K si A est elle- -méme compacte de plus,
d’aprés ce qui préceéde, on a v (A\A4)=0. Par ailleurs, 6K a méme hyperplan
tangent en tout point de chaque segment [&,, £,]< 0K, donc (A)¥ = A%. Pour
vérifier (8.11), on peut donc supposer sans perte de généralité que 4= A.

L’idée suivante est d’approximer K par des compacts strictement convexes.
Pour tout £>0, il existe un compact L, strictement convexe de classe C* tel
que

(1-¢-(K—x)cL,—xcK—x;

par dualité on en déduit

(8.12) K¥fc(L)*c(1—e) ‘K=

Considérons le compact B,=([0, (1—&)~']- A% nd(L,)¥, image de A¥ par projec-
tion radiale sur d(L,)¥, et le compact B,=0dL,, image réciproque de B; par la
transformation par polaires. Désignons par v% et 6 les mesures associées a L,,

analogues a v, et 6. On sait que V% converge faiblement vers v, et que vi(B,)
=n! 6(B.) grice a la premiére ¢tape. La double inclusion (8.12) 1mp11que

HAF) = (B)=(1—¢) " 0(A3),
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donc lim 6°(B,)=6(A¥). En particulier, on voit que
. .1 1
B(0KF)=1im 0°(6(L,)¥)=lim o v (OL,) = v,.(0K).

On va montrer maintenant que lim sup v4(B,) <v,(A4). Soient en effet UV D4
deux voisinages ouverts arbitraires de A dans R" et he C°(R", [0, 1]) une fonction
a support compact dans U, égale a 1 sur V. Pour ¢ assez petit, on a B,cV;
sinon, il existerait une suite g, >0 tendant vers 0 et une suite de points £, e B, \V
convergeant vers un point ¢ ,e0K\V; comme (£)¥€B,, et comme A} est fermé,
la suite (£,)F aurait un point limite y'e A% qui serait un hyperplan d’appui de
K au point £_; mais par ailleurs y'€ A¥ serait '’hyperplan tangent en un point
EeA, dou [ E ]cdK et £ ,eA=A, ce qui est contradictoire. Pour ¢ assez

petit il vient donc
Vi(B) Svi (V) =vi(h),

et puisque lim v%(h)=v.(h) on obtient

lim sup v%(B,) Sinf v, (h)=v (A).
On en déduit donc "

v (A)=lim sup v4(B,)=n!lim sup 8*(B;)=n! 8(A4¥);
d’apres les réductions préliminaires que nous avons faites, il vient
vi(4)2n! 0(AF)

pour toute partie compacte A< K. L’ouvert dK\ A est d’autre part réunion
d’une suite croissante de parties compactes S, par conséquent

v, (K\A)=lim v (S;)=n! im ((S)¥) =n! 0((OK\ A)}).
Comme (0KF)\(OK\ A)¥ < A¥ il vient finalement
Vi (4)=v(0K) — v, (0K\ A)

=nl(0(0KZ)—O((0OK\AF)=n! 6(47).

Troisiéme étape: K quelconque.
On pose alors:
K,=K+B(0,6)={cR" d(, K) e},

ou B(0,¢) et d sont respectivement la boule et la distance euclidienne de R".
Soit r>0 tel que B(x, ¥)= K. On a les inclusions

KchcK-i—; K=(1+§> K

(8.13) A1
(1 —i—;) K¥c(K)¥<K%.
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A toute partie compacte A =dK, on associe d’autre part
A,={£cdK,; d(¢, A)=¢} < OK,.

Nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant, dont la vérification est laissée
au lecteur.

Lemme. On a les deux propriétés suivantes:
(8.14) 0K, est de classe C1 117,
(8.15) (A)F=([0, 1]-A) N a(K,)}.

Grice a (8.13) et (8.15) on voit que

(1+9) "oun=zeainzony
tandis que (8.14) implique vi(A4,) =n! 0°((4,)¥). Des arguments identiques 4 ceux
de la deuxiéme étape permettent d’obtenir successivement
n! 0(4F)=n!lim 0°((4,)¥)=1lim v{(4,) < v.(A4),

puis linégalité opposée v, (4) <n! 0(A¥), grice a une exhaustion | | S, du complé-
mentaire de 4 dans 0K.

Quatriéme étape: pour K quelconque, v (0K\ E(K))=0.
Par définition de E(K), on a
OKNE(K)=1) 4,

ol A, est la suite croissante de parties de 0K définie par

1 1
Akz{feaK; JueR", uf=1et [S_E u, é-l—zu]caK}.

Ui

ou la réunion est étendue aux couples (£, u)edK xR" tels que fu=1 et
[¢—u/k, £ +u/k]< K. On pose enfin

Pour I>k, on pose

1
Bk,zz{fEAk,ZJ d(<, Ak)zT}CAk,z-

Il est immeédiat de vérifier que A,, 4,, et B, , sont des parties compactes de
0K, que les suites (A, ), (By, ;) sont croissantes avec [, et que 4, < 4, ;, A, " B, ,=0.
Comme tout hyperplan d’appui en un point de chaque segment [£—(1/k—1/Du,
E+(1/k—1/Du] = A, est aussi un hyperplan d’appui au point {e€A4,;, on voit
que (A4, )F=(4%, donc (4, U B, )¥=(A,)* Grice a la troisiéme étape, il vient
vx (Ax (S Bk,l) = vx(Ax)7 diOl‘l

Vi(Be, ) =0=0((B,)*)
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Soit maintenant H un hyperplan d’appui en un point {e4,. Alors Hn oK
=Hn K est une partie compacte convexe, et il existe ueR” tel que |ju||=1
et [E—u/k, E+u/k]<=Hn K. Soient &, £, HNOK tels que

2
1€2—&4 =diam(Hm3K)§E,
et soient
&—&

1
”o:m, fo=f1+%uo-

Il est immédiat que

1 1
[éO—E Ug, éo"’z uo]c[fl, &]eHnok,

donc &yeAd;. Posons &,=¢& +eug=E,—(1/k—¢)u,. Tout intervalle [&,—a,
¢, +a]l=dK est en fait contenu dans HnoK<B(&,, ||E,—&,]), d’ou, par un
argument de géométrie élémentaire:

la| £)e(1&— ¢l —e) =) e )/ 16— &

Si I'on choisit e<k™2|&,—¢&| 7" il en résulte que &,¢4,, donc £,€B,, pour
[ assez grand. Comme H est aussi un hyperplan d’appui au point &,, on en

déduit
(Ak = U (Bk,l);cka

1>k

0(AYD) = lim O((By,)7)=0;
par conséquent v, (A4,)=0 et
v (OK\E(K))=0=0((0K\E(K))7)-

Cinquiéme étape: montrons pour terminer que la formule (8.11) est vraie quelle
que soit la partie borélienne A =K.

Pour cela, il suffit de vérifier que la fonction d’ensembles A 8(A¥) est
dénombrablement additive sur les boréliens. Or, pour toute suite A, croissante,
ona

0((J 4% =0() (405 =1im 0((4%);

il suffit donc de vérifier 'additivité finie. Si A " B=0, tout élément de A* ~ B¥
correspond 4 un hyperplan d’appui en des points distincts £,eA4, &,eB; cet
hyperplan passe aussi par le point milieu (¢, + &,)/2€ 0K\ E(K), par conséquent

A¥ nB¥ < (6K\E(K))%.
On a donc 6(A4¥ n B¥)=0, ce qui implique
0((4v B)Y)=0(4% L BY)=0(A})+ 0(B).
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La démonstration du théoréme (8.10) est achevée. [

Pour terminer, nous allons expliciter les mesures v, et m, dans le cas de
la boule euclidienne de R”.

(8.16) Exemple. K=B,={{cR"; ||£]| <1}.

Dans ce cas, la fonction jauge p,(¢) est la solution A>0 de I'équation
| x+(&E—x)/A|?=1, ce qui donne

(6 E=x) + /(6 E—xp2 + (1= |x[13) [ € —x[)?

1—|x[?

px(&)=

Apres quelques transformations aisées, on obtient

1O RN RER

Quand ¢ tend vers JB,, il en résulte

1 _HEHZ—1~
1—<x, & 2 1—<x, &>

Le théoréme de comparaison (3.8) entraine par conséquent

px(O)—1~

(Po(9)—1).

dv. (&)= 5 dvo(8), CedB,.

b
(1= 8)

Drapres le théoréme (8.10), la masse totale de v, vaut n! Vol((B"¥). La transfor-
mation par polaires de centre x s’écrit ici

£,d&>
1_<xa é>’

cest-a-dire &r—£/(1—{x, &) modulo l'identification (R")* ~R". On vérifie alors
que (B,)* est lellipsoide de centre x/(1—|x|?), de demi-grand axe 1/(1—|x||?)
‘2

E—dpy ()=

dans la direction R-x et de demi-petit axe 1/]/1— || x|* dans les n—1 directions

orthogonales a x. Par suite
ve(0B,)=n!(1—|x[?)~"" V2 Vol (B,).

Comme v, est invariante par rotation, on voit que vo=(n—1)!a, ot a désigne
la mesure d’aire euclidienne sur la sphére. On obtient donc finalement les formu-
les

(1)1 da(®)
dvx(é)_ (1_<x’ é>)n B
dm (&= AP

a(0B,) (1—<x OF
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On observera que dm, (&) differe du noyau de Poisson euclidien de la boule
pour tout n>1, bien que le noyau de Poisson résolve également le probléme
de la représentation barycentrique d’un point xeK en fonction des points de
0K (ceci parce que les fonctions coordonnées de R” sont harmoniques). Ce
phénoméne n’est pas surprenant, puisque le noyau de Poisson euclidien n’est
pas porté par E(K) en général.
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