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O, Introduction 

L'objet de ce travail est de d6velopper la th6orie du potentiel en plusieurs varia- 
bles complexes, suivant la voie inaugur6e par Bedford et Taylor [1, 2]. Nous 
montrons en particulier que tout domaine hyperconvexe born6 f2 poss6de des 
<<noyaux de Poisson et de Green pluricomplexes>> canoniques, invariants par 
biholomorphisme, permettant de reproduire les fonctions pluriharmoniques sur 
~2 fi partir de leurs valeurs au bord. 

Soit X une vari6t6 de Stein de dimension ne t  q): X --, [ -  o% R[ une fonction 
continue plurisousharmonique (psh en abr6g6). On suppose de plus que ~0 est 
exhaustive, c'est-fi-dire que pour tout r < R les pseudoboules 
B(r) = { zeX;  (p(z)< r} sont relativement compactes dans X. On peut alors asso- 
cier de mani6re naturelle fi 9 une collection de mesures positives &o,r, port6es 
par les ensembles de niveau S(r)={zeX;cp(z)=r},  telles que #~, 
=(ddC~o)"-lAdCq~ls(~ > si q~eC+(X). Les mesures /~e,r v6rifient la formule de 
Lelong-Jensen fondamentale ci-dessous (cf. [4] pour une d6monstration et pour 
l'6tude de quelques applications g6om6triques). 

(0.1) Th6or+me. Toute fonction psh V sur X est #o,r intOgrable et on a 

/2~o,,(V)= ~ V(dd~o)++ ~ (r-9)dd~VA(dd~cp) "- ' .  
B(r) B(r) 

Soit ~2 un ouvert faiblement pseudoconvexe relativement compact dans X. 
Si 8f2 est de classe C 1, on sait d'apr6s Kerzman-Rosay [8] que Y2 est hyper- 
convexe, c'est-/t-dire qu'il existe une fonction ~o: f2--,[--1, 0[ psh continue 
exhaustive. La d6monstration de Kerzman et Rosay ne donne pas directement 
d'information quantitative globale sur ~o, mais en raffinant leur m6thode nous 
avons pu obtenir des estimations logarithmiques tr6s pr6cises. 

(0.2) Th6or~me. Soit Y2~C" un domaine faiblement pseudoconvexe fi bord lip- 
schitzien. Alors f2 est hyperconvexe et il existe une fonction psh exhaustive 
(p: f2-->[-- 1, 0[ de classe C + telle que 
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A B 1 
<cp<<_ et ddCqo>= ddClz[ 2, 

Log 1/6 = Log 1/6 Log 1/6 

off 3 d&igne la distance au bord et A, B, C des constantes > O. 

Soit maintenant f2 un domaine hyperconvexe et q): f2 ~ [ -  oo, 0[ une fonc- 
tion psh continue exhaustive dont  la masse de Monge-Amp6re totale est finie, 
i.e. 

(0.3) ~ (dd~ + ~ .  
g? 

On montre alors que les mesures #e,~ convergent faiblement au bord vers une 
mesure positive #~ sur 0f2. L'un des outils principaux dont nous disposons 
est le th6or~me de comparaison suivant: 

(0.4) Th6or6me. Soit ~: ~ - ,  [ -  oo, 0[- une fonction psh continue exhaustive telle 
que 

lim sup ~(z) = 2 ( a ) <  + oo 
. . . .  ~o(z) 

pour tout a E ~ .  Alors d #~ (0 < 2 (~)" d #~ (() sur ~2. 

Le point crucial de la d6monstration consiste/t 6tablir des estimations suffi- 
samment pr6cises pour les masses de Monge-Amp6re respectives de q~ et 
au voisinage de 0f2; ces estimations s'obtiennent elles-memes par application 
du th6or6me (0.1). 

On cherche ensuite ~i d6finir une fonction de Green attach6e canoniquement 
/t la structure complexe de f2. Dans ce but, on considbre le probl6me de Dirichlet 
suivant, relatif/~ l 'op6rateur de Monge-Amp6re: pour tout point z e (2, existe-t-il 
une fonction continue u~: ~ --, [ -  oo, 0[- psh et exhaustive sur Q, v6rifiant 

u~leo =0, 
(0.5) ( d d % ) ' = 0  sur O\{z}, 

u~(() ~ L o g l ( - - z l  quand ( - - ,z?  

Nous montrons le: 

(0.6) Th6or6me. Si (2 est hyperconvexe, le problkme (0.5) admet une solution 
uz unique. On a (ddCu=)"=(2rc)n3~ et la fonction u~(z, Q.'=u~(~) est continue sur 
f 2 x ~ .  

La r6solution du probl6me de Dirichlet (0.5) a 6t6 6tudi6e en d6tail par 
L. Lempert [11, 12], q u i a  obtenu le th6or6me (0.6) ainsi que de nombreux 
autres r6sultats quantitatifs lorsque t? est convexe. La m6thode de Lempert 
s'appuie sur une 6tude pouss6e des disques extramaux de f~ pour la m6trique 
de Kobayashi. Darts le cas g6n6ral cette m6thode ne fonctionne plus, et nous 
avons dfi reprendre l'id6e de M. Klimek E9], bas6e sur la m6thode ant6rieure 
de Perron-Bremermann et sur les r6sultats de Bedford-Taylor [1]: la fonction 
u~ cherch6e est l 'enveloppe sup6rieure des fonctions psh v < 0  sur f~ telles que 
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v (z) < Log I f - -  z [ + O (1). Des fonctions extr~males analogues avaient d6jfi 6t6 
introduites et 6tudi6es dans d'autres contextes par diff6rents auteurs, notamment 
J. Siciak [17 19], B.A. Taylor  [21] et A. Zeriahi [23] lorsque le p61e logarithmi- 
que est/~ l'infini. 

Dans le cas off ~ est strictement pseudoconvexe de classe C ~, iI est assez 
facile de prouver que ua est localement lipschitzienne sur f2 x ~ \ A a ,  mais nous 
ne savons pas si ur~ est elle-m~me de classe C ~ sur cet ensemble; il n'est d'ailleurs 
pas stir que ce r6sultat soit toujours vrai, au vu des contre-exemples donn6s 
par Bedford-Taylor [1] et Gamelin-Sibony [7] pour le probl6me de Dirichlet 
relatif fi l '6quation de Monge-Amp6re homogbne (dd~u)"=O. Nous ne savons 
pas non plus si de mani6re g6n6rale ue(z, f) est sym6trique en z et f, bien que 
la sym6trie ait lieu lorsque ~2 est convexe (cf L. Lempert [11]). 

(0.7) D~finition. On appelle mesure pluriharmonique #~ associ~e au point z~(2 
1 

la mesure #~o obtenue pour ~o = ~  u~. 

Pour r = 0  la formule (0.1) donne 

1 
~z(v) = v(z) + ~ < ~  [ l u=(OI dd ~ V A  (dd~uz) " -  1, 

t z ~  

de sorte que le noyau d#z(f) reproduit  les fonctions pluriharmoniques. Le th6o- 
r6me (0.4) montre que les mesures #z sont toutes absolument continues entre 
elles; de plus ces mesures sont donn6es en fonction de l'une quelconque d'entre 
elles par un noyau de Poisson P(z,  f) continu en z. De mame que la fonction 
de Green uz, le noyau d#z(f) est invariant par biholomorphisme. Dans le cas 
d'un domaine homog6ne comme la boule, on retrouve donc le noyau de Poisson 
invariant 

(1-1z12)" 
(0.8) d#z(f )=  I1 - z .  ~-12, d~(f). 

L'une des principales caracthristiques des mesures #zes t ,  en un sens vague, 
la minimalit6 de leur support. 

(0.9) Th6or6me. On suppose que f2 est de classe C a et qu'il existe une fonction 
psh peC2(O) telle que p < 0  sur (2 et d p + O  sur ~?Y2. Alors, pour tout zef2,  la 
mesure #~ est portOe par l'ouvert des points strictement pseudoconvexes de 8(2. 

Le thhorhme (0.9) est une consOquence trhs simple du thborhme de comparai- 
son (0.4) si l 'on observe que C1 p < uz < C2 p au voisinage du bord. 

Lorsque f2 est strictement pseudoconvexe, nous obtenons d'autre part une 
description tr4s pr6cise de la singularit4 du noyau sur la diagonale du bord. 

(0.10) Th6or6me. On suppose Y2 strictement pseudoconvexe de classe C 2. Soit 
p < 0 une funct ion d'exhaustion strictement psh de classe C 2. Alors si z tend vers 
~?f2 et si f ~Of2 est tel que I~-z[<=A[p(z ) l  ~, A>0 ,  on a 

1 Ip(z)l" 
d#z(f) (4~)" ]J~'~ (dd~p~)'-a /x d~p~, 
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off 

20 - - a P  1 

Le principe de la d6monstration consiste fi utiliser une osculation de ~ 
par des boules tangentes int6rieurement et ext6rieurement; l 'estimation cherchbe 
se d6duit alors de (0.8) au moyen du Th6orbme de comparaison (0.4). 

Le dernier paragraphe est consacr6 ~i une application des id6es pr6c6dentes 
/t l'6tude de la g6om6trie des ensembles convexes. Soit K c R" une pattie convexe 
et x e / (  un point int6rieur. On consid6re la fonction ~ - , p , ( ~ )  positivement homo-  
g6ne de degr6 1 sur R" telle que px(X)=0 et p~]o~--1. Si on regarde px comme 
une fonction de la variable complexe ( = ~ + i ~  ind6pendante de t/, alors on 
voit que 

(dd~px)"= C(~x| h A ... /x dtl,), 

tandis que (dd~p~) ~-~/xd~p~=v~| ... Adtl,  ) off v~ est la mesure sur ~K 
d~finie par  

" "[ ~2px C~Px 02px ) d~l/x ..d~l...d~,. 
( n - l ) !  ~=~ ' " " " 

La mesure v x peut 8tre interpr6t6e g6om6triquement comme la mesure de volume 
radial dans les coordonn6es #'~(R")*, off #~-~ '=dp~(~)  est la t ransformation 
par polaires sur aK. En utilisant le th6or~me (0.1), nous d6montrons alors une 
formule de repr6sentation barycentrique tr6s simple, qui fi notre connaissance 
semble 8tre pass6e inapergue jusqu'fi pr6sent. 

(0.11) Th6or6me. vx est port& par les points extr~maux de K, et le point x 
est barycentre de la mesure de probabilitd (Vx(~K))- 1 yx" 

Le th60r~me (0.11) donne donc en dimension finie une solution explicite 
naturelle pour  les mesures barycentriques dont  l'existence est assur~e en g6n6ral 
par le th60r~me de Choquet  [3]. 

1. Mesures de Monge-Amp~re 

Dans notre m~moire ant6rieur [4], nous avons montr6 comment / t  toute fonction 
cp continue psh et exhaustive sur un espace de Stein X on peut associer de 
mani6re naturelle une collection de mesures positives port6es par  les ensembles 
de niveau de (p. Nous rappelons ici bri6vement la construction de ces mesures, 
dont les propri~t~s de croissance/t  l'infini sont li6es ~troitement ~ la g6om6trie 
de l 'espace X. 

Soit X une vari6tb de Stein de dimension n. On suppose donn~e une fonction 
psh continue q0: X - - + [ -  oo,R[,  off R e ] - - o o ,  +oo] .  Pour  tout r ~ [ - o o , R [  on 
note 

(1.1) 

(1.2) 

q)(x)=r}, 

= max(  (x), r). 
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On suppose  en outre  que q0 est exhaustive, c'est-fi-dire que pou r  tout  r < R ,  
la p seudobou le  B(r) est re la t ivement  compac t e  dans  X. 

On 6crira c o m m e  d 'hab i tude  d c = i ( ~ -  ~). La  no ta t ion  (ddC) k d6signera Fop&a-  
teur  de M o n g e - A m p 6 r e  complexe  d6fini pa r  la m6thode  de E. Bedford et B.A. 
Tay lo r  [2]. Rappe lons  cette m6thode:  si V1 est une fonct ion psh que lconque  
et si V2, . . . ,  Vk sont  des fonct ions psh localement  born6es sur X, on d6finit 
induc t ivement  un couran t  > 0 ferm6 de bidegr6 (k, k) en posan t  

(1.3) dd ~ V1 A ... /x dd c Vk = dd~(Vk dd c A ... /x dd C V k_ 1); 

d 'apr6s  [4], la d6finition (1.3) reste encore  util isable si V2 . . . .  , Vk sont seulement  
loca lement  born6es dans  le compl6menta i re  d 'un  c o m p a c t  de X. 

Le th6or6me de continuit6 m o n o t o n e  p o u r  l ' o p & a t e u r  de M o n g e - A m p 6 r e  
entra lne  que l ' appl ica t ion r~-+(ddC%) ", ~ valeurs dans  l 'espace des mesures  sur 
X muni  de la topologie  faible, est cont inue  sur [ - o o ,  R[. C o m m e  la mesure  
posit ive (dd~or)" est nulle sur B(r) et co'l"ncide avec (ddC~o)" sur X \ ( B ( r ) w S ( r ) ) ,  
on peut  6crire 

(1.4) (d d ~ ~o~)" = 1X\B(~) (d d C q))" + #e,r,  

Off #~,,~ est une mesure  > 0  port6e pa r  S(r). Dans  le cas off q~ est de classe 
C Oo et r valeur  r6guli6re de (p, la mesure  #~,,~ admet  une expression explicite 
simple. Pa r  r6gularisat ion des points  anguleux de ~0 r, on v6rifie en effet (voir 
[4]) que #~o,r est la mesure  induite sur S(r) par  la forme diff6rentielle C ~ de 
degr6 2 n - 1 : 

(1.5) #~,~ = (ddCqo) " -  x A dC~p ]su). 

(1.6) D6f in i t ion .  On dira que (#~,~) est la famille des mesures de Monge-Amp&e 
associde ~ la fonction d'exhaustion (p. 

C o m m e  r~'-~lx\mn est ponc tue l lement  cont inue  fi gauche,  l ' appl ica t ion 
r~--~#~,~ est fa iblement  cont inue  fi gauche. De  plus, on a la formule  de Lelong-  
Jensen fondamenta le  suivante,  don t  la d6mons t ra t ion  est une cons6quence simple 
du th6or~me de Stokes si (pe Coo(X). 

(1.7) Th6or~me. Soit V une fonction psh quelconque sur X .  Alors quel que soit 
r~ [ -  o% R[, Ves t  #~,r-intdgrable et 

#~,~(V)-- ~ V(dd~o) "= i dt  f ddVA(ddC(P) "-1 
B(r) -- Oo B( t )  

= ~ ( r -qo)dd~VA(dd~o)  ~-1 
8 ( r )  

Ddmonstration. La premi6re 6galit6 n 'est  autre  que le th6or~me (3.4) de [4], 
et la deuxi~me s 'obt ient  aussi t6t  pa r  appl ica t ion  du th6or~me de Fubini .  Lorsque  
n > 2, on peut  d ' au t re  pa r t  effectuer une in tegra t ion  pa r  part ies  dans  la derniSre 
int6grale: 

(1.8) ~ ( r - q ) ) d d ~ V A ( d d ~ q ) ) " - l =  ~ dd~VA(ddCcp)"-lAdqoAdCrp; 
B(r)  B ( r )  
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pour justifier (1.8) en toute rigueur, on doit bien stir commencer par r6gulariser 
~o et passer ensuite ~ la limite. []  

(1.9) Corollaire. Si V est psh >0, la fonction r~-~t%,r(V) est croissante sur 
] - -  oo, R[. [ ]  

I1 r~sulte en particulier du th~or~me (1.7) que la masse totale de #~,r est 
donn6e par 

(1.10) ]l#.,~[l=/~,~(1)= ~ (ddCq))< 
B(r) 

2. Fonctions d'exhaustion psh born~es et ouverts hyperconvexes 

Soit X une vari6t6 de Stein, f2 un ouvert relativement compact dans X et 
~(2 = ~\~2 le bord de 9. Darts les paragraphes qui suivent, nous serons conduits 
naturellement fi supposer que f2 est hyperconvexe. Cette notion avait 6t~ intro- 
duite initialement par J.-L. Stehl~ [20] en vue de l'6tude des espaces fibr6s 
holomorphes. Rappelons-en la d6finition. 

(2.1) D~finition. f2 est dit hyperconvexe s'il existe une fonction ~ 0 : 1 2 ~ [ - ~ , 0 [  
psh exhaustive. 

Par r6gularisation de ~o, on volt facilement que f2 est hyperconvexe si et 
seulement si il existe une fonction ~: f 2 ~ [ - 1 ,  0[ de classe C ~ strictement 
psh et exhaustive. Tout  ouvert hyperconvexe est pseudoconvexe, et on salt que 
l'hyperconvexit6 est une propri6t6 locale de 0~2 (cf. Kerman-Rosay [8]). Kerzman 
et Rosay [83 ont d6montr6 par ailleurs que tout ouvert f 2 ~ X  faiblement pseudo- 
convexe ~t bord de classe C 1 est hyperconvexe. Nous allons red6montrer ici 
ces r6sultats, d'une part parce que nous avons une preuve plus simple et plus 
g6n6rale que celle de [8], et d'autre part parce que notre m6thode apporte 
des r6sultats quantitatifs nouveaux. 

(2.2) Th~or~me. Soit f2 un ouvert pseudoconvexe bornd de C". On suppose que 
le bord ~(2 est Iipschitzien. Alors f2 est hyperconvexe, et il existe une fonction 
~p: f2-~ [ - 1 ,  0[ de classe C ~ strictement psh et exhaustive, telle qu' au voisinage 
de 0(2 on air 

A B 
(2.3) - Log 1/6(z) <9(z)<= Log 1/6(z)' 

C 
(2.4) ddC ~p(z)> ddC]z[ 2, 

= Log 1/b(z) 

off b(z)=d(z, 3f2) est la distance euclidienne au bord, et off A, B, C sont des 
constantes > O. 

Le th6or6me (2.2) est en un certain sens pratiquement optimal: le triangle 
de Hartogs T =  {(z 1, z2)e C2; [zll < ]z2[< 1} poss6de un bord lipschitzien au voisi- 
nage de tout a e ~ T  autre que a=(0 ,  0), et cependant T n'est pas hyperconvexe 
puisque Tc~ ({0} x C) est un disque point6. 
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DOnonstration. On commence d 'abord par construire sur f2 une famille de fonc- 
tions psh continues v~, 0 < e < %, v6rifiant les estimations uniformes 

I 1 
(2,5) Log 6(z)+e C1 <v~(z)<Log c5(z)+~-C2.  

(2,6) ddCv~(z)> ddCJzJ 2, 

off C1, C2 > 0  sont des constantes. 
L'hypoth6se que r est lipschitzien 6quivaut fi la propri6t6 suivante: il existe 

un nombre fini de points ajec?f2, des r6els r j > 0  et des c6nes de r6volution 
ouverts Fj c C", tels que les boules B(aj, r/3) recouvrent ~ ,  avec pour  tout j :  

(2.7) (f2 n B(a~, r j)) + (Fj ~ B(O, r j)) = f2. 

Soit Nj le vecteur unitaire port6 par l'axe de Fj et soit ej le demi-angle au 
sommet de ce c6ne. Pour zeB(aj,  r/2) et e<r/2 ,  on a alors: 

(2.8) 6 (z) + e sin ~j < 6 (z + eNj) < 6 (z) + e; 

la premi6re indgalit6 r6sulte en effet du fait que (2.7) implique 

et la deuxi6me est 6vidente. Si on pose 

1 
v~.j(z) = Log 3 (z + cNj)' z ~ f2 n B(aj, r/2), 

alors v,,~ est psh puisque Log 1/6(z) l'est, et (2.8) entra~ne 

1 1 
Log b(z) + e < v~,j(z) < Log (6(z) + e) sin%" 

I1 reste maintenant fi recoller les fonctions v~4(z ) de fagon fi obtenir une fonction 
psh globale v, sur g2. Pour cela, soit ~ une fonction > 0  de classe C ~~ support 
compact dans B(aj, r/2), telle que Oj> Log 1/sin ej sur B(aj, r/3). Soit 2 > 0 assez 
grand pour  que les fonctions Oj(z) + 2[z 12 soient psh. On a alors 

1 
v~'J(z)+~'J(z)+ 2[zlZ>[resp" < ]  21zlZ+L~ (6(z)+ e)sin% 

sur B(aj, r/3) [resp. sur 3B(aj, rf2)].  Pour tout z ~  on pose 

(2.9) v, (z) = max (v~,~(z) + Oj (z) + 2[z I 2 - 22, I z [2 _ 2), 
J 

off le maximum est 6tendu aux indices j tels que B(aj, r /2)~z (il peut ne pas 
y en avoir, et clans ce cas v,(z)=[zlZ--2). Pour 2 > 0  assez grand, la fonction 
v,(z) est psh continue sur g2, car le maximum n'est jamais atteint par construction 
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pour un indice j tel que z~c~B(aj, rj/2). La condition (2.5) est clairement satisfaite, 
et la condition (2.6) r6sulte du lemme classique suivant: 

(2.10) Lemme. Soient wl . . . . .  w~ des fonctions psh sur une varidtd analytique 
complexe Y et h une (1, 1)-forme >0 continue telle que dd~wj>h pour tout j. 
Alors w:=max(wj) est psh, et dd~w > h. 

Nous construisons maintenant la fonction q~ du th6or6me (2.2) fi l'aide des 
fonctions v~. On observe d'apr6s (2.5) que l'ordre de grandeur de v,(z) sur 0f2 
est Log 1/e. On est donc amen6 ~t poser 

v~(z) 
we(z) -  Log 1/e 1, w(z)-= sup we(z), 

0<e<~o 

off eo=min(1/2, rj/2); la fonction ~o cherch6e sera une r6guiarisation de w. Si 
on note t =  elf(z), l 'encadrement (2.5) entralne 

Log(1 + 1/t) + C~ Log(1 + 1/t) + C2 
Log 1 / t+Log  1/6(z) <w~(z)< Log 1 / t+Log  1/6(z)" 

Le choix e = 6 (z) (avec 6 (z)< e0) donne la minoration 

Log 2 + C1 
w(z)>-_w~(z)>__ 

Log 1/6(z)" 

On a d'autre part la majoration 

Log(1 + l / t )+  C2 C2 
(2.11) w~(z)< < 

L o g ( l +  1/ t )+Log 1/6(z)= Log 1/6(z)' 

pourvu que 6(z)<e -c2. Ceci montre que w(z) v6rifie (2.3) avec A = L o g  2+  C1 
et B = C2. Par ailleurs, pour ~ < to 6(z) et 6(z)< min(e -c2, to/(1 + to)), on obtient 
t< to ,  Log(1 + l / t )>  Log(1 + 1/to), 1/6(z)> 1 + 1/to, et (2.11) entra~ne donc 

Log(1 + 1/to) + C2 1 Log(1 + 1/to) + C2 
w e  ( z )  < - -  < 

Log(1 + 1/to) + Log 1/3(z) = 2 Log 1/3(z) 

La derni6re inbgalit6 implique que sup~ w~(z) est atteint pour e>  to 6(z) s i t  o > 0  
est assez petit. Par un argument de compacit6 standard, on voit alors que w 
est continue. De plus, l'analogue du lemme (2.10) pour la famille infinie de 
fonctions psh {w~; el < e < ~o} entra~ne, compte tenu de l'in6galit~ (2.6): 

1 
ddCw >_ _ _  ddClzl 2, '7'gl < t0 C](Z ). 

-- Log 1/el 

L'in6galit6 (2.4) est donc d6montr6e pour w. La fonction q~ se d6duit finalement 
de w par r6gularisation jusqu'au bord (R. Richberg [14]). [] 

(2.12) Remarque. Le th6or6me (2.2) est encore vrai si f2 est un domaine pseudo- 
convexe lipschitzien dans une vari6t6 de Stein X. I1 suffit de remplacer darts 
la d6monstration la fonction [z[2 par une fonction 7(z) strictement psh C ~ sur 
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X, et d'utiliser des boules B(aj, 2r j) contenues dans des ouverts de coordonn6es; 
/t la distance 6(z), on peut de m~me substituer la fonction 6j(z)..=distance de 
z au bord de f2 c~ B(aj,  2 rj), calcul6e dans le systbme de coordonn6es correspon- 
dant. 

(2.13) Th6or~me (Kerzman-Rosay [8]). Soit f 2 ~ X ,  off X est une vari~t~ de 
Stein. On suppose que tout point a~?f2 possdde un voisinage V a tel que f2c~ V, 
soit hyperconvexe. Alors (2 est hyperconvexe. 

Dkmonstration. Par hypoth6se, il existe un recouvrement fini de 0f2 par  des 
ouverts Uj tels que f2 c~ Uj poss6de une fonction d'exhaustion psh continue ~0j < 0. 
Soit U j ~ u j  tel que ~f2~ U Uj. I1 est facile de voir qu'il existe une fonction 
convexe croissante Z: I - o  e, 0 [ ~ ] 0 ,  + o  e l  telle que lim~_.0_ Z(t)= + o  e, dont 
la croissance est suffisamment lente pour  que IX o q) j -  Z o ~o~l =< 1 sur Uj ~ Us ~ f2. 
Pour  tout ee]O, 1] on a encore 

grfice ~ la convexit6 de )(. On applique maintenant  la formule (2.9) pour  
construire une fonction psh globale v, ~ partir  des v~,j(z)=z(~oj(z)-e). Alors 
la fonction 

vAz) 
w~(z),= 1 z( -~)  

est < 0 sur f2, et quand e tend vers 0, la fonction w~ converge uniform6ment 
vers 0 sur 30  et vers - 1  sur tout compact  de f2. Par  suite, w.-=sup w~ est 
psh continue exhaustive sur f2. []  

3. Mesures de Monge-Amp~re sur le bord d'un ouvert hyperconvcxe 

L'objectif de ce paragraphe est de montrer  que les mesures de Monge-Amp6re 
du w 1 se prolongent de manibre naturelle sur le bord d'un ouvert hyperconvexe 
f 2 ~ X  quelconque, off X est une vari6t6 de Stein de dimension n. 

(3.1) Th6or~me et D6finition. Soit q~: O ~ [ - ~ , 0 [  une fonction psh continue 
exhaustive. On suppose que Ia masse de Monge-AmpOre totale de ~o est finie, 
i.e. 

(3.2) ~ (ddCcp)"< + oo. 
f2 

Alors, quand r tend vers 0, #~.r converge faiblement dans X vers une mesure 
#~ > 0 pot t le  par c3(2, de masse totale S (ddCq)) ". La  mesure limite #~ sera appelOe 
mesure au bord associ~e gt q~. 

On verra plus loin (cf. w 4) qu 'un ouvert hyperconvexe quelconque admet 
toujours des fonctions d 'exhaustion q~ v6rifiant (3.2). 

D~monstration. D'apr6s (1.10) et (3.2), les mesures #~o,r sont uniform6ment born6es 
en masse pour  r < 0 .  I1 suffit donc de v6rifier que r~-r#~,r(h ) a une limite pour  
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toute  fonct ion h~CZ(X, R). Si 7 est une fonct ion > 0  s t r ic tement  psh de classe 
C 2 sur X, on peut  choisir une cons tante  C > 0  telle que V = h + C 7  soit psh 
> 0  sur ~.  Le corollaire (1.9) entra lne  alors que #~,~(7) et #~o.~(V) sont  fonct ions 
croissantes de r, pa r  suite #e,~(h)=#~,~(V)-C#o,r(y) a une limite en r = 0 .  [ ]  

Q u a n d  r tend vers 0, la formule  de Lelong-Jensen (1.7), (1.8) entra lne  le: 

(3.3) Th6or~me. Soit V~C(~), V psh sur f2. Alors 

# o ( V ) =  ~ V(dd~o)"+ ~ dd~VAl~ol(ddC~o) "-~ si n>=l, 
s 

#,,0(V)= S V(dd~cp)"+ ~ dd~VA(dd~r-p)'~-ZAd(,oAdC(p si n > 2 .  
f2 f~ 

On va voir  ma in tenan t  que la mesure  #9 ne d6pend, en un certain sens, 
que du c o m p o r t e m e n t  a sympto t ique  local de cp au voisinage de 3s N o u s  com-  
mengons  pa r  p rouve r  le r6sultat  global  suivant:  

(3.4) Th6or6me. Soient q~, ~9: f2 ~ [ -  oo, or  des fonctions psh continues exhaus- 
tires telles que q) <= ~ <= 0 et ~ (dd ~ q))" < + oo. AIors ~ (dd ~ ~)" < ~ (dd ~ (p)~ et #o < #~ 
sur 8~2. a ~ 

D~monstration. Soient r < 0 et ee]O, 1] fix6s. In t rodu isons  la fonct ion auxiliaire 

w =  sup@,  ( 1 - g ) O  +er) .  

Sur l 'ouver t  { O < r }  on a ( 1 - e ) O + e r > O > ~ o ,  de sorte que 

w = ( 1 - e ) v + e r  sur {O<r} .  

On en d6duit  

#w,v=(1-e )"#o , (~_ ,n /o  ~) 

pour  F< r, et la continuit6 fi gauche des mesures  &o,~ impl ique 

#~,~ = (1 - e)"/~0,r. 

Par  ailleurs w coincide avec (p sur l 'ouver t  {(p>er}.  On a donc  #w=#~o. Soit 
hEC2(X, R) une fonct ion > 0  quelconque.  D 'aprbs  ce qui pr6c6de on a 

(1 - e)" # o , . ( h )  = # ~ , r  (h) 
0 

= # ~ ( h ) - f d t  ~ dd~hA(dd~w) " - ~ -  y h(dd~w) ", 
r {w<t} {w>r} 

off la derni6re 6galit6 provient  de la formule  de Lelong-Jensen (1.7). Le choix 
h -- 1 donne  (1 - e) n #o,, (1) __< #~o (1) = #e (1), et ceci entra lne  la premi6re in6galit6 
du th6or6me d 'apr6s  (1.10). Dans  le cas g6n6ral, soit y une fonct ion C ~~ stricte- 
men t  psh sur X. I1 existe une cons tante  C > 0  telle que --ddCh<CddC,/ sur 
~,  donc  

0 

(3.5) (1--e)"#~,r(h)<#~(h)+C S dt ~ ddCTA(ddCw) ~-1 
r {w<t} 
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I1 s 'agit  ma in t enan t  de passer  fi la limite quand  r tend vers 0, en p renan t  garde  
au fait que w d6pend de r. C o m m e  { w <  t} c {w<e t} ,  on a la m a j o r a t i o n  

0 0 

~dt ~ dd~yA(dd~w)"-l<=~dt i dd~TA(ddCw) "-1 
r {w<t) r {w<et} 

0 

=1_ ~at  i dd~TA(dd~w)" 1. 
g er {w<t} 

Pour  t>er, w coincide avec cp au voisinage de {w=t} .  D 'apr6s  le th6or6me 
de Stokes, on a donc  

I dd~?A(dd~w) "-1= S dd~yA(ddCcP) "-1, 
{w < t} {to < t} 

ce qui entra lne  

o 

~dt ~ ddCTA(ddCw)'-l< 1- dt ~ dd~?A(dd~q~) "-1 
(w<t} ----- g r er {to<t} 

Le thOorOme (1.7) m o n t r e  que 

0 

dt S dd~TA(dd~P)"-l<=(supT-inf~)S(dd~~ "<+~176 
- 0o  (t0<t} s ~ s 

0 

Par  suite l'intOgrale ~ dt ~ dd~yA(dd~cp) "-1 tend vers 0 quand  r tend vers 
er (to<t} 

0, et (3.5) entra~ne pou r  tout  e > 0 l'inOgalit6 cherch6e: 

( 1 -  e)" #~, (h)</~to (h). [ ]  

(3.6) Remarque. On a un r6sultat  ana logue  fi celui du th6orSme (3.4) pou r  
leg mesures  

fi~,-o~-'= lira #to,r=lto l~_oo)(ddC@ ", 
r ~ - - o o  

savoir  que 

(3.7) q) < ~ f i ~ ,  _ ~ < fito, _ ~. 

Avec  les no ta t ions  pr6c6dentes, on obt ient  en effet lorsque r -~ - c~ : 

(1 - e)" ~ , , ,  (h) = #w,~ (h) 
~r/2 

_--<# . . . .  /2(h)-- ~ dt ~ dd~hA(dd~w) "-1 
r [ w < t }  

~r/2  

<=# ..... /2(h)+C I dt i dd~TA(dd~w) ~-1 
r (w<~t} 

C gEt/2 

=/'/to,~r/z(h)-ke - I dt ~ ddCTA(ddC(p) "-1. [] 
er  {w < t} 
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Bien que la d6monstration prOc6dente soit de nature globale, le th6or6me (3.4) 
est en fait un r6sultat essentiellement local. 

(3.8) Th6or6me. Soient q~, r  ~2 -~ [ -  ~ ,  O[ des fonctions psh continues exhaus- 
tires telles que 

(dd~o)"< + oo, ~ (dd~O)" < + ~ .  
f2 

On suppose qu'il existe un ouvert relatif co c ~?(2 et une fonction 2 > 0 sur co telle 
que pour tout point aeco on air 

. ~(z) 
am sup - - = 2 ( a ) <  + oo. 
. . . . . .  ~o(z) 

Alors d P4, (~)" d #9 (~) sur co. Si la lira sup est une limite, alors ~ = 2" #~ sur co. 

On observera que la lira sup n'est pas suppos6e non tangentielle. I1 r6sulte 
donc des hypoth6ses que 2 est semi-continue supOrieurement sur co (eten particu- 
lier localement born6e). 

D~monstration. Soit a e co et e > 0 fixes. Par hypoth6se il existe un voisinage ouvert 
Ua de a tel que 

r  pour z~f2c~Ua. 

Consid~rons la fonction 

w (z) = max ((p (z), ~ (z)/(2 (a) + e)). 

Alors q)(z )<w(z)<O et w(z) coincide avec r  sur ~2~ U,; on a donc 
#w=(2(a)+e) -"  #~, sur 0f2c~ Ua. Le th~or6me (3.4) entratne/q~ < #~, sur ~f2, d'o~ 

# o < ( 2 ( a ) + e ) " / ~  sur 0~2c~U~. 

L'in6galit6 #o <2"#~o s'en d6duit sur co par semi-continuit6 de 2. Si de plus 
2 = l im  0 /P  sur co, alors 2 est continue et on a lira sup ~o/O = 2-~ sur l 'ouvert 
co*= {z~co; 2(z)>0}. On obtient par cons6quent # e < 2 - " # o ,  soit #o>)0"#e sur 
co*. L'in6galit6 directe #e < 2"#e implique d'autre part #o = 0  sur co\co*. I1 en 
r6sulte bien que #q, = 2"/~ sur co. []  

Une d6monstration quasi-identique permet de d6duire de (3.7) le r6sultat 
suivant, qui 6tait conjectur6 (sous une forme plus faible) dans [4]. 

(3.9) Th6or~me. Soient u, v des fonctions psh continues sur une varidte de Stein 
X ,  gt valeurs dans R w { - o o } ,  telles que u - l ( - ~ ) ~ X  et v - l ( - o o ) ~ X .  On 
suppose que pour tout point a d'un ouvert relatif co c u - 1 ( _  oo) on a 

v(z)  
l imsup u ( z ) - 2 ( a ) <  + oo. 

u(z)> - o o , z ~ a  

Alors drip,-oo (() < 2 (~)n df iu , -~ (() sur co, avec dgalitd si la lira sup est une limite. 

Comme (d d ~ Log I z [)"= (2 re)" 6o dans C n, il d6coule en particulier du th6or6me 
(3.9) que si u poss6de un p61e logarithmique isolr en un point a ~ X  (i.e. si 
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u (z )~Log  Iz--al quand z ~ a )  alors 

(3.10) ~ . ,_  + = (2~)" a~ 

off 6a d6signe la mesure de Dirac au point a. Nous renvoyons le lecteur 
[4], w 4 pour  plus de d6tails sur cette question. 

4. Fonetion de Green pluricomplexe 

Soit X une vari6t6 de Stein et ~2~X un ouvert connexe. Nous nous proposons 
de construire un potentiel de Green adapt6/ t  l'6tude des fonctions de plusieurs 
variables complexes; ce potentiel sera en particulier un invariant biholomorphe 
du domaine f2. Pour  cela, on consid6re le probl6me de Dirichlet suivant: pour 
tout point z ~ ? ,  trouver une fonction u=: ~ ~ [ - o e ,  0] continue sur O e t  psh 
sur ~, v6rifiant les propri6t6s 

(4.1) uz[0~=0, 

(4.2) (dd+uz)"=O sur ~2\{z} et u z ( ~ ) ~ L o g l ~ - z l  quand ~ z .  

L'existence de solutions pour le probl6me de Dirichlet relatif fi l 'op6rateur de 
Monge-Amp6re complexe a 6t6 d6montrbe de mani6re g6n6rale par Bedford- 
Taylor  [1]. Le probl6me particulier ci-dessus a 6t6 6tudi6 tout r6cemment par 
M. Klimek [9] et par L. Lempert  [11, 12]; ce dernier a obtenu des r6sultats 
tr6s pr6cis dans le cas d'un ouvert ~2 c C" strictement convexe. 

Une condition n6cessaire 6vidente pour  l'existence de la solution u~ est q u e  
l 'ouvert f~ soit hyperconvexe. Inversement, cette condition est suffisante, et on 
a l e  r6sultat suivant qui pr6cise le th6or6me (1.6) de [9]. 

(4.3) Th~or~me. Soit f2 un domaine hyperconvexe. II existe sur f2 une unique 
fonction us psh continue, solution de (4.1) et (4.2). Cette fonction vOrifie 

(4.4) (d d c uz)" = (2 re)" 6z, 

et peut se ddfinir comme l'enveloppe sup&ieure 

(4.5) u~ (~) = sup { v (~)} 
V 

olt v d&rit l'ensemble des fonctions psh < 0 sur ~2 telles que 

(4.6) v(~)< Log [~-z ]  + C~, 

C~ dtant une constante quelconque. 

Existence de u~. D6finissons u~ g l'aide de (4.5) et (4.6). X 6tant suppos6e plong6e 
dans C n, on peut choisir les coordonn6es de fa~on que les n premieres 
(~  . . . . .  ~,)..=~' d6finissent un syst~me de coordonn6es locales au voisinage de z. 
Soit 1 ~ ' - z ' l <  r u n e  petite boule contenue dans f~ et soit R = s u p ~ l  ~--z I- Toute 
fonction psh v < 0 sur la boule ] ~ ' - z ' l <  r qui a un p61e logarithmique au point 
z v6rifie v(~)<Log(l~'-z '[r) ,  e t a  fortiori v(z )<Log( l~-z l / r ) .  D'autre part, la 
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fonct ion ~--+Log(l~--zl/R ) est < 0  sur O. Par  d6finition de u~, on en d6duit  
donc  

(4.7) Log  (1 ~ - z [/R) < u~ (~) < Log  (1 : - z I/r) 

D'apr6s  P. Le long  [10] la rggularis6e sup6rieure 

u* (a) = l im sup u~(:) 
~ a  

sur O. 

est psh sur O. C o m m e  u= est _<0 et vgrifie (4.6), il en est de m4me pour  u~*', 
u* est donc  l 'une des fonct ions v de l ' enveloppe suphrieure (4.5). Pa r  suite * -  U z - -  bt z 

et ceci 6quivaut  ~t dire que u= est psh. 
V6rifions ensuite que u~(~)--*0 quand  ~ ~Of2. Par  hypoth6se,  il existe une 

fonct ion ~o: 0 ~ ]  - oo, O[ cont inue  psh et exhaustive.  Posons  

v( ( )=max(Crp(~) ,Log( l ( - z l /R) )  si ] ~ - z l > r ,  
(4.8) 

v (~)=Log( l~ - z l /R )  si I ~ - z l < r ,  

off la cons tante  C > 0  est choisie assez grande pou r  que Cq)(~)<Log(r/R) sur 
{ l ~ - z l = r } .  Alors  v e s t  psh _-<0 sur O. On a donc  v<uz<O, et en part icul ier  
Cq)<u~<O au voisinage de 0f2. Par  suite, u~ tend vers 0 sur 00. 

M o n t r o n s  ma in tenan t  que us est cont inue  sur f2\{z}, en nous inspirant  de 
la mhthode  de J.B. Walsh  [22]. I1 suffit de p rouve r  que uz est semi-cont inue 
inf6rieurement,  et ceci revient /t m o n t r e r  que uz est une enveloppe  sup(v=) de 
fonct ions psh continues.  On  sait qu'il  existe une suite d6croissante (w~) de fonc- 
t ions psh C a sur f2 telles que lim w~ = uz. Soit e > 0 quelconque.  Pou r  [ ~ - z  I=  e 
et e assez petit, (4.7) impl ique 

w~ (~) > u~ (~) > Log  (e/R) > (1 - e) Log  (e [ ~ - z 1), 
tandis que 

z l ) > L o g ( l : - - z l / r )  si ]~ - -z l= l / ( e ) . '=exp( - -e l2 ) .  (1-- 8) L o g ( e l ~ - -  

D 'apr6s  (4.7), le l emme de Dini  entra lne  pou r  v = v(e) assez grand:  

w ~ ( ~ ) < ( 1 - e ) g o g ( e [ ~ - z D  sur { [ ~ - z [ = q ( e ) } ,  
wv(~)<0 sur {~o(:)= - e3} .  

En part icul ier  s i e  est assez petit, on a w~(~)-e<e-2~,o(~)  sur { (o (~ )=-e3} ,  
tandis  que w~( ~ ) - e>e -2go (~ )  sur { r p ( ~ ) = - e } .  D4finissons alors une fonct ion 
psh cont inue v, sur O en posan t  v = v (e) et 

v= ( 0  = ~ -  2 ~0 (~) 

v, (~) = m a x  (wv (:) -- e, e -  2 qo (~)) 

v= ( 0  = wv  (~) - e 

v=(:) = max(w~(:),  (1 - ~) L o g ( e l ~ -  z l ) ) - e  

v= (~) = (1 - e) Log  (e ] ~ -- z 1) - e 

pou r  ( o ( [ ) > - - e  3, 

p o u r  - e < (o ([) < - e 3, 

p o u r  ( o ( [ ) < - e  et [ ~ - z l > e ,  

pou r  ~ ( e ) < l : - z l = < e ,  

pou r  [~-zl-<_~/(e). 
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Par construction de v~, on a v~___<0 et v,(f) et v ~ ( f ) ~ ( 1 - e ) L o g l f - z l  quand 
f ~ z .  En revenant fi la d6finition de u,, on voit que u~>vj(1-e). Comme 
lim~.o v~=limv~+oo wv=u~, il vient u~=sup~>o v j (1 -~) .  CQFD. 

Enfin, u~ v6rifie (ddCu~)"=O sur toute boule B~f2\{z} .  Sinon, d'apr6s Bed- 
ford-Taylor [1], on pourrait  modifier u~ sur B e n  remplaqant uz par Ia solution 
v du probl6me de Dirichlet 

vloR=U~IoB, (ddCv)"=O, 

et on aurait v>uz, v+u~, ce qui est contradictoire. I1 r6sulte finalement de 
(4.7) et (3.10) que (ddCu~)"=(2n)"g~ sur f2. 

UnicitO de uz. Soit v une autre solution de (4.1) et (4.2). Par d6finition de u~ 
on a u~>v. Supposons donc qu'il existe un point aef2\{z} tel que u=(a)>v(a). 
Soit ~ e C ~ (~) une fonction strictement psh __< - 1 .  Pour e > 0 assez petit la fonc- 
tion 

w = max (u~ + e 7, v) 

a les  propri6t6s suivantes: 

(i) w(~)~Log I f - z [  quand ~---,z, 

(ii) w = v au voisinage de 0g2, 

(iii) w=u~+e7 au voisinage de a. 

Des deux premi+res on d6duit 

l{~}(dd~w)"=(Zrc)"6~, ~ (ddCw)"= ~ (dd%)"=(2rc)", 
12 f2 

donc (dd~w)"= 0 sur f2\{z}, ce qui contredit la troisi6me. []  

(4.9) Remarque. I1 est important  de rioter que si on remplace la condition 
(4.2) par (4.4), alors la solution u~ n'est plus unique d6s que n >  1. Dans le 
raisonnement pr6c6dent, on peut en effet remplacer le p61e logarithmique 
Log ] f -  z [ par l'un quelconque des p61es 

Log([ f a - z a  I~ + ... + ] f , -z , l~") ,  ~1 ~2...C~n= 1 , 

OU par tout autre p61e de masse r6siduelle 6gale fi (2rc)"6~. A chacun de ces 
p61es correspondra une solution du probl~me de Dirichlet ayant la singularit6 
prescrite et v6rifiant (4.4). 

(4.10) D~finition. La fonction u~(z, f )=  u~(f) sera appelde fonction de Green pluri- 
complexe du domaine f2. 

I1 est clair que la fonction ue est invariante par le groupe des automorphismes 
de 12. Plus g6n6ralement, on a la propri6t6 suivante: 

(4.11) Th6or~me. Soit f2 '~X'  un ouvert hyperconvexe dans une varidt~ de Stein 
X' de dimension n', et F: Q~f2 '  une application hoIomorphe. Alors pour tous 
z, f ~f2 on a 

u~(z, 0 >= u~,(F(z), F(O). 
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En particulier si F est biholomorphe alors ue = F* ue,. 

DOmonstration. Soit v(()=ue,(F(z), F(()). Alors  v est une fonct ion psh < 0  sur 
f2 et 

v(~)<=gogl f (~) - - f ( z ) l+c<=gogl~- - z l+C'  quand  z ~ .  

Par  suite ue(z, ~)>v(~). [] 

U n e  autre  propri~t6 imm6dia te  est la continuit6 de ue pa r  exhaus t ion  du 
domaine  O. 

(4.12) Proposit ion.  Si Q est rdunion d'une suite croissante d'ouverts hyperconvexes 
f2 v, alors la suite ur~v est d~croissante et limv + + ~ u ~  = u~. [ ]  

N o u s  d6mont rons  ma in tenan t  la continuit6 de la fonct ion ue sur f2 x ~. 

(4.13) Lemme.  Soit aef2 un point f ix& Pour tout e > 0  et tout voisinage ouvert 
U de a, il existe un voisinage U ' ~  U de a tel que pour tous (x, (), (y, ()~ U' x (O\U)  
on ait 

(1 + ~ ) -  1 < ux(~) < 1 +~.  = u,(~) = 

D~monstration. On suppose  X plong6e dans  C Net  U = B(a, a)Gf2. D'aprbs  (4.7), 
il existe 0 < r < R tels que 

g o g ( l ~ - x l / e ) < u x ( ~ ) < L o g ( l ~ - x l / r ) ,  V(x ,~)eB(a ,~)xO.  

On cherche a l o r s / t  modif ier  ux de faqon fi obteni r  une fonct ion psh ayan t  un 
p61e au point  f f=y.  Pour  t/~]O, c~ E assez petit, on pose 

v (~) = Log  (1 ~ - y I/R) si I ~ -  a [ < I/ 

v (~)=max((1  +e)  u~(~), Log( l~-x[ /R) )  si [ ~ - a l  >~ .  

Ceci est coh6rent  p o u r v u  que 

( l+E)u~(f f )<Log(l f f -y l /R)  sur {~; I f f - a l = @  

I1 suffit p o u r  cela de prendre  x, yeB(a,  rl/2 ) et ~/> 0 assez peti t  pou r  que 

On pose  donc  U'=B(a,  tl/2). Pour  (x, ~), (y, ~)~U' x ( f2 \U)  il vient pa r  construc-  
t ion 

u, (~) __> v (~) >__ (1 + ~) u~ (~) 

et de marne u~(~)>( l+~)uv(~  ) en 4changeant  les r61es de x et y. Le l emme 
est d6montr6.  [ ]  

(4.14) Th6or6me. ua est continue sur f2 x ~. 

DOmonstration. D'apr6s  (4.7), ua(z, ~) tend vers - oe sur la diagonale.  En  dehors  
de la diagonale,  on sait d 'une pa r t  que ua est cont inue en ~ (th6orhme (4.3)), 
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et d'autre part q u e u e  est continue en z avec uniformit6 locale par rapport  
fi ~ s~ ( l emme  (4.13)). [] 

Pour  terminer ce paragraphe, signalons un certain nombre de problSmes 
ouverts importants. 

(4.15) Probl~rne. Pour tout domaine f2, la fonction ue(z, ~) est-elle sym6trique 
en z et ~ ? 

Si pour tous points z, ~ 2  il existe un automorphisme analytique F tel 
que F(z )=~  et F ( 0 = z  (c'est le cas de la boule et du polydisque par exemple), 
alors le th6orSme (4.10) implique que u e est sym6trique. I1 e n e s t  de m6me 
si f2 est un ouvert convexe de C", car L. Lempert [111 a d6montr6 dans ce 
casque  

urn(z, ~)= Log tanh cn(z, ~) = Log tanh kr~(z, ~) 

off c a et kn sont respectivement la distance de Carath6odory et la (pseudo)- 
distance de Kobayashi. Si ~2 n'est pas convexe, ces relations ne sont plus n6cessai- 
rement vraies, mais M. Klimek [9] a montr6 qu'on a en g6n6ral 

(4.16) Log tanh cA (z, ~) <__ un (z, ~) < Log tanh k~ (z, ~). 

L'autre question essentielle a trait ~t la rdgularit6 de la fonction ue. On sait 
en effet que pour une donn6e au bord C ~ quelconque, la r6gularit6 de la solution 
de l '6quation de Monge-Amp6re homogSne ne d6passe pas C 1+lip en g6n6ral 
(cf. Gamelin et Sibony [7] p. 99 pour  un contre-exemple simple). 

Questions ouvertes. Si ~2 est strictement pseudoconvexe C ~~ est-il vrai que 

(4.17) uz est de classe C ~ sur ~ \ { z } ?  

(4.18) la singularit6 de exp(2u~) en [ = z  se r6sout par 6clatement du point z? 

(4.19) uz est une fonction de Morse sur ~ \ { z } ?  

(4.20) (ddCuz) est de rang n -  1 en tout point? 

(4.21) exp(2uz) est strictement psh en dehors des points critiques de u~? 

Si (4.20) est v6rifi6, le fibr6 noyau Ker(ddCuz) d6finit un feuilletage de rang 1 
sur f2\{z}, et la restriction de uz/t toute feuille F est harmonique non constante. 
Chaque feuille F est adh6rente fi z, sinon l'adh6rence F contiendrait un point 
~0 off la fonction uz atteint son minimum; alors la feuille F o passant par ~0 
serait contenue dans F, donc aussi dans u~(()__> u~(~0), ce qui contredit le principe 
du maximum pour u~lro. Si F est ferm6e dans f2\{z}, le th6or6me de Remmert- 
Stein implique que F se prolonge en une courbe F' sur g2. I1 est donc naturel 
de conjecturer: 

(4.22) toute feuille F est ferm6e dans f2\{z}, et z e s t  un point simple (lisse) 
de F' = F w {z}. 

Ici encore, les propri4t~s (4.17)-(4.22) sont vraies si f2 est strictement convexe 
(cf. L. Lempert [11]). Dans ce cas, le feuilletage pr6c4dent admet pour feuilles 
les disques extrSmaux de f2 relativement fi la m4trique de Kobayashi, et c'est 
pr6cis6ment au moyen d'une 6tude trSs pouss4e de ces disques extrSmaux que 
Lempert est parvenu fi obtenir les r6sultats que nous avons mentionn6s. Signa- 
ions que L. Lempert, H.L. Royden, N. Sibony et P.M. Wong ont construit 
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des exemples d'ouvert f2 lisse, born6, strictement pseudoconvexe et contractile, 
off il n'y a plus unicit6 des disques extr~maux de vecteur tangent initial donn6 
(cf. [16]); ceux des disques qui passeut par le point z ne constituent plus en 
gdn6ral un feuilletage de (2\{z}. N6anmoins, cet exemple ne contredit pas l'exis- 
tence d'un feuilletage associ6 ~t Uz, car il n'y a aucune raison de penser que 
les feuilles F' soient n6cessairement des disques. 

La sym6trie de ua est en fait 6troitement li6e au probl6me de la r~gularit6, 
comme le montre l'6nonc6 ci-dessous. 

(4.23) Proposition. Si (4.17), (4.20) et (4.22) sont v~rifi~es, alors la fonct ion u~ 
est symdtrique. 

D~monstration. Soit a un point quelconque distinct de z et F la feuille passant 
par a. La fonction F ' ~ - - , u o ( z ,  ~) est harmonique sur F avec un p61e logarithmi- 
que simple en ff = z, et elle tend vers 0 au bord. C'est donc la fonction de Green 
usuelle de F', dont on salt qu'elle est sym6trique en ses deux arguments. Le 
th6or6me (4.11) appliqu6/t l'inclusion F ' c  ~2 donne par ailleurs u~ (a, z )>  Ur, (a, z). 
Par cons6quent 

ue(a, z) >= Ur,(a, z) = ur,(z, a) = uo(z, a), 

et la sym&rie de ua s'ensuit. []  

5. Mesures pluriharmoniques et noyau de Green pluricomplexe 

Soit f2 un ouvert hyperconvexe, connexe et relativement compact dans une 
vari&6 de Stein X, et soit uz (O=ue(z ,  0 la fonction de Green pluricomplexe 
d6finie au w 4. Pour tout point z~f2, le th6or6me (3.2) appliqu6/t  l 'exhaustion 

1 
q 0 = ~ - u z  fournit une mesure positive /~=(27z)-"#,~ portbe par 0f2. Compte 

tenu de (4.4) on a (ddCq))n=6~, et le thbor6me (3.3) donne la formule de Green 
suivante: 

(5.1) Th6orbme. Soit une fonction V ~ C ~  psh sur f2. Alors 

1 
# = ( V ) = V ( z ) + ~  ~ dd~VAlu=(g)l(dd~uz) ~-~ si n>X, 

f2~ 

1 ~ dd~VA(dd~u~)"-2Adu=Adr si n>2 .  V(z)+ 

En particulier #z(V) > V(z), et si V est pIuriharmonique on a # z ( V ) =  V(z). 

(5.2) D6finition. On dira que I1~ est la mesure pluriharmonique du point z et 
que ] uz I (d d c uz) n- 1 et (d d c uz) n- 2 A d u~ /x d ~ u~ sont les noyaux de Green pluricom- 

f l exes  de premiOre et de deuxi~me espkce. 

I1 est clair que les noyaux de Green ainsi d6finis se transportent par tout 
biholomorphisme F: O---, f2'; si de plus F s'6tend en une application continue 
F: f2 ~ O' (on ne suppose pas n6cessairement que F est un hom6omorphisme !) 
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alors il est facile de v6rifier que #F(~) coincide pour  tout zE~2 avec la mesure 
image directe (Floe), #~. 

Nous allons maintenant  d6montrer un certain nombre  de propri6t6s de base 
des mesures #~, en particulier que ces mesures sont absolument continues les 
unes par  rappor t  aux autres. On a de mani6re g6n6rale l'in6galit6 de Harnack  
suivante. 

(5.3) Th6or/~me. Pour tous x, yeg2 on pose 

6~ (x, y) = lim sup ] Log (u~ (O/uy (~)) 1. 
~ 0 e  

Alors be est une distance compatible avec la topologie de variOtd de f2 et invariante 
par Aut((2). De plus, pour tous x, y~f2 on a 

e - naa(x,y) fix <= #y ~ enan(x'Y) #x .  

Ddmonstration. I1 est clair que 6e(x,  y ) = g e ( y ,  x) et que 6 a satisfait l'in6galit6 
triangulaire. Le lemme (4.13) montre  par  ailleurs que be(x, y) tend vers 0 lorsque 
x, y tendent vers un m~me point a~f2. Par connexit6 de (2, on voit donc que 
6e est #hie et continue sur (2 x s Par d6finition de 6~, on a 

" uy(~) < 6~(~ y) 
im sup u ~ -  e ' . 
r  x(r  

Le th6or6me (3.8) entrMne alors l'in6galit6 #y<e"~(x,Y)#~, et de marne on a 
#~<e"O~(~'Y)#y. I1 reste fi v6rifier que ~5 e est s6par6e; or 8e(x, y ) = 0  implique 
#~ = #y, par  suite x = y puisque les fonctions pluriharmoniques s6parent les points 
de la vari6t6 de Stein X. [] 

Nous montrerons plus loin en nous appuyant  sur un contre-exemple d# 
N. Sibony [-16] que la distance 6~ n'est pas reli6e en g6n6ral aux distances 

de Carath6odory ou de Kobayashi  (cf. th6or6me (7.4) ci-dessous); la distance 
3e n'est d'ailleurs pas non plus reli6e /t la distance invariante construite par 
M. Klimek [9] /t part ir  de la fonction u~. Le r6sultat suivant montre  l'existence 
d 'un noyau de Poisson pluriharmonique, et pr6cise la continuit6 des mesures 
#z par  r appor t / t  z. 

(5.4) Th6or~me. II existe une fonction bordlienne P~ sur ~2 x Y2 x ~?f2, telle que 
pour tous (x, y, z)~f2 3, tout (~8~2 et tout automorphisme FeAut((2)  bicontinu 
sur ~, on ait 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

d #y(~)= Pe(x, y, ~) d #x(O, 

e-"6~(x'Y) <= pe(x ' y, ~) <_ e.O~(x,y), 

Pe (x, y, ~) = Pe (x, y, ~) P~ (y, z, ~), 

Pe(F (y), F (y), F" (~)) = Pc(x, y, r 

De plus Pe est Oquicontinue en (x, y) par rapport gt (. 
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On observera que l'6quicontinuit6 de Pe en (x, y) est en fait une cons6quence 
de (5.6) et (5.7). Nous ne connaissons la continuit6 de Pe en ( que lorsque 
s est strictement convexe de classe C ~176 Dans ce cas, d'apr6s L. Lempert [11], 
ue est de classe Coo au voisinage de tout point (z, 0 ~ 2 x 0 s  et d#z(0 
=(ddCuz), 1AdCuz est une (2n--1)-forme volume > 0  sur 0s fi coefficients Coo 
en les variables (z, 0es x 0s 

(5.4) Ddmonstration du thdordme. Les expressions ((presque partout)), ((ensem- 
ble n6gligeable)~ se rapportent ici aux mesures /2z (sans qu'il soit n6cessaire 
de pr6ciser z d'apr6s le th6or~me (5.3)). Soit (xk) une suite partout dense dans 
s D'apr6s le th6or6me de Radon-Nikodym il existe pour tout couple (Xk, X~) 
une fonction bor61ienne (~-*Pt(Xk, Xz, 0 sur 0s encadr6e par les constantes 
exp (+_ n 6~ (Xk, Xl)), telle que 

d#x,(O = P1 (Xk, X~, ~) d#~ck((). 

La propri6t6 (5.7) sera alors vraie pour tous xj, Xk, X~s et tout (~0s 
Off Nj, k, lest n6gligeable. Soit N =  (~ Nj, k,l. On modifie P1 sur N en posant 

Pz(xk, Yz, ()=Pl(Xk, Yl, ~) si (~0s 

P2(Xk, Yl, ( ) =  1 si (~N.  

Les propri6t6s (5.6) et (5.7) sont alors vraies en tout point (e0s et elles montrent  
qu'on peut prolonger P2 par continuit6 fi s x s x 0s D'apr6s le th6or6me (5.3), 
l 'application x~-~/2~ est continue pour la topologie faible; par cons6quent P2 
va v6rifier la propri6t6 (5.5) (ainsi que (5.6) et (5.7)) pour tous x, y~s 

I1 nous reste ~ construire Pe en sorte que la propri6t6 d'invariance (5.8) 
soit satisfaite. Pour  cela, on observe que le sous-groupe G ~ Aut(s des automor- 
phismes bicontinus sur ~ est localement compact. Soit da une mesure de Haar  
invariante fi droite et ~ une fonction continue ~ support compact d'int6grale 
1 sur G. On pose 

e3(x, Y, 0 = ~ Pz(F(x), F(y), F(()) ~(F) da(F). 
F~G 

Pour F fix6, on a P2(F(x), F(y), F(())=Pz(X, y, () presque partout en ( fi cause 
de l'invariance des mesures #~. D'apr6s le th60rOme de Fubini, l'ensemble 

N~,y,F = { ~ ~ 0s P3 ( F (x), F (y), if(O) 4:P3 (x, y, ()} 

est n6gligeable, et/ '3 = P2 (-presque partout. De plus P3 v6rifie (5.6), P~ est conti- 
nue en (x, y), et l 'application F~--~Pa(F(x), F(y), if(0) est continue sur G. Soit 
(F~) une suite dense dans G. La continuit6 de P~ en x, y, F implique que 

N ' : = ~  U~,,,v = U N~ ... .  V,; 

N' est donc n6gligeable. On peut alors red6finir P~ sur N' en posant P4 =P3 
sur 0s P4= 1 sur N'. P4 est invariante par G, mais elle ne v6rifie peut 
~tre plus (5.7). Ceci n'est pas g~nant, car on peut modifier fi nouveau P4 comme 
on l'a fait pour P1 (cette op6ration pr6serve l'invariance par G). La fonction 
Pr ainsi obtenue r6pond fi la question. []  
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l~tudions fi titre d'illustration le cas de la boule et du polydisque. 

(5.9) Exemple. f2 = B = boule unit6 de C". 

Dans ce cas, il est clair que la fonction de Green est donn6e en z = 0  par 
Uo(~)=Log [~l; on a en effet (dd~uo)"=O sur C"\{0} par raison d'homog6n6it6. 
On sait d'autre part que Aut(B) op6re transitivement sur B; les fonctions u~ 
vont donc se d6duire de uo par l'action de Aut(B). 

Suivant les notations de W. Rudin [15], d6signons par z. Cle produit scalaire 
hermitien de C" et par P, Q les projections orthogonales sur C .z  et (C.z) • 
respectivement; alors l 'application 

z--  P ( +  (1 --[z 12) 1/2 Q( 
F~(() , (~B, 

1 - ~ . e  

est un automorphisme involutif de B tel que F~(z)= 0. I1 en r6sulte 

( (1 
u~(0=Log  [F~(0[ = ~  Log 1 1 1 _ ( . ~ 1 2  . 

Quand ~ tend versa  ~ 0s on a donc 

1 1 - [ z l  2 
(5.10) u=(~) 2 I i - a . ~ 1 2  (ICI2-1)' 

et le th6or6me (3.8) montre que 

(~ ) .  1 (a-lz12)" 
d~z(r du.z(~)= (4;). i1_~.e12. (ddr Adr 2, 

c'est-fi-dire 
(1-1z12)" 

duz(~)= li-- ~-T~" a{~(;), 

off a est la mesure d'aire normalis6e sur la sphere 8B. Le noyau d#z(~) est 
donc pr6cis6ment le noyau de Poisson relatif au laplacien invariant de la boule. 
D'autre part, les distances de Carath6odory et de Kobayashi  de la boule sont 
donn6es classiquement par 

c~ (x, y) = kR (x, y) = Arg tanh [ F x (Y) I 

= A r g  tanh(1 (1-[x[2)(1-lY12)-'r 
I i -x-yl  ~ ) " 

La distance 6B que nous avons introduite dans le th6or6me (5.3) est donn6e 
d'apr6s (5.10) par la formule 

1 -1x l  I1-C.yl2~ 
6,(x,y)=sup Log ~_ly l2  ] i ~ . ~ ] l .  

~eOB 
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On a donc en particulier 

3B(0, y )=sup  Log 11"~'3512 I+IYl 
~ '  ~ _ l y 1 2  = L o g  l__lyf=RcB(O,y). 

Par transitivit6 de Aut(B), il en r6sulte �89 = ca = kB. 

(5.1 1) Exemple. ~2 = D" = polydisque unit6 de C". 

Par des raisonnements analogues aux pr6c6dents, on obtient 

Uo (() = Log max ] (il, 
i 

~j-- z i 

Comme la fonction max([~i] ) est homog6ne et ne d6pend localement que de 
n - 1  variables en dehors de la ~(polydiagonale)~ A = {[(11=. . .=  ]~,1}, on voit 
que le courant (dd~uo) ~-1 est nul sur C ' \A .  Par cons6quent #o est port6e par 
l'ar8te distingu6e F = {1 (11 . . . . .  I~, ] = 1}. L'invariance par rotation entraine 
alors 

1 
d # o ( O = ~ d O 1 . . . d O , ,  avec ~i=ei~ 

Le noyau d#o (~) est donc le produit des noyaux de poisson des cercles {Izj] = 1}: 

1 1 - [  a =(O = z1 
i=1 ]zj_eiOjl2 dO1...dO,. 

Les 6galit6s � 8 9  sont encore vraies dans le cas du polydisque, comme 
le lecteur le v6rifiera ais6ment. 

6. Support des mcsures pluriharmoniques 

Nous nous int6ressons ici au probl6me de d6terminer le support des mesures 
#z lorsque O est un ouvert faiblement pseudoconvexe de classe C k, k > 2. D'apr6s 
Diederich-Fornaess [5], on sait qu'il existe un r6el c~e]0, 1] et une fonction 
peCk(O) telle que p = 0  et dp=t=O sur 80, p < 0  et - [p[~ psh sur fL La forme 
de Levi ddCp est > 0  sur l'espace holomorphe tangent HT(8(2), par cons6quent 
(ddCp), - 1/x dCp est une (2n-1) - fo rme > 0  sur 8~2. I1 est donc naturel de chercher 
des conditions pour que les mesures #z soient absolument continues par rapport  
fi (ddCp) "- 1ix dCp et, plus g6n6ralement, pour  que #z soit port6e par les points 
strictement pseudoconvexes de 8f2. Les deux r6sultats suivants apportent quel- 
ques 616ments de r6ponse/t ces questions. 

(6.1) Th6or~me. On suppose f2 de classe C 2 et p psh sur (2. Alors pour tout 
zeO, il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que 

Cl(ddCp), - a/x d~p <= #~ <= C2(dd~p) "- 1/x d~p. 
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En particulier, #~ est portde par le sous-ensemble ouvert de t?~2 form~ des points 
strictement pseudoconvexes. 

Ddmonstration. D'apr~s le th6or6me (3.8), il suffit de v6rifier l'existence de 
constantes C a , C 4 > 0 telles que C3 p < u~ < C4p au voisinage de 0f2. La minora- 
tion u~ > C a p r6sulte de la construction (4.8), tandis que la majoration u~ < C4p 
est une cons6quence du classique lemme de Hopf. []  

(6.2) Th6or6me. On suppose f2 de classe C a et - ]p]~ psh sur f2. Si q est un 
entier, on note U(q)c3f2  l'ensemble ouvert des points off la forme de Levi est 
de rang >=q. Alors pour tout zsf2 on a 

Supp #~ c U(q), 

off q est le plus grand entier < n cc 

Compte tenu du th6or6me (6.1) on peut esp6rer que #~ soit en fait port~e 
par U(q), mais les difficult6s techniques li6es fi la non finitude de la masse 
de Monge-Amp&e de - [ p  [~ rendent ce r6sultat malais6/t obtenir. Nous aurons 
besoin du lemme suivant. 

(6.3) Lemme. Soit ae~f2\U(q).  Alors il existe une boule B(a, e) telIe que pour 
tout ( ef2 c~ B(a, e) et tout entier k on ait 

(6.4) I[(ddCpOkl[ ~ C 1 Ip(0l ~-q- ~, 

(6.5) II(ddC pr k-1 A d pr A dC pcH < C 2 l P(0  [k-a, 

Off C1, C2 sont des constantes >0. 

Ddmonstration. Le rang de la forme de Levi ddCp sur HT(Og2) est par hypoth6se 
< q - - 1  au voisinage de a. Pour tout qs3g2, notons F, le noyau de la forme 
hermitienne ddCp, sur C", et G, le noyau de ddCp, sur l 'hyperplan HT~(0f2) 

= 0p~- 1 (0). Pour  q e 0f2 assez voisin de a, il vient 

dim G , > ( n -  1 ) - ( q -  1) = n - q ,  

dim F, > dim G , -  1 > = n - q -  1. 

Plaqons-nous dans un syst6me de coordonn6es locales centr6 au point a. Si 
~sf2 est un point voisin de a, on note t /=p(  0 sa projection orthogonale sur 
~f2. On a 

dd~p~[v,• dd~p~]G,• 

Comme dd~p est de classe C a, le th6or6me des accroissements finis montre 
que 

Ildd~pr215 < Ca Ip(0l, 

[[ddCpc_]a, • ur.(ea)[[ < C41P (0l. 

Notons G~ la projection orthogonale de G.cHT.(a~2) sur l 'hyperplan ape-1 (0). 
Opt-a(0) et G~ se d6duisent respectivement de HT.(Og2) et G. par des rotations 
d'angle < Cs [P(0[. On obtient donc encore une majoration du type 

]ldd ~p~ [G~ • epc~ (o) l[ ~ C6 ]P(~) 1. 



542 J.-P. Demailly 

En util isant la d6compos i t ion  o r thogona le  C " =  F,| ~ (resp. 0 p [  1 (0)=  G~| G~ • 
dans  les variables  C-lin6aires, on en d6duit  

]l(ddCp~) k II _-< c~ I p(~)I ~ - dimFn~ ~ C1 Ifl(~)I k-q- 1 

II(dd~p~) k-110,~-, (o)ll __<c~ I fl(~)lk-1-dirnG'g• ~ C9 Ip(C)l ~-~. 

Cette derni~re relat ion 6quivaut/~ (6.5). [ ]  

D~monstration du th~or~me (6.2). C o m m e  - ] p l  ~ est suppos6e psh sur f2, la 
cons t ruc t ion  (4.8) mon t r e  qu'il  existe une cons tante  C > 0 telle que 

u~ > - C I P 1~ au voisinage de ~f2. 

On ne peut  n6anmoins  appl iquer  d i rec tement  le th6or6me (3.8), car  la masse  
de M o n g e - A m p ~ r e  de - I P I = est infinie au voisinage des points  s t r ic tement  pseu- 
doconvexes.  On  va donc  c o m m e n c e r  par  construi re  un ouver t  (2c(2c~B(a, e) 
off cette masse  sera finie. Soit OeC~176 e)) d6finie pa r  

~ ( 0 = o  

O(~)=exp  e/2--l~--al -~ e--I~--al 

si [~-al~e/2, 

si e/2<l~-al<e.  

Alors  ~(~) tend vers + oe sur OB(a, e), et une v6rification triviale mon t r e  que 
~(()  est fonct ion convexe croissante de I ( - a [  d6s que e__<l. Pa r  suite ~ est 
psh sur B(a, ~). Posons  alors 

f i = - - l P [ ~ + 0  sur ~2 ~ B(a, s), 

~ =  {~ea nR(a, ~); ~(~) < o}. 

On a fi = - [ p  [~ sur O c~ B (a, e/2), donc  

(2 c~ B (a, ~/2) c ~ c (2 ~ B (a, e), 

et fi est une fonct ion d ' exhaus t ion  psh < 0  sur ~. Le Hessien de ~ est donn6 
par  

ddC fi=~(lpl~- l ddCp +(1-cQ lpl~- 2 dp /x dC p)+ ddC~. 

Pour  mon t r e r  que ~ (ddCfi)"< + oo, il suffit de mon t r e r  la convergence  des int6- 

grales 

ik = ~ ]plk(=-l)(dd~p)k A(dd~O), k, 

Jk = ~ I P ] k(a- 1)- 1 (dd~p)k - 1A dp i d~p /x (dd~O) "-k, 

pour  0_< k-< n (resp. 1 <_ k -  n). Or  ~ < I P I ~ sur ~,  d'ofl 

0(~) al)g)=O(O(Log O)4)=O([p NLog p)4). [[ddCOl[=O((e/2_ I - 
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En uti l isant le l emme (6.3), on voi t  que 

et de m~me 

Ik < C3 ~ [p ik<~- l>+k-~- l+( , -k)~(Log p)4(,-k) 
f~ 

= C a  ~ Ipl"~-q-~(Logp) 4<"-~), 
f? 

Jk<C4 ~ IpW-q-l(Logp) 4("-k). 
f? 

Les int6grales I k et Jk sont  done  convergentes  d6s que q<ncc Sur f2c~B(a, e/2) 
on a d ' au t re  par t  

(ddCfi) "-  ~ A dCfi = ~"[p 1"(~- 1)(dd~p)"- 1 A d~p. 

La m a j o r a t i o n  (6.5) entra lne  done  sur chaque  hypersurface  

S (r) .'= { ~ e f2 c~ B (a, e/Z); p (0  = r} = {fi = -- I r I ~} 
l'in6galit6 

II(dd~r "-1  A d~fi Is(~)[I :< C5 r "~-q. 

Si q<ncq on en d~duit  # ~ = 0  sur O(2c~B(a,e/2). Puisque u ~ > - C [ p ]  ~, la 
fonct ion v = m a x ( u z ,  Cfi) coincide avec u~ sur f2c~B(a, e/2) et v6rifie Cf i<v<O 
sur ~.  Grace  au th6orhme (3.8) on obt ient  f inalement  

( 2 n ) " # z = # , = # ~ < C " # ~ = O  sur Oc~B(a,e/2). [] 

7. Comportement des mesures/~= lorsque z tend vers le bord 

N o u s  6tudions ici la convergence  des mesures  #~ lorsque z tend vers un point  
a E 0 0 .  D a n s  le cas des noyaux  de Poisson usuels associ6s aux laplaciens, on 
sait que #z converge  vers la mesure  de Di rac  au po in t  a. L 'exemple  du polydisque  
m o n t r e  que ce n 'est  pas  toujours  le cas dans  la pr6sente situation. Rappe lons  
d ' a b o r d  quelques d6finitions classiques qui nous  seront  utiles. 

(7.1) D6finition. On dira qu'un compact K ~ 0~2 est pic (relativement aux fonctions 
psh continues) s'il existe V~C~ psh sur (2, telle que V = 0  sur K et V < 0  
sur ~ \  K. 

I1 est facile de voir  que toute  intersect ion d 'ensembles  pics est pic; la d6finition 
suivante  est done  lbgitime. 

(7.2) D6finition. Si K est une partie compacte de 0(2, on appelle enveloppe pic 
de K le compact K, intersection des ensembles pies contenant K. 

(7.3) Th6or6me. Lorsque z tend vers aeaf2, la mesure #5 converge faiblement 

vers 0 sur ~ 2 \ { a } .  Par consequent #= converge vers 60 des que {a} = {a}, en 
particulier dds que a est un point strictement pseudoconvexe de classe C a. 

D~monstration. Par  hypoth6se,  il existe une fonct ion psh cont inue  V 6gale fi 
0 sur {a} et < 0 sur O\(a '~ .  On a 
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v(z)<~dv)<o, 

et V(z) tend vers V(a)= 0 quand z tend vers a. Ceci entrZne bien que #z converge 

faiblement vers 0 sur 8 ~ 2 \ ~ .  [] 

Le th~or~me ci-dessous montre que la distance 6~ est complete sous des 
hypotheses assez diverses et assez faibles sur 8Q; il paralt done naturel de conjec- 
turer que 6~ est en fair toujours complete. 

(7.4) Th~or~me. La distance ~58~ est complete d~s que (2 vdrifie l'une des hypotheses 
suivantes : 

(7.5) (2 est de classe C2; 

(7.6) 8~2 poss~de au moins un point strictement pseudoconvexe de classe C 2 ; 

(7.7) 0 est un ouvert convexe de C" ; 

(7.8) pour tout aeSf2, il existe beOf2 tel que ~ c~'(~=O. 

Signalons ici que N. Sibony [16] a construit un exemple d'ouvert ~ pseudo- 
convexe et strictement pseudoconvexe lisse sauf en un point, qui n'est pas com- 
plet la m6trique de Kobayashi (et non plus afor t ior i  pour la m6trique de Cara- 
th~odory ou celle de M. Klimek [9]). D'apr6s le th~or~me (7.4), ces m6triques 
ne sont done pas comparables fi la distance 6~. 

(7.4) Ddmonstration du thdor~me. On commence par prouver les implications 
(7.5)=>(7.6)~(7.8) et (7.7)~(7.8). 

�9 (7.5)=>(7.6): il existe une fonction 7eC~(X)  strictement psh sur X, n'ayant 
pas de points critiques sur 8Q. Alors le point ao e 8~2 off 7 [~ atteint son maximum 
est strictement pseudoconvexe, car ~2 ~ {7 < 7 (ao)}. 

�9 (7.6)~(7.8): si aoeSO est strictement pseudoconvexe, alors on peut cr6er une 
bosse sur 8~2 au point ao, c'est-fi-dire qu'il existe des voisinages w~ITv de a o, 
arbitrairement petits, tels que 0(~ w W)c~ 17d soit strictement pseudoconvexe de 
classe C 2. D'apr~s le th6or~me (2.13) l 'ouvert Qw W e s t  hyperconvexe, done 
il existe une fonction (oeC~ W) psh exhaustive et < 0  sur ~2u W. On a 
(o=0 sur ( ~ ) ~  .W et ~0<0 sur (8~2)c~W, par suite ( (8~2)\W~'=(~2)\W ne 
rencontre pas {ao} ={ao}. Comme W e s t  arbitrairement petit, ceci d~montre 
(7.8). 

�9 (7.7)=>(7.8): soit a e 8/2 et Re ~. ( z - a ) <  0 un demi-espace contenant le convexe 
~2. Si on applique les d~finitions (7.1), (7.2) fi la fonction pluriharmonique 
V(z) = -- Log [ 1 - ~. (z-- a)[ on obtient 

{~} c 8 o  a {~. ( ~ -  a) = 0}. 

Tout  point b e 8~2 off z ~ Re ~-z est minimum v6rifie de m~me l'inclusion analogue 

~b'} c {~ �9 ( z -  b) = 0}, d'ofi ~ c~ ~'} = 0. 

�9 La preuve sera achev~e si on v~rifie l'implication (7.8)~6a compl6te. I1 suffit 
de montrer  que sous l'hypoth6se (7.8) les 6a-boules sont relativement compactes 
dans g2. Soit xe~2 un point fix6; supposons par l 'absurde qu'il existe un r6el 
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R > 0 et une suite ygef2 convergeant vers un point a E~?(2, telte que fin(x, Yk) < R. 
Alors l'infgalit6 de Harnack donne #~<e"R~,~y~, et d'apras le thOor6me (7.3) 

ceci implique que /~ est /t support dans {a}. Par suite toute mesure g~ est 

/t support dans ~ .  Si on fait tendre z vers un point b~0f~ tel que {a} c~ {b} =0,  

alors/1~ converge vers 0 sur 0Q\~b'~, doric aussi sur ~a~, ce qui est contradic- 
toire. []  

On suppose dfsormais dans ce paragraphe que ~2~X est un ouvert stricte- 
ment pseudoconvexe de classe C 2. Le comportement  asymptotique de d/l~( 0 
au voisinage de la diagonale de ~ x 0g? peut alors ~tre dOcrit trOs pr~cisOment. 

Soit p EC2((~) une fonction d'exhaustion strictement p s h < 0  sur f2. Soient 
(v~) et (v'~) deux familles de mesures positives sur 0~2, dOfinies et uniformOment 
bornOes pour  z~fL On dira que (v~) et (v'~) ont mOme comportement asymptotique 
sur la diagonale si pour  tout e ~] 0, 1] et tout A > 1 il existe un rOel t /= t/(e, A) > 0 
tel que 

(7.9) (1 --~) dv~(O<dv'~(O<(1 +e) dye( O, 

pour ]p(z)l<q et ] ( - z ] < A l p ( z ) [  ~. 

(7.10) Thfor~me. On dOsigne par J~'~ p(z) la pattie holomorphe du jet d'ordre 
2 de p(z) au point z = ( :  

L Z o ~ j?,o p (~) = y, (z j -  ~j) + (z~-  ~) (z~ - ~). 
2 j, k J 

Alors les mesures pluriharmoniques (l~) ont mOme comportement asymptotique 
sur la diagonale que Ins tonsures (v~) sur 0S2 d~finies par 

1 [p(z)[" 
dv~(O = (4~)" I J~Z'~ (ddC pr "- 1 A alcoa. 

Le dOveloppement limit0 de p au point ( s'Ocrit 

p (z )=ZRe  J~'~ p(z) + H p r  + o([ z - (  [2), 

off Hpr = Y', 02 p/O (j 0 Ck" ~i ~k est le Hessien de p en (. Comme pes t  strictement 
psh < 0 sur s on en dOduit 

(7.11) ]J~ '~189  2, c>0 ,  

pour tous (z, ()~g2 x 0f2 assez voisins. Par ailleurs, J~,~ est invariant 
rood O(Jz - ( I  3) par changement de coordonn6es locales; l 'estimation du thfo- 
rfme (7.10) a donc bien une signification intrinsfque. 

Dans le cas de la boule, on peut choisir pB(z)= [z] 2 - 1 ;  on obtient alors 

J ~ ' ~  V ~ 0 B ,  

de sorte que pour la boule on a exactement 

1 (1-1z12)" (ddc i r  
dv~(0=  (4re)" I i - ( - e l  2" 



546 J.-P. Demailly 

Le cas d 'un domaine f2 quelconque va s 'obtenir /t l'aide d'une approximat ion 
de f2 par des boules osculatrices int6rieures et ext6rieures. Une premi6re observa- 
tion importante  est que le compor tement  asymptot ique des mesures vz est inva- 
riant par changement de la fonction d'exhaustion p. 

(7.12) Lemme. Soit p'~C2(~'2) u n e  fonction < 0  et exhaustive sur f2, telle que 
d p' @ 0 sur 8f2. Alors les mesures v'z assocides gl p' ont mdme comportement asympto- 
tique sur la diagonaIe que les mesures v~. 

DOmonstration. On peut 6crire p ' = 2 p  avec 2~C1(~)~C2((2)  et 4 > 0  sur ~. I1 
vient alors 

(dd~p~).- 1A dCp~ = 2(O"(dd~p~) "-  ~ A dCp~, 

2 0 8p 94 

j ~ " J  k 

k ~ (Zk--(k) J~ '~  a) 

~ 2 ( O J ~ ' ~  p(z) 

lorsque z E (2 tend vers ~ e 8f2. Par  suite 

, 2 @ "  dv~(0~(~ dv~(0~dv~(0 [] 

On va maintenant  profiter de la libert6 qui nous est laiss6e dans le choix 
de p pour  contruire une fonction d'exhaustion normalis6e. 

(7.13) Lemme. I1 existe une fonction fie C 2 (~) strietement psh < 0 et exhaustive 
sur f2, telIe que 

( d d ~ - d f i  Ad~fi)"=O 

en tout point de 8(2. Une teIle fonction ~ sera dite fonction d'exhaustion normalis@ 
sur f2. 

D~monstration. Soit 2 e C o (~) la fonction d6finie par  

1 
2 =--  (dd~p) " -  ~ A dp A d~p/(dd~p) ". 

n 

D'apr6s le th6or6me de prolongement  de Whitney, il existe une fonction 
2"e C o (~) c~ C a (f2), ~ >  0, telle que ~'= 2 sur 0~ et ]O ~ ~'1 = o (p-I~l) pour  tout multi- 
indice ct # 0. La fonction ~ = p + (1 - 1/,~)p2/2 est alors dans C a (~) et v6rifie 

d d C f i - d ~ A d C ~ = d d c p - l d p / x d C p > = O  sur 0(2, de signature ( n -  l, 0). 

Par  suite ~ est normalis6e, et fi est strictement psh au voisinage de 8~2. Apr6s 
modification 6ventuelle sur un compact,  ~ r6pond/t  la question. []  

La condition de normalisation signifie simplement que la norme de la diff6- 
rentielle dr relat ivement/ t  la m6trique ddC~ est 6gale/t 1 sur le bord. On obser- 
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vera que la fonction pn est normalis6e. Le point crucial du raisonnement repose 
sur le lemme suivant, montrant  l'existence de boules osculatrices int6rieures 
et ext6reures en tout point de ~O. 

(7.14) Lemme. On suppose que p e s t  une fonction d'exhaustion normalisOe du 
domaine (2. Soit e > 0 fix~. Alors il existe un voisinage 0'~ de ~ dans X,  une 
boule B'~ ~ C" contenant B e t  un rdel 6(e)> 0 ayant les propriOtds suivantes. Pour 
tout a ~ c?(2, il existe un domaine D'~,~ ~ (2" contenant {z E X;  [ z - a  I< 6 (e)}, des appli- 
cations 45~= ~,,~: f2 ;~  C" holomorphe et ~ =  ~,~: D', ,~B'~ biholomorphe tels 
que: 

(7.1 5) les familles (cb~) et (~)  sont uniformOment bornOes; 

(7.16) r (f2) = B, ~a (a) ~ c3B 

et la restriction ~a : D'.,~ ~ ~b. (D'..~) est biholomorphe ; 

(7.17) Da,~. '=~-I(B)=(2 et ~(a)E3B; 

(7.18) I p ( z ) - p B O ~ a ( z ) l < e l z - a l  2 si I z -a l< 6 (e ) ;  

(7.19) I p ( z ) - p B o ~ ( z ) l < ~ l z - a l  2 si I z -a l<6(e ) .  

Les propri&~s (7.16) et (7.17) expriment intuitivement que les ~<boules>> 
�9 ~-I(B) et ~ - I (B)  sont tangentes ext6rieurement et int6rieurement /t 0f2 au 
point a; les in6galit6s (7.18), (7.19) expriment de plus que la courbure de ~bs 1 (0B) 
et ~ -  1 (~B) approche fie pr6s celle de ~f2 au voisinage de a (cf. Fig. 1 ci-dessius). 

(7.14) Ddmonstration du lemme. On commence par construire un syst~me de 
coordonn6es locales adapt6es au point a. 

Quitte fi remplacer X par un voisinage convenable de ~, on peut supposer 
que O est un ouvert de Runge dans X. D'apr6s le th6or~me de plongement 
de Fornaess [6], il existe alors un plongement X'--,C Net un ouvert strictement 
convexe G c C  N de classe C 2 tel que O = X c a G ,  0G 6tant transverse fi X le 
long de 0f2. Relativement fi la m&rique iOJp~ sur T,X, soit e l eT ,  X un vecteur 
unitaire sortant normal /t 0f2, et (e2 . . . .  , e,) une base orthonorm6e de HT~(0f2). 

t 
Fig. 1 
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Compl6tons (e2, ..., e,) en une base (e2, ..., eN) de HTa(#G). L'hypoth6se de trans- 
versalit6 T , X r  T~(#G) implique el(~HT,(OG), par suite (e~ . . . .  , eN) est une base 
de C N. Notons Z=(z~, ..., zN) les coordonn6es affines sur C N relatives au rep6re 
(a; e~,..., eN). Par construction z = (z t . . . .  , z,) est un syst6me de coordonn6es loca- 
les sur X au point a; de plus T,(0G)= {Re zl =0} et on a 

(7.20) 0p ~p 0p ~2p 
(a)= 1, #~-zz (a)= ... = O~z =0, 0zj 3e-~ (a) = 5j,k; Oz~- 

l'6galit6 #p/C3zl(a)= 1 provient du fait que p est suppos6e normalis6e. La stricte 
convexit6 de G implique que G\{a} est contenu pour R > 0  assez grand dans 
le cylindre { 1 } 

{]z+(R, 0 . . . . .  0 ) [ < R } :  2 R e z l + ~ l z [ 2 < 0  

2 1 < 0 1  ' = { 2 R e ~ l + l f , [  -F~[5I z 

avec f=z / (1 - z t / 2  ). Quit te / t  remplacer les coordonn6es (z j) par les (~j), ce qui 
pr6serve (7.20), on peut supposer que O\{a} est contenu dans le cylindre fi 
base ellipsoidale 

(7.21) 2Re zl +lz112 + 1  ]z [ 2 <0. 

(7.22) 

a v e c  

D'apr6s (7.20), la fonction p admet un d6veloppement limit6 de la forme 

p(Z)=ZRe(zx + ~ CikZjZk)+[z[Z+o([z[2), 
l <j,k<n 

1 02p 
(a). 

C~k 2 ~ZjOZk 

�9 Construction de ~a. 

La difficult6 est que l'ellipso'ide (7.21) a en g6n6ral au point a une courbure 
beaucoup plus faible que celle de 0~2. Pour corriger ce d6faut, on va d6former 
l'ellipsoide au voisinage de a en introduisant les nouvelles coordonn6es 

e 2 /-  z l \  -~2 
Ztl=Z1 § §  Z CjkZjZk' 

j,k 

On pose alors 
t ! �9 ,,(z)=(z'~ + 1, z= . . . . .  ~,,), 

et on va montrer que ~ ( f 2 ) c B  pour 1/>0 assez petit. Sur ~ on a R e z l < 0 ,  
d'ofi 

1--f~ >1 et 0 ( z t ) , = a r g ( l - - ~ ) ~ ] - - 2 , 2 [ .  
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Soit Z e ~  fix& I1 vient 

f ib o r176  = I r  l 2 - 1  = 2 Re z;  + I z' l  ~ 

< _ ~ 2  
1-- [2Re(e-i~2~ ~ cjkQzk)+(1-O(lz212 +... +rz.12)] 

j ,k 

+ 2 R e Z l + S R e ( z Z ) + l z l l Z + C l [ z l  3, 

off C a est une constante  > 0  ind6pendante  de 8 et ~/. Dis t inguons main tenant  
deux cas. Si [ . . . ]  <0 ,  on obt ient  

pBo ~ba(Z) < 2 Re z,  + ]Z 1 12+8  [Z] 2 "~- C 1 ]z] 3, 

et donc  pour  e < 1/2R l ' in6quation (7.21) entratne 

pBod).(Z)< -e lz l2  +Ca lz[ 3. 
Si [ . . . ]  >0 ,  il vient 

P B ~ ~b. (Z)  < 2 R e  ( e -  i~  0(~,) ~ c~k z izk) + (1 - ~) I zl 2 

+ 2Re z, + e(Re(z~) + IZl1~)+ Cl Iz? 

__< 2 Re (Zl + ~ cj~ zjz~) +lz r 2 

+(Ca [zl a + 2e(Re z~) 2 + ( 0 ( 8 2 ) - 8 ) I z J  2) 

< p(Z)(1 +2ep(Z))+(o(izl2)+(O(~2)-e)Iz12). 

Pour  ZeO, ~ assez petit  et [z i<r l (e) ,  on a donc  dans les deux cas pBoO,(Z)< 
C 
2 ]z l2< 0. D 'au t re  par t  ( 1 -  Zl/fl)- ~ converge uniform6ment  vers 0 sur le com- 

pact  ~r~ {Izl >r~(8)} quand  ~/ tend vers 0. Sur ce compact  pBo ~ , (Z)  converge 

vers 2Re  Zl +2- z + z~ + ~  z 2 , et pour  e assez petit  l ' in6quation (7.21) entra~ne 

2 R e ( z , + 2 z 0 +  z, +2 z~ 2<2Rez, +(l + l )  lz,,2<O. 

Pour  t /=  q~ (e) assez petit, on obt ient  par  cons6quent  PB ~ ~b. < 0 sur f2 tout  entier, 
c'est-fi-dire ~b~(O) ~ B; (7.16) s'ensuit. De plus ~b, est b iho lomorphe  sur D'a,, d6s 
que D'.,~ est contenu  darts une boule de centre a de rayon  rz(8 ) assez petit. 
La propri6t6 (7.18) est v6rifi6e si 6 (0  est suffisamment petit devant  ~h(e) et r2(8), 
car on a l e  d6veloppement  de Tay lor  

(7.23) p(Z)--p, oq~a(Z)= -8Re(z~)+dlz=12+...+lz.12)+o(IzlZ). 

�9 Construction de ~. 
Le probl6me 6tant cette fois local, on int rodui t  les coordonn6es  

W I ~ Z I - I - Z C j k Z j Z k ~  W 2 ~ Z 2 ,  . . .~ W n ~ Z  n. 
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D'apr6s (7.22), on a le  d6veloppement limit6 

(7.24) p (Z) = 2 Re w~ + I w ] 2 + o (I w I z), 

et pour r 3 (e)< r 2 (~) a s s e z  petit, O contient l'intersection de la boule 

t 2 R e w ~ + ( l + 4 ) [ w [  2<0}  

de rayon 1/(1 + e/4)< 1 avec la boule {] w[< r3(e)}. L'id6e est maintenant de chef- 
chef un ehangement de coordonn6es tangent fi l'identit6, dans lequel la <<boule>> 
osculatrice/t ~s sera de diam6tre arbitrairement petit. On considbre pour cela 
une compos6e F = F  1oF2 . . . . .  Fs de transformations conformes de la variable 
w~, avec les notations suivantes: 

D R = { I w ~ + R I < R } ,  

U = { R e w l < 0  et 

F1 : D2/~--~ D 1 

1:2 : D ~ ~ D oo 

F3 : U----~Doo 

F4 : D~o ~ Do~ 

F5 : D1/(l +~/2)---~ D~o, 

Doo ={Re wt <0} , 

(Ira wl) 2 <�89 +(Re W1)2)}, 

Ft(Wl)= wl 
1 ~ 

F z ( w l ) = A - l w l  , A > O  , 

V3(wa)=Wl +W 3 

F4(wl)=AWl 

F5(w 0 = wl 
1 e 

On a Fz o F3 o F4 (w 2) = W1 "~ A2 W3, d'ofl 

(7.25) F (w O = Fl o F5 (w O + O (w~) = w ~ - -2  

On va montrer que le diam6tre de F-I(D1) est aussi petit que l'on veut si 
A > 1 est assez grand. En effet, on v6rifie successivement les relations d'inclusion 

(El ~ F2)- I(D 2) = Fz- l(Da/c) = Da A/~ ~ {IWl 1< 4 A/e}, 

F ;  1 (D2A/,) c U n {I wl I< 2 (A/~)1/3}, 
(F 3 oFr ~ {Iwll < 2 e -  a/3A-2/3}, 

F -  l(D1)~ Dt/(l +~/a)~ {lWl] <2e-1/3 A -  2/3}. 

En particulier, on peut choisir A = A(~) assez grand pour que 

(7.26) F -  ~(D~)~ Dt/(a +~/z)~ {1Wa ] <r3 (e)/2}. 
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A 6tant maintenant fix6, on pose 

wl = F ( w 0 ,  

' e 1 / ~ ( 1 - ~ ) 2 w j ,  wj=(1 + ) t/ 

Pour 

(7.27) 

(7.28) 

(7.29) 

(7.30) 

off la 
pour 
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p B o~ ( Z) <0 .  On a en particulier [ w ' l + l ] < l ,  donc 
W l e F -  I ( D 1 ) c  D1/(i +el2), i.e. 

2 R e w ~ +  1 + ~  Iwal2<0. 

Distinguons deux cas suivant l 'ordre de grandeur de Re wa. 
Si Re wl < - ~1/2, alors I 1 - Wl/q[ > t l -  1/2 et (7.27) entralne 

(7.31) (1 + ~)(I w212 + . . - +  I w.12)<~ 2. 

On a donc 

2Re wl + 1+ Iw] 2 

< 2 R e w l +  1+ ]Wl] - ~  Rewl  +( l+~) ( Iwzl2+  +[w,[ 2) 

< - ~ - q + q 2 < 0  

pour  q<e /4 ;  dans ce cas, compte tenu de (7.26) et (7.31), on aura de plus 
[w[ < r a (e) d& que ~ < r 3 @)/2. 

Si - q 1/2 < Re w 1 < 0, alors ]wa [ 2 < - 2 Re Wl _-< 2 q 1/2 et (7.28) implique 

[W2 ]2-~ - . . . - [ - [ W n ] 2 _ ~  ~ - -2Re  F(wx) = - -2Re  W 1 +O([wl[2)<C3(~)rl l /2;  

on a donc I wl__< c4(~)r/'/4, et de (7.30) on d6duit 

j>=2, 

t % ( z )  = (wl + 1, w2, . . . ,  w;). 

Re w 1 <0,  on a alors d'apr6s (7.25): 

~ 4(1w212+ +lw.I 2) p , o ~ ( Z ) = 2 R e F ( w 0 + [ F ( w 0 1 2 + ( l + ~ )  1--  ... 

> 2 Re F(Wl) + [ F (w0  [2 + (1 + e)([ w2 [2 + . . .  +[w,  12) 

= 2 R e  wl +(1 + e ) ] w [ 2 " 2 e ( R e  Wl)Z+ O(w~) 

>(1 --e Re Wl)(2Re wl +(1 +e)]w] 2 -  C2(e)[w] 3) 

constante C2@) est ind6pendante de t/. On va montrer  que ~ -1 (B)c~2  
> 0  assez petit. Soit Z un point fix6 de ~-1(B),  i.e. un point tel que 

(7.26) implique 
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4)  3 3e 2 R e w t +  1+ Iwl2<C2(~)lw[ -~-[wl 2 

C2 (g.) C4 (g)~]l/4-- 3 4 - (  )'wl z<0 

pour q<(3e/4C2(e)C4(e))4; dans ce cas, on a de plus Iwl<r3(e) si 
< (r~ (~I/c4 (~t) ~. 

Le choix r 1 < rain (e/4, r 3 (e)/2, (3 e/4 C2 (e) C4 (e)) 4, (r3 (e)/C4 (e)) 4) entralne donc 
finalement 

~-a(B)~{2ReWl+(l+4)lwl2<O}c~{lwl<r3(e)}cO.  

L'estimation (7.19) r6sulte d'autre part des d6veloppements limit6s (7.24) et 
(7.29). []  

(7.10) D~monstration du thkorkme. Soient A, e > 0  et aE~O quelconques. Consi- 
d6rons les applications holomorphes @,: f2---,B et 7'0 2: B~Da,~cO fournies 
par le lemme (7.I4). Pour tous z, ~Da,~ le tla6or6me (4.11) donne 

(7.32) uB(4~o(z), ~(ff)) < ua(z, ~) < uB(~(z), ~(~)). 

Posons b =  ~(a)e0B.  Pour tout (w, ~ ) e B •  avec I ~ - b l < q ( ~ )  assez petit, on 
aura d'apr6s (5.10): 

(7.33) 1 +~ IP~,(w)l p.(~) <=u.(w, ~)< 1-~ Ip.(w)l p.(~) 
2 IJ2"~ 2 2 IJ~'~ 2" 

Posons tl=(6(e)/A) 2 et soit z~f2. Sous les hypoth6ses Ip(z)l<~ et I z - a l  
<A [p(z)l 1/2 il vient [z-al  < 6(e), donc (7.19) entralne 

(7.34) Ip(z)-pB o ~(z) l < ~ Iz-al2<~Z 2 Ip(z) l; 

en particulier z e ~ - l ( B ) = D ~ , ,  pour e < A  -2. Choisissons r2(e)>0 assez petit 
pour que 

(7.35) [~-a]<rz(e)~max(lq~a(~)-q)a(a)l, ] ~ ( ~ ) -  7~(a) I) < rl(e); 

ceci est possible d'apr6s la propri6t6 (7.15). Sous les hypoth6ses Ip(ff)[<t/ et 
I~-a I< min (Alp (~)11/2, r2 (e)) on a de marne que pour (7.34): 

(7.36) I P (~)-  P~~ ~ (~) I < ~A2 [ P (~) l, 

et grgce /~ (7.35) on voit que l'encadrement (7.33) est applicable au couple de 
points (w, ~)= (~/{(z), %(~)). Les estimations (7.11) et (7.19) donnent d'autre part 

(7.37) IJ~'~ p(z)-,l,2'~ p~(~(z))l<~lz-al2<~-IJZ'~ p(z)l; 
r 

on a bien entendu des estimations analogues ~ (7.34), (7.36) et (7.37) pour la 
fonction p~ o ~ .  De (7.32)-(7.37) et leurs analogues on d6duit alors l 'encadrement 
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(l+gA2~ 2 l+g [p(z)]p(g) <(1-eAZ~ 2 1-e  IP(z)IP(g) 
~,1---7~} 2 "lJ~'~ 2 IJ~'~ 

sous les hypothSses 

[p(z)[<q e t  [z--a]<A]p(z)] 1/2, 
Ip(~)l<r/ et [~-a]<min(Alp(~)[ 1/2, r2(e)). 

Appliquons maintenant le th6or6me (3.8) aux fonctions 

~0 (0 = p (~), ~ (~) = ~ u~,(~, ~) 

en tout point a de l 'ouvert co.'={ae~?f2; [a-z[ <A Ip(z)ll/2}. Les hypoth6ses du 
thdor6me (3.8) sont satisfaites car 

l imsup O(~)<[l+eA2] 2 l + e  [p(z)l 
r ~ = \ T - ~ C - ) ' 4 ~  IJff,~ p(z)l 2' 

l. . _ ~/(~) [ 1 - - 8 A 2 \  2 1 - e  I p ( z ) l  
lm m r - - -  < / - - /  . 

( + a  q ) ( ~ ) - - ~ k l - ~ 8 / C J  4 ~  [Jff'~ 

on notera que pour obtenir ces limites il est n6cessaire de faire varier un peu 
le point a dans l 'encadrement de ua, car celui-ci est valable seulement sur le 
domaine tangentiel { ~ ; J ~ - a  I< A ]p(~)]1/2}, Le th6or6me (3.8) donne finalement 
l'in6galit6 souhait6e 

(1-e')dv~(()<dl4(()<=(l + d)dv~((), V(eco, 

avec e' =2ng(1 -{-A 2 + l/c) au lieu de e. [~ 

(7.38) Remarque. On ales  formules 

lira v=({~e0g2; H pz(~-- z)<A Ip(z) lX/z})= J(A) 
z - 4  8 g ~  

2 2 " - 2 ( n -  1)! dtdw 
J(A)..= 7c" ~ t2) n (,,w)~.• ((1 +lwl:)  2+ 

rwl<A 

22n-Z(n-  1)! dtdw 
I~JaA ((1 +lwl2)2+t2)" 

Soit z un point fix6, voisin de 00. Pour v6rifier les formules pr6c6dentes, il 
suffit de se placer dans un syst6me de coordonn6es locales (~1 . . . .  , ~,) tel que 

p(~) = 2Re~a + I~lZ + o([~12), 

z = ( z l , 0  . . . .  ,0) avec z l e ] - l ,  0[. 
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On a donc p(z)~2z 1. On effectue alors des homoth6ties dans la direction tan- 
gente r6elle et darts les directions tangentes complexes/ t  0f2 en posant  

t = l z l l  - l I m ~ x ,  w=-12Zll-~/2(C2 . . . .  ,~.).  

Pour ~e0f2 et I ~ - z [  =O([p(z)ll/2), c'est-h-dire [~l =O(Izxll/2), on obtient les esti- 
mations Re ffl ~ -1~  12/2 = O(I zl I) et 

J~'~ ~1)-~-2" ~ 2 - - . . -  ~-." ~. + o(I ~1 I z -  ~ I) 

= z l  - ~ x  - I ~ 12 + o(I zl I) 

= z a - � 8 9  I ~ 1 2 - i l m  ffa + o(Izll) - 

On en d6duit ais6ment 

IJ~ '~ p(z) l 2 ~ Iza IZ.((1 + I w 12) + t2), 
tandis que 

(dd~pO "-~ Ad~p~22"-e(n--1)! ]2zal"dtdw. 

Nous laissons au lecteur le soin d'achever les calculs. [] 

La remarque (7.38) montre  que les estimations du th6or6me (7.10) prennent 
en compte /t la limite toute la masse de #~ quand A tend vers + oo. I1 serait 
n6anmoins int6ressant de conna~tre le compor tement  de d#~(~) lorsque z tend 
vers 0f2, ~ n'6tant plus n6cessairement astreint / t  rester dans un ouvert du bord 
de la forme I f f -z l  < A Ip(z)lt/2; pour  Cela, il serait n6cessaire d'6tendre le lemme 
(7.14) au cas de boules osculatrices en deux points a, be0f2 simultan6ment, tout 
en conservant l 'uniformit6 des estimations quand l a-bl  tend vers 0; nous n'y 
sommes pas parvenus ici. 

8. Mesures canoniques sur les points extr~maux 
d'une partie convexe compacte de R" 

Soit K c R" une partie convexe compacte d ' int6rieur/s  :# O. L'objectif de ce para-  
graphe est de montrer  que les mesures de Monge-Amp6re fournissent en dimen- 
sion finie une solution explicite naturelle au th6or6me de Choquet (cf. [-3, 13]), 
/t savoir que tout point d'une partie convexe compacte m6trisable dans un espace 
vectoriel topologique localement convexe est barycentre d'une mesure positive 
port6e par  les points extr~maux de cette pattie. Bien stir, ce th6or6me est trivial 
dans R", tout point x e K 6rant alors barycentre d 'au plus n + 1 points extr~maux; 
l'int6rat de notre r6sultat r6side plut6t dans le caractare explicite de la solution 
et dans le fair que le noyau obtenu d6pend contintiment du point x et du 
convexe K. 

Soit x~ /s  un point fix6. On associe A x la fonction jauge Px d6finie sur 

Rnpar  px(~)=inf{2>O;x+~(~_x)~K}, ~ R  n. 

La fonction Px est convexe sur R", positivement homog+ne de degr6 1 relative- 
ment au p61e x et on a PxloK = 1. On introduit maintenant  l 'espace de Stein 
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X = (C/i Z)" ~- R" + iT" 

off T = R / Z ,  qu 'on  considhre comme une complexification de R". On introduit 
6galement l 'ouvert  

O = K + i T " ;  

O est un ouvert pseudoconvexe relativement compact  dans X (on notera que 
O n 'aurai t  pas 6t6 relativement compact  si on s'6tait content6 de prendre X = C" 
et O = k + i R " ) .  On d6finit maintenant  une fonction psh continue/~x sur X en 
posant  

px( f )=p~(0  off ~ = ~ + i t / ,  ~ER", t/eT". 

On a alors f 2 = { f e X ; / 3 ~ ( 0 <  1}, de sorte q u e / ~  est une fonction d'exhaustion 
psh born6e de (2. 

(8.1) Proposition. On a (ddC/3x)"=0 sur X \ ( x  + iTn). 

Ddmonstration. K est r6union d'une suite croissante de parties convexes K ~ de 
classe C 2, et /~ est la limite d~croissante des fonctions jauges /5~ associ6es. I1 
suffit donc de d6montrer le r6sultat lorsque K est de classe C 2. Dans ce cas 
p~ ~ C a ( X \ ( x  + iT")), et on a les  formules 

w 0p~ �9 
dC P~ = 2_. g y -  a tlk, 

l <_k<_n t~ ~ k  (8.2) 
82px d~;Adtlk, ddCp~= ~ a~jS~k 

l <=j,k<=n 

[ p x 
(8.3) (dd~p~)"=n' d e t e r ) d ~ l  Adth  A ... A d ~ , A d q , .  

Or p~ est lin6aire sur la demi-droite affine x + R + - ( ~ - - x ) ,  donc ~ - x  est dans 
le noyau de la matrice (82p~/O~jO~k); par suite det(OZpJO~jO~k)=O pour  
~4=x. []  

Comme/5~ est invariante par  les translations de T", il en est de marne pour  
la mesure ( d d ~ )  ". On voit donc qu'il existe une constante C C(x, K ) >  0 telle 
que 

(dd~x)"=C.g)~| 

off 6x est la mesure de Dirac au point x sur R" e t a  la mesure d'aire invariante 
sur T " =  R"/Z". D'apr6s le w 1, on peut associer fi/~x la mesure de Monge-Amp6re 

(8.5) F~ = #px,~ = ( dd~ max(/~,  1))", 

qui est port6e par  0f2= OK + iT". D'apr6s (1.10) on a 

[IF~[[ = ~ (ddCpx)"=C; 
~2 

comme F~ est elle aussi invariante par  les translations de T", on volt qu'il existe 
une mesure vx>O sur 8K telle que F~=Vx| et C=vx(OK). Pour toute fonction 
psh v(O = V(~ + it/) sur X, la formule de Lelong-Jensen (1.7) s'6crit maintenant  
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V((  + itl) dv~(~) da(~l) 
(~,  rl)~ OK x qf~ 

=vx(OK) 5 V(x +itl) da(tl)+ ~ ( 1 - ~ ( ( ) ) d d ~ V / x ( d d ~ )  "-~ 
~I~T  n 

Choisissons en particulier pour  V une fonction affine de ~, ind6pendante de q. 
Nous obtenons 

v~(V) = v~(OK). V(x) 

quelle que soit V affine, d'ofi: 

(8.6) Th6or&me. Le point x est barycentre de la mesure de probabilitO 

m~'.=(vx(OK))- 1 v~. 

(8.7) Remarque. I1 est clair que l 'on pourrai t  encore d6finir les mesures ~x sur 
l 'espace X = C"/iF, off F est un r6seau quelconque de R ". Les mesures v~ telles 
que g~=v~| ne seraient alors modifi6es que d 'un facteur >0 ,  6gal au 
volume de R"/F. De ceci, on d6duit aussit6t que les mesures v~ (resp. rex) se 
transforment fonctoriellement par Faction du groupe sp6cial affine (resp. du 
groupe affine) sur le convexe K. []  

Par  analogie avec ce qui a 6t6 fait dans le cas complexe, on introduit  sur 
R la distance 

6K(x, y)=l i ra  sup log P~(~)-  1 ; 
~ ~ p~ (~) - 1 

cette distance est toujours compl6te et on a l 'encadrement 

e-n'~K(x'Y)~x~Vy~en~K(x'Y)Vx~ Vx, y~I( .  

En particulier, on voit que les mesures v~ d6pendent continfiment de x pour  
la topologie de la masse. Elles d6pendent aussi continfiment de OK pour  la 
topologie faible des mesures; ceci r~sulte du fait que l 'op6rateur de Monge- 
Amp6re 

p~-~(dd ~ max(/~,  1))" 

est faiblement continu lorsque/Sx converge uniform6ment sur tout compact.  
Lorsque K est de classe C 2, on a ~=(dd~/~)  "-1 A d~/~, et les formules (8.2) 

donnent ~ = v~| A ... A dtl,) avec 

(8.8) dvx(~)=(n-  1)! ~ ( -  1)'-1 &(x, ~)d~l A ..Ag,... Ad~,,  
l = l  

, .[ OZp~ OZp~ Opx 02Px 
A , (x ,~)=aet ,  - - - -  , ..., , , -  ..., 

Dans ce cas, on sait que gx est port6e par  l 'ensemble des points strictement 
pseudoconvexes de OO, par  cons6quent Vx est port6e par  l 'ensemble des points 
strictement convexes de OK. Dans le cas g6n6ral, on va montrer  que v~ est 
port6e par  l 'ensemble des points extrOmaux de K. 
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(8.9) D~finition. Soit 4 un point de OK. 

�9 Le point 4 est dit extrOmal s'il n'existe pas de vecteur a:~O tel que le segment 
[ 4 - a ,  4 + a ]  soit contenu dans 8K. On notera E(K) l'ensemble des points extr~- 
maux de K. 
�9 Un hyperplan affine H est dit hyperplan d'appui au point r si H ~ 4  et si K 
est contenu dans l'un des deux demi-espaces ferm~s ddlimit~s par H. 

Grace fi la transformation par polaires de centre x, on peut associer fi K 
le convexe dual 

* - {y'~(Rn)* ; V x ~ K ,  y ' . ( r  1}; g x - -  

K* est une partie convexe compacte de (R")* contenant 0 en son int6rieur. 
Si 4e0K,  on note 4" l'ensemble des formes lin6aires y'E(R")* telles que Hy, 
= {y;y ' .  ( y - - x ) =  1} soit un hyperplan d'appui au point 4. Bien entendu, lorque 
K est de classe C 1, 4" se r6duit fi l 'unique forme lin6aire d6finissant l 'hyperplan 
tangent en r /t 0K; darts le cas g6n6ral, 4" est une partie convexe de (Rn) *, 
contenue dans 0(K*). Pour  toute partie A c 0K, on pose plus g6n6ralement 

Ax* = U 4x*. 

Avec ces notations, on obtient la relation naturelle 0(K*)=(0K)*.  On d~finit 
enfin une mesure positive 0 sur OK* en posant 

0 (A') = Vol ([0, 1].A') 

pour toute partie bor61ienne A' c OK*, off Vol d6signe le volume caleul6 relative- 
ment fi la mesure de Lebesgue de (R")*. On a alors le th6or6me suivant, qui 
donne l 'interpr6tation g6om6trique des mesures vx. 

(8.10) Th~or~me. Pour tout point x ~ I (  et pour toute pattie borOlienne A c O K  
on a la formule 

(8.11) vx (A) = n ! 0 (A*) = n ! Vol ([0, 1]- A*), 

en particulier v~(OK) = n! Vol(K*). 
De plus, v~ est portde par l'ensemble des points extrOmaux de K, c'est-gt-dire 

que vx(OK\E(K))  = O. 

Ddmonstration. On commence par v6rifier la formule (8.11) lorsque A est une 
partie compacte de OK; pour  cela, on prochde en plusieurs 6tapes. 

Premi6re 6tape: on suppose OK strictement convexe de classe C ~~ 

Soit 4 un point de OK. L'homog6n6it6 de p~ entrZne la relation d'Euler 
dpx ( r162162  1. L'hyperplan tangent fi OK au point r est donc donn6 
par {y; d p ~ ( 4 ) . ( y - x ) =  1}, i.e. 4" = {dpx(r La stricte convexit6 de OK montre 
que l'application r162 de OK sur OK* est un C~~ Soit 
~ :  ]0, 1] x ~K ~ K*\{0} le C~~ dhfini par 

y'=#b~(t, 4):=t.dp~(r te ]0 ,  1], 4e0K. 
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On a alors par  dhfinition 

O(A*) = Vol(]O, 1]-dp~(A))= Vol (~o~(]0, 1] x A)) 

= ~ (q~)*(dy'~/x...Ady',). 
]0,1]xA 

En utilisant la formule (8.8) on voit aussit6t que 

t n -  1 

(q~x)*(dy'l /x .../x dy'~)- 
(n- 1)! 

donc 

dt A dvx(~) , 

1 t ' -  1 1 
O(A*)= o ~ ~ dt'~A dvx(~)=~'t  v~(A). 

D e u x i ~ m e  ~tape:  on suppose OK de classe C 1 +lip. 

Dans ce cas, la diffOrentielle dpx est lipschitzienne, donc presque par tout  
diffOrentiable relativement ~i la mesure d'aire euclidienne a sur OK; la formule 
(8.8) est encore valable, dvx(4) 6tant ici une forme volume fi densit6 L :~ par  
rapport  fi a. 

Soit 4 un point off dpx est diff6rentiable; supposons qu'il existe un segment 
[41, 42] c OK contenant 4 et non r6duit fi un point. Alors la matrice (02p~/04; O~k) 
a dans son noyau les deux directions 42 -~1  et ~ - x ,  ce qui entralne dv~(~)=0. 
En particulier, on a dv~(~)=0 c~-presque par tout  sur OK\E(K) ,  d'ofl 
Vx(OK\E(K))=O. 

Notons  maintenant  ft. la r6union de A et des segments [41, ~2] ~ 0 K  tels 
que 41~A. I1 est trivial de v6rifier que (A)^ = A  d6s que OK est de classe C 1, 
et que A est une partie compacte de 0K si A est elle-m0me compacte;  de plus, 
d'apr6s ce qui pr6c6de, on a vx(A\A)=0 .  Par  ailleurs, OK a m~me hyperplan 
tangent en tout point de chaque segment [41, 42] cOK,  donc (~)*=A*.  Pour  
v6rifier (8.11), on peut donc supposer sans perte de g6n6ralit6 que ~ = A .  

L'id6e suivante est d 'approximer  K par  des compacts strictement convexes. 
Pour tout ~>0,  il existe un compact  L, strictement convexe de classe C ~ tel 
que 

( 1 - e ) - ( K - - x ) c L ~ - x ~ K - x ;  

* * c ( 1 - - e )  1 , K~ c (L~)~ K~. 

par  dualit6 on en d5duit 

(8.12) 

Consid6rons le compact  B; = ([0, (1 -- e)- 13 "A*) ~ 3 (L~)*, image de A* par  projec- 
tion radiale sur 0(L~)*, et le compact  B~cOL~, image r6ciproque de B'~ par la 
transformation par  polaires. D6signons par v~ et 0 ~ les mesures associ6es /t L~, 
analogues /t Vx et 0. On salt que v~ converge faiblement vers vx et que v~(B~) 
= n! 0 ~ (B;) grace fi la premiSre 6tape. La double inclusion (8.12) implique 

O(A*~) < 0 ~ (B;) < (1 -- ~)-" O(A*), 
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donc lim O=(B'~) = O(A*). En particulier, on voit que 

1 1 
0 (OK*) = lim 0 = (0 (L=)*) = lim ~ v~,(OL~) = n.T vx (OK). 

On va montrer  maintenant  que lira sup v~(B~)< vx(A ). Soient en effet U=D V ~  A 
deux voisinages ouverts arbitraires de A dans R" et h~ C O (R", [0, 1]) une fonction 

support  compact  dans U, 6gale /t 1 sur V. Pour e assez petit, on a B~c V; 
sinon, il existerait une suite ek>0 tendant vers 0 et une suite de points ~k~B=~\V 
convergeant vers un point r e ? K \ V ;  comme (~k)* ~B~ et comme A* est ferm6, 
la suite (~k)* aurait un point limite y '~A*  qui serait un hyperplan d 'appui  de 
K au point 4oo; mais par ailleurs y'~A*x serait l 'hyperplan tangent en un point 
CEA, d'ofi [~, ~oo]c0K et ~o~EA=A, ce qui est contradictoire. Pour e assez 
petit il vient donc 

v~ (B~) N v~ (V) < v~ (h), 

et puisque lim v~(h)= vx(h) on obtient 

On en dOduit donc 

lim sup v~ (B=) < inf v:, (h) = vx (A). 
h 

vx(A ) > lim sup v~(B=) = n! lim sup O~(B'~) = n! 0(A*); 

d'apr6s les rOductions pr~liminaires que nous avons faites, il vient 

vx(A) > n t O(A*) 

pour  toute partie compacte A c O K .  L 'ouvert  O K \ A  est d 'autre part  rOunion 
d'une suite croissante de parties compactes Sk, par  consOquent 

v~ (OK\A)  = lim v~ (Sk) > n ! lim 0 ((Sk)*) = n ! 0 ((OK\A)*). 

Comme (8Kx) \ (OK\A)~  c A x il vient finalement 

Vx (A) = vx (OK) -- Vx (OK\A)  

< n!(O(OK*)-  O((OK\A)*)) <= n! O(A*). 

TroisiOme 6tape: K quelconque. 

On pose alors: 

K = = K + B ( O ,  e)= {~ERn; d(~, K)___ 8}, 

off /3(0, e) et d sont respectivement la boule et la distance euclidienne de R n. 
Soit r > 0  tel que B(x, r ) c K .  On a les inclusions 

(8.13) 
1 + K* c (K~)* c K* .  
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A toute partie compacte A c OK, on associe d'autre part 

A~= { ~ K ~ ;  d(~, A)=~} ~0K~. 

Nous aurons besoin du lemme 616mentaire suivant, dont la vOrification est laissOe 
au lecteur. 

Lemme. On ales deux propridtds suivantes: 

(8.14) OK~ est de classe CI+IIP; 

(8.15) (A~)*=([0, 1].A*)c~O(K~)~*. 

Grfice/t (8.13) et (8.15) on volt que 

( I+~)- 'O(A*)<O~((Ay)<O(A *) 

tandis que (8.14) implique v~(A~)= n!O~((A~)*). Des arguments identiques/t ceux 
de la deuxi6me Otape permettent d'obtenir successivement 

n! O(A*) = n! lim O~((A~) *) = lim v~(A~) < v~(A), 

puis l'in5galit6 oppos6e vx(A ) < n! O(A*), grace fi une exhaustion ~) S k du complO- 
mentaire de A dans OK. 

QuatriOme 6tape: pour K quelconque, v~(OK\E(K))= O. 

Par d5finition de E(K), on a 

OK\E(K) = ~) Ak 

Off A k est la suite croissante de parties de OK d6finie par 

Ak={~ffOK ; 3ueR' ,  [,ul[ =1 et [ ~ - l u ,  ~ + l u ] c 0 K } .  

Pour l > k, on pose 

1 1 1 1 

oti la r6union est 6tendue aux couples (~, u ) ~ 0 K x R "  tels que Ilull=l et 
[~ - u/k, ~ + u/k] c OK. On pose enfin 

Bk, l={~eAk,  z; d(~,Ak)>= l } C A k , , .  

I1 est imm6diat de vdrifier que Ak, Ak, z et Bk,z sont des parties compactes de 
OK, que les suites (Ak, ~), (Bk, ~) sont croissantes avec l, et que Ak ~ Ak,~, Ak ~ Bk,z = O. 
Comme tout hyperplan d'appui en un point de chaque segment [4-(1/k--1/ l )u ,  
~+(1/k-1 / l )u]CAk,  les t  aussi un hyperplan d'appui au point ~EAk, on voit 
que (Ak,1) x --(Ak)x, donc (A k u Bk,t) x --(Ak) x. Grace /t la troisi0me 6tape, il vient 
vx(A ~ w Bk,l) = vx(A~), d'ofl 

vx(Bk,1) = 0 = O((Bk,z)*). 
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Soit maintenant H un hyperplan d'appui en un point ~ A k .  Alors He,  OK 
= H ~ K  est une partie compacte convexe, et il existe uER" tel que Ilull=l 
et [ 4 -  u/k, ~ + u/k] c H c~ OK. Soient ~ ,  ~2 ~H c~ OK tels que 

2 
1142- 4111 = diam (H c~ OK) > ~, 

et soient 
~ 2 - - ~ 1  1 

Uo-ii~.~_~111, ~~176 
I1 est imm6diat que 

[Go--1 l uo]~ 42] ~Hc~ Uo, ~o+~- [-~1, OK, 

donc ~oeA k. Posons ~ = ~ l + e u o = ~ o - ( 1 / k - O u o .  Tout intervalle [ -~ -a ,  
~ + a ] c O K  est en fait contenu dans H ~ O K c B ( ~  1, IIG-~IlI), d'ofi, par un 
argument de g6om~trie 616mentaire" 

[Jail =< ]/e([[~2--~ [ [ --e)_<_]~.Vl[~2-- ~ ]]. 

Si l'on choisit ~<k-2][~2-~1[[ -1 il en rOsulte que ~ A k ,  donc ~EBk, l pour 
1 assez grand. Comme H est aussi un hyperplan d'appui au point ~ ,  on en 
d6duit 

(&)* ~ ~) (Bk,,)*, 
l > k  

0 ((Ak)*) =< lim 0 ((Bk, t)*) = 0; 
1~+oo 

par cons6quent v~(Ak)=0 et 

v~ (OK\E  (K)) = 0 = 0 ((OK\E (K))*). 

Cinqui/~me 6tape: montrons pour terminer que la formule (8.11) est vraie quelle 
que soit la partie bor~lienne A ~ OK. 

Pour cela, il suffit de v6rifier que la fonction d'ensembles A~-*O(A*) est 
dOnombrablement additive sur les borOliens. Or, pour toute suite A k croissante, 
o n  a 

0(( u Ak)*)= 0( u (Ak)~)= lim 0((A~)*); 

il suffit done de v5rifier l'additivit5 finie. Si A (~ B =0, tout 615ment de A* ~ B~* 
correspond ~ un hyperplan d'appui en des points distincts ~I~A, ~2~B; cet 
hyperplan passe aussi par le point milieu (~  + ~2)/2~OK\E(K),  par cons6quent 

A*~ c~ B*~ ~ (OK\E(K))*. 

On a done 0 (A~* ~ B~*) = 0, ce qui implique 

O((A ~3 B)*) = O(A* u B*) = O(A*) + O(B*). 
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La d6monstration du th6or6me (8.10) est achev6e. []  

Pour terminer, nous allons expliciter les mesures vx et mx dans le cas de 
la boule euclidienne de R". 

(8.16) Exemple. K = B , = { ~ R " ;  [] ~ [] __<1}. 

Dans ce cas, la fonction jauge Px(~) est la solution 2 > 0  de l'6quation 
I I x + ( ~ - x ) / ~ [ 1 2  = 1, ce qui donne 

p x ( 0  = 
(X, 4 - -X))  -]- ]~'(X, 4 - -X) )  2 +(1 -[]x[] 2) ][~-x[] 2 

1-11xl l  2 

Apr6s quelques transformations ais6es, on obtient 

1 - ( x ,  4 ) [  1 /  (1-Hx]]2)(1-  ]]~H2)] 
p x ( O - 1 - 1 _ ] ] 7 1 1 ~ - I + v 1  - ( i - - ( x ~ ) 2  ]. 

Quand 4 tend vers OBn, il en r6sulte 

1 H4[12--1 1 
Px(0--  1 (Po(0--  1). 1 -  (x, 47 2 1 -  (x, 47 

Le th6or6me de comparaison (3.8) entralne par cons6quent 

1 
dv~(~)= dvo(~), 4~c~B.. 

(1 - (x ,  4))" 

D'apr6s le th6or6me (8.10), la masse totale de vx vaut n! Vol((B")x*). La transfor- 
mation par polaires de centre x s'6crit ici 

(4, d~.) 
{~--~dpx({)= 1 - ( x ,  ~)' 

c'est-fi-dire { ~ { / ( 1 - ( x ,  4)) modulo l'identification ( R " ) * - R  n. On v6rifie alors 
que (B,)x* est l'ellipso'/de de centre x/(1-jlx]12), de demi-grand axe 1/(1-Ilxl[ 2) 

dans la direction R. x et de demi-petit axe 1 / ] / 1 -  II x [I 2 dans les n - 1  directions 
orthogonales/t  x. Par suite 

Vx(~Bn) ~- n ! (1 --  II X 112)-(n+ 1)/2 Vol (B,). 

Comme v o est invariante par rotation, on voit que Vo=(n 1)!e, off c~ dOsigne 
la mesure d'aire euclidienne sur la sphOre. On obtient donc finalement les formu- 
les 

( n -  1)! dc~({) 
dv~(O = 

(1 - ( x ,  ~))" ' 

1 (1 - I IxLi~ )  <"+*)/2 
dmAO = d~(O. 

~(aB~) (1 - -  ( x ,  4 ) )  ~ 
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O n  o b s e r v e r a  q u e  dmx(~) diff6re  d u  n o y a u  de  P o i s s o n  e u c l i d i e n  de  la  b o u l e  

p o u r  t o u t  n >  1, b i e n  q u e  le n o y a u  de  P o i s s o n  r6 so lve  6 g a l e m e n t  le p r o b l 6 m e  

de  la  r e p r 6 s e n t a t i o n  b a r y c e n t r i q u e  d ' u n  p o i n t  x e / s  e n  f o n c t i o n  des  p o i n t s  de  

0 K  (ceci p a r c e  q u e  les f o n c t i o n s  c o o r d o n n 6 e s  de  R"  s o n t  h a r m o n i q u e s ) .  Ce  

p h 6 n o m 6 n e  n ' e s t  p a s  s u r p r e n a n t ,  p u i s q u e  le n o y a u  de  P o i s s o n  e u c l i d i e n  n ' e s t  

p a s  p o r t 6  p a r  E(K) e n  g6n6ra l .  
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