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Sur le rapport isopérimétrique du tétraedre
par Jean-Pierre EMAILLY , Professeua I'Universite Joseph Fourier de Grenoble, membre
correspondant de I’Acainie des Sciences.
Si K est un domainé bord ferng borre de I'espac&™, on c&finit le rapport isofri-
métrique deK’ comme le quotient

\Vol,, 1 (9K)Y/(n=1)

p(K) = VOIn(K)l/n s

comparant I'aire de la frorgre 0K et le volume deX (une fois ceux-ci ramegsa des di-
mensions homagnes). Il est bien connu que ce rapport est minimal lordquest une boule
euclidienne.

On se propose ici d&soudre le prolime suivant en dimensian étant don@ un triangle
ABC, comment choisir le quagime sommeb de facon que le rapport is@pimétrique du
tétraedre ABC' D soit minimal ?

Pourétudier ce prokiime, on recherche les extrema de la fonction
Voly (9(ABCM)) '/

f(M) = p(ABCM) = VO|3(ABCM)1/3

Choisissons un rége orthonorré en sorte que le plafABC') soit le plan déquation
z = 0 et désignons pad/ (z,y, z) les coordonges deM (avecz > 0). Soit P (z,y,0) la
projection orthogonale d&f sur le plan(ABC') et H4p le pied de la hauteur issue dé
dans le triangled BM, égala la projection orthogonale d@ sur la droite{ AB). On utilisera
de néme les notation&l g, Ho 4. Si S est I'aire du triangled BC, on obtient

Voly (ABCM) = ésm,

1
VO|2(8(ABCM)) =S+ i(AB'MHAB +BO~MHBC<FOA~MHCA)

MHap = /22 + PHZ .

Calculons la diférentielle def. On se place d’abord dans un plan “horizontal= z,
zo > 0. CommedH 4 5 est colireairea (AB) et donc orthogona PH 4, on trouve

avec (par exemple)

d(PHap’) —PHap-dP

d(MHap) =

OIMHAp MHp
On obtient donc
1, AB —— BC — CA —
a(Vol2(9(ABCM))) = (MHAB PHa5+ 357~ PHCH PHc )-dP
soit encore AB
0= PHup + PHgc + PHca
MH e}
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puisquezﬁ5 est quelconque.
Cetteégali€ peutétreécrite sous la forme

0 = YPHAp +aPHpc + BPHca

aveca, (3 et~ strictement positifs, ce qui implique gue est strictement igrieur au tri-
angleH g Hpc He 4. Montrons que cette relation impliqeéeson tour que® est strictement
intérieur au triangled BC.

Sinon en effetP serait, par exemple, dans le demi-plan ferthaete (BC) ne conte-
nant pasA, d'ou P # A. Si K est sa projection orthogonale sur la hauteur issud den
disposerait des relations

A\=PA-PHgc=KA-PHgc > 0.
Or l'appartenance d& 4 et deH 4 au cercle de diagtre P A implique les relations

p=PA -PHopr >0, v=PA -PHap>0, u>0 ou v>0

)

puisque, si les deux nombreset v étaient nuls ensemble, les quatre poiRtsHc 4, Hap
et A seraient confondus. Par suitg + v > 0.
Enfin leségalies

0=PA- (’yPHAB + aPHpc +,3PHCA) =ai+ Bu+yv
impliqueraient les iagalies contradictoires

_Bptav
(0%

0< A= 0
qui aclevent de prouver I'absurditde I'hypottese.

Or un peu de gonetrie intringque, usant du produit vectoriel par exemple, montre que
pour tout pointP intérieura ABC la somme

AB-PHup + BC - PHpc + CA-PHea

est constante (c’est le double de I'aifedu triangleABC). Sa diferentielle est donc nulle
pour un vecteudP guelconque. Conforémenta un calcul effecté ci-dessus s\/ = P, on
dispose de Bgalie

d(PH ) = —FHaz-dP
AB) = PHag
et de deux autres analogues, Wlbdentité
0= PH PH PH,
PHan AB + PHpe BC + o cA

pour tout pointP intérieura ABC'.
Par unicié essentielle du triplet de coorddres barycentriques derelatives au triangle
ABC, les deuxegali€s ci-dessus impliquent les relations

MHap . MHpc . MHc x4
PH,p  PHpc PHca
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En élevant au caf et en tenant compte des relations du tWp&/ 4z = /22 + PH%
celaéquivauta
PHap = PHpc = PHpa,

c’est-a-dire queP doit-étre le centrd (z¢, yo,0) du cercle inscrit dans le triangéBC. On
voit que la fonction
M +— Voly (9(ABCM))

admet/ comme seul point critique.
Or cette fonction tend vers oo lorsqueM tend vers l'infini dans le plan = z,. Les
inégaliés

2Voly (0(ABCM)) > AB- MHap + AC - MHac > AB- PHap + AC - PHac

montrent en effet qu'il suffit de&montrer qué”(P) = AB-PH p+ AC - PH 5o n'est pas
borré lorsqueP décrit le planz = 0. Or dans le repre (4; AB, @) cette fonction £crit
sous la forme

F(P)=plz|+qly|

avecp etq strictement positifs. Pour toukel» > 0, dans chacune des quatre partiéBrdes
par les droiteAB) et (AC), on aF(P) = ux + vy avecux et vy positifs ou nuls; le
sous-ensemble des points tels quUg>) < h, qui contientA puisqueF'(A) = 0, forme donc
un triangle de sommet. La réunion des quatre triangles ainéfihisétant borgée, le ésultat
en cecoule.

Par congquent(zg, yo, zo) €st le minimum absolu d¢(M ) dans le plar = zy. Soit

T‘:IHAB:IHBC:IHBA

le rayon du cercle inscrit. On trouve

1/2

(S+ 3(AB + BC + CA)Vz2 +1?)

= (159"

Avec les notations usuell@ = AB + BC + C'A, on sait queS = pr, donc

f(M) = 31/3p1/6,.-1/6 1+ W)lm
(z/r)1/3 :

/12 3
Un calculélementaire montre que la fonction— w qui tend verstoo
quandt — 04 et quand: — oo, atteint un unique minimum au point= 2+/2 (et alors
f(M) = 21/231/3p1/6,.~1/6) On peut don@&noncer :
Proposition. Lorsqu’un &traedre ABC'D a une faceABC fixée, le rapport iso@ri-
métrique du étragdre est minimal @cigment lorsque la projection orthogonale fesur le
plan (ABC) caincide avec le centré du cercle inscrit dans le trianglel BC, avec de plus

ID = 2v/2r ot r est le rayon de ce cercle.
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On peut néme aller un tout petit peu plus loin, en cherchant la valeur minimale.de
T
C’est le el3+/3, obtenu lorsque le triangld BC' estéquilaéral. En effet

p_p_ 1
r S Vuvw

(P AB
: , p P p
ont 1 pour somme. Le #ome classique de Cauchy sur les comparaisons entre moyennes

arithmétique et @onétriqgue montre quevw est maximum pout, = v = w, d’ou le résultat.

Par suite le minimum absolu du rapport igoiétrique est don@'/237/12_ || est at-
teint pour le &traddre Egulier et seulement par lui, ce qui est assez classique dans ce genre
de probémes. On peut éme noter que toute valeur freure ouvégalea ce minimum est
effectivement atteinte par uéttaddre au moins.

Nous sommes donc ici dans un cadre assez rarkoo peut ceterminera la fois un mi-
nimum, absolu et strict, ainsi que les valeurs effectivement prises par la foaabjatimiser.

Note sur I'origine du prokme du "etragdre joufflu”

par Yves BRECHET, professeua I'Institut National Polytechnique de Grenoble.

Il s’agit d’'un probEme de racanique des fluides, plusgmi€ment d’acoustique, pour
concevoir des structures amortissant le bruit ésteurs d’avion : on a besoin desoudre
deséquations aux @fivees partielles pour obtenirélcoulement du gaz et la dissipation, et
ce dans desapnetries un peu complexes (empilement de billes). Dans ces situations les
équations de Navier Stokes doivedite Esolues nui@riquement, et I'on utilise des calculs
par élements finis. La disétisation de I'espace se fait par des pavagesteetres, et les
calculs sont plus rapides et plu€pis quand lesttraédres sonté&guliers. Au voisinage des
parois courbes, il faut disetiser les surfaces par des triangles qui ne peuvent pagtais
réguliers. On doit donc, pour un triangle de base égonstruire leétraedre le plus "jouf-
flu". C’est un beau proléime de gonetrie, motié par un prol#me de rdcanique, acessaire
pour inventer un métiau nouveau. .. et pour @torer le confort du citoyen!

Référence : S. GSSER these de I'INPG (2003) en science des énitux sur les Pro-
priétés mécaniques et acoustiques d’un matériau métallique poreux a base de sphéres creuses
de Nickel”.

N . : .p—BC p-CA
ou les trois nombres:, v et w, respectivemenégauxa d , b e




