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R&urn& Nous introduisons la notion de connexion projective partielle a coefficients 
mcromorphes, et montrons comment de telles connexions peuvent servir a construire 
des operateurs wronskiens globaux agissant sur les jets de courbes holomorphes. Grace 
a un theoreme d’annulation du wronskien reposant sur des hypotheses de negativite 
de la courbure de Ricci et generalisant des resultats anterieurs de Green-Griffiths, Siu 
et Nadel. nous donnons des exemples explicites de surfaces algebriques hyperboliques 
dans CP”, de degre quelconque > 11. 

Meromorphic partial projective connections 

and hyperbolic projective varieties 

Abstract. We introduce a concept of partial projective connection with meromorphic coe$ficients, 
and show how such connections can be used to construct global Wronskian operators 
acting on jets of holomorp.hic curves. Thanks to a vanishing theorem for Wronskian 
operators, relying on negativity hypotheses for the Ricci curvature, and generalizing 
prior results of Green-Grifiths, Siu and Nadel, we give explicit examples of hyperbolic 
algebraic surjaces in CP” with arbitrary degree 2 11. 

A bridged English Version 

Let X be a complex n-fold. Exploiting some ideas introduced by Y. T. Siu (see [7]) and A. Nadel 
(see [6]), we consider meromorphic connections 

acting on tangent vector fields w = C; w;d/&i, v = c, ‘Ukd/dzk, with meromorphic Christoffel 

symbols I- = (rtj)l<i.j.k<n. Let B be the pole divisor of V and b E H”(X, O(B)) be the corresponding 
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section. Given an entire curve f : C -+ X that is not contained in the support IBI of B, we inductively 
define covariant derivatives f& = f’, f, (“l) - ‘V,, (f$‘) and get a Wronskian operator - 

(**I WC (f ) = f’ A .f.$ A . . . A fp. 

Then b(f) n(n-1)/2W~( f) can be seen as a holomorphic section with values in the holomorphic 
line bundle f*(Ks’ e@‘02y($.rr(n -. 1)B)). 0 ur starting point is the following vanishing theorem 
due to Y. T. Siu (see [7]): If X is projective algebraic and K-.- @ 0.y(--$n(n - l)B) is ample, 
every non constant entire curve f : a3 4 X satisfies either f(C) c 1 BI or lVy(f) = 0. The proof 
of this fundamental result requires Ahlfors lemma and uses negative curvature estimates, according 
to techniques first introduced by Green and Griffiths (see [5]). Our next observation is that not all 
Christoffel symbols are needed to compute the Wronskian: in fact I?, ’ is needed only modulo tensors 
of the form aiSjk + fljIJjs,,k, and this leads to what we call a partial projective connection. Given a 
homogeneous polynomial s = SO + ~1 +. . . + s,, E C[za, . . . , z,,], one obtains such partial projective 
connections on C?+l and on its quotient P” = (C”+‘\{O})/C* by solving a linear system 

(***I 

As in the work of A. Nadel (see [6]), the corresponding connection V is such that all hypersurfaces 
Ii, = {cuoso + . . . + a,~,, = 0} are totally geodesic. If s is of degree p and sj is divisible by zTPk’, 
with kj < p, it turns out that V has poles of very low orders, and that therefore the divisor B is 
“small”. From this and the above mentioned result of Siu, we derive our main result: 

THEOREM. - Let s = SO + a-k+ ,s, E a3[z0. . . ( zn] be a homogeneous polynomial of degree p 
such that sg is divisible by zJ ’ and S = det(8s~/dz~,)k,~ $ 0. Let Y := {s = 0} c P” and 
Y, = {noso + . ‘. + cy,,s, = O}. Let U be the connection whose Christoffel symbols are defined by 
(H) and let B be its pole divisor. Zfp > n + 1+ (n-1)(r2-2) (n + 1+ ~~=“=, ki), then every entire curve 
f : 43 + Y satisfies either f(a3) c Y II IBI or f(Cf c Y n Y, for some hypersu$ace Y, # Y. In 
particular, if n = 3 and p 2 11, the projective sut$aces 

Y = {zg + .zT + 2.; + z;-’ (El& + E1.g + EZ; + z;) = 0) c P” 

are hyperbolic in the sense of Kobayashi, except in a few explicit cases where Y is singular or contains 
a line (conditions (tt) and (ttt) in section 4 below). 

1. Th&or&me d’annulation du wronskien 

Soit X une variete complexe de dimension 71. En reprenant des idees de Y. T. Siu (voir [7]) 
et de A. Nadel (voir [6]), nous considerons des connexions meromorphes V operant sur le fibre 
tangent TAy, c’est-a-dire des operateurs definis par la relation (*) ci-dessus, dont les symboles de 
Christoffel r = (r$)l<L,jlk<lL, calcules relativement a des systemes de coordonnees holomorphes 

(a: . .' !&) q ue con 1 q ues, sont meromorphes. Soit B le diviseur des poles de V (c’est-a-dire de ses 
coefficients I’2) et b E H”(X, 0(B)) 1 a section canonique associee. Alors, bV est un operateur a 

coefficients holomorphes. 
&ant donnee une courbe holomorphe f : D(0, r) + X non contenue dans le support IBI de 

B, on dtlinit inductivement les derivees covariantes f’: f.$, . _ . , fin) par f$+‘) = V,J (f{:‘). Le 
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wronskien de f relativement B V est la section mCromorphe de f*(h”Ts) = f*(K,l) telle que 
WV(~) = f’ A f.$ A . . A f$‘. En compensant les p6les du wronskien A l’aide d’une puissance 
de b, on obtient une section holomorphe b(f) n(“-1)/2Wr(f), B valeurs dans le fibrC en droite 
f*(K*;’ @ c3~( $n(n - 1)B)). Notre point de dCpart est le thCorkme suivant dO B Y. T. Siu. 

TH~OR~ME 1.1 (voir [7]). - Soit X une varikte’ complexe compacte de dimension n munie d’une 
connexion mkromorphe V de diviseur de pS1e.s B. Si KJ,- @ 0,~( - $n(n - l)B) est ample, alors pour 
toute courbe enti2re non constante f : C: + X, on a ou bien f(C) c 1 B 1, ou bien Wr (f) E 0. 

La dkmonstration initiale de Y. T. Siu reposait sur une gCn6alisation t&s ClaborCe du deuxikme 
thCor2me fondamental de Nevanlinna. L,e thCorttme 1.1 peut en fait se voir comme un cas particulier 
d’un thCor6me plus g&&al CnoncC par Green et Griffiths (voir [5]) (la dCmonstration de [5] est 
incompl&te; une dCmonstration compl&te, reposant sur une Ctude de la gComCtrie des espaces fib& 
de jets, est donnCe dans [2]). Ainsi, le thkokme 1.1 se dCduit du thkorkme 1.2 ci-dessous appliquk B 
1’opCrateur P = b n(71-1)/2Wr, 2 valeurs dans le dual A-’ du fibr& A = K2\- @ CJs(-$n(n - l)B) 
(P est d’ordre n et de degrC m, = n(n + 1)/2). 

TH~OR&ME I .2. - Soit P( f’, f”, . . . , f ‘1”)) un opkrateur diffkrentiel alge’brique d’ordre F k coefJicients 
holomorphes sur une varie’te’projective X, ope’rant sur les courbes (ou germes de courbes) holomorphes 
f : D(0, R) -+ X, et d valeurs dans le dual iz-’ d’un jibrk en droites ample A. On suppose quc P 
est homogtne de degre’ rn et CC invariant par reparame’trisation >>, c’est-h-dire tel que 

P((f 0 CPL (f O d’, . . . , (f 0 $0)‘“‘) = (cp’)‘“P(f’, f”, . . . , .fCk’) 0 9 

pour tout germe de biholomorphisme cp reparamktrisant f. Alors, pour toute courbe holomorphe 
f : 43 -+ X, on a identiquement P(f’: f”: . . . ! f(“)) = 0 sur C. 

REMARQUE 1.3. - Dans le cas oti f est une courbe de Brody, c’est-A-dire une courbe entikre B dCrivCe 
f’ bomCe, une dCmonstration beaucoup plus simple (reposant en dkfinitive seulement sur les inCgalitCs 
de Cauchy) est don&e dans [3]. Ce cas est suffisant pour traiter le probEme de 1’hyperbolicitC d’une 
vari&C complexe compacte, d’aprks le thCor2me de Brody (voir [l]). 

2. Connexions projectives partielles 

Une observation importante est de voir que pour dCfinir le wronskien WC on n’a pas besoin de 
connaitre le tenseur rtcj entikrement, mais seulement modulo des tenseurs de la forme &6jk + @J&k. 
En effet, soit 0 une autre connexion telle qu’il existe des 1-formes mCromorphes Q et ,8 avec 
F,w = v,,w+cu(w).v+/3(v)~’ w p our tous champs de vecteurs v, w. On vCrifie alors facilement, par 
rCcurrence sur Ic, que J$’ est somme de f.$?’ et d’une combinaison lintaire des dCrivCes covariantes 

d’ordre inf&ieur, par suite 1%‘~ = IYE. Ceci permet d’Ctendre le thCorbme d’annulation du wronskien 
au cas des cc connexions projectives partielles D, dCfinies comme suit. 

DEFINITION 2. I. - Une connexion projective partielle V sur X est une section du faisceau quotient 
du faisceau des connexions mtromorphes modulo l’addition de tenseurs mCromorphes de la forme 
(w, w) H Q(W) . w + B(w) . w. En d’autres termes, V est dtfinie par la donnCe de connexions 
mCromorphes jV sur les ouverts Uj d’un recouvrement de X, telle qu’on ait des relations de 

compatibilitt kVu:u - jV.,V = Qjk(?U) . 21 + ,8jk(Zj) ‘W SUT u, n uk. 

EXEMPLE TYPE 2.2. - Soit W une variCtC complexe sur laquelle un groupe de Lie G agit librernent 
et proprement. Soit X = W/G la variCtC quotient et n : W 4 X la projection canonique. &ant 
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donnees une connexion meromorphe G sur W et une section locale D : W/G > U + W de K, on 
peut definir une connexion ,V = T* (a* (0)) sur U telle que 

(+I ~VWV = r* (~~*w(o*v,) 

pour tout couple de champs (w, V) sur U. Les differentes connexions ,V se recollent en une connexion 
projective partielle sur W/G tout entier sous les conditions suivantes : 

(i) V est G-invariante. 
(ii) Pour tout couple de champs G-invariants v et r sur W tel que r soit dans lejbre’ tangent relatif 

T~~~~~ C Trv, il existe des I-forme,s me’romorphes Q: et /3 le long de Tkv,.y telles que V,v -- cy(r)v 
et V,r - P(r)v soient tangents a Ttt,s. 

Lorsque W = X x G (ce qui n’est pa_s restrictif com@e tenu du caractere local de I’assertion), la 
verification se fait aisement en Ccrivant V = day + do + r, oti W 3 (zr, g) y F(z, g) est un tenseur a 

valeurs dans TG7 @ T& @ Tbtr et oti dG est invariant a gauche. D’apres (i), I’(z; g) = I’(z) ne depend 
en fait que de 2. On Ccrit alors Q(Z) = (z, h(z)), oti h : U + G est une application holomorplhe, d’ou 

a,v = v + dh(v), i’&.(cw) = d,,v + d2h(w, v) + I’(z)(w + dh(w);v + dh(v)). 

La condition (ii) garantit que les champs I’(z)(dh(w), v) - o(dh(w))v, I’(z)(w, dh(v)) -@(dh(v))w 

et I’(z)(dh(w), dh(v)) sont dans le noyau de K,. On en deduit 

gvu,,v = d,eN + qx)( ‘w, v) + cr(dh(,w))v + /?(dh(v))w, 

ce qui signifie que les connexions 7710; definies par des sections oj : i7j + W quelconques peuvent 
se recoiler en une connexion projective partielle globale V sur X. 

- - COROLLAIRE 2.3 (Cas de P” = C”+‘\{O}/C*) . - S oient V = d + r une connexion meromorphe sur 
43 n+l, E = C z,a/az, le champ de vecteurs d’Euler et r : ,‘L+l\{O} + F’” la projection canonique. 
Alors 0 induit une connexion projective partielle sur $” des que 

(i) les symboles de Christoffel rfJ sont des fonctions rationnelles homogenes de degre’ - 1; 
(ii) il existe des fonctions me’romorphes a!, /3 et des l-formes meromorphes y, r] telles que pour tous 

champs de vecteurs w, ‘w on ait T . (e, v) = dv + Y(V)& et ?(w: E) = /jw + r/(w) . E. 

3. Cas de certaines classes d’hypersurfaces algkbriques dans P 

Soit X une variete complexe de dimension n munie d’une connexion projective partielle V, et soit 
Y une hypersurface de X non contenue dans le diviseur des poles de 0. L’hypersurface Y est dite 
totalement geodesique par rapport a la connexion V si V,v est un champ de vecteurs tangent a Y 
chaque fois que V, UI sont tangents a Y, autrement dit si la restriction 01~ definit une connexion sur 
TIT. Un calcul classique donne la caracterisation suivante : 

LEMME 3.1. - Y = {s = 0} est totalement geodesique par rapport a V si et seulement s’il existe 
localement au voisinage de Y des fonctions meromorphes ai, bj et ciJ telles que 

(++I 

L’idee originale de [6] est de profiter de la haute indetermination de ce systeme lineaire (en les 
inconnues I?$, a;, bj et cij) pour trouver une connexion meromorphe de P” par rapport a laquelle 
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toute hypersurface membre d’un systeme lineaire (Ycy) assez grand soit totalement gCod&ique. La 
definition suivante introduite dans [3] sera commode. 

DEFINITION 3.2. - Soient ka, _ . ! k, et p des entiers tel que 0 5 kj < p/2 ; on note Sr,+,, ,k,, 
I’espace des polynbmes homogenes s de degre p dans C[ta, _ . , z~] tel que chaque monome de s 
est multiple de z?-lcJ pour un certain j. 

Remarquons qui, dans ces conditions, tout Clement s E Sp& ,,, ,k,, s’ecrit de fagon unique cornme 
s = SO + . . + s, avec sj multiple de z;~ P-k,. Considerons une tklle hypersurface Y = {s = 0} c P, 
et le systeme lineaire associe Y, = {aas + .. . + cy,,s, = 0}, Q = (cyo, . . . , a,,) E Cnfl. On 
va construire une connexion mbomorphe 0 sur C”+l 
F, c cn+l 

par rapport a laquelle le cone algebrique 
au dessus de Y, est totalement geodesique pour tout Q. I1 suffit pour cela de resoudre 

(++) en fixant par exemple ai = bj = c;j = 0, ce qui conduit a resoudre le systeme lineaire 

(+++> 

Ce systeme admet une solution unique si on suppose 6 := det(ds~/dz~)O~k,~~lL $ 0. 

LEMME 3.3. - La connexion $ d&it? par les symboles T$, solutions de (+++), induit sur P” une 
connexion projective partielle 0 pour laquelle toute hypersu$ace Y, est totalement geodesique. 

Demonstration. - En effet, la solution r,“, est formee de fonctions rationnelles de degre -1 done 
2.3 (i) est verifie. Observons de plw que la connexion est symetrique (c’est-a-dire rfj = .?fJ. 
Finalement, grace a l’identite d’Euler, on a : 

Par suite, la condition 6 $ 0 entraine (xi *irf’,)j,k = (p - 1) Id, d’ou puisque 7 est symetrique, 
F(E, u) = T(v, E) = (p - 1)~. La propriett 2.3 (ii) est done Cgalement verifiee. 

Une verification aisee montre que les determinants de Cramer intervenant dans la resolution de 

(+++) sont tous divisibles par n .z~~~~‘-~, et il en resulte par simplification de ce facteur dans 6 
que le degre du diviseur B des poles de 0 est au plus Cgal a n + 1 + cJn=o Ic,. Si p est assez grand, 
une application directe du theoreme 1.1 montre que toute courbe entikre f tracee sur Y satisfait ou 
bien f(C) c ]B] ou bien WV(~) = 0. La condition WV ( f ) = 0 permet de voir que f(C) est contenu 
dans toute hypersut-face Y, qui contient les (n - 1) premieres derivees covariantes de f en un point 
generique. Or, par un comptage de dirnension, il y a au moins une autre hypersurface Y, # Y pour 
laquelle cette condition soit realisee. On en deduit 

THI~OREME 3.4. - Suit s = so +. . . + s,, E &,,k,,, _._ ,k, un polynbme tel que 6 = det (dsc/dzk) k,E f 0, 

et tel que Y := {s = 0) suit une hypersur-ace lisse de P”. Soient en@ Y, = { CQS~ +. . + c~,s, = 0} 
et B le diviseur des poles de la connexion projective partielle V don&e par (+++). Supposons 

p > n + 1 + (ra-l)a(ri-z) (n + 1 + c::=, ki). Al ors, toute courbe entitre non constante tracee sur Y 
est algebriquement dPgtMrPe et ve’rijie ou bien f(C) c Y n IBI, ou bien f(C) C Y fl Y, pour une 
certaine hypersuface Y, distincte de Y. 

4. Exemples 

(i) Hypersut$aces de Fermat Y = (~0” + zf’ + . . . + z”, = O}. 
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On fait un calcul a la main pour voir que le wronskien a pour denominateur (~a . . . z,)~-~ 
(le theoreme 3.4 tel quel ne donne pas l’estimation optimale). Les courbes entieres sont done 
toutes algebriquement dCgCnCrCes dbs que p > n 2. C’est un resultat demontre originellement par 
M. Green (voir [4]) en utilisant la theorie de Nevanlinna. 

(ii) Comme dans [3], considerons une hypersurface Y c P’3 de la forme 

definie par un Clement s de S,.0.0,,J,2. On peut verifier que Y est lisse si et seulement si 

c &P-2 
J 

# “( - y)p/p-2 VJ c (0, 1, a}, 
JEJ 

P-2 

pour chaque choix des racines complexes d’ordre p - 2, et que la condition de non degenerescence 
6 $ 0 est toujours satisfaite. Par suite, pour p > 10, le theoreme 3.1 montre que toute courbe entiere 
f : C -+ Y est contenue dans une intersection complete Y n II31 ou Y n Y,. Grace a un calcul du 
genre des intersections (detail16 dans [3], $4), ces courbes ont toutes un genre geometrique 2 2, du 
moins si on exclut les cas triviaux ou Y contient des droites projectives, a savoir si 

(ttt) (ei,cj) # (O,O), \‘i # j et Ci/Ej # --02, v’e racine de 0” = -1. 

On obtient done finalement le resultat suivant (‘) : 

TH~ORBME. - SOUS les conditions (tt) et (ttt), 1 a su ace alge’brique lisse Y c P” dkjinie par (t) rf 
est hyperbolique au sens de Kobayashi, en tout de@ p 2 11. 

(I) Aprks avoir rCdigC cette Note, now avons appris que Siu et Yeung (voir [S]) avaient obtenu indkpendamment 
le m&me rCsultat par une mkthode quelque peu diffkente. 

Note remise le 15 janvier 1997, acceptee le 5 fkvrier 1997. 
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