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Chapitre 1

Nombres réels

1.1 Opérations

L’ensemble R des nombres réels est supposé connu; le but de cette section n’est
donc pas d’en proposer une construction axiomatique. Il s’agira seulement de rappeler
quelques notations, les propriétés des opérations (addition, multiplication) et de la
relation d’ordre.

Nous utilisons les notations classiques suivantes pour les ensembles emboités de
nombres NCZ CQcCc R cC.

Notation Ensemble Exemples
N Entiers naturels 0,1,2,3,...
Z Entiers relatifs —2,-1,0,1,2,...
Q Rationnels 1.2,1/2,1.21073,3%8
R Réels V2,1, ...
C Complexes 1+ 2i,14iv/3,2e7/3 ...

L’exposant * signifie "privé de 0". Ainsi, R* =R\ {0}, N* ={1,2,3,...}.

Pour les calculs usuels (& la main, sur les calculettes ou par ordinateur), ce sont
forcément des nombres décimaux, donc rationnels, que I'on manipule. Pourtant I’en-
semble Q n’est pas un cadre de calcul mathématiquement suffisant, pour plusieurs
raisons, qui seront énoncées dans la suite de ce chapitre. La premiére, reconnue dés
I’antiquité grecque, est que certaines quantités, qui pourtant apparaissent couramment
en géomeétrie élémentaire, ne s’expriment pas comme rapports d’entiers. La plus simple
est la diagonale d’un carré de coté 1, & savoir /2 : nous verrons plus loin que v/2 n’est
pas un nombre rationnel; v/5, 7, ou e n’en sont pas non plus.

Les propriétés de ’addition, de la multiplication et de la relation d’ordre sont rap-
pelées ci-dessous. Dans ces formules nous utilisons le "quantificateur universel" V qui se
lit "quel(s) que soi(en)t" ou "pour tou(t)(s)". Par exemple "Vz,y € R" se lit "quels que
soient z et y dans R" ou bien "pour tous réels x, y". En toute rigueur, nous devrions
écrire V(x,y) € R? ("pour tout couple de réels (x,y)") ou bien Vo € R, Vy € R ("pour
tout réel x et pour tout réel y"). Ce petit abus de notation est communément admis
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et ne préte pas a confusion en général. Nous rencontrerons bientot le "quantificateur
existentiel" 3 qui se lit "il existe".
Addition
o Associativité : Vr,y,z€R, z+(y+z)=(@+y)+=2
o Flément neutre : VreR, z+0=0+zx=2
e Opposé : VreR, z+(—z)=2—-2=0
o Commutativité : Vr,y e R, z4+y=y+=x
L’ensemble des réels muni de ’addition est un groupe commutatif.
Multiplication L’ensemble R* (ensemble des réels privé de 0), muni de la multiplica-
tion, est un autre groupe commutatif.
e Associativité :  Vz,y,z € R, xz(yz) = (zy)z
e FElément neutre : VxeR, zl=1zx==z
o Inverse: VreR', z(l/z)=(1/z)z=1
o Commutativité : Vr,y e R, zy=yzx
e FElément absorbant : Vr eR, z0=0zx=0
o Distributivité : Vz,y,z € R, z(y+z2) = (zy) + (z2)
L’ensemble des réels muni de I’addition et de la multiplication est un corps commutatif.

Dans tout ce qui suit, nous notons = I'implication : si A et B sont deux propriétés,
A = B se lit "A implique B" ou encore "si A alors B" (B doit étre vrai chaque fois
que A est vrai). L’équivalence "A équivaut & B" sera notée A <= B (A est vrai si et
seulement si B est vrai).
Relation d’ordre

o Réflerwvité : VreR, z<zx

e Transitivité : Vx,y,z€ R, (z<yety<z)= <z
o Antisymétrie : Vr,y e R, (z<yety<z)=z=y
e Ordre total : Vr,yeR, z<youy<cz

Les trois premiéres propriétés définissent une relation d’ordre. Ici 'ordre est total car
deux réels quelconques peuvent toujours étre comparés.
Pour des raisons de commodité, on utilise couramment les notations >, <, > :

Notation Définition
T2y y<w
r<y uwz<yetz#y
x>y awz>yetrF#y

On utilise aussi les ensembles de réels notés RT, R™, Rt* et R™*.

Ensemble Définition Notation
Réels positifs ou nuls {reR, x>0} RF
Réels strictement positifs {z € R, x>0} R™
Réels négatifs ou nuls {reR, z<0} R
Réels strictement négatifs {r € R, xz<0} R*

La relation d’ordre est compatible avec 1’addition par un réel quelconque, et avec la
multiplication par un réel positif.

o VryzeR, z<y=—uc+2<y+z

e VryzeR, z<y=z+2<y+z



e VryeR,VzeRt, z<y=—z2<yz

e VryeR,VzeR"™, z<y=z2<y2
Comme conséquence de ces relations de compatibilité, on obtient les régles suivantes
qui permettent de combiner des inégalités.

Ve,y,z,t e R, (z<yetz<t)=—=zx+z<y+t

On peut donc ajouter deux inégalités de méme sens (attention : on ne peut pas ajouter
deuz inégalités de sens opposés ni soustraire deuz inégalités de méme sens).

Ve,yeR, Vz,t e Rt | (z<yetz<t)=zz<yt

On peut multiplier deux inégalités de méme sens, si elles concernent des réels positifs
ou nuls. Pour se ramener a des inégalités de méme sens, ou a des réels positifs, il peut
étre utile de changer de signe ou de passer a l'inverse.

e V.T,QER, $§y:>—$2—y

o VryeR, xﬁyjizi

1.2 Bornes

Le fait que 'ordre sur R soit total entraine que tout ensemble fini de réels admet
un plus petit élément et un plus grand élément. Si {a1,...,a,} est un ensemble fini
de réels, nous noterons min{ay, ... ,a,} le plus petit et max{ay,...,a,} le plus grand
élément. Nous réserverons les notations min et max aux ensembles finis. Un ensemble
infini de réels n’admet pas nécessairement de plus petit ou de plus grand élément. Voici
quelques exemples.

Ensemble Plus petit élément Plus grand élément
N 0 Non
Z Non Non
{1/n, n e N} Non 1

{(-=1)"(1—-1/n), n e N*} Non Non
{(-=1)"(1+1/n), n e N*} -2 3/2
{(-1)"+1/n, ne N} Non 3/2
{(-1)"=1/n, n e N*} -2 Non

Non seulement N n’a pas de plus grand élément mais de plus aucun réel n’est plus grand
que tous les éléments de N. Par contre, les 5 derniers ensembles du tableau ci-dessus
sont bornés au sens suivant.

Définition 1.2.1 Soit A une partie de R (un ensemble de réels). On dit que A est :
e majorée si dr e R, Va e A, a<zx
e minorée st dxr € R, Vae A, a>z=x
e bornée si A est a la fois majorée et minorée.

Si x est un majorant de A, alors x + 1, x + 2 et plus généralement tout réel plus grand
que x sont aussi des majorants. Nous admettrons le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.2 Soit A une partie non vide de R.
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1. Si A est majorée, alors l’ensemble des majorants de A admet un plus petit élément.
2. Si A est minorée, alors l’ensemble des minorants de A admet un plus grand
élément.
Définition 1.2.3 Soit A une partie non vide de R.

1. Si A est majorée, on appelle borne supérieure de A et on note sup A le plus petit
des majorants de A.

2. Si A est minorée, on appelle borne inférieure de A et on note inf A le plus grand

des minorants de A.

Du fait que I'ordre des réels est total, la borne supérieure et la borne inférieure, si
elles existent, sont nécessairement uniques. Lorsque A admet un plus grand élément,
la borne supérieure de A est ce plus grand élément. Lorsque A admet un plus petit
élément, la borne inférieure de A est ce plus petit élément. On étend la définition de
sup et inf aux ensembles non majorés et non minorés par la convention suivante.

1. St A n’est pas majorée, sup A = +00

2. Si A n’est pas minorée, inf A = —o0

Reprenons comme exemples les 6 ensembles du tableau précédent.

Ensemble Borne inférieure Borne supérieure

N 0 400

Z —00 +0o0
{1/n, n € N*} 0 1
{(-1)"(1—=1/n), n e N*} -1 1

{(-1)™(1+1/n), n e N} -2 3/2

{(-D)*+1/n, n e N} -1 3/2
{(-1)"=1/n, ne N*} -2 1

Dans le cas ot A est majorée et n’admet pas de plus grand élément, alors sup A n’ap-
partient pas a A, mais on trouve néanmoins des éléments de A arbitrairement proches
de la borne supérieure.

Proposition 1.2.4 Soit A une partie non vide de R.

1. Si A est majorée, alors

Ve >0,da€e A, supA—c<a<supA

2. Si A est minorée, alors
Ve >0,dae A, infA<a<infA+e¢
Démonstration : Comme sup A est le plus petit des majorants, sup A — € ne peut pas

étre un majorant. Il existe donc un élément de A supérieur a sup A — . Comme sup A
est un majorant, cet élément est inférieur a sup A. O



Nous allons souvent rencontrer dans ce cours des ¢ strictement positifs arbitrai-
rement petits. On peut s’en faire une idée concréte en pensant "¢ = 0.001", ou bien
e = 1075. Par exemple,

inf{l/nQ, neN}=0.

La proposition 1.2.4 permet d’affirmer que pour tout € > 0, il existe un élément de
I’ensemble inférieur a €.

1/n*<e < n>+/1/e.
Pour € = 0.001, 1/40% < ¢.
La proposition 1.2.4 admet la réciproque suivante.
Proposition 1.2.5 Soit A une partie non vide de R.

1. Si x est un majorant de A tel que
Ve >0,dae A, z—e<a,

alors x = sup A.

2. Si x est un minorant de A tel que
Ve>0,da€e A, a<z+e,

alors z = inf A.

Démonstration : Si
Ve >0,dae A, z—e<a,

alors pour tout € > 0, x — ¢ n’est pas un majorant de A, donc si z est un majorant,
c’est bien le plus petit.
Le raisonnement pour inf A est symétrique. Il

La borne supérieure peut donc étre caractérisée de deux maniéres différentes.
e sup A est le plus petit des majorants de A
e sup A est le seul majorant x de A tel que pour tout € > 0, il existe un élément
de A entre x — ¢ et x.
De maniére symétrique,
e inf A est le plus grand des minorants de A
e inf A est le seul minorant x de A tel que pour tout € > 0, il existe un élément de
A entre x et x + €.
En liaison avec la proposition précédente, voici pour terminer cette section une simple
application des notions de borne supérieure et inférieure, que I’on retrouve dans beau-
coup de démonstrations.

Proposition 1.2.6 Soient a et b deuz réels.
1. Si pour tout € > 0, a > b— ¢ alors a > b.
2. 81 pour tout € > 0, a < b+ ¢ alors a < b.



Démonstration : Considérons la premiére affirmation. ensemble {b — e, ¢ > 0} a
pour borne supérieure b. L’hypothése affirme que a est un majorant de cet ensemble.
Il est donc au moins égal a la borne supérieure, par définition de celle-ci. La seconde
affirmation est symétrique. U

L’ensemble {b — ¢, ¢ > 0} de la démonstration précédente est un intervalle de R.
Nous les décrivons dans la section suivante.

1.3 Intervalles

Définition 1.3.1 Une partie I de R est un intervalle si, dés qu’elle contient deux réels,
elle contient tous les réels intermédiaires :

Ve,del, Ve eR, c<zx<d = z€el.

Par exemple, R* est un intervalle, car tout réel compris entre deux réels positifs est
positif. Mais R* n’en est pas un, car il contient 1 et —1 sans contenir 0. L’ensemble vide
et les singletons sont des cas tres particuliers de la définition 1.3.1. Nous allons utiliser
sup et inf pour caractériser tous les intervalles contenant au moins deux éléments. Ils
se répartissent en 9 types décrits dans le tableau ci-dessous. Dans ce tableau, a et b
désignent deux réels tels que a < b.

Description Définition Notation
fermé borné {reR, a<z<b} [a, b]
borné, semi-ouvert a droite {zx € R, a <z < b} [a, b]
borné, semi-ouvert & gauche {z € R, a <z < b} la, b]
ouvert borné {z €eR, a<z<b} la, b]
fermé non majoré {zr eR, a<z} [a, +00]
ouvert non majoré {reR, a<z} la, +o00]
fermé non minoré {r eR, z<b} | — o0, b]
ouvert non minoré {r eR, z < b} | — o0, 8]
droite réelle R | — 00, +o0]

Voici la discussion pour les intervalles bornés. Si un intervalle I est borné et contient
deux éléments, il admet une borne inférieure et une borne supérieure distinctes. Notons

a=infl et b=supl.
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Par définition de sup et inf, tout élément = de I est entre a et b :
Veel, a<zx<b.

Nous allons montrer que tout réel x tel que a < r < b appartient & I. En effet, si
a < x < b, x n’est ni un majorant, ni un minorant de /. Il existe donc deux éléments
y et z de I tels que y < x < z. Par la définition 1.3.1, x appartient a I. Selon que a et
b appartiennent ou non a I, on obtient les 4 premiers types du tableau.

Considérons maintenant un intervalle minoré mais non majoré. Soit a la borne
inférieure. Tout élément de I est au moins égal & a. Montrons que I contient tous
les réels x strictement supérieurs & a. Comme x n’est pas un minorant, I contient un
élément y < x, et comme I n’est pas majoré, il contient un élément z > x. Donc x
appartient & /. Selon que a appartient ou non a I, on obtient 2 types d’intervalles non
majorés. Les deux types d’intervalles non minorés sont symétriques.

Enfin, si un intervalle I n’est ni majoré, ni minoré, pour tout réel x, on peut trouver
un y et un z dans I tels que y < = < z, ce qui entraine x € I. Donc I = R

1.4 Rationnels et irrationnels

Un nombre rationnel est le quotient de deux entiers. La somme de deux rationnels,
ainsi que leur produit, sont des rationnels. Muni de ’addition et de la multiplication,
Q est un corps commutatif totalement ordonné, comme R. En revanche, Q ne posséde
pas la propriété de la borne supérieure. L’ensemble des rationnels dont le carré est
inférieur ou égal & 2 est non vide, majoré, mais il n’a pas de borne supérieure dans Q,
car v/2 est irrationnel. C’est une application du résultat suivant.

Proposition 1.4.1 Soient m et n deux entiers strictement positifs. Le nombre /m
est soit entier, soit irrationnel.

Démonstration : Nous allons démontrer que si {/m est rationnel, alors il est entier.
Soient p et ¢ deux entiers premiers entre eux tels que /m = p/q. Alors, ¢"m = p™.
Mais alors g divise p", or ¢ et p sont premiers entre eux. Ce n’est possible que si ¢ =1
et m = p". d

Observons que la somme d’un rationnel et d’un irrationnel est irrationnelle; il en
est de méme pour leur produit. Par contre la somme ou le produit de deux irrationnels
peuvent étre rationnels (par exemple 1 + V2et1l— \/5)

Les rationnels et les irrationels sont intimement mélés, comme le montre le théoréme
suivant.

Théoréme 1.4.2 Si un intervalle de R contient au moins deux points distincts, il
contient au moins un rationnel et un irrationnel.

On traduit cette propriété en disant que Q et R \ Q sont denses dans R.

Démonstration : Soit I un intervalle contenant au moins deux points, a et b, tels
que a < b. Soit ¢ un entier strictement supérieur a 1/(b — a) et p le plus petit entier
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strictement supérieur a aq. On a donc :
p—1<ag<p,

et comme ¢ est strictement positif,

1
1—7——§a<2.
q q q
D’ou :
P 1
a<=<a+-<a+((b—a)=b.
q q

Donc l'intervalle |a, b[, inclus dans I, contient le rationnel %.

De méme, l'intervalle ]%, %[ contient un rationnel r ; donc ]a, b[ contient r/2, qui
est irrationnel. Il

En fait, tout intervalle contenant au moins deux points contient une infinité de
rationnels et une infinité d’irrationnels.

Les rationnels que I’on manipule le plus souvent sont les nombres décimaux, somme
d’un entier et d’'un multiple entier de 107", oul n est le nombre de chiffres aprés la
virgule :

141592
1000000

Les nombres décimaux sont le moyen le plus courant d’approcher les réels.

3.141592 = 3 + 341415921079 .

1.5 Approximation des réels

Nous définissons d’abord les outils de base de 'approximation que sont la valeur
absolue, la distance et la partie entiére.

La valeur absolue d’un réel x, notée |z|, est max{z, —x}. Elle est égale & = si x est
positif, —z sinon.

Si z et y sont deux réels quelconques, la valeur absolue du produit zy est le produit
des valeurs absolues; |zry| = |z||y|. Par contre on peut seulement majorer la valeur
absolue de la somme.

Proposition 1.5.1 La valeur absolue de la somme de deuz réels est inférieure ou égale
a la somme des valeurs absolues de ces deux réels.
Démonstration : 11 suffit d’examiner les 4 cas possibles selon le signe de x et y. Sans
perte de généralité, nous supposons que |z| > |y|.
lL.z>0ety>0:|z4+yl=c+y=|z|+ |y
2.2>0ety<0:|z+yl=x+y<|z|+]y|
J.x<0ety>0:|z+yl=—z—y<|z|+]yl
4. 2<0ety<0:|z+yl=—-z—y=|z|+ |y
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d

La méme discussion montre que la valeur absolue de la somme est minorée par la
différence des valeurs absolues. Par contre on ne peut rien dire de plus de la valeur
absolue d’une différence.

Vo,y e R, |lz] =yl | <z +y[ < |z|+ [yl . (1.5.1)

Vz,y e R, ||z = |y | <]z —y| <|z[+[y].

On appelle distance entre deux réels = et y la valeur absolue de leur différence. La
proposition 1.5.1 entraine :

Pour aller d’'un point a un autre, on ne peut qu’allonger le parcours si on s’impose de
passer par un troisiéme : c’est 1’inégalité triangulaire.

Etant donné un réel z, nous dirons que a est une approzimation (ou une valeur
approchée) de z "a € prés" si la distance de a & z est inférieure a ¢, ce qui équivaut a
dire que x appartient a l'intervalle |Ja — €, a + €.

|t —a|<e <= z€la—¢c,a+e[<= a€lr—¢c,x+¢].

Les approximations décimales se construisent a 1’aide de la partie entiére. La partie
entiére d’'un réel x est le plus grand entier inférieur ou égal & z. On le note |z] :

lz] <z < |z]+1.

On en déduit :
z—1<|z]<z.

La partie entiére de 7 est 3. Attention : la partie entiére de —7m est —4, et non —3.
On appelle "partie décimale" de x et on note D(z), la différence de = avec sa partie
entiere.

D(z)=xz—|z] €[0,1].
Soit z un réel, et p un entier. Considérons la partie entiére de x 107 :
|z 107 <2107 < [z 107] + 1,

donc,
|z10P]10 P <z < |z10P]10 P4+ 107,

Le nombre décimal |z 1071077 est une approximation de x par défaut & 107 prés. En
théorie, on peut donc approcher x par un nombre décimal & n’importe quelle précision.
En pratique, la précision habituelle sur des calculs d’ordinateurs est de 1’ordre de 1015,
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1.6 Exercices

Exercice 1.1 Soit A une partie non vide de R. On note |A| = {|z|, z € A}. Parmi
les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

— = = = =
.bc,ow»—xp

15.

© X N s W

X A posséde une borne supérieure.

X Si A est minorée alors A posséde une borne inférieure finie.
[0 Si A est majorée alors |A| posséde une borne supérieure finie.
X 0 est un minorant de |A].

X |A| posséde une borne inférieure finie.

O | A| posséde une borne supérieure finie.

[(0Si z <sup A alors z € A.

X Si A est un intervalle alors |A| est un intervalle.

[0 Si |A| est un intervalle alors A est un intervalle.

[0 Si A est un intervalle ouvert alors |A| est un intervalle ouvert.

. W Si A est un intervalle fermé alors |A| est un intervalle fermé.
. OO Si A contient au moins 2 réels distincts, alors A contient un rationnel.
. O Si A est infinie, alors A contient une infinité d’irrationnels.

. X Si A contient un intervalle de R, contenant lui-méme deux points distincts,

alors A contient une infinité d’irrationnels.

X Si A contient un intervalle de R, alors A contient une infinité de rationnels.

Exercice 1.2 Soient a un réel. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses et pourquoi?

1.

S Gl W

7.

OSi (Ve >0, a<e),alors a < 0.
XSi(Ve>0,a>1—¢),alorsa > 1.

X Si (Ve >0, a>1—¢?),alors (Ve >0, a>1— 2¢).
OSi (Ve >0, a>1—¢),alors (Ve >0, a>1—¢&?).

X Si (Vn e N*, a > 1/y/n), alors a > 1.

OSi (Vn e N, a <1/4y/n), alors a < 0.

XSi(VheN, a>1-1/y/n), alors (Ve >0, a>1—¢).

Exercice 1.3 Soient a et b deux réels. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont
vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

[0 Si a + b est rationnel alors, soit a est rationnel soit b est rationnel.

2. K Si a + b est irrationnel alors, soit a est irrationnel soit b est irrationnel.
3. X Si a est rationnel, alors sa partie décimale est rationnelle.

4.
5

. X Si la partie décimale de a est rationnelle, alors a est rationnel.

[0 Si a est irrationnel alors la partie décimale de a + b est irrationnelle.
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Exercice 1.4 Soient a et b deux réels. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont
vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi?

1. X |ab| = |a||b|

Mo - b < a—b].

O |a — b < max{|al, |b|}.
Rla—b=la—(a+0b)/2|+ |(a+b)/2 10|
Ola—b=la—(a+0b)|+|(a+b)—b|

O Si |a — b| < |a| alors |ab| = ab.

O la+b] =|al +|b].

X |la+b] > [a] + [b].

X la+0b] <|al+|b] +1.

O D(a+b) = D(a) + D(b).

© 0 N e o W N

—
e

Exercice 1.5 Pour chacun des ensembles de réels suivants :

{(-1)", neN} , {(-1)"/n, ne N}, {(-1)"n, ne N},

1 2 1 2 1)
i’neN , i’neN , L()’nEN ,
n-+2 n-+2 n-+2

2 _
m—i_n,m,nEN‘k , m—i_n,m,nEN”k , m n,m,nENk
m+2n m+ 2n m+ 2n

1. L’ensemble est-il majoré ? minoré ?
2. L’ensemble admet-il un plus grand élément ? un plus petit élément ?

3. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure de ’ensemble.

Exercice 1.6 On considére les ensembles de réels suivants :
{z€R, [z|>1} {zeR, 2? <1} {z€R, z° <1}
{zeR,1/z<1} {zeR, 1/z>1} {z eR*, 1/2*> < 1}

1 .1 2
{:E €R', sinz < O} {x € R™, sin — < 0} {x € R™, |sin—| < %}
x x
1. Ecrire I’ensemble comme un intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints.
2. L’ensemble est-il majoré? minoré ?
3. L’ensemble admet-il un plus grand élément ? un plus petit élément ?

4. Déterminer la borne supérieure et la borne inférieure de I’ensemble.

Exercice 1.7 Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.

1. Montrer que A C B implique sup A < sup B et inf A > inf B
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Montrer que AU B admet une borne supérieure et une borne inférieure. Montrer
que

sup AU B = max{sup A,sup B} et inf AU B = min{inf A4, inf B}
Montrer que si A N B est non vide, alors
sup AN B < min{sup A,sup B} et inf AN B > max{inf A,inf B}

On note A+ B ={a+b, a € A,b € B}. Montrer que A+ B admet une borne
supérieure et une borne inférieure. Montrer que

sup(A+ B) =supA+supB et inf(A+B)=infA+infB.

On note AB = {ab, a € A, b € B}. Montrer que AB admet une borne su-
périeure et une borne inférieure. Montrer que, si A et B sont inclus dans RT,

alors
sup AB = (sup A)(sup B) et inf AB = (inf A)(inf B) .

Exercice 1.8 Soient = et y deux rationnels distincts tels que /z et /Y soient irra-
tionnels.

1.

On consideére les deux réels /= + /y et \/x — ,/y. Montrer que leur produit est
rationnel, leur somme irrationnelle. En déduire qu’ils sont irrationnels.

2. Soient 7 et s deux rationnels. Montrer que 7y/z + s,/y est irrationnel.

3. Montrer par des exemples que \/z,/y peut étre rationnel ou irrationnel.

4. Montrer que les réels suivants sont irrationnels.

1+v2, V2+V3, (V2+V3)?,
V2+V3-v6, V2-V3+V6, (V2+V3+6)%.

1.7 Compléments

Point fixe d’une application croissante

Pour illustrer I'utilisation de la notion de borne supérieure, nous allons démontrer
la proposition suivante.

Proposition 1.7.1 Soit f une application croissante de lintervalle [0,1] dans lui-
meéme :

Vo,y €[0,1], z<y= f(z) < f(y)-

Alors f admet un point fize :

da € [0,1], f(a)=a.
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Démonstration : Soit A I'ensemble des réels x dans [0, 1] tels que I'image de = dépasse
T

A={z€]0,1], f(x) > z}.

Par hypothése I’ensemble A est non vide puisqu’il contient 0, et il est majoré par 1.
Notons a sa borne supérieure. Nous allons montrer d’abord f(a) > a, puis f(a) < a.

Par la proposition 1.2.4, pour tout ¢, il existe x € A tel que a —e < z < a. Comme
x est dans A, f(x) > z, et puisque f est croissante, f(z) < f(a). Donc :

fla) > f(z)>x>a—c¢.

Pour tout ¢, f(a) > a — ¢, donc f(a) > a par la proposition 1.2.6.
De f(a) > a, on déduit f(f(a)) > f(a) car f est croissante. Donc f(a) € A, par
définition de A. Donc f(a) < a, car a est la borne supérieure de A. O

Vous pouvez refaire cette démonstration en remplacant A par
B={z€l0,1], f(z) <z},

et en étudiant la borne inférieure de B.

Papier normalisé

Les dimensions des feuilles de papier que vous avez sous les yeux sont irrationnelles!
Les normes européennes ont fixé les dimensions du papier de sorte que quand on divise
en deux une feuille, la plus grande et la plus petite dimension des deux moitiés restent
dans le méme rapport que celles de la feuille entiére. Par exemple soient L et [ la plus
grande et la plus petite dimension d’une feuille AQ0. Quand on la divise en deux, on
obtient deux feuilles A1 dont la plus grande dimension est [ et la plus petite L/2. On
doit avoir :

L l

1 L/2°

soit L2/2 = I?. Le rapport L/l vaut donc /2. Les dimensions de la feuille AQ sont
choisies de sorte que sa surface soit 1 métre carré. Exprimée en métres, L doit donc
vérifier L?/v/2 = 1, soit L = 2'/%. Voici les dimensions (théoriques) des feuilles de
papier de A0 & A4.

Papier L l
A0 21/4 271/4
Al 271/4 273/4
A2 2—3/4 2—5/4
A3 2—5/4 2—7/4
A4 2—7/4 2—9/4

Les approximations décimales & 10~ prés de 27%/* et 2-7/* sont 0.210 et 0.297; ce sont
bien les dimensions de vos feuilles de papier, exprimées en meétres.
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La constante de Ramanujan

Le mathématicien indien S. Ramanujan (1887-1920) a donné dans sa courte vie
beaucoup d’énoncés justes et trés peu d’explications sur sa démarche. Contrairement
a la légende, il n’a jamais affirmé :

e 163EN.

Les trois nombres e, m et /163 sont irrationnels. Il n’est bien sir pas exclu qu’en
combinant des irrationnels on tombe sur des rationnels ou méme des entiers. L’exemple
le plus célébre est celui de la formule d’Euler : ™~ = —1.

Voici les 30 premiers chiffres significatifs de e™v163 :

e™v1%% = 262537412640768743.999999999999 . . .

La partie entiére a 18 chiffres, et les 12 premiéres décimales valent 9. Mais la 13-iéme
décimale vaut 2 et le nombre n’est pas entier. Ce fait était connu bien avant Ramanujan,
par Hermite en 1859. Pourquoi alors le nombre ™18 porte-t-il le nom de "constante
de Ramanujan" ? A cause d’un poisson d’avril monté par M. Gardner en 1975 : on ne
préte qu’aux riches!

Nombres incommensurables

Pour les grecs, les nombres représentaient des longueurs ou des rapports de lon-
gueurs. Or ils avaient compris qu’il existait des longueurs, comme le coté et la diagonale
d’un carré, qui ne pouvaient pas étre mesurées en nombres entiers dans la méme unité.
C’est la raison pour laquelle on dit que deux réels dont le rapport n’est pas rationnel
sont incommensurables. C’est le cas de 1 et v/2, mais aussi de v/2 et 7, de 7 et e, etc. ..

Supposons que 1’on utilise un nombre y comme unité pour mesurer les multiples
d’un autre : {nz, n € N}. Pour tout n, on trouve un nombre entier d’unités, |nz/y|,
puis un reste qui est inférieur a y. Si x/y est rationnel, il n’y a qu’un nombre fini de
restes possibles. Par contre si z/y ¢ Q, non seulement il y a une infinité de restes
possibles, mais ces restes sont denses dans l'intervalle [0, y]. Nous commencons par le
cas particulier y = 1.

Proposition 1.7.2 Soit x un irrationnel. L’ensemble des parties décimales des mul-
tiples de x est dense dans [0, 1].

En d’autres termes, pour tout intervalle inclus dans [0, 1], il existe un entier n tel que
D(nx) = nx — |nx| appartient a cet intervalle.

Démonstration : Soit A = {D(nx), n € N*}. Nous allons montrer que la borne
inférieure de A est 0.

Le fait que z soit irrationnel entraine que A ne contient ni 0 ni 1, et aussi que
les éléments de A sont tous différents. Commencons par la régle d’addition suivante,
valable pour deux réels y et z quelconques :

D(y+2) = { g(y) + D(2) s% D(y)+ D(z) <1
(y)+D(z) =1 si D(y)+D(z) 21
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Pour un n donné, notons ¢ la partie décimale de nz et k¥ = |1/§]. Comme z est
irrationnel, 1/§ 'est aussi et on a kd < 1 < (k+1)d, donc 0 < (k+1)d —1 < 4. La
partie décimale de (k 4+ 1)nx est (k+ 1) — 1 < §. Ceci entraine que I’ensemble A ne
peut pas avoir de plus petit élément. Notons a sa borne inférieure. C’est aussi la borne
inférieure de A, = {D(mz), m > n}, puisque A n’a pas de plus petit élément.
Fixons € > 0. Il existe n tel que a < D(nz) < a+e. Mais aussi, il existe m > n tel que
a < D(mx) < a+D(nz), donc 0 < D(nz)— D(mzx) < €. Posons § = D(nx)— D(mz) et
k = |1/§]. Toujours parce que x est irrationnel, 1/6 ne peut pas étre entier. Ecrivons :

k(m —n)x = k(|mz| — |nz]|) — 1+ (1 — kJ) .

Cette écriture montre que D(k(m —n)x) =1 — kj < § < . Comme ¢ est quelconque,
nous avons montré que la borne inférieure de A est 0.

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b, et ¢ < b — a. Soit n un entier tel que
D(nz) = § < €. Soit k le plus petit entier tel que a < k§ < b. On a a < D(knz) < b,
ce qui montre que 'ensemble A est dense dans [0, 1]. O

Considérons maintenant deux réels = et y incommensurables. Si z est un réel, on
notera z mod y ("z modulo y"), le réel yD(z/y), qui appartient a 'intervalle [0, y[. Si
x et y sont incommensurables, alors 'ensemble {nz mod y, n € N} est dense dans
[0, y]. Ceci découle de la proposition 1.7.2 appliquée a z/y.

Par exemple, puisque 7 est irrationnel, 27 et 1/(27) le sont aussi. Donc 1 et 27
sont incommensurables. D’aprés ce qui précéde, {n mod 27, n € N} est dense dans
[0,27]. On déduit de la continuité des fonctions sin et cos que {sin(n), n € N} et
{cos(n), n € N} sont denses dans [—1,1].

Nombres infinis

Combien y a-t-il d’entiers naturels, de rationnels, de réels? Une infinité bien sir.
Mais l'infinité des réels est plus grande que l'infinité des rationnels. Pour donner un
sens a cette affirmation, il faut d’abord définir ce qu’est un ensemble dénombrable.

Définition 1.7.3 Un ensemble infini est dit dénombrable s’il existe une application
injective de cet ensemble vers N.

Il peut paraitre paradoxal que Q soit dénombrable. C’est pourtant le cas, car il existe
une application injective de Q vers Z x N (a un rationnel p/q on associe le couple
(p,q)), et une application bijective de Z x N dans N : on compte les éléments de Z x
N, en commengant par (0, 0), puis (1,0),(1,1),(—1,0), (=1, 1), puis (2,0), (2,1), (2, 2),
(—2,0),(—=2,1),(—2,2), ... Plus généralement, on démontre que le produit et la réunion
de deux ensembles dénombrables sont eux-mémes dénombrables.

Théoréme 1.7.4 L’ensemble des réels n’est pas dénombrable.

Démonstration : Nous allons démontrer par 'absurde que l'intervalle [0, 1] n’est pas
dénombrable. Supposons que 'on puisse compter les éléments de [0, 1], donc les mettre
en bijection avec N. Nous aurions [0,1] = {z,,, n € N}. A I’élément x,, nous associons
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son développement décimal illimité :
Tp = 0.0p10520,3 - .. ,

ou les a,j sont des entiers compris entre 0 et 9. Pour tout n, fixons b, € {0,...,9},
tel que b, # a, . Considérons le réel x dont le développement décimal illimité est

r = 0.b1b2b3 e

Ce réel est différent de x,, pour tout n, par construction. Il n’a donc pas pu étre compté.
(Ce principe de démonstration s’appelle le procédé diagonal de Cantor). O

Il y a plus de réels que de rationnels, et donc plus d’irrationnels que rationnels.
Parmi les irrationnels, on distingue ceux qui sont solutions d’une équation polynomiale
a coefficients entiers, comme /2 : on les appelle les nombres algébriques. Ils semblent
former une grosse masse. Pourtant il n’y a pas plus de polynomes a coefficients en-
tiers que d’entiers : 'ensemble des nombres algébriques est lui aussi dénombrable. Les
nombres qui ne sont pas algébriques (on les appelle "transcendants") forment ’essentiel
des réels. Pourtant il est extrémement difficile de démontrer qu’un réel particulier est
transcendant. C’est une des victoires du XIX¢ siécle que de 'avoir fait pour 7 et e.

Existe-t-il des ensembles "intermédiaires" entre N et R, qui seraient non dénom-
brables, sans pourtant étre en bijection avec R? On a longtemps essayé d’en construire,
ou de démontrer qu’il n’en existe pas, avant de s’apercevoir finalement que c’est une
proposition indécidable : on peut la supposer vraie, ou bien fausse, sans jamais aboutir
a une contradiction. Elle s’appelle "I’hypothése du continu".
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Chapitre 2

Suites numériques

2.1 Vocabulaire

Voici la définition générale.
Définition 2.1.1 Soit E un ensemble. On appelle suite & valeurs dans E une applica-
tion de N dans E. L’ensemble des suites & valeurs dans E est noté EV.

Dans ce chapitre, nous nous préoccuperons surtout des suites a valeurs dans R (nous
dirons aussi suites de réels) et trés peu des suites a valeurs dans C (suites de complexes).
Une suite a valeurs dans R sera typiquement notée (u,)nen ou simplement (u,) quand
il n’y a pas d’ambiguité. Les entiers n sont les indices de la suite et leurs images u,, sont
les termes de la suite. La suite (u,)nen est un objet différent de I’ensemble {u,,, n € N}.
En particulier une suite aura toujours une infinité de termes, méme si ces termes ne
prennent qu’un nombre fini de valeurs différentes. Par exemple, pour u, = (—1)", la
suite est (u,) = (1,-1,1,—1,1,—1,...), et ’ensemble {u,, n € N} est ’ensemble
{-1,1}.
Il existe deux maniéres de définir une suite de réels a partir d’une fonction de R dans
R :
e définition explicite :
VneN, u,=f(n),
ou f est une fonction de R dans R. Par exemple :

1.VneN, u,=n

2.VneN, wu,=1/(n+1)

3.VneN, wu,=2""

e définition par récurrence :
u €R, et VYneN, w1 =F(uy),

ol F' est une fonction de R dans R. Les mémes exemples peuvent étre définis
par :

1. ug=0,VneN, wu,y1=u,+1
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2. u9=1,Vn €N, upy =u,/(up+1)
B.up=1,Yn €N, Upy = u,/2.

Voici deux exemples génériques.

Définition 2.1.2

1. Soit a un réel. On appelle suite arithmétique de raison a une suite définie par
uy € R et
VneN, u,p1=u,+a.

2. Soit v un réel. On appelle suite géométrique de raison r une suite définie par
uy € R et
VneN, u,=ru,.

On vérifie facilement par récurrence qu’une suite arithmétique de raison a a pour terme
général u,, = up+na. De méme, une suite géométrique de raison r a pour terme général
Uy = U T™.

Définition 2.1.3 Soit (u,)nen une suite de réels. On dit que la suite (uy,) est
e constante st Vn € N | Uy = uy

croissante st Vn € N | w1 > uy

décroissante st Vn € N,y <wu,

strictement croissante st ¥n € N, wup11 > u,

strictement décroissante st VYn € N | wu,11 < u,

monotone si elle est croissante ou décroissante

magorée si {u, ,n € N} est magjoré

minorée si {u, ,n € N} est minoré

bornée si {u, ,n € N} est borné

périodique st Ip € N* , Vn € N, up4p, = u,

Il arrive qu’une suite ne soit définie que sur une partie de N : par exemple (1/n)pens.
On sera également amené a réduire la suite aux indices au-dela d’un certain entier ny :
(Un)n>ne- L'expression "a partir d’un certain rang" reviendra souvent dans ce qui suit.
Dire que la suite (uy)n,en posséde la propriété P a partir d’un certain rang signifie que
la suite (up)n>n, 12 posséde pour un certain ng. On dit aussi "P est vraie pour n assez
grand". Voici quelques exemples.

Définition 2.1.4 Soit (u,),en une suite de réels. On dit que la suite (u,) est
e constante & partir d’un certain rang (on dit aussi stationnaire) si Ing € N, Vn >
o, Untl = Unp
e croissante & partir d’un certain rang st Ing € N, Vn > ng, Upi1 > uy,
o périodique a partir d’un certain rang si Ing € N, Ip € N*, Vn > ny, uyyp =
u'ﬂ
Par exemple, la suite (|4/(n + 1)|)nen est constante a partir du rang ny = 4. La suite
des décimales de 1/90 est constante & partir du rang ng = 2. La suite (|n — 5|),en est
croissante a partir du rang no = 5. La suite des décimales de 53/2475 est périodique,
de période p = 2 a partir du rang ny = 3. Quel que soit le nombre rationnel x, la suite
des décimales de x est périodique & partir d’'un certain rang.
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Si la suite (uy)nen est "majorée a partir d’un certain rang", alors elle est majorée
tout court. En effet si u,, < M pour tout n > ng, alors pour tout entier n € N,

Up < max{ug, U, ..., Upy—1, M} .

De méme une suite minorée a partir d’'un certain rang est minorée, une suite bornée a
partir d’'un certain rang est bornée.

Les opérations sur les réels s’étendent aux suites en des opérations terme a terme.

o Addition de deuz suites : (un) + (vn) = (Un + Un)

e Multiplication de deux suites : (uyn)(vn) = (unvy)

e Multiplication par un réel : AN(u,) = (Auy)

e Comparaison de deuz suites : (u,) < (v,) <= Vn € N, u, < v,

L’addition a les mémes propriétés que celle des réels : RN muni de I’addition est un
groupe commutatif. Ce n’est pas le cas de la multiplication : le produit de deux suites
peut étre nul sans que les deux suites le soient.

Etant donnée une suite (u,), on appelle suite extraite ou sous-suite, une suite formeée
de certains termes de (u,), c’est-a-dire une suite de la forme (vy) = (up)), ol @ est
une application strictement croissante de N dans N. Par exemple si (u,) est la suite
géométrique ((—2)"), et (k) = 2k, alors (vy) = (4%) : on a extrait de la suite (u,) la
suite des termes d’indice pair.

2.2 Convergence

On dit que la suite (u,) converge vers un réel [ (sa limite) si u,, est aussi proche que
I’on veut de I, pour n assez grand.

Définition 2.2.1 Soit (u,)nen une suite de réels et | un réel. On dit que (u,) converge
vers [, tend vers [, ou a pour limite [ si :

Ve>0,3ng €N, Vn>ng, |u,—1 <e.

On notera :

lim u, =1 ou bien u, —1.
n—r00 n—o0

Autrement dit, tout intervalle centré en [ contient tous les termes de la suite a partir
d’un certain rang. Observons que le rang ng a partir duquel tous les termes de la suite
restent dans I'intervalle [l —¢, [+¢], dépend de €. La figure 2.1 représente les 50 premiers
termes de la suite (u,) = (1 +sin(n)/n),en+. La limite est [ =1. On a :

sin(n)

up — 1 = <

S|=

n

Fixons ¢ > 0 (sur la figure £ = 0.05). Posons ng = |1/¢] + 1 (ng = 21 pour € = 0.05).
Pour tout n > ng, 1/n < ¢, donc |u,, — | < e. Sur la figure 2.1, on constate en fait que
u, € [0.95,1.05] pour n > 18.

On étend la notion de convergence aux limites infinies de la fagon suivante.
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Convergence de 1+sin(n)/n
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F1G. 2.1 — Convergence de la suite 1 + sin(n)/n.

Définition 2.2.2 Soit (u,) une suite de réels.

1. On dit que (u,) tend vers +o00 si

VAeR, dng, Vn>ng, u,>A.

2. On dit que (u,) tend vers —oo si

VAeR, dng, Vn>ng, u,<A.

Il est commode de pouvoir dire qu’une suite "tend vers 'infini", mais cela induit une
certaine ambiguité sur la notion de convergence. A partir de maintenant, quand une
suite converge, il est sous-entendu que sa limite est finie.

De méme qu'’il faut voir € comme un "petit" réel (proche de 0), dans la définition
2.2.2 il faut comprendre A comme grand (proche de l'infini). Une suite tend vers 400
si ses termes restent au-dessus de n’importe quelle quantité, a partir d’un certain rang.

Voici quelques exemples classiques.
o Suites arithmétiques : (u,) = (ug + an)

1. Sia >0, (u,) tend vers +oo.
2. Sia=0, (u,) est constante (tend vers ug).
3. Sia<0, (u,) tend vers —oo.

o Suites géométriques : (uy) = (ugr™)

—_

. Siug =0, (uy) est constante (tend vers 0).
2. Sir < -1, et ug # 0, (u,) ne converge pas.
3. Si—1<r<1, (u,) tend vers 0.
4

. Sir =1, (u,) est constante (tend vers uy).
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5. Sir>1etuy>0, (u,) tend vers +oo.
6. Sir>1etuy <0, (u,) tend vers —oo.

e Suites de Riemann : (u,) = (n%)

1. Sia >0, (u,) tend vers +oo.
2. Sia =0, (u,) est constante (tend vers 1).
3. Si a <0, (uy) tend vers 0.

Pour bien comprendre la notion de convergence, nous allons en étudier quelques consé-
quences faciles, rassemblées dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.3 Soit (u,) une suite de réels.

1.
2.
3.

Si (un) converge, alors sa limite est unique.
Si (uy) converge vers une limite finie, alors (u,) est bornée.

Si pour tout n, u, € N et si (u,) converge vers une limite finie, alors (u,) est
constante a partir d’un certain rang.

Si (un) converge vers l, alors toute suite extraite de (uy,) converge vers l.

Si les deux suites extraites (uok)ken €t (Uoki1)ken convergent vers la méme limite
l (finie ou infinie), alors (uy)nen converge vers l.

Démonstration : Les démonstrations des 5 points se ressemblent et illustrent la défi-
nition 2.2.1.

1.

Supposons que (u,) vérifie la définition 2.2.1 pour deux réels | et I’ distincts.
Posons ¢ = |l — I'|/3. Alors les intervalles [I — ¢,1 + ¢| et [I' — &,I' + €] sont
disjoints. A partir d’un certain rang, les u, devraient appartenir aux deux a la
fois : c’est impossible.
Fixons € > 0, et ng tel que u, reste dans I'intervalle [ —e, [ +&] pour tout n > ny.
Alors :

Vn €N wu, < max{ug, U1,...,Un-1,l +€},

et
Vn € N u, > minf{ug, u1, ... ,Up, 1,l — €} .

Soit [ la limite. Si [ n’était pas un entier, pour ¢ suffisamment petit, 'intervalle
[l — &,1+ ¢] ne contiendrait aucun entier, donc aucun des u,. Donc [ doit étre un
entier. Posons ¢ = 1/2. L’intervalle [[ — ¢,] + €] ne contient qu’un seul entier, /.
Comme a partir d’un certain rang tous les u, sont dans cet intervalle, et qu’ils
sont tous entiers, ils sont tous égaux a [.

. Soit (Uy(k))ken une suite extraite de (un)nen. Comme ¢ est strictement croissante,

pour tout ng il existe kg tel que p(k) > ng pour tout k > kq. Si tous les (u,) sont
dans I'intervalle [l —€,1 +¢] a partir du rang ng, tous les u,(x) sont dans le méme
intervalle & partir du rang k.

. Fixons € > 0. Soit ko tel que ugy reste dans I'intervalle [l — ¢,1 + ¢] pour tout

k > ko. Soit kj tel que ugg11 reste dans U'intervalle [l — ¢, 1+ ¢] pour tout & > k.
Alors pour tout n > max{2ko, 2ky + 1}, u, € [ —&,1 +¢€].
O
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2.3 Opérations sur les limites

La combinaison de la notion de limite avec les opérations habituelles sur les suites
ne recéle aucune mauvaise surprise : les résultats que l'on attend sont vrais. Nous
les énoncerons dans le théoréme 2.3.2. Les démonstrations sont basées sur le lemme
suivant.

Lemme 2.3.1
1. La somme de deuz suites convergeant vers 0 converge vers 0.

2. Le produit d’une suite convergeant vers 0 par une suite bornée, converge vers (.

Démonstration :

1. Soient (u,) et (v,) deux suites convergeant vers 0. Fixons ¢ > 0. Soit ng tel
que pour tout n > ng, |u,| < £/2. De méme, soit n; tel que pour tout n > ny,
lvn| < /2. Alors pour tout n > max{ng,n; },

€

g
|Un+Un\§\Un\+|Un\§§+ =&,

[\)

d’ou le résultat.
2. Si la suite (u,,) est bornée, alors il existe M tel que pour tout entier n, |u,| < M.
Soit (v,) une suite convergeant vers 0. Fixons ¢ > 0. Soit ng tel que pour tout
n > ng, |va| < e&/M. Pour tout n > ng, on a donc :
£

|un Un| = |un| |Un| < M|vn| < MM

€.

D’ou le résultat.
O

Théoréme 2.3.2
1. La somme de deux suites convergeant vers une limite finie est convergente et sa
limate est la somme des limites.

2. Le produit de deux suites convergeant vers une limite finie est convergent et sa
limite est le produit des limites.

Démonstration : Pour nous ramener au lemme 2.3.1, observons d’abord qu’une suite
(un) a pour limite [ € R si et seulement si la suite (u, — ) tend vers 0.
1. Si (u,) converge vers [ et (v,) converge vers I', alors (u, —[) et (v, —1") convergent
vers 0. Donc (u, — [+ v, — ') converge vers 0 d’apreés le point 1. du lemme 2.3.1,
d’ou le résultat.

2. Si (uy) converge vers [ et (v,) converge vers I, nous voulons montrer que (u,v, —
[l") converge vers 0. Ecrivons :
UnUp — ' = up(vy, = 1) + (uy — DI

11 suffit donc de montrer séparément que les deux suites (u, (v, —1")) et ((u, —1)I')
tendent vers 0, d’aprés le premier point du lemme 2.3.1. Mais chacune de ces deux
suites est le produit d’un suite convergeant vers 0 par une suite bornée ((u,) est
bornée car elle est convergente). D’otl le résultat, par le point 2. du lemme 2.3.1.
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Le théoréme 2.3.2 est ’outil de base pour étudier des convergences de suites a partir
des exemples classiques de la section précédente. On utilise aussi la composition par
une fonction continue. On peut donner deux définitions équivalentes de la continuité,
dont 'une est parfaitement adaptée aux suites convergentes.

Définition 2.3.3 Soit f une fonction de R dans R et © un réel. On dit que f est
continue au point x si et seulement si, pour toute suite (u,) convergeant vers z, la
suite des images (f(un)) converge vers f(x).

Toutes les fonctions qui interviennent dans ce cours sont continues en tout point ou
elles sont définies, et nous I'admettrons. Par exemple, la fonction f : z — 1/x est
continue en tout point de R*. Donc si une suite (u,) converge vers [ # 0, la suite des
inverses (1/u,) converge vers 1/l. En utilisant le théoréme 2.3.2, on en déduit que le
quotient de deux suites convergentes converge vers le quotient des limites, pourvu que
la limite du dénominateur soit non nulle.

Voici un exemple de calcul de limite, résumant 1’ensemble des techniques que nous
avons vues jusqu’ici. Pour tout n € N*, posons

_ 2n + cos(n)
" nsin(1/n) +/(n+ D(n+2)

Divisons le numérateur et le dénominateur par n :

(v

24 cos(n)

sin(1/n) +40+ H0+2)

Les suites (=), (2), (sin(1/n)) et (Coi(n)) tendent vers 0 (pourquoi ?). On en déduit que
(un) tend vers 2.

Un

Dans le cas ou les limites de (u,) et (v,) peuvent étre infinies, différentes situations
peuvent se produire pour la somme et le produit. Nous les résumons dans les tableaux
2.1 et 2.2. Dans ces deux tableaux les points d’interrogations sont des indéterminations :
tous les cas sont possibles. Par exemple :

e u, =n, v, =—n+1/n:lasuite (u, + v,) tend vers 0.
e u, =n, v, = —n? : la suite (u, + v,) tend vers —oo.
e u, =n, v, =—n+(—1)": la suite (u, + v,) ne converge pas.
limuy, \ limv, | ' 400 —o0
l [+10' 400 —o0
+00 +00 400 7
—00 —00 7?7 —o©

TAB. 2.1 — Limites possibles de (u, + v,,) en fonction des limites de (u,) et (vy).
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limu, \ limv, [I'>0 I'<0 =0 400 —o0
[>0 i i 0 +oo —o0
[<0 i i 0 —o0 +o0
=0 0 0 0 ? ?
+o00 +00 =00 7?7 400 —@
—00 -0 400 ? —00 400

TAB. 2.2 — Limites possibles de (u,v,) en fonction des limites de (uy,) et (v,).

2.4 Convergence des suites monotones

La notion de limite est trés liée aux notions de borne supérieure et borne inférieure
du chapitre précédent. Etant donnée une suite (u,), nous appellerons borne supérieure
et borne inférieure de (u,) les quantités

sup{u,, n € N} et inf{u,, n € N}.

Théoréme 2.4.1
1. Toute suite croissante et majorée converge vers sa borne supérieure.
2. Toute suite croissante et non magjorée tend vers +o0.
3. Toute suite décroissante et minorée converge vers sa borne inférieure.

4. Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Démonstration : Si 'ensemble {u,, n € N} est majoré, alors il admet une borne
supérieure finie, par le théoréme 1.2.2 : notons-la [. Par la proposition 1.2.4, pour tout
e > 0, il existe ng tel que | — & < u,, < I. Mais si (u,) est croissante, alors pour tout
n > ng,

Il —e < up, <up, <1,
donc (uy,) converge vers .

Si la suite n’est pas majorée, pour tout A, il existe ng tel que u,, > A. Si (u,) est
croissante, alors pour tout n > ny,

A <y, < Uy,

donc la suite (u,) tend vers 'infini.
Si la suite (u,) est décroissante, on applique ce qui précéde a la suite croissante

(—tp). O
Définition 2.4.2 Soient (uy) et (v,) deux suites de réels. Elles sont dites adjacentes
st

1. (uy,) est croissante,
2. (vn) est décroissante,
3

. (vy — uy) tend vers 0.
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Proposition 2.4.3 Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Démonstration : Si (u,) est croissante et (v,) décroissante, alors (v, — uy,,) est décrois-
sante, et si elle tend vers 0, alors pour tout n, v, —u, > 0. Donc

UOSunS’UnSUO-

La suite (u,) est croissante, et majorée par vy, donc elle converge. La suite (v,) est
décroissante, et minorée par ug, donc elle converge. Comme la différence tend vers 0,
les deux limites sont égales (théoréme 2.3.2). O

Voici un exemple trés classique. Posons

1

1 1 1
un:1+1+—+—'+---+— et vy = Up + — .
! nn!

21 3 n!
La suite (u,) est croissante car u, 11—, = 1/(n+1)! > 0. La suite (v,) est décroissante :

1 1 1 -1
nt ) Tt Dm+ ) nnl nm+ D+ 1)

vn+1—vn:( '<0.
La différence tend vers 0, donc les deux suites convergent vers la méme limite. Cette
limite est le nombre e ~ 2.718. Les deux suites fournissent un encadrement extréme-
ment précis de e, pour un nombre de termes calculés relativement faible. Pour n = 10,
la différence v,, — u,, vaut 2.76 1078, et pour n = 100, elle vaut 1.07 10169,

Ce méme encadrement est aussi un moyen de montrer que e est irrationnel. Sup-
posons en effet que e s’écrive e = p/q, avec p et ¢ entiers. On aurait u, < p/q < vy,

soit . .
1 p 1 1
T
! 1 !
— k! q —~ k! " qq!
Multiplions ces inégalités par ¢ ¢!. Le nombre entier p ¢! devrait étre encadré strictement
par deux entiers consécutifs, ce qui est impossible.

2.5 Comparaison de suites

Le résultat de base pour comparer deux suites est le suivant.

Théoréme 2.5.1 Soient (u,) et (v,) deuz suites de réels convergentes. Si pour tout
n €N, u, <wv,, alors

lim u, < lim v, .

n—0oQ n—0o0
Démonstration : Supposons le contraire : limu, > limwv,. Alors la limite de la suite
(un — vy,) est strictement positive. Notons [ cette limite. Pour n assez grand, u, — v, €

[£, 3], donc uy, — v, > 0, ce qui contredit I’hypothése. O
Observons que la conclusion reste vraie si au lieu d’étre comparables pour tout

n € N, u, et v, le sont "a partir d’'un certain rang". Ceci vaut d’ailleurs pour tous les
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résultats de cette section. Par contre le fait de supposer u, < v, implique seulement
limu, < limw, : bien que 1/n < 2/n, les deux suites ont la méme limite.

Le théoréme 2.5.1 ne permet pas de démontrer que 1'une des deux suites (u,) ou
(vn) converge. Pour cela, on utilise souvent le résultat suivant.

Théoréme 2.5.2 Soient (u,) et (v,) deuz suites de réels telles que (v,) tend vers 0.
Si pour tout n € N, |u,| < |v,|, alors uy, tend vers 0.

Démonstration : Pour tout € > 0, il existe ng tel que pour n > ng :
un| < un| <€,

d’ou le résultat. O

On en déduit le résultat d’encadrement suivant que I’on trouve dans certains livres
sous le nom de "théoréme des gendarmes".

Corollaire 2.5.3 Soient (u,), (v,) et (wy,) trois suites de réels telles que (u,,) et (wy)
convergent vers la méme limite I, et pour tout n € N,

Up < Up < Wy
alors (vy,) converge vers l.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer le théoréme 2.5.2 aux deux suites (w, — vy,) et
(wn - un) |:|

Voici un exemple d’application. Soit
_n+ (0"
"on4+2
Comme (—1)™ vaut +1 ou —1, on a I’encadrement suivant.
Py, <L
n -4 2 n -+ 2

Les deux bornes tendent vers 1, donc limwu,, = 1.

La comparaison vaut aussi pour les limites infinies.

Théoréme 2.5.4 Soient (u,) et (v,) deuz suites de réels telles que pour tout n € N,
Up < Uy

1. Si u, tend vers +oo alors v, tend vers 4oo.

2. 81 v, tend vers —oo alors u,, tend vers —oo.
Démonstration : Pour tout A, il existe ng tel que pour n > ng :
Up > Uy > A,
donc v, tend vers +00 si u, tend vers +oo. L’autre affirmation est symétrique. O

On dispose d’un vocabulaire adapté a la comparaison des suites.
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Définition 2.5.5 Soient (uy,) et (v,) deuz suites de réels. On suppose que les v, sont
non nuls.
1. On dit que la suite (u,) est dominée par la suite (v,) si la suite des quotients
(un/vy) est bornée :

Unp,

IM eR, VneN, <M.

Un

On écrit u, = O(vy,), qui se lit "u, est un grand O de v, ".
2. On dit que la suite (uy,) est négligeable devant la suite (vy,) si la suite des quotients
(un/vy) tend vers 0 :

Ve >0, dng, Vn > nyg , <e.

n
On écrit u, = o(vy,), qui se lit "u, est un petit o de v, ".

3. On dit que la suite (u,) est équivalente a la suite (v,) si la suite des quotients
(un/vy) tend vers 1 :

Ve >0, dng, Vn > ny ,

u
—"—l‘gs.
n

On écrit u, ~ vy, qui se lit "u, est équivalent a v, ".
Par exemple :

Van2+1=0(n), V4n2 +1=o0(n?), Vdn2+1~2n .

L’équivalent de n! donné par la formule de Stirling est souvent utile :
n! ~ (E)n 2mn .
e
Observons que u,, = o(v,) entraine u, + v, ~ v,, ce qui permet de calculer les équi-
valents de toutes les fonctions polynomiales de n. Les équivalents sont souvent utilisés
pour le calcul de limites de produits ou de quotients, car si u,, ~ v,, et u;, ~ v, alors

upu,, ~ vpvh. Voici un exemple.

vn?+n+1

V8nd +n?
Comme 1+ n = o(n?), n*+n+1~n? donc vn?> + n+ 1 ~ n. Pour le dénominateur,
V/8n? + n? ~ 2n, donc limu,, = 1/2.

I1 est bon d’avoir en téte une échelle des "infiniment petits" et des "infiniment grands",
c’est-a-dire des suites qui tendent vers 0 ou vers +o0o. Pour présenter ces échelles sous
forme synthétique, nous utilisons la notation u,, < v, qui est équivalente & u,, = o(v,,).

Up =

1. Infiniment petits
! < ! < ! < ! < ! < ! < ! < ! <1
nl 10 2" a2 T n o y/n  In(n) T In(In(n))

2. Infiniment grands

1 < In(ln(n)) < 1In(n) < vn < n < n® € 2" < 10" < n!
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2.6 Suites récurrentes
Une suite récurrente est définie par la donnée de uy € R et I’équation de récurrence
Uns1 = Fuy) .
La suite est celle des itérés successifs de ’application F' a partir de ug :
u = F(ug),us = F(F(u)) = F o F(ug),u3s = Fo Fo Fl(ug),...
On notera F°" la composée de F' avec elle-méme n fois :
Up = F(ug) = FoFo...oF(u) .

Il existe un moyen simple de visualiser les premiers termes de la suite (F°"(ug)) a
partir du graphe de la fonction F', représenté dans le plan. Portons ug en abscisse et
tragons le segment vertical allant de (ug,0) & (ug, F(ug)). Tragons ensuite le segment
horizontal rejoignant la premiére bissectrice, de (ug, F'(ug)) & (F(ug), F(up)). L’abscisse
du nouveau point est u;. On itére alors le procédé en tracant alternativement des
segments verticaux et horizontaux. On obtient ainsi une sorte de "toile d’araignée"
(figure 2.2).

f(x)=1+1/x

25 it

2.3

2.1+

1.9

1.7+

154

1.3 4

114

0.9

0.7

0.5 T T T T T T T T T
05 07 09 11 13 15 17 19 21 23 25

F1G. 2.2 — Représentation d’itérés successifs par une "toile d’araignée".

Cette représentation graphique suffit pour se faire une idée du comportement qua-
litatif d’une suite récurrente réelle. Elle permet de détecter les convergences ou diver-
gences ainsi que les comportements oscillants.

Pour étudier la suite (u,,), le premier travail consiste & identifier les limites possibles.
Si la suite (u,) converge vers [, alors la suite (u,41), qui est une suite extraite, converge
vers la méme limite [. Donc, si F' est continue en [, on doit avoir

L=F(),
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On dit que [ est un point fize de F' : si ug = [, alors la suite est constante. Il peut
se faire que F' ait plusieurs points fixes. Le comportement de la suite u,, (monotonie,
convergence ou non vers un point fixe), dépend de uy.

Plutot qu’une discussion générale, nous allons traiter I’exemple historique sans
doute le plus célébre : les rapports des nombres de Fibonacci. Les nombres de Fi-
bonacci sont définis par ay = 1, a; = 1, et pour n > 0,

Op+2 = Qpy1 + Qp .
Voici les 20 premiers.
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765

La suite (a,) est une suite croissante d’entiers, elle ne s’annule pas. Pour n > 1, posons
Up, = Gpy1/ay,. La suite (u,) vérifie ug = 1, et pour n > 1 :
1
Un+1 =1 + — .

n

C’est une récurrence du type u,11 = F(uy,), avec

1
Flx)y=1+—.
(5) =1+~
La figure 2.2 représente les premieres valeurs de u, en toile d’araignée. Pour étudier
(un), commencons par chercher les points fixes de ’application F, en résolvant I’équa-
tion

1
1+ -=2 <= 2°—2—-1=0etz#0.
x

L’équation a deux solutions,

La premiére solution, ¢ ~ 1.618, est le célébre nombre d’or; on le retrouve (parait-il)
un peu partout, des pyramides d’Egypte aux coquilles de nautiles en passant par la
Joconde. Comme u,, reste positif, la seule limite possible pour (u,) est ¢. Nous allons
démontrer les propriétés suivantes.

Proposition 2.6.1
1. La suite des termes pairs (ug) est croissante
2. La suite des termes impairs (uggy1) est décroissante
3. Chacune de ces deux suites converge vers ¢ (elles sont adjacentes).

En d’autres termes, les termes u,, approchent ¢, alternativement a gauche et a droite.
On dit que (uy,) est une suite alternée.
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Démonstration : En soustrayant les deux équations

1 1
Un+1:1+— et ¢:1+—,
Un, ¢

on obtient
¢ — Up
Un@

Comme u, > 0, on en déduit que u,+1 — ¢ et u,, — ¢ sont de signe opposé. Puisque
ug < ¢, on obtient par récurrence que pour tout £ > 1 :

Unp+1 _¢:

Ugg < @ < Uggq1 -
On peut aussi exprimer u, 2 — ¢ en fonction de u, — ¢ :

¢ Up — QS
Upio — O = ——— .
s &*(up + 1)

Oru, >0,¢>1,uy < ¢ et uy > ¢@. On en déduit par récurrence que pour les termes
pairs :

0 < ¢ — upye < %((15—”%) < ﬁ(ﬁb—uo) ;

¢

et pour les termes impairs

0 < ugpiz — ¢ < i(U2k+1 —¢) < ﬁ(ul —9).

0?
Donc la suite des termes pairs est croissante et la suite des termes impairs décroissante.
Mais de plus :

¢ — s =07 %*) et g1 — ¢ =0(¢7)

Les deux suites (ugy) et (ug,1) convergent vers ¢, car ¢ > 1, donc ¢ 2* tend vers 0. O]

2.7 Suites de Cauchy

Est-il possible de savoir si une suite converge (vers une limite finie), sans connaitre
sa limite 7 La notion de suite de Cauchy répond a cette question. Elle traduit I'idée
intuitive que les termes d’une suite convergente doivent étre proches les uns des autres
a partir d’un certain rang.

Définition 2.7.1 Soit (u,) une suite de réels. On dit que (u,) est une suite de Cauchy
st pour tout € les distances entre termes |Unyx — Uy| Sont inférieures a € a partir d’un
certain rang :

Ve, dng, Yn>ng, |tupip—u,l <e,VkeN.

Il n’est pas surprenant qu’une suite convergente soit une suite de Cauchy.

Théoréme 2.7.2 Si une suite de réels converge vers une limite finie, alors c’est une
suite de Cauchy.
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Démonstration : En utilisant I'inégalité triangulaire, écrivons :
Utk — Un| = [Unsk — U+ 1 — Up| < Jtpgr — U + |1 — upl -

Fixons ¢ > 0. Il existe un entier ng a partir duquel |u, —1| < £/2, donc aussi |u,4r—1| <
£/2. On a donc, pour tout n > ng et pour tout k € N :

9

g
|u"+k_un|é|un+k_”+|l_un|§§+ =c.

\)

[l

L’intérét de cette notion est qu’elle caractérise les suites convergentes : la réciproque
du théoréme précédent est vraie.

Théoréme 2.7.3 Dans R, toute suite de Cauchy converge.

Nous donnerons une démonstration de ce théoréme en complément du cours (section
2.11).

2.8 Suites a valeurs complexes

On étend aux suites a valeurs dans C toutes les propriétés des suites de réels,
sauf celles qui font référence a l'ordre (on ne parle pas de suite complexe croissante,
décroissante, majorée ou minorée). Pour les propriétés ou la distance |z — y| intervient,
la valeur absolue est remplacée par le module, qui se note de la méme facon. Par
exemple une suite (z,) est bornée si pour tout n, |z,| < M. Elle converge vers [ € C si

Ve >0, 3Ing, Vn>mng, |zn—1l<e,

qu’il faut comprendre comme "tous les termes de la suite restent dans un disque de
rayon € autour de la limite a partir d’un certain rang" (voir la figure 2.3 pour une
illustration).

Le théoréme suivant montre que la convergence d’'une suite de complexes équivaut
a la convergence de sa partie réelle et de sa partie imaginaire.

Théoréme 2.8.1 Soit (2,,) une suite de complexes. La suite (z,) converge vers | dans
C si et seulement si les suites (Re z,) et (Im z,) convergent respectivement vers Re [
et Im [.

Démonstration : Elle est essentiellement basée sur I’encadrement suivant entre le mo-
dule d’un nombre complexe et les valeurs absolues des parties réelle et imaginaire. Soit
z = a + b un complexe, alors

max{|al, [b]} < |2| < |a| + [b] (2.8.1)

On note a, et b, la partie réelle et la partie imaginaire de z,. Si |z, — l| reste inférieur
a ¢, alors il en est de méme pour |a,, — Re | et |b, — Im [|, par la premiére inégalité de
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Suite complexe convergente

0.9 .
08 4 N
+ N
I
¢/ ",
07 .l 3
RS R4

06 -

05 T T T \

FIG. 2.3 — Convergence dans C de la suite (e™/* + e™/*/n).

(2.8.1). Réciproquement, si |a, — Re [| et |b, —Im [| sont inférieurs & £/2, alors |z, — |

est inférieur a ¢, par la seconde inégalité de (2.8.1). O
Posons par exemple
) ein/4
Zn = em/4 +
n

Les parties réelle et imaginaire sont :

Qp = @ + 7(:08(”/4) et b, =
2 n

? N sin(n/4)

n

Les deux suites convergent vers v/2/2, et (z,) converge vers ™/, La figure 2.3 repré-
sente dans le plan complexe les 100 premiers termes de la suite (z,), ainsi que le cercle
de rayon ¢ = 0.05 centré en [ = e'™/%.

2.9 Introduction aux séries
Définition 2.9.1 Soit (u,)nen une suite de réels ou de complezes. On appelle série de

terme général u,,, et on note Y u, la suite des sommes partielles, (sp)nen, 04 pour tout
n €N,

n
Sp="Ug+ "+ U, = 5 Uy -
1=0

Comme premier exemple de série, observons le développement décimal d’un réel stric-
tement compris entre 0 et 1.

z =0.a1a3...0y ... , o pour tout n,a, € {0,1,...,9}.
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Cette écriture correspond en fait a la série de terme général {#. La somme partielle s,
est 'approximation décimale par défaut a 10~ prés.

Les deux séries les plus souvent utilisées sont la série géométrique et la série expo-
nentielle.
e Série géométrique
Le terme général d’une série géométrique est u, = 2", o z € C. Les sommes
partielles ont une expression explicite.

n+1 siz=1

n
SnZE ZZ:1+Z++Zn: 1_Zn—|—1
i=0 —— siz#1
1—-2
e Série exponentielle
Le terme général d’une série exponentielle est u,, = 2" /n!, o z € C. Les sommes
partielles s, n’ont pas d’expression explicite.
Observons que n’importe quelle suite (s,),en peut étre vue comme une série de terme
général u,, si on pose u, = s, — S,_1 pour n > 1 et ug = sg. Dans la plupart des cas,
les sommes partielles n’ont pas d’expression explicite, et c’est souvent pour cela que
I’on parle de série plutot que de suite.
Définition 2.9.2 On dit que la série Y u, converge vers s si la suite des sommes
partielles converge vers s, qui est appelée somme de la série.

+00 n

E un:s(:)IimE U, =8 .
n—00

n=0 k=0

Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.
Par exemple, le réel x est la limite de ses approximations décimales, et aussi la somme
s a
de la série ) 7.
e Série géométrique
La série géométrique > 2" converge si et seulement si |z| < 1. Dans ce cas, la
somme est %
—Z
1
1—2z

+oo
VzeC, |z|<1 = Zz":
n=0

e Série exponentielle
Nous démontrerons plus loin que la série exponentielle Y 2" /n! converge pour
tout z € C. Sa somme est 1’exponentielle de z, notée e* ou exp(z).

+oo

VzeC, Z%:ez:exp(z).
n=0

Voici un exemple de série dont les sommes partielles sont explicitement calculables.

o 1
;(nﬂ)(nm):l'
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En effet,

1 1 1
T+ D)n+2) n+l n+2’
donc
+ + 1 1+1 1+ + ! 1 L
U Ul * Uy = PR _ - = “ e — fy — .
o™ n 2 "2 3 n+1l n4+2 n+2

La convergence d’une série ne dépend pas de ses premiers termes. Changer un nombre
fini de termes d’une série ajoute une méme constante a toutes les sommes partielles &
partir d’un certain rang. Cela ne change pas sa nature, convergente ou divergente. Si
elle est convergente, sa somme est évidemment modifiée. Par exemple :

Le fait de calculer la somme d’une série a partir de n = 0 est purement conventionnel.
On peut toujours effectuer un changement d’indice pour se ramener & une somme &
partir de 0. Par exemple :

+0o0 1

=
3
|
=
I
3 +
NgE
El
+
—
|~
3
+
>
I
[a—

en posant m =n — 2.

Si la série Y u, converge, alors la suite (u,) tend vers 0.

Théoréme 2.9.3 Si une série converge, alors son terme général tend vers 0.

+o0

E U, =8 = lim u, =0.
0 n—oo

n—

La contraposée de ce résultat est plus utilisée : une série dont le terme général ne tend
pas vers 0 ne peut pas converger.

Démonstration : Rappelons qu’'une suite converge si et seulement si elle est de Cauchy,
c’est a dire si deux termes d’indices grands sont nécessairement proches. Dans le cas
de la suite des sommes partielles, la condition de Cauchy s’écrit :
Ve, Ing, Yn>ng, Vk € N, |spip—sn| <e.
Rappelons que s, = ug + - -+ + u,. Donc pour n > ny, on doit avoir :
|un—|—1+"'+un+k| <eg.

En particulier, |u,,1| < €. Donc la limite de la suite (u,) est nulle. O

38



Par exemple la série de terme général

o 1 sin=2k
" 1 0 sinon

diverge : méme si les termes non nuls sont trés rares il y en quand méme une infinité!
Le fait que le terme général tende vers 0 n’est qu’une condition nécessaire de conver-
gence. De nombreuses séries divergentes ont un terme général qui tend vers 0. Par
L. P _ 1 : .
exemple, la série de terme général u, = =7 diverge. En effet :

L
n+1

>

1 n 1
Son_1 — Sp_1 = — > — =—.
2n—1 n—1 27’L 27’L 9
La suite des sommes partielles n’est pas de Cauchy, donc elle ne converge pas.
La linéarité des limites entraine immeédiatement le théoréme suivant.

Théoréme 2.9.4 Soient > u, et Y v, deuzr séries convergentes, de sommes respec-
tives s et t. Soient o et B deux réels quelconques. Alors la série de terme général
au, + Bv, est convergente, et sa somme est as + (t.

Par exemple :
+o0 +00 +0o0
1 1 1 1 1 1 3 7
e —_— = e —_— = :2 —_ = — .
Zgn+3n 22n+nz_:03n 1_%_1_1_ +2 2

1
3

Comme conséquence de la linéarité, observons que si »  u, converge et »_ v, diverge,
alors > u, + v, diverge. Comme autre conséquence, pour o # 0, Y au, converge si et
seulement si »  u,, converge.

Pour les séries a termes complexes la convergence équivaut & celle des parties réelle
et imaginaire.

Proposition 2.9.5 Soit (z,)nen une suite de complezes. Pour tout n, notons a, la
partie réelle et by, la partie imaginaire de z,. La série Y z, converge si et seulement si
les deuz séries »  a, ety b, convergent. Si c’est le cas, on a :

+oo +oo “+oo
ZZ" = Zan—i—ian.

n=0 n=0 n=0

Considérons par exemple la série géométrique »_ 2", ou z est un complexe de module
p < 1 et dargument 6 : z = pe??. Pour tout n, 2" = p"e™®. Les parties réelle et
imaginaire de 2" sont

a, = p"cos(nf) et b, = p"sin(nd) .

On déduit de la proposition précédente que :

+o00 1 +00 1
Zan:Re< ) et an:Im( )
- 1-=2 — 1-2
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Le calcul donne :

f " cos(nb) = L — peos(6) et f " sin(nf) = psin()
ot P "~ 1+ p? — 2pcos(f) e P 14 p2—2pcos(f)

Etant donnée une série réelle ou complexe ) z,, on se raméne & une série a termes
positifs en étudiant la série des valeurs absolues ou des modules.

Définition 2.9.6 On dit que la série Y z, est absolument convergente si la série
> |zn| converge.

Théoréme 2.9.7 Une série absolument convergente est convergente.

Démonstration : Soit Y z, une série absolument convergente. Nous allons démontrer
que la suite des sommes partielles est de Cauchy. Pour tout n > 0, posons s, =
Zg + - -+ + z,. Soient n et k deux entiers.

|8n+k - 5n| = ‘Zn+1 + - +Zn—|-k| < |Zn—|—1| +ee ‘Zn+k| .

Or si la série Y |z,| converge, la suite de ses sommes partielles est de Cauchy, donc
pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n > ngy et pour tout k£ € N,

‘Zn—f—l‘ oot |Zn+k| <eg,

Donc, |$p1x— sn| < € : la suite des sommes partielles est de Cauchy, donc elle converge.
O

Nous allons démontrer que la série exponentielle > 2" /n! est absolument conver-
gente, en comparant la série des modules avec une série géométrique.

Théoréme 2.9.8 Pour tout z € C, la série Y 2™ /n! est absolument convergente.

Démonstration : Posons r = |z|, donc |2™/n!| = r™/nl. Posons u, = r™/n! et v, = 1/2".
Nous savons que Y v, converge, et nous voulons montrer que Y u,, converge. Calculons
le rapport u, /v,,.

u, r"/n!  (2r)"

v, 1/2n

Le rapport tend vers 0, donc il existe ng tel que pour tout n > ng, u, < v,. Posons
n n
an:2un et bn:Zvn.
k=mngo k=ng

Pour tout n > ng, 0 < a, < b,. Or la série de terme général v, = 1/2" converge, donc
la suite (b,) converge, donc la suite (a,) est bornée. Comme elle est croissante, elle
converge. Ceci implique que la série de terme général u,, converge. O
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2.10 Exercices

Exercice 2.1 Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1

X Toute suite récurrente qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs distinctes,
est périodique & partir d’un certain rang.

2. L Si x est un réel, la suite des décimales de x est périodique.

3. [ Si z est rationnel, la suite des décimales de x est périodique.

4. X Si z est décimal, la suite des décimales de x est constante a partir d’un certain

rang.

5. O Si F est une application croissante, la suite (F°"(ug)) est croissante.

6. X Si f est une application croissante, la suite (f(n)) est croissante.

7. X Si P est une application polynome, la suite (P(n)) est monotone a partir d’un

certain rang.

8. O La suite (e™/*) est périodique de période 4.

9. X La suite ((—1)*) est une suite extraite de la suite (e

10

m'7r/4)'

X On peut extraire de la suite (e™"/*) une sous-suite constante.

Exercice 2.2 Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1.

S B T

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

O Si (u,) tend vers 0, alors pour tout n, u, < 1.

X Si (u,) tend vers 0, alors u,, < 1 pour n assez grand.

X Si (u,) tend vers 2, alors u,, > 1 pour n assez grand.

[ Toute suite croissante et minorée tend vers +o0.

X Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

X Toute suite croissante et bornée converge.

X Si la suite des décimales de = converge, alors = est un nombre rationnel.

[0 Une suite a termes positifs qui converge vers 0 est décroissante a partir d’un
certain rang.

X Si (uy) tend vers 0 alors (cos(n) u,) tend vers 0.

O Si (u,) tend vers 1 alors (cos(n) uy,) tend vers 1.

X Si (u,) tend vers 1 alors (cos(n) u,) est bornée.

O Si r <1 alors (cos(n) r™) tend vers 0.

X Si r < 1 alors (cos(n) ™) tend vers 0.

O Si la suite (|u,|) converge vers [, alors la suite (u,) converge vers [ ou vers —I.
X Si la suite (u,,) converge vers [, alors la suite (|u,|) converge vers |l|.

X Si la suite (u,) converge vers [, alors la suite (u,2) converge vers .
(

X Si la suite (u,) converge vers 1, alors la suite (u2) converge vers 1.
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18. O Si la suite (u,) converge vers 1, alors la suite (u])) converge vers 1.

Exercice 2.3 Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1. X Si pour tout n, (u,) > y/n alors (u,) tend vers +oo.
2. O Si pour tout n, (u,) > —/n alors (u,) tend vers —oo.

3. X Si a partir d’un certain rang u, < v, < w, et si les suites (u,) et (w,) tendent
vers 1, alors (v,) tend vers 1.

4. O Si a partir d’un certain rang u, < v, < w, et si les suites (u,) et (wy,)
convergent, alors (v,) converge.

5. X Si a partir d’'un certain rang u, < v, < w, et si les suites (u,) et (wy)
convergent, alors (v,) est bornée.

6. X Si u, = o(vy,) alors u, = O(vy,).
7. O Si u, = O(vy) et v, = O(uy,) alors u, ~ v,.
8. X Si u, ~ v, alors (u,/v,) est bornée.
9. OO Si u, ~ v, alors u, — v, tend vers 0.
10. X Si w, ~ v, alors u, — v, = o(v,).

Exercice 2.4 Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1. On2» = 0(27).

2. ®2ntl = O(2n).

3. 027+ = 0(2").

4. R n2" = o(3").

5. On2"/v/n+1=0(2").

6. @ n2"/v/n? +1~ 2"

7. 03" /n=0(2").

8. X 2"/n = o(2").

9. On2™m=0(27").
10. ®n3™™ = o(27™).
11. On27™/y/n+1=0(02™").
12. ®n27™"/v/n2+1~ 27"
13. ®37"/n=0(27").

14. 27" /n = o(27™).

Exercice 2.5 Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?
1. X Si la série Y u,, converge, alors la série ) 1/u,, diverge.

2. O Si la série Y u, converge, alors la série )  nu, converge.
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O Si les séries Y u, et > v, divergent, alors la série Y u,, + v, diverge.
X Si la série > u, est absolument convergente, alors la série Y u2 converge.

X Si la série Y u, est absolument convergente, alors la série Y cos(n)u, converge.

A AN

X Si la série Y e™u, est absolument convergente, alors la série Y cos(2n)u,
converge.

~

O Si |r| <1 alors Y nr™ converge.

8. X Si |r| < 1 alors Y r™ converge.

9. OSi |r| < 1 alors ) e™r™ converge.

10. X Si |r| < 1 alors ) nr™ converge.

11. O Si |r| < 1 alors Y cos(n)r™ converge.

12. X Si |r| > 1 alors Y cos(n)r™ diverge.

13. W Si |r| < 1 et si la suite (u,) est bornée, alors Y u,r™ converge.

Exercice 2.6 On considére les suites (u,) définies par :

n on+ 3 n?>+1
U, =1+ vn y Up = y Up = 5 ————,
n—+1 2n+1 n+n+1
. +sin(n2) _ 2n4(—1)" P+ (=1D)"/n
" n+1 " o2n4+1 7" n24n+1

Pour chacune de ces suites :
1. Montrer qu’elle converge vers 1.

2. Pour € > 0 fixé, déterminer en fonction de ¢ le rang ny a partir duquel tous les
termes de la suite restent dans 'intervalle [1 —&,1 + €].

Exercice 2.7 On consideére les suites (u,) et (v,) définies comme suit :

1.
n
1 1
“”:Zﬁ et vnzun—l—g.
k=1
2.
1+”’1 1 t + 1
Uy = et v, =u —
" k2 (k + 1) T 3n2
3.
(1
Sp = ————, Up = Soy1 €t Uy = Sop .
k=1 n
4. n
U v
u=a>0, vo=b>a et upy = n2 2 Upg1 = \/Un Un

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Exercice 2.8 Soit (u,) une suite de réels.
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1. Montrer que si les suites extraites (us,), (usni1) €t (usny2) convergent vers la
méme limite, alors (u,) converge.

2. Montrer que si les suites extraites (ugy), (Usni1) €t (us,) convergent, alors (uy,)
converge.

3. Montrer que si les suites extraites (uay,), (Usni1) €t (un2) convergent, alors (uy)
converge.

4. Montrer par un exemple que les suites extraites (us,), (usni1), (Usni2) €t (uy,2)
peuvent converger sans que (u,) converge.

Exercice 2.9 Démontrer les relations suivantes.
1. Suites tendant vers 0 :
Inn 1 n?lnn 1 10"
n Vn 2n
2. Suites tendant vers +oo :

10" = 0(%) , 0t 2" =0((6/5)""), (Inn)* v/n = o(n®In(Inn)) .

Exercice 2.10 Démontrer les résultats suivants.

1.
. 1\" . 1 \" . 1\"
lim (1+—) =+ve, lim |14+ —5) =400, lim |1+ =] =1,
n—o0 2n n—00 nl/2 n—00 n2
2.
. n2+2n ) nfl_i_(_l)n . n71/2+(_1/2)n
nlggo nb 4+ 23n 0, 7}1_)11010 n-3 4 (—1)3 L, nlggo n-3 4 (—1/2)3n oo,
3.
lim vVn24+1—vn2—1=0, limvn24+n—vVnt—n=1,
n—oQ n—0o0
4.
lim Vi3 +n2—vnd —n2=+4oc0, lim vVn2+n+1—-vVn2—n+1=1,
n—oQ n—00
5.

— 2 1
) 5 _ / 51— .. n ns + -1
Jim yn+ Ve + n+vni-1=0, Jiﬁn_m '

Exercice 2.11 Soit (up)nen+ une suite de réels. Pour tout n > 1, on note
1
Cn=—(ur+---+uy) .
n

la moyenne arithmétique des n premiers termes. La suite (c,) est appelée "suite des
moyennes de Cesaro" de (uy).
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1. Montrer que si la suite (u,,) converge vers 0, alors la suite (¢,) converge aussi vers

0.

2. En déduire que si la suite (u,) converge vers [, alors la suite (¢,) converge aussi
vers .

3. Pour u,, = (—1)", montrer que (c,) tend vers 0.

4. Soit (u,) une suite de réels telle que la suite (u,41 — u,) converge vers [. Montrer
que la suite (u,/n) converge également vers [.

5. Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que la suite (upi1/up)
converge vers [ > 0. Montrer que la suite (/u,) converge également vers .

Exercice 2.12 On considére la suite (u,) définie par ug € R et pour tout n € N,

Ups1 = F(uy), avec :
3

x
F(z)=—.
() ="
1. Représenter le graphe de F'. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour
deviner le comportement de la suite (u,) pour uy = —3, ug = —1, ug = 1,

uo = 3. Déterminer les points fixes de F. Montrer que F'([0,2]) C [0, 2] et que
F([-2,0]) C [-2,0].

2. Montrer que (u,) est croissante, pour tout ug € R.

3. Donner la limite de (u,) selon les valeurs de u.

Exercice 2.13 On considére la suite (u,) définie par uy > —2 et pour tout n € N,

Ups1 = F(uy), avec :
Flz)=v2+zx.

1. Représenter le graphe de F. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour
deviner le comportement de la suite (u,) pour ug = —1, puis ug = 3. Montrer
que 2 est le seul point fixe de F'.

2. Pour ug € [—2,2[, montrer que (u,) est croissante, et tend vers 2.
3. Pour ug > 2, montrer que (u,) est décroissante, et tend vers 2.
4. Donner la limite de (u,) selon les valeurs de u.

Exercice 2.14 On considére la suite (u,) définie par uy € R et pour tout n € N,
Uns1 = F(uy), avec :

x
Flr)= ——.
@) =57
1. Représenter le graphe de F'. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour
deviner le comportement de la suite (u,) pour ug = —1, puis uy = 1. Montrer

que 0 est le seul point fixe de F'.
2. On suppose ug < 0. Montrer que (u,) est croissante et tend vers 0.
3. On suppose ug > 0. Montrer que (u,) est décroissante et tend vers 0.

Exercice 2.15 On considére la suite (u,) définie par ug € R et pour tout n € N,
Ups1 = F(uy), avec :

F(z) = %(x-ﬁ—xz) :
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1. Représenter le graphe de F. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour

deviner le comportement de la suite (u,) pour ug = 1/2, ug = 2, ug = —1/2.
Déterminer les points fixes de F'. Montrer que F'([0,1]) C [0, 1] et que F([—1,0]) C
[_17 0]

2. On suppose ug € [0, 1]. Montrer que (u,) est décroissante et donner sa limite.
3. On suppose ug > 1. Montrer que (u,) est croissante et tend vers +oo.

4. On suppose uy € [—1,0]. Montrer que pour tout n € N, |u,| < 27". En déduire
que (u,) tend vers 0.

5. On suppose ug < —1. Montrer qu’on peut se ramener aux trois cas précédent.
Donner la limite de (u,) selon les valeurs de u.

Exercice 2.16 Soit a un réel tel que 0 < a < 1. On considére la suite (u,) définie par
Uug = a, et pour tout n > 0,
n —+ Uy

n+1 "~
1. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

Up+1 =

2. Montrer que la suite (u,) est croissante.

3. Montrer que pour tout n € N,

1 Up — 1
Upy1 — 1= — .
n+1 n —+ 1
4. Montrer que pour tout n € N,
a—1
U, =1+ ‘
n!

Exercice 2.17 On considére la suite (u,) définie par ug = 3 et pour tout n € N* :

Up_1 + 2n2 -2
2

Up =
n

1. Montrer que pour tout n € N, u, > 2.
2. Montrer que la suite (u,) est décroissante.

3. Montrer que la suite (u,) converge vers 2.

Exercice 2.18 Soit a un réel et r un réel non nul. On considére la suite (u,) définie
par ug € R et
(F) VneN, upp=ru,+a.
1. Montrer que la suite (un11 — uy,) est une suite géométrique de raison r.

2. On pose A = a/(1 — r). Montrer que la suite constante dont tous les termes sont
égaux a A est solution de ’équation de récurrence (E).

3. Montrer que la suite (u, — \) est une suite géométrique.
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4. En déduire ’expression suivante de u,, :

Exercice 2.19 On considére 1’équation de récurrence qui engendre la suite de Fibo-
nacci :
(E) Vn €N 5 Up+2 = Up+1 + Uy -

1. Soit r un réel. Montrer qu’une suite géométrique de raison r vérifie (F) si et
seulement si 7 est solution de ’équation 72 = r + 1.

2. Pour tout n € N, définissons u,, = a¢™ + b(—1/¢)", oil a et b sont deux réels, et
¢ est le nombre d’or :

C1+vE 1 1=

¢ 2 T 2

Montrer que la suite (u,) vérifie 'équation de récurrence (E).

3. Calculer les valeurs de a et b telles que

a+b =1
ap—b/p = 1

4. En déduire ’expression suivante du n-iéme nombre de Fibonacci :

a, = % <(1 F VB — (1 \/g)n—H) _

5. A partir de cette expression, retrouver le résultat du cours (proposition 2.6.1) :

. Ap+1
lim =0¢.
n—00 (U,

Exercice 2.20 Soient (a,) et (b,) deux suites de réels telles que a9 = 1, by = 0 et

pour tout n € N :
{ any1 = (an—0,)/2

bns1 = (an+bn)/2
On pose z, = a, + 1 b,.

1. Montrer que pour tout n € N,

1+
Zn+1 = 5 Zn -
2. En déduire que pour tout n € N,
1 .
_ nm/4
= e’
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3. En déduire ’expression de a,, et b, en fonction de n.
4. Montrer que la suite (z,) converge vers 0 dans C.

5. Montrer que les séries Y z,, > a, et > b, convergent et calculer leur somme.

Exercice 2.21 Soit (a,) une suite décroissante de réels positifs, tendant vers 0. Pour

tout n > 0, on pose
Sp = Z(—l)kak :
k=0

1. Montrer que les suites (so5,11) et (s2,) sont adjacentes.
2. En déduire que la série Y (—1)"a, converge.

3. Montrer que la série Y (—1)"/(n+ 1) est convergente et qu’elle n’est pas absolu-
ment convergente.

Exercice 2.22 Soit (a,) une suite décroissante de réels positifs, tendant vers 0. Soit
(b,) une suite de complexes. On note (B,) la suite de ses sommes partielles, que 1’on
suppose bornée :

dMeR, VneN, |B,|=bp+b+---+b| <M.

Pour tout n > 0, on pose
n
Sp = Z Qg bk .
k=0

1. Montrer que pour tout n € N :
Sp = Bo(ao — (1,1) + Bl(al — CLQ) +---+ Bnan .

2. Montrer que pour tout n € N,

n

Z |Bi(ax — ap11)| £ M(ap — an41) -
k=0

3. En déduire que la série de terme général B, (a, — a,.1) est absolument conver-
gente.
4. En déduire que la série de terme général a,b, est convergente.

5. Montrer que les séries

sont convergentes.
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2.11 Compléments

Limite sup et limite inf

Quand on définit une notion mathématique, le fait qu’elle refuse de s’appliquer a
certains objets la rend aussitot suspecte. La suite ((—1)") ne converge pas. Serait-ce
que la notion de limite est insuffisante ?

Au contraire de la limite d’une suite, la borne supérieure et la borne inférieure d’un
ensemble existent toujours (elles peuvent étre infinies).

Soit (u,) une suite de réels. Considérons la suite d’ensembles (U,,) ou U, est défini
par :

Up = {ttn, m>n}.
Posons alors :
u, =infU, et u,=supl,,

Comme les ensembles U, sont emboités (U,4+1 C U,), la suite (u,) est croissante,
donc elle admet une limite (éventuellement infinie), par le théoréme 2.4.1. Sa limite
est la limite inférieure de la suite (u,). La limite supérieure est la limite de la suite
(décroissante) .

Définition 2.11.1

1. On appelle limite inférieure de la suite (u,), et on note liminfu, ou limu,, la
quantité

liminfu, = sup{u,, n € N} o2 u, =inf{u,, m >n}.

2. On appelle limite supérieure de la suite (uy), et on note limsupu, ou limu,, la
quantité

limsupu, = inf{#,, n € N} od u, =sup{u,, m>n}.
On retient de facon abrégée que

liminfu, =sup inf u,, et limsupu, = inf sup u,, .
neN m2n neN m>n

La liminf et la limsup existent pour toute suite réelle. Voici trois exemples.

Up, liminfu, limsupu,
sin(n) -1 1
nsin(n) —00 +00
sin(n)/n 0 0

On peut voir la liminf comme la plus petite limite d’une suite extraite de la suite (uy,),
et la lim sup comme la plus grande. Elles peuvent éventuellement étre infinies. On peut
toujours extraire de (u,) deux sous-suites qui convergent vers ces deux limites. Elles
fournissent une caractérisation de la convergence : une suite converge si et seulement
si sa liminf est égale a sa limsup.
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Proposition 2.11.2 Une suite de réels (u,) converge vers l si et seulement si

liminf u, = limsupu, =1.

Démonstration : Ce résultat reste vrai si la suite tend vers fo0o. Nous le démontrons
pour une limite finie. Rappelons la construction de liminf et lim sup, comme limite des
suites u,, et u,, ou

u, =infU, et u,=supl,,

avec
Up = {tp, m>n}.

Démontrons d’abord la condition suffisante. Par construction, la suite (u,) est encadrée
par les suites u,, et uy,.

Uy < Up < Uy -
Si les deux suites (u,,) et (T,) ont la méme limite, alors (u,) converge vers cette limite,
par le théoréme des gendarmes (corollaire 2.5.3).

Réciproquement, si la suite (u,) converge, alors pour tout £ > 0, il existe un entier
no & partir duquel tous les ensembles U, sont inclus dans 'intervalle [| — &,1 + €], ce
qui implique :

l—e<w,<u,<l+e.
Donc,
[ —e <liminfu, <limsupu, <l+¢.

Cet encadrement étant vrai pour tout € > 0, il entraine :

[ = liminfu, = limsup u,, .

Nous avons maintenant les bons outils pour démontrer le théoréme 2.7.3 :

Dans R, toute suite de Cauchy converge.

Démonstration : Soit (u,) une suite de Cauchy dans R. Commengons par montrer que
(un) est bornée. Fixons € > 0. Soit ng tel que pour tout n > ng et pour tout k£ € N :

[Un sk — Un| < €.
En particulier, pour tout & € N,
Upg — € < Upgtk < Upy T €.

La suite (u,) est bornée a partir du rang ngy, donc bornée tout court. Donc pour tout
n, 'ensemble U, = {u,,, m > n} est borné et les quantités u,, = inf U, et u, = sup U,
sont finies. Nous avons déja observé que (u,,) est une suite croissante et (u,) une suite
décroissante, car les ensembles U,, sont emboités. Nous allons démontrer que les suites
(u,) et (@,) sont adjacentes, c’est a dire que

lim w,, —u, =0.

T
n—00
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Fixons € > 0. Soit ng tel que pour tout n > ng et pour tout £k € N :

|un+k - un‘ S

DN ™

En particulier, pour tout & € N,
€ €
uno_iguno+k§uno+§'

Donc pour tout n > ng, Uy, — € est un minorant de I’ensemble U, et u,, + € en est un
majorant. Par définition des bornes inférieure et supérieure :

3
9

Donc u,, — u,, < €, ce que nous voulions démontrer. [l

€ _
un0—§§@n§un§un0+

Dichotomies

Comme application de la proposition 2.4.3 (deux suites adjacentes convergent vers
la méme limite), nous présentons sur deux exemples une technique d’encadrement trés
efficace, la dichotomie (action de partager en deux).

Le premier exemple est un résultat proche de la proposition 1.7.1.

Proposition 2.11.3 Soit f une application continue de lintervalle [0,1] dans lui-
méme. Alors f admet un point fize :

da €0,1], f(a)=a.

Démonstration : La démonstration de la proposition 1.7.1 assurait ’existence, mais
ne fournissait aucun moyen de localiser le point fixe ou de le calculer. Celle que nous
proposons ici en revanche, est constructive : on peut la transformer en un algorithme
pour calculer une valeur approchée du point fixe.

Posons uy = 0 et vg = 1. Si f(ug) = ug, ou si f(vg) = vy, inutile d’aller plus loin, on
a trouvé un point fixe. Sinon, on a forcément f(0) > 0 et f(1) < 1. Examinons le point
1/2 :si f(1/2) = 1/2, le point fixe est trouvé. Si f(1/2) > 1/2, on pose u; = 1/2 et
v1 = . Si f(1/2) < 1/2, on pose u; = uy et v; = 1/2. On itére ensuite la construction.
Supposons que u, et v, ont été construits de sorte que f(un) > u, et f(v,) < v,. On
examine le point x = (u, + v,)/2. si f(z) = z, le point fixe est trouvé. Si f(z) > z, on
POSe Upi1 =T €t Uyy1 = V. Si f(2) <z, on pose Upy1 = Uy €t Vpy1 = .

Plagons nous dans le cas o la procédure se prolonge jusqu’a U'infini (on ne trouve
jamais de point fixe). Vu la maniére dont elles ont été construites, les suites (u,) et
(v,) sont adjacentes : (u,) est croissante, (v,) est décroissante et v, — u, = 27"
Donc elles convergent vers la méme limite a. Comme f est continue les suites f(u,) et
f(vn) convergent vers f(a). Par construction, f(u,) > u,, donc f(a) > a. De méme,
f(vn) < vy, donc f(a) < a. Donc f(a) = a : a est bien un point fixe. O

Voici un résultat beaucoup plus important, démontré également par dichotomie :
le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

o1



Théoréme 2.11.4 De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration : Soit m un minorant et M un majorant de la suite (uy,) :
VneN, m<u, <M.

Posons ag = m et by = M, et ¢(0) = 0. Divisons 'intervalle [ag, by] en deux, et
considérons les deux moitiés : 'une au moins contient une infinité de termes de la suite
(un). Supposons que [ag, “E] contienne une infinité de termes de la suite. On note
a, = ag, by = %, et ¢(1) > 0 un entier tel que ugn) € [ay,by]. Si la premiére moitié
ne contient qu’un nombre fini de termes, on la remplace par I’autre moitié [“"TJ”’O, bo)-
On itére ensuite le procédé, de maniére a construire des intervalles emboités [ag, bk],
de longueur (M — m)/2¥, et des valeurs extraites uy) € [ak, bi]. Les suites (ai) et
(bx) sont adjacentes par construction, donc elles convergent vers la méme limite. Par le
théoréme des gendarmes (corollaire 2.5.3) la suite (u,(k)) converge vers la méme limite
que (ay,) et (by,). O

Fractions continues

Voici une autre situation ot I’on rencontre des suites adjacentes comme approxima-
tions numériques d’un réel. Nous allons construire par récurrence une suite de rationnels
(un) qui encadrent un réel x de maniére optimale, en un sens qui sera précisé plus loin.

On construit d’abord une suite d’entiers (a,) de la fagon suivante. Soit (a) la partie
entiére de . On calcule I'inverse de la partie décimale, 1/D(z) qui est un réel supérieur
a 1. On note a; sa partie entiére. On itére ensuite le procédé, en prenant pour chaque
entier la partie entiére de 'inverse de la partie décimale. Voici ce que cela donne pour
T =T.
7TJ =3 d() =T — Qg

1do] =7 di=1/do—
1dy| =15 dy=1/d; — a
1/ds] =1 d3 =1/d; — a3
1/dy] =292 dy=1/ds—as
1/dy)] =1 ds=1/dy—as

|
I
I
I
I
I

)
a1
D)
ag
Gy
as

Vous pourrez vérifier que la suite (a,) associée & v/2 est (1,2,2,2,...). La suite associée
au nombre d’or ¢ = (1 ++/5)/2 est (1,1,1,1,...).

La suite des entiers ag, a1, as, ... étant donnée, on fabrique une suite de rationnels
U, en reprenant le processus a I’envers.

1
uO=a0,u1=a0+a—,u2=ao+71

1
a1+—
a2
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Le terme général u,, est

Up = Qo + 1
a1 +
ag +

1
. 1
.. + -
Qn
Le terme "fraction continue" est assez clair. Il n’y a pourtant pas de rapport direct avec
les fonctions continues. Il vaudrait mieux dire, comme en anglais, "fraction continuée".
Voici les premiers termes de la suite (u,,) pour z = 7, et la valeur numérique de 7 —
Uy- Le premier terme u; = 22/7 était déja connu des égyptiens comme approximation
de 7.

n| up T — Up
0 3 0.1415926535

1] 2 -0.0012644893

2| 3 (.0000832196
3| 2 —0.0000002668
4 | 193993 (.0000000006
5| 222 —0.0000000003

Les u, s’approchent rapidement de 7, et de plus ils encadrent la vraie valeur : les deux
sous-suites (ugx) et (ugxs1) sont adjacentes. On démontre le résultat suivant.

Théoréme 2.11.5 Soit z un réel et (u,,) la suite des fractions continues associée a .
Les deux suites (ug) et (uggy1) sont adjacentes et convergent vers x.

Pour tout n, notons hy, et b, les deux entiers premiers entre euz tels que u, = hy,/by,.

Alors :
1

< .
bn bn+1

1 - ‘ s,
bn(bn—H + bn) v bn
Cet encadrement montre que l’erreur commise en approchant x par u, est de ’ordre
du carré du dénominateur. La taille du dénominateur est en quelque sorte le prix que
I’on accepte de payer pour une approximation rationnelle de z. On démontre que parmi
les rationnels dont le dénominateur est inférieur ou égal a b,, c’est u, qui est le plus
proche de z. L’approximation par fractions continues est donc la meilleure possible.

Applications contractantes

Le principal probléme des suites récurrentes est que selon la valeur initiale ug et
la fonction F' que l'on itére, tous les comportements sont possibles, méme les plus
sauvages. Pour vous en convaincre, essayez de suivre le plus longtemps possible la toile
d’araignée de la figure 2.4.

Il existe pourtant une situation particuliérement agréable, celle ou ’application ¥
est contractante.
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fix)=4x(1-x)
fx)

FiG. 2.4 — Comportement chaotique d’une suite récurrente.

Définition 2.11.6 Soit p un réel tel que 0 < p < 1. Soit F une application d’un
intervalle I de R dans lui-méme. On dit que F' est contractante de rapport p si pour
tous x et y distincts dans I,

[f(@) = fy)| < plz —yl.
Théoréme 2.11.7 Soit F' une application contractante. Alors F' posséde un point fixe

unique et pour tout ug € I la suite des itérés (F°"(ug)) converge vers ce point fize.

La démonstration sera ’occasion d’utiliser la notion de suite de Cauchy.

Démonstration :

Notons u, = F°"(ug). Nous allons montrer que la suite (u,) est une suite de Cauchy.
Observons que pour tout n € N,

‘un+1 - un| S P|Un - unfl‘ 9
et donc par récurrence,
U1 — Un| < p"[ur — g -

Utilisons I'inégalité triangulaire pour écrire :

[tk = tn| < g1 — tn| 4 [tngo = Unsa[ 4+ + Ungk = Unip-1
< Jug = ul(p" 4 p" T -4 p" Y
= Juy —up|p"(1+p+ -+ p" )
1- pf
_ o al=pt
= |U1 u0|p T 5
[u1 —uo| -,

<
L—p
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Comme p < 1, la suite géométrique (p™) tend vers 0, donc la distance |up,ix — uy|
peut étre rendue arbitrairement petite, pour n assez grand. Donc (u,,) est une suite de
Cauchy.

Par le théoréme 2.7.3, la suite (u,) converge. Soit [ sa limite. La suite (f(u,)) est
telle que :

[f (un) = FD] < Jun = 1] -
Donc (f(uy)) converge vers f(I) (f est continue) et f(I) = I.

S’il y avait deux points fixes différents [ et ', ils seraient tels que
L=V =[fO) = fO) < [1=17,

ce qui est impossible. O

Méthode de Newton

Supposons que 'on souhaite résoudre numériquement 1’équation

f(z)=0.

La méthode consiste & écrire une solution z comme point fixe d’'une fonction F', choisie
de maniére & étre contractante, avec le meilleur rapport de contraction possible sur un
intervalle contenant le point fixe. Supposons que f soit une application dérivable de R
dans R, et que I’on connaisse une valeur z, pas trop éloignée de la solution. L’équation
de la tangente en xy au graphe de f est :

y = f(xo) + (z — z0) ['(20) -
Cette droite coupe l'axe des x au point :

o — f (o)

f'(zo)
Il est raisonnable d’espérer que x; soit beaucoup plus proche de la solution cherchée
que zo. La suite itérative que 'on se propose de calculer est donc (F™(zy)), avec :

f(@)
f'(=)
Par exemple, si on souhaite calculer numériquement /2, on pourra ’écrire comme

solution de ’équation 22 — 2 = 0, et contruire la suite définie par zy = 2 et pour tout
n>0:

1 =2

F(z)=x—

2
z, — 2

2x,

Tn41 = Tp —

La figure 2.5 montre une illustration graphique.

La précision de la méthode est décrite par le théoréme suivant, que nous admettrons.
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5.0

resolution de x*2-2=0

f(x)

4.5
4.0
3.54
3.0
2.5
2.0+
1.5
1.0+
0.5
0.0

-0.5

1.00

1.75

T
2.00

2.25

2.50

Fia. 2.5 — Méthode de Newton.

Théoréme 2.11.8 Soit f une application de R dans R et z un réel tel que f(z) = 0.
On suppose que f est deux fois contindment dérivable sur un intervalle ouvert contenant
z, et que f'(z) # 0. Notons :

f”(z)‘ _

et M:‘f’(z)

Il existe h, 0 < h < 1/M tel que pour tout xy € [z — h, z+ h|, la suite itérative (F™(xy))
est définie et vérifie :

1 n
[F™ (o) — 2| < —(Mlzo — 2[)”" .

7 (2.11.2)

La majoration (2.11.2) traduit une convergence extrémement rapide. Supposons pour
fixer les idées que M = 1 et |rg — 2| = 107!, alors la précision sera de 1072 a la
premiére itération, 10~* a la seconde, 10~ A la troisiéme, et on peut s’attendre a
32 décimales exactes & la cinquiéme itération. Chaque itération double le nombre de
décimales exactes. En ce qui concerne la constante M, il est intuitivement normal que
la méthode soit d’autant meilleure que la dérivée seconde est plus faible (la courbe est
plus proche de sa tangente), et la dérivée plus grande.

Exemple : Reprenons I’équation 22 —2 = 0, en partant de o = 2. Voici les 5 premiéres
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valeurs de la suite (F™(2)), & comparer avec v/2 ~ 1.4142135623730950488.

F(2)
1.5000000000000000000
1.4166666666666666666
1.4142156862745098039
1.4142135623746899106
1.4142135623730950488

O s W N =3

La méthode de Newton est extrémement précise. En revanche, elle nécessite une ini-
tialisation relativement proche de la solution que I'on cherche. Utiliser la méthode a
partir d'un point quelconque peut conduire a des résultats numériquement instables,
dans la mesure ou deux suites récurrentes, méme si elles partent de points trés voisins,
peuvent converger vers des valeurs trés éloignées.

Exemple : Considérons I’équation sin(7nz) = 0, dont les solutions sont les entiers
relatifs. Si f(x) = sin(nz), alors :
sin(7x)

Fla)==- meos(mx)

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de F®(z,) pour quelques valeurs de x, proches
de 0.5, valeur en laquelle f’ s’annule.

T 0.491 0.493 0.495 0.497 0.499 0.501 0.503 0.505 0.507 0.509
F3(x) | —11. —14. —20. —33. —101. 102. 34. 21. 15. 12.
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Chapitre 3

Espaces vectoriels

3.1 Plan vectoriel

Avant de passer aux définitions générales, il est bon de se remettre en téte 'image
familiére du plan vectoriel, méme si les notions que nous allons introduire dépassent
de loin ce cadre.

Etant donnés deux vecteurs v et w, non nuls et non proportionnels entre eux, le
plan vectoriel contenant v et w est ’ensemble des combinaisons linéaires de v et w.

V={Av+pw, \,pueR}.

Les ensembles de vecteurs proportionnels & v ou a w sont des droites vectorielles,
engendrées par v ou w. L’ensemble des vecteurs proportionnels & —2v + w est une
autre droite vectorielle, qui contient en particulier le vecteur 4v — 2w (cf. figure 3.1).

D={\~-2v+w), \eR}.

Il est habituel de représenter les vecteurs dans le plan muni d’un repére orthonormé,
auquel cas ils sont repérés par leurs coordonnées. Chaque vecteur du plan est associé de
facon unique a son couple de coordonnées, qui est un élément de R?. Si les coordonnées
de v sont (z,,y,) et celles de w sont (Zy,yy), alors les coordonnées de 4v — 2w sont
4z, — 224, 4y, — 2y,,) : I'addition des vecteurs et la multiplication par un réel agissent
sur chaque coordonnée.

La droite D engendrée par (—2v + w) s’identifie 4 un ensemble de couples de réels

D={(z,y) €eR, INER, 2= A-27, +20), ¥y=A=2yy + %) } .
On peut aussi écrire cet ensemble sous la forme suivante :
D={(z,2) €R®, 2 (—2yy +yu) =y (=22, +x,) =0} .

Toute équation du type ax + by = 0, admet une droite vectorielle comme ensemble de
solutions, pourvu que a et b ne soient pas tous les deux nuls. Une telle équation est
dite "linéaire".
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—2v+

F1G. 3.1 — Plan vectoriel ; droites vectorielles engendrées par les vecteurs v et w. Droite
engendrée par le vecteur —2v + w.

Nous avons volontairement laissé dans le flou la nature exacte des vecteurs v et w.
Ce qui précéde vaut pour des objets mathématiques quelconques, & partir du moment
ou on peut les ajouter entre eux et les multiplier par un réel : polynomes, suites,
fonctions. . .

3.2 Définition et exemples

Un espace vectoriel est un ensemble sur lequel sont définies

e une addition interne (on peut ajouter entre eux deux éléments de I’ensemble)

e une multiplication externe (on peut multiplier un élément de ’ensemble par un

nombre réel).

Ces deux opérations doivent vérifier certaines propriétés de compatibilité qui sont listées
dans la définition 3.2.1. Pour la multiplication externe, le corps des réels peut étre
remplacé par n’importe quel corps de nombres, par exemple C, sans changer aucun des
énoncés qui suivent.

Définition 3.2.1 On dit que V est un espace vectoriel sur R si V est muni d’une
addition et d’une multiplication externe vérifiant les propriétés suivantes.

e Addition: { VXV — V
(v,w) — v4w

1. Associativité :  Vu,v,w €V, u+(v+w)=(u+v)+w
2. Elément neutre : dee€V , YveV, v+e=e+v=v
3. Opposé : YveV W eV, v+v=v+v=e

4. Commutativité : Yo,w eV, v+w=w+wv
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Ces propriétés font de (V,+) un groupe commutatif.

e Multiplication externe : { ]{Ri\’XU)V : j\/v

5. Associativité : YA\ p€eR, YweV , ANuv)=(Ap)v

6. Elément neutre : Yv eV, lv=vw

7. Distributivité (1) : YA\ peR, YweV, A+p)v=Av+pv
8. Distributivité (2) : VAER, Vo,w eV, A(v+w)=Av+Aw

La proposition suivante nous autorisera a noter 0 I’élément neutre pour ’addition (nous
l’appellerons "vecteur nul") et —v I'opposé de v.

Proposition 3.2.2 Soit V' un espace vectoriel.

1. Le produit par le réel 0 d’un vecteur v quelconque est I’élément neutre pour [’ad-
dition :
YveV, Ov=e.

2. Le produit par le réel —1 d’un vecteur v quelconque est son opposé pour l’addition :

YVwveE, v+ (-1l)v=e.

Démonstration : Notons (provisoirement) v’ 'opposé de v pour I'addition : v +v' = e.
En utilisant les propriétés de la définition 3.2.1 :

Ov = 0Ov+e par 2.
0v+ (v+7) par 3.
0v+ (lv+) par 6.
Ov+1v)+ par 1.
0+1)v+ par 7.

= lv+v =v+0v' =e par6.
Ceci démontre le premier point. Pour le second, il suffit d’écrire
v+ (—Dv=1v+(-)v=>1+(-1)v=0v=ce.

g

[’associativité de 1’addition permet d’écrire (sans parenthéses) des combinaisons
linéaires de vecteurs sous la forme suivante.

)\1”1+"'+)\nvna
ol vy, ..., v, sont des éléments de V' (vecteurs) et Aj, ..., A, sont des réels.

Un espace vectoriel contient toutes les combinaisons linéaires
d’un nombre quelconque de ses vecteurs.

Voici quelques exemples d’espaces vectoriels.
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1. n-uplets : R* = {(x1,... ,24), 21,--. ,2, € R}.
L’ensemble des n-uplets de réels (couples pour n = 2, triplets pour n = 3, ...), est
muni de I’addition et de la multiplication par un réel, coordonnée par coordonnée.
o Addition : (1,2,3,4) + (3, —1,-2,2) = (4,1,1,6)
e Multiplication externe : (—2)(3, -1, —2,2) = (—6, 2,4, —4)

2. suites : RN = {(u,), Vn € N u, € R}.
L’ensemble des suites réelles est lui aussi muni de I’addition et de la multiplication
par un réel, terme & terme.
e Addition : (27") + (3") = (27" 4 3")
e Multiplication externe : (—2) (27") = (—27"")

3. polynomes : R[X] = {ap + a1 X +... + a, X", n € N, (ay, ... ,a,) € R*"}.
L’ensemble des polynomes d’une variable, & coefficients réels est aussi muni na-
turellement d’une addition et d’une multiplication externe.

e Addition : (—1 +2X +3X?) + (3X — X? —2X*) = -1+ 5X +2X? — 2X*
e Multiplication externe : (—2) (3X — X? — 2X*) = —6X 4 2X3 + 4X*

4. applications : R = {f 12— f(z), Vz € R, f(z) € R}.
L’ensemble des applications de R dans R est muni de I’addition des images et de
leur multiplication par un réel.
e Addition : (cos+sin) : x > cos(z) + sin(z)
e Multiplication externe : (—2) cos : z — —2cos(zx)

Il est inutile de s’inquiéter de la quantité de propriétés a vérifier dans la définition
3.2.1. Dans tous les exemples que 'on rencontrera, les opérations sont parfaitement
naturelles et leurs propriétés évidentes. On ne vérifie d’ailleurs jamais les 8 propriétés
de la définition 3.2.1. La raison pour laquelle c’est inutile sera explicitée dans la section
suivante. Remarquons seulement pour I'instant que tous les exemples ci-dessus peuvent
étre mis en correspondance avec ’ensemble des applications de F dans R, pour un
certain ensemble F. Cela va sans dire pour les applications de R dans R. Les n-uplets
de réels peuvent étre vus comme des applications de {1,...,n} dans R. Les suites
sont des applications de N dans R. Nous montrerons plus loin comment les polyndémes
se raménent & des suites. Nous nous contenterons donc de vérifier que I’ensemble des
fonctions de F dans R est un espace vectoriel.

Théoréme 3.2.3 Soit E un ensemble et V = R¥ ’ensemble des applications de E
dans R :

V={v:zeE—uv)eR}.

L’ensemble V' est muni des deux opérations suivantes.
e Addition : (v+w) :z— v(x)+ w(x)
e Multiplication externe : Av : z +— Av(z)
Muni de ces deux opérations, V est un espace vectoriel sur R

Démonstration : Chacune des propriétés requises par la définition 3.2.1 provient d’une
propriété analogue des réels. Plutot que de répéter formellement les énoncés des pro-
priétés, il est plus intéressant de comprendre quels sont les objets que ’on manipule.
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Par exemple, 1’élément neutre pour ’addition, méme si on le note aussi 0 n’est pas le
réel 0 : c’est I'application nulle.

) E — R
"lzeFE — 0

De méme I'opposé de v est 'application qui & z associe —v(x).

. JFE — R
""1z€eE —v(x)

Considérons la propriété 5. de la définition 3.2.1.
VAaueR, YveV, Auv)=Ap)v.

Elle signifie ici :
"si on multiplie par A 'application qui a x associe pv(z), on trouve la méme chose que
si on multiplie par Ay l’application qui & z associe v(z), ¢’est a dire Papplication qui a
x associe (Ap)v(z)" ... ce qui est bien vrai n’est-ce pas?

Nous laissons au lecteur le plaisir de traduire de méme chacune des propriétés de
la définition 3.2.1. O

3.3 Sous-espaces

Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel qui est inclus dans un autre. La
notion prend tout son intérét grace au théoréme 3.3.1, qui affirme qu’un sous-ensemble
est un espace vectoriel, s’il contient toutes les combinaisons linéaires de ses éléments.

Théoréme 3.3.1 Soit V un espace vectoriel et W C V un sous-ensemble non vide
de V. L’ensemble W, muni de [’addition et de la multiplication de V' est un espace
vectoriel, si et seulement si

Vo,we W, VA, peR, Av+pweW. (3.3.1)

Démonstration : Parmi les 8 propriétés de la définition 3.2.1, celles qui ne font intervenir
que le quantificateur V (associativités, commutativité, distributivités), puisqu’elles sont
vraies dans V, restent vraies dans W a cause de (3.3.1). Il suffit donc de vérifier les 2
propriétés impliquant une existence (élément neutre et opposé). Nous devons démontrer
que V contient le vecteur nul, ainsi que 'opposé de tout vecteur. D’aprés le premier
point de la proposition 3.2.2, le vecteur nul s’écrit 0 v pour tout vecteur v de V', donc
pour tout vecteur de W. Il est donc dans W. De méme si v est un vecteur de W, alors
son opposé, qui s’écrit (—1) v d’aprés le second point de la proposition 3.2.2, est aussi
dans W. O

Le résultat suivant découle immédiatement du théoréme 3.3.1.

Corollaire 3.3.2 L’intersection de deur espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
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C’est faux pour la réunion : si v € V et w € W, il n’y a aucune raison que v + w
appartienne a V U W (pensez a deux droites distinctes). La réunion de deux espaces
vectoriels n’est pas un espace vectoriel en général.

Tous les espaces vectoriels que nous rencontrerons sont des sous-espaces vectoriels
d’un certain espace d’applications R” (cf. théoréme 3.2.3). Ils sont en général définis
comme ’ensemble des applications satisfaisant certaines contraintes. Par exemple si on
identifie un polynéme a la suite de ses coefficients, cette suite est nulle a partir d’un
certain rang. Si (u,) et (v,) sont nulles & partir d’'un certain rang, alors (Au, + puvy,)
I’est aussi. Donc les suites nulles & partir d’un certain rang forment un sous-espace
vectoriel de RY.

Une maniére courante de définir un espace vectoriel consiste & imposer une ou
plusieurs contraintes linéaires aux éléments d’'un espace plus grand. Elles sont telles
que si deux vecteurs les satisfont, alors toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs
les satisfont aussi. Voici un catalogue d’exemples, pour différents espaces vectoriels.
Dans chacun des tableaux qui suivent, la colonne "linéaire" contient des contraintes qui
définissent effectivement un sous-espace vectoriel. La colonne "non linéaire" contient
des contraintes telles que ’ensemble qui les satisfait n’est pas un espace vectoriel.

vecteurs de R?

= (z,y) € R?
Linéaire Non linéaire
z=20 r=1

3 —2y=0| 322 —-2¢>=0
2z +3y =0 |sin(3z+2y) =0

vecteurs de R?
= (v,y,2) € R
Linéaire Non linéaire
20 +3y—2=0 | 222 +3y2—22=0
z=0ety4+2z=0|2=00uy+2=0
r=y=0 r=y=1

suites réelles

(up) € RY
Linéaire Non linéaire
(uy) converge (u,) ne converge pas
(uy) est bornée (uy) est croissante
(un) tend vers 0 (uy,) tend vers +oo
> u, converge > u, ne converge pas
du, =0 du, =1
Vn>0, U1 =2u, | Yn >0, Uy = 2u, +1
dng, Yn >ng, u, =0 | dng, Yn > ng, u, >0
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Polynoémes
P € R[X]
Linéaire Non linéaire
P est de degré <5 P est de degré 5
P(X)=P(-X) P est de degré pair
P+ P =0 P2+ P =0
P(2)=0 P(2)=1
P2)=0et P'(2)=0| P(2)=0et P'(2) =1

Fonctions de R dans R

f iz f(x)

Linéaire

Non linéaire

f est bornée
f est continue en 0
f est dérivable en 1
f est dérivable en 0 et f'(0) =0

f continue sur [0,1] et [ f(z)dz =0

f n’est pas bornée
| f| est continue en 0
f2 est dérivable en 1
f est dérivable en 0 et f'(0) =1

f continue sur [0,1] et [ f(z)dz =1

3.4 Combinaisons linéaires

Un sous-espace vectoriel contient non seulement toutes les combinaisons linéaires
de deux vecteurs mais toutes les combinaisons linéaires d’'un nombre quelconque de
vecteurs : pour tout entier n, pour tous vecteurs vq,...,v, de W, et pour tous réels
Alyeee s A,

MU+ o+ ANv, €W

Une des maniéres de fabriquer un sous-espace vectoriel est de partir d'un ensemble

quelconque d’éléments (dans ce cas on dit une "famille"), puis de lui ajouter toutes les
combinaisons linéaires de ces éléments.

Définition 3.4.1 Soit V un espace vectoriel et F' une famille (finie ou non) de vecteurs
de V. On appelle sous-espace engendré par F' [’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires d’éléments de F'.

Pour vérifier que ’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de F' est bien un es-
pace vectoriel, il suffit d’observer qu’une combinaison linéaire de combinaisons linéaires
est encore une combinaison linéaire.

Voici une premiére application de la notion de sous-espace engendré.

Définition 3.4.2 Soient V et W deux espaces vectoriels. On appelle somme de V' et
W, et on note V.+ W [’espace engendré par VUW. Si VNW = {0}, on dit que la
somme est directe, et on la note V@ W.

La justification du terme "somme" et l'intérét de cette notion résident dans la propo-
sition suivante.

Proposition 3.4.3 Soient V et W deuz espaces vectoriels.
L. V+W={v+w,veV, weW}
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2. SiVnW = {0}, alors pour tout vecteur u dans V& W il existe un unique couple
de vecteurs (v, w), tels quev €V, w € W et u = v + w.

La figure 3.2 illustre la notion de somme directe.

F1G. 3.2 — Somme directe d’espaces vectoriels et décomposition d’'un vecteur de la
somme.

Démonstration : Tout vecteur de la forme v + w, ol v € V et w € W appartient a
I’espace engendré par V U W. Réciproquement I'espace engendré par V U W est formé
de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de V' U W. Mais une telle combinaison
linéaire peut s’écrire comme la somme de deux combinaisons linéaires : I’'une ne contient,
que des éléments de V', et appartient donc & V', I’autre ne contient que des éléments de
W, et appartient donc & W.

Dans le cas ou la somme est directe, ’existence de la décomposition u = v + w
découle de ce qui précede. Nous devons donc démontrer ’'unicité. Supposons u = vy +
Wy, = Vg + Wy, avec v1,vy € V et wy,wy € W. On a donc v; — vy = w; — wy, donc les
deux vecteurs v; — vy et w; — wy appartiennent a la fois & V' et & W. Par hypothése,
VNW = {0}, donc v; = v, et w; = wo. O

Soit F' une famille finie : F' = {vy,...,v,}. L’espace vectoriel engendré par F est
{ Mo+ -+ Mo, Ay, €R G
Pour n = 1, I’espace engendré par un seul vecteur v (non nul) est une droite vectorielle :
{Av, AeR} .

Pour n = 2, 'espace engendré par deux vecteurs v et w (non proportionnels) est un
plan vectoriel :
{Av+pw, \,ueR}.

L’espace vectoriel R* est engendré par les n vecteurs

(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1).
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En effet, on peut écrire tout vecteur (z1,xo,...,z,) de R”, comme la combinaison
linéaire :

z1(1,0,...,0)+ 25 (0,1,...,0)+---+2,(0,0,...,1).
La famille {1, X, X% X3} engendre 'espace vectoriel des polynoémes de degré < 3.

La famille {1, X%, X4, ..., X?" ..} engendre I'espace vectoriel des polynomes formés
uniquement de monomes de degrés pairs.

Deux familles de vecteurs différentes peuvent engendrer le méme espace vectoriel.
Par exemple R? est engendré par

F:{(I,O), (051)}5

malis aussi par
G={(11),(1,-1)}.

En effet, tout vecteur (z,y) s’écrit :

Tr+y
2

(1,1) +$2J(1,—1).

(z,y) =

Définition 3.4.4 Soit V un espace vectoriel et F' une famille d’éléments de V. On dit
que F' est une famille génératrice si l’espace engendré par F' est égal a V.

Par exemple F' = {(1,0), (0,1)} et G = {(1,1), (1, —1)} sont deux familles génératrices
de R?. Par contre {(0,1), (0,2)} n’est pas une famille génératrice de R?.
Les familles suivantes sont aussi des familles génératrices de R?.

{(1,0),(0,1), (1, 1)}, {(1,1), (1, =1), (0, 1)}, {(1,0),(0,1), (1,1), (1, =1)}, .

Par rapport & F et G, elles contiennent des vecteurs superflus. Si dans une famille de
vecteurs, un vecteur est combinaison linéaire des autres, on peut ’enlever de la famille
sans changer I’espace engendré. Une famille de laquelle on ne peut rien enlever sans
changer I’espace engendré est une famille libre. Nous n’utiliserons cette notion que pour
des familles finies.

Définition 3.4.5 Soit F' = {vq,...,v,} une famille finie de vecteurs. On dit que F
est une famille libre si pour tous A\, ..., \, € R,

)\IU1+...+)\HU":0 — )\1:"':)\71:0'

Elle est dite liée dans le cas contraire.

Si {v1,... ,v,} est libre, on ne peut pas avoir
V1 :A2U2+"'+)\nvn .

Aucun élément d’'une famille libre ne peut étre combinaison linéaire des autres. Dans
R?, la famille {(0,1),(0,2)} est liée. Dans I’ensemble des applications de R dans lui-
méme, la famille {1, cos?(z), cos(2x)} est liée.

67



A T'inverse, les familles F' = {(1,0),(0,1)} et G = {(1, 1), (1, —1)} sont deux familles
libres de R?. Dans R”,

{(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)}

est une famille libre.
Nous rassemblons dans la proposition suivante d’autres exemples.

Proposition 3.4.6

1. Soient dy, ... ,dy k entiers distincts deur ¢ deux. Pour touti=1,... ,k, soit P,
un polynome de degré d;. Alors {P,..., Py} est une famille libre dans l’espace

vectoriel des polynomes.
Ezemple : {1, X? X*}.

2. Soient ry,...,ry k réels distincts deuz & deuz. Alors {(r}),...,(r})} est une
famille libre dans [’espace vectoriel des suites.

Ezemple : {(1), (—1)™, (2")}.
3. Soient rq,...,r; k réels strictement positifs, distincts deur & deuzr. Pour tout
i =1,...,k, notons f; la fonction x — €"®. Alors {fi1,..., fx} est une famille

libre dans ’espace vectoriel des fonctions de R dans R.
Ezemple : {e %, 1,¢€" }.

Démonstration : Les 3 démonstrations se font par récurrence sur k. Pour initialiser
les récurrences, observons que la famille formée d’un seul vecteur non nul est toujours
libre, quel que soit I'espace.

1. Sans perte de généralité, supposons que les polynémes ont été rangés par ordre
croissant de leurs degrés. Si Ay P| + - -- + A\ Py = 0, alors le coefficient du terme
de plus haut degré est nul, donc A\, = 0. D’ou1 le résultat, par récurrence.

2. Supposons que les réels r; ont été rangés par ordre croissant. Supposons que la
suite de terme général A; r + -+ + Ay} soit nulle. Puisque r; est strictement
supérieur a tous les autres r;,

1
lim —n()\lT?'f"f‘)\kT'Z):)\k,

n—0o0 1)

donc A\, = 0. D’ou le résultat, par récurrence.

3. Supposons que les réels r; ont été rangés par ordre croissant. Supposons que la
fonction x +— Ay e P+ .+ X\, €™ ® soit nulle. Puisque 7, est strictement supérieur
a tous les autres 7;,

lim (A e™ 4o XA e™ M) = Ay,

n—oo eTk T

donc A\, = 0. D’ou le résultat, par récurrence.

68



3.5 Bases

Nous nous préoccupons dans cette section uniquement d’espaces de dimension finie.

Définition 3.5.1 On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il est engendré
par un nombre fini de vecteurs.

Toutes les familles, qu’elles soient génératrices, libres ou les deux, sont désormais finies.
Voici deux observations symétriques.

1. Si on ajoute un vecteur a une famille génératrice, alors elle ne peut plus étre libre.
En effet, tout vecteur ajouté est forcément combinaison linéaire des précédents,
ce qui n’est pas possible dans une famille libre.

2. Si on enléve un vecteur a une famille libre, alors elle ne peut plus étre génératrice.
En effet, le vecteur que 'on vient d’enlever n’est pas combinaison linéaire des
autres, donc il n’est pas dans ’espace engendré par les autres.

Pour une famille de vecteurs, le fait d’étre a la fois génératrice et libre est donc une
situation intermédiaire.

Définition 3.5.2 On appelle base toute famille a la fois génératrice et libre.

Nous avons déja rencontré plusieurs bases. Les familles {(1,0), (0,1)} et {(1,1),(1,-1)}
sont deux bases de R?. Dans R,

{(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)}

est une base, que l'on appelle la base canonique. La famille {1, X, X? X3} est une
base de I’espace vectoriel des polynémes de degré < 3. La proposition suivante nous
permettra de parler de bases en étant assurés de leur existence. Sa démonstration
montrera aussi qu’on peut extraire une base de toute famille génératrice.

Proposition 3.5.3 Dans un espace vectoriel de dimension finie, il existe une base.

Démonstration : Soit {vy, ..., v,} une famille génératrice. On peut considérer que les
v; sont non nuls (le vecteur nul n’engendre que lui-méme). Parmi les sous-ensembles
de {vi,...,v,}, considérons ceux qui sont des familles libres, et choisissons parmi
eux une famille libre ayant le plus grand nombre d’éléments. Notons m ce nombre
d’éléments maximal. Quitte a changer I'ordre des v;, on peut décider que {v1, ..., v}
est une famille libre. Puisque le nombre m est maximal, les vecteurs v,11,... 0,
sont combinaison linéaire de v1, ... ,v,,. Donc tout vecteur est combinaison linéaire de
{v1,... ,um}. Donc {v1,... ,v,} est & la fois génératrice et libre : c’est une base. [

Le résultat principal de cette section est le suivant.
Théoréme 3.5.4 Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont le
méme nombre d’éléments.
Démonstration : La partie difficile de la démonstration réside dans le lemme suivant.

Lemme 3.5.5 5% un espace posséde une famille génératrice a n éléments, alors toute
famille de n + 1 éléments est liée.
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Admettons ce lemme pour l'instant. Si deux bases B; et By ont pour cardinaux n; et
ng, alors ny < ny d’aprés le lemme, car B; est génératrice et By est libre. De fagon
symétrique, puisque B, est génératrice et By est libre, ny < ng. Donc ny = ng, et le
théoréme est démontré.

La démonstration du lemme se fait par récurrence sur le cardinal de la famille
génératrice. Supposons que l’espace admette une famille génératrice & un seul élément
v. C’est une droite vectorielle : tous les vecteurs sont proportionnel & v. Deux vecteurs
quelconques s’écrivent Av et pv, et ils sont liés car p(Av) — A (pv) = 0.

Supposons maintenant que le résultat du lemme est vrai pour une famille génératrice
de n vecteurs. Nous voulons passer au rang n + 1. Considérons un espace engendré par
les vecteurs vy, ... ,v,41 et une famille de n 4+ 2 vecteurs {wy, ... ,w,2}. Nous devons
montrer qu’elle est liée.

Chacun des w; est combinaison linéaire des v;. Dans ces combinaisons linéaires,
isolons la partie concernant v, .

Vi=1,...,n+2, w;=w,+ \Uyt1,

ol w, appartient au sous-espace engendré par {vi,...,v,}. Si tous les \; sont nuls,
cela signifie que les n 4+ 2 vecteurs w; sont tous dans le sous-espace engendré par
{v1,...,v,}. La famille est donc liée, par application de I’hypothése de récurrence.
Supposons maintenant que I'un des ); est non nul, par exemple \; # 0. Alors v,
s’écrit :

1
!
Unt1 = (w1 — w})
AL
Donc,
Vi =2 2 g !
1=2,...,n+2, wz—wl—i—)\—(wl wy) ,
1
soit,
A Ai
. ! ()
Vi=2,...,n+2, wi—)\—wlzwi—)\—wl.
1 1

Les n+1 vecteurs w; — :\\—;’wi, qui appartiennent a 1’espace engendré par vy, ... , v,, sont
liés, d’apres I’hypothése de récurrence. Donc il existe a;, ... ,a,11 tels que

n+2

Z Ai

(67 w; — /\—wl =0.

=2 1

Ceci entraine que wy, . .. , W,y sont liés, ce qui achéve la démonstration du lemme. [

Le théoréme 3.5.4 permet de définir rigoureusement la notion de dimension.

Définition 3.5.6 Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension
de V' le nombre d’éléments commun a toute base de V.

Les espaces de dimension 1 sont les droites vectorielles, ceux de dimension 2 sont les
plans vectoriels. L’espace R"” est de dimension n. Les sous-espaces de dimension n — 1
dans R" s’appellent les hyperplans.
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Si on connait la dimension de ’espace, il est facile de vérifier si une famille de
vecteurs est ou non une base, grace a la proposition suivante.

Proposition 3.5.7 Dans un espace vectoriel de dimension n :
1. toute famille libre a au plus n éléments,
2. toute famille libre de n éléments est une base,
3. toute famille génératrice a au moins n éléments,
4. toute famille génératrice de n éléments est une base.

Démonstration : Le premier point découle directement du lemme 3.5.5 : toute famille
ayant au moins n + 1 vecteurs est liée.

Pour le second point, si v est un vecteur quelconque de 'espace et {vy,...,v,}
est libre, alors, {vy,...,v,,v} est forcément liée d’aprés le premier point, donc v est
combinaison linéaire de vy, ... ,v,. Donc {vq,...,v,} est génératrice : c’est une base.

Pour le troisiéme point si une famille génératrice avait n — 1 éléments, alors par le
lemme 3.5.5 toute famille de n éléments serait liée, et donc aucune base ne pourrait
avoir n éléments.

Le quatriéme point découle de la démonstration de la proposition 3.5.3. Si une
famille est génératrice, un de ses sous-ensembles est une base. Si la famille génératrice
a n éléments, la base extraite ne peut étre que la famille elle-méme. ]

La dimension de I’espace engendré par une famille de vecteurs est le rang de cette
famille.

Définition 3.5.8 On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension de [’espace
vectoriel qu’elle engendre.

Nous verrons dans le chapitre 5 un moyen systématique de calculer le rang d’une famille
finie de vecteurs. Contentons nous pour 'instant des observations suivantes, déduites
de la proposition 3.5.7.
e Le rang d’une famille de n vecteurs est au plus n.
e Le rang d’une famille de n vecteurs est n si et seulement si cette famille est libre.
e Le rang d’une famille de n vecteurs est n si et seulement si cette famille est une
base de I'espace vectoriel qu’elle engendre.
Pour déterminer le rang d’une famille de vecteurs, on la transforme par des opérations
successives, décrites dans la proposition 3.5.9.

Proposition 3.5.9 Deux familles de vecteurs déduites 'une de l’autre par les opéra-
tions suivantes engendrent le méme sous-espace.

1. Ajouter a un vecteur une combinaison linéaire des autres.

2. Supprimer un vecteur nul ou combinaison linéaire des autres.

Démonstration : Considérons une famille {vq,... ,v,} de vecteurs. Soient Ay, ..., \,
des réels fixés, et posons

Vi =v1F Aava o+ Ay
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Nous devons démontrer que les sous-espaces engendrés par les familles {v1, vy ..., v,}

et {v],vq,...,v,} sont les mémes. Toute combinaison linéaire de v}, v, . .. , v, est aussi
combinaison linéaire de vy, v, ... ,v,. Réciproquement, comme
!
V1 =V — AU — = Ap Uy,
toute combinaison linéaire de vy, vy, ... ,v, est combinaison linéaire de v, vs,... ,v,.

D’ou le premier point.
Le deuxiéme point est aussi facile. Si v; s’écrit

V1 =AU+ AU,

alors toute combinaison linéaire de wvi,vs,...,v, est aussi combinaison linéaire de
Vg, ... ,Un. On peut donc retirer v; de la famille sans modifier le sous-espace engendré.
O

Pour illustrer la méthode, nous allons déterminer le rang de la famille suivante de
vecteurs de R3.

{v1,v9,v3,v4} ={(1,2,-1),(-3,-6,3),(2,1,3),(8,7,7) }

On garde un vecteur de référence, puis on ajoute & chacun des autres un vecteur
proportionnel au vecteur de référence, de maniére & annuler une des coordonnées. Ici,
gardons v; comme vecteur de référence, et remplagons vy, v3, v4 respectivement par
v9 + 3v1, v3 — 2v1, v4 — 8vy. La nouvelle famille est

{(1,2,-1),(0,0,0),(0,-3,5),(0,-9,15) },

et elle a le méme rang que l'ancienne. On peut supprimer le second vecteur, qui est
nul, et le quatriéme, qui est proportionnel au troisiéme. Il reste la famille

{ (1’2’ _1)’ (Oa _35 5) } )

dont on vérifie facilement qu’elle est libre. Donc elle engendre un espace de dimension
2. Donc le rang de la famille initiale était 2.

L’intérét des bases est qu’elles permettent d’identifier tout espace de dimension finie
a R", grace a la notion de coordonnées.

Théoréme 3.5.10 Soit V un espace de dimensionn et B = {by,... ,b,} une base de
V. Pour tout vecteur v € V il existe un n-uplet de réels (x1,...,x,) unique tel que :

v=x1b1+---+x,b, .

Les réels x1, ... ,x, sont les coordonnées de v dans la base B. Par exemple les coordon-
nées de (2,3) dans la base {(1,0),(0,1)} sont 2,3. Dans la base {(1,1), (1,—1)}, ses
coordonnées sont g, —%. Les coordonnées de (x1, ... ,z,) dans la base canonique de R”
sont x1,...,T, (d’oi le nom de "canonique"). Les coordonnées du polynéme X — 2.X?
dans la base {1, X, X2, X3} des polynomes de degré < 3 sont 0,1, —2,0.

Le théoréme suivant, dit "théoréme de la base incompléte" montre qu’on peut fabri-
quer une base en complétant une famille libre par les éléments d’une famille génératrice.
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Théoréme 3.5.11 Soit V un espace vectoriel de dimension finie, L une famille libre,
et G une famille génératrice. Alors V admet une base B telle que

LcBCLUG.
La démonstration est proche de celle de la proposition 3.5.3.

Démonstration : On considére I'ensemble (fini) de toutes les familles libres contenant
L et incluses dans L U G. Dans cet ensemble, on choisit une famille ayant le plus
grand nombre possible d’éléments. Appelons-la B. Nous allons démontrer que B est
génératrice. Soit v un élément de G. La famille B U {v} n’est pas libre, par définition
de B. Il s’ensuit que v est combinaison linéaire des éléments de B. Mais si tous les
éléments de G sont des combinaisons linéaires d’éléments de B, alors il en est de méme
de tout vecteur de I'espace V, puisque G est génératrice. Donc B est génératrice. [

On utilise le théoréeme 3.5.11 le plus souvent sous la forme affaiblie suivante.

Corollaire 3.5.12 Soit V un espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit k un
entier tel que 1 < k < n et {by,...,bx} une famille libre dans V. Il existe n — k
vecteurs ci,. .. ,Cnh_y tels que

{bl,... ,bk,Cl,... ;Cn—k}

soit une base de V.

Le corollaire 3.5.12 entraine que tout sous-espace vectoriel de dimension finie admet
un supplémentaire, au sens suivant.

Proposition 3.5.13 Soit U un espace vectoriel de dimension finie, et V un sous-
espace vectoriel de U. Il existe un sous-espace vectoriel W tel que

U=Veoell.
Démonstration : Soit n la dimension de U, k < n celle de V. Soit B = {by,...,bx}
une base de V. Vue comme famille d’éléments de U, B reste une famille libre. On peut
donc la compléter par n — k vecteurs cy, ..., c,_j de sorte que

{bla"' ’bkacla"' ’cn—k}
soit une base de U. Tout élément u de U s’écrit de fagon unique sous la forme
u:$1b1+"'+$kbk+y101+"'+yn_kcn_k .

Notons W le sous-espace engendré par {ci,...,c,}. Tout élément u de U est bien la
somme d’un élément v de V' et d’un élément w de W, avec :

V==o1by+ -+ x4 b W=y + +YpkCntk-

L’intersection de V' et W est réduite au seul vecteur nul, car B est une famille libre. []
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Un sous-espace vectoriel W tel que U =V @& W s’appelle un supplémentaire de V
dans U. Il découle de la proposition 3.5.13, que si W est un supplémentaire de V', alors
la somme des dimensions de V' et W est la dimension de U.

U=VoeW = dmU=dimV +dim W .

Voici une relation plus générale entre les dimensions.

Théoréme 3.5.14 Soient V et W deux sous-espaces d’un méme espace vectoriel.
Alors :
dmV +W =dim V +dim W —dim VN .

Démonstration : Choisissons un supplémentaire W’ de V N W dans W. La somme de
Vet W' est directe, car W' N (VNW)=W'NV = {0}. Donc :

V+W=VeW,
Or dim W' = dim W — dim V N W. Donc :
dm V+W=dmV+dm W —dim VW .
O

Dans un espace de dimension 3, une droite vectorielle (dimension 1) a pour sup-
plémentaire un plan vectoriel (dimension 2). L’intersection de deux plans vectoriels est
une droite vectorielle : 3 =2+ 2 — 1.

3.6 Récurrences linéaires d’ordre deux

Comme application des notions de ce chapitre, nous proposons d’étudier I’ensemble
des solutions de I’équation de récurrence suivante :

(E) VneN, Upio=aUyi1+ Buy,,

ou « et B sont deux réels fixés. L’exemple le plus simple est I’équation définissant les
nombres de Fibonacci, 4,10 = un41 + un- Nous notons V' I’ensemble des suites de réels
qui vérifient (E). Dire que (E) est linéaire revient a dire que V est un espace vectoriel.

Proposition 3.6.1 L’ensemble V des suites de réels vérifiant (E) est un espace vec-
toriel de dimension 2.

Démonstration : Commencons par vérifier que V' est un sous-espace vectoriel de I’en-
semble des suites de réels. Nous en donnerons ensuite une base.
Soient (uy,) et (v,) deux suites vérifiant (E), A, u deux réels.

Unt2 = QUpi1 + BUun €6 Uppo = avpyr + By

impliquent
Mip g2 + fWnt2 = & (AUng1 + png1) + B (Aup + pog)
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Donc (Au, + pv,,) vérifie (E). D’ou le résultat en appliquant le théoréme 3.3.1.

Considérons maintenant les deux suites (b,) et (b)), vérifiant (F) et telles que
b():l, b1=0 et b6=0, bllzl

Soit (u,) une suite quelconque vérifiant (). La suite (u,,) est définie de fagon unique par
la donnée de ug, u; € R et I’équation (F). Donc la suite (u,) est égale a la combinaison
linéaire ug(by,) +u1 (b)) : la famille {(b,,), (b],)} est génératrice. Supposons que (u,) soit
la suite nulle. Alors ug = u; = 0. Donc la famille {(b,), (b))} est libre : ¢’est une base.
U

Pour trouver une expression explicite aux solutions de (£), nous allons trouver une
autre base. Nous commencons par écarter le cas oi a = 3 = 0 : dans ce cas, les suites
solutions de (E) sont nulles & partir du rang 2. Nous supposons désormais que « et
B ne sont pas tous les deux nuls. Cherchons quelles suites géométriques vérifient (E).
Supposons que (™) vérifie (E). Alors,

VneN, r"P=qar"t £ 5",

C’est vrai si r est nul, ou bien s’il est solution de I’équation du second degré suivante,
qu’on appelle I’équation caractéristique associée.

(ECA) rP=ar+p.

Théoréme 3.6.2 Si [’équation caractéristique associée a

1. deuz racines réelles distinctes vy et ro, alors {(r]), (rh)} est une base de V' :
V={\r] +pry), (\p) eR}.

2. une racine double r, alors {(r™), (nr™)} est une base de V' :
V={(\r"+punr"), (\pu) € R*}.

3. deuz racines complezes conjuguées pe® et pe=? alors {(p™ cos(nh)), (p" sin(nh))}
est une base de V' :

V = {(Ap"cos(nf) + pp"sin(nd)), (A, u) € R*} .

Démonstration : Puisque 'espace vectoriel V' est de dimension 2, il suffit dans chacun
des trois cas de montrer que les deux suites proposées vérifient (E) et forment une
famille libre.

Dans le premier cas, les deux suites vérifient (E) car 71 et 75 sont racines de (ECA).
Pour montrer qu’elle forment une famille libre, supposons que la suite (Ar} + urf) soit
nulle. Les deux premiers termes sont :

A+pu=0 et Ari+pury=0
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Puisque 71 # 19, ce systéme de deux équations a une solution unique, A = y = 0.

Dans le second cas la racine double est 7 = «/2 et elle est non nulle, lecasa = =0
étant écarté. Il est évident que (r™) vérifie (E). On le vérifie facilement pour (nr™). Pour
montrer que la famille est libre, supposons que la suite (Ar™ + pnr™) soit nulle. Les
deux premiers termes sont :

A=0 et Ar+pur=0.

Donc (puisque 7 # 0), A = p = 0.

Traitons maintenant le dernier cas : (FCA) a deux racines complexes conjuguées
pe®? et pe=®. Les suites (complexes) (p"e™?) et (p"e ") vérifient (F). Leur somme et
leur différence sont :

pre™® 4+ pte 0 = 2" cos(nf) et pe™? — ple ™ = 2ip"sin(nd) .

On en déduit que les deux suites proposées vérifient (F). Pour montrer que la famille est
libre, supposons que la suite (Ap™ cos(nf) + pp™ sin(nf)) soit nulle. Les deux premiers
termes sont :

A=0, Apcos(d)+ pupsin(d) =0.

On en déduit donc que ppsin(f) = 0, donc g = 0 car psin(f) est non nul (sinon les
racines de (EC A) seraient réelles). O

Comme premier exemple, considérons ’équation définissant les nombres de Fibo-
nacci :

(E) Yn €N, Upio = Uy + Uy -

L’équation caractéristique associée est
(ECA)  r*=r+1.
Elle a deux racines réelles distinctes, ¢ et —1/¢, ou ¢ est le nombre d’or :

_1+V5 1 _1-V5

2 T 2

¢

L’ensemble des suites réelles vérifiant (E) est donc

L) e (7)) ey

Les nombres de Fibonacci sont définis par (F), avec ug = 1 et u; = 1. Pour calculer
les coordonnées A et p de cette suite, il faut résoudre le systéme

{)\—f-u =1
Ap—p/op =1
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On en déduit I'expression suivante du n-iéme nombre de Fibonacci :

Up = ﬁ ((1 FVE)M - (1 — \/g)n+1> '

(Persuadez-vous que u, est bien un entier!)

Considérons maintenant I’équation suivante.
(E) Vn € N, Upio= —Upi1 — Uy -
L’équation caractéristique associée est :
(ECA) rP=—r—1.

Ses racines sont :

1 \/g i27/3 = 1 \/g —i27/3

| =—-t+i——=e€ et j=———i—=e
I S R
Toute solution réelle de I’équation de récurrence s’écrit :

(un) = (A cos(n2m/3) + p sin(n27/3)) .

Les solutions sont périodiques de période 3.

3.7 Exercices

Exercice 3.1 Parmi les sous-ensembles suivants de I’espace vectoriel R?, lesquels sont
des sous-espaces vectoriels, lesquels ne le sont pas et pourquoi ?

1. J une droite quelconque

2. X une droite contenant (0,0, 0)

3. [ un plan quelconque

4. X un plan contenant (0,0, 0)

5. [0 une sphére

6. [Jun cone

7. X ensemble des triplets (z,y, z) tels que z =0

8. O ensemble des triplets (z,y,z) tels que z +y =1

9. X ensemble des triplets (z,y,2) telsque z =0et x +y+2=0
10. [ ensemble des triplets (z,y,2) telsquex =0 et z +y+2=1
11. O ensemble des triplets (z,y, z) tels que sinz = 0
12. X ensemble des triplets (z,y, z) tels que x =y = z
13. O ensemble des triplets (z,y, z) tels que |z| = |y| = ||
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Exercice 3.2 Parmi les sous-ensembles suivants de I’espace vectoriel des suites réelles,
lesquels sont des sous-espaces vectoriels, lesquels ne le sont pas et pourquoi ?

1.

® NS O N

9.

X ensemble des suites bornées.

[] ensemble des suites décroissantes a partir d’un certain rang.
X ensemble des suites périodiques.

X ensemble des suites convergeant vers 0.

[ ensemble des suites monotones.

O ensemble des suites équivalentes a 1/n.

X ensemble des suites dominées par 1/n.

X ensemble des suites négligeables devant 1/n.

[] ensemble des suites dont le terme général est < 1 & partir d’un certain rang.

Exercice 3.3 Parmi les sous-ensembles suivants de ’espace vectoriel des polyndmes,
lesquels sont des sous-espaces vectoriels, lesquels ne le sont pas et pourquoi ?

1.

® N o o W

X ensemble des polynomes de degré 0.

[l ensemble des polyndémes de degré 3.

X ensemble des polynomes dont le terme constant est nul.
(1 ensemble des polynomes a coefficients positifs ou nuls.
X ensemble des polyndémes multiples de X — 1.

[] ensemble des polynomes multiples de X — 1 ou X + 1.
X ensemble des polynomes multiples de X —1 ou X2 — 1.

[0 ensemble des polyndémes contenant uniquement des monomes de degrés im-
pairs.

X ensemble des polynémes dont la dérivée est soit nulle, soit formée uniquement
de mondmes de degrés impairs.

Exercice 3.4 Parmi les sous-ensembles suivants de I’espace vectoriel des applications
de R dans R, lesquels sont des sous-espaces vectoriels, lesquels ne le sont pas et pour-

quoi ?
1.

© 0 N oW

X ensemble des fonctions telles que f(0) = f(1).

O ensemble des fonctions telles que f(0) = 1.

X ensemble des fonctions nulles sur I'intervalle [0, 1].

O ensemble des fonctions croissantes.

O ensemble des fonctions f telles que f(z) = f?(—x).

X ensemble des fonctions périodiques de période 27.

X ensemble des fonctions f telles que la suite (f(n)) tend vers 0.

X ensemble des fonctions dérivables sur f telles que fol f(z)dz = 0.

O ensemble des fonctions dérivables sur f telles que fol cos(f(x))dx =0.
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Exercice 3.5 Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi ?

1. O L’intersection de deux sous-espaces vectoriels peut étre vide.

2. O Si un ensemble contient toutes les droites vectorielles engendrées par ses vec-
teurs, c’est un espace vectoriel.

3. X Si un ensemble contient tous les plans vectoriels engendrés par deux de ses
vecteurs, c’est un espace vectoriel.

4. [0 Si un ensemble contient la somme de deux quelconques de ses vecteurs, c’est
un espace vectoriel.

5. X Si I'intersection de deux sous-espaces vectoriels est réduite au vecteur nul, alors
leur somme est directe.

Exercice 3.6 Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1. X C est un espace vectoriel de dimension 2 sur R.

2. O L’ensemble des polyndmes réels de degré < 3 est un espace vectoriel de dimen-
sion 3 sur R.

3. X L’ensemble des suites réelles, constantes ou bien périodiques de période 3, est
un espace vectoriel de dimension 3 sur R.

4. X L’ensemble des polynomes a coefficients complexes de degré < 3 est un espace
vectoriel de dimension 8 sur R.

5. O L’ensemble des fonctions de R dans {0, 1} est un espace vectoriel de dimension
2 sur R.

6. X L’ensemble des fonctions de {0, 1} dans R est un espace vectoriel de dimension
2 sur R.

Exercice 3.7 Parmi les familles suivantes de vecteurs de R*, lesquelles sont généra-
trices ?

1. O/
2. ) {
3. 0{
4. R {

1,1,0),(0,1,1)}

0,0,1),( ,1,1) (1,1,1)}
0,1,-1),(1,0,-1),(1,—-1,0)}
0,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(1,2,1)}

0
0

~~ Y~

Exercice 3.8 Parmi les familles suivantes de vecteurs de R*, lesquelles sont généra-
trices ?

1. O{
2. ®{
3. 0{
4. R{

0,1,-2,1),(1,-1,0,3),(~2,7, 10, 1)}
0,0,0, 1),(0 0,1,1) (0,1,1,1),(1,1,1,1)}
0,1,-1,0), (1, ,0), (1,-1,0,0),(0,0,0,1)}
1,1,1,2) (1,1,2,1) (1,2,1,1) (2,1,1,1)}

~ Y~

Exercice 3.9 Parmi les familles suivantes de vecteurs de R?, lesquelles sont libres ?
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1. ®{
2. ¥ {
3. 0{
O{

1,1,0),(0,1,1)}
0,0,1),(0,1,1) (1,1,1)}
0,1,—-1),(1,0,-1),(1,-1,0)}
0,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(1,2,1)}

N
~~ Y~ o/~

Exercice 3.10 Parmi les familles suivantes de vecteurs de R*, lesquelles sont libres ?
1. ®{(0,1,-2,1),(1,-1,0,3),(—2,7,—10,—-1)}
2. X {(0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)}
3. 0{(0,1,-1,0),(1,0,-1,0),(1,-1,0,0),(0,0,0,1) }
4. ®{(1,1,1,2),(1,1,2,1),(1,2,1,1),(2,1,1,1)}

~ Y~

Exercice 3.11 Donner des conditions sur (a,b) € R? pour que les familles suivantes
soient des bases de R3.

1. {(1,0,1),(a,b,1),(b,a,1)}
2. {(1,a,b),(a,1,a),(b,b,1)}

{(a,a,b),(a,b,a),(b,a,a)}
4. {(0,a,b),(a,0,b),(a,b,0)}

Exercice 3.12 Montrer que les familles suivantes sont libres dans I'espace vectoriel
des suites de réels.

- {(@), @), (n2")}

. {(1), (cos(nm/4)), (cos(nm/2))}

. {(1), (sin(nm/4)), (sin(n7/2))}

. {(1), (2" cos(nm/4)), (n2" cos(nm/4))}

Exercice 3.13 On considére les espaces vectoriels suivants.

w

w N =

W

V={(z,y) eR’, a+y=0}, V={(z,9)eR’, 2=y}

V=A(r,y,2) eR, 2+y+2=0}, V={(z,9,2) eR, z =y =2}
1. Déterminer la dimension de V.

2. Donner une base de V.

Exercice 3.14 Soit V' I'’ensemble des fonctions paires de R dans R : ce sont les fonc-
tions f telles que
VeeR, f(z)=f(-z).

Soit W I’ensemble des fonctions impaires de R dans R : ce sont les fonctions f telles
que
VzeR, f(z)=—-f(-2).
1. Montrer que V et W sont des espaces vectoriels.

2. Montrer que V NW est réduit a la fonction nulle.
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3.

4.

Soit f une fonction de R dans R. On considére les deux fonctions ¢ et v, définies
pour tout € R par

f(z) + f(=2)
2

f@) - f(-2)

ola) = 5

et Y(z)=

Montrer que p € V, b € W et f = ¢+ 2.
En déduire que RR =V @ .

Exercice 3.15 Soient U, V, W trois sous-espaces d’'un méme espace vectoriel.

1.

Montrer que UN (V+W) D> (UNV)+ (UNW).

2. Montrer que U+ (VNW)C (U+V)n (U +W).
3.
4

. Les trois espaces U, V, W, sont définis comme suit.

Montrer que UN(V +UNW))=UNV)+UNW).

o U={(r,y,2) €ER’, v =y =0}

o V={(z,y,2) e R, 2 =0}

o W={(z,9,2) €ER, z+y+2=0}

Donner la dimension de U, V, W, et de chacun des sous-espaces apparaissant
dans les questions précédentes.

Exercice 3.16 Déterminer le rang des familles suivantes de vecteurs de R3.

1.

2.
3.
4.

{(1,-1,1),(0,-1,2),(1,-2,3) }
HlOD% ,2),(1,2,3) }
{@—&%@41)®L$JLLD}
{(2,3,1),(4,1,1),(1,3,3),(1,1,1) }

Exercice 3.17 Déterminer le rang des familles suivantes de vecteurs de R%.

1.

2
3. {
4.
5

{(1,-3,2,8),(2,—-6,1,7),(—1,3,3,7) }

. {(1,2,3,1),(=3,4,1,1),(2,1,3,1) }
(1,1,0,1),(1,-1,1,0),(2,0,1,1), (0, =2,1,-1) }
{(0,1,1,1),(1,0,1,1),(1,1,0,1),(1,1,1,0) }

. {(0,1,0,1),(1,-1,1,-1),(1,-1,-1,1),(1,1,1,1) }

Exercice 3.18 Compléter en une base de R® les familles suivantes.

1.

2. {(0,1,1),
3.
4. {(1,2,3),

{(1,1,0),(1,-1,0)}
1,0,1)}
2,1,1)}

3,2,1)}

~—~~ o~ —~~

(0,1,1)
{(1,2,1),
(1,2,3)
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Exercice 3.19 On consideére les équations de récurrence linéaires suivantes.

— _ 3
Upy2 = Upt1 + 2un Upy2 = §un+1 + up
Upt2 = 2un—|—1 — 2uy, Upt2 = _2un—|—1 — Up
— 3 1 —
Upt+2 = §un+1 - §un Upt2 = —Up
Un42 = Up41 — Up Up4+2 = Unp41 — 2uy,
Upt+2 = 4un+1 — 4uy, Upt2 = 4un+1 + 4u,

Pour chacune de ces équations,
1. Déterminer I’ensemble des suites de réels qui la vérifient.
2. Déterminer la suite (u,) vérifiant 1’équation et ug = 1, ug = —1.

3. Déterminer la suite (u,) vérifiant 1’équation et ug = 0, u; = 2.

3.8 Compléments

Equations de récurrence linéaires

Nous présentons ici la généralisation du théoréme 3.6.2 aux équations d’ordre quel-
conque.
Considérons I’équation :

(E) Vn €N, Upyq = aolp + G1Unp1 + - - - + Qg—1Unyd—1 ,

Pour connaitre la forme des solutions de (E), il faut résoudre I’ équation caractéristique
associée.
(ECA) ¢ =ag+ air+ -+ ag_1r??
C’est la condition pour que (u,) = (r™) soit solution de (E).
On démontre le résultat suivant, qui généralise le théoréme 3.6.2.

Théoréme 3.8.1 L’ensemble des suites complexes solution de (E) est un espace vec-
toriel de dimension d sur C.

Notons ry,...,rg les racines (réelles ou complezes) de ’équation caractéristique
associée (ECA) et my,...,my leurs multiplicités. Toute solution de l’équation (E).
s’écrit :

k m;—1
Up = Z Z )\i,jnj(n-)” y (382)
i=1 j=0
ot les d coefficients \;j, i=1,...,k, j=0,...,m;—1 sont réels ou complexes.

En pratique, pour déterminer une solution vérifiant d conditions particuliéres, il suffit
de calculer ses coefficients J; ; en résolvant un systéme linéaire ordinaire, de d équations
a d inconnues.
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Exemple : Considérons I’équation suivante :
(E) Vn €N, Upis = Uy + Uy — Upga -
[’équation caractéristique associée est :
(ECA) P=14+r—r2.

Elle a pour racines 1 (racine simple) et —1 (racine double). Toute solution de ’équation
de récurrence s’écrit donc :

up = a(1)" +b(=1)" + en(-1)" .

Pour trouver la solution qui vérifie ug = —1, u; = 1, us = 0, on résout le systéme
suivant.

a+b = -1

a—b—c = 1

a+b+2c = 0
La solution est ¢ = 1/4, b= —5/4, ¢ = 1/2. On obtient :

1 5 1

= - Z(=1)"+ Zn(=1)".

Equations différentielles linéaires

Les équations différentielles linéaires sont trés proches des équations de récurrence
traitées ci-dessus. Considérons I’équation :

(B)  y D) = apy(t) + o/ (t) + - + a1y (1)

ou ag, a1,...,aq_1 sont d coefficients réels, y est une fonction indéfiniment dérivable,
et y*) désigne sa dérivée k-iéme. Pour connaitre la forme des solutions de (E), il faut
résoudre I’équation suivante :

(ECA) rd = ap +air+---+ ad_lrd_l .

Cette équation porte aussi le nom d’équation caractéristique associée. C’est la condition
pour que y(t) = €™ soit solution de (E).

Le résultat suivant est l’analogue du théoréme 3.8.1 et sa démonstration est tres
proche.

Théoréme 3.8.2 L’ensemble des solutions (réelles ou complezes) de I’équation (E)
est un espace vectoriel de dimension d sur C.

Notons r1,...,r les racines (réelles ou complexes) de ’équation caractéristique
associée (ECA) et my, ... ,my leurs multiplicités. Toute solution de [’équation (E)
s’écrit :

k m;—1
y(t) =D ) Aitler,
i=1 j=0
ot les d coefficients Nij, 1=1,...,k, j=0,...,m;—1 sont réels ou complezes.
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En pratique, pour déterminer une solution vérifiant d conditions particuliéres, il suffit
de calculer ses coefficients J; ; en résolvant un systéme linéaire ordinaire, de d équations
a d inconnues.

Exemple : Considérons I’équation suivante :
(B) ¥t =y®)+y' ) —y"(1) -
L’équation caractéristique associée est :
(ECA)  rP=1+r-1°.

Cette équation a pour racines 1 (racine simple) et —1 (racine double). Toute solution
de I’équation différentielle s’écrit donc :

y(t) = ae’ + be™ "+ cte™" .

Pour trouver la solution qui vérifie y(0) = —1, 4'(0) = 1, ¥"(0) = 0, on résout le
systéme suivant.

a+b = -1

a—b+c = 1

a+b—2c = 0

La solution est a = 1/4, b= —5/4, ¢ = —1/2. La fonction cherchée est donc :

Il se peut que I’équation caractéristique associée admette des racines complexes
conjuguées. Supposons que A = a +if3 soit racine de (ECA), alors A = a —if3 est aussi
solution. Donc e, e et toutes leurs combinaisons linéaires sont solutions de (E). En
particulier :

1 _
5( M M) = e cos(Bt) et

1
?(e’\t — M) = e*sin(Bt) .
i

Parmi les solutions réelles de (F), on trouvera donc toutes les combinaisons linéaires
de ces deux fonctions.

L’ensemble des solutions réelles de (F) est un espace vectoriel de dimension d sur
R.

Exemple : Considérons I’équation suivante.
(E)  y'(t)=—-y@)—y'(t) .
[’équation caractéristique associée est :

(ECA) rP=—1-r.
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Ses racines sont :

'———+i£ et _'——l—iﬁ
J=Ty T J=Ty Ty

Toute solution réelle de ’équation différentielle s’écrit :
y(t) = aet? cos(tv/3/2) + be % sin(tv/3/2) .

Cette équation pourrait correspondre aux petites oscillations d’un pendule en milieu
visqueux. Les solutions trouvées tendent vers 0, avec des oscillations de plus en plus
atténuées.

Polyn6mes de Lagrange

Méme s’ils le font trés vite, il n’y a guére qu’une chose que les ordinateurs sachent
faire avec des nombres : les ajouter et les multiplier, donc évaluer des fonctions poly-
nomes. Si on doit effectuer des calculs sur une fonction quelconque, il est important de
pouvoir 'approcher par des fonctions polyndomes.

Selon le sens précis que 'on donne a "approcher", il existe une grande variété de
techniques, et autant de familles de polynémes qui leur sont adaptées. Nous traitons ici
une des questions les plus simples : comment construire un polynéme de degré minimal,
dont le graphe passe par certains points du plan. C’est le probléme de 1’interpolation.

Nous commencgons par nous donner les abscisses des points. Ce sont n réels, aq, ... , a,,
différents deux a deux. Nous définissons maintenant n polynémes L, ... , L,, de degré
n—1, qui sont tels que L;(a;) =1 et L;(a;) = 0 pour j # i.

Définition 3.8.3 On appelle polyndmes interpolateurs de Lagrange auz abscisses

a1, ... ,0y,, les n polynomes Ly, ..., L,, définis pouri=1,... ,n par :
X —a;
Li(X) = £
i(X) Hai—aj
JFi

Voici les trois polynomes associés aux abscisses a; = 2, as = 4, a3 = 5.

X—-4X-5 X-2X-5 X—-2X-4
Li(X)=— —— Lo(X)=— -2~ La(X)= "2 =
Nous sommes intéressés par les combinaisons linéaires des L;(X). Prenons n réels

bi,...,b,, et formons le polynéme

P(X)=0by Ly(X)+ -+ by Ln(X) .

Remplagons X par a;. Tous les termes L;(a;) s’annulent, sauf L;(a;) qui vaut 1. Donc
P(a;) = b;. La fonction polynéme x — P(z) passe par les n points (a1, b1), ..., (an,by) :
elle les interpole. Par exemple pour a1 =2, as =4, a3 =5 et by = 3, by = 2, by = 4,

) 32

11
P(X) =3 Li(X) + 2 Lo(X) + 3 Ls(X) = - X* — — X + =
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Interpolation de Lagrange
4.2 ,
4.0 ﬁ
3.8 /
3.6
344\ /

3.2 ’
304§ /
2.8 \ /

2.6 "
2.4 \ /
2.2 : Va

2.0 N M
18 -

T T T T T T f T T T T
17 20 23 26 29 32 35 38 41 44 47 50 53

F1G. 3.3 — Interpolation par un polynéme de Lagrange des points d’abscisses (2,4, 5)
et d’ordonnées (3,2, 4).

La figure 3.3 représente le graphe de P(z).

Le polynéme P ainsi construit est le seul polynéome de degré < n — 1 qui interpole les
points (a1,b,), ..., (an,by,) : on le déduit de la proposition suivante.

Proposition 3.8.4 Les n polynémes L1(X), ..., L,(X) forment une base de ’espace
vectoriel des polynomes de degré < n — 1.

Démonstration : Comme la dimension de I’espace est n, il suffit de montrer que la
famille {L(X),..., L,(X)} est libre. Considérons une combinaison linéaire, et suppo-
sons qu’elle est nulle.

P(X) =01 Ly(X) ++ by Ln(X) =0.

Comme pour tout i = 1,... ,n, P(a;) = b;, on doit avoir b; = 0. D’oul le résultat. [

Les valeurs by, ... , b, sont les coordonnées du polynéme P(X) dans la base

Transformée de Fourier

D’autres polyndémes, a valeurs complexes, nous donnent l'occasion d’évoquer Jo-
seph Fourier (1768 — 1830). Le travail qu’il a réalisé a Grenoble sur la diffusion de
la chaleur entre 1804 et 1807 (il était préfet de 'Isére sous Napoléon), se basait sur
une intuition géniale : toute fonction continue peut étre approchée par des polyndémes
trigonométriques.

Considérons la famille de fonctions de R dans C :

—nix _—(n—1)ix —iT T n—1)iz _nix
{emiz e~(nDiz  pmiz g eir o eln—liz gnivy
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On peut démontrer que c’est une famille libre dans 1’espace vectoriel des fonctions de
R dans C. Elle engendre 'espace vectoriel des fonctions qui s’écrivent :

@(x)::A*ne_nm‘+"'+‘A,1€_m:+-A0%-Alem-+...+_Anemw_

On les appelle des polyndmes trigonométriques. Ce sont des fonctions continues, pério-
diques de période 27. 1l suffit de remplacer = par 2wz /T pour obtenir des fonctions de
période T'.

Etant donnée une fonction f, continue sur [0,27], on définit ses coefficients de

Fourier par :
1 2w

VkeZ, cx=— f(z)e ™ dg .
2w Jo

On leur associe les polyndémes trigonométriques

n
§ : Cr ezkz .

k=—n
Le théoréeme suivant n’a pas été démontré par Fourier, mais par Dirichlet.

Théoréme 3.8.5 Soit f une fonction continue sur |0,2n[. Pour tout x €0, 27|,

n
f(z) = nll_)Iglo Z cr, e
k=—n
Le passage de la fonction f & la (double) suite (c,)nez S’appelle transformation de
Fourier. De nos jours, la transformation de Fourier est un outil fondamental dans de
nombreux domaines, en particulier le traitement du signal. Elle est & la base du format
JPEG de compression des images.

Parce qu’il n’avait pas établi sa méthode sur des bases suffisamment rigoureuses,
Fourier a subi de nombreuses critiques de la part de ses contemporains (Euler, La-
grange, Poisson, Laplace, etc...). Son travail a été finalement reconnu par une élection
a I’Académie des Sciences en 1817, et publié en 1822.

Codes correcteurs d’erreurs

Tout corps de nombres doit contenir au moins les éléments neutres pour ’addition
et la multiplication : 0 et 1. Le plus petit corps de nombres, celui des entiers modulo 2,
ne contient que 0 et 1. On le note Z/2Z. Voici les tables d’addition et de multiplication.

+]0 1 x [0 1
00 1 0/0 0
1|10 1|01

Sur I’ensemble des n-uplets de 0 ou de 1, les opérations de Z/27Z agissent composante
par composante. Par exemple pour n =4 :

(0,1,0,1) + (1,0,0,1) = (1,1,0,0) .
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Cet ensemble, noté (Z/2Z)", est un espace vectoriel sur Z/27Z, tout comme R" est un
espace vectoriel sur R.

Deux éléments de (Z/2Z)™ qui différent en une seule coordonnée sont dits voisins.
Si on met une aréte entre deux n-uplets voisins, on obtient un graphe, que 'on appelle
I’hypercube de dimension n. Pourquoi hypercube 7 La figure 3.4 devrait vous convaincre.

011 111

10 0

F1G. 3.4 — Cube en dimension 3. Chaque aréte joint deux triplets qui différent par une
seule coordonnée.

L’espace vectoriel (Z/27)" est-il une fantaisie de mathématicien? Pas du tout! Les
ordinateurs ne connaissent que les 0 et les 1 (les bits), rangés en mémoire par n-uplets,
avec n = 8 (les octets ou bytes), n = 16, n = 32, n = 64, ... Ils peuvent représenter
n’importe quel ensemble fini, pourvu que 'on ait choisi au préalable une application
injective de cet ensemble dans (Z/2Z)™ pour un certain n. Cette application s’appelle
un code. Le plus connu est le code ASCII standard qui associe 64 caractéres (chiffres,
lettres, $, %, /, ...) aux éléments de (Z/2Z)°".

Les transmissions entre ordinateurs, que ce soit par cable, par ondes radio ou infra-
rouges, sont des échanges de signaux composés de paquets de 0 et de 1, qui ont été
codés par I’émetteur et seront décodés par le récepteur. Mais si dans un paquet une
erreur est commise (un 0 est changé en 1 ou le contraire), alors le paquet entier, et
peut-étre tout le message, seront perdus. A moins que I'on utilise un code correcteur
d’erreurs.

Un code est "correcteur d’erreurs" si parmi les voisins dans 'hypercube d’un élément
codé, on ne trouve jamais ni un autre élément codé, ni I'un de ses voisins. De cette
facon, si un n-uplet est regu, soit il a été transmis sans erreur et il figure dans le code,
soit une erreur a été commise, et elle sera corrigée en remplagant le n-uplet regu par
celui de ses voisins qui figure dans le code. Cela ne fonctionne plus si deux erreurs ou
plus ont été commises, mais on peut généraliser : il existe des codes capables de corriger
plusieurs erreurs.

Les codes de Hamming utilisent certains sous-espaces vectoriels de (Z/2Z)". Nous
verrons plus loin comment ils sont construits. Contentons nous pour l'instant de com-
prendre le probléme en dimension 4 (cf. figure 3.5). Supposons que (0,0,0,0) code
un objet, alors aucun de ses 4 voisins ne peut étre codant. Mais si un de ces voi-
sins est transmis, il faut pouvoir le relier a (0,0, 0,0) sans ambiguité. Donc les voisins
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des voisins de 0 ne peuvent pas non plus coder. Il reste 5 vecteurs codants possibles,
(0,1,1,1), (1,0,1,1), (1,1,0,1), (1,1,1,0) et (1,1,1,1). Si 'un de ceux-1a est codant,
aucun des 4 autres ne peut ’étre. Donc on ne peut coder que 2 éléments, par exemple
par {(0,0,0,0),(1,1,1,1)}. Si une coordonnée est changée, on pourra retrouver ot est
Perreur et la corriger. Observons au passage que I’ensemble {(0,0,0,0), (1,1,1,1)} est
un sous-espace vectoriel de dimension 1 de (Z/27Z)* : c’est une "droite" vectorielle.

1100 1101

1000 100,
0100 0101/

000 000

0010 00

0110 0111

1010 101

1110 1111

F1G. 3.5 — Hypercube en dimension 4. Chaque aréte joint deux quadruplets qui différent
par une seule coordonnée.
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Chapitre 4

Applications Linéaires

4.1 Morphismes

Une application entre deux espaces vectoriels est dite linéaire si elle envoie une
combinaison linéaire de vecteurs sur la méme combinaison linéaire de leurs images.

Définition 4.1.1 Soient V et W deux espaces vectoriels et f une application de V
dans W. On dit que f est une application linéaire si

YVo,w eV, VA pueR, fAv+pw)=Af(v)+pflw).

Observons qu’'une application linéaire f de V dans W envoie nécessairement le vecteur
nul de V' sur le vecteur nul de W. Elle envoie I'opposé de v sur I'opposé de f(v).

Voici quelques exemples d’applications linéaires.

o de R? dans R? : (z,y) — (z +y,2z + 3y)

o de R? dans R® : (z,y) — (y,z, 2 +y)
de R dans R? : (z,y,2) — (y — z,22 + )
de RY dans R? : (Uy)nen — (o, u1)
de R[X] dans R : P(X) — P(0)
de R[X] dans R? : P(X) — (P(0), P'(1))
de R[X] dans R X] : P(X) — (X +1)P'(X)

e de l'espace vectoriel des suites convergentes, dans R : (uy)nen — limuy,
Une application linéaire respecte la structure d’espace vectoriel : I'image d’une somme
est la somme des images, I'image du produit par un réel est le produit de I'image par le
méme réel. D’une application entre deux structures algébriques (groupes, corps, etc. . .)
qui respecte la structure, on dit qu’elle est un morphisme. Le vocabulaire classique est
le suivant.

 (
 (

Définition 4.1.2 Une application linéaire de V vers W est un
e endomorphisme si V =W,
e isomorphisme si elle est bijective,
e automorphisme si V =W et lapplication est bijective.

Si une application f est un isomorphisme, son inverse, que nous noterons f~' est aussi
une application linéaire.
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Théoréme 4.1.3 Soit f un isomorphisme de V dans W. Son inverse f=' est un iso-
morphisme de W dans V.

Démonstration : Nous devons vérifier que pour tous w,w’ € W, et pour tous A\, u € R,
FT'Aw+pw) =X f~Hw)+p f~'(w'). Puisque f est bijective, il existe v, v’ € V tels
que f(v) =w et f(v') = w'. Utilisons la linéarité de f pour écrire :

FrOw+pw’) = fTHAf) +pf()
= [T (f(v+pv)
= Av+puv
AfHw) + p fHW')
Ol

La composée de f par f ! est I’application identique, ou identité, de V dans lui-
méme. C’est un automorphisme particulier, que nous noterons Iy .

I, 'V —>V, v—Iyv)=uv.

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Théoréme 4.1.4 Soient U, V,W trois espaces vectoriels, f une application linéaire
de U dans V et g une application linéaire de V dans W. La composée g o f est une
application linéaire de U dans W.

f
v — V i w
u o fw) — g0 fw)=o(f(w).

Démonstration : On utilise successivement la linéarité de f et celle de g.

gof(Av+pw) = g(f(Av+ pw))

g f(v) + p f(w))
Ag(f(v) +pg(f(w))
Ago f(v)+pgo flw).

I
e

g

Une combinaison linéaire d’applications linéaires est encore une application linéaire.

Théoréme 4.1.5 Soient V et W deux espaces vectoriels. Soient f et g deux applica-
tions linéaires de V dans W et A\, u deux réels. L’application X\ f + 1 g est encore une
application linéaire.

Démonstration : L’application A f + g est celle qui & v associe A f(v) + pg(v). Sa
linéarité découle de celles de f et g, comme pour le théoréme 4.1.4. O

Nous terminons la section par des interprétations géométriques d’applications li-
néaires de R? dans R?. Considérons un plan muni d’un repére orthonormé (O,7,7). A
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tout couple de réels (z,y) est associé le vecteur 27+ yJ. C’est le vecteur dont I’origine
est O et dont l'extrémité est le point de coordonnées (x,y). Une application linéaire
de R? dans lui-méme est associée & une transformation géométrique du plan, qui & un
vecteur associe un autre vecteur. En voici trois (cf. figure 4.1) :
e rotation d’angle 7/2
(z,y) = (—y, )
e symétrie par rapport a la premiére bissectrice
(z,9) = (y, 2)
e projection sur la premiére bissectrice

(@, 9) = (z+y)/2,(z +y)/2)

Rotation Symeétrie Projection
X
(=y:x)
(xryxry) 2
T xy) N AN
Ji \ LY Xy) T XY)
o T o Tt o ot

F1G. 4.1 — Interprétations géométriques de 3 applications linéaires de R? dans R? :
rotation d’angle 7/2, symétrie par rapport a la premiére bissectrice, projection sur la
premiére bissectrice.

Les rotations et les symétries sont des automorphismes du plan vectoriel. Les pro-
jections sont des endomorphismes, mais elles ne sont pas bijectives. Observons que les
translations, par exemple (z,y) — (2 + 2,y — 1), ne sont pas linéaires. Ce sont des
bijections, mais pas des automorphismes du plan vectoriel.

4.2 Images et noyaux

Qu’une application linéaire respecte les combinaisons linéaires entraine qu’elle res-
pecte aussi les sous-espaces vectoriels, au sens suivant.

Théoréme 4.2.1 Soient V, W deux espaces vectoriels, et f une application linéaire
de V dans W.

1. Soit V' un sous-espace vectoriel de V. Alors
fVY)Y={weW, tqg eV, w=f(v)},

est un sous-espace vectoriel de W.

2. Soit W' un sous-espace vectoriel de W. Alors

7w ={veV, flv)eW'},
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est un sous-espace vectoriel de V.

L’ensemble des images par une application linéaire des éléments d’un espace vectoriel
est un sous-espace vectoriel de ’espace d’arrivée (point 1). L’ensemble des éléments de
I’espace de départ dont 'image par une application linéaire est dans un sous-espace de
I'espace d’arrivée, est un sous-espace de I’espace de départ (point 2). Attention a la
notation f~!(W’) : elle a un sens méme si Papplication f n’est pas bijective et donc si
Papplication réciproque f! n’existe pas.

Démonstration :

1. Deux vecteurs quelconques de f(V') s’écrivent f(v), f(v'), ot v,v" € V'. Etant
donnés deux réels A et p, A f(v) + p f(v') est 'image par f de Av + pv' qui est
un vecteur de V.

2. Si v et v’ sont tels que f(v) et f(v') appartiennent & W', alors f(Av + pv') =
Af(v)+p f(v') € W' Donc A\v+ pv' € f=H(W").
Ol

Parmi les cas particuliers du théoréme 4.2.1, 'image et le noyau jouent un role
important.

Définition 4.2.2 Soient V,W deuz espaces vectoriels et f une application linéaire de
V dans W.

1. On appelle image de f et on note Im f le sous-espace vectoriel de W :
Imf=fV)={weW, eV, w=f)}.
2. On appelle noyau de f et on note Ker f le sous-espace vectoriel de V :
Kerf=f"({0})={veV, flv)=0}.
La notation Ker vient de 1’allemand, ot noyau se dit "Kern".
Considérons par exemple I'application f de R? dans R?® définie par :
fr@y— @+yzt+yr+y).

Son image est la droite vectorielle de R® engendrée par le vecteur (1,1,1). Son noyau
est ’ensemble des vecteurs (z,y) de R? tels que = +y = 0 : c’est la droite vectorielle
de R? engendrée par le vecteur (1, —1).

Imf={A(1,1,1); AeR} et Kerf={A(1,-1); AeR}.

Considérons maintenant la dérivation des polynomes. C’est I’application D, de R[X]
dans R[X] qui & un polyndme associe son polynome dérivé.

D
RX] — R[X]
ap+a X+ +a,X"=P(X) — P'(X)=a;+2aX ++na, X"
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C’est une application linéaire. L’image de D est R[X]| tout entier, le noyau de D est
I'ensemble des polynémes constants (de degré 0). Nous verrons plus loin qu’une telle
situation, ou l'espace de départ et I'image sont les mémes tandis que le noyau est non
nul, est impossible entre espaces vectoriels de dimension finie.

Avant de passer a la dimension finie, étudier les projections et les symétries dans le
cas général sera ’occasion non seulement de manipuler les notions de noyau et d’image,
mais aussi de réviser les sommes de sous-espaces vectoriels.

4.3 Projecteurs et symétries

Aussi bien pour les projections que pour les symétries, I'ingrédient principal est
une somme directe. Soit U un espace vectoriel, V' et W deux sous-espaces tels que
U=V @W. Pour tout vecteur u dans U, il existe un couple unique de vecteurs (v, w)
tels que v € V, w € W et u = v + w (voir la proposition 3.4.3 et la figure 3.2).
Définition 4.3.1 Soit U un espace vectoriel, V et W deux sous-espaces tels que U =
Vel

1. On appelle projection sur V' parallélement a W application qui a u € U associe
l'unique élément v de V tel que u —v € W.

2. On appelle symétrie par rapport a V' paralléelement a W Uapplication qui a u € U
associe v — w, ow (v, w) est le couple unique de vecteurs tels quev € V, w € W
etu=v+w.

La figure 4.2 illustre la projection sur V' parallélement & W et la symétrie correspon-
dante.

F1G. 4.2 — Somme directe U = V @ W, projection sur V, et symétrie par rapport a V.

Proposition 4.3.2 Soit U un espace vectoriel, V et W deux sous-espaces tels que
U=V &W. La projection sur V ainsi que la symétrie par rapport ¢ V, parallélement
a W, sont des applications linéaires.
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Démonstration : Siu=v+w et v’ =v' + w', alors
Au~+pu = Av+pv)+ (Aw+ pw') .

Puisque les vecteurs A v+ pv' et Aw+ pw' appartiennent respectivement a V et W, la
formule précédente donne la décomposition de A u + pu'. Sa projection sur V' est donc
Av+ pv', et son symétrique par rapport a V est

Av+pv)—Qw+pw)=A(v—w)+p@ —w'),

d’ou le résultat. O

La projection sur V parallélement & W a pour image V et pour noyau W. La
symétrie est un automorphisme de U. Le théoréme suivant caractérise les projections
et les symétries, indépendamment de la décomposition en somme directe.

Théoréme 4.3.3 Soit U un espace vectoriel.
1. Un endomorphisme p de U est une projection si et seulement si pop = p.

2. Un endomorphisme s de U est une symétrie si et seulement si so s = Iy.

Démonstration : Si p est la projection sur V' parallélement & W, alors pour tout v € V/,
p(v) = v, et donc p o p = p. Réciproquement, si pop = p, nous allons montrer que
p est la projection sur Im p parallélement a Ker p. Commengons par montrer que Im p
et Ker p sont supplémentaires, c’est a dire que U = Im p @ Ker p. Observons que pour
tout u € U,

p(u—p(u)) =p(u) —pop(u) =0,

donc u — p(u) € Kerp. On peut toujours écrire u = p(u) + (v — p(u)). Pour vérifier que
la somme est directe, nous devons montrer que I'intersection de I'image et du noyau est
réduite au vecteur nul. Si v € Im pN Ker p, alors il existe v tel que u = p(v) (puisque u
est dans I'image), et de plus p(u) = 0 (puisque u est dans le noyau). Donc p(p(v)) = 0.
Mais p(p(v)) = p(v) = u. D’oul le résultat.

Nous avons montré que U = Imp & Ker p. La décomposition d’un vecteur u selon
cette somme directe est

u=p(u) + (u—p(u)) .
Donc p(u) est bien la projection de u sur Im p parallélement a Ker p.

La formule v — (—w) = v+w entraine que la composée d’une symétrie par elle-méme
est 'application identique. Réciproquement, soit s une application telle que so s = Ij;.
Définissons les applications p; et ps par :

21 :ur—>%(u+s(u)) et po u+—>%(u—s(u))
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Composons 'application p; par elle-méme :

prop(u) = pl(%(u+s(u)))
- %(pl(u)'l‘ p1(s(u))
— i(u + 5(u) + s(u) + 50 s5(u))
= i(Qu +2s(u)) = pi(u) .

On vérifie de méme que py 0 py = po. D’aprés ce qui préceéde, p; et po sont donc des
projections. Or p; + ps = Iy. Il s’ensuit que si p; est la projection sur V parallélement
a W, alors py est la projection sur W parallélement & V. Mais puisque s = p; — po,
alors s est la symétrie par rapport & V, parallélement a . O

4.4 Applications linéaires en dimension finie

Désormais, les espaces vectoriels considérés sont tous de dimension finie. Observons
d’abord qu’une application linéaire est déterminée par I'image qu’elle donne d’une base
de I'espace de départ.

Proposition 4.4.1 Soient V et W deur espaces vectoriels de dimension finie. Soit
{b1,...,b,} une base de V. Soit {c1,...,c,} une famille de vecteurs de W. Il eriste
une application linéaire unique f telle que pour tout i =1,... ,n, f(b;) = ¢.

Démonstration : Tout vecteur v de V' s’écrit de fagon unique sous la forme
U:)\lb1+"'+)\nbna

ol Af,..., A, sont les coordonnées de v dans la base {by,... ,b,}. Puisque f doit étre
linéaire, I'image de v ne peut étre que

F) =M f(br) + -4 A flbn) = Aer 4+ A -

O

Le rang d’une application linéaire est la dimension de son image.

Définition 4.4.2 Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie et f une
application linéaire de V dans W. On appelle rang de f la dimension de Im f.

rang f = dimIm f .

Supposons que V' soit de dimension n et choisissons une base {by,...,b,}. L’'image
par f de tout vecteur de V' est une combinaison linéaire des vecteurs f(by),... , f(by,).
Donc Im f est le sous-espace vectoriel de W engendré par {f(by),..., f(b,)}. Le rang
de f est la dimension de ce sous-espace; c¢’est donc le rang de la famille de vecteurs
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{f(b1),..., f(bn)} (cf. définition 3.5.8). Observons que le rang est inférieur ou égal aux
deux dimensions des espaces vectoriels de départ et d’arrivée.

rang f < min{dimV , dimW } .

Les renseignements que I’on peut tirer de la famille { f(b1), ... , f(b,)} sont plus précis.

Théoréme 4.4.3 Soit V' un espace vectoriel de dimension n et W un espace vectoriel
de dimension m. Soit {by,... ,b,} une base de V. Soit f une application linéaire de V
dans W . L’application f est :

1. injective si et seulement si {f(b1),..., f(b,)} est une famille libre dans W,
2. surjective si et seulement si {f(b1),..., f(bn)} est une famille génératrice de W,
3. bijective si et seulement si {f(b1),..., f(bn)} est une base de W.

Démonstration : Démontrons d’abord que si f est injective alors {f(b1),..., f(bn)}
est une famille libre dans W. Supposons que

A f(b1) + -+ M f(by) =0
Par la linéarité de f,
A f) + - A f(bn) = F(Abr+- -+ Aaby) =0

Si f est injective, alors le seul vecteur d’image nulle est le vecteur nul, donc A; b; +
-+ A, b, = 0. Mais {by,...,b,} est une base, donc une famille libre. Donc A\; = ... =
A = 0.

Montrons maintenant la réciproque. Soient v; et vq tels que f(vy) = f(vq). Alors
f(v1 — vg) = 0. Décomposons le vecteur v; — v, dans la base {bq,... ,b,}.

Vi — V2= A1 b+ + A by
Donc
FOLb 4+ X)) =M f(b) ++ 4+ Auf(b) =0 .

Mais si la famille {f(by) ... f(bn)} est libre, alors Ay = ... = A, =0, donc v; — vy =0,
soit v; = vy : f est injective.

Démontrons maintenant que si f est surjective alors la famille { f(b1), ... , f(bn)} est
génératrice. Pour tout élément w de W, il existe v € V tel que f(v) = w. Décomposons

v dans la base {b1,...,b,}.
U:)\lbl-l--i-)\nbn

Donc

w:f()\lb1+"'+)\nbn) :)\lf(bl)++)\nf(bn) :
Tout vecteur w de W est combinaison linéaire de la famille {f(b1), ..., f(b,)}, qui est
donc génératrice.
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Voici la réciproque. Si {f(b1),..., f(bs)} est génératrice, alors un vecteur w de W
quelconque s’écrit

w= A f(by) + -+ A f(bn) = f A b+ -+ N by) -

Donc w est 'image par f d’un vecteur de V' : f est bien surjective.

Pour terminer la démonstration, il suffit d’observer qu’une application est bijective
si et seulement si elle est & la fois injective et surjective; d’autre part une famille est
une base si et seulement si elle est & la fois libre et génératrice. Le point & du théoréme
est donc conséquence des deux précédents. ]

La combinaison du théoréme 4.4.3 avec la proposition 3.5.7 implique les relations
suivantes entre les dimensions des espaces de départ et d’arrivée.

Corollaire 4.4.4 Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie et f une
application linéaire de V dans W.

1. Si f est injective alors dimV < dim W.
2. Si f est surjective alors dimV > dim W.
3. Si f est bijective alors dimV = dim W

La dimension est donc une forte contrainte sur la nature des applications linéaires. On
peut aussi voir cette contrainte comme suit.

Corollaire 4.4.5 Soient V et W deux espaces vectoriels de méme dimension. Une
application linéaire de V dans W est bijective si et seulement si elle est injective ou
surjective.

Il ne peut exister un isomorphisme entre deux espaces vectoriels que s’ils ont la méme
dimension. Réciproquement, si deux espaces ont la méme dimension, on peut toujours
construire un isomorphisme entre eux, en envoyant une base de I'un sur une base de
I’autre. En particulier, tous les espaces vectoriels de dimension n sont isomorphes a R™.
Si V est de dimension n, avec une base {by,...,b,}, tous les vecteurs de V ont une
décomposition unique

U:)\lb1+"'+)\nbna

ol A1 ..., A\, sont les coordonnées de v (théoréme 3.5.10). L’application de V' dans R"
qui & v associe le n-uplet de ses coordonnées (A, ... ,A,) est un isomorphisme de V
dans R".

Reprenons I'exemple de la dérivation des polynémes, mais cette fois-ci vue comme
une application de I'espace R, [X] des polynomes de degré < n dans lui-méme. L’espace
est de dimension n + 1, et la base la plus naturelle est {1, X,..., X"}. L’application
D envoie ces n+ 1 polynoémes sur 0,1,... ,n X" L. IIs engendrent ’espace vectoriel des
polynémes de degré n— 1, qui est de dimension n. Le noyau de D est Ry[X], et I'image
de D est R, 1[X]. La somme des dimensions de I"image et du noyau est la dimension
de I'espace de départ : ceci est un cas particulier du théoréme 4.4.6 ci-dessous, que I'on
appelle théoréme du rang.
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Théoréme 4.4.6 Soient V et W deuzx espaces vectoriels de dimension finie et f une
application linéaire de V dans W.

dimIm f +dimKer f =dimV .

Démonstration : Le noyau Ker f est un sous-espace vectoriel de V. Choisissons un
supplémentaire V' de Ker f dans V' (cf. proposition 3.5.13). Nous allons montrer que
Papplication f est un isomorphisme de V' vers Im f. Tout vecteur w de Im f est I'image
d’un vecteur v de V. Décomposons v en v = v' + v”, avec v' € V' et v" € Ker f. Alors
w= f(v) = f(v)+ f(v") = f(v'), car f(v") = 0. Donc f est surjective de V' vers
Im f. Montrons maintenant qu’elle est injective. Soient v; et v, appartenant a V' tels
que f(vy) = f(vq). Alors f(v; —vy) = f(v1) — f(ve) = 0. Donc v; — vy, € V' N Ker f.
Mais puisque la somme est directe, V' N Ker f = {0}. Donc v; = v,.

Comme f est un isomorphisme de V' dans Im f, ces deux espaces ont nécessairement
la méme dimension. Or puisque V' et Ker f sont supplémentaires dans V', on a

dimV = dim V' + dimKer [ ,

d’ou le résultat. O

4.5 Matrice d’une application linéaire

Une application linéaire entre deux espaces vectoriels est déterminée par les images
des vecteurs d’une base dans ’espace de départ (proposition 4.4.1). Si on choisit une
autre base dans I’espace d’arrivée, alors les images des vecteurs de la base de départ ont
des coordonnées dans cette base. S’il y a n vecteurs de base au départ et m a ’arrivée,
I’application linéaire est déterminée par m X n réels : m coordonnées pour chacun des n
vecteurs de base. Une matrice est la représentation sous forme de tableau de ces m x n
réels.

Notons {by,...,b,} une base de 'espace de départ, et {ci,...,cn} une base de
I'espace d’arrivée. Soit a; ; la i-iéme coordonnée de f(b;) :

m
V_]:l, ,n, f(b]-):al,jcl+---+ai,jci+---+am,jcmzz%jci.
i=1

Les coordonnées des vecteurs images f(b1), ... , f(b,) sont conventionnellement notées
en colonnes. L’indice ¢ (des vecteurs de la base d’arrivée) est 'indice de ligne, I'indice
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J (des vecteurs de la base de départ) est I'indice de colonne.

départ
fb) - fb5) --- f(ba)
a1 -0 Gy - Q1 | Q1
i1t Qi Qi | G arrivée
am,l PR am,j PR am’n cm

Le plus souvent, on se raménera au cas ou I’espace de départ est R* et ’espace d’ar-
rivée R™, les deux étant munis de leurs bases canoniques. Comme premier exemple,
considérons 'application de R? dans R? :

La base canonique de R? est {(1,0), (0,1)}. L’image de ces deux vecteurs est
f((1: 0)) = (1: 25 1) et f((oa 1)) = (la?’a _1) .

La matrice de f est donc la suivante (attention a I’écriture des vecteurs de l'espace
d’arrivée en colonne).

1 1
2 3
1 -1

Munissons maintenant R? de la base {(1,1),(1,—1)} au départ, et R® de la base
{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} a Parrivée. Les images des vecteurs de la base de départ
sont

f((1,1) = (2,5,0) = -3(1,0,0)+5(1,1,0)+0(1,1,1)
f((1,-1)) (0,-1,2) 1(1,0,0) —3(1,1,0)+2(1,1,1) .

D’ou la matrice,

-3 1
o -3
0 2

Considérons maintenant ’application dérivation, de I’espace des polynoémes de de-
gré < 3 dans celui des polynémes de degré < 2. La base de I'espace de départ est
{1, X, X2, X3}. Celle de lespace d’arrivée est {1, X, X?}. La matrice de I'application
est la suivante.

Quand D’espace d’arrivée et 'espace de départ sont les mémes (I’application est un
endomorphisme), on choisit la méme base au départ et a l’arrivée. La matrice d’un
endomorphisme a autant de lignes que de colonnes : on dit qu’elle est carrée. Voici les
matrices de trois endomorphismes de R?, dans la base canonique.
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e Rotation d’angle 7/2 : (x,y) — (—y, x)

(7 7)

e Symétrie par rapport & la premiére bissectrice : (z,y) — (y,x)

(Vo)

e Projection sur la premiére bissectrice : (z,y) — ((x +v)/2, (x + y)/2)

(i1)

Dans un espace de dimension n, la matrice de I'application identique est la matrice
carrée n X n qui a des 1 sur la diagonale (termes d’indices (i,4)) et des 0 en dehors
(termes d’indices (4, j) avec ¢ # j). On Pappelle matrice identité d’ordre n et on la note
I,.

N[0 [ =
DN [ =0 | =

1 0 0
0 1
I, =
1 0
0 0 1

La représentation matricielle présente 1’avantage d’automatiser de nombreux cal-
culs. Nous consacrerons le chapitre 5 au calcul matriciel. Pour I'instant nous allons voir
comment la matrice d’une application linéaire permet de calculer I'image d’un vecteur
dont on se donne les coordonnées dans la base de départ. Reprenons la situation gé-
nérale : {by,...,b,} est une base de I'espace de départ, et {ci,...,c,} une base de
I'espace d’arrivée. Le coefficient d’indice (7, j) de la matrice de f, noté g, ;, est la i-iéme
coordonnée de f(b;) :

m
V]ZL ,n, f(bj) :al,jcl—f—---—i—ai,jci---—}-am,jcm:Zai,jci.
=1

Considérons maintenant un vecteur v de ’espace de départ dont les coordonnées dans
I'espace de départ sont (Ag,...,\,).

U:)\lb1++)\nbn
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L’image de v par f est
f(’U) = )‘lf(bl)++)‘nf(bn)

= ijf(bj)

n m
= D> N ayc
j=1 =1

m n

= E C; E ai,]')\j.
i=1 j=1

Donc le vecteur f(v) se décompose dans la base {ci,... ,¢n} en f(v) = prcg +---+
i, Cr, AVEC

n
Vizl,...,m, ,ui:Zai,j)\j.
7j=1

On dit que le vecteur (4;)i=1,. m est le produit de la matrice (a;;) par le vecteur
()\j)jzl,___,n. Observez que ce produit n’a de sens que si le nombre de coordonnées du
vecteur est égal au nombre de colonnes de la matrice.

Il est commode, pour calculer le produit d’une matrice par un vecteur, de représenter
les \; en colonne, au-dessus et & droite de la matrice (a; ;) (voir figure 4.3).

[

Aj

\ A

a/l,l .. a/].,j . .. al,n ( ul
a/i,l - ai,j - a/z.,n uz
m,a1  OGmy ° Opnp K Hm

Reprenons I'exemple de I'application de R? dans R? :
[ (@y)— (@+y2e+3y,2-y).
Les bases respectives de R? et R? étant les bases canoniques, la matrice de f est :

1 1
2 3
1 -1
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a-——b-— O d - aa+bb'+cc'+dd’

Fi1G. 4.3 — Comment présenter le produit d’'une matrice par un vecteur colonne.

Pour vérifier la cohérence de la notation matricielle, calculons le produit de cette ma-
trice par un vecteur de R? quelconque (z,y).

1 1 T+y
2 3 2z + 3y
1 -1 T —y

4.6 Exercices

Exercice 4.1 Parmi les applications suivantes de R? dans R?, lesquelles sont des ap-
plications linéaires, lesquelles ne le sont pas et pourquoi?

1. X (z,y) — (z,0)
2. O (z,y) = (2,1)
3. O (z,y) = (|=],0)
4. K (z,y) — (z+y,x —y)
5. W (z,y) = (y,z)

Exercice 4.2 Parmi les applications suivantes de R[X| dans R[X], lesquelles sont des
applications linéaires, lesquelles ne le sont pas et pourquoi ?

1. X P(X) — P(X +1) — P(X)
P(X)— P(X+1)— X
P(X)— XP(X +1) — P'(X)
P(X)— XP(X +1)— P'(1)
P(X)— XP(X +1) — P2(1)

AA,—\,—\
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Exercice 4.3 Soient V' et W deux espaces vectoriels et f une application linéaire de V'
dans W. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses
et pourquoi ?

1.

A

X L’image du vecteur nul de V' est le vecteur nul de W.

X L’image de f est un sous-espace vectoriel de W.

0 L’image par f d’une famille libre dans V' est une famille libre dans W'
X L’image par f d’une famille liée dans V' est une famille liée dans W.

O L’'image par f d’une famille génératrice dans V' est une famille génératrice
dans W.

[0 Si W est de dimension finie alors Ker f est un sous-espace de dimension finie
de V.

X Si V est de dimension finie alors Im f est un sous-espace de dimension finie de
wW.

8. X Si V et W sont de dimension finie, et dim V' > dim W alors Ker f # {0}.
9. OOSi V et W sont de dimension finie, et dim V' > dim W alors f est surjective.

10.

[0Si V et W sont de dimension finie, et dimV < dim W alors f est injective.

Exercice 4.4 Soient U un espace vectoriel, V et W deux sous-espaces tels que VoW =
U. On note :

p la projection sur V' parallélement & W,

s la symétrie par rapport a V parallélement a W,
p' la projection sur W parallélement a V|

s’ la symétrie par rapport & W parallélement a V,
I I'application identique de U.

Parmi les relations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1. Xp+p =1

2. 0s+4 =1

3. Os—s=2p.

4. Kp—p =s.

5. d0s—p=1yp.

6. Xs+p =p.

7. 0pos =p.

8 Xp'os =p.

9. Xs'os=—1I.

10. Op'op=1.

Exercice 4.5 Soient V' un espace vectoriel de dimension n, W un espace vectoriel de
dimension m et f une application linéaire de V' dans W. On choisit une base {by, ... ,b,}
dans V, une base {ci,...,c,} dans W, et on note A la matrice de f relative a ces

bases. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et
pourquoi ?
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ot

10.

X La matrice A est carrée si et seulement si m = n.
[ Les lignes de A sont les images des vecteurs cy, ... , Cp.
[ Si toutes les colonnes de A sont non nulles, alors ’application f est injective.

X Si toutes les colonnes de A sont proportionnelles au méme vecteur de R™, alors
le rang de f est 0 ou 1.

X La j-iéme colonne de A est nulle si et seulement si le vecteur b; appartient au
noyau de f.

6. 00 Si une ligne de A est nulle, alors f n’est pas injective.
7.
8
9

X Si une ligne de A est nulle, alors le rang de f est strictement inférieur a m.

. X Si les colonnes de A forment une famille libre dans R™, alors f est injective.

. O Si les lignes de A forment une famille génératrice de R", alors f est surjective.

X Si les colonnes de A forment une famille génératrice de R™, alors f est surjec-
tive.

Exercice 4.6 Pour chacune des applications linéaires f suivantes, déterminer une base
de Ker f et une base de Im f.

=W o=

d.

f R —R, (z,y)— f(z,y)=(z+y,z—y,21).

f R —R, (2,9,2) — f(z,9,2) = (0,y — 2,2 — ).

[ R —R, (z,9,2)— f(z,9,2) = (x —y,y — 2,2 — T).

f R — R, (2,9,2,t) — flz,y,2,t) = (x+y+22z—t,2r+y+2+1).
[ R —R, (z,y,2,t)— f(z,y,2,t) =2 —y+ 22+ 3t.

Exercice 4.7 Pour tout entier d > 1, on note R;[X| I'espace vectoriel des polynomes
de degré < d en la variable X. Vérifier que chacune des applications f suivantes est
linéaire, déterminer une base de Ker f et une base de Im f.

1.

6.

Exercice 4.8 Soit V' 1’espace vectoriel des polynémes de degré
Papplication f qui & un polynéme P(X) associe le polynéme f(P)

1.
2.
3.

S =

2
3
4.
)

f iR[X] — R, P(X)— f(P)=P(1).
tRo[X] — Re[X], P(X)— f(P)(X
: Ro[X] — Ro[X], P(X)+— f(P)(X)=XP'(X)— P
:Ro[X] — Ro[X], P(X) — f(P)(X) = (X% +1)P'(X) — 2X P(X).
‘Rs[X] — Ri[X], P(X)— f(P)(X)=P(1)+ (X — 1)P'(1).

fR(X] — R[X], P(X)— f(P)(X)=P(X +1)+P(X — 1) — 2P(X).

XP'(X) + P(X).
X

)
)
)
)

< 2. On considére
défini par :
f(P)(X)=2(X+1)P(X)— (X +1)?P'(X).

Montrer que f est un endomorphisme de V.
Donner les images par f des polynomes 1, X, X2 X +1, (X +1)%

Donner une base de Im f et Ker f.
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Exercice 4.9 On considére les applications suivantes de R? dans R?.

(22,2y)
(z,z)
(v,y)
(x

(z,y) = (-2, —y) (z,y) —
(z,9) = (z,0) (z,y) —
(z,9) > (3,0) (z,y) —
(.9) > (@ +y,2—1) (@) -
Pour chacune de ces applications :

1. Donner une interprétation géométrique comme transformation du plan, muni
d’un repére orthonormé (0,7, 7).

2. Déterminer Ker f et Im f. L’application est-elle un automorphisme de R? ?

3. Reprendre les deux questions précédentes pour 'application f — I, ou f est 'ap-
plication considérée et I désigne I'application identique de R2.

Exercice 4.10 On considére les applications linéaires suivantes.
f: R® — R
(Qf,y,Z) — (2:1" —Y,Yy—- Z)
g : R? — R3
1. L’application f est elle injective ? surjective ?
2. L’application g est elle injective ? surjective ?
3. Déterminer g o f. Est-elle injective ? surjective ?
4. Déterminer f o g. Est-elle injective ? surjective ?

Exercice 4.11 Soient U, V et W des espaces vectoriels sur R. Soit f une application
linéaire de U dans V' et ¢g une application linéaire de V' dans W.

1. Montrer que Ker f C Kergo f.

2. Montrer que Imgo f C Img.

3. Montrer que g o f est 'application nulle si et seulement si Im f C Kerg.
4

. Montrer que go f est injective si et seulement si f est injective et Im f NKer g =
{0}.
5. Montrer que g o f est surjective si et seulement si g(Im f) = W.
Exercice 4.12 Soit V' un espace vectoriel et f un endomorphisme de V.

1. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes.

(1) Ker f NIm f = {0},
(2) Ker f =Ker (fo f) .

2. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes.

(3) Kerf+Imf=V,
(4) Imf=Im(fof).
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3. Montrer que si V est de dimension finie, alors les 4 propositions (1), (2), (3) et
(4) sont équivalentes.

Exercice 4.13 Soit V un espace vectoriel de dimension n, et f un endomorphisme de
V.

1. On suppose que f o f est I’application nulle. Montrer que Im f C Ker f.
2. On suppose que Ker f =Im f. Montrer que n est nécessairement pair.

3. On suppose qu’il existe un entier k tel que f°* (composée de f avec elle-méme
k fois) est l’application nulle (on dit que f est nilpotente). Soit kg le plus petit
entier tel que f°* est 'application nulle. Montrer qu’il existe un vecteur v € V
tel que f°*o=1)(y) # 0. Montrer que si f°*o=1)(v) # 0, alors la famille de vecteurs
{v, f(v),..., fo%o=D} est libre.

4. En déduire que si f est nilpotente, alors f°* est ’application nulle.

Exercice 4.14 Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une base
{b1,...,b,}. Pour tout i = 1,...,n, on définit la i-iéme application coordonnée L;
comme l'application de V' dans R qui & v € V associe le réel A; qui est la i-iéme
coordonnée de v sur la base {b1,... ,b,}.

v o= Mbi+-FNbi++ A by
= Li(w)by+---+ Li(v)b;+---+ Ly(v) by
1. Montrer que les L; sont des applications linéaires.

2. Montrer que le noyau de L; est un sous-espace vectoriel de dimension n —1 de V
(hyperplan).
3. On prend V =R3 et :

by =(1,0,-1), b, =(0,2,3), b3=(0,0,1).

Montrer que {b, by, b3} est une base de V. Pour i = 1,2, 3, déterminer 'image
par L; d’un vecteur v = (z,y, z) quelconque de R3.

Exercice 4.15 On considére les applications suivantes de R? dans R2.

(33, y) = (—37, _y) (37, y) = (237’ 2?/)
(z,y) — (2,0) (z,y) = (z,7)

(z,y) — (y,0) (z,y) = (¥,9)

(z,y) = (@+y,v—y) (v,9)— (T—y,z+Yy)

1. {(0,1),(1,0)}.
2. {(1,0), (0,1)}.
3. {(0,2),(-3,0)}
4. {(0,1),(1,1)}.
5. {(1,1),(1,—1)}.
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Exercice 4.16 Pour tout entier n, on munit R” de sa base canonique. Donner la
matrice de chacune des applications suivantes.

1. f R —R, (z,y)— f(z,y) = (z+y,z—vy,2z).
2. f R — R, (z,y,2)— f(z,9,2) = (0,y — 2,2 — x).
3. f R —R, (z,9,2)— f(z,9,2)=(x—y,y—2,2—1x).
4. f R* — R, (z,y,2,1) — f(z,y,2,t) = (x+y+22—t,22+y+2z+1).
5. f R' — R, (z,9,2,t) — f(z,9,2,t) =z —y+ 2z + 3.
Exercice 4.17 Pour tout entier d > 1, on munit I'espace vectoriel R¢[X] des poly-
noémes de degré < d en la variable X, de la base {1,X,...,X%}. On considére les

applications f suivantes.
o f :Ry[X]— R, P(X)+— f(P)=P(1).

o [ iRy[X] — R[X], P(X)+— f(P)(X)=XP'(X)+P(X).

o« [ R[X] > R[X], P(X)— f(P)(X) = XP'(X) - P(X).

o [ R[X] — Ry[X], P(X)— f(P)(X)=(X?+1)P'(X)-2XP(X)

e [ R3[X] —R[X], PX)— f(P)(X)=P(1)+ (X —-1)P'(1).

e J iR[X] — R[X], P(X)— f(P)(X)=P(X +1)+ P(X - 1) - 2P(X)
o/ iR(X] — Ri[X], P(X)— f(P)(X)=2(X + 1)P(X) - (X +1)2P'(X)

Pour chacune de ces applications :
1. Donner la matrice de f.
2. Calculer 'image par f du polynome (X + 2)2.

3. Calculer les coordonnées du polynome (X +2)? dans la base de I’espace de départ,
effectuer le produit du vecteur obtenu par la matrice de f, et vérifier le calcul de
la question précédente.

Exercice 4.18 On considére les matrices suivantes.

1 00 1 2 -1 -1 2 3
010 2 -1 1 2 1 =3

1 00 1 0 O -2 3 —4
010 0 -1 0 3 1 -3
0 01 0 0 2 1 -2 0
0 01 1 2 3 -1 -2 0
010 3 21 2 1 0
1 00 21 3 -2 1
1 1 1 1 3 2 0 —1 2
On considére les vecteurs suivants.
0 1 -1 2 -2 3
1 1 0 -1 3 -1
0 1 1 0 1 2

Calculer le produit de chacune des matrices par chacun des vecteurs.
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4.7 Compléments

Applications linéaires de R dans R

D’aprés la définition 4.1.1, une application de R dans R est linéaire si Vv, w, A\, u € R,
fAv+pw)=Xf(v)+pf(w). Posons A =z, v =1et u = w = 0. L’application f doit
vérifier f(x) = xf(1). Les applications linéaires de R dans R sont toutes de la forme
x — az, avec a = f(1).

La condition f(Av + pw) = A f(v) + p f(w) est trop forte : il suffit d’exiger f(Av) =
A f(v) pour obtenir le méme résultat. Suffirait-il d’'imposer que f vérifie f(v + w)
f(w) + f(w)? Presque.

Proposition 4.7.1 Soit f une application de R dans R telle que pour tous v,w € R,
flv+w) = f(v) + f(w) (on dit que f est additive). Si f est continue, alors [ est
Papplication qui & x associe xf(1).

Démonstration : C’est I’occasion d’employer une technique classique, que 1’on appelle
un "argument de continuité" : on démontre d’abord que la propriété est vraie pour
tous les rationnels, on I’étend ensuite & tous les réels en utilisant le fait que tout réel
est limite d’une suite de rationnels.

On déduit d’abord de I’hypothése que pour tout n entier, f(nz) = nf(z), par
récurrence sur n. Ceci entraine, en posant nz = y, que f(y/n) = f(y)/n. Les deux
combinés donnent que pour tout rationnel p/q, f(p/q) = (p/q)f(1).

Tout réel x est limite d’une suite de rationnels :

z = lim p,/q, .
n—oo
Puisque la fonction f est supposée continue,
f(z) = lim f(pn/qn) = im pp/gn f(1) =z f(1) .
n—oQ n—oQ

O

Existe-t-il des fonctions de R dans R qui sont additives sans étre linéaires ? Oui, il
est possible d’en construire, de maniére assez tordue, en faisant appel a 'axiome du
choix.

Application linéaire tangente

La tangente au graphe d’une fonction en un point est une droite passant par ce
point, dont la pente est la dérivée. Pour une application dérivable en a, on peut écrire :

fla+h) = f(a)+ f'(a) h+ o(h) , (4.7.1)

ot o(h) désigne une fonction telle que o(h)/h tend vers 0 quand h tend vers 0. Imaginons
que l'on souhaite approcher f au voisinage de a (pour une valeur de h petite), sans
savoir calculer f(a + h). On peut remplacer f(a + h) — f(a) par f'(a)h, et 'erreur
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commise est négligeable devant h. Dans (4.7.1), une application linéaire de R dans R
apparait : Papplication h +— f'(a) h.

Ceci se généralise & des applications de R* dans R™, avec n et m quelconques.
L’application h — f(a) h devient une application linéaire de R* dans R™ : I’application
linéaire tangente. Pour ne pas compliquer les notations, nous prendrons I’exemple d’une
application de R dans R?

R3 — R
(z,9,2) — (f(z,9,2),9(x,y,2))

Ce pourrait étre par exemple ’application qui aux trois dimensions d’un parallélépipéde
associe sa surface et son volume.

R3 — R?
(z,y,2) — 22y + 222 + 2yz, Ty2)

Les applications f et g, de R® dans R, sont les applications coordonnées. Si on fixe un
point (a, b, ¢) dans l'espace de départ, on définit 6 applications partielles.

(z,b,¢)
(a,y,c¢)
(a,b, 2)
(2,0,¢)
g9(a,y,c)
(a,b, 2)

SN
111111

Nous commencons par une application f, de R® dans R. Si les applications partielles
sont dérivables, leurs dérivées s’appellent les dérivées partielles en (a, b, c).

0 df (z, b,
Yo = TR
of _ df(a,y,0)
a_y(aabac) - dy (b)
0 df (a,b
o = T2,

Pour calculer la dérivée partielle de f par rapport a z, il suffit de dériver en z I’expres-
sion de f, en traitant les autres variables comme des constantes paramétriques.

Supposons par exemple que f soit 'application qui & (z,y, z) associe la surface du
parallélépipéde dont les longueurs d’arétes sont x, y, 2.

R3 — R
(,9,2) — 2(zy +yz+ 22
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Voici ses trois dérivées partielles.

0
Labe) = 20+0
g—;(a,b,c) = 2(a+c)
of

—(a,b,c) = 2(a+b

L(abo) = 2a+b)
Si elles sont continues, les dérivées partielles permettent d’approcher la fonction par
une application linéaire au voisinage d'un point. Le résultat qui suit est I’analogue pour
les fonctions de plusieurs variables du théoréme des accroissements finis.

Théoréme 4.7.2 Soit, f : (x,y,2) — f(x,y,2) une application contindment diffé-
rentiable de R® dans R et (a,b,c) un point de R®. Notons o(z,y, z) la fonction définie
par :

f(z,y,2) = f(a,b, c)+(x—a)g—£(a, b, c)+(y—b)g—§(a, b, c)+(z—c)g—£(a, b, c)+o(z,y,z) .

Alors :
lm o(z,y,2)

=0.
(z,y,2)—(a,b,c) max{\x—a| |y—b‘ ‘Z—C'}

Ce théoréme dit que les variations de la fonction f autour du point (a, b, c) peuvent
étre approchées par une application linéaire, la différentielle de f.

Définition 4.7.3 On appelle différentielle de f au point (a,b,c) Uapplication linéaire
de R® dans R qui a (hy, hy, h,) associe :

of of
ox Yoy

of

hy e

(a,b,c) + hy=(a,b,c) + h,=(a,b,c) .
En physique, on interpréte hy, hy et h, comme des petites variations des variables z, y,
et z, et on les note plutot dz, dy et dz. Si on note df la différentielle de f, ceci justifie

I’écriture abrégée suivante.

O 4o+ 2L gy 1+ 9L 4,

df = ox oy 0z

La différentielle est plus facile & visualiser en dimension 2. Pour une fonction de deux
variables, le théoréme 4.7.2 donne une approximation de f(z,y) sous la forme :

of

Fla) = f(ah) + (@ = )3 (@) + = )5 (@.8) + ofa.).

La surface d’équation z = f(a,b) + (z — a) g£ (a,b) + (y — b)a (a,b) est celle du plan
tangent a la surface z = f(z,y) au point (a,b) (cf. figure 4.4). Pour rappeler cette
interprétation géométrique, la différentielle de f au point (a,b) porte aussi le nom

d’application linéaire tangente.
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F1G. 4.4 — Plan tangent & une surface en un point.

Une application de R® dans R™ est contintiment différentiable si ses m applica-
tions coordonnées le sont. On peut donc lui appliquer, coordonnée par coordonnée, le
théoréme 4.7.2. La différentielle en un point de R est une application linéaire de R”
dans R™. Sa matrice est la matrice jacobienne. Ici encore nous donnons la définition
en dimension réduite pour des raisons de clarté.

Définition 4.7.4 Soit ® une application de R® dans R?.

D — R?
(z,y,2) — (f(z,y,2),9(z,y,2))

Soit (a,b,c) un point de R®. On appelle matrice jacobienne de ® au point (a,b,c), la
matrice des dérivées partielles de f et g :

of of of
MI@)(a,be) = | G0 Y Ge | (a,b0)
or 0y 0

On appelle différentielle de ® au point (a, b, c) application linéaire de R® dans R? dont
la matrice dans les bases canoniques de R® et R? est la matrice jacobienne.

Voici la matrice jacobienne au point (a, b, ¢) pour la surface et le volume d’un parallé-
lépipéde en fonction de ses trois dimensions.

2(b+c¢) 2(a+c) 2(a+0b)
MJ = ( be ac ab > )

Dualité

D’aprés le théoréme 4.1.5, une combinaison linéaire d’applications linéaires est en-
core une application linéaire. Donc I’ensemble des applications linéaires de V' dans W
est un espace vectoriel. L’espace des applications linéaires de V' dans R joue un role
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important autant en algébre qu’en analyse : on I'appelle ’espace dual, et on le note
V.

Une application linéaire de V' dans R s’appelle une forme linéaire. Plagons-nous
d’abord en dimension finie : V' est un espace vectoriel de dimension n. Sauf si celle-ci
est nulle, 'image d’une forme linéaire est R, et son rang est donc 1. D’aprés le théoréme
du rang (théoréme 4.4.6), la dimension du noyau est n—1. Le noyau d’une forme linéaire
s’appelle un hyperplan (un plan ordinaire si V' est de dimension 3).

Munissons V' d’une base, {b1,...,b,}. Parmi les formes linéaires définies sur V,
les applications coordonnées jouent un role particulier. Nous les notons b7, ... ,b;. Pour

touts =1,...,n, b; est 'application qui a un vecteur de V" associe sa i-iéme coordonnée
dans la base {by,... ,b,}.

by : v=AMbi+ N+ N by — D (v) = A

Théoréme 4.7.5 La famille {b},... b5} est une base de V*.
En conséquence, I'espace vectoriel V' et son dual V* ont la méme dimension.

Démonstration : Montrons d’abord que la famille {7, ... , b%} est libre. Supposons que
la forme linéaire

v = A0+ -+ A by
est nulle, c’est a dire que I'image qu’elle donne de tout vecteur est 0. En particulier
I'image qu’elle donne du vecteur b; est nulle. Or,

Donc v*(b;) = A = 0. La forme v* ne peut étre nulle que si tous les A} sont nuls.

Montrons maintenant que la famille {b7,...,b%} est génératrice. Soit v* une forme
linéaire quelconque. D’aprés la proposition 4.4.1, v* est déterminée par les images
qu’elle donne aux vecteurs de la base {b;,...,b,}. Notons Af,... , \: ces images :

Vi=1,...,n, v*(b)=A €R.
On vérifie facilement que v* est combinaison linéaire des 0] :
vC=AT0] + -+ AL by
O

Le mot "dual" évoque une certaine symétrie entre V et V* : tout se passe comme
si V* était une image miroir de V. On note traditionnellement par (-, -) le crochet de
dualité, & savoir 'image d'un vecteur par une forme linéaire :

b

(v*,v) =v*(v) €R.
Le crochet de dualité est linéaire par rapport & chacun des arguments.

(W, Aoy + pvg) = A", 1) + p(v*, ve)
(N o] + vy vy = AN, v) + pt(vs,v) .

Le résultat suivant illustre ’aspect miroir de la dualité.
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Proposition 4.7.6 SoientV et W deux espaces vectoriels et f une application linéaire
de V dans W. Il existe une application linéaire unique f*, de W* wvers V*, telle que
pour tout v € V' et pour tout w* € W*,

(w*, fv)) = (f(w"),v) .
Soit {by,... by} une base de V', {c1,...,cm} une base de W, et
A=(a;j),i=1,...,m,j=1,...,n,

la matrice de f dans ces bases. Alors la matrice de f* dans les bases {c},...,c5}
(au départ) et {b,...,b:} (a Uarrivée) est la transposée de la matrice A, 4 savoir la
matrice a n lignes et m colonnes :

A= (aj;), j=1,...,n,i=1,...,m.

Par exemple :

11
A= 2 3 ,64:(1 2_1)
1 -1

Démonstration : La double linéarité du crochet de dualité permet de travailler unique-
ment sur les images des vecteurs de bases. Soit ¢ un indice entre 1 et m et 7 un indice

entre 1 et n. .
(e, F(b) = (¢}, ) avjco) =aiy,
=1
par définition de la base duale {c7, ..., c;,}. Notons (a};)j=1,.. n=1,.m la matrice de
I’application f*. On a de méme :

(f(ch),b;) = Ea],zj, =aj;,

et donc nécessairement a; ; = aj;, car {(c;, f(b;)) = (f*(c}), b;)-
La relation (w*, f(v)) = (f ( *),v) étant vérifiee pour v = b; et w* = ¢}, elle
est vraie pour tous v € V et w* € W*, par la double linéarité. D’ou I’existence.

L’application f est unique car elle est déterminée par sa matrice.
O

La notion de dualité prend toute sa puissance en dimension infinie pour les espaces
de fonctions, quand on y ajoute une notion de continuité que nous n’expliciterons pas.
Le dual d’un espace de fonctions est ’ensemble des formes linéaires continues définies
sur cet espace.

Comme premier exemple, notons Cy([0, 1]) 'espace vectoriel des fonctions continues
sur I'intervalle [0, 1]. Voici une forme linéaire définie sur Cy([0, 1])

£ € Co((0, 1]) — / f(@) de
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Soit g un élément quelconque de Cy([0, 1]). L’application

reco. ) — | @) g(a) da

est encore une forme linéaire sur Cy([0,1]). Il y en a beaucoup d’autres : le dual de
Co([0,1]) est I’espace des mesures de Radon sur [0, 1].

En dimension infinie, les duaux ont la propriété de s’emboiter a I'inverse des espaces
fonctionnels dont ils sont issus. Par exemple 'espace C;([0,1]) des fonctions continues
sur [0, 1] et dérivables sur |0, 1] est inclus dans Cy([0, 1]). Son dual contient le dual de
Co([0,1]). Pour fabriquer un trés gros espace vectoriel, qui englobe les fonctions, les
mesures, et bien d’autres objets utiles, il faut prendre le dual d’un espace fonctionnel
trés petit. En novembre 1944, au cours de ce qu’il décrit comme "la plus belle nuit de
sa vie" dans ses mémoires, Laurent Schwartz a eu I'idée de prendre le dual de I'espace
des fonctions indéfiniment dérivables, nulles en dehors d’un intervalle fermé et borné :
Cb.. Les objets de ce dual généralisent a la fois les fonctions et les mesures : ce sont les
distributions.

Un des miracles des distributions est la possibilité de les dériver a volonté, par la
formule "miroir" :

V¢EC£O, <fa¢l>:_<fla¢>

Prenons pour f la fonction de Heaviside :

Iz . O0siz <O
T 1siz>0

Cette fonction s’identifie & la forme linéaire

+oo

b (f.0) = /R o@) @ de= [ f(z)ds.

0

Sa dérivée au sens des distributions est la masse de Dirac en 0, a savoir la forme linéaire
g, définie par :

do = ¢ (B o) =¢(0) .
Ceci n’a pas surpris les physiciens, qui depuis un quart de siécle ne se privaient pas de
dériver la fonction de Heaviside (et d’autres) chaque fois qu’ils en avaient besoin. ..

Codes de Hamming

Nous avons déja évoqué au chapitre précédent les codes correcteurs d’erreurs. Nous
allons étudier un exemple de code de Hamming. Notre objectif sera surtout de relier
ses propriétés aux applications linéaires sur I’espace vectoriel (Z/27Z)".

Nous considérons le probléme de coder les éléments de (Z/27)" par ceux de (Z/2Z)™,
donc de définir une application injective de (Z/2Z)"™ dans (Z/2Z)™. Evidemment, m
doit étre plus grand que n. Pour les codes de Hamming, on prend m = 2F — 1, et
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n = m — k, ol k est un certain entier. Nous prendrons I'exemple £ = 3, donc nous
coderons les 16 éléments de (Z/2Z)* par autant d’éléments choisis dans (Z/27Z)7. Dans
la pratique, on utilise les codes de Hamming pour des valeurs de k& beaucoup plus
élevées, et la "place perdue" n’est pas aussi importante qu’il y parait. Comme nous
I’avons vu précédemment, si on veut pouvoir corriger une erreur, deux mots du code
ne peuvent ni étre voisins, ni avoir un voisin en commun. Ils doivent donc différer en
au moins 3 coordonnées. Nous devons donc trouver une application de (Z/27Z)* dans
(Z/27)7, telle que les images de deux vecteurs quelconques différent en 3 coordonnées
au moins.

Dans toute la suite, les espaces vectoriels considérés sont munis de leur base ca-
nonique. Considérons lapplication linéaire f, de (Z/2Z)* dans (Z/27Z)7, définie par la
matrice A suivante.

1 1 \

O = O

0
1
0
0

O = O = = O
—_ O O =

0 0
0001)

Notons aq, as, as, a4 les 4 vecteurs colonnes de A. Pour vérifier que f est injective, c’est
a dire que son noyau est réduit au seul vecteur nul, il suffit de montrer que son image
est de dimension 4, c’est & dire que les vecteurs aq, as, a3, a4 forment une famille libre.
On voit immédatement que c’est le cas en examinant leurs 4 derniéres coordonnées.

Les 4 vecteurs a, as, az, as codent les 4 vecteurs de la base canonique de (Z/27)*.
Pour obtenir le code (I'image par f) d’un autre vecteur de (Z/2Z)% il suffit de le
multiplier par la matrice A (toutes les opérations se font dans Z /27, c’est a dire modulo
2). Voici par exemple le calcul de f(v), avec v = (1,1,0,1).

1)
;
y

1011 0
(1110\ (0\
0111 0
100 0 1
0100 1
0010 0
\ooo1/) \1)

Observons que les 4 derniéres lignes de la matrice A sont celles de la matrice identité
en dimension 4. Donc l'image par f d’un vecteur de 4 bits quelconque se termine par
ces mémes 4 bits. Les trois bits de téte sont des "bits de correction". Nous laissons au
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lecteur le soin de calculer les images par f des 16 vecteurs de (Z/2Z)* et de vérifier
que ces images différent deux a deux en au moins 3 bits.

Pour comprendre comment fonctionne la correction d’erreur, il faut considérer ’appli-
cation linéaire g, de (Z/27Z)7 dans (Z/2Z)3, dont la matrice B est la suivante.

1
B=120
0

o = O
— o O

1
1
0

— = O
—_ =
—_ o =

Remarquez que les colonnes de B sont les écritures en base 2 des entiers de 1 & 7.

Proposition 4.7.7 Le noyau de l’application g de matrice B et [’'tmage de l’application
[ de matrice A sont le méme sous-espace vectoriel de dimension 4 de (Z/2Z)".

Démonstration : 1l est facile de vérifier que I'image par g des 4 vecteurs ay, as, as, a4
est le vecteur nul. Ceci entraine que Im f C Kerg. Il suffit alors de vérifier que les
dimensions de Im f et Ker g sont toutes deux égales & 4. Nous ’avons déja montré
pour Im f. Pour Ker g, observons que les trois premiers vecteurs colonnes de B sont
les 3 vecteurs de la base canonique en dimension 3. Donc Im g a pour dimension 3, et
donc Ker g a pour dimension 7 — 3 = 4. [l

Par la proposition précédente, I'image par f d’un vecteur quelconque est dans le
noyau de g. Donc si un code a été correctement transmis, son image par g doit étre
nulle. Reprenons le vecteur v = (1,1,0, 1) et supposons maintenant qu’une erreur a été
commise sur son codage : au lieu de transmettre le vecteur f(v) = (0,0,0,1,1,0,1),
on a transmis (0,0,0,1,0,0,1), c’est a dire que le cinquiéme bit a été changé : c’est
f(v) + es5 qui a été transmis, avec e5 = (0,0,0,0,1,0,0). Puisque g(f(v)) est le vecteur
nul, 'image par g de f(v) + e5 est g(es), & savoir la cinquiéme colonne de B.

Etant donné un vecteur de 7 bits regu, on commence par prendre son image par
g (en le multipliant par la matrice B). Si cette image est nulle, alors il n’y a pas eu
d’erreur de transmission, et il suffit de lire les 4 derniers bits du vecteur transmis. Si
I'image est égale a I’'un des vecteurs colonnes de B, disons le i-iéme, alors le i-iéme bit
du vecteur recu est faux : on le corrige et on lit ensuite les 4 derniers bits du vecteur
corrigeé.
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Chapitre 5

Matrices et systémes

5.1 Opérations sur les matrices

Etant donnés deux entiers m et n, une matrice ¢ m lignes et n colonnes est un
tableau rectangulaire de réels A = (a; ;). L'indice de ligne 7 va de 1 & m, 'indice de
colonne j va de 1 a n.

a’l’l . e . a/l’j e« e o a’l’n
A= (az,j) = ;.1 Q5 Qi n
am,l ... am,] o« e a/m,n

Les entiers m et n sont les dimensions de la matrice, a;; est son coefficient d’ordre
(i, 7). L’ensemble des matrices & m lignes et n colonnes et a coefficients réels est noté
M0 (R). Ce qui suit s’applique aussi, si on remplace R par C, a1’ensemble des matrices
a coefficients complexes.

L’ensemble M,, ,(R) est naturellement muni d’une addition interne (on peut ajou-
ter deux matrices de mémes dimensions terme a terme) et d’une multiplication externe
(on peut multiplier une matrice par un réel terme a terme).

e Addition : Si A = (a;;) et B = (b; ;) sont deux matrices de M,, ,,(R), leur somme
A + B est la matrice (a; ; + b; ;). Par exemple :

1 1 -3 1 -2 2
2 3|+ o =3 | = 7 0
1 -1 0 2 1 1

o Multiplication externe : Si A = (a; ;) est une matrice de M,,,(R), et A est un
réel, le produit AA est la matrice (Aa; ;). Par exemple :

1 1 -2 =2
212 3 |=| -4 -6
1 -1 -2 2



Muni de ces deux opérations, M,, ,(R) est un espace vectoriel.

Proposition 5.1.1 L’ensemble M, ,(R) des matrices & m lignes et n colonnes, muni
de son addition et de sa multiplication externe est un espace vectoriel sur R.

Démonstration : On peut voir une matrice A = (a;;) comme une application de
l'ensemble E = {1,...,m} x {1,... ,n} dans R, qui au couple d’entiers (7, j) associe
le coefficient a; ;. La proposition 5.1.1 est donc un cas particulier du théoréme 3.2.3. O

L’ensemble E = {1,... ,m}x{l,... ,n} amn éléments. L’espace vectoriel M,, ,,(R) est
donc isomorphe a R™" : c’est un espace vectoriel de dimension mn. Sa base canonique
est formée des matrices dont tous les coefficients sont nuls, sauf un qui vaut 1.

L’opération la plus importante est le produit matriciel.

Définition 5.1.2 Soient m,n, p trois entiers. Soit A = (a; ;) une matrice de M, ,,(R)
et soit B = (b; ;) une matrice de M, ,(R). On appelle produit matriciel de A par B la
matrice C € My, ,(R) dont le terme général c¢;y est défini, pour tout i = 1,... ,m et

pour tout k€ 1,...,p par :
n
Cige = ) i by -
i=1

Nous insistons sur le fait que le produit AB de deux matrices n’est défini que si le
nombre de colonnes de A et le nombre de lignes de B sont les mémes. Observons
d’abord que la définition 5.1.2 est cohérente avec la définition du produit d’une matrice
par un vecteur, donnée au chapitre précédent : si p = 1, la matrice B a n lignes et 1
colonne, et le produit AB a m lignes et 1 colonne. D’autre part, appliquer la définition
5.1.2 revient a effectuer successivement le produit de A par chacune des colonnes de
B. Pour effectuer ce produit, nous conseillons d’adopter la méme disposition que pour
le produit par un vecteur, en placant B au-dessus et & droite de A.

( bl,l .. bl,k .. bl,n \
bk
\ bn,l bn,k bn,p )
ai,l .« e e a’i,j . s e ali,n Ci.k
m,1 " CLm,j 0 Qmyn \ Cm,1 Cm.,p )
Posons par exemple
1 1
0 1 -1 -2
a={2 3 B= ( )
-3 -2 1
1 —1 3 0



La matrice A a 3 lignes et 2 colonnes, la matrice B a 2 lignes et 4 colonnes. Le produit
AB a donc un sens : c’est une matrice a 3 lignes et 4 colonnes.

0o 1 -1 =2
-3 -2 0 1

1 1 -3 -1 -1 -1
2 3 -9 -4 -2 -1
1 -1 3 3 -1 =3

Le produit matriciel a toutes les propriétés que 'on attend d’un produit, sauf qu’il
n’est pas commutatif.

Proposition 5.1.3 Le produit matriciel posséde les propriétés suivantes.

1. Associativité : Si les produits AB et BC' sont définis, alors les produits A(BC)
et (AB)C le sont aussi et ils sont égaut.

A(BC) = (AB)C.

2. Linéarité a droite : Si B et C' sont deux matrices de mémes dimensions, si A et
1 sont deux réels et si A a autant de colonnes que B et C ont de lignes, alors

A(AB + puC) = AMAB + tAC .

3. Linéarité a gauche : Si A et B sont deux matrices de mémes dimensions, si A et
1 sont deux réels et st C' a autant de lignes que A et B ont de colonnes, alors

(M + pB)C = MAC + uBC'.

La démontration de ces propriétés a partir de la définition 5.1.2 ne présente aucune
difficulté autre que de manipulation d’indices. Comme elle ne présente pas non plus
beaucoup d’intérét, nous I’'omettons.

La transposition est une notion importante, dont la justification provient de la
dualité, évoquée dans les compléments du chapitre précédent.

Définition 5.1.4 Etant donnée une matrice A = (a; ) de My, »(R), sa transposée est
la matrice de My, ,(R) dont le coefficient d’ordre (j,1) est a; ;.

Pour écrire la transposée d’une matrice, il suffit de transformer ses lignes en colonnes.
Par exemple :

1 1
A= 2 3 , %:(i g_j).
1 —1

Observons que la transposée de la transposée est la matrice initiale.
HfA) = A .

La transposée d’un produit est le produit des transposées, mais il faut inverser 1'ordre
des facteurs.
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Proposition 5.1.5 Soient m,n,p trois entiers. Soient A = (a;;) une matrice de
M n(R) et B = (b;r) une matrice de My »(R). La transposée du produit de A par B
est le produit de la transposée de B par la transposée de A.

{(AB) ='B'A .

Par exemple, en reprenant les matrices A et B définies ci-dessus :

1 2 1
1 3 -1

0 -3 -3 -9 3
1 =2 -1 -4 3
-1 0 -1 -2 -1
-2 1 -1 -1 -3

Observons que le produit d’une matrice par sa transposée est toujours défini.

2 5 0 .
A= 5 13 -1 : tAA:( )
0 -1 2 6 11

Le résultat est une matrice carrée (autant de lignes que de colonnes) et symétrique.

Définition 5.1.6 Soit n un entier et A une matrice carrée a n lignes et n colonnes.
On dit que A est symétrique si pour tous 1,7 = 1,...,n, ses coefficients d’ordre a; ; et
a;; sont égauz, ce qui est équivalent a dire que A est égale a sa transposée.

Le produit d’une matrice par sa transposée est toujours une matrice symétrique. En
effet :
FA'A) ="("A)'A = A'A |

5.2 Matrices carrées

En général si le produit AB est défini, le produit BA n’a aucune raison de 1’étre.
Le produit d’une matrice par sa transposée est une exception, les matrices carrées en
sont une autre : si A et B sont deux matrices a n lignes et n colonnes, les produits AB
et BA sont tous deux définis et ils ont les mémes dimensions que A et B. En général
ils ne sont pas égaux. Par exemple,

(7 7) (Vo)
(Vo) o) (0) ()

Nous noterons simplement M,, ’ensemble M,, ,(R) des matrices carrées a n lignes et
n colonnes, & coefficients réels. Parmi elles la matrice identité, notée I,, joue un role
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particulier.

1 0 0
0 1

I, =
: .1 0
0 -+ --- 0 1

En effet, elle est I’élément neutre du produit matriciel : pour toute matrice carrée
AeM,,
Al,=1,A=A.

On le vérifie facilement a partir de la définition 5.1.2.

Définition 5.2.1 Soit A une matrice de M,,. On dit que A est inversible s’il existe
une matrice de M, notée A1, telle que

AA =A1A=1,.

Par exemple :

1 0 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 0 -1 1 00
1 -1 0 1 =21 )|=11-21 1 -1 0 |=(0120
1 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 1 -1 1 0 01

Nous verrons plus loin une méthode qui permet de savoir si une matrice est inversible,
et de calculer son inverse quand elle I’est. Observons que 'inverse, s’il existe, est néces-
sairement unique. En effet, soient B; et By deux matrices telles que A By = B1 A =1,
et ABy = By A = I,. En utilisant I"associativité, le produit By A B, vaut By (A By) =
By I, = By, mais aussi (B; A) By = I, By = By. Donc By = Bs.

Il suffit de trouver une matrice B telle que AB = I, pour étre sir que A est
inversible et que son inverse est B.

Théoréme 5.2.2 Soit A une matrice de M,,. Supposons qu’il existe une matrice B
telle que AB = I,, ou bien BA = I,,. Alors A est inversible et B = A™'.

Démonstration : Supposons qu’il existe une matrice B telle que A B = I,,. Considérons
I’application, de M, dans lui-méme, qui & une matrice X associe le produit X A.
D’aprés le point 8. de la proposition 5.1.3, c’est une application linéaire, donc un
endomorphisme de I’espace vectoriel M,,. Montrons qu’elle est injective, c’est a dire
que son noyau ne contient que la matrice nulle. Si X A = 0, alors (X A) B = 0, mais
(XA)B = X (AB) = X I, = X par hypothése. Une application linéaire entre deux
espaces de méme dimension qui est injective est aussi surjective (corollaire 4.4.5). Donc
il existe une matrice X telle que X A = I,,. Il reste & vérifier que cette matrice est B.
SiXA=AB=1,,alors X (AB) =X et (X A) B= B. D’ou le résultat.

On procéde de fagon symétrique si B A = I,,, en considérant I'application qui a X
associe A X. O

Si A et B sont deux matrices inversibles de M,,, leur produit est inversible.
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Proposition 5.2.3 Soient A et B deux matrices inversibles de M,,. Le produit AB
est inversible et son inverse est BTTA7L.

Démonstration : 11 suffit de vérifier la définition 5.2.1 en utilisant ’associativité du
produit :

(B'AYAB)=B YA 'A)B=B'I,B=B'B=1,.

5.3 Matrices et applications linéaires

Soient V' et W deux espaces vectoriels de dimension finie, munis respectivement des
bases {b1,... ,b,} et {c1,-.. ,cm}-
Une application linéaire f est déterminée par les images des vecteurs by, ...,b,. Les
coordonnées de ces vecteurs dans la base {c1,...,¢n,}, rangés en n colonnes, forment
la matrice de Papplication f, relative aux bases considérées (cf. section 4.5).

départ
fbr) - f(b) -+ f(ba)
aip ot Ay ot Gip | G
i1t Qi Qi | G arrivée
am’l PR am’j PR am,n cm

Les opérations sur les applications linéaires se traduisent en des opérations analogues
sur les matrices. Soient f, g deux applications linéaires de V dans W et A, u deux réels.
Si les matrices de f et g (relatives aux mémes bases au départ et a l’arrivée) sont A
et B, alors la matrice de A f + g est A A + pu B. La composée de deux applications
linéaires est encore une application linéaire (théoréme 4.1.4). Sa matrice est le produit
des matrices de f et g.

Proposition 5.3.1 Soient U, V,W trois espaces vectoriels, f une application linéaire
de U dans V' et g une application linéaire de V dans W. Soient {by,... ,b,} une base
de U, {c1,... ,cn} une base de 'V et {di,... ,d,} une base de W.

Soit A la matrice de f relative aux bases {by,... ,b,} et {ci,...,cm}-
Soit B la matrice de g relative auz bases {ci,... ,cm} et {di,... ,dp}.

Alors la matrice de go f relative aux bases {by, ... by} et {di,... ,dy,} est le produit
BA.

Remarquez que l'ordre dans lequel s’effectue le produit est I’ordre dans lequel s’écrit
la, composition.

matrice de g o f = (matrice de g) (matrice de f) .
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Démonstration : L’image par go f des vecteurs by, ... , b, se calcule en prenant I'image
par g des vecteurs f(by),..., f(bs). On calcule les coordonnées de ces images dans la
base {d;,...,d,} en effectuant le produit par la matrice de g, des vecteurs exprimant
f(by),..., f(b,) danslabase {cy,...,cn}, quisont les vecteurs colonnes de A. Effectuer
successivement le produit de B par chacun des vecteurs colonnes de A revient a calculer
le produit de B par A. ]

Pour les endomorphismes (I'espace de départ et d’arrivée sont les mémes), nous
avons déja convenu de choisir la méme base au départ et a ’arrivée.

Proposition 5.3.2 Soit V un espace vectoriel, muni de la base {by,... by}, et f une
application linéaire de V' dans lui-méme. L’application f est un automorphisme si et
seulement si la matrice de f dans la base {by,... ,b,} est inversible. Si c’est le cas, la
matrice de f=1 est l'inverse de la matrice de f.

Démonstration : Observons d’abord que la matrice de 'application identique est la
matrice identité, quelle que soit la base. Si ’application f est bijective, alors son inverse
est 'unique application dont la composée avec f est 'application identique.

flof=fof'=1Iy.
Si A est la matrice de f et B la matrice de f~!, la proposition 5.3.1 entraine que
AB=BA=1,.
Réciproquement si A est inversible, alors A~! définit une application linéaire unique

de V dans V. La composée de cette application avec f a pour matrice I, : c’est I’ap-
plication identique. Donc cette application est I'inverse de f. Il

Un automorphisme de V' est une application linéaire qui envoie une base de V' sur
une autre base (théoréme 4.4.3). Effectuer un changement de base (remplacer une base
par une autre) revient & prendre I'image par l’automorphisme qui envoie la nouvelle
base sur I’ancienne, donc le produit par la matrice de cet automorphisme.

Proposition 5.3.3 Soit V' un espace vectoriel. Soient {by,... by} et {c1,... ,cn} deux

bases de V. Notons P la matrice dans la base {by,... ,b,} de Uapplication qui a b; as-
socie ¢; (nouveauzx vecteurs en fonction des anciens). Soient Ay, ... , A, les coordonnées
de v dans la base {by,... ,b,} (anciennes) et pi,... , p, les coordonnées de v dans la
base {c1, ... ,cn} (nouvelles).

v=Abi+ -+ A by =g+t g Gy

Alors le vecteur (u;)j=1,..n est le produit de la matrice P~ par le vecteur (\;)i—1,... n-

M An
Démonstration : Notons ¢ 'automorphisme de v qui a b; associe ¢;, pour tout 7 =
1,...,n. Ecrivons :
Vo= €t UpCy
= wmo(bi) + -+ pn o) -
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Par définition, les coordonnées de ¢(b;) dans la base b; forment la j-iéme colonne de la
matrice P = (p; ;). Donc :

vo= > (Zpi,jbz’)
j=1 i=1

= ) b (Z Pij Mj)
i=1 j=1

Comme les coordonnées dans la base {b1, ... , b,} sont uniques, on en déduit, pour tout
1=1,...,n:
n
M= Pty
j=1
donc ()\;) = P(u;), d’ou le résultat en multipliant & gauche par P~ 1. O

La matrice P s’appelle la matrice de passage. Dans un changement de base, nous
conviendrons toujours de noter P la matrice qui donne les nouveaux vecteurs en fonc-
tion des anciens. Voici un exemple. Munissons V = R?, des deux bases suivantes.

{bl, bz, b3} = {(1, 0, 0), (0, 1, O), (0, 0, 1)}613 {61, Co, 03} = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} .

Voici la matrice de passage P et son inverse.

111 1 =1 0
P=|011 , Pt=10 1 -1
001 0 0 1

Si un vecteur v a pour coordonnées z,y, z dans la base canonique {by, bo, b3}, alors ses
coordonnées dans la base {c;, co, c3} s’obtiennent en effectuant le produit :

1 -1 0 T T—y
0 1 -1 y |l=| yv—=2
0 0 1 z z

Constatez que :

On peut appliquer ce qui précéde pour trouver la matrice d’'un endomorphisme quel-
conque dans la nouvelle base : c’est la formule de changement de base.

Théoréme 5.3.4 Soit V un espace vectoriel, soient {by,... by} et {c1,...,c,} deux
bases de V. Soit f un endomorphisme de V', et A sa matrice dans la base {by,... ,b,}.
Soit P la matrice de l’application linéaire qui a b; associe c;, pour tout i =1,... ,n.

La matrice de f dans la base {ci,... ,c,} est PTL AP,
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Démonstration : Notons ¢ I'application qui & b; associe c¢;. La matrice de f dans la
base {ci,...,c,} a pour vecteurs colonnes les images des vecteurs ¢y, ... ,¢,. Pour
calculer f(c;), on peut calculer f(o(b;)) = f o ¢(b;). Donc les coordonnées des vecteurs
f(c;) dans la base {by,...,b,} sont les colonnes de la matrice de f o ¢, qui est AP.
D’aprés la proposition 5.3.3, pour obtenir les coordonnées de ces vecteurs dans la base
{c1,...,cp}, il faut multiplier & gauche par la matrice P~!, d’ou le résultat. O

Reprenons ’exemple en dimension 3 des deux bases
{b1,b9,b3} ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) } et {c1, 0,3} = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}.
Considérons I’application de R* dans R® définie par :
fi (z,y,2) — (z— 2,20 —3y+ 2,y — 22) .

Sa matrice dans la base canonique (by, b, b3) est :

1 0 -1
A=12 -3 1
0 1 =2

La matrice de f dans la base {ci, co,c3} est :

-1 2 0
P 'AP = 2 —2 1
0 1 -1

L’image par f du vecteur co = (1,1,0) est le vecteur (1,—1,1) = 2¢; — 2¢o + c3. Les
coordonnées 2, —2, 1 figurent dans la seconde colonne de P~1AP.

Définition 5.3.5 Deuz matrices A et B de M,, sont dites semblables si et seulement
st 1l existe une matrice inversible P € M, telle que

B=P'AP.

Le théoréme 5.3.4 affirme que deux matrices sont semblables si et seulement si elles
représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes. Il se généralise a des
applications linéaires quelconques, comme suit.

Théoréme 5.3.6 Soit V un espace vectoriel, soient {by,... ,b,} et {b},... b} deuz
bases de V. Soit W un autre espace vectoriel, soient {cy,... ,cn} et{c},...,c,} deuz
bases de W. Soit f une application linéaire de V dans W, et A € M,,,, sa matrice
relative auz bases {b1,... ,b,} et {c1,... ,cn}. Soit P € M, la matrice de ’applica-
tion linéaire qui a b; associe by, pour tout i = 1,... ,n. Soit Q € M,, la matrice de
Papplication linéaire qui a c; associe ¢}, pour tout i =1,... ,n.

La matrice de f relative auzx bases {b},... b} et {c},... ,c,} est Q"1 AP.

La démonstration est pratiquement la méme que celle du théoréme 5.3.4, avec des
notations plus lourdes. Nous ’omettons.
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Définition 5.3.7 Deuz matrices A et B de M, ,(R) sont dites équivalentes si et
seulement si il existe deur matrices inversibles P € M,, et Q € M,, telles que :

B=Q'AP.

Le théoréme 5.3.6 affirme que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles
peuvent représenter la méme application linéaire, & un changement de base prés dans
les espaces de départ et d’arrivée.

5.4 Rang d’une matrice

Nous avons déja défini la notion de rang pour une famille de vecteurs et pour une
application linéaire (définitions 3.5.8 et 4.4.2).

1. Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du sous espace vectoriel qu’elle
engendre.

2. Le rang d’une application linéaire est la dimension de son image.

Soient V' et W deux espaces vectoriels, et f une application linéaire de V dans W.
Si {b1,...,b,} est une base de V, I'image de f est le sous-espace vectoriel de W
engendré par {f(b1),..., f(b,)}. Donc le rang de f est aussi le rang de la famille
{f(b1),..., f(bn)} et ce, quelle que soit la base {by,...,b,}. Ce rang ne dépend pas
non plus de la base dans laquelle on écrit la famille { f(b1), ..., f(b,)} & larrivée : c’est
le rang des vecteurs colonnes de la matrice de f, quelle que soient les bases par rapport
auxquelles on écrit cette matrice.

Définition 5.4.1 Soit A € M, ,(R) une matrice. On appelle rang de la matrice A la
dimension du sous-espace vectoriel (de R™ ) engendré par ses vecteurs colonnes.

Observons que la connaissance du rang fournit un critére d’inversibilité.

Proposition 5.4.2 Une matrice de M, (R) est inversible si et seulement si son rang
est n.

Démonstration : D’apreés la proposition 5.3.2, une matrice est inversible, si et seulement
si elle représente une application linéaire bijective de R® dans lui-méme. Or d’aprés le
théoréme 4.4.3 une application linéaire est bijective si et seulement si 'image qu’elle
donne d’une base est une base, c’est & dire si son rang est n. O

Le rang d’une matrice est celui de 'application linéaire qu’elle représente, qui ne
dépend pas des bases. Si deux matrices représentent la méme application dans des
bases différentes, elles auront nécessairement méme rang. Rappelons (définition 5.3.7
et théoréme 5.3.6) que deux matrices sont équivalentes si elles représentent la méme
application linéaire dans deux bases différentes, ou encore si on déduit I'une de ’autre en
multipliant & gauche ou a droite par une matrice inversible. Deux matrices équivalentes
ont méme rang. Nous allons démontrer la réciproque.

Théoréme 5.4.3 Deux matrices de My, (R) sont équivalentes si et seulement si elles
ont méme rang.
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Démonstration : Nous devons démontrer que deux matrices ayant le méme rang
sont équivalentes. Soit A une matrice a m lignes, n colonnes, et de rang r. Notons
{ai,...,a,} les n vecteurs colonnes de A, qui sont des vecteurs de R™. Le rang de A
est la dimension de I’espace engendré par {ay,...,a,}, qui est inférieure ou égale a n
et & m. Nous allons montrer que la matrice A est équivalente & la matrice J, obtenue
en complétant la matrice identité I, par des zéros, a droite et en dessous.

1 r v m
(1 0O --- --- 00 --- 0\ 1
0o 1 - . )
Jr = : w1 0 : :
0 ««+ -+~ 0 10 --- 0 r
0 00 --- 0 r+1
o o 00 0)|m

Considérons I'application f, de R dans R™ dont la matrice relative aux bases ca-
noniques est A. Nous voulons trouver une base de 'espace de départ et une base de
I’espace d’arrivée, telles que la matrice de f relative a ces bases soit J,.

Comme la dimension de I'image de f est r, la dimension du noyau est n—r, d’apres
le théoréme du rang 4.4.6. Notons W un supplémentaire du noyau Ker f dans R".
La dimension de W est n — (n — r) = r. Choisissons une base {by,...,b.} de W et
une base {b,11,...,b,} de Ker f. Comme W et Ker f sont supplémentaires, la famille
{b1,...,b,} est une base de R™.

Les images f(b1), ..., f(b,) engendrent Im f, qui est de dimension r par hypothése.
Or les vecteurs f(byy1),--., f(b,) sont nuls puisque par construction b,,1, ... , b, ap-
partiennent & Ker f. Donc les vecteurs f(b1),..., f(b,), qui engendrent un espace de
dimension 7, sont indépendants. On peut les compléter en une base de 1’espace d’ar-
rivée R™. Soit {c1,... ,¢n} une base de R™ telle que f(b;) = ¢; pour i =1,...,r. La
matrice de f relative aux bases {b1,...,b,} (au départ) et {ci,...,cn} (& Darrivée)
est la matrice J,.

Puisque A et J, sont équivalentes, il existe deux matrices inversibles P et () telles
que J, = Q'AP, et donc A = QJ,P~'. Soit B une autre matrice de M, ,(R),
également de rang r. Il existe deux autres matrices inversibles R et S telles que J, =
S~!BR. En multipliant & gauche par @ et & droite par P!, on obtient :

A= (QS™"H)B(RP™).

Donc deux matrices de méme taille et de méme rang sont équivalentes. ]
On déduit de la démonstration qui précéde que A et ‘A ont le méme rang.

Proposition 5.4.4 Une matrice et sa transposée ont méme rang.
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Démonstration : Nous avons démontré qu’une matrice A de rang r est équivalente &
la matrice J, obtenue en complétant I, par des zéros. Or UJ, est du méme type que J, :
elle contient la matrice identité I, complétée par des zéros. Elle est aussi de rang 7.
Par la proposition 5.1.5, si A = QJ,P~!, la transposée de A s’écrit :

tA — t(Pfl)tJTtQ ]

Donc A est équivalente a %J,, qui est de rang 7. d

Déterminer le rang d’une matrice consiste a déterminer le rang de ses vecteurs co-
lonnes, ou encore de ses vecteurs lignes, puisque ce sont les colonnes de la transposée.
Pour ce faire, on utilise des opérations élémentaires, déja annoncées dans la proposition
3.5.9 : permuter les vecteurs de la famille, ou ajouter & un vecteur une combinaison
linéaire des autres. Sur une matrice A, ces opérations se traduisent par une suite d’opé-
rations élémentaires, enchainant les trois transformations suivantes :

1. echanger deux lignes ou deux colonnes
2. multiplier une ligne ou une colonne par un réel non nul
3. ajouter une ligne & une autre ligne ou une colonne & une autre colonne.

Soient 7 et j deux entiers entre 1 et n. Nous définissons ci-dessous trois matrices carrées
Ty, T, et T3, et nous décrivons 'effet de la multiplication, a gauche ou a droite, par ces
matrices.

1. La matrice T} est déduite de I'identité en échangeant ses lignes (ou ses colonnes)
d’indice 7 et j.
e Multiplier & gauche par 7] revient a échanger les lignes d’indices 7 et j.
e Multiplier a droite par 7} revient a échanger les colonnes d’indices ¢ et j.
Par exemple :

-1 1

1 00 1 1 1 1
0 01 2 3| = 1 -1
010 1 -1 2 3
1 1 11
s ) (o)< s
1 -1

2. La matrice T; est déduite de 1'identité en remplagant le terme diagonal d’ordre ¢
par A # 0.
e Multiplier a gauche par 75 revient & multiplier la i-iéme ligne de A par .
e Multiplier & droite par 75 revient a multiplier la i-iéme colonne de A par .
Par exemple :

1 00 1 1 1 1

0 20 2 3 |=14 6

0 01 1 -1 1 -1
1 1 2
2 (1) (2) ) =12 6
1 - 1 =2



3. La matrice T3 est déduite de l'identité en remplagant le terme d’ordre (7, j) par
1.
e Multiplier a gauche par 73 revient & ajouter la j-iéme ligne de A a la i-iéme.
e Multiplier a droite par 73 revient a ajouter la i-iéme colonne de A a la j-iéme.
Par exemple :

1 00 1 1 1 1

011 2 3 |1=13 2

0 01 1 -1 1 -1
1 1 1 2
2 3 <(1)})— 2 95
1 -1 10

Les trois matrices définies ci-dessus sont inversibles. Pour le démontrer, on peut par
exemple vérifier que leurs vecteurs colonnes sont indépendants. Il est aussi facile d’ex-
pliciter leur inverse qui est du méme type :

1. L’inverse de T} est T} : si on échange deux fois 7 et 7, on revient & la matrice de
départ.

2. L’inverse de T; est une matrice du méme type, obtenue en remplagant A par 1/ :
si on divise par A aprés avoir multiplié, on revient a la matrice de départ.

3. L’inverse de T3 est une matrice du méme type, obtenue en remplagant le coefficient
d’ordre (i, 7) par —1 : si on enléve ce qu’on vient d’ajouter, on revient & la matrice
de départ.

Puisque les matrices T4, 15, T3 sont inversibles, multiplier par un certain nombre d’entre
elles & gauche et/ou a droite conduit & une matrice équivalente : le rang n’est pas

modifié. La méthode du pivot de Gauss est un moyen systématique de transformer une
matrice quelconque en une matrice dont le rang est connu.

5.5 Meéthode du pivot de Gauss

Nous allons montrer comment, a partir d’'une matrice quelconque, on peut se ra-
mener a une matrice triangulaire.

Définition 5.5.1 Soit A = (a;;) une matrice de My, ,(R). On dit que A est
e triangulaire supérieure si a;; est nul pour tout couple (i, 7) tel que i > j.
e triangulaire inférieure si a;; est nul pour tout couple (i,7) tel que i < j.

Par définition, la transposée d’une matrice triangulaire inférieure est triangulaire supé-
rieure. Voici une matrice triangulaire supérieure et une matrice triangulaire inférieure.

0
0
1
1
1

O O OO
S OO N
SO = =W
S W= RN
Ot DN W
Wk = NN O
N W o oo
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Si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, le rang d’une matrice triangulaire est
maximal.

Proposition 5.5.2 St tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, le rang d’une
matrice triangulaire est égal au nombre d’éléments sur sa diagonale.

Le rang des deux matrices données en exemple ci-dessus est égal a 4.

Démonstration : Le rang d’une matrice est égal a celui de sa transposée, et la trans-
posée d'une matrice triangulaire inférieure est triangulaire supérieure : il suffit donc de
démontrer la proposition pour une matrice triangulaire supérieure. Commencons par
considérer une matrice carrée, triangulaire supérieure, dont tous les éléments diagonaux
sont non nuls.

a’l,l “ .. “ .. a’n,n
0
A=
0 - 0 ana

Montrons que son rang est maximal, c’est & dire égal a n. Il suffit pour cela de vérifier
que ses n vecteurs colonnes forment une famille libre. Notons by, ... , b, ses colonnes
et supposons que la combinaison linéaire A\1b; + - - - + A, b, est nulle. C’est un vecteur
dont la derniére coordonnée est A, a, ,. Puisque a, 5 est supposé non nul, il faut donc
que A, soit nul. Si A, = 0, I’avant-derniére coordonnée est A\,_; ap_1 -1, donc pour la
méme raison \,_; est nul. Par récurrence, on montre ainsi que tous les \; doivent étre
nuls. Les vecteurs colonnes sont donc indépendants, ce qui entraine que le rang est n.

Considérons maintenant une matrice triangulaire & m lignes et n colonnes, dont
tous les coefficients diagonaux sont non nuls. Si m > n, alors les m —n derniéres lignes
de A sont nulles, et le raisonnement qui précéde reste valable : le rang est n. Si m < n,
alors le raisonnement qui précéde s’applique aux m premiéres colonnes et le rang est
m. Il

La méthode du pivot de Gauss consiste a transformer une matrice A quelconque,
par une série d’opérations élémentaires, en une matrice de mémes dimensions, telle
que ses r premiéres lignes forment une matrice triangulaire supérieure, a coefficients
diagonaux non nuls, et ses m — r derniéres lignes sont nulles.

(pl e by e b
0o . :
=10 0 pr brn
0 0
\ 0o --.- e 0 )
Les coefficients diagonaux py,...,p, s’appellent les pivots. Ils doivent étre non nuls.

Si tel est le cas, la matrice formée des r premiéres lignes est de rang r, d’apres la
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proposition 5.5.2. Ajouter des lignes nulles ne modifie pas le rang, donc le rang de T
est r, et toute matrice qui lui est équivalente est aussi de rang r.

Soit A = (a;,;) une matrice quelconque de M, ,,(R). Voici la suite des opérations
a effectuer.

1. Si A est la matrice nulle, son rang est nul et il n’y a rien a faire. Sinon, choisir
un coefficient a; ; non nul, échanger les colonnes 1 et j, puis les lignes 1 et 7. On
obtient ainsi une matrice A’ = (a; ;) telle que a; ; # 0. Le coefficient a; ; = p; est
le premier pivot.

2. Pour 7 allant de 2 & m, retrancher de la 7-iéme ligne la premiére multipliée par
a;,/p1- Le premier coefficient de la i-ieme ligne devient nul.

3. Soit B la matrice formée des coefficients d’ordre (i, j) pour 4,5 > 2. Si B est la
matrice nulle, on s’arréte. Sinon, on recommence la suite d’opérations a partir de
la deuxiéme ligne et la deuxiéme colonne.

Considérons la matrice suivante.

1 1 0 1

2 1 1 0

A= 1 2 -1 1
-1 0 -1 -3

Le coefficient d’ordre (1, 1) est non nul, il n’y a donc pas de permutations a effectuer.
Le premier pivot est p; = 1. Voici les transformations qui annulent la premiére colonne
au-dessous du pivot.

1 1 0 1
L2 — L2 — 2L1 0 —1 1 -2
L3 — L3 — Ly 0 1 -1 0
L4 — L4 + L1 0 1 -1 =2

Le second pivot est —1. Les transformations qui annulent le bas de la seconde colonne
sont les suivantes.

1 1 0 1
0 -1 1 -2
L3+ L3+ Ly 0 0 0 -2

Ly« Ly+ Lo 0 0 0 -4

Pour obtenir un troisiéme pivot non nul, il faut échanger les deux derniéres colonnes.

1 1 1 0
0 -1 -2 1
0 0 -2 0
0 0 —4 0
Le troisiéme pivot est —2. Il ne reste qu’une ligne a transformer.
1 1 1 0
0 -1 -2 1
0 0 -2 0
Ly« Ly—2L3 0 0 0 0
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Le rang de la matrice est donc 3.

Si elle ne servait qu’a la détermination du rang, la méthode du pivot de Gauss
aurait peu d’intérét. Nous allons 'appliquer & la résolution de systémes linéaires, puis
au calcul de I'inverse d’une matrice carrée.

5.6 Systémes linéaires

Une équation linéaire & deux inconnues, du type ax + asy = b, est I’équation
d’une droite dans le plan. Plus précisément, I’ensemble des couples (z,y) tels que
a1 + asy = b est une droite affine. Chercher les couples (z,y) qui vérifient plusieurs
équations du méme type, c’est chercher les points communs & plusieurs droites affines.
Voici trois exemples de systémes de trois équations & deux inconnues.

z —y = —1 r —y = —1 r —y = -—1
z +y = 1 T 4y = 1 20 -2y = -2
y = 2 Yy = 1 —x +y = 1

Le premier n’a pas de solution. Le second a une solution unique : la solution des deux
premiéres équations vérifie la troisiéme. Le troisiéme a une infinité de solutions : les
trois équations sont équivalentes.

La figure 5.1 donne une interprétation géométrique des trois systémes. Dans chacun
des trois graphiques, D1, Dy, D3 sont les droites correspondant aux trois équations du
systéme.

/ ~ ok

F1G. 5.1 — Interprétations géométriques de 3 systémes linéaires de 3 équations a 2
inconnues.

Un systéme linéaire de m équations a n inconnues se présente sous la forme suivante.

( a1 ri+ - +a17j .Tj'f‘ T +G,17n Ty = b1
(S) S aaTi+ e Fa izt o0 FainT, = b
. am,1 T+ - +am,j $j+ te +am,n Tn = bm
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Par exemple,
r 42y —2z 4+t =1
r 43y 4z -t = 2
—x +y +7z +2t = 3
2 +y -8 +t = 4

La matrice A = (a;;) € Mpnn(R) est la matrice du systéme, le vecteur (b;) € R™

(5)

est son second membre. Les variables réelles z1,... ,x, sont les inconnues. Résoudre
le systéme (S) consiste & déterminer I’ensemble des n-uplets (z1, ... ,z,) qui satisfont
les m équations.

Le produit de la matrice du systéme par le vecteur (zi,...,z,) (disposé en co-

lonne) donne le premier membre. Nous pouvons donc réécrire le systéme sous la forme
matricielle suivante.

L¢3 75 IR ¢ T B A W) r by
Qi1 0 Qg 0 Gip Lj = bi
m,1 **° Qmy *°° Omn T bm
Dans I’exemple :
1 2 -1 1 T 1
1 3 1 -1 y | | 2
-1 1 7 2 z |l |3
2 1 -8 1 t 4
Notons z = (z1, ... ,z,) le vecteur des inconnues, et b = (b, ... , by,) le second membre.

Le systéme s’écrit sous forme abrégée :
Ax=b.

Considérons I'application linéaire f, de R® dans R™, qui a pour matrice A dans la
base canonique. Notre probléme consiste a trouver un vecteur x = (x1,...,z,) dans
R™ tel que I'image de x par lapplication f (le produit de A par z) soit le vecteur
b= (by,...,by,) € R™. Sila matrice A est carrée et inversible, le probléme est facile
en théorie : le systéme admet une solution unique, qui est 'image de b par I'inverse de
f, ou encore le produit matriciel de A=! par b :

r=A1h.

Cette écriture ne fournit aucun moyen de calculer effectivement x : nous verrons plus
loin que calculer A~! revient & résoudre n systémes linéaires, il est donc exclu d’inverser
A pour en résoudre un seul. D’autre part, méme s’il y a autant d’équations que d’in-
connues, la matrice A peut trés bien ne pas étre inversible. Le systéme peut admettre
une infinité de solutions ou n’en admettre aucune.

La méthode du pivot de Gauss permet de déterminer ’ensemble des solutions. Elle
revient & écrire la matrice A sous la forme :

A=Q7'TP,
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ou P et @ sont des matrices inversibles, et 7' est une matrice triangulaire supérieure.

/p1 br,r bl,n\
0o . :
T=| 0 .0 0 b o by
0o --- e 0
Lo . o)

Multiplions le systéme Az = b & gauche par @ :
QAz = QAP 'Pz = Qb

En posant y = Pz = (y1,.-.,Yn) €t ¢ = Qb = (c1,-.. ,Cm), le systéme Az = b est
équivalent au systéme Ty = c, soit :

(P + bigye+ 0 F+biyit+ 0 Fbhiayn = a

pey2+ o0 Fboiyi+ 0t bt = o

] DrYr + T +br,n Yn = ©Cp
0 = Cr41

\ 0 = Cn

Sous cette forme, la discussion devient facile.

1. Sir < m, les m—r derniéres équations sont les équations de compatibilité : si I'un
des réels ¢,41,... ,cy, est non nul, le systéme n’a pas de solution. On dit aussi
qu’il est impossible ou que ses équations sont incompatibles.

2. Sir = m, ou bien si ¢,41 = ... = ¢, = 0, les équations sont compatibles le
systéme a

(a) une solution unique si r = n.
(b) une infinité de solutions si r < n.

Dans le cas ou les équations sont compatibles, et le systéme mis sous forme triangulaire,
il est facile de déterminer I’ensemble des solutions. Pour cela, on commence par la r-
iéme équation, et on calcule y, en fonction de y,,1,...,¥y,. Puis on résout I’équation
précédente qui donne y,_1, et on remonte ainsi jusqu’a y;. L’ensemble des solutions
posséde une structure particuliére, proche de celle d’un sous-espace vectoriel : c’est un
sous-espace affine.

Proposition 5.6.1 L’ensemble des solutions du systeme Ax = 0 est un sous-espace
vectoriel de R".

Supposons que le systeme Ax = b ait au moins une solution, notée xy. Toute autre
solution est la somme de xq et d’un vecteur v, solution de Av = 0.

136



Démonstration : L’ensemble des solutions de Ax = 0 est le noyau de ’application
linéaire de matrice A. C’est donc bien un sous espace vectoriel. Notons-le K.

Si zy et x sont deux solutions, elles vérifient Axy = Ax = b et donc, A(z — xy) = 0.
Le vecteur x — zy appartient bien a4 K. Il

Le systéme Ax = 0 s’appelle systéme homogéne associé. Supposons que I’on connaisse
une base {si,...,s,} de l'ensemble K des solutions du systéme homogéne associé.
L’ensemble des solutions du systéme initial s’écrit :

.’L’0+K={$0+)\181+"'+/\p8p, (Al,"',)\p)ERp}.

Il dépend de p paramétres réels qui peuvent prendre n’importe quelle valeur. On dit
que c’est un sous-espace affine de dimension p. Si p = 1 c’est une droite affine, si p = 2
c’est un plan affine. La forme zq + K montre qu’un sous-espace affine est un espace
vectoriel, translaté d’un vecteur fixe.

On peut résumer la forme des solutions d’un systéme linéaire par la phrase suivante.

La solution générale d’un systéme linéaire est la somme
d’une solution particuliére
et de la solution générale du systéme homogéne associé.

On retrouve ce méme principe dans des situations trés différentes : équations de récur-
rence, équations différentielles, ...

Pour résoudre un systéme donné, on applique la méthode du pivot de Gauss, sans
oublier d’effectuer sur le second membre les opérations du premier. Voici un premier
exemple.

T +2y —2z 4+t =1
(S) z 3y 4z -t = 2
—x 4y +7z +2t = 3
2c  +y -8 4+t = 4
(2 +2y —2z 4+t =1
L2 — L2 — L1 Y +2z =2t = 1
Ly Ly+L; ) 3y +62 +3t = 4
Ly <+ Ly—21, L -3y -6z —t = 2
(2 +2y —2z +t =1
y +2z =2t =1
L3 — L3 — 3L, ) +9t = 1
L4 — L4 + 3L2 L -7t =5
r +2y —2z +t = 1
y +2z =2t = 1
9 = 1
Ly« Ly+ LLs 0 =2

Le systéme n’a pas de solution.
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Voici un deuxiéme exemple.

([ z 4y -3z —4t = -1

2v +2y +2z =3t = 2

(5) ) 3r +6y —2z 4+t = 8

| 22 4y 45z +t = 5

(z +y -3z -4t = -1

L2 — L2 — 2L1 ) 8z +5t = 4
Ly« L,—2L, L -y +11z +9t = 7
(z +y -3z —4t = -1

Jy 47z +13t = 11

Ly<+ Ly \ 8 45t = 4
(2 +y -3z —4t = -1

) -y +1lz 49t = 7

L 8z 45t = 4

r +y -3z -4 = -1
-y +1lz 49t = 7

40z 440t = 32

Ly < Ly — L3 -3t = —2

Il n’y a pas d’équation de compatibilité et le rang est égal au nombre d’inconnues : le
systéme a une solution unique. Pour la calculer, on tire ¢ de la derniére équation, on
reporte la valeur obtenue dans la précédente, et on remonte ainsi jusqu’a la premiére
équation. On obtient successivement

Voici un troisiéme exemple.

(2 -y 4z +t = 3

or +2y —z =3t )

(5) ) =3z -4y 43z +2t = 1
LA -2t = 8

(z -y +z +t = 3

Lo+ Ly — 51,4 ) 7y —6z -8 = -—10
L3y <+ L3+ 3L, —Ty 46z +5t = 10
Ly<+ Ly—6L4 L Ty —6z =8 = -10



r -y +z 4+t = 3

YTy —6z —8t = —10
L3+ L3+ Ly =3t = 0
L4 < L4 — LQ 0 = 0

Le systéme a une infinité de solutions. De la troisiéme équation on tire £ = 0. On peut
choisir z arbitrairement, et calculer y en fonction de z dans la deuxiéme équation, puis
z en fonction de z dans la premiére :

_w,6 o m1

Au bilan ’ensemble des solutions s’écrit :

1110 16
t)=(—=,-=,0,0 —=,=,1,0 R}
{(x7y7’z7) (77 77 7 )+z( 7777 7 )7’26 }

Il a bien la forme annoncée par la proposition 5.6.1. Le vecteur ( 10.0,0) est une
solution particuliére. Si A désigne la matrice du systéme, I’ensem ble des vecteurs v tels

que Av = 0 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (-3, 2,1,0).

5.7 Calcul de ’'inverse

Soit A € M, (R) une matrice inversible. Nous savons maintenant résoudre le sys-
téme Az = b pour un second membre quelconque, donc calculer z = A~'b. Nous
pouvons en déduire A~L. Voici ce qu’on obtient pour une matrice A & deux lignes et
deux colonnes.

{ r 42y = a {3: +2y = a {x:%(4a—2b)

3z +4y = b -2y = b—3a y = 5(-3a+b)

Les coefficients de A~! sont ceux de a et b dans ’expresion de z et y. Dans le cas
général on obtient :

[ a B oy 1 0 —p
A_<7 5) ’ Al_aé—M(—V 04)

L’expression de A~! est facile & retrouver. Pour inverser une matrice & deux lignes et
deux colonnes, il faut :

1. échanger les deux coefficients diagonaux
2. changer le signe des deux autres
3. diviser tous les coefficients par le "déterminant" ad — B.

Pour n > 3, il n’y a pas de formule générale aussi facile. Nous proposons trois
méthodes équivalentes :

1. résoudre le systéme Ax = b avec un second membre quelconque
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2

3

. résoudre le systéme successivement avec pour second membre chacun des vecteurs
de la base canonique de R”, pour calculer une par une les colonnes de A™*

. transformer simultanément par la méthode du pivot de Gauss, A en I, et I, en
AL

La troisiéme méthode consiste en fait & appliquer la seconde, en traitant tous les vec-
teurs de la base canonique en un seul passage. Nous l'illustrons sur un exemple.

1 0 -1 1 0 0
A= 1 -1 0 0 1 0|=1I
1 -1 1 0 0 1)

1 0 -1
LQ(—LQ—Ll -1 1

Lg(—Lg—Ll

e}
I
—_
—_
ja)

L+ Li+ Lj
LQ(—LQ—Lg

Lo+ —1L, 1 -2 1 = A1

SERN
e L0 ) (0

()

(1)

5.8 Exercices

Exercice 5.1 Soient A et B deux matrices. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles
sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

1.

© ® NSO W

—_
ja)

[0 Si le produit AB est défini, alors le produit BA est défini.

[0 Si la somme A + B est définie, alors le produit AB est défini.

X Si le produit AB est défini, alors le produit B ‘A est défini.

X Si la somme A + B est définie, alors le produit A'B est défini.

[0 Si les produits AB et BA sont définis, alors la somme A + B est définie.
X Si les produits AB et BA sont définis, alors la somme A + ‘B est définie.
X Si les produits AB et ‘BA sont définis, alors la somme A + ‘A est définie.
O Si les produits AB et ‘BA sont définis, alors la somme A + ‘B est définie.
O Si le produit AB est défini, alors la somme A!A + BB est définie.

. X Si le produit AB est défini, alors la somme ‘A A + BB est définie.
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Exercice 5.2 Soit A une matrice carrée. On dit que A est diagonale si tous ses coef-
ficients d’ordre (7, 7) avec i # j, sont nuls. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles
sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

1.

® N o e N

9.

10

[0 Si A est inversible, alors A'A ='AA.

X Si A est inversible, alors A'A est inversible.

[0 Si A est inversible, alors A + A est inversible.

X Si A est inversible, alors A est équivalente a la matrice identité.
X Si A est inversible, alors A est semblable & la matrice identité.
O Si A est diagonale, alors A est inversible.

X Si A est diagonale, alors A est symétrique.

X Si A est diagonale et si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors A
est inversible.

[0 Si A est diagonale, alors A est semblable & la matrice identité.

00 Si A est diagonale, alors A est équivalente a la matrice identité.

Exercice 5.3 Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi?

1.
2.

(] Si une matrice est de rang r, alors elle est équivalente & la matrice I,

X Une matrice est de rang r si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes
est de rang 7.

X Une matrice est de rang r si et seulement si la famille de ses vecteurs lignes
est de rang r.

(] Si une matrice A est de rang r, alors toute matrice formée de r colonnes parmi
les colonnes de A est de rang r.

X Si une matrice formée de r colonnes parmi les colonnes de A est de rang r,
alors A est de rang > r.

X La matrice nulle est la seule matrice de rang 0.

7. O Si deux lignes de A ne sont pas proportionnelles, alors le rang de A est au plus

10.

11

2.

[0 Si deux lignes de A sont proportionnelles, alors le rang de A est strictement
inférieur & son nombre de colonnes.

X Si une matrice carrée de M., extraite de A est inversible, alors A est de rang
>

X Si A est de rang r, alors aucune matrice carrée de M, | extraite de A n’est
inversible.

O Si toute matrice carrée de M,., extraite de A est de rang r, alors A est de rang
T

Exercice 5.4 Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi?
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1. O Si un systéme linéaire a plus d’inconnues que d’équations, alors il a une infinité
de solutions.

2. [0 Si un systéme linéaire a plus d’équations que d’inconnues, alors il a au plus
une solution.

3. ® Si le rang de la matrice d’un systéme est égal au nombre d’équations, et
strictement inférieur au nombre d’inconnues, alors le systéme a une infinité de
solutions.

4. [ Si un systéme linéaire a une solution unique, alors il a autant d’équations que
d’inconnues.

5. ® Si un systéme linéaire a une solution unique, alors le rang de sa matrice est
égal au nombre d’inconnues.

6. X Si un systéme linéaire n’a pas de solution, alors son second membre est non
nul.

7. O Si un systéme linéaire a un second membre nul et si le rang de sa matrice est
égal au nombre d’équations, alors sa solution est unique.

8. X Pour m < n, si un systéme linéaire de m équations a n inconnues a une matrice
de rang m, alors il a une infinité de solutions.

9. X Si un systéme de deux équations & deux inconnues n’a pas de solution, alors
les deux équations sont celles de deux droites paralléles dans le plan.

10. [0 Si un systéme de deux équations a trois inconnues n’a pas de solution, alors
les deux équations sont celles de deux droites paralléles dans 1’espace.

Exercice 5.5 On considére les matrices suivantes.

0 1 -1 2 —2 3
1 1 0 -1 3 -1
0 1 1 0 1
1 00 1 2 -1 -1 2 3
010 2 -1 1 2 1 =3
1 00 1 0 0 -2 3 -4
010 0 -1 O 3 1 -3
0 01 0 0 2 1 -2 0
0 01 1 2 3 -1 -2 0
010 3 21 2 1 0
1 00 213 —2 1
1 11 1 3 2 0 -1 2

1. Ecrire la transposée de chacune de ces matrices.

2. Etant données deux matrices A, B appartenant a I’ensemble ci-dessus, calculer
ceux des produits A B, ‘A B, A'B, '"A'B qui sont définis.
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Exercice 5.6 On considére la matrice suivante.
0 00
A=11 0 1
0 01
On note f I’endomorphisme de R?® qui a pour matrice A dans la base canonique de R?,
notée { e1, eo, €3 }.
1. Montrer que f o f(e;) = f(e2) = 0. Montrer que f o f(es) = f(es3).
2. En déduire A% Veérifier en effectuant le produit matriciel.

3. Montrer que A® = A? sans effectuer le produit matriciel, puis vérifier en ’effec-
tuant.

4. Donner une base de Ker f et une base de Im f

Exercice 5.7 On considére la matrice suivante.

0 01
A=11 00
010
On note f I'endomorphisme de R?* qui a pour matrice A dans la base canonique de R?,
notée { e1, eq, €3 }.

1. Pour i = 1,2,3, déterminer f o f(e;), puis f o f o f(e;).
2. En déduire que A2 = A~!. Vérifier en calculant le produit matriciel.
Exercice 5.8 On considére la matrice suivante.
010

A=10 0 1
0 00
On note f I’endomorphisme de R® qui a pour matrice A dans la base canonique de R?,
notée { e1, eq, €3 }.
1. Pour i = 1,2, 3, déterminer f o f(e;), puis f o fo f(e;).
2. En déduire A% et A3.

3. Pour k € N*, donner une expression de (I3 + A)* en fonction de k. Vérifier votre
expression pour k£ = 3 en effectuant le produit matriciel.

4. Reprendre la question précédente pour (I3 — A)*, puis pour (313 — 24)*.

Exercice 5.9 On considére la matrice suivante.

A=11 11
111

On note f I’endomorphisme de R* qui a pour matrice A dans la base canonique de R?,

notée { e1, eo, €3 }.
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=W D

d.

Pour i = 1,2, 3, déterminer f o f(e;), en déduire que fo f = 3f.
Pour k € N*, démontrer par récurrence que f°F = 3k-1f.
En déduire I’expression de A* en fonction de k.

Pour k € N*, donner une expression de (I3 + A)* en fonction de k. Vérifier votre
expression pour k£ = 3 en effectuant le produit matriciel.

Reprendre la question précédente pour (I3 — A)*, puis pour (313 — 2A4)F,

Exercice 5.10 On rappelle qu'une matrice carrée est symétrique si elle est égale a
sa transposée. On note S, ’ensemble des matrices carrées symétriques. On dit qu’une
matrice carrée est antisymétrigue si elle est 'opposée de sa transposée : ‘A = —A. On
note A,, I'ensemble des matrices carrées antisymétriques.

1.
2.

Montrer que les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls.

Soit A une matrice carrée quelconque. Montrer que A+*A est symétrique et A—'A
est antisymétrique.

3. Montrer que S, ® A, = M,,.

10.

Soit T I’application de M,, dans lui-méme qui & une matrice associe sa transposée.
Montrer que T est la symétrie par rapport a S, parallélement a A,,.

Montrer que le produit de deux matrices symétriques A et B est symétrique si
et seulement si AB = BA (on dit que A et B "commutent").

Montrer que le produit de deux matrices antisymétriques A et B est antisymé-
trique si et seulement si AB = —BA.

Soit A une matrice inversible. Montrer que ‘A est inversible et que son inverse est
A,
Soit A une matrice symétrique et inversible. Montrer que son inverse est symé-

trique.

Soit A une matrice antisymétrique et inversible. Montrer que son inverse est
antisymétrique.

Montrer qu’aucune matrice de Az n’est inversible.

Exercice 5.11 On appelle trace d’une matrice carrée la somme de ses éléments dia-
gonaux. On note tr(A) la trace de A € M,,.

1.
2.
3.

Soient A, B deux matrices de M,,. Montrer que tr(AB) = tr(BA).
En déduire que deux matrices carrées semblables ont la méme trace.

Soit A une matrice carrée non nulle. Montrer que les traces de A‘A et ‘A A sont
strictement positives.

Exercice 5.12 Soit Ry[X] 'espace vectoriel des polynémes de degré < 2 en la variable
X. On considére les applications linéaires suivantes, de Ry[X] dans lui-méme.

o f :P(X)— f(P)(X)=P(1)+ P(1)X

e f :P(X)— f(P)(X)=XP(X)+ P(X)

o [ P(X)— f(P)(X) = XP(X) - P(X)
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o f :PX)— f(P)(X)=(X?*+1)P'(X)—-2XP(X)
On considére les deux bases suivantes de Ry [X].

{blab27b3} = {LXaXZ} ) {61762763}: {(X_ 1)2:(X2_ 1)7(X+1)2} .
1. Déterminer la matrice de passage P de la base {by, b, b3} a la base {c1, co, c3} et
calculer son inverse.

2. Calculer I'image par f des 6 vecteurs by, bo, b3, c1, Co, C3.

3. Ecrire la matrice de f dans chacune des deux bases, puis vérifier la formule de
changement de base en effectuant le produit matriciel.

Exercice 5.13 Déterminer le rang des matrices suivantes.

2 -3 -4 0o 1 =2 1 1 2 1
3 1 5 1 -1 7 -1 2 1 -1
-1 0 -1 -2 0 -10 2 1 3 2
0o 2 4 1 3 -1 0 -1 0 -1
Exercice 5.14 Résoudre les systémes linéaires suivants.
rT—2y+3z2 = 5 r+2y—z = 5
20 —4y+2 = 5 2r+y+2z = 10
3z —6y+2z = 8 z +2z2 = 0
10z +9+2 = -50 10z +9y+2 = =50
9z 4+ 10y + 5z = 40 924+ 10y + 5z = 41
T+ 5y + 92 = 180 T+ 5y + 92 = 180
rT—y—2—1t = 3 r—y+z—1t = 1
2 —2z243 =9 r+y—z—-1t = —1
3z + 3y + 2z =4 r+y+z—1t = 0
—r—2y+z—t = 0 rT—y—z+t = 2
3r+4y+2+2t = 3 T—=2y+z+1t = =2
6z + 8y + 2z + 5t = 7 2t —y—z—t = -1
9r+ 12y 4+ 32+ 10t = 13 r+y+z+t = -8
r+2y—3z2 = 4 y+z = 5
T+3y—=z = 11 r +z = 4
2r+5y —5z = 13 r+y+2z = 9
r+4y+z = 18 —T+vy =1

Exercice 5.15 Déterminer, selon les valeurs du parameétre réel A\, I’ensemble des so-
lutions des systémes linéaires suivants.

2r+3y—2z = 5 rT—y+Aiz = A
rT—2y+3z = 2 r+Ay—z = —1
dr—y+4z = A T+y+z =2
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r—2y+rz = 1

2+ Ay+4z = 0 3z — Ay + 2z 1

r+y+2\z = -3 AT +y—=z2 =0

T—2y+z = A

tr Yy —zit = 1 MNe4+y+z+t = 1

T+ +z+t = —1

r+3y+z2—t =1
9 4y —8s4+t = A r4+y+rz+t = 1
Y N r+y+z+ At = —1
Exercice 5.16 Calculer I'inverse des matrices suivantes.

010 0o 2 2 2 -1 1 1 20
0 01 -1 3 -1 1 4 -3 3 -1 1
-2 1 2 3 -3 1 1 1 0 0 1 2

Exercice 5.17 Pour chacune des matrices A suivantes :

(o) G-) (55) (59) (58) (=)

-3 4
1. Déterminer selon les valeurs de A le rang de la matrice A — Als.

2. On note \; et Ay les deux réels tels que le rang de A — \; I est 1. Pour i = 1,2,
déterminer ’ensemble des solutions du systéme linéaire

wf()-()

On note v; un vecteur non nul solution de ce systéme.

5 2
3 0

5 2
-3 0

3. Montrer que {vi,v2} est une base de R?.

4. Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? & la base {v1, vo}. Calculer
P~!. Montrer que
A 0O
o)

5. Montrer que la matrice (A — A1 I2)(A — Agl) est nulle. En déduire une expression
de A~! en fonction de A et I,.

P7'AP = (

6. En utilisant ’expression de la question précédente, vérifier que

/A 0 )

-1 A-1p _
P'A P_< 0 1

7. Pour k € N*, donner une expression de A* en fonction de k.

Exercice 5.18 Pour chacune des matrices A suivantes :

010 0o 2 2 2 -1 1
0 01 -1 3 -1 1 4 =3
-2 1 2 3 =3 1 1 1 0
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1. Déterminer selon les valeurs de A le rang de la matrice A — A\Is.

2. On note A\, Ay et A3 les trois réels tels que le rang de A — \;I3 est 2. Pour
1 =1, 2,3, déterminer ’ensemble des solutions du systéme linéaire

T 0
(A — Azlg) Yy = 0
z 0

On note v; un vecteur non nul solution de ce systéme.
3. Montrer que {vy, v, v3} est une base de R3.

4. Soit P la matrice de passage de la base canonique de R?® & la base {v1, v2, v3}.
Calculer P~!. Montrer que

A0 0
P lAP = 0 X O
0 0 As

5. Montrer que la matrice (A — A1 13)(A — A213)(A — A3l3) est nulle. En déduire une
expression de A~! en fonction de A2, A et I;.

6. En utilisant ’expression de la question précédente, vérifier que

/A 0 0
PlAP=| 0 1/A 0
0 0 1/

7. Pour k € N*, donner une expression de A* en fonction de k.

5.9 Compléments

Diagonalisation

Voici deux systémes linéaires d’équations.

y +z = 1 x = 0
(@9 2 +y —lz = 0 (@] -y = -1
sro—3y 452z = -1 2z = 0

Voici deux systémes linéaires d’équations de récurrence.

Ukl = Vg W Ug+1 = Uk
— 1 3 1 —
(@) Vey1 = —3Ux +HUF —3Wg (d)q Ve1 = —Ug
_ 3 3 1 _
Wgt1 = Uk —3Vk +3Wg W1 = 2wy,
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Voici deux systémes linéaires d’équations différentielles.

7'(t) = y(t)  +z(1) 7'(t) = z(t)
(@) ¥'(t) = —3z(t) +3y(t) —32(t) (@3 y't) = —y(t)
2'(t) = %x(t) —%y(t) +%z(t) 2'(t) = 22(t)

Les trois problémes, de natures trés différentes, ont en commun leur écriture matricielle,
avec les deux matrices suivantes.

N =

N

Tous les problémes linéaires sont plus faciles a résoudre quand la matrice est diagonale !

Il se trouve que les deux matrices A et D sont semblables, c’est a dire qu’elles
représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes, ou encore, il existe
une matrice de passage P telle que P~'AP = D.

s 53 0 1 1 1 -1 0 1 0 0

-1 -1 3 _1 1 0 1 0 -1 0

A5 55/ 22 1) \o 1 1) \o o 2
P! - % Db

Définition 5.9.1 Une matrice carrée A € M, est diagonalisable si elle est semblable
a une matrice diagonale, c’est a dire s’il existe une matrice de passage P telle que

P AP =D.

Les techniques permettant de savoir si une matrice donnée est diagonalisable et de cal-
culer la matrice de passage P si elle I'est, dépassent le cadre de ce cours. On commence
par calculer les coefficients diagonaux de D, qui sont les valeurs de A telles que A — AI,
n’est pas inversible : on les appelle les valeurs propres, et leur ensemble est le spectre
de la matrice. Pour chaque valeur propre A, on détermine ensuite le sous-espace propre
associé & A : c’est 'ensemble des vecteurs v tels que (A — AL,)v = 0. La matrice est
diagonalisable lorsque R" est la somme directe des sous-espaces propres. On peut alors
trouver une base constituée de vecteurs appartenant aux sous-espaces propres, et la
matrice de passage P est la matrice de ces vecteurs dans la base canonique. Quelques
exemples élémentaires sont donnés dans les exercices 5.17 et 5.18.

Quand une matrice A est diagonalisable, il est facile de résoudre le systéme linéaire
Az = b : il est équivalent au systéme Dy = ¢, avec y = P~ 'z et ¢ = P~'b. Or dans
un systéeme dont la matrice est diagonale, toutes les équations n’ont qu’une inconnue
et se résolvent séparément.
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Prenons maintenant ’exemple d’un systéme d’équations de récurrence linéaire, du
type Ugi1 = AUy, ou Uy désigne un vecteur dont on souhaite connaitre I’expression en
fonction de k. Du point de vue théorique, il n’y a pas de probléme :

Uk:Aka.

Mais cela n’avance A rien si on ne sait pas calculer formellement ’expression de A en
fonction de k. C’est possible si A est diagonalisable. En effet, si A = PDP~!:

A*=pDP-'PDP~'...PDP~' = PDFP~! .

Ecrire D* est immédiat. On en déduit 'expression générale de A*, donc de Uj. Dans
I’exemple ci-dessus, on trouve :

Passons maintenant aux systémes d’équations différentielles, du type
Y'(t) =AY (¢), (5.9.1)

o Y est une fonction (inconnue) de R dans R", et A € M,, est une matrice carrée de
réels.

Dans le cas particulier n = 1, la matrice est réduite & un scalaire a, et la solution
de y'(t) = ay(t), partant de yo a 'instant 0 est :

y(t) = ey .
On peut définir e comme la somme de la série Y a*t* /k!. Sa dérivée est :

tk_l p th b
Z(k_l)'a =aqa Ha .

k>1 h>0

Cette écriture formelle reste valable en dimension n. Pour trouver une solution a I’équa-
. . s . . s k .
tion (5.9.1), il suffit d’écrire de maniére analogue Y (t) = (3 & A¥)Y'(0). Encore faut-il

s’assurer que cette série, a coefficients matriciels, converge.

Proposition 5.9.2 Soit M € M,, une matrice carrée. La série suivante converge dans

M, :

1 1
In+M+§M2+---+EM’“+---.

La somme de cette série est appelée exponentielle de la matrice M et notée exp(M).

L’exponentielle de matrice a des propriétés comparables & I’exponentielle ordinaire. En
particulier :

149



Proposition 5.9.3 Si deuz matrices My et My commutent, alors :
exp(My + My) = exp(M;) exp(M,) .

La propriété qui nous intéresse est la suivante :
Proposition 5.9.4 Soit A € M,,. Alors :

4 exp(tA) = Aexp(tA) .

dt
Démonstration : Nous nous contenterons d’une vérification formelle.
d tk*l
— tA) = AF
e ICORIDY (k- 1)!
E>1
th
= A )
B>0
= Aexp(tA) .

4

Il s’ensuit immédiatement que Y (t) = exp(tA)yo est solution de (5.9.1), pour Y (0) =
Yo-

Si une matrice est diagonalisable, son exponentielle est particuliérement facile &
calculer.
Théoréme 5.9.5 Supposons que la matrice A soit diagonalisable. Notons

® \i,..., g les valeurs propres de A,
e D la matrice diagonale dont les coefficients diagonauzx sont A1, ..., Ag,
o P une matrice de passage, telle que A = PDP~!,
Alors exp(tD) est la matrice diagonale dont les coefficients sont et ... el et :

exp(tA) = P exp(tD) P! .

Comme conséquence immeédiate, si Y (¢) est solution de (5.9.1), alors les coordonnées

de Y sont des combinaisons linéaires des fonctions e*f, ... e*t. Voici la résolution du
systéme donné en exemple.
2'(t) = y(t)  +z(1)
y(t) = —32(t) +3y(t) —32(t)
20) = o) () +ix()
Ce systéme s’écrit sous la forme Y'(t) = AY (t), avec
x(t) 0o 1 1
_ _ 1 3 1
vi=| v) | e A=| -1 3 -3
3 3 1
z(t) 3 T2 2
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En utilisant la diagonalisation de A, on peut calculer exp(tA).

1 -1 0\ [ 0 0 5 3 3
10 1 0e’ 0| 2 3 3
tA) =
p{t4) 0 1 -1 0 0 )\ 3 -3/
P exp?tD) Pt
Pour calculer par exemple la solution vérifiant z(0) = 0, y(0) = 1 et 2(0) = 2, il suffit
0
de multiplier & droite par le vecteur [ 1 |. On obtient :
2
( 3 3
z(t) = iet — ie_t
3 1
4 y(t) = §€t — 56%
_ 3 Ly
\ z(t) = 5€ + 5¢

Présentée ainsi la diagonalisation semble un outil magique. En réalité, les algo-
rithmes qui calculent numériquement les valeurs propres et les vecteurs propres sont
relativement lents et il est impossible de diagonaliser une matrice si sa dimension dé-
passe quelques dizaines.

Réduction de dimension

C’est un des vieux réves de l'intelligence artificielle : un ordinateur peut-il apprendre
une langue, et produire des textes ayant du sens, si on lui donne & lire un ensemble
de documents écrits dans cette langue ? Plus prosaiquement, comment les moteurs de
recherche spécialisés font-ils & partir de la masse énorme de documents disponibles,
pour reconnaitre des ensembles d’expressions qui se retrouvent souvent associées ?

Donnons-nous un vocabulaire formé de mots, numérotés de 1 & n, et un ensemble
de textes, numérotés de 1 & m. Les entiers n et m peuvent étre trés grands. Il y a
plusieurs milliers de mots dans une langue, des milliards de pages html sur internet.
On appelle matrice d’incidence la matrice A = (a; ;) telle que a;; vaut 1 si le mot j
se rencontre dans le document 7, et 0 sinon. Considérons la matrice S = (s;5) = "A A.
C’est une matrice carrée symétrique, qui a autant de lignes et de colonnes qu’il y a
de mots dans le vocabulaire. Quelle information donne-t-elle sur les mots? Si j est un
mot, le coefficient diagonal s; ; est

m m
i=1 i=1
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car les a; ; valent 0 ou 1. Le coefficient diagonal s; ; est égal au nombre de textes parmi
les n ou le mot j apparait. Il permet de savoir si c¢’est un mot rare, ou d’usage courant.
Si j et k sont deux mots distincts, le coefficient s;; est :

m
Sk = E :ai,jai,k :
i=1

Le produit a; ja;x vaut 1 si ¢ et j apparaissent tous les deux dans le texte 7, et 0 dans
les autres cas. Donc s, est égal au nombre de textes parmi les m ou j et kK apparaissent
simultanément. Ces occurrences communes donnent une idée de la proximité séman-
tique de j et k. Par exemple, si on se limite aux 3 mots "penalty, endomorphisme,
corner", il y a fort & parier qu’on trouvera plus souvent "penalty" et "corner" dans les
mémes textes, que "penalty" et "endomorphisme" (OK, il y aura probablement plus
de textes contenant "penalty" que "endomorphisme"). Si deux mots ne se rencontrent
jamais dans le méme texte, le coefficient s;; correspondant sera nul. A I'inverse si deux
mots apparaissent systématiquement ensemble, le coefficient s;; sera maximal, et égal
aux deux coefficients diagonaux s; ; et sy .

Ici intervient une interprétation géométrique des mots. La matrice d’incidence A
résume les occurrences de chaque mot par une colonne de 0 et de 1, qui est un vecteur
dans ’espace R™. La distance entre deux vecteurs de R™ peut se mesurer, comme dans
le plan, par la racine carrée de la somme des carrés de différences entre coordonnées :
c’est la distance euclidienne usuelle. Si on considére deux mots j et k, leur distance
dans ’espace R™, notée d;; est donnée par :

m

2 — P — . 2 — .. — .
dj,k = E :(az,y Qik)" = Sjj + Skk — 28k

i=1

La distance entre deux mots qui apparaissent toujours ensemble dans les mémes textes
est nulle, alors que la distance entre deux mots qui n’apparaissent jamais dans les
mémes textes sera probablement trés grande : ceci correspond bien a l'idée que 1’on se
fait d’une distance. Mais on souhaite aller au-dela des couples de mots, et identifier des
ensembles de mots qui sont proches sémantiquement.

S’il y a 1000 mots et autant de textes, nous disposons d’un ensemble de 1000 points
dans un espace a 1000 dimensions, que 1’on appelle un nuage de points. 1l est bien str
impossible de les "voir". Mais on peut toujours projeter le nuage sur un plan pour
le voir en dimension 2. Quel est le meilleur plan de projection? La réponse réside
dans la diagonalisation de la matrice (dfj) On démontre que ses valeurs propres sont
positives, et qu’on peut trouver une base orthonormée de vecteurs propres. La plus
grande des valeurs propres \; est associée a un vecteur propre v; qui donne la direction
de V'espace le long de laquelle le nuage de points est le plus dispersé, et \; mesure
cette dispersion. Si on projette orthogonalement dans la direction de vy, on se retrouve
dans un espace ayant une dimension de moins. La plus grande dispersion est mesurée
par la seconde plus grande valeur propre Ao, le long du vecteur propre vs qui lui est
associé. La projection sur le plan engendré par v; et v offre la meilleure vue possible
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de ’ensemble des mots. La figure 5.2 montre un exemple de projection pour des mots
rencontrés dans des titres de livres. Méme s’il y a peu de mots et peu de titres, cela
suffit déja pour distinguer les mots et titres plutdt informatiques des mots et titres
plutét mathématiques.
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F1G. 5.2 - Décomposition en Valeurs Singuliéres pour un ensemble de mots apparaissant
dans des titres de livres : projection sur le plan associé au deux plus grandes valeurs
propres. Les triangles marqués B; sont les projections des directions de 1’espace initial
(les livres). Les mots sont repérés par des ronds.

En pratique, on choisit une dimension d, en général inférieure a 10. Il existe des
algorithmes capables de calculer en un temps raisonnable les d plus grandes valeurs
propres, les vecteurs propres qui leur sont associés, et les projections des mots sur
I’espace de dimension d qu’ils engendrent. D’autres algorithmes sont ensuite capables
d’identifier des classes de mots & partir de leur projection en dimension d.

Cette méthode de réduction de la dimension par projection sur des espaces de
dimension faible est une des techniques de base de la statistique descriptive : on ’appelle
Analyse en Composantes Principales (ACP). Curieusement, elle porte un nom différent
en informatique : Décomposition en Valeurs Singuliéres (DVS). En physique, on procéde
de la méme facon pour étudier les mouvements d’un solide autour de son centre de
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gravité : les valeurs propres s’appellent des moments d’inertie, et les droites engendrées
par les vecteurs propres sont les axes d’inertie.

Les algorithmes évoqués ci-dessus seraient capables d’associer "ACP" et "statis-
tique", "DVS" et "informatique", "axe d’inertie" et "physique"; mais ’algorithme
capable de reconnaitre que les trois techniques sont mathématiquement identiques n’a
pas encore été inventé !

Matrice d’incidence

La figure 5.3 représente un graphe : cinq sommets numérotés de 1 & 5 et des arétes
entre eux.

F1G. 5.3 — Graphe a 5 sommets et 6 arétes.

Imaginez que sur chaque sommet se trouve une ampoule, et un interrupteur qui
commande non seulement 'ampoule du méme sommet, mais aussi celles des sommets
voisins. Par exemple appuyer sur 'interrupteur du sommet 2 bascule I'état des am-
poules 1, 2, 3 et 5, de "éteinte" a "allumée", ou bien le contraire. Si toutes les ampoules
sont éteintes, quel ensemble d’interrupteurs faut-il actionner pour les allumer toutes?
De maniére assez surprenante, ce probléme a toujours au moins une solution quel que
soit le graphe, et on peut le résoudre a ’aide de la méthode du pivot de Gauss'.

La matrice d’incidence d’un graphe est la matrice carrée dont les lignes et les co-
lonnes sont indicées par les sommets, dont le terme d’ordre (7,7) vaut 1 s’il y a une
aréte entre les sommets 7 et j, et 0 sinon. Nous conviendrons ici de mettre des 1 sur la
diagonale. Voici la matrice d’incidence du graphe de la figure 5.3.

s

Il
_— o O ==
[ e S S S Y

0
0
1
1
1

O === O
— O =

Que représente la matrice d’incidence par rapport au probléme des interrupteurs? Sa
j-iéme colonne décrit ’effet sur les ampoules de I'interrupteur j. Si 'interrupteur du
sommet 2 est actionné, les ampoules basculées sont celles pour lesquelles les coordon-
nées de la deuxiéme colonne valent 1. Si deux interrupteurs sont actionnés, disons j

1Je dois cet exemple & Michel Burlet.
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et j', alors leffet sur les ampoules sera la somme modulo 2 des colonnes j et j'. Pour
obtenir D'effet final sur les ampoules qu’aura le fait d’actionner un ensemble d’inter-
rupteurs, il faut d’abord traduire cet ensemble en un vecteur binaire z. Par exemple
z = (1,1,0,0,1) signifie que I'on actionne les interrupteurs 1, 2 et 5. Multiplier a
droite la matrice A par le vecteur = revient & ajouter les colonnes correspondant aux
coordonnées non nulles de x, donc aux interrupteurs qui ont été actionnés. Si toutes
les opérations sont faites modulo 2 (dans Z/27Z), le vecteur Az décrit 'effet sur les
ampoules : une coordonnée nulle indique une ampoule éteinte, une coordonnée égale
a 1, une ampoule allumée. Vous pouvez vérifier dans I’exemple, en multipliant A par
z =(1,1,0,0,1) (en colonne et modulo 2), que le résultat est (1,1,1,1,1) : toutes les
ampoules sont allumées. Actionner les interrupteurs 1, 2 et 5 allume bien toutes les
ampoules pour le graphe de la figure 5.

Si le graphe est trop compliqué pour deviner la solution, comment la calculer?
Par la méthode du pivot de Gauss bien siir! Ce qui a été exposé pour les matrices a
coefficients réels, vaut pour tous les corps de nombres, et en particulier pour Z/2Z. Si
on applique la méthode du pivot de Gauss a la matrice ci-dessus, on vérifie qu’elle est
de rang 5, donc inversible. La procédure décrite dans la section 5.7 permet de calculer
son inverse :

10110
01101
At=]111000
10001
01011

Donc quelle que soit la configuration d’ampoules allumées et éteintes que 1’on souhaite
atteindre, traduite en un vecteur binaire b, le systéme Az = b a une solution unique :
il y a un ensemble d’interrupteurs et un seul que 1’on doit actionner pour atteindre la
configuration souhaitée.

Ce n’est pas toujours le cas. Le graphe complet a n sommets est tel que deux som-
mets quelconques sont toujours reliés par une aréte. Sur un graphe complet, basculer un
interrupteur quelconque allume ou éteint toutes les ampoules a la fois. Si on commence
au début par toutes les ampoules éteintes, la seule autre configuration que I'on puisse
atteindre est celle ou tout est allumé. Dans ce cas, tous les coefficients de la matrice
d’incidence A sont égaux a 1, son rang est 1, et le systéme Ax = b n’a de solution que
si toutes les coordonnées de b sont égales.

Le miracle est que si le second membre b a tous ses coefficients égaux a 1, le systéme
Ax = b a toujours au moins une solution : quel que soit le graphe, il y a toujours un
ensemble d’interrupteurs a actionner pour allumer toutes les ampoules.

Théoréme 5.9.6 Soit A la matrice d’incidence d’un graphe quelconque a n sommets,
et 1 le vecteur de (Z/2Z)" dont toutes les coordonnées valent 1. Le systéme Ax =1 a
au moins une solution.

Démonstration : Appliquons la méthode du pivot de Gauss au systéme Az = I. On
le transforme en prenant des combinaisons linéaires des lignes, jusqu’a le mettre sous
forme triangulaire. Si le rang de la matrice A est n, il n’y aura pas de condition de
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compatibilité : le systéme se résout, et on trouve une condition unique. Mais si le rang
est inférieur a n, la méthode du pivot de Gauss fait apparaitre une combinaison linéaire
des lignes de A qui est nulle. Or nous sommes dans (Z/2Z)" : les coefficients d’une
combinaison linéaire ne peuvent étre que 0 ou 1. Donc une combinaison linéaire est
forcément une somme. Que se passe-t-il quand une somme de lignes, disons L;, +- - -+L;,
est nulle? Cela implique en particulier que chacun des sommets i, ... ,%; a un nombre
impair de voisins parmi les autres sommets du méme ensemble. Si on restreint le graphe
a ces sommets, on obtient un sous-graphe, tel que le nombre de voisins de chaque
sommet est impair. Or dans un graphe ayant un nombre impair de sommets, il y a
toujours un sommet dont le nombre de voisins est pair (ce n’est pas facile & démontrer :
réflechissez!). Si tous les sommets parmi iy, ... ,%; ont un nombre impair de voisins,
alors k est pair. Donc si L;, +- - -+L;, = 0, alors nécessairement £ est un entier pair. Pour
appliquer la méthode du pivot de Gauss, on doit effectuer les mémes transformations
a la fois sur le premier membre et sur le second. Or le second ne contient que des 1. La
somme dans Z/27Z d’un nombre pair de 1 donne 0. Ceci entraine que si la méthode du
pivot de Gauss méne & une équation dont le premier membre est nul, alors le second
membre de cette méme équation est nul également, et les équations sont compatibles.
Donc le systéme a une solution. O

La proposition 5.6.1 entraine que 1’ensemble des solutions est en bijection avec un
sous-espace vectoriel de (Z/27Z)". Le nombre de solutions est donc nécessairement une
puissance de 2. Pour le graphe de la figure 5.4, vous pouvez calculer les solutions par
la méthode du pivot de Gauss, et vérifier qu’il y en a 2.

@ ;
(—@

F1G. 5.4 — Graphe & 6 sommets et 9 arétes.

Les grands systémes

Méme si aucun des systémes résolus dans le cours ne dépassait 4 inconnues, on
demande couramment aux ordinateurs de résoudre des systémes & plusieurs millions
d’inconnues. D’ou viennent-ils ?

La physique fournit toute une famille d’équation différentielles ou d’équations aux
dérivées partielles qui décrivent avec une précision étonnante les phénoménes auxquels
elles s’appliquent : équation de Maxwell, de Schrédinger, d’FEuler, de Navier-Stokes. .. A
titre d’exemple, voici la plus célébre des équations aux dérivées partielles, I’équation
de la chaleur. Considérons un corps homogéne dans I’espace, et notons f(¢,x,y, z) la
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température au temps ¢ du point de coordonnées (z,y, z). L’application f est solution
de I’équation aux dérivées partielles suivante :

of A (aﬂ 82 f a2f>

ot~ pC, \ 02 " 8y? " 922

ou A est la conductivité thermique, p la masse volumique et C, la chaleur spécifique.
L’application suivante porte le nom de "noyau de la chaleur" car elle est solution de
I’équation de la chaleur, ce qui se vérifie facilement.

1

flt,z,y,2) = t\—/iexp (—%(xQ +y2+ 22)> ,

ouc= %.

Il est extrémement rare qu'une équation différentielle admette une solution explicite
comme celle-ci, et quand c’est le cas, la solution trouvée correspond a des conditions
qui ne sont pas physiquement réalistes. Il n’y a en général pas d’autre recours que de
résoudre 1’équation de maniére approchée par un algorithme de discrétisation. L’idée
consiste & approcher les dérivées de la fonction inconnue par ses accroissements sur un
pas de discrétisation, choisi suffisamment petit.

Pour donner une idée plus précise, nous allons considérer 1’équation de la chaleur
en dimension 1. Considérons une tige homogéne, et notons f(¢,x) sa température a
I'instant ¢ et a ’abscisse .

of A o f
ot pC, 0z "

Choisissons un pas de temps dt et un pas d’espace dx (petits). A 'instant ¢, nous
approchons la dérivée partielle en temps par le taux d’accroissement sur un intervalle
de longueur 6t :

of 1

o5 (f(t—l—(it,x) —f(t,:v)) .

De méme la dérivée partielle seconde en espace est approchée par une différence d’ac-
croissements, soit :

afr 1
9 W((f(t,x-i—&c)—2f(t,:c)+f(t,a:—5x)) .

On ne conserve que les instants et les abscisses qui sont des multiples entiers de 6t et
0x. Posons donc, pour tout couple d’entiers i, 7,

fig = f(idt, jox) .

L’équation de la chaleur est remplacée par un systéme linéaire d’équations reliant entre
elles les inconnues f; ; :

%(fi+1,j - fi,j) = p—é’p @ (fH—l,j —2fi; + fi—l,j) :
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Pour arriver & un systéme lisible, simplifions encore. Prenons une barre en équilibre
thermique, dont la température est fixée a a a 1’abscisse 0 et b & Pabscisse (n + 1)d,
Calculons sa temperature a 1’abscisse idx, pour ¢« = 1,...,n. Puisque I’équilibre ther-
mique est atteint, nous cherchons une fonction constante en temps, c’est a dire telle
que 0f/0t = 0. Notons f; la valeur approchée de la température au point idz de la
barre. Le systéme dont les f; sont solution est le suivant.

( 2fi—fo = a

S —fii+2fi—fipn = 0

C —So1 + 2/ = b

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ce systéme admet une solution unique,
définie pour ¢ = 1,... ,n par

1

fi:a—i_(b_a)n—i—l'

Ceci correspond bien au fait qu’une fonction telle que f”(z) = 0 est un polynéme de
degré 1: f(z) = ax + 5.

La matrice A du systéme est symétrique.

( 2 —1 0 0\

-1 2 -1
0
0

: . =1 2 -1
\ 0 v .- 0 —1 2)

Elle a des diagonales constantes (on dit que c’est une matrice de Toeplitz), et elle a
surtout beaucoup de termes nuls (on dit qu’elle est creuse). C’est le cas en général pour
les matrices des systémes obtenus aprés discrétisation d’un probléme différentiel. Tout
ceci facilite le stockage en mémoire, et accélére la résolution, grace a la mise au point
d’algorithmes adaptés. Il reste ensuite & démontrer que la solution du systéme linéaire
approche bien la solution du probléme différentiel, en un sens qui reste a préciser. Ceci
fait I’objet de théorémes de convergence que nous n’aborderons pas.

L’équilibre thermique d’une barre n’a évidemment aucun intérét pratique. Pour un
batiment en construction, prévoir la puissance de la chaufferie et calculer la consom-
mation d’énergie sont des problémes nettement plus concrets. Or les volumes & chauffer
ont 3 dimensions. Pour peu qu’on souhaite 100 pas de discrétisation dans chacune des
trois dimensions, on arrive a un systéme certes linéaire, mais qui a déja un million
d’inconnues. Des moyens de découper ’espace plus astucieusement que par des petits
cubes ont été inventés. On les appelle des maillages. Vous en voyez parfois dans les
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"making of" des films d’animation, ot ils sont utilisés pour rendre les mouvements plus
réalistes. Vous les voyez aussi sur des présentations de voitures ou d’avions : ils sont
utilisés pour calculer par I’équation de Navier-Stokes 1’écoulement de I’air autour de la
carrosserie, et donc prédire la portance de ’avion ou la consommation de la voiture.

F1G. 5.5 — Exemple de maillage.

Décomposition LU

La méthode du pivot de Gauss, point central de ce chapitre, n’est pas exactement
programmée comme elle a été présentée. Il y a plusieurs raisons a cela, dont la principale
est le probléme de la précision numérique.

Voici un systéme de deux équations a deux inconnues, dépendant du paramétre

e #0.

ex+y = 1 ex+y = 1 = f(1-(2-1)/(1-1))
<~ =
Tty = 2 1-2)y = 2—1 y = (2-9/1-1)

Voici le méme systéme, aprés avoir échangé les deux équations.

r+y = 2 r+y = 2 zr = 2—(1-2)/(1—¢)
— —
ex+y = 1 1—¢e)y = 1-2¢ y = (1-2)/(1—¢)

Les deux solutions sont évidemment les mémes. Pourtant, si € est trés petit en valeur
absolue, les deux calculs ne sont pas du tout équivalents numériquement. Diviser par
un petit nombre, ou multiplier par un grand nombre augmente les erreurs d’approxi-
mation. Pour éviter que celles-ci ne se propagent au cours d’un long calcul et faussent
complétement le résultat, on fait toujours en sorte de multiplier ou ajouter entre eux
a chaque étape des nombres du méme ordre de grandeur.

Dans la méthode du pivot de Gauss, on choisit I'ordre dans lequel on traite les
lignes, de sorte que les pivots soient a chaque pas les plus grands possibles en valeur
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absolue. Ceci conduit a permuter les lignes de la matrice, donc a la multiplier & gauche
par une matrice de permutation P. Une matrice de permutation est la matrice de
passage de la base {b,...,b,} & la base {bs(1),-.. by}, Oll o est une bijection de
{1,...,n} dans lui-méme. On peut la voir comme un produit de matrices du type 7}
(cf. section 5.4). Ses coefficients d’ordre (o(7),7) valent 1, les autres 0. On applique la
méthode du pivot de Gauss non pas a la matrice A, mais & la matrice PA. Une fois
choisi 'ordre dans lequel on traite les lignes, la i-iéme étape de la méthode consiste a
ajouter aux lignes d’indice ¢ + 1,7 + 2,... ,n la 7-iéme ligne multipliée par un certain
coefficient. Cela revient a multiplier & gauche par une matrice du type suivant.

( 1 0  -vr e eee 0 \
0o . - :
1
Ait1,i
: : o0
\ 0+ Apg 0 - 1 /
Le produit de ces matrices, pour ¢ allant de 1 & m est la matrice ci-dessous.
( 1 0 el e 0
Ao ' :
: 1
Ait1,i
: : 1 0
\ At o Ami r Ammer 1 )

Son inverse est encore une matrice du méme type : trianglaire inférieure avec des 1
sur la diagonale. On la note L (pour "lower triangular"). Le produit L 'PA est une
matrice triangulaire supérieure, que ’on note U pour "upper triangular".

L'PA=U<«= PA=1LU.

La décomposition LU de la matrice A est la donnée des trois matrices P, L, U telles que
PA = LU. Si on doit résoudre le systéme Az = b, on le transformera en deux systémes
triangulaires, un de matrice L, ’autre de matrice U.

Ly=Pb
Ar =b<+= PAz = Pb<—= LUz = Pb <+
Ur=y

Pour les problémes différentiels évoqués précédemment, il est fréquent que 'on ait &
résoudre successivement de nombreux systémes linaires ayant tous la méme matrice A,
mais des seconds membres différents. Calculer au préalable la décomposition LU de A
réduit de beaucoup le temps de calcul. Pour certaines matrices qui reviennent souvent
dans les calculs, la décomposition LU figure dans les bibliothéques de codes, et elle est
chargée en mémoire avant le début du calcul.
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