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Espaces analytiques relatifs et throrrme de finitude 
Christian Houzel 

Introduction 

Dans ce travail on donne une nouvelle version du throrrme de 
finitude de Grauert [6] pour des espaces analytiques relatifs. Le cadre 
des espaces annelrs en algrbres bornologiques complrtes of 1 l'on se 
place ic ies t  plus large que celui des espaces annelrs en algrbres 
de Frrchet utihsrs dans [4] et [12]; il permet de drvelopper une throrie 
plus souple et d'inclure, par exemple, les espaces analytiques rrels et les 
varirtrs anatytiques banachiques comme espaces de base (mais mal- 
heureusement pas les espaces analytiques banachiques). En outre l'argu- 
ment essentiel de perturbation par une application nuclraire (§ 1, n°5 
et 6) apparait particulirrement clairement si l'on utilise les bornologies 
et la possibilit6 de travailler sur les faisceaux bornologiques eux-m~mes, 
et non sur des espaces de sections, 6vite des restrictions inutiles. Pour 
appliquer cet argument ~ la drmonstration du throrrme de Grauert, on 
utilise la mrthode raise au point par Forster et Knorr dans [3] et [4] 
d'aprrs une idre de Malgrange (cf.§4, n°2); dans le cas o/1 la base S 
est un espace analytique ordinaire, on peut d'ailleurs obtenir le r6sultat 
plus simplement en utilisant le throrrme 1 directement. 

L'idre d'utiliser les faisceaux vectoriels bornologiques pour drvelop- 
per une throrie des espaces analytiques relatifs remonte/l 1965, mais 
/l l'rpoque je ne disposais pas des techniques d'algrbre homologique 
nrcessaires pour mettre en oeuvre cette idre et j'avais re~u peu d'en- 
couragements. Aprrs avoir entendu l'expos6 de Kiehl au congrrs de Nice 
en 1970, j'ai repris cette idre et j'ai organis6 un srminaire sur le throrrme 
de Grauert au Drpartement de Mathrmatiques de Nice; c'est au cours 
de ce srminaire que ce travail a pris forme, et je tiens h remercier tous 
ceux qui y ont particip6 et particulirrement L. Boutet de Monvel. Enfin 
ma reconnaissance la plus profonde va/~ B. Malgrange pour l'intrr& con- 
tinuel qu'il m'a port6 et les encouragements toujours renouvelrs qu'il 
m'a prodigurs. 

Paragraphe 1. Aig~bres bornologiques completes 

Dans ce paragraphe le corps de base K est un corps valu6 eomplet 
non discret suppos6 maximalement complet dam le cas ultramrtrique. 
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1. Rappels sur les espaces vectoriels bornologiques (cf. [9]) 

Ddfinition t .  Une bornotogie vectorietle de type convexe sur un espace 
vectoriel E est un ensemble ~ non vide de parties de E v~rifiant les axiomes 
suivants : 

a) si B ~ ~ et B' C B alors B' e ~ ; 
b) si BI,  B 2 E ~ alors B 1 u B 2 ~ ~ ; 
C) si B ~  et 2e  IK alors 2 B e ~ ;  
d) si B e ~ son envetoppe disqu~e (i.e. convexe et ~quilibr~e) F(B) e ~B ; 

On dit que (E, fB) est un espace vectoriel bornologique de type convexe, 
en abr~g~ e.b.c., si de plus E est la r~union des ~l~ments de ~ : ces dl~ments 
s'appellent alors les parties born~es de E. 1 

Remarques. 1) La r6union des 616ments de ~B est de toute faqon un 
sous-espace vectoriel de E; muni de ~B ce sous-espace est un e.b.c. 

2) Les axiomes b), c) et d) impliquent que si B 1 et B 2 sont born6s il 
en est de mSme de B1 + B 2. 

3) Toute semi-norme finie sur un espace vectoriel E d6finit une 
bornologie vectorielle faisant de E un e.b.c.; les parties born6es sont 
celles dont le diam6tre est fini. 

D~finition 2. On dit qu'une application u : E ~ F  arun e.b.c, dans un 
autre est born~e si rimage par u de tout born~ de E est born~ dans F. II 

On prend les applications lin6aires born6es comme morphismes de la 
cat6gorie des e.b.c. Cette cat6gorie admet des limites inductives et des 
limites projectives quelconques; les constructions de ces limites sont 
6videntes. 

A tout disque (pattie convexe et 6quilibr6e) B d'un espace vectoriel E 
on associe le sous-espace E a engendr6 par B muni de la semi-norme 
jauge de B, qui est finie sur E a. Si E est un e.b.c, il est canoniquement 
isomorphe ~t la limite inductive des En, B parcourant l'ensemble des 
disques born6s de E. La cat6gorie (ebc) s'identifie h celle des ind-espaces 
semi-norm6s (avec semi-norme finie); dualement la cat6gorie (elc) des 
espaces localement convexes s'identifie ~t celle des pro-espaces semi- 
norm6s. 

Definition 3. On dit qu'un disque B de E est s~parant (resp. compl~tant) 
si E Best sdpar~ (resp. s~pard et complet). On dit qu'un e.b.c. E est sdpar( 
(resp. complet) si route pattie born~e de E est contenue darts un disque 
borr~ s~parant (resp. compl(tant). II reoient au m~me de dire que E est 
limite inductive d'espaces norm~s (resp. d'espaces de Banach) qui s'appli- 
quent injectivement dans E. | 

Toute limite projective d'¢.b.c, s6par6s (resp. complets) l'est encore; 
si E est s6par~ et limite inductive d'e.b.c~ eomplets ii est complet. A tout 
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e.b.c. E on associe un e.b.c, s6par6 E" = E/{0} et un e.b.c, complet/~ carac- 
t6ris6s par des propri~t6s universelles claires; notons que E peut &re nul 
mEme si E est s6par~ et non r6duit/~ 0. 

Dbfinition 4. On dit qu'une suite (x,) de points d'un e.b.c. E converge 
oers une limite a (au sens de Mackey) s'il existe un disque born~ B de E 
tel que x, - a reste dans EB et converge vers 0 dans cet espace semi-normS, l 

Si E est s6par6 une suite de points de E n e  peut avoir plus d'une 
limite. 

On dit qu'une partie X de E est ferrule si toute limite de suite de 
points de X appartient/t X. L'intersection 37 des parties ferm6es de E 
qui contiennent une partie donn6e X est encore ferm6e; on rappelle la 
fermeture de X (en g6n~ral :7 est strictement plus grand que l'ensemble 
des limites de suites de points de X). 

Pour qu'un sous-espace vectoriel F de E soit ferm6 il faut et il suffit 
que E/F soit s~par6; dans ce cas, si E est complet il enest  de m~me 
de F et de E/F. 

Espaces d'applications lindaires et produits tensoriels. Consid~rons 
des e.b.c. E et F; on dit qu'un ensemble H d'applications de E dans F 
est ~quiborn~ si pour tout born6 B de E, H(B) = U u(B) est born6 dans F. 

ueH 

Les ensembles 6quiborn6s d'applications lin6aires sont les born6s d'une 
bornologie vectorielle sur Homr  (E, F) qui fait de rensemble des applica- 
tions tin6aires born6es de E dans F un e.b.c, not6 Ae(E, F); il d6pend 
fonctoriellement de E et F et les propri6tbs de commutation aux limites 
inductives ou projectives qu'on peut pr6voir sont vraies. Si F est s6par6 
(resp. complet) il enest de m~me de La(E, F). 

On d6finit d'une mani6re analogue un e.b.c. ~(E1, E2;F) d'applica- 
tions bilin6aires born6es de E1 x E 2 darts F (0/1 El, E2 et F sont des e.b.c.); 
il est canoniquement isomorphe/t ~(Et ,  La(E2, F)) et A Ae(E2, --q'(Et, F)). 
Sur le produit tensoriel El ®E2 la bornologie la plus fine pour laquelle 
l'apptication bilin6aire canonique E~ x E 2 ~ E 1 ® E 2 est born6e poss6de 
la propri&6 universelle exprim6e par risomorphisme .~(EI®E2,F) 
~ ( E t ,  E2;F) (F e.b.c, arbitraire); on consid&era toujours EI ®E 2 
comme muni de cette bornologie. Si E1 et E2 sont s6par6s il enest  de 
m~me de El®E2. Le produit tensoriel est associatif, commutatif et 
commute aux limites inductives; il enest  de m~me du produit tensoriel 
compl6t6 E1 @E 2 (qu'on obtient en compl~tant les produit tensoriel) 1. 
On peut identifier E1 ®E2/ t  un quotient de respace 

:1(E1 x E2) = li_~m :I(B~ x B2) 

(ota B~ parcourt la bornologie de E~ et B2 celle de E2); autrement dit 
pour tout born6 B de E~ ~ E2 il existe un born6 BI et un born6 B2 de E2 

Dam ce cas, en calcule bien stir la limite inductive dans ta cat~gorie des e.b.c, comple~ 
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tel que tout 616ment de B soit somme d'un¢ s6rie X;tnx,®y ~ oil (2~) est une 
suite sommable de scalaires,(x~) une suite de points de B1 et (y~) une suite 
de points de B2. 

Comparaison avec la topologie. Si E et F sont des espaces localement 
convexes on leur associe un e.b.c, dont les born& sont les ensembles 
6quicontinus d'applications lin6aires de E dans F et que l'on note encore 
.~(E,F). Pour E = K ,  on a une bijection canonique ~¢(K,F)--%F; la 
bornologie correspondante sur F est dite canonique, et on note bF 
l'espace F muni de cette bornologie; ses born~s sont les parties absorb6es 
par tout voisinage de 0. Pour que °F soit s6par6 il faut et it suffit que F 
le soit; si F est complet il en est de m~me de bF [plus g6n6ralement 
~ ( E ,  F) est s6par6 - resp. complet -- si F l'est]. 

Consid6rons maintenant un e.b.c. E et un e.l.c. F; on d6finit l'espace 
localement convexe L#(E, F) comme l'espace des applications lin6aires 
born6es de E dans bF muni de la topologie de la convergence uniforme 
dans les born6s de E. Consid6rons encore un e.l.c. G; on a une bijection 
canonique i f(E,  .W(F, G)) m L#(F, .oq'(E, G)); les applications bilin6aires 
de E x F dans G qui correspondent aux 616ments de ces espaces sont 
dites hypocontinues. La plus fine des topologies localement convexes sur 
E ® F rendant hypocontinue l'application bilin6aire canonique de E x F 
clans E ® F poss6de la propri6t6 universelle exprim6e par l'isomorphisme 

.~(E®F,  G)--~ ~ (E ,  .~(F, G)). (1) 

(G espace localement convexe arbitraire). Pour F = K on a une bijection 
canonique E ® K  ~ E; la topologie correspondante sur E est dite canoni- 
que et on note 'E l'espace E muni de cette topologie; les voisinages de 0 
sont les ensembles contenant un disque bomivore. D'apr6s (1) on a 
~(E,  bG)~.~(tE, G) (E e.b.c.; G e.l.c.), ce qui montre que (t,b) est un 
couple de foncteurs adjoints. On dit qu'un e.b.c. E (resp. un e.l.c. G) est 
normal si E = btE (resp. tbG = G); les espaces normaux ne sont autres que 
les espaces bomologiques au sens de Bourbaki [1]. 

Si E est un espace localement convexe m&risable, il est normal et 
pour qu'une suite converge vers 0 au sens de Mackey dans bE il faut et 
il suffit qu'elle converge vers 0 dans E. Le compl6t6 de bE s'identifie 
ensemblistement/~ ~. 

2. Algdbres 

Ddfinition 5. On appelle K-algdbre bornologique un e.b.c. A sur K 
muni d'une loi de composition interne A x A ~ A bilindaire et born(e. II 

Nous supposerons toujours cette loi associative et unif~re sauf men- 
tion expresse du contraire, et nous la noterons multiplicativement. 
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Les morphismes d'alg6bres bornologiques sont les homomorphismes 
unif6res d'alg6bres qui sont born6s. 

On dit qu'une alg6bre bornologique A est multiplicativement convexe 
si tout born6 de A est absorb~ par un disque born6 stable pour la loi 
multiplicative. I1 revient au m~me de dire que A est limite inductive 
d'alg6bres semi-norm6es. 

Exemples d'alg6bres bornologiques. 
1) Toute algbbre semi-norm6e est une algbbre bornologique; pour 

toute algbbre localement convexe A, ~A est lane alg~bre bornologique. 
2) Soit E un e.b.c, oh un e.l.c.; la composition des endomorphismes 

fait de End(E)= ~ (E ,  E) une alg6bre bornologique. 
3) Soit K une partie compacte d'un espaee analytique complexe X; 

l'alg~bre (~x(K)= limtPx(U ) (U parcourant l'ensemble des voisinages 
ouverts de K) est une algebre bornologlque sur ~ ;  sa structure provlent 
des structures de Fr6chet habituelles sur les t~x(U ). Notons que c'est une 
alg6bre multiplicativement convexe, car si Bes t  un born6 de ¢x(K) il 
existe un voisinage ouvert U de K et un born6 B~ de d~x(U ) dont Bes t  
l'image; si U' est un voisinage ouvert de K relativement compact dans U 
on voit que B~ = Blltl, repr6sente encore B et est absorb6 par un born6 
multiplicativement stable de ~x(U'). 

4) Soit U un ouvert d 'un espace de Banach complexe E; l'alg~bre 
(9(U) des fonctions holomorphes dans U a une structure naturelle d'al- 
g6bre bornologique: un ensemble B de fonctions holomorphes dans U 
est dit born6 s'il existe un recouvrement ouvert (Ui)i~ de U et une famille 
de constantes (Mi)~1 tets que t f(x)l<Mi pour tout f ~  B, tout i ~ I  et 
tout x ~ U~. 

5) Soit K une partie compacte de IR~; l'alg6bre 8(K) des fonctions 
ind6finiment diff6rentiables au sens de Whitney sur K a une structure 
d'alg6bre bornologique multiplicativement convexe. Un ensemble B de 
fonetions diff6rentiables sur K est dit born6 s'il existe une suite de 
constantes (Mn)n~r~ telle que 

pour tout f = (f~) ~ B, tout multi-indice ~, tout x E K, tout entier n e t  
tout y assez petit. A l'aide du th6or6me de prolongement de Whitney on 
voit que ¢(K) est l'e.b.c, s6par6 (done eomplet) associ6 ~t la limite induc- 
tive des espaces de fonctions diff6rentiabtes (ordinaires) 8(U), U pareou- 
rant l'ensemble des voisinages ouverts de K. 

Rayon spectral 

Ddfinition 6. Soit A une atodbre bornologique; on d~,signe par DA 
l'ensemble des dldments x de A tels que la suite (x~)~,N de leurs puissances 
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soit born~e. Pour tout ~l~ment x de A on appelle rayon spectral de x le 
hombre 

qA(X) = inf(I,;t112 ~ ~( et x ~ ;~DA) (~oentuellemen~ ~gal d + c~). l 

Si x e A et si 2 est un scalaire, la condition qA(X)< I;~1 implique 
l'existence d'un born6 B de A tel que x"e  2~B pour tout n ¢~1; inverse- 
ment, s'il existe un tel born6 on a qA(X) <= H.  En particulier, si A est une 
alg6bre semi-norm6e (avec une boule unit6 stable par multiplication, ce 
qu'on peut toujours supposer quitte/t  remplacer la semi-norme par un 
de ses multiples), on voit que qA(x)< Ilxll pour tout xE A. I1 est clair 
que qA(2X) = l~'l qa(x) pour  ;t ~ ]K et x e A. 

Proposition 1. Soit A une alg~bre bornolo#ique; consid~rons des ~lk- 
merits x et y de A tels que x y  = y x  ; on a q,~(x + y) < qa(x) + qA(Y) 

et qA(xy) <=q~(x) qA(y). 
Pour tout entier n, on a qA(X n) = qA(X) n. I 

Ddmonstration. On va voir que qA(X)< IAl et qA(,v)< t~1 impliquent 
q~(x + y) < 121 + I~l et qA(XY) < 121 I/~1, ce qui suffira ion laisse au lecteur 
le soin d'examiner le cas oil la valeur absolue de K provient d'une 
valuation discr6te). Or  l'hypoth6se implique l'existence d'un born6 B 
de A tel que x" e 2" B et y~ e ~ B pour tout entier n; on a alors, en utilisant 
le fait que x et y commutent:  

siv est un scalaire tel que lvl _-> I/1 + I~l et C est l'enveloppe disqu~e de BB, 
qui est encore un ensemble born6; de m~me: 

(~cy) ~ = x"y" ~ 2"I~" B B  C (2/~) ~ C.  

Remarque. Darts cette d6monstration, ainsi que dans l'6nonc6, il faut 
rempla~er les signes + entre des valeurs absolues ou des ra~ons spectraux 
par des sup lorsque ]K est ultram6trique. 

Montrons maintenant que qA(X')= qA(X)'. D'apr~s ce qui pr6c6de on 
sait d6j/~ que le premier membre est major6 par le second; inversement 
on va voir que si qa(x") < I;tl ~ on a qA(X) ~ < I;tl", c 'est / t  dire qA(X) < 121. 
Par hypoth6se il existe un born6 B tel que x *'" ~ 2m"B pour tout entier m; 
s i r  est un entier arbitraire on peut l'6crire r =mn  + s avec s < n - 1  
(division euclidienne), et x '  = x=nx" ~ 2"*x 'B  = 2"(x/,t)'B ¢ 2" B' oh B' est 
un disque born6 contenant la r6union des (x/;t)'B pour O < s < n - 1 ;  
ceci donne bien qA(X) < 121. 

Corollaire. Si A est  commutative, qA est une semi-norme multiplicative 
sur les puissances. 1 
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Proposition 2. Soit A une algdbre semi-norm~e; pour tout ~l~ment x 
de A on a qA(x)= lim ][x"llt/"= infl[x"[I TM. | 

n - . ~  oo  

D~monstration. qA(x) n = qa(x ~) <__ Ilxnll donc qA(x) =< llx"tl x/, pour tout n 
et qA(x)< infHx"[[ 1/~ Inversement si qA(x) < 121 il existe une constante M 
telle que [[xnll < M[2]" pour tout entier n; on en tire 

]lx~II1/"<MI/"12t d'o~ lim supl lxnl l l /"~l ;q,  
ce qui permet de conclure. 

Coroilaire. Si IIx211 = flxll 2 pour tout x e A ,  on a qA(x)= Ilxll. I 

Proposition 3. Soit u un homomorphisme born~ d'une algdbre bornolo- 
aique A dans une autre B; on a u(DA)C D ne t  qs(u(x))< qA(X) pour tout 
x e A .  | 

Cette proposition est 6vidente. 

Corolla.ire. Soit A une algdbre bornologique limite inductive filtrante 
d'une famiUe des sous-algdbres A i (munies de bornologies); on a 
DA=wDA, et qa(x)= infq~,(x) pour tout x e  A. I 

On laisse la v6rification (imm6diate) au lecteur. 
Ce corollaire s'applique en particulier aux alg6bres multiplicative- 

ment convexes et montre que pour une telle alg6bre A le rayon spectral 
est toujours fini, puisqu'il en est ainsi pour une alg6bre semi-norm6e. 

C'est une application born~e de A dans IR÷. 

Proposition 4. Soit r un nombre r~el strictement positif ; sur l'alg~bre 
]([I-X]] des s~ries formelles, consid&ons la semi-norme ddfinie par 
[IZanS"ll =Xla~l r ~ et d~signons par ]K(r) ta sous.algdbre formde des 
s~ries dont la semi-norme est finie ; c'est une algdbre bornologique com- 
ptdte pour cette semi-norme. Pour route alg~bre bornologique compldte A 
et tout scalaire 2 ~- O, rapplication quid tout homomorphisme bornd tp de 
K(121) darts A associe tp(X) est une bijection de Horn(K(121), A) sur ;tDA. i 

Comme IIX"lt = f dans I<(r), rapplication consid6r6e prend bien ses 
valeurs dans 2DA (cf. proposition 3). L'alg~bre K(r) 6tant la compl6t6e 
de ralg6bre des polyn6mes ]K IX], on peut se contenter de montrer que 
tout 616ment x de 2Da d6termine un unique homomorphisme bornd de 
~( [XJ darts A transformant X en x; ainsi on doit v6rifier que rhomo- 
morphisme de JK [X] dans A qui applique un polyn6me P sur P(x) est 
born6 lorsque x e 2D A, ce qui est imm6diat: il existe un disque born6 B 
de A tel que x ~ ~ 2"B pour tout n, donc P(x)= Za,  xn~ Za,2"B C I~B si 
I/~i >Zla~l  121 ~=  Ilell. (Comme toujours on remplace la somme par la 
born6 sup6rieure dans ~ dans le cas d'une valeur absolue ultram6trique; 
il faut alors prendre pour K(r)  ralg6bre form6e des s6ries relies que 
la,I r ~ tende vers 0 pour n infini). 
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Corollaire 1. Soit G(rD)C]K[[X]] ralgdbre des s~ries de rayon de 
convergence > r, consid~r~e comme Falgdbre des fonctions hotomorphes 
au voisinage du disque ferm~ rD de YK; c'est une algkbre bornologique 
compldte qui s'identifie d la limite inductioe des ]K(r') pour r' > r. Eapplica- 
tion qui & tout homomorphisme born~ CO de 60(rD) dans une alg~bre borno- 
logique complete A associe co(X) est une bijection de Hom(d~(rD), A) sur 
{x e A I qA(x) < r}. Pour tout ~l~ment x d'une alg~bre bornologique com- 
plete A tel que qA(x)< r et route s~rie f = EanX" de rayon de convergence 
>= r (fonction holomorphe dans Ie disque ouvert rD'= {z~ ]K I]zl < r}), 
ta s~rie y. a n x ~est convergente dans A (au sens de Mackey) ; si f ( x )  d~signe 
sa somme, l'application f ~-~ f (x )  de d~(rD') dans A est un homomorphisme 
borne. II 

Ce corollaire se d6montre ais6ment. Notons que l'on n'obtient pas 
en g6n6ral tousles homomorphismes born6s de (9(rD') dans A en con- 
sid6rant les f ~ f ( x )  avec qA(x)<r; par exemple q~c,D,)(X)=r, donc 
l'application identique de t~(rD') ne peut ~tre obtenue ainsi. 

Exercice. Montrer que Hom(6O(D'), A) s'identifie /l l'ensemble des 
61&nents x de A tels que pour toute suite (2n) de scataires 4:0 tendant 
vers 0 moins vite que toute suite g6om6trique (r ~) avec r < 1, la suite 
(x"/2n) soit born6e dans A (x n converge ~assez vite>> vers 0 dans A). 

CoroUaJre 2. Soit x un ~l~ment d'une alg~bre bornologique compldte A; 
si qA(x) < 1, la s~rie Ex  ~ est convergente dans A et sa somme est l'inverse 
d e l - x .  II 

En effet (1 - X )  - t  = E X  ~ darts ¢(D'). 

Remarque. Si A est limite inductive d'une famille fittrante d'alg6bres 
A~ contenues dans A, il est clair que le spectre par rapport ~ A d'un 
616ment x de A est l'intersection des SpA,x pour x ~ A~. On en d6duit que 
le spectre d'un 616ment x d'une alg6bre bornologique compl6te multi- 
plicativernent convexe A sur C est une partie compacte non vide de tE 
et que qA(x)= sup{12ll2e SpA x}. Si A est une alg6bre bornologique 
multiplicativement convexe munie d'un homomorphisme born6 dans 
une alg6bre B = c~(X) de fonctions continues sur un espace topologique 
s6par6 X (avec la bornologie canonique associ6e ~ la topologie de la 
convergence compacte), I'image de A est form6e de fonctions born~es 
sur X; on voit en effet facilement que qs ( f )=  sup]f(x)l pour f E  B, et on 

x ~ X  

a qB(f) < qa(g) < + ~ s i f  est l'image d'un 616ment g de A. 

3. Modules 

D~finition 7. Soit A une alodbre bornologique; on appeUe A-module 
bornologique (d gauche) un e.b.c. M muni d'une loi de composition bill- 
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n~aire et born~e A x M ~  M faisant de M un A-module ~ gauche (c'est 
d dire associative par rapport ~ la multiplication de A et telle que 1 • x = x 
pour tout x ~ M si 1 est l'~l~ment unit~ de .4). II 

La donn6e d'une structure de A-module bornologique h gauche sur 
un e,b.c. M 6quivaut h ceUe d'un homomorphisme born6 de A dans 
End(M). On obtient la cat6gorie de A-modules bornologiques en pre- 
nant comme morphismes les applications A-lin6aires born6es. 

ExempIes 

1) L'alg~bre A consid6r6e comme module ~t gauche sur elle-m~me est 
un A-module bornologique not6 A~. 

2) Consid6rons deux e.b.c. (ou deux e.l.c.) E et F; la composition des 
morphismes fait de ~(E,  F) un End(E)-module bornologique h droite 
et un End(F)-module bornologique ~t gauche (ces deux structures 
commutent). 

3) Tout e.b.c. E a une structure canonique de End(E)-module borno- 
logique h gauche. 

4) Soient X un espace analytique complexe et ~ un faisceau analy- 
tique coh6rent sur X; si U est un ouvert et K un compact de X, ~(U) 
est un Ox(U)-module bornologique et ~-(K) est un (gx(K)-module 
bornologique (cf. n ° 2, exemple 3). 

Lemme 1. Soient A une algdbre bornologique et M un A-module 
bornologique. Pour tout bornd B de A tel que BB C B et 1 ~ B e t  tout born~ C 
de M il existe un disque born~ C' de M contenant C et tel que BC' C C'. 
Si M est complet, on peut choisir C' compl~tant. II 

Ddmonstration. BC est born6 dans M et contient C (puisque leB); 
soit C' son enveloppe disqu6e: c'est encore un born6 contenant C, et 
comme B(BC) = (BB) C C B C  C C', on a encore BC' C C'. Si M est complet 
on prend pour C' l'enveloppe disqu6e ferm6e de BC. 

Corollaire. Consid~rons une alg~bre bornologique compldte multiplica- 
tivement convexe A = ~ A i oft les Ai sont des al#~bres de Banach, et un 

i~1  

A-module bornologique compIet M ;  il existe un syst~me inductif (M;)j~j 
et une application 0 de J darts I tels que M ~- lim M, et que Mj soit un d 

j ~ J  

Aotirmodule de Banach pour tout indice j. I 

Si Met  N sont des A-modules bornologiques, l'ensemble des applica- 
tions A-lin6aires born6es de M dans N est un sous-espace vectoriel de 
-~(M, N); muni de la bornologie induite, on notera cet espace LPA(M, N). 
Notons que si Nest  s6par6 ~,~(M, N) est s6par~ et ferm~ dans La(M, N) 
(c'est l'intersection des noyaux des applications lin6aires born6es 
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u~u(ax)-au(x) de .~e(M,N) dans N pour aeA et x~M). Si N e s t  
complet, it enes t  de mSme de L:,t(M, N) car ~(M, N) est complet 
(cf. n ° 1). Nous dSsignerons par M v le dual Laa(M, A); c'est un A-module 
bornologique ~ droite qui est s6par6 (resp. complet) si A l'est. 

Supposons maintenant l'algSbre A commutative; l'espace ~a(M, N;P) 
des applications A-bilinSaires born6es de M x N dans un module A-bor- 
nologique P, muni de la bornologie induite par celte de &(M, N; P) 
s'identifie ~ .,q'A(M,L#A(N,P)) et ~t Z/'~(N,.~c#A(M,P)). Soit M®aN le 
A-module bornologique quotient de M ® N par le sous-espace engendr6 
par les 818ments de la forme am ® n - m ® an avec a ~ A, m ~ Met  n ~ N; 
on a une application A-bilinSaire bornSe canonique de M × N dans 
M ®A N et la composition avec cette application dSfinit un isomorphisme 
de L/'A(M®AN, P) sur :~A(M, N; P). Le produit tensoriel M®aN n'est 
pas s6par~ en gSn6ral, mSme si M e t  N le sont. On d~signera par 
M®aN le compl6t8 de M®aN. 

4. Applications A-nucl~aires (A commutative) 
Le produit tensoriel M®AN est fonctoriel en M et N. Ainsi, pour 

quatre A-modules bornologiques M, M1, N e t  N1 on a une application 
canonique de L#A(M, M1) x -~?A (N, N1) dans LeA(M®AN, M1 ®aN0; cette 
application est visiblement A-bilin6aire, et on v6rifie facitement qu'elle 
est born6e. On en d6duit une application A-lin6aire born6e de 

.cf A (M, M1)®A..cgA (N, N,) 

dans .cf((MQ.(N, MI®AN1) par la propriSt6 universelle du produit 
tensorid (<<morphisme de Kronecker>>). 

Nous nous int6resserons surtout au cas o¢1 M1 = A = N ;  alors 
.~A(M, MO=MV,..~A(N, NI)=N~, M®AN=M et M~®AN~=N~. Le 
morphisme de Kronecker se rSduit ~ une application linSaire bornSe de 
Mv®.(NI dans ~A(M,N~), qui transforme x '®y  en rapplication 
x)-,.(x, x'> y de M dans N1 s ix '  est une forme linSaire sur M (born6e 

valeurs clans A) et y un 816ment de N1. Remarquons que cette applica- 
tion n'est pas injective en gSn6ral; son image est form6e des applications 
tinSaires de M dans N~ qui se mettent sous la forme x ~  Y-(x, x~> Yi 
(x; ~ M, y~ ~ N, 1 _~ i < r), c'est ~ dire qui admettent une factorisation 
travers un module libre de type fini A' (applications <<de rang fini))). 

Consid(~rons maintenant des modules bornologiques Met  N, avec N 
complet; comme .~ (M,N)  est complet, le morphisme MV~AN 
-).~A(M,N) se prolonge ~ MV~.4N; pour tout 61~ment u de Mv®,~N 
on d(~signera par ~ son image dans ~A{M, N) par le morphisme canoni- 
que ainsi obtenu. 
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D~finition 8. On pose Le,[(M, N ) =  MV ~)~N et on dit qu'une applica- 
tion A-lin~aire born~e de M dans N e s t  A-nucldaire si elle est de la forme -~ 
pour un ~l~ment u de ~ (M, N). l 

I1 est clair que Zz] (M, N) d6pend fonctoriellement de M e t  de N 
(contravariant en M e t  covariant en N); de plus le morphisme canonique 
de LZ,~(M, N) dans Lea(M, N) est fonctoriel. Autrement dit, en posant 
u . v = Le~ (v, N) u et w . u = Le~ (M, w) u pour u e Le~ (M, N), ve  LeA(P, M) 
et weLeA(N,Q), on peut 6crire: u . v = u o v  et w.u=wo-~.  

Trace 

Supposons l'alg~bre bornologique A compl6te; le morphisme canoni- 
que de M v ®a M dans A provenant de l'application bilin6aire (x, x )~x ' ( x )  
(x' E M v, x ~ M) se prolonge en une application A-lin6aire born6e Tr de 
Le) (M, M) dans A, que nous appellerons l'application trace. 

Remarquons qu'il est impossible en g6n6ral de d6finir la trace d'un 
endomorphisme nucl6aire de M, car l'application canonique de Le~ (M, M) 
dans LeA(M, M) n'est pas injective, et son noyau ne contient pas en 
g6n6ral celui de la trace. 

Consid6rons des modules bornologiques M, N et P; par associativit6 
du produit tensoriel on a 

£z] (M, N) ~)A Aa] (N, P)~-MV~A(N~ANV)~ .4P  

~_ Mv ~ALe~(N, N)(~AP ; 

en appliquant la trace au facteur du milieu, on obtient un morphisme 
canonique de ~ a  t (M, N) ~A Le] (N, P) darts MY ~.4 P = Le.~ (M, P), d'o/a une 
loi de composition bilin6aire born6e: Aa] (M, N) x Le] (N, P)--, Le] (M, P) 
que nous noterons multiplicativement, on voit tout de suite que cette 
loi est associative. Si u est un 616ment de Lea t (M, N) et v un 616ment de 
Lz,~ (N, P), il est facile de v6rifier que l'on a: v. u = ~. u = v. ~ et par suite 
v .u=~o'~ .  

Structure de Let (M, N) 

Pour tout e.b.c. E complet, on d6signe par c ° respace des suites de 
points de E qui tendent vers 0 au sens de Mackey, muni de la bornologie 
induite par celle de Le(E 1, E) par l'application de c ° dans Le(f~, E) qui 
/ tune suite (x*)e c o associe (2n)~ Z 2nxn ((2,)e El); autrement dit c ° est 
le compl6t6 du produit tensoriel c ° ® E  muni de la structure bornolo- 
gique 8 (cf. [9]). 

D~finition 9. On dit qu'une application iin~aire born~e u d'un e.b.c. E 
dans un autre F est un ~pimorphisme semi-strict si pour toute suite born~e 
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(y.) de points de F il existe une suite born~e (x,) de points de E telIe que 
u(x.) = y.  pour tout n. II 

I1 revient au m~me de dire que l'on peut relever dans E en une suite 
tendant vers 0 toute suite qui tend vers 0 dans F, c'est g dire que le mor- 
phisme de c ° darts c ° drduit de u est surjectif; en effet une suite qui tend 
vers 0 est de la forme 2,z.  o/1 (z,) est une suite bornre et (2.) une suite 
de scalaires convergeant vers 0. 

Lemme 2. Soit u: E ~ F  un ~pimorphisme semi-strict d'e.b.c. (com- 
o o o ~pimorphisme semi-strict. II plets) ; cu : c~ ~ @ est aussi un 

Ddmonstration. On commence par observer que c °-~ lim co,, oia B 
B 

parcourt l'ensemble des disques bornrs (complrtants) de F; en effet il 
est clair que .~e(fl, f ) - l im-LP( f l ,  Fs) et li__~m(c°®Fs)cli__mc° B est un 

g 

sous-espace de limL, e( f  1, FB) avec la bornologie induite, car 

(c ° ® f ) r ~ . ~ ( &  f~)  -- c ° ® f ~ .  

Si (Yk) est une suite bornre de c ° il existe doric un disque born6 B 
de F tel que Yk = O~kn)n reste dans un born6 de c°,, pour tout k; ainsi il 
existe une suite double bornre (Zk,) darts F et une suite double bornre 
de scalaires (2k,) telles que Yk, =2k.Zk,  et que lina 2k. = 0  pour tout k. 

On peut relever (Zk,) en une suite double bornre ( t kn )  clans E, puisque u 
est semi-strict; posons alors Xkn=~kntkn. I1 est clair que U(Xkn)~Ykn 
pour  tout couple d'indices (k, n) et que: 

a) pour  tout k la suite Xk=(Xk,),  converge vers 0 dans E; 
b) la suite (Xk)k est bornre dans l'espace c °. 

Tout 6pimorphisme strict est 6videmment semi-strict, mais la rrci- 
proque est fausse, m~me pour des espaces bornologiques de Frrchet. On 
dit qu'un e.b.c. E possrde la propridt~ d'homomorphisme si pour tout 
e.b.c, complet F toute application linraire bornre et surjective de E sur F 
est un 6pimorphisme semi-strict; on trouvera en appendice quelques 
rrsultats concernant la proprirt6 d'homomorphisme. Signalons seule- 
ment qu'elle se conserve par passage h u n  sous-espace ferm6 et que toute 
rrunion drnombrable d'images d'espaces de Frrchet par des applica- 
tions linraires bornres la poss+de. 

Proposition 5. Soient A une alo~bre bornolooique compldte et M et N 
des A-modules bornologiques complets. Si (x',)~ ~a(M,c°) ,  (yn)~ c ° et 
(2.)~ ~i la suite (2,x ' ,®y,)  est sommable dons .LP~ (M, N) ; l'application 
trilindaire born~e de .LeA(M,c°)xfl x c ° dans £~a)(M,N) qui associe 
~, 2nX'n® Yn au triplet ((x~), (2n), (yn)) est surjective, et l'application lindaire 
associde est un dpimorphisme semi-strict. II 



Espaces analytiques 25 

D~monstration. L'espace ~ ] ( M , N ) = M V @ A N  est un quotient de 
M V ~ N ,  donc un quotient de E~(M v x N) (cf. n ° 1); ainsi pour tout 
born6 B de ~ ]  (M, N) il existe un born6 B1 de M v, un born6 B 2 de N 
et une constante c tels que tout 616ment de B puisse s'6crire Z 2,x ' .®y,  
avec x'~ ~ BI, yn ~ B2 et 2 = ()~,) ~ ~1 v6rifiant 11211 < c. On peut 6crire 2, 
sous la forme 2, =2'.it, v. avec (2'.)~ E 1, (it.)e c ° et (v.)e c°; en posant 
t'~=it, x', et z, =v,y~, on peut 6crire l'616ment de B consid6r6 sous la 
forme E 2',t',®z,, et on voit que la suite (t~) reste dans un born6 de 
L~ a (M, c°), tandis que la suite (z.) reste dans un born6 de c °. Remarquons 
enfin qu'on peut trouver une suite (2'n) ~ ~1 permettant de d6velopper de 
la manibre indiqu6e tousles 616ments d'une suite born6e dans LP~ (M, N). 

Corolla[re 1. Tout ~Idment u de La~ (M, N) peut s'dcrire sous la forme : 
u = y .  v. x' o~ x' est une application A-Iin~aire bornde de M dans c °, 
y une application A-lindaire born& de E~ = f l  ~ A dans N et vun ~ldment 
~<diagonal>) de ~ (c °, ~) ,  c'est ?t dire de la formev = Z 2 , ~ ® e ,  ((e~) est 
la ~base, canonique de fl). Toute application A-nul~aire "5 de M dans N 
se factorise en une application A-linkaire born~e de M darts c ° suivie d'une 
application A-nucI~aire type ~ de c °dans ~ (provenant d'une application 
nuclkaire diagonale de c odans d ~ par extension des scalaires) et d'une 
application A-tin~aire born& de E~ dans N. I 

Coroilaire 2. Soit u un ~pimorphisme semi-strict d'un A-module borno- 
logique complet N t dans un autre N 2. Pour tout A-module bornologique 
complet M, l'application de Le~(M, N1) dans ~ ( M ,  N2) transformant v 
en u o ves t  un dpimorphisme semi-strict. 1 

D~monstration. Ceci r6sulte de la proposition 5 et du lemme 2 appli- 
qu6 ~ u. 

5, Perturbation par une application A-nucl~aire 

La loi de composition entre espaces £a~ (M, N) d6finie au num6ro 4 
fait de La) (M, M) une alg6bre bornologique compl6te sans 616ment unit8 
si M est un A-module bornologique complet. Nous nous proposons 
d'6tudier le rayon spectral d'un 616ment dans cette alg~bre, dans le cas 
oh A est multiplicativement convexe. 

Lemme 3. Soient A une alg~bre bornolo#ique compldte, M un A-module 
bornotogique complet et u un ~l~ment de ~ (M, M) dcrit sous la forme 
u= £),~x'~®y~ avec (2 , )ed  1, (x~) born~ dans M v e t  (yn) born~ dans M. 
S'il existe un disque bort~ B de A stable par multiplication et un scalaire It 
tels que (y . ,  x'~> ~ l~B quels que soient les indices met  n, le rayon spectral 
de u dans ~ (M, M) est majord par tItl ~:l&l. 1 

D~monstration. On calcule imm6diatement 

u t = Z 2,,, 2,,=....;t,k (y,, , ,  x~,~) (y,,=, x ' , )  ... (y,~_ ,, x~,k) x',,, ®y ,~  ; 



26 C. Houzel: 

par hypothbse les (Y.i, x'.,+t) appartiennent ~t /a B, donc leur produit 
appartient ~t i~k-lB, puisque B est multiplicativement stable. Ceci 
montre que (uk)k est born6 si (~k-1 (Z 2,)k)k l'est, donc si I/al ~12,[ ~ 1. 
D'o/a la conclusion. 

Corollaire. Soient A une alg~bre bornologique compl~te multiplicati- 
vement convexe. M un A-module bornologique complet et u un ~l~ment 
de ,~] (M, M). I1 existe une d~composition u = u' + u" avec u' de rara3 fini 
(c'est ~ dire image d'un ~l~ment de MY®aM)  et u" de rayon spectral < I 
clans L~] (M, M). 

D~monstration. On 6crit u = I~ 2.x~ ® y ,  avec (2,)= 2 e {~, (x'~) born6 
dans M vet (y.) born6 dans M. La famille ((y., x~,))m,, est born6e dans A, 
donc il existe un disque B born6 et multiplicativement stable dans A et 
un scalaire ~ tels que (y, ,  x~,) e/~B quels que soient met  n. I1 existe alors 
un entier r tel que IPl ~ 12,t < 1; on pose u ' =  ~ 2,x'~®y, et 

n > r  n ~ r  

u"= I 
. > r  

Ce corollaire montre que, sur une algdbre multiplicativement con- 
vexe, toute application nucl6aire est somme d'une application de rang 
fini et d'une application u" telle que 1 + u" soit inversible. 

Exercice. Si A est multiplicativement convexe, il enes t  de m~me de 
~ ]  (M, M) pour tout A-module complet M. 

Prolmsition 6. Consid~rons deux modules bornologiques complets M 
et N sur une algdbre bornologique compl&e multiplicativement eonvexe A. 
Soient v un ~pimorphisme semi-strict de M sur N e t  u un ~l~ment de 
. ~  (M, N). Le conoyau de v +-~ est un A-module de type fini. I 

D~monstration. L'application de Sv,~ (M, M) dans .~e](M, N) d6duite 
de vest  surjeetive (n°4, corollaire 2 de la proposition 5), donc il existe 
un 616ment u~ de ~e~(M, M) tel que u =  v.ua, ce qui donne v + [  
=vo(1 +ul).  D6composons ul en ul +u~ avec u~ de rang fini et u~ de 
rayon spectral < 1 ;  on a v + ~ = v o ( l + ~ ) = v o ( l + ~ ) ( l + ? ) = v ' + ~  
avec t = (1 + ~ ) -  1. u~ 61&nent de rang fini de .Le) (M, M), v' = v o (1 + ~ )  
= v® ( I - " ~ )  dpimorphisme semi-strict et u '=  v o t 616ment de rang fini 
de . ~ ( M , N ) .  On a Coker(v+'a)=Coker(v'+'~),  et on s'est donc 
ramen6 au cas oil u est de rang fini; dans ce cas le r6sultat est 6vident: 
les applications compos~e M - ~' ~ N ~ Coker (u + v) et M ~! ~ N 

,Coker(u +v) sont 6gales et la premi6re est surjective tandis que la 
seconde est de rang fini. 

Corollaire. Soit M un module bornologique complet sur une algdbre 
bornologique compl&e A multiplicativement convexe. Si l'application 
identique id~r de M est A-nucl~aire, M est un A-module de type fini. I 
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En effet M =  Coker ( id~- idM)  avec idM 6pimorphisme strict et 
nucl6aire. 

6. Th~ordme de finitude pour les complexes 

On se propose de g6n6raliser le r6sultat contenu dans le corollaire 
de la proposition 6 en un th6or6me de finitude pour des complexes de 
A-modules bornologiques complets. Ce th6or6me est lui-m~me englob6 
dans le crit6re de finitude 6nonc6 plus loin, pour les complexes de 
faisceaux bornologiques complets sur un espace annel6 en alg~bres 
bornologiques compl6tes. Il parait plus clair de commencer par traiter 
le cas particulier (correspondant ~ un espace r6duit ~t un point). 

Th6or6me 1. Soient A une alg~bre bornologique compldte multiplica- 
tivement convexe et ( M~) o <~ ,  une suite de complexes de A-modules borno- 
logiques comptets (avec des diff~rentieIles A-lindaires born~es) ; soient de 
plus, pour l <_i <_r, un homomorphisme de complexes ui: M i _ 1 - * M  ~ 
(A-lin~aire et borne), et des entiers a, b E Z,  avec a <__ b. On fai t  les hypo- 
thdses suivantes : 

a) pour tout i, M~ possdde la propriet~ d'homomorphisme pour n >= a 
et est nul pour n >= b; 

b) pour l <_i<_r, u i est un a-quasi-isomorphisme (c f  [10]) et est 
A-nucl~aire en degr~ ~ a ;  

c) r > = b - a +  l. 
Alors les compexes M~ sont a-pseudo-coh~rents, (cf  [10]). Ill 

D~monstration. Pour i < j  on d6signera par uj/ l 'homomorphisme 
compos6 ujo uj-1 . . . . .  u~+l; on utilisera le lemme suivant: 

Lemme 4. Avec les m~mes donm~es et les m~mes hypothdses, soit de 
plus c E ] a , b ] .  Supposons que Hn(M~')=0 pour O<_i<_r et n>_c. Alors: 

(i) Pour 0 <- i <_ r - b + c il existe une t<homotopie>~ 

hi : Mi--* Mi+b_~[-  1],  

nucl~aire en degr~ >= a et telle que u~ + b-~, i - hi d - dh t soit nul en deor~ >= c. 
(ii) H ~- 1 (M[) est un A-module de type fini. II 

D~monstration. On raisonne par r6currence sur k = b - c, c'est h dire 
par r6currence d6croissante sur c. Pour  k =0,  on prend h~ = 0 pour  
0 < i-< r. Supposons maintenant que k est au moins 6gal ~ 1 et que le 
r6sultat est vrai pour k - 1; it existe donc, pour 0 < i -< r - k, une homo- 
topie h ~ + l : M i + t ~ M i + k [ - 1 ]  nud6aire en degr6 _~a et telle que 
v i + l = u i + k j + l - h ; + t d - d h ~ + t  soit nul en degr6 ~ c + 1 .  Ainsi d~+l  

c + 1  = v~ + 1 d = 0 et l'image de v~+ test  donc contenue dans Z*(Mi + k) =/V(M~'+k); 
en composant avec l'application nuc16aire u~.+~, on obtient ainsi une 
application nucl6aire de M: dans /V(Mi+~). La diff6rentieUe de M;+~ 
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donne  une appl ica t ion  surjective de ~- M~+k sur B'(Mi'+k); c o m m e  M/~Tk ~ 
poss6de par  hypoth6se la propri6t6 d ' h o m o m o r p h i s m e ,  cette applica-  
t ion est un 6p imorphisme semi-strict  (cf. n ° 4), et le corollaire 2 de la 
propos i t ion  5 (n ° 4) mont re  qu'il  existe une appl icat ion nucl6aire h'[ ~ de 
M~ dans  Mi~+k 1 telle que 

t tC  C C _ _  c L t c + l  C tC C dhi =l.)i+l Ui+l-- t l i+k, i-- t l i+ 1 dui+l -dhi+lui+x 

- -  c /at c +  1 c + l z /  fc c 
- -  U i + k , i  - -  " i + I  t / i  + 1  t~ - -  dh~+ t U i +  1 

t n  n ¢ - -  t c  c t i c  " -  p o u r  n4:c et hi-h~+lu~+ 1+hi on obt ient  Si on pose hi - hi+ i ui+ 1 
l ' homotop ie  cherch6e. 

D 6 m o n t r o n s  ma in tenan t  que H~-I(M~ ") est un A-module  de type 
fini. On  consid~re l ' h o m o m o r p h i s m e  v =Ub_~+l, ~ -- h 1 d -  dhl de M~ 
dans M~-~+t ;  il est nul  en degr6 > c, donc  l ' image de v ~-1 est contenue 
dans Z~-I(M;_~+I). Le compos6  w = v o ul est un a -quas i - i somorph i sme  
de M o" dans M~_ ~ + 1 qui est nuclbaire en degr6 > a et nul en degr6 > c; 
en part iculier  l ' image de w ~-1 est contenue  dans Z~-I(M~_~+~) et 

Zc-I(M~-,+I) = Im(w ~-I) +dM~_c+l~-2 . 

Consid6rons les appl icat ions  (wC-t,d) et (we- t ,0)  de M~ -1@M~-c+1~-2 
dans Z~-I(M~_~+I);  la premi6re est surjective, done  c'est un 6pi- 
morph i sme  semi-strict  puisque son espace de d6finition poss6de la pro-  
priet6 d ' h o m o m o r p h i s m e ,  et la seconde est A-nuclbaire. Or  H e-  1 (M~_~+ 1) 
s'identifie au  conoyau  de la diff6rence (0, d ) =  (w ~-1, d ) - ( w  c-1, 0) de 
ces deux appl icat ions;  la p ropos i t ion  6 du num6ro  5 permet  done  de 
conclure.  

Revenons  ma in tenan t  ~ la d6monst ra t ion  du th6or6me 1 lui-m~me. 
On  proc6de par  r6currence sur c - a, of 1 c v6rifie l 'hypoth6se du lemme 3, 
c'est/L dire que, Hn(M;) = 0 p o u r  0 _< i _< r et n >__ c. Lorsque c - a = 0, le 
r6sultat est clair. Supposons  c -  a = l_>_ 1 et le r6sultat vrai  pour  I -  1; 
d 'apr6s  le l emme  4 il existe une appl ica t ion A-lin6aire de A m sur H ~- 1 (Mo) 
pour  m convenable.  C o m m e  H ~- 1 (Mo) est un quot ient  de Z~-l(Mo),  on 
peut relever cette appl ica t ion  en O:Am~ZC-l(Mo)  qui s ' interpr6te 
c o m m e  un c o m m e  un m o r p h i s m e  du complexe  A m [ 1 - c ]  (c'est/L dire 
A m en degr6 c - 1 ,  0 ailleurs) dans Mo; par  compos i t ion  avec les Ui,o, 
on obtient,  p o u r  0 < i -< r, un m o r p h i s m e  de complexes  0i = u;0 ° 0 de 
A m [ l - c ]  dans  M i. Si N~" d6signe le ~tcylindre d'application>) de 0i 
(cf. [14]), il est acycl ique en degr6 _>_ c - 1 ; c o m m e  0 t = ui o 0i_ 1, u~ d6finit 
un m o r p h i s m e  de Nt ' - i  dans  N~', et ce m o r p h i s m e  vj est un a -quas i -  
i somorph i sme  et est nuclbaire en degr6 _~ a. L 'hypoth6se  de r6currence 
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permet alors d'affirmer que les complexes Ni sont a-pseudo-coh6rents; 
comme Am[1-  c] est pseudo-coh6rent, les triangles distingu6s 

A m [ l - c ]  °',M," ,N[ , A m [ 2 - c ]  

montrent que les complexes M~ sont eux aussi a-pseudo-coh6rents 
(cf. [10], Proposition 2.5). 

Paragraphe 2. Faisceaux bornologiques 

Consid~rons un corps de base JK valu~ complet non discret et un 
espace topologique X (qu'on pourrait remplacer par un site quelconque). 

D~finition 10. On appelle pr~faisceau d' e.b.c, sur X un foncteur contra- 
variant F : U ~ F ( U )  de la cat~gorie des ouverts U de X (avec les mor- 
phismes d'inclusion) dans la catOoorie (ebc) des e.b.c, sur le corps ]K. 

On dit qu'un pr~faisceau d'e.b.c. F est un faisceau (resp. un semi- 
faisceau) d'e.b.c, si pour tout e.b.c. E le pr~faisceau d'ensembles: 

u Le(e, F(U)) 
est un faisceau (resp. un pr~faisceau <~s~par~)) 2). II 

Ainsi un pr6faisceau d'e.b.c, associe gt chaque ouvert U de X un 
e.b.c. F(U) et ~t chaque couple d'ouverts (U, V) avec V C U une applica- 
tion lin~aire born6e de F(U) dans F(V) (restriction); ces applications de 
restriction sont assujetties h la condition de transitivit6 habituelle. 
Comme le foncteur ~ (E ,  F) commute aux limites projectives, on voit 
que le pr6faisceau d'e.b.c. F est un faisceau si et seulement si pour tout 
ouvert U de X et tout recouvrement ouvert 1I = (Ui) de U, F(U) s'identifie 
~t re.b.c. F(II) noyau de la double fl6che 1-I F(U~) ~ I I  F(Uif~ Uj) d6finie 

i i , j  

par les restrictions; autrement dit le prdfaisceau d'ensembles sous-jacent 
h F est un faisceau, et la bornologie de F(U) est induite par celle de 
rI F(U~). De m~me, pour que F soit un semi-faisceau d'e.b.c, il faut et il 
suffit que le pr6faisceau d'ensembles sous-jacent soit un semi-faisceau, 
c'est ~ dire que F ( U ) ~  H F(U~) soit injective pour tout ouvert U et tout 
recouvrement ouvert (U~) de U. Remarquons que pour tester si un 
pr6faisceau F d'e.b.c, est un faisceau, il suffit de faire varier respace 
test E parmi les espaces semi-norm6s, puisque tout e.b.c, est limite induc- 
tive de tels espaces. 

Un morphisme de pr6faisceaux d'e.b.c. F--,G est un morphisme 
fonctoriel, autrement dit un morphisme entre les pr6faisceaux d'ensem- 
bles sous-jacents tel que F(U)~G(U)  soit lin6aire et born6 pour tout 
ouvert U de X. 

z Au sens de [15]; nous pr6ferons parler de semi faisceau pour 6viter la confusion avec 
la notion, d'ebe, s6par~. 
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Faisceau associ~ fi un prdfaisceau. A tout pr6faisceau d'e.b.c. F on 
associe fonctoriellement un faisceau d'e.b.c. F muni d'un morphisme 
F ~ F  tel que la composition avec ce m orphisme d6finisse, pour tout 
faisceau d'e.b.c. G une bijection: Hom(F, G)~ Horn(F, G). Le faisceau 
d'ensembles sous-jacent/l F n'est autre que le faisceau associ6 au pr6- 
faisceau d'ensembles sous-jacent ~t F, et la construction de F est paralt61e 

celle de 115]: 
a) pour tout ouvert U de X et tout recouvrement ouvert R = ( ~ )  

de U, on pose F(~I) = Ker(I-  I F(Ui)~ H F(Uic~Uj]; si ~3 est un recou- 
t ,3  / 

vrement ouvert de U plus fin que ~I on a une application lin6aire bornge 
canonique de F(II) dans F(~)  d6finie au moyen de la restriction de F. 
Lorsque 1I parcourt <d'ensemble>)des recouvrements ouverts de U 
ordonn6 par l'ordre <<plus fin>> (pour lequel il est filtrant), les F(R) 
forment un syst6me inductif d'e.b.c. 

b) On pose LF(U)= ~ F(II) (li recouvrement ouvert de U) pour 
tout ouvert U de X; pour VC U, on dgfinit d'une mani6re 6vidente une 
application lin6aire born6e de restriction:LF(U)~ LF(V), ce qui dgfinit 
un pr6faisceau d'e.b.c. LF:U ~-~LF(U). Les morphismes de restriction 
de F donnent des applications lin6aires born6es F(U)--*F(IO puis 
F(U)--*LF(U) d6finissant un morphisme de pr6faisceaux d'e.b.c, de F 
dans LF. Toute cette construction est fonctorielle en F. 

c) On sait que LF est un semi-faisceau, car il enes t  ainsi du pr6- 
faisceau d'ensembles sous-jacent. Montrons que si F est un semi-fais- 
ceau, LF est un faisceau d'e.b.c.; en effet, pour ~ plus fin que 11 le mor- 
phisme de transition F(LO-~F(~) est visiblement injectif, et en passant 

la limite inductive on volt que F(ll)~LF(U) est injectif. Si E est un 
espace semi-norm6, on en d6duit que 

.~(E, LF(U))~ fi~m.~'(E, F(II)) = LH(U) 

o~ H d6signe le semi-faisceau d'ensembles: U~.2~(E, F(U)); comme LH 
est un faisceau d'ensembles (cf. [15]), on voit que LF est un faisceau 
d'e.b.c. 

d) Le faisceau associ6 ~t F est P = L(LF), et le morphisme canonique 
de F dam P s'obtient en composant F ~ LF avec LF--* L(LF) (caract~re 
fonctofiel de L). I1 poss6de visiblement la propri6t6 universelle voulue. 

Notons que le foncteur ~faisceau associ6~>: F ~ / ~  est additif et 
commute aux limites inductives comme tout adjoint/L gauche (en parti- 
culler il est exact ~ droite); mais il n'est pas exact ~ gauche, contraire- 
ment a ce qui se passe pour les pr6faisceaux d'ensembles. Par exemple 
si F est un sous-pr6faisceau d'e.b.c, de G, de sorte que, pour tout ouvert U 
de X, F(U) est un sous-espace de G(U) avec la bornologie induite, le 
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morphisme P ~ G  des faisceaux associ6s correspondant ~ l'injection 
de F dans G est encore injectif, mais la bornologie de F(U) est plus fine 
en g6n6ral que celle induite par G(U). 

Exercice. Soient (Ei) un syst6me inductif filtrant d'e.b.c., E sa limite 
inductive et ~p~: Ei ~ E les morphismes canoniques. On dit que (Ei) est 
stable si pour tout i et tout born~ B de Ei tel que tp~(B)= 0, il existe un 
indice j ~ i tel que Fimage de B dans Ej soit nulle; par exemple (E~) est 
stable si les tp~ sont tous injectifs; si (E~) est un syst6me inductif stable, 
et si (F~) est un autre syst6me inductif d'e.b.c, muni d'un morphisme 
valeurs clans (E~) tel que Fi~E~ soit injectif pour tout i, alors (Fi) est 
aussi un syst~me stable. 

Soit p=(pi) :(Ei)~(F/)  un morphisme de syst~mes inductifs filtrants 
d'e.b.c. (index6s par le m6me ensemble ordonn6). Si (Fi) est stable, le 
morphisme canonique de ~tim Kerpi dans Ker(l___~#i) est un isomor- 
phisme. 

On dit qu'un pr6faisceau d'e.b.c. F sur un espace topologique X est 
stable si pour tout ouvert U de X le syst6me inductif (F(t[)) (1I parcou- 
rant ~O'ensemble>> des recouvrements ouverts de U) est stable; par 
exemple un semi-faisceau, ou un sous-pr6faisceau d'un pr6faisceau stable 
est stable. Soit u:E  ~ F  un morphisme de pr6faisceaux d'e.b.c, sur X;  
si F est stable, le morphisme canonique de (Keru) ~ dans Kert~ (faisceaux 
associ6s) est un isomorphisme. 

Questions de s~paration et de completion 

D~finition 1l. On dit qu'un pr~faisceau d'e.b.c. F sur X est s~par~ 
(resp. complet) si pour tout ouvert U de X respace F(U) est s~pard (resp. 
complet) (cf. § 1, n ° 1, d~finition 3). 1 

Si F est un faisceau, pour qu'il soit s6par6 (resp. complet), il faut et 
il suffit qu'il existe une base d'ouverts U de X tels que F(U) soit s6par6 
(resp. complet). En g6n6ral le faisceau associ6/t un pr6faisceau s6par6 
(ou complet) n'est pas s6par6. On a cependant le r6sultat suivant: 

Lemme 5. Soit Fun semi-faisceau d'e.b.c, sur un espace topologique X;  
si F est s~par~ (resp. complet), il enest de m~me du faisceau associ~ F. 1 

D~monstration. On sait que F = L F :  U~LF(U)=t imF(II ) ;  pour 
tout recouvrement ouvert II de U, F(Lr) est s~par6 (resp. com--~plet) comme 
limite projective d'e.b.c, s~par~s (resp. complets). Comme F est un semi- 
faisceau, les morphismes de transition F(II)~F($) sont tous injectifs, et 
on en d6duit que LF(U) est encore s6par~ (resp. complet). 

Si F est un faisceau d'e.b.c, et G u n  sous-faisceau de F, il revient au 
m~me de dire que le faisceau quotient FIG est s~par~ ou que pour tout 
ouvert U le sous-espace G(U) est ferm~ dans F(U) (car U ~F(U)/G(U) 
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est un semi-faisceau, done F(U)/G(U) s'identifie / t u n  sous-espace de 
(F/G)(U), avec une bornologie +ventuellement plus fine); on dit alors 
que G est un sous-faisceau ferm+ de F. 

Lemme 6. Soit F un faisceau complet d'e.b.c, sur X; si G est un sous- 
faisceau ferm~ de F, il est complet ainsi que F/G. l 

D~monstration. Pour tout ouvert U, G(U) est ferm6 dans F(U) qui 
est complet; done G(U) et F(U)/G(U) sont complets; comme 

U~-~F(U)/G(U) 

est un semi-faisceau, le lemme 5 donne la conclusion pour F/G. 

Pour construire un faisceau << comp16t6 >> associ6 /L un faiseeau 
d'e.b.c. F donn6, on se heurte ~ la difficult6 suivante: le pr6faisceau 
U ~F(U) n'est mSme pas un semi-faisceau en g6n6ral, et le faisceau 
associ6 ~ ce pr6faisceau n'est pas complet. Nous utiliserons la construc- 
tion auxiliaire suivante: soit N l'intersection des sous-pr6faisceaux G de 

U ~ F ~  tels que U~'U) /G(U)  soit un semi4aisceau s6par6 (done 
complet); on voit facilement que ¢: U~F~)/N(U)  est encore un semi- 
faisceau complet et le faisceau associ6 • = F est complet. II est facile de 
v6rifier que tout morphisme F ~  G/L valeurs darts un faisceau complet G 
se factorise d'une mani6re unique ~ travers le morphisme canonique de F 
clans F. On construit d'une mani6re analogue le faisceau s6par6 associ6 
/l un faisceau d'e.b.c.; si E est un sous-faisceau d'un faiseeau d'e.b.c./7, le 
plus petit sous-faisceau ferm6 E de F contenant E est le noyau du mor- 
phisme canonique de F dans le faisceau s6par6 associ6/l FIE. Notons 
que si F est complet le comp16t6/i de E s'identifie h sa fermeture E dans F. 

Faisceaux d'homomorphismes et produits tensoriels. Soient F et G 
des pr6faisceaux d'e.b.c, sur un espace topologique X; l'ensemble des 
morphismes de F darts G est un sous-espace veetoriel de I-[ .~(F(U), G(U)) 

v 
(U ouvert de X); la bornologie induite en fair un e.b.c, que nous 
d6signerons par ~ (F ,  G). Si G est s6par6 (resp. complet), il enest de m~me 
de l'espace ,~(F, G). 

Pour tout ouvert U de X et tout pr6faisceau d'e.b.c. F sur X, on 
d6signe par Fltr le pr6faisceau d'e.b.c, sur U:V ~F(V) (V ouvert de U). 
Si F et G sont des pr6faisceaux sur X on leur associe le pr6faisceau 
d'e.b.c. ~c~a(F, G): U ~->.~a(Fiu, Gltr) (avec des morphismes de restriction 
6vidents); lorsque G est s6par6 (resp. complet), il enes t  de mSme de 
~ (F ,  6'). Lorsque G est un faisceau, ,~'(F, G) est un faisceau; en effet si E 
est un e.b.c, on a une bijection 6vidente de .~(E, La(FIv, GIv)) sur 
.~(Flo, .~Cp(E, Girl)), en d6signant par ~(E, Giv ) le pr6faisceau: 

v G(v)) 
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(Vouvert de U), qui est un faisceau si G enes t  un; on se ram6ne ainsi 
au cas des pr6faisceaux d'ensembles, pour lesquels le r6sultat est connu 
(cf. [15]). 

Soient E, F et G trois pr6faisceaux d'e.b.c, sur X;  un 616merit de 
i f (E,  _~(F, G)) s'identifie ~t la donn6e, pour tout ouvert U de X, d'une 
application bilin6aire born6e de E(U)xF(U) dans G(U), et cela de 
mani6re compatible avec les restrictions dans E, F et G. On en d6duit 
une bijection canonique de .~qP(E, _~(F, G)) sur L#(F, _L#(E, G)); cette bi- 
jection est un isomorphisme d'e.b.c., et les espaces consid6r6s sont encore 
isomorphes ~t l'espace des morphismes du pr6faisceau: U ~.E(U)® F(U) 
dans G. De mSme les pr6faisceaux _~(E, _~(F, G)) et _&a(F, _L,e(E, G)) sont 
canoniquement isomorphes au pr6faisceau des homomorphismes de 
U ~ E(U) ® F(U) dans G. 

Soient E et F des faisceaux d'e.b.c, sur X; on d6signe par E®F le 
faisceau d'e.b.c, associ6 au pr6faisceau: U~E(U)®F(U). Pour tout fais- 
ceau G on a des isomorphismes canoniques: L,a(E ® F, G)-~.~(E,_Ze(F, G)) 
et: _~(E®F, G) ~ ~ ( E ,  M'(F, G)). Si E et F sont s6par6s, il enest  de m~me 
de E®F, car c'est le faisceau associ6 h u n  semi-faisceau s6par6 
U~E(U)®F(U). Le faisceau compl6t6 de E®F est not~ E(~F. On 
laisse au lecteur le soin d'6noncer et d'6tablir les propri6t6s d'exactitude 
des foncteurs <<faisceau d'homomorphismes>~ et <<produit tensorieb) que 
nous venons de d6crire. 

Images directes et images r(ciproques. Suit f une application continue 
d'un espace topologique X dans un autre Y; si F est un faisceau d'e.b.c. 
sur X, le pr6faisceau image directe f , (F ) :  V~F(f- t(V))  (V ouvert de Y) 
est encore un faisceau d'e.b.c.; si F est s6par6 (resp. complet), il enes t  
de mSme de f.(F). 

Le foncteur image directe f ,  de la cat6gorie des pr6faisceaux d'e.b.c. 
sur X dans celle des pr6faisceaux d'e.b.c, sur Y admet un adjoint ~t gauche 
f ,  dont voisi la construction, recopi~e dam [15]: si G est un pr6- 
faisceau sur Y, f'(G) est le pr6faisceau: U ~  lira G(V) (U ouvert de X) 

v~ f ( u )  

o/a la limite inductive est prise darts la cat~gorie des e.b.c.; le morphisme 
canonique de G dans f.f '(G) est 6vident. Remarquons que f'(G) n'est 
pas s6par6 en g6n6ral, m~me si G l'est. Par ailleurs le foncteur f"  n'est 
pas exact ~ gauche, contrairement ~t ce qui ce passe pour les pr6faisceaux 
d'ensembles. Cependant si pour tout ouvert U de X le syst~me inductif 
d'e.b.c. (G(V))v~ :(v) est stable (cf. supra), pour tout morphisme q) : G'-~ G 
le morphisme canonique de f'(Ker~0) dans Kerf'(~0) est un isomor- 
phisme; la condition est remplie en particulier lorsque f est une applica- 
tion ouverte. 

Pour  tout faisceau d'e.b.c. G sur Y, on d~signe par f -  t (G) le faisceau 
d'e.b.c, sur X associ6 ~tu pr6faisceau f ' (G);  il d6pend fonctoriellement 
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de G, et le foncteur f - ~  est adjoint h gauche du foncteur f ,  restreint 
la cat6gorie des faisceaux d'e.b.c. En g6n6ral f -  ~ n'est pas exact ~t gauche, 
mais c'est le cas s i f  est une application ouverte: en effet dans ce cas f" 
est exact et f'(G): U~-*G(f(U)) est un semi-faisceau, donc il est stable. 
On ignore si f -  ~ peut ~tre un foncteur exact dans d'autres cas. 

Paragraphe 3. Espaces annei~ en alg~.bres bomologiques 
et espaces analyfiques relatifs 

1. Gdn~ralit~s 

Ddfinition 12. On appelle espace anneld en alg~bres bornologiques sur 
te corps 7K un espace topologique X muni arun faisceau (9 x d'alg~bres 
bornologiques associatives unif~res et commutatives sur ]K ; ainsi t~ x est 
un faisceau are.b.c, sur X avec une loi interne multiplicative tV x ® (9 x-~ C? x 
associative unif~re et commutative. | 

On appelle Module sur X, ou ex-Module, un faisceau d'e.b.c. F muni 
d'une loi externe ¢ x ® F ~ F  associative et unif6re, c'est ~ dire faisant 
de F(U) un ~x(U)-module pour tout ouvert U de X (la donn6e de cette 
Ioi 6quivaut ~ c, clle d'un morphisme de faisceaux d'alg6brcs bornologi- 
ques de ex dans ~(F,  F)). 

Si F et G sont des Modules sur X, on leur associe un sous-espace 
~¢~,(F, G) de .L~(F, G), dont les 616ments sont tes morphismes t~x-lin6aires 
de F dans G; c'est un tPx(X)-module bornologique, complet si G l'est. 
De m~me on d6signe par ~ x  (F, G) le sous-faisceau: U ~.~xi~(Fiv, G Iv) 
de _~(F, G); c'est un ~x-Module, qui est complet si G l'est (cf. § 1, n ° 3). 

On d6finit le produit tensorid F®¢xG de deux Modules F et G 
comme le faisceau associe au pr6faisceau: U~F(U)®~xw)G(U);  c'est 
un ex-Module qui est un faisceau quotient de F ®  G. Par compl6tion 
on obtient le produit tensoriel compl6t6 F ~  G. 

Consid6rons des espaces anne16s en atg~bres bornologiques X et Y. 
Un morphisme des X dans Y est un couple f = ( f o , f O  oh fo est une 
application continue de X dam Y e t  f~ un morphisme de faisceaux 
d'alg6bres bornologiques sur Y, de e r  dans (f0).(tPx). La donn6e de f l  
6quivaut ~ c~lle de l'homomorphisme fl* :fol(Or)-~¢x sur X. Pour 
tout ex-Module F l e  fais~au image directe (fo).(F) a une structure 
d'tVr-Module d6tinie par <<restriction des scalaires>> au moyen de f~; 
nous d~signerons cet tVr-Module par f.(F).  Inverscment, si G est un 
Module sur Y, on lui associe un Module image r6dproque f*(G) sur X 
ainsi d6fini: fl* fait de tV x un faisceau de fo1(¢r)-alg~bres bomologi- 
ques, et f o l ( G )  est d'une mani6re naturelle un faisceau de for(try) - 
modules bornologiques; on pose f * (G)= ~Vx®~ ,{~,)f0~(G). Il est clair 
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que f*(G) d6pend fonctoriellement de G e t  que le foncteur f *  ainsi 
obtenu est adjoint it gauche de f , .  Dans la suite nous consid6rerons 
surtout des faisceaux d'alg6bres ou de modules complets; si F est un 
cx-Module complet, f ,(F) est complet, tandis que f*(G) n'est pas com- 
plet en g6n6ral (ni m~me s6par6) si G est un Or-Module; on est donc 
conduit/ t  introduire le Module compl6t6 f*(G)= ex~:¢ l~oy)fol(G) et 
le foncteur image r6ciproque compl6t~e/* qui est adjoint it gauche de 
f .  restreint aux Modules complets. 

On d6finit les sous-espaces anneMs d'un espace annet6 en alg6bres 
bornologiques X de la mani6re habituelle (cf. [7]). Si U est un ouvert 
de X, c'est un espace annel6 en alg6bres bornologiques avec le faisceau 
structural ~v =d)xtv = i-l(~x) en d6signant par i rinjection canonique 
de U dans X (sous-espace annel6 ouvert de X); si Ox est complet, iI en 
est de m~me de • v. Le morphisme canonique ~)x~i,i-*(Ox)= i,(Ov) 
fait de i un morphisme d'espaces annel6s en alg6bres bornologiques, et 
tout morphisme f : Z - *  X tel que f(Z)C Use  factorise d'une mani6re 
unique/t  travers i. Soit I un Id6al (c'est h dire un sous-Module de ~x); 
posons Y = Supp(¢x/I ) et d6signons par ] l'injection canonique de Y 
dans X et par 0 r le faisceau j - t (Ox/I  ). Le couple (Y, cy) est un espace 
annel6 en alg6bres bornologiques et le morphisme canonique de 0 x 
dans Ox/I compos6 avec celui de Ox/l dans j,j-l(Ox/l)=J,(~Pr) fait de j  
un morphisme d'espaces annel6s en alg6bres bornologiques; tout mor- 
phisme f :  Z ~ X  tel que f*(I)Oz = 0 se factorise d'une mani6re unique 
/t travers j.  On dit que (Y, Or) est le sous-espace annel6 d6fini par l'Id6al I; 
rappelons que Y est ferm6 et que ¢Px/l-"sj, j-l(Ox/I)=j,(Or). On voit 
facilement que pour tout ouvert V de Y on a :j'(Ox/1)(V)=(Ox/I)(U) 
o4 U est n'importe quel ouvert de X tel que U n  Y = V; il en r6sulte que 
j'(¢x/1) est un faisceau sur Y e t  que ¢r=j'(tPx/I). Si de plus d) x est 
complet et I e s t  ferm6 dans 0 x, on voit alors que 0 re s t  complet. 

La cat6gorie des espaces annel~s en alg6bres bornologiques admet 
des produits fibres; si X ~ Z et Y ~  Z sont des morphismes entre de tels 
espaces, le produit fibr6 X x z Y a pour espace topologique sous-jacent 
le produit fibr6 topologique, et son faisceau structural est d~x[]r~d) r 
= P-l(d?x)®,-l(~z)q-l(d~r) en d6signant par p, q et r les projections de 
X x z Y dans X, Y et Z respectivement (v&ification laiss6e au lecteur). 
Plus int6ressant est le produit fibr6 clans la cat6gorie des espaees annet6s 
en alg6bres bornologiques compl6tes: l'espace topologique sous-jacent 
est le m~me, et le faisceau structural est le compl6t6 6 x l ~ d )  r du 
pr6c~ent.  

2. Espaces annelds multiplicativement convexes 

Ddfinition 13. Soit (X, O x) un espace anneld en alodbres bornolooiques. 
On dit qu'il est multiplicativement convexe si pour tout ouvert U de X et 
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route pattie born~e B de tPx(U ) I" ensemble des ouverts U' C U tels que Biv, 
soit absorbd par une partie born~e multiplicativement stable de Cx(U') est 
un recouvrement de U. Ill 

I1 suffit visiblement que la condition soit v6rifi6e pour une base 
ffouverts U. 

Darts le cas o~ l'espace X est r6duit ~ un point, on retrouve la d6fini- 
tion des alg6bes bornologiques mulfiplicativement convexes. Un sous- 
espace annel6 ouvert ou un sous-espace annel6 ferm6 d6fini par un Id6al 
dans un espace multiplicativement convexe est encore multiplicative- 
merit convexe (pour le cas d'un sous-espace annel6 ferm6 Y on observe 
que si Vest un ouvert de Ye t  B u n  born6 de ~y(V), il existe un recouvre- 
merit de V par des ouverts U~ de X et des born6s B i C Ox(Ui) relevant 
les restrictions Blu,~v). Un produit d'espaces multiplicativement con- 
vexes X et Y Fest encore; ce r6sultat est aussi vrai lorsqu'on prend le 
produit dans la cat6gorie des espaces annel6s en alg6bres bornologiques 
compl6tes. Pour  le voir on observe que t~ x x r e s t  le faisceau associ6 au 
semi-faisceau: U x V ~ , ¢ x ( U ) ® ¢ y ( V  ) d6fini sur la base d'ouverts de 
X x Y de la forme U x V (U ouvert de X, V ouvert de Y); par suite si B 
est un born6 de ( ~ x ® ¢ r ) ( U  × V), il existe des recouvrements ouverts 
(Ui) de U et (V~) de V et des born6s Btj de t~x(Ui)® ¢r(Vj) qui repr6sentent 
les restrictions Blv,~vj ce qui permet de conclure en utilisant l'hypoth6se 
et la description des born6es d'un produit tensoriel d'e.b.c. (cf. [9]); dans 
le cas o~ on veut des faisceaux complets, on fait un raisonnement analo- 
gue en regardant t~ x ~ t~y comme le faisceau associ6 ~ un semi-faisceau 
quotient du pr6faisceau: U × V ~  t~x(U)~ Cr(V). On d6montre de mSme 
qu'un produit fibr6 d'espaces multiplicativement convexes l'est encore. 

Soit X un espace multiplicativement convexe; pour tout compact K 
de X, l'alg6bre bornologique t~x(K ) =Fl_.mm t~x(U ) est multiplicativement 

U~K 

convexe. En effet si B est un born6 de ~)x(K) fl existe un voisinage 
ouvert U de K et Tan born6 B' de Cx(U) repr6sentant B; il existe alors 
un recouvrement ouvert (U~) de U tel que B~v , soit absorbe par un born6 
multiplicativement stable de U~ pour tout indice i e t  on peut extraire 
de (Ui) une famille finie dont la r6union U' est encore un voisinage de K;  
il est clair que B~v, est absorb6 par un born6 multiplicativement stable 
de Cx(U'), ce qui donne le r6sultat. 

3. Exemples d'espaces annel~s en alg~bres bornologiques 

1) Soit X un espace topologique s6par6. On fait du faisceau ~x des 
fonctions continues ~t valeurs dans K d6finies dans les ouverts de X un 
faisceau d'alg6bres bornologiques; pour tout ouvert U de X, une partie B 
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de c~x(U) est dite born6e si c'est un ensemble de fonctions uniform6ment 
born6es sur tout compact de U (autrement dit on prend la bornologie 
canonique associ6e ~t la topologie de la convergence compacte). Si X 
est localement compact ou m6trisable, ce faisceau est complet. Comme 
un born6 B de c~x(U ) est multiplicativement stable si ses 61~ments sont 
des fonctions major6es par 1 en valeur absolue dans U, on voit facilement 
que si X est locatement compact l'espace annel6 (X,C~x) est multi- 
plicativement convexe. 

2) Soit X =IR ne t  soit ¢ ~  le faisceau des fonctions complexes de 
classe C" dans les ouverts de 1Rn(r~qw{+ ~}). Si U est un ouvert 
de ~ ,  on dit qu'une partie B de ~ est born6e si elle est form6e de 
fonctions born6es uniform6ment sur tout compact de U ainsi que toutes 
leurs d6riv6es d'ordre < r; on d6finit ainsi une bornologie sur les alg~bres 
g~,(U), et ~ n  devient un faisceau d'alg6bres bornologiques compl6tes. 
I1 en r6sulte une structure d'espace anneld en alg6bres bornologiques 
compl6tes sur tout ouvert U de IR ~, puis sur toute vari6t6 diff&entiable 
de classe C r. Toutes ces structures sont multiplicativement convexes; 
pour le voir on observe qu'un ensemble born6 de fonctions diff6ren- 
tiables dans un ouvert U de IR" telles que leurs valeurs absolues restent 
major6es par une constante < ½ est contenu dans un born6 stable par 
multiplication (formule de Leibniz). Remarquons par ailleurs que s r x  
et Y sont des vari6t6s de classe C °°, la structure annel6e en alg6bres 
bornologiques de la vari6t~ produit X x Yen  fait le produit de X et Y 
dans la cat6gorie des espaces annel6s en alg6bres bornologiques com- 
pletes (car les 8x(U) sont nucl6aires, et le produit tensoriel ~ coincide 
avec le produit tensoriel re). 

3) Soit X = ~ et soit (~e- le faisceau des fonctions holomorphes dans 
les ouverts de tU ~. C'est un sous-faisceau bornologique complet du fais- 
ceau des fonctions continues dans C ~ envisag6 dans rexemple 1 et 
(C ~, Oc.) est multiplicativement convexe. On en d6duit une structure 
d'espace annel6 multiplicativement convexe sur tout ouvert U de IIY; 
si J e s t  un faisceau d'id6aux de type fini de d~v, on montre en utilisant 
le th6or6me des voisinages privil6gi6s de l'2] que c'est un sous-faisceau 
ferm~ de ~v et il en r6sulte que les sous-espace annel6 ferm6 de U d6fini 
par J e s t  encore un espace annel6 en alg6bres bornologiques compl6tes 
multiplicativement convexe. A partir de lh on obtient une structure 
d'espace annel6 en alg6bres bornologiques compl6tes muttiplicativement 
convexe sur tout espace analytique complexe. 

Le produit X × Y de deux espaces analytiques complexes est le pro- 
duit de X et Y dans la cat6gorie des espaces annel6s en alg6bres borno- 
logiques compl6tes (nucl6arit6 des ¢)x(U)). Si X est r&tuit, on peut 
montrer que d9 x est un sous-faisceau bornologique du faisceau des 
fonctions continues dans X (cf. [2], 10.3, proposition 2). 
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4) Soit X = ~:" et soit O~. le faisceau des fonctions complexes analy- 
tiques (au sens r~el) dans les ouverts de N~. Si j d6signe l'injection cano- 
nique de IR ~ dans C ~, il est clair que tg~, =j- l(Oc,) :  pour tout ouvert U 
de IR n on a ~gR.(U)= li__i_~m Oc.(V), V parcourant l'ensemble des voisJnages 

ouverts de U dans ~ ' .  Ceci permet de d6finir sur dT~, une structure de 
faisceau d'alg~bres bornologiques compl6tes (car si l / e s t  connexe et U 
non vide le morphisme canonique de d~c,(V) dans ~ . ( U )  est injecti0; 
l'espace OR ~, dg~.) ainsi d6fini est multiplicativement convexe. Stir tout 
ouvert U de IR ~ la structure pr6c6dente induit une structure de m~me 
type, et si J e s t  un Id6al de type fini de (9 v, c'est la limite inductive d'un 
syst6me d'Id6aux de type fini (~v) darts les faisceaux d~ v (V voisinage 
ouvert de U dans tL~); on en d6duit que c'est un sous-faisceau ferm6 
de ~ et le sous-espace annel6 ferm6 correspondant a encore une struc- 
ture annel6e en alg6bres bornologiques compl6tes qui est multiplicati- 
vement convexe. On d6finit enfin une structure de ce type sur tout 
espace analytique r6el (espace annel6 localement isomorphe/l un sous- 
espace annel6 ferm6 de presentation finie d'un ouvert de OR ~, d~.)). 

5) On peut g6n6raliser l'exemple 3 en prenant pour X un espace 
de Banach complexe et pour d~ x le faisceau des fonctions holomorphes 
dans les ouverts de X. La bornologie de d7 x est d6finie comme dans le 
paragraphe 1, n ° 2, exemple 4; il est clair que ~x est complet et multi- 
plicativement convexe. On d~finit un sous-espace analytique banachique 
ferm6 d'un ouvert U de X par une ~<6quatiom~ f, application analytique 
de U dans un espace de Banach E (cf. 12]); ~t une telle 6quation on 
associe l'Id6al de d7 v forms des y' of  of~ y' parcourt l'ensemble des appli- 
cations holomorphes de U dam le dual E' de E; malheureusement cet 
Id6al n'est pas ferm6 en g6n6ral, de sorte que la faisceau d'alg6bres 
bornologiques qu'on d6finit naturellement sur le sous-espace consid6r6 
n'est pas complet. Cependant on peut conjecturer que le faisceau obtenu 
est complet dans le cas o~ l'6quation f prend ses valeurs dans un espace 
de dimension finie E, c'est ~t dire of~ l'Id6al est de type fini. 

4. Espaces analytiques retatifs 
Consid6rons un espace annel6 en alg6bres bornologiques completes S 

sur le corps des complexes, et le produit S ~ tEn de S par C n muni de la 
structure d6fine dam l'exemple 3 pr6c6dent (avec le faisceau des fonc- 
tions holomorphes). Le produit est pris d a m  la cat6gorie des espaces 
annel6s en alg6bres bornologiques compl&es, et son faisceau structural 
est engendr6 par le pr6faisceau qui prend la valeur tPs (V)~c . (W)dans  
le produit V x W d'un ouvert V de S par un ouvert W de ~E'. 



Espaces analytiques 39 

Proposition 7. Le prdfaisceau V x W ~ ¢ s ( V ) ~ c , ( W  ) est un semi- 
faisceau. Si W e s t  un polydisque de IE", pour tout ouvert V de S, on a 

× w ) =  

(espace des applications holomorphes de W dans l'e.b.c, complet (gs(V)). | 

D~monstration. Comme (9~:,(W) est un espace nul~aire pour tout 
ouvert W de C" le produit tensoriel n utilis6 pour d6finir S ~ ~E" coincide 
avec le produit tensoriel e. Soient (V 3 un recouvrement ouvert d'un 
ouvert V de S e t  (Wj) un recouvrement ouvert d'un ouvert W de IE"; 
on peut 6crire: 

Cs(V) ~ li._i_mm(d~s(Vi), dJs(V.,)) et ~ . ( W )  - li._i_imm(d~e.(Wj), d~¢.(W~.r) ) 

(o4 V w = V/n V v et Wj~, = WH~ W j, ). La proposition 3 de ([9], chapi- 
tre IV, § 2, n ° 2) montre alors que Os(V)®~¢.(W ) s'identifie ~ un sous- 
espace bornologique de lim(Os(Vi)6)Oc.(I, Vj), Os(V.,)~Oc.(W~j,)) ce qui 

• • ( 

signifie que le prefalsceau consid6r6 est un semi-faisceau. 

Supposons maintenant que W e s t  un polydisque de C". Pour tout 
e.b.c, complet E le produit tensoriel E ~ d~c.(W) n'est autre que l'ensemble 
des s6ries X a,(z - c) ~ ~t coefficients a~ ~ E telles que (a~ r~)~ ~ .  reste born~ 
dans E pour tout polyrayon r =( r  3 v&ifiant r~ < R~ pour i = 1, 2, ..., n 
o4 c d6signe le centre de W e t  R = (R3 son polyrayon. Consid6rons un 
ouvert V de S et un recouvrement ouvert (V3 de V; on voit que le 
diagramme: 

eJs(v) + 6. .(  W)--, rI e~s( v,)~ eJ~.(w) ~ ri Cs(V,,)+ ¢~.(w) 

est exact (les coefficients des s6ries se recollent). On termine en prouvant 
que si (W~) est un reeouvrement de W par des polydisques, le diagramme 

est aussi exact pour tout e.b.c, complet E; c'est clair si le recouvrement 
(Wj) est fini, car on peut alors se ramener ~ un sous-espace de Banach 
de E et utiliser l'int6grale de Cauchy pour prouver qu'une fonction 
localement d6veloppable en s6rie l'est globalement dans le polydisque; 
le r6sultat est donc vrai dans tout polydisque W' relativement compact 
dans W, et par suite aussi dans W ~t cause de l'unicit6 du d6veloppement 
en s6rie. 

Dam la suite nous travaillerons toujours dans la cat6gorie des 
espaces annel6s en a l#bres  bornologiques compl+tes, et en particulier 
les produits de tels espaees seront calcuI6s dans cette cat6gorie (avec des 
produits tensoriels compl6t6s de faisceaux). 
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D~finition 14. On dit qu'un espace anneld en alg~bres bornologiques 
completes X muni d'un morphisme 7r: X ~ S  est anatytique retativement 
d S s'il est recouvert par ceux de ses sous-espaces annel~s ouverts U qui 
sont S-isomorphes fi des sous-espaces annel~s localement ferm~s d'es- 
paces du type S x ~ "  (n convenable). 1 

Dans cette d6finition, ~ sous-espace annel6 localement ferm6 >> signifie 
sous-espace annel6 ferm6 d'un sous-espace ouvert. La restriction <tde 
pr6sentation finie>~, qui signifie que l'Id6al qui d6finit le sous-espace 
ferm6 est de type fini (cf. [7]), n'est pas n6cessairement impos6e ici. 

On dit que X est analytique lisse, de dimension relative n, relative- 
ment ~t S s'il est recouvert par des ouverts U S-isomorphes ~t des sous- 
espaces annel6s ouverts de S x IU ". 

Prolmsition 8. a) Soient f : X-~ Y e t  g: Y ~ S des morphismes d'es- 
paces annel~s en algdbres bornologiques compldtes. Si X est analytique 
relativement fi Y e t  Y anaIytique reIativement d S, alors X (muni du mor- 
phisme g of it valeurs clans S) est analytique relativement it S. 

b) Soient X ~ Sun espace analytique relativement it Se t  f : S' ~ Sun  
morphisme arespaces annel~s en algdbres bornologiques completes. Le 
produit fibr~ X '  = S' x s X est analytique relativement it S'. I 

D~monstration. Comme le fait d'etre un espace analytique relatif est 
une propri6t6 locale, on se ram6ne pour d6montrer a) au cas o/a Y est 
un sous-espace annel6 ferm6 d6fini par un Id6al J dans Sx Vet X un sous- 
espace annel6 ferm6 d6fini par un Id6al I dans Y × U, U et V &ant des 
ouverts de C ~' et C" respectivement. Alors il est clair que X est S-iso- 
morphe au sous-espace annel6 ferm6 de S x V x U d6fini par l'Id6al 
I + J(gs×v×v. 

De m~me il suffit de d~montrer b) dans le cas o~ X est un sous-espace 
annd6 ferm~ de S x U (U ouvert de C ~) d~fini par un Ideal I. On voit 
alors que X' s'identifie au sous-espace annel~ ferm~ de S' × U d~fini par 
l'Id~al ferm6 I' de ~s, × v engendr6 par I. 

Corolla.ire 1. Si dans la proposition 8 on remplace l'hypoth~se ~ana- 
lytique>~ par t~analytique lisse)), les conclusions sont valables avec 
~analytique lisse)>. II 

Corollaire 2. Soient X - ~ S  et Y--,S des espaces analytiques (resp. 
analytiques lisses) relativement ti S. Le produit fibr~ X x s Y est analyti- 
que (resp. analytique tisse) relativement ~ S. l 

Corollaire 3. Soient X et Y des espaces analytiques relativement d S. 
Tout $-morphisme f de X dans Y fair de X un espace analytique rela- 
tivement ~ Y. I 
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D~monstration. On factorise f e n  le morphisme graphe F¢: X-* X x s Y 
suivi de la projection sur Y; celle-ci fait de X x s Y un espace analytique 
reLativement h Y, car elle provient par le changement de base Y ~ S  du 
morphisme X ~ S  (proposition 8b). I1 reste h prouver que (X, FI) est 
analytique relativement ~t X x s Y; or F~ provient du morphisme diagonal 
Ayi s de Y dans Y x s Y par le changement de base f x idr, et on v&ifie 
sans peine que le morphisme diagonal d'un espace analytique relatif est 
<<analytique>> (la question &ant locale on peut supposer que Y est un 
sous-espace ferm6 de S x U o/l U est un ouvert de IEn; alors dr/s provient 
de As~v i s :SxU-~SxU×.U par le changement de base Y x s Y  
~ S x  U x  U et /l son tour As×v/s provient de At:: U ~ U x  U par le 
changement de base S ~  e espace r6duit ~t un point). 

Lorsque S est r6duit ~t un point (avec C comme faisceau structural) 
un espace analytique de pr6sentation finie relativement ~t S s'identifie 

un espace analytique complexe ordinaire. La proposition 8a et le 
corollaire 3 montrent alors que si S est un espace analytique (avec la 
structure d6finie dans l'exemple 3 du n ° 3), un espace analytique de 
pr6sentation finie relativement h S n'est autre qu'un espace analytique 
(ordinaire) X muni d'un morphisme X ~S .  

Signalons deux cas particuliers int6ressants de l'op6ration de change- 
ment de base 6tudi6e dans la proposition 8b: la restriction ~t un sous- 
espace ouvert S'C S (alors X ' =  n-~ (S') est un sous-espace ouvert de X) 
et la construction d'une fibre X ~ = s x s X ;  ici s est un espace r6duit ~t 
un point (faisceau structural C) muni d'un morphisme s ~ S  dont la 
donn6e 6quivaut it celle de l'image de l'unique point de s dans S, encore 
not6e s par abus, et d'un homomorphisme born6 de (gs, ~ dans ~ (autre- 
ment dit un caract6re de Cs.~). A tout couple d'un point s de S e t  d'un 
caract6re de d~s. , on associe ainsi une fibre X, de X qui est tin espace 
analytique ordinaire si X est de pr6sentation finie (et une vari6t6 ana- 
lytique si X est lisse relativement h S). 

5. Cohomolooie des espaces analytiques relatifs 
Soient S un espace annel6 en alg6bres bornologiques compl6tes et W 

un polydisque de Cn; d6signons par rt la projection de S x W sur S. La 
prop~i t ion 7 signifie que le faisceau image directe zc,(¢ s × w) s'identifie 
/t (.0s®Oc,(W). La proposition suivante donne les images directes 
sup6rieures. 

Pralmsition 9. On a Rqn,(¢sxw)=O pour q>= 1, si S est localement 
paracompact. II 

DOmonstration. Le faisceau Rqn.(Osxw) est engendr6 par le pr6- 
faisceau: 

V ~. Hq(V x W, O s × w) = lira H~(~ x ~It, d~ s x w) 
~,~ 
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(@ recouvrement ouvert localement fini de V; ~ recouvrement fini 
de W par des polydisques - on se place pour simplifier dans le cas ofa W 
est un polydisque compact). L'espace H q(@ x ~ ,  ~sx w) est le q-i6me 
espace de cohomologie du complexe de Cech C' (~ x ~1~, @sx w) qui est 
donn6 en degr6 q par 

FI d~s ×¢~(V~ x W,)= II tPs(Vo) ~ ~c.(W~) (dime = dimz = q). 

D'apr6s le th6or6me d'Eilenberg-Zilber (cf. [5], 3,9.1) ce complexe est 
homotopiquement 6quivalent ~t C'(f8, @s)® C'(~B, g)c,). Or nq(c ' (~ ,  g),.)) 
=H~(W, # e , ) = 0  pour q > 1 (th6or~me de Leray et th6or~me B) et 
H°(C'(~IB, @,.))= @e,(W); on en d6duit que la premi6re suite spectrale 
du double complexe pr6c~dent est d~g6n&6e: en effet les suites exactes 
courtes 

0 e.4) ¢..) ¢.4) ,0 

restent exactes apr6s tensorisation par C'(~8, @s) [/t cause de la nucl6arit6 
des Zq(C'(~, t~¢,)) et du fait que les d ~ sont des morphismes semi- 
stricts]. Ceci donne E~o = Hp(C'(Y~, (9s)~@,.(W)) ~- HP(~ x ~B, t~ s ~ w). 

Fixons maintenant un point s de S e t  un voisinage ouvert V o de s. 
On a 

RPlt,((gs~ w), = lim li_mmnP(c'oB:~ E d~s)~@,.(W)) 
~9 V ~ s  

of 1 ~ parcourt la famille des recouvrements ouverts localement finis 
de V 0 et Vcelle des voisinages ouverts de s contenus dans V 0. Or 

li.__mm H~'(C'(@ c~ V, (gs) ~ @¢,( W)) = n p ( li_~m C" (fB c~ V, (gs) ~ @~,( W) ) 
V ~ s  \ V ~ s  

se calcule ainsi: si 

on a 
lim CP( ~ c~ V, (gs) ~ 6¢. (W) ~- A p + 1 sl:  -....¢ 
V ~ s  

oil ne s t  le nombre d'indices i tels que s appartienne h l'ouvert V~ du 
recouvrement ~,  et la diff6rentielle d p du complexe C" induit un mor- 
phisme AP+~a'ff--.A~+2s/: qui n'est autre que la multiplication ex- 
t&ieure par l'616ment et + e2 + "- + e~, oil (e~) d6signe la base canonique 
de ~¢~ sur ~¢,; comme cet 616ment est ~<unimodulaire,, fl est bien connu 
que le complexe obtenu est acyclique (of. par exemple [13]). Ainsi 
H~(Iim C'(~ n V, @s) ~ ¢c-( I40 ~ = 0 pour p >= 1, d'o~ le r6sultat. 

V~t $ / 

Corolhdre 1. On a na(S x W, ~Ps~¢,) ~- n~( S, (Ss~d),,(w)) • II 

D$monstration. Par la suite spectrale de Leray. 
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Notons que si Hq(S, Os) admet une bornologie s~par~e ~raison- 
nabte~>, le second membre peut encore s'rcrire H~(S, Os)®O¢.(W) 
(nuclrarit6 de d~c.(W)). 

Corollate 2. Si H*(S, (~s) = 0 on a Hq(S x W, t~ s ×c.) = O. 1 

Les rrsultats prrcrdents s'rtendent/t des faisceaux plus grnrraux que 
d)s× a. (cf. [11] et [12]). Indiquons comment se fait cette extension (bien 
que ce ne soit pas nrcessaire pour la drmonstration du throrrme de 
finitude). On a besoin d'une version relative du lemme des matrices holo- 
morphes inversibles de Cartan, dans la situation habituelle o/a 

K = K  1 xK2x ... x K ,  

est un polydisque compact de tl~ ~, rrunion de deux polydisques 

K ' = K ~ x K 2 x . . . x K ,  et K " = K [ x K 2 x . . .  x K , ;  

on pose K " =  K'c~K". Soit U un voisinage ouvert de K dans ~" et soit S 
un espace annel6 en algrbre bornologiques compMtes multiplicativement 
convexe. 

Lemme 7. Soit SP un ~s × v "M°dule. Si ~ est libre de type fini au 
voisinage de S x K' et au voisinage de S × K" on peut recouvrir S par des 
ouverts V tels que ~ soit libre de type fini au voisinage de V x K. l 

D(monstration. Soient 0' et 0" des isomorphismes de ~'x v sur A a au 
voisinage de S × K' et de S x K" respectivement. Au voisinage de S x K "  
ces isomorphismes different par un facteur a qui est une section du 
faisceau GL(m,d)s×v). Par des reprrsentations conformes sur chaque 
facteur de K "  on peut se ramener au cas ofa K "  est un polydisque au 
sens strict (produit de disques de rayons respectifs R~); alors a se drve- 
loppe en srrie a = Y,a,z ~ avec des coefficients a~ dans Mmz(Cgs(S) ) et une 
condition de convergence: il existe un polyrayon r>> R tel que (a~r')~ 
soit borne. Comme S est multiplicativement convexe il est recouvert par 
des ouverts V pour chacun desquels il existe un disque born~ B multi- 
plicativement stable de Os(V ) qui absorbe les restrictions de a~,~jr" it V 
(v e N";  1 < i, j < m). Soit A l'algrbre de Banach engendr~e par B dans 
0s(V); la restriction de a au-dessus de V d~finit une application holo- 
morphe d'un voisinage de K "  dans GL(m, A) et on sait qu'il existe alors 
des applications holomorphes a' et a" ~, valeurs dans GL(m, A) et d~finies 
respectivement au voisinage de K' et K" teUes que atv s'identifie/t a" o a'-  
au voisinage de K "  (cf. [2], 6,2). Les 616ments a' et a" drfinissent des 
sections de GL(m, t~ s ~ v) c'est ~ dire des automorphismes de t9~'~ v au 
voisinage de V x K' et de V x K" respectivement; ces automorphismes 
permettent de modifier 0' et 0" de mani&e qu'ils se recoUent en un iso- 
morphisme de t~'~ v sur Le au voisinage de V x K. 
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Corolh i re .  Soient S un espace annel~ multiplicativement convexe et K 
un polydisque compact de if3 ~. Consid~rons un voisinage ouvert U de K et 
un • s × v-Module de r-presentation finie ~ (r ~ Z). On peut recouvrir S 
par des ouverts V tels que ~ admette une r-presentation finie au voisinage 
de V x K .  I 

Ce corollaire se d6mont re  par  la m6thode  habituelle (cf. [2], 6,3, 
th6or6me 3). 

Voici  ma in tenan t  la forme relative du th6or6me B au-dessus d 'un  
espace annel6 S mul t ip l icat ivement  convexe et localement  pa racompac t .  

Proposition 10. Soit W un polydisque compact de C ~ et soit U un 
voisinage ouvert de W. Consid~rons un (9 s × v-Module de r-presentation 
finie ~ et un entier q > 1; s i r  > 2 n - q  on a R ~ r t , ( ~ ) =  0 en notant 7t 
la projection de S x W sur S. l 

D~monstration. D'apr6s  le corollaire du lemme 8 on pent supposer  
que ~ adme t  une r-pr6sentat ion finie ~ , ~  .-. ~ A e l - - , L a 0 - ~ - - ~ 0  au  
voisinage de S x W (Lee i libre de type fini). C o m m e  on a RPrt,(Zai) = 0, 
grgtce a la p ropos i t ion  9, pour  tout  p > 1, on en d6duit que Rqrc , (~)  
- Rq+ '+l  7r,(f~) oia ~ = Ker(.~¢, ~ ~ r _  1). S i r  __> 2n - q on a q + r + 1 > 2n 
et R q+'+l  r t , ( fq)= 0 pour  des raisons de dimension.  

C o r o l l a i r e l .  Soit ~q~, ~ ... ~.L/'l-o ~/'o ~ ~ ~ O  une r-presentation 
finie de ~ au voisinage de S x IV, avec r > 2n. La suite de t~s-Modules 
lt,(L~',_2~)~ "'" ~Tt,(-~qel)~rt,(-~c~0)-~rt,(~-)~0 est exacte. 1 

Coroilaire 2. Supposons que H~(S, •s) = 0 pour q > 1 et Hq(S, (~) = 0 
pour q ~ d  + 1 (avec d E~q) et pour tout (gs-Module f~. Si ~ est un 
(9 s × v-Module admettant une r-presentation finie au voisina4]e de S x W, 
on a H~(S x W, ,~)  = 0 pour tout q > d + 2n - r. 1 

D~monstration. Ceci r6sulte du corollaire 1 en observant  que 
H~(S, n,(L, ei)) = 0 pour  q _>_ 1 ~ cause des corollaires 1 et 2 de la proposi-  
t ion 9. En effet la suite spectrale de Leray  est d6g6n6r6e ~ cause de la 
p ropos i t ion  10 et donne  Hq(S x W, ~ )  ~- Hq(S, n,(~-)).  

Corollaire 3. Avec les hypotheses et les notations du corollaire pre- 
cedent, supposons de plus que r >__ d + 2n + 1. Alors 

% ( ~ )  ~- ~S~s~S~(S x W). 1 

Dbnonstration. Soit d~g×~.-~ t~J × ¢ . ~  ~ 0  une pr6sentation finie de 
~r au  voisinage de S x W. Le corollaire 1 donne  la suite exacte de fais- 
ceaux: n ,  (¢~ ~ ¢.) ~ ~r, (tP~ ~ ¢.) ~ rr, ( ~ )  ~ 0 et on a n ,  (t~ s × ¢ .) - • s ~ d~¢.(W) 
encore i somorphe  A ¢)s®~s~ ¢ s ~ e . ( S x  W). Le corollaire 2 donne  la 
suite exacte Cs×¢. (Sx  W ) ~ ¢ s × ¢ . ( S x  W ) ~ ' ( S x  W ) ~ 0 ,  d'o/a le 
r6sultat. 
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Paragraphe 4. Th~or~me de f'mitude 
i. Morphismes (gs-nucl~aires 

Consid6rons un espace S annel6 en alg~bres bomologiques com- 
pl6tes et des Os-Modules ~" et ~. Comme au § 1, n ° 4, on d6finit un 
morphisme canonique de ~:v®~sT dans ~¢~s(~-, ~), en d6signant par 
~-v le faisceau dual ~%~ (~-, (gs); sile faisceau f~ est complet ce morphisme 
se prolonge ~t _.~¢~s(~-,f#)=~VQ~sf# et on dit que les morphismes 
~: ~ f 9  qui proviennent de sections de _LP~s(~, ~) sont (gs-nucl~aires; 
le faisceau des morphismes (gs-nucl6aires de ~ dans f~ est l'image de 
_._A%ts (~  -, ~) dans _A°~s(~, f#). 

Si v : ~ - ~  (¢ est un morphisme (gs-nucl6aire, il existe un recouvrement 
de S par des ouverts U tets que vv, : ~r(U')~f~(U') soit repr6sent6, pour 
U' C U, par un 616ment de ~ , ( ~ , ~ ,  (?v)<~r~w/9(U), c'est ~t dire par une 
s6rie E ;~.x'.®y. oia (2,)eE ~, (x'.) est une suite born6e de morphismes 
de ~ lv  dans (go et (y,) une suite bornb, e de sections de f¢ clans U. Pour 
route section x de ~- clans un ouvert U' contenu dans U on a vv,(x) 
=3gA.<x,x'v,> Y, lv' avec au second membre une s&ie convergente 
darts (¢(U'). 

Nous dirons qu'un morphisme u : f¢~  fgt de (gs-Modules est un 6pi- 
morphisme semi-strict si pour tout ouvert U de S e t  toute suite born6e 
(z.) de sections de f¢~ dans U, il existe un recouvrement de U par des 
ouverts U' dans chacun desquels on peut relever (Z.lv,) en une suite 
born6e (3,,) d'616ments de f¢(U'). Par exemple un 6pimorphisme strict 
est semi-strict Si u est un 6pimorphisme semi-strict le morphisme cor- 
respondant de ~ ( ~ , f ¢ )  dans _.f~(~-,ff~) est surjectif, et pour tout 
morphisme nud6aire v de f¢ dans ff~ on peut recouvrir S par des ouverts U 
pour chacun desquels il existe un morphisme nucl~aire w de ~lv darts 
fair v+rifiant Vlv = Ulv o w (cf. § 1, n ° 4, corollaire 2 de la proposition 5). 

Le corollaire du lemme 3 (§ 1, n ° 5) admet la g6n~ralisation suivante: 
on consid6re un espace annel6 multiplicativement convexe S e t  un 
(gs-Module ~-; si v est un endomorphisme nucl6aire de ~ il existe un 
recouvrement de S par des ouverts U pour chacun desquels on peut 
d6composer vtv en une somme v '+  v" o/1 v' est un endomorphisme de 
rang fini de ~ o  (c'est ~t dire qu'il se factorise ~t travers un Module libre 
de type fini) et v" est un endomorphisme tel que 1 + v" soit inversible. 
Comme au n ° 5 du § 1 on en d ~ u i t :  

Proposition 6'. Consid~rons de Modules bornologiques complets sur 
un espace anneM S multiplicativement convexe. Soient vun  ~pimorphisme 
semi-strict et u un morphisme nucMaire du premier de ces Modules dans 
l'autre. Le conoyau de v + u est un (gs-Module de type fini. 1 

CoroHaJre. Tout Module dont rendomorphisme identique est nucl$aire 
est de type fini. 1 
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Voici deux r6sultats permettant d'affirmer que certains 6pimorphis- 
mes de faisceaux sont semi-stricts. 

Lemme 8. Soient ~ et f~ des faisceaux d'e.b.c, sur un espace topologi- 
que S e t  u : ~--*fg un morphisme lindaire born~ et surjectif. On suppose 
que pour tout point s de S la fibre ~ de ~ possdde la propridtd d'homo- 
morphisme et la fibre f9 s de f9 est un e.b.c, complet. Aiors u est semi- 
strict. II 

D~monstration. Pour tout point s le morphisme us : ~r,__,f~ est sur- 
jectif, donc semi-strict. Si (Xn) est une suite born6e de sections de f~ dans 
un ouvert U de S et s i s  e U on peut donc relever la suite des germes 
(x,.s) en une suite born6e dans ~r = li__imm~a~-(V); cette suite provient alors 

V ~ s  

d'une suite born6e dans ~-(V) pour un voisinage ouvert V assez petit de s. 

Lemme 9. Soit u: ~ f ~  un morphisme de faisceaux d'e.b.c, sur un 
espace topologique S; on suppose que f~ est complet et que u est surjectif. 
S'il existe une base d' ouverts U de S tels que Hi(U, Keru) = 0 et que ~ ( U )  
possdde la propri~td d'homomorphisme, alors u est semi-strict. 

D~monstration. Soient V un ouvert de S et (x~) une suite born6e 
d'616ments de (~(V). Comme ~ est engendr6 par son sous-pr6faisceau 
U ~ u ( ~ ( U ) ) ,  il existe un recouvrement ouvert (V~) de V tel que Xnlv, 
appartienne/l u(~-(V~)) pour tout n e t  tout i. On peut choisir les V~ tels 
que Hl(V~,Keru)=0 et que ~'(Vi) poss6de la propri6t6 d'homomor- 
phisme; alors u(~'(V~))= (~(Vi) est complet, donc (Xnlv,)n se relive en une 
suite born6e darts ~r(V~). 

L'analogue du th6or~me 1 (§ I, n ° 6) s'6nonce ainsi: 

Th6or6me 1'. Soient S u n  espace anneld en algdbres bornolooiques 
compldtes multiplicativement convexe et (~a~')o__.~_~ , une suite de com- 
plexes de tPs-M odules bornologiques complets ; soient de plus, pour 1 < i < r, 
un morphisme de complexes u l : @ -  ~ - , ~ "  et des entiers a, b e Z, avec 
a <-_ b. On fait  les hypotheses suivantes: 

a) Pour tout i et tout s e S, ~a~.~ est sdpar~ et possdde la propridtd 1,$ 

d'homomorphisme pour n > a et est nul pour n > b (resp. ~,~n= 0 pour 
n > b, et pour tout dpimorphisme Os-lindaire bornd v : ~ m ~ Z ~ ( ~  ") avec 
m >  a il existe une base d'ouverts U de S tels que Ht(U, K e r r ) = 0  et que 
,,~m(U) possdde la propri~t~ d'homomorphisme) ; 

b) pour I ~ i ~ r, ui est un a-quasi-isomorphisme et est t~s-nucl~aire 
en degrd ~_ a; 

e) r > = b - a +  1. 

Alors les complexes ~"  sont a-pseudo-cohdrents. II 
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D~monstration. Elle repose sur le lemme suivant: 

Lemme 4'. Avec les m~mes donn~es et les m~mes hypotheses, soit de 
plus c e ] a, b]. Supposons que Hn(~i')=0 pour O <_ i < r et n > c. Alors : 

(i) Il  existe un recouvrement de S par des ouverts U pour lesquels 
on a, pour O < _ i < r - b + c ,  une <~homotopie~) h i : ~ i v ~ ' + b _ ~ [ - 1 ] l  v 
nuclkaire en degr~ > a et telle que Ui+b-c,~- h i d - d h i  soit nul dans U en 
degr~ >__ c. 

(ii) . ,~-~(~ ' )  est un (~s-Module de type fini. 

La d6monstration du lemme 4' est identique/t celle du lemme 4 
ceci pr6s que l'on doit r6tr6cir ~ chaque pas l'ouvert de S dans lequel 
on travaille. 

2. Application aux espaces analytiques relatifs 

Lemme 10. Considdrons un espace annel~ en alg~bres bornoIogiques 
completes S et des polydisques U et U' de centre 0 et de polyrayons 
respectifs r e t r '  dans C n. On suppose que r' ~ r et on d~siffne par 7t et 
7z'=rco(idsxj) les projections respectives de S x U et S x U' sur S 
(j: U' ~ U est l'injection naturelle). Le morphisme de restriction: ~z,(Os x v) 

7t,(t~s×w) (obtenu en appliquant rt, fi (gs×v~(idsxj),(t~s~w)) est 
t~s-nucleaire. I 

D~monstration. En utilisant la proposition 7 on voit que le mor- 
phisme consid6r6 s'obtient par extension des scalaires de C A d~ s/t partir 
de la restriction: ee- (U) ~ O,:, (U') qui est C-nucl6aire, comme c'est bien 
connu, 

Remarque. L'argument d'extension des scalaires utilis6 ci-dessus se 
formule ainsi d'une mani6re plus g6n6rale: on consid6r¢ un morphisme 
f : S ' - - ,  S d'espaces annelbs en alg6bres bornologiques compl6tes et des 
d~s-Modules .~- et f~; on pose ~ ' =  tV s, ~s-lt~s)f-i  (~-) et de m~me pour 
les autres faisceaux sur S. Alors on a un morphisme canonique 
~s(.~' ,  (¢)'~.~q'~s,(~", fg') compatible avec ,~s (~ ,  (g) '~"~. (~- ' ,  ~') 
(et fonctoriel en ~ et (g). 

Pour calculer l'image directe au sens des cat6gories d6riv6es d'un 
complexe pseudo-coh6rent sur un espace analytique relatif propr¢, nous 
appliquons la m6thode de [4] qui consiste/l utiliser des r6solutions 
libres de type fini dans des cartes locales. Cette construction s'exprime 
bien au moyen du topos des cartes locales que nous allons introduir¢ 
maintenant. Consid6rons un espace annel6 en alg6bres bornologiques 
compl6tes S e t  un espace analytique relatff ~ : X - , S .  Soit L(X/S)  la 
cat6gode des S-immersions ferm6es f :  U ~ V o/1 U est un ouvert de X 
et V un espace analytique lisse relativement/t S; un morphisme tp de 
f :  U--, V dam f '  : U'-4 V' ne peut exister que si U est contenu dam U' 
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et c'est un S-morphisme de V dans V' tel que q~ of = f ~ ;  la composition 
des morphismes est evidente. On munit cette categoric de la topologie 
(cf. [15]) pour laquelle les familles couvrantes de U- ,  V sont les (Ui---, Vi) 
oi~ (V~) est un recouvrement ouvert de Ve t  (U3 le recouvrement induit 
par (V 3 sur U. Cette topologie fait de L(X/S) un site, et nous designerons 
par X~/s le topos des faisceaux sur ce site ([15]); on peut verifier que la 
donnee d'un faisceau ff de Xt/s equivaut h l'ensemble des donnees 
suivantes: 

1 ° Pour toute <<carte locale>> f :  U--,V de X, un faisceau i f / s u r  V; 
2 ° pour tout morphisme q~:f--.f '  de cartes, un morphisme de 

faisceaux 
~ ,  : ~0-:(~:,)~ff:  sur V ; 

ces donnees sont soumises h deux conditions: 
a) Si ~p est une immersion ouverte ff~, est un isomorphisme, et c'est 

l'identit6 si q~ est l'identite d'une carte; 
b) si q ~ : f ~ f '  et tp:f '-- . f" sont des morphismes de cartes on a 

~¢~. ~, = ~¢~o (o- 1 ( ~ ) .  

(Le faiseeau ~ :  prend la valeur (#(f-l(W)--.  W) dans l'ouvert W de V 
et ff~, est defini par les operations de restriction de if). On laisse au 
lecteur le soin d'expliciter en termes des faisceaux if: les morphismes 
de Xvs. 

Le faisceau (gx,:s qui prend la valeur ¢v(V) en une carte f : U--. V 
far  des Xljs un topos annel~; on a'((gx,/s): = Or. Le morphisme de sites 
qui transforme la carte locale f :  U--* V en l'ouvert U de X est sous- 
jacent a une immersion ferrule canonique j : X--. X,/s; le foncteur image 
directe correspondant est defini par j ,  (#-): = f .  (~:lv) pour tout faisceau 
#" sur X, et c'est un foncteur exact. Le morphisme structural n de X 
darts S se prolonge en nz:X,/s--*S defini ~ l'aide des morphismes struc- 
turaux hi: V--, S; le foncteur image directe correspondant est defini par: 

hr. (~#) (S') = lira ~ (U n ~ - '  (S') -L zc~: (S')) 
f 

pour tout faisceau ~ de Xz/s (limite projective sur les cartes locales 
f :  U--, V de X). Plus generalement, si X-~Y est un S-morphisme 
d'espaees analytiques relativement ~ S, on lui associe un S-morphisme 
de topos anneles Xl/s-~ Yz/s; ainsi Xvs depend fonctofiellement de X. 
De plus la construction de Xz/s est compatible avec le changement de 
base; si S' - ,S  est un morphisme d'espaces annelbs en alg~bres borno- 
logiques completes, et si on affecte de '  les objets au-dessus de S' deduits 
d'objets au-dessus de $ par le changement de base defini par ce mor- 
phisme, on a (Xz/s)'~ X;I s, et l 'immersion j' de X' dans X~/s, provient 
par changement de base de l'immersion j:  X ~ X~/s. 
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D~finition 15. Soient X un espace analytique relativement & S, ~"  un 
comptexe de (gx-Modules et nun entier. On dit que ~ est n-pseudo-coherent 
reIativement d S (resp. pseudo-coherent relativement ti S) si j , ( ~ ' )  est 
n-pseudo-coherent (resp. pseudo-coh&ent) sur Xt/s (cf. I'10], expos~ III).  1 

Les lemmes suivants donnent deux types de r6solutions pour des 
complexes sur un espace analytique relatif propre X (propre au sens 
topologique). 

Lemme 11. Consid~rons un espace analytique relatif propre ~: X ~ S 
et un complexe de ¢x-Modules o-f born~ fi droite. On peut recouvrir S 
par des ouverts S' pour chacun desquels il existe un complexe born~ f 
droite J[" de Modules ~z.-acycliques sur X ' = S ' × s  X et un quasi- 
isomorphisme ~llx'-~ J('" 

On trouvera la d6monstration dans [12] (Lemma 5.4). II 

Lemme 12. Soit r~ : X-*  Sun espace analytique relatif propre. II existe 
un recouvrement ouvert (Si)~ t de S e t  une famille d'entiers naturels 
(di)i~ I poss~dant la propri~t~ suivante: 

Si f~" est un complexe n-pseudo-coherent de Modules sur Xz/s nul en 
degr~ > b, on peut recouvrir S i par des ouverts S' pour chacun desquels il 
existe: a) un hyper-recouvrement fini p:ff~(Xl/s)'=rc['l(S') o~ f~k est 
pour tout k une somme de cartes locales de X ~ valeurs dans des espaces 
de la forme S' × W avec W polydisque de polyrayon (r, r . . . . .  r) (r ind,- 
pendant de la carteJ et ~(k est vide pour k >~ di; 

b) un complexe de Modules .~" sur X libre de type fini en chaque 
degr~ et nul en degrd ~_ b; 

c) un n-quasi-isomorphisme de ~"  dans p-l(f~.). II 

Ce r6sultat est 6tabli dans [4] (II, 4, Lemma R(n)). On pourra aussi 
consulter [16]. Rappelons seulement qu'un hyper-recouvrement d'un 
topos est un objet simplicial de ce topos (augment6 vers le faisceau 
final) et v6rifiant des conditions explicit6es dans 1"15] (appendice /~ 
l'expos6 V) et dans !16]. 

D~finition 16. On dit qu'un espace annel~ en alg~bre bornologiques 
compldtes est admissible s'il est localement paracompact et multiplicative- 
ment convexe et s'il possdde rune des deux propri~t~s suivantes: 

1) Pour tout s e S la fibre 6s, s du faisceau structural est un e.b.c. 
s~par~ et Os, ~ ~ ~¢~(W) poss~de la propri~t~ d'homomorphisme pour tout 
polydisque W de C n. 

2) Pour toute suite exacte O - ~ 8 ~ s ( g E ° - ~ s ~ E l ~ t P s ~ E 2  de 
tPs-Modules o~ les E ~ sont de la forrae (6¢,, (W~)) k' avec W~ polydisque de 
tlg ~ et k~ entier, il existe une base ~ouverts U de S tels que H~(U,d~)=0 
et que F(U, ~ s ~  E °) possdde la propri~t~ d'homomorphi~rae. II 
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Par exemple si S est un espace analytique complexe, un espace ana- 
lytique r6el, une vari6t6 analytique banachique, un espace topologique 
localement compact ou une vari6t6 diff6rentiable, c'est un espace admis- 
sible (la propri6t6 1 est v6rifi6e dans les trois premiers cas grftce au 
principe du prolongement analytique, tandis que les deux derniers types 
d'espaces poss6dent la propri6t6 2 de la d6finition h cause du fait que le 
faisceau structural est fin pour ces espaces; on renvoie ~ l'appendice pour 
la propri6t6 d'homomorphisme). I1 semble probable qu'un espace ana- 
lytique relativement h un espace admissible est encore admissible. 

Th6or~me 2. Consid~rons un espace annel~ en algdbres bornologiques 
compldtes S, un S-morphisme propre f : X ~ Y d'espaces analytiques rela- 
tivement d S e t  un complexe bornd d droite ~ "  de d)x-Modules. Si Y est 
admissible et ~ "  pseudo-coherent relativement d S rimage directe ~ f . ( ~ ' )  
est un complexe pseudo-cohdrent relativement ~ S (image directe au sens 
des catdgories ddriv~es, cf  [14"!). II 

Ddmonstration. Comme la question est locale sur Y, on peut supposer 
que Y est un sous-espace annel6 ferm6 de S x U o4 U est un ouvert 
de C ' ;  on peut alors remplacer Y par S x U au-dessus duquel X est un 
espace analytique relatif propre. Enfin on est ramen6 au cas o4 Y = S. 

Nous supposerons donc que f :  X ~ S  est un espace analytique 
relatif propre, avec S admissible, et il faut montrer que IRf,(~") est un 
complexe pseudo-coh6rent sur S. D'aprbs le lemme 1 t on peut supposer 
que ~ "  est f.-acyclique en chaque degr6; de plus on peut supposer que S 
est l'un des S~ du lemme 12, et on pose d = d~. Si a est un entier donn6, il 
existe d'apr6s de lemme 12 un recouvrement de S par des ouverts S' 
pour chacun desquels on a un hyper-recouvrement X de (X~/s)' du type 
indiqu6, un complexe born6 ~t droite .~" libre de type fini en chaque 
degr6 sur X et (a-d)-quasi-isomorphe ~t p - l  j ,  (o~.). Comme f est prop~,  
il existe un nombre f < r (rayon des polydisques intervenant dans X) 
tel que pour tout r" compris entre r' et r le ~ r6tr6cissement >} ~, ,  de X, 
obtenu en remplagant chaque polydisque W intervenant dans X par le 
polydisque concentrique de rayon r", soit encore un hyper-recouvrement 
de (X,/s)'; nous d6signerons par p,. l 'augmentation de X,. et par ~;,, la 
restriction de Le' ~t X,., qui est (a-d)-quasi-isomorphe ~t p~,lj,($r.). 

Pour tout r" compris entre r' et r l'image directe ~ f .  (~r.) = ~fz. °J, (.at.) 
est a-quasi.isomorphe /t lR{fzo p,.), (~ , , )  en vertu de ce qui pr6c6de. 
D'apr~s la proposition 9 (§ 3, n ° 5) ce dernier eomplexe n'est autre que 
le complexe simple associ6/t (fjop~.). (.L~e~.) et chacun de ses termes est 
une somme direete fmie de faisceaux de la forme ¢s@¢¢.(W) o~ V¢ est 
un polydisque de rayon r". D'apr6s le lemme 10 le morphisme de restric- 
tion de 1R(fz o p,.). (La~.) dam IR(fz o p,..). ( .~. ,)  est nucl6aire en chaque 
degr6 si r ~ < r", et chaeun de ces complexes est nul en degr6 >= b si b est 
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choisi tel que ~ "  soit nul en degr6 -> b - d .  Choisissons des nombres 
r~ > r 2 > ..- > rb_,+ ~ > r' strictement inf6rieurs ~ r; le th6or6me 1' appli- 
qu6 aux complexes IR(ft o p , ) .  ( ~ , )  et aux morphismes de restriction 
donne le r6sultat que lRf,(~") est a-pseudo-coh6rent sur S', ce qui 
d6montre le th6or6me 2 puisque a est arbitraire. 

Appendice 
La propridt~ d'homomorphisme 

D~finition i. Soit E un e.b.c, sur un corps comptet ~(. On dit qu'une 
pattie A de E est maiffre si pour tout disque born~ B de E I'ensemble 
Ac~Es est maigre dans l'espace semi-norrr~ En. | 

I1 est clair qu'une r6union d6nombrable de parties maigres de E est 
encore maigre. Si E est complet il n'est pas maigre. 

D~finition 2. On dit qu'un e.b.c. E poss~de la propri~t~ d'homomor- 
phisme (resp. la propridt~ arhomomorphisme forte.) si pour tout e.b.c, com- 
plet F toute application lin~aire born~e u de E dans F telle que u(E)= F 
(resp. u(E) ne soit pas maiffre) est un ~pimorphisme semi-strict. II 

Le th6or6me dassique des homomorphismes de Banach montre, en 
tenant compte de la condition de convergence de Mackey (cf. [9], 
chapitre II, § 3, n ° 4), que tout espace de Fr6chet poss6de la propri6t6 
d'homomorphisme forte. 

Proposition 1. a) Si un e.b.c, complet E poss~de la propridtd d'homo- 
morphisme il enest  de mOme de tout sous-espace fern~ E1 de E. 

b) Soit E un e.b.c.; supposons qu'il existe une suite (En) d'e.b.c, pos- 
sddant la propri~td d'homomorphisme forte et une suite (u,) d'applications 
lindaires born~es u~: En-~E relies que U un(E~)=E. Alors E poss~de la 

propridtd d'homomorphisme forte. II 

Ddmonstration. a) Consid6rons un e.b.c, complet F et une applica- 
tion lin6aire born6e et surjective u l : E I ~ F .  La somme amaloamde 
G = E~E1F, quotient de E x F par le graphe de - u 1, est un e.b.c, complet 
puisque le graphe consid6r6 est ferm6 clans El x F (F s6par6) doric aussi 
dans E x F (El ferm6 dans E). On v6rifie facilement que l'application 
canonique u de E dans G est surjective tandis que j : F ~ G  identifie F 

un sous-espace de G; par ailleurs E1 s'identifie au produit fibr6 de E 
et de F au-dessus de G. Si (y~) est une suite born6e d'616ments de F, son 
image dam G se rel6ve en une suite born6e (x,) d'616ments de E puisque E 
poss6de par hypoth6se la propri6t6 d'homomorphisme; alors (x~) est une 
suite born6e de E t. 

b) Soit u une application lin6aire born6e, de E dam un e.b.c, cornplet 
F; supposons que u(E) ne soit pas maigre. Comme u(E) est r6union des 
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u o u.(E,,) il existe un indice n tel que u o u.(E,,) ne soit pas maigre; ators 
u o u. est un 6pimorphisme semi-strict, et si (Yk) est une suite born& 
d'616ments de F elle se relive en une suite born& (zk) dans E.. Enfin 
(U.(Zk))k est une suite born& d'61~ments de E qui rel6ve (Yk). 

CoroHaire. Toute limite inductive filtrante d~nombrable ar espaces pos- 
s~dant la propridt~ arhomomorphisme forte la poss~de aussi. I 

Ainsi une limite inductive filtrante d6nombrable d'espaces de Fr6chet 
poss6de la propri6t6 d'homomorphisme forte, et il enest  ainsi en par- 
ticulier d'un e.b.c, complet qui admet un syst6me fondamental d6nombra- 
hie de born6s. Si E et F sont des timites inductives d6nombrables 
ffespaces de Fr6chet, leur produit tensoriel compl6t6 E~)F est quotient 
d'une limite inductive d6nombrable d'espaces de Fr6chet, doric il poss6de 
la propri6t6 d'homomorphisme forte. Ceci s'applique en particulier si F 
est respace des fonctions holomorphes dans un polydisque et E l'espace 
des germes de fonctions analytiques au voisinage d'un point d'une 
vari6t6 analytique banachique ou d'un espace analytique r6el ou com- 
plexe, ou encore l'espace des fonctions continues (resp. diff6rentiables) 
dans un ouvert d6nombrable/l rinfini d'un espace topologique locale- 
ment compact (resp. d'une vari6t6 diff6rentiable). Ce sont les propri6t6s 
n6cessaires pour pouvoir appliquer les r6sultats du § 4, n°2 aux cas 
classique (S = espace topologique localement compact, vari6t6 diff6ren- 
tiable, espace analytique r6el ou complexe, vari6t6 analytique ba- 
nachique). 

Nous donnons pour terminer la traduction bornologique de cer- 
tains r6sultats de de Wilde ([-17]) en rapport avec la propri6t6 d'homo- 
morphisme. On d6signera par ~v[ le monoide libre engendr6 par N, c'est 
/l dire l'ensemble des suites d'entiers naturels; la loi de composition 
de ~ s e r a  not6e avec une virgule:/A v ~ et v 616ments de ]M)et son 
616ment neutre est la suite vide 8. 

De~finition 3. Soit E un e.b.c.; on appelle r~seau absorbant dans E une 
famille ( R ~ ) ~  de parties de E satisfaisant aux conditions suivantes : 

a) R.=E; 
b) pour tout v ~ ~vl on a R,  ( U mRs,.; 

m,nel4, 

c) si (nt)ke N est une suite (rentiers natureis toute suite (xk) arJl~ments 
de E telle que x ~  R ~  ..... ~ pour tout k ~ N  est sommable au sens 
de Mackey. l 

Par exemple si E est un espace de Banach dont Bes t  la boule unit~, 
on obtient un r~seau absorbant dans E en posant R, = E et R~ = B/2  I~1, 
oi~ Ivl d~signe h longueur de v (d~nite par [no, nx .. . .  , n~[ =k), pour 
v#l~. De m~me tout espaee de Fr6ehet admet un r~seau absorbant. 
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Proposition 2. a) Soient E un e.b.c, et E1 un sous-espace fermd de E; 
si (R~) est un r~seau absorbant dans E, (Rvc~E1) est un r~seau absorbant 
dans E 1. 

b) Soit E un e.b.c.; supposons qu'il existe une suite (E.) are.b.c, ad- 
inerrant chacun un r~seau absorbant ,r, tn)~ (v,~ j~ et une suite (u,) d'applications 
lin~aires borndes u n : En-~E telles que U un(E,)=E. Posons S~ = E  et 

n 

S ,~= U u tR(P)~ pour n e N  et ve  R@, alors (SO est un r~seau ab- 
p + q = n  

sorbant darts E. 1 

La v&ification de cette proposition ne pr~sente pas de difficult6. 

Th~r~me (de Wilde, [17]). Soient E un e.b.c, admettant un r~seau 
absorbant (R~) et u une application lin~aire born~e de E sur un e.b.c, com- 
plet F. Pour tout disque absorbant U ferm~ au sens de Mackey dans E 
rima#e u(U) de U par u absorbe tout born~ de F. l 

D~monstration. Soit B u n  disque born6 compl6tant de F;  par r6- 
currence sur k on construit une suite (nk) d'entiers naturels tels que, pour (1 ) 
tout k, u - ~  Uc~R.o ..... ,k-~ nF~ soit non maigre dans Fa. L'adh6r- 

ence A k de l'ensemble pr6c6dent dans F Best donc un ferm6 d'int&ieur 
non vide, et on peut trouver une suite (ek) des scalaires telle que ekB C Ak 
pour  tout k; on peut d'ailleurs choisir cette suite de mani6re qu'elle 
converge vers 0. 

On a ainsi eoBCAo=u(U)c~FB, et le th6or6me sera 6tabli si on 
prouve que Ao est contenu dans 2u(U). Soit donc y un 616ment de A0; 
par r6currence sur k on construit une suite (Xk) de points de E tels que 

I k 
xke--~- Uc~R,o ...... ~_, et y -  ~ u(X~)Eek+IB. 

s=O 

Alors la famille (Xk) est sommable dans E; sa somme appartient /t 

( 1 1 ) 
I + - F +  ... +-~-~ + ... u = 2 u  

et relive y. 

Nous dirons qu'un e,b,e. E satisfait fi la condition de Maekey si toute 
suite d'~l~ments de E qui converge vers 0 pour la topologie canonique 
de E converge vers 0 au sens de Mackey. 

Corollaire. Tout e.b.c. E admettant un r~seau absorbant et dont tout 
quotient s~par~ satisfait ti la condition de Maekey poss~de la propri~td 
d'homomorphisme. 1 
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