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RESUME. — On construit sur toute variété de Stein un noyau global perme-
ttant de demontrer des formules de Koppelman et Koppelman-Leray pour
des formes differentielles de tyPe (p, q) quelconque.

ABSTRACT. — We construct on every Stein manifold a global kernel
which enables us to prove Koppelman and Koppelman-Leray formulas for
differential forms of arbitrary tyPe (p, q).

Introduction

Henkin et Leiterer ont construit dans [2] et ([3], chap. 4) des noyaux globaux
sur une variete de Stein grace auxquels ils demontrent des formules integrales
pour les (0, q)— formes differentielles. Dans cet article nous demontrons des
formules integrales du type Koppelman et Koppelman-Leray pour les formes
differentielles de type (p,q) quelconque sur une variété de Stein. Celles-ci
generalisent a la fois les formules demontrees par Henkin et Leiterer pour
les (0, g)-formes differentielles (c¢f. [2] et [3], chap. 4) et les formules de
Koppelman et Koppelman-Leray pour les (p, q)-formes differentielles dans
C™ (cf. [8], [7] et [1]); elles permettent sous certaines conditions de resoudre
des problemes de 0 avec estimations de croissance ou de régularité.

Dans un premier paragraphe nous construisons des noyaux dont nous
donnons une expression globale sur la variete de Stein M; ce sont des formes
differentielles continues sur M x M prive’ de sa diagonale. La necessite d’avoir
des formes differentielles invariantes par changement de coordonnees perme-
ttant d’obtenir des formules integrales pour les (p, ¢)-formes differentielles
nous a amenés dans le cas p = 1 a introduire la connexion do Chern du fibre’
tangent.

Aux paragraphes 2 et 3 nous nous interessons principalement a un noyau
du type précédent qui generalise le noyau de Bochner-Martinelli. II en re-
sulte une formule de Koppelman pour les (p, q)-formes differentielles sur une
variété de Stein (theoreme 2.2), et la transformee de Bochner-Martinelli se
generalise egalement dans ce contexte (theoreme 3.1).

Le paragraphe 4 est consacre a la démonstration de deux formules de
Koppelman- Leray dont on peut deduire des formules de résolution du I
pour les (p, q)-formes
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differentielles dans un domaine strictement pseudoconvexe d’une variete
de Stein. La premiere generalise la formule integrale donnee par Lieb [7]



et ®vrelid[8] dans C™ et la seconde la formule de base de l'article [1] de
Andersson et Berndtsson.

Le dernier paragraphe donne une methode, differente de celle utilisee par
Henkin et Leiterer ([3], §4. 12), pour obtenir des formules integrales pour les
formes differentielles a valeurs dans un fibre’ vectoriel holomorphe sur une
variete de Stein.

1. Preliminaires

Soit X une variété analytique complexe; si v et v sont des n-uplets de fonc-
tions C'! definies sur un ouvert de X x X, on pose

n

ODZ74(U) = /\dz‘guj'j =1

D)= (=1 "oy \ o

=1 k]

n
(u,v) = Z (T
j=1

(2, () designent les variables dans X x X].
Le noyau de Bochner-Martinelli dans C" x C" est alors donne par les

(n—1)100, (=) A0)s¢(z — Q)=
(2im)" |z — (>

expressions suivantes : Kgy(z,() =

(D" (E = Cdag(z = Q) A (0:0(F = O dag(z — )"
(2m)" |z —¢J* '

IT permet de demontrer des formules de représentation integrale pour les
formes differentielles de bidegre (p, q) quelconque dans C".

Dans [2] et [3], chapitre 4, Henkin et Leiterer construisent des noyaux qui
conduisent a la représentation des formes differentielles de bidegre (0, ¢) dans
une variété de Stein.

Precisons maintenant la methode de construction u.tilisée par Henkin et
Leiterer.

On considere une variete de Stein M de dimension n dont l’orientation
est definie par la condition suivante: si (z1, . . ., z,) sont des coordonnees
holomorphes locales, la forme differentielle



(=i)"dzi A ... Ady ndz A AN dzy = (=1)"TDRdz AdEA L
Adz, N d}n

est positive.
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On notera T(M) et T*(M) les fibrés tangent et cotangent de M et T(M x
M), T*(M x M) leurs images reciproques respectives par la projection de
M x M age M, (2,() + z.

Soit s : M x M — T(M x M) la section holomorphe de T(M x M) definie
par Henkin et Leiterer ([2] et [3], lemme 4.2.4) qui verifie :

es(z,z) = 0 pour tout z € M

es(z,. ) : M — T,(M) est une application biholomorphe d’un voisinage
de z dans M sur un voisinage de 0 dans T,(M).

Rappelons brievement la construction de s. Soit f : MoCN un plongement
propre de M dans CN et soit

O — T(M) = M x CN — N(M) — O

la suite exacte definissant le fibre’ normal a M, note N(M).

D’apres le theoreme B de Cartan on a H'(M, Hom(N(M), T(M))) = 0,
donc la suite exacte ci-dessus admet un scindage global g : M x CN — T(M
tel que g o df = Idp). La section s est alors definie par

8(27C) = g(me(C) - f(Z))

Grace au theoreme B applique sur M x M, on peut d’autre part construire
une fonction ¢ holomorphe sur M x M, egale a 1 sur la diagonale A(M) de
M x M et dont la restrictiqu a M x M\A(M) appartient au sous-faisceau
de O(M x M) engendre par s. De plus il existe un entier x = 0 tel que la
fonction X /|s|2 soit de classe C? sur M x M\A(M) (cf. [2] et [3], lemme
4.2.4).

Si D est un ouvert relativement compact de M dont le bord dD est de
classe C'!' par morceaux, on appellera section de Leray pour (D, s, ) (cf. [3],
§4. 3.2) un couple (s*, x*) ot x* est un entier et s* une section de T*(M x M)
definie sur D x Vyp, Vgp etant un voisinage de 9D dans M, telle que

Q (s*(z,(),s(z,¢)) # 0 pour z € D,¢ € 9D tels que ¢(z,¢) # 0(( , )
designe le crochet de dualite’ entre T(M x M) et T*(M x M)).

00X (2,0)/{s*(2,(), s(z,()) est de classe C'! sur un voisinage de D x 9D
dans Dx M.



Si U est un ouvert de carte de M et (e;)7_; un repere trivialisant holo-

j
morphe de T(M x M), nous noterons respectivement u et u* les expressions

de s et s* dans ce repere et son dual. Henkin et Leiterer posent alors

n—1! @ (u) A0)c(u)
(2im)" o (u, u)"

ce qui definit une forme differentielle sur D x 9D.

Mais ce noyau ne contient que des termes de bidegre (0, q) en z.

Pour passer a la représentation des formes differentielles de type (p,q)
quelconque il convient donc de completer ce noyau. La premiere expression
du noyau de Bochner- Martinelli conduirait a remplacer 0)¢(u) par rn, ¢(u)
dans la définition de Q°(y", s*, 5)
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mais cela ne permet plus de definir une forme differentielle invariante par
changement de coordonnees car s est une section du fibre vectoriel T(M x M).
Nous devons donc, pour obtenir un noyau defini globalement sur D x 9D,
utiliser une connexion de T(M x M).

Soit 0 une metrique hermitienne C*° sur T(M), elle induit une metrique
hermitienne, notee encore C) sur T(M x M) et une application antilinéaire
o: T(M x M) = T*(M x M), € — (.,&)g. On appellera D la connexion de
Chern de T(M x M) relative a 0 et V la connexion de Chern de T*(M x M)
associee a la metrique 6% induite par C) sur T*(M x M).

On notera § la section C°, M x M — T*(M x M) définie par § = o o s,
il est facile de voir que (8, x) est une section de Leray pour (D, s, ¢), D etant
n’importe quel ouvert relativement compact a bord C*' par morceaux de M.
Remarquons que si 9 est la metrique hermitienne construite par Henkin et
Leiterer a ’aide d’une partition de 1'unite subordonnee a un recouvrement
trivialisant de T(M)A’ alors § coincide avec la section 5 qu’ils ont definie dans
[2] et [3], §4. 3. 1. De plus s et 5 possedent les memes propriétés.

On peut alors definir la forme differentielle Q(¢", s*, s) par

<_1)n_1 wn <S*,D5> A ((v//S*’DS»n_l'

Qp",5,5) = g ¥ o

C’est une forme differentielle continue sur un voisinage de D x 9D dans D x M
si (s*, x*) est une section de Leray associee a (D, s, ) et v = x*. Si de plus
s* = 4, la forme differentielle Q(p", 3, 5) est de classe C' sur M x M\A(M)
si v 2 x et admet une singularite d’ordre 2n — 1 en 2z = (.



Etudions 'expression de la forme differentielle Q(¢", s*, s) dans des coor-
donnees locales.

Soient U un ouvert de carte de M et (e;)7_
morphe de T(M x M). La metrique 0 est donnee dans ce repere par une
matrice hermitienne definie positive H, C*°, ne dépendant que de la variable

z et la metrique induite par 0 sur rI“*(M x M) est donnee dans le repere dual

, un repere trivialisant holo-

par la matrice S

Soient w,u*, u les expressions respectives de s,s* et 5 dans les reperes
choisis; alors les expressions de Ds, Vs* et Vs dams ces reperes sont donnees
classiquement pde du + (H7'0H) A u, dw’ —{—(ﬁ@ﬁ_l) Au* et di + (ﬁ@ﬁ_l)
A, etpardé finitiondeona -=Hu.

On en deduit que :

(V"s*,Ds) Zau A (duj + (H'OH) A u);)

Ds) = Z wi(du; + (HT'OH) Au);).
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Un calcul analogue a celui du lemme 3 de [1] montre que

(s, DSYA((V"s*, Ds))" L = (=1)" D2 (n=1) 1 [;j21Y (=1)7"'uj A\ Ouf]

k#j

A N (du, + (HT'OH) AU),).

On a donc pour z et ¢ dans des compacts

(5", Ds) A ((V"s*, Ds))" ! = (=1)"* D2 (n — 1) |
lo0r  ury A1z, () + O(ulo)].

Dans le cas particulier ou I'on prend comme section s* la section s de [3]
et pour 0 la metrique intervenant dans la définition de S on obtient sur

U x V\A(U)



A 1
Q(¢",55) = K+ O(+5=5)

|u|9

(si z et ¢ varient dans des compacts de M).

K étant le noyau défini localement dans [5] et qui est une solution fonda-
mentale locale du 8 ([5], §2).

Remarquons d’autre part que si M = C" et si la metrique 0 est la métrique
habituelle de C™ alors les connexions D et V coincident avec la differentielle

ordinaire et si on prend :

p(2,() =1, V(2,{) eC" x C"
S<Z>C> :Z_Cet 8*(Z7<) :Z_C

le noyau Q(p", 5,s) n’est autre que le noyau de Bochner-Martinelli dans C™ x

Cn.

2. Formule de Koppelman
pour les (p,q)-formes differentielles

Dans ce paragraphe nous allons etendre au cas des (p, q)-formes differen-
tielles, 0 < p, ¢ < n la formule de Koppelman donnee dans les varietes de
Stein par Henkin et Leiterer pour les (0, g)-formes differentielles ([3], theo-
reme 4. 5.2).

Considerons le noyau Q((p", §, s) defini au paragraphe précédent. Remar-
quons tout d’abord que s etant holomorphe on a Ds = D’s; les connexions D
et V sont d’autre part liées par la relation naturelle Vs = V (a os) = 00 Ds
ou o est antilineaire; par suite V§ = V”35 et

(1" . (3,Ds) A ({V5, D))"

Q" 8,5) = -
(2m)™ 513
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Le noyau Q(¢", 8, s) admet la décomposition suivante :

QY. 5,5) = Z QP (", 8,5)

1=psn,1<qs<n—1



ou Qb(p",3,5) est de tyPe (p,q) en z et (n —p,n —q—1) en (. On
peut remarquer que si S coincide avec la section § de Henkin et Leiterer,
Z Qg(gov,s_,s) n’est autre que le noyau Q° defini par Henkin et Leit-

1=¢sn—1
erer ([2], §2.4 et [3], §4. 5) pour demontrer la formule de Koppelman pour
les (0, ¢)-formes differentielles:ceci resulte du fait que la forme de connexion
H'0H qui intervient dans la définition de Q(¢", 5, s) ne dépend que de la
variable z. On pose 2%, = Q% = 0.

Pour simplifier les expressions ulterieures, nous noterons €2 et QF les noy-
aux Q(p", 8,5) et QP(p", 3, 5) lorsqu'’il ne risque pas d’y avoir de confusion.

Designons par c(T(M x M)) = D? et ¢(T*(M x M)) = V2 les formes de
courbure des fibrés T(M x M) et T*(M x M) pour les connexions D et V;
elles sont de bidegré (1, 1) et ne dépendent que de la variable z.

LEMME 2. 1. — On a sur M x M\A(M).

00 = S0 §,¢(T s 5,Ds))" !

+(n —1)(8,Ds) A (V3,e(T(M x M) A s) A ((V3, Ds))" ).

et donc ro a une singularite d’ordre 2 n — 2 sur la diagonale.
Si de plus ¢(T(M x M)) =0 on ad) = 0.
Dimonstration. — Calculons tout d’abord
(,Ds) A ((Vs,Ds))"
(5, )"

d| o)

d(s,s) = (V3,5) + (3,D
d(5,Ds) = <V3,Ds) (8,¢(T(M x M)) A S)

d((V3,Ds))* ! = (n — 1)[{c(T*(M x M) A 3, Ds)

—(V5,e(T(M x M)) A S)] A ((V5, Ds))"~2




—(V3,¢(T(M x M) A s)) A ((V3, Ds))" 2

—n((V3,s) + (5,Ds)) A (3,Ds) A ((V3,Ds))" ]

4¢ SERIE — TOME 20— 1987 —N°4

FORMULES INTEGRALES POUR LES FORMES DE TYPE (p, ¢)

285

or

(5,Ds) A (5,Ds) =0

(5,8)((V3,Ds))" = n(Vs,s) A (8,Ds) A ((V§,Ds)) !

(il suffit de reprendre les calculs du lemme 3 de [1]).
Revenons au noyau 2, comme ¢ est holomorphe et V§ = V"3, on a pour

(-1)""

vn

des raisons de degre’ 9Q =

(2m)"
{ (3 o(TM x M)A s) A((Vs D
y +(n —1)(s Ds)A(Vs ¢
(3,8)"

Etudions maintenant la singularite de 9Q en z = ¢. Par définition de §,
on a (5,s) = [s]g et si z et ( varient dans des compacts de M, les formes
differentielles ¢(T(M x M), V3 et Ds sont bornees donc : 9Q = O(|s|g?"*?)

car |§| = |os| = O(|s]o).

THEOREME 2.2. — Soient D un domaine relativement compact a bord
C' par morceauz de la variete de Stein M et v = 2x. Si f est une (p, q)-forme
différentielle continue sur D, telle que O f soit aussi continue surD,0 < p,q <

n,onapourz € D (2. 1) f(z) = (—1)p+‘1[/
2(z,C)

¢edD

+0. [ FO A (2,0) + (-1

¢eb

z de an.

FOA(2.0) /

PRIGL
D

Ce

ONRIENQ]

¢eb
ot Qb (z,¢) = Qb(¢", 8,5)(2,() et Ph(z,() est la partie de bidegre (p,q) en



Remarque 1. — Si p = 0,P? = 0 car ¢(T(M x M)) est de bidegre (1,1) en
z, on retrouve donc la formule (2. 4. 6) de [2].

Remarque 2. — Si la metrique 0 est telle que ¢(T(M x M)) = 0, on obtient
la formule de Koppelman classique pour les (p, q)-formes differentielles.

Demonstration. — La methode utilisee 1C1 est la meme que celle de la
démonstration du theoreme 4. 5.2 de [3]. II nous a semble plus clair d’en
rappeler 1C1 les principales etapes.

IT suffit de prouver pour toute forme differentielle g de bidegre (n—p,n —

q), C* asupport compact dans D, que/ f(2)Ng(z) = (—1)p+q[/ F(OA
zeD (#2,£)eDx8D
Q (2, ) N g(2)

_/( ,¢) € DxDIf(C) A Q2 (2,€) A g(2)]

T / FO A (2.0) NT.g(z) - / F(O) AP(z.0) A g(2).
(2,)eDxD (2,)eDxD

ANNALES SCIENTIFIQUES DB L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Par des considérations de bidegre on peut remplacer {2 et Qg_l par €2, PP

par 0€) ainsi que Of et dg par df et dg. On doit donc demontrer I'égalité
@) [ 5

zeD

— (—1rH| / (O A=) Aglz) — / 0eF(Q) A=z C) A g()
(2,)eDxOD (2,)eDxD

n / (O A=) A dag(z) — / Q) AB-QUZ,C) A g(2).
(2,¢)eDxD (2,()eDxD

Grice aux propriétés de s, on peut trouver un voisinage Uy C M x M de la
diagonale A = {(z,2)|z € M} tel que pour tout z fixe dans M, s(z, () soit
biholomorphe pour tout ¢ € M tel que (z,() € Ua. On considere les ouverts

U, = {(2,¢) € Ua x Upl|s]g < €}, € > 0.

Comme D CC M, pour € assez petit, U, N (D x D) est lisse.

~ Nous allons appliquer la formule de Stokes a la forme differentielle f(¢) A
Q(z,¢) AN g(z) sur 'ouvert D, = D x D\U..
Nous choisissons € pour que

10



0D, N (suppg x M) = (D x 90D U 9U,) N (suppg x M),

alors / (O A=) A glz) — / F(O) A=) A g(2)
(2,0)€Dx8D (2,0)€dU.

:/( o d.c(F(O) AQ(2,0) A g(2)).

Or d.¢(f(¢) AUz, ) A g(z)) = de f(C) AQ(2,0) A glz)

F(=1)PTF(CO) A da U2, ) A g(2) + (=1)PFI () AUz, C) Adag(2)
et pour des raisons de bidegre on peut remplacer de par EZ,CQ, on en

deduit donc que (2. 3) / FO) AUz A g(z) — / f(C) A

~ (2,)eDxOD (2,£)€dU,
Q(2,¢) N g(2)

:/( Qe dCf(QAQ(Z’OAg<2)+(_1>p+q/ FQO) N Q(z,0) A g(2)

(2,0)€De
(1 /( o SO0 A dgl2)

4¢ sE RIE — TOME20 — 1987 — N°4
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i est clair que Q ayant une singularite d’ordre 2n — 1 au voisinage de la
diagonale et 0, ) une singularite d’ordre 2 n — 2, ces deux formes differen-
tielles sont localement integrables sur D x D et par conséquent les integrales
du second membre de (2. 3) tendent vers les integrales correspondantes de
(2.2) quand € — 0. Il reste donc a montrer que

@l [ FOAROAgE) = (07 [ ) Agla)

=0 J(2,0)eau. z€D
Apres usage d'une partition de I'unite sur le support de g, on peut sup-

poser que le support de g est contenu dans un ouvert de carte U de M. Soit
V un ouvert tel gfu suppg C V CcC U.

Si € est assez petit, les conditions z € V et (z,() € U, impliquent ¢ € U.
Avec les notations du paragraphe 1, le noyau Q(gp", s*,s) admet pour (z,() €
V x U l'expression en coordon- nees locales

11



(n—1"1 _, eo,’Z,C(ﬁ) A w,(u)—
(2im)" |ulg”

Q(z,¢) =

En particulier sur 9U. N (V x (UND))

n—1! 0)L (@) A00:(u)— ~on

Q(ng) =

Or la mesure de 'ensemble U, N (V x U) est un 0 (**71), il en resulte que
(2.4) se deduira de
(2. 5) lim FOAKE O Ag) = (<170 [ £ ngle)
zeV

€0 J(2.0)€dUN(VxU)
ou

o0y = (1= DL 0L A 0) o)~
(2im)™ en
Or ce resultat est demontre dans ([3], p. 176-177) pour la section 5 et donc
pour § car ces deux sections ont les memes propriétés (cf. [3], §4. 3. 1).
Le theoreme est ainsi démontré.
COROLLAIRE 2. 3. — Le noyau Q(¢", 8, s) definit un courant sur M x M
qui vérifie

00(p",5,5) = [A] + P

ot [A] est le courant d'integration sur la diagonale A de M x M et P
la forme différentielle localement integrable qui coincide avec 02 sur M X

M\AM). En particulier si c(T(M x M)) = 0, alors a0 (¢, 8, s) = [A].

Ce resultat n’est autre que l'interpretation en terme de courants de la
formule (2. 1); il montre que le courant d’integration [A] n’est autre que le
residu au sens de Griffiths th Harris ([10], p. 369) de la forme différentielle
Q(pY, 3, s).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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3. Transformee de Bochner-Martinelli
On considere une hypersurface reelle V fermee, orientee de classe C** o > 0,

dans un ouvert U de la variete de Stein M, telle que U\V ait exactement deux
composantes connexes Ut et U~

12



On suppose que l'orientation sur V est celle obtenue lorsque ’on considere
que V est la frontiere de Ut.

Si f est une (p, q)-formc differentielle de classe C* sur V, a support com-
pact on appelle transformee de Bochner-Martinelli de f la forme differentielle
F definie sur U\V par

F('Z) = f(C) N QZ(QDV’ s, 3)(27 C)

cev

Dans [6] nous avons deja etudie les propriétés de F, lorsque f est une (0, q)-
forme differentielle, les resultats obtenus s’etendent au cas des (p, q)-formes
differentielles.

Les notations sont celles de [6], §3. On suppose que

V = {z € M/p(z) =0}, p € C***(M).

Si f € Cpy.(V) on notera f; sa projection sur Iespace quotient de C, ,(V)
par les formes differentielles normales complexes. Si F est une (p, ¢)-forme
differentielle continue sur UT ou U™ nous dirons qu’elle se prolonge continu-
ment & UT UV modulo dp s'il existe une (p, ¢)-forme differentielle F continue
sur U UV telle que F — F = dp A G sur U, G etant une forme differentielle
continue sur U* de bidegre (p,q — 1).

THEOREME 3. 1. — Soit f une (p, q)-forme différentielle, C* sur V, a
support compact. La transformee de Bochner-Martinelli de f

Flz)= [ (O NQ(¥", 5, 5)(2,()
cev
admet, modulo Op, des prolongements continus & UT UV er U~ UV notes
Ft etF~ etona

Pl —Fy = (=1)rrf,.

Demonstration. — 11 s’agit d’'un probleme local, on peut donc supposer que
U est un domaine de carte de M.

Choisissons des coordonnees et un repere trivialisant de T(M x M) sur
cet ouvert, on a alors d’aprés le paragraphe 1

~ (n - 1)' wlz C(’&) A ("')Z7C(u) _oni2
1 Q v — vn ) n—+2¢

si (z,¢) € Ux U\A(U), z et ¢ variant dans des compacts de M.
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Pour des raisons de degre

F(Z) = f(C) A Q(‘Pv’ s, S)

¢ev

et par conséquent grace a(3. 1) la forme F est somme d’un terme continu
au voisinage de V et de la forme

@, (@) Aw,(u)

=DV [ j O A ™, 0)

Fo(Z) == ; n
(2im)" Jeev Jul3

Le theoreme résulte donc du theoreme analogue montre pour Fy dans [6]
(Prop. 2. 3. 1).

Remarque. — Dans [6] nous avions etudie lorsque f est une (n,n—q—1)-
forme differentielle

G(¢) = /ev F(2) ANQ(e", 555)(2,¢) = /EV F(2) Q9" 555)(2,¢)

o Q= ) Qf
0=¢sn—1
IT n’est pas surprenant que F et G possedent les memes propriétés au
voisinage de V. En effet d’apres (3. 1) et le lemme 2. 3.5de [6], si Q" =
> W
q7

0<g¢sn—1
0" ("5, 8)(2,¢) = Q°(#",5,5)(¢, 2)

possede une singularite’ d’ordre 2 n — 2 en z = (.
4. Formule de Koppelman-Leray

Sur M x M x [0,1] on designe par T (M x M x [0, 1]) le fibre’ vectoriel image
reciproque de T*(M) par I'application (z,(, A) — z.

On notera 0% la metrique induite par la metrique 0 de T(M) sur ce fibré.

Soit A la connexion hermitienne sur T (M x M x [0,1]) relative a la
metrique o*, holomorphe en les variables (z, () et invariante par translation
dans la direction X.

Si C*(M x M x [0, 1], E) designe I'espace des formes differentielles C
de degre k sur M x M x [0, 1] a valeurs dans E- = T (M x M x [0, 1]), on a
la. décomposition suivante

14



CErMxMx[0,1,E)= @ €2, (MxMx|0,1,E)
p+q+r=k
ou Cpe (M x M x [0, 1],E") designe l'espace des formes differentielles de
bidegre (p, q) en (z,() et de degre r en X.
La connexion A se décompose en A’ + A” ou
A0 (MxMx[0,1,E) =2, (MxMx[0,1],E)

P,q,r p+1l,q,r
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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A" 02 (MxMx[0,1],E)

p,q,r

-/
= O (M x M x [0,1], E )@C e 1 (M M x [0, 1], E).
Etudions I’expression de A en coordonnees locales. Choisissons une trivial-

isation de T (M x M x [0,1]) et notons v* expression d'une section t* de
T (M x M x [0, 1]) alsso

At =H(0.(H 'v*))
011 H est la matrice de la métrique 0 dans la trivialisation correspondante
de T(M)
A"t = (527C + d,\)v*

Soit D un ouvert relativement compact, a bord C! par morceau de M et
(s*,x*) une section de Leray pour (D, s, ¢) (cf. §1).

Comme Henkin et Leiterer ([3], §4. 5), on pose pour tout A € [0,1],z € D
et ¢ € Vi tel que (s*(z,(),s(2,)) #0

(4.1) t*(z,,A) = (1= )) <S*(Zs*g()z7§()z o A Ij((zZ’CC))IS'

D’apres les proPriétés de ¢, s et s* 'application

(2. G A) = 0D (2 Ot (2,¢, )

definit une section C* de T (M x M x [0,1]) sur un voisinage de D x
dD x [0,1] dans D x M x [0,1]. On en deduit que pour tout entier v =
max(y, x*) la forme différentielle Q(¢", s*, 5, 5) = (—=1)"71/(27) " (t*, Ds) A

15



((A"t*,Ds))"! est continue sur un voisinage de D x D x [0, 1] dans D x

M x [0, 1].
LEMME 4. 1. — On a les egalites suivantes
ﬁ(gpv> S*a §75>’)\=0 = Q<90V7 3*7 5)

Q(p", 5%, 3,5)[xz1 = Q") 8, 5).
Demonstration. — D’apres 1'expression (4. 1) de t* il suffit de montrer que
pour toute fonction u de classe O, définie sur un ouvert de M x M contenant

le domaine de définition d’une section s* de T*(M x M) on a
u(s*,Ds) A ((A”s*, Ds))" 1

(us*, Ds) A ((A"(us™), Ds)) =
on appliquera cette formule successivement avec p = (s*,s)™! pour A = 0 et

p=(38)"1=|s]y?% s =3 pour A = 1.
La formule resulte elle-meme immediatement du fait que
—ud"p A (s*,Ds) A (s*,Ds) = 0.

(us*,Ds) A{(d"u A s*,Ds)

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 —N°4
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LEMME 4. 2. — Soit Wx[0, 1] le domaine de definition de_ﬁ(go s*, 8,
Dx M. Pour tout (2,(,\) € W x [0,1], on a (0,¢ + d\)Q¢",s",8,s) =

[(t C(T(M X M)) A s) A (<A”t*,Ds>)"_1

(-1

(2m)"

F(n— 1){#%, Ds) A (A", o(T(M x M)) A s) A (A", Ds))™2]

Si de plus «(T(M x M)) =0, on a (9. + dy\)Q(¢", s, 5,5) =0

Demonstration :
QOV”K(A”t*, DS>)”—|—<t*, D2S>/\(<Aﬁt*, Ds>)n—1

(0,.c4+dy)Qp", 5%, 3, 5) = @n)
—(n — 1)(t*,Ds)((A"*t*, Ds) — (A"t*, D%s))

A(A"t*, Ds))" 2]

16



or A =0,D% = c¢(T(M x M)) As.

Considerons une trivialisation de T (M x M x [0, 1]), soit v* expression
de t* dams cette trivialisation et u I'expression de s dans la trivialisation
correspondante de T(M x M) ¢""({A”t*, Ds))"

n n

= (—1)”(”_1)/271 ! (jA(52,<+dA)(¢VU;)) A Aduy + ((H*18H)/\ U)k

=1 k=1

On reprend alors la démonstration dulemme 4. 5.4 de [3]: ona Z evpuy =
k=1

" par définition de t* les fonctions ¢ et u; etant holomorphes eni(z, () et
independantes de A, on en deduit

> uk(Da + dr) (" vp) =0

k=1
n

d’ou k1 /\(5274 + dy)(¢'v;) = 0 car le membre de gauche est continu

d’aprés les propriétés des sections de Leray et 1’ensemble {(z,{,\) € W X
[0,1]]s(2,C) # 0} est dense dans W x [0, 1]. On a donc : " ((A”"t*,Ds))" =0
et le lemme est demontre.

Nous allons maintenant pouvoir generaliser au cas des (p, ¢)-formes différentielles
la formule de Koppelman-Leray donnée par Henkin et Leiterer ([3], theoreme
4. 5.3).

THEOREME 4. 3. — Soient D un domaine relativement compact a bord
C' par morceaux de la variete de Stein M, (s*, x*) une section de Leray pour
(D, s,¢) et v un entier plus grand que max(2x, x*). On suppose de plus que
toutes les derivees de (¢Vs*/(s*,5))(z,() qui sont d’ordre < 2 en z et d ordre
< 1 en ¢ sont continues pour tout (z,() dans un voisinage W de D x 9D dans
Dx M. Alors pour toute (p,q)-forme différentielle f continue
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sur D telle que Of soit aussi continue sur D,0 < p,q <n, ona

(1) f(:) = ﬂ@A%@ﬂf»xao—/Dé&oA%wma@@o

¢eoDb ce

—/’ LTS (O AT, 5,8, 5)(2,C, )
(¢,\)€dDxI0

17



+5z( f(C) A Q§—1<90V7 §7 S) (27 C)

¢eb

+/‘ JLFQO AT (¢, 5%, 8)(2,C,N)
(¢, \)€D X0

e [ O AP ) — / (O AQE(= G N, 2 €D,

¢eD (¢,\)€dDx[0,1]

o Q{]’(go",s*,s),QZ(g@ﬂ&s),ﬁ?(gp",sj‘,§,s),P1q’ et AQP designent respective- ~
ment les parties de type (p, q) en z de (", 5%, s), Q(¢", s,5), Q(p",s*,s,5), 0,Qp", 8, s),
(020 + dy)QpY, 5%, 3, 5).

Remarque 1. — Sip = 0,P? = QP = 0 car ¢(T(M x M)) est de bidegre
(1,1) en z, on retrouve donc la formule (4. 5. 32) de [3].

Remarque 2. — Si la metrique 0 est telle que ¢(T(M x M)) = 0 alors
PI'=q = 0 et on obtient la generalisation aux varietes de Stein de la formule
de Koppelman-Leray pour les (p, ¢)-formes differentielles de C".

En suivant la methode utilisee par Henkin et Leiterer dans la dimonstra-
tion du theoreme 4. 5.3 de [3], il suffit, pour prouver le theoreme 4. 3,
d’appliquer la formule de Stokes a la forme differentielle f(¢) AQ(e", s*, 3, s).

COROLLAIRE 4.4. — Sous les hypotheses du theoreme 4. 3, si de plus
s*(z,¢) depend holomorphiquement de z € D,q > 1 et ¢(T(M x M)) = 0,
alors

f) = (=DPaz( [ F(OAU_(#Y,5,5)(2,C)

¢eb

4 / FOAT (57,8, 8)(5 )~ [ Bf(OAR(",5,5)(2.0)
(¢,2)€dDx[0,1]

¢eD
n / Def () AT (2", 5%, 8,8) (2, CN))].
(¢,\)€0Dx[0,1]

En particulier pour toute (p, q)-forme différentielle continue sur D telle que

Bf = 0 sur D g(z) = (—1)9( / Q) A (0, 3,8)(2.0)

¢eD
4 / FO AT (55, 8)(2,C,N)
(¢,2\)€dDx[0,1]
4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 —N©4
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est une solution continue de I equation dg = f dans D.

Demonstration. — Cela se deduit immediatement du theoreme 4. 3 car
si s*(z, () est holomorphe en z, Qb(¢p",s*,s) = 0 dis que ¢ = 1 et comme
¢(T(M x M)) = 0P? = Qb = 0 d’apres les lemmes 2. 1 et 4.2.

Nous allons maintenant prouver une autre formule de Leray-Koppelman,
analogue a celle du theoreme 1 de [1]. Une telle formule pourrait permettre
d’aborder des probleras de division dans les ouverts des varietes de Stein
comme l'a fait Berndtsson [9] pour lrr ouverts de C™.

Dans toute la suite du paragraphe, on considerera un domaine D rela-
tivement compact a bord C' par morceaux de la variété de Stein M, (s*, x*)
une section de Leray pour (D, s, ) verifiant :

es* est une section de classe C? de T*(M x M) definie sur Dx D.

e Pour tout compact L de D, il existe des constantes positives ¢; (L), c2(L)
et n(L) telles que si d(z, () designe la distance entre z,( on ait

|s7(2,¢)

o= = ci(L)d(z,()

[(5(2. Q). 5(2, O Z ea(L)(d(z,€))”

si d(z,¢) < n(L) pour ( €Det z € L.

Remarquons que de telles sections existent: par exemple .

On désignera par K une forme differentielle de classe C* sur D x D\A(D)
de degre 2 n — 1 telle que :

1. dK = R sur D x D\A(D), ou R est une forme differentielle localement
intégrable sur Dx D.

2. Pour tout compact L de D il existe une constante c3(L) telle que

K — Q(p", 5%, 5)| < es(L)(d(z,¢)) 2 si¢eDet 2z €L

3. K est de bidegre (n,n —1).

THEOREME 4. 5. — Sous les hypotheses ci-dessus, si f est une (p,q)-
forme différentielle continue surD telle que Of soit aussi continue surD,0 <
p,q < n, on a pour tout z € D

(=1)PHf(2) = FONKL(2.0) = [ 9cf(C) NKG(,€)

¢eaD ¢eD

+0:[[ FOAKL (2, Q]+ (=) [ f(Q) ARY(2,C).

¢eb ¢eD
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KP, RP designant les composantes de bidegre (p,q) en z et (n —p,n —q—1)
en ¢ de K et R, avec la convention K, _; = 0.

Demonstration. — La démonstration est analogue a celle de la formule de
Koppelman (theoreme 2.2) (voir aussi [1] démonstration du theoreme 1).

Grace aux propriétés 1 et 3 du noyau K en appliquant la methode utilisee
au début de la démonstration du theoreme 2.2 on se ramene a demontrer la
formule 2.4 ou
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Q(pY, 8, s) est remplace par K, soit en gardant les memes notations

lim F(O) AK(2, ) A glz) = (~1)Ps / f(2) A gl

€0 J(2,0)edu.N(VxU)

De plus d’apres la propriété 2 de K, il suffit de demontrer ce resultat pour
Q(eY, s*,s). Puisque nous 'avons deja demontre lorsque s* = § il suffit de

prouver que si [, = /( ; au, N(VxU) f(C) A Q(pY, 5%, 5)(z,() A g(z)

- /( ¢) €U, N (VxU)F(C) A (g, 8, 8)(Z,€) A g(2)
on a Jim I, = 0.

e—0

Dans V x U x [0, 1] on considere la variété a bord

X ={(2,{) € Vx Uld(z,¢) = €} x [0, 1]

on a

X, ={d(z,() = e} x {1} U{d(z, () = €} x {0}.

On va appliquer la formule de Stokes a la forme differentielle

FONQp", 5%, 8,5) Ag(z)

et a la variété a bord X, :



Grace au lemme 4. 1 on a par définition de 90X,

IE:_ f(C)/\Q(QOV,S*,§,S)(Z,C)/\g(Z).
OXe

Par des considérations de degre on voit que d, ¢ A(f(¢) AQ(¢", 5%, 3, 5)(2,() A

9(2))

= (0=¢ +dN)(f(C) N QY. 5%, 8,5)(2,0) A g(2))

= cf(Q) N Q" 5%,8,8) Ag(2) + (1P Q) AQ(@Y, 5%, 8, 8) A Dg(2)
+(=1)PTaf(¢) A (5“ +d))QpY, 5%, 8,8) A g(2).

Evaluons Q(p", s*,3,5) et (0.¢ + dy)Q(p", 5%, 8, 5) sur X,.

Puisque nous sommes sur V x U nous pouvons exprimer Q(¢", s*, §, s) en
coordonnees locales; si u, v, 4, u* sont les expressions de s,t*, 5, s* dans les
coordonnees choisies
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on a
(n—1)! " . — n
Q(p", 5%, 8,8) = Gy " () (=17 N\ (@ectdr) o)A | Aduy + (HT'OH) Aw),
j=1 k] (=1

En fait seule intervient la composante a de Q(p", s*, 3,5) de degre 1 en
dA.

Puisque
Uy ﬂk
=(1—-A)+——+A
W= 0N T G
car t* est definie par (4. 1)
’Zlk 7; —= uz —= ﬂk
0. d =d\ — 1= X)0.¢(« A0, ¢ (—
( ¢t )\)vk (<u’u> <u’u>>*+( ) C( <u7u>)+ ,C<<u’u>)
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« verifie alors d’apres les estimations (4.2) et la définition de §

~

Uy, uy,
(Gyu)y  (u*,u)

pour ¢ € Uet z € V compact de D.

De meme en utilisant expression de (9, ¢ +dy)Q(¢", s*, 8, s) donnee dans
le lemme 4.2 ainsi que la définition de § et les estimations (4.2) verifiees par
s*, on voit que la composante 8 de (9, ¢ + dy)Q(p",s*,3,5) de degre 1 en
d\ vérifie |8| = 0(d(z,¢)™2""3) sur V x U au voisinage de la diagonale. Par
conséquent

|af < Clv]] (d(z,¢))~ 2"+ < C'(d(z,¢)) 22

d A (F(C) AN QY 57, 8,5)(2,C) A g(2))

est un O(d(z,¢)"*"*?) et comme la mesure de X, est un O(¢*"" '), on
obtient

Jim I, = 0.

e—0

On peut egalement deduire du theoreme 4. 5le corollaire suivant relatif a la
résolution du 0.

COROLLAIRE 4.6. — Sous les hypotheses du theoreme 4. 5, si de plus
s*(z,() depend holomorphiquement de z € D et si dK = 0, pour toute (p, q)-
forme différentielle f continue sur D telle que Of =0 surD,0 < p<n,1 <
q=n,

o) = (1 HQ K (2,0)
¢eD

est une solution continue de 0g = f dans D.

Remarque 3. — Pour obtenir un noyau K verifiant dK = 0, il suffit de
prendre K = Q(gpv, s*,s) dans un cas ou la metrique 9 peut-etre choisie telle
que ¢(T(M x M)) = 0.
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Remarque 4. — Henkin et Leiterer ont construit dans [3] une section s*
verifiant les hypotheses du corollaire 4. 4 lorsque le domaine D est suppose’
strictement pseudoconvexe de classe C?.
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On peut en deduire par des methodes analogues a celles de Kerzman
[4] dans C™ une section s* verifiant les hypothéses du corollaire 4. 6et une
solution du a verifiant les estimees LP.

Remarque 5. — Lorsque f est une p-forme differentielle holomorphe le
theoreme 4. 5 nous donne si dK = 0 la repre’sentation de Cauchy-Leray
suivante de f

16 = (217 [ O AKEE0),
D
5. Noyaux pour les formes differentielles
a valeurs dans un fibre vectoriel holomorphe

On considere un fibre vectoriel holomorphe F sur M, et si II; et Il; designent
les projections de M x M sur M, (z,¢) — z et (2,() — ¢, on notera G =
Hom(ILF, II{F); c’est un fibre’ vectoriel holomorphe sur M x M dont les
fibres sont donnees par G ¢y = Hom(F¢, F,).

Nous allons construire un noyau A, c’est-a-dire une forme differentielle
C! sur M x M\A(M) a valeurs dans le fibre’ vectoriel G, qui nous permettra
d’obtenir une formule de Koppelman pour les formes differentielles a valeurs
dans le fibre F.

LEMME 5. 1. Il existe une section holomorphe ¢ de G vérifiant

(i) ¥(z,2) = Idp, pour tout z € M.

Demonstration. — Appliquons le theoreme B de Cartan au faisceau G® Ja
dans la srnte exacte

0->G®Jy—G— Gla—0,

ou Ja designe l'idéal de la diagonale. II en resulte que le morphisme de
restriction

H°(M x M, G) — H%(A, G|a) ~ H*(M, Hom(F, F))

est surjectif, d’ou le lemme. .
PROPOSITION 5.2. — La forme differentielle A (z,¢) = 1(z, )Q(e", 8, 5)(z, ()
est de classe C' sur M x M\A(M) et a valeur dans G, elle vérifie

OA = [A]. Idp + P.1
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ot [A] est le courant dintégration sur la diagonale A de M x M et P
une forme différentielle localement integrable sur M x M proportionnelle a
o(T(M x M)). En particulier si ¢(T(M x M)) =0 on adA = [A] . Id.

Demonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme 5. let le corollaire 2. 3
pour obtenir la proposition.

Le courant d’integration sur la diagonale [A], apparait donc 1C1 egale-
ment comme le residu de la forme differentielle A.

On en deduit alors immediatement la formule de Koppelman suivante
pour les formes differentielles a valeurs dans le fibre’ vectoriel F.

COROLLAIRE 5.3. — Soient D un domaine relativement compact a bord
C' par morceaux de la variete de Stein M et v = 2x. Si f est une (p,q) — fo
rme différentielle continue sur D, & valeurs dans F telle que Of soit aussi
continue sur D,0 < p,q < n, on a pour z € D

) =1 /C PRCOIVGE / A=) A DS ()

¢eb

3. [ MO RO + (—1pren / Pz, C)i(z.¢) A F(O))

¢eb ¢eD

Remarque. — Le noyau que nous venons de construire pour les formes dif-
ferentielles a valeurs dans un fibre vectoriel permet de ramener le cas des
(p, q)-formes differentielles a celui des (0, g)-formes differentielles; en effet

O (M, F) =~ C55 (M, APT*M @ F).

Ceci permet de faire disparaitre le terme en courbure PP dans toutes les
formules de Koppelman.
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