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Chapitre 1
Notions fondamentales et

compléments sur les espaces vectoriels

Le but de I'algébre linéaire est de décrire tous les phénomeénes de nature
vectorielle et les propriétés de linéarité qui leurs sont liées. Il est important de
savoir effectuer des calculs en coordonnées, mais il est encore plus important de
visualiser géométriquement les objets mis en jeu et de savoir faire le lien entre les
propriétés géométriques et leur traduction algébrique.

1. Notions d’espace et de sous-espace vectoriel

1.1. Espace vectoriel

On se place ici sur un corps commutatif (K, +, x), qui sera en général 1'un
des corps K = Q (nombres rationnels), K = R (nombres réels), ou K = C
(nombres complexes). Un rappelle qu'un corps commutatif K est une structure
pour laquelle :

o l'addition + est associative, commutative, dotée d’un élément neutre 0 = Ok,
tout élément A € K ayant un opposé —\ € K tel que A + (=) = 0.

o la multiplication x est associative, commutative, distributive par rapport a +,
dotée d’un élément neutre 1 = 1k, et telle que tout élément A € K~ {0}
posséde un inverse A’ = A7! tel que A x X = 1.

1.1.1. Définition. Un K-espace vectoriel est une structure (E,+, -) formée d’un
ensemble E et de deux lois +, -

(loi interne) E X E — E, (z,y)— z+vy,
(loi externe) Kx E— E, (\x)— -z,

vérifiant les propriétés suivantes:

o pour l'addition, (E, +) est un groupe commutatif :

A1 (associativité de +) pour tous x,y,z € E, v+ (y+ 2) = (x +y) + 2;

A2 (commutativité de +) pour tous v,y € E, x+y =y + x;

A3 (élément neutre) il existe un élément O tel que pour tout x € E on ait
Op4+z=2+4+0g =u2x;

A4 pour tout x € E, il existe un élément x’' € E tel que x + 2’ =2’ +x = 0g (cet
élément x' est alors unique, il est appelé opposé de x et noté —x);
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e propriétés de la loi externe :

El pour toutx € E, 1-z ==z,

E2 pour tous \,p €K, z€ E, Axp)-z=X(u-x);
E3 pour tousx,y€e E, A\e K, \-(z+y) =Xz + X y;
E4 pour tousx € E, A p e K, A+ p) - z=X-z+p-x.

Pour ne pas alourdir les notations, il est fréquent que ’on note simplement
0 au lieu de Og, que 1'on parle d’espace vectoriel E plutot que (E,+, -), et que
I’on omette le - dans la notation de la multiplication externe : on notera ainsi \x
plutdt que A -z, de méme que 'on note simplement Ay le produit A x p dans le
corps K. Au contraire, pour insister sur le fait qu’on manipule des vecteurs, en
particulier en Physique, il est fréquent d’utiliser des fleches et de noter un vecteur
7 au lieu de z.

=)

D

On a représenté ci-dessus une droite vectorielle D. Chaque “point” de la droite doit
. ) N . . — )
étre pensé comme un vecteur, c’est-a-dire que le point noir figurant « représente

en réalité la fleche qui joint ce “point” & 0. L’addition des vecteurs “géométriques”
du plan et de I'espace se fait au moyen de la régle du parallélogramme :

AT

2|

%
JIxs

1.1.2. Exemples d’espaces vectoriels.

(a) L’ensemble K™ des n-uplets (z1,...,x,) d’éléments de K muni des lois

(1, oy zn) + (Y1, Yn) = (X1 + Y1y oy Ty + Yn)
A (@1, my) = Az, .o, Axy)
est un K-espace vectoriel.

(b) L’ensemble K[X],, des polyndomes a coefficients dans K de degré < n,

P(X)=> a; X', a €K
1=0
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(ott X est une “indéterminée”, ¢’est-a-dire un symbole formel), avec les lois usuelles
(P,Q)— P+Q, (\P)— AP, X € K, est un K-espace vectoriel ; on notera que
K[X],, est (par définition) en bijection avec K"™! par I’application

K = K[X],,  (ag,a1,...,a,) = P(X) =) a;X".
1=0

[’ensemble de tous les polynémes de degré non précisé, défini comme
K[x] = |J K[X]n
neN
est lui aussi un espace vectoriel.

(c) Espace vectoriels fonctionnels : si A est un ensemble quelconque, I’ensemble
des applications noté K4 ou encore F(4,K) tel que

KA = F(A,K) = {applications f:A— K}
avec les lois (f,g) — f+get (A f)— Af telles que
Vie A, (f+9)@)=Ft)+9®), AN)E)=A[()

est un espace vectoriel. On notera que si A = {1,2,...,n}, on peut identifier K*
a K™, puisque se donner une application A — K est la méme chose que se donner
un n-uplet (z1,...,z,) € K"

1.1.3. Contre-exemple. L’ensemble F(R,R ) des fonctions f : R — Ry n’est
pas un R-espace vectoriel pour les lois usuelles, car la loi externe de multiplication
par un réel négatif n’y est pas définie ; 'addition est bien définie comme loi de
composition interne, mais seule la fonction f = 0 admet un symétrique —f pour
laddition.

On notera en revanche que F(R,R) est bien un R-espace vectoriel d’aprés ce qui
précede.

1.2. Sous-espaces vectoriels

1.2.1. Définition. Un sous-espace vectoriel S d’un K-espace vectoriel E est un
sous-ensemble S de E ayant les propriétés suivantes :

(i) S est non vide;
(ii) S est stable pour l’addition : Yx,y € S, on ax +y € S ;
(iii) S est stable pour la loi externe: VA € K, Vx € S, ona X-z € S.

En prenant A\ = 0 et un vecteur quelconque x € S, on voit que l'on a
nécessairement Op € S, et d’autre part on peut reformuler (ii) et (iii) en demandant
que S soit stable par combinaisons linéaires :

1.2.1’. Définition équivalente. Un sous-espace vectoriel S d’un K-espace
vectoriel E est un sous-ensemble S de E ayant les propriétés suivantes :

(i) O0p € S ;
(ii") S est stable par combinaisons linéaires : Y\, u € K, Va,y € S, on a \x+puy € S.
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Il résulte de ce qui précéde qu'une droite D : ax + by = ¢ de R? ne contenant

pas 'origine n’est pas un sous-espace vectoriel ; on voit d’ailleurs aussitot qu’'une
telle droite n’est pas stable pour ’addition des vecteurs :

W ED

ol

=l
+
=l
RS
S

v eD
D

(Attention : ce sont bien toujours les extrémités des vecteurs que 'on représente
dans une figure vectorielle, ici pour figurer la droite D, qui est une droite affine et
non une droite vectorielle).

1.2.2. Propriétés. Soit £ un K-espace vectoriel.

(a) L’intersection S1 NSy de deur sous-espaces vectoriels S So de E est un sous-
espace vectoriel de E, et plus généralement, toute intersection finie ou infinie
d’une famille de sous-espaces vectoriels (S;);cr de E, définie comme

S=()Si={z€E/Viel, x5}
el
est un sous-espace vectoriel de E.

En effet, on a bien O € S, et quels que soient A\, u € Ket z,y € S, on a pour tout
i € I que z,y € S;, donc Az + py € S;, et par conséquent Az + uy € S = (,; Si.

(b) En revanche, la réunion S; U Sy de deur sous-espaces vectoriels n’est pas, en
général, un sous-espace vectoriel, comme le montre le schéma ci-dessous.

S

71+72¢51USQ

S

1.2.3. Sommes de sous-espaces vectoriels. Si (.5;);cs est une famille de sous-
espaces vectoriels du K-espace vectoriel E, on définit leur somme comme étant
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Pensemble des vecteurs noté

ZSiz {Zwi/w, x; ESZ},

iel el

ceci, du moins, lorsque la famille I est finie. Si I'ensemble [ est infini, on convient
de ne prendre que les sommes ou les x; sont presque tous nuls, c’est-a-dire nuls
sauf un nombre fini (de sorte que la sommation se réduise toujours & une somme
finie, sinon cela n’aurait algébriquement pas de sens).

Il est clair que la somme Zie ;1 S; contient Op et qu’elle est stable par
combinaisons linéaires, puisque pour tous A\, u € K et z;,y; € S; presque tous
nuls on peut écrire

)\in + szi = Z()\xz + pny;)  avec Ax; + py; € S5,

el iel iel

de sorte que cette combinaison linéaire appartient bien & 3 ., S;. O

1.2.4. Influence du corps. On remarquera que si E est un C-espace vectoriel,
alors c’est aussi un R-espace vectoriel, puisqu’il suffit de ne considérer que les
produits Az avec A € R et x € E. On se méfiera cependant du fait que la
dimension sur R et sur C n’est pas la méme, par exemple C = C! est de dimension
1 comme C espace vectoriel, mais C ~ R? est de dimension 2 comme R-espace
vectoriel. Nous reviendrons 1a dessus plus loin.

2. Familles génératrices, libres, bases,
notion de rang

2.1. Sous-espace engendré par une partie ou une famille de
vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle famille de vecteurs toute collection
indexée (v;);c; d’éléments de E (et, trés souvent, I sera un ensemble fini comme
par exemple I = {1,2,...,n}). On appelle combinaison linéaire des vecteurs de la
famille (v;);er toute somme finie

Z )\Z'Ui, )\1 € K,

c’est-a-dire qu’on s’astreint toujours a prendre les coefficients (\;);e; presque tous
nuls. De la méme maniére, si P est une partie de E, on appelle combinaison
linéaire de vecteurs de P toute somme finie

Z)\ixi, )\Z'EK,CCZ'EP.

Si P = (), on convient par définition qu'une somme vide donne le vecteur nul Oz.
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2.1.1. Théoréme et définition. Si P est une partie de E quelconque, [’ensemble
noté

vect(P) = {Z)\sz (finies) / Vi, \; €K, z; € P}

est un sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace vectoriel engendré par la
partie P ; si on veut insister sur le fait que les coefficients sont pris dans le corps K,
on note aussi vectg (P) cet ensemble. De méme, on note

vect(v;)ier = {Z Aiv; (finies) / Vi, A; € K}

le sous-espace vectoriel engendré par la partie {v;}icr.

Il est en effet clair que O € vect(P) et que vect(P) est stable par combinaisons
linéaires, donc c’est bien un sous-espace vectoriel.

2.1.2. Propriété. L’ensemble vect(P) est le plus petit sous-espace vectoriel S C E
contenant la partie P.

En effet, vect(P) contient bien P (car x = 1 -z € vect(P) pour tout z € P),
et d’autre part, si un sous-espace vectoriel S contient P, il doit nécessairement
contenir toute combinaison linéaire de vecteurs de P, de sorte que S D vect(P).

2.1.3. Remarque. Il est facile de voir que pour une famille de sous-espaces
(Si)icr de E, on a par définition

ZSi :vect(USi>.

1€l el

2.2. Familles génératrices

2.2.1. Définition. Soit E un K-espace vectoriel. Une famille (v;);cr de vecteurs
de E est dite génératrice si vect(v;);er = E, autrement dit, si tout vecteur v € E
peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie

T = Z Av; avee \; € K.

On dit aussi alors que E est engendré par (v;)icy.

2.2.2. Exemples.

(a) La famille vide () engendre ’espace vectoriel nul {0}.

(b) Les n vecteurs (1,0,...,0), ..., (0,...,0,1) engendrent K".
(c¢) K[X] est engendré par la famille infinie (X™),en.
(

d) Par définition, une famille quelconque (v;);cr est toujours une famille généra-
trice du sous-espace E’ = vect(v;)icr-



Chap. 1 : notions fondamentales sur les espaces vectoriels 9

2.3. Familles liées, familles libres

Soit F un K-espace vectoriel.

2.3.1. Définition. On dit qu’une famille (v;);c; de vecteurs de E est liée, ou
encore K-linéairement dépendante, s’il existe une famille de scalaires (\;);c; non
tous nuls (mais tout de méme presque tous nuls si I est infini) tels que

il
En écriture formalisée, cette propriété s’écrit (v;);ecs liée si et seulement si

I(\i)ier € K! presque tous nuls, Z)\ivi =0 et diel, \;,#0.
iel

La notion de famille libre correspond juste a la négation de cette propriété*.

2.3.2. Définition. On dit qu’une famille (v;);c; de vecteurs de E est libre, ou
encore K-linéairement indépendante, si on a ['implication

Y(\i)ier € K! presque tous nuls, Z Aivi=0=Viel, \;,=0.
el

2.3.3. Exemples.

(a) Une famille contenant Og est toujours liée (puisque 1-0r = Og), autrement
dit, une famille libre est nécessairement composée de vecteurs non nuls.

(b) Une famille contenant deux vecteurs identiques n’est jamais libre, puisqu’on
peut écrire 1- v+ (—1)-v = 0.
(c¢) La famille de fonctions (f1, f2, f3) de R dans R telle que

filz) =1, folx) =cos(2z), falx) = cos?(x)
n’est pas libre (pourquoi ?7)

La proposition suivante donne une caractérisation nécessaire et suffisante pour
qu’une famille (v;);c; soit liée.

* La négation d’une proposition (Vz, P(z)) est (3z, non P(z)), et de méme, la négation de
(3z, P(x)) est (Vz, non P(z)). Plus généralement, la négation d’une proposition “imbriquée”

Ve, Jy, Vz, Jw, P(z,y,z,w)
(ou Jy, peut-étre interprété comme “il existe y tel que”), est obtenue en écrivant
3z, Yy, 3z, Yw, non P(z,y,z,w).

D’autre part, (non (P et Q)) équivaut & (non P ou non Q), et P = Q équivaut & (non P ou Q).
On prend ici P : Zie[ Aivi =0et @Q:3i €I, \; # 0 et on observe que non(P et Q) est la méme
chose que P = non Q.
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2.3.4. Caractérisation de la dépendance linéaire. Une famille (v;);cr est
liée si et seulement s’il existe un indice ig tel que v;, soit combinaison linéaire des
autres vecteurs : il existe des coefficients p; € K (presque tous nuls) tels que

Uiy = E ;U5

i#io

Démonstration. Sivi, = ), ; 1;v;, on obtient la combinaison linéaire 3 \;v; = 0

avec \; = p; pour i # ig et \; = —1, de sorte que les \; sont non tous nuls.
Réciproquement, si Y \;v; = 0 avec \; <o, on peut transposer le terme \; v;, et
diviser par \;,, ce qui donne v;, = Z#io WiV avec [y = — i/ Nig- O

2.3.5. Exemple. Dans le R-espace vectoriel £ = R*, la famille
v =(1,1,0,0), wvy=1(1,1,2,—-2), wv3=1(0,0,—1,1)
est liée, car on voit que vy = v1 — 2v3. Il en résulte que
vect (v, ve,v3) = vect(vy, v3),

puisque v est “inutile” dans les combinaisons linéaires A\jv; + Aavo + A3vs.

2.4. Bases et dimension

Dans toute la suite, F désigne un K-espace vectoriel.

2.4.1. Définition. On dit qu’une famille de vecteurs (e;);cr est une base de E si
celle-ci est a la fois libre et génératrice. On appelle dimension de E, noté dim E
(ou dimg F si on veut éviter toute ambiguité sur le corps K) le nombre d’éléments

des bases :
dim F = card I

(on montrera en effet plus loin que toutes les bases ont le méme nombre d’éléments,
du moins lorsque celui-ci est fini).

2.4.2. Caractérisation. Dire que (e;);c; est une base revient 4 dire que tout
vecteur x de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire xr =
Y icr Tiei d’éléments de la famille, z; € K (la somme n’ayant qu’un nombre fini
de termes z; # 0).

Démonstration. L’existence des coefficients x; résulte du fait que (e;);cr est
génératrice, et 'unicité résulte par différence du fait que (e;);cr est libre. On
dit que les x; € K sont les coordonnées du vecteur = dans la base (e;);c7- O

2.4.3. Exemples.

(a) La famille vide ) est une base de I’espace vectoriel nul {0}, on a dim{0} = 0.
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(b) La famille de vecteurs (1,0,...,0), ..., (0,...,0,1) forme une base de K",
appelée base canonique, et on a dim K" = n.

(c¢) La famille (1, X, ..., X™) forme une base de I’espace vectoriel K[X],, des poly-
nomes a coefficients dans K de degré au plus n. On a donc dimg K[X],, = n+1.

(d) Plus généralement, si P; € K[X] est un polynome de degré exactement j
(c’est-a-dire de coefficient de X7 non nul), alors (P, Py, ..., P,) est une base
de K[X],. On démontre en effet facilement par récurrence sur n qu’il s’agit
d’une famille libre, respectivement d’une famille génératrice.

(e) Si (v;)ier est une famille libre de E, alors c’est une base du sous-espace
S = vect(v;)ier, et on a donc dim S = card .

En vue de démontrer les théorémes fondamentaux sur 'existence de bases, il
est commode de démontrer d’abord les deux lemmes suivants (en mathématiques,
un “lemme” est une proposition préparatoire, établie de maniére préliminaire pour
démontrer ensuite un énoncé plus important).

2.4.4. Lemme. Soit ({1,...,0s) une famille libre de E. Alors, pour tout xz € F,
la famille (¢4, ...,0s,x) est liée si et seulement si x € vect(ly,...,0s).

Démonstration. Si x € vect(lq,...,Ls), on sait que la famille (¢1,..., s, ). Mais
réciproquement, si (¢1,..., 0, x) est liée, avec disons ZKKS Aili + As1z =0 et
les \; non tous nuls, on a Agy1 # 0 sinon (¢1,...,¢,) serait lite. Par conséquent
T = Z1<i<s wili avec p; = —\;/As+1, et donc = € vect(fq,..., ;). O

2.4.5. Lemme. Supposons que ({1,...,0s) soit une famille libre de E et
(g1, --.,9p) une famille génératrice de E. Alors nécessairement s < p.

Démonstration. C’est le lemme le plus délicat — on le démontre par récurrence
sur p.

e Cas p = 0: la famille génératrice est vide, c’est-a-dire que E = {0}. Dans ce cas,
puisque’une partie libre ne peut contenir de vecteur nul, on doit aussi avoir s = 0.

e Cas p = 1: il nous faut alors démontrer que s < 1.

Supposons au contraire s > 2. Comme (g7 ) est génératrice, il existe des coefficients
A1, A2 € K tels que

0 =Xg1, f2 =X,
et comme ¢; # 0, on a nécessairement \; # 0. Mais il vient alors Aol1 — A\l =0
et (¢1, /) serait liée, ce qui est contradictoire. Par conséquent on a bien s < 1.

« Supposons le résultat déja démontré pour p — 1 (avec p > 1), et démontrons-le
pour p.
Comme (g1, ..., gp) est génératrice, il existe des coefficients \;; € K tels que

6 =A1g1 + -+ Apgp

bi=Xi1gr+ -+ Xipgp, 1<i<s

65 = )\5191 + -+ )\spgp
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Comme ¢, < 0, I'un des coefficients A,; est non nul, et comme on peut toujours
permuter les g; dans ce raisonnement, il n’est pas restrictif de supposer Ay, # 0.
L’idée est d’éliminer g, par combinaisons linéaires en calculant

A
L =10 — A—ZES =g+ + >\/1p—19p—1=

K;:&—)\ipgs:)‘;191+"'+)‘;p—1gp_1’ 1< <s—1.

Xop
On considére 'espace vectoriel E/ = vect(g1,...,gp—1), qui contient ¢},..., ¢,
d’aprés ce qui précéde. or (¢],..., ¢, ;) est encore une famille libre, car s’il existait

une combinaison linéaire p1 0} + - - -+ ps—10,_; = 0 a coefficients 11; € K non tous
nuls, on aurait

0=pnly+ -+ ps—1ly_; = ply + -+ po—1ls—1 + ol

pour un certain coefficient o € K (inutile & expliciter), ce qui est contradic-
toire. L’hypothése de récurrence appliquée a l'espace vectoriel E/ entraine alors
s—1<p—1, et donc on a bien s < p. O

2.4.6. Théoréme de la dimension. I/ y a équivalence entre les propriétés (a)
et (b) suivantes :

(a) Le nombre s d’éléments des parties libres ({1, ...,ls) de E est borné ;
(b) E posséde une famille génératrice finie (g1, ..., gp).

Si (a) ou (b) est vérifié, alors E posséde des bases ayant toutes un méme nombre
d’éléments n = dim E. De plus

(c) Le nombre s d’éléments des familles libres ({1,...,0s) de E wvérifie s < n
et il y a égalité si et seulement si (¢1,...,0s) est une base.

(d) Le nombre p d’éléments des familles génératrices (g1, ..., gp) de E vérifiep > n
et il y a égalité si et seulement si (g1,...,gp) est une base.

Lorsque les propriétés (a) et/ou (b) ne sont pas vérifiees, on dit que E est de
dimension infinie, et on écrit parfois dim £ = +o0.

Démonstration. Le lemme 2.4.5 montre que s < p, donc (b) implique (a).
Réciproquement si s est borné, soit n le maximum et (¢1,...,¥¢,) une famille libre
maximale. Alors, pour tout x € E, la famille (¢1,...,¢,,z) est liée, et le lemme
2.4.4 montre que z € vect({y,...,¥l,). Par conséquent (¢1,...,¢,) est une famille
génératrice (et donc une base), et on voit que (a) implique (b).

On a vu en passant que si une partie libre (¢1,...,¢s) atteint le nombre
maximum n d’éléments, alors c’est une base, d’ou la propriété (c¢). De méme
si une partie génératrice (g1, ..., gp) posséde le nombre minimal p = n d’éléments,
elle est nécessairement libre, sinon 1'un des g; serait combinaison linéaire des

autres et on pourrait diminuer p. La propriété (d) est démontrée, et avec elle,
le théoréme 2.4.6. O

2.4.7. Théoréme de la base incompléte. On suppose que ({1,...,0s) est une
famille libre de E et (g1,...,gp) une famille génératrice de E. Alors il existe une
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base de E de la forme
(glw-'agsagil?"'?giq)

obtenue en complétant la famille libre par certains éléments bien choisis de la
famille génératrice.

Démonstration. Posons Ey = vect({y,...,0s) C E. Si tous les éléments g; sont
combinaisons linéaires des /;, i.e. g; € Ey, alors E = vect(g1,...,9,) C Ep, donc
Ey = E et ({y1,...,0s) est une base de E. On prend ¢ = 0 (aucun vecteur g; a
ajouter).

Sinon, il existe un vecteur g;;, ¢ Fy. On pose alors Ey = vect({q,..., %5, gi,)
qui contient strictement Ey. Si Ey = E, (¢1,...,0s,¢g;,) est une base de E et on
a terminé avec ¢ = 1. Si Fy # F, il existe un vecteur g;, ¢ E1, nécessairement,
distinct de g;,, et on pose Fy = vect({q,...,4s, i, gi,). On continue ainsi en
prenant g; ¢ E,_1, jusqu’a ce que

Eq = vect(ﬁl, R 7€37gi17 R 7giq) D Eq_1

contienne tous les vecteurs g; (le processus a une fin puisque les g;, sont néces-
sairement 2 & 2 distincts et qu’il n’y a qu’un nombre fini de vecteurs g; a ajouter).
Dans ce cas E = vect(g1,...,9p) C E4 et donc E, = E. Nous prétendons alors
que (f1,...,4s,Gi---,9i,) est une base de E. Sinon, on aurait une combinaison
linéaire a coefficients non tous nuls

Ml + -+ Asls + p1gi, +- -+ prgi, =0, pour un certain r < q.

Puisque (¢1,...,¢5) est libre, les coefficients p; sont non tous nuls. On s’arréte
a l'indice » maximum tel que p, # 0. Dans ce cas g;. est combinaison linéaire
de 1,...,0s,Giys---,Gi,_,, 1.e. g;, € E,_1, ce qui contredit notre construction et
termine la preuve de 2.4.7. O
2.4.8. Corollaire. Si E posséde une partie génératrice finie (g1,...,¢gp), on peut
en extraire une base (gi,,...,g:,) de E.

(Cas particulier de 2.4.7 ou la famille libre (¢1,...,¢s) est vide, i.e. s =0). O

2.4.9. Corollaire. Si E est dimension finie, on peut compléter toute partie libre

(l1,...,0s) en une base (¢1,...,4,) de E.
(Appliquer 2.4.7 avec une famille génératrice quelconque). O

2.4.10. Remarque. Si E n’est pas de dimension finie, on peut encore démontrer
lexistence de bases infinies (e;);cy ; il suffit pour cela de prendre une famille libre
maximale, ce qui veut dire qu’on ne peut plus rajouter de nouveaux vecteurs a
(ei)icr sans que la famille devienne liée (Iexistence d’une telle famille maximale
est une conséquence de “I’axiome du choix” en théorie des ensembles, et n’a rien a
voir avec I'algébre linéaire).
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On suppose maintenant que F est de dimension finie n. Soit B = (eq,...,€,)
une base de E. Alors, pour tout x € E, on peut écrire de maniére unique

Tr=2x1€1+ ...+ Tphen, z; € K.

La matrice colonne
Ty

X =
T
s’appelle la matrice des coordonnées de x dans la base B.

Il convient de distinguer soigneusement le vecteur x de la matrice X qui le
représente (et qui d’ailleurs dépend de la base B choisie). On peut imaginer ainsi
un plan vectoriel P constitué d’objets géométriques (des vecteurs), les coordonnées
associées au choix d’une base étant obtenues en venant glisser une feuille de papier
millimétré transparent sur le plan P (le fait d’avoir un plan vectoriel impose

y oo . , = .
que 'origine soit placée exactement au dessus du vecteur (/). Bien entendu, les
coordonnées obtenues dépendent de la position de la feuille de papier millimétreé.

2.4.11. Attention. Une base est une famille ordonnée ! Si on change ’ordre des
vecteurs, on obtient une nouvelle base, et les coordonnées x; sont permutées.

2.4.12. Espaces vectoriels sur R et sur C. Soit £ un espace vectoriel sur C
de dimension finie n = dim¢ E et (ey,...,e,) une base de E sur C. Tout vecteur
z € F peut alors s’écrire de maniére unique

z=z1€1+ ...+ zpen, z; €C,
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et chaque complexe z; peut s’écrire de maniére unique z; = x; + iy;, r;,y; € R,
ce qui donne
z=(xr1+iy1)er + ...+ (xn + iyn)en

=z1e1 +yi(ier) + ...+ znen + ynlien),

et cette écriture en termes de coefficients réels x;, y; est unique. Ceci montre que

(e1,ie1,€9,i€a,. .., €y, 1e,) est une base de E comme R-espace vectoriel, et on en
déduit
(2.4.13) dimg E = 2n = 2dim¢ E.
On peut réinterpréter ce résultat en observant qu’on a une composée de bijections
E— C" — R
z — (21,0 2n) — (Z1, Y1, -+ -, Ty Un)-

2.5. Rang d’une famille de vecteurs.

Soit E un K-espace vectoriel.

2.5.1. Définition. Le rang d’une famille de vecteurs (v;);c; est par définition la
dimension du sous-espace vectoriel engendré (sur le corps K considéré) :

rangy (v;)ier = dimg vecti (vj)icr

(et on omet trés souvent les indices K s’il n’y a pas ambiguité).

Le corollaire 2.4.8 implique la propriété suivante.

2.5.2. Propriété. Si (vy,...,vp,) est de rang r, on peut extraire une sous-famille
(Viys ..., i,) qui est une base du sous-espace S = vect(vy, ..., vp).

2.5.3. Exemple. On se place dans le C-espace vectoriel E = C? et on considére
les 3 vecteurs
vy = (1,0), wvy=(0,1), w3= (i, —1).

Sur C, (v1,v2) est une base de E et vs = ie; — ies. Par conséquent
rangg(v1, v, v3) = 2 = dimg E.

Mais E est aussi un R-espace vectoriel de dimension réelle 4, et pour tous scalaires
A1, A2, Az € R il vient

A1U1 + AoUs + A3v3 = (/\1 4+ 1A3, Ay — 2/\2) = (0,0)
= M FiA3=XA—iA3=0 = A =Xy =2X3=0.

Donc (vq, vz, v3) est une famille R-linéairement indépendante et

rangp (v1, va,v3) = 3 < dimg E.
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2.6. Sommes directes de sous-espaces vectoriels.

Soient Si,...,Sny des sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.
Rappelons que la somme des sous-espaces Si,..., Sy est le sous-espace vectoriel
S de F défini par

SZSl-i-...-i-SN:{CE:$1+-'-+$N/$7;ES7;}.

Supposons tous les sous-espaces S; de dimension finie, avec p; = dimg .S;. Si on

prend une base B; = (e;1, ..., e;p,) de S;, on peut écrire
pi
(2.6.1) T; = XT;1€;1 + -+ Lip; €Cip; = E Tij€ij
j=1

et par conséquent

N p;

N
(2.6.2) Xr = ZCL’Z = Z injeij,
j=1

j=1j=1

ce qui montre que § = (e;;);; est une famille genératrice de S. On a donc en
général dimg S < card§ = p; + - - - + pn, c’est-a-dire

dimg S = dimK(Sl + —l—SN) < dimg S7 + ... +dimg Sy.

[’inégalité est stricte s’il on prend par exemple pour E un plan vectoriel réel, et
S1 =Dy, So = Dy, S3 = D3 trois droites deux & deux distinctes de ce plan. Dans
ce cas, si e; est un vecteur directeur de D;, on voit que (ey, €2, e3) est un systéme
générateur de £ = Dy + Dy + D3, mais ce n’est pas une famille libre (donc pas
une base) et on a sur K =R

2.6.3. Théoréme et définition. Soit £ un K-espace vectoriel, Sy..., Sy des
sous-espaces et S = ZlgigN S;. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (absence de relation linéaire entre vecteurs non nuls des sous-espaces S;)
vszSz, x1_|_...—|—xN:O = xlz...:xN:O;

(ii) (unicité de la décomposition d’un vecteur de la somme S)

N N
st x = g x; = g T, avec z;,x, € S;, alors Vi€ {l,...,N}, x; =z,
i=1 i=1
On dit alors que S4, ..., SN sont en somme directe et on écrit

N
S=5@---®& SNy ou encore S:@Si.
i=1
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Démonstration. 11 est clair que (ii) = (i) puisque le vecteur nul s’écrit 0 =
0+4---40, et que I'unicité de la décomposition du vectur 0 donne bien la propriété
(i). Réciproquement, si la propriété (i) est vérifiée et si on a deux décompositions
d’un vecteur z € S comme dans (ii), on peut écrire Zfil(x; —x;) = 0 avec

x; —x; € S, donc z, — x; = 0 pour tout 4, ce qui prouve I'unicité et donc (ii). O

Maintenant, si B; = (e;1,. .., €ip,) est une base de .S;, I'unicité de la décompo-
sition en composantes z; dans (2.6.2) montre que les coefficients z;; sont uniques,
par conséquent (e;;)i 1<j<p; st une base de S et

S=5®---® Sy somme directe = dimS =dimS; + - -+ dim Sy.

Il suffit qu’il existe une seule relation linéaire non triviale entre les (e;;)i1<j<p,
pour que 'on ait au contraire dim S < dim .S; + -+ - + dim Sy. En résumé :

2.6.4. Pour que des sous-espaces Si,...,Sn de dimension finie soient en somme
directe, il faut et il suffit que

dim(51 +"'+SN) =dimS; +---+dim Sy.

Si c’est le cas, on obtient une base de S = S1®---® Sy en concaténant des bases
Bi == (61'1, ceey eipi) des Sz

2.6.5. Remarque. Pour deux sous-espaces S, 52, la somme S; @ Ss est directe
si et seulement si S; NSy = {0}. En effet si u € S; NSy avec u # 0, on obtient
deux décompositions du vecteur nul 0 = 0+ 0 = u + (—u), et réciproquement si
x1+xo = 0 avec x1 € Sy et xo € So, alors 1 = —xy € S1NS,, done S1 NSy = {0}
implique z; = 29 = 0.

2.6.6. Remarque. Il n’est pas vrai en revanche pour N sous-espaces, N > 3, que
la condition S; NS; = {0}, pour i # j, garantisse le fait que la somme S =) S,
soit directe. De nouveau, il suffit de prendre 3 droites deux & deux distinctes
D1, D5y, D3 d’un plan vectoriel ¥ pour obtenir un contre-exemple.

2.6.7. Supplémentaires. Si S est un sous-espace de E et (e;);c; une base de
S, le théoréme de la base incompléte dit qu’on peut trouver J C I tel que (e;);c
soit une base de E (on I’a vu en dimension finie, mais en fait ceci est vrai aussi
en dimension infinie, il suffit de compléter en une famille libre maximale. Si on
pose T' = vect(e;)ie 1, alors

E=S5SaT.

On dit que T est un supplémentaire du sous-espace S. L’argument précédent
montre qu’il existe toujours des sous-espaces supplémentaires d’un sous-space S
donné.
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3. Applications linéaires et matrices

3.1. Principales définitions

3.1.1. Définition. Soient E.F deur K-espaces vectoriels. Une application
{: E — F est dite K-linéaire si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) pour tous x,y € E, l(x+1y) = (x) +L(y);
(ii) pour tous N € K et x € E, {(Ax) = Af(x).

I1 est équivalent de vérifier (i) et (ii) ou 'unique axiome suivant relatif & 'image
de combinaisons linéaires :

(iii) pour tous \, u € K, z,y € E, f(Ax + py) = Mf(z) + uf(y).
Sous ces hypothéses, on a nécessairement £(0) = 0 (comme on le voit en faisant
x =y =0 dans I'axiome (i), A =0 dans 'axiome (ii) et A= =0 dans I'axiome (iii).

3.1.2. Définition.

(i) Le noyau de ¢, noté Ker ¢, est l’ensemble
Ker{ ={(E)={z € E; {(x) =0} C E.
C’est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) L’image de £, notée Im ¢ ou ((E), est I’ensemble
Im¢={y=4~(z)/xcE}CF.

C’est un sous-espace vectoriel de F.

Si (e1,...,e,) est une base de E, tout vecteur x € E s’écrit © = x1e1 +- -+ Tpen,
z; € K, et I'image est donnée par

y=1~0(z)=x1l(e1)+...+z,0(ep).
On a donc
(3.1.3) Im(¢) = vect({(ey), ..., L(en)),

et il est naturel d’introduire la définition suivante.

3.1.4. Définition. Le rang d’une application linéaire £ : E — F' est par définition

rangg (¢) = dimg Im ¢.

Si B =(e1,...,e,) est une base de E, on a aussi
rangg () = rangg (¢(e1), ..., 4(en)),
et en particulier rangg (¢(e1), ..., ¢ (en)) ne dépend pas de la base B choisie.

3.1.5. Notation. On notera Lx(E;F) l'ensemble des applications K-linéaires
de E dans F (et on se permettra d’omettre le corps K s%l n’y a pas d’ambiguité
possible).
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3.2. Théoréme du rang

3.2.1. Théoréme du rang. Soient E,F deur K-espaces vectoriels, et soit
{: E — F une application linéaire. Si E est de dimension finie, alors Ker{ et
Im/ sont de dimension finie et on a

dimg Ker ¢ + dimg Im ¢ = dimg E.
De facon équivalente, on a

rangg (¢) = dimg F — dimg Ker ¢.

Démonstration. Comme Ker £ est un sous-espace vectoriel de F, il est nécessaire-

ment de dimension finie. Soit (a1, ..., a,) une base de Ker ¢, avec p = dimg Ker ¢.
On la compléte en une base (aj,...,a,) de E, ot n = dimg E > p. On a
l(a;) = --- = {(ap) = 0 puisque ces vecteurs a; sont dans Ker /. L’'image Im/¢

est par définition I’ensemble des vecteurs images y = ¢(x1a1 +- - -+ xpa,). Comme
¢ est linéaire, il vient
y="L(zra1+-+xna,) = Tpp1l(apt1)+- - -Fxplan) = Uzpr1apr1+- -+ zpay),

et on voit déja que la famille § = (¢(apy1),...,¢(ay)) est une famille génératrice
de Im /. Montrons que c’est une base : il reste a voir que G est libre. Pour cela,
supposons y = 0. Alors = xp41ap41 + - -+ Tpa, € Kerl, et comme (aq,...,ap)
est une base de Ker/, il existe des scalaires Aq,..., A, € K tels que

T = Tpi1Qpi1 + -+ TpGp = X101 + - - - + Apay.

Maintenant, comme (aq,...,a,) est une base de E, on en conclut par unicité de
I'écriture de z que 'on a zpy1 = -+ =2, =0 (et aussi \; =--- =\, =0). Ceci
entraine que G est bien libre. On a donc

rangy ({) = dimg Im ¢ = n — p = dimg £ — dimg Ker ¢. O
3.2.2. Remarque complémentaire. Si S = vect(api1,...,a,), alors on a par
construction la somme directe

E=Ker/® S,

et la restriction g : S — Im/ est une bijection (“isomorphisme” d’espaces
vectoriels, cf. plus loin), envoyant la base (ap41,...,a,) du sous-espace S sur

la base § = ({(ap+1),---,4(an)) de Im¥.

Ker ¢

Im/

\ 7~
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Grace au théoréme du rang, il existe au moins deux méthodes pour calculer le
rang d’une application linéaire £ : I'une d’elles est de prendre une base quelconque
(e1,...,e,) de E et de chercher une base de Im ¢ en extrayant une sous-famille
libre maximale (¢(e; ), ..., ¢(e;,.)) de ({(e1),...,¢(ey)) (pour cela, on peut chercher
a éliminer les vecteurs ¢(e;) qui sont combinaisons des autres), ou bien on calcule
Ker? ={xz € E/ {(x) = 0} et on en détermine une base (ai,...,a,), pour aboutir
a la valeur du rang r =n — p de /.

3.3. Représentation matricielle des applications linéaires

Soient F, F' des K-espaces vectoriels de dimensions dim E = p, dim F' = n, et
¢ : E — F une application linéaire.

3.3.1. Définition. On suppose donnée des bases respectives By = (e1,...,ep) et
Br =(e1,...,en) de E et F. La matrice A = Mat%g(ﬁ) relativement a Bg, Br est
par définition le tableau rectangulaire A = (aij)i1<i<n,1<j<p & coefficients a;; € K,
aussi écrit sous forme développée

6(61) 6(62) 500 K(ep)
ail ai2 500 alp €1
? a2 aso 000 A2p €9
A = Matzp" ({) = : ) : -
anl An2 Ce Clnp En

ot chaque colonne (a;j)1<i<n est la matrice des coordonnées du vecteur image £(e;)
relativement a la base (g1, ...,ey,) de F.

3.3.2. Définition. On notera M, »,(K) I'ensemble des matrices rectangulaires
n X p a coefficients dans K. C’est un K-espace vectoriel de dimension np.

Si A= Matgg (£) € My, xp(K), on peut écrire par définition

n
(3.3.3) Uej) =) ages, 1<j<p.
i=1
1
. P )
Etant donné un vecteur z = ijej et X = . sa matrice colonne de
i=1 :
Lp

coordonnées, on voit par linéarité de ¢ que le vecteur image y = {(x) est donné
par
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n
On a donc y = E Y;i€i avec
i=1

p
(3.3.4) yi =Y aiz;, 1<i<n,
j=1

Compte tenu de la définition du produit des matrices, on voit que I'application
linéaire ¢ se calcule comme suit.

3.3.5. Formule fondamentale. L’application linéaire { : E — F se calcule

matriciellement par
z—y=4Lz), X—Y=AX

ot X, Y sont les matrices colonnes de x € E et y € F relativement auz bases
Bp, Br, et ou A= Maty" (0).
Composée d’applications linéaires. Supposons maintenant que 'on ait une
composée d’applications linéaires

E-F -G
ot E, F, G sont de dimension respectives p, n, m et munis de bases B = (e)1<k<ps
Br = (gj)i1<i<n € Ba = (Mi)1<i<m- On note

A= Matgg(u), B = Mat%ﬁ(v)

et on cherche & déterminer la matrice C = Matgg(v o u) de la composée
vou:E — G. On note

EszrSsy=ulz)——z=v(y) = v(u(z)) € G

et X = (21),Y = (y;),Z = (2;) les matrices colonnes de x,y, 2. On a alors les
formules

p n

Y; = E AT, 2§ = E bijyj —
k=1 j=1
n

p p n
5=y (bij Zajkwk) => (Zbijajk) T
k=1 1\ =1

j=1 = k=

P
autrement dit, par I'unicité de la représentation en coordonnées, on a z; = E Cik Tk
k=1

avec
n
(3.3.6) cik =Y bijajr, 1<i<m, 1<k<p.
g=1

Par définition, ceci correspond au produit C' = B x A des matrices A, B. On peut
résumer comme suit le résultat trouveé :
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3.3.7. Théoréme. La matrice d’une composée vou : E — F — G d’applications
linéaires relativement a des bases Bg, B, Bg de E, F,G est donnée par

Matgg(v ou) = Mat%ﬁ(v) X Mat%g(u),
ot le produit des matrices définit une opération

M (K) X Masep(K) — Monnp(K), (B, A) — C = B x A.

3.4. Changement de base

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie n. On suppose qu’on s’est

donné une premiére base ¢cB = (ey,...,e,), puis une “nouvelle base” ¢B’ =
(el,...,€l). Soit € F est un vecteur quelconque et
1 Ty
X=1:1], X' =]|":
Tn x!

les coordonnées correspondantes relativement a B, B’, de sorte que

n n
(3.4.1) xr = ijej = Zx;e;
o =1

On cherche a déterminer la relation qui existe entre X et X'.

3.4.2. Définition. On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice carrée dont
les colonnes expriment les vecteurs (e )1<j<n en fonction des vecteurs (€;)1<i<n

/ / /
(& €y ... €
P11 P12 ... Pin\ €1
P21 P22 ... D2n | €2
P = . ,
Pn1  DPn2 oo Pnn €n

elle exprime la nouvelle base en fonction de I’ancienne base, sous la forme
n
/ f— .. .
e; = DijCi-
i=1

En substituant cette derniére relation dans (3.4.1), il vient

n

n n n
_ P / _ / _
r = xjej = .’,Ej bij€i | = pijxj €, = €T;€;,
j=1 i=1 =1 =1

j=1 = i=1
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et par unicité des coordonnées dans une base, on obtient la relation
n
, .
T; = E pijxj; 1<’L<n.
j=1

Ceci implique :

3.4.3. Théoréme. Si P est la matrice de passage exprimant la nouvelle base
B’ = (e}) en fonction de 'ancienne base B = (e;), alors les matrices colonnes
respectives X, X' des coordonnées d’un vecteur x € E sont liées par la relation

X = PX',

qui exprime les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles. Par conséquent,
st on cherche a exprimer les nouvelles coordonnées en fonction des anciennes, on
doit calculer

X' =pPlX

ot Pt est la matrice inverse de P (on verra plus tard comment calculer cette
matrice en général, la matric P doit étre inversible, sinon il y a erreur).

3.4.4. Exemple. Supposons, dans un R-espace vectoriel ¥ de dimension 3 muni
d’une base (i, 7, k), que lon effectue le changement de coordonnées

¥ =2r—y+z
y = —x+2y+4z
2= —dr+y+z

ot (x,y, z) désignent les coordonnées dans la base (i, j, k). A quelle base correspon-
dent ces nouvelles coordonnées ? Pour le trouver, on résout le systéme ci-dessus
de la forme X’ = AX, ce qui donne une solution unique (vérification laissée au
lecteur)

(x:_lx/+_y/__2/
9 9 3

_ 5/ 1/ 1/

V=TT tg¥ T gf
z = lx/_i_l/_i_lzl
(77 187 T9Y T

Le changement de coordonnées est bien bijectif, les nouvelles coordonnées sont
associées & la base (i, 7', k') définie par la matrice de passage P = A~1:

11 1 (.15 7
I _ _ — 9 — _—_ _k
9 9 3 ! QZ 6‘7Jr 18
5 01 1 1 1. 1
P=|l —— - —= soit = i+ =i+ =k .
6 3 2 J o' T371 g
7 1 1 1 1 1
- —_ —_ /___ __' -
8 9 6 (B =—gi-5it gk
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3.4.5. Formule de changement de base pour les applications linéaires.
Soit ¢ : EE — F une application linéaire. On commence par se donner des bases
B, Br de E, F, puis on les change en des bases B’;, B%.. On note

A=Mathr(0), A’ =Matyr (0),

et on désigne par P la matrice de passage de Bg a By, et par @ la matrice de
passage de Bp a4 B.. Notre but est de déterminer la relation qui existe entre A
et A’. Par définition, ¢ est donnée en coordonnées par

r—y=4Lz), X—Y=A4AX, X' =Y =AX"

Or les “anciennes” et “nouvelles” coordonnées sont liées par les formules de
changement de base

X=PX', Y=QVY < Y =Q'V.
On obtient par conséquent
Y = Q'Y = QN(AX) = (Q "A)X = (Q'A)(PX) = (Q ' AP)X".
On retiendra (ou non) la formule de changement de base ainsi obtenue :
(3.4.6) A =Q AP

(mais si on ne la retient pas, il faut étre capable de reproduire quasi instantanément
la ligne de calcul ci-dessus, ce qui est en fait bien plus important que d’apprendre
par ceeur la formule sans étre capable de la comprendre et de la retrouver ...). 0O

Rappelons maintenant quelques points de terminologie.

3.4.7. Terminologie.

(i) On appelle endomorphisme toute application linéaire { : E — E d’un espace
vectoriel E dans lui-méme. On note Endg (E) l’ensemble des endomorphismes
K-linéaires de E.

(ii) On appelle isomorphisme toute application linéaire bijective ¢ : E — F' entre
espaces vectoriels. On peut montrer dans ce cas que (=1 : F — E est également
linéaire (exercice!). On note Isomg(E; F) Uensemble des isomorphismes K-
linéaires de E sur F.

(iii) On appelle automorphisme toute application linéaire bijective ¢ : E — FE
d’un espace vectoriel E dans lui-méme, de sorte qu’on a un automorphisme
inverse {~1 : E — E. L’ensemble des automorphismes de E forme un groupe
(GLk(E), o) appelé groupe linéaire de E.

Pour un endomorphisme ¢ : E — FE et une matrice de passage P d’une base B
vers une base B’ de F, la formule de changement de base s’exprime par

(3.4.8) A=Mat2(), A'=Matd (f) = A =P AP

(dans ce cas, on applique (3.4.6) avec Q = P).
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3.5. Sous-espaces stables et décompositions par blocs

3.5.1. Définition. On dit qu’un sous-espace S est stable par un endomorphisme

¢ € Endg(F) si £(S) C S, autrement dit si Vz € S, l(x) € S.

3.5.2. Exemple. Dans R?3, I'axe d’une rotation vectorielle constitue une droite
stable. De maniére générale, la détermination des sous-espaces stables revét
une importance cruciale dans de nombreux domaines des sciences, physique, mé-
canique, statistiques ... Un des objectifs majeur de ce cours sera de savoir déter-
miner les sous-espaces S qui sont stables pour un endomorphisme ¢ € Endg(F)
donné. C’est en général un probléme tout & fait non trivial, et nous aurons besoin
pour cela de développer plusieurs outils nouveaux comme la théorie des détermi-
nants, cf. chapitre 3.

3.5.3. Sous-espace des invariants. Si ¢ € Endg(F), I'ensemble des invariants
de ¢ est par définition

Inwvl={z€E/l(z)=1a/z€E}

C’est un sous-espace vectoriel de F, et il est évident qu’il est stable par /.

Soit ¢ € Endg(E) un endomorphisme d’un espace E de dimension finie, muni
d’une base B = (eq,...,e,). Supposons que 'on connaisse un sous-espace S, par
exemple au moyen d’'une base (vq,...,v,) de S. Le théoréme de la base incompléte
dit qu’on peut compléter cette famille en une base B’ = (vy,...,v,) de E. On
obtient alors une décomposition en somme directe

E=S&T, S=vect(vy,...,vp), T =vect(vpt1,...,Un).
Notons A = Matp (), A’ = Mat%;(ﬁ). La matrice A n’a pas nécessairement de

“ . . . [N . . ! /
propriété particuliére, mais en revanche, si on calcule A" = (aj;)1<i j<n, S€s p
premiers vecteurs colonnes sont donnés par

p
U(v;) = Za;jvi €5, 1<j<p
=1

(car un vecteur de S ne comporte pas de composantes sur les vecteurs vp41, ..., vp).
Ceci implique que A’ est de la forme
Lvr) ... L(vp) Llvprr) .. L(vy)
/ / / /
CL11 .« 0. CLlp a1p+1 .« 0. CLln vl
/ / / /
s P N (. Up
- / / )
0 o e 0 ap_|_1p+1 o e a/p_|_1n Up_|_1
/ /
0 0 Uppr1 - Qpy Up,
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autrement dit, la matrice de ¢ relativement a la décomposition £ = S @ T s’écrit

S T

1%
(3.5.4) A = u o relativement & B,
oO|\wW)T

ot U € Mpxp(K), Ve Mpxn—p(K), W e M, _pxn—p(K) et O € M,,_pxp(K) est la

matrice nulle. Réciproquement, s’il existe une base B’ = (vy...,0p, Upt1,...0p)
telle que, relativement a la décomposition £ = S @ T avec S = vect(vy,...,vp) et
T = vect(vps1, ..., Un), la matrice A’ de ¢ prenne la forme (3.5.4), alors S est un

sous-espace stable de /.

3.5.5. Cas d’une décomposition en N sous-espaces stables. On suppose
ici qu’on a une décomposition en somme directe de N sous-espaces

E=5®S® &Sy, dimsS;=p,,

et que chaque S; est stable par I'endomorphisme ¢ € Endg(£). On a alors une
restriction bien définie £; := {|g, : S; — 5;. Considérons une base B de E formée
d’un concaténation de bases de B; des S;, 1 < j < N. La matrice A de £ dans la
base B prend alors la forme

S1 Sy ... Sy
A, O ... O S1
Ay ...
IR
O O ... A,) S,
oun A; = Matgj (¢;) est une matrice carrée p; x p;, et les O représentent des

matrices nulles rectangulaires p; x p;, @ # j; on dit alors que A est une matrice
diagonale par blocs. Réciproquement, si la matrice A = Mat%(é) est diagonale
par blocs comme ci-dessus, on obtient une décomposition £ = S1 @ So P --- B Sy
en sous-espaces S; stables par £, et si £; = {5, et on traduira cette situation en
écrivant que

A=A BHAHBH - -BAy, (=¢(H6LE---Biy

(attention : ces “sommes” n’ont rien avoir avec les sommes ordinaires qui n’ont
d’ailleurs pas de sens, puisque les A; n’ont pas nécessairement les méme tailles et
que les ¢; n’opérent pas sur les mémes espaces).

3.5.6. Exemple. Prenons £ = R’ muni de la base canonique, et considérons
I'endomorphisme ¢ € Endg(R®) de matrice

-1 2 3 0 O
3 =2 1 0 0
A=1| 5 1 -4 0 O
0 0 0 -7 2
0 0 0 6 4
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On voit alors qu’on a une décomposition en somme directe R® = S’ @ S” avec

S/ = R3 X {(070)} = {($1,$2,$3?070) / T1,T2,T3 € R} (isomorphe a R3)7
S" =1{(0,0,0)} x R? = {(0,0,0, x4, z5) / x4, 75 € R} (isomorphe & R?),

et des endomorphismes ¢ € Endr(5’), ¢ € Endg(S”) de matrices respectives

-1 2 3
I N "o -7 2
A=|3 -2 1], A_(G 4>

de sorte que A= A'H A" et £ =0 B /L.

3.5.7. Exemple: rotation vectorielle en dimension 3. On considére ici

E = R? muni de sa base canonique (i,j, k) et de la structure euclidienne pour

laquelle (i, 7, k) est orthonormée. Pour la commodité des notations, on identifie R?

avec I’espace des matrices colonnes a 3 composantes. On se donne I’axe D constitué
1

de la droite vectorielle D orientée par le vecteur unitaire &’ = £ | —2 |. On vérifie
2

facilement que le plan perpendiculaire D = P+ admet la base orthonormée (i, j')

formée des vecteurs

w

0 1 —4
1 1 1
i=— 1] LK, jJ=KAi'==]|-2]Ah

. =— | -1,
V2 3\ V2] 3v2

_ O

de sorte qu’on a la matrice de passage de B = (i,5,k) & B’ = (', 5/, k') donnée par

] 0 —4 2 ] 0 3 3
=—— |3 -1 —22 |, e Pl=tp=_——"_ -1 1
3V2\3 1 23 3V2\ 5 93 23

P

Maintenant, si ppg est la rotation d’angle 6 dans le plan orienté P = vect(é', j'),
la rotation Rp g de R? d’angle 6 autour de D s’écrit

/ cosf@ —sinf O
Rpg=ppeoBIdp, dou A = Mat%,(RD’g) = | sinf cosf O
0 0 1

D’aprés (3.4.8), la matrice A = Maty(Rpg) dans la base B = (i,7,k) est
A = PA'P~', que nous laissons au lecteur le soin d’expliciter.

3.5.8. Cas des projections. Lorsque £ = S1 & Sy ® -+ ® Sy, on a pour tout
vecteur x € E une décomposition unique

r=x1+2x2+- -+ xN, .’L‘jGSj.
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On voit facilement que Papplication 7; : E — S; C E telle que 7;(x) = z; (appelée
projection de E sur S; suivant la décomposition £ = @S5;) est linéaire. En effet,
siy=y1+y2+---+yn,y; €95, alors pour tous A\, p € K on a

Az +py = (A1 + py1) + -+ (Azn + pyn), Az + py; € 5j,

donc
Ti(Ax 4+ py) = Azj + py; = Amji(2) + pm;(y).

On notera que l'on a les relations fondamentales
(3.5.9) ldp =m +m+---+7n, mom=mj,
la, premiére résultant de ce que pour tout z € E on a
ldp(r) =z =x1 + 22+ +any = m(x) + m2(x) + - + 7N (2),
et la deuxiéme du fait que
mj o my(w) = m;(m;(x)) = mj(x;) = x5 = m;(x).
Six € §;, onabien str 7;(x) = x tandis que si x € Sy, avec k # j, alors 7 (1) = 0.

Ceci montre que (pour une base B décomposée) la matrice de 7; est une matrice
diagonale par blocs

o ... O ... O
Mata(r;)=|O ... L, ... O
o ... O ... O

avec le j-ieme bloc diagonal égal & la matrice unité p; x p;, notée I,,.

3.5.10. Cas général. Soit £ =S, ®S>®---® Sy, dimS; = p;, et £ € Endg(F).
En choisissant une base B de E formée de la concaténation de bases B; des 5},

on peut dans tous les cas écrire la matrice A = Mat3 (£) sous forme de blocs Ay
de tailles p; x p; représentant des applications linéaires ¢;; € Lk (S;,.5;) :

A11 Alj AlN
A= Ail Aij AiN
ANl AN]' ANN

On a ici ¢;; = m; ol oinc; et £ = Zlgi’jgchio lijomj ottincj : S; — E est
I'application d’inclusion de S; dans E (i.e. incj(z) = x pour z € S;). Nous laissons
ces vérifications évidentes en exercice. O
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3.6. Caractérisation des projecteurs
et des symétries vectorielles

Dans le cas d’une décomposition £ = S@T en deux sous-espaces, on a (comme
cas particulier de (3.5.9)) des projections

(3.6.1) p:E—+SCEFE, ¢gq:E—-TCE

qu’on appelle respectivement projection de E sur S parallélement 4 T, et projection
de E sur T parallélement a S. Elles vérifient les relations

(3.6.2) pop=p, qoq=gq, p+qg=1Idg.

Réciproquement :

3.6.3. Théoréme et définition. Soit E un K-espace vectoriel. On appelle
projecteur un endomorphisme p € Endg(E) tel que p op = p (propriété dite
“d’idempotence”). Alors les sous-espaces

S =TInvp =Ker(Idg —p), T =Kerp

sont supplémentaires (E = S ®T), et p est la projection sur S parallélement a
T = Kerp. De plus ¢ = Idg —p est la projection sur T parallélement a S, et on a
aussi S = Imp, T'=Img.

Démonstration. Pour tout z € E, on peut écrire
r=x1+x2, I :p(.’ﬂ), .’L‘QZ.’L‘—p(.’L‘),

et on a bien p(z1) = pop(x) = p(x) = 1 (soit encore (Idg —p)(z1) = 0), de
sorte que x1 € Invp = Ker(Idg —p), et p(z2) = p(z) — pop(x) = 0, de sorte que
2o € Kerpet E =1Invp+ Kerp = S+ T. Il reste & montrer que la somme est
directe. Siu € SNT, alors u € S = p(u) =uet ue T = p(u) =0, donc u =0,
et on a bien démontré que £ =S @ T. On voit que x1 = p(x) et x5 = g(x) sont
les projections de x sur S et T suivant la décomposition £ = S @ T. Les égalités
S =Imp, T = Imgq sont immédiates a vérifier. O
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3.6.4. Remarque. Dans le cas d'une décomposition £ = S; d Sy & --- d Sy,
la projection 7; : E — S; C E définie a la section précédente n’est autre que la
projection sur S; parallélement & son supplémentaire

Tj:Kerﬁj:Sl@---®5j_1@5j+1@---@51\/. O

Dans le reste de cette section, on se place dans un corps K tel que —1x # 1k,
c’est-a-dire 2 = 1g + 1g # 0 (ce qui est évidemment le cas pour K = Q, R, C).
Si E = S@T, on appelle symétrie vectorielle par rapport & S parallélement & T
I’endomorphisme o € Endg(E) tel que

(3.6.5) Ve=uxz1+4+29 avecx; €S, 220 €T, ona o(x)=ux1 — o
De méme la symétrie vectorielle 7 par rapport a T' parallelement & S est définie par

(3.6.5) 7(x) = —21 + X2.

(@) ¥ o (x)

On laisse le lecteur vérifier que o, 7 sont linéaires (c’est trivial) et que coo = Idg,
Tor1 = Idg; on dit que o, 7 sont des involutions ou applications involutives.

On remarque aussi que o(z) = p(x) — q¢(z) et 7(z) = —o(z), d’ont
(3.6.6) c=p—q=p— (Idg —p) =2p —Ildg = Idg —2q,
(3.6.6") T=—0=1Idg—2p=2¢—1dg.

Réciproquement, les involutions caractérisent les symétries vectorielles :

3.6.7. Théoréme. Soit 0 € Endg(E) une involution, c’est-a-dire une application
K-linéaire telle que o o 0 = Idg. Alors les sous-espaces

S={zxe€FE/o(x)=z}, T={xe€FE/o(x)=—x}

sont supplémentaires et o est la symétrie vectorielle par rapport a S parallélement
aT. Ces sous-espaces sont stables par o.



Chap. 1 : notions fondamentales sur les espaces vectoriels 31

Démonstration. Comme 2 # 0, 1’élément % =271 € Kexiste et 4 =2 x 2 # 0.
On pose p = 1 (Idg +0). Alors

1
pop :p2 = Z(IdE +0) o (Idg +0)

1 1
= Z(IdE—I—aoIdE +1dg oa+aoa) = Z(QIdE+2U) =p.

D’aprés le théoréme 3.6.3, p est la projection vectorielle sur
S={reE/px)=ua}={cecE/o(r)=ux}
parallélement a
T'=Kerp={z e E/p(x)=0}={zeE/o(x)=—x}.
Par conséquent, si ¢ = Idg —p est la projection complémentaire, on voit que

o =2p—1dg = p— q est la symétrie vectorielle par rapport a S paralléelement & 7.
Le fait que S et T soient stables par o est évident. O
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Chapitre 2

Groupes de permutations

Ce court chapitre a pour but de rappeler les notions de base sur les groupes de
permutations et, en particulier, d’établir les propriétés de la signature (la signature
d’une permutation est un signe +£1 décrivant sa parité).

1. Définitions et premiéres propriétés

1.1. Groupe des permutations d’un ensemble

1.1.1. Définition. Soit A un ensemble. On note G4 l’ensemble des applications
bijectives o : A — A (qu’on appelle aussi permutations de A). Pour la composition
des applications o, on a une structure de groupe (& ,0), non commutatif si
card A > 3.

L’élément neutre du groupe est Id4 et le symétrique d’un élément o € G 4 est
la bijection inverse o~! (I’associativité étant toujours vraie pour la composition
des applications). On s’intéressera ici surtout au cas o A est un ensemble fini,
noté A ={ay,...,an}.

1.1.2. Notation. Une permutation o € S pourra étre définie en donnant la
liste des images successives o(a;) des éléments a; € A. On notera ainsi

o — ay a2 ... Qap

by by ... by

la permutation o telle que o(a;) = b;.

1.1.3. Définition. Le support d’une paermutation o € G4 est par définition la
partie

Suppo ={z € A/ o(x) # x}.

C’est donc le complémentaire dans A de I’ensemble des éléments invariants, soit

Invoe={z€ A/ o(x) =z}.

1.1.4. Définition. On désigne par S,, l’ensemble des permutations de{1,2,...,n}.
On a card S,, = n!.
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En effet, une telle permutation est obtenue en choisissant o(1) dans {1,...,n}
(n choix possibles), puis 0(2) dans {1,...,n} ~{o(1)} (n—1 choix possibles), puis
o(3) dans {1,...,n} N~ {o(1),0(2)} (n — 2 choix possibles), etc, ce qui donne

cardS, =nx(n—1)x(n—2)x---x2x1=nl!

(il ne reste plus qu'un choix pour le dernier élément o(n), les autres ayant déja
été choisis). 0

1.2. Transpositions et cycles

Les exemples fondamentaux de permutations sont les transpositions et les cycles :

1.2.1. Transpositions. Si a, b sont des éléments distincts de A, on note 7, € G4
la. permutation définie par

Tap(@) =b, Tap(b) =a, Tup(x)=2, size A\ {a,b}.

La permutation 7,; correspond donc a faire I'échange des éléments a,b sans
“toucher” aux autres éléments, par suite Supp 74, = {a,b}. Il est clair que 7,
est une involution, c’est-a-dire que Tib = Id4 (ou encore que c’est un élément
d’ordre 2 du groupe G4).

1.2.2. Rappel. Dans un groupe (G,*), un élément x est dit d’ordre fini s’il existe
un entier k € N* tel que 2 =z xx%---xx = 1g, et on appelle ordre de x, noté
ordre(z), le plus petit entier k € N* tel que 2% = 15.

1.2.3. Cycle de longueur £. Soit a,as,...,ay des éléments 2 & 2 distincts de
I’ensemble A. on considére la permutation ¢ définie par

_|la az ... Q-1 Qg b1 bg bn_g
c=
as as ... Qy a1 b1 bg 500 bn_g
oun A~A{ay,...,a¢} ={b1,...,b,_¢}, en d’autres termes c est telle que

c:a1rF> Qg+~ agt—> - aQy_ot> Qy_1 +— Ay — a1

et ¢(z) = x pour = ¢ {aj,...,ar}. Un tel cycle est noté en abrégé
c=(ay ay ... ay).
Le support du cycle ¢ est donc la partie Supp ¢ = {aq,...,as}, et une transposition

Tap 1'est pas autre chose qu'un cycle (ab) de longueur 2. En général, il est facile
de voir que c*(a;) = p4imod s, ¢est-a-dire

k a1 a9 cee Qe Qp—k4+1 ... Ap—1 Qy bl b2 bn_g
ap+1  Ag4+2 ... Qy aq e Ap—1 Qg bl bg bn_g
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pour k < £ — 1 et ¢! = Idy, par conséquent ordre(c) = £. 1l est facile de voir que
I’on a pour tout ¢ =0,1,...,¢ — 1 I’égalité

Cc = (CLl as ... Cl,g) :(0,2'4_1 Aj42 ... Qg a1 A2 ... CI,Z'),
par exemple (1234 5) = (451 2 3), c’est-a-dire que le cycle ne dépend pas de

son point de départ, si “I’ordre cyclique” des éléments est préservé. En revanche,
le cycle (1 2 3 4 5) n’est pas égal au cycle (1 324 5).

1.2.4. Exemple. Le groupe G3 est constitué des 6 éléments

63 = {Id,C, CQ,T172,T2’3,T1’3} ou c= (1 2 3), 02 = (1 3 2), 03 =1Id.

On calcule aisément la table de Pythagore du groupe Sj :

(% 2
u\ 1d c c T,2 | 72,3 | 71,3
Id Id C 02 T1,2 72,3 72,3
C C 02 Id 71,3 T1,2 72,3
(u,v) —»uowv 2 2 Id

’ C C C 72,3 71,3 T1,2
2

T1,2 T1,2 72,3 71,3 Id C C

2
72,3 72,3 71,3 71,2 C Id C
2
71,3 71,3 T1,2 72,3 C C Id

On voit en particulier que le groupe (&3,0) est non commutatif, et donc &,, est
non commutatif pour n > 3 (mais &1 = {Id} et &3 = {Id, 71 2} sont commutatifs).

1.3. Décomposition en cycles a supports disjoints

Prenons d’abord I’exemple de la permutation o € Gg telle que

On a Inve = {5} et Suppo = {1,2,3,4,6,7,8}. Considérons les images des
éléments successifs du support :

l1—6—2—1
3—7—3
48— 4

Pour chaque ligne, on prend les images successives et on s’arréte lorsqu’on retombe
sur I’élément de départ. On considére ensuite & chaque ligne le premier élément du
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support qui n’a pas encore été pris en compte. On voit alors que o est la composée
d’un cycle de longueur 3 et de deux cycles de longueur 2 (transpositions) :

c=(162)o(37)0(48),

avec I’élément 5 qui n’intervient pas (car invariant). L’ordre des composées importe
peu, car on a le résultat évident suivant.

1.3.1. Lemme. Si ¢ et ¢ sont des cycles dont les supports Supp ¢ et Supp ¢’ sont

disjoints (Supp c N Suppc =0), alors ¢ oc=co (.

Quel que soit 'ordre de composition, I'image o(z) de la composée o coincide
en effet avec c¢(x) si x € Suppc, avec ¢(z) si z € Supp ¢, tandis que o(z) = x si
x ¢ Supp ¢ U Supp . O

En considérant les itérés successifs o¥(x) des éléments du support d’une
permutation o quelconque, on obtient de méme le résultat général suivant.

1.3.2. Théoréme. Toute permuation o € S 4 d’un ensemble fini A se décompose
en un produit commutatif de cycles, c’est-a-dire que

0=C0C0---0¢,

avec des cycles c; dont les supports Suppc; sont 2 a 2 disjoints. Une telle
décomposition est unique a l'ordre prés des cj et on a

Supp o = Supp ¢ U... U Supp cp.

Démonstration. 11 faut d’abord voir que si on prend les itérés d’'un élément
xo € Supp o quelconque, soit

i
ro, 1 =0(x0), ... , T =o0(wi—1)=0"(T0),
il y nécessairement un indice m € [2, card A] minimal tel que z,, € {zo,...,Tm-1}
(sinon on aurait card{zo,...,x;_1} = i pour tout i, ce qui contredit la finitude
de A). D’autre part, on a nécessairement x,, = o"(xg9) = xg, sinon on

“retomberait” sur z,, = 0™(x¢) = x; = o'(zg) avec i > 0, et ceci impliquerait
Tm_i = 0™ Y (zg) = g, contredisant la minimalité de m. Enfin , si on prend
Yo € Suppo en dehors de “lorbite” {xq,...,x,,—1} de xg, alors tous les itérés
y; = o'(yo) sont également en dehors de cette orbite (vérification évidente :
o'(yo) = o7(xg) impliquerait yo = 077 %(xg) ou yg = o/+T™ ¥ (xy) suivant que
j = iouj < i). Les orbites qui constituent les supports des cycles sont donc
disjointes. O
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1.4. Ordre d’une permutation

Soit o € & 4 une permutation d’un ensemble fini A, et écrivons
0 =C10C20"-:-0Cp
avec les cycles de longueurs respectives £, £a, ..., £,. Comme les cycles commutent,
on trouve pour tout k € N*

O_kzclfocgo..-ocz/

(on remarquera que dans un groupe non commutatif (G,-), on a en général
(zy)? = xywy, ce qui ne coincide avec x2y? = xxyy que si z et y commutent).
On a c"f = Id si et seulement si k est multiple de la longeur ¢; du cycle ¢;. Or,

pour z € Supp ¢;, on a o¥(x) = c;?(m), donc on voit que o* = Id si et seulement si

k est simultanément multiple de ¢y, 45, ...,¢,. Le plus petit entier £ € N* tel que
% =1d est donc le plus petit commun multiple des ¢;. On peut énoncer :

1.4.1. Théoréme. Pour trouver [l'ordre d’une permutation o, on cherche une
décomposition en cycles, et alors [’ordre

ordre(o) = ppem(ly, ba, . .., 4})

est le ppcm des longueurs des cycles ci,ca,...,cp, a supports disjoints qui com-
posent o.

On trouve ainsi par exemple

ordre((1 6 2)o (3 7)o (4 8)) =ppem(3,2,2) =6.

2. Signature d’une permutation

2.1. Nombre d’inversions et signature

On désigne par P, l’ensembles des paires {i,j} (non ordonnées, i #* j)
d’éléments de {1,2,...,n}. On a

card P, = <n) = M
2 2

Si o € G, alors ¢ induit une application ¢ : P, — P, définie par
o({i,5}) = {o(i),0(4)},

et il est clair que c¢’est une bijection de P, dans P,, d’inverse o—1. On dit que la
paire {i, 7} est inversée par o (resp. non inversée) si

70(‘7) —o(d) <0, resp. 700) —o()

>0,
J—1 Jg—1
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autrement dit, si o(i),0(j) sont en ordre inverse (ou non) de 1, j.

2.1.1. Définition. Le nombre d’inversions d’une permutation o € G,, est, comme
son nom lindique, le nombre de paires {i,j} inversées par o :

N(o) = card {{z‘,j} eP,/ M < o}.

On a donc N(o) € {0,1,..., %} La signature e(o) de la permutation o est
la valeur +1 définie par
(o) = (-1)N,

2.1.2. Examples.

(a) L’application identique o = Id n’a pas d’inversions, par conséquent N (Id) = 0,
e(Id) = +1.

(b) La transposition 7,5 (avec disons a < b) s’écrit

112 ... a=-1 a a+1 ... b—1 b b+1 ...n
Tab= 19 9 . 4—=1 b a4+1 ... b—1 a b+1 ...n

donne lieu aux paires inversées {a, b} et

{a,i} — {b,i}, a+1<1
{ib} o {ia}, a+1<

soit 2p + 1 paires inversées avec p = (b—1)—(a+1)+1=b—a—1. On a
donc e(7,) = —1.

(c) Le cyclec= (12 --- ¢) de longueur ¢

1 2 ... /=1 ¢ ¢+1 ... n
2 3 ... 14 1 /+1 ... n

donne lieu aux paires inversées {i,/} — {i + 1,1} pour 1 < i < ¢—1. On
obtient par conséquent

N(c)=£-1, €(c)=(-1)*L
(d) La permutation o correspondant au renversement de I'ordre

1 2 ... n—1 n

““ln n-1 ... 2 1

admet le nombre maximum N (o) = @ d’inversions, et on a par conséquent,
(0) = (~1)nn-V22,

On a la formule importante suivante
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2.1.3. Formule de la signature. Pour tout o € S,,, on a

E(O’) _ H U(]) — 0-(2) )

Gjrep, J ¢

Démonstration. Posons

~ 0(j) = o) _
= 7 e Q.
o= 1 = e
{ijrepPn
Il est clair que le signe de (o) est (—1)V(°). Mais si on fait le changement de
variable bijectif {u,v} = o({i,7}) = {o(i),0(j)}, on voit que le numérateur et le
démoninateur de £(o) sont tous les deux égaux en valeur absolue &

n—1
I lv-u= ]I [ o-w= ] w-1'= [ @#=]]""
{u,v}eP, 2<v<n 1<uv—1 2<v<n 1<i<n—1 i=1
Il en résulte que |£(0)| = 1 et donc £(0) = (o). O

2.2. Propriété d’homomorphisme de la signature

On va voir que € : G,, — {+1, —1} est un homomorphisme du groupe (S,,,0)
dans le groupe multiplicatif ({41, —1}, x), autrement dit :

2.2.1. Théoréme. Pour toutes permutations o, 7 € &,,, on a
g(o o) =¢e(0)e(T).
Rappelons qu’un homomorphisme ¢ : G — H entre deux groupes (G, *), (H,*')

est une application telle que, pour tous x,y € G, on ait p(x *y) = o(z) " ©(y).
Dans ce cas

Kerp={x e G/ px)=1x}, Imp={u=¢(z)€e H/z € G}
sont, des sous-groupes de G et H respectivement.

Démonstration. Pour toutes permutations o, 7 € G,,, il vient,

or) = o(r(j)) —o(r() _ o(r(y)) —o(r(@)) 7(j) — 7(2)
cloem) = 11 j—i {i}}lpn —o AL

{t.itepPn {i.irePn

Dans le premier produit du membre de droite, faisons le changement de variable
bijectif {u,v} =7({i,5}) = {7(9),7(j)}. Ceci donne

11 U(T(J))—:(T(Z)): 11 o(v) —o(u)

pgrer, 7@ T0) fuoyer, Y
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Par conséquent

coory= I Z9=oW 1 =T _ o). o

j—i

{u,vtepPy {i.jtepn

2.2.2. Corollaire. Soit A = {ai,...,a,} un ensemble fini. Une permutation
o € G4 est définie a l'aide d’une permutation o € S, par la correspondance
bijective

a€G, 06y o(a;)=ayn-
Alors la signature de o définie par (o) := e(a) ne dépend pas de la numérotation

des éléments de A, autrement dit, si A = {a},...,al} avec une autre numérotation
des €éléments, et si 3 € Gy est telle que o(aj) = aj,;), on a bien (o) = &(B).

Démonstration. Le changement de numérotation est donné par a; = a.(;) avec une
certaine permutation v € &,,. Posant j = (i) et i = v~ 1(j), il vient afy_l(j) = aj,

donc

N _ _ — 4/
o(a;) = 0(ay(i)) = a(r(i) = Ay=1(a(+()) = La()>

ce qui montre que les permutations o, 3 € &,, sont liées par B = !

on a alors

oaory. Mais
e(B8) = e(7) " te(@)e(y) = (). O

2.2.3. Corollaire. Pour tout ensemble fini A, il existe un homomorphisme
signature ¢ : &, — {+1,—1} défini indépendamment de la numérotation des
éléments.

2.3. Calcul de la signature d’une permutation quelconque

2.3.1. Proposition. Si ¢ = (a1 as...ap) est un cycle de longueur ¢ dans un
ensemble fini A, alors e(c) = (—1)~1.

Démonstration. 11 suffit de numéroter les éléments en sorte que aq, as, . . ., ay soient
précisément les ¢ premiers éléments de A, et d’observer que le nombre d’inversions
de (12 ... /) est alors exactement ¢ — 1 (on applique ici le corollaire 2.2.3). [

2.3.2. Corollaire. Pour une permutation o € G 4 décomposée comme
0=¢0C20...0¢
avec des cycles c¢; a supports disjoints de longueurs respectives £1,0a,..., Ly, on a

e(o) = (_1)(51—1)+(€2—1)+~~~+(zp—1)'

On observera qu’il est algorithmiquement beaucoup plus efficace de calculer la
signature & l'aide d’une décomposition en cycles qu’en examinant les inversions
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de toutes les paires {i,j} € P,. En effet, dans le premier cas, on fait un nombre
d’opérations d’un ordre de grandeur égal a n, alors que dans le deuxiéme cas, c’est
de I'ordre de w ~ in?.

2.3.3. Remarque. Pour {aj,as,...,a;} C {1,2,,...,n}, une facon équivalente
de démontrer la proposition 2.3.1 est d’observer que le cycle ¢ = (aj as...ay) est
le conjugué du cycle ¢, = (1 2 ... ¢) par la permutation
|12 ... 4 441 ... 0n
7= ay az ... Qy bl bn_g
ot {b1,...,b,_¢} est le complémentaire de {ajas...ap} dans {1,2,...,n}, c’est-

a-dire que ¢ = yocp oy 1 (exercice !)

Plus généralement, on voit facilement que deux permutations o,0’ € &, sont
conjuguées, i.e. 0/ =y oo oy~ ! pour un certain élément v € &,,, si et seulement
si elles ont des décompositions en cycles disjoints

_ I / /
0=0(€0C20...0Cp, O =(]0C30...0¢,

formées du méme nombre p de cycles, avec des longueurs identiques K"i =/
(aprés avoir éventuellement réordonné les composées). Il suffit pour cela de
prendre v qui envoie Suppc; sur Supp cg. en respectant l'ordre cyclique des
éléments dans ces cycles, et qui envoie {1,2,...,n} ~\ |JSupp ¢; bijectivement sur

{1,2,...,n} ~ USuppcj.

2.4. Le sous-groupe alterné A,

2.4.1. Définition. On pose
A, =kere ={c €6, /e(o) =+1}.

C’est un sous-groupe de &,,.

2.4.2. Proposition. On a A; = &1 = {Id}, et pour n > 2, card A,, = %n!.
Démonstration. Posons
&r={0ce€6,/cl0)=+1}=A,, 6, ={0ce6,/clo)=—1}.
Alors on a la réunion disjointe &,, = &7 US,,, et pour n > 2, on a une bijection
& —6,, o007
Par conséquent card S = card &, = card A,, = %n!. O

2.4.3. Complément historique. Pour n > 5, on peut démontrer que A,, est
un groupe simple, c’est-a-dire que A, n’a aucun sous-groupe distingué H autre
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que H = {Id} et H = A,, (un sous-groupe distingué¢ H d’un groupe G est un
sous-groupe invariant par conjugaison : Vy € G, yHy~! = H) ; d’autre part,
A, est non commutatif si n > 5. Vers 1830, Evariste Galois a déduit de ce
résultat que les racines complexes z1,...,2, d'un polyndome général P € Q[X]
de degré n ne peuvent s’exprimer par radicaux a partir de Q, a savoir comme
combinaisons de racines p-iémes “enchevétrées” en partant des rationnels — c’était
une question ouverte depuis la découverte des formules de résolution des équations
de degré 3 et 4 par Tartaglia et Ferrari au 16° siécle. On vérifie en effet que
le corps K = Q[z1,...,2,] engendré par les racines de P admet un groupe
d’automorphismes Aut(K) de permutation des racines égal a &,, si P est général.
Or, G,, ne peut se “dévisser” a I'aide de groupes abéliens, alors que ce serait le cas
pour Aut(K) si les racines étaient résolubles par radicaux. E. Galois a découvert
ces résultats alors qu’il avait & peine 20 ans, et les a consignés fébrilement dans un
testament écrit a la veille de son duel. Ils sont restés incompris de la communauté
mathématique pendant au moins 20 ans. C’est d’ailleurs & cette occasion qu’il a
introduit la notion fondamentale de groupe !

3. Générateurs du groupe des permutations

3.1. Génération par transpositions

3.1.1. Théoréme. Toute permutation o € S,, s’écrit comme un produit d’au plus
w transpositions 7; ;41 portant sur des éléments consécutifs, 1 <1 < n — 1,
c’est-a-dire

n(n—l).

O = Tiy is+1 0 Tig,ig+1 O+ O Tip in+1, Kk < 5

Démonstration. On raisonne par récurrence sur N (o). Pour N(o) = 0, on a
o =1d, et le résutat est vrai avec k = 0 (produit vide, égal & Id par convention).

Supposons maintenant que N = N(o) > 1 et que le résultat ait déja été
démontré pour les permutations o’ telles que N(¢’) = N — 1. 1l existe alors
je{1,2,...,n—1} tel que o(j) > o(j + 1), sinon o serait strictement, croissante
(donc o0 =1Id et N(o) = 0 contrairement & notre hypothése). Posons

/ P — ..
0 =00Tjj+1

1 2 ... -1 i j+1l 42 ... m
o(l) o(2) ... o(j—-1) o(f+1) o) o(j+2) ... on)

o(j) n’est plus une inversion pour ¢’. On a donc

Alors I'inversion o(j + 1) <
= N — 1, et par hypothése de récurrence, il existe une

N(¢') = N(o) — 1
décomposition
/
0 = Tiy,ind1 © Tigyin+1 9 * " O Tigyig+1,
d’out
/
0 =0 OTjj+1 = Tig in+1 © Tin,iz+1 © """ O Tig,ig+1 © Tjj+1-
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Par récurrence, ce raisonnement fournit une décomposition ayant exactement

k = N(o) transpositions 7; ;+1, de sorte que k < w O

3.1.2. Corollaire. En particulier, toute permutation o € &,, est une composée
o= Talabl © Ta23b2 ©---0 Takabk)

de transpositions, et la signature e(c) = (—1)F est déterminée par la parité du
nombre de transpositions nécessaires (et inversement).

3.2. Génération par une transposition et un cycle
Sie=(12...n)estlecyclel =2+ -+ -+ (n—1) — n— 1 de longueur n,
on a ¢~ 1(i) =i+ j — 1 modulo n, et on voit facilement que

i1 —(—1
Tjjp1=¢ torgoe U7V

puisque ¢~ U~ “raméne” {4, j + 1} sur {1,2}, tandis que ¢/~ “renvoie” {2, 1} sur
{j+1,j}. Ceci montre que les transpositions 7; ;41 sont toutes conjuguées de 7 2
par des puissances de c. Le théoréme 3.1.1 implique alors

3.2.1. Théoréme. Le groupe G, est engendré par le cycle c = (1 2 ... n) et
la permutation T = T 2, c’est-a-dire que toute permutation o peut s’écrire comme
une composée (non commutative) de T et de puissances ¢’ entremélées :

oc=c%otocdoTo- -0kt orT ok, 0<gr<n—1

3.2.2. Exercice. On peut démontrer que pour n > 3 le groupe alterné A,, est
engendré par les cycles (a1 as ag) de longueur 3. Exercice pour le lecteur !
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Chapitre 3
Applications multilinéaires

et déterminants

Ce chapitre a pour but de développer la théorie des déterminants, un outil
pratique et théorique important pour résoudre de nombreux problémes d’algébre
linéaire, en particulier la réduction des matrices & des formes canoniques.

1. Applications multilinéaires

1.1. Cas bilinéaire, concepts fondamentaux

1.1.1. Définition. Soient E, F', G des K-espaces vectoriels, et soit
p:ExF =G, (z,y)—¢(z,y)

une application de E X F dans G. On dit que ¢ est une application bilinéaire
si @ est linéaire en chacune des variables. Autrement dit, ¢ est une application
bilinéaire si pour tous x,x' € E, y,y' € F, et tous \,u € K, on a

(a) ox+a,y)=p@y) +oy), oAz,y)=Ap(z,y) (linarité en x),

b) elz,y+y) =0y +elzy), o py) =pe(z,y) (lindarité eny).

En prenant A = p = 0, on voit qu’on a nécessairement
©(0,y) = ¢(x,0) = 0 pour tous « € F et y € F.

Une autre fagon équivalente de formuler les axiomes de la bilinéarité est de vérifier
I'unique identité de “distributivité”

oAz + XN/, py + p'y') = Awp(z, y) + ' o(z,y') + Np (e, y) + N ol y),

(mais cette forme plus concise n’est pas nécessairement la plus pratique a mettre
en ceuvre).

1.1.2. Deéfinition. Une forme bilinéaire ¢ : £ x F — K est une application
bilinéaire a valeurs dans le corps des scalaires, i.e. telle que G = K.

Tres souvent, on sera amené a considérer le cas ou E = F', c’est-a-dire le cas
ou les vecteurs x,y sont pris dans le méme espace vectoriel E. On introduit alors
la terminologie suivante :
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1.1.3. Définition. Une application bilinéaire ¢ : E X E — G est dite
(a) symétrique si p(y,x) = p(x,y) pour tous x,y € E.

(b) antisymétrique si o(y,x) = —p(z,y) pour tous x,y € E.

(c

) alternée si p(x,z) = 0 pour tout z € E.

Remarquons que 'on a pour tous z,y € F

oz, y) + oy, z) =@ +yz+y) — ol z)—oyy),
donc 1l résulte de cette identité :

1.1.4. Propriété. Toute application bilinéaire alternée est antisymétrique.

Réciproquement, si ¢ est antisymétrique, en prenant y = x dans 1.1.3 (b),
on en déduit que 2p(z,z) = 0, et donc ¢(x,z) = 0 si le corps K n’est pas
de caractéristique 2, c’est-a-dire si 2x = 1g + 1lg # 0. (Un exemple de corps
de caractéristique 2 est le corps K = {0, 1}, avec précisément la loi d’addition
14+1=0;dans un tel corps K, on a —1g = 1k, et une application bilinéaire ¢ est
antisymétrique si et seulement elle est symétrique !).

1.1.5. Propriété. Si K n’est pas de caractéristique 2 (ce qui est le cas des
corps usuels Q, R, C), une forme bilinéaire est alternée si et seulement si elle
est antisymétrique.

1.1.6 . Exemples.
(a) L’application

n
:R"xXR" - R, (z,y) = ((z1,22,- -, Zn), (Y1,Y2, - Yn)) — Ty = inyi
i=1

induite par le produit scalaire usuel est une forme bilinéaire symétrique.

(b) Identifions ici R? aux vecteurs colonnes de dimension 3. L’application dite de
produit, vectoriel

X1 Y1 T2Y3 — T3Y2
@3R3XR3—>R37 (x,y) = T2 |5 | Y2 =T AY = | T3y — T1Y3
x3 Y3 T1Y2 — T2Y1

est une application bilinéaire alternée (mais ce n’est pas une forme bilinéaire,
car elle est a valeurs vectorielles et non pas a valeurs scalaires).

(c) Le “crochet de commutation”
0 Maxn(R) X Mpxn(R) = Mpxn(R), (M, N) s [M,N]=MN — NM

est une application bilinéaire alternée.
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(d) L’application
p i R* xR 5 R, ((21,22), (Y1, 92)) = 2122 + 22195
n’est pas bilinéaire. En effet, posons = = (1, 22), y = (y1,¥2). On a
oAz, y) = A1) (Az2) + 2z )y = Naizo + 202190

et en général
p(Az,y) # Ap(2,y) = AMz122 + 221Y2)

(prendre par exemple 1 = o = y; = y2 = 1, A = 2).

1.2. Cas multilinéaire général

1.2.1. Définition. Soient F1, ..., E, et G des K-espaces vectoriels, et soit

p:Eyx---xE, =G, (x1,...,2p) = p(z1,...,2p)
une application de Ey x --- x E, dans G. On dit que ¢ est une application
multilinéaire (ou parfois p-multilinéaire) si ¢ est linéaire en chacune des vari-
ables.  Autrement dit, pour tout indice j € {1,...,p} et pour tous vecteurs
v1 €l ...,xj1 €Ej_1, 241 € Ejpa,...,xp, € E, fixés, Uapplication
Ep—>G, .’L’jI—>QO(.’L’l,...,xj_1,$j7$j+1,...$p)

est linéaire, ou encore :

!
O(T1,5- -+, Tjm1, AT + N T, Tjt1, .- - Tp) =

/ /
)\90(33‘1, ey L1, &G, Tj41, - - .l‘p) + A 30(1‘1, ey T 15 Xy Tl - .l‘p)

pour tous scalaires A\, \' € K et tous les vecteurs x;, x, impliqués.

Nous nous intéresserons particulierement au cas o £y = ... = F, = E. Dans
ce cas on généralise comme suit les notions de symétrie et d’antisymétrie.

1.2.2. Définition. Une application multilinéaire p : EP — G est dite

(a) symétrique si pour tous vecteurs x1,...,x, € E et toute permutation o € S,
on a

O(To(1)y -+ To(p)) = P(T1,. -, Tp).

b) antisymétrique si pour tous vecteurs x1,...,x, € E et toute permutation
( y q p . p
occG, ona

O(To(1)s -+ To(p)) = () @(T1,. .., Tp)

ot e(o) = +1 est la signature de o.

(c) alternée si p(x1,...,2p) =0 chaque fois que l'on a x; = x; pour des indices
i # j quelconques.
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1.2.3. Remarque. Comme les transpositions engendrent G&,, il est facile de voir
que les conditions de symétrie et d’antisymétrie sont respectivement equivalentes a

o(x1,...,Tp) resp.

90(:177' yoees Ly ):{
(1) (p) —SD(IIH, o ,-Tp)

pour toute transposition 7 = 7; ; de deux des indices ¢,j. Il suffirait méme de
le vérifier pour des transpositions 7; ;41 d’indices consécutifs, puisque celles-ci
engendrent &,,.

D’autre part, si on fixe tous les vecteurs xy, k # i, j, 'application
ExE—G, (viz;)—=@@1,.. % .., 5...,2p)

est bien entendu bilinéaire. Par conséquent, on peut encore appliquer ici les
propriétés 1.1.4 et 1.1.5 et conclure :

1.2.4. Propriété. Toute application multilinéaire alternée est antisymétrique, et
la réciproque est également vraie si le corps K n’est pas de caractéristique 2.

1.3. Ecriture d’une forme multilinéaire dans une base

Dans le reste de ce chapitre, on s’intéressera surtout au cas des formes
multilinéaires
p: E? > K.

On suppose que E est de dimension finie n et muni d’une base (eq,...,e,)
quelconque.

1.3.1. Cas bilinéaire (p =2). Siz =" zje; et y =Y 7, yje;, il vient par

bilinéarité

%ww)=¢<§:%aﬁgz=§:%wwmw
=1 =1

- sz w(ei, Zyj8j> = le <Zyj (e, ej)>
=1 j=1 i=1 j=1
- Z Tiy; 90(8’57 8j>7

1<i,5<n

c’est-a-dire

(1.3.2) plz,y)= D cijzy;

1<i,5<n

en notant ¢;; = ¢(e;,e;) € K. Réciproquement, pour des coefficients ¢;; € K
quelconques, I'expression (1.3.2) définit bien une forme bilinéaire ¢ : E? — K, et
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il est facile de voir que les coefficients ¢;; sont déterminés de maniére unique par
la condition ¢;; = ¢(e;, e;). On peut associer a ¢ sa matrice de coefficients

C = (Cij)lgi,jgn € Mnxn(K)'

Les conditions de symétrie et d’antisymétrie se lisent facilement sur les coefficients.
Rappelons que la transposée de la matrice C est définie par 'C = C' = (ci;) avec
ci; = cji pour tous 4,j € {1,...,n}.

1.3.3. Propriétés. La forme bilinéaire ¢ : E*> — K est

(a) symétrique si et seulement si les coefficients vérifient c;; = c;j pour tous i, 7,
autrement dit, si la matrice C' de coefficients est symétrique : 'C = C';

(b) antisymétrique si et seulement si les coefficients vérifient cj; = —c;; pour
tous 1,7, autrement dit, si la matrice C de coefficients est antisymétrique :

‘C=-C,

(c) alternée si et seulement si elle est antisymétrique, i.e. c;; = —c;j, et de plus
cii =0 pour touti=1,...,n.

1.3.4. Cas p-multilinéaire. Les notations sont plus compliquées. On doit
prendre p vecteurs x; € E qu’on écrit

n
rj = sz’,jez’, I<j<p,
i=1

avec des matrices colonnes de coordonnées

L1,5
X;j=1| x,; |, ¢=indice lignee {1,...,n},

Ln,j

et on peut éventuellement ranger ces coordonnées en une matrice rectangulaire
X = (2 5)1<i<n, 1<j<p- Maintenant, on a

n n n
(X1, Ty, Tp) =@ g %’1,16117---,2 %'j,j@ij,---,g Ti, p€i, |

i1=1 i;=1 ip=1
car on est obligé d’utiliser des indices différents 7y,...,7;,...,7, pour chacun
des vecteurs xi,...,%j,...,Tp, ce qui amene a utiliser des sous-indices ! En

développant par multilinéarité comme dans le cas p = 2, il vient

o(x1,...,Tp) = Z L1 L DL€ - - € )

1<i1,.. ip <N
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Comme précédemment, si on introduit les coefficients

(1.3.5) Ciy..ip = (€., eip)=
on trouve une expression de la forme
(136) gD(.’El,...,LEp) = Z Cil...ip .’132'1’1 "'wip,pa

1<i1,.. ip <N

et réciproquement, toute expression de ce type définit une forme multilinéaire
¢ : EP — K, les coeflicients ¢;, . ;, étant déterminés de maniére unique par (1.3.5).
Pour obtenir une forme multilinéaire, il est nécessaire que chaque vecteur colonne
X; contribue exactement un terme x;, ; dans le membre de droite de (1.3.6)
(de méme qu’il faut exactement une coordonnée x; et une coordonnée y; dans
lexpression (1.3.2) d’une forme bilinéaire). Dans le cas d’une forme mutilinéaire,
la symétrie est I’antisymétrie se lisent comme suit sur les coefficients.

1.3.7. Propriétés. La forme ¢ : EP — K est

(a) symétrique si et seulement si les coefficients vérifient Ciy ).
tous i1,...,1p € {1,...,n} et toute permutation o € &,.

ig(py — Cit...ip POUT

(b) antisymétrique si et seulement si les coefficients vérifient la relation

Ciory oty = (o) ciy...i, pour tous iy,...,i, € {1,...,n} et toute permuta-

tion o € G,.

(c) alternée si et seulement la condition (b) d’antisymétrie est satisfaite, et si de
plus c;, ... i, = 0 chaque fois qu’on a i; = i, pour au moins deux indices j # k,
I<jk<p.

2. Formes n-multilinéaires alternées
et déterminants

2.1. Expression des formes n-multilinéaires alternées

On suppose ici que E est un espace vectoriel de dimension finie n, muni

d’une base (eq,...,e,), et on cherche & déterminer les applications multilinéaires
alternées ¢ : E" — K (le cas p = n est plus simple que le cas ou p # n, voir
lexercice 777 pour le cas général — et pour la culture !). Soient x1,...,x, € E des

vecteurs représentés par une matrice carrée X € M, «,(K) ayant pour colonnes
les Xj = (wi’j)lgign. On a ici

o(T1, .. xp) = E Tig 1 Ty P(€iys vy €i)
1<ityenyin<n

Comme ¢ est alternée, on a p(e;,,...,e; ) = 0 sauf lorsque les indices i1, ..., i,
sont 2 & 2 distincts, ce qui impose en fait qu’il existe une permutation o € &,
telle que i1 = o(1),..., i, = o(n). Mais comme ¢ est antisymétrique, on a alors

gp(eg(l), e eg(n)) =ce(o)pler, ..., en).
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On n’a donc plus a considérer qu'un seul coefficient ¢ = p(eq,...,e,) € K, et il
vient
(2.1.1) o(x1,...,%n) =c Z €(0) Zo(1),1 "+ To(n),n-

eSS,

La sommation apparaissant dans le membre de droite est par définition le déter-
minant de la matrice X = (z; ;).

~X

pour j € {1,...,n}, soient X; = (z;;)i1<i<n les vecteurs colonnes de X. On
appelle déterminant de X, noté det(X) ou encore det(Xy, ..., X,), Uexpression

2.1.2. Définition. Soit X = (7, ,)1<ij<n € Mpxn(K) une matrice carrée, et

det(X) = det(Xy,...,X,) == Z €(0) Za1),1 " To(n),n € K.
oceG,
Les calculs que nous avons menés ci-dessus aboutissent a la conclusion suivante.

2.1.3. Théoréme. Si E est un espace vectoriel de dimension n muni d’une base
(e1,...,6en), les formes n-multilinéaires alternées ¢ : E™ — K s’écrivent toutes

(1, ..., xpn) =cdet(Xy,..., X,,)

ot les X; sont les matrices colonnes des vecteurs x; dans la base (e;)1<i<n €t 0l
c € K est le coefficient donné par ¢ = (e, ..., ey).

2.1.4. Notation. Dans la pratique, et particuliérement lorsqu’on a affaire a
des matrices numériques, un déterminant se note également en remplacant les
parenthéses par des barres latérales verticales. Si X = (2 j)1<i,j<n, ON note ainsi

1,1 21,2 ... Tin
2,1 22 ... T2n
det(X) =
Tn,1 Tn,2 cor Tnn
Insistons sur le fait qu’il s’agit nécessairement d'un tableau carré (p = n),

le déterminant d’'une matrice non carrée n’a pas de sens !

2.1.5. Calcul en dimensions 1 et 2. Sin =1 on a &; = {Id} et il est trivial
que det((z)) = = pour (z) € M;x1(K). Pour n = 2, on a &3 = {Id, 7y 2} et on
voit que la somme & 2 termes ) g, €(0) To(1),1%0(2),2 donne

11 T1,2
=T1,1T22 — T21%1,2 ,

2,1 T2,2

car o = Id fournit le terme x; 122 2 (diagonale principale, descendante), et o = 75 3
le terme —x5 177 o (diagonale montante).
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2.1.6. Calcul en dimension 3. On a 3! = 6 permutations o € &3, et la somme
des termes €(0) T5(1),1%4(2),2T0(3),3 donne

T1,1 T1,2 T1,3

Ta1 X222 T23| = X1,1X22%3,3 + T2,132%1,3 + T3,1T1,2T2,3

—22,121,223,3 — £1,123,202,3 — £3,1L2,221,3 ,
3,1 T32 T33

car les différentes permutations paires et impaires correspondent respectivement
aux termes

oc=1d : 1,122,273 3
g =2¢C .’132’15(33’2.’131’3
o=c?: T3,171,272.3
O=T1,2 ¢ —T2,1T1,273,3
0 =1T23 ¢ —X1,173,272,3
0O =1T1,3 ¢+ —X3,102,2%1,3 -

Une régle mnémotechnique, valable seulement en dimension 3, est la régle dite de
Sarrus, qui peut se traduire comme suit : on récrit les deux premiéres lignes au
dessous du déterminant et on prend les 6 diagonales possibles, avec le signe + pour
les diagonales descendantes et le signe — pour les diagonales montantes :

T11 T1,2 T1,3
T2,1 T22 T2,3
r31 32 T33
T1,1 T1,2 T1,3
T21 T22 T2,3

(On peut aussi alternativement récrire les deux premiéres colonnes a la droite du
déterminant, et procéder de méme sur 3 lignes et 5 colonnes ; ou encore ajouter
la derniére ligne au dessus et la premiére ligne en dessous ; ou la derniére colonne
a gauche et la premiére colonne & droite, etc.)

En dimension n > 4, le nombre n! de termes croit trés vite, et 'usage de la formule
de définition devient inefficace. On verra plus loin des méthodes plus rapides (par
exemple, usage de combinaisons linéaires de lignes ou de colonnes).

2.1.7. Premiéres propriétés des déterminants. Dans ce qui suit, on identifie

K™ a I'espace isomorphe M,, 1 (K) des vecteurs colonnes de taille n, et on considére
I'application déterminant

det (K" x - xK® 5 K, (X1,...,Xn) — det(X1,...,X,).



Chap. 3 : applications multilinéaires et déterminants 53

(a) det est n-multilinéaire.

Démonstration. Cela résulte du fait que la définition 2.1.2 est un cas particulier
de la forme générale (1.3.6) des applications multilinéaires (somme de termes
comportant exactement un facteur dans chaque vecteur colonne).

(b) det est une application multilinéaire alternée (et donc antisymétrique).

Démonstration. Supposons X; = X avec j # k, disons j < k, et considérons
la transposition 7 = 7;;. En séparant la sommation suivant les permutations de
signature +1 et —1, on peut écrire

det(X) = Z Lo(1),1 " To(n);n — Z Tor(1),1° Lol (n),n-

ceStH o€,

Mais on peut parcourir toutes les permutations négatives o/ € &, en prenant
o' =cor,0€&}. Ord'(j)=0c(1(j)) =0o(k) et o/'(k) = o(r(k)) = o(j), donc le
terme Tor (1)1 Tos(n),n S €CTI

To'(1),1 7 La'(§),g " Lol (k)k " Ta'(n),n = Lo(1),1" " La(k)j " To(j)k " Lo(n)n-

Comme X; = Xy, ce terme coincide avec ZTo(1)1° Tok)k " To(j),j " To(n)m
qui (par commutativité de la multiplication) est égal & x,(1)1 - To(m)n. On a
donc bien det(X) = 0. Il résulte de (a) et (b) que le théoréme 2.1.3 fournit bien
des formes ¢ n-multilinéaires alternées (a ce stade, on ne savait pas encore que les
solutions trouvées au théoréme 2.1.3 convenaient, mis a part le cas évident ¢ = 0!)

(¢) Pour toute matrice X = (z; j)1<ij<n € Mnxn(K), on a det(*X) = det(X).

Démonstration. Posons X' ="'X = (] ;), avec 2} ; = x;,;. On a
) )

det("X) = det(X') = Z e(0) Ty 1 T(nyn = Z e(0) T10(1) " Tn,o(n)-
e, ceS,

Désignons par f; = z; 5(;) les facteurs des termes de la sommation. Comme la
multiplication est commutative et que o1 est une bijection de {1,2,...,n}, on a

L1o(1) " Tno(n) = H Ljo@) = H fi = H fomri) = H Lo=1(j),4
j=1 j=1 j=1 j=1

Ceci donne

det(tX) = Z 8(0’) x0—1(1)’1 . -CL’U—l(n)’n.
ceG,

Maintenant, on utilise le fait que o — o/ = o0~! est une bijection de &,,, et aussi
le fait que e(0’) = e(oc™!) = (e(0)) ™t = &(o), pour voir que

det("X) = Y e(0)) o)1 Tor(n).n = det(X). O
o'e6G,
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2.2. Méthodes pratiques de calcul des déterminants

2.2.1. Calcul par blocs. Considérons une matrice M € M,,»,,(K) de la forme
M R

ou M’ et M" sont des matrices carrées p X p et (n —p) X (n—p), et R une matrice

rectangulaire p x (n —p). Si M = (m; ;),onam;; =0pouri e {p+1,...,n}et
je€A{l,...,p}. Dans le calcul de

det(M) =Y &(0) Mo(1),1 " Mo (p)p Mo (pt1),pt1 " Mo(n) s
oceS,

on n'obtient donc des termes non nuls que lorsque o(j) € {1,...,p} pour
j € {1,...,p}. Ceci implique que o se décompose en une permutation o’ de
A" = {1,...,p} et une permutation o” de A” = {p+ 1,...,n}. 1l est clair
que le nombre d’inversions de o est donné par N(o) = N(o') + N(¢”), donc
e(o) =¢e(0")e(a”). On obtient alors

det(M)= > Y e(0")e(0”) Mor1) 1+ Mt (p) p M (o 1), p1 * Ma (m).m

0'€ES 41 d"ES 41

= det(M') x det(M").

Plus généralement, si

M1 R12 Rls

O My ... Ro
M = : ) .

O 0O ... M,

e . , . " .
est “triangulaire supérieure par blocs” (avec les M; carrées p; x p; et les R;;
rectangulaires de tailles p; X p;), on peut appliquer un raisonnement par récurrence
sur s en écrivant

v R My ... Rog

_ 1 N r . . .

M_<O M/) oun M = : .. : )
o .. M.

ce qui implique inductivement
det(M) = det(M;y) det(M') = det(M) det(My) - - - det(My).

On obtient ainsi la formule

M1 ng Rls
O My ... Ry

(2.2.2) det = det(My) det(Ms) - - - det(Ms).

O O ... M;
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Pour une matrice M triangulaire inférieure par blocs et de blocs diagonaux Mj,
on peut observer que la transposée 'M est triangulaire supérieure par blocs, avec
les *M; comme blocs diagonaux. L’invariance du déterminant par passage a la
transposée implique alors de maniére analogue

My, O ... O
Ryy My ... O

(2.2.3) det : . : = det(My) det(My) - - - det(Ms).
Rs1 Rsa ... M

2.2.4. Corollaire. Le déterminant d’une matrice triangulaire (et a fortiori d’une
matrice diagonale) est égal au produit des coefficients diagonauz.

2.2.5. Calcul d’un déterminant par combinaisons linéaires. Pour cela, on
commence par faire les observations (a), (b), (c¢) suivantes.

(a) Si on transpose deux colonnes dans un déterminant det(Xy,...,X,), le
déterminant change de signe, et plus généralement, pour une permutation o € G,,,
on a det(X,(1),..., Xo(m)) = €(0) det(Xy,...,X,), en raison du fait que det est
une forme multilinéaire antisymétrique.

(b) Le déterminant det(Xy, ..., X,) reste inchangé si une ajoute a une colonne
X, une combinaison linéaire ), oy A X des autres colonnes. En effet, par
multilinéarité,
det(X1,.. ., X+ Y MeXp, ..., X))
k]
=det(X1,.. ., Xj, .., X)) + > Aedet(Xy, ..o, Xy Xy Xi),
k]
et les termes de la sommation sont nuls & cause du fait que det est une application

multilinéaire alternée. Si un facteur commun « apparait dans les coefficients d’une
colonne X, i.e. X; = aX}, on peut en profiter pour “sortir” « :

det(X1,...,aX}, ..., X,) = adet(Xy,..., X, ..., Xp).

(c) Par passage a la transposée, on a des résultats analogues pour les lignes : une
permutation o des lignes induit un facteur (o), le déterminant ne change pas si
on ajoute & une ligne L; une combinaison linéaire ), £ ALy des autres lignes, et
enfin on peut “sortir” un facteur commun « qui apparait dans une ligne.

(d) L’une des stratégies de calcul les plus efficaces d’un déterminant est la méthode
du pivot de Gauss : on effectue des combinaisons linéaires (et éventuellement des
permutations de colonnes ou de lignes) pour se ramener a une matrice triangulaire,
auquel cas le calcul du déterminant est obtenu par 2.2.2, 2.2.3 ou 2.2.4. Donnons
comme exemple le calcul du déterminant D = det(X;, Xs, X3, X4) suivant :

2 -1 3 =5
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Il est plus simple d’'utiliser des colonnes ayant des coefficients +1 pour éviter les
calculs fractionnaires. On va par exemple utiliser X5 dont le premier coefficient
est —1. On ajoutera 2Xo a X1, 3X5 & X3 et —5X5 a X4 pour obtenir

2 -1 3 =5 0 -1 0 0 -1 0 0 0
p_l2 2 -2 1|_|6 2 4 -9/ |2 6 4 -9
-3 4 2 -1 5 4 14 —21 4 5 14 -21
-2 -1 6 -3l |-4 -1 3 2 -1 -4 3 2

(La derniére égalité résulte de la permutation des deux premiéres colonnes). Il
s’agit maintenant d’une matrice triangulaire inférieure par blocs, avec un bloc
1 x 1 et un bloc 3 x 3, d’ou

6 4 -9 1 —10 12
D=—(-1)x|5 14 —21|=|5 14 =21
—4 3 2 -4 3 2

(La derniére égalité s’obtenant en retranchant la deuxiéme ligne a la premiére, pour
faire apparaitre un coefficient 1). Pour ce nouveau déterminant det(X7, X5, X3),
on ajoute maintenant 10X7 & X} et —12X7 a X7 :

1 0 0
D=|5 64 =81 :‘_65“7 _5%1‘:64><50—37><81:203.
—4 =37 50

C’est & ’évidence beaucoup plus rapide et moins risqué que d’ajouter les 24
produits de termes constituant D !

2.2.6. Développement d’un déterminant suivant une colonne (ou suivant
une ligne). Soit a calculer le déterminant d’une matrice M = (m; j)1<i,j<n- Pour
effectuer un développement de det(M) suivant la j-iéme colonne, on exprime celle-
ci dans la base canonique de M,, 1 (K) en écrivant

0 mi,j

. . n
€, = 1 i=1,....,n , Xj = mi, = E m;, i€,
: =1

ce qui donne par multilinéarité

det(M) = det(X1, ..., X

j,...

b XTL)

= me det(Xl, . .,Xj_l,ei,Xj+1, . ,Xn>

i=1
mi 1 ce miy j—1 0 mi j+1 ce min
n mi—11 .. Mi—1j-1 0 mi_1j41 ... Mi_1n
= E mi,j mi ce mi,j—1 1 mi,j+1 ce min
i=1 miy11 .- Mip1-1 0 Mmyp1401 - Mipin
mMn1 .e Mnp,j—1 0 Mnp,j+1 .e Mnpn
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Dans le dernier déterminant, on raméne maintenant le coefficient 1 de la position
(i,7) a la position i = j' = 1, ce qui implique de faire ¢ — 1 transpositions de
lignes consécutives et j — 1 transpositions de colonnes, et introduit donc un signe
(—=1)@=D+G-1 = (—1)"7. On aboutit alors & une matrice triangulaire supérieure

1 R . .
par blocs o A )rou M ; est la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en rayant
i\j ’

la ligne 7 et la colonne 5 dans la matrice M. Il vient ainsi

mi 560 ml,j—l ml’j_|_1 560 min
n
det(M) _ Zm, % (_1)7;4—3' mi—11 ... My—1,5-1 Mi—1454+1 --- Mi—1n
= ;.
— / Mit1,1 - Mitlj—1 Mitlj+1  --- Migfin |

mMn1 .. Mp,j—1 Mp,j+1 .. Mnpn

(“développement de det(M) suivant la j-iéme colonne”), ce qui permet a priori de
ramener le calcul de det(M) & celui de n déterminants de taille (n — 1) x (n —1).

2.2.7. Définition. On appelle cofacteur m; ; de la matrice M = (m; ;j)1<i j<n
associ€ a la ligne i et la colonne j la quantité

Mg = (1) det(M; ),

ou M ; est la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue a partir de M en rayant la ligne
1 et la colonne j.

Les calculs effectués au paragraphe 2.2.6 aboutissent plus généralement au
théoréme suivant.

2.2.8. Théoréme. Soit M = (m;;)i<ij<n une matrice carrée et m;; ses
cofacteurs. On a les relations

(a) det(M) = Zmiﬂ' m;; (développement suivant la colonne j);
i=1

(b) det(M) = Z m; ;mi; (développement suivant la ligne i) ;
j=1

n
(¢) pour j#j' dans {1,...n}, me g =0
i=1

(d) pouri #i dans {1,...n}, Zmi’j g =0
j=1

Démonstration. La formule (a) a déja été établie, et (b) s’en déduit en appliquant
le résultat & la matrice transposée ‘M. Pour vérifier (c), on considére la matrice
P = (pk,) obtenue a partir de M en remplacant la colonne j’ par la colonne j
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(qui est donc dupliquée). On a par conséquent det(P) = 0. Mais par définition
de P on a aussi p; ;v = m;; et p;jy = m;j (la colonne j' étant rayée, les
déterminants (n — 1) x (n — 1) issus de M et de P sont les mémes !), donc

n n
det(P) = 0= pij Pij = Y mi; i

La formule (d) s’obtient de méme en remplagant la ligne ¢’ par la ligne 1
dupliquée. O

2.2.9. Exemple de développement par rapport a une ligne ou une
colonne. Soit a évaluer

2 0 1 =3
-1 4 -7 2
b= 0 3 5 0
-2 1 0 6

Pour minimiser le nombre de cofacteurs a calculer, on a intérét & choisir une
colonne ou une ligne présentant beaucoup de coefficients nuls. On choisira ici la
troisiéme ligne, ce qui (en tenant compte des signes (—1)**7) donne

2 1 -3 2 0 =3
D=-3|-1 -7 2 |4+5|-1 4 2
-2 0 6 -2 1 6

avec (méme méthode, on utilise respectivement la troisiéme puis la premiére ligne)

2 1 -3
—1oo7 o2 |=—2 L ae) 2 L= (c2)(-19) + 6(-13) = a0,
-7 2 -1 -7
-2 0 6
2 0 -3
-1 4 2 :2"1l 2’—3’:; ‘11’:2><22—3><7:23.
-2 1 6
En définitive, on trouve
D = (=3)(—40) + 5 x 23 = 235. O

2.2.10. Définition. Si M = (m; j)i<i,j<n €st une matrice n x n et si les m; ; en
sont les cofacteurs, la matrice

comat(M) := M = (M j)1<i,j<n € Mpxn(K)

est appelée comatrice de M.
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2.2.11. Exemples de comatrices. On n’oubliera pas de préter attention aux
signes (—1)""7 dans ce qui suit :

Comatac—d_b
b d) \—c a ]’

a d g ek — fh ch—bk bf —ce
comat | b e h | =\ fg—dk ak—cg cd—af |. O
c [ k dh —eg bg—ah ae—bd

Avec cette notation, le théoréme 2.2.8 peut se retraduire de maniére synthétique
comme suit.

2.2.12. Théoréme. Soit M = (m; j)i1<ij<n une matrice n X n et

—~

M = (M ;)1<i,j<n = '(comat(M))

la transposée de sa comatrice (parfois appelée matrice adjointe et notée “*M).
Alors on a

MM = MM = det(M) - I,

ou I,, est la matrice unité de taille n.

Démonstration. Si M = (m, ;) = comat(M), on a m; ; = m;;, par conséquent

Zmi,j My, = me‘ My, = {det(M) sii =k (d’apres 2.2.8 (b))
Jj=1 j=1

0 sii# k (d’apres 2.2.8 (d)),
n n
o ~ [ det(M) sij=k (daprés 2.2.8 (a))
z;mj”ml’k oz - i, Mk = {O si j # k (d’apres 2.2.8 (c)).
1= 1=
Ces relations expriment bien les égalités matricielles annoncées. O

2.2.13. Corollaire. Si det(M) # 0, la matrice M est inversible et on a

1 — 1

M~ = qqan ™ = wan

(comat(M)). O

En dépit de son “élégance théorique”, cette formule est en pratique peu efficace pour
calculer I'inverse d’une matrice (hormis peut-étre le cas n = 2) ; trés souvent, il
vaut mieux utiliser la méthode du pivot pour résoudre le systéme linéaire Y = M X
et trouver la solution sous la forme X = M’Y. On a alors M ~! = M’. O
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3. Déterminant des endomorphismes

3.1. Déterminant d’un systéme de vecteurs dans une base

3.1.1. Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit
B =(e1,...,en) une base de E. Si (x1,...,x,) est un systéme de n vecteurs
de E et Xq,...,X,, sont les vecteurs colonnes coordonnées de x1,...,x, dans la
base B, on note

detgs(x1,...,x,) = det(Xy,..., X,) = det(X),

ot X est la matrice dont les colonnes sont les X;.

3.1.2. Attention. Dans la notation dets(x1,...,x,), il convient de ne pas ou-
blier de mentionner la base B dans laquelle on travaille, car les vecteurs colonnes
coordonnées X; dépendent de la base B, et det(X;,...,X,,) aussi. O

Il est évident que dets(B) = 1, puisque la base B est représentée par rapport
a elle-méme par la matrice unité I,,. Le théoréme 2.1.3 peut alors se reformuler
comme suit.

3.1.3. Théoréme. Si ¢ : E" — K est une forme n-multilinéaire alternée, alors
on peul écrire
o(x1,...,xn) =cdetg(z1,...,2,) ot c=p(B)=per,...,en).

Autrement dit, les formes n-multilinéaires alternées sur E sont les multiples de
dety par un facteur ¢ € K quelconque.

Démonstration. On sait par le théoréme 2.1.3 que ¢ s’écrit sous cette forme, et il
suffit de prendre (x1,...,x,) = (e1,...,e,) = B pour trouver la valeur de ¢. O

3.1.4. Formule de changement de base pour les déterminants. Soient
B=(e1,...,en) et B = (€),...,€e) des bases de E.

(a) On a la relation

detg (21, ..., 2,) = detg (B) x detg(z1,...,2,) ou dets (B) x detg(B') = 1.

(b) Si P est la matrice de passage de B a B, on a
dets (B') = det(P) #0, dety/(B) = det(P~!) = (det(P)) .

Démonstration. (a) est un cas particulier de 3.1.3 avec ¢ = detg/. L’égalité
detp/(B) x dets(B’) = 1 s’obtient en prenant (x1,...,z,) = B = (e],...,¢el).

(b) La formule detg(B’) = det(P) résulte des définitions, dets (B) = det(P™1)
du fait que P! est la matrice de passage de B’ & B, et 'égalité avec (det(P))~?
découle de (a). O
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3.2. Déterminant d’un endomorphisme

3.2.1. Théoréme et définition. Si v € Endg(E) est un endomorphisme d’un
espace vectoriel E de dimension finie n, il existe un scalaire noté det(u) € K tel
que pour tous vecteurs xi,...,x, € E et toute base B de E on ait

(%) detg (u(xy1),...,u(xy)) = det(u) x detg(z1,...,z,).
Le scalaire det(u) est indépendant de la base B et il est donné par

det(u) = detg (u(B)) = dets (uler), ..., ule,)) = det(M) ot M = Mat3 (u).

Démonstration. On considére ici 'application

o1, ..., xy) = detg (u(zy), ..., u(xy,)).

Il est immeédiat de vérifier que c’est une application n-multilinéaire alternée (la
multilinéarité est évidente et on a bien ¢(x1,...,2,) = 0si z; = xj, i # j). On
peut donc appliquer le théoréme 3.1.3, ce qui donne ¢ = ¢ dety avec un facteur

c=p(B) =detg(uler),...,ule,)) = det(M).

Le scalaire det(u) := ¢ est indépendant de la base B choisie, car si on choisit une
autre base B’, on a une relation de la forme detg, = Adetg avec A = detg/(B) # 0,
et la constante A peut se simplifier dans 1’égalité (x) définissant det(u). O

Une conséquence importante est la multiplicativité du déterminant (qui serait
difficile & vérifier directement sur la définition du déterminant des matrices !)

3.2.2. Théoréme. Soient u,v € Endg(FE) des endomorphismes. Alors
det(u o v) = det(u) x det(v).
De fagon équivalente, si M, N € M,,«,(K), on a
det(M x N) = det(M) x det(N).
Démonstration. Fixons une base B, et considérons des vecteurs z4,...,x, € E
quelconques. Par définition, on a d’une part
detg((wov)(z1),...,(uowv)(x,)) =det(uowv) x detg(z1,...,2n),
et d’autre part cette quantité est aussi égale &

dets (w(v(z1)),...,u(v(z,))) = det(u) x dets (v(z1),...,v(z,))
= det(u) x det(v) x detg(x1,...,x,).
La formule det(u ov) = det(u) x det(v) s’en déduit en prenant (z1,...,x,) = B,

et la relation matricielle det(M x N) = det(M) x det(INV) s’obtient en considérant
les endomorphismes u, v de matrices associées M = Mat3 (u), N = Mat3 (v). O
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3.2.3. Théoréme. Soit u € Endg(E) un endomorphisme d’un espace vectoriel E
de dimension finie. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) wu est tnversible, i.e., il existe v € Endg tel que uov =vou = Idg ;

a') w est inversible a droite, i.e. il eriste v € Endg(E) tel que uov = Idg ;
est inversible & gauche, i.e. il existe v € Endg (F) tel que vou = Idg ;
est bijectif ;

est injectif ;

€ & & &

est surjectif ;
e) det(u)#0.
Dans ce cas, on a det(u™') = (det(u))™'.

Démonstration. On commence par observer qu’on a la chaine d’implications

N ///

En effet, les 4 premiéres a partir de la gauche sont évidentes (par exemple, pour
(a)’ = (e), on utilise le fait que uw o v = Idg implique det(u) x det(v) = 1,
qui implique det(u) # 0); pour (e) = (a), on utilise le fait déja démontré que
M € M, xn(K), det(M) # 0 implique M inversible (corollaire 2.2.13)). Les
propriétés (a), (a), (a)”, (e) sont donc équivalentes. Maintenant, on a également
la chaine d’implications évidentes

en effet (b) = (a) provient du fait facile a vérifier que u K-linéaire bijectif implique
que v = u~! est aussi K-lindaire. Pour vérifier que (a), (b), (c), (d) sont
équivalentes, il reste alors seulement a voir que (¢) <= (d), mais ceci résulte

du théoréme du rang : I'égalité dim F = dim Ker(u) 4+ dim Im(u) nous dit que

u injectif <= Ker(u) = {0} <= dim Ker(u) =0
<= dimIm(u) = dim F <= Im(u) = £ <= u surjectif. O

3.2.4. Remarque. Le théoréme 3.2.3 est faux en dimension infinie. Prenons en
effet £ = K[X] (espace des polynomes de degré quelconque) et les applications
u, v définies par

w:Ps Q=u(P), PX)=) a;X'—QX)=XP(X)=) a;X'",

J=0

v:Q— R=v(Q), QX)=> bX s R(X)= M = ijxj—l.

J=0
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Il est facile de voir que u,v € Endg(FE) et que

vou=Idg, mais
uov #Idg, wov:Q— Q— Q(0),

donc v est un inverse a gauche mais pas a droite de uw. On voit aisément

que u est injectif (Ker(u) = {0}) mais pas surjectif (Im(u) ne contient pas
les polyndomes constants non nuls), tandis que v est surjectif mais pas injectif
(Ker(v) = {polyndmes constants}). O
3.2.5. Remarque. Si B = (ey,...,e,) est une base, pour qu’un systéme

A = (a1,...,a,) soit une base, il faut et il suffit que detg(aq,...,a,) # 0, en
effet c’est également la condition nécessaire et suffisante pour que la matrice de
passage P de B a A soit inversible.

3.2.6. Remarque. On peut (de facon moins élégante) vérifier I'indépendance du
déterminant d’un endomorphisme u par rapport a la base B choisie, en observant

que si M = Maty (u) et M’ = Mat%:(u) et si P est la matrice de passage de B
a B, ona M =P 'MP. Il en résulte alors

det(M') = det(P~'MP) = (det(P)) ' det(M) det(P) = det(M).

4. Application alarésolution des systémes linéaires

L’objectif de cette section est de résoudre (au moins théoriquement) un systéme
linéaire quelconque

@111 + -+ -+ G1Tp = b1

(%)

Ap1T1 + -+ Applp = bn

a m équations et p inconnues z1,...,z, € K, a coefficients a;; € K, avec seconds
membres les b; € K, 1 < i < n. On peut retraduire le systéme linéaire (X) sous la
forme matricielle

AX = B,

avec inconnue X = (z;)1<i<p € Mpx1(K), coefficients et second membre

A= (aij)i1<i<ni<i<p € Maxp(K), B = (bi)i<icn € Mux1(K).

4.1. Systémes de Cramer

Un systéme de Cramer est par définition un systéme linéaire carré (c’est-a-dire
tel que p = n), avec det(A) # 0. Alors la matrice A est inversible, par conséquent
(¥) admet une solution unique

(411) X = (mi)lgign = A_lB.
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Il est parfois utile, au moins théoriquement, de connaitre une formule explicite
pour cette unique solution. Pour cela, on introduit les colonnes de coefficients a;;,
et on écrit le systéme (X) sous la forme équivalente qui suit :

Q14
(412) Aj = Qjj , (E) <~ Z.’L‘jAj = B.
. j=1
Qn j

Si X = (x;) est la solution, la multilinéarité du déterminant implique pour tout
i€{l,...,n} que

det(Al, .. .,Ai_l,B,AH_l, .. An) = det(Al, .. -,Ai—17zijj7Ai+17 .. An)
j=1

:xidet(Al,...,Ai,...,An)

(on utilise aussi le fait que det est alterné, ce qui entraine que seul le terme j =i
intervient). On obtient alors :

4.1.3. Formules de Cramer. L’unique solution d’un systéme de Cramer
(i.e. p=mn, det A # 0) est donnée par la formule explicite

o det(Al, . -,Ai—laBaAH—l, .« An>

Tr;, = 1<71<n
‘ det(Al,...,Ai_l,Ai,AH_l,...An)’ I
c’est-a-dire encore
det(Aq,...,A;_1,B,Aj1q1,... A )
T; = ( 1 1—1 1+1 n) 1<Z<’FL

det(A) ’

Ces formules élégantes sur le plan théorique, dues au mathématicien genevois
Gabriel Cramer (1704-1752), sont malheureusement assez peu efficaces pour les
calculs, et donc déconseillées en pratique !

4.2. Déterminants mineurs extraits
et rang des applications linéaires

. : , . N '
On considére maintenant le cas d'une matrice A = (a;;)1<i<n, 1<j<p rectangu-
laire, et on s’intéresse a son rang

r =rang(A) =dim S, S =vect(As,...,4,) C Mpyx1(K) ~ K",

ot les (A;)1<j<p sont les vecteurs colonnes de A. On peut alors extraire exactement
r colonnes (A;,,...,A; ) formant une base de S, et les autres colonnes A; sont,
de maniére unique, combinaisons linéaires de A; ,..., A; .
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4.2.1. Définition. Soient I = {i; < i < ... < ix} C {1,...,p} et
J={j1 <ja<...<jgry CA{Ll,...,n} des parties formées chacune de k indices
(k < min(n,p)). On définit le déterminant mineur Dy j associé a la matrice
rectangulaire A = (a;;) et aux parties I, J comme étant le déterminant de taille k

Dy j = det(aij)icr, jes = det(ai,j,, )1<e,m<k-

[’objectif de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant.

4.2.2. Théoréme. Si A # 0, le rang r = rang(A) est égal au mazximum des
entiers k < min(p, q) tel qu’il existe un déterminant mineur Dy ; # 0 de taille k
extrait de A (et bien entendu r =0 si A =0).

Démonstration. Supposons qu’il existe un déterminant mineur Dy ; # 0 de
taille k extrait de A. Soit A" = (a;j)icr, jes la matrice correspondante. Alors
det(A’) = Dy ; #0 donc A’ est inversible et ses colonnes A’ ..., A’ sont
linéairement indépendantes. Mais ceci implique que les colonnes correspondantes
Aj,...,Aj, de A (qui ont éventuellement plus de lignes) sont linéairement in-
dépendantes. Ceci implique k < r, puisque r est le nombre maximum de colonnes
de A qui sont linéairement indépendantes.

Dans la direction inverse, choisissons des colonnes (A4;,,..., 4;, ) de A formant
une base du sous-espace S. Désignons par (e;)1<i<n la base canonique de M,, 1 (K)
(formée des matrices colonnes ayant un coefficient 1 & la i-iéme ligne et des zéros
ailleurs). On sait qu’on peut compléter (A4;,,...,A; ) en une base

(Ajl,...,Ajr,eirﬂ,...,ein)
de M, 51 (K) ~ K", avec 1 < ipqq < -+ < i, < n. Posons J = {j1,...,j.} et
I={in, vy = {1, oon}y~{irstynyind, 1<ip <o <ip <n.

Alors
O 7§ det(Ajl, ey Ajm eiTJrl, ey ezn)) =+ det(aij)iej,jeJ

en développant le déterminant suivant les n—r colonnes e;,, £ > r+1. Ceci entraine
Dy, = det(aij)ier, jes # 0, et il s’agit d’'un déterminant de taille & = r. O

4.2.3. Conséquences. Soit A une matrice rectangulaire n X p. Alors
(a) rang(*A) = rang(A).

(b) Le rang r = rang(A) est le nombre maximum de colonnes C; de A linéaire-
ment indépendantes, aussi bien que le nombre maximum de lignes L; de A
linéairement indépendantes.

(c) St A # 0 et si Dry # 0 est un déterminant mineur extrait de taille
r=rang(A), I = {i1,...,i} et J = {j1,...,Jr}, alors les colonnes C,;
de A, j € CJ, sont (de maniére unique) combinaisons linéaires des colonnes
Ciy...,Cj., et les lignes L; de A, i € CI, sont (de maniére unique) combi-
naisons linéaires des lignes L;,, ..., L; .
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Démonstration. (a) est une conséquence directe du théoréme 4.2.2 et du fait

que det(M) = det(*M) pour toute matrice carrée. Les assertions concernant
les colonnes résultent des définitions, et on déduit les énoncés analogues pour les
lignes en considérant *A. O

4.2.4. Calcul du noyau. La donnée de la matrice A est équivalente & celle de
I’application linéaire

u: KPP — K" écrite matriciellement X — Y = AX.
On a r =rang(A) = dimIm(u) = dimvect(A4;, ..., A4,), et donc
dim Ker(u) = p — dimIm(u) = p — 7.
La recherche du noyau consiste a résoudre le systéme AX = 0. On notera Ker(A)
ce noyau. Choisissons Dy ; = det(A’) # 0 un déterminant mineur extrait de A, de

taille r. Quitte & permuter les lignes et les colonnes (et donc quitte & renuméroter
les coordonnées z; dans un autre ordre), on va pouvoir écrire

A" rxr
(A A A" rx(p—r) (X
A_(AW M”) WM () xr A= x

M (n—r)x(p—r)

avec X'/, X" des colonnes de tailles respectives r et p — r, et donc

A X 4+ A X
AX = (M’X'—i—M”X”) .

On sait que les lignes de (M’ M") sont combinaisons linéaires des lignes de
(A" A"), par conséquent le systéeme AX = 0 est équivalent au systéme partiel
AX +A’X" =0, i.e. A/ X’ = —A"X". Mais ici la matrice A’ est inversible,
on voit alors qu’on peut choisir X" € M,_,yx1(K) arbitraire et qu’il suffit de
prendre X' = —(A")7LA” X" (il le faut aussi !). Le noyau {X / AX = 0} est donc
I’ensemble des vecteurs colonnes

X! —(A’ _1A”X” —(A’ —1A/I
X = (X//) = ( ( )X// ) = ( (Ip)_,,, )X//, X// E M(p—’l“)xl(K)'

On voit sur cette formule que le noyau est bien de dimension (p — 7). L’usage de

la formule (A’)~1A” = mt(comat(/l’ ))A” revient (en théorie) a appliquer les
formules de Cramer pour résoudre A’X’ = —A”X". En pratique, il vaut mieux

utiliser la méthode du pivot.

4.3. Compatibilité des systémes linéaires

Pour résoudre un systéme linéaire avec second membre

(2): AX =B
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il suffit de connaitre une solution particuliére X, (s'il y en a) : en soustrayant
AXpart = B et en posant E = X — Xpa¢, on se rameéne en effet & résoudre

A(X — Xpart) = A2 =
Ceci montre alors que les solutions de (X) sont les matrices colonnes
(4.3.1) X = Xpart + 2, Z € Ker(4),
en on sait que dim Ker(A4) = p — r (avec les notations de 4.2.4). On peut énoncer

4.3.2. Théoréme. [’ensemble des solutions d’un systéme linéaire quelconque
(X): AX = B ou A est une matrice rectangulaire n X p de rang r est ou bien vide,
ou bien c’est un sous-espace affine de dimension (p —r) de My«1(K) de la forme

Xpart + Ker(A),

0t Xpart est une solution particuliére de (X). [Un sous-espace affine d’un espace
vectoriel est par définition un translaté d’un sous-espace vectoriel, un tel sous-
espace affine ne contient en général pas 0 et n’est donc pas un Ssous-espace
vectoriel].

NX — Xpart +E

Solutions

Il nous reste a caractériser les conditions assurant que I’ensemble des solutions d’un
systéme linéaire donné (3) est non vide ; on dit alors que (X) est compatible, sinon,
lorsque I’ensemble des solutions est vide, on dit que le systéme est incompatible.

4.3.3. Exemple. Soit a résoudre sur R le sytéeme linéaire
3r— y+ z=>b
(%) : x4+ 2y — 5z =by
dr + y— 4z = bs.

3 -1 1
Lamatricce A= | 1 2 —5 | est derang 2, en effet la troisiéme ligne est somme
4 1 —4

des deux premiéres, tandis que 'on a par exemple

i’ _21’ # 0. La condition
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nécessaire et suffisante de compatibilité du systéme est donc que bg = by + bo, et
dans ce cas la troisiéme équation est superflue puisque combinaison linéaire des
deux premiéres. Si b3 = by + by, on a donc

3r— y+ z=0b {30&— y="b — 3z
i

(YX) = {
x4+ 2y —5z=0b x4+ 2y = by + 52.

Lorsque z € R est fixé (arbitrairement), il s’agit d’un systéme de Cramer par
rapport & (x,y), et on trouve

2b1—|—b2—z 2b1—|—b2
T 7 7 . —1
— —b1—|—3b2—|—182: — —b1—|—3b2 _
Y e e e 7 18
2b1+bo
7 —1
ou P = M est une solution particuliéere et V' = | 18 | une base du
0 7

noyau Ker(A). On voit que ’ensemble des solutions est la droite affine A = P4+RV
passant par P et de vecteur directeur V. En général, ce n’est pas une droite vecto-
rielle, A ne contient 0 que si by =by =0 (et bg =0 pour la compatibilité). O

De maniére générale, pour une matrice A € M,,«,(K), on choisit un détermi-
nant mineur Dy ; = det(A’) # 0 de taille r extrait de A, et on reprend la discussion
du 4.2.4. Aprés permutation éventuelle des lignes et des colonnes, on est ramené
a résoudre un systéme de la forme

A X 4+ A X" B’
(M/X/ —l—M”X”) = (B//) ) B' e erl(K)7 B" € M(n—r)xl(K)~

On sait ici que chaque ligne My = (M; M) de M = (M’ M"), k € (I, est
combinaison linéaire des lignes A; = (A} A)), i€ I, de A, ie. My =>._; \A;,
ou encore

M, = Z NAL ML = Z NAY
=1 =1

pour des coefficients A\ ...\, € K (dépendant évidemment de l'indice ligne k).
Pour que le systéme (X) soit compatible, il faut et il suffit que dans chacune des
équations correspondantes

p
(4.3.4) Z mp;xr; = b%,
Jj=1

le coefficient b) soit précisément égal  la méme combinaison linéaire b =" \;b}
des constantes b),...,b.. En effet, dans ce cas, les équations (4.3.4) sont consé-
quences des r premiéres, et (X) se raméne & un systéme de Cramer automa-
tiquement, compatible A’X’ = B’ — A”X" (ses solutions sont données par
X'= (A)"YB" - A”X") avec X" quelconque).
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4.3.5. Proposition. On suppose choisi un déterminant mineur
DI7J = det(A’) 7é 0

extrait de A, de taille r = rang(A). La condition nécessaire et suffisante de
compatibilité de (X) : AX = B est qu’on ait annulation des (n — r) déterminants

(r+1)x(r+1)
A B
det<Milc b%>—0, keI

ou M| est la k-iéme ligne de M’ (a savoir les portions de lignes de A qui
correspondent aux lignes complémentaires CI et aux colonnes J). Dans ce cas,
(X) est équivalent au systéme de Cramer

AIXI — BI _ AIIXII
on X" € Mn—ryx1(K) est quelconque, et sinon l'ensemble des solutions est vide.

Démonstration. En effet, comme A’ est de rang r, 'annulation des déterminants
ci-dessus équivaut au fait que la derniére ligne soit combinaison linéaire des
r premiéres, avec des coefficients \; forcément uniques exprimant A, comme

combinaison linéaire M; = Y., \; A% (les lignes A, ..., A étant indépendantes).
On a alors aussi by = Y., \;b;, et M/ est encore la méme combinaison linéaire
M =371 NAY, o la compatibilité de (). O

4.3.6. Remarque. Dans le cas ou le systéme est compatible, on obtient une
solution particuliére en prenant tout simplement X" = 0, ce qui donne

N—1n/
Xpart = ((A )O B ) , O = matrice nulle € M(,_)x1(K),

et on a la solution générale

nN—1p/ o N—1 A
X — ((A )O B ) + ( (f}) A )X”, X" e Mp—ryx1(K) quelconque.
p—r
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Chapitre 4

Arithmétique entiére et polynomiale

Dans ce chapitre, nous énoncons et démontrons les propriétés arithmétiques
élémentaires partagées par I'anneau des entiers et I’anneau des polynomes a une
indéterminée K[X] (ot K est un corps commutatif). Afin de donner une présen-
tation unifiée, il est commode de mettre en ceuvre un certain nombre de notions
générales concernant la divisibilité et la factorisation dans des anneaux commu-
tatifs unitaires quelconques, en particulier la notion d’idéal d’un anneau, introduite
en 1921 par Emmy Noether (éminente mathématicienne allemande, 1882-1935).

1. Généralités sur les anneaux et la divisibilité

1.1. Définitions principales

1.1.1. Définition. Un anneau est un triplet (A, +, x) formé d’un ensemble A et
de deux lois de composition interne

+ :AXxA— A (z,y)—z+y,
X tAxA— A (rv,y)—zXy

ayant les propriétés suivantes :

(a) (A, +) est une groupe commutatif, c’est-a-dire que la loi + appelée addition est
associative, commutative, dotée d’un élément neutre 04, et que tout élément x
posséde un symétrique ', en sorte que v+ x' = 04 (on le note x’ = —x et on
Uappelle opposé de x) ;

(b) la multiplication X est associative et distributive par rapport a +, et posséde
un élément neutre noté 1 4.

1.1.2. Remarque. On omettra assez souvent l'indice A dans ’écriture de
04 et 14. Nous avons ici supposé l'existence d’un élément neutre 14 pour la
multiplication, mais certains auteurs n’incluent pas cet axiome et parlent alors
d’anneau unitaire. Il est & noter qu’on ne suppose pas nécessairement 14 # 04,
par exemple A = {0} est bien un anneau et 0 y est élément neutre a la fois pour
I’addition et la multiplication. En fait, comme les axiomes impliquent 04 xx = 04
et 14 X x = x, on voit que 'on a 14 = 04 si et seulement si I'anneau est réduit
a {04}, donc ce cas est unique et trés “dégénéré”. Un anneau A est appelé un corps
si 14 # 04 et si tout élément x # 04 posséde un inverse ' pour la multplication,
c’est-a-dire tel que x x 2’ = 2’ x x = 14. Un corps K posséde donc au moins deux
éléments Og et 1. Il peut fort bien se réduire a ces deux éléments, c’est le cas
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du corps noté Fy = {0,1} (ou encore Z/27Z, voir plus loin), dans lequel on prend
14+1=0.

1.1.3. Définition. Un morphisme d’anneaur ¢ : A — B entre deur anneaux
A et B (non nécessairement commutatifs) est une application possédant les trois
propriétés sutvantes :

(a) Va,y €A, p(x+y)=¢(@)+
(b) Va,y €A, oz xy) =) X
() ¢(14) =15.

(y)

@
o(y)

?
?

Il résulte de (a) que ¢ est en particulier un morphisme de groupes additifs de (A, +)
dans (B, +), ce qui entraine que 1’on a aussi p(04) = Op [prendre z = y = 04].
L’axiome (c) sert a éviter 'application inintéressante ¢ = 0 et d’autres pathologies.

Dans la suite de ce chapitre, mis a part Pexemple 1.1.4 (e) ci-dessous, on
s’intéressera exclusivement a des anneaux (A, +, xX) commutatifs et & des corps
(K, +, x) commutatifs, c’est-a-dire tels que la multiplication x soit commutative.
Pour simplifier les notations, on omettra souvent ’écriture des lois, et on parlera
d’un anneau A et d’un corps K (qui seront implicitement supposés commutatifs,
sauf mention explicite du contraire).

1.1.4. Exemples d’anneaux. Ce chapitre sera presque exclusivement consacré
aux deux exemples fondamentaux (a) et (b) ci-dessous et a leurs propriétés
arithmétiques.

(a) (Z,4+, x), Panneau des entiers relatifs.

(b) (K[X],+, x), 'anneau des polynomes a coefficients dans un corps K. Un
polyndéme est une expression formelle P = Z?:o a; X', a; € K, qui peut étre
codée comme une somme P =) . a; X ¢ possédant seulement un nombre fini
de coefficients a; non nuls, ou encore, si on veut, comme une suite infinie de

coefficients (ag, a1, ..., ay,...) presque tous nuls. Etant donné
P=Y"ax', Q=Y bX"
ieN ieN

I’addition et la multiplication sont définies par

P+Q=) (a;+b)X', PxQ=> [ Y ad;|x"

ieN keN \i+j=k

Au polynéme P = Z?:o a; X', a; € K, on peut associer la fonction polynomiale

fP K=K, z— fp(x)= Zaixi,

mais il convient de distinguer soigneusement P de fp : P n’est pas une
fonction, mais un objet “formel”, élément d’un espace vectoriel de dimension
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infinie sur K, dont (X?%);cy est une base. Par exemple, si on prend le corps a
2 éléments K = Fy = {0, 1}, tous les polynomes P; = X*, i > 1, fournissent la
méme fonction polynomiale f; : K — K, z + f;(x) = 2* telle que f;(0) =0 et
fi(1) = 1. Par ailleurs, le polynéme non nul P = X? — X = X(X — 1) a pour
fonction polyndome associée fp = 0 sur Fy !

(c) L’anneau A = Z/6Z (la notation sera expliquée plus loin), formé des entiers
calculés modulo 6. On prend A = {0,1,2,3,4,5} et on calcule le résultat des
opérations + et X en considérant que 6 est nul (de sorte que par exemple
3+5=8=6+2=2,3x5=15=6+6+ 3 =3). Ceci donne les tables de
Pythagore suivantes pour les lois + et x de 'anneau :

+ 10123 |4]5 x 011|123 [4]5
O|l0|1|2|3]|4]|5 0O(0j0]0]0]0|O0
11112 (3]4]5]|0 11071123 |[4]5
21234 01 2101214 10]2]|4
3131451012 31013031013
4 145101123 4 101412 (44| 2
515101 1]2]3)|4 > 10541321

Dans cet anneau A “étrange”, on a donc des éléments non nuls dont le produit
est nul, par exemple 2 x 3 = 0.

(d) L’ensemble Fg des fonctions de R dans R, muni de l'addition et de la
multiplication des fonctions est un anneau commutatif qui a aussi la propriété
“étrange” ci-dessus : le produit des fonctions non nulles f(x) = x + |z| et
g(z) = x —|z| est la fonction fg =0 (puisque f(z)g(z) = 2% —|z|?> = 0 sur R).

(e) L’ensemble des matrices carrées M, «,(K), muni de l'addition et de la mul-
tiplication des matrices, est un anneau non commutatif si n > 2 (si n = 1,
il s’identifie au corps commutatif K). Le chapitre suivant donnera quelques
lumiéres sur ses propriétés.

1.1.5. Exemples de morphismes d’anneaux.

(a) L’application ¢ : Z — Fy = {0, 1} telle que p(x) = 0 si x est pair et p(z) =1
si x est impair est un morphisme d’anneaux.

(b) Si w € K est un élément fixé, 'application ¢, : K[X] — K qui & un polynome
P associe sa valeur ¢,,(P) = P(w) au point w est un morphisme d’anneaux.

(c) L’ensemble D des nombres décimaux est un anneau, et l'inclusion ¢ : Z — D
est un morphisme d’anneaux.

(d) L’application ¢, : Fg — R qui associe a une fonction f € Fr sa valeur
©w(f) = f(w) en un point w € R est un morphisme d’anneaux.
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(e) Pour tout anneau A, on a un morphisme dit canonique
Yean 1 L — A, nr>ny

ou lon définit ny := 14+ -+14 (nfois)sin € N*, (—n)4 := —(n4), ’élément
04 étant ici encore I’élément neutre de A pour 'addition. L’additivité de @ean
est évidente, et la multiplicativité résulte de la distributivité de x par rapport
a + dans A. On prendra garde au fait que 'on peut avoir ng = 0 méme si
n # 0, comme c’est le cas pour n = 6 dans I’exemple 1.1.4 (e) ; cependant, il
est fréquent que ’on omette 'indice A et que I’on désigne par le méme symbole
n un élément de Z et son image dans A, sauf si on veut absolument éviter les
confusions.

On donne un nom au phénoméne apparu dans les exemples 1.1.4 (¢) et (d).

1.1.6. Définition. Soit A un anneau (commutatif, on ne le répétera plus!).

(a) On appelle diviseur de 0 dans A tout élément x # 0 pour lequel il existe y # 0
tel que xy = 0.
(b) L’anneau A est dit intégre s’il ne posséde pas de diviseurs de 0, c’est-a-dire si
Ve,yc A, z#0 et y#0 = zy#0.
ou encore, par contraposition, st

Ve,yec A, zy=0 =— =0 ou y=0.

1.1.7. Exemples d’anneaux intégres et non intégres.
(a) Comme il est bien connu, Z est un anneau intégre.

(b) Tout corps K est un anneau intégre : en effet, si z,y € K sont non nuls, il
possédent des inverses z’, 9/, et donc z’zyy’ = 1, ce qui implique xy # 0.

(¢) L’anneau K[X] est également intégre : en effet si on a deux polynémes non
nuls P = Z?:o a; X7, Q= Zj’:o b; X7 de termes dominants non nuls aq X< et
bs X0, alors PQ est de terme dominant non nul agzbs X d+5  En particulier on
voit que

deg(PQ) = d+ 6 = deg(P) + deg(Q).
Afin que cette égalité soit encore vraie lorsque P = 0 ou Q = 0, on convient de
définir le degré du polynome nul comme étant —oo, avec la régle —oco+90 = —o0
pour tout § € NU {—o0}.

(d) Si A est un anneau commutatif, on peut définir anneau de polynomes A[X] a
coefficients dans A de la méme maniére que pour un corps, et le raisonnement
du (c) implique que Panneau A[X] est intégre dés que A est lui-méme intégre.

(e) Les anneaux Z/6Z et Fg définis ci-dessus ne sont pas intégres. L’anneau non
commutatif M, x, (K) non plus, si n > 2 : par exemple le carré de la matrice

0 1
(0 0) est nul.
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1.2. Notions liées a la divisibilité

1.2.1. Définitions et notations. Soit (A, +, X) un anneau intégre non trivial.

(a) On notera A* = A~{0} 'ensemble des éléments non nuls de A. L’hypothése A
integre signifie que la multiplication est une loi de composition interne sur A*.
(b) Sixz,y € A*, on dit que x divise y, et on écrit x |y, s'il existe X € A* tel que
y = Ax. Dans ce cas, on dit aussi que y est un multiple de x et que x est un

diviseur de y. Par extension, on convient aussi de dire que 0 est un multiple
de x (on prend A =0).

Les propriétés suivantes sont a peu pres évidentes.

1.2.2. Propriétés.
(a) (transitivité) si z,y,z € A*, x |y el y | z entraine x | z.

(b) pour x € A* ety,z,a, € A, si x|y et x|z alors x | (ay + B2z), & moins que
ay + Bz =0.

Démonstration. (a) Siy = Az et z = py, alors z = pu(Ax) = (u\)x dans A*.
(b) Siy = Az et z = px, alors ay + fz = (a\ + Su)z. O

1.2.3. Eléments inversibles. Soit A est un anneau non trivial (i.e. 14 # 04),
non nécessairement commutatif. Un élément u € A est dit inversible s’il existe
u € A tel que

wu' =u'u=14.

On note A™ l’ensemble des éléments inversibles. C’est un sous-ensemble de A*.

1.2.4. Proposition. (A%, X) est un groupe.

Démonstration. 11 est facile de voir que le produit de deux éléments inversibles
u,v est inversible et que (uv)~! = v~lu~!, donc la multiplication est une loi
de composition interne. Par ailleurs 14 est inversible et 14 € A*. Comme la
multiplication est associative et que l'inverse u~! d’un inversible est lui aussi
inversible, la proposition s’ensuit. O

1.2.5. Exemples.
(a) Dans Z, ’ensemble des éléments inversibles est Z* = {1, —1}.

(b) Dans K[X] si on a PQ = 1 alors P et @ sont non nuls et deg(P) +deg(Q) = 0,
ce qui implique que P et ) sont des polyndémes constants non nuls. Par
conséquent

K[X]* = {polyndomes constants ag # 0} ~ K*.

(c) Considérons
A={z=a+bV2/a,becZ}
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Comme

(a+bV2)(d +b'V?2) = (ad’ + 2bb") + (ab’ + a'b)V/2,

on voit aisément que (A, 4, X) est un anneau. Dans cet anneau
(1+v2)(-1+v2) =1

donc #(1 4 v/2) et £(—1 + v/2) sont inversibles. Par la propriété de groupe
de A*, tous les éléments u = +(1 + +/2)*, k € Z sont inversibles. On peut
montrer qu’il n’y en a pas d’autres.

1.2.6. Eléments irréductibles. Soit A un anneau intégre non trivial. Un
élément p € A* est dit irréductible si p n’est pas inversible et si on ne peut pas
décomposer p sous la forme

p=u2xy avecx,y € A* non inversibles,
ou, de facon équivalente, si p est non inversible et si

Ve,y € A*, p=xzy =— x ouvy inversible.

On notera qu’on peut toujours décomposer un élément z € A* quelconque sous la
forme z = u x u~ 'z pour tout élément inversible u, ce qui justifie le fait d’exiger
une décomposition en éléments non inversibles.

1.2.7. Exemples.

(a) Dans Z, les éléments irréductibles sont exactement les nombres premiers et
leurs opposés :
P={2,3,5,7,11,...},

—P={-2,-3,-5,-7,—11,...}.

(b) Dans K[X], les éléments irréductibles sont nécessairement des polynomes de
degré > 1, car les constantes (non nulles) sont inversibles. 11 est clair que tout
polynéme P = aX + b de degré 1 (a # 0) est irréductible, puisque si P = QR
avec (), R non inversibles, alors deg(Q) > 1 et deg(R) > 1, donc deg(P) > 2.
Notons que aX + b = a(X + b/a) admet la racine x = —b/a € K.

(c) TI peut se produire que des polyndomes de degré > 2 soient irréductibles.
Par exemple, dans R[X]|, P = X2 + 1 est irréductible, car s’il avait une
décomposition P = QR, les facteurs seraient nécessairement de degré 1, disons
Q=aX+b R=dX+0b,a,d € R* bt € R, ce qui donnerait des racines
réelles pour P.

(d) Le méme raisonnement montre que P = X3 — 2 est irréductible dans Q[X].
Sinon P = QR avec un facteur de degré 1, disons @ = aX + b avec a € QF,
b € Q, ce qui donnerait une racine rationnelle x = —b/a. Mais P = X3 — 2
admet seulement la racine réelle z = 3/2 qui n’est pas rationnelle, cf. 2.4.5.
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1.3. Division euclidienne

Donnons d’abord la définition dans un anneau commutatif intégre quelconque.

1.3.1. Définition. Soit A un anneau commutatif intégre (non trivial). On dit
que A est un anneau euclidien, ou que A posséde une division euclidienne, s’il
existe une fonction v : A* — N (appelée stathme euclidien ou simplement stathme)
telle que

Va € A, Vb e A*, Jq,r € A tels que a =bg+ 1 avec r=0 our#0, v(r) <v(b).
Ici a est appelé dividende, b diviseur, g quotient et r reste de la division euclidienne.

I1 est & noter qu’on n’exige pas en général I'unicité du couple (g, r).

1.3.2. Cas des anneaux Z et K[X].

(a) Z posseéde une division euclidienne® associée au stathme v(z) = |z|. Dans ce
cas on a une division euclidienne sous la forme plus précise

a=bg+r avec 0<r <|b,

et sous cette condition, le couple (q,r) est unique. Redémontrons cette
propriété. Si b < 0, quitte a changer b en —b et ¢ en —¢, on se raméne
au cas b > 0. Pour a € N, on montre alors la propriété par récurrence sur a :
elle est vraie si 0 < a < b (prendre ¢ = 0 et r = a), et si a > b, on peut
appliquer 'hypothése de récurrence a ' = a —b < a pour obtenir a’ = bq' +r,
0 <r <b, ce qui donne

a=ad +b=0b¢+1)+r=0bg+r avec ¢g=q +1.

Lorsque a < 0, on peut appliquer la division & a” = a + |a|b = |a|(b— 1) > 0,
et la division a” = bq"" +r donne par soustraction a = bg+ r avec ¢ = ¢ —|al.
Ici, il y a unicité de (q,r), car si a = bg+1r = bq' + 1" avec 0 < r,r’ < b, on en
déduit que 7 — r = b(q — ¢') est multiple de b, et comme —b < 1’ —r < b, la
seule possibilité est v’ —r = 0, d’ou aussi ¢ — ¢’ = 0.

(b) K[X] posséde une division euclidienne associée au stathme v(P) = deg(P) :
si B € K[X]*, tout polynéme A € K[X]| peut s’écrire de maniére unique

A=BQ+ R avec deg(R) < deg(B)

(ce qui inclut la possibilité que R = 0 avec notre convention que deg(0) = —o0).
La démonstration est similaire & celle faite dans Z : on raisonne par récurrence
sur d = deg(A), le résultat étant évident si d = deg(A) < § = deg(B) (on prend

* En arithmétique pure, il y a bien d’autres exemples que Z admettant une division euclidienne,
par exemple anneau des “entiers de Gauss” A = Z[i]| = {z+yi/ v,y € Z}. Sia € Aet b€ A*, on
vérifie aisément que le point ¢ € A le plus proche du quotient exact % € Cest tel quer =a —bq
satisfait N(r) < N(b) oit N(z) = N(z +yi) = 22 + y2 € N. On prend ici v = N comme stathme.
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alors Q = 0, R = A). Supposons maintenant d > § et le résultat démontré
pour d’ < d, et écrivons

A:a0+a1X—|—---—|—adXd, B:b()-i-le-l-"'-l-ngé, ad#O, b(;;éO
Si on prend la différence des termes dominants dans
A= A~ ((aq/bs)X°)B € K[X]

on trouve agX? — ((aq/bs) X9 °)(bsX°) = 0, donc d’ = deg(A’) < d. Par
hypothése de récurrence, on peut écrire A’ = BQ' + R, ce qui donne alors

A=BQ+R avec Q= (aq/bs)X?°+Q'.

Notons que cette démonstration est précisément 1’explicitation théorique de
I’algorithme de division des polyndémes. Ici encore on a unicité, puisque

A=BQ+ R=BQ +R avec deg(R),deg(R’) < deg(B)

implique R’ — R = B(Q — Q') avec deg(R' — R) < deg(B), d’ot R’ — R =0 et
Q-Q =0

1.3.3. Exemple de division dans K|[X]. Voici un exemple de division
polynomiale ; on procéde comme pour la division entiére, en appliquant la
procédure de récurrence décrite plus haut.

3X% —2X%4 4+ 4X3 -5X24+2X +4 2X2-3X +4
3X° —3X*+ 6X°3

3 5 7 59
X2 X?HIX — %
2X*— 2X%—5X?
Xt —L2x3 4+ 5Xx2

TX3 - 10X2+2X

4
7v3 21 v2 7
TX® 22Ty

59 2 3
—2< X 2 X +_4
59 2, 177 59

201 75
Xt T

Le degré du dernier reste deg(R) = 1 est inférieur au degré deg(B) = 2 du diviseur
B =2X? —3X + 4, donc 'opération est terminée. On en déduit I'égalité

3X° —2X* 4+ 4X3% - 5X%2+2X +4
=(2X?2-3X+4)( X3+ 23X+ IXx -3 4 (-2 x + D),
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1.3.4. Remarque. Comme on le voit avec I’exemple ci-dessus, la division eucli-
dienne n’est pas possible en général dans un anneau de polynomes A[X] dont les
coefficients sont pris dans un anneau A, car on est amené & utiliser des fractions.
En revanche, si le polynéme B est unitaire de degré §, c’est-a-dire de coefficient
dominant by = 1,

B=X"+bs 1 X'+ 40X +by, bj €A,

alors la division euclidienne est possible, car dans ce cas I'étape de récurrence
décrite au 1.3.2 (b) ne nécessite plus de fractions. En particulier, si on fait
dans Z[X] une division par un polyndme unitaire, le quotient et le reste sont
bien dans Z[X].

1.4. Racines des polynémes et factorisation

Soit P € A[X] un polynome & coefficients dans un anneau intégre A. Si I'on
effectue la division par (X —w) avec w € A, ce qui est possible puisque (X —w) est
unitaire, le reste R € A[X] doit vérifier deg(R) < deg(X — a) = 1, par conséquent
ce reste est une constante : P(X) = (X —w)Q(X)+c. Mais si on substitue X = w,
il vient P(w) = ¢. On en déduit aisément :

1.4.1. Théoréme. Pour tout polynome P € A[X]| non constant et tout élément
w € A, il existe un polynome Q € A[X]| de degré deg(Q) = deg(P) — 1 tel que

P(X) = (X —w)Q(X) + P(w).

En particulier, si P(w) =0, alors P est divisible par (X — w).
[Nota. Si P est constant, ceci est vrai aussi avec Q = 0].

1.4.2. Corollaire. Soit P € A[X]| un polynome admettant des racines 2 a 2
distinctes wy, . .., wg. Alors P est divisible par (X —wq) ... (X —wg), c’est-a-dire
qu’il existe @ € A[X] tel que

P(X) = (X —wp)... (X — w)Q(X)

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k, le résultat ayant déja été
démontré pour k = 1. Supposons le résultat déja démontré pour k, et supposons
que P admette une autre racine wy41. Alors

0= P(wrt1) = (Wrt1 — w1) - - (We1 — wi)Q(Wp1).

Comme 'anneau A est intégre et que w41 —w; # 0 pour 1 < j < k, on en conclut
que Q(wk41) = 0, mais alors Q(X) est divisible par (X —wg1) et par conséquent
P(X) est divisible par (X —wj)...(X —wg)(X —wgy1), ce qui démontre bien la
propriété a 'ordre k + 1. O
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Les propriétés qui précédent sont trés utiles également dans les anneaux de
polynomes a plusieurs variables. On définit ainsi un polynoéme P € A[X, Y] comme
une expression formelle

PX,Y)= Y  a;XV, a;€A

Iisd, 1y <d’

Le degré total deg(P) (resp. les degrés partiels degy (P), degy (P)) désigne le
maximum des entiers i + j (resp. ¢, resp. j) tels qu’il existe un coefficient a; ; # 0.
Si 'on écrit P sous forme factorisée

P(X,Y) = Z (Z ai,in>Yj7

1<5<d \1<i<d

on en conclut que A[X,Y] = A[X][Y], c’est-a-dire que A[X,Y] n’est autre que
I’anneau des polydmes en 'indéterminée Y dont les coefficients sont des éléments de
lanneau A[X]. En appliquant le théoréme 1.4.1 a 'anneau A’[Y] avec A’ = A[X],
on obtient alors la conséquence suivante.

1.4.3. Corollaire. Soit P(X,Y) € A[X,Y]. Si P est tel que P(X,X) =0, alors
P(X,Y) est divisible par Y — X dans A[X,Y].

Le méme raisonnement donne un résultat analogue pour un nombre quelconque
d’indéterminées.

1.4.4. Corollaire. Soit P € A[X, Xs,..., X,]. Si P(X1,Xs,...,X,) devient
nul lorsqu’on fait la substitution X; := X;, alors P(X1,Xs,...,X,,) est divisible
par X; — X; dans A[X1, Xo, ..., X,].

1.4.5. Déterminant de Vandermonde. Nous allons illustrer ce qui précéde en
calculant la valeur du déterminant dit de Vandermonde

1 1 1 1
X, X Xo1 X,

A= X7 o xgtt o X L XY X
xXp? Xxp? Xr-2 o xno?
xpt o xpot X' xnot

dont le coefficient (i, j) est X;_l, et qui définit un polynome A € Z[X1, Xo, ..., X,].
Comme A est une somme de produits de facteurs dont un est pris dans chaque
ligne, chaque mondme, tel que le monome diagonal XX ... X""1 est de degré
0+1+---+(n—1) = n(n —1)/2. Par conséquent A est un polynome
homogéne de degré n(n — 1)/2. Or A s’annule si on substitue X; := X,
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j > i, et le raisonnement du corollaire 1.4.2 implique que A est divisible par
le produit P = ngi < wn(Xj — Xi) (on peut appliquer la récurrence faite plus
haut, car la substition X, := X, annule seulement le facteur X; — X;). Mais
P est également un polyndome homogene de degré n(n — 1)/2, de sorte que le
quotient A/P est une constante. Comme par ailleurs P contient le monome
[lcicicn Xi =Tlicjcn ij._l, le quotient A/P est égal 4 1. Ceci donne la formule
classique
A= ] x;-X).

1<i<y<n

1.5. Dérivation des polynétmes

Soit P € A[X] un polynome de degré d sur un anneau intégre A, écrit

d
P(X)=> a;X7, a; €A
j=0

On commence par définir le polynome dérivé P’'(X) de maniére purement al-
gébrique — sans avoir & prendre de véritable limite comme dans R ou C. Soit
Y une autre indéterminée. On forme le “taux d’accroissement”

p(X,Y) = (Y; i, Zaj

ST XY e XY Y,

M&

7=0

On voit alors que 7p(X,Y) € A[X,Y] est un polynome de degré total d — 1.

1.5.1. Définition. On appelle polynome dérivé de P le polynome P’ € A[X] de
degré d — 1 tel que

d
P(X)=1p(X,X) =) ja; X771

I1 est facile de voir que 7p1o(X,Y) =7p(X,Y) + 70(X,Y) et que

PRY) - PRX) _ P(Y) - P(X)
Y - X Y - X

TPQ(X,Y) = Q(Y) + P(X)

QYY) - Q(X)
Y - X

=7p(X,Y)Q(Y) + P(X)7(X,Y),

ce qui, aprés substitution Y := X, fournit les formules usuelles de dérivation :

1.5.2. Proposition. Pour tous P,Q € A[X] on a

(P+Q) =P +Q', (PQ)=PQ+PQ'.
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1.5.3. Formule de Leibniz. Pour tous polynémes P,Q € A[X], la dérivée k-iéme
du produit PQ est donnée par

(PQ)® — Zk: (k) PO QU—)
—\J

J

en notant P(0) = P.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k, en utilisant les propriétés du
triangle de Pascal pour passer de k£ & k + 1, & savoir que

(7)=0)+(E)
) =1 .])+1. .
J J Jg—1
Nous laissons le détail de la vérification au lecteur. O

1.5.4. Remarque. Sur certains corps tels que K = Fy = {0,1}, la dérivation
des polynomes peut présenter des propriétés “bizarres”. Ainsi, au polynoéme
P = X2 + X € F5[X] est associée la fonction polynome nulle fp = 0 : Fy — Fs.
Cependant, le polynome dérivé P’ = 2X+1 =1 € Fo[X] a pour fonction polynome
associée la fonction constante fp/ = 1.

1.6. Multiplicité des racines d’un polynéme

Soit A un anneau intégre et P € A[X] un polyndome de degré d > 1 admettant
w € A comme racine. On sait qu’on peut écrire P(X) = (X — w)P;(X) avec
deg(P;) = d —1, et le polynome P; peut (ou non) admettre de nouveau w comme
racine. Si c’est le cas, on a P;(X) = (X — w)P>(X) avec deg(P3) = d — 2, donc
P(X) = (X —w)?Py(X) . On peut répéter le raisonnement avec des polynémes P;
de degrés d — i de plus en plus petits jusqu’a ce que P;(w) # 0, ce qui se produit
nécessairement a une certaine étape, au plus tard lorsque P; devient de degré 0
(donc constant et non nul).

1.6.1. Définition. Soit A un anneau intégre et P € A[X] un polynome de degré d
admettant w € A comme racine. On dit que w est une racine de multiplicité m > 1
st on peut écrire

P(X)= (X —w)"Q(X) avee deg(Q)=d—m, Q(w)#0.
Siw n’est pas racine de P, c’est-a-dire si P(w) # 0, l’égalité ci-dessous est encore

valide st m =0 et Q = P ; on convient donc de dire que la multiplicité de w dans
P est égale a 0. On a toujours

m < d = deg(P).

Nous allons voir que la multiplicité d’une racine peut se déterminer en utilisant
les dérivées successives du polynoéme P. La dérivée j-iéme de (X — w)™ est
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m(im —1)---(m —j + 1)(X —w)™ 7 pour j < m (et est identiquement nulle
pour j > m). Au point X = w, la seule valeur non nulle est celle de la dérivée

m-iéme qui vaut
d m
— X—w)m™=m!.
(dX) ( w) m

La formule de Leibniz appliquée & P(X) = (X —w)™Q(X) donne
L ' '
P(k)(X) = Z (j)m(m — 1) (m—j+1)(X — w)m_JQ("’_J)(X).
=0

Pour P(™)(w), on trouve en particulier que le seul terme non nul du membre de
droite correspond a j = m = k. On obtient par conséquent :

1.6.2. Formule. Si P(X) = (X —w)"Q(X), alors

P(w) = P'(w) =...= P D (w) =0,
P (w) = m! Q(w).

1.6.3. Corollaire. Soit K un corps “de caractéristique 07, c’est-a-dire tel que
ng # 0 pour tout n € N*, par exemple K = Q,R ou C. Si P(X) = (X —w)"Q(X)
dans K[X] avec Q(w) # 0, on a

P(w)=P'(w)=...= PMm V() =0, P™(w)=m!Qw)+#0,

autrement dit la multiplicité de w est le plus petit entier 7 € N tel que P(j)(w) #0.

1.6.4. Exemples. (a) Dans Q[X], on considére
P(X)=X*+X?-30X%+ 76X — 56.

On s’aper¢oit que P(2) = 164+8—120+ 152 —56 = 0. Pour trouver la multiplicité,
on peut calculer les dérivées successives

P/(X)=4X3+3X2—-60X +76, P'(2)=0,

P'(X)=12X?%+6X — 60, P"(2) =0,
P"(X)=24X +6, P"(2) =54 #0,
donc x = 2 est une racine triple, c’est-ad-dire de multiplicité 3. Le quotient

P(X)/(X —2)? est unitaire de degré 1 et on voit que 'on a la factorisation
P(X)=X"+X?-30X>+76X —56 = (X —2)*(X +7),

car le coefficient constant du quotient est (—56)/(—2)3 = 7.
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(b) Dans C[X], on considére
P(X)=X°-3X*4+2X*-6X?+X —3.

Nous avons i2 = —1, 3% = —i, i* =1, =4, dott P(i) =i —3—2i+6+i—3 = 0.
On calcule alors

P(X)=5X*-12X3+6X2-12X +1, P'(i)=0,
P"(X)=20X3-36X%+12X — 12, P"(i) = 24 — 8i # 0.

Par conséquent x = i est racine double de P. Mais comme P est a coefficients réels,
on voit en prenant les conjugués que P(—i) = P'(—i) = 0et P"(—i) = 2448 # 0,
de sorte que —i est aussi racine double. On en conclut que P(X) est divisible par
(X —i)%(X +1i)? = (X2+1)2. Le quotient P(X)/(X?+1)? est unitaire de degré 1
et de coefficient constant —3, d’ou la factorisation

PX)=X°-3X*4+2X% - 6X?>+X -3=(X—i)* (X +4)*X -3).

1.7. Théoréme de d’Alembert-Gauss

Le théoréme de d’Alembert-Gauss, connu aussi sous le nom de théoréme
fondamental de l’algébre, stipule que tout polyndéme P € C[X] non constant
admet au moins une racine. Les nombres complexes ont été introduits par le
mathématicien Bombelli entre 1560 et 1572, mais ce n’est pas avant d’Alembert, en
1746, qu’on se pose le probléme d’une preuve rigoureuse du théoréme fondamental
de D’algébre. En 1815, Gauss parvient finalement & une preuve compléte, utilisant
une récurrence algébrique trés subtile sur le degré du polynome ; elle repose d’une
part sur la possibilité de résoudre les équations du second degré complexes, ce qui
se rameéne a des calculs de racines carrées complexes, et d’autre part sur le fait que
tout polynome réel P € R[X] de degré impair admet une racine réelle. Pour cette
derniére affirmation, on utilise le théoréme des valeurs intermédiaires en observant
que pour z € R, P(z) varie entre —oo et +00, ou entre +00 et —oo, en fonction du
signe du coefficient dominant. Nous donnerons ici une preuve plus simple et plus
directe s’appuyant sur des idées d’Argand (1806) et de Cauchy (1821), qui repose
seulement sur le fait qu’une fonction réelle continue sur un segment y atteint son
infimum en un point ; les détails de cette preuve restent tout de méme assez subtils.

Commencons par des préliminaires généraux. Soit P = Zzzl aprX* € CIX]
un polynéme de degré d > 1, avec aq # 0. Soit r > 0 fixé. Pour 6 € [0,27], la
fonction @ > | P(re?)| est continue, et atteint donc son infimum

m(r) = inf_[P(re")| = min P(z)

en un point du cercle |[z| =r. On a

|P(z)| = ‘adzd tag 12+ tagz+ ao‘

> lagl|2l* = (Jaa—1][2*™" + - + |aa]l2] + laol),
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ce qui entraine le lemme suivant.

1.7.1. Lemme. On a la minoration
m(r) > |ad|rd — (|ad_1|rd_1 + -+ |ag|r +|agl) avec |aq] > 0,

par consequent lim m( ) = +00. [l
r——+oo

1.7.2. Lemme. La fonction r — m(r) est continue sur [0, +o0].

Démonstration. Pour des complexes z,w € C vérifiant |z| < R et jw| < R, on a

wk . Zk _ (w . Z)(Zk_l —I—Zk_Qw—l— ~-~—|—zwk_2 +wk—1)

et chacun des k termes 27 w® =177 est majoré par R*~1. Il s’ensuit par conséquent
que |w® — 2F| <kRF 1w — 2| et

>t -

Maintenant si on prend Pinfimum de |P(z)| sur les cercles de rayons 7,7’ € [0, R]
et si on applique 'inégalité précédente & z = re’® et w = r’e? en observant que
|lw — z| = |r' — r|, on voit en passant & I'infimum que

|P(w) = P(2)| = Iw—Z|Zk\ak\R’“ '

d
Im(r') = m(r)| < [ = 7[> klax|RF.
k=1

Ceci entraine que r — m(r) est continue sur [0, R] pour tout R > 0, d’ou la
conclusion. O

o
N

|
\
|
|
\
|
\
| |
0 To R r

Choisissons A > m(0). Comme lim,_, ., m(r) = +oo, il existe R suffisamment
grand pour que m(r) = A > m(0) pour r € [R, +o0]. Ceci implique que la fonction
continue r — m(r) atteint son infimum sur [0, R], et on sait que cet infimum est
atteint en un certain point r¢ € [0, R] (pas nécessairement unique).

1.7.3. Corollaire. Il existe un point zo = roe'% du cercle |z| = ro en lequel

P = = inf = inf |P O
[P(eo)| = mlro) = _inf _ m(r) = inf |P(:)]
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Nous avons besoin d’un dernier lemme, énoncé par Argand en 1806 (mais publié
seulement en 1814), qui est le point crucial de la démonstration.

1.7.4. Lemme. Supposons P € C[X] non constant. Soit zy € C un point tel que
P(z1) # 0. Alors z1 ne peut pas étre un minimum local pour z — |P(2)|, autrement
dit, pour tout § > 0, il existe w € C tel que |w| < § et |P(z1 +w)| < |P(21)].

Notons que ce lemme est violemment faux sur R : le polynome P(X) = X2 + 1
est non constant, positif, mais passe par un minimum non nul P(0) =1 en z = 0.

Démonstration. Posons Q(X) = P(z1 + X)/P(z1) de sorte que Q(0) = 1, et pour
tout w € C écrivons
Q(w) =1+ bpw” + - - - + bguw?

o by, # 0 est le coefficient non nul d’indice & > 1 minimal (il existe puisque les
polynomes P et @ sont non constants). On va s’arranger pour avoir un terme byw*
qui soit réel négatif (et petit). Fcrivons by = e’ avec 8 = |bg| > 0 et prenons
w = re’™=¥)/k avec r €10,5[. On a alors |w| = r et

bkwk _ Beicp ,rkei(ﬂ'—cp) _ 6Tkei7r _ _Brkv
donc
Q(w) =1—BrkF + b 1w 4+ bgw?.

Choisissons 7 assez petit pour que 1—3r* > 0. En prenant le module, ceci implique

P
Pla T o) _ Q(w)] < 1= Br + b |[r™™ + - 4 [bglr?
| P(21)]

=1 1" (B = |bpga|r — -+ — |balr?F) < 1

pour |w| = r assez petit tel que |by1|r + -+ + |bg|r?=* < B/2 (et Brk < 1). Le
lemme est démontré. O

1.7.5. Théoréme de d’Alembert-Gauss. Tout polynéme P € C[X] non
constant admet au moins une racine z; € C.

Démonstration. On considére le point z; = 27 donné par le corollaire 1.7.3,
en lequel |P(z1)| = inf.ec|P(2)|. On veut démontrer que P(z;) = 0. Or, si
P(z1) # 0, on peut appliquer le lemme 1.7.4 pour trouver un point 2] = z; +w tel
que |P(z})] < |P(z1)]. C’est une contradiction. Par conséquent P(z1) = 0. O

1.7.6. Théoréme. Soit P(X) = Y1 ja; X7 € C[X] de degré d, i.e. ag # 0.
Alors on peut le factoriser en facteurs de degré 1 sous la forme

P(X)=aq H(X — z;)™, ij =d =degP,
j=1 j=1

ol 21,...,25 € C sont les racines complexes 2 a 2 distinctes et les m; € N* leurs
multiplicités.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur d. Si d = 0, il n’y a rien a
démontrer, on a P(X) = ag et un produit vide égal & 1, avec s = 0. Si d = 1,
ona P(X)=aX+a = a (X — z) ot 2 = —ag/a;. Supposons d > 2, et
le résultat déja démontré pour d — 1. D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss,
P(X) posséde une racine complexe z1, et on peut alors factoriser P(X) sous la
forme

P(X) = (X = 21)Q(X).

Or Q(X) est un polynome de degré d — 1 de terme dominant ag X!, on peut
alors le factoriser entiérement sous la forme indiquée (avec somme des multiplicités
égale a d — 1). Le résultat s’ensuit pour P(X). O

2. Idéaux et éléments d’arithmétique

2.1. Idéaux, idéaux principaux, anneaux principaux

On introduit d’abord de maniére générale la notion d’idéal d’un anneau A : si
les éléments de I'anneau sont vus par analogie comme des “scalaires”, la définition
est voisine de celle de sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel.

2.1.1. Définition. Soit A un anneau. Un sous-ensemble non vide I de A est
appelé idéal de A si

(i) Vax,yel, x+yel (stabilité pour +);
(i) VA€ A, Ve e I, Az € A (stabilité par la multiplication scalaire de A).

1l est équivalent de demander que I soit stable par “combinaisons linéaires”, autre-
ment dit, la conjection des axiomes (1) et (ii) est équivalente a l’ariome ci-dessous :

(iii) VA, u € A, Ve,y € I, Ix+ py € A (stabilité par combinaisons linéaires ).

L’hypothése que I'idéal I soit non vide, combinée a 'axiome (ii) avec A = 0
implique que I contient nécessairement 1’élément 0 de A.

2.1.2. Exemples. (a) Si g € A, 'ensemble
(9) ={Xg/ Ne A}
des multiples de g, aussi noté gA, est un idéal de A ; par exemple, dans 7Z,
()=72=1{...,-21,-14,-7,0,7,14,21,.. .}

est un idéal. En particulier (1) = A est un idéal (appelé¢ “idéal unité” de A),
de méme que (0) = {0} (“idéal zéro”).

(b) Plus généralement, si g1,...gn € A, 'ensemble des combinaisons linéaires

(91,---,9n) = {é&gz/&' GA}
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est évidemment stable par combinaisons linéaires, donc ¢’est un idéal de A. Encore
plus généralement, on peut considérer une famille finie ou infinie (g;);cs et poser

(9i)ies = { > Nigi/i€S, A€ A}.

finies

On ’appelle idéal engendré par la famille (g;);cs. On dit aussi que (g;);cs est un
systéeme de générateurs d'un idéal I donné si on a précisément I = (g;)ics.

(c) Dans I'anneau K[X, Y] des polynomes & 2 indéterminées, I’ensemble (g oy des
polynomes P tels que P(0,0) = 0 est un idéal (puisque cet ensemble est a 1’évidence
stable par combinaisons linéaires, si P, Py € L (0,0); alors P = Q1P + Q2P;
vérifie bien P(0,0) = 0, donc P € I(g ). L'idéal I (g ) consiste en les polynomes
P = Z” ci’inYj ayant un coefficient constant cg o = 0, on peut alors écrire

P= ( > ci,jXHYf)X + ( > cojjw'—l)y

i#£0,j i=0,j#0
et on en conclut que
T0,0) = (X,Y).
(d) On se place dans 'anneau K[X] des polyndomes sur 'un des corps K = Q, R
ou C. Soient wy,...,ws € K des points 2 a 2 distincts et [, . ., 'ensemble des
polynomes P tels que P(w;) = ... = P(ws) = 0. Alors I, . ., est un idéal de

K[X], et en fait les résultats de la section précédente montrent que
Loy oy = (X —wrp) ... (X —ws))
consiste précisément en ’ensemble des polynémes
P=Q(X —wp)... (X —ws)

qui sont multiples de (X —w1) ... (X —ws). Plus généralement, si on se donne des
multiplicités my,...,ms € N et qu'on considere I'ensemble L, (1n)),... .w,(m;) des
polynémes P ayant une multiplicité m; en w;, c’est-a-dire tels que PY)(w;) = 0
pour tout 7 et tout 5y =0,1,...,m; — 1, alors

le(ml),...,'ws(ms) — <(X - wl)ml ©oo (X - ws)m3>

est l'idéal engendré par (X —wy)™ ... (X —w,)™s.

2.1.3. Définition. Soit A un anneau.

(a) Unidéal I de A est dit principal s’il admet un seul générateur, autrement dit, si
on peut trouver g € I tel que I = (g) coincide avec l’ensemble des multiples de g.

(b) L’anneau A lui-méme est dit principal si A est intégre et si tout idéal I de A
est principal.
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2.1.4. Exemples.

S

a) Les idéaux Iy, . w. €t Ly (ma).. w.(m.) de K[ X| sont des idéaux principaux.
1, ) 1( l)a ) S( S)

(b) L’idéal g0y = (X,Y) de K[X,Y] n’est pas principal. En effet si on avait
Io,0) = (G) avec G € K[X,Y], il existerait des polynomes P,Q € K[X,Y]
tels que X = PG et Y = QG, donc G # 0, G | X et G | Y. Mais la
condition G | X implique degy (G) < degy(X) = 0 et la condition G | Y
implique degy (G) < degy(Y) = 0. Par conséquent GG serait une constante
non nulle ¢ € K* et on aurait G(0,0) = ¢ # 0, ce qui est contradictoire puisque
G € I(0,0)- Il en résulte que I'anneau K[X,Y] n’est pas un anneau principal.

Nous démontrons maintenant un théoréme trés important.

2.1.5. Théoréme. Tout anneau euclidien A est principal. En particulier 7. est
principal, et les anneaux de polynomes K[X| sur les corps sont principauz.™

Démonstration. Par hypotheése, il existe un stathme v : A* — N et un algorithme
de division euclidienne :

Va € A, Ybe A*, Jq,r € A, tels que a =bg+r avecr =0 our#0, v(r) <v(b).

Soit I un idéal de A. Si I = {0}, alors I = (0) est principal. Si I # {0} on
choisit un élément g € I ~ {0} tel que le stathme v(g) € N prenne la valeur
minimale min,c; g0y v(x) (ce qui est toujours possible puisqu’on est dans les
entiers naturels). Soit x € I quelconque. On effectue la division euclidienne
de x par g :

dg,r € A, z=gq+r avecr=0our #0, v(r) <wv(g).

Mais alors r =z —gq =1 xx+ (—q) x g € I car x,g € I. D’aprés le choix de
g on ne peut pas avoir r € I ~ {0}, v(r) < v(g), c’est donc que r = 0 et que
x = qg est multiple de g. Par conséquent I C (g). Mais comme g € I, on a aussi
(9) ={Xg/ A€ A} C I et donc I = (g). O

2.1.6. Lien avec la divisibilité. Dans un anneau A intégre, les notions de
divisibilité peuvent se relier de maniére simple & I'inclusion et 1’égalité des idéaux
principaux.

(a) Siz,y € A*, alors (z) C (y) si et seulement si y | z.

En effet, si y | x, soit x = ay, tout multiple Az = Aay est aussi multiple de y,
donc (z) C (y). Réciproquement, si (x) C (y), on a z € (y), donc x est multiple
de y, ie. y | x.

(b) Si z,y € A*, alors (x) = (y) si et seulement s’il existe u € A* tel que y = ux

(u étant donc inversible). On dit alors que x, y sont multiplicativement équivalents.

* En revanche, il n’est pas vrai que “A principal —> A[X] principal”. Par exemple A = K[Y]
est principal, mais A[X] = K[Y][X] = K[X, Y] n’est pas principal.
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En effet, d’aprés (a), si () = (y), il existe o, 5 € A* tels que z = ay et y = Sz,
donc z = afz, et comme A est intégre, on en déduit que af = 1. On a donc bien
y=uz (et x =u"ly) avec u = B et u~! = a. La réciproque est claire.

c) Sixz e A*, alors (x) = (1) = A si et seulement si z € A, i.e. x inversible.
()

C’est un cas particulier du (b).

Une conséquence de ce qui précede est que dans toutes les questions liées a la
divisibilité, on considére comme équivalents des éléments qui ne différent que
par un élément inversible. Par exemple, dans Z, on considére 7 et —7 comme
équivalents, et lorsqu’on a affaire a des éléments irréductibles p (nombres premiers),
on pourra toujours choisir plutét p > 0, & équivalence prés. De méme, ’ensemble
des inversibles de K[X] consiste en les constantes o € K*, et si on a affaire & un
polynome irréductible P € K[X], on pourra toujours diviser par son coefficient
dominant de facon & se ramener & un polynoéme unitaire.

2.2. Opérations sur les idéaux

Soit A un anneau et Iy, I, ..., I} des idéaux de A. On leur associe alors des
nouveaux idéaux comme suit.

2.2.1. Intersection. I =I1NLN...N1I; estun idéal de A.

Démonstration. Notons d’abord que 0 € I, donc I n’est pas vide. Soient A\, u € A
et x,y € I. Alors pour tout £ =1,2,...,kon a z,y € Iy donc A\x + py € I,. Par
conséquent A\x + py € I, et I est bien un idéal.

2.2.2. Exemple. Dans Z, U'intersection (4) N (10) représente les entiers qui sont
a la fois multiples de 4 et de 10, on voit qu’il s’agit donc des multiples de 20. Par
conséquent
(4) N (10) = (20).
2.2.3. Somme. On définit
L4+Db+ - +Li={zi+ze+ 4z /3 € L}
Alors Iy + 15 + -+ -+ I}, est un idéal de A.

Démonstration. Comme les I, sont stables par combinaisons linéaires, la stabilité
de la somme par combinaisons linéaires est également évidente. O

2.2.4. Exemple. Dans Z, la somme (4) + (10) est constitué d’entiers de la
forme 4n + 10p qui sont tous pairs, donc (4) + (10) C (2). Mais d’autre part
2=(-2)x4+10 € (4) + (10) donc (2) C (4) + (10). Ceci implique

(4) + (10) = (2).
2.2.5. Produit. (La définition est plus subtile !). Pour des idéaux I,J, on pose

IJ:{ZCE‘gyg/JJZGI, yZGJ}.
V4
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Il est facile de voir que 1J est bien un idéal (on a 0 € I.J, et IJ est stable par
combinaisons linéaires). Plus généralement, on pose

Ly Iy = {Zm,ewz,z'“wk,z/m,e €li,xo0€1a,..., 050 € Ik},
i

les sommes étant toujours prises finies.

2.2.6. Exemple. Il n’est pas difficile de voir que dans un anneau A quelconque,
un produit d’idéaux principaux est donné par la formule

(g)(h) = (gh),

par exemple (4)(10) = (40) dans Z. Plus généralement, pour des idéaux non
nécessairement principaux, on a (exercice !)

(9i)ies (Pj)jer = (gihs) (i j)esxT- 0

2.2.7. Réunion. En général, ce n’est pas un idéal ! Par exemple, dans Z
(4) U (10)

contient 4 et 10, mais ne contient pas 14 qui n’est ni multiple de 4 ni multiple
de 10, donc il n’y a pas stabilité pour ’addition. O

2.2.8. Réunion croissante. Pour la réunion, il y a tout de méme un cas inté-
ressant, celui d’une suite croissante infinie d’idéaux

Ihbchc---clyc---, keN

Alors la réunion I = |JpcyIr est bien un idéal. En effet, si on prend une
combinaison linéaire Ax + py d’éléments x,y € I avec A\, u € A, alors x appartient
a un certain I et y & un certain I,, mais alors x,y € I,, avec m = max(k,?).
Donc Az + py € I, C 1. O

2.2.9. Exemple*. Illustrons par un exemple une situation ot on a une telle
réunion croissante. Soit A I’anneau des fonctions f : Ry — R qui peuvent s’écrire
comme des somme finies

R, BCE'—)f(.I):ZECLgCL’bZ, ap €ER, by € Q.

Les exposants by sont donc ici des rationnels positifs ou nuls, et non des entiers
comme dans le cas des polynomes. Il est facile de voir que (A, +, X) est un anneau
integre (exercice !). Prenons pour I 'idéal des fonctions f telles que f(0) =0 : ce
sont les fonctions dont le coefficient ag du terme constant ag 2° est nul, puisque tous
les autres termes a; x% avec by > 0 s’annulent en 0. D’autre part, soit (k) ken une
suite strictement décroissante de rationnels positifs convergeant vers 0, par exemple
e, = 27F. Pour f € I, on a un plus petit exposant b,, > 0 qui intervient dans
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Pécriture de f avec un coefficient a,, # 0, et alors f est divisible par la fonction
x — % dés que k € N* est pris assez grand pour que ¢ < b,,, puisqu’alors
tous les quotients ay :z;b@/:z;ek = ay 2%~ sont d’exposants by — e, = by, — e = 0
dans Q4. Ceci montre que [ est la réunion des idéaux principaux

I, = (x — x°F).

Cette réunion d’idéaux est strictement croissante, car x¢¢+! divise z°*, sans que le
) )
quotient xk /xfh+1 = gfk~Sk+1 définisse une fonction inversible dans A. Il résulte
du lemme ci-dessous que I n’est pas un idéal principal, et donc que A n’est pas
)
un anneau principal.

2.2.10. Lemme (Emmy Noether). Si A posséde une suite infinie strictement
croissante d’idéaux
I0CH C--CIL, Clyy1 C---

Y

alors lidéal I = |J,.cy n'est pas principal, et donc l'anneau A n’est pas principal.
Par conséquent, un anneau principal ne peut pas posséder une telle suite infinie
strictement croissante d’idéau.

Démonstration. Supposons I = (g). Alors g € I appartiendrait a un certain
idéal Iy, et on aurait donc I = (g) C I, par suite I C I C I, contradiction. O

2.3. PPCM, PGCD et algorithme d’Euclide

On suppose dans toute cette section que A est un anneau principal. Etant
donné des éléments z1,...,xs € A*, I'idéal intersection (z1) N--- N (xs) consiste
en 'ensemble des multiples communs aux z;. Cet idéal n’est pas réduit a {0},
puisqu’il contient x5 - - - 5. Comme I’anneau A est principal, il existe un élément
m € A* tel que

(z1) 00 {zs) = (m),

et les multiples communs a z1, ...,z sont donc précisément les multiples de m.

2.3.1. Définition du ppcm. Dans un anneau principal A, on appelle plus petit
commun multiple de zq,...,zs € A*, noté m = ppcm(xy,...,xs) tout élément
m € A* tel que

(1) M- N{xs) = (m).

On observera que m n’est défini de maniére unique qu’a un facteur inversible prés
u € A* : Pélément m = wm conviendrait aussi puisque (m) = (m). En fait, seul
Iidéal (m) est défini de maniére unique. Pour pallier cette absence d’unicité, on
pourra convenir dans Z de toujours choisir m > 0, et dans K[X]| de prendre un
polynoéme M € K[X] qui soit unitaire, mais c¢’est un choix purement “esthétique”.
Dans le cas de deux éléments z,y € A*, on peut écrire

(2:3.2) (z) N (y) = (ppem(z, y)).

L’opération ppcm correspond simplement & l'intersection des idéaux; comme
I'intersection des idéaux est commutative et associative, il en est de méme pour
le ppcm :
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2.3.3. Propriété. Le ppcm est commutatif et associatif, ¢’est-a-dire
Vr,y € A*,  ppem(z,y) = ppem(y, x),
Va,y,z € A¥, ppem(z,y, z) = ppem(z, ppem(y, z)) = ppem(ppem(z, ), 2)

(les égalités ayant liew a des éléments inversibles pres).

Pour calculer un ppcm d’un nombre quelconque d’éléments, on peut donc procéder
dans un ordre quelconque et se ramener & des ppcm de 2 éléments seulement. On
verra plus tard plusieurs méthodes de calcul pratique du ppem (via le pged).

2.3.4. Cas du pgcd. Etant donné z1, ...,z € A*, I'idéal somme (1) +- - -+ ()
est la méme chose que I'idéal engendré par les x; :

<.CC1>—|—"'—|—<.’133>:{)\1$1+"'+)\3$5/)\jEA}:<.’131,...,.CES>.

Cet idéal n’est évidemment pas réduit a {0}, et comme l’anneau A est principal,
il existe un élément d € A* tel que

(T1) + -+ -+ (2s) = (d).

En particulier x; € (d), ce qui implique que d est un diviseur commun a x, .. ., z,.
Mais réciproquement, si d’ € A* est un diviseur commun a x1, ..., T, ¢ est-a-dire
xj = k;d', alors tout élément de I'idéal somme Y7 ) Nja; = ( e Ajk;)d' est
multiple de d’, et en particulier d doit étre un multiple de d’. L’élément d € A* est
donc le “plus grand commun diviseur” des x;, ou “plus grand” doit se comprendre
au sens de la relation de divisibilité : d’ | d.

2.3.5. Définition du pgecd. Dans un anneau principal A, on appelle plus grand
commun diviseur de xi,...,xs € A*, noté d = pged(xy,...,xs) tout élément
d e A*, défini a un facteur inversible prés u € A*, tel que

{(x1) +-- -+ {zs) = (d).

Dans le cas de deux éléments =,y € A*, on peut écrire

(2.3.6) (z) + (y) = (pgcd(z,y)),

et comme l’addition des idéaux est commutative et associative, on en déduit
aussitot :

2.3.7. Propriété. Le pgcd est commutatif et associatif, c’est-a-dire

Va,y € A™, pged(z,y) = pged(y, ),
Vr,y,z € A*, pged(z,y, z) = pged(x, pged(y, 2)) = pged(pged(z, ), 2)

(les égalités ayant lieu a des éléments inversibles prés).
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Une conséquence immédiate de la définition du pged est 'identité dite de Bézout ou
de Bachet-Bézout (du nom des mathématiciens Frangais Claude-Gaspard Bachet
de Méziriac, 1581-1638, et Etienne Bézout, 1730-1783) :

2.3.8. Identité de Bézout. Si d = pged(zq,...,zs) avec x1,...,xs € A*, il
existe des €léments A1, ..., s € A tels que

x4+ Az =d.

2.3.9. Théoréme et définition. On dit que les éléments x1,...,xs € A* sont
premiers entre eux dans leur ensemble s¢

pged(zy, ..., xs) = 1.
Pour cela, il faut et il suffit que

I, ..., As €A tels que Mxi+ -+ Az = 1.

Démonstration. En effet, I'existence d’é¢léments A\; comme ci-dessus est bien
équivalente au fait que l'idéal engendré (xq) + --- + (zs) coincide avec 'idéal
unité (1) = A. O

2.3.10. Remarque. Si pged(zq,...,zs) = d alors on peut “simplifier” le diviseur
commun d en écrivant x1 = dz,...,zs = dx’, et 'identité de Bézout 2.3.5 pour
x1,...,2¢s implique \jx} + - -+ Asxl = 1 aprés simplification, donc

pged(z), ..., 2l) = 1.

2.3.11. Attention. Dans Z, on a pged(6,10,15) = 1 (puisque par exemple
6+ 10 — 15 = 1), mais pged(6, 10) = 2, pged(6,15) = 3, pged(10,15) = 5, il n’y
a donc pas équivalence entre le fait que x1,...,zs soient premiers entre eux dans
leur ensemble, ou premiers entre eux deux a deux (ce qui est une hypothése bien
plus forte d’aprés 2.3.7).

2.3.12. Distributivité de la multiplication par rapport au ppcm et pgcd.
Pour tous a € A* et x1,...,x5 € A*, on a

(a) ppem(azy,...,azxs) = a ppem(xy,...,Ts),

(b)  pged(axy,...,axs) = a pged(xy, ..., Ts).

Démonstration. (a) Il s’agit de voir que (az1)N...N{azs) = (a)((z1)N...N(zy)).

Or (az1)N...N{azxs) consiste en les éléments y € A tels qu’il existe A1,...,A\s € 4
vérifiant

Y= A\axy =...= \saxs.
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Mais comme A est intégre, on peut simplifier les égalités par a, ce qui donne
y=az avec z=A\x1 =...= ATs € (x1)N...N{xs).

Ceci implique (az1) N...N (azs) C (a)({(x1) N...N (zs)). Linclusion inverse est
évidente.

(b) L’affirmation découle de la distributivité de 1l’addition par rapport a la
multiplication, qui implique aussitot

a(AMxy + -+ Asxs) = A (axy) + ...+ As(axy)
(en tenant compte aussi de 'associativité et de la commutativité de x) et donc

(a)((z1) + - + (zs)) = (az1) + - + (azs). 0

2.3.13. Algorithme d’Euclide. On suppose ici que A est un anneau euclidien,
muni d’un stathme v : A* — N. On cherche a calculer le pged de deux éléments
a,b € A*. Soit v; = min(v(a),v(b)) le minimum de la valeur du stathme pour
a et b. On peut toujours ordonner les éléments en sorte que v(b) < v(a), de fagon
que v; = v(b) [on choisit pour b le “plus petit” des deux éléments]. On effectue
alors la division euclidienne de a par b. Ceci donne des éléments ¢, € A tels que

a=bqg+r avecr=0our#0,v(r)<uvb).
Or les combinaisons linéaires de a, b peuvent s’écrire
Aa + pb = Xbg+ 1) + pb = (Ag+ )b+ Ar,

et inversement les combinaisons linéaires de b, r peuvent s’écrire

No+p'r=Nb+ p(a—bq) = p'a+ (N — 1'q)b.
Ceci implique (a) + (b) = (b) + (r), c’est-a-dire

pged(a, b) = pged(b, 7).
Sir=0,o0n ab|aetpged(a,b) =0, tandis que si r € A*, on peut procéder par
récurrence en posantr_1 =a,rg = b, gqo = qet ry = r, ce quidonne r_; = qoro+m1
avec v(r1) = v(r) < v(b) = v(rg). L’égalité pged(a, b) = pged(b, r) implique
pged(r_q,79) = pged(ro, 1), et ona v(ry) < wv(rg).

On peut alors procéder inductivement. Tant que les restes r; obtenus sont non
nuls, on produit ainsi des couples successifs (r;,_1,7;);>0 en partant de (a,b) et en

effectuant des divisions euclidiennes

Ti—1 = q;T; + Ti+1, avecC Triy1 = 0 ou Ti+1 7& 0, ’U(’I"H_l) < 'U(’I“i).



96 J.-P. Demailly, Arithmétique et algébre linéaire approfondie

On obtient ainsi une suite strictement décroissante de valeurs v(r;) avec
rig1 =0 ou v(rip1) <ov(r;) <--- <w(ry) <v(rg).

Comme il s’agit d’une suite strictement décroissante d’entiers naturels, le procédé
s’arréte nécessairement, ce qui implique qu’on finit par obtenir 7,11 = 0 a une
certaine étape, par conséquent r; | r;_1 et

pged(a, b) = pged(r_1,70) = pged(ro,r1) = ... = pged(ri—1,7r;) = 75.
On retiendra la régle suivante :

2.3.14. Reégle. Dans l’algorithme d’Euclide, pged(a,b) est égal au dernier reste
r; non nul calculé (ou a9 =b, sib|a). O

2.3.15. Retour sur l’identité de Bézout. Un autre mérite de l'algorithme
d’Fuclide est de permettre le calcul effectif d’éléments A\, i € A tels que Aa+ub = d.
En effet, d’aprés la régle ci-dessus, on a

d=ri="7i—2—q-1Ti1
=72 —qi-1(ri-3 — ¢i—27i—2)
= (¢i-1Gi—2+ 1)ri—o — qi—17i-3
= (qi-1Gi—2 + 1)(ri—a — qi—37i-3) — Gi—17Ti-3 .. ,

et on peut ainsi remonter jusqu’'a r_y = a, ro = b.

2.3.16. Exemples. (a) Dans Z, on demande de calculer d = pged(1662, 1356) et
de déterminer des entiers A\, u € Z tels que A 1662 + 11356 = d. On effectue pour
cela des divisions successives en prenant a chaque fois les restes obtenus comme

nouveaux diviseurs :
1662 =1 x 1356 + 306,

1356 = 4 x 306 + 132,
306 = 2 x 132 + 42,
132 = 3 x 42 + 6,
42 =7 x 6 +0.

Le pged est le dernier reste non nul, donc pged(1662,1356) = 6, et en effet on a
bien 1662 = 6 x 277, 1356 = 6 x 226 avec pged(277,226) = 1. Pour trouver les
coefficients A et p, on “remonte” dans les divisions en écrivant

6=132—3x42=132—3 x (306 — 2 x 132)
= —3%306+7x132=—3x 306+ 7 x (1356 — 4 x 306)
=7 x 1356 — 31 x 306 = 7 x 1356 — 31 x (1662 — 1 x 1356)
= —31 x 1662 + 38 x 1356.
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Une solution possible est donc (A, u) = (—31,38). Cette solution n’est pas
unique : il est facile de voir que pour tout entier k& € Z, le couple (A, pu) =

(—31 — 226 k, 38 + 277 k) vérifie encore

A1662 + 111356 = (—31 — 226 k) x 1662 + (38 + 277 k) x 1356
— 64 k(—226 x 6 x 277 + 277 x 6 x 226) = 6.

(b) Considérons maintenant un exemple de calcul de pged(A, B) pour des poly-
nomes A, B de 'anneau K[X], a savoir le pged de

A=X*-1, B=X"—1, a,beN".

On supposera par exemple a > b, et on utilise ’algorithme d’Euclide pour calculer
d = pged(a,b). Pour cela, on commence par effectuer une division a = bg + r,
0 <r <b. On a l'identité

X0 1= (X" 1= (X"—1)(XP D) 4 Xt~ ... 4 XP 4 1),
ce qui donne

X0 —1=X%MT"_ 1= (X" - 1)X"+ (X" -1),

par conséquent

X —1=(Xb—1)(XxbaD 4 xba=2) 4 ... 4 XL )X" 4+ (X" — 1),
soit A = BQ + R, deg(R) < deg(B), avec

Q= (Xt 4y xba=2) 4 ... 4 XP 4 1)X", R=X"-1.
D’apreés I'algorithme d’Euclide appliqué dans anneau K[X], on en conclut que
pged(X® — 1, X? — 1) = pged(A, B) = pged(B, R) = pged(X° — 1, X" —1).

Si (r;—1,7;) est la suite produite par les divisions successives jusqu’a ’obtention
d’un reste 7,11 = 0, on obtient R;;; = X"+t — 1 = 0, donc pged(a,b) = r; et

pged(X® — 1, X% —1) = X" — 1, d’ott la formule amusante

pged(X® — 1, X% — 1) = xpecdl@b) _ 1,

2.4. Décomposition en facteurs irréductibles

2.4.1. Un exemple d’anneau non factoriel. Pour donner un exemple de
situation oil les choses “se passent mal”, considérons ’anneau noté Z[iv/5] tel que

Z[iV5] = {a+ biV5 / a,b € Z} C C.
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Il s’agit bien d’un anneau, puisque la multiplication est une loi interne (comme
lest aussi trivialement ’addition) :

(a + biV/5)(a’ + b'iv5) = (aad’ + 5bb) + (ab’ + ba')iV/5.
Pour z = a + bi\/5 € Z[i\/5], on a Z = a — biv/5 € Z[i\/5], et on définit
N(2) = 2Z = a® + 5b* € N.

Si z, 2" € Z[iv/5], il vient N(z2') = N(2)N(z'). Lorsque u € Z[i\/5]* est inversible
d’inverse v/, la relation wu’ = 1 implique N(u)N(u') = 1 et la seule possibilité
est que N(u) = 1. Réciproquement, si N(u) = 1, il vient uu = 1, et u est
inversible d’inverse u. On voit alors que les éléments inversibles de ’anneau sont
les u = a + biv/5 tels que a? + 50 = 1. La seule possibilité dans les entiers est
a = £1, b = 0, donc Z[iv/5]* = {1,—1}. Maintenant, I’¢lément 6 de 1’anneau
admet les décompositions

6=2x3=(1+4V5) x (1—14V5),

et nous affirmons que les quatre éléments 2,3, 1 +iv/5, 1 — i/5 sont irréductibles.
En effet
N(2)=4, N3)=9, N(1+1iV5)=N(1-iV5) =6,

mais il n’existe pas d’éléments z = a +bi\/5, a,b € Z tels que N(z) = a® + 5b% = 2
ou N(z) = a® + 5> = 3, donc les seules “décompositions” possibles de 2,3,
1 + iv5,1 — iv/5 comportent nécessairement 1'un des facteurs inversibles =+1.
L’anneau Z[i1/5] a la propriété surprenante que I'élément 6 posséde deux décom-
positions en facteurs irréductibles totalement différentes !* O

Lorsque ’anneau considéré est principal, la décomposition en facteurs irréduc-
tibles a les propriétés attendues. On commence pour cela par démontrer quelques
résultats préliminaires, énoncés par Gauss dans ses Disquisitiones arithmeticae
(1801), mais probablement déja connus antérieurement par des mathématiciens
comme Fermat (1607-1665).

2.4.2. Lemme (Gauss). On considére un anneau principal A et des éléments
a,bi,...,bs,b,c,p e A*.

(a) On suppose que a | be et pged(a,b) = 1. Alors a | c.
(b) On suppose que pged(a,by) =1, ..., pged(a, bs) =1. Alors pged(a, by ... bs)=1.

* Au niveau des idéaux, les choses se passent en revanche beaucoup mieux. Si on introduit les
idéaux non principaux

I=1{(2,1+iV5), J=(2,1—iV5), K=(3,1+iV/5), L=(3,1—i/5),
le lecteur vérifiera facilement (exercice !) que
(2) =IJ, (3) =KL, (1+iV5)=IK, (1—iy5)=JL, (6)=I1JKL.

C’est de 14 historiquement que vient la terminologie de “nombres idéaux”, permettant de rétablir
un substitut adéquat a la décomposition bancale en facteurs irréductibles, de la méme maniére
qu’on avait inventé les “imaginaires” pour suppléer i I'inexistence de /—1 dans R.
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(c) Sip est irréductible et pta, alors pged(p,a) = 1.
(d) Sip est irréductible et p | by ...bs, alors il existe j tel que p | b;.

Démonstration. (a) Il est clair que a | ac et par hypothése a | be, donc
a | pged(ac, be), et d’autre part pged(ac, be) = ¢pged(a, b) = c.

(b) Par récurrence sur s, il suffit de le voir pour s = 2, disons pour b; = b et
by = c. Or si pged(a,b) = 1 et pged(a,c) = 1, il existe \, u, N, i/ € A tels que

Aa+pb=1, Na+pec=1,
par conséquent
1=Aa+ub)Na+p'c)=(MNa+ puNb+ A\'c)a + (pup')be =1,
ce qui montre que pged(a, bc) = 1.

(c) Si p est irréductible, les seules “décompositions” possibles de p sont de la forme
p = u(u'p) avec u,u’ € A*, uu’ = 1, donc les seuls diviseurs de p sont les inversibles
u et les éléments de la forme u'p. Mais par hypothése p 1 a équivaut a dire que
u'p t a, donc seuls restent les éléments inversibles u comme diviseurs communs
possibles & p et a. Ceci montre bien que pged(p, a) = 1.

(d) Si p ne divisait aucun des b;, on aurait pged(p,b;) = 1 d’aprés (c), et donc
pged(p, by ...bs) = 1 d’aprés (b), contradiction. On peut aussi déduire (d) de (a)
et (c¢) par récurrence sur s (la propriété étant triviale si s = 1) : si p{ by alors
pged(p,b1) = 1 et comme p | by(bs...bs), la propriété (a) implique p | by...bs,
d’ot la conclusion par hypothése de récurrence. O

2.4.3. Définition. Soit A un anneau intégre. Une partie P C A* sera appelé sous-
ensemble “représentatif” des éléments irréductibles de A si P contient exactement
un élément p dans chaque classe d’équivalence {up} d’éléments multiplicativement
équivalents, de sorte que P > p — (p) soit une bijection de P sur l’ensemble des
idéaux principauz de A.

Par exemple, dans 7Z, on choisira pour P I’ensemble des nombres premiers p > 0,
et dans K[X] on choisira I’ensemble des polyndomes irréductibles qui sont unitaires.

2.4.4. Définition. Soit A un anneau intégre et P C A* un ensemble “repré-
sentatif” des éléments irréductibles. On dit que A est factoriel si tout élément
x € A* peut se décomposer sous la forme d’un produit

r=upytpy?---pits, ueA*, p;eP, m;eN"

(les p; € P étant deux a deux distincts et s étant éventuellement nul si x = u est
inversible), et si de plus la décomposition est unique a [’ordre prés des facteurs p;-nj .
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2.4.5. Théoréme. Tout anneau principal A est factoriel.

En résumé, pour un anneau intégre A quelconque, on a la chaine d’implications
A euclidien = A principal = A factoriel,

et on peut montrer par des exemples (que nous n’étudierons pas ici) que les
implications réciproques ne sont pas vraies.

Démonstration du théoreme 2.4.5. Démontrons d’abord [’existence de la décom-
position 2.4.4. Supposons par l'absurde qu’on ait un élément xy € A* non dé-
composable en facteurs irréductibles. Alors xy n’est ni inversible ni irréductible,
sinon on aurait xg = u, resp. xg = up avec p € P et u € A*. Par conséquent xg
peut s’écrire comme un produit z¢g = z12] d’éléments z1, ) € A* non inversibles.
Nécessairement 'un au moins des éléments 1, x} est non décomposable en fac-
teurs irréductibles (sinon z¢ = x12] le serait !). Quitte & échanger x1, 2}, on peut
supposer que 1 est non décomposable. Par récurrence, on construit ainsi une suite
Tp—1 = xpT), k € N*, avec z; non décomposable et x). non inversible. On obtient
alors une suite infinie strictement croissante d’idéaux

(mo) S (1) €+ C(wp—1) S {wn) S+,

ce qui contredit le lemme de Noether 2.2.10. Cette contradiction montre que tout
élément x € A* est bien décomposable en facteurs irréductibles.

En ce qui concerne ['unicité, on raisonne par récurrence sur la “multiplicité totale”
m =73 ¢j<csm; de I'une des décompositions x = upy"' py* - --p*s. Sim =0, i.e.
s = 0, on voit que x = u est inversible, et dans ce cas x ne peut étre divisible par
aucun facteur irréductible ¢ (sinon x = u = g, A € A*, et donc 1 = (u~1)\)gq, ce
qui est contradictoire puisque ¢ n’est pas inversible) ; lorsque m = 0, z = wu est
donc la seule décomposition possible. En général, supposons qu’on ait un élément
x possédant deux décompositions

1 T2

r=up"py?-pyt =vaqtey? gt pi.q; €P, my,r; € NTL ow,v e AF

et supposons 'unicité déja démontrée pour m — 1 avec m = ) m; > 1. Alors en
particulier p; divise le produit v ¢j* ¢y - - - g;*. D’aprés le lemme de Gauss, p; doit
diviser I'un des facteurs. Mais p; qui est irréductible ne peut diviser ’élément
inversible v. Donc p; divise I'un des ¢;, et l'irréductibilité de ¢; implique alors
gj = wp1 avec w € A* inversible. Puisque p;,q; € P et que P est représentatif, on
en déduit p; = ¢;. Quitte a permuter les facteurs g;, on peut supposer p; = qi.
Aprés simplification, on trouve
upl" Tipy el =g T st g

Comme 'unicité est supposée vraie pour m — 1 par hypothése de récurrence, on
conclut aprés permutation des facteurs que t = s, ¢; = p; et r; = m;. O

2.4.6. Remarque. Dans l'exemple de 'anneau A = Z[i1/5], on peut voir que
la décomposition en facteurs irréductibles existe bien, méme si elle n’est pas
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unique : ceci résulte du fait que si x € A* s’écrit comme un produit []y;
alors N(z) = [[ N(y;) € N* et lorsqu’on a atteint des facteurs ayant des valeurs
N(y;) minimales, les y; sont nécessairement irréductibles. En revanche, dans le
cas de I'anneau A introduit en 2.2.9, la fonction f(x) = x° vérifie par exemple
f(z) = (222 = ... = (2%/2")?" et on ne peut jamais atteindre d’éléments
irréductibles, donc la décomposition en facteurs irréductibles n’existe pas !

2.4.7. Application. (a) Soit P C N* I'ensemble des nombres premiers usuels.
Alors tout nombre rationnel z € Q* peut s’écrire de maniére unique

() z=%]]p™, mpeZ
pEP

avec une suite d’entiers relatifs (mo, ms3, ms, mr,...) presque tous nuls. En effet si
on écrit x = § avec a € Z* et b € N*, I'existence de la décomposition () provient
de la décomposition de a et b en facteurs premiers. Pour 'unicité, on utilise le fait
[} Py Lz N
qu'une égalité Hpegjpo‘? = Hpegjpﬁp avec les a,,, B, presque tous nuls se raméne

a [[,cpp’ =1avecy, = B, — a, € Z, puis a

Hp'yP: Hp_’yp, fP/:{pEfP/”Yp>O}7 ?//:{pEfP/”yp<0}.

peEP’ pEP!

Comme P, P sont disjoints, I’égalité ci-dessus n’est possible que si P’ = P = (),
ce qui implique 7y, = 0 pour tout p € P. La notation standard est

xr=c¢ H pvp(x)

peP

ol ¢ = %1 et out my, = v,(x) € Z s’appelle la valuation p-adique de x. Une autre
facon d’interpréter le résultat ci-dessus est de dire qu’on a un isomorphisme de
groupes

(2/22 x Z), +) — (Q*, %), (a,mz,mg,ms,...) — (=1)* [] p™
peP

ot & = 0 ou 1 modulo 2 et Z") désigne ensemble des familles d’entiers relatifs
(my)pep presque tous nuls.

(b) Etant donné x € Q7 et un entier ¢ > 2, on se demande quelle est la condition
nécessaire et suffisante pour que \/z € Q. Pour que ce soit le cas, il faut et il suffit
que z = y" avec y ="z € Q. Cette égalité se traduit sous la forme

H pUp(x) — < H pUp(y)>n — H pnvp(y)7
pEP peP peP

il faut donc que v,(x) = nwv,(y) soit multiple de n pour tout p € P; on peut
alors prendre y tel que v,(y) = Lv,(z) € Z. La condition nécessaire et suffisante
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est donc que toutes les valuations p-adiques v,(z) soient multiples de n. Ainsi
3/729/500 ¢ Q, car 729/500 = 27236573 et I'exposant —2 = v5(729/500) n’est
pas multiple de n = 3.

2.4.8. Généralisation. Soit A un anneau factoriel quelconque et P un ensemble
représentatif d’éléments irréductibles. Tout élément 2 € A* s’exprime sous forme
d’un unique produit

z=e@) [[ 979, @) €N,
peP

avec €(x) € A* inversible. Il est alors facile de vérifier la proposition suivante.

2.4.9. Proposition. Soient A un anneau factoriel A, et x,y € A*. Alors x |y
si et seulement si pour tout p € P on a v,(x) < vp(y) (i.e. si l'exposant de p dans
la factorisation en irréductibles de x est inférieur a l’exposant correspondant de la
factorisation de y).

De la on tire aussi que pour z,y € A* donnés, les éléments z qui sont
multiples & la fois de x et y (resp. qui divisent a la fois = et y) sont ceux tels
que vp(z) = max(vy(x),vp(y)) (resp. tels que v,(z) < min(vy(z),v,(y)). Ceci
permet d’étendre comme suit les formules de calcul du pged et du ppem & tous les
anneaux factoriels (et plus seulement aux anneaux principaux).

2.4.10. Théoréme et définition. Dans un anneau factoriel, le ppem et le pged
peuvent se définir pour tous x,y € A* par les formules

(a) ppcm(:z;, y) — H pmax(vp(:c),vp(y)) :
peP

(b)  pged(a,y) = [] pmntr@ ),
peP

(¢) On a alors l'identité (pged(x,y))(ppem(z,y)) = (zy).

Démonstration. Les formules (a) et (b) ont déja été justifices dans la discussion
préliminaire. Pour vérifier (c), on applique (a) et (b), ce qui donne

(pged(z,y)) (ppem(z, y)) = < 11 pmin(%<$>’%<y>+max<vza<w>,vp<y)>>.
peP

Mais pour des entiers quelconques u, v, il est clair que min(u, v)+max(u, v) = u+wv.
Ceci donne

(pged(z, y)) (ppem(z, y)) = < 11 pvp<x>+vp<y>> _ < 1] pvp<y>>

peP peP peP
= (zy). 0
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2.5. Eléments irréductibles de Q[X], R[X] et C[X]

On considére ici 'anneau des polynomes K[X| & une indéterminée a coefficients
dans un corps commutatif K. D’aprés ce que nous avons vu au paragraphe
précédent, tout polynome F € K[X]* de degré d > 0 se décompose de maniére
unique sous la forme

F=aqP/"Py"?---P", P; €P 2a2 distincts, m; € N*,

ou P désigne 'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de K[X], et ou
aq € K* est le coefficient dominant de F. L’ensemble des polynomes irréductibles
dépend beaucoup du corps sur lequel on se place.

2.5.1. Anneau C[X]. Dans ce cas, on sait que F se scinde en facteurs de degré 1,
les éléments de P sont les X —w, w € C, et F se factorise sous la forme

F(X) :ad(X_wl)ml(X_wQ)m2"'(X_ws)ms

ol wi,...,ws € C sont les racines distinctes, et mq, ..., my leurs multiplicités. On
a d=deg(P) = Zléjés m;.

2.5.2. Anneau R[X]. Soit
F(X)=agX+ - +aX +ap, aj €R, ag#0.

Le polynome F' peut avoir des racines réelles r;, mais il peut aussi avoir des racines
complexes w; € C \ R. Dans ce cas

F(mj):ad@?—l—---—l—al@j—l—aozF(wj):0.

Ceci implique que les racines complexes non réelles w; € C \ R se regroupent par
paires conjuguées w;,w;. On peut aussi observer aussi que w;,w; ont les mémes
multiplicités, car les dérivées vérifient

F)(w@;) = F@(w;) pour tout o € N.

Chaque produit (X — w;)(X — w;) s’écrit comme un trinéme du second degré
X2+ B;X +; dont les coefficients 8; = —w; —w; = —2Rew; et v; = |w;|?
sont réels. Le discriminant A = 5]2 — 4ry; est nécessairement < 0 (sinon les racines
seraient réelles). Réciproquement, un tel trinome du second degré de discriminant
négatif est bien irréductible dans R[X]. On en déduit que la décomposition de F
en facteurs irréductibles est de la forme

F(X)=aq [ X-rp™ ] (X2+8;X +;)"

1<5<s 1<t

ot les r; sont les racines réelles, et ot les trinomes X2+ 3; X 4+, sont des trindmes
de discriminants A; = 6? — 4v; < 0 admettant des racines complexes conju-
guées w;, w; € CNR. On aicid=deg(F)=> m; +2> kj.
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2.5.3. Exemple. Le polynome F(X) = X% + 1 € R[X] qui est de degré 4 sans
racines réelles est nécessairement réductible dans R[X]| (puisque les polynomes
irréductibles y sont de degrés 1 et 2 seulement). On voit en fait que

X441 =(X?4+1)2-2X%2=(X%24+1)2 - (vV2X)?
= (X2 4+ V2X +1) (X2 - V2X +1).

Il s’agit de la décomposition en facteurs irréductibles, car les deux trinémes du
second degré ont pour discriminant A =2 — 4 = —2. On en déduit ainsi qu’on a
quatre racines complexes deux a deux conjuguées

_ V242 —V2 —iV2 _ V242 V2 —iV2

w 9 ;Wi = 5 wa 5 y W2 = — s
2.5.4. Anneau Q[X]. La situation est ici beaucoup plus compliquée, on
montrera plus loin qu’il y a dans Q[X] des polynomes irréductibles de tous degrés,
par exemple X% — p si p est un nombre premier. Nous nous contenterons de
quelques résultats élémentaires, car la théorie générale nécessite des outils plus
avancés dont nous ne disposons pas dans ce cours.

2.5.5. Proposition. Un polynéme F € Q[X] de degré 2 ou 3 est irréductible si
et seulement si F' n’admet pas de racine dans Q.

Démonstration. Ce fait a déja été remarqué : si un tel polynéme est réductible
dans Q[X], alors I'un des facteurs au moins est de degré 1 et posséde donc une
racine rationnelle. O

Nous donnons maintenant une méthode permettant de détecter les racines ra-
tionnelles. Remarquons que pour un polynéome F' € Q[X], on peut toujours mul-
tiplier les coefficients par un dénominateur commun de facon & se ramener a un
polynéome F € Z[X].

2.5.6. Proposition. Soit F' € Z[X]| un polynéome de degré d,
F(X>:adXd+ad—1Xd_1+"‘+CE1X+6L0, aj € 2, aq # 0.

Supposons aussi ag # 0 (sinon F(X) admet la racine x = 0 et on peut factoriser).
Si F(X) admet une racine rationnelle v € Q* écrite sous forme d’une fraction
réduite x = k/l, c’est-a-dire telle que pged(k,€) =1, alors k | ag et £ | aq.

En pratique, on n’a donc qu’a chercher les diviseurs de ag et aq, et cela ne laisse
qu'un nombre fini de possibilités de racines =z € Q* a tester. On notera en
particulier que si le polynéme F' est unitaire (aq = 1), alors £ = %1, donc les
racines rationnelles sont nécessairement dans Z.

Démonstration. Si x = k/l € Q* est racine, alors

UF (k0 = agk® + ag_ 1 k¥ + -+ a k0 + apl? = 0.
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Ceci donne
agk® = —l(ag—1 k" + - 4+ a k092 + agt®1),

donc ¢ | agk?. Comme pged(k, £) = 1, le lemme de Gauss implique que ¢ | ag. De
méme 1’égalité

apl? = —k(adkd_l +ag 1 kT4 + alkﬁd_l)
implique k | ao. O

2.5.7. Un exemple de degré 4. Le polynome X + 1 est irréductible dans
Panneau Q[X]. En effet ce polynome n’a pas de racine rationnelle (ni méme
réelle), la seule possibilité serait une décomposition en deux facteurs de degré 2
dans Q[X]. Mais on a déja vu qu’on avait dans R[X] une décomposition en deux
facteurs irréductibles de degré 2, et c’est la seule décomposition possible (si on
prend des polynomes unitaires). Il faudrait donc que cette décomposition soit a
coefficients rationnels, ce qui n’est pas le cas, car on a le coefficient v/2 qui apparait
dans les facteurs irréductibles de X% + 1 dans R[X].

2.5.8. Autre exemple. Le polynéme X* + 4 est en revanche réductible dans
Panneau Q[X], bien que n’ayant aucune racine rationnelle. En effet

Xt 44=(X?42)2 —4X? = (X?4+2)% - (2X)?
= (X2 42X +2)(X%-2X +2).

[ Accessoirement, les racines complexes sont z = +1 + .|

2.5.9. Théoréme. Soit p € N* un nombre premier et d € N*. Alors X% — p est
irréductible dans Q[X].

Démonstration. Les cas d = 1,2, 3 sont triviaux (pour d = 2, 3, on applique 2.5.5).
En général, pour d > 2, les racines complexes sont données par z = p'/¢ ou
¢4 =1, cest-a-dire z = pt/de?™/d L = 0,1,...d — 1, et on a dans C[X] la

factorisation
p—1

Xd —p= H(X —pl/d€27rik/d).
k=0
Si X4 — p avait une décomposition sous la forme G(X)H(X) dans Q[X] (avec
G, H qu’on peut supposer unitaires, et 0 < deg(G) < d, 0 < deg(H) < d), alors G

(disons) serait un produit de certains des facteurs complexes (X — pt/de?miks/d)
1 < j < d=deg(G). Mais alors le coefficient constant ¢ € Q de G serait égal a

c— H (—pl/de?miki/dy = ypdlde2mitld 1 < § < (.
1<5<6

Ceci impliquerait |c| = p®/¢ = 4/p? ¢ Q puisque d1d. Or |¢c| = +¢ € Q. Cette
contradiction démontre I'irréductibilité de X — p dans Q[X]. O
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2.5.10. Exercice. Déterminer les racines réelles et la décomposition en facteurs
irréductibles de X< —p dans R[X], suivant que d est pair ou impair. Redémontrer
ainsi Uirréductibilité de X — p.

2.5.11. Exercice**. En raffinant le raisonnement du théoréme 2.5.9, montrer
qu'un polynome X¢ — a avec a € Q% est irréductible dans Q[X] si et seulement

si pour tout diviseur d’ de d tel que 1 < d < d, on a dﬁ ¢ Q (ce qui
revient & dire que si pq,...,ps sont les facteurs premiers intervenant dans a, on a

pged(vp, (@), .-, vp, (a), d) = 1).

2.6. Congruences et anneaux quotients

On introduit d’abord la notion élémentaire de congruence modulo un idéal.

2.6.1. Définition. Soit A un anneau (commutatif) et I un idéal de A. On dit que
des éléments x,y € A sont congrus modulo I, et on écrit x =y mod I six—y € I.

Il est clair qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. En effet on a :

— réflexivité: x = x mod I, puisque x —z =0¢€ [ ;

—symétrie: r=ymod I & y=axmod [,card=ox—yels-d=y—xzcl;
—transitivité: z =yety = zmod I = x = zmod I, car x—z = (z—y)+(y—=2) € I.

Etant donné x € A, on note & la classe d’équivalence pour la relation de congruence
modulo I. Comme y = x mod [ équivaut a y —x =t € I, il s’agit simplement de

(2.6.2) r=xz+I={z+t/tel}
Maintenant étant donné deux classes T et y et 2’ =z +scz, ¢y =y -+t €y,
s,t € I, on observe que

r+y =x+y+(s+t) avecs+tel,

2y = (@ +s)(y+t)=xy+ (xt +ys+st) avec at+ys+stel,

/

par conséquent 2’ +1y' = x +y et 2’y = xy mod I. Ceci montre qu’il est possible

de poser par définition
(2.6.3) z+y:=(x+y) =" +9¢)
(2.6.3) ry:=(zy) = (2"y),

puisque les classes définies par les membres de droite ne dépendent pas des
représentants z,y ou 2,3y’ choisis.

L[]
)

2.6.4. Théoréme et définition. L’ensemble des classes d’équivalence T des
éléments x € A pour la relation de congruence modulo I se note AJI. Awvec les
lois définies par (2.6.3) et (2.6.3"), on obtient une structure d’anneau commutatif
(A/1,4, %), appelé anneau quotient de A par I. De plus, 'application naturelle

mar:A— A/l T T

est un morphisme surjectif d’anneauz.
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Démonstration. Les explications données plus haut montre que les lois de compo-
sition interne + et X sont bien définies sur A/I. Tous les axiomes des anneaux
(associativité, distributivité, ...) vraies dans A passent “automatiquement” & A/I.
La classe O A est élément neutre pour +, et la classe i A est élément neutre pour x
dans A/I. La propriété de morphisme est évidente par définition, et la surjectivité
de 74, 1 aussi. O

2.6.5. Exemples (a) On a deux cas assez peu intéressants, a savoir [ = {0}, ou
chaque classe 7 se réduit au singleton {x} de sorte que A/ {O} peut s’identifier a
A lui- meéme, et le cas [ = A ol on a T=A=0 pour tout = € A, de sorte que
AJA = {0} est 'anneau trivial (avec 0= 1)

b) Dans le cas ou I = = gA est un idéal principal, la classe d’équivalence X
g g
consiste en les éléments

r={z+Xg/re A}

et ’anneau quotient est souvent noté A/gA. Pour n € N*, 'anneau Z/nZ est ainsi
constitué de n éléments, a savoir les classes

e
e

7(n_ 1).

ol la classe © = 7 est obtenu en calculant le reste r de la division de z par n,
tel que x = ng 4+ r. (On a encore ici les cas “inintéressants” Z/0Z = Z/{0} ~ Z

et Z/1Z = Z]Z = {(.)}) L’anneau Z/6Z est bien celui défini par les tables de
Pythagore du 1.1.4 (c), et Panneau Z/2Z est la méme chose que le corps Fo déja
mentionné & plusieurs reprises.

2.6.6. Application : “preuves” par 9 et 11. Il s’agit de techniques utilisées
autrefois — et peut-étre encore aujourd’hui 7 — par les écoliers des classes primaires
pour vérifier leurs opérations arithmétiques. Bien entendu, les maitres donnaient
en général seulement la recette sans trop en expliquer les raisons ...

(a) “Preuve” par 9. On travaille dans ’anneau quotient Z/9Z. On remarque que
I'on a 10 = 1 mod 9 et donc 10*¥ = 1 mod 9 pour tout k& € N. Par conséquent, si
x € N est un entier écrit en base 10, on voit que

x:ak10k+ak_110k_1+---+a110—|—a0Eak—i—ak_l—i—---—l—al—i—ao mod 9,

autrement dit x est congru a la somme de ses chiffres modulo 9. Par exemple
4570891 est congru 4 4 +5+7+8+9+ 1, et donc & 7+ 8+ 1 = 16 (puisque
9 = 0 mod 9), 16 étant lui-méme congru a 1 4+ 6 = 7. Par suite 4570891 = 7
mod 9. Pour “vérifier” le résultat z d’une multiplication zy, on calcule comme
ci-dessus les classes , 1, 2, et on s’assure que =y = z. Par exemple, pour vérifier
que 23 x47 = 1081 on fait 243 =5,44+7=11=2,1+0+8+41 = 1 et on constate
qu’on a bien 5 X 2 =1 mod 9. Mais si on avait trouvé z = 1171, on ne se serait
quand méme pas apercu de 'erreur, la “preuve” par 9 est loin d’étre infaillible !
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(b) “Preuve” par 11. L’idée est la méme, on travaille cette fois dans 1’anneau
quotient Z/11Z. On a 10 = —1 mod 11 et donc 10¥ = (—1)* mod 11, d’o1

:L':akl()k—i-ak_l 10"+ 4y 10+ ag
=(-D*ap + (-1 tap_1 + - — a1 +ap mod 11,

c’est-a-dire que x est congru a la somme alternée de ses chiffres modulo 11. La
“preuve” par 10 est beaucoup plus simple, puisqu’elle dépend seulement du dernier
chiffre ag. On peut aussi faire les “preuves” par 7 ou 13 (ou n’importe quel autre
entier n), mais c’est plus compliqué . ..

2.6.7. Théoréme. St A est un anneau principal et I = gA est ’idéal engendré
par un élément g € A*, alors il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) g est un élément irréductible de A,
(ii) A/gA est intégre non trivial ;
(iii) A/gA est un corps.

Démonstration. 11 est évident que (iii) = (ii). D’autre part, si g est décomposable
sous la forme g = xy avec z,y € A* non inversibles, alors g ne peut d1v1ser T ouy
(sinon y, resp. x, serait inversible d’inverse x/g, resp. y/g), donc & # 0, U # 0 et

mg}:g}:(.) dans A/gA,

de sorte que A/gA est non trivial et posséde des diviseurs de zéro. Ceci montre par
contraposition que (11) = (i). Il reste a voir que (i) = (iii). Supposons maintenant
g irréductible et soit T # 0 dans A/gA. Ceci signifie que g1z, et d’aprés le lemme
de Gauss 2.4.2 (c), on en déduit que pged(z, g) = 1. D’apres Uidentité de Bézout,
il existe alors A\, u € A tels que Az + ug = 1, ce qui donne &= 1 et on voit
que A/gA est bien un corps. O

2.6.8. Corollaire. L ’anneau quotient 7./nZ est un corps si et seulement n est un
nombre .premzer On note F), = Z/pZ; c’est un corps a p éléments, constitué des
classes 0,1,...,(p—1)".

2.6.9. Notion de caractéristique d’un corps. Soit K un corps, et
Yean : Z — K, nw—ng

le morphisme canonique. Le noyau Ker(¢can) = {0} est un idéal de Z, car
©Yean(T) = @ean(y) = Og implique trivialement

Pean (AT + 1Y) = Pean(A)Pean () + Gean (1) Pcan(y) = Ok.

Comme Z est un anneau principal, on a Ker(pca.,) = pZ pour un certain entier
p € N. On dit alors que K est un corps de caractéristique p. Deux alternatives
exclusives I'une de 'autre peuvent se produire.
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(a) p = 0. Dans ce cas Ker(¢can) = {0}, i.e. @can est injectif, et on peut définir un
morphisme canonique de corps en posant

Yean : Q = K, = (QK)(bK)_l, a € 7, b e N*

SalES

la vérification facile en est laissée au lecteur. Comme ©can(x) # 0 pour tout
x = a/b e QF, on a aussi Ker(¢can) = {0}, c’est-a-dire que tcan est injectif et
définit un isomorphisme de Q sur son image ¥c.n (Q) C K (qui est un sous-corps).

(b) p € N*, de sorte que px = Og. Comme 1g # Og, on a nécessairement
p > 1, et d’autre part p doit étre un nombre premier, sinon on aurait p = xy avec
1 <z,y <pet donc xg yxg = Og avec xk, yx # 0, ce qui contredirait le fait que K
est un corps. Comme Qean (T + Ap) = @ean(z) = Tk, on voit que Yeay, définit par
passage au quotient un morphisme de corps

VYean : Z/pZ — K, T+ xxg (p premier),

dont, le noyau est cette fois réduit a {(.)} Par conséquent .., est injectif, et définit
un isomorphisme de F), = Z/pZ sur 1pcan(Z/pZ) C K (qui est un sous-corps).

2.6.10. Théoréme. Soit K un corps fini. Alors K est de caractéristique p > 0 et
q = card K est une puissance de p, soit ¢ = p™. De plus, pour tout o € K*, on a
a?™! =1, et le polynome X9 — X € K[X]| admet la factorisation

X1-X=]][X-a.
aceK

Démonstration. La caractéristique de K est nécessairement positive, sinon K
contiendrait un sous-corps infini isomorphe a Q. Donc K contient un sous-corps
K’ isomorphe a F,, et les lois 4+, x munissent K d’une structure d’espace vectoriel
de dimension finie sur K’ ~ FF,,. Si n est sa dimension, on a alors K ~ (IF,,)", donc
q = card K = p". Si a € K*, 'application K* — K*, x +— ax est une bijection,
dont la bijection inverse est x — o 1z. Comme card K* = ¢ — 1, le produit (non
nul) de tous les éléments de K* fournit

Hx: H ar = a7t H x.

reK* reK* reK*
Ceci implique bien que a?~! = 1. Comme le polynéme X9~ ! —1 est de degré g—1

et admet les ¢ — 1 éléments de K* comme racines, on en déduit que ces racines
sont simples et qu’on a la factorisation

xit-1=J] X -a).

acK*

En multipliant par X, on obtient la factorisation annoncée de X9 — X. O
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2.6.11. Corollaire : petit théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier.
Alors

(a) pour tout x € Z non divisible par p, on a xP~* =1 mod p ;

(b) pour tout x € Z, on a P = x mod p.

(c) dans F,[X], on a la factorisation

xP-X=J](X-a). O

a€l,

2.7. Théoréme des restes chinois

Le probléme est de résoudre des congruences simultanées
x=a; mod (ny), x=ay mod (ny), ... , = =as mod (ng),

dans Z, ou plus généralement dans un anneau principal A. Les références
historiques attestent que les mathématiciens chinois se posaient déja ce genre
des questions au début de notre ére, probablement pour traiter des problémes
astronomiques ou calendaires ; les documents trouvés remontent au moins au
III¢ siécle aprés J.C. (Sunzi Suanjing, “The mathematical classic of Master Sun”).
Il semble que les Grecs aient aussi étudié cette question, peut-étre méme antérieu-
rement aux Chinois. On commence par traiter le cas plus simple s = 2.

2.7.1. Théoréme des restes chinois. On se donne ni,ny # 0 dans un anneau
principal A. Si pged(ny,no) = 1, les congruences simultanées

x=a; mod (n1), x=as mod (ng)
se résolvent comme [’ensemble des x € A satisfaisant une unique congruence
x = x9 mod (nins),

ot Ty dépend des données ay,as (et ny,ns).

Démonstration. Démontrons d’abord l'existence d’une solution xy. D’aprés
I'identité de Bézout, on peut trouver A\, Ao € A tels que A\jny + Agng = 1 (et
si A est euclidien, on peut utiliser I'algorithme d’Euclide pour trouver Aj, Az).
Cette relation implique de fagon évidente que

Aong =1 mod (n1), Aang =0 mod (ng),

Ang =0 mod (n1), Anp =1 mod (ng).
Par conséquent, si on prend la combinaison linéaire
xo = a1(Aang) + az(A1n1),

on trouve bien
xo =ap mod (ny), xo=as mod (ns).
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Maintenant, si z € A est une autre solution, on trouve par différence
x—x90=0 mod (n1), x—x9=0 mod (ny),

c’est-a-dire que x — xg doit étre multiple de ny et ns. Il doit donc étre multiple de
ppem(ng, ne) = ning (du fait que pged(ni,n2) = 1, cf. 2.4.10 (c)). Ceci implique
x = xo mod (nins), et réciproquement de tels éléments x sont bien des solutions
du probléme, puisque z = xg mod (ning) implique * = ¢y = a3 mod (n;) et
x = 9 = ag mod (ng). O

2.7.2. Formulation “moderne”. Une fagon beaucoup plus moderne (20° siécle),
et également plus abstraite, de formuler le théoréme des restes chinois est d’écrire
que si pged(ny,ne) = 1, on a un isomorphisme d’anneaux

0 : A/ningA — A/nyA x A/ne A, mod (ning) — (T mod (n1),T mod (ns))

[Si A; et As sont des anneaux, on munit A; x Ay d’une structure d’anneau
en posant (z,y) + (z/,y) = (v + 2",y +y') et (v,y)(2",y") = (za’,yy’) ; on
a la,xa, = (la,,1a,)]. Il est ici évident que ¢ est un morphisme, et c’est
sa bijectivité qui est équivalente au théoréeme des restes chinois (la surjectivité
exprimant 'existence de la solution xg, et I'injectivité son unicité modulo (nins)).
La preuve du théoréme fournit en outre une formule explicite pour I’'isomorphisme
inverse o~ ! : si A\;ny + Aang = 1, cet inverse est donné par

e 1 A/ni1A x A/nsA — A/ningA,

(a1 mod (n1),az mod (nz)) — (a1(Aznsz) +a2()\1n1)). mod (nins).

2.7.3. Exemples. (a) Dans Z, les conguences simultanées
x=2 mod (4), x =3 mod (6)

sont incompatibles. En effet la premiére implique = pair et la seconde x impair.
Mais cela ne contredit pas le théoréme des restes chinois puisque pged(4,6) =2 # 1.

(b) Soit a résoudre dans Q[X] les congruences simultanées
P =X mod (X? - 1), = —X? mod (X° +1).
On commence par calculer pged(X3 — 1, X° + 1) par 'algorithme d’Euclide :

Xo°41=(X3-1)X?+(X?+1),
X3 —1=(X*+1)X — (X +1),
XP+1l=(X+1)(X-1)+2,

1, 1
X+1=2(=X+=)+0
+ (2 +2>+,
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ce qui implique bien pged(X® + 1,X3 — 1) = 1 (4 I’élément inversible 2 € Q*
prés ; dans le calcul ci-dessus, on a aussi remplacé —(X + 1) par X + 1, —1 étant
inversible). On voit que

(XP+) - (X+D)(X-1)=(X*+1)+((X°-1)— (X*+1)X)(X —1)
(X2 4+ X+ D)X+ 1D+ (X -1)(X3-1)

(X2 4+ X +1)((X°+1) — (X - 1)X?) + (X - 1)(X* - 1)

(X2 4+ X+ D)X+ D)+ (X=X - X2+ X —1)(X3-1).

(et on doit diviser par 2 pour obtenir la constante 1). D’apres la formule vue dans
la démonstration du théoréme 2.7.1, une solution du probléme est alors

Py = %(X(—XQ FX D)X D) (X)X - X3 X2 X 1)(XC 1))
- %(—X9+2X7+X6 —X4+X) = X7 mod ((X?® - 1)(X° +1)),

et la solution générale est donc
P=X" mod ((X*—1)(X%+1)).
On peut aisément le vérifier a posteriori :

X'=XX3+1D)(X*-1)+X, X"=X%(X°+1)-X2

2.7.4. Généralisation. On se donneny,...,ns # 0 dans un anneau principal A.
Si pged(ng, nj) =1 pour tous i # j, les congruences simultanées

x=a; mod (n1), = =ay mod (ng), ... , x=as mod (ng)
se résolvent comme [’ensemble des x € A satisfaisant une unique congruence
x = x9 mod (ning---ng),

ot xo dépend des données ay,...,as (et ny,...,ns). En d’autres termes, on a un
1somorphisme d’anneaux

w:A/(ny--ng)A — A/mAx---x A/ngA

x mod (ng ---n,) — (z mod (nj))1<i<s-

Démonstration. On raisonne par récurrence sur s > 3, le probléme ayant déja
été traité pour s = 2. Les deux derniéres congruences x = as_1 mod (ns_1),
x = as mod (ng) équivalent a une seule congruence z = a,_; mod (ns_in,) d’aprés
le cas s = 2, et le lemme de Gauss implique que 1'on a bien pged(n;, ns_1ns) =1
pour ¢ < s — 1. On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence pour
. !/ .
s — 1 congruences, respectivement modulo nq,n9,...,ns_2,n,_; = Ns_1Ns, €t
conclure alors que la solution s’exprime sous forme d’une unique congruence
x =x9 mod (ny -+ ng_o(ns_1ns)). O
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2.8. Corps de décomposition*

Nous démontrons ici quelques résultats importants en théorie des corps, qui
peuvent étre obtenus comme des conséquences assez directes du théoréme 2.6.7
dans le cas des anneaux de polynomes. Cette section (quoiqu’en principe accessible
sans trop de difficultés au moyen des résultats qui préceédent) est hors programme,
et réservée aux étudiants souhaitant étendre un peu leur culture mathématique.

2.8.1. Définition. Etant donné un corps K, on appelle extension de K tout
corps I qui contient K comme sous-corps, et on écrira . O K pour indiquer cette
situation.

Un exemple important bien connu est C D R.

2.8.2. Théoréme. Soit P un polynéome irréductible de degré d d’un anneau K[X].
Alors lanneau quotient I = K[X|/(P) est un corps. De plus K s’identifie a un
sous-corps de L, via le morphisme injectif K < L, ¢ — ¢. Le corps L peut ainsi
étre considéré comme une extension de K. C’est aussi un K-espace vectoriel de
dimension dimg . = d, admettant comme base

d,X,..., X4 h.

Démonstration. Comme K[X] est principal, le fait que LL soit un corps résulte
du théoréme 2.6.7. L’application ¢ : K — L, ¢ ~ ¢ est bien injective car

Ker(p) = {0} : pour tout ¢ € K*, ¢ # 0, car ¢ ne peut étre multiple de P
qui est de degré d > 1. Supposons P unitaire (ce n’est pas restrictif), et écrivons

PX)=X%4ag X" 4+ a1 X +ap, d>1.

En prenant les classes modulo (P), on en déduit

X?= 4ol -ty X — - — Gg_1 X1,
et en multipliant par Xn—d pour n > d, on voit que
)'(n = _&Okn—d_&lkn—d—kl —-'-—C.Ld_l).(n_l, \V/’I”L Zd

Ceci entraine que modulo P, la classe G de tout polynéme G = Z?:o b; X I e K[X]
est égale & une combinaison linéaire des éléments de la famille

(1, %,..., X9,
de sorte que celle-ci est une famille génératrice de IL, vu comme espace vectoriel

sur K. Mais si la famille était liée, il existerait des coefficients A\g, A1, ..., A\g_1 € K
non tous nuls tels que

Al+M X+ + /.\d_l).(d_l = 6,
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ce qui signifie précisément que \g + A\ X + -+ + A\g_1 X% ! est divisible par P.
Ceci est impossible puisque P est de degré d. Par conséquent la famille considérée
est bien une base, et le théoréme est démontré. (On remarquera que le cas d = 1
n’est pas trés intéressant, on a alors L ~ K). O

2.8.3. Exemple. Le polynéme P(X) = X2 + 1 € R[X] est irréductible, donc
R[X]/(X? + 1) est un corps. Le théoréme ci-dessus montre qu’il admet pour
base (Z.l,).() sur R et qu’'on a la relation ().()2 = —1. C’est précisément le corps
des complexes ! En fait cette méthode est probablement la méthode la plus
fondamentale qui existe pour définir C, fournissant un procédé algébrique naturel
pour ajouter une racine manquante a ’équation X2 +1 = 0.

Le procédé précédent s’applique de maniére générale a tout corps K et tout
polynéme G € K[X]. De fagon précise, on va montrer :

2.8.4. Théoréme. Pour tout corps K et tout polynome G € K[X], il existe une
extension L. D K dans laquelle le polynome G est complétement scindé, a savoir
qu’on peut trouver des éléments w; € L tels que

G(X)=aq|[(X —w;)™ dans L[X] > K[X],
ot aq est le coefficient dominant de G.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur d = deg(G). Si
d =1, le polynéme P est déja scindé, on prend L. = K et il n’y a rien a montrer.
Supposons le résultat déja démontré pour d — 1 et prenons G € K[X] de degré
deg(G) = d. On commence par le factoriser en ses facteurs irréductibles, soit

G:adplkl...PSkS.

On pose L; = K[Y]/(P1(Y)). Ce quotient est une extension L; D K d’aprés le

théoréme précédent. Par construction P; admet la racine w; = Y dans L, de
sorte que wy € LL; est aussi une racine de G € K[X]| C L,[X]. Par conséquent, on
peut écrire G(X) = (X —wy)H(X) avec H € L1[X] de degré d — 1. L’hypothése
de récurrence entraine qu’il existe une extension I D [L; D K dans laquelle H est
complétement scindé, et donc G aussi. Le théoréme s’ensuit. O

2.8.5. Remarque. la démonstration précédente construit en fait la plus petite
extension . O K dans laquelle G € K[X] puisse se scinder. Un tel corps L
est appelé corps de décomposition de G. On peut montrer qu’il est unique a
isomorphisme de corps preés.

2.8.6. Exercice**.

(a) Soit K un corps de caractéristique p > 0. Montrer par la formule du binéme
que F': x — 2P est un morphisme de corps (“morphisme de Frobenius”). Lorsque
K = F,, montrer que F' = Id (calculer F(1),F(2) = F(1+1),...) et retrouver
ainsi le petit théoréme de Fermat.
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(b) Soit de nouveau K un corps de caractéristique p > 0. Déduire de (a) que
lapplication F* = Fo---0F : z — P est aussi un morphisme de corps, puis que
K, ={z € K/ F"(z) = x} est un sous-corps de K possédant au plus p"™ éléments.

(c) Montrer que le corps de décomposition I du polynéme G = X P _X e F,[X]
coincide avec L, (qui n’est autre que I’ensemble des racines du polynome G), et
que les racines sont simples [raisonner sur la dérivée]. En déduire que L est un
corps ayant exactement ¢ = p™ éléments.

Ce corps est traditionnellement noté F,.

Nota : le théoréme 2.6.10 entraine assez aisément que tout corps K a ¢ = p”
éléments est isomorphe a [y ; on a ainsi déterminé tous les corps finis commutatifs ;
mais un théoréme célébre démontré en 1905 par le mathématicien écossais Joseph
Wedderburn (1882-1948) énonce qu’il n’y a pas de corps finis non commutatifs.
Les corps finis sont trés importants en pratique, ils sont par exemple utilisés pour
les codes correcteurs d’erreurs en informatique et en téléphonie mobile, tels que le
code de Reed-Solomon s’appuyant sur le corps Faos6.
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Chapitre 5
Réduction des endomorphismes

L’objet de ce chapitre est d’analyser la structure géométrique des endomor-
phismes en cherchant des bases de 'espace qui soient susceptibles de donner lieu
a des matrices aussi simples que possible. La propriété cruciale est celle de sous-
espace stable, et en particulier de droite stable. Ceci conduit aux notions im-
portantes de vecteurs propres et de valeurs propres, lesquelles s’obtiennent au
moyen de calculs de déterminants. Un endomorphisme est ainsi “diagonalisable”
si et seulement si on peut trouver une base de 1’espace formée de vecteurs pro-
pres. Dans les autres cas, la structure de ’endomorphisme est plus compliquée,
et on doit par exemple étudier les puissances successives de I’endomorphismes et
leurs combinaisons linéaires. Une idée importante est d’exploiter les propriétés
algébriques des anneaux de polyndémes vues au chapitre précédent, en appliquant
le calcul polynomial — et notamment I'identité de Bézout — aux endomorphismes
a étudier. On peut ainsi montrer que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’'un endomorphisme soit “triangularisable” est que le polynéme caractéristique
soit scindé sur le corps de référence, ce qui est toujours le cas pour le corps des
complexes. Sur C, on peut toujours trouver une base dans laquelle la matrice de
I’endomorphisme est sous “forme réduite de Jordan”, du nom du mathématicien
francais Camille Jordan (1838-1922).

1. Valeurs propres et vecteurs propres

1.1. Polyndéme caractéristique et espaces propres

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps K (les corps
seront toujours supposés commutatifs dans ce chapitre). Soit f € Endg(F) un
endomorphisme, c’est & dire une application K-linéaire f : £ — FE.

Rappelons qu’un sous-espace S de E est dit stable par f si f(S) C S.
D’une certaine maniére, le probléme de la réduction des endomorphismes consiste
essentellement en la détermination des sous-espaces stables. Le cas le plus
fondamental est la recherche des droites D de E qui sont stables par f.

1.1.1. Observation de base. Supposons que D soit une droite stable par un
endomorphisme f € Endg(E) et soit v un vecteur directeur de D. Alors il existe
un scalaire \ tel que

flo)=X, v#0, xek

Réciproquement, si un vecteur v # 0 vérifie la relation précédente, alors la droite
D est stable par f. On dit que v est un vecteur propre de f et que A € K est la
valeur propre associée.
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Démonstration. La preuve est immédiate : D = {av/ a € K} et donc
f(D) = {af(v)/ a € K} est engendré par f(v). Dire que f(D) C D équivaut
a dire que f(v) € D, ce qui signifie qu’il existe A € K tel que f(v) = Av. O

La condition f(v) = Av équivaut a (f — Aldg)(v) = 0, ce qui entraine que v
est un vecteur non nul de Ker(f — AIdg). L’endomorphisme f — AIdg doit alors
étre non injectif, ce qui implique que det(f — AIdg) = 0 d’aprés le théoréme 3.2.3
du chapitre 3. Réciproquement, si det(f — A1dg) = 0, alors Ker(f — A1ldg) # 0,
et on peut donc trouver 0 # v € Ker(f — Aldg) ; il s’ensuit que f(v) = Av, et la
droite D = Kuv est stable par f. En résumé :

1.1.2. Théoréme. Pour déterminer les valeurs propres d’un endomorphisme
f € Endg(E), on calcule le polynome

A det(f — Adg)

et on cherche ses racines. Les vecteurs propres associés a la valeur propre A sont
alors les vecteurs non nuls du noyau Ker(f — ANdg).

On notera que det(AIdg —f) = det(—(f — Aldg)) = (—1)"det(f — A1dg).

1.1.3. Définition. Le polynome noté
Xf(X) =det(X1dg —f) = (—1)" det(f — X Idg)

s’appelle le polynéme caractéristique de l’endomorphisme f. Lorsque \ € K est
une valeur propre, c’est-a-dire une racine de x¢(X) € K[X], on appelle espace
propre associé & la valeur propre \ le sous-espace (nécessairement non nul)

Eﬁ)\ = Ker(f = )\IdE) C E.

On notera dy = dimg Ey y = dimg Ker(f — Adg) > 1 sa dimension, et my > 1
la multiplicité de la racine X dans x5(X).

Il est important de noter que par définition on doit avoir Ef ) # {0}. Si ayant
calculé une racine A on trouve que dimg Ker(f — AIdg) = {0}, c’est qu’il y a
une erreur quelque part (les candidats a ’examen sont prévenus !). Par ailleurs,
on montrera plus loin qu’on a toujours dy < m) (mais il peut y avoir inégalité
stricte).

1.1.4. Calcul du polyndéme caractéristique. Soit B = (ey,...,e,) une base
de F et A= (aij)lgi’jgn = Mat%(f) On a

X — a1 —ai12 o0 0 —Qin

—a21 X — asy ... —Qaon
Xr(X) = xa(X) = det(XI, — A) =

—an1 —anp2 R, G Ann
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On voit alors qu’il s’agit d’un polyndme de degré n. Le déterminant contient un
terme diagonal

(X - all)(X - CLQQ) te (X - ann) = X" - Zaian_l + -+ (-1)” Haii,
=1 =1

et tous les autres termes ont au moins deux facteurs situés en dehors de la diagonale
(car si n — 1 facteurs sont sur la diagonale, cela force le dernier a y étre aussi).
Tous ces termes sont donc des polyndmes de degré au plus n — 2, qui ne modifient
pas les coefficients de X™ et de X"~ ! déja fournis par le produit diagonal. Par
ailleurs, le coefficient constant de x4 est x4(0) = det(—A) = (—1)" det(A). Nous
pouvons donc énoncer :

1.1.5. Théoréme. Avec les notations précédentes, le polynome caractéristique
Xf(X) € K[X] est un polynome unitaire de degré n de la forme

Xf(X) = X" —tr(f) X" 4+ (—=1)" det(f)

ot tr(f) :=tr(A) = D" | a;; s’appelle la trace de A (ou de 'endomorphisme f).

1.1.6. Remarque. Il est possible de donner I'expression de chacun des coefficients
du polynéme caractéristique x4(X). En fait, le monéme en X"~ % est obtenu en
prenant un facteur X dans exactement n — k des termes (X — a;;) de la diagonale,
et le coefficient correspondant est le déterminant mineur Az (—A) = (=1)¥Ar7(A)
associ¢ a la partie complémentaire I de cardinal k (ici Arr(A) = Ars(4)
avec J = I). Ceci implique que le monome de degré n — k de x4 (X) est

(—1)k Z Arr(4) | X7,

I1c{1,2,...,n}, card(I)=k

et en particulier le terme en X est (—1)"~! tr(comat(A4))X. Ces formules sont en
général trop compliquées pour étre utiles en pratique. O

1.1.7. Remarque. Si le polynome caractéristique xf(X) se scinde entiérement
sur le corps K, sous la forme
S S
w0 =TI =A™, S my=n,
j=1 j=1
ol les \; sont les valeurs propres et les m; leurs multiplicités, on obtient les
relations

> mn; =tr(4), [N = det(A).
j=1 j=1

En effet, il suffit pour cela d’identifier le coefficient de X! dans de xf(X), ainsi
que son coefficient constant. Ceci donne un autre moyen de vérifier qu’on ne s’est
pas trompé dans les calculs. O
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1.1.8. Remarque. On sait que le déterminant d’un endomorphisme ne dépend
pas de la base utilisée. Il en est donc de méme pour le polynéme caractéristique
et la trace. On peut vérifier plus explicitement ces propriétés en examinant 'effet
d’un changement de base. Soient B, B’ des bases de F, P = Matg(B’) la matrice
de passage et

A=Mat2(f), A =Matd (f)

les matrices respectives de f € Endg(E) dans les bases B, B’. Nous savons que
A’ = P71AP, et comme P~'I,P = I, il vient
xar(X) = det(X1, — A') = det(X I, — P"'AP) = det (P~ (XL, — A)P)
= det(P) ' det(X 1, — A) det(P) = det(X1, — A).
Par conséquent on a bien
xa (X) = xa(X),
et en particulier det(A’) = det(A) et tr(A’) = tr(A). Mais pour la trace, on peut

aussi observer que l'on a

1<i,5<n
pour des matrices L, M € M,,x,(K) quelconques, et donc

tr(A') = tr((P~LA)P) = tr(P(P~1A)) = tr(A). O

1.1.9. Exemples. (a) Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3, muni
d’une base orthonormée B = (eq,eq,e3) sur le corps K = R. On considére la
rotation f : E — E d’angle 6 et d’axe A = Reg, donnée dans la base B par la
maftrice

cosf® —sinf@ O
A= | sinf cosf O
0 0 1
Nous avons
X —cosf sin 6 0
Xa(X)=det(XIs—A)=| —sinf X —cosb
0 0 X-1

= ((X — cosf)? + (sin0)2)(X —1)= (X —1)(X? —2cosf X +1).

Le trinome X2 —2cosf X + 1 a pour discriminant A = 4(cos)? —4 = —4(sin 0)?,
et admet en général deux racines complexes conjuguées \ = cos + isinf = e,
Les racines complexes non réelles sont a priori inutilisables sur le corps K = R (voir
toutefois la section 1.4). Cependant, il y a le cas particulier sinf = 0, i.e. 0 = k.
e Pour § = 0 mod 27, on a A = I3, d’ot1 un espace propre Ey; = Ker([3 —A) = FE
pour \; = 1 (valeur propre triple).

e Pour § = 7 mod 2, il s’agit d'un demi-tour d’axe A = Rez, ona Fy; = A = Res
pour A; =1 (simple) et Ey 1 = vect(e1, e2) pour Ay = —1 (double).
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e Pour 6 # 0 mod 7, il y a seulement la valeur propre réelle \; = 1 et ’espace
propre associé Ef1 = A = Reg, le plan II = AL = vect(ey, e3) étant stable par f.

(b) On considére maintenant un espace vectoriel E de dimension 3 muni d’une base
B = (e1, €2, e3) sur le corps K =R, et ’endomorphisme f : E — E de matrice

1 2 2
A=12 1 2
2 2 1
dans la base B. On calcule ici
X -1 -2 -2
xXa(X)=det(XI3—A)=| -2 X-1 =2
—2 —2 X -1

=(X-1P-16-12(X —1) = X® -3X? - 9X — 5.
Il est visible que A = —1 et A = 5 sont racines, ce qui donne la factorisation
Xa(X) = (X +1)(X? —4X —5) = (X +1)*(X —5).
On a ainsi une racine double A\; = —1 et une racine simple Ay = 5. Les espaces

propres correspondants sont donnés par

2 2 2
Ker(f +1dg) : 2 2 2 xo | =0, soit xq + a0+ 23 =0,
2 2 2

0 1
V1 1 , U9 0 relativement a B,
-1 -1
tandis que
—4 2 2 X1
Ker(f —51dg) : 2 -4 2 xg | =0.

2 2 —4) \as

Un calcul simple montre que E 5 est la droite vectorielle de vecteur directeur

1
vy | 1 relativement & B.
1
On a ici f(v1) = —v1, f(va) = —wva, f(vs) = bvs, et on vérifie aisément que
B’ = (v1,v2,v3) est une base de E [dets(B’) = —3]. Dans cette nouvelle base,

I’endomorphisme f a pour matrice

A =Matp,(f)=( 0 -1 0],
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c’est-a-dire une matrice diagonale, nettement plus simple & étudier que la matrice
initiale A dont on était parti. O

1.1.10. Remarque. On a en général la formule

Xf+aIdE(X) - Xf(X - O!),

en effet X fia1d,(X) =det(X1dg —(f + aldg)) = det((X — a)Idg —f).

1.2. Endomorphismes diagonalisables

Démontrons d’abord une propriété générale des espaces propres.

1.2.1. Théoréme. Soit f € Endx(FE) un endomorphisme et Ey 5, 1 < j < s ses
espaces propres, ot les \j sont les valeurs propres distinctes (s'il y en a!). Alors
les sous-espaces Ey x; sont en somme directe, c’est-a-dire que

Z Bfa = @ B C B,
A ISgss

ou encore
dimV = ) dimEy); < dmE.

1<5<s

On remarquera que dans I’exemple 1.1.9 (a) avec  # 0 mod 7, il n’y a pas d’espaces
propres, i.e. s = 0, et donc V' = {0}. Bien entendu il n’y a rien & démontrer dans
un tel cas. Dans 'exemple 1.1.9 (b), on a en revanche V = E.

Démonstration. On va montrer que pour tout p =1,2,...,s la somme

Z Eﬁ)\j

1<jsp
est une somme directe. Pour cela, il faut voir que si
() x1+w2+--+x,=0 avecwy; € Eyy,;, alors 1 =23 = ... =1, = 0.
On raisonne par récurrence sur p, le résultat étant évident si p = 1. Supposons

p = 2 et le résultat déja démontré pour p — 1. En appliquant f a I’égalité (), on
trouve

() flzi+aa+--+2xp) =Mz + Aoz + - -+ Az, = 0.
En multipliant (%) par \, et en soustrayant de (xx), il vient
(/\1 — /\p>x1 + ()\2 — /\p>x1 —+ -+ (>\p—1 — )\p)CL’p_l =0.

Il s’agit d’'une somme de p—1 vecteurs (\; —A,)x; € Ey 5, 1 < j < —1. D’aprés
I'hypothése de récurrence ces vecteurs sont nuls, et comme \; — A, # 0, on en



Chap. 5 : réduction des endomorphismes 123

déduit 1 = 29 = ... = zp—; = 0. Mais (x) entraine alors aussi z, = 0, et la
propriété est bien démontrée a 1’ordre p. O

La définition de ce qu’on entend par endomorphisme diagonalisable est assez peu
surprenante :

1.2.2. Définition. Un endomorphisme f € Endg(F) est dit diagonalisable sl

existe une base B’ = (vq1,...,v,) dans laquelle la matrice A’ = Mat%j(f) est
diagonale, c’est-a-dire de la forme

a1 0 e 0
0 (0%} . 0
A = . . . . , 05 € K.
0O 0 ... an
Si B = (eq,...,e,) est une base donnée et A = Math (f) la matrice associée, alors

par définition f est diagonalisable si et seulement il existe une matrice de passage
P (inversible, donc) telle que A’ = P71 AP soit diagonale.

1.2.3. Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et f € Endg(F)
un endomorphisme. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est diagonalisable;

(b) E admet une base B = (vy,...,v,) de vecteurs propres pour f;

(c) Les espaces propres Ey x,, 1 < j < s, vérifient E = @ Ef; 5
1<j<s

d) Sid; =dim E¢.., alors d; =n.
J PRy J
1<j<s

Si ces propriétés équivalentes sont satisfaites, le polyndme caractéristique de f est
complétement scindé sur K, donné par

Xf(X) = H (X —/\j)dj, )\j e K.

1<5<s

Démonstration. (a) = (b). En effet, si f est diagonalisable, il existe une base
B’ = (v1,...,v,) dans laquelle

a1 0 0
’ O 042 P O

(*) Mat‘B/(f) = . . . . 5 a] c K,
0O 0 ... ap

c’est-a-dire que f(v;) = a;vj, i.e. v; est un vecteur propre de valeur propre a;.
L’implication réciproque (b) = (a) est évidente.
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(b) = (c¢) Supposons que la matrice de f s’écrive sous la forme diagonale (x)
dans B’. Alors les coefficients «; ne sont pas nécessairement distincts, mais apreés
permutation éventuelle des vecteurs v;, on peut supposer

O] =...=0q, =N, Odyf1=-.-=0d4dy =A2, «-. ,Qp_d.41 = ... = 0p = Ag
avec des éléments A\1,..., \s € K deux & deux distincts. Ceci donne

Ef, =vect(v1,...,va,), Efa, =vect(Va, 415, Vdy+dy)y - -

E¢x, = vect(Vp—d, 41, ---,Un),

et on a donc bien F = @Ky‘és Ey ;- Réciproquement, si cette égalité a lieu,
alors on obtient une base B’ = (vy,...,v,) de vecteurs propres en prenant pour
(v1,...,vq4,) une base de Ef ,, pour (Vg,+1,---,Vd;+d,) une base de E, x,, ...,
pour (Up—_d,+1,---,Vn) une base de E, »,, donc (c) = (b).

(c) = (d) est évident, et (d) = (c) résulte du fait que la somme 3, ;. Ey \; est
directe (théoréme 1.2.1).

Enfin, si a expression (%) pour la matrice de f, le polynome caractéristique est
bien

X = [ X-ap)= ] (xX=r)%. -

1<j<n 1<5<s

1.2.4. Remarque. Dans I'exemple 1.1.9 (b), il était en fait inutile de vérifier que
B’ = (v1,v9, v3) était bien une base. En effet, comme on avait pris pour (vy, v2) une
base de Ey _; et pour vz une base de Ey 5, la propriété “automatique” que Ey _q,
E; 5 soient en somme directe et le fait que dim Ey _1+dim Fy 5 = 24+1 =3 = dim E
impliquait nécessairement, que (v1, vy, v3) soit une base.

1.2.5. Remarque. En général, la somme directe

V= EB Ej,

1<5<s

est un sous-espace stable par f (comme somme de sous-espaces stables), et ¢’est en
fait le plus grand sous-espace stable S C E tel que fig:.S — S soit diagonalisable.
En effet, il est clair que f}, est diagonalisable, et réciproquement, si fig: S — S
est diagonalisable, alors S est somme de sous-espaces propres Ey , qui sont
contenus dans les Ey ; correspondants, donc

S:@Ef‘s7)\jC@Ef7)\j:V [l
J J
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1.3. Calcul par blocs ; multiplicité des valeurs propres

Considérons une matrice A € M, «,(K) triangulaire par blocs (par exemple
supérieurement)

A1 R12 Rls
O AQ RQS

A - . . . . )
O O ... A

ou les A; € M, xn, (K) sont des blocs carrés et n = > n;. Alors

XI, — A,  —Ry L —Ry,
o) XI,, — Ay ... — Ry,
XIn - A - . . . . 9
0 0 L. XI, — A,

et les régles de calcul des déterminants impliquent la formule :

1.3.1. Formule. Si A € M, «,(K) est triangulaire par blocs avec des blocs
diagonauzr A; € My, xn,(K), 1 < i< s, alors

xa(X) = xa, (X)xa,(X) - xa, (X).

On va déduire de la des résultats importants pour les endomorphismes. Soit
f € Endg(F) un endomorphisme d’un espace E de dimension n, muni d’une
base B = (eq,...,e,). Supposons que f posséde un sous-espace stable S, et soit

's = (v1,...,vp) une base de S. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on
peut compléter cette famille en une base B’ = (vq,...,v,) de E, et on obtient
alors une décomposition en somme directe

E=SeT, S=vect(v,...,vp), T =vect(vVpt1,...,0n).

Notons A = Mat3(f), A’ = Mat%j(f). Les p premiers vecteurs colonnes de

! / L. A ) _ p !/ ) .
A" = (aj;)1<i,j<n sont donnés par f(v;) = >3 ajv; € S, 1 < j < p (car un
vecteur de S ne comporte pas de composantes sur les vecteurs vy, ..., v,). Ceci

implique que A’ est de la forme

S T

Ul VS
A = relativement a B’.
O\W)]T

Désignons par 7w : E — T la projection sur T parallelement & S. Les
endomorphismes
f|S:S—>S, g:7TTOf|T:T—>T

induits par f admettent les matrices respectives

U= Matgi(ﬂs), W = Matg;(g) dans la base Bl = (vVpg1,...,0n).
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On a alors d’aprés 1.3.1 la relation xa/(X) = xv(X)xw(X), ce qui se retraduit
comime suit au niveau des endomorphismes.

1.3.2. Théoréme. Si un endomorphisme f € Endg(F) admet un sous-espace
stable S, alors si on prend une décomposition E = S & T et qu’on considére les
endomorphismes fis: S — X et g = mr o fir induits par f, on a la relation

X1 (X) = x5 (X)xg(X).

En particulier le polynome caractéristique x (X ) est divisible par x5, (X).

Si nous appliquons ce résultat au cas d’un sous-espace propre
Sj = Ef’)\j = Ker(f - )‘j IdE), dj = dim Sj

(trivialement stable puisque f(x) = Ajz pour tout x € S;), alors x (X)) est divi-
sible par . (X) = (X — A;)%, ce qui entraine immédiatement :
J

1.3.3. Théoréme. Soit f € Endg(E), \; € K une valeur propre de f, m; sa
multiplicité dans le polynome caractéristique x7(X), et dj = dim Ey »,. Alors

dj gmj.

1.3.4. Conséquence. Si x¢(X) admet une racine \; simple (i.e. si la multiplicité
de \j est m; = 1), alors on a nécessairement d; = m; = 1.

Démonstration. En effet Ey », # {0}, par conséquent 1 < d; < m; < 1. 0

1.3.5. Exemple. Considérons l'espace £ = K" muni de sa base canonique
B = (e1,...,€n), et 'endomorphisme f, : E — FE dont la matrice relativement
a B est ce qu'on appelle un bloc de Jordan (triangulaire inférieur) de taille n :

a 0 0
Ja;n — L _a . )
0 1 «

avec « sur la diagonale principale, 1 sur la diagonale au dessus et 0 ailleurs. On a

X —« 0 0

W (X) = det(X Ty~ Ju) = | - N7 e (x -
: 0
0 e -1 X -«
et xr, (X) admet une unique valeur propre A\; = o de multiplicité m; = n. Comme
Jo —aldg = fo, on a

Efo"a:Ker(fO‘_aIdE>:KerfOZKen = d1=1<m1:n. O
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Les résultats qui précédent donnent une nouvelle caractérisation des endomor-
phismes diagonalisables (qui implique en particulier que les blocs de Jordan de
taille n > 1 ne sont pas diagonalisables).

1.3.6. Théoréme. Soit f € Endg(F), dim E = n. Pour que l’endomorphisme f
soit diagonalisable, il faut et il suffit que le polynome caractéristique x 5(X) € K[X]
soit scindé sur le corps K, c’est-a-dire

xr(X)= [ X =X)™, X €K 2a 2 distincts,
1<i<s

et de plus, que la dimension d; = dim Ey . soit égale a la multiplicité m; de la
valeur propre \j : dj = m;.

Démonstration. La condition que x (X)) soit scindé et que d; = m; est clairement
nécessaire pour que f soit diagonalisable, d’aprés le théoreme 1.2.3. Mais
réciproquement, si cette condition est satisfaite, on a ) d; = > m; = n, et le
critére 1.2.3 (d) montre que f est diagonalisable. O

1.3.7. Synthése. On utilise fréquemment la terminologie suivante :

m; = multiplicité de \; dans xy = multiplicité algébrique de \;,

d; = dimension sous-espace propre Ey \. = multiplicité géométrique de A;.

On a toujours d; < m;. Le critére pour qu'un endomorphisme f soit diagonalisable
est le suivant :

f € Endg (F) diagonalisable <= x scindé et
Vj, d; (multiplicité géométrique de \;) = m, (multiplicité algébrique de A;).

A Dinverse, lorsque y ¢ est scindé, pour voir que f est non diagonalisable, il suffit
de trouver une valeur propre A\; pour laquelle d; < m;.

On notera en outre que sur K = C tout polynoéme est scindé ; si les racines de x¢
sont simples, f est donc diagonalisable d’apreés 1.3.4.

1.4. Valeurs propres complexes d’endomorphismes réels

Un polynome réel F' € R[X] de degré n > 1 n’a pas nécessairement de racines
réelles, mais il a toujours des racines complexes d’apres le théoréme de d’Alembert-
Gauss. Il est donc intéressant de “savoir quoi faire” des valeurs propres complexes.

1.4.1. Théoréme. Soit f un endomorphisme sur un espace vectoriel E de
dimension finie n sur R, représenté par une matrice A € My xn(R) dans une
base B = (e1,...,e,) de E. Si A € C\ R est une racine complexe non réelle et
si Z =U +1iV avec U,V € M,,1(R) est un vecteur colonne complexe non nul tel
que AZ = \Z, alors les vecteurs u,v € E de matrices respectives U, V engendrent
un plan P = vect(u,v) C E stable par f.
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Démonstration. On a x¢(X) = xa(X), et comme M, (R) C M,,x,(C), on peut
traiter A comme une matrice complexe. Si A\ € C . R est une racine complexe
non réelle, la théorie générale implique I'existence d’un vecteur colonne complexe
Z non nul tel que AZ = \Z. Sil'on écrit Z =U+1iV et A\ =a+if avec U,V,a, 3
réels, il vient

AU +iAV = (a+iB)(U +iV) <= AU = aU — BV, AV = BU +aV.

Les vecteurs colonnes U et V ne peuvent étre R-colinéaires, sinon on aurait disons
U#0etV =~U avec v € R, donc Z = U + iyU = pU serait C-colinéaire a U,
oi = 1+iy € C*. Par conséquent U = pu~1Z serait aussi vecteur propre de A
pour la valeur propre A\, mais ceci est contradictoire avec la relation AU = \U ou
A, U sont réels et A non réel (le raisonnement est le méme si V # 0 et U = vV).
Considérons alors le plan vectoriel P = vect(u,v) C E engendré par les vecteurs
u, v de coordonnées U, V. On a les relations

flwy=au—-pveP, flv)=pu+aveP = f(P)CP.

On voit donc que P est un plan stable de f. O

1.4.2. Interprétation matricielle. On conserve les hypothéses et notations du
théoréme 1.4.1. Pour expliciter encore un peu plus la situation, complétons (u, v)

en une base B’ = (u,v,ts,...,t,) de E. Alors f admet dans B’ la matrice
a p
-8 « e
y Mat%;(f) —| 0 0 aby ... ah,
0 0 alg ... a,,

Soit T = vect(ts,...,t,) de sorte que £ = P @ T, et soit g : T — T
I’endomorphisme de matrice (agj)ggi’jgn. Alors

X (X) = xar(X) = X7, (X)xg(X) = (X — @) + 5%) xy(X),
soit
(1.4.3) XF(X) = (X = N)(X = X) xo(X).

La conclusion de ces calculs est que le plan stable P = vect(u, v) associé au vecteur
colonne complexe Z = U + iV tel que AZ = \Z fournit dans yx;(X) un facteur
Xfp(X) = (X = A)(X — A) qui factorise des deux valeurs propres complexes

conjuguées A = a + iff et A = a — if3.

1.4.4. Corollaire. Soit f € Endr(E) un endomorphisme d’un espace vectoriel
réel de dimension n = dimg E > 1. Alors f posséde au moins une droite stable D
(si xf(X) a une racine réelle) ou un plan stable P (si xf(X) a deux racines
complezes conjuguées non réelles).
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2. Théorémes de structure des endomorphismes

2.1. Polynémes d’endomorphismes et polynéme minimal

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Alors (Endg(FE),+,0) est
un anneau (non commutatif si n > 2). C’est aussi un K-espace vectoriel de
dimension n?, car si B = (ey,...,e,) est une base de E, on a un isomorphisme
d’anneaux K-linéaire

(2.1.1) @3 : Endg(E) = Muxn(K), f+— M = Mat3z(f),
sur 'anneau (M, x,(K), +, x) des matrices n x n. Cet isomorphisme dépend de
la base B, et si on prend une autre base B’ = (¢/,...,¢€l) et P = Matg(B’), on
obtient un diagramme d’isomorphismes d’anneaux

on M, xn (K) M

(2.1.2) f € Endg(E) ‘ l

Muxn(K) M' =P 1MP.
On notera en particulier que I'on a bien P=*(M; + My)P = P~*MP + P~ MyP
et P~Y(MMy)P = (P~'M;P)(P~*M,P), donc les fléches verticales sont bien
des (iso)morphismes d’anneaux. On définit maintenant les polynomes d’endo-
morphismes et de matrices.
2.1.3. Définition. Soit f € Endg(FE) et M € M,,«,,(K). Si
QX)=ao+a1 X +---+agX% € K[X],
on définit
Q(f) =aoldg+ayf + -+ aqf? € Endg(E),
QM) = apl, + a1 M + - - + agM? € M50 (K).

Les confusions étant hélas trop fréquentes, le lecteur prendra garde au fait qu’a
lélément unité 1 de P'anneau K[X] pour la multiplication, doit correspondre
lélément unité Idg € Endg(F) et I'élément unité I,, € M, x,(K). Siv € FE
est un vecteur, I'image par ’endomorphisme Q(f) du vecteur v est ainsi

Q(f)(v) = aov + ar f(v) + - + aaf*(v)

(et la notation Q(f(v)) n’a aucun sens !). L’observation suivante est presque
immeédiate, mais néanmoins fondamentale.

2.1.4. Théoréme. L’endomorphisme f et la matrice M € M,,»,,(K) étant fixés,
on a des morphismes d’anneaux

K[X] — Endk(E), @~ Q(f),
K[X] = Mpxn(K), Q+— Q(M).
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Démonstration. Soient Q = Y7, a; X", R = >, b;X7 € K[X]. Alors Q + R =
Soila; + )X et QR = Y, . X* avec ¢ = > itjk @ibj. En convenant que
fO=1dg (et de méme M = I,,), ceci donne

(Q+R)(f) =D _(ai +b)f’ Zazf“rzbf’— R(f)

et

:chszz< > aibj>fk

k  \itj=k

= Za b —Zazb frof!
= Zazfz Zb f” R(f).
La vérification est quasi-identique pour les matrices (au remplacement prés de f

par M, et de la loi o par la loi x), et sera donc omise. O

On peut composer ces morphismes d’anneaux avec les morphismes g et aussi
avec le changement de base. Si f € Endg(E) est donné et M = Math(f),

M = Mat%j( f), on obtient un diagramme de morphismes d’anneaux

s M) QO

e
(2.1.5) Q € K[X] — Q(f) € Endk(E) l w

\
PB

et on a ici

QM) =Q(P~*MP) = Zaz P~IMP) Zaz “IMP=PlQ(M)P

Priére de relire au moins 3 fois tout ce paragraphe et de ne pas “s’emméler les
pinceaux” ! Un autre fait important est que les polyndémes d’endomorphismes
commutent, bien que I’anneau des endomorphismes ne soit en général pas commu-
tatif — la raison étant que celui des polyndémes ’est.

2.1.6. Propriété. Pour tous polynomes Q, R € K[X]|, on a commutation des
polyndmes d’endomorphismes

Q(f) o R(f) = R(f) o Q(f)

Démonstration. En effet Q(f)o R(f) = (QR)(f) = (RQ)(f) = R(f)oQ(f). O

On exploite souvent cette commutation au moyen du lemme suivant.
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2.1.7. Proposition. Soit f,g € Endg(F) tel que fog = go f. Alors Kerg et
Im g sont des sous-espaces stables par f, c’est-a-dire que

fog=gof = f(Kerg) CKerg, f(Img)CImg.

Démonstration. Pour tout z € Kerg on a ¢g(f(z)) = f(g9(z)) = f(0) = 0,
donc f(z) € Kerg, et Kerg est bien stable par f. D’autre part, pour tout

y = g(x) € Img, on a f(y) = flg(x)) = g(f(x)) € Img, de sorte que Img
est également stable par f. O

Nous pouvons maintenant combiner les deux propriétés précédentes en prenant

R(X) =X, et donc R(f) = f.

2.1.8. Corollaire. Soit f € Endg(E). Alors, pour tout Q € K[X], les sous-
espaces Ker Q(f) et ImQ(f) sont stables par f. O

2.1.9. Polynomes annulateurs et polynéme minimal. Soit f € Endg(F) un
endomorphisme. D’aprés ce qui précéde, on a un morphisme d’anneaux

¥y : K[X] — Endk (E), @+ Q(f),
et le noyau

Ker ¢y = {Q € K[X]/ Q(f) = 0}

consiste en ce qu’on appelle les polynomes annulateurs de f. Comme on a
dimK[X] = +oc0 et dim Endg (E) = n?, le morphisme 1 ne peut pas étre injectif,
et on a donc Kervy; # {0}. Le noyau Ker; est en fait un idéal de K[X] : en
effet, si Q(f) = 0 et R(f) = 0 alors (Q + R)(f) = 0, et pour tout G € K[X],

(GQ)(f)=G(f)oQ(f) =0, donc on a bien

VQ,R € Kervyy, Q+ R € Kervy,
VG e K[X], VQ € Keryy, GQ € Kery.

Comme 'anneau K[X] est principal, I'idéal Ker ¢)¢ est un nécessairement un idéal
principal (ps(X)), engendré par un polynéme non nul de degré minimal de Ker ¢,
uniquement déterminé si on le choisit unitaire. L’idéal Keri; est appelé idéal
annulateur de f.

2.1.10. Définition. Soit f € Endg(E). On appelle polynome minimal de f,
noté pg(X), un polynome unitaire Q(X) de degré minimal tel que Q(f) = 0.
L’ensemble {Q € K[X]/ Q(f) = 0} des polynémes annulateurs coincide alors
avec l'idéal (py(X)) des multiples de py(X).

Ecrivons
pr(X)=co+ X+ g X+ X4

Comme p¢(f) =coldg+c1f + -+ ca—1 fE1 + f9, on obtient

fl=—coldg —c1f — - —ca1 fH,
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et en multipliant par f=¢ pour j > d on obtient
J

Fr=—cofi ™ —crff7 M — g 7Y 2
Par récurrence, les (f7);>q, sont combinaisons linéaires de Idg, f, ..., f@1, d’ou
(2.1.11) Im ) = vect(f?)jen = vect(Idg, f, ..., f471).
On remarquera que les endomorphismes Idg, f,..., f¥~! sont nécessairement

linéairement indépendants, sinon on obtiendrait un polynéme ) de degré < d — 1
tel que Q(f) = 0, ce qui contredirait la minimalité de py. On en déduit

(2.1.12) dim Im ¢ = dimvect(f?)jen = d = deg ps(X).

Comme Im; C Endg(E), on en déduit déja d < dimEndg(E) = n?, mais on
verra plus loin que I'on a en fait toujours d < n (voir §2.3).

2.1.13. Propriétés fondamentales du polynéme minimal.

(a) Une homothétie vectorielle f = aldg admet comme polyndéme minimal
pi(X) = X —a (car Q(X) = X — o donne Q(f) = f — aldg), et dans ce
cas I'image

Imyy = vect(fj)jeN =Kldg

est de dimension 1. Ces propriétés caractérisent les homothéties vectorielles.

(b) Considérons une matrice diagonale par blocs

A O ... O
O Ay, ... O
O O ... A

ot les A; € M,,, xn, (K) sont des blocs carrés. Alors pour tout polynome @ € K[X],
QIX)=>,¢,X" ona

AL O ... O QA1) O 0
O A, ... O O A O

Al = : :2 S = Q4)= : Q(: g : : ’
0O 0 .. A O 0 ... QA

donc @) est un polynome annulateur de A si et seulement si (Q est multiple de
chacun des polynémes minimaux p4,. On en déduit dans ce cas que

na = ppcm(ﬂAm/j’Aza s ?/’LAS)'

(c) En particulier si A est une matrice diagonale ayant des coefficients diagonaux
a1, a2, ..., an deux & deux distinets on a pa(X) = xa(X) = [[;¢;c, (X — ai),
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mais si certaines valeurs sont répétées, disons a; = A\; avec multiplicité mq, ...,
a; = A avec multiplicité m; (et les \; deux & deux distincts), on a

xaX)= [T x=2)™, pax)= [ (x-x),

1<is 1<is
et donc degpua = s <n =degxa dés que 'une des multiplicité m; est > 1.

(d) Dans le cas d’'une matrice triangulaire (disons supérieure) par blocs, on voit
de méme que

A Rio ... Rig QA1) *
O As ... Ra, O Q(A)

A= . ST = Q)= : : : : ’
O 0 .. A O 0 .. QA

par conséquent il est nécessaire que @ soit multiple des p4, pour avoir Q(A) = 0.
On en déduit dans ce cas que

HA est mlﬂtlple de Ppcm(ﬂAl y Ay - - HAS)-

(e) Si f € Endg(F) est un endomorphisme quelconque, on a Q(f + aldg) = 0
si et seulement si Q(X + «a) est multiple de ps(X), ce qui équivaut a dire que
Q(X) est multiple de p1r(X — a), comme on le voit en effectuant la substitution
X +— X — a. On obtient par conséquent une formule analogue a celle déja vue
pour le polyndme caractéristique :

Pftaldg(X) = pp(X —a).

(f) Considérons I’endomorphisme h : K® — K" dont la matrice dans la base
canonique (eq,...,e,) est

0 1 0
N: 0 -O .
0 0 0

On a donc h(e;) =e;j_1 sij > 1et h(er) = 0. Les puissances h* sont données par
h*(e;) = ej_p sij > ket fF(e;) =0si1<j <k, de sorte que N* est la matrice
triangulaire supérieure formée de coefficients 1 sur la k-iéme diagonale au dessus
de la diagonale principale et de 0 ailleurs. On a ainsi en particulier

0 0 ... 1

Nt |00 e N,
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et on voit que I,,, N, N?,..., N" ! sont linéairement indépendantes. Il en résulte
aussitot que
pr(X) = pn (X) = X"

(Un tel endomorphisme est appelé endomorphisme nilpotent, voir §2.6 pour I’étude
générale de ces endomorphismes). Dans le cas d’un bloc de Jordan triangulaire
supérieur

a 1 ... 0

J = 0 .a : =N+ al,,
: - o1
0 0 «

on obtient ainsi
pr(X) =pun(X —a) = (X —a)" = x;(X)

Notons que J est ici une matrice triangulaire formée de blocs diagonaux A; = («)
de taille 1x1, et le polynéme minimal de A; est (a 'évidence) p4,(X) = X —a, mais
g ne coincide pas avec ppem(pia,, ..., pa, ) = X —a, il en est seulement multiple.
Ceci montre qu’on ne peut pas en général conclure que s = ppem(pa,, ..., Ha, )
dans le cas triangulaire par blocs.

(g) Par transposition, il est clair que 'Q(A) = Q(*A) pour toute matrice A. On en
déduit la formule ptq = pa (et on a d’ailleurs de méme g = x4 ).

(h) Si A est une matrice diagonale par blocs A = A; B ---H A, telle que A4;
est un bloc de Jordan J,,.,, (ou un transposé d’un tel bloc), la combinaison des
propriétés précédentes permet de calculer aisément le polyn6me minimal

pa(X) =ppem(pa,,...,pma,) =ppem((X —oaq)™, ..., (X —ay)™),

et en particulier ps(X) = [[(_;(X — ;)™ si les valeurs propres «; sont 2 a 2

distinctes. O

2.1.14. Exemple. Considérons

A0 0

0
0
A= 0

o O O >
O DO > =
S > O O

o O O

0 X O
0 0 A
0 0 0

Iz f

dans My 4(K) avec A # u, on vérifie facilement d’apreés les propriétés qui précédent
(B étant formé de 3 blocs de Jordan de taille 2 x 2, 1 x 1, 1 x 1) que

Xa(X) = x5(X) = (X =N (X — p),
pa(X) = (X = N(X =), up(X) = (X = V(X - p). .
Les propriétés et exemples ci-dessus montrent qu’il y a des liens trés forts entre

le polynome caractéristique et le polynéome minimal, bien qu’il ne coincident pas
toujours. Voici un autre résultat dans cette direction.



Chap. 5 : réduction des endomorphismes 135

2.1.15. Théoréme. Soit f € Endg(F) et Q € K[X] un polynéome annulateur,
i.e. Q(f) = 0. Alors pour toute valeur propre A € K de f, on a Q(\) = 0.

En particulier, ceci s’applique au polynéme minimal Q@ = py, donc ps(X) est
divisible par szl(X — ;) ou les \j sont les valeurs propres distinctes.
Démonstration. Supposons f(v) = Av avec v # 0, et écrivons Q(X) = Z?:o a; X"
La relation Q(f) = 0 implique

d
O:Q(f)(v):Zaifi(v):Zai)\iv:Q(A)v = Q(\) =0. O

2.2. Endomorphismes cycliques et matrices compagnons

La recherche du polynéme minimal d’'un endomorphisme f € Endg(FE) peut
(au moins en théorie) se faire en calculant les puissances successives (f7);jen
et en déterminant le plus grand entier d > 1 tel que (1,f,..., f% 1) soient
linéairement indépendants. Ceci améne aux notions voisines de sous-espace
cyclique et d’endomorphisme cyclique.

2.2.1. Théoréme et définition. Un sous-espace vectoriel S C E est dit cyclique
(relativement & ’endomorphisme f) si S est engendré par un vecteur vy € E et
ses images successives f7(vg), c¢’est a dire si

S = vect(f?(vo))jen,

et on dit alors que vy est un générateur du sous-espace cyclique S pour f. Tout
sous-espace cyclique S relativement a f est stable par f.

Démonstration. Par définition, S consiste en les combinaisons linéaires finies
z = aguo + a1 f(vo) + -+ -+ a; 7 (vo),
de sorte que
f(z) = aof(vo) + arf?(vo) + -+ + o f7 T (wg) € S.
Ceci implique que f(S) C S. O

Si 'on prend lentier p maximum tel que vg, f(vg), ..., fP~(vg) soient linéaire-
ment indépendants, alors par définition de p il existe une relation de dépendance
linéaire avec des coeffcients a; non tous nuls

agvo + a1 f(ve) + -+ ozp_lfp_l(vo) + ap fP(vg) = 0.

. a ap_1 .
On a nécessairement oy, # 0, donc fP(vy) = — g — e — 2L P10 et en
e a
, P P
reprenant l'image par f77P, j > p, il vient

FI(wo) = =L 7P (vg) — = ZEL T ().
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On voit ainsi par récurrence sur j que tous les f7(vg), j > p, sont combinaisons
linéaires de vg, f(vo), ..., f®~(vg), d'ott

S = vect(vg, f(vg), ..., fP 1 (vg)) et dimS =p.

On obtient ainsi la conséquence suivante.

2.2.2. Proposition. Si le polynome minimal py est de degré d < n, alors tout
sous-espace cyclique S pour f vérifie dim S < d < n.

Démonstration. En effet, si d = deg i, on a vu que f? est combinaison linéaire de
Idg, f,..., f41, donc pour tout vecteur vy € E et i > d, f*(vg) est combinaison
linéaire de vg, f(vo), - -, f4 1 (vo)- O

2.2.3. Définition. On dit que l’endomorphisme f € Endg(FE) est cyclique si
Uespace E lui-méme est cyclique pour f, c’est-a-dire s’il existe vg € E tel que

(vo, f(v0), ..., f* H(vo)) soit une base de E.

2.2.4. Matrice compagnon et polyndme caractéristique d’un endomor-
phisme cyclique. Soit f un endomorphisme de E (éventuellement défini par
une matrice A = Mat%(f) dans une base B = (e1,...,e,)). On suppose que
I’endomorphisme f est cyclique, et on choisit un vecteur vy € FE tel que les
itérés (f*(vo))o<i<n—1 définissent une base B’ = (vg, f(vo), ..., " (vo)) de E. Le
vecteur f"(vg) est alors combinaison linéaire de v, f(vo), ..., f" 1 (vg), ce quon
écrira sous la forme

agvo + arf(vo) + -+ an—1f" " (vo) + f*(v0) =0, a; €K,
Comme f(f*(vo)) = f 1 (vo) pour i =0,1,...,n—2 et
Ff" M w0)) = " (v0) = —aovo — a1 f(vo) = -+ — an—1f" (vo),

la matrice M = Mat%j( f) est donnée par

0O 0 0 ... 0 —ag

1 0 0 0 —a

0 1 0 0 —a9
(2.2.5) M= . .

0 0 1 0 —ap_2

0 0 0 1 —An—1

2.2.6. Définition. On dit que la matrice M définie par 2.2.5 est la “matrice
compagnon” du polynéme unitaire

QX)=ag+a1 X+ - +a, X" P+ X"
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Le polynome @ est choisi en sorte que 'on ait la relation (évidente) Q(f)(vo) = 0.
Par commutativité des polynémes d’endomorphismes, on en déduit

QUA)(f*(v0)) = (Q(f) o f*)(wo) = (f* 2 Q(f))(v0) = f(Q(f)(v0)) = 0.
Comme B’ = (f%(vg))o<i<n—1 €st une base de F, ceci implique Q(f) = 0. Pour la
méme raison, on a R(f)(vg) # 0 pour tout polynome R # 0 de degré deg R < n—1,
donc R(f) # 0. On obtient ainsi :

2.2.7. Fait fondamental. L’endomorphisme f et la matrice compagnon M du

polynome Q) ont précisément pour polynome minimal iy = ppr = Q . O

Il nous reste a calculer le polyndéme caractéristique de M. Nous avons

X 0 0 0 a

-1 X 0 ... O ai

o -1 X ... O as
xm(X)=det(XI, —M)=| . . i ) :

0 o ... -1 X Ap—2

0 0O ... 0 -1 X+4apn

On calcule ce déterminant en développant par rapport & la derniére colonne. Le
terme du bas donne une contribution (X + a,_1)X" !, tandis que le terme a;
donne une contribution

X 0 0 0 0 0
-1 X 0 0 0

_ 0 -1 X 0 0 0
(—=1)" ;| 0 0O 0 -1 X 0 0
0 o 0 0 -1 X 0

0O ... 0 0 0 ... -1 X

O ... 0 0 0 ... ... 0 -1

Le déterminant (n — 1) x (n — 1) ci-dessus est formé de deux blocs carrés, le
premier triangulaire inférieur de taille 7 x ¢ et de coefficients diagonaux égaux
a X, le second triangulaire supérieur de taille (n — 1 — i) x (n — 1 — i) et de
coefficients diagonaux égaux & —1. Le terme a; fournit donc une contribution
(=) g x X x (—=1)" 171 = q; X7, don

n—2
Xu(X) = a; X"+ (X +an_1) X" = Q(X),
1=0

de sorte que xar = payr = Q. Ce résultat peut se reformuler comme suit :
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2.2.8. Théoréme. Si l’endomorphisme f € Endg(FE) est cyclique, le polynome
caractéristique x ¢ et le polynome minimal py coincident : on a

Xfr=pr =0,
ot Q) est le polynéome compagnon de la matrice M de f exprimée dans une base
B' = (vo, f(vo), ..., f" 1 (vg)) associée a un vecteur cyclique vo. Il en résulte que
xf(f)=Q(f) =0, xm(M)=Q(M)=0. m

2.3. Théoréme de Cayley-Hamilton

Ce théoréme est attribué au mathématicien britannique Arthur Cayley (1821—
1895) et au mathématicien et physicien irlandais William Hamilton (1805-1865),
qui ont tous deux éminemment contribué au développement de 1’algébre linéaire.
Mais en fait la premiére démonstration compléte en dimension > 3 semble avoir
été donnée en 1878 par le mathématicien allemand Ferdinand Georg Frobenius
(1849-1917), & qui 'on doit aussi la notion de polynéme minimal.

2.3.1. Théoréme (Cayley-Hamilton). Soit f € Endg(FE) un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie. Alors le polynome caractéristique x5 est
un polynome annulateur de f, c¢’est-a-dire que 'on a  x¢(f) =0.

Démonstration. Le résultat a été démontré a la section précédente dans le cas d’un
endomorphisme cyclique, et on va voir qu’on peut se ramener a ce cas. Posons
0 = xs(f) € Endg(F). Il s’agit de voir que #(v) = 0 pour tout vecteur v € E.
C’est, évident si v = 0. Si v # 0, le vecteur v engendre un sous-espace cyclique

S = vect(v, f(v),..., f'(v),...) CE

non réduit a {0} et stable par f. Par définition, I’endomorphisme induit
Jis S — S est cyclique, avec les ffs(v) qui engendrent S. On déduit donc du

théoreme 2.2.8 que xy,;(fjs) = 0. En particulier, comme v € S, on a

X#s(F) @) = x5,5(fis)(v) = 0.

Mais si on prend un sous-espace T' C FE supplémentaire tel que £ = S @ T, on
obtient une décomposition par blocs

S T
(2.3.2) f= (f's h) 5
0| g/T

avec g = 7 o fir (cf. théoréme 1.3.2), d’ott x(X) = x4(X) xf,5(X) (produit
commutatif). On en déduit

0(v) = xs(F)(v) = xg(f) 0 x5,5(f)(v) = 0.

Le théoréme est démontré. O
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La théoréme de Cayley-Hamilton (et la preuve qui en a été donnée) entrainent
également la conséquence importante qui suit.

2.3.3. Théoréme. Pour toult endomorphisme f € Endg(F) d’un espace vectoriel
de dimension finie n, le polynome caractéristique x ¢ et le polynome minimal iy
satisfont les relations de divisibilité mutuelles

pr | xg | (ug)™,

en particulier deg iy < degxy =n = dim E.

Démonstration. (a) La relation pif | xf est une conséquence directe du théoréme
de Cayley-Hamilton, et on en déduit bien deg s < n.

(b) On vérifie maintenant que xs | (1tf)™ par récurrence sur n = dim E. Sin =1,
f apour matrice A = () et on a x4(X) = pa(X) = X —a. Supposons le résultat
démontré pour tout endomorphisme d’un espace E’ de dimension dim E’ < n. On
utilise alors la décomposition (2.3.2) dans laquelle fig est cyclique, ce qui nous
permet déja de conclure que xy, = s par le théoreme 2.2.8. Si T = {0}, il
vient S = E et le résultat s’ensuit (on a méme xy = py). Sinon, on est dans le
cas ol 0 < dimT < n = dim E et on peut appliquer ’hypothése de récurrence a
E'=T et g € Endg(T), ce qui donne x, | (uy)™7T, d’ont

Xf=XfsXg = Xfl g (ng)™"

Mais piy,s et pg divisent tous deux g (propriété 2.1.13 (d)), donc

Xr | (up) T ()™, 0

2.3.4. Remarque. Il résulte du théoréme 2.3.3 que x et uy ont toujours les
mémes racines (avec des multiplicités éventuellement différentes). Dans le cas
[ = aldg, on a précistment p(X) = X —a et x¢(X) = (X —a)" = pup(X)",
donc la relation x7 | (f)™ ne peut pas étre améliorée.

2.4. Lemme des noyaux et décomposition par blocs

On utilise ici de maniére essentielle le fait que lanneau K[X]| est un anneau
principal (et donc factoriel).

2.4.1. Lemme des noyaux. Soient Q1,...,Qs € K[X] des polynomes premiers
entre eur deur & deur et f € Endg(E). Alors

Ker(Q1 - Qs(f)) = D Ker(Q5(f):

Démonstration. Commengons par le cas s = 2 (le résultat étant vide si s = 1). Par
hypothése pged(Q1,Q2) = 1; d’apres I'identité de Bézout, il existe des polynomes
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Rl, RQ tels que RlQl + RQQQ = 1, et donc Rl(f) @) Ql(f) + Rg(f) e} Qg(f) = IdE
Siv e Ker(Q1(f)) NKer(Q2(f)), on obtient

v=1dg(v) = Ri(f) 0 Qu(f)(v) + Ra(f) 0 Q2(f)(v) = 0,

ce qui montre que Ker(Q1(f)) NKer(Q2(f)) = {0}, et nos deux noyaux sont bien
en somme directe. D’autre part, comme

(@1Q2)(f) = Qu1(f) 0 Qa(f) = Q2(f) 0 Qu(f),

il est clair que

Ker(Q1(f)) C Ker(@1Q2(f)) et Ker(Q2(f)) C Ker(Q1Q2(f)),
donc
Ker(Q1(f)) © Ker(Q2(f)) C Ker(Q1Q2(f)).
Maintenant, si v € Ker(Q1Q2(f), on peut écrire comme ci-dessus
v=1Idg(v) = Ri(f) o Qi(f)(v) + R2(f) 0 Q2(f)(v)
et on a par commutativité
Q2(f) o Ri(f) o Q1(f)(v) = Ri(f) 0 Q2(f) 0 Q1(f)(v) = Ri(f) o (@1Q2)(f)(v) =0,

donc wy = R1(f) o Q1(f)(v) € Ker(Q2(f)), et on vérifie de la méme maniére que
w1 = Ry(f) 0 Q2(f)(v) € Ker(Q1(f)). Ceci implique

v =w + wy € Ker(Q1(f)) & Ker(Q2(/)),
donc Ker((Q1Q2)(f)) C Ker(Q1(f)) @ Ker(Q2(f)) et 1’égalité s’ensuit pour s = 2.

Le cas général s’en déduit par récurrence sur s > 3 en observant que
Ql cee QS—ZQS—IQS - Ql cee Qs—2(Qs—1Qs)7
avec pged(Q;, Qs—1Qs) = 1 par le lemme de Gauss. O

Le lemme des noyaux a plusieurs conséquences importantes, notamment les
théorémes de décomposition fondamentaux que nous étudierons dans les sections
suivantes. En voici le point de départ.

2.4.2. Théoréme de décomposition par blocs. Soit f € Endg(FE) un
endomorphisme quelconque.

(a) On a dans K[X] des décompositions en polynéomes irréductibles
xr(X) =T PO)™, pp(X) =] Pi(X)™ avecl<m)<my<n.
j=1 j=1

En particulier x ¢ et s ont le méme ensemble de racines, et si les polynomes
X7 et py sont scindés sur K, on a

S

Xf(X) = H(X —N)™M, pp(X) = H(X —/\j)m;' avec 1 <mj < my < n,
Jj=1 j=1

ol A1, ..., s € K sont les valeurs propres distinctes.
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(b) On a une décomposition en somme directe
E=Vi®---®V, ot Vj=KerP;(f)™ =Ker P(f)*, Vk; >mj.

Les sous-espaces V; sont stables par f, et les endomorphismes induits par
restriction f; = fly, : Vj — V; fournissent relativement a des bases des V; et la
base correspondante B’ de E une décomposition en blocs de la matrice A’ de f :

A0
o ... A

(c) Pour tout j =1,...,s, 'endomorphisme f; € Endg(V;) est tel que
0 S S
m; m;
X, =P, pwy =P, xr=Ixp wr=]]xs-
Jj=1 Jj=1

(d) Il existe un polynome I1; € K[X] tel que

IL;(f) = m; = projection de E sur V; parallélement a EB V.
1#]

Démonstration.  (a) On sait que py divise x5 et que xjy divise w, donc
ces polynomes ont les mémes facteurs irréductibles P;, avec des multiplicités

éventuellement différentes. Le fait que py | x5 implique m} < my, et le fait

que deg xy = n implique m; < n. L’assertion relative au cas scindé est une
conséquence immeédiate.

(b) Nous avons par définition pf(f) = 0, et donc aussi Q(f) = 0 pour tout multiple
Q= H;Zl Pfj avec k; > m/;. Comme les polynomes Pfj sont premiers entre eux
deux a deux, le lemme des noyaux implique

E =Kerug(f) =@V, Vi =Ker P;(f)™,
j=1

E=Kerps(f)=EPV/, V] =KerP;(f)k.
j=1

Or, pour tout v € E,
Pi(f)™(v) =0 = Pi(f)¥(v) = Pi(f)"7" 0 P(f)™i(v) =0,
donc V; C Vj’ , et on en déduit que l'on a nécessairement V; = Vj’ puisque

dimFE = ) dimV; = ) dim Vj’. On sait de plus par le corollaire 2.1.8 que les
sous-espaces V; sont stables par f. Les affirmations du (b) en découlent.
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(c) Comme Pj(f;)™ mp = P(f)IV = 0 par définition de Vj, on voit que uy,
divise PJ j En particulier les polyndomes iy, sont premiers entre eux deux a deux,
et la propriété 2.1.13 (b) donne

py = ppcm(ﬂfw . '7/’Lfs) = H/’ij'

La seule possibilité (par unicité de la factorisation) est que puy, = P, Main-
;7 ot
n; = dim V}, on voit que Xy, est une puissance de P;. La seule decompos1t10n pos-
sible de x s est par suite xy, = P 7. On trouve ainsi que n; = deg xy, = m; deg P;.

tenant, on sait aussi que xy = foj, et comme Xy, divise u;j = p"

(d) D’aprés le théoréme des restes chinois appliqué dans 1’anneau pr1nc1pal K[X],

il existe un polynéme II; tel que II; = 1 mod <ijj> et II; = 0 mod (P" ) pour
i # j. Il est facile de voir que 7; = II;(f) € Endg(F) est la projection de E sur
V; dans la décomposition £ = V; @ --- @ V,. En effet, I'unicité des solutions du
théoréme des restes chinois montre que

/7

II7 —II; = 0 mod (P;"*--- P") = (uy)

donc 7TJ2-

—m; =0et 7rj est un projecteur ; d’autre part (et par définition), IT; est
divisible par [, £ J “ et II; — 1 est divisible par P i , ce qui implique de nouveau

par le lemme des noyaux que

Ker(7;) D @KerPim;(f) = @Vi et Ker(m; —Idg) D KerP (f) =V;. O
i#j 17#]

2.4.3. Corollaire. Un endomorphisme f € Endg(E) est diagonalisable si
et seulement si le polynome minimal py est scindé et a racines simples, i.e.
pr(X) = H;:1(X — ;) ou les \j sont les valeurs propres distinctes.

Démonstration. Si f est diagonalisable, le fait que py soit scindé a racines simples
résulte de la discussion 2.1.13 (c). Réciproquement, si ps(X) = Hj:1(X —j)
est scindé a racines simples, le théoréme de décomposition par blocs appliqué a
P;(X) = X —\;, montre que les espaces propres V; = Ker(f —\;Idg) forment une

décomposition en somme directe £ =V, &---® Vy, donc f est diagonalisable. [

Une autre application est la caractérisation des endomorphismes cycliques (la
démonstration est un peu plus délicate, réservée aux étudiants aventureux !).

2.4.4. Théoréme. Un endomorphisme f € Endg(E) est cyclique si et seulement
sideguy =n =dimE, autrement dit, si et seulement si iy = x .

Démonstration™. Si f est cyclique, on ne peut avoir d = deg y1y < n, sinon on en
conclurait par la proposition 2.2.2 que tout sous-espace cyclique S est de dimension
dim S < d, ce qui est contradictoire pour S = E; par suite deg iy = n.
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C’est la réciproque qui est le point délicat. Supposons deg iy = n, et soit
S
pp(X) =xp(X) =[] Pi(X)™, mj=m;>1
j=1

la décomposition de py(X) en facteurs irréductibles. On considére la somme
directe E = V] @ --- @ V5 donnée par le théoréme 2.4.2 (b), et les restrictions

- = fv.. Le résultat 2.4.2 (¢) montre que pr, = xr. = P. 7, et on va d’abord
J [V Hf; Xf; J

montrer que f; est cyclique. Comme P;(f;)™ ! # 0, il existe un vecteur v; € V;
tel que P;(f;)™ ~(v;) # 0. Soit W; C V; le sous-espace cyclique engendré par
les f;(vj) = f*(vy). Alors.Wj est stable par f;, et le polynome minimal de fjyw,
divise nécessairement ijj . Mais comme P; est irréductible, on en conclut que
Kfiw. = Pfj avec k; < mj. Le fait que P;(f;)™ " (v;) # 0 implique que l'on
J

a nécessairement k; = m;. Il s’ensuit dim W; > deg Bfiw, = deg xy, = dimVj,
donc W; =V}, et f; est bien cyclique, avec V; = vect(f*(v;)). Pour terminer, on
montre que f est cyclique, avec E = vect(f"(v))i>o ot v = v1 + -+ - + vs. Grace
4242 (d), on a

fivg) = fi(mj(v) = foIi(f)(v) = Qi (f)(v) avee Qy;(X) = X'TI;(X),

ce qui montre que vect(f(v))iz0 = {Q(f)(v)/ Q € K[X]} contient la somme
Vi@ - -® Vs = FE. Par conséquent f est cyclique. O

2.5. Sous-espaces caractéristiques

Si A; € K est valeur propre d’un endomorphisme f € Endg(E), P;(X) =X — \;
est I'un des facteurs irréductibles des décompositions de x(X) et pus(X). Ceci
améne a la définition suivante.

2.5.1. Définition. Si \; € K est une valeur propre de f € Endg(E), on définit
le sous-espace caractéristique associ€é a \; comme étant

Cf, = Ker(f — A\ Idg)™
o m]; est la multiplicité de X — X; dans pyp(X).

2.5.2. Proposition. V; = Cy ; est un sous-espace stable par f, et la restriction
fi = fiv, € Endg(V}) vérifie

(f; = A Tdg)™ = 0.

2.5.3. Remarque. On sait d’aprés 2.4.2 (b) que I'on a en fait I'égalité Cy y, =
Ker(f — \;Idg)* pour tout k > m’, et il est souvent plus facile de calculer Cy y,
par la formule

Cf’)\j = Ker(f — )\j IdE>mJ
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ot m; est la multiplicité de X — \; dans x, car xs est en général plus directement
accessible que fis. O

L’observation suivante est également utile pour étudier la structure de f. La
démonstration en sera donnée a la section suivante.

2.5.4. Proposition. On a des sous-espaces stables emboités

Ef)\j = Ker(f — /\j IdE) _g_ Ker(f - )\j IdE)2 g_ ce _’C,_ Ker(f — )\j IdE)m; = Cf)\j

et ensuite les noyaur des puissances ultérieures n’augmentent plus. Lorsque m;- =1,
le sous-espace propre Ey y. coincide avec le sous-espace caractéristique Cy y, .

Comme conséquence du théoréme général 2.4.2, on obtient en particulier le
théoréme de décomposition suivant, toujours applicable si K = C :

2.5.5. Théoréme. 5%

S

v () = TTE =2, pp(x) = [T =)™

j=1

sont scindés sur K, on a une décomposition par blocs associés auxr sous-espaces
caractéristiques

E=Ciy® - @®Cfpy,, f=fiB---Hfs,

et on a (f; — A, 1d)™i = 0 pour chaque bloc.

2.6. Endomorphismes nilpotents

Les résultats précédents montrent qu’il est crucial d’étudier les endomorphismes
ayant une puissance nulle.

2.6.1. Définition. Un endomorphisme h € Endg (E) est dit nilpotent s’il existe
un exposant k € N* tel que h¥ = 0.

Il revient au méme de dire que le polynome minimal est de la forme pp(X) = X m’
avec m’ € N*. On sait que I'on a toujours deg i, = m’ < n, donc si h est nilpotent,
la plus petite puissance qui soit nulle est b = 0 avec m’ < n.

2.6.2. Exemple. Toute matrice A € M,,x,,(K) strictement triangulaire (i.e. avec

des coefficients diagonaux nuls) est nilpotente. Ainsi, si A = (ai;j)1<ij<n €st
strictement triangulaire inférieure (avec a;; = 0 pour ¢ < j), soit
0 0 0 0
a1y 0 0 0
A= 0 0
Q5 0 0 7> j,
apl1  QAp2 Apn—1 0
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on voit que I’endomorphisme associé h : K" — K", relativement & la base
canonique (e;)1<;j<n de K", satisfait

h(e;) € Vect(ejti1,...,en), h(Vect(e;,...,en)) C Vect(eji1,...,en).
Par récurrence sur i, on en déduit
h'(Vect(ey,...,epn)) C Vect(eiq1, ..., en).

Ceci entraine que h* a une matrice triangulaire dont la diagonale principale et les
1 — 1 diagonales situées en dessous sont nulles, et en particulier h” = 0. De méme,
toute matrice strictement triangulaire supérieure est nilpotente. O

De maniére générale, on a le résultat suivant qui implique la proposition 2.5.4
ci-dessus, en prenant h = f; — A; Idy, sur 'espace V; = Cf ;.

2.6.3. Théoréme. Si h € Endg(FE) est nilpotent d’exposant m’ = degup, on a
des noyaur emboités

{0} =Kerh® C Kerh C Kerh* C --- C Ker k™ = E,
et les sous-espaces Sy, = Ker h* vérifient

h(Sk) C Sk—1 S Sk pourk > 1.

Démonstration. Comme h° = Idg et K™ = 0, on a bien Sy = Kerh® = {0}
et S, = Kerh™ = E. Comme par hypothése m’ est I’exposant minimal, on a
R =1 # 0 et donc S, 1 = Ker R =1 # S, = E. D’autre part, 'implication
évidente

WP(w)=0 = nFl(w) =0,

montre que Sy C Skii, et comme h¥(v) = h*~(h(v)), on voit aussi que
h(Sk) C Sk—1. L’égalité Sy = Sk signifierait que I'on aurait une équivalence

Yoe E, hF(v)=0 < h""(v) =0,

et en prenant v = h(w), on en déduirait alors Siy1 = Sk42, de sorte que Sy = S,
pour tout £ > k. Comme S,,,,—1 € S, = E, on a donc bien aussi Sy C Sk41 pour
E<m' —1. O

2.6.4. Endomorphismes nilpotents cycliques. Conformément aux définition
déja données, un endomorphisme h € Endg(F) est nilpotent et cyclique s’il est
nilpotent et §’il existe un vecteur vq tel que B’ = (vg, h(vg), ..., h" 1(vg)) soit une
base de E. Dans ce cas le polynome minimal est uj,(X) = X™ et la matrice de h
dans B’ est la matrice A’ € Mat,, x,,(K) donnée par

0 0 0 0 0
1 00 0 0
/ 01 0 0 0
A=10 01 0 0|
.o 0 0
0 0 0 10
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qui n’est autre que la matrice compagnon du polynéome Q(X) = X". Une telle
maftrice est appelée bloc de Jordan nilpotent cyclique de taille n. Dans ce cas,
S = Ker h* est I’espace de dimension k

Sy = vect(h" " F(vo), " * T (vg), ..., A" (vg)),

et on voit facilement que (A’)* est la matrice dont la diagonale de coefficients 1
est la k-ieme diagonale sous la diagonale principale, par exemple

0 0 O 0 0
0 0 O 0 0
1 0 0 0 0
(A/)k =101 o 0 0 pour k = 2,
S . o000
0O 0 ... 1 00

le noyau étant formé par les k derniers vecteurs de B’ (qui donnent les k colonnes
de 0 & droite). Remarquons aussi, ce qui nous sera utile plus loin, que

(2.6.5) Im h* = vect(h* (vo), K* ™ (vg), ..., A" (wg)) = Sp_i = Ker h" %,

Remarquons enfin qu'il est équivalent de travailler dans la base B” obtenue en
renversant P'ordre des vecteurs, soit B” = (f" (vo), f**(vo), - .., f(vo),v0), et
que la matrice de f dans la base B” est alors la matrice triangulaire supérieure

01 0 0 0
00 1 0 0
A,,_ooo 0 0 .
o o o 10
S 0 1
00 0 0 0

Le résultat suivant élucide entiérement la structure des endomorphismes nilpo-
tents, a partir de celle déja décrite des endomorphismes nilpotents cycliques.

2.6.6. Théoréme. Soit h € Endg (E) un endomorphisme nilpotent de polynome
minimal pp(X) = X" sur un K espace vectoriel E de dimensionn. Alors il existe
des sous-espaces cycliques W; = vect(vj, h(vj),...,h" "1 (v;)) de dimensions
respectives décroissantes

\ /
ny=---=2ng, 0U Mp=m et Eni:n,
i

fournissant une décomposition par blocs
E=W&® ---&Ws, h=hyH---Hhs,

avec des endomorphismes nilpotents cycliques hy € Endg (W7), ..., hs € Endg(W).
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2.6.7. Interprétation du théoréme. Tout endomorphisme nilpotent peut étre
représenté dans une base convenable, au choix, par une matrice A’ triangulaire
inférieure, ou une matrice A” triangulaire supérieure, de la forme

0O 0 0 0 0 0 ap 0 ... 0 0
a; 0 0 0 0 0 0 ag ... 0 0
0 (D] 0 0 0 0 0 0
r 7
=10 0 a o ol 470 o 0 |
: : : . 0 0 : 0 Qlp—1
0O 0 0 ... ap—1 O 0 0 O 0 0
avec une diagonale de coefficients a; = 0 ou 1, formée d’une suite de n; — 1
chiffres 1, d’un 0, puis de ny — 1 chiffres 1, d’'un 0, ..., de ng — 1 chiffres 1. Ci-

dessous, par exemple, une matrice nilpotente 7 x 7 triangulaire inférieure, formée
d’un bloc A; cyclique de taille 4, d'un bloc As cyclique de taille 3 et d’un bloc
cyclique Az de taille 1 :

0 00 0j0O 0 0 O
1 0 0 00 0 O O
01 0 0|0 0 0 O
A 0 01 0|0 0 0 O
000 0|j0 O 0]0
0 00 0|1 0 0]0
0 00 0|0 1 0]0
0000O0GO0O0[O0]
Ona A} =0, A3 =0, AL =0, et donc A* = 0, pa(X) = X4, ya(X) = XB. Si
(e1,...,es) désigne la base canonique des vecteurs colonnes, le sous-espace propre
Ker A = E4 o est égal a vect(ey, e7, es3). O

Démonstration du théoréme 2.6.6**. On raisonne par récurrence sur n = dim F,
le théoréme étant trivial si n = 1. On suppose le théoréme démontré pour toute
dimension n’ < n et on va le démontrer pour dim F = n (récurrence “forte”).

Posons n; = m’. Puisque j;(X) = X™, on a par hypothése A"t = 0 et ™1 £ (0,
donc il existe un vecteur v; € E tel que h™ ~1(v1) # 0. On considére le sous-espace
cyclique

Wy = vect(vi, h(v1), ..., A" " Hvy)).

Il est & noter que les vecteurs ci-dessus sont nécessairement linéairement indépen-
dants, sinon on aurait un polynome @ de degré < n; tel que Q(h)(v1) = 0, et
donc Q(hw,) = 0, mais up,, doit diviser X™ et est en fait forcément égal & X"
en vertu de notre choix h™~!(vy) # 0. Par suite dim Wy = ny et hy = hyw, est

nilpotent cyclique. Soit E un supplémentaire de Wy de sorte que £ = W1 @ E,

soient 71,7 les projections de E sur W7 et E respectivement, et h = m; o h|§,
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h=%o h|§' Ceci donne une décomposition triangulaire par blocs de h

Wy, E

h W-
h:< 1 E]) ~1
O| h/) FE

(qu’on peut interpréter si on veut comme une décomposition matricielle dans des
bases fixées de W7 et de E). Pour tout entier £k € N, on a

Wy E

(%) h’“z(hl1€ ?>W1
O | W) E
/

et on en déduit en particulier que ' = 0, d’ott u; (X) = X™ avec ng < ng =m'.
D’aprés I’hypothése de récurrence appliquée & 'endomorphisme h € Endg (E) avec
n =dim E =n —ny, n < n, nous obtenons des sous-espaces cycliques

/ij :VeCt({]ﬁiL('ﬁj)?'"7;Lnj_1({]j>) - E’ j: 2""’3’

ou dim Wj =Mnj, Ng =+ = Ng, Zj‘:z n; = n =n —ny, et une décomposition par
blocs o . o 3
E=Wy®---&Ws, h=hoH---Hh,
avec des endomorphismes fzj € EndK(Wj) nilpotents cycliques. Ceci ne démontre
pas encore le théoréme a cause de la présence de ’endomorphisme g dans h et du
terme “?” dans h*, qu’il nous faut éliminer. Or, par hypothése de récurrence, on
a h™(v;) =0, c’est-a-dire h™ (0;) € Wi d’aprés (x). Comme h™ = 0, on obtient
R (R (05)) = 0, i.e. K™ (9;) € Ker h{' ™. Mais on sait d’apreés (2.6.5) que
Ker hy" ™™ =TImh}”, donc il existe un vecteur ¢t; € W tel que
R (0;) = hi7 (t;) = h™ (t;).
On pose maintenant v; = ¥; — t;. On observe que 'on a par construction
h™i(v;j) = 0, et on considére alors les sous-espaces cycliques
W; = vect(v;, h(v;), ..., K" (v;)).

Gréce & (), les projections de h*(v;) et h¥(@;) sur E coincident, et la matrice de
passage de la base

B = (v1,h(v1), oo, " (01), T, A(B2), oo, B2 (), v, B, (D), e, BT 1(05) )
au systéme de vecteurs

B’ = (v1, h(v1), ..., ™ (1), v, h(va), oo, K2 (0g), .o vg, B(v)), ..., ;L”S_l(vs))

est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux égaux a 1, donc B’ est une
base, et on obtient une décomposition en somme directe

E=W,® - -®W,.
Il est clair par construction que h admet la décomposition par blocs voulue
h=hiB---Bhs ou hj=hw,. O
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2.7. Triangularisation et réduction de Jordan

Cette réduction a été établie par Jordan dans son célébre “ Traité des substitutions
et des équations algébriques”, paru en 1870, qui lui vaudra le prix Poncelet de
I’Académie des Sciences. Nous avons fait I'essentiel du travail dans les sections
précédentes, il ne nous reste donc plus qu’a faire la syntheése.

2.7.1. Définition. Un endomorphisme f € Endg(FE) est dit triangularisable
(on dit aussi parfois “trigonalisable”) sl existe une base B’ = (vy,...,v,)

dans laquelle la matrice A’ = Mat%j(f) est triangulaire, c’est-a-dire par exemple
triangulaire inférieure

(051 0 0
* (0D) 0

A = ) 5 Qo e K.
* ¥ ... Qp

(Notons qu’on peut passer de la forme triangulaire inférieure a la forme triangu-
laire supérieure et vice-versa en renversant simplement ['ordre des vecteurs de la
base B’ choisie).

On dit de méme qu’une matrice A est triangularisable s’il existe une matrice de
passage P telle que A’ = P~YAP soit triangulaire.

2.7.2. Théoréme de réduction de Jordan. Soit f € Endg(E) un endomor-
phisme. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est triangularisable; .

(b) le polynome caractéristique x ¢ est scindé surK, x¢(X) = H(X — ;)™ avec
des \j € K deuz a deux distincts. j=1

Lorsque le polynome caractéristique x ¢ est scindé sur K comme indiqué en (b),
on peut trouver une décomposition par blocs

E=Vie---aV,, [f=hHB---8f, [i=/y

ot les V; = Cy ., = Ker(f — A\jIdg)™ sont les sous-espaces caractéristiques,
qui ont pour dimensions dimCy x, = mj. De plus, il existe une base B’ de
E formée de la justaposition de bases des V;, telle que A’ = Mat%,(f) soit une
“matrice triangulaire de Jordan”

Aj 0 0 0 0

A, O ... 0 i A0 00

) O A O / 0 aj2 A 0 0
A= S 4i=1 0 o ;3 .0 0
O 0O ... A : ; : A, 0

0 0 0 500 aj,nj—l )‘j

ot (ajk)1<k<n, —1 est une suite de 0 et de 1 (un bloc A’ comme ci-dessus est
appelé bloc de Jordan, on peut aussi le prendre triangulaire supérieur).
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Enfin, la multiplicité m’; de \; dans le polynome minimal jup(X) = Hj.:l(X - )\j)m;
correspond au maximum des tailles des sous-blocs cycliques du bloc A;- associé a
cette valeur propre ( = maximum du nombre de 1 consécutifs plus 1).

Voici par exemple un bloc de Jordan de taille 8, de valeur propre A, composé de
3 sous-blocs cycliques de tailles respectives 4, 3, 1, et les multiplicités associées :

A 0

Jnia31 =

OO O oo o

O O OO0+ O
OO OO > O o
O O O Ol OO

QIS P O O O O
Ol > Ol O O O
OI> © OO O O O

O OO OO oo

Démonstration. (a) = (b). Si f admet une matrice triangulaire A’ comme dans
la définition 2.7.1, alors x s (X) = [[;_; (X — a;) donc x; est scindé.

(b) = (a). Si xs(X) = [[[Z;(X — A;)™ est scindé, on sait déja par le
théorémes 2.5.5 que 1’on a une décomposition par blocs au moyen des sous-espaces
caractéristiques V; = Cy », = Ker(f — A;Idg)™’. Mais alors

h; = (f = Aj IdE)\Vj = f|Vj —Aj Idvj

satisfait h;ﬁj = 0, i.e. h; est nilpotent. Il existe donc une base B;' de V; dans
laquelle la matrice de h; est un bloc triangulaire nilpotent comme dans 2.6.7, ce
qui implique alors que f; = fjy, = h; + A;Idy; est un bloc de Jordan de valeur
propre \;. L’assertion concernant les multiplicités m} résulte du théoréme 2.6.6. O

2.7.3. Corollaire. Sur le corps K = C, tout endomorphisme f € EndC(E)/ est
triangularisable, et on peut trouver une base B’ de E dans laquelle A’ = Mat%/(f)
est une matrice triangulaire de Jordan.

2.7.4. Corollaire. Soit f € Endg(E) un endomorphisme et A € M, xn(K) sa
matrice dans une base de EE. Si L D K est le corps de décomposition du polyndome
caractéristique x5 = xa (chapitre 4, théoréme 2.8.4), il existe une matrice de
passage P € Muxn(L) telle que A’ = P7YAP € M,x,(L) soit une matrice
triangulaire de Jordan.

2.7.5. Remarque. Dans le théoréme de réduction de Jordan, on peut décomposer
chaque bloc A} en A} = D} + N} avec D; = A\;I,,; diagonale et N} triangulaire
nilpotente (et cyclique); de facon évidente, D et N commutent. En assemblant
ces blocs, on obtient une décomposition A’ = D’ + N’ ou D’ est une matrice
diagonale, et N’ est une matrice triangulaire nilpotente (i.e. avec des 0 sur la
diagonale), telles que D’ et N’ commutent. En revenant & la matrice A = PA'P~!
via la matrice de passage P, on trouve la décomposition dite de Jordan-Chevalley

A=A+ A, avec Ay := PD'P~ !, A, = PN'P~! qui commutent,
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telles que Ay soit semi-simple (c’est-a-dire par définition diagonalisable sur une
extension IL D K), et Any nilpotente. Son intérét est que pour un corps K “parfait”
tel que R on a bien Agg, Anil € My xn (K) : cette propriété sera démontrée au §2.8.

La réduction de Jordan permet de résoudre le probléme de la congugaison des
matrices. Rappelons d’abord quelques définitions.

2.7.6. Définition. (a) Deur matrices A, B € M,,»,(K) sont dites équivalentes,
A = B, s’il existe des matrices inversibles P € M, x,(K) et Q € M,x,(K)
telles que B = PAQ.

(b) Deux matrices carrées A, B € My xn(K) sont dites conjuguées, A ~ B, s’il
existe une matrice inversible P € M, «,,(K) telle que B = PAP~L.

On vérifie aisément qu’il s’agit de relations d’équivalence. Du point de vue des
applications linéaires, la relation (a) signifie qu’on a affaire a la méme application
linéaire f : E — F quitte a changer les bases de F et F', tandis que la relation (b)
signifie qu'on a affaire au méme endomorphisme f : E — E quitte a changer la
base de référence dans E. La relation A = B est facile & décrire : il faut et il suffit
que rang(A) = rang(B). En effet, si f : £ — F est de rang r, en prenant une
base (e1,...,e,) de E telle que (e,41,...,e,) soit une base de Ker(f) et une base

(ef,...,¢e) de f obtenue en complétant | = f(e1),...,el. = f(e,), on se raméne

9 Cn cr

toujours a ce que la matrice de f soit une matrice rectangulaire de la forme

1 ...00 ... 0 ... 0
0 1 0 0 0
A= 0 0 0 0 0
O ... 00 ... 0 ... 0

avec 1 coefficients 1 sur la diagonale principale. Pour la conjugaison, on a le
résultat beaucoup plus subtil suivant — au moins sur le corps des complexes.
(Un énoncé similaire serait valable sur tout corps K, a condition de passer & une
extension . D K convenable).

2.7.7. Théoréme. Deur matrices A, B € M,,x,(C) sont conjuguées si et seule-
ment st elles ont le méme polyndme caractéristique

xa(X)=xs(X)= J[ (x =)™

1<5<s

et si les sous-espaces caractéristiques se décomposent en sous-blocs cycliques de
mémes tailles (autrement dit, si elles ont la méme forme réduite de Jordan, a
Uordre prés des sous-blocs cycliques associés aux différentes valeurs propres).

Démonstration. Siles matrices A et B sont conjuguées, elles peuvent étre associées
au méme endomorphisme f dans des bases différentes. On a donc par construction
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une méme forme réduite de Jordan, celle associée a f. Réciproquement, si A et B
ont méme polynoéme caractéristique et méme forme réduite de Jordan J, il existe
des matrices de passage P,(Q inversibles telles que P~'AP = J = Q' BQ, donc
B = (PQ Y)"1A(PQ™1), et A, B sont conjuguées. O

2.8. Décomposition de Jordan-Chevalley***

Cette décomposition a été établie par Claude Chevalley (1909-1984) dans les an-
nées 1950. Elle s’applique directement aux endomorphismes, indépendamment de
tout choix de base, et généralise la réduction de Jordan dans le cas ot le polynéme
caractéristique n’est plus nécessairement scindé sur le corps K considéré — ce qui
se produit souvent sur Q ou sur R. (Assez curieusement, certains livres de cours
en langue francaise utilisent la terminologie de “décomposition de Dunford”, mais
c’est semble-t-il & tort, les travaux de Nelson Dunford étant postérieurs a ceux de
Chevalley et pas nécessairement en lien direct avec les résultats en question .. .).
On commencera par introduire les notions utiles d’endomorphisme simple et semi-
simple, et on en décrira les propriétés fondamentales.

Nota : cette section est conceptuellement assez difficile — et hors-programme !

2.8.1. Théoréme et définition. Pour f € Endg(E), n = dim E > 1, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) Les seuls sous-espaces S C E qui sont stables par f sont S = {0} et S = E.
b) Le polynome caractéristique X) € K[X]| est wrréductible.
( poly que Xy

On dit alors que f est un endomorphisme simple. Pour un tel endomorphisme f,
on a l'égalité py = xy.

Démonstration. (b) = (a). Sion avait un sous-espace S stable par f distinct de {0}
et F, on en déduirait une décomposition x;y = x5 Xy en facteurs de degrés > 1
(théoréme 1.3.2), ce qui contredirait I'hypothése que x est irréductible.

(a) = (b). L’hypothése (a) entraine nécessairement que f est cyclique, car on
a nécessairement S = vect(f'(v));s0 = F si v # 0. Par suite uy = xy. Si
py n'est pas irréductible, deux cas peuvent se présenter : ou bien py = P™ est
une puissance d'un irréductible avec m > 2, ou bien py contient des facteurs
irréductibles distincts. Dans ce deuxiéme cas, le théoréme de décomposition par
blocs montrerait que E est une somme directe de plusieurs sous-espaces stables
non triviaux, ce qui est contradictoire. Mais dans le cas py = P™, m > 2, le sous-
espace S = Ker P(f)™~! serait non nul et distinct de E, contradiction également.

Si f est simple, ¢ est un polynéme de degré > 1 qui divise x ;. L’irréductibilité
de x s implique pp = xy. O

2.8.2. Exemples. (a) Si n = 1, tout endomorphisme f € Endg(F) est simple
(et de la forme f = AIdg). Réciproquement si K = C, les seuls polynomes
irréductibles unitaires sont les x f(X) = X — A, et donc les seuls endomorphismes
simples sont les homothéties f = A Idg sur un C-espace vectoriel E de dimension 1.
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(b) Sur K = R, la matrice 2 x 2

a —b
A= (2 ). bso

admet pour polynéme caractéristique x4 (X) = (X — a)? + b? qui est irréductible
sur R, donc A est simple. Géométriquement si on identifie R? & C, il s’agit d’une
similitude directe z — Az, de rapport o et d’angle 0 avec A = ae® = a +ib. Il n’y
a pas dans R? de sous-espace vectoriel invariant si b # 0, i.e. § Z 0 mod 7 (mais si
b=0,A=als, xa(X)=(X—a)? et toute droite est invariante). Comme les seuls
polynomes irréductibles de R[X] sont de degré 1 et 2, les seuls endomorphismes
simples sur le corps des réels apparaissent en dimension 1 et 2 (et on les a tous
décrits & isomorphisme pres).

(c) Sur K = Q, la matrice 3 x 3

A=

o = O
_ o O
S O N

est la matrice compagnon du polynéme irréductible Q(X) = X3 — 2, donc A est
simple. La théorie nous dit que les seuls sous-espaces stables S de I’endomorphisme
associé¢ f € Endg(Q?) sont {0} et Q3. Sur K’ = R ou C, on a en revanche la droite
propre K'v de valeur propre 3/2 avec

Vi
v= [ V2
1

(d) Plus généralement, soit P € K[X] un polynéome irréductible unitaire de degré d,
P(X)=ap+ a1 X +---+ag 1 X+ X%

On a vu au chapitre 4 (théoréme 2.8.2), que L = K[X]/(P) est un corps, et que
c’est aussi un K-espace vectoriel de dimension dimg . = d, admettant comme base

B=(1,X%,... X%,

Alors A = X est une racine du polynome P dans L[X], i.e. P(\) = 0.
[’endomorphisme “évident”

friL—=L, v A, ie fp:L—L, Q— (XQ),

qui a trivialement pour matrice (\) € My« (L) lorsqu’on se place sur le corps L,
admet, lorsque LL est vu comme espace vectoriel sur K, la matrice

o0 o0 ... 0 —ag
1 0 0 ... 0 —as
5 o1 o0 ... 0 —as
Matg (fp)=|. . . . . : € Maixa(K).
0 0 1 0 —ad—2

0o 0 ... 0 1 —ad—1
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C’est, précisément la matrice compagnon du polyndéme P : en effet 'image de la
base B par fp est fp(B) = (X, X2,...,X%), et modulo (P) on a

).(d = —a,oi - 0,1).( — e —ad_l).(d_l.

Sur le corps K, on a donc x s, (X) = P(X), et fp est simple. O

On va maintenant caractériser les endomorphismes dont le polynome minimal p ¢
est irréductible.

2.8.3. Proposition. Soit f € Endg(E) un endomorphisme dont le polynome
minimal pp(X) = P(X) € K[X] est irréductible. Alors on a une décomposition en
somme directe E =W, @ ---® W, et une décomposition en blocs correspondante
f=fB- -8 f, avec des endomorphismes simples f; = fiw, € Endg(Wj) tels
que Xy, = P. Dans ces conditions, on a xy = P™, et il existe des isomorphismes
K-linéaires

e; i L =K[X]/(P) > W,

tels que f; = @jo fpo 4,0]._1. Les blocs f; sont donc tous “isomorphes” entre eux et
isomorphes a 'exemple 2.8.2 (d).

Démonstration. On sait que xs divise ,u‘}imE, donc xs est une puissance de P.
Soit v1 un vecteur non nul de E. On considére le morphisme

v1:KX] = B, Q— Q(f)(v).

Son image n’est autre que le sous-espace cyclique Wi = vect(f*(v1))i<o, stable
par f. Il est d’autre part évident que Kerv; = (Q7) est un idéal de K[X] qui
contient (P) mais qui n’est pas égal & K[X]| tout entier (1 ¢ Kert; puisque
Q(f)(v1) = vy pour @ = 1). Comme P est irréductible, @; | P et 1 non
inversible, on a nécessairement Ker vy = (P). Par passage au quotient, on obtient
par conséquent un isomorphisme

1 K[X]/(P) — W1,

et en particulier dim W; = deg P = d. On a ici par définition

e1(Q) = v1(Q) = Q(f)(v),

e1(fr(Q) = p1(XQ) = 1(XQ) = fo Q(f)(v) = f(¢1(Q))

pour tout @ € K[X], ce qui signifie que 1 o fp = fi1 01 ol fi = flw, est la
restriction de f a Wj. Par suite on a bien f; = ¢y 0 fpo 4,01_1. Par ailleurs xy,
qui divise x; est aussi une puissance de P, mais comme deg xy, = dim W; = d,
on doit avoir x ¢, = P, donc f; est simple. Ce résultat vaut pour tout vecteur non
nul v € E. Si Wi = E, on a fini (avec m = 1). Sinon on prend vy € E ~\ W)
et on construit Ws comme pour Wj. On voit que Wi N Wy C Wy est stable par

f, donc W1 N Wy = {0} et Wy, W5 sont en somme directe. Si E = Wy @ Wa,
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on a fini (avec m = 2). Sinon, on prend vs € E ~ (W7 @ W), on constate que
W3 0 (W @ Wa) C Wy est stable, donc réduit a {0}, par suite Wy, W, W3 sont
en somme directe. On peut continuer ainsi jusqu’a ce que £ = W1 @ --- & W,,.
Il vient alors xy = [[xy, = P™, et 'affirmation concernant I’isomorphisme ¢; a
déja été démontrée. O

Ce qui précéde permet entre autres de décrire ce qui se passe lorsque le polynome
caractéristique x¢(X) admet une racine dans une extension L. du corps K dans
lequel on travaille — c’est une généralisation du théoréeme 1.4.1, qui concernait le
cas de 'extension C O R et d’une racine complexe non réelle de  ¢(X).

2.8.4. Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel, f € Endg(E) un endomor-
phisme, et P un facteur irréductible de degré d du polynome caractéristique x ¢(X).

(a) Il existe un sous-espace stable W C E, de dimension d, et un isomorphisme
K-linéaire ¢ : L = K[X]/(P) — W tel que fiw = po fpop™t.

(b) En particulier, tout endomorphisme simple f € Endg(E) de polynéme carac-
téristique x5 = P est “isomorphe” a Uexemple fp du 2.8.2 (d), i.e. on a
f=po fpop ! pour un isomorphisme K-linéaire ¢ : L = K[ X|/(P) — E.

Démonstration. (a) Ecrivons pup(X) = | P pj(X)m} avec P = P;. On pose
S = Ker P(f). Nécessairement S # {0}, sinon P(f) = Py(f) serait inversible
et la relation py(f) = 0 impliquerait aussi que J[j_, P;( F)™ =0, ce qui est
contradictoire. Par construction f|g est annulé par P, donc puy g = P. Mais alors
le théoréme 2.8.3 fournit des sous-espaces W; C S ayant la propriété annoncée (en
fait la preuve de 2.8.3 montre que tout sous-espace cyclique W = Vect(f(v))i>0
engendré par v € S satisfait (a)).

(b) Si f est simple, on a nécessairement W = E et (b) résulte de (a). O

n uite, nous auron in d’exclure certains cor nt un comportemen
Dans la suite, nous aurons besoin d’exclure certains corps ayant un comportement
“pathologique”. Ceci améne a la définition et au lemme qui suivent.

2.8.5. Définition. Un corps K est dit parfait si sa caractéristique est nulle, ou bien
s’il est de caractéristique p > 0 et que tout élément de K admet une racine p-iéme
dans K (autrement dit si le morphisme dit de Frobenius x — P est surjectif).

2.8.6. Exemples. (a) Les corps Q, R, C, et plus généralement tous les sous-corps
de C sont parfaits (il y en a beaucoup d’autres que Q, R, par exemple Q[i], Q[v/2]).

(b) Les corps finis sont parfaits. En effet, il est facile de voir en caractéristique
p >0 que F': x — 2P est un morphisme de corps (I’additivité venant de la formule
du bindéme et du fait que (z) est divisible par psi 0 < k < p), et F'(z) = 0 implique
x = 0, donc F' est injectif. Mais si K est fini, I'injectivité implique trivialement la
surjectivité. En particulier F, = Z/pZ est parfait ; le petit théoréme de Fermat
nous dit d’ailleurs que F': F, — I, est I’application identique.

(c) Si K est de caractéristique p, le fait que (g) soit divisible par psi 0 < k < p
implique de nouveau que pour tout polynome Q(X) = ag+a; X+ - -+aqX € K[X],
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on a
d . p d .
Q(X)P = (ZanJ> => X",
j=0 J=0

Ceci entraine par exemple que le corps des fractions rationnelles K(X) a coefficients
dans K n’est pas parfait, car la puissance p-iéme d’une fraction rationnelle R(X)
est une fraction de la forme R'(XP), donc F : K(X) — K(X?) C K(X).

(d) Si K est un corps quelconque de caractéristique p > 0, il est facile de voir que
Pextension K’ = K[a'/?"],cx men obtenue en adjoignant 4 K toutes les racines
p™-iémes de tous les éléments a € K est un corps parfait.

2.8.7. Lemme. Soit K un corps parfait. Alors
(a) Si P € K[X] est irréductible, on a P'(X) # 0 et pged(P, P') = 1.
(b) Un polynéome non nul Q € K[X] vérifie pged(Q, Q") = 1 si et seulement si

Q =cP,--- P, est un produit de polyndémes irréductibles deuzr a deux distincts,
avec m € N et c € K*.

Pour illustrer la nécessité de supposer K parfait, observons que si K est un corps
non parfait et si on choisit a € K n’admettant pas de racine p-ieme dans K,
alors P(X) = XP — a est irréductible dans K[X]| comme on peut le voir, mais
P'(X) = pXP~! = 0, et donc on a malencontreusement pged(P, P') = P # 1.
Encore plus problématique pour un polynome irréductible, on constate que 'on a
P(X) = (X — a'/?)? dans l'extension L. = K[a'/?], donc a'/? € L est une racine
multiple.

Démonstration. (a) Soit d = deg P > 1. Si P’ # 0, alors deg P’ < d — 1, donc
P ne peut diviser P’, et par conséquent pged(P, P’) = 1. Il reste a étudier ce qui
se passe si P’ = 0. Or, si P(X) = > a;X’, ona P'(X) =3 ja; X', et P’ ne
peut donc étre nul que si ja; = 0 pour tout j, ce qui implique que le corps est
de caractéristique p > 0 et que p | j chaque fois que a; # 0. Le polynéme P est
donc de la forme P(X) =Y a,; X?7. Mais comme K est supposé parfait, il existe
b; € K tel que a,; = b7, ce qui entraine

P(X) =Y ap X7 =S X = (3 x9)

de sorte que P ne serait pas irréductible. On a donc bien P’ # 0 sous I’hypothése
que P est irréductible.

(b) Supposons @ = cP; - -+ P, comme indiqué. Si pged(Q, Q') # 1, il existe un
polynome irréductible P qui divise a la fois Q et QQ'. Alors P est nécessairement
I'un des P;, par exemple P = P;. Dans ces conditions I'hypothése

P=P|Q =(P(P-PR)) =P(Py--P,) + PP P,

implique que Py | P[P, --- P,. Mais pged(Py, Pj) = 1 pour j > 2, et donc Py | P
d’apres le lemme de Gauss. Ceci contredit (a), de sorte qu’on a nécessairement
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pged(Q, Q') = 1. Si @ n’est pas de la forme indiquée, sa décomposition en facteurs

premiers contient une puissance P*, k > 2 d’un polynome irréductible. Mais alors
P divise a la fois @ et @', et pged(Q, Q) # 1. O

2.8.8. Théoréme et définition. Soit K un corps parfait. Pour f € Endg(F),
n=dim FE > 1, les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) On a une décomposition en somme directe E =V, @ --- @ Vs et une décom-
position en blocs correspondante f = f1 B ---H fs avec des endomorphismes
simples f; € Endg(V}).

(b) Le polynome minimal py est un produit Py ---P; de facteurs irréductibles
distincts.

(c) Il existe une extension IL O K telle que la matrice A de f relativement a une
base quelconque de E soit diagonalisable dans M« (L) (en considérant que

Mnxn(L) ) MHX”(K»'

On dit alors que f est un endomorphisme semi-simple.

Démonstration. (a) = (b). C’est clair, car py est le ppcm des polynomes
irréductibles py, = xy,;, donc ¢’est le produit de tous les éléments distincts

Pi G{ij/j:L...,S}.
(b) = (c). Si (b) est veérifie, on prend pour extension L. O K le corps de
décomposition du polynome ps (chapitre 4, théoréme 2.8.4). Le lemme 2.8.7 (b)
implique pged(pg, py) = 1. Ceci entraine que les racines de p¢(X) dans L sont
simples, et le corollaire 2.4.3 montre alors que la matrice A de f dans n’importe
quelle base est diagonalisable dans M,, «, (L).

(c) = (b). Si A est diagonalisable dans M,,«,, (L) avec L D K, on sait (corollaire
2.4.3) que le polyndome minimal p1r = p4 est scindé sur L et a toutes ses racines
simples. Ceci implique que dans K[X] on a puf = P;--- P, avec des facteurs
irréductibles sans multiplicités.

(b) = (a). Si puy = Py --- Py, le théoréme des noyaux montre que f admet une
décomposition par blocs f = g; B - -H g suivant les sous-espaces V; = Ker P;(f),
et si g; = flv;, on a g, = P;. Mais dans ce cas, d’aprés la proposition 2.8.3,
g; admet une décomposition g; = f;1 H---H f;, avec des f; simples, et la
preuve est terminée. O

2.8.9. Lemme. Soit T € K[X] un polynome de degré d > 1.
(a) Il existe une écriture
TX+Y)=T(X)+T1(X)Y + -+ Ty(X)Y?
avec T;(X) € K[X] de degré < d — j, et on a en particulier Ty =T".

(b) Si pged(T,T') = 1, il existe pour tout m > 1 des polynomes Q,(X) € K[X]
tels que

T(X + Qm(X)T(X)) =0 mod (T(X)™).
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Démonstration. (a) résulte simplement de la formule du binéme de Newton ap-
pliquée & chaque mondéme a; X* de T, ou, si on veut, de la formule de Tay-
lor qui donne T3(X) = %T(j)(X ) (mais cette écriture suppose que K soit de
caractéristique > 0, hypothése qui n’est pas nécessaire ici). On a en tout cas par
définition Ty, = T".

(b) On raisonne par récurrence sur m. Si m = 1, on peut prendre simplement
@1 = 0. Supposons @), déja construit pour m > 1, tel que

(%) T(X = Qm(X)T(X)) = U(X)T(X)™.

On cherche Q,,+1 sous la forme Q,,, 11 = Q,, (X)+V(X)T(X)™ L. La formule (a)
appliquée deux fois avec Y = @, (X)T(X) et Y = Q1 (X)T(X) donne

T(X + Qusr (X)T(X)) = T(X + Qu(X)T(X))
d
= 3 OO (Quia (X)T = Quu(X)7)

= T'(X)V(X)T(X)™ mod (T(X)™*),

car les termes d’indice j > 2 sont multiples de T(X)™"!, vu que la différence

Qmi1(X) — Qm(X)? contient un facteur Q,11(X) — Qn(X) = V(X)T(X)™ L.
Par conséquent

T(X = Qw1 (X)T(X)) = (U(X) + T'(X)V(X))T(X)™ mod (T(X)™*)

Nous voulons que le membre de droite soit congru & 0 mod (T(X)™T1) et
pour cela il suffit que que U(X) + T'(X)V(X) soit divisible par T(X). Or,
I'identité de Bézout implique 'existence de polynomes A, B € K[X] tels que
AX)T(X)+ B(X)T"(X) = 1. Si on prend V(X) = —B(X)U(X), il vient alors

U(X) + T'(X)V(X) = UX)(1 — B(X)T'(X)) = U(X)A(X)T(X).

Ceci implique D'existence d’un polynéme @Q,,,1 satisfaisant la condition (x) a
l'ordre m + 1, et I’étape de récurrence est démontrée. O

2.8.10. Théoréme de Jordan-Chevalley. Soit K un corps parfait et f un
endomorphisme quelconque de Endg (E). On peut alors trouver une décomposition

= Jss + Jai
avec des endomorphismes fss, fni € Endg (E) ayant les propriétés suivantes :
(a) fos et fonr commutent : fss o fuit = foil © fis;
(b) fss est semi-simple et fuy est nilpotent.
Sous les hypothéses (a) et (b), la décomposition f = fss+ fuu est unique. De plus :

(c) fss et fui peuwvent étre écrits comme des polynomes fss = Q(f), fun = R(f)
de U'endomorphisme f, ot Q, R € K[X] ne dépendent que de j15(X);
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(d) si L D K est une extension de K dans laquelle le polynome caractéristique
Xf(X) est scindé, de sorte que la matrice A € My, x,(K) de f admet une
forme réduite de Jordan A’ = P=YAP € M, x, (L) pour une certaine matrice
de passage P € My, xn (L), alors les matrices Ay, Anit € Mpxn(K) de fss, fon
sont données par la décomposition

A= Ass + Anil ot
A" =D+ N', D' = partie diagonale de A', N' = partie triangulaire de A’,
A, =PD'P~t A, =PNPL.

Démonstration. Existence de la décomposition. Soit pip = H;Zl P;nj la décompo-
sition de iy en facteurs irréductibles et soit 7' = szl P;. Comme K est parfait,
nous avons pged(7,7") = 1 grace au lemme 2.8.7 (b). Prenons m > max{m/}
de fagon que p(X) | T(X)™ (on peut par exemple prendre pour m le maximum
max{m;} des multiplicités de x ¢, qui est mieux connu, ou encore m = n = dim E).
Le point important est que l'on ait T'(f)™ = 0. Le lemme 2.8.9 (b) fournit des
polynoémes Q,,, R,, € K[X] tels que

(%) T(X + Qm(X)T(X)) = Rn(X)T(X)™.

On pose
Js=1[+ Qm(f) OT(f)7 Joil = _Qm(f) OT(f)7

de sorte que fgs et fni commutent (en tant que polynomes de I'endomorphisme f),
et f = fes + fau. L'égalité (x) implique

T(fss) = Rin(f) o T(f)™ =0,

et d’autre part
(fnil)m = (_1)QO<f)m o T(f)m =0.

On voit donc que fy; est nilpotent et que py_ divise T, ce qui entraine que py_ a
des facteurs irréductibles 2 a 2 distincts, et donc, d’aprés le critére 2.8.8 (b), que
fss est bien semi-simple. La propriété (c) est une conséquence immédiate de ce
qui précede.

Pour démontrer 'unicité de la décomposition, on a besoin de quelques lemmes
assez élémentaires.

2.8.11. Lemme. Si ¢1,92 € Endg(F) sont semi-simples et commutent, alors
g = g1 + g2 est semi-simple.

Démonstration. On se place dans une extension . O K dans laquelle 4, et 14, sont
scindés. En considérant les matrices de g1, g2 et en changeant de corps si nécessaire,
on voit d’aprés le critére 2.8.8 (c) qu’on peut supposer g; et go diagonalisable
dans M,,«,,(K). Mais alors, on a une décomposition £ = V; @ --- @ V; suivant
les sous-espaces propres V; de g; qui, en outre, sont stables par g;. Dans ces
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conditions, g1y, = A;j Idy, et go)y, est diagonalisable dans Vj, ce qui fournit une
base commune B;- de vecteurs propres pour g; et go dans chaque Vj, et par suite
une base commune B’ de vecteurs propres dans E. On voit alors que g1 + g2 est
diagonalisable dans la base B’ de E, et le critére 2.8.8 (c¢) implique que g7 + g2 est
semi-simple. O

2.8.12. Lemme. Si hi,hy € Endg(FE) sont nilpotents et commutent, alors
h = h1 + ho est nilpotent.

Démonstration. Si hi"™ = 0 et hy"? = 0, la formule du binéme de Newton montre
que (hl + h2>m1+m2 =0. O

2.8.13. Lemme. Si un endomorphisme f € Endg(E) est a la fois nilpotent et
semi-simple, alors f = 0.

Démonstration. On doit avoir a la fois que p¢(X) = X" pour un certain m € N*
et que pf est un produit de polynomes irréductibles distincts (d’aprés 2.8.8 (b)).
Ceci impose p17(X) = X, et donc f = ps(f) =0. O

Fin de la démonstration du théoréme de Jordan-Chevalley 2.8.10. 1l nous faut
d’abord démontrer I'unicité. Si I'on avait une deuxiéme décomposition

f:fss+fni1:g+h

avec g semi-simple, h nilpotent et goh = hog, alors g commuterait avec f = g+h
et donc aussi avec fss = Q(f), fun = R(f) d’aprés 2.8.10 (¢). De méme h
commuterait avec fg et fni. Mais alors on aurait I’égalité

g — fss - _(h - fnil)

ol g — fss est semi-simple et —(h — fui) nilpotent (lemmes 2.8.11 et 2.8.12), ce qui
entraine g — fss = h — fuil = 0 (lemme 2.8.13).

(d) En remplacant K par une extension L D K dans laquelle xy est scindé, la
réduction de Jordan de la section 2.7 permet d’obtenir une matrice conjuguée
A" = P7YAP € M, «,(L) qui est une matrice triangulaire de Jordan, ce qui
donne une décomposition A’ = D'+ N’ avec une partie diagonale D’ et une partie
nilpotente N’ qui commutent. Par suite

A=pPA'P'=pPD'P '+ PN'PL

ou PD'P~! PN'P~! commutent, PD'P~! est semi-simple et PN’P~! nilpo-
tente. L’unicité de la décomposition dans M, «, (L) implique que 'on a bien
A, =PD'P et Ay = PN'P~L. O

2.8.14. Remarque. Pour une matrice A triangulaire, la décomposition en parties
semi-simple et nilpotente est bien plus subtile que le procédé qui consisterait a
prendre la diagonale et la partie triangulaire restante. Par exemple, la matrice 2 x2

()
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est, digonalisable si 8 # «, donc dans ce cas la partie nilpotente est nulle, et la
partie semi-simple coincide avec A.

2.8.15. Remarque. Sur K = R, la “décomposition”

a —0 u w a =6 0 0 0 0 uw w

6 a v ot B a 0 0 n 0 0 v t

0 0 a -] |0 0 a -p 0 0 0 O

0 0 B « 0 0 B « 0 0 0 O
n’est la décomposition de Jordan-Chevalley que si les matrices <g _f ) et
<3) :) commutent (ce qui est le cas par exemple si § = 0 ou si w = —u

et t = u). Un exercice recommandable est de chercher la véritable décomposition
dans le cas ou 8 # 0 et w, t sont quelconques.



