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Chapitre 1

Notions fondamentales et


ompléments sur les espa
es ve
toriels

Le but de l'algèbre linéaire est de dé
rire tous les phénomènes de nature

ve
torielle et les propriétés de linéarité qui leurs sont liées. Il est important de

savoir e�e
tuer des 
al
uls en 
oordonnées, mais il est en
ore plus important de

visualiser géométriquement les objets mis en jeu et de savoir faire le lien entre les

propriétés géométriques et leur tradu
tion algébrique.

1. Notions d'espa
e et de sous-espa
e ve
toriel

1.1. Espa
e ve
toriel

On se pla
e i
i sur un 
orps 
ommutatif (K,+,×), qui sera en général l'un

des 
orps K = Q (nombres rationnels), K = R (nombres réels), ou K = C
(nombres 
omplexes). Un rappelle qu'un 
orps 
ommutatif K est une stru
ture

pour laquelle :

• l'addition + est asso
iative, 
ommutative, dotée d'un élément neutre 0 = 0K,
tout élément λ ∈ K ayant un opposé −λ ∈ K tel que λ+ (−λ) = 0.

• la multipli
ation × est asso
iative, 
ommutative, distributive par rapport à +,
dotée d'un élément neutre 1 = 1K, et telle que tout élément λ ∈ K r {0}
possède un inverse λ′ = λ−1

tel que λ× λ′ = 1.

1.1.1. Dé�nition. Un K-espa
e ve
toriel est une stru
ture (E,+, · ) formée d'un

ensemble E et de deux lois + , ·

(loi interne) E × E → E, (x, y) 7→ x+ y,

(loi externe) K× E → E, (λ, x) 7→ λ · x,

véri�ant les propriétés suivantes:

• pour l'addition, (E,+) est un groupe 
ommutatif :

A1 (asso
iativité de +) pour tous x, y, z ∈ E, x+ (y + z) = (x+ y) + z ;

A2 (
ommutativité de +) pour tous x, y ∈ E, x+ y = y + x ;

A3 (élément neutre) il existe un élément 0E tel que pour tout x ∈ E on ait

0E + x = x+ 0E = x ;

A4 pour tout x ∈ E, il existe un élément x′ ∈ E tel que x+ x′ = x′ + x = 0E (
et
élément x′ est alors unique, il est appelé opposé de x et noté −x) ;
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• propriétés de la loi externe :

E1 pour tout x ∈ E, 1 · x = x,

E2 pour tous λ, µ ∈ K, x ∈ E, (λ× µ) · x = λ · (µ · x) ;
E3 pour tous x, y ∈ E, λ ∈ K, λ · (x+ y) = λ · x+ λ · y ;
E4 pour tous x ∈ E, λ, µ ∈ K, (λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x.

Pour ne pas alourdir les notations, il est fréquent que l'on note simplement

0 au lieu de 0E , que l'on parle d'espa
e ve
toriel E plut�t que (E,+, · ), et que

l'on omette le · dans la notation de la multipli
ation externe : on notera ainsi λx
plut�t que λ · x, de même que l'on note simplement λµ le produit λ × µ dans le


orps K. Au 
ontraire, pour insister sur le fait qu'on manipule des ve
teurs, en

parti
ulier en Physique, il est fréquent d'utiliser des �è
hes et de noter un ve
teur−→x au lieu de x.

D

−→
0

−→u

On a représenté 
i-dessus une droite ve
torielleD. Chaque �point� de la droite doit

être pensé 
omme un ve
teur, 
'est-à-dire que le point noir �gurant

−→u représente

en réalité la �è
he qui joint 
e �point� à

−→
0 . L'addition des ve
teurs �géométriques�

du plan et de l'espa
e se fait au moyen de la règle du parallélogramme :

−→
0

−→u

λ−→u

−→v

µ−→v

λ−→u + µ−→v

1.1.2. Exemples d'espa
es ve
toriels.

(a) L'ensemble Kn
des n-uplets (x1, . . . , xn) d'éléments de K muni des lois

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)

λ · (x1, . . . , xn) := (λx1, . . . , λxn)

est un K-espa
e ve
toriel.

(b) L'ensemble K[X ]n des polyn�mes à 
oe�
ients dans K de degré 6 n,

P (X) =
n∑

i=0

aiX
i, ai ∈ K
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(où X est une �indéterminée�, 
'est-à-dire un symbole formel), ave
 les lois usuelles

(P,Q) 7→ P +Q, (λ, P ) 7→ λP , λ ∈ K, est un K-espa
e ve
toriel ; on notera que

K[X ]n est (par dé�nition) en bije
tion ave
 Kn+1
par l'appli
ation

Kn+1 → K[X ]n, (a0, a1, . . . , an) 7→ P (X) =

n∑

i=0

aiX
i.

L'ensemble de tous les polyn�mes de degré non pré
isé, dé�ni 
omme

K[X ] =
⋃

n∈N

K[X ]n

est lui aussi un espa
e ve
toriel.

(
) Espa
e ve
toriels fon
tionnels : si A est un ensemble quel
onque, l'ensemble

des appli
ations noté KA
ou en
ore F(A,K) tel que

KA = F(A,K) =
{
appli
ations f : A→ K

}

ave
 les lois (f, g) 7→ f + g et (λ, f) 7→ λf telles que

∀t ∈ A, (f + g)(t) = f(t) + g(t), (λf)(t) = λ f(t)

est un espa
e ve
toriel. On notera que si A = {1, 2, . . . , n}, on peut identi�er KA

à Kn
, puisque se donner une appli
ation A→ K est la même 
hose que se donner

un n-uplet (x1, . . . , xn) ∈ Kn
.

1.1.3. Contre-exemple. L'ensemble F(R,R+) des fon
tions f : R → R+ n'est

pas un R-espa
e ve
toriel pour les lois usuelles, 
ar la loi externe de multipli
ation

par un réel négatif n'y est pas dé�nie ; l'addition est bien dé�nie 
omme loi de


omposition interne, mais seule la fon
tion f = 0 admet un symétrique −f pour

l'addition.

On notera en revan
he que F(R+,R) est bien un R-espa
e ve
toriel d'après 
e qui

pré
ède.

1.2. Sous-espa
es ve
toriels

1.2.1. Dé�nition. Un sous-espa
e ve
toriel S d'un K-espa
e ve
toriel E est un

sous-ensemble S de E ayant les propriétés suivantes :

(i) S est non vide ;

(ii) S est stable pour l'addition : ∀x, y ∈ S, on a x+ y ∈ S ;

(iii)S est stable pour la loi externe : ∀λ ∈ K, ∀x ∈ S, on a λ · x ∈ S.

En prenant λ = 0 et un ve
teur quel
onque x ∈ S, on voit que l'on a

né
essairement 0E ∈ S, et d'autre part on peut reformuler (ii) et (iii) en demandant

que S soit stable par 
ombinaisons linéaires :

1.2.1
′
. Dé�nition équivalente. Un sous-espa
e ve
toriel S d'un K-espa
e

ve
toriel E est un sous-ensemble S de E ayant les propriétés suivantes :

(i

′
) 0E ∈ S ;

(ii

′
)S est stable par 
ombinaisons linéaires : ∀λ, µ ∈ K, ∀x, y ∈ S, on a λx+µy ∈ S.
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Il résulte de 
e qui pré
ède qu'une droite D : ax+ by = c de R2
ne 
ontenant

pas l'origine n'est pas un sous-espa
e ve
toriel ; on voit d'ailleurs aussit�t qu'une

telle droite n'est pas stable pour l'addition des ve
teurs :

D

−→
0

−→u ∈ D

−→v ∈ D

−→u +−→v /∈ D

(Attention : 
e sont bien toujours les extrémités des ve
teurs que l'on représente

dans une �gure ve
torielle, i
i pour �gurer la droite D, qui est une droite a�ne et

non une droite ve
torielle).

1.2.2. Propriétés. Soit E un K-espa
e ve
toriel.

(a) L'interse
tion S1 ∩ S2 de deux sous-espa
es ve
toriels S1 S2 de E est un sous-

espa
e ve
toriel de E, et plus généralement, toute interse
tion �nie ou in�nie

d'une famille de sous-espa
es ve
toriels (Si)i∈I de E, dé�nie 
omme

S =
⋂

i∈I

Si =
{
x ∈ E / ∀i ∈ I, x ∈ Si

}

est un sous-espa
e ve
toriel de E.

En e�et, on a bien 0E ∈ S, et quels que soient λ, µ ∈ K et x, y ∈ S, on a pour tout

i ∈ I que x, y ∈ Si, don
 λx+ µy ∈ Si, et par 
onséquent λx+ µy ∈ S =
⋂

i∈I Si.

(b) En revan
he, la réunion S1 ∪ S2 de deux sous-espa
es ve
toriels n'est pas, en

général, un sous-espa
e ve
toriel, 
omme le montre le s
héma 
i-dessous.

S1

S2

−→
0

−→u1 ∈ S1 ∪ S2

−→u2 ∈ S1 ∪ S2

−→u1 +
−→u2 /∈ S1 ∪ S2

1.2.3. Sommes de sous-espa
es ve
toriels. Si (Si)i∈I est une famille de sous-

espa
es ve
toriels du K-espa
e ve
toriel E, on dé�nit leur somme 
omme étant
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l'ensemble des ve
teurs noté

∑

i∈I

Si =
{∑

i∈I

xi / ∀i, xi ∈ Si

}
,


e
i, du moins, lorsque la famille I est �nie. Si l'ensemble I est in�ni, on 
onvient

de ne prendre que les sommes où les xi sont presque tous nuls, 
'est-à-dire nuls

sauf un nombre �ni (de sorte que la sommation se réduise toujours à une somme

�nie, sinon 
ela n'aurait algébriquement pas de sens).

Il est 
lair que la somme

∑
i∈I Si 
ontient 0E et qu'elle est stable par


ombinaisons linéaires, puisque pour tous λ, µ ∈ K et xi, yi ∈ Si presque tous

nuls on peut é
rire

λ
∑

i∈I

xi + µ
∑

i∈I

yi =
∑

i∈I

(λxi + µyi) ave
 λxi + µyi ∈ Si,

de sorte que 
ette 
ombinaison linéaire appartient bien à

∑
i∈I Si.

1.2.4. In�uen
e du 
orps. On remarquera que si E est un C-espa
e ve
toriel,

alors 
'est aussi un R-espa
e ve
toriel, puisqu'il su�t de ne 
onsidérer que les

produits λx ave
 λ ∈ R et x ∈ E. On se mé�era 
ependant du fait que la

dimension sur R et sur C n'est pas la même, par exemple C = C1
est de dimension

1 
omme C espa
e ve
toriel, mais C ≃ R2
est de dimension 2 
omme R-espa
e

ve
toriel. Nous reviendrons là dessus plus loin.

2. Familles génératri
es, libres, bases,

notion de rang

2.1. Sous-espa
e engendré par une partie ou une famille de

ve
teurs

Soit E un K-espa
e ve
toriel. On appelle famille de ve
teurs toute 
olle
tion

indexée (vi)i∈I d'éléments de E (et, très souvent, I sera un ensemble �ni 
omme

par exemple I = {1, 2, . . . , n}). On appelle 
ombinaison linéaire des ve
teurs de la

famille (vi)i∈I toute somme �nie

∑

i∈I

λivi, λi ∈ K,


'est-à-dire qu'on s'astreint toujours à prendre les 
oe�
ients (λi)i∈I presque tous

nuls. De la même manière, si P est une partie de E, on appelle 
ombinaison

linéaire de ve
teurs de P toute somme �nie

∑
λixi, λi ∈ K, xi ∈ P.

Si P = ∅, on 
onvient par dé�nition qu'une somme vide donne le ve
teur nul 0E .
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2.1.1. Théorème et dé�nition. Si P est une partie de E quel
onque, l'ensemble

noté

vect(P ) =
{∑

λixi ( �nies) / ∀i, λi ∈ K, xi ∈ P
}

est un sous-espa
e ve
toriel de E, appelé sous-espa
e ve
toriel engendré par la

partie P ; si on veut insister sur le fait que les 
oe�
ients sont pris dans le 
orps K,

on note aussi vectK(P ) 
et ensemble. De même, on note

vect(vi)i∈I =
{∑

λivi ( �nies) / ∀i, λi ∈ K
}

le sous-espa
e ve
toriel engendré par la partie {vi}i∈I .

Il est en e�et 
lair que 0E ∈ vect(P ) et que vect(P ) est stable par 
ombinaisons

linéaires, don
 
'est bien un sous-espa
e ve
toriel.

2.1.2. Propriété. L'ensemble vect(P ) est le plus petit sous-espa
e ve
toriel S ⊂ E

ontenant la partie P .

En e�et, vect(P ) 
ontient bien P (
ar x = 1 · x ∈ vect(P ) pour tout x ∈ P ),
et d'autre part, si un sous-espa
e ve
toriel S 
ontient P , il doit né
essairement


ontenir toute 
ombinaison linéaire de ve
teurs de P , de sorte que S ⊃ vect(P ).

2.1.3. Remarque. Il est fa
ile de voir que pour une famille de sous-espa
es

(Si)i∈I de E, on a par dé�nition

∑

i∈I

Si = vect
(⋃

i∈I

Si

)
.

2.2. Familles génératri
es

2.2.1. Dé�nition. Soit E un K-espa
e ve
toriel. Une famille (vi)i∈I de ve
teurs

de E est dite génératri
e si vect(vi)i∈I = E, autrement dit, si tout ve
teur x ∈ E
peut s'é
rire 
omme une 
ombinaison linéaire �nie

x =
∑

λivi ave
 λi ∈ K.

On dit aussi alors que E est engendré par (vi)i∈I .

2.2.2. Exemples.

(a) La famille vide ∅ engendre l'espa
e ve
toriel nul {0}.
(b) Les n ve
teurs (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1) engendrent Kn

.

(
) K[X ] est engendré par la famille in�nie (Xn)n∈N.

(d) Par dé�nition, une famille quel
onque (vi)i∈I est toujours une famille généra-

tri
e du sous-espa
e E′ = vect(vi)i∈I .
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2.3. Familles liées, familles libres

Soit E un K-espa
e ve
toriel.

2.3.1. Dé�nition. On dit qu'une famille (vi)i∈I de ve
teurs de E est liée, ou

en
ore K-linéairement dépendante, s'il existe une famille de s
alaires (λi)i∈I non

tous nuls (mais tout de même presque tous nuls si I est in�ni) tels que

∑

i∈I

λivi = 0.

En é
riture formalisée, 
ette propriété s'é
rit (vi)i∈I liée si et seulement si

∃(λi)i∈I ∈ KI
presque tous nuls,

∑

i∈I

λivi = 0 et ∃i ∈ I, λi 6= 0.

La notion de famille libre 
orrespond juste à la négation de 
ette propriété*.

2.3.2. Dé�nition. On dit qu'une famille (vi)i∈I de ve
teurs de E est libre, ou

en
ore K-linéairement indépendante, si on a l'impli
ation

∀(λi)i∈I ∈ KI
presque tous nuls,

∑

i∈I

λivi = 0 ⇒ ∀i ∈ I, λi = 0.

2.3.3. Exemples.

(a) Une famille 
ontenant 0E est toujours liée (puisque 1 · 0E = 0E), autrement

dit, une famille libre est né
essairement 
omposée de ve
teurs non nuls.

(b) Une famille 
ontenant deux ve
teurs identiques n'est jamais libre, puisqu'on

peut é
rire 1 · v + (−1) · v = 0.

(
) La famille de fon
tions (f1, f2, f3) de R dans R telle que

f1(x) = 1, f2(x) = cos(2x), f2(x) = cos2(x)

n'est pas libre (pourquoi ?)

La proposition suivante donne une 
ara
térisation né
essaire et su�sante pour

qu'une famille (vi)i∈I soit liée.

* La négation d'une proposition (∀x, P (x)) est (∃x, non P (x)), et de même, la négation de

(∃x, P (x)) est (∀x, non P (x)). Plus généralement, la négation d'une proposition �imbriquée�

∀x, ∃y, ∀z, ∃w, P (x, y, z, w)

(où ∃y, peut-être interprété 
omme �il existe y tel que�), est obtenue en é
rivant

∃x, ∀y, ∃z, ∀w, non P (x, y, z, w).

D'autre part, (non (P et Q)) équivaut à (non P ou non Q), et P ⇒ Q équivaut à (non P ou Q).

On prend i
i P :

∑
i∈I

λivi = 0 et Q : ∃i ∈ I, λi 6= 0 et on observe que non(P et Q) est la même


hose que P ⇒ non Q.
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2.3.4. Cara
térisation de la dépendan
e linéaire. Une famille (vi)i∈I est

liée si et seulement s'il existe un indi
e i0 tel que vi0 soit 
ombinaison linéaire des

autres ve
teurs : il existe des 
oe�
ients µi ∈ K (presque tous nuls) tels que

vi0 =
∑

i6=i0

µivi.

Démonstration. Si vi0 =
∑

i6=i0
µivi, on obtient la 
ombinaison linéaire

∑
λivi = 0

ave
 λi = µi pour i 6= i0 et λi = −1, de sorte que les λi sont non tous nuls.

Ré
iproquement, si

∑
λivi = 0 ave
 λi060, on peut transposer le terme λi0vi0 et

diviser par λi0 , 
e qui donne vi0 =
∑

i6=i0
µivi ave
 µi = −λi/λi0 .

2.3.5. Exemple. Dans le R-espa
e ve
toriel E = R4
, la famille

v1 = (1, 1, 0, 0), v2 = (1, 1, 2,−2), v3 = (0, 0,−1, 1)

est liée, 
ar on voit que v2 = v1 − 2v3. Il en résulte que

vect(v1, v2, v3) = vect(v1, v3),

puisque v2 est �inutile� dans les 
ombinaisons linéaires λ1v1 + λ2v2 + λ3v3.

2.4. Bases et dimension

Dans toute la suite, E désigne un K-espa
e ve
toriel.

2.4.1. Dé�nition. On dit qu'une famille de ve
teurs (ei)i∈I est une base de E si


elle-
i est à la fois libre et génératri
e. On appelle dimension de E, noté dimE
(ou dimKE si on veut éviter toute ambiguïté sur le 
orps K) le nombre d'éléments

des bases :
dimE = card I

(on montrera en e�et plus loin que toutes les bases ont le même nombre d'éléments,

du moins lorsque 
elui-
i est �ni).

2.4.2. Cara
térisation. Dire que (ei)i∈I est une base revient à dire que tout

ve
teur x de E s'é
rit de manière unique 
omme 
ombinaison linéaire x =∑
i∈I xiei d'éléments de la famille, xi ∈ K (la somme n'ayant qu'un nombre �ni

de termes xi 6= 0).

Démonstration. L'existen
e des 
oe�
ients xi résulte du fait que (ei)i∈I est

génératri
e, et l'uni
ité résulte par di�éren
e du fait que (ei)i∈I est libre. On

dit que les xi ∈ K sont les 
oordonnées du ve
teur x dans la base (ei)i∈I .

2.4.3. Exemples.

(a) La famille vide ∅ est une base de l'espa
e ve
toriel nul {0}, on a dim{0} = 0.
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(b) La famille de ve
teurs (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1) forme une base de Kn
,

appelée base 
anonique, et on a dimKn = n.

(
) La famille (1, X, . . . , Xn) forme une base de l'espa
e ve
toriel K[X ]n des poly-

n�mes à 
oe�
ients dans K de degré au plus n. On a don
 dimK K[X ]n = n+1.

(d) Plus généralement, si Pj ∈ K[X ] est un polyn�me de degré exa
tement j
(
'est-à-dire de 
oe�
ient de Xj

non nul), alors (P0, P1, . . . , Pn) est une base

de K[X ]n. On démontre en e�et fa
ilement par ré
urren
e sur n qu'il s'agit

d'une famille libre, respe
tivement d'une famille génératri
e.

(e) Si (vi)i∈I est une famille libre de E, alors 
'est une base du sous-espa
e

S = vect(vi)i∈I , et on a don
 dimS = card I.

En vue de démontrer les théorèmes fondamentaux sur l'existen
e de bases, il

est 
ommode de démontrer d'abord les deux lemmes suivants (en mathématiques,

un �lemme� est une proposition préparatoire, établie de manière préliminaire pour

démontrer ensuite un énon
é plus important).

2.4.4. Lemme. Soit (ℓ1, . . . , ℓs) une famille libre de E. Alors, pour tout x ∈ E,

la famille (ℓ1, . . . , ℓs, x) est liée si et seulement si x ∈ vect(ℓ1, . . . , ℓs).

Démonstration. Si x ∈ vect(ℓ1, . . . , ℓs), on sait que la famille (ℓ1, . . . , ℓs, x). Mais

ré
iproquement, si (ℓ1, . . . , ℓs, x) est liée, ave
 disons

∑
16i6s λiℓi + λs+1x = 0 et

les λi non tous nuls, on a λs+1 6= 0 sinon (ℓ1, . . . , ℓs) serait liée. Par 
onséquent

x =
∑

16i6s µiℓi ave
 µi = −λi/λs+1, et don
 x ∈ vect(ℓ1, . . . , ℓs).

2.4.5. Lemme. Supposons que (ℓ1, . . . , ℓs) soit une famille libre de E et

(g1, . . . , gp) une famille génératri
e de E. Alors né
essairement s 6 p.

Démonstration. C'est le lemme le plus déli
at � on le démontre par ré
urren
e

sur p.

• Cas p = 0 : la famille génératri
e est vide, 
'est-à-dire que E = {0}. Dans 
e 
as,
puisque'une partie libre ne peut 
ontenir de ve
teur nul, on doit aussi avoir s = 0.

• Cas p = 1: il nous faut alors démontrer que s 6 1.

Supposons au 
ontraire s > 2. Comme (g1) est génératri
e, il existe des 
oe�
ients

λ1, λ2 ∈ K tels que

ℓ1 = λ1g1, ℓ2 = λ2g1,

et 
omme ℓi 6= 0, on a né
essairement λi 6= 0. Mais il vient alors λ2ℓ1 − λ1ℓ2 = 0
et (ℓ1, ℓ2) serait liée, 
e qui est 
ontradi
toire. Par 
onséquent on a bien s 6 1.

• Supposons le résultat déjà démontré pour p − 1 (ave
 p > 1), et démontrons-le

pour p.

Comme (g1, . . . , gp) est génératri
e, il existe des 
oe�
ients λij ∈ K tels que





ℓ1 = λ11g1 + · · ·+ λ1pgp
· · ·
ℓi = λi1g1 + · · ·+ λipgp, 1 6 i 6 s
· · ·
ℓs = λs1g1 + · · ·+ λspgp
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Comme ℓs 6 0, l'un des 
oe�
ients λsj est non nul, et 
omme on peut toujours

permuter les gj dans 
e raisonnement, il n'est pas restri
tif de supposer λsp 6= 0.
L'idée est d'éliminer gp par 
ombinaisons linéaires en 
al
ulant




ℓ′1 = ℓ1 − λ1p

λsp
ℓs = λ′11g1 + · · ·+ λ′1p−1gp−1,

· · ·
ℓ′i = ℓi − λip

λsp
ℓs = λ′i1g1 + · · ·+ λ′ip−1gp−1, 1 6 i 6 s− 1.

On 
onsidère l'espa
e ve
toriel E′ = vect(g1, . . . , gp−1), qui 
ontient ℓ
′
1, . . . , ℓ

′
s−1

d'après 
e qui pré
ède. or (ℓ′1, . . . , ℓ
′
s−1) est en
ore une famille libre, 
ar s'il existait

une 
ombinaison linéaire µ1ℓ
′
1 + · · ·+ µs−1ℓ

′
s−1 = 0 à 
oe�
ients µj ∈ K non tous

nuls, on aurait

0 = µ1ℓ
′
1 + · · ·+ µs−1ℓ

′
s−1 = µ1ℓ1 + · · ·+ µs−1ℓs−1 + αℓs

pour un 
ertain 
oe�
ient α ∈ K (inutile à expli
iter), 
e qui est 
ontradi
-

toire. L'hypothèse de ré
urren
e appliquée à l'espa
e ve
toriel E′
entraîne alors

s− 1 6 p− 1, et don
 on a bien s 6 p.

2.4.6. Théorème de la dimension. Il y a équivalen
e entre les propriétés (a)

et (b) suivantes :

(a) Le nombre s d'éléments des parties libres (ℓ1, . . . , ℓs) de E est borné ;

(b) E possède une famille génératri
e �nie (g1, . . . , gp).

Si (a) ou (b) est véri�é, alors E possède des bases ayant toutes un même nombre

d'éléments n = dimE. De plus

(
) Le nombre s d'éléments des familles libres (ℓ1, . . . , ℓs) de E véri�e s 6 n
et il y a égalité si et seulement si (ℓ1, . . . , ℓs) est une base.

(d) Le nombre p d'éléments des familles génératri
es (g1, . . . , gp) de E véri�e p > n
et il y a égalité si et seulement si (g1, . . . , gp) est une base.

Lorsque les propriétés (a) et/ou (b) ne sont pas véri�ées, on dit que E est de

dimension in�nie, et on é
rit parfois dimE = +∞.

Démonstration. Le lemme 2.4.5 montre que s 6 p, don
 (b) implique (a).

Ré
iproquement si s est borné, soit n le maximum et (ℓ1, . . . , ℓn) une famille libre

maximale. Alors, pour tout x ∈ E, la famille (ℓ1, . . . , ℓn, x) est liée, et le lemme

2.4.4 montre que x ∈ vect(ℓ1, . . . , ℓn). Par 
onséquent (ℓ1, . . . , ℓn) est une famille

génératri
e (et don
 une base), et on voit que (a) implique (b).

On a vu en passant que si une partie libre (ℓ1, . . . , ℓs) atteint le nombre

maximum n d'éléments, alors 
'est une base, d'où la propriété (
). De même

si une partie génératri
e (g1, . . . , gp) possède le nombre minimal p = n d'éléments,

elle est né
essairement libre, sinon l'un des gi serait 
ombinaison linéaire des

autres et on pourrait diminuer p. La propriété (d) est démontrée, et ave
 elle,

le théorème 2.4.6.

2.4.7. Théorème de la base in
omplète. On suppose que (ℓ1, . . . , ℓs) est une
famille libre de E et (g1, . . . , gp) une famille génératri
e de E. Alors il existe une
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base de E de la forme

(ℓ1, . . . , ℓs, gi1 , . . . , giq)

obtenue en 
omplétant la famille libre par 
ertains éléments bien 
hoisis de la

famille génératri
e.

Démonstration. Posons E0 = vect(ℓ1, . . . , ℓs) ⊂ E. Si tous les éléments gi sont

ombinaisons linéaires des ℓj , i.e. gi ∈ E0, alors E = vect(g1, . . . , gp) ⊂ E0, don


E0 = E et (ℓ1, . . . , ℓs) est une base de E. On prend q = 0 (au
un ve
teur gi à
ajouter).

Sinon, il existe un ve
teur gi1 /∈ E0. On pose alors E1 = vect(ℓ1, . . . , ℓs, gi1)
qui 
ontient stri
tement E0. Si E1 = E, (ℓ1, . . . , ℓs, gi1) est une base de E et on

a terminé ave
 q = 1. Si E1 6= E, il existe un ve
teur gi2 /∈ E1, né
essairement

distin
t de gi1 , et on pose E2 = vect(ℓ1, . . . , ℓs, gi1, gi2). On 
ontinue ainsi en

prenant giq /∈ Eq−1, jusqu'à 
e que

Eq = vect(ℓ1, . . . , ℓs, gi1 , . . . , giq) ⊃ Eq−1


ontienne tous les ve
teurs gi (le pro
essus a une �n puisque les gik sont né
es-

sairement 2 à 2 distin
ts et qu'il n'y a qu'un nombre �ni de ve
teurs gi à ajouter).

Dans 
e 
as E = vect(g1, . . . , gp) ⊂ Eq et don
 Eq = E. Nous prétendons alors

que (ℓ1, . . . , ℓs, gi1 , . . . , giq) est une base de E. Sinon, on aurait une 
ombinaison

linéaire à 
oe�
ients non tous nuls

λ1ℓ1 + · · ·+ λsℓs + µ1gi1 + · · ·+ µrgir = 0, pour un 
ertain r 6 q.

Puisque (ℓ1, . . . , ℓs) est libre, les 
oe�
ients µj sont non tous nuls. On s'arrête

à l'indi
e r maximum tel que µr 6= 0. Dans 
e 
as gir est 
ombinaison linéaire

de ℓ1, . . . , ℓs, gi1 , . . . , gir−1
, i.e. gir ∈ Er−1, 
e qui 
ontredit notre 
onstru
tion et

termine la preuve de 2.4.7.

2.4.8. Corollaire. Si E possède une partie génératri
e �nie (g1, . . . , gp), on peut

en extraire une base (gi1 , . . . , gin) de E.

(Cas parti
ulier de 2.4.7 où la famille libre (ℓ1, . . . , ℓs) est vide, i.e. s = 0).

2.4.9. Corollaire. Si E est dimension �nie, on peut 
ompléter toute partie libre

(ℓ1, . . . , ℓs) en une base (ℓ1, . . . , ℓn) de E.

(Appliquer 2.4.7 ave
 une famille génératri
e quel
onque).

2.4.10. Remarque. Si E n'est pas de dimension �nie, on peut en
ore démontrer

l'existen
e de bases in�nies (ei)i∈I ; il su�t pour 
ela de prendre une famille libre

maximale, 
e qui veut dire qu'on ne peut plus rajouter de nouveaux ve
teurs à

(ei)i∈I sans que la famille devienne liée (l'existen
e d'une telle famille maximale

est une 
onséquen
e de �l'axiome du 
hoix� en théorie des ensembles, et n'a rien à

voir ave
 l'algèbre linéaire).
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On suppose maintenant que E est de dimension �nie n. Soit B = (e1, . . . , en)
une base de E. Alors, pour tout x ∈ E, on peut é
rire de manière unique

x = x1e1 + . . .+ xnen, xi ∈ K.

La matri
e 
olonne

X =



x1
.

.

.

xn




s'appelle la matri
e des 
oordonnées de x dans la base B.

Il 
onvient de distinguer soigneusement le ve
teur x de la matri
e X qui le

représente (et qui d'ailleurs dépend de la base B 
hoisie). On peut imaginer ainsi

un plan ve
toriel P 
onstitué d'objets géométriques (des ve
teurs), les 
oordonnées

asso
iées au 
hoix d'une base étant obtenues en venant glisser une feuille de papier

millimétré transparent sur le plan P (le fait d'avoir un plan ve
toriel impose

que l'origine soit pla
ée exa
tement au dessus du ve
teur

−→
0 ). Bien entendu, les


oordonnées obtenues dépendent de la position de la feuille de papier millimétré.

−→
0

x

y
P

2.4.11. Attention. Une base est une famille ordonnée ! Si on 
hange l'ordre des

ve
teurs, on obtient une nouvelle base, et les 
oordonnées xi sont permutées.

2.4.12. Espa
es ve
toriels sur R et sur C. Soit E un espa
e ve
toriel sur C
de dimension �nie n = dimCE et (e1, . . . , en) une base de E sur C. Tout ve
teur
z ∈ E peut alors s'é
rire de manière unique

z = z1e1 + . . .+ znen, zj ∈ C,
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et 
haque 
omplexe zj peut s'é
rire de manière unique zj = xj + iyj , xj , yj ∈ R,

e qui donne

z = (x1 + iy1)e1 + . . .+ (xn + iyn)en

= x1e1 + y1(ie1) + . . .+ xnen + yn(ien),

et 
ette é
riture en termes de 
oe�
ients réels xj , yj est unique. Ce
i montre que

(e1, ie1, e2, ie2, . . . , en, ien) est une base de E 
omme R-espa
e ve
toriel, et on en

déduit

(2.4.13) dimRE = 2n = 2dimCE.

On peut réinterpréter 
e résultat en observant qu'on a une 
omposée de bije
tions

E −→ Cn −→ R2n

z 7−→ (z1, . . . , zn) 7−→ (x1, y1, . . . , xn, yn).

2.5. Rang d'une famille de ve
teurs.

Soit E un K-espa
e ve
toriel.

2.5.1. Dé�nition. Le rang d'une famille de ve
teurs (vi)i∈I est par dé�nition la

dimension du sous-espa
e ve
toriel engendré (sur le 
orps K 
onsidéré) :

rangK(vj)i∈I = dimK vectK(vj)i∈I

(et on omet très souvent les indi
es K s'il n'y a pas ambiguïté ).

Le 
orollaire 2.4.8 implique la propriété suivante.

2.5.2. Propriété. Si (v1, . . . , vp) est de rang r, on peut extraire une sous-famille

(vi1 , . . . , vir) qui est une base du sous-espa
e S = vect(v1, . . . , vp).

2.5.3. Exemple. On se pla
e dans le C-espa
e ve
toriel E = C2
et on 
onsidère

les 3 ve
teurs

v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (i,−i).
Sur C, (v1, v2) est une base de E et v3 = ie1 − ie2. Par 
onséquent

rangC(v1, v2, v3) = 2 = dimCE.

Mais E est aussi un R-espa
e ve
toriel de dimension réelle 4, et pour tous s
alaires
λ1, λ2, λ3 ∈ R il vient

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = (λ1 + iλ3, λ2 − iλ2) = (0, 0)

⇒ λ1 + iλ3 = λ2 − iλ3 = 0 ⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0.

Don
 (v1, v2, v3) est une famille R-linéairement indépendante et

rangR(v1, v2, v3) = 3 < dimRE.
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2.6. Sommes dire
tes de sous-espa
es ve
toriels.

Soient S1, . . . , SN des sous-espa
es ve
toriels d'un K-espa
e ve
toriel E.
Rappelons que la somme des sous-espa
es S1, . . . , SN est le sous-espa
e ve
toriel

S de E dé�ni par

S = S1 + . . .+ SN =
{
x = x1 + · · ·+ xN / xi ∈ Si

}
.

Supposons tous les sous-espa
es Si de dimension �nie, ave
 pi = dimK Si. Si on

prend une base Bi = (ei1, . . . , eipi
) de Si, on peut é
rire

(2.6.1) xi = xi1ei1 + · · ·+ xipi
eipi

=

pi∑

j=1

xijeij

et par 
onséquent

(2.6.2) x =
N∑

j=1

xi =
N∑

j=1

pi∑

j=1

xijeij ,


e qui montre que G = (eij)i,j est une famille genératri
e de S. On a don
 en

général dimK S 6 cardG = p1 + · · ·+ pN , 
'est-à-dire

dimK S = dimK(S1 + . . .+ SN ) 6 dimK S1 + . . .+ dimK SN .

L'inégalité est stri
te s'il on prend par exemple pour E un plan ve
toriel réel, et

S1 = D1, S2 = D2, S3 = D3 trois droites deux à deux distin
tes de 
e plan. Dans


e 
as, si ei est un ve
teur dire
teur de Di, on voit que (e1, e2, e3) est un système

générateur de E = D1 + D2 + D3, mais 
e n'est pas une famille libre (don
 pas

une base) et on a sur K = R

dim(D1 +D2 +D3) = 2 < 3 = dimD1 + dimD2 + dimD3.

2.6.3. Théorème et dé�nition. Soit E un K-espa
e ve
toriel, S1 . . . , SN des

sous-espa
es et S =
∑

16i6N Si. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (absen
e de relation linéaire entre ve
teurs non nuls des sous-espa
es Si)

∀xi ∈ Si, x1 + · · ·+ xN = 0 ⇒ x1 = · · · = xN = 0 ;

(ii) (uni
ité de la dé
omposition d'un ve
teur de la somme S)

si x =
N∑

i=1

xi =
N∑

i=1

x′i ave
 xi, x
′
i ∈ Si, alors ∀i ∈ {1, . . . , N}, xi = x′i.

On dit alors que S1, . . . , SN sont en somme dire
te et on é
rit

S = S1 ⊕ · · · ⊕ SN ou en
ore S =

N⊕

i=1

Si.
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Démonstration. Il est 
lair que (ii) ⇒ (i) puisque le ve
teur nul s'é
rit 0 =
0+ · · ·+0, et que l'uni
ité de la dé
omposition du ve
tur 0 donne bien la propriété

(i). Ré
iproquement, si la propriété (i) est véri�ée et si on a deux dé
ompositions

d'un ve
teur x ∈ S 
omme dans (ii), on peut é
rire

∑N
i=1(x

′
i − xi) = 0 ave


x′i − xi ∈ Si, don
 x
′
i − xi = 0 pour tout i, 
e qui prouve l'uni
ité et don
 (ii).

Maintenant, si Bi = (ei1, . . . , eipi
) est une base de Si, l'uni
ité de la dé
ompo-

sition en 
omposantes xi dans (2.6.2) montre que les 
oe�
ients xij sont uniques,
par 
onséquent (eij)i,16j6pi

est une base de S et

S = S1 ⊕ · · · ⊕ SN somme dire
te ⇒ dimS = dimS1 + · · ·+ dimSN .

Il su�t qu'il existe une seule relation linéaire non triviale entre les (eij)i,16j6pi

pour que l'on ait au 
ontraire dimS < dimS1 + · · ·+ dimSN . En résumé :

2.6.4. Pour que des sous-espa
es S1, . . . , SN de dimension �nie soient en somme

dire
te, il faut et il su�t que

dim(S1 + · · ·+ SN ) = dimS1 + · · ·+ dimSN .

Si 
'est le 
as, on obtient une base de S = S1 ⊕ · · ·⊕SN en 
on
aténant des bases

Bi = (ei1, . . . , eipi
) des Si.

2.6.5. Remarque. Pour deux sous-espa
es S1, S2, la somme S1 ⊕ S2 est dire
te

si et seulement si S1 ∩ S2 = {0}. En e�et si u ∈ S1 ∩ S2 ave
 u 6= 0, on obtient

deux dé
ompositions du ve
teur nul 0 = 0 + 0 = u + (−u), et ré
iproquement si

x1+x2 = 0 ave
 x1 ∈ S1 et x2 ∈ S2, alors x1 = −x2 ∈ S1∩S2, don
 S1∩S2 = {0}
implique x1 = x2 = 0.

2.6.6. Remarque. Il n'est pas vrai en revan
he pour N sous-espa
es, N > 3, que
la 
ondition Si ∩ Sj = {0}, pour i 6= j, garantisse le fait que la somme S =

∑
Si

soit dire
te. De nouveau, il su�t de prendre 3 droites deux à deux distin
tes

D1, D2, D3 d'un plan ve
toriel E pour obtenir un 
ontre-exemple.

2.6.7. Supplémentaires. Si S est un sous-espa
e de E et (ei)i∈I une base de

S, le théorème de la base in
omplète dit qu'on peut trouver J ⊂ I tel que (ei)i∈J

soit une base de E (on l'a vu en dimension �nie, mais en fait 
e
i est vrai aussi

en dimension in�nie, il su�t de 
ompléter en une famille libre maximale. Si on

pose T = vect(ei)i∈JrI , alors

E = S ⊕ T.

On dit que T est un supplémentaire du sous-espa
e S. L'argument pré
édent

montre qu'il existe toujours des sous-espa
es supplémentaires d'un sous-spa
e S
donné.
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3. Appli
ations linéaires et matri
es

3.1. Prin
ipales dé�nitions

3.1.1. Dé�nition. Soient E, F deux K-espa
es ve
toriels. Une appli
ation

ℓ : E → F est dite K-linéaire si elle véri�e les deux propriétés suivantes :

(i) pour tous x, y ∈ E, ℓ(x+ y) = ℓ(x) + ℓ(y) ;

(ii) pour tous λ ∈ K et x ∈ E, ℓ(λx) = λf(x).

Il est équivalent de véri�er (i) et (ii) ou l'unique axiome suivant relatif à l'image

de 
ombinaisons linéaires :

(iii) pour tous λ, µ ∈ K, x, y ∈ E, f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y).

Sous 
es hypothèses, on a né
essairement ℓ(0) = 0 (
omme on le voit en faisant

x= y=0 dans l'axiome (i), λ=0 dans l'axiome (ii) et λ=µ=0 dans l'axiome (iii).

3.1.2. Dé�nition.

(i) Le noyau de ℓ, noté Ker ℓ, est l'ensemble

Ker ℓ = ℓ(E) =
{
x ∈ E ; ℓ(x) = 0

}
⊂ E.

C'est un sous-espa
e ve
toriel de E.

(ii) L'image de ℓ, notée Im ℓ ou ℓ(E), est l'ensemble

Im ℓ =
{
y = ℓ(x) / x ∈ E

}
⊂ F.

C'est un sous-espa
e ve
toriel de F .

Si (e1, . . . , en) est une base de E, tout ve
teur x ∈ E s'é
rit x = x1e1+ · · ·+xnen,
xj ∈ K, et l'image est donnée par

y = ℓ(x) = x1ℓ(e1) + . . .+ xnℓ(en).

On a don


(3.1.3) Im(ℓ) = vect(ℓ(e1), . . . , ℓ(en)),

et il est naturel d'introduire la dé�nition suivante.

3.1.4. Dé�nition. Le rang d'une appli
ation linéaire ℓ : E → F est par dé�nition

rangK(ℓ) = dimK Im ℓ.

Si B = (e1, . . . , en) est une base de E, on a aussi

rangK(ℓ) = rangK(ℓ(e1), . . . , ℓ(en)),

et en parti
ulier rangK(ℓ(e1), . . . , ℓ(en)) ne dépend pas de la base B 
hoisie.

3.1.5. Notation. On notera LK(E;F ) l'ensemble des appli
ations K-linéaires

de E dans F (et on se permettra d'omettre le 
orps K s'il n'y a pas d'ambiguité

possible).
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3.2. Théorème du rang

3.2.1. Théorème du rang. Soient E, F deux K-espa
es ve
toriels, et soit

ℓ : E → F une appli
ation linéaire. Si E est de dimension �nie, alors Ker ℓ et

Im ℓ sont de dimension �nie et on a

dimK Ker ℓ+ dimK Im ℓ = dimKE.

De façon équivalente, on a

rangK(ℓ) = dimKE − dimKKer ℓ.

Démonstration. Comme Ker ℓ est un sous-espa
e ve
toriel de E, il est né
essaire-
ment de dimension �nie. Soit (a1, . . . , ap) une base de Ker ℓ, ave
 p = dimK Ker ℓ.
On la 
omplète en une base (a1, . . . , an) de E, où n = dimKE > p. On a

ℓ(a1) = · · · = ℓ(ap) = 0 puisque 
es ve
teurs ai sont dans Ker ℓ. L'image Im ℓ
est par dé�nition l'ensemble des ve
teurs images y = ℓ(x1a1+ · · ·+xnan). Comme

ℓ est linéaire, il vient

y = ℓ(x1a1+ · · ·+xnan) = xp+1ℓ(ap+1)+ · · ·+xnℓ(an) = ℓ(xp+1ap+1+ · · ·+xnan),
et on voit déjà que la famille G = (ℓ(ap+1), . . . , ℓ(an)) est une famille génératri
e

de Im ℓ. Montrons que 
'est une base : il reste à voir que G est libre. Pour 
ela,

supposons y = 0. Alors x = xp+1ap+1 + · · ·+ xnan ∈ Ker ℓ, et 
omme (a1, . . . , ap)
est une base de Ker ℓ, il existe des s
alaires λ1, . . . , λp ∈ K tels que

x = xp+1ap+1 + · · ·+ xnan = λ1a1 + · · ·+ λpap.

Maintenant, 
omme (a1, . . . , an) est une base de E, on en 
on
lut par uni
ité de

l'é
riture de x que l'on a xp+1 = · · · = xn = 0 (et aussi λ1 = · · · = λp = 0). Ce
i
entraîne que G est bien libre. On a don


rangK(ℓ) = dimK Im ℓ = n− p = dimKE − dimK Ker ℓ.

3.2.2. Remarque 
omplémentaire. Si S = vect(ap+1, . . . , an), alors on a par


onstru
tion la somme dire
te

E = Ker ℓ⊕ S,

et la restri
tion ℓ|S : S → Im ℓ est une bije
tion (�isomorphisme� d'espa
es

ve
toriels, 
f. plus loin), envoyant la base (ap+1, . . . , an) du sous-espa
e S sur

la base G = (ℓ(ap+1), . . . , ℓ(an)) de Im ℓ.

ℓ|S bije
tive

ℓ|Ker ℓ = 0

E F

a1
.

.

.

ap

ap+1
.

.

.

an

ℓ(ap+1)

ℓ(an)

.

.

.

−→
0

−→
0













Ker ℓ

Im ℓ

S
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Grâ
e au théorème du rang, il existe au moins deux méthodes pour 
al
uler le

rang d'une appli
ation linéaire ℓ : l'une d'elles est de prendre une base quel
onque
(e1, . . . , en) de E et de 
her
her une base de Im ℓ en extrayant une sous-famille

libre maximale (ℓ(eir), . . . , ℓ(eir)) de (ℓ(e1), . . . , ℓ(en)) (pour 
ela, on peut 
her
her

à éliminer les ve
teurs ℓ(ej) qui sont 
ombinaisons des autres), ou bien on 
al
ule

Ker ℓ = {x ∈ E / ℓ(x) = 0} et on en détermine une base (a1, . . . , ap), pour aboutir
à la valeur du rang r = n− p de ℓ.

3.3. Représentation matri
ielle des appli
ations linéaires

Soient E, F des K-espa
es ve
toriels de dimensions dimE = p, dimF = n, et
ℓ : E → F une appli
ation linéaire.

3.3.1. Dé�nition. On suppose donnée des bases respe
tives BE = (e1, . . . , ep) et

BF = (ε1, . . . , εn) de E et F . La matri
e A = MatBF

BE
(ℓ) relativement à BE ,BF est

par dé�nition le tableau re
tangulaire A = (aij)16i6n,16j6p à 
oe�
ients aij ∈ K,

aussi é
rit sous forme développée

A = MatBF

BE
(ℓ) =




ℓ(e1) ℓ(e2) . . . ℓ(ep)
a11 a12 . . . a1p ε1
a21 a22 . . . a2p ε2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . anp εn


 ,

où 
haque 
olonne (aij)16i6n est la matri
e des 
oordonnées du ve
teur image ℓ(ej)
relativement à la base (ε1, . . . , εn) de F .

3.3.2. Dé�nition. On notera Mn×p(K) l'ensemble des matri
es re
tangulaires

n× p à 
oe�
ients dans K. C'est un K-espa
e ve
toriel de dimension np.

Si A = MatBF

BE
(ℓ) ∈ Mn×p(K), on peut é
rire par dé�nition

(3.3.3) ℓ(ej) =

n∑

i=1

aijεi, 1 6 j 6 p.

Étant donné un ve
teur x =

p∑

j=1

xjej et X =




x1
x2
.

.

.

xp


 sa matri
e 
olonne de


oordonnées, on voit par linéarité de ℓ que le ve
teur image y = ℓ(x) est donné
par

y = ℓ(x) = ℓ

( p∑

j=1

xjej

)
=

p∑

j=1

xjℓ(ej)

=

p∑

j=1

xj

( n∑

i=1

aijεi

)
=

n∑

i=1

( p∑

j=1

aijxj

)
εi.
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On a don
 y =
n∑

i=1

yiεi ave


(3.3.4) yi =

p∑

j=1

aijxj , 1 6 i 6 n,

Compte tenu de la dé�nition du produit des matri
es, on voit que l'appli
ation

linéaire ℓ se 
al
ule 
omme suit.

3.3.5. Formule fondamentale. L'appli
ation linéaire ℓ : E → F se 
al
ule

matri
iellement par

x 7→ y = ℓ(x), X 7→ Y = AX

où X, Y sont les matri
es 
olonnes de x ∈ E et y ∈ F relativement aux bases

BE , BF , et où A = MatBF

BE
(ℓ).

Composée d'appli
ations linéaires. Supposons maintenant que l'on ait une


omposée d'appli
ations linéaires

E
u−→F

v−→G

où E, F,G sont de dimension respe
tives p, n,m et munis de bases BE = (ek)16k6p,

BF = (εj)16j6n et BG = (ηi)16i6m. On note

A = MatBF

BE
(u), B = MatBG

BF
(v)

et on 
her
he à déterminer la matri
e C = MatBG

BE
(v ◦ u) de la 
omposée

v ◦ u : E → G. On note

E ∋ x
u7−→ y = u(x)

v7−→ z = v(y) = v(u(x)) ∈ G

et X = (xk), Y = (yj), Z = (zi) les matri
es 
olonnes de x, y, z. On a alors les

formules

yj =

p∑

k=1

ajkxk, zi =

n∑

j=1

bijyj =⇒

zi =

n∑

j=1

(
bij

p∑

k=1

ajkxk

)
=

p∑

k=1

( n∑

j=1

bijajk

)
xk,

autrement dit, par l'uni
ité de la représentation en 
oordonnées, on a zi =

p∑

k=1

cikxk

ave


(3.3.6) cik =
n∑

j=1

bijajk, 1 6 i 6 m, 1 6 k 6 p.

Par dé�nition, 
e
i 
orrespond au produit C = B×A des matri
es A,B. On peut

résumer 
omme suit le résultat trouvé :
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3.3.7. Théorème. La matri
e d'une 
omposée v◦u : E
u−→F

v−→G d'appli
ations

linéaires relativement à des bases BE, BF , BG de E, F,G est donnée par

MatBG

BE
(v ◦ u) = MatBG

BF
(v)×MatBF

BE
(u),

où le produit des matri
es dé�nit une opération

Mm×n(K)×Mn×p(K) −→ Mm×p(K), (B,A) 7−→ C = B × A.

3.4. Changement de base

Soit E un K espa
e ve
toriel de dimension �nie n. On suppose qu'on s'est

donné une première base cB = (e1, . . . , en), puis une �nouvelle base� cB′ =
(e′1, . . . , e

′
n). Soit x ∈ E est un ve
teur quel
onque et

X =



x1
.

.

.

xn


 , X ′ =



x′1
.

.

.

x′n




les 
oordonnées 
orrespondantes relativement à B,B′
, de sorte que

(3.4.1) x =
n∑

j=1

xjej =
n∑

j=1

x′je
′
j .

On 
her
he à déterminer la relation qui existe entre X et X ′
.

3.4.2. Dé�nition.On appelle matri
e de passage de B à B′
la matri
e 
arrée dont

les 
olonnes expriment les ve
teurs (e′j)16j6n en fon
tion des ve
teurs (ei)16i6n :

P =




e′1 e′2 . . . e′p
p11 p12 . . . p1n e1
p21 p22 . . . p2n e2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

pn1 pn2 . . . pnn en


 ,

elle exprime la nouvelle base en fon
tion de l'an
ienne base, sous la forme

e′j =

n∑

i=1

pijei.

En substituant 
ette dernière relation dans (3.4.1), il vient

x =

n∑

j=1

x′je
′
j =

n∑

j=1

x′j

( n∑

i=1

pijei

)
=
∑

i=1

( n∑

j=1

pijx
′
j

)
ei =

∑

i=1

xiei,
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et par uni
ité des 
oordonnées dans une base, on obtient la relation

xi =

n∑

j=1

pijx
′
j , 1 6 i 6 n.

Ce
i implique :

3.4.3. Théorème. Si P est la matri
e de passage exprimant la nouvelle base

B′ = (e′j) en fon
tion de l'an
ienne base B = (ei), alors les matri
es 
olonnes

respe
tives X, X ′
des 
oordonnées d'un ve
teur x ∈ E sont liées par la relation

X = PX ′,

qui exprime les an
iennes 
oordonnées en fon
tion des nouvelles. Par 
onséquent,

si on 
her
he à exprimer les nouvelles 
oordonnées en fon
tion des an
iennes, on

doit 
al
uler

X ′ = P−1X

où P−1
est la matri
e inverse de P (on verra plus tard 
omment 
al
uler 
ette

matri
e en général, la matri
 P doit être inversible, sinon il y a erreur ).

3.4.4. Exemple. Supposons, dans un R-espa
e ve
toriel E de dimension 3 muni

d'une base (i, j, k), que l'on e�e
tue le 
hangement de 
oordonnées




x′ = 2x− y + z
y′ = −x+ 2y + 4z
z′ = −4x+ y + z

où (x, y, z) désignent les 
oordonnées dans la base (i, j, k). À quelle base 
orrespon-

dent 
es nouvelles 
oordonnées ? Pour le trouver, on résout le système 
i-dessus

de la forme X ′ = AX , 
e qui donne une solution unique (véri�
ation laissée au

le
teur) 



x = −1

9
x′ +

1

9
y′ − 1

3
z′

y = −5

6
x′ +

1

3
y′ − 1

2
z′ .

z =
7

18
x′ +

1

9
y′ +

1

6
z′

Le 
hangement de 
oordonnées est bien bije
tif, les nouvelles 
oordonnées sont

asso
iées à la base (i′, j′, k′) dé�nie par la matri
e de passage P = A−1
:

P =




−1

9

1

9
−1

3

−5

6

1

3
−1

2
7

18

1

9

1

6




soit





i′ = −1

9
i− 5

6
j +

7

18
k

j′ =
1

9
i+

1

3
j +

1

9
k .

k′ = −1

3
i− 1

2
j +

1

6
k



24 J.-P. Demailly, Arithmétique et algèbre linéaire approfondie

3.4.5. Formule de 
hangement de base pour les appli
ations linéaires.

Soit ℓ : E → F une appli
ation linéaire. On 
ommen
e par se donner des bases

BE , BF de E, F , puis on les 
hange en des bases B′
E , B

′
F . On note

A = MatBF

BE
(ℓ), A′ = Mat

B
′
F

B′
E

(ℓ),

et on désigne par P la matri
e de passage de BE à B′
E , et par Q la matri
e de

passage de BF à B′
F . Notre but est de déterminer la relation qui existe entre A

et A′
. Par dé�nition, ℓ est donnée en 
oordonnées par

x 7→ y = ℓ(x), X 7→ Y = AX, X ′ 7→ Y ′ = A′X ′.

Or les �an
iennes� et �nouvelles� 
oordonnées sont liées par les formules de


hangement de base

X = PX ′, Y = QY ′ ⇔ Y ′ = Q−1Y.

On obtient par 
onséquent

Y ′ = Q−1Y = Q−1(AX) = (Q−1A)X = (Q−1A)(PX ′) = (Q−1AP )X ′.

On retiendra (ou non) la formule de 
hangement de base ainsi obtenue :

(3.4.6) A′ = Q−1AP

(mais si on ne la retient pas, il faut être 
apable de reproduire quasi instantanément

la ligne de 
al
ul 
i-dessus, 
e qui est en fait bien plus important que d'apprendre

par 
÷ur la formule sans être 
apable de la 
omprendre et de la retrouver ...).

Rappelons maintenant quelques points de terminologie.

3.4.7. Terminologie.

(i) On appelle endomorphisme toute appli
ation linéaire ℓ : E → E d'un espa
e

ve
toriel E dans lui-même. On note EndK(E) l'ensemble des endomorphismes

K-linéaires de E.

(ii) On appelle isomorphisme toute appli
ation linéaire bije
tive ℓ : E → F entre

espa
es ve
toriels. On peut montrer dans 
e 
as que ℓ−1 : F → E est également

linéaire (exer
i
e !). On note IsomK(E;F ) l'ensemble des isomorphismes K-

linéaires de E sur F .

(iii)On appelle automorphisme toute appli
ation linéaire bije
tive ℓ : E → E
d'un espa
e ve
toriel E dans lui-même, de sorte qu'on a un automorphisme

inverse ℓ−1 : E → E. L'ensemble des automorphismes de E forme un groupe

(GLK(E), ◦) appelé groupe linéaire de E.

Pour un endomorphisme ℓ : E → E et une matri
e de passage P d'une base B

vers une base B′
de E, la formule de 
hangement de base s'exprime par

(3.4.8) A = MatBB(ℓ), A′ = MatB
′

B′(ℓ) =⇒ A′ = P−1AP

(dans 
e 
as, on applique (3.4.6) ave
 Q = P ).
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3.5. Sous-espa
es stables et dé
ompositions par blo
s

3.5.1. Dé�nition. On dit qu'un sous-espa
e S est stable par un endomorphisme

ℓ ∈ EndK(E) si ℓ(S) ⊂ S, autrement dit si ∀x ∈ S, ℓ(x) ∈ S.

3.5.2. Exemple. Dans R3
, l'axe d'une rotation ve
torielle 
onstitue une droite

stable. De manière générale, la détermination des sous-espa
es stables revêt

une importan
e 
ru
iale dans de nombreux domaines des s
ien
es, physique, mé-


anique, statistiques ... Un des obje
tifs majeur de 
e 
ours sera de savoir déter-

miner les sous-espa
es S qui sont stables pour un endomorphisme ℓ ∈ EndK(E)
donné. C'est en général un problème tout à fait non trivial, et nous aurons besoin

pour 
ela de développer plusieurs outils nouveaux 
omme la théorie des détermi-

nants, 
f. 
hapitre 3.

3.5.3. Sous-espa
e des invariants. Si ℓ ∈ EndK(E), l'ensemble des invariants

de ℓ est par dé�nition

Inv ℓ =
{
x ∈ E / ℓ(x) = x / x ∈ E

}
.

C'est un sous-espa
e ve
toriel de E, et il est évident qu'il est stable par ℓ.

Soit ℓ ∈ EndK(E) un endomorphisme d'un espa
e E de dimension �nie, muni

d'une base B = (e1, . . . , en). Supposons que l'on 
onnaisse un sous-espa
e S, par
exemple au moyen d'une base (v1, . . . , vp) de S. Le théorème de la base in
omplète

dit qu'on peut 
ompléter 
ette famille en une base B′ = (v1, . . . , vn) de E. On

obtient alors une dé
omposition en somme dire
te

E = S ⊕ T, S = vect(v1, . . . , vp), T = vect(vp+1, . . . , vn).

Notons A = MatBB(ℓ), A
′ = MatB

′

B′(ℓ). La matri
e A n'a pas né
essairement de

propriété parti
ulière, mais en revan
he, si on 
al
ule A′ = (a′ij)16i,j6n, ses p
premiers ve
teurs 
olonnes sont donnés par

ℓ(vj) =

p∑

i=1

a′ijvi ∈ S, 1 6 j 6 p

(
ar un ve
teur de S ne 
omporte pas de 
omposantes sur les ve
teurs vp+1, . . . , vn).
Ce
i implique que A′

est de la forme

A′ =




ℓ(v1) . . . ℓ(vp) ℓ(vp+1) . . . ℓ(vn)

a′11 . . . a′1p a′1p+1 . . . a′1n v1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a′p1 . . . a′pp a′p p+1 . . . a′pn vp

0 . . . 0 a′p+1 p+1 . . . a′p+1n vp+1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 a′np+1 . . . a′nn vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




,
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autrement dit, la matri
e de ℓ relativement à la dé
omposition E = S ⊕ T s'é
rit

(3.5.4) A′ =

( S T

U V S

O W T

∣∣∣∣∣

)
relativement à B′,

où U ∈ Mp×p(K), V ∈ Mp×n−p(K), W ∈ Mn−p×n−p(K) et O ∈ Mn−p×p(K) est la
matri
e nulle. Ré
iproquement, s'il existe une base B′ = (v1 . . . , vp, vp+1, . . . vn)
telle que, relativement à la dé
omposition E = S ⊕ T ave
 S = vect(v1, . . . , vp) et
T = vect(vp+1, . . . , vn), la matri
e A′

de ℓ prenne la forme (3.5.4), alors S est un

sous-espa
e stable de ℓ.

3.5.5. Cas d'une dé
omposition en N sous-espa
es stables. On suppose

i
i qu'on a une dé
omposition en somme dire
te de N sous-espa
es

E = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ SN , dimSj = pj ,

et que 
haque Sj est stable par l'endomorphisme ℓ ∈ EndK(E). On a alors une

restri
tion bien dé�nie ℓj := ℓ|Sj
: Sj → Sj . Considérons une base B de E formée

d'un 
on
aténation de bases de Bj des Sj , 1 6 j 6 N . La matri
e A de ℓ dans la
base B prend alors la forme

A =




S1 S2 . . . SN

A1 O . . . O S1

O A2 . . . O S2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . An Sn




où Aj = Mat
Bj

Bj
(ℓj) est une matri
e 
arrée pj × pj , et les O représentent des

matri
es nulles re
tangulaires pi × pj , i 6= j ; on dit alors que A est une matri
e

diagonale par blo
s. Ré
iproquement, si la matri
e A = MatBB(ℓ) est diagonale

par blo
s 
omme 
i-dessus, on obtient une dé
omposition E = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ SN

en sous-espa
es Sj stables par ℓ, et si ℓj = ℓ|Sj
, et on traduira 
ette situation en

é
rivant que

A = A1 ⊞ A2 ⊞ · · ·⊞AN , ℓ = ℓ1 ⊞ ℓ2 ⊞ · · ·⊞ ℓN

(attention : 
es �sommes� n'ont rien avoir ave
 les sommes ordinaires qui n'ont

d'ailleurs pas de sens, puisque les Aj n'ont pas né
essairement les même tailles et

que les ℓj n'opèrent pas sur les mêmes espa
es).

3.5.6. Exemple. Prenons E = R5
muni de la base 
anonique, et 
onsidérons

l'endomorphisme ℓ ∈ EndR(R
5) de matri
e

A =




−1 2 3 0 0
3 −2 1 0 0
5 1 −4 0 0
0 0 0 −7 2
0 0 0 6 4



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On voit alors qu'on a une dé
omposition en somme dire
te R5 = S′ ⊕ S′′
ave


S′ = R3 × {(0, 0)} = {(x1, x2, x3, 0, 0) / x1, x2, x3 ∈ R} (isomorphe à R3
),

S′′ = {(0, 0, 0)} × R2 = {(0, 0, 0, x4, x5) / x4, x5 ∈ R} (isomorphe à R2
),

et des endomorphismes ℓ′ ∈ EndR(S
′), ℓ′′ ∈ EndR(S

′′) de matri
es respe
tives

A′ =




−1 2 3
3 −2 1
5 1 −4


 , A′′ =

(
−7 2
6 4

)

de sorte que A = A′ ⊞ A′′
et ℓ = ℓ′ ⊞ ℓ′′.

3.5.7. Exemple: rotation ve
torielle en dimension 3. On 
onsidère i
i

E = R3
muni de sa base 
anonique (i, j, k) et de la stru
ture eu
lidienne pour

laquelle (i, j, k) est orthonormée. Pour la 
ommodité des notations, on identi�e R3

ave
 l'espa
e des matri
es 
olonnes à 3 
omposantes. On se donne l'axeD 
onstitué

de la droite ve
torielle D orientée par le ve
teur unitaire k′ = 1
3




1
−2
2



. On véri�e

fa
ilement que le plan perpendi
ulaire D = P⊥
admet la base orthonormée (i′, j′)

formée des ve
teurs

i′ =
1√
2




0
1
1


 ⊥ k′, j′ = k′ ∧ i′ = 1

3




1
−2
2


 ∧ 1√

2




0
1
1


 =

1

3
√
2




−4
−1
1


 ,

de sorte qu'on a la matri
e de passage de B = (i, j, k) à B′ = (i′, j′, k′) donnée par

P =
1

3
√
2




0 −4
√
2

3 −1 −2
√
2

3 1 2
√
2


 , et P−1 = tP =

1

3
√
2




0 3 3
−4 −1 1√
2 −2

√
2 2

√
2


 .

Maintenant, si ρP,θ est la rotation d'angle θ dans le plan orienté P = vect(i′, j′),
la rotation RD,θ de R3

d'angle θ autour de D s'é
rit

RD,θ = ρP,θ ⊞ IdD, d'où A′ = MatB
′

B′(RD,θ) =




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1


 .

D'après (3.4.8), la matri
e A = MatBB(RD,θ) dans la base B = (i, j, k) est

A = PA′P−1
, que nous laissons au le
teur le soin d'expli
iter.

3.5.8. Cas des proje
tions. Lorsque E = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ SN , on a pour tout

ve
teur x ∈ E une dé
omposition unique

x = x1 + x2 + · · ·+ xN , xj ∈ Sj .
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On voit fa
ilement que l'appli
ation πj : E → Sj ⊂ E telle que πj(x) = xj (appelée
proje
tion de E sur Sj suivant la dé
omposition E = ⊕Sj) est linéaire. En e�et,

si y = y1 + y2 + · · ·+ yN , yj ∈ Sj , alors pour tous λ, µ ∈ K on a

λx+ µy = (λx1 + µy1) + · · ·+ (λxN + µyN ), λxj + µyj ∈ Sj ,

don


πj(λx+ µy) = λxj + µyj = λπj(x) + µπj(y).

On notera que l'on a les relations fondamentales

(3.5.9) IdE = π1 + π2 + · · ·+ πN , πj ◦ πj = πj ,

la première résultant de 
e que pour tout x ∈ E on a

IdE(x) = x = x1 + x2 + · · ·+ xN = π1(x) + π2(x) + · · ·+ πN (x),

et la deuxième du fait que

πj ◦ πj(x) = πj(πj(x)) = πj(xj) = xj = πj(x).

Si x ∈ Sj , on a bien sûr πj(x) = x tandis que si x ∈ Sk ave
 k 6= j, alors πj(xk) = 0.
Ce
i montre que (pour une base B dé
omposée) la matri
e de πj est une matri
e

diagonale par blo
s

MatBB(πj) =




O . . . O . . . O
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O . . . Ipj
. . . O

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O . . . O . . . O




ave
 le j-ième blo
 diagonal égal à la matri
e unité pj × pj , notée Ipj
.

3.5.10. Cas général. Soit E = S1⊕S2⊕· · ·⊕SN , dimSj = pj , et ℓ ∈ EndK(E).
En 
hoisissant une base B de E formée de la 
on
aténation de bases Bj des Sj ,

on peut dans tous les 
as é
rire la matri
e A = MatBB(ℓ) sous forme de blo
s Aij

de tailles pi × pj représentant des appli
ations linéaires ℓij ∈ LK(Sj , Si) :

A =




A11 . . . A1j . . . A1N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Ai1 . . . Aij . . . AiN

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

AN1 . . . ANj . . . ANN



.

On a i
i ℓij = πi ◦ ℓ ◦ incj et ℓ =
∑

16i,j6N inci ◦ ℓij ◦ πj où incj : Sj → E est

l'appli
ation d'in
lusion de Sj dans E (i.e. incj(x) = x pour x ∈ Sj). Nous laissons


es véri�
ations évidentes en exer
i
e.
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3.6. Cara
térisation des proje
teurs

et des symétries ve
torielles

Dans le 
as d'une dé
omposition E = S⊕T en deux sous-espa
es, on a (
omme


as parti
ulier de (3.5.9)) des proje
tions

(3.6.1) p : E → S ⊂ E, q : E → T ⊂ E

qu'on appelle respe
tivement proje
tion de E sur S parallèlement à T , et proje
tion
de E sur T parallèlement à S. Elles véri�ent les relations

(3.6.2) p ◦ p = p, q ◦ q = q, p+ q = IdE .

S

T

x

p(x)

q(x)

Ré
iproquement :

3.6.3. Théorème et dé�nition. Soit E un K-espa
e ve
toriel. On appelle

proje
teur un endomorphisme p ∈ EndK(E) tel que p ◦ p = p (propriété dite

�d'idempoten
e� ). Alors les sous-espa
es

S = Inv p = Ker(IdE −p), T = Ker p

sont supplémentaires (E = S ⊕ T ), et p est la proje
tion sur S parallèlement à

T = Ker p. De plus q = IdE −p est la proje
tion sur T parallèlement à S, et on a

aussi S = Im p, T = Im q.

Démonstration. Pour tout x ∈ E, on peut é
rire

x = x1 + x2, x1 = p(x), x2 = x− p(x),

et on a bien p(x1) = p ◦ p(x) = p(x) = x1 (soit en
ore (IdE −p)(x1) = 0), de
sorte que x1 ∈ Inv p = Ker(IdE −p), et p(x2) = p(x) − p ◦ p(x) = 0, de sorte que

x2 ∈ Ker p et E = Inv p + Ker p = S + T . Il reste à montrer que la somme est

dire
te. Si u ∈ S ∩ T , alors u ∈ S ⇒ p(u) = u et u ∈ T ⇒ p(u) = 0, don
 u = 0,
et on a bien démontré que E = S ⊕ T . On voit que x1 = p(x) et x2 = q(x) sont
les proje
tions de x sur S et T suivant la dé
omposition E = S ⊕ T . Les égalités
S = Im p, T = Im q sont immédiates à véri�er.
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3.6.4. Remarque. Dans le 
as d'une dé
omposition E = S1 ⊕ S2 ⊕ · · · ⊕ SN ,

la proje
tion πj : E → Sj ⊂ E dé�nie à la se
tion pré
édente n'est autre que la

proje
tion sur Sj parallèlement à son supplémentaire

Tj = Ker πj = S1 ⊕ · · · ⊕ Sj−1 ⊕ Sj+1 ⊕ · · · ⊕ SN .

Dans le reste de 
ette se
tion, on se pla
e dans un 
orps K tel que −1K 6= 1K,

'est-à-dire 2 = 1K + 1K 6= 0 (
e qui est évidemment le 
as pour K = Q,R,C).
Si E = S ⊕ T , on appelle symétrie ve
torielle par rapport à S parallèlement à T
l'endomorphisme σ ∈ EndK(E) tel que

(3.6.5) ∀x = x1 + x2 ave
 x1 ∈ S, x2 ∈ T, on a σ(x) = x1 − x2.

De même la symétrie ve
torielle τ par rapport à T parallèlement à S est dé�nie par

(3.6.5′) τ(x) = −x1 + x2.

S

T

x

p(x) = x1

q(x) = x2

−q(x) σ(x)

τ(x)

On laisse le le
teur véri�er que σ, τ sont linéaires (
'est trivial) et que σ ◦σ = IdE ,
τ ◦ τ = IdE ; on dit que σ, τ sont des involutions ou appli
ations involutives.

On remarque aussi que σ(x) = p(x)− q(x) et τ(x) = −σ(x), d'où

σ = p− q = p− (IdE −p) = 2p− IdE = IdE −2q,(3.6.6)

τ = −σ = IdE −2p = 2q − IdE .(3.6.6′)

Ré
iproquement, les involutions 
ara
térisent les symétries ve
torielles :

3.6.7. Théorème. Soit σ ∈ EndK(E) une involution, 
'est-à-dire une appli
ation

K-linéaire telle que σ ◦ σ = IdE . Alors les sous-espa
es

S = {x ∈ E / σ(x) = x}, T = {x ∈ E / σ(x) = −x}

sont supplémentaires et σ est la symétrie ve
torielle par rapport à S parallèlement

à T . Ces sous-espa
es sont stables par σ.
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Démonstration. Comme 2 6= 0, l'élément

1
2
= 2−1 ∈ K existe et 4 = 2 × 2 6= 0.

On pose p = 1
2 (IdE +σ). Alors

p ◦ p = p2 =
1

4
(IdE +σ) ◦ (IdE +σ)

=
1

4

(
IdE +σ ◦ IdE +IdE ◦ σ + σ ◦ σ

)
=

1

4
(2 IdE +2σ) = p.

D'après le théorème 3.6.3, p est la proje
tion ve
torielle sur

S = {x ∈ E / p(x) = x} = {x ∈ E / σ(x) = x},

parallèlement à

T = Ker p = {x ∈ E / p(x) = 0} = {x ∈ E / σ(x) = −x}.

Par 
onséquent, si q = IdE −p est la proje
tion 
omplémentaire, on voit que

σ = 2p− IdE = p− q est la symétrie ve
torielle par rapport à S parallèlement à T .
Le fait que S et T soient stables par σ est évident.
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Chapitre 2

Groupes de permutations

Ce 
ourt 
hapitre a pour but de rappeler les notions de base sur les groupes de

permutations et, en parti
ulier, d'établir les propriétés de la signature (la signature

d'une permutation est un signe ±1 dé
rivant sa parité).

1. Dé�nitions et premières propriétés

1.1. Groupe des permutations d'un ensemble

1.1.1. Dé�nition. Soit A un ensemble. On note SA l'ensemble des appli
ations

bije
tives σ : A→ A (qu'on appelle aussi permutations de A). Pour la 
omposition

des appli
ations ◦, on a une stru
ture de groupe (SA, ◦), non 
ommutatif si

cardA > 3.

L'élément neutre du groupe est IdA et le symétrique d'un élément σ ∈ SA est

la bije
tion inverse σ−1
(l'asso
iativité étant toujours vraie pour la 
omposition

des appli
ations). On s'intéressera i
i surtout au 
as où A est un ensemble �ni,

noté A = {a1, . . . , an}.

1.1.2. Notation. Une permutation σ ∈ SA pourra être dé�nie en donnant la

liste des images su

essives σ(ai) des éléments ai ∈ A. On notera ainsi

σ =

[
a1 a2 . . . an
b1 b2 . . . bn

]

la permutation σ telle que σ(ai) = bi.

1.1.3. Dé�nition. Le support d'une paermutation σ ∈ SA est par dé�nition la

partie

Supp σ = {x ∈ A/ σ(x) 6= x}.

C'est don
 le 
omplémentaire dans A de l'ensemble des éléments invariants, soit

Inv σ = {x ∈ A/ σ(x) = x}.

1.1.4. Dé�nition.On désigne par Sn l'ensemble des permutations de {1, 2, ..., n}.
On a cardSn = n!.
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En e�et, une telle permutation est obtenue en 
hoisissant σ(1) dans {1, . . . , n}
(n 
hoix possibles), puis σ(2) dans {1, . . . , n}r{σ(1)} (n−1 
hoix possibles), puis

σ(3) dans {1, . . . , n}r {σ(1), σ(2)} (n− 2 
hoix possibles), et
, 
e qui donne

cardSn = n× (n− 1)× (n− 2)× · · · × 2× 1 = n!

(il ne reste plus qu'un 
hoix pour le dernier élément σ(n), les autres ayant déjà

été 
hoisis).

1.2. Transpositions et 
y
les

Les exemples fondamentaux de permutations sont les transpositions et les 
y
les :

1.2.1. Transpositions. Si a, b sont des éléments distin
ts de A, on note τa,b ∈ SA

la permutation dé�nie par

τa,b(a) = b, τa,b(b) = a, τa,b(x) = x, si x ∈ Ar {a, b}.

La permutation τa,b 
orrespond don
 à faire l'é
hange des éléments a, b sans

�tou
her� aux autres éléments, par suite Supp τa,b = {a, b}. Il est 
lair que τa,b
est une involution, 
'est-à-dire que τ2a,b = IdA (ou en
ore que 
'est un élément

d'ordre 2 du groupe SA).

1.2.2. Rappel. Dans un groupe (G, ∗), un élément x est dit d'ordre �ni s'il existe

un entier k ∈ N∗
tel que xk = x ∗ x ∗ · · · ∗ x = 1G, et on appelle ordre de x, noté

ordre(x), le plus petit entier k ∈ N∗
tel que xk = 1G.

1.2.3. Cy
le de longueur ℓ. Soit a1, a2, . . . , aℓ des éléments 2 à 2 distin
ts de

l'ensemble A. on 
onsidère la permutation c dé�nie par

c =

[
a1 a2 . . . aℓ−1 aℓ b1 b2 . . . bn−ℓ

a2 a3 . . . aℓ a1 b1 b2 . . . bn−ℓ

]

où Ar {a1, . . . , aℓ} = {b1, . . . , bn−ℓ}, en d'autres termes c est telle que

c : a1 7→ a2 7→ a3 7→ · · · 7→ aℓ−2 7→ aℓ−1 7→ aℓ 7→ a1

et c(x) = x pour x /∈ {a1, . . . , aℓ}. Un tel 
y
le est noté en abrégé

c = (a1 a2 . . . aℓ).

Le support du 
y
le c est don
 la partie Supp c = {a1, . . . , aℓ}, et une transposition
τa,b n'est pas autre 
hose qu'un 
y
le (a b) de longueur 2. En général, il est fa
ile

de voir que ck(ai) = ak+imod ℓ, 
'est-à-dire

ck =

[
a1 a2 . . . aℓ−k aℓ−k+1 . . . aℓ−1 aℓ b1 b2 . . . bn−ℓ

ak+1 ak+2 . . . aℓ a1 . . . ak−1 ak b1 b2 . . . bn−ℓ

]
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pour k 6 ℓ − 1 et cℓ = IdA, par 
onséquent ordre(c) = ℓ. Il est fa
ile de voir que

l'on a pour tout i = 0, 1, . . . , ℓ− 1 l'égalité

c = (a1 a2 . . . aℓ) = (ai+1 ai+2 . . . aℓ a1 a2 . . . ai),

par exemple (1 2 3 4 5) = (4 5 1 2 3), 
'est-à-dire que le 
y
le ne dépend pas de

son point de départ, si �l'ordre 
y
lique� des éléments est préservé. En revan
he,

le 
y
le (1 2 3 4 5) n'est pas égal au 
y
le (1 3 2 4 5).

1.2.4. Exemple. Le groupe S3 est 
onstitué des 6 éléments

S3 = {Id, c, c2, τ1,2, τ2,3, τ1,3} où c = (1 2 3), c2 = (1 3 2), c3 = Id .

On 
al
ule aisément la table de Pythagore du groupe S3 :

(u, v) 7→ u ◦ v

u\
v Id c c2 τ1,2 τ2,3 τ1,3

Id Id c c2 τ1,2 τ2,3 τ2,3

c c c2 Id τ1,3 τ1,2 τ2,3

c2 c2 Id c τ2,3 τ1,3 τ1,2

τ1,2 τ1,2 τ2,3 τ1,3 Id c c2

τ2,3 τ2,3 τ1,3 τ1,2 c2 Id c

τ1,3 τ1,3 τ1,2 τ2,3 c c2 Id

On voit en parti
ulier que le groupe (S3, ◦) est non 
ommutatif, et don
 Sn est

non 
ommutatif pour n > 3 (maisS1 = {Id} et S2 = {Id, τ1,2} sont 
ommutatifs).

1.3. Dé
omposition en 
y
les à supports disjoints

Prenons d'abord l'exemple de la permutation σ ∈ S8 telle que

σ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8
6 1 7 8 5 2 3 4

]
.

On a Inv σ = {5} et Supp σ = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8}. Considérons les images des

éléments su

essifs du support :

1 7→ 6 7→ 2 7→ 1

3 7→ 7 7→ 3

4 7→ 8 7→ 4

Pour 
haque ligne, on prend les images su

essives et on s'arrête lorsqu'on retombe

sur l'élément de départ. On 
onsidère ensuite à 
haque ligne le premier élément du
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support qui n'a pas en
ore été pris en 
ompte. On voit alors que σ est la 
omposée

d'un 
y
le de longueur 3 et de deux 
y
les de longueur 2 (transpositions) :

σ = (1 6 2) ◦ (3 7) ◦ (4 8),

ave
 l'élément 5 qui n'intervient pas (
ar invariant). L'ordre des 
omposées importe

peu, 
ar on a le résultat évident suivant.

1.3.1. Lemme. Si c et c′ sont des 
y
les dont les supports Supp c et Supp c′ sont
disjoints (Supp c ∩ Supp c′ = ∅), alors c′ ◦ c = c ◦ c′.

Quel que soit l'ordre de 
omposition, l'image σ(x) de la 
omposée σ 
oïn
ide

en e�et ave
 c(x) si x ∈ Supp c, ave
 c′(x) si x ∈ Supp c′, tandis que σ(x) = x si

x /∈ Supp c ∪ Supp c′.

En 
onsidérant les itérés su

essifs σk(x) des éléments du support d'une

permutation σ quel
onque, on obtient de même le résultat général suivant.

1.3.2. Théorème. Toute permuation σ ∈ SA d'un ensemble �ni A se dé
ompose

en un produit 
ommutatif de 
y
les, 
'est-à-dire que

σ = c1 ◦ c2 ◦ · · · ◦ cp

ave
 des 
y
les cj dont les supports Supp cj sont 2 à 2 disjoints. Une telle

dé
omposition est unique à l'ordre près des cj et on a

Supp σ = Supp c1 ∪ . . . ∪ Supp cp.

Démonstration. Il faut d'abord voir que si on prend les itérés d'un élément

x0 ∈ Supp σ quel
onque, soit

x0, x1 = σ(x0), . . . , xi = σ(xi−1) = σi(x0),

il y né
essairement un indi
e m ∈ [2, cardA] minimal tel que xm ∈ {x0, . . . , xm−1}
(sinon on aurait card{x0, . . . , xi−1} > i pour tout i, 
e qui 
ontredit la �nitude

de A). D'autre part, on a né
essairement xm = σm(x0) = x0, sinon on

�retomberait� sur xm = σm(x0) = xi = σi(x0) ave
 i > 0, et 
e
i impliquerait

xm−i = σm−i(x0) = x0, 
ontredisant la minimalité de m. En�n , si on prend

y0 ∈ Supp σ en dehors de �l'orbite� {x0, . . . , xm−1} de x0, alors tous les itérés

yi = σi(y0) sont également en dehors de 
ette orbite (véri�
ation évidente :

σi(y0) = σj(x0) impliquerait y0 = σj−i(x0) ou y0 = σj+m−i(x0) suivant que

j > i ou j < i). Les orbites qui 
onstituent les supports des 
y
les sont don


disjointes.
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1.4. Ordre d'une permutation

Soit σ ∈ SA une permutation d'un ensemble �ni A, et é
rivons

σ = c1 ◦ c2 ◦ · · · ◦ cp

ave
 les 
y
les de longueurs respe
tives ℓ1, ℓ2, . . . , ℓp. Comme les 
y
les 
ommutent,

on trouve pour tout k ∈ N∗

σk = ck1 ◦ ck2 ◦ · · · ◦ ckp

(on remarquera que dans un groupe non 
ommutatif (G, ·), on a en général

(xy)2 = xyxy, 
e qui ne 
oïn
ide ave
 x2y2 = xxyy que si x et y 
ommutent).

On a ckj = Id si et seulement si k est multiple de la longeur ℓj du 
y
le cj . Or,

pour x ∈ Supp cj , on a σk(x) = ckj (x), don
 on voit que σk = Id si et seulement si

k est simultanément multiple de ℓ1, ℓ2, . . . , ℓp. Le plus petit entier k ∈ N∗
tel que

σk = Id est don
 le plus petit 
ommun multiple des ℓj. On peut énon
er :

1.4.1. Théorème. Pour trouver l'ordre d'une permutation σ, on 
her
he une

dé
omposition en 
y
les, et alors l'ordre

ordre(σ) = ppcm(ℓ1, ℓ2, . . . , ℓp)

est le pp
m des longueurs des 
y
les c1, c2, . . . , cp à supports disjoints qui 
om-

posent σ.

On trouve ainsi par exemple

ordre((1 6 2) ◦ (3 7) ◦ (4 8)) = ppcm(3, 2, 2) = 6.

2. Signature d'une permutation

2.1. Nombre d'inversions et signature

On désigne par Pn l'ensembles des paires {i, j} (non ordonnées, i 6= j)
d'éléments de {1, 2, . . . , n}. On a

cardPn =

(
n

2

)
=
n(n− 1)

2
.

Si σ ∈ Sn, alors σ induit une appli
ation σ̂ : Pn → Pn dé�nie par

σ̂({i, j}) = {σ(i), σ(j)},

et il est 
lair que 
'est une bije
tion de Pn dans Pn, d'inverse σ̂−1
. On dit que la

paire {i, j} est inversée par σ (resp. non inversée) si

σ(j)− σ(i)

j − 1
< 0, resp.

σ(j)− σ(i)

j − 1
> 0,



38 J.-P. Demailly, Arithmétique et algèbre linéaire approfondie

autrement dit, si σ(i), σ(j) sont en ordre inverse (ou non) de i, j.

2.1.1. Dé�nition. Le nombre d'inversions d'une permutation σ ∈ Sn est, 
omme

son nom l'indique, le nombre de paires {i, j} inversées par σ :

N(σ) = card
{
{i, j} ∈ Pn /

σ(j)− σ(i)

j − i
< 0
}
.

On a don
 N(σ) ∈ {0, 1, . . . , n(n−1)
2 }. La signature ε(σ) de la permutation σ est

la valeur ±1 dé�nie par

ε(σ) = (−1)N(σ).

2.1.2. Examples.

(a) L'appli
ation identique σ = Id n'a pas d'inversions, par 
onséquent N(Id) = 0,
ε(Id) = +1.

(b) La transposition τa,b (ave
 disons a < b) s'é
rit

τa,b =

[
1 2 . . . a− 1 a a+ 1 . . . b− 1 b b+ 1 . . . n
1 2 . . . a− 1 b a+ 1 . . . b− 1 a b+ 1 . . . n

]

donne lieu aux paires inversées {a, b} et

{a, i} 7→ {b, i}, a+ 1 6 i 6 b− 1,

{i, b} 7→ {i, a}, a+ 1 6 i 6 b− 1,

soit 2p + 1 paires inversées ave
 p = (b − 1) − (a + 1) + 1 = b − a − 1. On a

don
 ε(τa,b) = −1.

(
) Le 
y
le c = (1 2 · · · ℓ) de longueur ℓ

c =

[
1 2 . . . ℓ− 1 ℓ ℓ+ 1 . . . n
2 3 . . . ℓ 1 ℓ+ 1 . . . n

]

donne lieu aux paires inversées {i, ℓ} 7→ {i + 1, 1} pour 1 6 i 6 ℓ − 1. On

obtient par 
onséquent

N(c) = ℓ− 1, ε(c) = (−1)ℓ−1.

(d) La permutation σ 
orrespondant au renversement de l'ordre

c =

[
1 2 . . . n− 1 n
n n− 1 . . . 2 1

]

admet le nombre maximumN(σ) = n(n−1)
2

d'inversions, et on a par 
onséquent

ε(σ) = (−1)n(n−1)/2
.

On a la formule importante suivante
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2.1.3. Formule de la signature. Pour tout σ ∈ Sn, on a

ε(σ) =
∏

{i,j}∈Pn

σ(j)− σ(i)

j − i
.

Démonstration. Posons

ε̃(σ) =
∏

{i,j}∈Pn

σ(j)− σ(i)

j − i
∈ Q∗.

Il est 
lair que le signe de ε̃(σ) est (−1)N(σ)
. Mais si on fait le 
hangement de

variable bije
tif {u, v} = σ̂({i, j}) = {σ(i), σ(j)}, on voit que le numérateur et le

démoninateur de ε̃(σ) sont tous les deux égaux en valeur absolue à

∏

{u,v}∈Pn

|v − u| =
∏

26v6n

∏

16u6v−1

(v − u) =
∏

26v6n

(v − 1)! =
∏

16i6n−1

i! =
n−1∏

i=1

in−i.

Il en résulte que |ε̃(σ)| = 1 et don
 ε̃(σ) = ε(σ).

2.2. Propriété d'homomorphisme de la signature

On va voir que ε : Sn → {+1,−1} est un homomorphisme du groupe (Sn, ◦)
dans le groupe multipli
atif ({+1,−1},×), autrement dit :

2.2.1. Théorème. Pour toutes permutations σ, τ ∈ Sn, on a

ε(σ ◦ τ) = ε(σ)ε(τ).

Rappelons qu'un homomorphisme ϕ : G → H entre deux groupes (G, ∗), (H, ∗′)
est une appli
ation telle que, pour tous x, y ∈ G, on ait ϕ(x ∗ y) = ϕ(x) ∗′ ϕ(y).
Dans 
e 
as

Kerϕ = {x ∈ G/ ϕ(x) = 1H}, Imϕ = {u = ϕ(x) ∈ H / x ∈ G}

sont des sous-groupes de G et H respe
tivement.

Démonstration. Pour toutes permutations σ, τ ∈ Sn, il vient

ε(σ◦τ) =
∏

{i,j}∈Pn

σ(τ(j))− σ(τ(i))

j − i
=

∏

{i,j}∈Pn

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)

∏

{i,j}∈Pn

τ(j)− τ(i)

j − i
.

Dans le premier produit du membre de droite, faisons le 
hangement de variable

bije
tif {u, v} = τ̂({i, j}) = {τ(i), τ(j)}. Ce
i donne
∏

{i,j}∈Pn

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)
=

∏

{u,v}∈Pn

σ(v)− σ(u)

v − u
.
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Par 
onséquent

ε(σ ◦ τ) =
∏

{u,v}∈Pn

σ(v)− σ(u)

v − u

∏

{i,j}∈Pn

τ(j)− τ(i)

j − i
= ε(σ)ε(τ).

2.2.2. Corollaire. Soit A = {a1, . . . , an} un ensemble �ni. Une permutation

σ ∈ SA est dé�nie à l'aide d'une permutation α ∈ Sn par la 
orrespondan
e

bije
tive

α ∈ Sn 7−→ σ ∈ SA, σ(ai) = aα(i).

Alors la signature de σ dé�nie par ε(σ) := ε(α) ne dépend pas de la numérotation

des éléments de A, autrement dit, si A = {a′1, . . . , a′n} ave
 une autre numérotation

des éléments, et si β ∈ Sn est telle que σ(a′i) = a′β(i), on a bien ε(α) = ε(β).

Démonstration. Le 
hangement de numérotation est donné par a′i = aγ(i) ave
 une

ertaine permutation γ ∈ Sn. Posant j = γ(i) et i = γ−1(j), il vient a′γ−1(j) = aj ,
don


σ(a′i) = σ(aγ(i)) = aα(γ(i) = a′γ−1(α(γ(i))) = a′β(i),


e qui montre que les permutations α, β ∈ Sn sont liées par β = γ−1 ◦α ◦ γ. Mais

on a alors

ε(β) = ε(γ)−1ε(α)ε(γ) = ε(α).

2.2.3. Corollaire. Pour tout ensemble �ni A, il existe un homomorphisme

signature ε : SA → {+1,−1} dé�ni indépendamment de la numérotation des

éléments.

2.3. Cal
ul de la signature d'une permutation quel
onque

2.3.1. Proposition. Si c = (a1 a2 . . . aℓ) est un 
y
le de longueur ℓ dans un

ensemble �ni A, alors ε(c) = (−1)ℓ−1
.

Démonstration. Il su�t de numéroter les éléments en sorte que a1, a2, . . . , aℓ soient
pré
isément les ℓ premiers éléments de A, et d'observer que le nombre d'inversions

de (1 2 . . . ℓ) est alors exa
tement ℓ− 1 (on applique i
i le 
orollaire 2.2.3).

2.3.2. Corollaire. Pour une permutation σ ∈ SA dé
omposée 
omme

σ = c1 ◦ c2 ◦ . . . ◦ cp

ave
 des 
y
les cj à supports disjoints de longueurs respe
tives ℓ1, ℓ2, . . . , ℓp, on a

ε(σ) = (−1)(ℓ1−1)+(ℓ2−1)+···+(ℓp−1).

On observera qu'il est algorithmiquement beau
oup plus e�
a
e de 
al
uler la

signature à l'aide d'une dé
omposition en 
y
les qu'en examinant les inversions
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de toutes les paires {i, j} ∈ Pn. En e�et, dans le premier 
as, on fait un nombre

d'opérations d'un ordre de grandeur égal à n, alors que dans le deuxième 
as, 
'est

de l'ordre de

n(n−1)
2 ∼ 1

2n
2
.

2.3.3. Remarque. Pour {a1, a2, . . . , aℓ} ⊂ {1, 2, , . . . , n}, une façon équivalente

de démontrer la proposition 2.3.1 est d'observer que le 
y
le c = (a1 a2 . . . aℓ) est
le 
onjugué du 
y
le cℓ = (1 2 . . . ℓ) par la permutation

γ =

[
1 2 . . . ℓ ℓ+ 1 . . . n
a1 a2 . . . aℓ b1 . . . bn−ℓ

]

où {b1, . . . , bn−ℓ} est le 
omplémentaire de {a1 a2 . . . aℓ} dans {1, 2, . . . , n}, 
'est-
à-dire que c = γ ◦ cℓ ◦ γ−1

(exer
i
e !)

Plus généralement, on voit fa
ilement que deux permutations σ, σ′ ∈ Sn sont


onjuguées, i.e. σ′ = γ ◦ σ ◦ γ−1
pour un 
ertain élément γ ∈ Sn, si et seulement

si elles ont des dé
ompositions en 
y
les disjoints

σ = c1 ◦ c2 ◦ . . . ◦ cp, σ′ = c′1 ◦ c′2 ◦ . . . ◦ c′p

formées du même nombre p de 
y
les, ave
 des longueurs identiques ℓ′j = ℓj
(après avoir éventuellement réordonné les 
omposées). Il su�t pour 
ela de

prendre γ qui envoie Supp cj sur Supp c′j en respe
tant l'ordre 
y
lique des

éléments dans 
es 
y
les, et qui envoie {1, 2, . . . , n}r⋃ Supp cj bije
tivement sur

{1, 2, . . . , n}r⋃Supp c′j .

2.4. Le sous-groupe alterné An

2.4.1. Dé�nition. On pose

An = ker ε = {σ ∈ Sn / ε(σ) = +1}.

C'est un sous-groupe de Sn.

2.4.2. Proposition. On a A1 = S1 = {Id}, et pour n > 2, cardAn = 1
2
n!.

Démonstration. Posons

S
+
n = {σ ∈ Sn / ε(σ) = +1} = An, S

−
n = {σ ∈ Sn / ε(σ) = −1}.

Alors on a la réunion disjointe Sn = S
+
n ∪S

−
n , et pour n > 2, on a une bije
tion

S
+
n −→ S

−
n , σ 7−→ σ ◦ τ1,2.

Par 
onséquent cardS+
n = cardS−

n = cardAn = 1
2n!.

2.4.3. Complément historique. Pour n > 5, on peut démontrer que An est

un groupe simple, 
'est-à-dire que An n'a au
un sous-groupe distingué H autre
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que H = {Id} et H = An (un sous-groupe distingué H d'un groupe G est un

sous-groupe invariant par 
onjugaison : ∀γ ∈ G, γHγ−1 = H) ; d'autre part,

An est non 
ommutatif si n > 5. Vers 1830, Évariste Galois a déduit de 
e

résultat que les ra
ines 
omplexes z1, . . . , zn d'un polyn�me général P ∈ Q[X ]
de degré n ne peuvent s'exprimer par radi
aux à partir de Q, à savoir 
omme


ombinaisons de ra
ines p-ièmes �en
hevêtrées� en partant des rationnels � 
'était

une question ouverte depuis la dé
ouverte des formules de résolution des équations

de degré 3 et 4 par Tartaglia et Ferrari au 16

e
siè
le. On véri�e en e�et que

le 
orps K = Q[z1, . . . , zn] engendré par les ra
ines de P admet un groupe

d'automorphismes Aut(K) de permutation des ra
ines égal à Sn si P est général.

Or, Sn ne peut se �dévisser� à l'aide de groupes abéliens, alors que 
e serait le 
as

pour Aut(K) si les ra
ines étaient résolubles par radi
aux. É. Galois a dé
ouvert


es résultats alors qu'il avait à peine 20 ans, et les a 
onsignés fébrilement dans un

testament é
rit à la veille de son duel. Ils sont restés in
ompris de la 
ommunauté

mathématique pendant au moins 20 ans. C'est d'ailleurs à 
ette o

asion qu'il a

introduit la notion fondamentale de groupe !

3. Générateurs du groupe des permutations

3.1. Génération par transpositions

3.1.1. Théorème. Toute permutation σ ∈ Sn s'é
rit 
omme un produit d'au plus

n(n−1)
2

transpositions τi,i+1 portant sur des éléments 
onsé
utifs, 1 6 i 6 n − 1,

'est-à-dire

σ = τi1,i1+1 ◦ τi2,i2+1 ◦ · · · ◦ τik,ik+1, k 6
n(n− 1)

2
.

Démonstration. On raisonne par ré
urren
e sur N(σ). Pour N(σ) = 0, on a

σ = Id, et le résutat est vrai ave
 k = 0 (produit vide, égal à Id par 
onvention).

Supposons maintenant que N = N(σ) > 1 et que le résultat ait déjà été

démontré pour les permutations σ′
telles que N(σ′) = N − 1. Il existe alors

j ∈ {1, 2, . . . , n− 1} tel que σ(j) > σ(j + 1), sinon σ serait stri
tement 
roissante

(don
 σ = Id et N(σ) = 0 
ontrairement à notre hypothèse). Posons

σ′ = σ ◦ τj,j+1

=

[
1 2 . . . j − 1 j j + 1 j + 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(j − 1) σ(j + 1) σ(j) σ(j + 2) . . . σ(n)

]
.

Alors l'inversion σ(j + 1) < σ(j) n'est plus une inversion pour σ′
. On a don


N(σ′) = N(σ) − 1 = N − 1, et par hypothèse de ré
urren
e, il existe une

dé
omposition

σ′ = τi1,i1+1 ◦ τi2,i2+1 ◦ · · · ◦ τiℓ,iℓ+1,

d'où

σ = σ′ ◦ τj,j+1 = τi1,i1+1 ◦ τi2,i2+1 ◦ · · · ◦ τiℓ,iℓ+1 ◦ τj,j+1.
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Par ré
urren
e, 
e raisonnement fournit une dé
omposition ayant exa
tement

k = N(σ) transpositions τi,i+1, de sorte que k 6 N(N−1)
2

.

3.1.2. Corollaire. En parti
ulier, toute permutation σ ∈ Sn est une 
omposée

σ = τa1,b1 ◦ τa2,b2 ◦ · · · ◦ τak,bk

de transpositions, et la signature ε(σ) = (−1)k est déterminée par la parité du

nombre de transpositions né
essaires (et inversement).

3.2. Génération par une transposition et un 
y
le

Si c = (1 2 . . . n) est le 
y
le 1 7→ 2 7→ · · · 7→ (n− 1) 7→ n 7→ 1 de longueur n,
on a cj−1(i) = i+ j − 1 modulo n, et on voit fa
ilement que

τj,j+1 = cj−1 ◦ τ1,2 ◦ c−(j−1)

puisque c−(j−1)
�ramène� {j, j +1} sur {1, 2}, tandis que cj−1

�renvoie� {2, 1} sur

{j+1, j}. Ce
i montre que les transpositions τj,j+1 sont toutes 
onjuguées de τ1,2
par des puissan
es de c. Le théorème 3.1.1 implique alors

3.2.1. Théorème. Le groupe Sn est engendré par le 
y
le c = (1 2 . . . n) et

la permutation τ = τ1,2, 
'est-à-dire que toute permutation σ peut s'é
rire 
omme

une 
omposée (non 
ommutative) de τ et de puissan
es ci entremêlées :

σ = cj0 ◦ τ ◦ cj1 ◦ τ ◦ · · · ◦ cjk−1 ◦ τ ◦ cjk , 0 6 jℓ 6 n− 1.

3.2.2. Exer
i
e. On peut démontrer que pour n > 3 le groupe alterné An est

engendré par les 
y
les (a1 a2 a3) de longueur 3. Exer
i
e pour le le
teur !



44 J.-P. Demailly, Arithmétique et algèbre linéaire approfondie



Chap. 3 : appli
ations multilinéaires et déterminants 45

Chapitre 3

Appli
ations multilinéaires

et déterminants

Ce 
hapitre a pour but de développer la théorie des déterminants, un outil

pratique et théorique important pour résoudre de nombreux problèmes d'algèbre

linéaire, en parti
ulier la rédu
tion des matri
es à des formes 
anoniques.

1. Appli
ations multilinéaires

1.1. Cas bilinéaire, 
on
epts fondamentaux

1.1.1. Dé�nition. Soient E, F , G des K-espa
es ve
toriels, et soit

ϕ : E × F → G, (x, y) 7→ ϕ(x, y)

une appli
ation de E × F dans G. On dit que ϕ est une appli
ation bilinéaire

si ϕ est linéaire en 
ha
une des variables. Autrement dit, ϕ est une appli
ation

bilinéaire si pour tous x, x′ ∈ E, y, y′ ∈ F , et tous λ, µ ∈ K, on a

(a) ϕ(x+ x′, y) = ϕ(x, y) + ϕ(x′, y), ϕ(λx, y) = λϕ(x, y) (linéarité en x),

(b) ϕ(x, y + y′) = ϕ(x, y) + ϕ(x, y′), ϕ(x, µy) = µϕ(x, y) (linéarité en y).

En prenant λ = µ = 0, on voit qu'on a né
essairement

ϕ(0, y) = ϕ(x, 0) = 0 pour tous x ∈ E et y ∈ F.

Une autre façon équivalente de formuler les axiomes de la bilinéarité est de véri�er

l'unique identité de �distributivité�

ϕ(λx+ λ′x′, µy + µ′y′) = λµϕ(x, y) + λµ′ ϕ(x, y′) + λ′µϕ(x′, y) + λ′µ′ ϕ(x′, y′),

(mais 
ette forme plus 
on
ise n'est pas né
essairement la plus pratique à mettre

en ÷uvre).

1.1.2. Dé�nition. Une forme bilinéaire ϕ : E × F → K est une appli
ation

bilinéaire à valeurs dans le 
orps des s
alaires, i.e. telle que G = K.

Très souvent, on sera amené à 
onsidérer le 
as où E = F , 
'est-à-dire le 
as

où les ve
teurs x, y sont pris dans le même espa
e ve
toriel E. On introduit alors

la terminologie suivante :
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1.1.3. Dé�nition. Une appli
ation bilinéaire ϕ : E ×E → G est dite

(a) symétrique si ϕ(y, x) = ϕ(x, y) pour tous x, y ∈ E.

(b) antisymétrique si ϕ(y, x) = −ϕ(x, y) pour tous x, y ∈ E.

(
) alternée si ϕ(x, x) = 0 pour tout x ∈ E.

Remarquons que l'on a pour tous x, y ∈ E

ϕ(x, y) + ϕ(y, x) = ϕ(x+ y, x+ y)− ϕ(x, x)− ϕ(y, y),

don
 il résulte de 
ette identité :

1.1.4. Propriété. Toute appli
ation bilinéaire alternée est antisymétrique.

Ré
iproquement, si ϕ est antisymétrique, en prenant y = x dans 1.1.3 (b),

on en déduit que 2ϕ(x, x) = 0, et don
 ϕ(x, x) = 0 si le 
orps K n'est pas

de 
ara
téristique 2, 
'est-à-dire si 2K = 1K + 1K 6= 0. (Un exemple de 
orps

de 
ara
téristique 2 est le 
orps K = {0, 1}, ave
 pré
isément la loi d'addition

1+1 = 0 ; dans un tel 
orps K, on a −1K = 1K, et une appli
ation bilinéaire ϕ est

antisymétrique si et seulement elle est symétrique !).

1.1.5. Propriété. Si K n'est pas de 
ara
téristique 2 (
e qui est le 
as des


orps usuels Q, R, C), une forme bilinéaire est alternée si et seulement si elle

est antisymétrique.

1.1.6 . Exemples.

(a) L'appli
ation

ϕ : Rn×Rn → R, (x, y) = ((x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)) 7→ x ·y =
n∑

i=1

xiyi

induite par le produit s
alaire usuel est une forme bilinéaire symétrique.

(b) Identi�ons i
i R3
aux ve
teurs 
olonnes de dimension 3. L'appli
ation dite de

produit ve
toriel

ϕ : R3 × R3 → R3, (x, y) =





x1
x2
x3


 ,



y1
y2
y3




 7→ x ∧ y =



x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1




est une appli
ation bilinéaire alternée (mais 
e n'est pas une forme bilinéaire,


ar elle est à valeurs ve
torielles et non pas à valeurs s
alaires).

(
) Le �
ro
het de 
ommutation�

ϕ : Mn×n(R)×Mn×n(R) → Mn×n(R), (M,N) 7→ [M,N ] =MN −NM

est une appli
ation bilinéaire alternée.
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(d) L'appli
ation

ϕ : R2 × R2 → R, ((x1, x2), (y1, y2)) 7→ x1x2 + 2x1y2

n'est pas bilinéaire. En e�et, posons x = (x1, x2), y = (y1, y2). On a

ϕ(λx, y) = (λx1)(λx2) + 2(λx1)y2 = λ2x1x2 + 2λx1y2

et en général

ϕ(λx, y) 6= λϕ(x, y) = λ(x1x2 + 2x1y2)

(prendre par exemple x1 = x2 = y1 = y2 = 1, λ = 2).

1.2. Cas multilinéaire général

1.2.1. Dé�nition. Soient E1, . . . , Ep et G des K-espa
es ve
toriels, et soit

ϕ : E1 × · · · × Ep → G, (x1, . . . , xp) 7→ ϕ(x1, . . . , xp)

une appli
ation de E1 × · · · × Ep dans G. On dit que ϕ est une appli
ation

multilinéaire (ou parfois p-multilinéaire) si ϕ est linéaire en 
ha
une des vari-

ables. Autrement dit, pour tout indi
e j ∈ {1, . . . , p} et pour tous ve
teurs

x1 ∈ E1 . . . , xj−1 ∈ Ej−1, xj+1 ∈ Ej+1, . . . , xp ∈ Ep �xés, l'appli
ation

Ep → G, xj 7→ ϕ(x1, . . . , xj−1, xj , xj+1, . . . xp)

est linéaire, ou en
ore :

ϕ(x1, . . . , xj−1, λxj + λ′x′j , xj+1, . . . xp) =

λϕ(x1, . . . , xj−1, xj, xj+1, . . . xp) + λ′ ϕ(x1, . . . , xj−1, x
′
j , xj+1, . . . xp)

pour tous s
alaires λ, λ′ ∈ K et tous les ve
teurs xi, x
′
i impliqués.

Nous nous intéresserons parti
ulièrement au 
as où E1 = . . . = Ep = E. Dans

e 
as on généralise 
omme suit les notions de symétrie et d'antisymétrie.

1.2.2. Dé�nition. Une appli
ation multilinéaire ϕ : Ep → G est dite

(a) symétrique si pour tous ve
teurs x1, . . . , xp ∈ E et toute permutation σ ∈ Sp

on a

ϕ(xσ(1), . . . , xσ(p)) = ϕ(x1, . . . , xp).

(b) antisymétrique si pour tous ve
teurs x1, . . . , xp ∈ E et toute permutation

σ ∈ Sp on a

ϕ(xσ(1), . . . , xσ(p)) = ε(σ)ϕ(x1, . . . , xp)

où ε(σ) = ±1 est la signature de σ.

(
) alternée si ϕ(x1, . . . , xp) = 0 
haque fois que l'on a xi = xj pour des indi
es

i 6= j quel
onques.
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1.2.3. Remarque. Comme les transpositions engendrent Sp, il est fa
ile de voir

que les 
onditions de symétrie et d'antisymétrie sont respe
tivement equivalentes à

ϕ(xτ(1), . . . , xτ(p)) =

{
ϕ(x1, . . . , xp) resp.

−ϕ(x1, . . . , xp)

pour toute transposition τ = τi,j de deux des indi
es i, j. Il su�rait même de

le véri�er pour des transpositions τi,i+1 d'indi
es 
onsé
utifs, puisque 
elles-
i

engendrent Sp.

D'autre part, si on �xe tous les ve
teurs xk, k 6= i, j, l'appli
ation

E × E → G, (xi, xj) 7→ ϕ(x1, . . . , xi, . . . , xj . . . , xp)

est bien entendu bilinéaire. Par 
onséquent, on peut en
ore appliquer i
i les

propriétés 1.1.4 et 1.1.5 et 
on
lure :

1.2.4. Propriété. Toute appli
ation multilinéaire alternée est antisymétrique, et

la ré
iproque est également vraie si le 
orps K n'est pas de 
ara
téristique 2.

1.3. É
riture d'une forme multilinéaire dans une base

Dans le reste de 
e 
hapitre, on s'intéressera surtout au 
as des formes

multilinéaires

ϕ : Ep → K.

On suppose que E est de dimension �nie n et muni d'une base (e1, . . . , en)
quel
onque.

1.3.1. Cas bilinéaire (p = 2). Si x =
∑n

i=1 xiei et y =
∑n

j=1 yjej , il vient par
bilinéarité

ϕ(x, y) = ϕ

(
n∑

i=1

xiei, y

)
=

n∑

i=1

xi ϕ(ei, y)

=
n∑

i=1

xi ϕ

(
ei,

n∑

j=1

yjej

)
=

n∑

i=1

xi

(
n∑

j=1

yj ϕ(ei, ej)

)

=
∑

16i,j6n

xiyj ϕ(ei, ej),


'est-à-dire

(1.3.2) ϕ(x, y) =
∑

16i,j6n

cij xiyj

en notant cij = ϕ(ei, ej) ∈ K. Ré
iproquement, pour des 
oe�
ients cij ∈ K
quel
onques, l'expression (1.3.2) dé�nit bien une forme bilinéaire ϕ : E2 → K, et
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il est fa
ile de voir que les 
oe�
ients cij sont déterminés de manière unique par

la 
ondition cij = ϕ(ei, ej). On peut asso
ier à ϕ sa matri
e de 
oe�
ients

C = (cij)16i,j6n ∈ Mn×n(K).

Les 
onditions de symétrie et d'antisymétrie se lisent fa
ilement sur les 
oe�
ients.

Rappelons que la transposée de la matri
e C est dé�nie par

tC = C′ = (c′ij) ave

c′ij = cji pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}.

1.3.3. Propriétés. La forme bilinéaire ϕ : E2 → K est

(a) symétrique si et seulement si les 
oe�
ients véri�ent cji = cij pour tous i, j,
autrement dit, si la matri
e C de 
oe�
ients est symétrique : tC = C ;

(b) antisymétrique si et seulement si les 
oe�
ients véri�ent cji = −cij pour

tous i, j, autrement dit, si la matri
e C de 
oe�
ients est antisymétrique :
tC = −C ;

(
) alternée si et seulement si elle est antisymétrique, i.e. cji = −cij , et de plus

cii = 0 pour tout i = 1, . . . , n.

1.3.4. Cas p-multilinéaire. Les notations sont plus 
ompliquées. On doit

prendre p ve
teurs xj ∈ E qu'on é
rit

xj =

n∑

i=1

xi,j ei, 1 6 j 6 p,

ave
 des matri
es 
olonnes de 
oordonnées

Xj =




x1,j
.

.

.

xi,j
.

.

.

xn,j



, i = indi
e ligne ∈ {1, . . . , n},

et on peut éventuellement ranger 
es 
oordonnées en une matri
e re
tangulaire

X = (xi,j)16i6n, 16j6p. Maintenant, on a

ϕ(x1, . . . , xj, . . . , xp) = ϕ

(
n∑

i1=1

xi1,1 ei1 , . . . ,
n∑

ij=1

xij ,j eij , . . . ,
n∑

ip=1

xip,p eip

)
,


ar on est obligé d'utiliser des indi
es di�érents i1, . . . , ij , . . . , ip pour 
ha
un

des ve
teurs x1, . . . , xj, . . . , xp, 
e qui amène à utiliser des sous-indi
es ! En

développant par multilinéarité 
omme dans le 
as p = 2, il vient

ϕ(x1, . . . , xp) =
∑

16i1,...,ip6n

xi1,1 · · ·xip,p ϕ(ei1 , . . . , eip).
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Comme pré
édemment, si on introduit les 
oe�
ients

(1.3.5) ci1...ip = ϕ(ei1 , . . . , eip),

on trouve une expression de la forme

(1.3.6) ϕ(x1, . . . , xp) =
∑

16i1,...,ip6n

ci1...ip xi1,1 · · ·xip,p,

et ré
iproquement, toute expression de 
e type dé�nit une forme multilinéaire

ϕ : Ep → K, les 
oe�
ients ci1...ip étant déterminés de manière unique par (1.3.5).

Pour obtenir une forme multilinéaire, il est né
essaire que 
haque ve
teur 
olonne

Xj 
ontribue exa
tement un terme xij ,j dans le membre de droite de (1.3.6)

(de même qu'il faut exa
tement une 
oordonnée xi et une 
oordonnée yj dans

l'expression (1.3.2) d'une forme bilinéaire). Dans le 
as d'une forme mutilinéaire,

la symétrie est l'antisymétrie se lisent 
omme suit sur les 
oe�
ients.

1.3.7. Propriétés. La forme ϕ : Ep → K est

(a) symétrique si et seulement si les 
oe�
ients véri�ent ciσ(1)...iσ(p)
= ci1...,ip pour

tous i1, . . . , ip ∈ {1, . . . , n} et toute permutation σ ∈ Sp.

(b) antisymétrique si et seulement si les 
oe�
ients véri�ent la relation

ciσ(1)...iσ(p)
= ε(σ) ci1...,ip pour tous i1, . . . , ip ∈ {1, . . . , n} et toute permuta-

tion σ ∈ Sp.

(
) alternée si et seulement la 
ondition (b) d'antisymétrie est satisfaite, et si de

plus ci1...,ip = 0 
haque fois qu'on a ij = ik pour au moins deux indi
es j 6= k,
1 6 j, k 6 p .

2. Formes n-multilinéaires alternées

et déterminants

2.1. Expression des formes n-multilinéaires alternées

On suppose i
i que E est un espa
e ve
toriel de dimension �nie n, muni

d'une base (e1, . . . , en), et on 
her
he à déterminer les appli
ations multilinéaires

alternées ϕ : En → K (le 
as p = n est plus simple que le 
as où p 6= n, voir
l'exer
i
e ??? pour le 
as général � et pour la 
ulture !). Soient x1, . . . , xn ∈ E des

ve
teurs représentés par une matri
e 
arrée X ∈ Mn×n(K) ayant pour 
olonnes

les Xj = (xi,j)16i6n. On a i
i

ϕ(x1, . . . , xn) =
∑

16i1,...,in6n

xi1,1 · · ·xin,n ϕ(ei1 , . . . , ein).

Comme ϕ est alternée, on a ϕ(ei1 , . . . , ein) = 0 sauf lorsque les indi
es i1, . . . , in
sont 2 à 2 distin
ts, 
e qui impose en fait qu'il existe une permutation σ ∈ Sn

telle que i1 = σ(1), . . . , in = σ(n). Mais 
omme ϕ est antisymétrique, on a alors

ϕ(eσ(1), . . . , eσ(n)) = ε(σ)ϕ(e1, . . . , en).
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On n'a don
 plus à 
onsidérer qu'un seul 
oe�
ient c = ϕ(e1, . . . , en) ∈ K, et il
vient

(2.1.1) ϕ(x1, . . . , xn) = c
∑

σ∈Sn

ε(σ) xσ(1),1 · · ·xσ(n),n.

La sommation apparaissant dans le membre de droite est par dé�nition le déter-

minant de la matri
e X = (xi,j).

2.1.2. Dé�nition. Soit X = (xi,j)16i,j6n ∈ Mn×n(K) une matri
e 
arrée, et

pour j ∈ {1, . . . , n}, soient Xj = (xi,j)16i6n les ve
teurs 
olonnes de X. On

appelle déterminant de X, noté det(X) ou en
ore det(X1, . . . , Xn), l'expression

det(X) = det(X1, . . . , Xn) :=
∑

σ∈Sn

ε(σ) xσ(1),1 · · ·xσ(n),n ∈ K.

Les 
al
uls que nous avons menés 
i-dessus aboutissent à la 
on
lusion suivante.

2.1.3. Théorème. Si E est un espa
e ve
toriel de dimension n muni d'une base

(e1, . . . , en), les formes n-multilinéaires alternées ϕ : En → K s'é
rivent toutes

ϕ(x1, . . . , xn) = c det(X1, . . . , Xn)

où les Xj sont les matri
es 
olonnes des ve
teurs xj dans la base (ei)16i6n et où

c ∈ K est le 
oe�
ient donné par c = ϕ(e1, . . . , en).

2.1.4. Notation. Dans la pratique, et parti
ulièrement lorsqu'on a a�aire à

des matri
es numériques, un déterminant se note également en remplaçant les

parenthèses par des barres latérales verti
ales. Si X = (xi,j)16i,j6n, on note ainsi

det(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1,1 x1,2 . . . x1,n
x2,1 x2,2 . . . x2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xn,1 xn,2 . . . xn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Insistons sur le fait qu'il s'agit né
essairement d'un tableau 
arré (p = n),
le déterminant d'une matri
e non 
arrée n'a pas de sens !

2.1.5. Cal
ul en dimensions 1 et 2. Si n = 1 on a S1 = {Id} et il est trivial

que det((x)) = x pour (x) ∈ M1×1(K). Pour n = 2, on a S2 = {Id, τ1,2} et on

voit que la somme à 2 termes

∑
σ∈S2

ε(σ) xσ(1),1xσ(2),2 donne

∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2

x2,1 x2,2

∣∣∣∣∣ = x1,1x2,2 − x2,1x1,2 ,


ar σ = Id fournit le terme x1,1x2,2 (diagonale prin
ipale, des
endante), et σ = τ2,1
le terme −x2,1x1,2 (diagonale montante).
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2.1.6. Cal
ul en dimension 3. On a 3! = 6 permutations σ ∈ S3, et la somme

des termes ε(σ) xσ(1),1xσ(2),2xσ(3),3 donne

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1,1 x1,2 x1,3

x2,1 x2,2 x2,3

x3,1 x3,2 x3,3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1,1x2,2x3,3 + x2,1x3,2x1,3 + x3,1x1,2x2,3

−x2,1x1,2x3,3 − x1,1x3,2x2,3 − x3,1x2,2x1,3 ,


ar les di�érentes permutations paires et impaires 
orrespondent respe
tivement

aux termes

σ = Id : x1,1x2,2x3,3
σ = c : x2,1x3,2x1,3
σ = c2 : x3,1x1,2x2,3
σ = τ1,2 : −x2,1x1,2x3,3
σ = τ2,3 : −x1,1x3,2x2,3
σ = τ1,3 : −x3,1x2,2x1,3 .

Une règle mnémote
hnique, valable seulement en dimension 3, est la règle dite de

Sarrus, qui peut se traduire 
omme suit : on ré
rit les deux premières lignes au

dessous du déterminant et on prend les 6 diagonales possibles, ave
 le signe + pour

les diagonales des
endantes et le signe − pour les diagonales montantes :

x1,1 x1,2 x1,3

x2,1 x2,2 x2,3

x3,1 x3,2 x3,3

x1,1 x1,2 x1,3

x2,1 x2,2 x2,3

.

(On peut aussi alternativement ré
rire les deux premières 
olonnes à la droite du

déterminant, et pro
éder de même sur 3 lignes et 5 
olonnes ; ou en
ore ajouter

la dernière ligne au dessus et la première ligne en dessous ; ou la dernière 
olonne

à gau
he et la première 
olonne à droite, et
.)

En dimension n > 4, le nombre n! de termes 
roît très vite, et l'usage de la formule

de dé�nition devient ine�
a
e. On verra plus loin des méthodes plus rapides (par

exemple, usage de 
ombinaisons linéaires de lignes ou de 
olonnes).

2.1.7. Premières propriétés des déterminants. Dans 
e qui suit, on identi�e

Kn
à l'espa
e isomorpheMn×1(K) des ve
teurs 
olonnes de taille n, et on 
onsidère

l'appli
ation déterminant

det : Kn × · · · ×Kn → K, (X1, . . . , Xn) 7−→ det(X1, . . . , Xn).
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(a) det est n-multilinéaire.

Démonstration. Cela résulte du fait que la dé�nition 2.1.2 est un 
as parti
ulier

de la forme générale (1.3.6) des appli
ations multilinéaires (somme de termes


omportant exa
tement un fa
teur dans 
haque ve
teur 
olonne).

(b) det est une appli
ation multilinéaire alternée (et don
 antisymétrique).

Démonstration. Supposons Xj = Xk ave
 j 6= k, disons j < k, et 
onsidérons

la transposition τ = τjk. En séparant la sommation suivant les permutations de

signature +1 et −1, on peut é
rire

det(X) =
∑

σ∈S
+
n

xσ(1),1 · · ·xσ(n),n −
∑

σ′∈S
−
n

xσ′(1),1 · · ·xσ′(n),n.

Mais on peut par
ourir toutes les permutations négatives σ′ ∈ S
−
n en prenant

σ′ = σ ◦ τ , σ ∈ S
+
n . Or σ

′(j) = σ(τ(j)) = σ(k) et σ′(k) = σ(τ(k)) = σ(j), don
 le
terme xσ′(1),1 · · ·xσ′(n),n s'é
rit

xσ′(1),1 · · ·xσ′(j),j · · ·xσ′(k),k · · ·xσ′(n),n = xσ(1),1 · · ·xσ(k),j · · ·xσ(j),k · · ·xσ(n),n.

Comme Xj = Xk, 
e terme 
oïn
ide ave
 xσ(1),1 · · ·xσ(k),k · · ·xσ(j),j · · ·xσ(n),n
qui (par 
ommutativité de la multipli
ation) est égal à xσ(1),1 · · ·xσ(n),n. On a

don
 bien det(X) = 0. Il résulte de (a) et (b) que le théorème 2.1.3 fournit bien

des formes ϕ n-multilinéaires alternées (à 
e stade, on ne savait pas en
ore que les

solutions trouvées au théorème 2.1.3 
onvenaient, mis à part le 
as évident ϕ = 0 !)

(
) Pour toute matri
e X = (xi,j)16i,j6n ∈ Mn×n(K), on a det(tX) = det(X).

Démonstration. Posons X ′ = tX = (x′i,j), ave
 x
′
i,j = xj,i. On a

det(tX) = det(X ′) =
∑

σ∈Sn

ε(σ) x′σ(1),1 · · ·x′σ(n),n =
∑

σ∈Sn

ε(σ) x1,σ(1) · · ·xn,σ(n).

Désignons par fj = xj,σ(j) les fa
teurs des termes de la sommation. Comme la

multipli
ation est 
ommutative et que σ−1
est une bije
tion de {1, 2, . . . , n}, on a

x1,σ(1) · · ·xn,σ(n) =
n∏

j=1

xj,σ(j) =
n∏

j=1

fj =
n∏

j=1

fσ−1(j) =
n∏

j=1

xσ−1(j),j.

Ce
i donne

det(tX) =
∑

σ∈Sn

ε(σ) xσ−1(1),1 · · ·xσ−1(n),n.

Maintenant, on utilise le fait que σ 7→ σ′ = σ−1
est une bije
tion de Sn, et aussi

le fait que ε(σ′) = ε(σ−1) = (ε(σ))−1 = ε(σ), pour voir que

det(tX) =
∑

σ′∈Sn

ε(σ′) xσ′(1),1 · · ·xσ′(n),n = det(X).
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2.2. Méthodes pratiques de 
al
ul des déterminants

2.2.1. Cal
ul par blo
s. Considérons une matri
e M ∈ Mn×n(K) de la forme

M =

(
M ′ R
O M ′′

)

où M ′
et M ′′

sont des matri
es 
arrées p×p et (n−p)× (n−p), et R une matri
e

re
tangulaire p× (n− p). Si M = (mi,j), on a mi,j = 0 pour i ∈ {p+ 1, . . . , n} et

j ∈ {1, . . . , p}. Dans le 
al
ul de

det(M) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)mσ(1),1 · · ·mσ(p),pmσ(p+1),p+1 · · ·mσ(n),n,

on n'obtient don
 des termes non nuls que lorsque σ(j) ∈ {1, . . . , p} pour

j ∈ {1, . . . , p}. Ce
i implique que σ se dé
ompose en une permutation σ′
de

A′ = {1, . . . , p} et une permutation σ′′
de A′′ = {p + 1, . . . , n}. Il est 
lair

que le nombre d'inversions de σ est donné par N(σ) = N(σ′) + N(σ′′), don


ε(σ) = ε(σ′)ε(σ′′). On obtient alors

det(M) =
∑

σ′∈SA′

∑

σ′′∈SA′′

ε(σ′)ε(σ′′)mσ′(1),1 · · ·mσ′(p),pmσ′′(p+1),p+1 · · ·mσ′′(n),n

= det(M ′)× det(M ′′).

Plus généralement, si

M =




M1 R12 . . . R1s

O M2 . . . R2s
.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . Ms




est �triangulaire supérieure par blo
s� (ave
 les Mj 
arrées pj × pj et les Rij

re
tangulaires de tailles pi×pj), on peut appliquer un raisonnement par ré
urren
e

sur s en é
rivant

M =

(
M1 R
O M ′

)
où M ′ =



M2 . . . R2s
.

.

.

.

.

.

.

.

.

O . . . Ms


 ,


e qui implique indu
tivement

det(M) = det(M1) det(M
′) = det(M1) det(M2) · · ·det(Ms).

On obtient ainsi la formule

(2.2.2) det




M1 R12 . . . R1s

O M2 . . . R2s
.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . Ms


 = det(M1) det(M2) · · ·det(Ms).
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Pour une matri
e M triangulaire inférieure par blo
s et de blo
s diagonaux Mj ,

on peut observer que la transposée

tM est triangulaire supérieure par blo
s, ave


les

tMj 
omme blo
s diagonaux. L'invarian
e du déterminant par passage à la

transposée implique alors de manière analogue

(2.2.3) det




M1 O . . . O
R21 M2 . . . O
.

.

.

.

.

.

.

.

.

Rs1 Rs2 . . . Ms


 = det(M1) det(M2) · · ·det(Ms).

2.2.4. Corollaire. Le déterminant d'une matri
e triangulaire (et a fortiori d'une

matri
e diagonale) est égal au produit des 
oe�
ients diagonaux.

2.2.5. Cal
ul d'un déterminant par 
ombinaisons linéaires. Pour 
ela, on


ommen
e par faire les observations (a), (b), (
) suivantes.

(a) Si on transpose deux 
olonnes dans un déterminant det(X1, . . . , Xn), le

déterminant 
hange de signe, et plus généralement, pour une permutation σ ∈ Sn,

on a det(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = ε(σ) det(X1, . . . , Xn), en raison du fait que det est
une forme multilinéaire antisymétrique.

(b) Le déterminant det(X1, . . . , Xn) reste in
hangé si une ajoute à une 
olonne

Xj une 
ombinaison linéaire

∑
k 6=j λkXk des autres 
olonnes. En e�et, par

multilinéarité,

det(X1, . . . , Xj +
∑

k 6=j

λkXk, . . . , Xn)

= det(X1, . . . , Xj, . . . , Xn) +
∑

k 6=j

λk det(X1, . . . , Xk, . . .Xk, . . .Xn),

et les termes de la sommation sont nuls à 
ause du fait que det est une appli
ation
multilinéaire alternée. Si un fa
teur 
ommun α apparaît dans les 
oe�
ients d'une


olonne Xj , i.e. Xj = αX ′
j , on peut en pro�ter pour �sortir� α :

det(X1, . . . , αX
′
j, . . . , Xn) = α det(X1, . . . , X

′
j, . . . , Xn).

(
) Par passage à la transposée, on a des résultats analogues pour les lignes : une

permutation σ des lignes induit un fa
teur ε(σ), le déterminant ne 
hange pas si

on ajoute à une ligne Li une 
ombinaison linéaire

∑
k 6=i λkLk des autres lignes, et

en�n on peut �sortir� un fa
teur 
ommun α qui apparaît dans une ligne.

(d) L'une des stratégies de 
al
ul les plus e�
a
es d'un déterminant est la méthode

du pivot de Gauss : on e�e
tue des 
ombinaisons linéaires (et éventuellement des

permutations de 
olonnes ou de lignes) pour se ramener à une matri
e triangulaire,

auquel 
as le 
al
ul du déterminant est obtenu par 2.2.2, 2.2.3 ou 2.2.4. Donnons


omme exemple le 
al
ul du déterminant D = det(X1, X2, X3, X4) suivant :

D =

∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 3 −5
2 2 −2 1
−3 4 2 −1
−2 −1 6 −3

∣∣∣∣∣∣∣
.
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Il est plus simple d'utiliser des 
olonnes ayant des 
oe�
ients ±1 pour éviter les


al
uls fra
tionnaires. On va par exemple utiliser X2 dont le premier 
oe�
ient

est −1. On ajoutera 2X2 à X1, 3X2 à X3 et −5X2 à X4 pour obtenir

D =

∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 3 −5
2 2 −2 1
−3 4 2 −1
−2 −1 6 −3

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 0 0
6 2 4 −9
5 4 14 −21
−4 −1 3 2

∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 0
2 6 4 −9
4 5 14 −21
−1 −4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣
.

(La dernière égalité résulte de la permutation des deux premières 
olonnes). Il

s'agit maintenant d'une matri
e triangulaire inférieure par blo
s, ave
 un blo


1× 1 et un blo
 3× 3, d'où

D = −(−1)×

∣∣∣∣∣∣

6 4 −9
5 14 −21
−4 3 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 −10 12
5 14 −21
−4 3 2

∣∣∣∣∣∣
.

(La dernière égalité s'obtenant en retran
hant la deuxième ligne à la première, pour

faire apparaître un 
oe�
ient 1). Pour 
e nouveau déterminant det(X ′
1, X

′
2, X

′
3),

on ajoute maintenant 10X ′
1 à X ′

2 et −12X ′
1 à X ′

3 :

D =

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
5 64 −81
−4 −37 50

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
64 −81
−37 50

∣∣∣∣ = 64× 50− 37× 81 = 203.

C'est à l'éviden
e beau
oup plus rapide et moins risqué que d'ajouter les 24

produits de termes 
onstituant D !

2.2.6. Développement d'un déterminant suivant une 
olonne (ou suivant

une ligne). Soit à 
al
uler le déterminant d'une matri
eM = (mi,j)16i,j6n. Pour

e�e
tuer un développement de det(M) suivant la j-ième 
olonne, on exprime 
elle-


i dans la base 
anonique de Mn×1(K) en é
rivant

ei =




0
.

.

.

1
.

.

.

0




i=1,...,n , Xj =




m1,j

.

.

.

mi,j

.

.

.

mn,j




=
n∑

i=1

mi,jei,


e qui donne par multilinéarité

det(M) = det(X1, . . . , Xj, . . . , Xn)

=

n∑

i=1

mi,j det(X1, . . . , Xj−1, ei, Xj+1, . . . , Xn)

=

n∑

i=1

mi,j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1,1 . . . m1,j−1 0 m1,j+1 . . . m1,n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

mi−1,1 . . . mi−1,j−1 0 mi−1,j+1 . . . mi−1,n

mi,1 . . . mi,j−1 1 mi,j+1 . . . mi,n

mi+1,1 . . . mi+1,j−1 0 mi+1,j+1 . . . mi+1,n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

mn,1 . . . mn,j−1 0 mn,j+1 . . . mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Dans le dernier déterminant, on ramène maintenant le 
oe�
ient 1 de la position

(i, j) à la position i′ = j′ = 1, 
e qui implique de faire i − 1 transpositions de

lignes 
onsé
utives et j − 1 transpositions de 
olonnes, et introduit don
 un signe

(−1)(i−1)+(j−1) = (−1)i+j
. On aboutit alors à une matri
e triangulaire supérieure

par blo
s

(
1 R
O M ′

i,j

)
, où M ′

i,j est la matri
e (n− 1)× (n− 1) obtenue en rayant

la ligne i et la 
olonne j dans la matri
e M . Il vient ainsi

det(M) =

n∑

i=1

mi,j × (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1,1 . . . m1,j−1 m1,j+1 . . . m1,n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

mi−1,1 . . . mi−1,j−1 mi−1,j+1 . . . mi−1,n

mi+1,1 . . . mi+1,j−1 mi+1,j+1 . . . mi+1,n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

mn,1 . . . mn,j−1 mn,j+1 . . . mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

(�développement de det(M) suivant la j-ième 
olonne�), 
e qui permet a priori de

ramener le 
al
ul de det(M) à 
elui de n déterminants de taille (n− 1)× (n− 1).

2.2.7. Dé�nition. On appelle 
ofa
teur m̃i,j de la matri
e M = (mi,j)16i,j6n

asso
ié à la ligne i et la 
olonne j la quantité

m̃ij = (−1)i+j det(M ′
i,j),

où M ′
i,j est la matri
e (n− 1)× (n− 1) obtenue à partir de M en rayant la ligne

i et la 
olonne j.

Les 
al
uls e�e
tués au paragraphe 2.2.6 aboutissent plus généralement au

théorème suivant.

2.2.8. Théorème. Soit M = (mi,j)16i,j6n une matri
e 
arrée et m̃i,j ses


ofa
teurs. On a les relations

(a) det(M) =

n∑

i=1

mi,j m̃i,j (développement suivant la 
olonne j) ;

(b) det(M) =

n∑

j=1

mi,j m̃i,j (développement suivant la ligne i) ;

(
) pour j 6= j′ dans {1, . . . n},
n∑

i=1

mi,j m̃i,j′ = 0

(d) pour i 6= i′ dans {1, . . . n},
n∑

j=1

mi,j m̃i′,j = 0 .

Démonstration. La formule (a) a déjà été établie, et (b) s'en déduit en appliquant

le résultat à la matri
e transposée

tM . Pour véri�er (
), on 
onsidère la matri
e

P = (pk,ℓ) obtenue à partir de M en remplaçant la 
olonne j′ par la 
olonne j
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(qui est don
 dupliquée). On a par 
onséquent det(P ) = 0. Mais par dé�nition

de P on a aussi pi,j′ = mi,j et p̃i,j′ = m̃i,j′ (la 
olonne j′ étant rayée, les

déterminants (n− 1)× (n− 1) issus de M et de P sont les mêmes !), don


det(P ) = 0 =

n∑

i=1

pi,j′ p̃i,j′ =

n∑

i=1

mi,j m̃i,j′ .

La formule (d) s'obtient de même en remplaçant la ligne i′ par la ligne i
dupliquée.

2.2.9. Exemple de développement par rapport à une ligne ou une


olonne. Soit à évaluer

D =

∣∣∣∣∣∣∣

2 0 1 −3
−1 4 −7 2
0 3 5 0
−2 1 0 6

∣∣∣∣∣∣∣
.

Pour minimiser le nombre de 
ofa
teurs à 
al
uler, on a intérêt à 
hoisir une


olonne ou une ligne présentant beau
oup de 
oe�
ients nuls. On 
hoisira i
i la

troisième ligne, 
e qui (en tenant 
ompte des signes (−1)i+j
) donne

D = −3

∣∣∣∣∣∣

2 1 −3
−1 −7 2
−2 0 6

∣∣∣∣∣∣
+ 5

∣∣∣∣∣∣

2 0 −3
−1 4 2
−2 1 6

∣∣∣∣∣∣

ave
 (même méthode, on utilise respe
tivement la troisième puis la première ligne)

∣∣∣∣∣∣

2 1 −3
−1 −7 2
−2 0 6

∣∣∣∣∣∣
= −2

∣∣∣∣
1 −3
−7 2

∣∣∣∣+ 6

∣∣∣∣
2 1
−1 −7

∣∣∣∣ = (−2)(−19) + 6(−13) = −40,

∣∣∣∣∣∣

2 0 −3
−1 4 2
−2 1 6

∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣
4 2
1 6

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣
−1 4
−2 1

∣∣∣∣ = 2× 22− 3× 7 = 23.

En dé�nitive, on trouve

D = (−3)(−40) + 5× 23 = 235.

2.2.10. Dé�nition. Si M = (mi,j)16i,j6n est une matri
e n× n et si les m̃i,j en

sont les 
ofa
teurs, la matri
e

comat(M) := M̃ = (m̃i,j)16i,j6n ∈ Mn×n(K)

est appelée 
omatri
e de M .
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2.2.11. Exemples de 
omatri
es. On n'oubliera pas de prêter attention aux

signes (−1)i+j
dans 
e qui suit :

comat

(
a c
b d

)
=

(
d −b
−c a

)
,

comat



a d g
b e h
c f k


 =



ek − fh ch− bk bf − ce
fg − dk ak − cg cd− af
dh− eg bg − ah ae− bd


 .

Ave
 
ette notation, le théorème 2.2.8 peut se retraduire de manière synthétique


omme suit.

2.2.12. Théorème. Soit M = (mi,j)16i,j6n une matri
e n× n et

M̂ = (m̂i,j)16i,j6n = t(comat(M))

la transposée de sa 
omatri
e (parfois appelée matri
e adjointe et notée

adM).
Alors on a

MM̂ = M̂M = det(M) · In

où In est la matri
e unité de taille n.

Démonstration. Si M̃ = (m̃i,j) = comat(M), on a m̂i,j = m̃j,i, par 
onséquent

n∑

j=1

mi,j m̂j,k =

n∑

j=1

mi,j m̃k,j =

{
det(M) si i = k (d'après 2.2.8 (b))

0 si i 6= k (d'après 2.2.8 (d)),

n∑

i=1

m̂j,imi,k =
n∑

i=1

m̃i,j mi,k =

{
det(M) si j = k (d'après 2.2.8 (a))

0 si j 6= k (d'après 2.2.8 (
)).

Ces relations expriment bien les égalités matri
ielles annon
ées.

2.2.13. Corollaire. Si det(M) 6= 0, la matri
e M est inversible et on a

M−1 =
1

det(M)
M̂ =

1

det(M)
t(comat(M)).

En dépit de son �élégan
e théorique�, 
ette formule est en pratique peu e�
a
e pour


al
uler l'inverse d'une matri
e (hormis peut-être le 
as n = 2) ; très souvent, il
vaut mieux utiliser la méthode du pivot pour résoudre le système linéaire Y =MX
et trouver la solution sous la forme X =M ′Y . On a alors M−1 =M ′

.
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3. Déterminant des endomorphismes

3.1. Déterminant d'un système de ve
teurs dans une base

3.1.1. Dé�nition. Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie, et soit

B = (e1, . . . , en) une base de E. Si (x1, . . . , xn) est un système de n ve
teurs

de E et X1, . . . , Xn sont les ve
teurs 
olonnes 
oordonnées de x1, . . . , xn dans la

base B, on note

detB(x1, . . . , xn) = det(X1, . . . , Xn) = det(X),

où X est la matri
e dont les 
olonnes sont les Xj.

3.1.2. Attention. Dans la notation detB(x1, . . . , xn), il 
onvient de ne pas ou-

blier de mentionner la base B dans laquelle on travaille, 
ar les ve
teurs 
olonnes


oordonnées Xj dépendent de la base B, et det(X1, . . . , Xn) aussi.

Il est évident que detB(B) = 1, puisque la base B est représentée par rapport

à elle-même par la matri
e unité In. Le théorème 2.1.3 peut alors se reformuler


omme suit.

3.1.3. Théorème. Si ϕ : En → K est une forme n-multilinéaire alternée, alors

on peut é
rire

ϕ(x1, . . . , xn) = c detB(x1, . . . , xn) où c = ϕ(B) = ϕ(e1, . . . , en).

Autrement dit, les formes n-multilinéaires alternées sur E sont les multiples de

detB par un fa
teur c ∈ K quel
onque.

Démonstration. On sait par le théorème 2.1.3 que ϕ s'é
rit sous 
ette forme, et il

su�t de prendre (x1, . . . , xn) = (e1, . . . , en) = B pour trouver la valeur de c.

3.1.4. Formule de 
hangement de base pour les déterminants. Soient

B = (e1, . . . , en) et B
′ = (e′1, . . . , e

′
n) des bases de E.

(a) On a la relation

detB′(x1, . . . , xn) = detB′(B)× detB(x1, . . . , xn) où detB′(B)× detB(B
′) = 1.

(b) Si P est la matri
e de passage de B à B′
, on a

detB(B
′) = det(P ) 6= 0, detB′(B) = det(P−1) = (det(P ))−1.

Démonstration. (a) est un 
as parti
ulier de 3.1.3 ave
 ϕ = detB′
. L'égalité

detB′(B)× detB(B
′) = 1 s'obtient en prenant (x1, . . . , xn) = B′ = (e′1, . . . , e

′
n).

(b) La formule detB(B
′) = det(P ) résulte des dé�nitions, detB′(B) = det(P−1)

du fait que P−1
est la matri
e de passage de B′

à B, et l'égalité ave
 (det(P ))−1

dé
oule de (a).
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3.2. Déterminant d'un endomorphisme

3.2.1. Théorème et dé�nition. Si u ∈ EndK(E) est un endomorphisme d'un

espa
e ve
toriel E de dimension �nie n, il existe un s
alaire noté det(u) ∈ K tel

que pour tous ve
teurs x1, . . . , xn ∈ E et toute base B de E on ait

(∗) detB(u(x1), . . . , u(xn)) = det(u)× detB(x1, . . . , xn).

Le s
alaire det(u) est indépendant de la base B et il est donné par

det(u) = detB(u(B)) = detB(u(e1), . . . , u(en)) = det(M) où M = MatBB(u).

Démonstration. On 
onsidère i
i l'appli
ation

ϕ(x1, . . . , xn) = detB(u(x1), . . . , u(xn)).

Il est immédiat de véri�er que 
'est une appli
ation n-multilinéaire alternée (la

multilinéarité est évidente et on a bien ϕ(x1, . . . , xn) = 0 si xi = xj , i 6= j). On

peut don
 appliquer le théorème 3.1.3, 
e qui donne ϕ = c detB ave
 un fa
teur

c = ϕ(B) = detB(u(e1), . . . , u(en)) = det(M).

Le s
alaire det(u) := c est indépendant de la base B 
hoisie, 
ar si on 
hoisit une

autre base B′
, on a une relation de la forme detB′ = λ detB ave
 λ = detB′(B) 6= 0,

et la 
onstante λ peut se simpli�er dans l'égalité (∗) dé�nissant det(u).

Une 
onséquen
e importante est la multipli
ativité du déterminant (qui serait

di�
ile à véri�er dire
tement sur la dé�nition du déterminant des matri
es !)

3.2.2. Théorème. Soient u, v ∈ EndK(E) des endomorphismes. Alors

det(u ◦ v) = det(u)× det(v).

De façon équivalente, si M,N ∈ Mn×n(K), on a

det(M ×N) = det(M)× det(N).

Démonstration. Fixons une base B, et 
onsidérons des ve
teurs x1, . . . , xn ∈ E
quel
onques. Par dé�nition, on a d'une part

detB((u ◦ v)(x1), . . . , (u ◦ v)(xn)) = det(u ◦ v)× detB(x1, . . . , xn),

et d'autre part 
ette quantité est aussi égale à

detB
(
u(v(x1)), . . . , u(v(xn))

)
= det(u)× detB(v(x1), . . . , v(xn))

= det(u)× det(v)× detB(x1, . . . , xn).

La formule det(u ◦ v) = det(u) × det(v) s'en déduit en prenant (x1, . . . , xn) = B,

et la relation matri
ielle det(M ×N) = det(M)× det(N) s'obtient en 
onsidérant

les endomorphismes u, v de matri
es asso
iées M = MatBB(u), N = MatBB(v).
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3.2.3. Théorème. Soit u ∈ EndK(E) un endomorphisme d'un espa
e ve
toriel E
de dimension �nie. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) u est inversible, i.e., il existe v ∈ EndK tel que u ◦ v = v ◦ u = IdE ;

(a

′
) u est inversible à droite, i.e. il existe v ∈ EndK(E) tel que u ◦ v = IdE ;

(a

′′
) u est inversible à gau
he, i.e. il existe v ∈ EndK(E) tel que v ◦ u = IdE ;

(b) u est bije
tif ;

(
) u est inje
tif ;

(d) u est surje
tif ;

(e) det(u) 6= 0.

Dans 
e 
as, on a det(u−1) = (det(u))−1.

Démonstration. On 
ommen
e par observer qu'on a la 
haîne d'impli
ations

(a)

t

u

(a)

′

(a)

′′

u

t
(e)⇒ (a).

En e�et, les 4 premières à partir de la gau
he sont évidentes (par exemple, pour

(a)

′ ⇒ (e), on utilise le fait que u ◦ v = IdE implique det(u) × det(v) = 1,
qui implique det(u) 6= 0); pour (e) ⇒ (a), on utilise le fait déjà démontré que

M ∈ Mn×n(K), det(M) 6= 0 implique M inversible (
orollaire 2.2.13)). Les

propriétés (a), (a)

′
, (a)

′′
, (e) sont don
 équivalentes. Maintenant, on a également

la 
haîne d'impli
ations évidentes

(a)⇒ (b)

t

u

(
)

(d)

, (
) et (d)⇒ (b)⇒ (a),

en e�et (b)⇒ (a) provient du fait fa
ile à véri�er que u K-linéaire bije
tif implique

que v = u−1
est aussi K-linéaire. Pour véri�er que (a), (b), (
), (d) sont

équivalentes, il reste alors seulement à voir que (
) ⇐⇒ (d), mais 
e
i résulte

du théorème du rang : l'égalité dimE = dimKer(u) + dim Im(u) nous dit que

u inje
tif ⇐⇒ Ker(u) = {0} ⇐⇒ dimKer(u) = 0

⇐⇒ dim Im(u) = dimE ⇐⇒ Im(u) = E ⇐⇒ u surje
tif.

3.2.4. Remarque. Le théorème 3.2.3 est faux en dimension in�nie. Prenons en

e�et E = K[X ] (espa
e des polyn�mes de degré quel
onque) et les appli
ations

u, v dé�nies par

u : P 7→ Q = u(P ), P (X) =

d∑

j=0

ajX
j 7→ Q(X) = XP (X) =

d∑

j=0

ajX
j+1,

v : Q 7→ R = v(Q), Q(X) =

d∑

j=0

bjX
j 7→ R(X) =

Q(X)−Q(0)

X
=

d∑

j=1

bjX
j−1.
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Il est fa
ile de voir que u, v ∈ EndK(E) et que

v ◦ u = IdE , mais

u ◦ v 6= IdE , u ◦ v : Q 7→ Q−Q(0),

don
 v est un inverse à gau
he mais pas à droite de u. On voit aisément

que u est inje
tif (Ker(u) = {0}) mais pas surje
tif (Im(u) ne 
ontient pas

les polyn�mes 
onstants non nuls), tandis que v est surje
tif mais pas inje
tif

(Ker(v) = {polyn�mes 
onstants}).

3.2.5. Remarque. Si B = (e1, . . . , en) est une base, pour qu'un système

A = (a1, . . . , an) soit une base, il faut et il su�t que detB(a1, . . . , an) 6= 0, en
e�et 
'est également la 
ondition né
essaire et su�sante pour que la matri
e de

passage P de B à A soit inversible.

3.2.6. Remarque. On peut (de façon moins élégante) véri�er l'indépendan
e du

déterminant d'un endomorphisme u par rapport à la base B 
hoisie, en observant

que si M = MatBB(u) et M
′ = MatB

′

B′(u) et si P est la matri
e de passage de B

à B′
, on a M ′ = P−1MP . Il en résulte alors

det(M ′) = det(P−1MP ) = (det(P ))−1 det(M) det(P ) = det(M).

4.Appli
ation à la résolution des systèmes linéaires

L'obje
tif de 
ette se
tion est de résoudre (au moins théoriquement) un système

linéaire quel
onque

(Σ)




a11x1 + · · ·+ a1pxp = b1
. . .
an1x1 + · · ·+ anpxp = bn

à n équations et p in
onnues x1, . . . , xp ∈ K, à 
oe�
ients aij ∈ K, ave
 se
onds

membres les bi ∈ K, 1 6 i 6 n. On peut retraduire le système linéaire (Σ) sous la
forme matri
ielle

AX = B,

ave
 in
onnue X = (xi)16i6p ∈ Mp×1(K), 
oe�
ients et se
ond membre

A = (aij)16i6n,16j6p ∈ Mn×p(K), B = (bi)16i6n ∈ Mn×1(K).

4.1. Systèmes de Cramer

Un système de Cramer est par dé�nition un système linéaire 
arré (
'est-à-dire

tel que p = n), ave
 det(A) 6= 0. Alors la matri
e A est inversible, par 
onséquent

(Σ) admet une solution unique

(4.1.1) X = (xi)16i6n = A−1B.
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Il est parfois utile, au moins théoriquement, de 
onnaître une formule expli
ite

pour 
ette unique solution. Pour 
ela, on introduit les 
olonnes de 
oe�
ients aij ,
et on é
rit le système (Σ) sous la forme équivalente qui suit :

(4.1.2) Aj =




a1j
.

.

.

aij
.

.

.

anj



, (Σ) ⇐⇒

n∑

j=1

xjAj = B.

Si X = (xi) est la solution, la multilinéarité du déterminant implique pour tout

i ∈ {1, . . . , n} que

det(A1, . . . , Ai−1, B, Ai+1, . . .An) = det(A1, . . . , Ai−1,

n∑

j=1

xjAj , Ai+1, . . .An)

= xi det(A1, . . . , Ai, . . . , An)

(on utilise aussi le fait que det est alterné, 
e qui entraîne que seul le terme j = i
intervient). On obtient alors :

4.1.3. Formules de Cramer. L'unique solution d'un système de Cramer

(i.e. p = n, detA 6= 0) est donnée par la formule expli
ite

xi =
det(A1, . . . , Ai−1, B, Ai+1, . . .An)

det(A1, . . . , Ai−1, Ai, Ai+1, . . .An)
, 1 6 i 6 n,


'est-à-dire en
ore

xi =
det(A1, . . . , Ai−1, B, Ai+1, . . .An)

det(A)
, 1 6 i 6 n.

Ces formules élégantes sur le plan théorique, dues au mathémati
ien genevois

Gabriel Cramer (1704�1752), sont malheureusement assez peu e�
a
es pour les


al
uls, et don
 dé
onseillées en pratique !

4.2. Déterminants mineurs extraits

et rang des appli
ations linéaires

On 
onsidère maintenant le 
as d'une matri
e A = (aij)16i6n, 16j6p re
tangu-

laire, et on s'intéresse à son rang

r = rang(A) = dimS, S = vect(A1, . . . , Ap) ⊂ Mn×1(K) ≃ Kn,

où les (Aj)16j6p sont les ve
teurs 
olonnes de A. On peut alors extraire exa
tement

r 
olonnes (Aj1 , . . . , Ajr) formant une base de S, et les autres 
olonnes Aj sont,

de manière unique, 
ombinaisons linéaires de Aj1 , . . . , Ajr .
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4.2.1. Dé�nition. Soient I = {i1 < i2 < . . . < ik} ⊂ {1, . . . , p} et

J = {j1 < j2 < . . . < jk} ⊂ {1, . . . , n} des parties formées 
ha
une de k indi
es

(k 6 min(n, p)). On dé�nit le déterminant mineur DI,J asso
ié à la matri
e

re
tangulaire A = (aij) et aux parties I, J 
omme étant le déterminant de taille k

DI,J = det(aij)i∈I, j∈J = det(aiℓjm)16ℓ,m6k.

L'obje
tif de 
e paragraphe est de montrer le résultat suivant.

4.2.2. Théorème. Si A 6= 0, le rang r = rang(A) est égal au maximum des

entiers k 6 min(p, q) tel qu'il existe un déterminant mineur DI,J 6= 0 de taille k
extrait de A (et bien entendu r = 0 si A = 0).

Démonstration. Supposons qu'il existe un déterminant mineur DI,J 6= 0 de

taille k extrait de A. Soit A′ = (aij)i∈I, j∈J la matri
e 
orrespondante. Alors

det(A′) = DI,J 6= 0 don
 A′
est inversible et ses 
olonnes A′

j1
, . . . , A′

jk
sont

linéairement indépendantes. Mais 
e
i implique que les 
olonnes 
orrespondantes

Aj1 , . . . , Ajk de A (qui ont éventuellement plus de lignes) sont linéairement in-

dépendantes. Ce
i implique k 6 r, puisque r est le nombre maximum de 
olonnes

de A qui sont linéairement indépendantes.

Dans la dire
tion inverse, 
hoisissons des 
olonnes (Aj1 , . . . , Ajr) de A formant

une base du sous-espa
e S. Désignons par (ei)16i6n la base 
anonique deMn×1(K)
(formée des matri
es 
olonnes ayant un 
oe�
ient 1 à la i-ième ligne et des zéros

ailleurs). On sait qu'on peut 
ompléter (Aj1 , . . . , Ajr) en une base

(Aj1 , . . . , Ajr , eir+1
, . . . , ein)

de Mn×1(K) ≃ Kn
, ave
 1 6 ir+1 < · · · < in 6 n. Posons J = {j1, . . . , jr} et

I = {i1, . . . , ir} = {1, . . . , n}r {ir+1, . . . , in}, 1 6 i1 < · · · < ir 6 n.

Alors

0 6= det(Aj1 , . . . , Ajr , eir+1
, . . . , ein)) = ± det(aij)i∈I, j∈J

en développant le déterminant suivant les n−r 
olonnes eiℓ , ℓ> r+1. Ce
i entraîne
DI,J = det(aij)i∈I, j∈J 6= 0, et il s'agit d'un déterminant de taille k = r.

4.2.3. Conséquen
es. Soit A une matri
e re
tangulaire n× p. Alors

(a) rang(tA) = rang(A).

(b) Le rang r = rang(A) est le nombre maximum de 
olonnes Cj de A linéaire-

ment indépendantes, aussi bien que le nombre maximum de lignes Li de A
linéairement indépendantes.

(
) Si A 6= 0 et si DI,J 6= 0 est un déterminant mineur extrait de taille

r= rang(A), I = {i1, . . . , ir} et J = {j1, . . . , jr}, alors les 
olonnes Cj

de A, j ∈ ∁J , sont (de manière unique) 
ombinaisons linéaires des 
olonnes

Cj1 , . . . , Cjr , et les lignes Li de A, i ∈ ∁I, sont (de manière unique) 
ombi-

naisons linéaires des lignes Li1 , . . . , Lir .
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Démonstration. (a) est une 
onséquen
e dire
te du théorème 4.2.2 et du fait

que det(M) = det(tM) pour toute matri
e 
arrée. Les assertions 
on
ernant

les 
olonnes résultent des dé�nitions, et on déduit les énon
és analogues pour les

lignes en 
onsidérant

tA.

4.2.4. Cal
ul du noyau. La donnée de la matri
e A est équivalente à 
elle de

l'appli
ation linéaire

u : Kp → Kn
é
rite matri
iellement X 7→ Y = AX.

On a r = rang(A) = dim Im(u) = dimvect(A1, . . . , Ap), et don


dimKer(u) = p− dim Im(u) = p− r.

La re
her
he du noyau 
onsiste à résoudre le système AX = 0. On notera Ker(A)

e noyau. Choisissons DI,J = det(A′) 6= 0 un déterminant mineur extrait de A, de
taille r. Quitte à permuter les lignes et les 
olonnes (et don
 quitte à renuméroter

les 
oordonnées xj dans un autre ordre), on va pouvoir é
rire

A =

(
A′ A′′

M ′ M ′′

)
ave






A′ r × r
A′′ r × (p− r)
M ′ (n− r)× r
M ′ (n− r)× (p− r)

, X =

(
X ′

X ′′

)

ave
 X ′
, X ′′

des 
olonnes de tailles respe
tives r et p− r, et don


AX =

(
A′X ′ + A′′X ′′

M ′X ′ +M ′′X ′′

)
.

On sait que les lignes de (M ′ M ′′) sont 
ombinaisons linéaires des lignes de

(A′ A′′), par 
onséquent le système AX = 0 est équivalent au système partiel

A′X ′ + A′′X ′′ = 0, i.e. A′X ′ = −A′′X ′′
. Mais i
i la matri
e A′

est inversible,

on voit alors qu'on peut 
hoisir X ′′ ∈ M(p−r)×1(K) arbitraire et qu'il su�t de

prendre X ′ = −(A′)−1A′′X ′′
(il le faut aussi !). Le noyau {X / AX = 0} est don


l'ensemble des ve
teurs 
olonnes

X =

(
X ′

X ′′

)
=

(
−(A′)−1A′′X ′′

X ′′

)
=

(
−(A′)−1A′′

Ip−r

)
X ′′, X ′′ ∈ M(p−r)×1(K).

On voit sur 
ette formule que le noyau est bien de dimension (p− r). L'usage de

la formule (A′)−1A′′ = 1
det(A′)

t(comat(A′))A′′
revient (en théorie) à appliquer les

formules de Cramer pour résoudre A′X ′ = −A′′X ′′
. En pratique, il vaut mieux

utiliser la méthode du pivot.

4.3. Compatibilité des systèmes linéaires

Pour résoudre un système linéaire ave
 se
ond membre

(Σ) : AX = B
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il su�t de 
onnaître une solution parti
ulière Xpart (s'il y en a) : en soustrayant

AXpart = B et en posant Ξ = X −Xpart, on se ramène en e�et à résoudre

A(X −Xpart) = AΞ = 0.

Ce
i montre alors que les solutions de (Σ) sont les matri
es 
olonnes

(4.3.1) X = Xpart + Ξ, Ξ ∈ Ker(A),

en on sait que dimKer(A) = p− r (ave
 les notations de 4.2.4). On peut énon
er

4.3.2. Théorème. L'ensemble des solutions d'un système linéaire quel
onque

(Σ) : AX = B où A est une matri
e re
tangulaire n×p de rang r est ou bien vide,

ou bien 
'est un sous-espa
e a�ne de dimension (p− r) de Mp×1(K) de la forme

Xpart +Ker(A),

où Xpart est une solution parti
ulière de (Σ). [Un sous-espa
e a�ne d'un espa
e

ve
toriel est par dé�nition un translaté d'un sous-espa
e ve
toriel, un tel sous-

espa
e a�ne ne 
ontient en général pas 0 et n'est don
 pas un sous-espa
e

ve
toriel ].

Ker(A)

Solutions

0

Ξ

Xpart

X = Xpart + Ξ

Il nous reste à 
ara
tériser les 
onditions assurant que l'ensemble des solutions d'un

système linéaire donné (Σ) est non vide ; on dit alors que (Σ) est 
ompatible, sinon,

lorsque l'ensemble des solutions est vide, on dit que le système est in
ompatible.

4.3.3. Exemple. Soit à résoudre sur R le sytème linéaire

(Σ) :





3x− y + z = b1

x+ 2y − 5z = b2

4x+ y − 4z = b3.

La matri
e A =




3 −1 1
1 2 −5
4 1 −4




est de rang 2, en e�et la troisième ligne est somme

des deux premières, tandis que l'on a par exemple

∣∣∣∣
3 −1
1 2

∣∣∣∣ 6= 0. La 
ondition
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né
essaire et su�sante de 
ompatibilité du système est don
 que b3 = b1 + b2, et
dans 
e 
as la troisième équation est super�ue puisque 
ombinaison linéaire des

deux premières. Si b3 = b1 + b2, on a don


(Σ) ⇐⇒
{
3x− y + z = b1

x+ 2y − 5z = b2
⇐⇒

{
3x− y = b1 − 3z

x+ 2y = b2 + 5z.

Lorsque z ∈ R est �xé (arbitrairement), il s'agit d'un système de Cramer par

rapport à (x, y), et on trouve



x
y
z


 =




2b1+b2−z
7

−b1+3b2+18z
7

z


 =




2b1+b2
7

−b1+3b2
7

0


+

z

7




−1
18
7




où P =




2b1+b2
7

−b1+3b2
7

0


 est une solution parti
ulière et V =




−1
18
7




une base du

noyau Ker(A). On voit que l'ensemble des solutions est la droite a�ne ∆ = P+RV
passant par P et de ve
teur dire
teur V . En général, 
e n'est pas une droite ve
to-

rielle, ∆ ne 
ontient 0 que si b1 = b2 =0 (et b3 =0 pour la 
ompatibilité).

De manière générale, pour une matri
e A ∈ Mn×p(K), on 
hoisit un détermi-

nant mineurDI,J = det(A′) 6= 0 de taille r extrait de A, et on reprend la dis
ussion

du 4.2.4. Après permutation éventuelle des lignes et des 
olonnes, on est ramené

à résoudre un système de la forme

(
A′X ′ + A′′X ′′

M ′X ′ +M ′′X ′′

)
=

(
B′

B′′

)
, B′ ∈ Mr×1(K), B′′ ∈ M(n−r)×1(K).

On sait i
i que 
haque ligne Mk = (M ′
k M ′′

k ) de M = (M ′ M ′′), k ∈ ∁I, est

ombinaison linéaire des lignes Ai = (A′

i A′′
i ), i ∈ I, de A, i.e. Mk =

∑
i=1 λiAi,

ou en
ore

M ′
k =

r∑

i=1

λiA
′
i, M ′′

k =

r∑

i=1

λiA
′′
i ,

pour des 
oe�
ients λ1 . . . λr ∈ K (dépendant évidemment de l'indi
e ligne k).
Pour que le système (Σ) soit 
ompatible, il faut et il su�t que dans 
ha
une des

équations 
orrespondantes

(4.3.4)

p∑

j=1

mkjxj = b′′k ,

le 
oe�
ient b′′k soit pré
isément égal à la même 
ombinaison linéaire b′′k =
∑r

i=1λib
′
i

des 
onstantes b′1, . . . , b
′
r. En e�et, dans 
e 
as, les équations (4.3.4) sont 
onsé-

quen
es des r premières, et (Σ) se ramène à un système de Cramer automa-

tiquement 
ompatible A′X ′ = B′ − A′′X ′′
(ses solutions sont données par

X ′ = (A′)−1(B′′ − A′′X ′′) ave
 X ′′
quel
onque).
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4.3.5. Proposition. On suppose 
hoisi un déterminant mineur

DI,J = det(A′) 6= 0

extrait de A, de taille r = rang(A). La 
ondition né
essaire et su�sante de


ompatibilité de (Σ) : AX = B est qu'on ait annulation des (n − r) déterminants

(r + 1)× (r + 1)

det

(
A′ B′

M ′
k b′′k

)
= 0, k ∈ ∁I

où M ′
k est la k-ième ligne de M ′ (à savoir les portions de lignes de A qui


orrespondent aux lignes 
omplémentaires ∁I et aux 
olonnes J). Dans 
e 
as,

(Σ) est équivalent au système de Cramer

A′X ′ = B′ − A′′X ′′

où X ′′ ∈ M(n−r)×1(K) est quel
onque, et sinon l'ensemble des solutions est vide.

Démonstration. En e�et, 
omme A′
est de rang r, l'annulation des déterminants


i-dessus équivaut au fait que la dernière ligne soit 
ombinaison linéaire des

r premières, ave
 des 
oe�
ients λi for
ément uniques exprimant M ′
k 
omme


ombinaison linéaireM ′
k =

∑r
i=1 λiA

′
i (les lignes A

′
1, . . . , A

′
r étant indépendantes).

On a alors aussi b′′k =
∑r

i=1 λib
′
i, et M

′′
k est en
ore la même 
ombinaison linéaire

M ′′
k =

∑r
i=1 λiA

′′
i , d'où la 
ompatibilité de (Σ).

4.3.6. Remarque. Dans le 
as où le système est 
ompatible, on obtient une

solution parti
ulière en prenant tout simplement X ′′ = 0, 
e qui donne

Xpart =

(
(A′)−1B′

O

)
, O = matri
e nulle ∈ M(p−r)×1(K),

et on a la solution générale

X =

(
(A′)−1B′

O

)
+

(
−(A′)−1A′′

Ip−r

)
X ′′, X ′′ ∈ M(p−r)×1(K) quel
onque.
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Chapitre 4

Arithmétique entière et polynomiale

Dans 
e 
hapitre, nous énonçons et démontrons les propriétés arithmétiques

élémentaires partagées par l'anneau des entiers et l'anneau des polyn�mes à une

indéterminée K[X ] (où K est un 
orps 
ommutatif). A�n de donner une présen-

tation uni�ée, il est 
ommode de mettre en ÷uvre un 
ertain nombre de notions

générales 
on
ernant la divisibilité et la fa
torisation dans des anneaux 
ommu-

tatifs unitaires quel
onques, en parti
ulier la notion d'idéal d'un anneau, introduite

en 1921 par Emmy Noether (éminente mathémati
ienne allemande, 1882�1935).

1. Généralités sur les anneaux et la divisibilité

1.1. Dé�nitions prin
ipales

1.1.1. Dé�nition. Un anneau est un triplet (A,+,×) formé d'un ensemble A et

de deux lois de 
omposition interne

+ : A× A→ A, (x, y) 7→ x+ y,

× : A× A→ A, (x, y) 7→ x× y

ayant les propriétés suivantes :

(a) (A,+) est une groupe 
ommutatif, 
'est-à-dire que la loi + appelée addition est

asso
iative, 
ommutative, dotée d'un élément neutre 0A, et que tout élément x
possède un symétrique x′, en sorte que x+ x′ = 0A (on le note x′ = −x et on

l'appelle opposé de x) ;

(b) la multipli
ation × est asso
iative et distributive par rapport à +, et possède

un élément neutre noté 1A.

1.1.2. Remarque. On omettra assez souvent l'indi
e A dans l'é
riture de

0A et 1A. Nous avons i
i supposé l'existen
e d'un élément neutre 1A pour la

multipli
ation, mais 
ertains auteurs n'in
luent pas 
et axiome et parlent alors

d'anneau unitaire. Il est à noter qu'on ne suppose pas né
essairement 1A 6= 0A,
par exemple A = {0} est bien un anneau et 0 y est élément neutre à la fois pour

l'addition et la multipli
ation. En fait, 
omme les axiomes impliquent 0A×x = 0A
et 1A × x = x, on voit que l'on a 1A = 0A si et seulement si l'anneau est réduit

à {0A}, don
 
e 
as est unique et très �dégénéré�. Un anneau A est appelé un 
orps

si 1A 6= 0A et si tout élément x 6= 0A possède un inverse x′ pour la multpli
ation,


'est-à-dire tel que x× x′ = x′ ×x = 1A. Un 
orps K possède don
 au moins deux

éléments 0K et 1K. Il peut fort bien se réduire à 
es deux éléments, 
'est le 
as
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du 
orps noté F2 = {0, 1} (ou en
ore Z/2Z, voir plus loin), dans lequel on prend

1 + 1 = 0.

1.1.3. Dé�nition. Un morphisme d'anneaux ϕ : A → B entre deux anneaux

A et B (non né
essairement 
ommutatifs) est une appli
ation possédant les trois

propriétés suivantes :

(a) ∀x, y ∈ A, ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) ;

(b) ∀x, y ∈ A, ϕ(x× y) = ϕ(x)× ϕ(y) ;

(
) ϕ(1A) = 1B.

Il résulte de (a) que ϕ est en parti
ulier un morphisme de groupes additifs de (A,+)
dans (B,+), 
e qui entraîne que l'on a aussi ϕ(0A) = 0B [prendre x = y = 0A℄.
L'axiome (
) sert à éviter l'appli
ation inintéressante ϕ = 0 et d'autres pathologies.

Dans la suite de 
e 
hapitre, mis à part l'exemple 1.1.4 (e) 
i-dessous, on

s'intéressera ex
lusivement à des anneaux (A,+,×) 
ommutatifs et à des 
orps

(K,+,×) 
ommutatifs, 
'est-à-dire tels que la multipli
ation × soit 
ommutative.

Pour simpli�er les notations, on omettra souvent l'é
riture des lois, et on parlera

d'un anneau A et d'un 
orps K (qui seront impli
itement supposés 
ommutatifs,

sauf mention expli
ite du 
ontraire).

1.1.4. Exemples d'anneaux. Ce 
hapitre sera presque ex
lusivement 
onsa
ré

aux deux exemples fondamentaux (a) et (b) 
i-dessous et à leurs propriétés

arithmétiques.

(a) (Z,+,×), l'anneau des entiers relatifs.

(b) (K[X ],+,×), l'anneau des polyn�mes à 
oe�
ients dans un 
orps K. Un

polyn�me est une expression formelle P =
∑d

i=0 aiX
i
, ai ∈ K, qui peut être


odée 
omme une somme P =
∑

i∈N aiX
i
possédant seulement un nombre �ni

de 
oe�
ients ai non nuls, ou en
ore, si on veut, 
omme une suite in�nie de


oe�
ients (a0, a1, . . . , an, . . .) presque tous nuls. Étant donné

P =
∑

i∈N

aiX
i, Q =

∑

i∈N

biX
i,

l'addition et la multipli
ation sont dé�nies par

P +Q =
∑

i∈N

(ai + bi)X
i, P ×Q =

∑

k∈N


 ∑

i+j=k

aibj


Xk.

Au polyn�me P =
∑d

i=0 aiX
i
, ai ∈ K, on peut asso
ier la fon
tion polynomiale

fP : K → K, x 7→ fP (x) =
d∑

i=0

aix
i,

mais il 
onvient de distinguer soigneusement P de fP : P n'est pas une

fon
tion, mais un objet �formel�, élément d'un espa
e ve
toriel de dimension
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in�nie sur K, dont (X i)i∈N est une base. Par exemple, si on prend le 
orps à

2 éléments K = F2 = {0, 1}, tous les polyn�mes Pi = X i
, i > 1, fournissent la

même fon
tion polynomiale fi : K → K, x 7→ fi(x) = xi telle que fi(0) = 0 et

fi(1) = 1. Par ailleurs, le polyn�me non nul P = X2 −X = X(X − 1) a pour

fon
tion polyn�me asso
iée fP = 0 sur F2 !

(
) L'anneau A = Z/6Z (la notation sera expliquée plus loin), formé des entiers


al
ulés modulo 6. On prend A = {0, 1, 2, 3, 4, 5} et on 
al
ule le résultat des

opérations + et × en 
onsidérant que 6 est nul (de sorte que par exemple

3 + 5 = 8 = 6 + 2 = 2, 3× 5 = 15 = 6 + 6 + 3 = 3). Ce
i donne les tables de

Pythagore suivantes pour les lois + et × de l'anneau :

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

× 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 4 4 2

5 0 5 4 3 2 1

Dans 
et anneau A �étrange�, on a don
 des éléments non nuls dont le produit

est nul, par exemple 2× 3 = 0.

(d) L'ensemble FR des fon
tions de R dans R, muni de l'addition et de la

multipli
ation des fon
tions est un anneau 
ommutatif qui a aussi la propriété

�étrange� 
i-dessus : le produit des fon
tions non nulles f(x) = x + |x| et
g(x) = x−|x| est la fon
tion fg = 0 (puisque f(x)g(x) = x2−|x|2 = 0 sur R).

(e) L'ensemble des matri
es 
arrées Mn×n(K), muni de l'addition et de la mul-

tipli
ation des matri
es, est un anneau non 
ommutatif si n > 2 (si n = 1,
il s'identi�e au 
orps 
ommutatif K). Le 
hapitre suivant donnera quelques

lumières sur ses propriétés.

1.1.5. Exemples de morphismes d'anneaux.

(a) L'appli
ation ϕ : Z → F2 = {0, 1} telle que ϕ(x) = 0 si x est pair et ϕ(x) = 1
si x est impair est un morphisme d'anneaux.

(b) Si w ∈ K est un élément �xé, l'appli
ation ϕw : K[X ] → K qui à un polyn�me

P asso
ie sa valeur ϕw(P ) = P (w) au point w est un morphisme d'anneaux.

(
) L'ensemble D des nombres dé
imaux est un anneau, et l'in
lusion ϕ : Z →֒ D
est un morphisme d'anneaux.

(d) L'appli
ation ϕw : FR → R qui asso
ie à une fon
tion f ∈ FR sa valeur

ϕw(f) = f(w) en un point w ∈ R est un morphisme d'anneaux.
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(e) Pour tout anneau A, on a un morphisme dit 
anonique

ϕcan : Z → A, n 7→ nA

où l'on dé�nit nA := 1A+· · ·+1A (n fois) si n ∈ N∗
, (−n)A := −(nA), l'élément

0A étant i
i en
ore l'élément neutre de A pour l'addition. L'additivité de ϕcan

est évidente, et la multipli
ativité résulte de la distributivité de × par rapport

à + dans A. On prendra garde au fait que l'on peut avoir nA = 0 même si

n 6= 0, 
omme 
'est le 
as pour n = 6 dans l'exemple 1.1.4 (e) ; 
ependant, il

est fréquent que l'on omette l'indi
e A et que l'on désigne par le même symbole

n un élément de Z et son image dans A, sauf si on veut absolument éviter les


onfusions.

On donne un nom au phénomène apparu dans les exemples 1.1.4 (
) et (d).

1.1.6. Dé�nition. Soit A un anneau (
ommutatif, on ne le répétera plus ! ).

(a) On appelle diviseur de 0 dans A tout élément x 6= 0 pour lequel il existe y 6= 0
tel que xy = 0.

(b) L'anneau A est dit intègre s'il ne possède pas de diviseurs de 0, 
'est-à-dire si

∀x, y ∈ A, x 6= 0 et y 6= 0 =⇒ xy 6= 0.

ou en
ore, par 
ontraposition, si

∀x, y ∈ A, xy = 0 =⇒ x = 0 ou y = 0.

1.1.7. Exemples d'anneaux intègres et non intègres.

(a) Comme il est bien 
onnu, Z est un anneau intègre.

(b) Tout 
orps K est un anneau intègre : en e�et, si x, y ∈ K sont non nuls, il

possèdent des inverses x′, y′, et don
 x′xyy′ = 1, 
e qui implique xy 6= 0.

(
) L'anneau K[X ] est également intègre : en e�et si on a deux polyn�mes non

nuls P =
∑d

j=0 ajX
j
, Q =

∑δ
j=0 bjX

j
de termes dominants non nuls adX

d
et

bδX
δ
, alors PQ est de terme dominant non nul adbδX

d+δ
. En parti
ulier on

voit que

deg(PQ) = d+ δ = deg(P ) + deg(Q).

A�n que 
ette égalité soit en
ore vraie lorsque P = 0 ou Q = 0, on 
onvient de

dé�nir le degré du polyn�me nul 
omme étant −∞, ave
 la règle −∞+δ = −∞
pour tout δ ∈ N ∪ {−∞}.

(d) Si A est un anneau 
ommutatif, on peut dé�nir l'anneau de polyn�mes A[X ] à

oe�
ients dans A de la même manière que pour un 
orps, et le raisonnement

du (
) implique que l'anneau A[X ] est intègre dès que A est lui-même intègre.

(e) Les anneaux Z/6Z et FR dé�nis 
i-dessus ne sont pas intègres. L'anneau non


ommutatif Mn×n(K) non plus, si n > 2 : par exemple le 
arré de la matri
e(
0 1
0 0

)
est nul.
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1.2. Notions liées à la divisibilité

1.2.1. Dé�nitions et notations. Soit (A,+,×) un anneau intègre non trivial.

(a) On notera A∗ = Ar{0} l'ensemble des éléments non nuls de A. L'hypothèse A
intègre signi�e que la multipli
ation est une loi de 
omposition interne sur A∗

.

(b) Si x, y ∈ A∗
, on dit que x divise y, et on é
rit x | y, s'il existe λ ∈ A∗

tel que

y = λx. Dans 
e 
as, on dit aussi que y est un multiple de x et que x est un

diviseur de y. Par extension, on 
onvient aussi de dire que 0 est un multiple

de x (on prend λ = 0).

Les propriétés suivantes sont à peu près évidentes.

1.2.2. Propriétés.

(a) (transitivité ) si x, y, z ∈ A∗
, x | y et y | z entraîne x | z.

(b) pour x ∈ A∗
et y, z, α, β ∈ A, si x | y et x | z alors x | (αy + βz), à moins que

αy + βz = 0.

Démonstration. (a) Si y = λx et z = µy, alors z = µ(λx) = (µλ)x dans A∗
.

(b) Si y = λx et z = µx, alors αy + βz = (αλ+ βµ)x.

1.2.3. Éléments inversibles. Soit A est un anneau non trivial (i.e. 1A 6= 0A),
non né
essairement 
ommutatif. Un élément u ∈ A est dit inversible s'il existe

u′ ∈ A tel que

uu′ = u′u = 1A.

On note A×
l'ensemble des éléments inversibles. C'est un sous-ensemble de A∗

.

1.2.4. Proposition. (A×,×) est un groupe.

Démonstration. Il est fa
ile de voir que le produit de deux éléments inversibles

u, v est inversible et que (uv)−1 = v−1u−1
, don
 la multipli
ation est une loi

de 
omposition interne. Par ailleurs 1A est inversible et 1A ∈ A×
. Comme la

multipli
ation est asso
iative et que l'inverse u−1
d'un inversible est lui aussi

inversible, la proposition s'ensuit.

1.2.5. Exemples.

(a) Dans Z, l'ensemble des éléments inversibles est Z× = {1,−1}.
(b) Dans K[X ] si on a PQ = 1 alors P et Q sont non nuls et deg(P )+deg(Q) = 0,


e qui implique que P et Q sont des polyn�mes 
onstants non nuls. Par


onséquent

K[X ]× = {polyn�mes 
onstants a0 6= 0} ≃ K∗.

(
) Considérons

A = {x = a+ b
√
2 / a, b ∈ Z}
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Comme

(a+ b
√
2)(a′ + b′

√
2) = (aa′ + 2bb′) + (ab′ + a′b)

√
2,

on voit aisément que (A,+,×) est un anneau. Dans 
et anneau

(1 +
√
2)(−1 +

√
2) = 1

don
 ±(1 +
√
2) et ±(−1 +

√
2) sont inversibles. Par la propriété de groupe

de A×
, tous les éléments u = ±(1 +

√
2)k, k ∈ Z sont inversibles. On peut

montrer qu'il n'y en a pas d'autres.

1.2.6. Éléments irrédu
tibles. Soit A un anneau intègre non trivial. Un

élément p ∈ A∗
est dit irrédu
tible si p n'est pas inversible et si on ne peut pas

dé
omposer p sous la forme

p = xy ave
 x, y ∈ A∗
non inversibles,

ou, de façon équivalente, si p est non inversible et si

∀x, y ∈ A∗, p = xy =⇒ x ou y inversible.

On notera qu'on peut toujours dé
omposer un élément x ∈ A∗
quel
onque sous la

forme x = u× u−1x pour tout élément inversible u, 
e qui justi�e le fait d'exiger

une dé
omposition en éléments non inversibles.

1.2.7. Exemples.

(a) Dans Z, les éléments irrédu
tibles sont exa
tement les nombres premiers et

leurs opposés :

P = {2, 3, 5, 7, 11, . . .},
−P = {−2,−3,−5,−7,−11, . . .}.

(b) Dans K[X ], les éléments irrédu
tibles sont né
essairement des polyn�mes de

degré > 1, 
ar les 
onstantes (non nulles) sont inversibles. Il est 
lair que tout

polyn�me P = aX + b de degré 1 (a 6= 0) est irrédu
tible, puisque si P = QR
ave
 Q,R non inversibles, alors deg(Q) > 1 et deg(R) > 1, don
 deg(P ) > 2.
Notons que aX + b = a(X + b/a) admet la ra
ine x = −b/a ∈ K.

(
) Il peut se produire que des polyn�mes de degré > 2 soient irrédu
tibles.

Par exemple, dans R[X ], P = X2 + 1 est irrédu
tible, 
ar s'il avait une

dé
omposition P = QR, les fa
teurs seraient né
essairement de degré 1, disons
Q = aX + b, R = a′X + b, a, a′ ∈ R∗

, b, b′ ∈ R, 
e qui donnerait des ra
ines

réelles pour P .

(d) Le même raisonnement montre que P = X3 − 2 est irrédu
tible dans Q[X ].
Sinon P = QR ave
 un fa
teur de degré 1, disons Q = aX + b ave
 a ∈ Q∗

,

b ∈ Q, 
e qui donnerait une ra
ine rationnelle x = −b/a. Mais P = X3 − 2
admet seulement la ra
ine réelle x = 3

√
2 qui n'est pas rationnelle, 
f. 2.4.5.
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1.3. Division eu
lidienne

Donnons d'abord la dé�nition dans un anneau 
ommutatif intègre quel
onque.

1.3.1. Dé�nition. Soit A un anneau 
ommutatif intègre (non trivial). On dit

que A est un anneau eu
lidien, ou que A possède une division eu
lidienne, s'il

existe une fon
tion v : A∗ → N (appelée stathme eu
lidien ou simplement stathme)
telle que

∀a ∈ A, ∀b ∈ A∗, ∃ q, r ∈ A tels que a = bq + r ave
 r=0 ou r 6=0, v(r)<v(b).

I
i a est appelé dividende, b diviseur, q quotient et r reste de la division eu
lidienne.

Il est à noter qu'on n'exige pas en général l'uni
ité du 
ouple (q, r).

1.3.2. Cas des anneaux Z et K[X℄.

(a) Z possède une division eu
lidienne* asso
iée au stathme v(x) = |x|. Dans 
e


as on a une division eu
lidienne sous la forme plus pré
ise

a = bq + r ave
 0 6 r < |b|,

et sous 
ette 
ondition, le 
ouple (q, r) est unique. Redémontrons 
ette

propriété. Si b < 0, quitte à 
hanger b en −b et q en −q, on se ramène

au 
as b > 0. Pour a ∈ N, on montre alors la propriété par ré
urren
e sur a :

elle est vraie si 0 6 a < b (prendre q = 0 et r = a), et si a > b, on peut

appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à a′ = a− b < a pour obtenir a′ = bq′+ r,
0 6 r < b, 
e qui donne

a = a′ + b = b(q′ + 1) + r = bq + r ave
 q = q′ + 1.

Lorsque a < 0, on peut appliquer la division à a′′ = a + |a|b > |a|(b− 1) > 0,
et la division a′′ = bq′′+ r donne par soustra
tion a = bq+ r ave
 q = q′′−|a|.
I
i, il y a uni
ité de (q, r), 
ar si a = bq+ r = bq′ + r′ ave
 0 6 r, r′ < b, on en

déduit que r′ − r = b(q − q′) est multiple de b, et 
omme −b < r′ − r < b, la
seule possibilité est r′ − r = 0, d'où aussi q − q′ = 0.

(b) K[X ] possède une division eu
lidienne asso
iée au stathme v(P ) = deg(P ) :
si B ∈ K[X ]∗, tout polyn�me A ∈ K[X ] peut s'é
rire de manière unique

A = BQ+R ave
 deg(R) < deg(B)

(
e qui in
lut la possibilité que R = 0 ave
 notre 
onvention que deg(0) = −∞).

La démonstration est similaire à 
elle faite dans Z : on raisonne par ré
urren
e

sur d = deg(A), le résultat étant évident si d = deg(A) < δ = deg(B) (on prend

* En arithmétique pure, il y a bien d'autres exemples que Z admettant une division eu
lidienne,

par exemple l'anneau des �entiers de Gauss� A = Z[i℄ = {x+yi / x, y ∈ Z}. Si a ∈ A et b ∈ A∗
, on

véri�e aisément que le point q ∈ A le plus pro
he du quotient exa
t

a

b
∈ C est tel que r = a− bq

satisfait N(r) < N(b) où N(z) = N(x+ yi) = x2+ y2 ∈ N. On prend i
i v = N 
omme stathme.
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alors Q = 0, R = A). Supposons maintenant d > δ et le résultat démontré

pour d′ < d, et é
rivons

A = a0 + a1X + · · ·+ adX
d, B = b0 + b1X + · · ·+ bδX

δ, ad 6= 0, bδ 6= 0.

Si on prend la di�éren
e des termes dominants dans

A′ := A− ((ad/bδ)X
d−δ)B ∈ K[X ]

on trouve adX
d − ((ad/bδ)X

d−δ)(bδX
δ) = 0, don
 d′ = deg(A′) < d. Par

hypothèse de ré
urren
e, on peut é
rire A′ = BQ′ +R, 
e qui donne alors

A = BQ+R ave
 Q = (ad/bδ)X
d−δ +Q′.

Notons que 
ette démonstration est pré
isément l'expli
itation théorique de

l'algorithme de division des polyn�mes. I
i en
ore on a uni
ité, puisque

A = BQ+R = BQ′ +R′
ave
 deg(R), deg(R′) < deg(B)

implique R′ −R = B(Q−Q′) ave
 deg(R′ −R) < deg(B), d'où R′ −R = 0 et

Q−Q′ = 0.

1.3.3. Exemple de division dans K[X℄. Voi
i un exemple de division

polynomiale ; on pro
ède 
omme pour la division entière, en appliquant la

pro
édure de ré
urren
e dé
rite plus haut.

3X5 − 2X4 + 4X3 − 5X2 + 2X + 4 2X2 − 3X + 4

3X5 − 9
2X

4 + 6X3

3
2
X3 + 5

4
X2 + 7

8
X − 59

16
5
2X

4 − 2X3 − 5X2

5
2
X4 − 15

4
X3 + 5X2

7
4
X3 − 10X2 + 2X

7
4X

3 − 21
8 X

2 + 7
2X

−59
8 X

2 − 3
2X + 4

−59
8
X2+177

16
X − 59

4

−201
16 X + 75

4

Le degré du dernier reste deg(R) = 1 est inférieur au degré deg(B) = 2 du diviseur

B = 2X2 − 3X + 4, don
 l'opération est terminée. On en déduit l'égalité

3X5 − 2X4 + 4X3 − 5X2 + 2X + 4

= (2X2 − 3X + 4)
(
3
2X

3 + 5
4X

2 + 7
8X − 59

16

)
+
(
− 201

16 X + 75
4

)
.
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1.3.4. Remarque. Comme on le voit ave
 l'exemple 
i-dessus, la division eu
li-

dienne n'est pas possible en général dans un anneau de polyn�mes A[X ] dont les

oe�
ients sont pris dans un anneau A, 
ar on est amené à utiliser des fra
tions.

En revan
he, si le polyn�me B est unitaire de degré δ, 
'est-à-dire de 
oe�
ient

dominant bδ = 1,

B = Xδ + bδ−1X
δ−1 + · · ·+ b1X + b0, bj ∈ A,

alors la division eu
lidienne est possible, 
ar dans 
e 
as l'étape de ré
urren
e

dé
rite au 1.3.2 (b) ne né
essite plus de fra
tions. En parti
ulier, si on fait

dans Z[X ] une division par un polyn�me unitaire, le quotient et le reste sont

bien dans Z[X ].

1.4. Ra
ines des polyn�mes et fa
torisation

Soit P ∈ A[X ] un polyn�me à 
oe�
ients dans un anneau intègre A. Si l'on

e�e
tue la division par (X−w) ave
 w ∈ A, 
e qui est possible puisque (X−w) est
unitaire, le reste R ∈ A[X ] doit véri�er deg(R) < deg(X − a) = 1, par 
onséquent

e reste est une 
onstante : P (X) = (X−w)Q(X)+c. Mais si on substitue X = w,
il vient P (w) = c. On en déduit aisément :

1.4.1. Théorème. Pour tout polyn�me P ∈ A[X ] non 
onstant et tout élément

w ∈ A, il existe un polyn�me Q ∈ A[X ] de degré deg(Q) = deg(P )− 1 tel que

P (X) = (X − w)Q(X) + P (w).

En parti
ulier, si P (w) = 0, alors P est divisible par (X − w).
[Nota. Si P est 
onstant, 
e
i est vrai aussi ave
 Q = 0 ].

1.4.2. Corollaire. Soit P ∈ A[X ] un polyn�me admettant des ra
ines 2 à 2
distin
tes w1, . . . , wk. Alors P est divisible par (X −w1) . . . (X −wk), 
'est-à-dire
qu'il existe Q ∈ A[X ] tel que

P (X) = (X − w1) . . . (X − wk)Q(X)

Démonstration. On raisonne par ré
urren
e sur k, le résultat ayant déjà été

démontré pour k = 1. Supposons le résultat déjà démontré pour k, et supposons
que P admette une autre ra
ine wk+1. Alors

0 = P (wk+1) = (wk+1 − w1) . . . (wk+1 − wk)Q(wk+1).

Comme l'anneau A est intègre et que wk+1−wj 6= 0 pour 1 6 j 6 k, on en 
on
lut

que Q(wk+1) = 0, mais alors Q(X) est divisible par (X −wk+1) et par 
onséquent
P (X) est divisible par (X −w1) . . . (X −wk)(X −wk+1), 
e qui démontre bien la

propriété à l'ordre k + 1.
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Les propriétés qui pré
èdent sont très utiles également dans les anneaux de

polyn�mes à plusieurs variables. On dé�nit ainsi un polyn�me P ∈ A[X, Y ] 
omme

une expression formelle

P (X, Y ) =
∑

16i6d, 16j6d′

ai,jX
iY j , ai,j ∈ A.

Le degré total deg(P ) (resp. les degrés partiels degX(P ), degY (P )) désigne le

maximum des entiers i+ j (resp. i, resp. j) tels qu'il existe un 
oe�
ient ai,j 6= 0.
Si l'on é
rit P sous forme fa
torisée

P (X, Y ) =
∑

16j6d′

( ∑

16i6d

ai,jX
i

)
Y j ,

on en 
on
lut que A[X, Y ] = A[X ][Y ], 
'est-à-dire que A[X, Y ] n'est autre que

l'anneau des poly�mes en l'indéterminée Y dont les 
oe�
ients sont des éléments de

l'anneau A[X ]. En appliquant le théorème 1.4.1 à l'anneau A′[Y ] ave
 A′ = A[X ],
on obtient alors la 
onséquen
e suivante.

1.4.3. Corollaire. Soit P (X, Y ) ∈ A[X, Y ]. Si P est tel que P (X,X) = 0, alors
P (X, Y ) est divisible par Y −X dans A[X, Y ].

Le même raisonnement donne un résultat analogue pour un nombre quel
onque

d'indéterminées.

1.4.4. Corollaire. Soit P ∈ A[X1, X2, . . . , Xn]. Si P (X1, X2, . . . , Xn) devient

nul lorsqu'on fait la substitution Xj := Xi, alors P (X1, X2, . . . , Xn) est divisible

par Xj −Xi dans A[X1, X2, . . . , Xn].

1.4.5. Déterminant de Vandermonde. Nous allons illustrer 
e qui pré
ède en


al
ulant la valeur du déterminant dit de Vandermonde

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1

X1 X2 . . . Xn−1 Xn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

X i−1
1 X i−1

2 . . . X i−1
j . . . X i−1

n−1 X i−1
n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Xn−2
1 Xn−2

2 . . . Xn−2
n−1 Xn−2

n

Xn−1
1 Xn−1

2 . . . Xn−1
n−1 Xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

dont le 
oe�
ient (i, j) est X i−1
j , et qui dé�nit un polyn�me∆ ∈ Z[X1, X2, ..., Xn].

Comme ∆ est une somme de produits de fa
teurs dont un est pris dans 
haque

ligne, 
haque mon�me, tel que le mon�me diagonal X0
1X

1
2 . . .X

n−1
n , est de degré

0 + 1 + · · · + (n − 1) = n(n − 1)/2. Par 
onséquent ∆ est un polyn�me

homogène de degré n(n − 1)/2. Or ∆ s'annule si on substitue Xj := Xi,
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j > i, et le raisonnement du 
orollaire 1.4.2 implique que ∆ est divisible par

le produit P =
∏

16i<j6n(Xj − Xi) (on peut appliquer la ré
urren
e faite plus

haut, 
ar la substition Xj := Xi annule seulement le fa
teur Xj − Xi). Mais

P est également un polyn�me homogène de degré n(n − 1)/2, de sorte que le

quotient ∆/P est une 
onstante. Comme par ailleurs P 
ontient le mon�me∏
16i<j6nXj =

∏
16j6nX

j−1
j , le quotient∆/P est égal à 1. Ce
i donne la formule


lassique

∆ =
∏

16i<j6n

(Xj −Xi).

1.5. Dérivation des polyn�mes

Soit P ∈ A[X ] un polyn�me de degré d sur un anneau intègre A, é
rit

P (X) =

d∑

j=0

ajX
j , aj ∈ A.

On 
ommen
e par dé�nir le polyn�me dérivé P ′(X) de manière purement al-

gébrique � sans avoir à prendre de véritable limite 
omme dans R ou C. Soit

Y une autre indéterminée. On forme le �taux d'a

roissement�

τP (X, Y ) =
P (Y )− P (X)

Y −X
=

d∑

j=0

aj
Y j −Xj

Y −X

=

d∑

j=0

aj(X
j−1 +Xj−2Y + · · ·+XY j−2 + Y j−1).

On voit alors que τP (X, Y ) ∈ A[X, Y ] est un polyn�me de degré total d− 1.

1.5.1. Dé�nition. On appelle polyn�me dérivé de P le polyn�me P ′ ∈ A[X ] de
degré d− 1 tel que

P ′(X) = τP (X,X) =

d∑

j=0

jajX
j−1.

Il est fa
ile de voir que τP+Q(X, Y ) = τP (X, Y ) + τQ(X, Y ) et que

τPQ(X, Y ) =
PQ(Y )− PQ(X)

Y −X
=
P (Y )− P (X)

Y −X
Q(Y ) + P (X)

Q(Y )−Q(X)

Y −X

= τP (X, Y )Q(Y ) + P (X)τQ(X, Y ),


e qui, après substitution Y := X , fournit les formules usuelles de dérivation :

1.5.2. Proposition. Pour tous P,Q ∈ A[X ] on a

(P +Q)′ = P ′ +Q′, (PQ)′ = P ′Q+ PQ′.
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1.5.3. Formule de Leibniz. Pour tous polyn�mes P,Q ∈ A[X ], la dérivée k-ième

du produit PQ est donnée par

(PQ)(k) =

k∑

j=0

(
k

j

)
P (j)Q(k−j)

en notant P (0) = P .

Démonstration. On pro
ède par ré
urren
e sur k, en utilisant les propriétés du

triangle de Pas
al pour passer de k à k + 1, à savoir que

(
k + 1

j

)
=

(
k

j

)
+

(
k

j − 1

)
.

Nous laissons le détail de la véri�
ation au le
teur.

1.5.4. Remarque. Sur 
ertains 
orps tels que K = F2 = {0, 1}, la dérivation

des polyn�mes peut présenter des propriétés �bizarres�. Ainsi, au polyn�me

P = X2 +X ∈ F2[X ] est asso
iée la fon
tion polyn�me nulle fP = 0 : F2 → F2.

Cependant, le polyn�me dérivé P ′ = 2X+1 = 1 ∈ F2[X ] a pour fon
tion polyn�me

asso
iée la fon
tion 
onstante fP ′ = 1.

1.6. Multipli
ité des ra
ines d'un polyn�me

Soit A un anneau intègre et P ∈ A[X ] un polyn�me de degré d > 1 admettant

w ∈ A 
omme ra
ine. On sait qu'on peut é
rire P (X) = (X − w)P1(X) ave


deg(P1) = d− 1, et le polyn�me P1 peut (ou non) admettre de nouveau w 
omme

ra
ine. Si 
'est le 
as, on a P1(X) = (X − w)P2(X) ave
 deg(P2) = d − 2, don

P (X) = (X−w)2P2(X) . On peut répéter le raisonnement ave
 des polyn�mes Pi

de degrés d− i de plus en plus petits jusqu'à 
e que Pi(w) 6= 0, 
e qui se produit

né
essairement à une 
ertaine étape, au plus tard lorsque Pi devient de degré 0
(don
 
onstant et non nul).

1.6.1. Dé�nition. Soit A un anneau intègre et P ∈ A[X ] un polyn�me de degré d
admettant w ∈ A 
omme ra
ine. On dit que w est une ra
ine de multipli
ité m > 1
si on peut é
rire

P (X) = (X − w)mQ(X) ave
 deg(Q) = d−m, Q(w) 6= 0.

Si w n'est pas ra
ine de P , 
'est-à-dire si P (w) 6= 0, l'égalité 
i-dessous est en
ore

valide si m = 0 et Q = P ; on 
onvient don
 de dire que la multipli
ité de w dans

P est égale à 0. On a toujours

m 6 d = deg(P ).

Nous allons voir que la multipli
ité d'une ra
ine peut se déterminer en utilisant

les dérivées su

essives du polyn�me P . La dérivée j-ième de (X − w)m est
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m(m − 1) · · · (m − j + 1)(X − w)m−j
pour j 6 m (et est identiquement nulle

pour j > m). Au point X = w, la seule valeur non nulle est 
elle de la dérivée

m-ième qui vaut (
d

dX

)m

(X − w)m = m! .

La formule de Leibniz appliquée à P (X) = (X − w)mQ(X) donne

P (k)(X) =
k∑

j=0

(
k

j

)
m(m− 1) · · · (m− j + 1)(X − w)m−jQ(k−j)(X).

Pour P (m)(w), on trouve en parti
ulier que le seul terme non nul du membre de

droite 
orrespond à j = m = k. On obtient par 
onséquent :

1.6.2. Formule. Si P (X) = (X − w)mQ(X), alors

P (w) = P ′(w) = . . . = P (m−1)(w) = 0,

P (m)(w) = m!Q(w).

1.6.3. Corollaire. Soit K un 
orps �de 
ara
téristique 0�, 
'est-à-dire tel que

nK 6= 0 pour tout n ∈ N∗
, par exemple K = Q,R ou C. Si P (X) = (X−w)mQ(X)

dans K[X ] ave
 Q(w) 6= 0, on a

P (w) = P ′(w) = . . . = P (m−1)(w) = 0, P (m)(w) = m!Q(w) 6= 0,

autrement dit la multipli
ité de w est le plus petit entier j ∈ N tel que P (j)(w) 6= 0.

1.6.4. Exemples. (a) Dans Q[X ], on 
onsidère

P (X) = X4 +X3 − 30X2 + 76X − 56.

On s'aperçoit que P (2) = 16+8−120+152−56 = 0. Pour trouver la multipli
ité,

on peut 
al
uler les dérivées su

essives

P ′(X) = 4X3 + 3X2 − 60X + 76, P ′(2) = 0,

P ′′(X) = 12X2 + 6X − 60, P ′′(2) = 0,

P ′′′(X) = 24X + 6, P ′′′(2) = 54 6= 0,

don
 x = 2 est une ra
ine triple, 
'est-à-dire de multipli
ité 3. Le quotient

P (X)/(X − 2)3 est unitaire de degré 1 et on voit que l'on a la fa
torisation

P (X) = X4 +X3 − 30X2 + 76X − 56 = (X − 2)3(X + 7),


ar le 
oe�
ient 
onstant du quotient est (−56)/(−2)3 = 7.
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(b) Dans C[X ], on 
onsidère

P (X) = X5 − 3X4 + 2X3 − 6X2 +X − 3.

Nous avons i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1, i5 = i, d'où P (i) = i− 3− 2i+6+ i− 3 = 0.
On 
al
ule alors

P ′(X) = 5X4 − 12X3 + 6X2 − 12X + 1, P ′(i) = 0,

P ′′(X) = 20X3 − 36X2 + 12X − 12, P ′′(i) = 24− 8i 6= 0.

Par 
onséquent x = i est ra
ine double de P . Mais 
omme P est à 
oe�
ients réels,

on voit en prenant les 
onjugués que P (−i) = P ′(−i) = 0 et P ′′(−i) = 24+8i 6= 0,
de sorte que −i est aussi ra
ine double. On en 
on
lut que P (X) est divisible par
(X− i)2(X+ i)2 = (X2+1)2. Le quotient P (X)/(X2+1)2 est unitaire de degré 1
et de 
oe�
ient 
onstant −3, d'où la fa
torisation

P (X) = X5 − 3X4 + 2X3 − 6X2 +X − 3 = (X − i)2(X + i)2(X − 3).

1.7. Théorème de d'Alembert-Gauss

Le théorème de d'Alembert-Gauss, 
onnu aussi sous le nom de théorème

fondamental de l'algèbre, stipule que tout polyn�me P ∈ C[X ] non 
onstant

admet au moins une ra
ine. Les nombres 
omplexes ont été introduits par le

mathémati
ien Bombelli entre 1560 et 1572, mais 
e n'est pas avant d'Alembert, en

1746, qu'on se pose le problème d'une preuve rigoureuse du théorème fondamental

de l'algèbre. En 1815, Gauss parvient �nalement à une preuve 
omplète, utilisant

une ré
urren
e algébrique très subtile sur le degré du polyn�me ; elle repose d'une

part sur la possibilité de résoudre les équations du se
ond degré 
omplexes, 
e qui

se ramène à des 
al
uls de ra
ines 
arrées 
omplexes, et d'autre part sur le fait que

tout polyn�me réel P ∈ R[X ] de degré impair admet une ra
ine réelle. Pour 
ette

dernière a�rmation, on utilise le théorème des valeurs intermédiaires en observant

que pour x ∈ R, P (x) varie entre −∞ et +∞, ou entre +∞ et −∞, en fon
tion du

signe du 
oe�
ient dominant. Nous donnerons i
i une preuve plus simple et plus

dire
te s'appuyant sur des idées d'Argand (1806) et de Cau
hy (1821), qui repose

seulement sur le fait qu'une fon
tion réelle 
ontinue sur un segment y atteint son

in�mum en un point ; les détails de 
ette preuve restent tout de même assez subtils.

Commençons par des préliminaires généraux. Soit P =
∑d

k=1 akX
k ∈ C[X ]

un polyn�me de degré d > 1, ave
 ad 6= 0. Soit r > 0 �xé. Pour θ ∈ [0, 2π], la
fon
tion θ 7→ |P (reiθ)| est 
ontinue, et atteint don
 son in�mum

m(r) = inf
θ∈[0,2π]

|P (reiθ)| = min
|z|=r

|P (z)|

en un point du 
er
le |z| = r. On a

|P (z)| =
∣∣adzd + ad−1z

d−1 + · · ·+ a1z + a0
∣∣

> |ad||z|d − (|ad−1||z|d−1 + · · ·+ |a1||z|+ |a0|),
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e qui entraîne le lemme suivant.

1.7.1. Lemme. On a la minoration

m(r) > |ad|rd − (|ad−1|rd−1 + · · ·+ |a1|r + |a0|) ave
 |ad| > 0,

par 
onséquent lim
r→+∞

m(r) = +∞.

1.7.2. Lemme. La fon
tion r 7→ m(r) est 
ontinue sur [0,+∞[.

Démonstration. Pour des 
omplexes z, w ∈ C véri�ant |z| 6 R et |w| 6 R, on a

wk − zk = (w − z)(zk−1 + zk−2w + · · ·+ zwk−2 + wk−1)

et 
ha
un des k termes zjwk−1−j
est majoré par Rk−1

. Il s'ensuit par 
onséquent

que |wk − zk| 6 kRk−1|w − z| et

|P (w)− P (z)| =
∣∣∣∣∣

d∑

k=0

ak(w
k − zk)

∣∣∣∣∣ 6 |w − z|
d∑

k=1

k|ak|Rk−1.

Maintenant si on prend l'in�mum de |P (z)| sur les 
er
les de rayons r, r′ ∈ [0, R]
et si on applique l'inégalité pré
édente à z = reiθ et w = r′eiθ en observant que

|w − z| = |r′ − r|, on voit en passant à l'in�mum que

|m(r′)−m(r)| 6 |r′ − r|
d∑

k=1

k|ak|Rk−1.

Ce
i entraîne que r 7→ m(r) est 
ontinue sur [0, R] pour tout R > 0, d'où la


on
lusion.

θ

z
w

r
r′

0 r0 R r

m(r0)
m(0)

A

m(r)

Choisissons A > m(0). Comme limr→+∞m(r) = +∞, il existe R su�samment

grand pour quem(r) > A > m(0) pour r ∈ [R,+∞]. Ce
i implique que la fon
tion


ontinue r 7→ m(r) atteint son in�mum sur [0, R], et on sait que 
et in�mum est

atteint en un 
ertain point r0 ∈ [0, R] (pas né
essairement unique).

1.7.3. Corollaire. Il existe un point z0 = r0e
iθ0

du 
er
le |z| = r0 en lequel

|P (z0)| = m(r0) = inf
r∈[0,+∞[

m(r) = inf
z∈C

|P (z)|.
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Nous avons besoin d'un dernier lemme, énon
é par Argand en 1806 (mais publié

seulement en 1814), qui est le point 
ru
ial de la démonstration.

1.7.4. Lemme. Supposons P ∈ C[X ] non 
onstant. Soit z1 ∈ C un point tel que

P (z1) 6= 0. Alors z1 ne peut pas être un minimum lo
al pour z 7→ |P (z)|, autrement

dit, pour tout δ > 0, il existe w ∈ C tel que |w| < δ et |P (z1 + w)| < |P (z1)|.

Notons que 
e lemme est violemment faux sur R : le polyn�me P (X) = X2 + 1
est non 
onstant, positif, mais passe par un minimum non nul P (0) = 1 en x = 0.

Démonstration. Posons Q(X) = P (z1 +X)/P (z1) de sorte que Q(0) = 1, et pour
tout w ∈ C é
rivons

Q(w) = 1 + bkw
k + · · ·+ bdw

d

où bk 6= 0 est le 
oe�
ient non nul d'indi
e k > 1 minimal (il existe puisque les

polyn�mes P et Q sont non 
onstants). On va s'arranger pour avoir un terme bkw
k

qui soit réel négatif (et petit). É
rivons bk = βeiϕ ave
 β = |bk| > 0 et prenons

w = rei(π−ϕ)/k
ave
 r ∈ ]0, δ[. On a alors |w| = r et

bkw
k = βeiϕ rkei(π−ϕ) = βrkeiπ = −βrk,

don


Q(w) = 1− βrk + bk+1w
k+1 + · · ·+ bdw

d.

Choisissons r assez petit pour que 1−βrk > 0. En prenant le module, 
e
i implique

|P (z1 + w)|
|P (z1)|

= |Q(w)| 6 1− βrk + |bk+1|rk+1 + · · ·+ |bd|rd

= 1− rk(β − |bk+1|r − · · · − |bd|rd−k) < 1

pour |w| = r assez petit tel que |bk+1|r + · · · + |bd|rd−k < β/2 (et βrk < 1). Le

lemme est démontré.

1.7.5. Théorème de d'Alembert-Gauss. Tout polyn�me P ∈ C[X ] non


onstant admet au moins une ra
ine z1 ∈ C.

Démonstration. On 
onsidère le point z1 = z0 donné par le 
orollaire 1.7.3,

en lequel |P (z1)| = infz∈C |P (z)|. On veut démontrer que P (z1) = 0. Or, si

P (z1) 6= 0, on peut appliquer le lemme 1.7.4 pour trouver un point z′1 = z1+w tel

que |P (z′1)| < |P (z1)|. C'est une 
ontradi
tion. Par 
onséquent P (z1) = 0.

1.7.6. Théorème. Soit P (X) =
∑d

j=0 ajX
j ∈ C[X ] de degré d, i.e. ad 6= 0.

Alors on peut le fa
toriser en fa
teurs de degré 1 sous la forme

P (X) = ad

s∏

j=1

(X − zj)
mj ,

s∑

j=1

mj = d = degP,

où z1, . . . , zs ∈ C sont les ra
ines 
omplexes 2 à 2 distin
tes et les mj ∈ N∗
leurs

multipli
ités.
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Démonstration. On raisonne par ré
urren
e sur d. Si d = 0, il n'y a rien à

démontrer, on a P (X) = a0 et un produit vide égal à 1, ave
 s = 0. Si d = 1,
on a P (X) = a1X + a0 = a1(X − z1) où z1 = −a0/a1. Supposons d > 2, et
le résultat déjà démontré pour d − 1. D'après le théorème de d'Alembert-Gauss,

P (X) possède une ra
ine 
omplexe z1, et on peut alors fa
toriser P (X) sous la

forme

P (X) = (X − z1)Q(X).

Or Q(X) est un polyn�me de degré d − 1 de terme dominant adX
d−1

, on peut

alors le fa
toriser entièrement sous la forme indiquée (ave
 somme des multipli
ités

égale à d− 1). Le résultat s'ensuit pour P (X).

2. Idéaux et éléments d'arithmétique

2.1. Idéaux, idéaux prin
ipaux, anneaux prin
ipaux

On introduit d'abord de manière générale la notion d'idéal d'un anneau A : si

les éléments de l'anneau sont vus par analogie 
omme des �s
alaires�, la dé�nition

est voisine de 
elle de sous-espa
e ve
toriel d'un espa
e ve
toriel.

2.1.1. Dé�nition. Soit A un anneau. Un sous-ensemble non vide I de A est

appelé idéal de A si

(i) ∀x, y ∈ I, x+ y ∈ I (stabilité pour +) ;

(ii) ∀λ ∈ A, ∀x ∈ I, λx ∈ A (stabilité par la multipli
ation s
alaire de A).

Il est équivalent de demander que I soit stable par �
ombinaisons linéaires�, autre-

ment dit, la 
onje
tion des axiomes (i) et (ii) est équivalente à l'axiome 
i-dessous :

(iii) ∀λ, µ ∈ A, ∀x, y ∈ I, λx+ µy ∈ A (stabilité par 
ombinaisons linéaires ).

L'hypothèse que l'idéal I soit non vide, 
ombinée à l'axiome (ii) ave
 λ = 0
implique que I 
ontient né
essairement l'élément 0 de A.

2.1.2. Exemples. (a) Si g ∈ A, l'ensemble

〈g〉 =
{
λg / λ ∈ A

}

des multiples de g, aussi noté gA, est un idéal de A ; par exemple, dans Z,

〈7〉 = 7Z =
{
. . . ,−21,−14,−7, 0, 7, 14, 21, . . .

}

est un idéal. En parti
ulier 〈1〉 = A est un idéal (appelé �idéal unité� de A),
de même que 〈0〉 = {0} (�idéal zéro�).

(b) Plus généralement, si g1, . . . gN ∈ A, l'ensemble des 
ombinaisons linéaires

〈g1, . . . , gN 〉 =
{ N∑

i=1

λigi / λi ∈ A

}
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est évidemment stable par 
ombinaisons linéaires, don
 
'est un idéal de A. En
ore
plus généralement, on peut 
onsidérer une famille �nie ou in�nie (gi)i∈S et poser

〈gi〉i∈S =

{ ∑

finies

λigi / i ∈ S, λi ∈ A

}
.

On l'appelle idéal engendré par la famille (gi)i∈S. On dit aussi que (gi)i∈S est un

système de générateurs d'un idéal I donné si on a pré
isément I = 〈gi〉i∈S.

(
) Dans l'anneau K[X, Y ] des polyn�mes à 2 indéterminées, l'ensemble I(0,0) des
polyn�mes P tels que P (0, 0) = 0 est un idéal (puisque 
et ensemble est à l'éviden
e

stable par 
ombinaisons linéaires, si P1, P2 ∈ I(0,0), alors P = Q1P1 + Q2P2

véri�e bien P (0, 0) = 0, don
 P ∈ I(0,0)). L'idéal I(0,0) 
onsiste en les polyn�mes

P =
∑

i,j ci,jX
iY j

ayant un 
oe�
ient 
onstant c0,0 = 0, on peut alors é
rire

P =

( ∑

i6=0,j

ci,jX
i−1Y j

)
X +

( ∑

i=0,j 6=0

c0,jY
j−1

)
Y

et on en 
on
lut que

I(0,0) = 〈X, Y 〉.

(d) On se pla
e dans l'anneau K[X ] des polyn�mes sur l'un des 
orps K = Q, R
ou C. Soient w1, . . . , ws ∈ K des points 2 à 2 distin
ts et Iw1,...,ws

l'ensemble des

polyn�mes P tels que P (w1) = . . . = P (ws) = 0. Alors Iw1,...,ws
est un idéal de

K[X ], et en fait les résultats de la se
tion pré
édente montrent que

Iw1,...,ws
= 〈(X − w1) . . . (X − ws)〉


onsiste pré
isément en l'ensemble des polyn�mes

P = Q(X − w1) . . . (X − ws)

qui sont multiples de (X−w1) . . . (X−ws). Plus généralement, si on se donne des

multipli
ités m1, . . . , ms ∈ N et qu'on 
onsidère l'ensemble Iw1(m1),...,ws(mj) des

polyn�mes P ayant une multipli
ité mi en wi, 
'est-à-dire tels que P (j)(wi) = 0
pour tout i et tout j = 0, 1, . . . , mi − 1, alors

Iw1(m1),...,ws(ms) = 〈(X − w1)
m1 . . . (X − ws)

ms〉

est l'idéal engendré par (X − w1)
m1 . . . (X − ws)

ms
.

2.1.3. Dé�nition. Soit A un anneau.

(a) Un idéal I de A est dit prin
ipal s'il admet un seul générateur, autrement dit, si

on peut trouver g ∈ I tel que I = 〈g〉 
oïn
ide ave
 l'ensemble des multiples de g.

(b) L'anneau A lui-même est dit prin
ipal si A est intègre et si tout idéal I de A
est prin
ipal.
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2.1.4. Exemples.

(a) Les idéaux Iw1,...,ws
et Iw1(m1),...,ws(ms) de K[X ] sont des idéaux prin
ipaux.

(b) L'idéal I(0,0) = 〈X, Y 〉 de K[X, Y ] n'est pas prin
ipal. En e�et si on avait

I(0,0) = 〈G〉 ave
 G ∈ K[X, Y ], il existerait des polyn�mes P,Q ∈ K[X, Y ]
tels que X = PG et Y = QG, don
 G 6= 0, G | X et G | Y . Mais la


ondition G | X implique degY (G) 6 degY (X) = 0 et la 
ondition G | Y
implique degX(G) 6 degX(Y ) = 0. Par 
onséquent G serait une 
onstante

non nulle c ∈ K∗
et on aurait G(0, 0) = c 6= 0, 
e qui est 
ontradi
toire puisque

G ∈ I(0,0). Il en résulte que l'anneau K[X, Y ] n'est pas un anneau prin
ipal.

Nous démontrons maintenant un théorème très important.

2.1.5. Théorème. Tout anneau eu
lidien A est prin
ipal. En parti
ulier Z est

prin
ipal, et les anneaux de polyn�mes K[X ] sur les 
orps sont prin
ipaux.*

Démonstration. Par hypothèse, il existe un stathme v : A∗ → N et un algorithme

de division eu
lidienne :

∀a ∈ A, ∀b ∈ A∗, ∃q, r ∈ A, tels que a = bq+ r ave
 r = 0 ou r 6=0, v(r)<v(b).

Soit I un idéal de A. Si I = {0}, alors I = 〈0〉 est prin
ipal. Si I 6= {0} on


hoisit un élément g ∈ I r {0} tel que le stathme v(g) ∈ N prenne la valeur

minimale minx∈Ir{0} v(x) (
e qui est toujours possible puisqu'on est dans les

entiers naturels). Soit x ∈ I quel
onque. On e�e
tue la division eu
lidienne

de x par g :

∃q, r ∈ A, x = gq + r ave
 r = 0 ou r 6= 0, v(r) < v(g).

Mais alors r = x − gq = 1 × x + (−q) × g ∈ I 
ar x, g ∈ I. D'après le 
hoix de

g on ne peut pas avoir r ∈ I r {0}, v(r) < v(g), 
'est don
 que r = 0 et que

x = qg est multiple de g. Par 
onséquent I ⊂ 〈g〉. Mais 
omme g ∈ I, on a aussi

〈g〉 = {λg / λ ∈ A} ⊂ I et don
 I = 〈g〉.

2.1.6. Lien ave
 la divisibilité. Dans un anneau A intègre, les notions de

divisibilité peuvent se relier de manière simple à l'in
lusion et l'égalité des idéaux

prin
ipaux.

(a) Si x, y ∈ A∗
, alors 〈x〉 ⊂ 〈y〉 si et seulement si y | x.

En e�et, si y | x, soit x = αy, tout multiple λx = λαy est aussi multiple de y,
don
 〈x〉 ⊂ 〈y〉. Ré
iproquement, si 〈x〉 ⊂ 〈y〉, on a x ∈ 〈y〉, don
 x est multiple

de y, i.e. y | x.
(b) Si x, y ∈ A∗

, alors 〈x〉 = 〈y〉 si et seulement s'il existe u ∈ A×
tel que y = ux

(u étant don
 inversible). On dit alors que x, y sont multipli
ativement équivalents.

* En revan
he, il n'est pas vrai que �A prin
ipal =⇒ A[X℄ prin
ipal�. Par exemple A = K[Y ℄

est prin
ipal, mais A[X℄ = K[Y ℄[X℄ = K[X,Y ℄ n'est pas prin
ipal.
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En e�et, d'après (a), si 〈x〉 = 〈y〉, il existe α, β ∈ A∗
tels que x = αy et y = βx,

don
 x = αβx, et 
omme A est intègre, on en déduit que αβ = 1. On a don
 bien

y = ux (et x = u−1y) ave
 u = β et u−1 = α. La ré
iproque est 
laire.

(
) Si x ∈ A∗
, alors 〈x〉 = 〈1〉 = A si et seulement si x ∈ A×

, i.e. x inversible.

C'est un 
as parti
ulier du (b).

Une 
onséquen
e de 
e qui pré
ède est que dans toutes les questions liées à la

divisibilité, on 
onsidère 
omme équivalents des éléments qui ne di�èrent que

par un élément inversible. Par exemple, dans Z, on 
onsidère 7 et −7 
omme

équivalents, et lorsqu'on a a�aire à des éléments irrédu
tibles p (nombres premiers),

on pourra toujours 
hoisir plut�t p > 0, à équivalen
e près. De même, l'ensemble

des inversibles de K[X ] 
onsiste en les 
onstantes α ∈ K∗
, et si on a a�aire à un

polyn�me irrédu
tible P ∈ K[X ], on pourra toujours diviser par son 
oe�
ient

dominant de façon à se ramener à un polyn�me unitaire.

2.2. Opérations sur les idéaux

Soit A un anneau et I1, I2, . . . , Ik des idéaux de A. On leur asso
ie alors des

nouveaux idéaux 
omme suit.

2.2.1. Interse
tion. I = I1 ∩ I2 ∩ . . . ∩ Ik est un idéal de A.

Démonstration. Notons d'abord que 0 ∈ I, don
 I n'est pas vide. Soient λ, µ ∈ A
et x, y ∈ I. Alors pour tout ℓ = 1, 2, . . . , k on a x, y ∈ Iℓ don
 λx + µy ∈ Iℓ. Par

onséquent λx+ µy ∈ I, et I est bien un idéal.

2.2.2. Exemple. Dans Z, l'interse
tion 〈4〉 ∩ 〈10〉 représente les entiers qui sont

à la fois multiples de 4 et de 10, on voit qu'il s'agit don
 des multiples de 20. Par

onséquent

〈4〉 ∩ 〈10〉 = 〈20〉.

2.2.3. Somme. On dé�nit

I1 + I2 + · · ·+ Ik =
{
x1 + x2 + · · ·+ xk / xℓ ∈ Iℓ

}
.

Alors I1 + I2 + · · ·+ Ik est un idéal de A.

Démonstration. Comme les Iℓ sont stables par 
ombinaisons linéaires, la stabilité

de la somme par 
ombinaisons linéaires est également évidente.

2.2.4. Exemple. Dans Z, la somme 〈4〉 + 〈10〉 est 
onstitué d'entiers de la

forme 4n + 10p qui sont tous pairs, don
 〈4〉 + 〈10〉 ⊂ 〈2〉. Mais d'autre part

2 = (−2)× 4 + 10 ∈ 〈4〉+ 〈10〉 don
 〈2〉 ⊂ 〈4〉+ 〈10〉. Ce
i implique

〈4〉+ 〈10〉 = 〈2〉.

2.2.5. Produit. (La dé�nition est plus subtile !). Pour des idéaux I, J , on pose

IJ =

{∑

ℓ

xℓ yℓ / xℓ ∈ I, yℓ ∈ J

}
.
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Il est fa
ile de voir que IJ est bien un idéal (on a 0 ∈ IJ , et IJ est stable par


ombinaisons linéaires). Plus généralement, on pose

I1I2 · · · Ik =

{∑

ℓ

x1,ℓ x2,ℓ · · ·xk,ℓ / x1,ℓ ∈ I1, x2,ℓ ∈ I2, . . . , xk,ℓ ∈ Ik

}
,

les sommes étant toujours prises �nies.

2.2.6. Exemple. Il n'est pas di�
ile de voir que dans un anneau A quel
onque,

un produit d'idéaux prin
ipaux est donné par la formule

〈g〉〈h〉 = 〈gh〉,

par exemple 〈4〉〈10〉 = 〈40〉 dans Z. Plus généralement, pour des idéaux non

né
essairement prin
ipaux, on a (exer
i
e !)

〈gi〉i∈S 〈hj〉j∈T = 〈gihj〉(i,j)∈S×T .

2.2.7. Réunion. En général, 
e n'est pas un idéal ! Par exemple, dans Z

〈4〉 ∪ 〈10〉

ontient 4 et 10, mais ne 
ontient pas 14 qui n'est ni multiple de 4 ni multiple

de 10, don
 il n'y a pas stabilité pour l'addition.

2.2.8. Réunion 
roissante. Pour la réunion, il y a tout de même un 
as inté-

ressant, 
elui d'une suite 
roissante in�nie d'idéaux

I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ Ik ⊂ · · · , k ∈ N.

Alors la réunion I =
⋃

k∈N Ik est bien un idéal. En e�et, si on prend une


ombinaison linéaire λx+ µy d'éléments x, y ∈ I ave
 λ, µ ∈ A, alors x appartient

à un 
ertain Ik et y à un 
ertain Iℓ, mais alors x, y ∈ Im ave
 m = max(k, ℓ).
Don
 λx+ µy ∈ Im ⊂ I.

2.2.9. Exemple*. Illustrons par un exemple une situation où on a une telle

réunion 
roissante. Soit A l'anneau des fon
tions f : R+ → R qui peuvent s'é
rire


omme des somme �nies

R+ ∋ x 7−→ f(x) =
∑

ℓ
aℓ x

bℓ , aℓ ∈ R, bℓ ∈ Q+.

Les exposants bℓ sont don
 i
i des rationnels positifs ou nuls, et non des entiers


omme dans le 
as des polyn�mes. Il est fa
ile de voir que (A,+,×) est un anneau

intègre (exer
i
e !). Prenons pour I l'idéal des fon
tions f telles que f(0) = 0 : 
e

sont les fon
tions dont le 
oe�
ient a0 du terme 
onstant a0 x
0
est nul, puisque tous

les autres termes aℓ x
bℓ
ave
 bℓ > 0 s'annulent en 0. D'autre part, soit (εk)k∈N une

suite stri
tement dé
roissante de rationnels positifs 
onvergeant vers 0, par exemple

εk = 2−k
. Pour f ∈ I, on a un plus petit exposant bm > 0 qui intervient dans



92 J.-P. Demailly, Arithmétique et algèbre linéaire approfondie

l'é
riture de f ave
 un 
oe�
ient am 6= 0, et alors f est divisible par la fon
tion

x 7→ xεk dès que k ∈ N∗
est pris assez grand pour que εk 6 bm, puisqu'alors

tous les quotients aℓ x
bℓ/xεk = aℓ x

bℓ−εk
sont d'exposants bℓ − εk > bm − εk > 0

dans Q+. Ce
i montre que I est la réunion des idéaux prin
ipaux

Ik = 〈x 7→ xεk〉.
Cette réunion d'idéaux est stri
tement 
roissante, 
ar xεk+1

divise xεk , sans que le
quotient xεk/xεk+1 = xεk−εk+1

dé�nisse une fon
tion inversible dans A. Il résulte
du lemme 
i-dessous que I n'est pas un idéal prin
ipal, et don
 que A n'est pas

un anneau prin
ipal.

2.2.10. Lemme (Emmy Noether). Si A possède une suite in�nie stri
tement


roissante d'idéaux

I0 ( I1 ( · · · ( Ik ( Ik+1 ( · · · ,
alors l'idéal I =

⋃
k∈N n'est pas prin
ipal, et don
 l'anneau A n'est pas prin
ipal.

Par 
onséquent, un anneau prin
ipal ne peut pas posséder une telle suite in�nie

stri
tement 
roissante d'idéaux.

Démonstration. Supposons I = 〈g〉. Alors g ∈ I appartiendrait à un 
ertain

idéal Ik, et on aurait don
 I = 〈g〉 ⊂ Ik, par suite Ik+1 ⊂ I ⊂ Ik, 
ontradi
tion.

2.3. PPCM, PGCD et algorithme d'Eu
lide

On suppose dans toute 
ette se
tion que A est un anneau prin
ipal. Étant

donné des éléments x1, . . . , xs ∈ A∗
, l'idéal interse
tion 〈x1〉 ∩ · · · ∩ 〈xs〉 
onsiste

en l'ensemble des multiples 
ommuns aux xj . Cet idéal n'est pas réduit à {0},
puisqu'il 
ontient x1x2 · · ·xs. Comme l'anneau A est prin
ipal, il existe un élément

m ∈ A∗
tel que

〈x1〉 ∩ · · · ∩ 〈xs〉 = 〈m〉,
et les multiples 
ommuns à x1, . . . , xs sont don
 pré
isément les multiples de m.

2.3.1. Dé�nition du pp
m. Dans un anneau prin
ipal A, on appelle plus petit


ommun multiple de x1, . . . , xs ∈ A∗
, noté m = ppcm(x1, . . . , xs) tout élément

m ∈ A∗
tel que

〈x1〉 ∩ · · · ∩ 〈xs〉 = 〈m〉.

On observera que m n'est dé�ni de manière unique qu'à un fa
teur inversible près

u ∈ A×
: l'élément m̃ = um 
onviendrait aussi puisque 〈m̃〉 = 〈m〉. En fait, seul

l'idéal 〈m〉 est dé�ni de manière unique. Pour pallier 
ette absen
e d'uni
ité, on

pourra 
onvenir dans Z de toujours 
hoisir m > 0, et dans K[X ] de prendre un

polyn�me M ∈ K[X ] qui soit unitaire, mais 
'est un 
hoix purement �esthétique�.

Dans le 
as de deux éléments x, y ∈ A∗
, on peut é
rire

(2.3.2) 〈x〉 ∩ 〈y〉 = 〈ppcm(x, y)〉.

L'opération pp
m 
orrespond simplement à l'interse
tion des idéaux; 
omme

l'interse
tion des idéaux est 
ommutative et asso
iative, il en est de même pour

le pp
m :
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2.3.3. Propriété. Le ppcm est 
ommutatif et asso
iatif, 
'est-à-dire

∀x, y ∈ A∗, ppcm(x, y) = ppcm(y, x),

∀x, y, z ∈ A∗, ppcm(x, y, z) = ppcm(x, ppcm(y, z)) = ppcm(ppcm(x, y), z)

(les égalités ayant lieu à des éléments inversibles près ).

Pour 
al
uler un pp
m d'un nombre quel
onque d'éléments, on peut don
 pro
éder

dans un ordre quel
onque et se ramener à des pp
m de 2 éléments seulement. On

verra plus tard plusieurs méthodes de 
al
ul pratique du pp
m (via le pg
d).

2.3.4. Cas du pg
d. Étant donné x1, . . . , xs ∈ A∗
, l'idéal somme 〈x1〉+ · · ·+〈xs〉

est la même 
hose que l'idéal engendré par les xj :

〈x1〉+ · · ·+ 〈xs〉 =
{
λ1x1 + · · ·+ λsxs / λj ∈ A

}
= 〈x1, . . . , xs〉.

Cet idéal n'est évidemment pas réduit à {0}, et 
omme l'anneau A est prin
ipal,

il existe un élément d ∈ A∗
tel que

〈x1〉+ · · ·+ 〈xs〉 = 〈d〉.

En parti
ulier xj ∈ 〈d〉, 
e qui implique que d est un diviseur 
ommun à x1, . . . , xs.
Mais ré
iproquement, si d′ ∈ A∗

est un diviseur 
ommun à x1, . . . , xs, 
'est-à-dire
xj = kjd

′
, alors tout élément de l'idéal somme

∑p
j=1 λjxj =

(∑p
j=1 λjkj

)
d′ est

multiple de d′, et en parti
ulier d doit être un multiple de d′. L'élément d ∈ A∗
est

don
 le �plus grand 
ommun diviseur� des xj , ou �plus grand� doit se 
omprendre

au sens de la relation de divisibilité : d′ | d.

2.3.5. Dé�nition du pg
d. Dans un anneau prin
ipal A, on appelle plus grand


ommun diviseur de x1, . . . , xs ∈ A∗
, noté d = pgcd(x1, . . . , xs) tout élément

d ∈ A∗
, dé�ni à un fa
teur inversible près u ∈ A×

, tel que

〈x1〉+ · · ·+ 〈xs〉 = 〈d〉.

Dans le 
as de deux éléments x, y ∈ A∗
, on peut é
rire

(2.3.6) 〈x〉+ 〈y〉 = 〈pgcd(x, y)〉,

et 
omme l'addition des idéaux est 
ommutative et asso
iative, on en déduit

aussit�t :

2.3.7. Propriété. Le pg
d est 
ommutatif et asso
iatif, 
'est-à-dire

∀x, y ∈ A∗, pgcd(x, y) = pgcd(y, x),

∀x, y, z ∈ A∗, pgcd(x, y, z) = pgcd(x, pgcd(y, z)) = pgcd(pgcd(x, y), z)

(les égalités ayant lieu à des éléments inversibles près ).
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Une 
onséquen
e immédiate de la dé�nition du pg
d est l'identité dite de Bézout ou

de Ba
het-Bézout (du nom des mathémati
iens Français Claude-Gaspard Ba
het

de Méziria
, 1581�1638, et Étienne Bézout, 1730�1783) :

2.3.8. Identité de Bézout. Si d = pgcd(x1, . . . , xs) ave
 x1, . . . , xs ∈ A∗
, il

existe des éléments λ1, . . . , λs ∈ A tels que

λ1x1 + · · ·+ λsxs = d.

2.3.9. Théorème et dé�nition. On dit que les éléments x1, . . . , xs ∈ A∗
sont

premiers entre eux dans leur ensemble si

pgcd(x1, . . . , xs) = 1.

Pour 
ela, il faut et il su�t que

∃λ1, . . . , λs ∈ A tels que λ1x1 + · · ·+ λsxs = 1.

Démonstration. En e�et, l'existen
e d'éléments λj 
omme 
i-dessus est bien

équivalente au fait que l'idéal engendré 〈x1〉 + · · · + 〈xs〉 
oïn
ide ave
 l'idéal

unité 〈1〉 = A.

2.3.10. Remarque. Si pgcd(x1, . . . , xs) = d alors on peut �simpli�er� le diviseur


ommun d en é
rivant x1 = dx′1, . . . , xs = dx′s et l'identité de Bézout 2.3.5 pour

x1, . . . , xs implique λ1x
′
1 + · · ·+ λsx

′
s = 1 après simpli�
ation, don


pgcd(x′1, . . . , x
′
s) = 1.

2.3.11. Attention. Dans Z, on a pgcd(6, 10, 15) = 1 (puisque par exemple

6 + 10 − 15 = 1), mais pgcd(6, 10) = 2, pgcd(6, 15) = 3, pgcd(10, 15) = 5, il n'y
a don
 pas équivalen
e entre le fait que x1, . . . , xs soient premiers entre eux dans

leur ensemble, ou premiers entre eux deux à deux (
e qui est une hypothèse bien

plus forte d'après 2.3.7).

2.3.12. Distributivité de la multipli
ation par rapport au pp
m et pg
d.

Pour tous a ∈ A∗
et x1, . . . , xs ∈ A∗

, on a

(a) ppcm(ax1, . . . , axs) = a ppcm(x1, . . . , xs),

(b) pgcd(ax1, . . . , axs) = a pgcd(x1, . . . , xs).

Démonstration. (a) Il s'agit de voir que 〈ax1〉∩ . . .∩〈axs〉 = 〈a〉
(
〈x1〉∩ . . .∩〈xs〉

)
.

Or 〈ax1〉∩ . . .∩〈axs〉 
onsiste en les éléments y ∈ A tels qu'il existe λ1, . . . , λs ∈ A
véri�ant

y = λ1ax1 = . . . = λsaxs.
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Mais 
omme A est intègre, on peut simpli�er les égalités par a, 
e qui donne

y = az ave
 z = λ1x1 = . . . = λsxs ∈ 〈x1〉 ∩ . . . ∩ 〈xs〉.

Ce
i implique 〈ax1〉 ∩ . . . ∩ 〈axs〉 ⊂ 〈a〉
(
〈x1〉 ∩ . . . ∩ 〈xs〉

)
. L'in
lusion inverse est

évidente.

(b) L'a�rmation dé
oule de la distributivité de l'addition par rapport à la

multipli
ation, qui implique aussit�t

a(λ1x1 + · · ·+ λsxs) = λ1(ax1) + . . .+ λs(axs)

(en tenant 
ompte aussi de l'asso
iativité et de la 
ommutativité de ×) et don


〈a〉
(
〈x1〉+ · · ·+ 〈xs〉

)
= 〈ax1〉+ · · ·+ 〈axs〉.

2.3.13. Algorithme d'Eu
lide. On suppose i
i que A est un anneau eu
lidien,

muni d'un stathme v : A∗ → N. On 
her
he à 
al
uler le pg
d de deux éléments

a, b ∈ A∗
. Soit v1 = min(v(a), v(b)) le minimum de la valeur du stathme pour

a et b. On peut toujours ordonner les éléments en sorte que v(b) 6 v(a), de façon
que v1 = v(b) [ on 
hoisit pour b le �plus petit� des deux éléments ]. On e�e
tue

alors la division eu
lidienne de a par b. Ce
i donne des éléments q, r ∈ A tels que

a = bq + r ave
 r = 0 ou r 6= 0, v(r) < v(b).

Or les 
ombinaisons linéaires de a, b peuvent s'é
rire

λa+ µb = λ(bq + r) + µb = (λq + µ)b+ λr,

et inversement les 
ombinaisons linéaires de b, r peuvent s'é
rire

λ′b+ µ′r = λ′b+ µ′(a− bq) = µ′a+ (λ′ − µ′q)b.

Ce
i implique 〈a〉+ 〈b〉 = 〈b〉+ 〈r〉, 
'est-à-dire

pgcd(a, b) = pgcd(b, r).

Si r = 0, on a b | a et pgcd(a, b) = b, tandis que si r ∈ A∗
, on peut pro
éder par

ré
urren
e en posant r−1 = a, r0 = b, q0 = q et r1 = r, 
e qui donne r−1 = q0r0+r1
ave
 v(r1) = v(r) < v(b) = v(r0). L'égalité pgcd(a, b) = pgcd(b, r) implique

pgcd(r−1, r0) = pgcd(r0, r1), et on a v(r1) < v(r0).

On peut alors pro
éder indu
tivement. Tant que les restes ri obtenus sont non

nuls, on produit ainsi des 
ouples su

essifs (ri−1, ri)i>0 en partant de (a, b) et en
e�e
tuant des divisions eu
lidiennes

ri−1 = qiri + ri+1, ave
 ri+1 = 0 ou ri+1 6= 0, v(ri+1) < v(ri).
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On obtient ainsi une suite stri
tement dé
roissante de valeurs v(ri) ave


ri+1 = 0 ou v(ri+1) < v(ri) < · · · < v(r1) < v(r0).

Comme il s'agit d'une suite stri
tement dé
roissante d'entiers naturels, le pro
édé

s'arrête né
essairement, 
e qui implique qu'on �nit par obtenir ri+1 = 0 à une


ertaine étape, par 
onséquent ri | ri−1 et

pgcd(a, b) = pgcd(r−1, r0) = pgcd(r0, r1) = . . . = pgcd(ri−1, ri) = ri.

On retiendra la règle suivante :

2.3.14. Règle. Dans l'algorithme d'Eu
lide, pgcd(a, b) est égal au dernier reste

ri non nul 
al
ulé (ou à r0 = b, si b | a).

2.3.15. Retour sur l'identité de Bézout. Un autre mérite de l'algorithme

d'Eu
lide est de permettre le 
al
ul e�e
tif d'éléments λ, µ ∈ A tels que λa+µb = d.
En e�et, d'après la règle 
i-dessus, on a

d = ri = ri−2 − qi−1ri−1

= ri−2 − qi−1(ri−3 − qi−2ri−2)

= (qi−1qi−2 + 1)ri−2 − qi−1ri−3

= (qi−1qi−2 + 1)(ri−4 − qi−3ri−3)− qi−1ri−3 . . . ,

et on peut ainsi remonter jusqu'à r−1 = a, r0 = b.

2.3.16. Exemples. (a) Dans Z, on demande de 
al
uler d = pgcd(1662, 1356) et
de déterminer des entiers λ, µ ∈ Z tels que λ 1662 + µ 1356 = d. On e�e
tue pour


ela des divisions su

essives en prenant à 
haque fois les restes obtenus 
omme

nouveaux diviseurs :

1662 = 1× 1356 + 306,

1356 = 4× 306 + 132,

306 = 2× 132 + 42,

132 = 3× 42 + 6,

42 = 7× 6 + 0.

Le pg
d est le dernier reste non nul, don
 pgcd(1662, 1356) = 6, et en e�et on a

bien 1662 = 6 × 277, 1356 = 6 × 226 ave
 pgcd(277, 226) = 1. Pour trouver les


oe�
ients λ et µ, on �remonte� dans les divisions en é
rivant

6 = 132− 3× 42 = 132− 3× (306− 2× 132)

= −3× 306 + 7× 132 = −3× 306 + 7× (1356− 4× 306)

= 7× 1356− 31× 306 = 7× 1356− 31× (1662− 1× 1356)

= −31× 1662 + 38× 1356.
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Une solution possible est don
 (λ, µ) = (−31, 38). Cette solution n'est pas

unique : il est fa
ile de voir que pour tout entier k ∈ Z, le 
ouple (λ, µ) =
(−31− 226 k, 38 + 277 k) véri�e en
ore

λ 1662 + µ 1356 = (−31− 226 k)× 1662 + (38 + 277 k)× 1356

= 6 + k(−226× 6× 277 + 277× 6× 226) = 6.

(b) Considérons maintenant un exemple de 
al
ul de pgcd(A,B) pour des poly-

n�mes A,B de l'anneau K[X ], à savoir le pg
d de

A = Xa − 1, B = Xb − 1, a, b ∈ N∗.

On supposera par exemple a > b, et on utilise l'algorithme d'Eu
lide pour 
al
uler

d = pgcd(a, b). Pour 
ela, on 
ommen
e par e�e
tuer une division a = bq + r,
0 6 r < b. On a l'identité

Xbq − 1 = (Xb)q − 1 = (Xb − 1)(Xb(q−1) +Xb(q−2) + · · ·+Xb + 1),


e qui donne

Xa − 1 = Xbq+r − 1 = (Xbq − 1)Xr + (Xr − 1),

par 
onséquent

Xa − 1 = (Xb − 1)(Xb(q−1) +Xb(q−2) + · · ·+Xb + 1)Xr + (Xr − 1),

soit A = BQ+R, deg(R) < deg(B), ave


Q = (Xb(q−1) +Xb(q−2) + · · ·+Xb + 1)Xr, R = Xr − 1.

D'après l'algorithme d'Eu
lide appliqué dans l'anneau K[X ], on en 
on
lut que

pgcd(Xa − 1, Xb − 1) = pgcd(A,B) = pgcd(B,R) = pgcd(Xb − 1, Xr − 1).

Si (ri−1, ri) est la suite produite par les divisions su

essives jusqu'à l'obtention

d'un reste ri+1 = 0, on obtient Ri+1 = Xri+1 − 1 = 0, don
 pgcd(a, b) = ri et

pgcd(Xa − 1, Xb − 1) = Xri − 1, d'où la formule amusante

pgcd(Xa − 1, Xb − 1) = Xpgcd(a,b) − 1.

2.4. Dé
omposition en fa
teurs irrédu
tibles

2.4.1. Un exemple d'anneau non fa
toriel. Pour donner un exemple de

situation où les 
hoses �se passent mal�, 
onsidérons l'anneau noté Z[i
√
5] tel que

Z[i
√
5] =

{
a+ bi

√
5 / a, b ∈ Z

}
⊂ C.
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Il s'agit bien d'un anneau, puisque la multipli
ation est une loi interne (
omme

l'est aussi trivialement l'addition) :

(a+ bi
√
5)(a′ + b′i

√
5) = (aa′ + 5bb′) + (ab′ + ba′)i

√
5.

Pour z = a+ bi
√
5 ∈ Z[i

√
5], on a z = a− bi

√
5 ∈ Z[i

√
5], et on dé�nit

N(z) = zz = a2 + 5b2 ∈ N.

Si z, z′ ∈ Z[i
√
5], il vient N(zz′) = N(z)N(z′). Lorsque u ∈ Z[i

√
5]× est inversible

d'inverse u′, la relation uu′ = 1 implique N(u)N(u′) = 1 et la seule possibilité

est que N(u) = 1. Ré
iproquement, si N(u) = 1, il vient uu = 1, et u est

inversible d'inverse u. On voit alors que les éléments inversibles de l'anneau sont

les u = a + bi
√
5 tels que a2 + 5b2 = 1. La seule possibilité dans les entiers est

a = ±1, b = 0, don
 Z[i
√
5]× = {1,−1}. Maintenant, l'élément 6 de l'anneau

admet les dé
ompositions

6 = 2× 3 = (1 + i
√
5)× (1− i

√
5),

et nous a�rmons que les quatre éléments 2, 3, 1 + i
√
5, 1− i

√
5 sont irrédu
tibles.

En e�et

N(2) = 4, N(3) = 9, N(1 + i
√
5) = N(1− i

√
5) = 6,

mais il n'existe pas d'éléments z = a+bi
√
5, a, b ∈ Z tels que N(z) = a2 + 5b2 = 2

ou N(z) = a2 + 5b2 = 3, don
 les seules �dé
ompositions� possibles de 2, 3,
1 + i

√
5, 1 − i

√
5 
omportent né
essairement l'un des fa
teurs inversibles ±1.

L'anneau Z[i
√
5] a la propriété surprenante que l'élément 6 possède deux dé
om-

positions en fa
teurs irrédu
tibles totalement di�érentes !*

Lorsque l'anneau 
onsidéré est prin
ipal, la dé
omposition en fa
teurs irrédu
-

tibles a les propriétés attendues. On 
ommen
e pour 
ela par démontrer quelques

résultats préliminaires, énon
és par Gauss dans ses Disquisitiones arithmeti
ae

(1801), mais probablement déjà 
onnus antérieurement par des mathémati
iens


omme Fermat (1607�1665).

2.4.2. Lemme (Gauss). On 
onsidère un anneau prin
ipal A et des éléments

a, b1, . . . , bs, b, c, p ∈ A∗
.

(a) On suppose que a | bc et pgcd(a, b) = 1. Alors a | c.
(b) On suppose que pgcd(a, b1)= 1, ... , pgcd(a, bs)= 1. Alors pgcd(a, b1 . . . bs)=1.

* Au niveau des idéaux, les 
hoses se passent en revan
he beau
oup mieux. Si on introduit les

idéaux non prin
ipaux

I = 〈2, 1 + i
√
5〉, J = 〈2, 1− i

√
5〉, K = 〈3, 1 + i

√
5〉, L = 〈3, 1− i

√
5〉,

le le
teur véri�era fa
ilement (exer
i
e !) que

〈2〉 = IJ, 〈3〉 = KL, 〈1 + i
√
5〉 = IK, 〈1− i

√
5〉 = JL, 〈6〉 = IJKL.

C'est de là historiquement que vient la terminologie de �nombres idéaux�, permettant de rétablir

un substitut adéquat à la dé
omposition ban
ale en fa
teurs irrédu
tibles, de la même manière

qu'on avait inventé les �imaginaires� pour suppléer à l'inexisten
e de

√
−1 dans R.
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(
) Si p est irrédu
tible et p ∤ a, alors pgcd(p, a) = 1.

(d) Si p est irrédu
tible et p | b1 . . . bs, alors il existe j tel que p | bj.

Démonstration. (a) Il est 
lair que a | ac et par hypothèse a | bc, don


a | pgcd(ac, bc), et d'autre part pgcd(ac, bc) = c pgcd(a, b) = c.

(b) Par ré
urren
e sur s, il su�t de le voir pour s = 2, disons pour b1 = b et

b2 = c. Or si pgcd(a, b) = 1 et pgcd(a, c) = 1, il existe λ, µ, λ′, µ′ ∈ A tels que

λa+ µb = 1, λ′a+ µ′c = 1,

par 
onséquent

1 = (λa+ µb)(λ′a+ µ′c) = (λλ′a+ µλ′b+ λµ′c)a+ (µµ′)bc = 1,


e qui montre que pgcd(a, bc) = 1.

(
) Si p est irrédu
tible, les seules �dé
ompositions� possibles de p sont de la forme

p = u(u′p) ave
 u, u′ ∈ A×
, uu′ = 1, don
 les seuls diviseurs de p sont les inversibles

u et les éléments de la forme u′p. Mais par hypothèse p ∤ a équivaut à dire que

u′p ∤ a, don
 seuls restent les éléments inversibles u 
omme diviseurs 
ommuns

possibles à p et a. Ce
i montre bien que pgcd(p, a) = 1.

(d) Si p ne divisait au
un des bj , on aurait pgcd(p, bj) = 1 d'après (
), et don


pgcd(p, b1 . . . bs) = 1 d'après (b), 
ontradi
tion. On peut aussi déduire (d) de (a)

et (
) par ré
urren
e sur s (la propriété étant triviale si s = 1) : si p ∤ b1 alors

pgcd(p, b1) = 1 et 
omme p | b1(b2 . . . bs), la propriété (a) implique p | b2 . . . bs,
d'où la 
on
lusion par hypothèse de ré
urren
e.

2.4.3. Dé�nition. Soit A un anneau intègre. Une partie P ⊂ A∗
sera appelé sous-

ensemble �représentatif� des éléments irrédu
tibles de A si P 
ontient exa
tement

un élément p dans 
haque 
lasse d'équivalen
e {up} d'éléments multipli
ativement

équivalents, de sorte que P ∋ p 7→ 〈p〉 soit une bije
tion de P sur l'ensemble des

idéaux prin
ipaux de A.

Par exemple, dans Z, on 
hoisira pour P l'ensemble des nombres premiers p > 0,
et dans K[X ] on 
hoisira l'ensemble des polyn�mes irrédu
tibles qui sont unitaires.

2.4.4. Dé�nition. Soit A un anneau intègre et P ⊂ A∗
un ensemble �repré-

sentatif� des éléments irrédu
tibles. On dit que A est fa
toriel si tout élément

x ∈ A∗
peut se dé
omposer sous la forme d'un produit

x = u pm1
1 pm2

2 · · · pms
s , u ∈ A×, pj ∈ P, mj ∈ N∗

(les pj ∈ P étant deux à deux distin
ts et s étant éventuellement nul si x = u est

inversible), et si de plus la dé
omposition est unique à l'ordre près des fa
teurs p
mj

j .
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2.4.5. Théorème. Tout anneau prin
ipal A est fa
toriel.

En résumé, pour un anneau intègre A quel
onque, on a la 
haîne d'impli
ations

A eu
lidien ⇒ A prin
ipal ⇒ A fa
toriel,

et on peut montrer par des exemples (que nous n'étudierons pas i
i) que les

impli
ations ré
iproques ne sont pas vraies.

Démonstration du théorème 2.4.5. Démontrons d'abord l'existen
e de la dé
om-

position 2.4.4. Supposons par l'absurde qu'on ait un élément x0 ∈ A∗
non dé-


omposable en fa
teurs irrédu
tibles. Alors x0 n'est ni inversible ni irrédu
tible,

sinon on aurait x0 = u, resp. x0 = up ave
 p ∈ P et u ∈ A×
. Par 
onséquent x0

peut s'é
rire 
omme un produit x0 = x1x
′
1 d'éléments x1, x

′
1 ∈ A∗

non inversibles.

Né
essairement l'un au moins des éléments x1, x
′
1 est non dé
omposable en fa
-

teurs irrédu
tibles (sinon x0 = x1x
′
1 le serait !). Quitte à é
hanger x1, x

′
1, on peut

supposer que x1 est non dé
omposable. Par ré
urren
e, on 
onstruit ainsi une suite

xk−1 = xkx
′
k, k ∈ N∗

, ave
 xk non dé
omposable et x′k non inversible. On obtient

alors une suite in�nie stri
tement 
roissante d'idéaux

〈x0〉 ( 〈x1〉 ( · · · ( 〈xk−1〉 ( 〈xk〉 ( · · · ,


e qui 
ontredit le lemme de Noether 2.2.10. Cette 
ontradi
tion montre que tout

élément x ∈ A∗
est bien dé
omposable en fa
teurs irrédu
tibles.

En 
e qui 
on
erne l'uni
ité, on raisonne par ré
urren
e sur la �multipli
ité totale�

m =
∑

16j6smj de l'une des dé
ompositions x = u pm1
1 pm2

2 · · · pms
s . Si m = 0, i.e.

s = 0, on voit que x = u est inversible, et dans 
e 
as x ne peut être divisible par

au
un fa
teur irrédu
tible q (sinon x = u = λq, λ ∈ A∗
, et don
 1 = (u−1λ)q, 
e

qui est 
ontradi
toire puisque q n'est pas inversible) ; lorsque m = 0, x = u est

don
 la seule dé
omposition possible. En général, supposons qu'on ait un élément

x possédant deux dé
ompositions

x = u pm1
1 pm2

2 · · · pms
s = v qr11 q

r2
2 · · · qrtt , pj , qj ∈ P, mj , rj ∈ N∗, u, v ∈ A×

et supposons l'uni
ité déjà démontrée pour m − 1 ave
 m =
∑
mj > 1. Alors en

parti
ulier p1 divise le produit v qr11 q
r2
2 · · · qrtt . D'après le lemme de Gauss, p1 doit

diviser l'un des fa
teurs. Mais p1 qui est irrédu
tible ne peut diviser l'élément

inversible v. Don
 p1 divise l'un des qj , et l'irrédu
tibilité de qj implique alors

qj = wp1 ave
 w ∈ A×
inversible. Puisque p1, qj ∈ P et que P est représentatif, on

en déduit p1 = qj . Quitte à permuter les fa
teurs qj , on peut supposer p1 = q1.
Après simpli�
ation, on trouve

u pm1−1
1 pm2

2 · · · pms
s = v qr1−1

1 qr22 · · · qrtt .

Comme l'uni
ité est supposée vraie pour m − 1 par hypothèse de ré
urren
e, on


on
lut après permutation des fa
teurs que t = s, qj = pj et rj = mj .

2.4.6. Remarque. Dans l'exemple de l'anneau A = Z[i
√
5], on peut voir que

la dé
omposition en fa
teurs irrédu
tibles existe bien, même si elle n'est pas
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unique : 
e
i résulte du fait que si x ∈ A∗
s'é
rit 
omme un produit

∏
yj

alors N(x) =
∏
N(yj) ∈ N∗

et lorsqu'on a atteint des fa
teurs ayant des valeurs

N(yj) minimales, les yj sont né
essairement irrédu
tibles. En revan
he, dans le


as de l'anneau A introduit en 2.2.9, la fon
tion f(x) = xb véri�e par exemple

f(x) = (xb/2)2 = . . . = (xb/2
n

)2
n

et on ne peut jamais atteindre d'éléments

irrédu
tibles, don
 la dé
omposition en fa
teurs irrédu
tibles n'existe pas !

2.4.7. Appli
ation. (a) Soit P ⊂ N∗
l'ensemble des nombres premiers usuels.

Alors tout nombre rationnel x ∈ Q∗
peut s'é
rire de manière unique

(∗) x = ±
∏

p∈P

pmp , mp ∈ Z

ave
 une suite d'entiers relatifs (m2, m3, m5, m7, . . .) presque tous nuls. En e�et si

on é
rit x = a
b
ave
 a ∈ Z∗

et b ∈ N∗
, l'existen
e de la dé
omposition (∗) provient

de la dé
omposition de a et b en fa
teurs premiers. Pour l'uni
ité, on utilise le fait

qu'une égalité

∏
p∈P

pαp =
∏

p∈P
pβp

ave
 les αp, βp presque tous nuls se ramène

à

∏
p∈P

pγp = 1 ave
 γp = βp − αp ∈ Z, puis à

∏

p∈P′

pγp =
∏

p∈P′′

p−γp , P′ = {p ∈ P / γp > 0}, P′′ = {p ∈ P / γp < 0}.

Comme P′
, P′′

sont disjoints, l'égalité 
i-dessus n'est possible que si P′ = P′′ = ∅,

e qui implique γp = 0 pour tout p ∈ P. La notation standard est

x = ε
∏

p∈P

pvp(x)

où ε = ±1 et où mp = vp(x) ∈ Z s'appelle la valuation p-adique de x. Une autre

façon d'interpréter le résultat 
i-dessus est de dire qu'on a un isomorphisme de

groupes

(Z/2Z× Z(P),+) −→ (Q∗,×), (a,m2, m3, m5, . . .) 7−→ (−1)a
∏

p∈P

pmp

où a = 0 ou 1 modulo 2 et Z(P)
désigne l'ensemble des familles d'entiers relatifs

(mp)p∈P presque tous nuls.

(b) Étant donné x ∈ Q∗
+ et un entier q > 2, on se demande quelle est la 
ondition

né
essaire et su�sante pour que

n√x ∈ Q. Pour que 
e soit le 
as, il faut et il su�t

que x = yn ave
 y = n√x ∈ Q∗
+. Cette égalité se traduit sous la forme

∏

p∈P

pvp(x) =

(∏

p∈P

pvp(y)

)n

=
∏

p∈P

pnvp(y),

il faut don
 que vp(x) = n vp(y) soit multiple de n pour tout p ∈ P ; on peut

alors prendre y tel que vp(y) =
1
nvp(x) ∈ Z. La 
ondition né
essaire et su�sante
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est don
 que toutes les valuations p-adiques vp(x) soient multiples de n. Ainsi

3
√

729/500 /∈ Q, 
ar 729/500 = 2−2365−3
et l'exposant −2 = v2(729/500) n'est

pas multiple de n = 3.

2.4.8. Généralisation. Soit A un anneau fa
toriel quel
onque et P un ensemble

représentatif d'éléments irrédu
tibles. Tout élément x ∈ A∗
s'exprime sous forme

d'un unique produit

x = ε(x)
∏

p∈P

pvp(x), vp(x) ∈ N,

ave
 ε(x) ∈ A×
inversible. Il est alors fa
ile de véri�er la proposition suivante.

2.4.9. Proposition. Soient A un anneau fa
toriel A, et x, y ∈ A∗
. Alors x | y

si et seulement si pour tout p ∈ P on a vp(x) 6 vp(y) (i.e. si l'exposant de p dans

la fa
torisation en irrédu
tibles de x est inférieur à l'exposant 
orrespondant de la

fa
torisation de y).

De là on tire aussi que pour x, y ∈ A∗
donnés, les éléments z qui sont

multiples à la fois de x et y (resp. qui divisent à la fois x et y) sont 
eux tels

que vp(z) > max(vp(x), vp(y)) (resp. tels que vp(z) 6 min(vp(x), vp(y)). Ce
i

permet d'étendre 
omme suit les formules de 
al
ul du pg
d et du pp
m à tous les

anneaux fa
toriels (et plus seulement aux anneaux prin
ipaux).

2.4.10. Théorème et dé�nition. Dans un anneau fa
toriel, le pp
m et le pg
d

peuvent se dé�nir pour tous x, y ∈ A∗
par les formules

(a) ppcm(x, y) =
∏

p∈P

pmax(vp(x),vp(y)) ;

(b) pgcd(x, y) =
∏

p∈P

pmin(vp(x),vp(y)).

(
) On a alors l'identité 〈pgcd(x, y)〉〈ppcm(x, y)〉 = 〈xy〉.

Démonstration. Les formules (a) et (b) ont déjà été justi�ées dans la dis
ussion

préliminaire. Pour véri�er (
), on applique (a) et (b), 
e qui donne

〈pgcd(x, y)〉〈ppcm(x, y)〉 =
〈∏

p∈P

pmin(vp(x),vp(y)+max(vp(x),vp(y))

〉
.

Mais pour des entiers quel
onques u, v, il est 
lair quemin(u, v)+max(u, v) = u+v.
Ce
i donne

〈pgcd(x, y)〉〈ppcm(x, y)〉 =
〈∏

p∈P

pvp(x)+vp(y)

〉
=

〈∏

p∈P

pvp(x)
∏

p∈P

pvp(y)

〉

= 〈xy〉.
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2.5. Éléments irrédu
tibles de Q[X℄, R[X℄ et C[X℄

On 
onsidère i
i l'anneau des polyn�mesK[X ] à une indéterminée à 
oe�
ients

dans un 
orps 
ommutatif K. D'après 
e que nous avons vu au paragraphe

pré
édent, tout polyn�me F ∈ K[X ]∗ de degré d > 0 se dé
ompose de manière

unique sous la forme

F = ad P
m1
1 Pm2

2 · · ·Pms
s , Pj ∈ P 2 à 2 distin
ts, mj ∈ N∗,

où P désigne l'ensemble des polyn�mes irrédu
tibles unitaires de K[X ], et où

ad ∈ K∗
est le 
oe�
ient dominant de F . L'ensemble des polyn�mes irrédu
tibles

dépend beau
oup du 
orps sur lequel on se pla
e.

2.5.1. Anneau C[X℄. Dans 
e 
as, on sait que F se s
inde en fa
teurs de degré 1,
les éléments de P sont les X − w, w ∈ C, et F se fa
torise sous la forme

F (X) = ad(X − w1)
m1(X − w2)

m2 · · · (X − ws)
ms

où w1, . . . , ws ∈ C sont les ra
ines distin
tes, et m1, . . . , ms leurs multipli
ités. On

a d = deg(P ) =
∑

16j6smj .

2.5.2. Anneau R[X℄. Soit

F (X) = adX
d + · · ·+ a1X + a0, aj ∈ R, ad 6= 0.

Le polyn�me F peut avoir des ra
ines réelles rj , mais il peut aussi avoir des ra
ines


omplexes wj ∈ Cr R. Dans 
e 
as

F (wj) = adw
d
j + · · ·+ a1wj + a0 = F (wj) = 0.

Ce
i implique que les ra
ines 
omplexes non réelles wj ∈ CrR se regroupent par

paires 
onjuguées wj , wj . On peut aussi observer aussi que wj , wj ont les mêmes

multipli
ités, 
ar les dérivées véri�ent

F (α)(wj) = F (α)(wj) pour tout α ∈ N.

Chaque produit (X − wj)(X − wj) s'é
rit 
omme un trin�me du se
ond degré

X2 + βjX + γj dont les 
oe�
ients βj = −wj − wj = −2Rewj et γj = |wj |2
sont réels. Le dis
riminant ∆ = β2

j − 4γj est né
essairement < 0 (sinon les ra
ines

seraient réelles). Ré
iproquement, un tel trin�me du se
ond degré de dis
riminant

négatif est bien irrédu
tible dans R[X ]. On en déduit que la dé
omposition de F
en fa
teurs irrédu
tibles est de la forme

F (X) = ad
∏

16j6s

(X − rj)
mj

∏

16j6t

(X2 + βjX + γj)
kj

où les rj sont les ra
ines réelles, et où les trin�mes X2+βjX+γj sont des trin�mes

de dis
riminants ∆j = β2
j − 4γj < 0 admettant des ra
ines 
omplexes 
onju-

guées wj , wj ∈ Cr R. On a i
i d = deg(F ) =
∑
mj + 2

∑
kj .
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2.5.3. Exemple. Le polyn�me F (X) = X4 + 1 ∈ R[X ] qui est de degré 4 sans

ra
ines réelles est né
essairement rédu
tible dans R[X ] (puisque les polyn�mes

irrédu
tibles y sont de degrés 1 et 2 seulement). On voit en fait que

X4 + 1 = (X2 + 1)2 − 2X2 = (X2 + 1)2 − (
√
2X)2

= (X2 +
√
2X + 1)(X2 −

√
2X + 1).

Il s'agit de la dé
omposition en fa
teurs irrédu
tibles, 
ar les deux trin�mes du

se
ond degré ont pour dis
riminant ∆ = 2− 4 = −2. On en déduit ainsi qu'on a

quatre ra
ines 
omplexes deux à deux 
onjuguées

w1 =
−
√
2 + i

√
2

2
, w1 =

−
√
2− i

√
2

2
, w2 =

√
2 + i

√
2

2
, w2 =

√
2− i

√
2

2
.

2.5.4. Anneau Q[X℄. La situation est i
i beau
oup plus 
ompliquée, on

montrera plus loin qu'il y a dans Q[X ] des polyn�mes irrédu
tibles de tous degrés,

par exemple Xd − p si p est un nombre premier. Nous nous 
ontenterons de

quelques résultats élémentaires, 
ar la théorie générale né
essite des outils plus

avan
és dont nous ne disposons pas dans 
e 
ours.

2.5.5. Proposition. Un polyn�me F ∈ Q[X ] de degré 2 ou 3 est irrédu
tible si

et seulement si F n'admet pas de ra
ine dans Q.

Démonstration. Ce fait a déjà été remarqué : si un tel polyn�me est rédu
tible

dans Q[X ], alors l'un des fa
teurs au moins est de degré 1 et possède don
 une

ra
ine rationnelle.

Nous donnons maintenant une méthode permettant de déte
ter les ra
ines ra-

tionnelles. Remarquons que pour un polyn�me F ∈ Q[X ], on peut toujours mul-

tiplier les 
oe�
ients par un dénominateur 
ommun de façon à se ramener à un

polyn�me F ∈ Z[X ].

2.5.6. Proposition. Soit F ∈ Z[X ] un polyn�me de degré d,

F (X) = adX
d + ad−1X

d−1 + · · ·+ a1X + a0, aj ∈ Z, ad 6= 0.

Supposons aussi a0 6= 0 (sinon F (X) admet la ra
ine x = 0 et on peut fa
toriser).
Si F (X) admet une ra
ine rationnelle x ∈ Q∗

é
rite sous forme d'une fra
tion

réduite x = k/ℓ, 
'est-à-dire telle que pgcd(k, ℓ) = 1, alors k | a0 et ℓ | ad.

En pratique, on n'a don
 qu'à 
her
her les diviseurs de a0 et ad, et 
ela ne laisse

qu'un nombre �ni de possibilités de ra
ines x ∈ Q∗
à tester. On notera en

parti
ulier que si le polyn�me F est unitaire (ad = 1), alors ℓ = ±1, don
 les

ra
ines rationnelles sont né
essairement dans Z.

Démonstration. Si x = k/ℓ ∈ Q∗
est ra
ine, alors

ℓdF (k/ℓ) = adk
d + ad−1k

d−1ℓ+ · · ·+ a1kℓ
d−1 + a0ℓ

d = 0.
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Ce
i donne

adk
d = −ℓ

(
ad−1k

d−1 + · · ·+ a1kℓ
d−2 + a0ℓ

d−1
)
,

don
 ℓ | adkd. Comme pgcd(k, ℓ) = 1, le lemme de Gauss implique que ℓ | ad. De
même l'égalité

a0ℓ
d = −k

(
adk

d−1 + ad−1k
d−2ℓ+ · · ·+ a1kℓ

d−1
)

implique k | a0.

2.5.7. Un exemple de degré 4. Le polyn�me X4 + 1 est irrédu
tible dans

l'anneau Q[X ]. En e�et 
e polyn�me n'a pas de ra
ine rationnelle (ni même

réelle), la seule possibilité serait une dé
omposition en deux fa
teurs de degré 2
dans Q[X ]. Mais on a déjà vu qu'on avait dans R[X ] une dé
omposition en deux

fa
teurs irrédu
tibles de degré 2, et 
'est la seule dé
omposition possible (si on

prend des polyn�mes unitaires). Il faudrait don
 que 
ette dé
omposition soit à


oe�
ients rationnels, 
e qui n'est pas le 
as, 
ar on a le 
oe�
ient

√
2 qui apparaît

dans les fa
teurs irrédu
tibles de X4 + 1 dans R[X ].

2.5.8. Autre exemple. Le polyn�me X4 + 4 est en revan
he rédu
tible dans

l'anneau Q[X ], bien que n'ayant au
une ra
ine rationnelle. En e�et

X4 + 4 = (X2 + 2)2 − 4X2 = (X2 + 2)2 − (2X)2

= (X2 + 2X + 2)(X2 − 2X + 2).

[A

essoirement, les ra
ines 
omplexes sont z = ±1± i.℄

2.5.9. Théorème. Soit p ∈ N∗
un nombre premier et d ∈ N∗

. Alors Xd − p est

irrédu
tible dans Q[X ].

Démonstration. Les 
as d = 1, 2, 3 sont triviaux (pour d = 2, 3, on applique 2.5.5).

En général, pour d > 2, les ra
ines 
omplexes sont données par z = p1/dζ où

ζd = 1, 
'est-à-dire z = p1/de2πik/d, k = 0, 1, . . . d − 1, et on a dans C[X ] la
fa
torisation

Xd − p =

p−1∏

k=0

(X − p1/de2πik/d).

Si Xd − p avait une dé
omposition sous la forme G(X)H(X) dans Q[X ] (ave

G,H qu'on peut supposer unitaires, et 0 < deg(G) < d, 0 < deg(H) < d ), alors G
(disons) serait un produit de 
ertains des fa
teurs 
omplexes (X − p1/de2πikj/d),
1 6 j 6 δ = deg(G). Mais alors le 
oe�
ient 
onstant c ∈ Q de G serait égal à

c =
∏

16j6δ

(−p1/de2πikj/d) = ±pδ/de2πiℓ/d, 1 6 δ < d.

Ce
i impliquerait |c| = pδ/d = d
√
pδ /∈ Q puisque d ∤ δ. Or |c| = ±c ∈ Q. Cette


ontradi
tion démontre l'irrédu
tibilité de Xd − p dans Q[X ].
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2.5.10. Exer
i
e. Déterminer les ra
ines réelles et la dé
omposition en fa
teurs

irrédu
tibles de Xd − p dans R[X ], suivant que d est pair ou impair. Redémontrer

ainsi l'irrédu
tibilité de Xd − p.

2.5.11. Exer
i
e**. En ra�nant le raisonnement du théorème 2.5.9, montrer

qu'un polyn�me Xd − a ave
 a ∈ Q∗
+ est irrédu
tible dans Q[X ] si et seulement

si pour tout diviseur d′ de d tel que 1 < d′ 6 d, on a

d′√
a /∈ Q (
e qui

revient à dire que si p1, . . . , ps sont les fa
teurs premiers intervenant dans a, on a

pgcd(vp1
(a), . . . , vps

(a), d) = 1).

2.6. Congruen
es et anneaux quotients

On introduit d'abord la notion élémentaire de 
ongruen
e modulo un idéal.

2.6.1. Dé�nition. Soit A un anneau (
ommutatif ) et I un idéal de A. On dit que

des éléments x, y ∈ A sont 
ongrus modulo I, et on é
rit x ≡ y mod I si x−y ∈ I.

Il est 
lair qu'il s'agit d'une relation d'équivalen
e. En e�et on a :

� ré�exivité: x ≡ x mod I, puisque x− x = 0 ∈ I ;

� symétrie: x ≡ y mod I ⇔ y ≡ x mod I, 
ar δ = x− y ∈ I ⇔ −δ = y − x ∈ I ;

� transitivité : x ≡ y et y ≡ z mod I ⇒ x ≡ z mod I, 
ar x−z = (x−y)+(y−z) ∈ I.

Étant donné x∈A, on note

•
x la 
lasse d'équivalen
e pour la relation de 
ongruen
e

modulo I. Comme y ≡ x mod I équivaut à y − x = t ∈ I, il s'agit simplement de

(2.6.2)
•
x = x+ I = {x+ t / t ∈ I}.

Maintenant étant donné deux 
lasses

•
x et

•
y et x′ = x + s ∈ •

x, y′ = y + t ∈ •
y,

s, t ∈ I, on observe que

x′ + y′ = x+ y + (s+ t) ave
 s+ t ∈ I,

x′y′ = (x+ s)(y + t) = xy + (xt+ ys+ st) ave
 xt+ ys+ st ∈ I,

par 
onséquent x′ + y′ ≡ x+ y et x′y′ ≡ xy mod I. Ce
i montre qu'il est possible

de poser par dé�nition

•
x+

•
y := (x+ y)

•
= (x′ + y′)

•
,(2.6.3)

•
x

•
y := (x y)

•
= (x′ y′)

•
,(2.6.3′)

puisque les 
lasses dé�nies par les membres de droite ne dépendent pas des

représentants x, y ou x′, y′ 
hoisis.

2.6.4. Théorème et dé�nition. L'ensemble des 
lasses d'équivalen
e

•
x des

éléments x ∈ A pour la relation de 
ongruen
e modulo I se note A/I. Ave
 les

lois dé�nies par (2.6.3) et (2.6.3′), on obtient une stru
ture d'anneau 
ommutatif

(A/I,+,×), appelé anneau quotient de A par I. De plus, l'appli
ation naturelle

πA,I : A→ A/I, x 7→ •
x

est un morphisme surje
tif d'anneaux.
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Démonstration. Les expli
ations données plus haut montre que les lois de 
ompo-

sition interne + et × sont bien dé�nies sur A/I. Tous les axiomes des anneaux

(asso
iativité, distributivité, . . .) vraies dans A passent �automatiquement� à A/I.
La 
lasse

•

0A est élément neutre pour +, et la 
lasse

•

1A est élément neutre pour ×
dans A/I. La propriété de morphisme est évidente par dé�nition, et la surje
tivité

de πA,I aussi.

2.6.5. Exemples. (a) On a deux 
as assez peu intéressants, à savoir I = {0}, où

haque 
lasse

•
x se réduit au singleton {x}, de sorte que A/{0} peut s'identi�er à

A lui-même, et le 
as I = A où on a

•
x = A =

•

0 pour tout x ∈ A, de sorte que

A/A = {
•

0} est l'anneau trivial (ave


•

0 =
•

1).

(b) Dans le 
as où I = 〈g〉 = gA est un idéal prin
ipal, la 
lasse d'équivalen
e

•
x


onsiste en les éléments

•
x =

{
x+ λg / λ ∈ A

}

et l'anneau quotient est souvent noté A/gA. Pour n ∈ N∗
, l'anneau Z/nZ est ainsi


onstitué de n éléments, à savoir les 
lasses

•

0,
•

1, . . . , (n− 1)
•

où la 
lasse

•
x =

•
r est obtenu en 
al
ulant le reste r de la division de x par n,

tel que x = nq + r. (On a en
ore i
i les 
as �inintéressants� Z/0Z = Z/{0} ≃ Z

et Z/1Z = Z/Z = {
•

0}). L'anneau Z/6Z est bien 
elui dé�ni par les tables de

Pythagore du 1.1.4 (
), et l'anneau Z/2Z est la même 
hose que le 
orps F2 déjà

mentionné à plusieurs reprises.

2.6.6. Appli
ation : �preuves� par 9 et 11. Il s'agit de te
hniques utilisées

autrefois � et peut-être en
ore aujourd'hui ? � par les é
oliers des 
lasses primaires

pour véri�er leurs opérations arithmétiques. Bien entendu, les maîtres donnaient

en général seulement la re
ette sans trop en expliquer les raisons . . .

(a) �Preuve� par 9. On travaille dans l'anneau quotient Z/9Z. On remarque que

l'on a 10 ≡ 1 mod 9 et don
 10k ≡ 1 mod 9 pour tout k ∈ N. Par 
onséquent, si
x ∈ N est un entier é
rit en base 10, on voit que

x = ak 10
k + ak−1 10

k−1 + · · ·+ a1 10 + a0 ≡ ak + ak−1 + · · ·+ a1 + a0 mod 9,

autrement dit x est 
ongru à la somme de ses 
hi�res modulo 9. Par exemple

4570891 est 
ongru à 4 + 5 + 7 + 8 + 9 + 1, et don
 à 7 + 8 + 1 = 16 (puisque

9 ≡ 0 mod 9), 16 étant lui-même 
ongru à 1 + 6 = 7. Par suite 4570891 ≡ 7
mod 9. Pour �véri�er� le résultat z d'une multipli
ation xy, on 
al
ule 
omme


i-dessus les 
lasses

•
x,

•
y,

•
z, et on s'assure que

•
x

•
y =

•
z. Par exemple, pour véri�er

que 23×47 = 1081 on fait 2+3 = 5, 4+7 = 11 ≡ 2, 1+0+8+1 ≡ 1 et on 
onstate

qu'on a bien 5 × 2 ≡ 1 mod 9. Mais si on avait trouvé z = 1171, on ne se serait

quand même pas aperçu de l'erreur, la �preuve� par 9 est loin d'être infaillible !
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(b) �Preuve� par 11. L'idée est la même, on travaille 
ette fois dans l'anneau

quotient Z/11Z. On a 10 ≡ −1 mod 11 et don
 10k ≡ (−1)k mod 11, d'où

x = ak 10
k + ak−1 10

k−1 + · · ·+ a1 10 + a0

≡ (−1)kak + (−1)k−1ak−1 + · · · − a1 + a0 mod 11,


'est-à-dire que x est 
ongru à la somme alternée de ses 
hi�res modulo 11. La

�preuve� par 10 est beau
oup plus simple, puisqu'elle dépend seulement du dernier


hi�re a0. On peut aussi faire les �preuves� par 7 ou 13 (ou n'importe quel autre

entier n), mais 
'est plus 
ompliqué . . .

2.6.7. Théorème. Si A est un anneau prin
ipal et I = gA est l'idéal engendré

par un élément g ∈ A∗
, alors il y a équivalen
e entre les propriétés suivantes :

(i) g est un élément irrédu
tible de A ;

(ii) A/gA est intègre non trivial ;

(iii) A/gA est un 
orps.

Démonstration. Il est évident que (iii) ⇒ (ii). D'autre part, si g est dé
omposable

sous la forme g = xy ave
 x, y ∈ A∗
non inversibles, alors g ne peut diviser x ou y

(sinon y, resp. x, serait inversible d'inverse x/g, resp. y/g), don

•
x 6=

•

0,
•
y 6=

•

0 et

•
x

•
y =

•
g =

•

0 dans A/gA,

de sorte que A/gA est non trivial et possède des diviseurs de zéro. Ce
i montre par


ontraposition que (ii) ⇒ (i). Il reste à voir que (i) ⇒ (iii). Supposons maintenant

g irrédu
tible et soit

•
x 6=

•

0 dans A/gA. Ce
i signi�e que g ∤ x, et d'après le lemme

de Gauss 2.4.2 (
), on en déduit que pgcd(x, g) = 1. D'après l'identité de Bézout,
il existe alors λ, µ ∈ A tels que λx + µg = 1, 
e qui donne

•

λ
•
x =

•

1, et on voit

que A/gA est bien un 
orps.

2.6.8. Corollaire. L'anneau quotient Z/nZ est un 
orps si et seulement n est un

nombre premier. On note Fp = Z/pZ ; 
'est un 
orps à p éléments, 
onstitué des


lasses

•

0,
•

1, . . . , (p− 1)
•
.

2.6.9. Notion de 
ara
téristique d'un 
orps. Soit K un 
orps, et

ϕcan : Z → K, n 7→ nK

le morphisme 
anonique. Le noyau Ker(ϕcan) = {0} est un idéal de Z, 
ar

ϕcan(x) = ϕcan(y) = 0K implique trivialement

ϕcan(λx+ µy) = ϕcan(λ)ϕcan(x) + ϕcan(µ)ϕcan(y) = 0K.

Comme Z est un anneau prin
ipal, on a Ker(ϕcan) = pZ pour un 
ertain entier

p ∈ N. On dit alors que K est un 
orps de 
ara
téristique p. Deux alternatives

ex
lusives l'une de l'autre peuvent se produire.
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(a) p = 0. Dans 
e 
as Ker(ϕcan) = {0}, i.e. ϕcan est inje
tif, et on peut dé�nir un

morphisme 
anonique de 
orps en posant

ψcan : Q → K,
a

b
7→ (aK)(bK)

−1, a ∈ Z, b ∈ N∗

la véri�
ation fa
ile en est laissée au le
teur. Comme ψcan(x) 6= 0 pour tout

x = a/b ∈ Q∗
, on a aussi Ker(ψcan) = {0}, 
'est-à-dire que ψcan est inje
tif et

dé�nit un isomorphisme de Q sur son image ψcan(Q) ⊂ K (qui est un sous-
orps).

(b) p ∈ N∗
, de sorte que pK = 0K . Comme 1K 6= 0K, on a né
essairement

p > 1, et d'autre part p doit être un nombre premier, sinon on aurait p = xy ave


1 < x, y < p et don
 xK yK = 0K ave
 xK, yK 6= 0, 
e qui 
ontredirait le fait que K
est un 
orps. Comme ϕcan(x+ λp) = ϕcan(x) = xK, on voit que ϕcan dé�nit par

passage au quotient un morphisme de 
orps

ψcan : Z/pZ → K,
•
x 7→ xK (p premier),

dont le noyau est 
ette fois réduit à {
•

0}. Par 
onséquent ψcan est inje
tif, et dé�nit

un isomorphisme de Fp = Z/pZ sur ψcan(Z/pZ) ⊂ K (qui est un sous-
orps).

2.6.10. Théorème. Soit K un 
orps �ni. Alors K est de 
ara
téristique p > 0 et

q = cardK est une puissan
e de p, soit q = pn. De plus, pour tout α ∈ K∗
, on a

αq−1 = 1K, et le polyn�me Xq −X ∈ K[X ] admet la fa
torisation

Xq −X =
∏

α∈K

(X − α).

Démonstration. La 
ara
téristique de K est né
essairement positive, sinon K

ontiendrait un sous-
orps in�ni isomorphe à Q. Don
 K 
ontient un sous-
orps

K′
isomorphe à Fp, et les lois +, × munissent K d'une stru
ture d'espa
e ve
toriel

de dimension �nie sur K′ ≃ Fp. Si n est sa dimension, on a alors K ≃ (Fp)
n
, don


q = cardK = pn. Si α ∈ K∗
, l'appli
ation K∗ → K∗

, x 7→ αx est une bije
tion,

dont la bije
tion inverse est x 7→ α−1x. Comme cardK∗ = q − 1, le produit (non
nul) de tous les éléments de K∗

fournit

∏

x∈K∗

x =
∏

x∈K∗

αx = αq−1
∏

x∈K∗

x.

Ce
i implique bien que αq−1 = 1. Comme le polyn�me Xq−1−1 est de degré q−1
et admet les q − 1 éléments de K∗


omme ra
ines, on en déduit que 
es ra
ines

sont simples et qu'on a la fa
torisation

Xq−1 − 1 =
∏

α∈K∗

(X − α).

En multipliant par X , on obtient la fa
torisation annon
ée de Xq −X .
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2.6.11. Corollaire : petit théorème de Fermat. Soit p un nombre premier.

Alors

(a) pour tout x ∈ Z non divisible par p, on a xp−1 ≡ 1 mod p ;

(b) pour tout x ∈ Z, on a xp ≡ x mod p.

(
) dans Fp[X ], on a la fa
torisation

Xp −X =
∏

α∈Fp

(X − α).

2.7. Théorème des restes 
hinois

Le problème est de résoudre des 
ongruen
es simultanées

x ≡ a1 mod 〈n1〉, x ≡ a2 mod 〈n2〉, . . . , x ≡ as mod 〈ns〉,

dans Z, ou plus généralement dans un anneau prin
ipal A. Les référen
es

historiques attestent que les mathémati
iens 
hinois se posaient déjà 
e genre

des questions au début de notre ère, probablement pour traiter des problèmes

astronomiques ou 
alendaires ; les do
uments trouvés remontent au moins au

III

e
siè
le après J.C. (Sunzi Suanjing, �The mathemati
al 
lassi
 of Master Sun�).

Il semble que les Gre
s aient aussi étudié 
ette question, peut-être même antérieu-

rement aux Chinois. On 
ommen
e par traiter le 
as plus simple s = 2.

2.7.1. Théorème des restes 
hinois. On se donne n1, n2 6= 0 dans un anneau

prin
ipal A. Si pgcd(n1, n2) = 1, les 
ongruen
es simultanées

x ≡ a1 mod 〈n1〉, x ≡ a2 mod 〈n2〉

se résolvent 
omme l'ensemble des x ∈ A satisfaisant une unique 
ongruen
e

x ≡ x0 mod 〈n1n2〉,

où x0 dépend des données a1, a2 (et n1, n2 ).

Démonstration. Démontrons d'abord l'existen
e d'une solution x0. D'après

l'identité de Bézout, on peut trouver λ1, λ2 ∈ A tels que λ1n1 + λ2n2 = 1 (et

si A est eu
lidien, on peut utiliser l'algorithme d'Eu
lide pour trouver λ1, λ2).
Cette relation implique de façon évidente que

λ2n2 ≡ 1 mod 〈n1〉, λ2n2 ≡ 0 mod 〈n2〉,
λ1n1 ≡ 0 mod 〈n1〉, λ1n1 ≡ 1 mod 〈n2〉.

Par 
onséquent, si on prend la 
ombinaison linéaire

x0 = a1(λ2n2) + a2(λ1n1),

on trouve bien

x0 ≡ a1 mod 〈n1〉, x0 ≡ a2 mod 〈n2〉.
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Maintenant, si x ∈ A est une autre solution, on trouve par di�éren
e

x− x0 ≡ 0 mod 〈n1〉, x− x0 ≡ 0 mod 〈n2〉,


'est-à-dire que x−x0 doit être multiple de n1 et n2. Il doit don
 être multiple de

ppcm(n1, n2) = n1n2 (du fait que pgcd(n1, n2) = 1, 
f. 2.4.10 (
)). Ce
i implique

x ≡ x0 mod 〈n1n2〉, et ré
iproquement de tels éléments x sont bien des solutions

du problème, puisque x ≡ x0 mod 〈n1n2〉 implique x ≡ x0 ≡ a1 mod 〈n1〉 et

x ≡ x0 ≡ a2 mod 〈n2〉.

2.7.2. Formulation �moderne�. Une façon beau
oup plus moderne (20e siè
le),
et également plus abstraite, de formuler le théorème des restes 
hinois est d'é
rire

que si pgcd(n1, n2) = 1, on a un isomorphisme d'anneaux

ϕ : A/n1n2A→ A/n1A× A/n2A,
•
x mod 〈n1n2〉 7→ (

•
x mod 〈n1〉, •

x mod 〈n2〉)

[ Si A1 et A2 sont des anneaux, on munit A1 × A2 d'une stru
ture d'anneau

en posant (x, y) + (x′, y′) = (x + x′, y + y′) et (x, y)(x′, y′) = (xx′, yy′) ; on

a 1A1×A2
= (1A1

, 1A2
) ]. Il est i
i évident que ϕ est un morphisme, et 
'est

sa bije
tivité qui est équivalente au théorème des restes 
hinois (la surje
tivité

exprimant l'existen
e de la solution x0, et l'inje
tivité son uni
ité modulo 〈n1n2〉).
La preuve du théorème fournit en outre une formule expli
ite pour l'isomorphisme

inverse ϕ−1
: si λ1n1 + λ2n2 = 1, 
et inverse est donné par

ϕ−1 : A/n1A×A/n2A −→ A/n1n2A,

(
•
a1 mod 〈n1〉, •

a2 mod 〈n2〉) 7−→
(
a1(λ2n2) + a2(λ1n1)

)•
mod 〈n1n2〉.

2.7.3. Exemples. (a) Dans Z, les 
onguen
es simultanées

x ≡ 2 mod 〈4〉, x ≡ 3 mod 〈6〉

sont in
ompatibles. En e�et la première implique x pair et la se
onde x impair.

Mais 
ela ne 
ontredit pas le théorème des restes 
hinois puisque pgcd(4, 6)=2 6= 1.

(b) Soit à résoudre dans Q[X ] les 
ongruen
es simultanées

P ≡ X mod 〈X3 − 1〉, P ≡ −X2 mod 〈X5 + 1〉.

On 
ommen
e par 
al
uler pgcd(X3 − 1, X5 + 1) par l'algorithme d'Eu
lide :

X5 + 1 = (X3 − 1)X2 + (X2 + 1),

X3 − 1 = (X2 + 1)X − (X + 1),

X2 + 1 = (X + 1)(X − 1) + 2,

X + 1 = 2

(
1

2
X +

1

2

)
+ 0,
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e qui implique bien pgcd(X5 + 1, X3 − 1) = 1 (à l'élément inversible 2 ∈ Q∗

près ; dans le 
al
ul 
i-dessus, on a aussi rempla
é −(X + 1) par X + 1, −1 étant

inversible). On voit que

2 = (X2 + 1)− (X + 1)(X − 1) = (X2 + 1) +
(
(X3 − 1)− (X2 + 1)X

)
(X − 1)

= (−X2 +X + 1)(X2 + 1) + (X − 1)(X3 − 1)

= (−X2 +X + 1)
(
(X5 + 1)− (X3 − 1)X2

)
+ (X − 1)(X3 − 1)

= (−X2 +X + 1)(X5 + 1) + (X4 −X3 −X2 +X − 1)(X3 − 1).

(et on doit diviser par 2 pour obtenir la 
onstante 1). D'après la formule vue dans

la démonstration du théorème 2.7.1, une solution du problème est alors

P0 =
1

2

(
X(−X2 +X + 1)(X5 + 1) + (−X2)(X4 −X3 −X2 +X − 1)(X3 − 1)

)

=
1

2

(
−X9 + 2X7 +X6 −X4 +X

)
≡ X7 mod 〈(X3 − 1)(X5 + 1)〉,

et la solution générale est don


P ≡ X7 mod 〈(X3 − 1)(X5 + 1)〉.

On peut aisément le véri�er a posteriori :

X7 = X(X3 + 1)(X3 − 1) +X, X7 = X2(X5 + 1)−X2.

2.7.4. Généralisation. On se donne n1, . . . , ns 6= 0 dans un anneau prin
ipal A.
Si pgcd(ni, nj) = 1 pour tous i 6= j, les 
ongruen
es simultanées

x ≡ a1 mod 〈n1〉, x ≡ a2 mod 〈n2〉, . . . , x ≡ as mod 〈ns〉

se résolvent 
omme l'ensemble des x ∈ A satisfaisant une unique 
ongruen
e

x ≡ x0 mod 〈n1n2 · · ·ns〉,

où x0 dépend des données a1, . . . , as (et n1, . . . , ns ). En d'autres termes, on a un

isomorphisme d'anneaux

ϕ : A/(n1 · · ·ns)A −→ A/n1A× · · · × A/nsA,
•
x mod 〈n1 · · ·ns〉 7−→ (

•
x mod 〈nj〉)16j6s.

Démonstration. On raisonne par ré
urren
e sur s > 3, le problème ayant déjà

été traité pour s = 2. Les deux dernières 
ongruen
es x ≡ as−1 mod 〈ns−1〉,
x ≡ as mod 〈ns〉 équivalent à une seule 
ongruen
e x ≡ a′s−1 mod 〈ns−1ns〉 d'après
le 
as s = 2, et le lemme de Gauss implique que l'on a bien pgcd(ni, ns−1ns) = 1
pour i < s − 1. On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e pour

s − 1 
ongruen
es, respe
tivement modulo n1, n2, . . . , ns−2, n
′
s−1 = ns−1ns, et


on
lure alors que la solution s'exprime sous forme d'une unique 
ongruen
e

x ≡ x0 mod 〈n1 · · ·ns−2(ns−1ns)〉.
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2.8. Corps de dé
omposition*

Nous démontrons i
i quelques résultats importants en théorie des 
orps, qui

peuvent être obtenus 
omme des 
onséquen
es assez dire
tes du théorème 2.6.7

dans le 
as des anneaux de polyn�mes. Cette se
tion (quoiqu'en prin
ipe a

essible

sans trop de di�
ultés au moyen des résultats qui pré
èdent) est hors programme,

et réservée aux étudiants souhaitant étendre un peu leur 
ulture mathématique.

2.8.1. Dé�nition. Étant donné un 
orps K, on appelle extension de K tout


orps L qui 
ontient K 
omme sous-
orps, et on é
rira L ⊃ K pour indiquer 
ette

situation.

Un exemple important bien 
onnu est C ⊃ R.

2.8.2. Théorème. Soit P un polyn�me irrédu
tible de degré d d'un anneau K[X ].
Alors l'anneau quotient L = K[X ]/〈P 〉 est un 
orps. De plus K s'identi�e à un

sous-
orps de L, via le morphisme inje
tif K →֒ L, c 7→ •
c. Le 
orps L peut ainsi

être 
onsidéré 
omme une extension de K. C'est aussi un K-espa
e ve
toriel de

dimension dimK L = d, admettant 
omme base

(
•

1,
•

X, . . . ,
•

Xd−1).

Démonstration. Comme K[X ] est prin
ipal, le fait que L soit un 
orps résulte

du théorème 2.6.7. L'appli
ation ϕ : K → L, c 7→ •
c est bien inje
tive 
ar

Ker(ϕ) = {0} : pour tout c ∈ K∗
,

•
c 6=

•

0, 
ar c ne peut être multiple de P
qui est de degré d > 1. Supposons P unitaire (
e n'est pas restri
tif), et é
rivons

P (X) = Xd + ad−1X
d−1 + · · ·+ a1X + a0, d > 1.

En prenant les 
lasses modulo 〈P 〉, on en déduit

•

Xd = −•
a0

•

1− •
a1

•

X − · · · − •
ad−1

•

Xd−1,

et en multipliant par

•

Xn−d
pour n > d, on voit que

•

Xn = −•
a0

•

Xn−d − •
a1

•

Xn−d+1 − · · · − •
ad−1

•

Xn−1, ∀n > d.

Ce
i entraîne que modulo P , la 
lasse
•

G de tout polyn�me G =
∑n

j=0 bjX
j ∈ K[X ]

est égale à une 
ombinaison linéaire des éléments de la famille

(
•

1,
•

X, . . . ,
•

Xd−1),

de sorte que 
elle-
i est une famille génératri
e de L, vu 
omme espa
e ve
toriel

sur K. Mais si la famille était liée, il existerait des 
oe�
ients λ0, λ1, . . . , λd−1 ∈ K
non tous nuls tels que

•

λ0
•

1 +
•

λ1
•

X + · · ·+
•

λd−1

•

Xd−1 =
•

0,
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e qui signi�e pré
isément que λ0 + λ1X + · · · + λd−1X
d−1

est divisible par P .
Ce
i est impossible puisque P est de degré d. Par 
onséquent la famille 
onsidérée

est bien une base, et le théorème est démontré. (On remarquera que le 
as d = 1
n'est pas très intéressant, on a alors L ≃ K).

2.8.3. Exemple. Le polyn�me P (X) = X2 + 1 ∈ R[X ] est irrédu
tible, don


R[X ]/〈X2 + 1〉 est un 
orps. Le théorème 
i-dessus montre qu'il admet pour

base (
•

1,
•

X) sur R et qu'on a la relation (
•

X)2 = −
•

1. C'est pré
isément le 
orps

des 
omplexes ! En fait 
ette méthode est probablement la méthode la plus

fondamentale qui existe pour dé�nir C, fournissant un pro
édé algébrique naturel

pour ajouter une ra
ine manquante à l'équation X2 + 1 = 0.

Le pro
édé pré
édent s'applique de manière générale à tout 
orps K et tout

polyn�me G ∈ K[X ]. De façon pré
ise, on va montrer :

2.8.4. Théorème. Pour tout 
orps K et tout polyn�me G ∈ K[X ], il existe une

extension L ⊃ K dans laquelle le polyn�me G est 
omplètement s
indé, à savoir

qu'on peut trouver des éléments wj ∈ L tels que

G(X) = ad
∏

(X − wj)
mj

dans L[X ] ⊃ K[X ],

où ad est le 
oe�
ient dominant de G.

Démonstration. On démontre le résultat par ré
urren
e sur d = deg(G). Si

d = 1, le polyn�me P est déjà s
indé, on prend L = K et il n'y a rien à montrer.

Supposons le résultat déjà démontré pour d − 1 et prenons G ∈ K[X ] de degré

deg(G) = d. On 
ommen
e par le fa
toriser en ses fa
teurs irrédu
tibles, soit

G = adP
k1
1 . . . P ks

s .

On pose L1 = K[Y ]/〈P1(Y )〉. Ce quotient est une extension L1 ⊃ K d'après le

théorème pré
édent. Par 
onstru
tion P1 admet la ra
ine w1 =
•

Y dans L1, de

sorte que w1 ∈ L1 est aussi une ra
ine de G ∈ K[X ] ⊂ L1[X ]. Par 
onséquent, on
peut é
rire G(X) = (X − w1)H(X) ave
 H ∈ L1[X ] de degré d− 1. L'hypothèse
de ré
urren
e entraîne qu'il existe une extension L ⊃ L1 ⊃ K dans laquelle H est


omplètement s
indé, et don
 G aussi. Le théorème s'ensuit.

2.8.5. Remarque. la démonstration pré
édente 
onstruit en fait la plus petite

extension L ⊃ K dans laquelle G ∈ K[X ] puisse se s
inder. Un tel 
orps L
est appelé 
orps de dé
omposition de G. On peut montrer qu'il est unique à

isomorphisme de 
orps près.

2.8.6. Exer
i
e**.

(a) Soit K un 
orps de 
ara
téristique p > 0. Montrer par la formule du bin�me

que F : x 7→ xp est un morphisme de 
orps (�morphisme de Frobenius�). Lorsque

K = Fp, montrer que F = Id (
al
uler F (1), F (2) = F (1 + 1), . . .) et retrouver

ainsi le petit théorème de Fermat.
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(b) Soit de nouveau K un 
orps de 
ara
téristique p > 0. Déduire de (a) que

l'appli
ation Fn = F ◦ · · ·◦F : x 7→ xp
n

est aussi un morphisme de 
orps, puis que

Kn = {x ∈ K / Fn(x) = x} est un sous-
orps de K possédant au plus pn éléments.

(
) Montrer que le 
orps de dé
omposition L du polyn�me G = Xpn −X ∈ Fp[X ]

oïn
ide ave
 Ln (qui n'est autre que l'ensemble des ra
ines du polyn�me G), et
que les ra
ines sont simples [raisonner sur la dérivée℄. En déduire que L est un


orps ayant exa
tement q = pn éléments.

Ce 
orps est traditionnellement noté Fq.

Nota : le théorème 2.6.10 entraîne assez aisément que tout 
orps K à q = pn

éléments est isomorphe à Fq ; on a ainsi déterminé tous les 
orps �nis 
ommutatifs ;

mais un théorème 
élèbre démontré en 1905 par le mathémati
ien é
ossais Joseph

Wedderburn (1882-1948) énon
e qu'il n'y a pas de 
orps �nis non 
ommutatifs.

Les 
orps �nis sont très importants en pratique, ils sont par exemple utilisés pour

les 
odes 
orre
teurs d'erreurs en informatique et en téléphonie mobile, tels que le


ode de Reed-Solomon s'appuyant sur le 
orps F256.
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Chapitre 5

Rédu
tion des endomorphismes

L'objet de 
e 
hapitre est d'analyser la stru
ture géométrique des endomor-

phismes en 
her
hant des bases de l'espa
e qui soient sus
eptibles de donner lieu

à des matri
es aussi simples que possible. La propriété 
ru
iale est 
elle de sous-

espa
e stable, et en parti
ulier de droite stable. Ce
i 
onduit aux notions im-

portantes de ve
teurs propres et de valeurs propres, lesquelles s'obtiennent au

moyen de 
al
uls de déterminants. Un endomorphisme est ainsi �diagonalisable�

si et seulement si on peut trouver une base de l'espa
e formée de ve
teurs pro-

pres. Dans les autres 
as, la stru
ture de l'endomorphisme est plus 
ompliquée,

et on doit par exemple étudier les puissan
es su

essives de l'endomorphismes et

leurs 
ombinaisons linéaires. Une idée importante est d'exploiter les propriétés

algébriques des anneaux de polyn�mes vues au 
hapitre pré
édent, en appliquant

le 
al
ul polynomial � et notamment l'identité de Bézout � aux endomorphismes

à étudier. On peut ainsi montrer que la 
ondition né
essaire et su�sante pour

qu'un endomorphisme soit �triangularisable� est que le polyn�me 
ara
téristique

soit s
indé sur le 
orps de référen
e, 
e qui est toujours le 
as pour le 
orps des


omplexes. Sur C, on peut toujours trouver une base dans laquelle la matri
e de

l'endomorphisme est sous �forme réduite de Jordan�, du nom du mathémati
ien

français Camille Jordan (1838�1922).

1. Valeurs propres et ve
teurs propres

1.1. Polyn�me 
ara
téristique et espa
es propres

Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie n sur le 
orps K (les 
orps

seront toujours supposés 
ommutatifs dans 
e 
hapitre). Soit f ∈ EndK(E) un

endomorphisme, 
'est à dire une appli
ation K-linéaire f : E → E.

Rappelons qu'un sous-espa
e S de E est dit stable par f si f(S) ⊂ S.
D'une 
ertaine manière, le problème de la rédu
tion des endomorphismes 
onsiste

essentellement en la détermination des sous-espa
es stables. Le 
as le plus

fondamental est la re
her
he des droites D de E qui sont stables par f .

1.1.1. Observation de base. Supposons que D soit une droite stable par un

endomorphisme f ∈ EndK(E) et soit v un ve
teur dire
teur de D. Alors il existe

un s
alaire λ tel que

f(v) = λv, v 6= 0, λ ∈ K.

Ré
iproquement, si un ve
teur v 6= 0 véri�e la relation pré
édente, alors la droite

D est stable par f . On dit que v est un ve
teur propre de f et que λ ∈ K est la

valeur propre asso
iée.
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Démonstration. La preuve est immédiate : D = {αv / α ∈ K} et don


f(D) = {αf(v) / α ∈ K} est engendré par f(v). Dire que f(D) ⊂ D équivaut

à dire que f(v) ∈ D, 
e qui signi�e qu'il existe λ ∈ K tel que f(v) = λv.

La 
ondition f(v) = λv équivaut à (f − λ IdE)(v) = 0, 
e qui entraîne que v
est un ve
teur non nul de Ker(f − λ IdE). L'endomorphisme f − λ IdE doit alors

être non inje
tif, 
e qui implique que det(f − λ IdE) = 0 d'après le théorème 3.2.3

du 
hapitre 3. Ré
iproquement, si det(f − λ IdE) = 0, alors Ker(f − λ IdE) 6= 0,
et on peut don
 trouver 0 6= v ∈ Ker(f − λ IdE) ; il s'ensuit que f(v) = λv, et la
droite D = Kv est stable par f . En résumé :

1.1.2. Théorème. Pour déterminer les valeurs propres d'un endomorphisme

f ∈ EndK(E), on 
al
ule le polyn�me

λ 7→ det(f − λ IdE)

et on 
her
he ses ra
ines. Les ve
teurs propres asso
iés à la valeur propre λ sont

alors les ve
teurs non nuls du noyau Ker(f − λ IdE).

On notera que det(λ IdE −f) = det(−(f − λ IdE)) = (−1)n det(f − λ IdE).

1.1.3. Dé�nition. Le polyn�me noté

χf (X) = det(X IdE −f) = (−1)n det(f −X IdE)

s'appelle le polyn�me 
ara
téristique de l'endomorphisme f . Lorsque λ ∈ K est

une valeur propre, 
'est-à-dire une ra
ine de χf (X) ∈ K[X ], on appelle espa
e

propre asso
ié à la valeur propre λ le sous-espa
e (né
essairement non nul )

Ef,λ = Ker(f − λ IdE) ⊂ E.

On notera dλ = dimKEf,λ = dimK Ker(f − λ IdE) > 1 sa dimension, et mλ > 1
la multipli
ité de la ra
ine λ dans χf (X).

Il est important de noter que par dé�nition on doit avoir Ef,λ 6= {0}. Si ayant


al
ulé une ra
ine λ on trouve que dimK Ker(f − λ IdE) = {0}, 
'est qu'il y a

une erreur quelque part (les 
andidats à l'examen sont prévenus !). Par ailleurs,

on montrera plus loin qu'on a toujours dλ 6 mλ (mais il peut y avoir inégalité

stri
te).

1.1.4. Cal
ul du polyn�me 
ara
téristique. Soit B = (e1, . . . , en) une base

de E et A = (aij)16i,j6n = MatBB(f). On a

χf (X) = χA(X) := det(XIn − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

X − a11 −a12 . . . −a1n
−a21 X − a22 . . . −a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

−an1 −an2 . . . X − ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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On voit alors qu'il s'agit d'un polyn�me de degré n. Le déterminant 
ontient un

terme diagonal

(X − a11)(X − a22) · · · (X − ann) = Xn −
n∑

i=1

aiiX
n−1 + · · ·+ (−1)n

n∏

i=1

aii,

et tous les autres termes ont au moins deux fa
teurs situés en dehors de la diagonale

(
ar si n − 1 fa
teurs sont sur la diagonale, 
ela for
e le dernier à y être aussi).

Tous 
es termes sont don
 des polyn�mes de degré au plus n− 2, qui ne modi�ent

pas les 
oe�
ients de Xn
et de Xn−1

déjà fournis par le produit diagonal. Par

ailleurs, le 
oe�
ient 
onstant de χA est χA(0) = det(−A) = (−1)n det(A). Nous
pouvons don
 énon
er :

1.1.5. Théorème. Ave
 les notations pré
édentes, le polyn�me 
ara
téristique

χf (X) ∈ K[X ] est un polyn�me unitaire de degré n de la forme

χf (X) = Xn − tr(f)Xn−1 + · · ·+ (−1)n det(f)

où tr(f) := tr(A) =
∑n

i=1 aii s'appelle la tra
e de A (ou de l'endomorphisme f ).

1.1.6. Remarque. Il est possible de donner l'expression de 
ha
un des 
oe�
ients

du polyn�me 
ara
téristique χA(X). En fait, le mon�me en Xn−k
est obtenu en

prenant un fa
teur X dans exa
tement n−k des termes (X−aii) de la diagonale,

et le 
oe�
ient 
orrespondant est le déterminant mineur ∆II (−A) = (−1)k∆II(A)
asso
ié à la partie 
omplémentaire I de 
ardinal k (i
i ∆II (A) = ∆IJ (A)
ave
 J = I). Ce
i implique que le mon�me de degré n− k de χA(X) est

(−1)k


 ∑

I⊂{1,2,...,n}, card(I)=k

∆II (A)


Xn−k,

et en parti
ulier le terme en X est (−1)n−1 tr(comat(A))X . Ces formules sont en

général trop 
ompliquées pour être utiles en pratique.

1.1.7. Remarque. Si le polyn�me 
ara
téristique χf (X) se s
inde entièrement

sur le 
orps K, sous la forme

χf (X) =
s∏

j=1

(X − λj)
mj ,

s∑

j=1

mj = n,

où les λj sont les valeurs propres et les mj leurs multipli
ités, on obtient les

relations

s∑

j=1

mjλj = tr(A),
s∏

j=1

λ
mj

j = det(A).

En e�et, il su�t pour 
ela d'identi�er le 
oe�
ient de Xn−1
dans de χf (X), ainsi

que son 
oe�
ient 
onstant. Ce
i donne un autre moyen de véri�er qu'on ne s'est

pas trompé dans les 
al
uls.
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1.1.8. Remarque. On sait que le déterminant d'un endomorphisme ne dépend

pas de la base utilisée. Il en est don
 de même pour le polyn�me 
ara
téristique

et la tra
e. On peut véri�er plus expli
itement 
es propriétés en examinant l'e�et

d'un 
hangement de base. Soient B, B′
des bases de E, P = MatB(B

′) la matri
e

de passage et

A = MatBB(f), A′ = MatB
′

B′(f)

les matri
es respe
tives de f ∈ EndK(E) dans les bases B, B′
. Nous savons que

A′ = P−1AP , et 
omme P−1InP = In, il vient

χA′(X) = det(XIn −A′) = det(XIn − P−1AP ) = det
(
P−1(XIn − A)P

)

= det(P )−1 det(XIn − A) det(P ) = det(XIn −A).

Par 
onséquent on a bien

χA′(X) = χA(X),

et en parti
ulier det(A′) = det(A) et tr(A′) = tr(A). Mais pour la tra
e, on peut

aussi observer que l'on a

tr(LM) =
∑

16i,j6n

ℓijmji = tr(ML)

pour des matri
es L,M ∈ Mn×n(K) quel
onques, et don


tr(A′) = tr((P−1A)P ) = tr(P (P−1A)) = tr(A).

1.1.9. Exemples. (a) Soit E un espa
e ve
toriel eu
lidien de dimension 3, muni

d'une base orthonormée B = (e1, e2, e3) sur le 
orps K = R. On 
onsidère la

rotation f : E → E d'angle θ et d'axe ∆ = Re3, donnée dans la base B par la

matri
e

A =




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1


 .

Nous avons

χA(X) = det(XI3 − A) =

∣∣∣∣∣∣

X − cos θ sin θ 0
− sin θ X − cos θ

0 0 X − 1

∣∣∣∣∣∣
=
(
(X − cos θ)2 + (sin θ)2

)
(X − 1) = (X − 1)(X2 − 2 cos θX + 1).

Le trin�me X2 − 2 cos θX +1 a pour dis
riminant ∆ = 4(cos θ)2 − 4 = −4(sin θ)2,
et admet en général deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées λ = cos θ ± i sin θ = e±iθ

.

Les ra
ines 
omplexes non réelles sont a priori inutilisables sur le 
orps K = R (voir

toutefois la se
tion 1.4). Cependant, il y a le 
as parti
ulier sin θ = 0, i.e. θ = kπ.

• Pour θ ≡ 0 mod 2π, on a A = I3, d'où un espa
e propre Ef,1 = Ker(I3−A) = E
pour λ1 = 1 (valeur propre triple).

• Pour θ ≡ π mod 2π, il s'agit d'un demi-tour d'axe∆ = Re3, on a Ef,1 = ∆ = Re3
pour λ1 = 1 (simple) et Ef,−1 = vect(e1, e2) pour λ2 = −1 (double).



Chap. 5 : rédu
tion des endomorphismes 121

• Pour θ 6≡ 0 mod π, il y a seulement la valeur propre réelle λ1 = 1 et l'espa
e

propre asso
ié Ef,1 = ∆ = Re3, le plan Π = ∆⊥ = vect(e1, e2) étant stable par f .

(b) On 
onsidère maintenant un espa
e ve
toriel E de dimension 3muni d'une base

B = (e1, e2, e3) sur le 
orps K = R, et l'endomorphisme f : E → E de matri
e

A =




1 2 2
2 1 2
2 2 1




dans la base B. On 
al
ule i
i

χA(X) = det(XI3 − A) =

∣∣∣∣∣∣

X − 1 −2 −2
−2 X − 1 −2
−2 −2 X − 1

∣∣∣∣∣∣
= (X − 1)3 − 16− 12(X − 1) = X3 − 3X2 − 9X − 5.

Il est visible que λ = −1 et λ = 5 sont ra
ines, 
e qui donne la fa
torisation

χA(X) = (X + 1)(X2 − 4X − 5) = (X + 1)2(X − 5).

On a ainsi une ra
ine double λ1 = −1 et une ra
ine simple λ2 = 5. Les espa
es

propres 
orrespondants sont donnés par

Ker(f + IdE) :




2 2 2
2 2 2
2 2 2





x1
x2
x3


 = 0, soit x1 + x2 + x3 = 0,

par 
onséquent Ef,−1 est un plan ve
toriel, ayant par exemple pour base

v1




0
1
−1


 , v2




1
0
−1




relativement à B,

tandis que

Ker(f − 5 IdE) :




−4 2 2
2 −4 2
2 2 −4





x1
x2
x3


 = 0.

Un 
al
ul simple montre que Ef,5 est la droite ve
torielle de ve
teur dire
teur

v3




1
1
1




relativement à B.

On a i
i f(v1) = −v1, f(v2) = −v2, f(v3) = 5v3, et on véri�e aisément que

B′ = (v1, v2, v3) est une base de E [ detB(B
′) = −3 ]. Dans 
ette nouvelle base,

l'endomorphisme f a pour matri
e

A′ = MatB
′

B′(f) =




−1 0 0
0 −1 0
0 0 5


 ,
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'est-à-dire une matri
e diagonale, nettement plus simple à étudier que la matri
e

initiale A dont on était parti.

1.1.10. Remarque. On a en général la formule

χf+α IdE
(X) = χf (X − α),

en e�et χf+α IdE
(X) = det(X IdE −(f + α IdE)) = det((X − α) IdE −f).

1.2. Endomorphismes diagonalisables

Démontrons d'abord une propriété générale des espa
es propres.

1.2.1. Théorème. Soit f ∈ EndK(E) un endomorphisme et Ef,λj
, 1 6 j 6 s ses

espa
es propres, où les λj sont les valeurs propres distin
tes (s'il y en a !). Alors

les sous-espa
es Ef,λj
sont en somme dire
te, 
'est-à-dire que

V =
∑

16j6s

Ef,λj
=
⊕

16j6s

Ef,λj
⊂ E,

ou en
ore

dimV =
∑

16j6s

dimEf,λj
6 dimE.

On remarquera que dans l'exemple 1.1.9 (a) ave
 θ 6≡ 0mod π, il n'y a pas d'espa
es
propres, i.e. s = 0, et don
 V = {0}. Bien entendu il n'y a rien à démontrer dans

un tel 
as. Dans l'exemple 1.1.9 (b), on a en revan
he V = E.

Démonstration. On va montrer que pour tout p = 1, 2, . . . , s la somme

Vp =
∑

16j6p

Ef,λj

est une somme dire
te. Pour 
ela, il faut voir que si

(∗) x1 + x2 + · · ·+ xp = 0 ave
 xj ∈ Ef,λj
, alors x1 = x2 = . . . = xp = 0.

On raisonne par ré
urren
e sur p, le résultat étant évident si p = 1. Supposons

p > 2 et le résultat déjà démontré pour p− 1. En appliquant f à l'égalité (∗), on
trouve

(∗∗) f(x1 + x2 + · · ·+ xp) = λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λpxp = 0.

En multipliant (∗) par λp et en soustrayant de (∗∗), il vient

(λ1 − λp)x1 + (λ2 − λp)x1 + · · ·+ (λp−1 − λp)xp−1 = 0.

Il s'agit d'une somme de p−1 ve
teurs (λj−λp)xj ∈ Ef,λj
, 1 6 j 6 p−1. D'après

l'hypothèse de ré
urren
e 
es ve
teurs sont nuls, et 
omme λj − λp 6= 0, on en
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déduit x1 = x2 = . . . = xp−1 = 0. Mais (∗) entraîne alors aussi xp = 0, et la

propriété est bien démontrée à l'ordre p.

La dé�nition de 
e qu'on entend par endomorphisme diagonalisable est assez peu

surprenante :

1.2.2. Dé�nition. Un endomorphisme f ∈ EndK(E) est dit diagonalisable s'il

existe une base B′ = (v1, . . . , vn) dans laquelle la matri
e A′ = MatB
′

B′(f) est

diagonale, 
'est-à-dire de la forme

A′ =




α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . αn


 , αj ∈ K.

Si B = (e1, . . . , en) est une base donnée et A = MatBB(f) la matri
e asso
iée, alors

par dé�nition f est diagonalisable si et seulement il existe une matri
e de passage

P (inversible, don
) telle que A′ = P−1AP soit diagonale.

1.2.3. Théorème. Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension n, et f ∈ EndK(E)
un endomorphisme. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est diagonalisable ;

(b) E admet une base B′ = (v1, . . . , vn) de ve
teurs propres pour f ;

(
) Les espa
es propres Ef,λj
, 1 6 j 6 s, véri�ent E =

⊕

16j6s

Ef,λj
;

(d) Si dj = dimEf,λj
, alors

∑

16j6s

dj = n.

Si 
es propriétés équivalentes sont satisfaites, le polyn�me 
ara
téristique de f est


omplètement s
indé sur K, donné par

χf (X) =
∏

16j6s

(X − λj)
dj , λj ∈ K.

Démonstration. (a) ⇒ (b). En e�et, si f est diagonalisable, il existe une base

B′ = (v1, . . . , vn) dans laquelle

(∗) MatB
′

B′(f) =




α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . αn


 , αj ∈ K,


'est-à-dire que f(vj) = αjvj , i.e. vj est un ve
teur propre de valeur propre αj .

L'impli
ation ré
iproque (b) ⇒ (a) est évidente.
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(b) ⇒ (
) Supposons que la matri
e de f s'é
rive sous la forme diagonale (∗)
dans B′

. Alors les 
oe�
ients αj ne sont pas né
essairement distin
ts, mais après

permutation éventuelle des ve
teurs vj , on peut supposer

α1 = . . . = αd1
= λ1, αd1+1 = . . . = αd1+d2

= λ2, . . . , αn−ds+1 = . . . = αn = λs

ave
 des éléments λ1, . . . , λs ∈ K deux à deux distin
ts. Ce
i donne

Ef,λ1
= vect(v1, . . . , vd1

), Ef,λ2
= vect(vd1+1, . . . , vd1+d2

), . . . ,

Ef,λs
= vect(vn−ds+1, . . . , vn),

et on a don
 bien E =
⊕

16j6s Ef,λj
. Ré
iproquement, si 
ette égalité a lieu,

alors on obtient une base B′ = (v1, . . . , vn) de ve
teurs propres en prenant pour

(v1, . . . , vd1
) une base de Ef,λ1

, pour (vd1+1, . . . , vd1+d2
) une base de Eϕ,λ2

, . . . ,
pour (vn−ds+1, . . . , vn) une base de Eϕ,λs

, don
 (
) ⇒ (b).

(
) ⇒ (d) est évident, et (d) ⇒ (
) résulte du fait que la somme

∑
16j6sEf,λj

est

dire
te (théorème 1.2.1).

En�n, si a l'expression (∗) pour la matri
e de f , le polyn�me 
ara
téristique est

bien

χf (X) =
∏

16j6n

(X − αj) =
∏

16j6s

(X − λj)
dj .

1.2.4. Remarque. Dans l'exemple 1.1.9 (b), il était en fait inutile de véri�er que

B′ = (v1, v2, v3) était bien une base. En e�et, 
omme on avait pris pour (v1, v2) une
base de Ef,−1 et pour v3 une base de Ef,5, la propriété �automatique� que Ef,−1,

Ef,5 soient en somme dire
te et le fait que dimEf,−1+dimEf,5 = 2+1 = 3 = dimE
impliquait né
essairement que (v1, v2, v3) soit une base.

1.2.5. Remarque. En général, la somme dire
te

V =
⊕

16j6s

Ef,λj

est un sous-espa
e stable par f (
omme somme de sous-espa
es stables), et 
'est en

fait le plus grand sous-espa
e stable S ⊂ E tel que f|S : S → S soit diagonalisable.

En e�et, il est 
lair que f|V est diagonalisable, et ré
iproquement, si f|S : S → S
est diagonalisable, alors S est somme de sous-espa
es propres Ef|S ,λj

qui sont


ontenus dans les Ef,λj

orrespondants, don


S =
⊕

j

Ef|S,λj
⊂
⊕

j

Ef,λj
= V.
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1.3. Cal
ul par blo
s ; multipli
ité des valeurs propres

Considérons une matri
e A ∈ Mn×n(K) triangulaire par blo
s (par exemple

supérieurement)

A =




A1 R12 . . . R1s

O A2 . . . R2s
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . As


 ,

où les Ai ∈ Mni×ni
(K) sont des blo
s 
arrés et n =

∑
ni. Alors

XIn − A =




XIn1
−A1 −R12 . . . −R1s

O XIn2
−A2 . . . −R2s

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . XIns
− As


 ,

et les règles de 
al
ul des déterminants impliquent la formule :

1.3.1. Formule. Si A ∈ Mn×n(K) est triangulaire par blo
s ave
 des blo
s

diagonaux Ai ∈ Mni×ni
(K), 1 6 i 6 s, alors

χA(X) = χA1
(X)χA2

(X) · · ·χAs
(X).

On va déduire de là des résultats importants pour les endomorphismes. Soit

f ∈ EndK(E) un endomorphisme d'un espa
e E de dimension n, muni d'une

base B = (e1, . . . , en). Supposons que f possède un sous-espa
e stable S, et soit
B′

S = (v1, . . . , vp) une base de S. D'après le théorème de la base in
omplète, on

peut 
ompléter 
ette famille en une base B′ = (v1, . . . , vn) de E, et on obtient

alors une dé
omposition en somme dire
te

E = S ⊕ T, S = vect(v1, . . . , vp), T = vect(vp+1, . . . , vn).

Notons A = MatBB(f), A
′ = MatB

′

B′(f). Les p premiers ve
teurs 
olonnes de

A′ = (a′ij)16i,j6n sont donnés par f(vj) =
∑p

i=1 a
′
ijvi ∈ S, 1 6 j 6 p (
ar un

ve
teur de S ne 
omporte pas de 
omposantes sur les ve
teurs vp+1, . . . , vn). Ce
i
implique que A′

est de la forme

A′ =

( S T

U V S

O W T

∣∣∣∣∣

)
relativement à B′.

Désignons par πT : E → T la proje
tion sur T parallèlement à S. Les

endomorphismes

f|S : S → S, g = πT ◦ f|T : T → T

induits par f admettent les matri
es respe
tives

U = Mat
B

′
S

B′
S

(f|S), W = Mat
B

′
T

B′
T

(g) dans la base B′
T = (vp+1, . . . , vn).
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On a alors d'après 1.3.1 la relation χA′(X) = χU (X)χW (X), 
e qui se retraduit


omme suit au niveau des endomorphismes.

1.3.2. Théorème. Si un endomorphisme f ∈ EndK(E) admet un sous-espa
e

stable S, alors si on prend une dé
omposition E = S ⊕ T et qu'on 
onsidère les

endomorphismes f|S : S → X et g = πT ◦ f|T induits par f , on a la relation

χf (X) = χf|S (X)χg(X).

En parti
ulier le polyn�me 
ara
téristique χf (X) est divisible par χf|S (X).

Si nous appliquons 
e résultat au 
as d'un sous-espa
e propre

Sj = Ef,λj
= Ker(f − λj IdE), dj = dimSj

(trivialement stable puisque f(x) = λjx pour tout x ∈ Sj), alors χf (X) est divi-
sible par χf|Sj

(X) = (X − λj)
dj
, 
e qui entraîne immédiatement :

1.3.3. Théorème. Soit f ∈ EndK(E), λj ∈ K une valeur propre de f , mj sa

multipli
ité dans le polyn�me 
ara
téristique χf (X), et dj = dimEf,λj
. Alors

dj 6 mj .

1.3.4. Conséquen
e. Si χf (X) admet une ra
ine λj simple (i.e. si la multipli
ité

de λj est mj = 1 ), alors on a né
essairement dj = mj = 1.

Démonstration. En e�et Ef,λj
6= {0}, par 
onséquent 1 6 dj 6 mj 6 1.

1.3.5. Exemple. Considérons l'espa
e E = Kn
muni de sa base 
anonique

B = (e1, . . . , en), et l'endomorphisme fα : E → E dont la matri
e relativement

à B est 
e qu'on appelle un blo
 de Jordan (triangulaire inférieur ) de taille n :

Jα;n =




α 0 . . . 0

1 α
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 . . . 1 α


 ,

ave
 α sur la diagonale prin
ipale, 1 sur la diagonale au dessus et 0 ailleurs. On a

χfα(X) = det(XIn − Jα;n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X − α 0 . . . 0

−1 X − α
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 . . . −1 X − α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (X − α)n,

et χfα(X) admet une unique valeur propre λ1 = α de multipli
itém1 = n. Comme

fα − α IdE = f0, on a

Efα,α = Ker(fα − α IdE) = Ker f0 = Ken ⇒ d1 = 1 < m1 = n.
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Les résultats qui pré
èdent donnent une nouvelle 
ara
térisation des endomor-

phismes diagonalisables (qui implique en parti
ulier que les blo
s de Jordan de

taille n > 1 ne sont pas diagonalisables).

1.3.6. Théorème. Soit f ∈ EndK(E), dimE = n. Pour que l'endomorphisme f
soit diagonalisable, il faut et il su�t que le polyn�me 
ara
téristique χf (X) ∈ K[X ]
soit s
indé sur le 
orps K, 
'est-à-dire

χf (X) =
∏

16j6s

(X − λj)
mj , λj ∈ K 2 à 2 distin
ts,

et de plus, que la dimension dj = dimEf,λj
soit égale à la multipli
ité mj de la

valeur propre λj : dj = mj .

Démonstration. La 
ondition que χf (X) soit s
indé et que dj = mj est 
lairement

né
essaire pour que f soit diagonalisable, d'après le théorème 1.2.3. Mais

ré
iproquement, si 
ette 
ondition est satisfaite, on a

∑
dj =

∑
mj = n, et le


ritère 1.2.3 (d) montre que f est diagonalisable.

1.3.7. Synthèse. On utilise fréquemment la terminologie suivante :

mj = multipli
ité de λj dans χf = multipli
ité algébrique de λj ,

dj = dimension sous-espa
e propre Ef,λj
= multipli
ité géométrique de λj .

On a toujours dj 6 mj . Le 
ritère pour qu'un endomorphisme f soit diagonalisable

est le suivant :

f ∈ EndK(E) diagonalisable ⇐⇒ χf s
indé et

∀j, dj (multipli
ité géométrique de λj) = mj (multipli
ité algébrique de λj).

�

A l'inverse, lorsque χf est s
indé, pour voir que f est non diagonalisable, il su�t

de trouver une valeur propre λj pour laquelle dj < mj .

On notera en outre que sur K = C tout polyn�me est s
indé ; si les ra
ines de χf

sont simples, f est don
 diagonalisable d'après 1.3.4.

1.4. Valeurs propres 
omplexes d'endomorphismes réels

Un polyn�me réel F ∈ R[X ] de degré n > 1 n'a pas né
essairement de ra
ines

réelles, mais il a toujours des ra
ines 
omplexes d'après le théorème de d'Alembert-

Gauss. Il est don
 intéressant de �savoir quoi faire� des valeurs propres 
omplexes.

1.4.1. Théorème. Soit f un endomorphisme sur un espa
e ve
toriel E de

dimension �nie n sur R, représenté par une matri
e A ∈ Mn×n(R) dans une

base B = (e1, . . . , en) de E. Si λ ∈ C r R est une ra
ine 
omplexe non réelle et

si Z = U + iV ave
 U, V ∈ Mn×1(R) est un ve
teur 
olonne 
omplexe non nul tel

que AZ = λZ, alors les ve
teurs u, v ∈ E de matri
es respe
tives U , V engendrent

un plan P = vect(u, v) ⊂ E stable par f .
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Démonstration. On a χf (X) = χA(X), et 
omme Mn×n(R) ⊂ Mn×n(C), on peut

traiter A 
omme une matri
e 
omplexe. Si λ ∈ C r R est une ra
ine 
omplexe

non réelle, la théorie générale implique l'existen
e d'un ve
teur 
olonne 
omplexe

Z non nul tel que AZ = λZ. Si l'on é
rit Z = U + iV et λ = α+ iβ ave
 U, V, α, β
réels, il vient

AU + iAV = (α+ iβ)(U + iV ) ⇐⇒ AU = αU − βV, AV = βU + αV.

Les ve
teurs 
olonnes U et V ne peuvent être R-
olinéaires, sinon on aurait disons

U 6= 0 et V = γU ave
 γ ∈ R, don
 Z = U + iγU = µU serait C-
olinéaire à U ,
où µ = 1 + iγ ∈ C∗

. Par 
onséquent U = µ−1Z serait aussi ve
teur propre de A
pour la valeur propre λ, mais 
e
i est 
ontradi
toire ave
 la relation AU = λU où

A, U sont réels et λ non réel (le raisonnement est le même si V 6= 0 et U = γV ).
Considérons alors le plan ve
toriel P = vect(u, v) ⊂ E engendré par les ve
teurs

u, v de 
oordonnées U , V . On a les relations

f(u) = αu− βv ∈ P, f(v) = βu+ αv ∈ P =⇒ f(P ) ⊂ P.

On voit don
 que P est un plan stable de f .

1.4.2. Interprétation matri
ielle. On 
onserve les hypothèses et notations du

théorème 1.4.1. Pour expli
iter en
ore un peu plus la situation, 
omplétons (u, v)
en une base B′ = (u, v, t3, . . . , tn) de E. Alors f admet dans B′

la matri
e

A′ = MatB
′

B′(f) =




α β ∗ . . . ∗
−β α ∗ . . . ∗
0 0 a′33 . . . a′3n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 a′n3 . . . a′nn




Soit T = vect(t3, . . . , tn) de sorte que E = P ⊕ T , et soit g : T → T
l'endomorphisme de matri
e (a′ij)36i,j6n. Alors

χf (X) = χA′(X) = χf|P (X)χg(X) = ((X − α)2 + β2)χg(X),

soit

(1.4.3) χf (X) = (X − λ)(X − λ)χg(X).

La 
on
lusion de 
es 
al
uls est que le plan stable P = vect(u, v) asso
ié au ve
teur


olonne 
omplexe Z = U + iV tel que AZ = λZ fournit dans χf (X) un fa
teur

χf |P (X) = (X − λ)(X − λ) qui fa
torise des deux valeurs propres 
omplexes


onjuguées λ = α+ iβ et λ = α− iβ.

1.4.4. Corollaire. Soit f ∈ EndR(E) un endomorphisme d'un espa
e ve
toriel

réel de dimension n = dimRE > 1. Alors f possède au moins une droite stable D
(si χf (X) a une ra
ine réelle) ou un plan stable P (si χf (X) a deux ra
ines


omplexes 
onjuguées non réelles).
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2. Théorèmes de stru
ture des endomorphismes

2.1. Polyn�mes d'endomorphismes et polyn�me minimal

Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension n. Alors (EndK(E),+, ◦) est

un anneau (non 
ommutatif si n > 2). C'est aussi un K-espa
e ve
toriel de

dimension n2
, 
ar si B = (e1, . . . , en) est une base de E, on a un isomorphisme

d'anneaux K-linéaire

(2.1.1) ϕB : EndK(E) → Mn×n(K), f 7→M = MatBB(f),

sur l'anneau (Mn×n(K),+,×) des matri
es n × n. Cet isomorphisme dépend de

la base B, et si on prend une autre base B′ = (e′1, . . . , e
′
n) et P = MatB(B

′), on
obtient un diagramme d'isomorphismes d'anneaux

(2.1.2)

Mn×n(K) MϕBր

f ∈ EndK(E)

y

y
ց
ϕB′

Mn×n(K) M ′ = P−1MP.

On notera en parti
ulier que l'on a bien P−1(M1 +M2)P = P−1M1P +P−1M2P
et P−1(M1M2)P = (P−1M1P )(P

−1M2P ), don
 les �è
hes verti
ales sont bien

des (iso)morphismes d'anneaux. On dé�nit maintenant les polyn�mes d'endo-

morphismes et de matri
es.

2.1.3. Dé�nition. Soit f ∈ EndK(E) et M ∈ Mn×n(K). Si

Q(X) = a0 + a1X + · · ·+ adX
d ∈ K[X ],

on dé�nit

Q(f) = a0 IdE +a1f + · · ·+ adf
d ∈ EndK(E),

Q(M) = a0In + a1M + · · ·+ adM
d ∈ Mn×n(K).

Les 
onfusions étant hélas trop fréquentes, le le
teur prendra garde au fait qu'à

l'élément unité 1 de l'anneau K[X ] pour la multipli
ation, doit 
orrespondre

l'élément unité IdE ∈ EndK(E) et l'élément unité In ∈ Mn×n(K). Si v ∈ E
est un ve
teur, l'image par l'endomorphisme Q(f) du ve
teur v est ainsi

Q(f)(v) = a0v + a1f(v) + · · ·+ adf
d(v)

(et la notation Q(f(v)) n'a au
un sens !). L'observation suivante est presque

immédiate, mais néanmoins fondamentale.

2.1.4. Théorème. L'endomorphisme f et la matri
e M ∈ Mn×n(K) étant �xés,
on a des morphismes d'anneaux

K[X ] → EndK(E), Q 7→ Q(f),

K[X ] → Mn×n(K), Q 7→ Q(M).
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Démonstration. Soient Q =
∑

i aiX
i, R =

∑
j bjX

j ∈ K[X ]. Alors Q + R =∑
i(ai + bi)X

i
et QR =

∑
k ckX

k
ave
 ck =

∑
i+j=k aibj . En 
onvenant que

f0 = IdE (et de même M0 = In), 
e
i donne

(Q+R)(f) =
∑

i

(ai + bi)f
i =

∑

i

aif
i +
∑

bif
i = Q(f) +R(f)

et

(QR)(f) =
∑

k

ckf
k =

∑

k

( ∑

i+j=k

aibj

)
fk

=
∑

i,j

aibjf
i+j =

∑

i,j

aibjf
i ◦ f j

=
∑

i

aif
i ◦
∑

j

bjf
j = Q(f) ◦R(f).

La véri�
ation est quasi-identique pour les matri
es (au rempla
ement près de f
par M , et de la loi ◦ par la loi ×), et sera don
 omise.

On peut 
omposer 
es morphismes d'anneaux ave
 les morphismes ϕB et aussi

ave
 le 
hangement de base. Si f ∈ EndK(E) est donné et M = MatBB(f),

M ′ = MatB
′

B′(f), on obtient un diagramme de morphismes d'anneaux

(2.1.5)

Mn×n(K) Q(M)ϕBր

Q ∈ K[X ] 7−→ Q(f) ∈ EndK(E)

y

y
ց
ϕB′

Mn×n(K) Q(M ′),

et on a i
i

Q(M ′) = Q(P−1MP ) =
∑

i

ai(P
−1MP )i =

∑

i

aiP
−1M iP = P−1Q(M)P.

Prière de relire au moins 3 fois tout 
e paragraphe et de ne pas �s'emmêler les

pin
eaux� ! Un autre fait important est que les polyn�mes d'endomorphismes


ommutent, bien que l'anneau des endomorphismes ne soit en général pas 
ommu-

tatif � la raison étant que 
elui des polyn�mes l'est.

2.1.6. Propriété. Pour tous polyn�mes Q,R ∈ K[X ], on a 
ommutation des

polyn�mes d'endomorphismes

Q(f) ◦R(f) = R(f) ◦Q(f).

Démonstration. En e�et Q(f) ◦R(f) = (QR)(f) = (RQ)(f) = R(f) ◦Q(f).

On exploite souvent 
ette 
ommutation au moyen du lemme suivant.
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2.1.7. Proposition. Soit f, g ∈ EndK(E) tel que f ◦ g = g ◦ f . Alors Ker g et

Im g sont des sous-espa
es stables par f , 
'est-à-dire que

f ◦ g = g ◦ f =⇒ f(Ker g) ⊂ Ker g, f(Im g) ⊂ Im g.

Démonstration. Pour tout x ∈ Ker g on a g(f(x)) = f(g(x)) = f(0) = 0,
don
 f(x) ∈ Ker g, et Ker g est bien stable par f . D'autre part, pour tout

y = g(x) ∈ Im g, on a f(y) = f(g(x)) = g(f(x)) ∈ Im g, de sorte que Im g
est également stable par f .

Nous pouvons maintenant 
ombiner les deux propriétés pré
édentes en prenant

R(X) = X , et don
 R(f) = f .

2.1.8. Corollaire. Soit f ∈ EndK(E). Alors, pour tout Q ∈ K[X ], les sous-

espa
es KerQ(f) et ImQ(f) sont stables par f .

2.1.9. Polyn�mes annulateurs et polyn�me minimal. Soit f ∈ EndK(E) un
endomorphisme. D'après 
e qui pré
ède, on a un morphisme d'anneaux

ψf : K[X ] → EndK(E), Q 7→ Q(f),

et le noyau

Kerψf =
{
Q ∈ K[X ] / Q(f) = 0

}


onsiste en 
e qu'on appelle les polyn�mes annulateurs de f . Comme on a

dimK[X ] = +∞ et dimEndK(E) = n2
, le morphisme ψf ne peut pas être inje
tif,

et on a don
 Kerψf 6= {0}. Le noyau Kerψf est en fait un idéal de K[X ] : en

e�et, si Q(f) = 0 et R(f) = 0 alors (Q + R)(f) = 0, et pour tout G ∈ K[X ],
(GQ)(f) = G(f) ◦Q(f) = 0, don
 on a bien

∀Q,R ∈ Kerψf , Q+R ∈ Kerψf ,

∀G ∈ K[X ], ∀Q ∈ Kerψf , GQ ∈ Kerψf .

Comme l'anneau K[X ] est prin
ipal, l'idéal Kerψf est un né
essairement un idéal

prin
ipal 〈µf (X)〉, engendré par un polyn�me non nul de degré minimal de Kerψf ,

uniquement déterminé si on le 
hoisit unitaire. L'idéal Kerψf est appelé idéal

annulateur de f .

2.1.10. Dé�nition. Soit f ∈ EndK(E). On appelle polyn�me minimal de f ,
noté µf (X), un polyn�me unitaire Q(X) de degré minimal tel que Q(f) = 0.
L'ensemble {Q ∈ K[X ] / Q(f) = 0} des polyn�mes annulateurs 
oïn
ide alors

ave
 l'idéal 〈µf (X)〉 des multiples de µf (X).

É
rivons

µf (X) = c0 + c1X + · · ·+ cd−1X
d−1 +Xd.

Comme µf (f) = c0 IdE +c1f + · · ·+ cd−1f
d−1 + fd

, on obtient

fd = −c0 IdE −c1f − · · · − cd−1f
d−1,



132 J.-P. Demailly, Arithmétique et algèbre linéaire approfondie

et en multipliant par f j−d
pour j > d on obtient

f j = −c0f j−d − c1f
j−d+1 − · · · − cd−1f

j−1, j > d.

Par ré
urren
e, les (f j)j>d, sont 
ombinaisons linéaires de IdE , f, . . . , f
d−1

, d'où

(2.1.11) Imψf = vect(f j)j∈N = vect(IdE , f, . . . , f
d−1).

On remarquera que les endomorphismes IdE , f, . . . , f
d−1

sont né
essairement

linéairement indépendants, sinon on obtiendrait un polyn�me Q de degré 6 d− 1
tel que Q(f) = 0, 
e qui 
ontredirait la minimalité de µf . On en déduit

(2.1.12) dim Imψf = dimvect(f j)j∈N = d = deg µf (X).

Comme Imψf ⊂ EndK(E), on en déduit déjà d 6 dimEndK(E) = n2
, mais on

verra plus loin que l'on a en fait toujours d 6 n (voir § 2.3).

2.1.13. Propriétés fondamentales du polyn�me minimal.

(a) Une homothétie ve
torielle f = α IdE admet 
omme polyn�me minimal

µf (X) = X − α (
ar Q(X) = X − α donne Q(f) = f − α IdE), et dans 
e


as l'image

Imψf = vect(f j)j∈N = K IdE

est de dimension 1. Ces propriétés 
ara
térisent les homothéties ve
torielles.

(b) Considérons une matri
e diagonale par blo
s

A =




A1 O . . . O
O A2 . . . O
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . As


 ,

où les Ai ∈ Mni×ni
(K) sont des blo
s 
arrés. Alors pour tout polyn�me Q ∈ K[X ],

Q(X) =
∑

i ciX
i
, on a

Ai =




Ai
1 O . . . O
O Ai

2 . . . O
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . Ai
s


 ⇒ Q(A) =




Q(A1) O . . . O
O Q(A2) . . . O
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . Q(As)


 ,

don
 Q est un polyn�me annulateur de A si et seulement si Q est multiple de


ha
un des polyn�mes minimaux µAi
. On en déduit dans 
e 
as que

µA = ppcm(µA1
, µA2

, . . . , µAs
).

(
) En parti
ulier si A est une matri
e diagonale ayant des 
oe�
ients diagonaux

α1, α2, . . . , αn deux à deux distin
ts on a µA(X) = χA(X) =
∏

16i6n(X − αi),
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mais si 
ertaines valeurs sont répétées, disons αi = λ1 ave
 multipli
ité m1, . . . ,
αi = λs ave
 multipli
ité ms (et les λj deux à deux distin
ts), on a

χA(X) =
∏

16i6s

(X − λi)
mi , µA(X) =

∏

16i6s

(X − λi),

et don
 deg µA = s < n = degχA dès que l'une des multipli
ité mi est > 1.

(d) Dans le 
as d'une matri
e triangulaire (disons supérieure) par blo
s, on voit

de même que

A =




A1 R1,2 . . . R1,s

O A2 . . . R2,s

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . As


 ⇒ Q(A) =




Q(A1) ∗ . . . ∗
O Q(A2) . . . ∗
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . Q(As)


 ,

par 
onséquent il est né
essaire que Q soit multiple des µAi
pour avoir Q(A) = 0.

On en déduit dans 
e 
as que

µA est multiple de ppcm(µA1
, µA2

, . . . , µAs
).

(e) Si f ∈ EndK(E) est un endomorphisme quel
onque, on a Q(f + α IdE) = 0
si et seulement si Q(X + α) est multiple de µf (X), 
e qui équivaut à dire que

Q(X) est multiple de µf (X − α), 
omme on le voit en e�e
tuant la substitution

X 7→ X − α. On obtient par 
onséquent une formule analogue à 
elle déjà vue

pour le polyn�me 
ara
téristique :

µf+α IdE
(X) = µf (X − α).

(f) Considérons l'endomorphisme h : Kn → Kn
dont la matri
e dans la base


anonique (e1, . . . , en) est

N =




0 1 . . . 0

0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 1
0 . . . 0 0


 .

On a don
 h(ej) = ej−1 si j > 1 et h(e1) = 0. Les puissan
es hk sont données par

hk(ej) = ej−k si j > k et fk(ej) = 0 si 1 6 j 6 k, de sorte que Nk
est la matri
e

triangulaire supérieure formée de 
oe�
ients 1 sur la k-ième diagonale au dessus

de la diagonale prin
ipale et de 0 ailleurs. On a ainsi en parti
ulier

Nn−1 =




0 0 . . . 1

0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 . . . 0 0


 , Nn = 0,
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et on voit que In, N,N
2, . . . , Nn−1

sont linéairement indépendantes. Il en résulte

aussit�t que

µh(X) = µN (X) = Xn.

(Un tel endomorphisme est appelé endomorphisme nilpotent, voir §2.6 pour l'étude
générale de 
es endomorphismes). Dans le 
as d'un blo
 de Jordan triangulaire

supérieur

J =




α 1 . . . 0

0 α
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 1
0 . . . 0 α


 = N + αIn,

on obtient ainsi

µJ(X) = µN (X − α) = (X − α)n = χJ (X)

Notons que J est i
i une matri
e triangulaire formée de blo
s diagonaux Ai = (α)
de taille 1×1, et le polyn�me minimal de Ai est (à l'éviden
e) µAi

(X) = X−α, mais

µJ ne 
oïn
ide pas ave
 ppcm(µA1
, . . . , µAn

) = X−α, il en est seulement multiple.

Ce
i montre qu'on ne peut pas en général 
on
lure que µA = ppcm(µA1
, . . . , µAn

)
dans le 
as triangulaire par blo
s.

(g) Par transposition, il est 
lair que

tQ(A) = Q(tA) pour toute matri
e A. On en

déduit la formule µ tA = µA (et on a d'ailleurs de même χ tA = χA ).

(h) Si A est une matri
e diagonale par blo
s A = A1 ⊞ · · · ⊞ As telle que Ai

est un blo
 de Jordan Jni;αi
(ou un transposé d'un tel blo
), la 
ombinaison des

propriétés pré
édentes permet de 
al
uler aisément le polyn�me minimal

µA(X) = ppcm(µA1
, . . . , µAs

) = ppcm((X − α1)
n1 , . . . , (X − αs)

ns),

et en parti
ulier µA(X) =
∏s

i=1(X − αi)
ni

si les valeurs propres αi sont 2 à 2

distin
tes.

2.1.14. Exemple. Considérons

A =



λ 0 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ 0
0 0 0 µ


 , B =



λ 1 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ 0
0 0 0 µ




dansM4×4(K) ave
 λ 6= µ, on véri�e fa
ilement d'après les propriétés qui pré
èdent

(B étant formé de 3 blo
s de Jordan de taille 2× 2, 1× 1, 1× 1) que

χA(X) = χB(X) = (X − λ)3(X − µ),

µA(X) = (X − λ)(X − µ), µB(X) = (X − λ)2(X − µ).

Les propriétés et exemples 
i-dessus montrent qu'il y a des liens très forts entre

le polyn�me 
ara
téristique et le polyn�me minimal, bien qu'il ne 
oïn
ident pas

toujours. Voi
i un autre résultat dans 
ette dire
tion.
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2.1.15. Théorème. Soit f ∈ EndK(E) et Q ∈ K[X ] un polyn�me annulateur,

i.e. Q(f) = 0. Alors pour toute valeur propre λ ∈ K de f , on a Q(λ) = 0.
En parti
ulier, 
e
i s'applique au polyn�me minimal Q = µf , don
 µf (X) est

divisible par

∏s
j=1(X − λj) où les λj sont les valeurs propres distin
tes.

Démonstration. Supposons f(v) = λv ave
 v 6= 0, et é
rivons Q(X) =
∑d

i=0 aiX
i
.

La relation Q(f) = 0 implique

0 = Q(f)(v) =
d∑

i=0

aif
i(v) =

d∑

i=0

aiλ
iv = Q(λ) v ⇒ Q(λ) = 0.

2.2. Endomorphismes 
y
liques et matri
es 
ompagnons

La re
her
he du polyn�me minimal d'un endomorphisme f ∈ EndK(E) peut

(au moins en théorie) se faire en 
al
ulant les puissan
es su

essives (f j)j∈N

et en déterminant le plus grand entier d > 1 tel que (1, f, . . . , fd−1) soient

linéairement indépendants. Ce
i amène aux notions voisines de sous-espa
e


y
lique et d'endomorphisme 
y
lique.

2.2.1. Théorème et dé�nition. Un sous-espa
e ve
toriel S ⊂ E est dit 
y
lique

(relativement à l'endomorphisme f ) si S est engendré par un ve
teur v0 ∈ E et

ses images su

essives f j(v0), 
'est à dire si

S = vect(f j(v0))j∈N,

et on dit alors que v0 est un générateur du sous-espa
e 
y
lique S pour f . Tout

sous-espa
e 
y
lique S relativement à f est stable par f .

Démonstration. Par dé�nition, S 
onsiste en les 
ombinaisons linéaires �nies

x = α0v0 + α1f(v0) + · · ·+ αjf
j(v0),

de sorte que

f(x) = α0f(v0) + α1f
2(v0) + · · ·+ αjf

j+1(v0) ∈ S.

Ce
i implique que f(S) ⊂ S.

Si l'on prend l'entier p maximum tel que v0, f(v0), . . . , f
(p−1)(v0) soient linéaire-

ment indépendants, alors par dé�nition de p il existe une relation de dépendan
e

linéaire ave
 des 
oe�
ients αi non tous nuls

α0v0 + α1f(v0) + · · ·+ αp−1f
p−1(v0) + αpf

p(v0) = 0.

On a né
essairement αp 6= 0, don
 fp(v0) = −α0

αp
v0 − ··· − αp−1

αp
fp−1(v0), et en

reprenant l'image par f j−p
, j > p, il vient

f j(v0) = −αj

αp
f j−p(v0)− ··· − αp−1

αp
f j−1(v0).
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On voit ainsi par ré
urren
e sur j que tous les f j(v0), j > p, sont 
ombinaisons

linéaires de v0, f(v0), . . . , f
(p−1)(v0), d'où

S = vect(v0, f(v0), . . . , f
p−1(v0)) et dimS = p.

On obtient ainsi la 
onséquen
e suivante.

2.2.2. Proposition. Si le polyn�me minimal µf est de degré d < n, alors tout

sous-espa
e 
y
lique S pour f véri�e dimS 6 d < n.

Démonstration. En e�et, si d = deg µf , on a vu que fd
est 
ombinaison linéaire de

IdE , f, . . . , f
d−1

, don
 pour tout ve
teur v0 ∈ E et i > d, f i(v0) est 
ombinaison

linéaire de v0, f(v0), . . . , f
d−1(v0).

2.2.3. Dé�nition. On dit que l'endomorphisme f ∈ EndK(E) est 
y
lique si

l'espa
e E lui-même est 
y
lique pour f , 
'est-à-dire s'il existe v0 ∈ E tel que

(v0, f(v0), . . . , f
n−1(v0)) soit une base de E.

2.2.4. Matri
e 
ompagnon et polyn�me 
ara
téristique d'un endomor-

phisme 
y
lique. Soit f un endomorphisme de E (éventuellement dé�ni par

une matri
e A = MatBB(f) dans une base B = (e1, . . . , en)). On suppose que

l'endomorphisme f est 
y
lique, et on 
hoisit un ve
teur v0 ∈ E tel que les

itérés (f i(v0))06i6n−1 dé�nissent une base B
′ = (v0, f(v0), . . . , f

n−1(v0)) de E. Le
ve
teur fn(v0) est alors 
ombinaison linéaire de v0, f(v0), . . . , f

n−1(v0), 
e qu'on

é
rira sous la forme

a0v0 + a1f(v0) + · · ·+ an−1f
n−1(v0) + fn(v0) = 0, aj ∈ K.

Comme f(f i(v0)) = f i+1(v0) pour i = 0, 1, . . . , n− 2 et

f(fn−1(v0)) = fn(v0) = −a0v0 − a1f(v0)− · · · − an−1f
n−1(v0),

la matri
e M = MatB
′

B′(f) est donnée par

(2.2.5) M =




0 0 0 . . . 0 −a0
1 0 0 . . . 0 −a1
0 1 0 . . . 0 −a2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 0 −an−2

0 0 . . . 0 1 −an−1



.

2.2.6. Dé�nition. On dit que la matri
e M dé�nie par 2.2.5 est la �matri
e


ompagnon� du polyn�me unitaire

Q(X) = a0 + a1X + · · ·+ an−1X
n−1 +Xn.
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Le polyn�me Q est 
hoisi en sorte que l'on ait la relation (évidente) Q(f)(v0) = 0.
Par 
ommutativité des polyn�mes d'endomorphismes, on en déduit

Q(f)(f i(v0)) = (Q(f) ◦ f i)(v0) = (f i ◦Q(f))(v0) = f i(Q(f)(v0)) = 0.

Comme B′ = (f i(v0))06i6n−1 est une base de E, 
e
i implique Q(f) = 0. Pour la
même raison, on a R(f)(v0) 6= 0 pour tout polyn�me R 6= 0 de degré degR 6 n−1,
don
 R(f) 6= 0. On obtient ainsi :

2.2.7. Fait fondamental. L'endomorphisme f et la matri
e 
ompagnon M du

polyn�me Q ont pré
isément pour polyn�me minimal µf = µM = Q .

Il nous reste à 
al
uler le polyn�me 
ara
téristique de M . Nous avons

χM (X) = det(XIn −M) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 0 . . . 0 a0
−1 X 0 . . . 0 a1
0 −1 X . . . 0 a2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . −1 X an−2

0 0 . . . 0 −1 X + an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

On 
al
ule 
e déterminant en développant par rapport à la dernière 
olonne. Le

terme du bas donne une 
ontribution (X + an−1)X
n−1

, tandis que le terme ai
donne une 
ontribution

(−1)n−1−iai

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0
−1 X . . . 0 0 . . . 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . −1 X 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 0 −1 X 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 −1 X . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 0 0 . . . −1 X
0 . . . 0 0 0 . . . . . . 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Le déterminant (n − 1) × (n − 1) 
i-dessus est formé de deux blo
s 
arrés, le

premier triangulaire inférieur de taille i × i et de 
oe�
ients diagonaux égaux

à X , le se
ond triangulaire supérieur de taille (n − 1 − i) × (n − 1 − i) et de


oe�
ients diagonaux égaux à −1. Le terme ai fournit don
 une 
ontribution

(−1)n−1−iai ×X i × (−1)n−1−i = aiX
i
, d'où

χM (X) =
n−2∑

i=0

aiX
i + (X + an−1)X

n−1 = Q(X),

de sorte que χM = µM = Q. Ce résultat peut se reformuler 
omme suit :
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2.2.8. Théorème. Si l'endomorphisme f ∈ EndK(E) est 
y
lique, le polyn�me


ara
téristique χf et le polyn�me minimal µf 
oïn
ident : on a

χf = µf = Q,

où Q est le polyn�me 
ompagnon de la matri
e M de f exprimée dans une base

B′ = (v0, f(v0), . . . , f
n−1(v0)) asso
iée à un ve
teur 
y
lique v0. Il en résulte que

χf (f) = Q(f) = 0, χM (M) = Q(M) = 0.

2.3. Théorème de Cayley-Hamilton

Ce théorème est attribué au mathémati
ien britannique Arthur Cayley (1821�

1895) et au mathémati
ien et physi
ien irlandais William Hamilton (1805�1865),

qui ont tous deux éminemment 
ontribué au développement de l'algèbre linéaire.

Mais en fait la première démonstration 
omplète en dimension > 3 semble avoir

été donnée en 1878 par le mathémati
ien allemand Ferdinand Georg Frobenius

(1849�1917), à qui l'on doit aussi la notion de polyn�me minimal.

2.3.1. Théorème (Cayley-Hamilton). Soit f ∈ EndK(E) un endomorphisme

d'un espa
e ve
toriel de dimension �nie. Alors le polyn�me 
ara
téristique χf est

un polyn�me annulateur de f , 
'est-à-dire que l'on a χf (f) = 0.

Démonstration. Le résultat a été démontré à la se
tion pré
édente dans le 
as d'un

endomorphisme 
y
lique, et on va voir qu'on peut se ramener à 
e 
as. Posons

θ = χf (f) ∈ EndK(E). Il s'agit de voir que θ(v) = 0 pour tout ve
teur v ∈ E.
C'est évident si v = 0. Si v 6= 0, le ve
teur v engendre un sous-espa
e 
y
lique

S = vect(v, f(v), . . . , f i(v), . . . ) ⊂ E

non réduit à {0} et stable par f . Par dé�nition, l'endomorphisme induit

f|S : S → S est 
y
lique, ave
 les f i
|S(v) qui engendrent S. On déduit don
 du

théorème 2.2.8 que χf|S (f|S) = 0. En parti
ulier, 
omme v ∈ S, on a

χf|S (f)(v) = χf|S (f|S)(v) = 0.

Mais si on prend un sous-espa
e T ⊂ E supplémentaire tel que E = S ⊕ T , on
obtient une dé
omposition par blo
s

(2.3.2) f =

( S T

f|S h S

0 g T

∣∣∣∣∣

)

ave
 g = πT ◦ f|T (
f. théorème 1.3.2), d'où χf (X) = χg(X)χf|S(X) (produit


ommutatif). On en déduit

θ(v) = χf (f)(v) = χg(f) ◦ χf|S (f)(v) = 0.

Le théorème est démontré.
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La théorème de Cayley-Hamilton (et la preuve qui en a été donnée) entraînent

également la 
onséquen
e importante qui suit.

2.3.3. Théorème. Pour tout endomorphisme f ∈ EndK(E) d'un espa
e ve
toriel

de dimension �nie n, le polyn�me 
ara
téristique χf et le polyn�me minimal µf

satisfont les relations de divisibilité mutuelles

µf | χf | (µf )
n,

en parti
ulier deg µf 6 degχf = n = dimE.

Démonstration. (a) La relation µf | χf est une 
onséquen
e dire
te du théorème

de Cayley-Hamilton, et on en déduit bien deg µf 6 n.

(b) On véri�e maintenant que χf | (µf )
n
par ré
urren
e sur n = dimE. Si n = 1,

f a pour matri
e A = (α) et on a χA(X) = µA(X) = X−α. Supposons le résultat
démontré pour tout endomorphisme d'un espa
e E′

de dimension dimE′ < n. On
utilise alors la dé
omposition (2.3.2) dans laquelle f|S est 
y
lique, 
e qui nous

permet déjà de 
on
lure que χf|S = µf|S par le théorème 2.2.8. Si T = {0}, il
vient S = E et le résultat s'ensuit (on a même χf = µf ). Sinon, on est dans le


as où 0 < dimT < n = dimE et on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à

E′ = T et g ∈ EndK(T ), 
e qui donne χg | (µg)
dimT

, d'où

χf = χf|S χg ⇒ χf | µf|S (µg)
dimT .

Mais µf|S et µg divisent tous deux µf (propriété 2.1.13 (d)), don


χf | (µf )
1+dimT | (µf )

n.

2.3.4. Remarque. Il résulte du théorème 2.3.3 que χf et µf ont toujours les

mêmes ra
ines (ave
 des multipli
ités éventuellement di�érentes). Dans le 
as

f = α IdE , on a pré
isément µf (X) = X − α et χf (X) = (X − α)n = µf (X)n,
don
 la relation χf | (µf )

n
ne peut pas être améliorée.

2.4. Lemme des noyaux et dé
omposition par blo
s

On utilise i
i de manière essentielle le fait que l'anneau K[X ] est un anneau

prin
ipal (et don
 fa
toriel).

2.4.1. Lemme des noyaux. Soient Q1, . . . , Qs ∈ K[X ] des polyn�mes premiers

entre eux deux à deux et f ∈ EndK(E). Alors

Ker(Q1 . . .Qs(f)) =
s⊕

j=1

Ker(Qj(f)).

Démonstration. Commençons par le 
as s = 2 (le résultat étant vide si s = 1). Par
hypothèse pgcd(Q1, Q2) = 1 ; d'après l'identité de Bézout, il existe des polyn�mes
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R1, R2 tels que R1Q1 +R2Q2 = 1, et don
 R1(f) ◦Q1(f) +R2(f) ◦Q2(f) = IdE .
Si v ∈ Ker(Q1(f)) ∩Ker(Q2(f)), on obtient

v = IdE(v) = R1(f) ◦Q1(f)(v) +R2(f) ◦Q2(f)(v) = 0,


e qui montre que Ker(Q1(f)) ∩Ker(Q2(f)) = {0}, et nos deux noyaux sont bien

en somme dire
te. D'autre part, 
omme

(Q1Q2)(f) = Q1(f) ◦Q2(f) = Q2(f) ◦Q1(f),

il est 
lair que

Ker(Q1(f)) ⊂ Ker(Q1Q2(f)) et Ker(Q2(f)) ⊂ Ker(Q1Q2(f)),

don


Ker(Q1(f))⊕Ker(Q2(f)) ⊂ Ker(Q1Q2(f)).

Maintenant, si v ∈ Ker(Q1Q2(f), on peut é
rire 
omme 
i-dessus

v = IdE(v) = R1(f) ◦Q1(f)(v) +R2(f) ◦Q2(f)(v)

et on a par 
ommutativité

Q2(f) ◦R1(f) ◦Q1(f)(v) = R1(f) ◦Q2(f) ◦Q1(f)(v) = R1(f) ◦ (Q1Q2)(f)(v) = 0,

don
 w2 = R1(f) ◦Q1(f)(v) ∈ Ker(Q2(f)), et on véri�e de la même manière que

w1 = R2(f) ◦Q2(f)(v) ∈ Ker(Q1(f)). Ce
i implique

v = w1 + w2 ∈ Ker(Q1(f))⊕Ker(Q2(f)),

don
 Ker((Q1Q2)(f)) ⊂ Ker(Q1(f))⊕Ker(Q2(f)) et l'égalité s'ensuit pour s = 2.
Le 
as général s'en déduit par ré
urren
e sur s > 3 en observant que

Q1 . . .Qs−2Qs−1Qs = Q1 . . .Qs−2(Qs−1Qs),

ave
 pgcd(Qi, Qs−1Qs) = 1 par le lemme de Gauss.

Le lemme des noyaux a plusieurs 
onséquen
es importantes, notamment les

théorèmes de dé
omposition fondamentaux que nous étudierons dans les se
tions

suivantes. En voi
i le point de départ.

2.4.2. Théorème de dé
omposition par blo
s. Soit f ∈ EndK(E) un

endomorphisme quel
onque.

(a) On a dans K[X ] des dé
ompositions en polyn�mes irrédu
tibles

χf (X) =

s∏

j=1

Pj(X)mj , µf (X) =

s∏

j=1

Pj(X)m
′
j

ave
 1 6 m′
j 6 mj 6 n.

En parti
ulier χf et µf ont le même ensemble de ra
ines, et si les polyn�mes

χf et µf sont s
indés sur K, on a

χf (X) =
s∏

j=1

(X − λj)
mj , µf (X) =

s∏

j=1

(X − λj)
m′

j
ave
 1 6 m′

j 6 mj 6 n ,

où λ1, . . . , λs ∈ K sont les valeurs propres distin
tes.
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(b) On a une dé
omposition en somme dire
te

E = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs où Vj = KerPj(f)
m′

j = KerPj(f)
kj , ∀kj > m′

j .

Les sous-espa
es Vj sont stables par f , et les endomorphismes induits par

restri
tion fj = f|Vj
: Vj → Vj fournissent relativement à des bases des Vj et la

base 
orrespondante B′
de E une dé
omposition en blo
s de la matri
e A′

de f :

f = f1 ⊞ · · ·⊞ fs, A′ =



A′

1 . . . O
.

.

.

.

.

.

.

.

.

O . . . A′
s


 où A′

j = Mat(fj).

(
) Pour tout j = 1, . . . , s, l'endomorphisme fj ∈ EndK(Vj) est tel que

χfj = P
mj

j , µfj = P
m′

j

j , χf =
s∏

j=1

χfj , µf =
s∏

j=1

µfj .

(d) Il existe un polyn�me Πj ∈ K[X ] tel que

Πj(f) = πj = proje
tion de E sur Vj parallèlement à

⊕

i6=j

Vi.

Démonstration. (a) On sait que µf divise χf et que χf divise µn
f , don



es polyn�mes ont les mêmes fa
teurs irrédu
tibles Pj , ave
 des multipli
ités

éventuellement di�érentes. Le fait que µf | χf implique m′
j 6 mj , et le fait

que deg χf = n implique mj 6 n. L'assertion relative au 
as s
indé est une


onséquen
e immédiate.

(b) Nous avons par dé�nition µf (f) = 0, et don
 aussi Q(f) = 0 pour tout multiple

Q =
∏s

j=1 P
kj

j ave
 kj > m′
j . Comme les polyn�mes P

kj

j sont premiers entre eux

deux à deux, le lemme des noyaux implique

E = Ker µf (f) =

s⊕

j=1

Vj , Vj = KerPj(f)
m′

j ,

E = Ker µf (f) =
s⊕

j=1

V ′
j , V ′

j = KerPj(f)
kj .

Or, pour tout v ∈ E,

Pj(f)
m′

j (v) = 0 ⇒ Pj(f)
kj (v) = Pj(f)

kj−m′
j ◦ Pj(f)

m′
j (v) = 0,

don
 Vj ⊂ V ′
j , et on en déduit que l'on a né
essairement Vj = V ′

j puisque

dimE =
∑

dimVj =
∑

dimV ′
j . On sait de plus par le 
orollaire 2.1.8 que les

sous-espa
es Vj sont stables par f . Les a�rmations du (b) en dé
oulent.
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(
) Comme Pj(fj)
m′

j = Pj(f)
m′

j

|Vj
= 0 par dé�nition de Vj , on voit que µfj

divise P
m′

j

j . En parti
ulier les polyn�mes µfj sont premiers entre eux deux à deux,

et la propriété 2.1.13 (b) donne

µf = ppcm(µf1 , . . . , µfs) =
s∏

j=1

µfj .

La seule possibilité (par uni
ité de la fa
torisation) est que µfj = P
m′

j

j . Main-

tenant, on sait aussi que χf =
∏
χfj , et 
omme χfj divise µ

nj

fj
= P

njm
′
j

j où

nj = dimVj , on voit que χfj est une puissan
e de Pj . La seule dé
omposition pos-

sible de χf est par suite χfj = P
mj

j . On trouve ainsi que nj = degχfj = mj degPj .

(d) D'après le théorème des restes 
hinois appliqué dans l'anneau prin
ipal K[X ],

il existe un polyn�me Πj tel que Πj ≡ 1 mod 〈Pm′
j

j 〉 et Πj ≡ 0 mod 〈Pm′
i

i 〉 pour
i 6= j. Il est fa
ile de voir que πj = Πj(f) ∈ EndK(E) est la proje
tion de E sur

Vj dans la dé
omposition E = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs. En e�et, l'uni
ité des solutions du

théorème des restes 
hinois montre que

Π2
j −Πj ≡ 0 mod 〈Pm′

1
1 · · ·Pm′

s
s 〉 = 〈µf 〉

don
 π2
j − πj = 0 et πj est un proje
teur ; d'autre part (et par dé�nition), Πj est

divisible par

∏
i6=j P

m′
i

i et Πj−1 est divisible par P
m′

j

j , 
e qui implique de nouveau

par le lemme des noyaux que

Ker(πj) ⊃
⊕

i6=j

KerP
m′

i

i (f) =
⊕

i6=j

Vi et Ker(πj − IdE) ⊃ KerP
m′

j

j (f) = Vj .

2.4.3. Corollaire. Un endomorphisme f ∈ EndK(E) est diagonalisable si

et seulement si le polyn�me minimal µf est s
indé et à ra
ines simples, i.e.

µf (X) =
∏s

j=1(X − λj) où les λj sont les valeurs propres distin
tes.

Démonstration. Si f est diagonalisable, le fait que µf soit s
indé à ra
ines simples

résulte de la dis
ussion 2.1.13 (
). Ré
iproquement, si µf (X) =
∏s

j=1(X − λj)
est s
indé à ra
ines simples, le théorème de dé
omposition par blo
s appliqué à

Pj(X) = X−λj , montre que les espa
es propres Vj = Ker(f−λj IdE) forment une

dé
omposition en somme dire
te E = V1⊕· · ·⊕Vs, don
 f est diagonalisable.

Une autre appli
ation est la 
ara
térisation des endomorphismes 
y
liques (la

démonstration est un peu plus déli
ate, réservée aux étudiants aventureux !).

2.4.4. Théorème. Un endomorphisme f ∈ EndK(E) est 
y
lique si et seulement

si deg µf = n = dimE, autrement dit, si et seulement si µf = χf .

Démonstration*. Si f est 
y
lique, on ne peut avoir d = deg µf < n, sinon on en


on
lurait par la proposition 2.2.2 que tout sous-espa
e 
y
lique S est de dimension

dimS 6 d, 
e qui est 
ontradi
toire pour S = E ; par suite deg µf = n.
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C'est la ré
iproque qui est le point déli
at. Supposons deg µf = n, et soit

µf (X) = χf (X) =
s∏

j=1

Pj(X)mj , m′
j = mj > 1

la dé
omposition de µf (X) en fa
teurs irrédu
tibles. On 
onsidère la somme

dire
te E = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs donnée par le théorème 2.4.2 (b), et les restri
tions

fj = f|Vj
. Le résultat 2.4.2 (
) montre que µfj = χfj = P

mj

j , et on va d'abord

montrer que fj est 
y
lique. Comme Pj(fj)
mj−1 6= 0, il existe un ve
teur vj ∈ Vj

tel que Pj(fj)
mj−1(vj) 6= 0. Soit Wj ⊂ Vj le sous-espa
e 
y
lique engendré par

les f i
j(vj) = f i(vj). Alors Wj est stable par fj , et le polyn�me minimal de f|Wj

divise né
essairement P
mj

j . Mais 
omme Pj est irrédu
tible, on en 
on
lut que

µf|Wj
= P

kj

j ave
 kj 6 mj . Le fait que Pj(fj)
mj−1(vj) 6= 0 implique que l'on

a né
essairement kj = mj . Il s'ensuit dimWj > deg µf|Wj
= degχfj = dimVj ,

don
 Wj = Vj , et fj est bien 
y
lique, ave
 Vj = vect(f i(vj)). Pour terminer, on

montre que f est 
y
lique, ave
 E = vect(f i(v))i>0 où v = v1 + · · · + vs. Grâ
e

à 2.4.2 (d), on a

f i(vj) = f i(πj(v)) = f i ◦Πj(f)(v) = Qi,j(f)(v) ave
 Qi,j(X) = X iΠj(X),


e qui montre que vect(f i(v))i>0 = {Q(f)(v) / Q ∈ K[X ]} 
ontient la somme

V1 ⊕ · · · ⊕ Vs = E. Par 
onséquent f est 
y
lique.

2.5. Sous-espa
es 
ara
téristiques

Si λj ∈ K est valeur propre d'un endomorphisme f ∈ EndK(E), Pj(X) = X − λj
est l'un des fa
teurs irrédu
tibles des dé
ompositions de χf (X) et µf (X). Ce
i

amène à la dé�nition suivante.

2.5.1. Dé�nition. Si λj ∈ K est une valeur propre de f ∈ EndK(E), on dé�nit

le sous-espa
e 
ara
téristique asso
ié à λj 
omme étant

Cf,λj
= Ker(f − λj IdE)

m′
j

où m′
j est la multipli
ité de X − λj dans µf (X).

2.5.2. Proposition. Vj = Cf,λj
est un sous-espa
e stable par f , et la restri
tion

fj = f|Vj
∈ EndK(Vj) véri�e

(fj − λj IdE)
m′

j = 0.

2.5.3. Remarque. On sait d'après 2.4.2 (b) que l'on a en fait l'égalité Cf,λj
=

Ker(f − λj IdE)
k
pour tout k > m′

j , et il est souvent plus fa
ile de 
al
uler Cf,λj

par la formule

Cf,λj
= Ker(f − λj IdE)

mj
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où mj est la multipli
ité de X−λj dans χf , 
ar χf est en général plus dire
tement

a

essible que µf .

L'observation suivante est également utile pour étudier la stru
ture de f . La

démonstration en sera donnée à la se
tion suivante.

2.5.4. Proposition. On a des sous-espa
es stables emboîtés

Ef,λj
= Ker(f − λj IdE) ( Ker(f − λj IdE)

2 ( · · · ( Ker(f − λj IdE)
m′

j = Cf,λj

et ensuite les noyaux des puissan
es ultérieures n'augmentent plus. Lorsquem′
j =1,

le sous-espa
e propre Ef,λj

oïn
ide ave
 le sous-espa
e 
ara
téristique Cf,λj

.

Comme 
onséquen
e du théorème général 2.4.2, on obtient en parti
ulier le

théorème de dé
omposition suivant, toujours appli
able si K = C :

2.5.5. Théorème. Si

χf (X) =

s∏

j=1

(X − λj)
mj , µf (X) =

s∏

j=1

(X − λj)
m′

j

sont s
indés sur K, on a une dé
omposition par blo
s asso
iés aux sous-espa
es


ara
téristiques

E = Cf,λ1
⊕ · · · ⊕ Cf,λs

, f = f1 ⊞ · · ·⊞ fs,

et on a (fj − λj Id)
m′

j = 0 pour 
haque blo
.

2.6. Endomorphismes nilpotents

Les résultats pré
édents montrent qu'il est 
ru
ial d'étudier les endomorphismes

ayant une puissan
e nulle.

2.6.1. Dé�nition. Un endomorphisme h ∈ EndK(E) est dit nilpotent s'il existe
un exposant k ∈ N∗

tel que hk = 0.

Il revient au même de dire que le polyn�me minimal est de la forme µh(X) = Xm′

ave
m′ ∈ N∗
. On sait que l'on a toujours deg µh = m′ 6 n, don
 si h est nilpotent,

la plus petite puissan
e qui soit nulle est hm
′

= 0 ave
 m′ 6 n.

2.6.2. Exemple. Toute matri
e A ∈ Mn×n(K) stri
tement triangulaire (i.e. ave


des 
oe�
ients diagonaux nuls) est nilpotente. Ainsi, si A = (aij)16i,j6n est

stri
tement triangulaire inférieure (ave
 aij = 0 pour i 6 j), soit

A =




0 0 . . . 0 0
a21 0 . . . 0 0
.

.

.

.

.

. . . . 0 0
.

.

. aij
.

.

. 0 0
an1 an2 . . . ann−1 0


 i > j,
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on voit que l'endomorphisme asso
ié h : Kn → Kn
, relativement à la base


anonique (ej)16j6n de Kn
, satisfait

h(ej) ∈ Vect(ej+1, . . . , en), h(Vect(ej , . . . , en)) ⊂ Vect(ej+1, . . . , en).

Par ré
urren
e sur i, on en déduit

hi(Vect(e1, . . . , en)) ⊂ Vect(ei+1, . . . , en).

Ce
i entraîne que hi a une matri
e triangulaire dont la diagonale prin
ipale et les

i− 1 diagonales situées en dessous sont nulles, et en parti
ulier hn = 0. De même,

toute matri
e stri
tement triangulaire supérieure est nilpotente.

De manière générale, on a le résultat suivant qui implique la proposition 2.5.4


i-dessus, en prenant h = fj − λj IdVj
sur l'espa
e Vj = Cf,λj

.

2.6.3. Théorème. Si h ∈ EndK(E) est nilpotent d'exposant m′ = deg µh, on a

des noyaux emboîtés

{0} = Kerh0 ( Ker h ( Kerh2 ( · · · ( Ker hm
′

= E,

et les sous-espa
es Sk = Ker hk véri�ent

h(Sk) ⊂ Sk−1 ( Sk pour k > 1.

Démonstration. Comme h0 = IdE et hm
′

= 0, on a bien S0 = Ker h0 = {0}
et Sm′ = Kerhm

′

= E. Comme par hypothèse m′
est l'exposant minimal, on a

hm
′−1 6= 0 et don
 Sm′−1 = Kerhm

′−1 6= Sm′ = E. D'autre part, l'impli
ation

évidente

hk(v) = 0 ⇒ hk+1(v) = 0,

montre que Sk ⊂ Sk+1, et 
omme hk(v) = hk−1(h(v)), on voit aussi que

h(Sk) ⊂ Sk−1. L'égalité Sk = Sk+1 signi�erait que l'on aurait une équivalen
e

∀v ∈ E, hk(v) = 0 ⇔ hk+1(v) = 0,

et en prenant v = h(w), on en déduirait alors Sk+1 = Sk+2, de sorte que Sℓ = Sk

pour tout ℓ > k. Comme Sm′−1 ( Sm′ = E, on a don
 bien aussi Sk ( Sk+1 pour

k 6 m′ − 1.

2.6.4. Endomorphismes nilpotents 
y
liques. Conformément aux dé�nition

déjà données, un endomorphisme h ∈ EndK(E) est nilpotent et 
y
lique s'il est

nilpotent et s'il existe un ve
teur v0 tel que B
′ = (v0, h(v0), . . . , h

n−1(v0)) soit une
base de E. Dans 
e 
as le polyn�me minimal est µh(X) = Xn

et la matri
e de h
dans B′

est la matri
e A′ ∈ Matn×n(K) donnée par

A′ =




0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0

0 0 1
.

.

. 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 0
0 0 0 . . . 1 0



,
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qui n'est autre que la matri
e 
ompagnon du polyn�me Q(X) = Xn
. Une telle

matri
e est appelée blo
 de Jordan nilpotent 
y
lique de taille n. Dans 
e 
as,

Sk = Ker hk est l'espa
e de dimension k

Sk = vect(hn−k(v0), h
n−k+1(v0), . . . , h

n−1(v0)),

et on voit fa
ilement que (A′)k est la matri
e dont la diagonale de 
oe�
ients 1
est la k-ième diagonale sous la diagonale prin
ipale, par exemple

(A′)k =




0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 .

.

.

0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 0
0 0 . . . 1 0 0




pour k = 2,

le noyau étant formé par les k derniers ve
teurs de B′
(qui donnent les k 
olonnes

de 0 à droite). Remarquons aussi, 
e qui nous sera utile plus loin, que

(2.6.5) Imhk = vect(hk(v0), h
k+1(v0), . . . , h

n−1(v0)) = Sn−k = Ker hn−k.

Remarquons en�n qu'il est équivalent de travailler dans la base B′′
obtenue en

renversant l'ordre des ve
teurs, soit B′′ = (fn−1(v0), f
n−2(v0), . . . , f(v0), v0), et

que la matri
e de f dans la base B′′
est alors la matri
e triangulaire supérieure

A′′ =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

0 0 0
.

.

. 0 0

0 0 0
.

.

. 1 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 1
0 0 0 . . . 0 0



.

Le résultat suivant élu
ide entièrement la stru
ture des endomorphismes nilpo-

tents, à partir de 
elle déjà dé
rite des endomorphismes nilpotents 
y
liques.

2.6.6. Théorème. Soit h ∈ EndK(E) un endomorphisme nilpotent de polyn�me

minimal µh(X) = Xm′

sur un K espa
e ve
toriel E de dimension n. Alors il existe
des sous-espa
es 
y
liques Wj = vect(vj , h(vj), . . . , h

nj−1(vj)) de dimensions

respe
tives dé
roissantes

n1 > · · · > ns, où n1 = m′
et

∑

i

ni = n,

fournissant une dé
omposition par blo
s

E = W1 ⊕ · · · ⊕Ws, h = h1 ⊞ · · ·⊞ hs,

ave
 des endomorphismes nilpotents 
y
liques h1 ∈ EndK(W1), . . . , hs ∈ EndK(Ws).
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2.6.7. Interprétation du théorème. Tout endomorphisme nilpotent peut être

représenté dans une base 
onvenable, au 
hoix, par une matri
e A′
triangulaire

inférieure, ou une matri
e A′′
triangulaire supérieure, de la forme

A′ =




0 0 0 . . . 0 0
α1 0 0 . . . 0 0
0 α2 0 . . . 0 0

0 0 α3
.

.

. 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 0
0 0 0 . . . αn−1 0



, A′′ =




0 α1 0 . . . 0 0
0 0 α2 . . . 0 0

0 0 0
.

.

. 0 0

0 0 0
.

.

. αn−2 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 αn−1

0 0 0 . . . 0 0




,

ave
 une diagonale de 
oe�
ients αj = 0 ou 1, formée d'une suite de n1 − 1

hi�res 1, d'un 0, puis de n2 − 1 
hi�res 1, d'un 0, . . . , de ns − 1 
hi�res 1. Ci-

dessous, par exemple, une matri
e nilpotente 7× 7 triangulaire inférieure, formée

d'un blo
 A1 
y
lique de taille 4, d'un blo
 A2 
y
lique de taille 3 et d'un blo



y
lique A3 de taille 1 :

A =




0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0




.

On a A4
1 = 0, A3

2 = 0, A1
3 = 0, et don
 A4 = 0, µA(X) = X4

, χA(X) = X8
. Si

(e1, . . . , e8) désigne la base 
anonique des ve
teurs 
olonnes, le sous-espa
e propre

KerA = EA,0 est égal à vect(e4, e7, e8).

Démonstration du théorème 2.6.6**. On raisonne par ré
urren
e sur n = dimE,
le théorème étant trivial si n = 1. On suppose le théorème démontré pour toute

dimension n′ < n et on va le démontrer pour dimE = n (ré
urren
e �forte�).

Posons n1 = m′
. Puisque µh(X) = Xn1

, on a par hypothèse hn1 = 0 et hn1−1 6= 0,
don
 il existe un ve
teur v1 ∈ E tel que hn1−1(v1) 6= 0. On 
onsidère le sous-espa
e


y
lique

W1 = vect(v1, h(v1), . . . , h
n1−1(v1)).

Il est à noter que les ve
teurs 
i-dessus sont né
essairement linéairement indépen-

dants, sinon on aurait un polyn�me Q de degré < n1 tel que Q(h)(v1) = 0, et
don
 Q(h|W1

) = 0, mais µh|W1
doit diviser Xn1

et est en fait for
ément égal à Xn1

en vertu de notre 
hoix hn1−1(v1) 6= 0. Par suite dimW1 = n1 et h1 = h|W1
est

nilpotent 
y
lique. Soit Ẽ un supplémentaire de W1 de sorte que E = W1 ⊕ Ẽ,
soient π1, π̃ les proje
tions de E sur W1 et Ẽ respe
tivement, et h = π1 ◦ h|Ẽ ,
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h̃ = π̃ ◦ h
|Ẽ
. Ce
i donne une dé
omposition triangulaire par blo
s de h

h =

(W1 Ẽ

h1 g W1

O h̃ Ẽ

∣∣∣∣∣

)

(qu'on peut interpréter si on veut 
omme une dé
omposition matri
ielle dans des

bases �xées de W1 et de Ẽ). Pour tout entier k ∈ N, on a

(∗) hk =

(W1 Ẽ

hk1 ? W1

O h̃k Ẽ

∣∣∣∣∣

)

et on en déduit en parti
ulier que h̃m
′

= 0, d'où µh̃(X) = Xn2
ave
 n2 6 n1 = m′

.

D'après l'hypothèse de ré
urren
e appliquée à l'endomorphisme h̃ ∈ EndK(Ẽ) ave


ñ = dim Ẽ = n− n1, ñ < n, nous obtenons des sous-espa
es 
y
liques

W̃j = vect(ṽj , h̃(ṽj), . . . , h̃
nj−1(ṽj)) ⊂ Ẽ, j = 2, . . . , s,

où dim W̃j = nj , n2 > · · · > ns,
∑s

j=2 nj = ñ = n− n1, et une dé
omposition par

blo
s

Ẽ = W̃2 ⊕ · · · ⊕ W̃s, h̃ = h̃2 ⊞ · · ·⊞ h̃s

ave
 des endomorphismes h̃j ∈ EndK(W̃j) nilpotents 
y
liques. Ce
i ne démontre

pas en
ore le théorème à 
ause de la présen
e de l'endomorphisme g dans h et du

terme �?� dans hk, qu'il nous faut éliminer. Or, par hypothèse de ré
urren
e, on

a h̃nj (ṽj) = 0, 
'est-à-dire hnj (ṽj) ∈ W1 d'après (∗). Comme hn1 = 0, on obtient

hn1−nj (hnj (ṽj)) = 0, i.e. hnj (ṽj) ∈ Kerh
n1−nj

1 . Mais on sait d'après (2.6.5) que

Ker h
n1−nj

1 = Imh
nj

1 , don
 il existe un ve
teur tj ∈W1 tel que

hnj (ṽj) = h
nj

1 (tj) = hnj (tj).

On pose maintenant vj = ṽj − tj . On observe que l'on a par 
onstru
tion

hnj (vj) = 0, et on 
onsidère alors les sous-espa
es 
y
liques

Wj = vect(vj , h(vj), . . . , h
nj−1(vj)).

Grâ
e à (∗), les proje
tions de hk(vj) et h̃k(ṽj) sur Ẽ 
oïn
ident, et la matri
e de

passage de la base

B̃ =
(
v1, h(v1), ... , h

n1−1(v1), ṽ2, h̃(ṽ2), ... , h̃
n2−1(ṽ2), ... , ṽs, h̃(ṽs), ... , h̃

ns−1(ṽs)
)

au système de ve
teurs

B′ =
(
v1, h(v1), ... , h

n1−1(v1), v2, h(v2), ... , h
n2−1(v2), ... , vs, h(vs), ... , h̃

ns−1(vs)
)

est triangulaire supérieure à 
oe�
ients diagonaux égaux à 1, don
 B′
est une

base, et on obtient une dé
omposition en somme dire
te

E = W1 ⊕ · · · ⊕Ws.

Il est 
lair par 
onstru
tion que h admet la dé
omposition par blo
s voulue

h = h1 ⊞ · · ·⊞ hs où hj = h|Wj
.
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2.7. Triangularisation et rédu
tion de Jordan

Cette rédu
tion a été établie par Jordan dans son 
élèbre �Traité des substitutions

et des équations algébriques�, paru en 1870, qui lui vaudra le prix Pon
elet de

l'A
adémie des S
ien
es. Nous avons fait l'essentiel du travail dans les se
tions

pré
édentes, il ne nous reste don
 plus qu'à faire la synthèse.

2.7.1. Dé�nition. Un endomorphisme f ∈ EndK(E) est dit triangularisable

(on dit aussi parfois � trigonalisable� ) s'il existe une base B′ = (v1, . . . , vn)

dans laquelle la matri
e A′ = MatB
′

B′(f) est triangulaire, 
'est-à-dire par exemple

triangulaire inférieure

A′ =




α1 0 . . . 0
∗ α2 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∗ ∗ . . . αn


 , αj ∈ K.

(Notons qu'on peut passer de la forme triangulaire inférieure à la forme triangu-

laire supérieure et vi
e-versa en renversant simplement l'ordre des ve
teurs de la

base B′

hoisie).

On dit de même qu'une matri
e A est triangularisable s'il existe une matri
e de

passage P telle que A′ = P−1AP soit triangulaire.

2.7.2. Théorème de rédu
tion de Jordan. Soit f ∈ EndK(E) un endomor-

phisme. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) f est triangularisable ;

(b) le polyn�me 
ara
téristique χf est s
indé sur K, χf (X) =

s∏

j=1

(X − λj)
mj

, ave


des λj ∈ K deux à deux distin
ts.

Lorsque le polyn�me 
ara
téristique χf est s
indé sur K 
omme indiqué en (b),

on peut trouver une dé
omposition par blo
s

E = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs, f = f1 ⊞ · · ·⊞ fs, fj = f|Vj

où les Vj = Cf,λj
= Ker(f − λj IdE)

mj
sont les sous-espa
es 
ara
téristiques,

qui ont pour dimensions dimCf,λj
= mj . De plus, il existe une base B′

de

E formée de la juxtaposition de bases des Vj , telle que A′ = MatB
′

B′(f) soit une

�matri
e triangulaire de Jordan�

A′ =




A′
1 O . . . O
O A′

2 . . . O
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . A′
s


 , A′

j =




λj 0 0 . . . 0 0
αj,1 λj 0 . . . 0 0
0 αj,2 λj . . . 0 0

0 0 αj,3
.

.

. 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. λj 0
0 0 0 . . . αj,nj−1 λj




où (αj,k)16k6nj−1 est une suite de 0 et de 1 (un blo
 A′
j 
omme 
i-dessus est

appelé blo
 de Jordan, on peut aussi le prendre triangulaire supérieur ).
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En�n, la multipli
itém′
j de λj dans le polyn�me minimal µf (X)=

∏s
j=1(X −λj)

m′
j


orrespond au maximum des tailles des sous-blo
s 
y
liques du blo
 A′
j asso
ié à


ette valeur propre ( = maximum du nombre de 1 
onsé
utifs plus 1).

Voi
i par exemple un blo
 de Jordan de taille 8, de valeur propre λ, 
omposé de

3 sous-blo
s 
y
liques de tailles respe
tives 4, 3, 1, et les multipli
ités asso
iées :

Jλ ; 4,3,1 =




λ 0 0 0 0 0 0 0
1 λ 0 0 0 0 0 0
0 1 λ 0 0 0 0 0
0 0 1 λ 0 0 0 0
0 0 0 0 λ 0 0 0
0 0 0 0 1 λ 0 0
0 0 0 0 0 1 λ 0
0 0 0 0 0 0 0 λ




, mλ = 8, m′
λ = 4.

Démonstration. (a) ⇒ (b). Si f admet une matri
e triangulaire A′

omme dans

la dé�nition 2.7.1, alors χf (X) =
∏n

j=1(X − αj) don
 χf est s
indé.

(b) ⇒ (a). Si χf (X) =
∏n

j=1(X − λj)
mj

est s
indé, on sait déjà par le

théorèmes 2.5.5 que l'on a une dé
omposition par blo
s au moyen des sous-espa
es


ara
téristiques Vj = Cf,λj
= Ker(f − λj IdE)

mj
. Mais alors

hj = (f − λj IdE)|Vj
= f|Vj

− λj IdVj

satisfait h
mj

j = 0, i.e. hj est nilpotent. Il existe don
 une base B′
j de Vj dans

laquelle la matri
e de hj est un blo
 triangulaire nilpotent 
omme dans 2.6.7, 
e

qui implique alors que fj = f|Vj
= hj + λj IdVj

est un blo
 de Jordan de valeur

propre λj . L'assertion 
on
ernant les multipli
itésm′
j résulte du théorème 2.6.6.

2.7.3. Corollaire. Sur le 
orps K = C, tout endomorphisme f ∈ EndC(E) est

triangularisable, et on peut trouver une base B′
de E dans laquelle A′ = MatB

′

B′(f)
est une matri
e triangulaire de Jordan.

2.7.4. Corollaire. Soit f ∈ EndK(E) un endomorphisme et A ∈ Mn×n(K) sa

matri
e dans une base de E. Si L ⊃ K est le 
orps de dé
omposition du polyn�me


ara
téristique χf = χA (
hapitre 4, théorème 2.8.4), il existe une matri
e de

passage P ∈ Mn×n(L) telle que A′ = P−1AP ∈ Mn×n(L) soit une matri
e

triangulaire de Jordan.

2.7.5. Remarque. Dans le théorème de rédu
tion de Jordan, on peut dé
omposer


haque blo
 A′
j en A′

j = D′
j + N ′

j ave
 D′
j = λjInj

diagonale et N ′
j triangulaire

nilpotente (et 
y
lique) ; de façon évidente, D′
j et N ′

j 
ommutent. En assemblant


es blo
s, on obtient une dé
omposition A′ = D′ + N ′
où D′

est une matri
e

diagonale, et N ′
est une matri
e triangulaire nilpotente (i.e. ave
 des 0 sur la

diagonale), telles que D′
et N ′


ommutent. En revenant à la matri
e A = PA′P−1

via la matri
e de passage P , on trouve la dé
omposition dite de Jordan-Chevalley

A = Ass +Anil ave
 Ass := PD′P−1
, Anil = PN ′P−1

qui 
ommutent,
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telles que Ass soit semi-simple (
'est-à-dire par dé�nition diagonalisable sur une

extension L ⊃ K), et Anil nilpotente. Son intérêt est que pour un 
orps K �parfait�

tel que R on a bien Ass, Anil ∈ Mn×n(K) : 
ette propriété sera démontrée au §2.8.

La rédu
tion de Jordan permet de résoudre le problème de la 
ongugaison des

matri
es. Rappelons d'abord quelques dé�nitions.

2.7.6. Dé�nition. (a) Deux matri
es A,B ∈ Mn×p(K) sont dites équivalentes,

A ≡ B, s'il existe des matri
es inversibles P ∈ Mn×n(K) et Q ∈ Mp×p(K)
telles que B = PAQ.

(b) Deux matri
es 
arrées A,B ∈ Mn×n(K) sont dites 
onjuguées, A ≃ B, s'il

existe une matri
e inversible P ∈ Mn×n(K) telle que B = PAP−1
.

On véri�e aisément qu'il s'agit de relations d'équivalen
e. Du point de vue des

appli
ations linéaires, la relation (a) signi�e qu'on a a�aire à la même appli
ation

linéaire f : E → F quitte à 
hanger les bases de E et F , tandis que la relation (b)

signi�e qu'on a a�aire au même endomorphisme f : E → E quitte à 
hanger la

base de référen
e dans E. La relation A ≡ B est fa
ile à dé
rire : il faut et il su�t

que rang(A) = rang(B). En e�et, si f : E → F est de rang r, en prenant une

base (e1, . . . , ep) de E telle que (er+1, . . . , ep) soit une base de Ker(f) et une base
(e′1, . . . , e

′
n) de f obtenue en 
omplétant e′1 = f(e1), . . . , e

′
r = f(er), on se ramène

toujours à 
e que la matri
e de f soit une matri
e re
tangulaire de la forme

A =




1 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 1 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0




ave
 r 
oe�
ients 1 sur la diagonale prin
ipale. Pour la 
onjugaison, on a le

résultat beau
oup plus subtil suivant � au moins sur le 
orps des 
omplexes.

(Un énon
é similaire serait valable sur tout 
orps K, à 
ondition de passer à une

extension L ⊃ K 
onvenable).

2.7.7. Théorème. Deux matri
es A,B ∈ Mn×n(C) sont 
onjuguées si et seule-

ment si elles ont le même polyn�me 
ara
téristique

χA(X) = χB(X) =
∏

16j6s

(X − λj)
mj

et si les sous-espa
es 
ara
téristiques se dé
omposent en sous-blo
s 
y
liques de

mêmes tailles (autrement dit, si elles ont la même forme réduite de Jordan, à

l'ordre près des sous-blo
s 
y
liques asso
iés aux di�érentes valeurs propres).

Démonstration. Si les matri
es A et B sont 
onjuguées, elles peuvent être asso
iées

au même endomorphisme f dans des bases di�érentes. On a don
 par 
onstru
tion
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une même forme réduite de Jordan, 
elle asso
iée à f . Ré
iproquement, si A et B
ont même polyn�me 
ara
téristique et même forme réduite de Jordan J , il existe
des matri
es de passage P,Q inversibles telles que P−1AP = J = Q−1BQ, don

B = (PQ−1)−1A(PQ−1), et A,B sont 
onjuguées.

2.8. Dé
omposition de Jordan-Chevalley***

Cette dé
omposition a été établie par Claude Chevalley (1909-1984) dans les an-

nées 1950. Elle s'applique dire
tement aux endomorphismes, indépendamment de

tout 
hoix de base, et généralise la rédu
tion de Jordan dans le 
as où le polyn�me


ara
téristique n'est plus né
essairement s
indé sur le 
orps K 
onsidéré � 
e qui

se produit souvent sur Q ou sur R. (Assez 
urieusement, 
ertains livres de 
ours

en langue française utilisent la terminologie de �dé
omposition de Dunford�, mais


'est semble-t-il à tort, les travaux de Nelson Dunford étant postérieurs à 
eux de

Chevalley et pas né
essairement en lien dire
t ave
 les résultats en question . . . ).
On 
ommen
era par introduire les notions utiles d'endomorphisme simple et semi-

simple, et on en dé
rira les propriétés fondamentales.

Nota : 
ette se
tion est 
on
eptuellement assez di�
ile � et hors-programme !

2.8.1. Théorème et dé�nition. Pour f ∈ EndK(E), n = dimE > 1, les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Les seuls sous-espa
es S ⊂ E qui sont stables par f sont S = {0} et S = E.

(b) Le polyn�me 
ara
téristique χf (X) ∈ K[X ] est irrédu
tible.

On dit alors que f est un endomorphisme simple. Pour un tel endomorphisme f ,
on a l'égalité µf = χf .

Démonstration. (b)⇒ (a). Si on avait un sous-espa
e S stable par f distin
t de {0}
et E, on en déduirait une dé
omposition χf = χf |S χg en fa
teurs de degrés > 1
(théorème 1.3.2), 
e qui 
ontredirait l'hypothèse que χf est irrédu
tible.

(a) ⇒ (b). L'hypothèse (a) entraîne né
essairement que f est 
y
lique, 
ar on

a né
essairement S = vect(f i(v))i>0 = E si v 6= 0. Par suite µf = χf . Si

µf n'est pas irrédu
tible, deux 
as peuvent se présenter : ou bien µf = Pm
est

une puissan
e d'un irrédu
tible ave
 m > 2, ou bien µf 
ontient des fa
teurs

irrédu
tibles distin
ts. Dans 
e deuxième 
as, le théorème de dé
omposition par

blo
s montrerait que E est une somme dire
te de plusieurs sous-espa
es stables

non triviaux, 
e qui est 
ontradi
toire. Mais dans le 
as µf = Pm
, m > 2, le sous-

espa
e S = KerP (f)m−1
serait non nul et distin
t de E, 
ontradi
tion également.

Si f est simple, µf est un polyn�me de degré > 1 qui divise χf . L'irrédu
tibilité

de χf implique µf = χf .

2.8.2. Exemples. (a) Si n = 1, tout endomorphisme f ∈ EndK(E) est simple

(et de la forme f = λ IdE). Ré
iproquement si K = C, les seuls polyn�mes

irrédu
tibles unitaires sont les χf (X) = X − λ, et don
 les seuls endomorphismes

simples sont les homothéties f = λ IdE sur un C-espa
e ve
toriel E de dimension 1.
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(b) Sur K = R, la matri
e 2× 2

A =

(
a −b
b a

)
, b 6= 0,

admet pour polyn�me 
ara
téristique χA(X) = (X − a)2 + b2 qui est irrédu
tible

sur R, don
 A est simple. Géométriquement si on identi�e R2
à C, il s'agit d'une

similitude dire
te z 7→ λz, de rapport α et d'angle θ ave
 λ = αeiθ = a+ ib. Il n'y
a pas dans R2

de sous-espa
e ve
toriel invariant si b 6= 0, i.e. θ 6≡ 0 mod π (mais si

b = 0, A = aI2, χA(X) = (X−a)2 et toute droite est invariante). Comme les seuls

polyn�mes irrédu
tibles de R[X ] sont de degré 1 et 2, les seuls endomorphismes

simples sur le 
orps des réels apparaissent en dimension 1 et 2 (et on les a tous

dé
rits à isomorphisme près).

(
) Sur K = Q, la matri
e 3× 3

A =




0 0 2
1 0 0
0 1 0




est la matri
e 
ompagnon du polyn�me irrédu
tible Q(X) = X3 − 2, don
 A est

simple. La théorie nous dit que les seuls sous-espa
es stables S de l'endomorphisme

asso
ié f ∈ EndQ(Q
3) sont {0} et Q3

. Sur K′ = R ou C, on a en revan
he la droite

propre K′v de valeur propre

3
√
2 ave


v =




3
√
4

3
√
2
1


 .

(d) Plus généralement, soit P ∈ K[X ] un polyn�me irrédu
tible unitaire de degré d,

P (X) = a0 + a1X + · · ·+ ad−1X
d−1 +Xd.

On a vu au 
hapitre 4 (théorème 2.8.2), que L = K[X ]/〈P 〉 est un 
orps, et que


'est aussi un K-espa
e ve
toriel de dimension dimK L = d, admettant 
omme base

B = (
•

1,
•

X, . . . ,
•

Xd−1).

Alors λ =
•

X est une ra
ine du polyn�me P dans L[X ], i.e. P (λ) = 0.
L'endomorphisme �évident�

fP : L → L, v 7→ λv, i.e. fP : L → L,
•

Q 7→ (XQ)
•
,

qui a trivialement pour matri
e (λ) ∈ M1×1(L) lorsqu'on se pla
e sur le 
orps L,
admet, lorsque L est vu 
omme espa
e ve
toriel sur K, la matri
e

MatBB(fP ) =




0 0 0 . . . 0 −a0
1 0 0 . . . 0 −a1
0 1 0 . . . 0 −a2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1




∈ Md×d(K).
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C'est pré
isément la matri
e 
ompagnon du polyn�me P : en e�et l'image de la

base B par fP est fP (B) = (
•

X,
•

X2, . . . ,
•

Xd), et modulo 〈P 〉 on a

•

Xd = −a0
•

1− a1
•

X − · · · − ad−1

•

Xd−1.

Sur le 
orps K, on a don
 χfP (X) = P (X), et fP est simple.

On va maintenant 
ara
tériser les endomorphismes dont le polyn�me minimal µf

est irrédu
tible.

2.8.3. Proposition. Soit f ∈ EndK(E) un endomorphisme dont le polyn�me

minimal µf (X) = P (X) ∈ K[X ] est irrédu
tible. Alors on a une dé
omposition en

somme dire
te E = W1 ⊕ · · · ⊕Wm et une dé
omposition en blo
s 
orrespondante

f = f1 ⊞ · · · ⊞ fm ave
 des endomorphismes simples fj = f|Wj
∈ EndK(Wj) tels

que χfj = P . Dans 
es 
onditions, on a χf = Pm
, et il existe des isomorphismes

K-linéaires

ϕj : L = K[X ]/〈P 〉 →Wj

tels que fj = ϕj ◦ fP ◦ϕ−1
j . Les blo
s fj sont don
 tous �isomorphes� entre eux et

isomorphes à l'exemple 2.8.2 (d).

Démonstration. On sait que χf divise µdimE
f , don
 χf est une puissan
e de P .

Soit v1 un ve
teur non nul de E. On 
onsidère le morphisme

ψ1 : K[X ] → E, Q 7→ Q(f)(v).

Son image n'est autre que le sous-espa
e 
y
lique W1 = vect(f i(v1))i60, stable

par f . Il est d'autre part évident que Kerψ1 = 〈Q1〉 est un idéal de K[X ] qui

ontient 〈P 〉 mais qui n'est pas égal à K[X ] tout entier (1 /∈ Kerψ1 puisque

Q(f)(v1) = v1 pour Q = 1). Comme P est irrédu
tible, Q1 | P et Q1 non

inversible, on a né
essairement Kerψ1 = 〈P 〉. Par passage au quotient, on obtient

par 
onséquent un isomorphisme

ϕ1 : K[X ]/〈P 〉 −→W1,

et en parti
ulier dimW1 = degP = d. On a i
i par dé�nition

ϕ1(
•

Q) = ψ1(Q) = Q(f)(v),

ϕ1(fP (
•

Q) = ϕ1(
•

X
•

Q) = ψ1(XQ) = f ◦Q(f)(v) = f(ϕ1(
•

Q))

pour tout Q ∈ K[X ], 
e qui signi�e que ϕ1 ◦ fP = f1 ◦ ϕ1 où f1 = f|W1
est la

restri
tion de f à W1. Par suite on a bien f1 = ϕ1 ◦ fP ◦ ϕ−1
1 . Par ailleurs χf1

qui divise χf est aussi une puissan
e de P , mais 
omme deg χf1 = dimW1 = d,
on doit avoir χf1 = P , don
 f1 est simple. Ce résultat vaut pour tout ve
teur non

nul v1 ∈ E. Si W1 = E, on a �ni (ave
 m = 1). Sinon on prend v2 ∈ E rW1

et on 
onstruit W2 
omme pour W1. On voit que W1 ∩W2 ( W2 est stable par

f , don
 W1 ∩ W2 = {0} et W1,W2 sont en somme dire
te. Si E = W1 ⊕ W2,
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on a �ni (ave
 m = 2). Sinon, on prend v3 ∈ E r (W1 ⊕W2), on 
onstate que

W3 ∩ (W1 ⊕W2) ( W3 est stable, don
 réduit à {0}, par suite W1,W2,W3 sont

en somme dire
te. On peut 
ontinuer ainsi jusqu'à 
e que E = W1 ⊕ · · · ⊕Wm.

Il vient alors χf =
∏
χfj = Pm

, et l'a�rmation 
on
ernant l'isomorphisme ϕj a

déjà été démontrée.

Ce qui pré
ède permet entre autres de dé
rire 
e qui se passe lorsque le polyn�me


ara
téristique χf (X) admet une ra
ine dans une extension L du 
orps K dans

lequel on travaille � 
'est une généralisation du théorème 1.4.1, qui 
on
ernait le


as de l'extension C ⊃ R et d'une ra
ine 
omplexe non réelle de χf (X).

2.8.4. Théorème. Soit E un K-espa
e ve
toriel, f ∈ EndK(E) un endomor-

phisme, et P un fa
teur irrédu
tible de degré d du polyn�me 
ara
téristique χf (X).

(a) Il existe un sous-espa
e stable W ⊂ E, de dimension d, et un isomorphisme

K-linéaire ϕ : L = K[X ]/〈P 〉 →W tel que f|W = ϕ ◦ fP ◦ ϕ−1
.

(b) En parti
ulier, tout endomorphisme simple f ∈ EndK(E) de polyn�me 
ara
-

téristique χf = P est �isomorphe� à l'exemple fP du 2.8.2 (d), i.e. on a

f = ϕ ◦ fP ◦ ϕ−1
pour un isomorphisme K-linéaire ϕ : L = K[X ]/〈P 〉 → E.

Démonstration. (a) É
rivons µf (X) =
∏s

j=1 Pj(X)m
′
j
ave
 P = P1. On pose

S = KerP (f). Né
essairement S 6= {0}, sinon P (f) = P1(f) serait inversible

et la relation µf (f) = 0 impliquerait aussi que

∏s
j=2 Pj(f)

m′
j = 0, 
e qui est


ontradi
toire. Par 
onstru
tion f|S est annulé par P , don
 µf |S = P . Mais alors

le théorème 2.8.3 fournit des sous-espa
es Wj ⊂ S ayant la propriété annon
ée (en

fait la preuve de 2.8.3 montre que tout sous-espa
e 
y
lique W = Vect(f i(v))i>0

engendré par v ∈ S satisfait (a)).

(b) Si f est simple, on a né
essairement W = E et (b) résulte de (a).

Dans la suite, nous aurons besoin d'ex
lure 
ertains 
orps ayant un 
omportement

�pathologique�. Ce
i amène à la dé�nition et au lemme qui suivent.

2.8.5. Dé�nition.Un 
orps K est dit parfait si sa 
ara
téristique est nulle, ou bien

s'il est de 
ara
téristique p > 0 et que tout élément de K admet une ra
ine p-ième

dans K (autrement dit si le morphisme dit de Frobenius x 7→ xp est surje
tif ).

2.8.6. Exemples. (a) Les 
orps Q,R,C, et plus généralement tous les sous-
orps

de C sont parfaits (il y en a beau
oup d'autres que Q,R, par exemple Q[i], Q[
√
2 ]).

(b) Les 
orps �nis sont parfaits. En e�et, il est fa
ile de voir en 
ara
téristique

p > 0 que F : x 7→ xp est un morphisme de 
orps (l'additivité venant de la formule

du bin�me et du fait que

(
p
k

)
est divisible par p si 0 < k < p), et F (x) = 0 implique

x = 0, don
 F est inje
tif. Mais si K est �ni, l'inje
tivité implique trivialement la

surje
tivité. En parti
ulier Fp = Z/pZ est parfait ; le petit théorème de Fermat

nous dit d'ailleurs que F : Fp → Fp est l'appli
ation identique.

(
) Si K est de 
ara
téristique p, le fait que

(
p
k

)
soit divisible par p si 0 < k < p

implique de nouveau que pour tout polyn�meQ(X) = a0+a1X+· · ·+adX ∈ K[X ],
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on a

Q(X)p =

(
d∑

j=0

ajX
j

)p

=
d∑

j=0

apjX
pj .

Ce
i entraîne par exemple que le 
orps des fra
tions rationnellesK(X) à 
oe�
ients

dans K n'est pas parfait, 
ar la puissan
e p-ième d'une fra
tion rationnelle R(X)
est une fra
tion de la forme R′(Xp), don
 F : K(X) → K(Xp) ( K(X).

(d) Si K est un 
orps quel
onque de 
ara
téristique p > 0, il est fa
ile de voir que
l'extension K′ = K[a1/p

m

]a∈K,m∈N obtenue en adjoignant à K toutes les ra
ines

pm-ièmes de tous les éléments a ∈ K est un 
orps parfait.

2.8.7. Lemme. Soit K un 
orps parfait. Alors

(a) Si P ∈ K[X ] est irrédu
tible, on a P ′(X) 6= 0 et pgcd(P, P ′) = 1.

(b) Un polyn�me non nul Q ∈ K[X ] véri�e pgcd(Q,Q′) = 1 si et seulement si

Q = cP1 · · ·Pm est un produit de polyn�mes irrédu
tibles deux à deux distin
ts,

ave
 m ∈ N et c ∈ K∗
.

Pour illustrer la né
essité de supposer K parfait, observons que si K est un 
orps

non parfait et si on 
hoisit a ∈ K n'admettant pas de ra
ine p-ième dans K,
alors P (X) = Xp − a est irrédu
tible dans K[X ] 
omme on peut le voir, mais

P ′(X) = pXp−1 = 0, et don
 on a malen
ontreusement pgcd(P, P ′) = P 6= 1.
En
ore plus problématique pour un polyn�me irrédu
tible, on 
onstate que l'on a

P (X) = (X − a1/p)p dans l'extension L = K[a1/p], don
 a1/p ∈ L est une ra
ine

multiple.

Démonstration. (a) Soit d = degP > 1. Si P ′ 6= 0, alors degP ′ 6 d − 1, don

P ne peut diviser P ′

, et par 
onséquent pgcd(P, P ′) = 1. Il reste à étudier 
e qui

se passe si P ′ = 0. Or, si P (X) =
∑
ajX

j
, on a P ′(X) =

∑
jajX

j−1
, et P ′

ne

peut don
 être nul que si jaj = 0 pour tout j, 
e qui implique que le 
orps est

de 
ara
téristique p > 0 et que p | j 
haque fois que aj 6= 0. Le polyn�me P est

don
 de la forme P (X) =
∑
apjX

pj
. Mais 
omme K est supposé parfait, il existe

bj ∈ K tel que apj = bpj , 
e qui entraîne

P (X) =
∑

apjX
pj =

∑
bpjX

pj =
(∑

bjX
j
)p
,

de sorte que P ne serait pas irrédu
tible. On a don
 bien P ′ 6= 0 sous l'hypothèse

que P est irrédu
tible.

(b) Supposons Q = cP1 · · ·Pm 
omme indiqué. Si pgcd(Q,Q′) 6= 1, il existe un

polyn�me irrédu
tible P qui divise à la fois Q et Q′
. Alors P est né
essairement

l'un des Pj , par exemple P = P1. Dans 
es 
onditions l'hypothèse

P = P1 | Q′ = (P1(P2 · · ·Pn))
′ = P1(P2 · · ·Pn)

′ + P ′
1P2 · · ·Pn

implique que P1 | P ′
1P2 · · ·Pn. Mais pgcd(P1, Pj) = 1 pour j > 2, et don
 P1 | P ′

1

d'après le lemme de Gauss. Ce
i 
ontredit (a), de sorte qu'on a né
essairement
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pgcd(Q,Q′) = 1. Si Q n'est pas de la forme indiquée, sa dé
omposition en fa
teurs

premiers 
ontient une puissan
e P k
, k > 2 d'un polyn�me irrédu
tible. Mais alors

P divise à la fois Q et Q′
, et pgcd(Q,Q′) 6= 1.

2.8.8. Théorème et dé�nition. Soit K un 
orps parfait. Pour f ∈ EndK(E),
n = dimE > 1, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) On a une dé
omposition en somme dire
te E = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs et une dé
om-

position en blo
s 
orrespondante f = f1 ⊞ · · · ⊞ fs ave
 des endomorphismes

simples fj ∈ EndK(Vj).

(b) Le polyn�me minimal µf est un produit P1 · · ·Pℓ de fa
teurs irrédu
tibles

distin
ts.

(
) Il existe une extension L ⊃ K telle que la matri
e A de f relativement à une

base quel
onque de E soit diagonalisable dans Mn×n(L) (en 
onsidérant que

Mn×n(L) ⊃ Mn×n(K)).

On dit alors que f est un endomorphisme semi-simple.

Démonstration. (a) ⇒ (b). C'est 
lair, 
ar µf est le pp
m des polyn�mes

irrédu
tibles µfj = χfj , don
 
'est le produit de tous les éléments distin
ts

Pi ∈ {χfj / j = 1, . . . , s}.
(b) ⇒ (
). Si (b) est véri�é, on prend pour extension L ⊃ K le 
orps de

dé
omposition du polyn�me µf (
hapitre 4, théorème 2.8.4). Le lemme 2.8.7 (b)

implique pgcd(µf , µ
′
f ) = 1. Ce
i entraîne que les ra
ines de µf (X) dans L sont

simples, et le 
orollaire 2.4.3 montre alors que la matri
e A de f dans n'importe

quelle base est diagonalisable dans Mn×n(L).

(
) ⇒ (b). Si A est diagonalisable dans Mn×n(L) ave
 L ⊃ K, on sait (
orollaire

2.4.3) que le polyn�me minimal µf = µA est s
indé sur L et a toutes ses ra
ines

simples. Ce
i implique que dans K[X ] on a µf = P1 · · ·Pℓ ave
 des fa
teurs

irrédu
tibles sans multipli
ités.

(b) ⇒ (a). Si µf = P1 · · ·Pℓ, le théorème des noyaux montre que f admet une

dé
omposition par blo
s f = g1 ⊞ · · ·⊞ gℓ suivant les sous-espa
es Vj = KerPj(f),
et si gj = f|Vj

, on a µgj = Pj . Mais dans 
e 
as, d'après la proposition 2.8.3,

gj admet une dé
omposition gj = fj,1 ⊞ · · · ⊞ fj,kj
ave
 des fj,k simples, et la

preuve est terminée.

2.8.9. Lemme. Soit T ∈ K[X ] un polyn�me de degré d > 1.

(a) Il existe une é
riture

T (X + Y ) = T (X) + T1(X)Y + · · ·+ Td(X)Y d

ave
 Tj(X) ∈ K[X ] de degré 6 d− j, et on a en parti
ulier T1 = T ′
.

(b) Si pgcd(T, T ′) = 1, il existe pour tout m > 1 des polyn�mes Qm(X) ∈ K[X ]
tels que

T
(
X +Qm(X)T (X)

)
≡ 0 mod 〈T (X)m〉.
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Démonstration. (a) résulte simplement de la formule du bin�me de Newton ap-

pliquée à 
haque mon�me aiX
i
de T , ou, si on veut, de la formule de Tay-

lor qui donne Tj(X) = 1
j!
T (j)(X) (mais 
ette é
riture suppose que K soit de


ara
téristique > 0, hypothèse qui n'est pas né
essaire i
i). On a en tout 
as par

dé�nition T1 = T ′
.

(b) On raisonne par ré
urren
e sur m. Si m = 1, on peut prendre simplement

Q1 = 0. Supposons Qm déjà 
onstruit pour m > 1, tel que

(∗) T (X −Qm(X)T (X)) = U(X)T (X)m.

On 
her
he Qm+1 sous la forme Qm+1 = Qm(X)+V (X)T (X)m−1
. La formule (a)

appliquée deux fois ave
 Y = Qm(X)T (X) et Y = Qm+1(X)T (X) donne

T (X +Qm+1(X)T (X))− T (X +Qm(X)T (X))

=

d∑

j=1

Tj(X)T (X)j
(
Qm+1(X)j −Qm(X)j

)

≡ T ′(X)V (X)T (X)m mod 〈T (X)m+1〉,


ar les termes d'indi
e j > 2 sont multiples de T (X)m+1
, vu que la di�éren
e

Qm+1(X)j −Qm(X)j 
ontient un fa
teur Qm+1(X)−Qm(X) = V (X)T (X)m−1
.

Par 
onséquent

T (X −Qm+1(X)T (X)) ≡
(
U(X) + T ′(X)V (X)

)
T (X)m mod 〈T (X)m+1〉

Nous voulons que le membre de droite soit 
ongru à 0 mod 〈T (X)m+1〉, et

pour 
ela il su�t que que U(X) + T ′(X)V (X) soit divisible par T (X). Or,

l'identité de Bézout implique l'existen
e de polyn�mes A,B ∈ K[X ] tels que

A(X)T (X) +B(X)T ′(X) = 1. Si on prend V (X) = −B(X)U(X), il vient alors

U(X) + T ′(X)V (X) = U(X)
(
1−B(X)T ′(X)

)
= U(X)A(X)T (X).

Ce
i implique l'existen
e d'un polyn�me Qm+1 satisfaisant la 
ondition (∗) à

l'ordre m+ 1, et l'étape de ré
urren
e est démontrée.

2.8.10. Théorème de Jordan-Chevalley. Soit K un 
orps parfait et f un

endomorphisme quel
onque de EndK(E). On peut alors trouver une dé
omposition

f = fss + fnil

ave
 des endomorphismes fss, fnil ∈ EndK(E) ayant les propriétés suivantes :

(a) fss et fnil 
ommutent : fss ◦ fnil = fnil ◦ fss ;
(b) fss est semi-simple et fnil est nilpotent.

Sous les hypothèses (a) et (b), la dé
omposition f = fss+fnil est unique. De plus :

(
) fss et fnil peuvent être é
rits 
omme des polyn�mes fss = Q(f), fnil = R(f)
de l'endomorphisme f , où Q,R ∈ K[X ] ne dépendent que de µf (X) ;
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(d) si L ⊃ K est une extension de K dans laquelle le polyn�me 
ara
téristique

χf (X) est s
indé, de sorte que la matri
e A ∈ Mn×n(K) de f admet une

forme réduite de Jordan A′ = P−1AP ∈ Mn×n(L) pour une 
ertaine matri
e

de passage P ∈ Mn×n(L), alors les matri
es Ass, Anil ∈ Mn×n(K) de fss, fnil
sont données par la dé
omposition

A = Ass + Anil où

A′ = D′ +N ′, D′ = partie diagonale de A′, N ′ = partie triangulaire de A′,

Ass = PD′P−1, Anil = PN ′P−1.

Démonstration. Existen
e de la dé
omposition. Soit µf =
∏s

j=1 P
m′

j

j la dé
ompo-

sition de µf en fa
teurs irrédu
tibles et soit T =
∏s

j=1 Pj . Comme K est parfait,

nous avons pgcd(T, T ′) = 1 grâ
e au lemme 2.8.7 (b). Prenons m > max{m′
j}

de façon que µf (X) | T (X)m (on peut par exemple prendre pour m le maximum

max{mj} des multipli
ités de χf , qui est mieux 
onnu, ou en
orem = n = dimE).
Le point important est que l'on ait T (f)m = 0. Le lemme 2.8.9 (b) fournit des

polyn�mes Qm, Rm ∈ K[X ] tels que

(∗) T
(
X +Qm(X)T (X)

)
= Rm(X)T (X)m.

On pose

fss = f +Qm(f) ◦ T (f), fnil = −Qm(f) ◦ T (f),
de sorte que fss et fnil 
ommutent (en tant que polyn�mes de l'endomorphisme f),
et f = fss + fnil. L'égalité (∗) implique

T (fss) = Rm(f) ◦ T (f)m = 0,

et d'autre part

(fnil)
m = (−1)mQm(f)m ◦ T (f)m = 0.

On voit don
 que fnil est nilpotent et que µfss divise T , 
e qui entraîne que µfss a

des fa
teurs irrédu
tibles 2 à 2 distin
ts, et don
, d'après le 
ritère 2.8.8 (b), que

fss est bien semi-simple. La propriété (
) est une 
onséquen
e immédiate de 
e

qui pré
ède.

Pour démontrer l'uni
ité de la dé
omposition, on a besoin de quelques lemmes

assez élémentaires.

2.8.11. Lemme. Si g1, g2 ∈ EndK(E) sont semi-simples et 
ommutent, alors

g = g1 + g2 est semi-simple.

Démonstration. On se pla
e dans une extension L ⊃ K dans laquelle µg1 et µg2 sont

s
indés. En 
onsidérant les matri
es de g1, g2 et en 
hangeant de 
orps si né
essaire,
on voit d'après le 
ritère 2.8.8 (
) qu'on peut supposer g1 et g2 diagonalisable

dans Mn×n(K). Mais alors, on a une dé
omposition E = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs suivant

les sous-espa
es propres Vj de g1 qui, en outre, sont stables par g2. Dans 
es
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onditions, g1|Vj
= λj IdVj

et g2|Vj
est diagonalisable dans Vj , 
e qui fournit une

base 
ommune B′
j de ve
teurs propres pour g1 et g2 dans 
haque Vj , et par suite

une base 
ommune B′
de ve
teurs propres dans E. On voit alors que g1 + g2 est

diagonalisable dans la base B′
de E, et le 
ritère 2.8.8 (
) implique que g1 + g2 est

semi-simple.

2.8.12. Lemme. Si h1, h2 ∈ EndK(E) sont nilpotents et 
ommutent, alors

h = h1 + h2 est nilpotent.

Démonstration. Si hm1
1 = 0 et hm2

2 = 0, la formule du bin�me de Newton montre

que (h1 + h2)
m1+m2 = 0.

2.8.13. Lemme. Si un endomorphisme f ∈ EndK(E) est à la fois nilpotent et

semi-simple, alors f = 0.

Démonstration. On doit avoir à la fois que µf (X) = Xm
pour un 
ertain m ∈ N∗

et que µf est un produit de polyn�mes irrédu
tibles distin
ts (d'après 2.8.8 (b)).

Ce
i impose µf (X) = X , et don
 f = µf (f) = 0.

Fin de la démonstration du théorème de Jordan-Chevalley 2.8.10. Il nous faut

d'abord démontrer l'uni
ité. Si l'on avait une deuxième dé
omposition

f = fss + fnil = g + h

ave
 g semi-simple, h nilpotent et g ◦h = h◦g, alors g 
ommuterait ave
 f = g+h
et don
 aussi ave
 fss = Q(f), fnil = R(f) d'après 2.8.10 (
). De même h

ommuterait ave
 fss et fnil. Mais alors on aurait l'égalité

g − fss = −(h− fnil)

où g−fss est semi-simple et −(h−fnil) nilpotent (lemmes 2.8.11 et 2.8.12), 
e qui

entraîne g − fss = h− fnil = 0 (lemme 2.8.13).

(d) En remplaçant K par une extension L ⊃ K dans laquelle χf est s
indé, la

rédu
tion de Jordan de la se
tion 2.7 permet d'obtenir une matri
e 
onjuguée

A′ = P−1AP ∈ Mn×n(L) qui est une matri
e triangulaire de Jordan, 
e qui

donne une dé
omposition A′ = D′+N ′
ave
 une partie diagonale D′

et une partie

nilpotente N ′
qui 
ommutent. Par suite

A = PA′P−1 = PD′P−1 + PN ′P−1,

où PD′P−1, PN ′P−1

ommutent, PD′P−1

est semi-simple et PN ′P−1
nilpo-

tente. L'uni
ité de la dé
omposition dans Mn×n(L) implique que l'on a bien

Ass = PD′P−1
et Anil = PN ′P−1

.

2.8.14. Remarque. Pour une matri
e A triangulaire, la dé
omposition en parties

semi-simple et nilpotente est bien plus subtile que le pro
édé qui 
onsisterait à

prendre la diagonale et la partie triangulaire restante. Par exemple, la matri
e 2×2

A =

(
α γ
0 β

)
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est digonalisable si β 6= α, don
 dans 
e 
as la partie nilpotente est nulle, et la

partie semi-simple 
oïn
ide ave
 A.

2.8.15. Remarque. Sur K = R, la �dé
omposition�



α −β u w
β α v t
0 0 α −β
0 0 β α


 =



α −β 0 0
β α 0 0
0 0 α −β
0 0 β α


+




0 0 u w
0 0 v t
0 0 0 0
0 0 0 0




n'est la dé
omposition de Jordan-Chevalley que si les matri
es

(
α −β
β α

)
et

(
u v
w t

)

ommutent (
e qui est le 
as par exemple si β = 0 ou si w = −u

et t = u). Un exer
i
e re
ommandable est de 
her
her la véritable dé
omposition

dans le 
as où β 6= 0 et w, t sont quel
onques.


