Chapitre 4

Arithmétique entiére et polynomiale

Dans ce chapitre, nous énongons et démontrons les propriétés arithmétiques
élémentaires partagées par I'anneau des entiers et I’anneau des polynoémes a une
indéterminée K[X| (ot K est un corps commutatif). Afin de donner une présen-
tation unifiée, il est commode de mettre en ceuvre un certain nombre de notions
générales concernant la divisibilité et la factorisation dans des anneaux commu-
tatifs unitaires quelconques, en particulier la notion d’idéal d’un anneau, introduite
en 1921 par Emmy Noether (éminente mathématicienne allemande, 1882-1935).

1. Généralités sur les anneaux et la divisibilité

1.1. Définitions principales

1.1.1. Définition. Un anneau est un triplet (A,+, x) formé d’un ensemble A et
de deuz lois de composition interne

+ :AXxA— A (z,y)—z+y,
X tAxA— A (rv,y)—zXy

ayant les propriétés suivantes :

(a) (A, +) est une groupe commutatif, c’est-a-dire que la loi + appelée addition est
associative, commutative, dotée d’un élément neutre 04, et que tout élément x
posseéde un symétrique ', en sorte que x + x' =04 (on le note 2’ = —x et on
Uappelle opposé de x) ;

(b) la multiplication X est associative et distributive par rapport a +, et posséde
un élément neutre noté 1 4.

1.1.2. Remarque. On omettra assez souvent l'indice A dans ’écriture de
04 et 14. Nous avons ici supposé l'existence d’un élément neutre 1,4 pour la
multiplication, mais certains auteurs n’incluent pas cet axiome et parlent alors
d’anneau unitaire. Il est & noter qu’on ne suppose pas nécessairement 14 # 04,
par exemple A = {0} est bien un anneau et 0 y est élément neutre a la fois pour
I’addition et la multiplication. En fait, comme les axiomes impliquent 04 x x = 04
et 14 x x = x, on voit que I'on a 14 = 04 si et seulement si 'anneau est réduit
a {04}, donc ce cas est unique et trés “dégénéré”. Un anneau A est appelé un corps
silgq # 04 et sitout élément x # 04 posséde un inverse x’ pour la multplication,
c’est-a-dire tel que z x 2’ = 2’ x x = 14. Un corps K posséde donc au moins deux
éléments Og et 1. Il peut fort bien se réduire a ces deux éléments, c’est le cas
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du corps noté Fy = {0,1} (ou encore Z/2Z, voir plus loin), dans lequel on prend
1+1=0.

1.1.3. Définition. Un morphisme d’anneauzr ¢ : A — B entre deur anneaux
A et B (non nécessairement commutatifs) est une application possédant les trois
propriétés suivantes :

(a) Vz,ye€ A, p(z+y) =)+
(b) Vz,y € A, p(z x y) =p(z) x
() »(la) =1z

(y)

@
o(y)

?
?

Il résulte de (a) que ¢ est en particulier un morphisme de groupes additifs de (A, +)
dans (B, +), ce qui entraine que l'on a aussi p(04) = Op |prendre z = y = 04].
L’axiome (c) sert a éviter 'application inintéressante ¢ = 0 et d’autres pathologies.

Dans la suite de ce chapitre, mis a part l'exemple 1.1.4 (e) ci-dessous, on
s’intéressera exclusivement a des anneaux (A, +, xX) commutatifs et & des corps
(K, +, x) commutatifs, c’est-a-dire tels que la multiplication x soit commutative.
Pour simplifier les notations, on omettra souvent 1’écriture des lois, et on parlera
d’un anneau A et d'un corps K (qui seront implicitement supposés commutatifs,
sauf mention explicite du contraire).

1.1.4. Exemples d’anneaux. Ce chapitre sera presque exclusivement consacré
aux deux exemples fondamentaux (a) et (b) ci-dessous et & leurs propriétés
arithmétiques.

(a) (Z,+, x), Panneau des entiers relatifs.

(b) (K[X], +, X), 'anneau des polynomes a coefficients dans un corps K. Un
. . d ; . A

polynéme est une expression formelle P = Yoo @iX", a; € K, qui peut étre

codée comme une somme P = ). a; X" possédant seulement un nombre fini

de coeflicients a; non nuls, ou encore, si on veut, comme une suite infinie de

coefficients (ag, a1, ..., an,...) presque tous nuls. Etant donné
P=Y"ax, Q=Y bX"
€N €N

I’addition et la multiplication sont définies par

P+Q=) (a;+b)X', PxQ=> [ Y ad;|x"

ieN keN \i+j=k

Au polynéme P = Z?:O a; X", a; € K, on peut associer la fonction polynomiale

fP K=K, z— fp(x)= Zaixi,

mais il convient de distinguer soigneusement P de fp : P n’est pas une
fonction, mais un objet “formel”, élément d’un espace vectoriel de dimension
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infinie sur K, dont (X?%);cy est une base. Par exemple, si on prend le corps &
2 éléments K = Fo = {0, 1}, tous les polynéomes P; = X*, i > 1, fournissent la
méme fonction polynomiale f; : K — K, z + f;(x) = 2’ telle que f;(0) =0 et
fi(1) = 1. Par ailleurs, le polynéme non nul P = X? — X = X(X — 1) a pour
fonction polyndéme associée fp = 0 sur Fy !

(c) L’anneau A = Z/6Z (la notation sera expliquée plus loin), formé des entiers
calculés modulo 6. On prend A = {0,1,2,3,4,5} et on calcule le résultat des
opérations + et X en considérant que 6 est nul (de sorte que par exemple
3+5=8=6+2=2,3x5=15=6+6+3=3). Ceci donne les tables de
Pythagore suivantes pour les lois 4+ et x de I’anneau :

+ 10123 |4]5 x 011|123 [4]5
O|l0|1|2|3]|4]|5 0O(0j0]0]0]0|O0
11112 (3]4]5]|0 11071123 |[4]5
21234 01 2101214 10]2]|4
3131451012 31013031013
4 145101123 4 101412 (44| 2
515101 1]2]3)|4 > 10541321

Dans cet anneau A “étrange”, on a donc des éléments non nuls dont le produit
est nul, par exemple 2 x 3 = 0.

(d) L’ensemble JFr des fonctions de R dans R, muni de l'addition et de la
multiplication des fonctions est un anneau commutatif qui a aussi la propriété
“étrange” ci-dessus : le produit des fonctions non nulles f(z) = x + |z| et
g(x) = x —|z| est la fonction fg =0 (puisque f(z)g(z) = 2% — |z|?> = 0 sur R).

(e) L’ensemble des matrices carrées M,,x, (K), muni de 'addition et de la mul-
tiplication des matrices, est un anneau non commutatif si n > 2 (si n = 1,
il s’identifie au corps commutatif K). Le chapitre suivant donnera quelques
lumiéres sur ses propriétés.

1.1.5. Exemples de morphismes d’anneaux.

(a) L’application ¢ : Z — Fy = {0,1} telle que ¢(x) = 0 si x est pair et p(z) =1
si x est impair est un morphisme d’anneaux.

b) Si w € K est un élément fixé, ’application ¢,, : K|X| — K qui & un polynoéme
( , l'app P q poly
P associe sa valeur ¢,,(P) = P(w) au point w est un morphisme d’anneaux.

(c) L’ensemble D des nombres décimaux est un anneau, et l'inclusion ¢ : Z < D
est un morphisme d’anneaux.

(d) L’application ¢,, : Fg — R qui associe a une fonction f € Fg sa valeur
©w(f) = f(w) en un point w € R est un morphisme d’anneaux.
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(e) Pour tout anneau A, on a un morphisme dit canonique
Yean 1 L — A, nr>ny

ou 'on définit ny := 144 -+14 (nfois)sin € N*, (—n)4 := —(n4), I'élément
04 étant ici encore I’élément neutre de A pour 'addition. L’additivité de @can
est évidente, et la multiplicativité résulte de la distributivité de x par rapport
a 4+ dans A. On prendra garde au fait que 'on peut avoir ny = 0 méme si
n # 0, comme c’est le cas pour n = 6 dans l’exemple 1.1.4 (e) ; cependant, il
est fréquent que ’on omette 'indice A et que ’on désigne par le méme symbole
n un élément de Z et son image dans A, sauf si on veut absolument éviter les
confusions.

On donne un nom au phénomeéne apparu dans les exemples 1.1.4 (c) et (d).

1.1.6. Définition. Soit A un anneau (commutatif, on ne le répétera plus!).
(a) On appelle diviseur de 0 dans A tout élément x # 0 pour lequel il existe y # 0
tel que xy = 0.
(b) L’anneau A est dit intégre s’il ne posséde pas de diviseurs de 0, c¢’est-a-dire si
Ve,ye A, z#0 et y#0 = zy#0.
ou encore, par contraposition, Si

Ve,yec A, zy=0 =— =0 ou y=0.

1.1.7. Exemples d’anneaux intégres et non intégres.
(a) Comme il est bien connu, Z est un anneau intégre.

b) Tout corps K est un anneau intégre : en effet, si z,y € K sont non nuls, il
g Y
possédent des inverses z’, 9/, et donc z’zyy’ = 1, ce qui implique xy # 0.

(c) L’anneau K[X] est également intégre : en effet si on a deux polyndémes non
nuls P = Z;{:o a; X7, Q= Zj’:o b; X7 de termes dominants non nuls aq X< et
bsX°, alors PQ est de terme dominant non nul agbs X4+, En particulier on
voit que

deg(PQ) = d+ 6 = deg(P) + deg(Q).
Afin que cette égalité soit encore vraie lorsque P = 0 ou () = 0, on convient de

définir le degré du polynéme nul comme étant —oo, avec la régle —oco+90 = —o0
pour tout § € NU {—o0}.

(d) Si A est un anneau commutatif, on peut définir 'anneau de polynomes A[X] a
coefficients dans A de la méme maniére que pour un corps, et le raisonnement
du (c) implique que Panneau A[X] est intégre dés que A est lui-méme intégre.

(e) Les anneaux Z/6Z et Fr définis ci-dessus ne sont pas intégres. L’anneau non
commutatif M, x, (K) non plus, si n > 2 : par exemple le carré de la matrice

0 1
(0 0) est nul.
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1.2. Notions liées a la divisibilité

1.2.1. Définitions et notations. Soit (A, +, X) un anneau intégre non trivial.

(a) On notera A* = A~{0} lensemble des éléments non nuls de A. L’hypothése A
integre signifie que la multiplication est une loi de composition interne sur A*.

(b) Si x,y € A*, on dit que x divise y, et on écrit x |y, s’il existe A € A* tel que
y = Ax. Dans ce cas, on dit ausst que y est un multiple de x et que x est un
diviseur de y. Par extension, on convient aussi de dire que 0 est un multiple
de x (on prend A = 0).

Les propriétés suivantes sont a peu preés évidentes.

1.2.2. Propriétés.
(a) (transitivité) si x,y,z € A*, x|y et y | z entraine x | z.

(b) pour x € A* et y,z,a,B € A, six |y et x|z alors x | (ay + Bz), & moins que
ay + Bz = 0.

Démonstration. (a) Siy = Az et z = py, alors z = pu(Axr) = (uA)x dans A*.
(b) Siy = Az et z = px, alors ay + Bz = (aX + Su)x. O

1.2.3. Eléments inversibles. Soit A est un anneau non trivial (i.e. 14 # 04),
non nécessairement commutatif. Un élément u € A est dit inversible s’il existe
u € A tel que

wu' =u'u=14.

On note A™ l’ensemble des éléments inversibles. C’est un sous-ensemble de A*.

1.2.4. Proposition. (A*, X) est un groupe.

Démonstration. 1l est facile de voir que le produit de deux éléments inversibles
u,v est inversible et que (uv)™! = v~lu~!, donc la multiplication est une loi
de composition interne. Par ailleurs 14 est inversible et 14 € A*. Comme la
multiplication est associative et que l'inverse u~! d’un inversible est lui aussi

inversible, la proposition s’ensuit. O

1.2.5. Exemples.
(a) Dans Z, 'ensemble des éléments inversibles est Z* = {1, —1}.

(b) Dans K[X] si on a PQ = 1 alors P et @) sont non nuls et deg(P)+ deg(Q) = 0,
ce qui implique que P et () sont des polyndomes constants non nuls. Par
conséquent

K[X]* = {polyndmes constants ag # 0} ~ K*.

(c) Considérons

A={z=a+bV2/a,becZ}
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Comme

(a+bV2)(d +b'V?2) = (ad’ + 2bb") + (ab’ + a'b)V/2,

on voit aisément que (A, +, X) est un anneau. Dans cet anneau
(1+V2)(-1+V2)=1

donc £(1 +v/2) et £(—1 + +/2) sont inversibles. Par la propriété de groupe
de A*, tous les éléments u = +(1 + +/2)*, k € Z sont inversibles. On peut
montrer qu’il n’y en a pas d’autres.

1.2.6. Eléments irréductibles. Soit A un anneau intégre non trivial. Un
élément p € A* est dit irréductible si p n’est pas inversible et si on ne peut pas
décomposer p sous la forme

p=u2xy avecx,y € A* non inversibles,
ou, de facon équivalente, si p est non inversible et si

Ve,y e A*, p=xy = x ouy inversible.

On notera qu’on peut toujours décomposer un élément z € A* quelconque sous la
forme z = u x u~ 'z pour tout élément inversible u, ce qui justifie le fait d’exiger
une décomposition en éléments non inversibles.

1.2.7. Exemples.

(a) Dans Z, les éléments irréductibles sont exactement les nombres premiers et
leurs opposés :

P=1{2,3,57,11,...},
—P={-2,-3,-5,—-7,—11,...}.

(b) Dans K[X], les éléments irréductibles sont nécessairement des polynomes de
degré > 1, car les constantes (non nulles) sont inversibles. 11 est clair que tout
polynéme P = aX + b de degré 1 (a # 0) est irréductible, puisque si P = QR
avec (), R non inversibles, alors deg(Q) > 1 et deg(R) > 1, donc deg(P) > 2.
Notons que aX + b = a(X + b/a) admet la racine x = —b/a € K.

(c) II peut se produire que des polyndomes de degré > 2 soient irréductibles.
Par exemple, dans R[X]|, P = X2 + 1 est irréductible, car ’il avait une
décomposition P = QR, les facteurs seraient nécessairement de degré 1, disons
Q=aX+b R=dX+0b,a,d € R*, bt/ € R, ce qui donnerait des racines
réelles pour P.

(d) Le méme raisonnement montre que P = X3 — 2 est irréductible dans Q[X].
Sinon P = QR avec un facteur de degré 1, disons ) = aX + b avec a € Q*,
b € Q, ce qui donnerait une racine rationnelle x = —b/a. Mais P = X3 — 2
admet seulement la racine réelle z = 3/2 qui n’est pas rationnelle, cf. 2.4.5.
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1.3. Division euclidienne

Donnons d’abord la définition dans un anneau commutatif intégre quelconque.

1.3.1. Définition. Soit A un anneau commutatif intégre (non trivial). On dit
que A est un anneau euclidien, ou que A posséde une division euclidienne, s’il
existe une fonctionv : A* — N (appelée stathme euclidien ou simplement stathme)
telle que

Va € A, Vbe A*, Jq,r € A tels que a =bq +r avec r=0 ou r#0, v(r)<uv(b).
Ici a est appelé dividende, b diviseur, q quotient et r reste de la division euclidienne.

I1 est & noter qu’on n’exige pas en général 1'unicité du couple (g, r).

1.3.2. Cas des anneaux Z et K[X].

(a) Z posséde une division euclidienne® associée au stathme v(z) = |z|. Dans ce
cas on a une division euclidienne sous la forme plus précise

a=bg+r avec 0<r < b,

et sous cette condition, le couple (q,r) est wunique. Redémontrons cette
propriété. Si b < 0, quitte & changer b en —b et ¢ en —g, on se raméne
au cas b > 0. Pour a € N, on montre alors la propriété par récurrence sur a :
elle est vraie si 0 < a < b (prendre ¢ = 0 et r = a), et si a > b, on peut
appliquer I'hypothése de récurrence a ' = a —b < a pour obtenir a’ = bq' +r,
0 <7 <b, ce qui donne

a=ad +b=0b¢+1)+r=0bg+r avec q¢=q +1.

Lorsque a < 0, on peut appliquer la division a a” = a + |alb > |a|(b—1) > 0,
et la division a” = bq"" +r donne par soustraction a = bg + r avec ¢ = ¢ — |al.
Ici, il y a unicité de (q,r), car si a = bg+1r = bq' + 1" avec 0 < r,r’ < b, on en
déduit que 7" — r = b(q — ¢’) est multiple de b, et comme —b < 1’ —r < b, la
seule possibilité est ' —r = 0, d’ou aussi ¢ — ¢’ = 0.

(b) K[X] posséde une division euclidienne associée au stathme v(P) = deg(P) :
si B € K[X]*, tout polynéme A € K[X]| peut s’écrire de maniére unique

A=BQ+ R avec deg(R) < deg(B)

(ce qui inclut la possibilité que R = 0 avec notre convention que deg(0) = —00).
La démonstration est similaire & celle faite dans Z : on raisonne par récurrence
sur d = deg(A), le résultat étant évident si d = deg(A) < § = deg(B) (on prend

* En arithmétique pure, il y a bien d’autres exemples que Z admettant une division euclidienne,
par exemple anneau des “entiers de Gauss” A = Z[i]| = {z+yi/ v,y € Z}. Sia € Aet b€ A*, on
vérifie aisément que le point ¢ € A le plus proche du quotient exact % € Cest tel quer =a —bq
satisfait N(r) < N(b) oit N(z) = N(z +yi) = 22 + y2 € N. On prend ici v = N comme stathme.
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alors Q = 0, R = A). Supposons maintenant d > ¢ et le résultat démontré
pour d’ < d, et écrivons

A=ay+a1 X+ 4aX? B=by+b X+ - +bX° aq+#0, bs+#0.
Si on prend la différence des termes dominants dans
A= A~ ((aq/bs)X°)B € K[X]

on trouve agX? — ((aq/bs) X9 °)(bsX°) = 0, donc d’ = deg(A’) < d. Par
hypothése de récurrence, on peut écrire A’ = BQ' + R, ce qui donne alors

A=BQ+R avec Q= (aq/bs) X °+Q'.

Notons que cette démonstration est précisément ’explicitation théorique de
I’algorithme de division des polyndmes. Ici encore on a unicité, puisque

A=BQ+ R=BQ +R avec deg(R),deg(R’) < deg(B)

implique R’ — R = B(Q — Q') avec deg(R' — R) < deg(B), d’ot R’ — R =10 et
Q-Q =0

1.3.3. Exemple de division dans K[X]. Voici un exemple de division
polynomiale ; on procéde comme pour la division entiére, en appliquant la
procédure de récurrence décrite plus haut.

3X5 —2X1+ 4X% - 5X%24+2X +4 | 2X%2-3X +4
3X5 —9X* 4+ 6X3

3 5 7 59
X2 X?HIX — %
2X*— 2X%—5X?
5v4 _15v3 2
Xt -Lx3 45X

TX3 - 10X2+2X

4
7v3 21 v2 7
TX® 22Ty

59 v2 _ 3

59 y2 177y _ 59
8 X + 16 X 4

201 75
Xt T

Le degré du dernier reste deg(R) = 1 est inférieur au degré deg(B) = 2 du diviseur
B =2X? — 3X + 4, donc 'opération est terminée. On en déduit I’égalité

3X° —2X* 4+ 4X% - 5X%2+2X +4
=(2X?2-3X+4)( X3+ 23X+ IXx -4 (-2 x + D),
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1.3.4. Remarque. Comme on le voit avec I’exemple ci-dessus, la division eucli-
dienne n’est pas possible en général dans un anneau de polyndémes A[X] dont les
coefficients sont pris dans un anneau A, car on est amené & utiliser des fractions.
En revanche, si le polynome B est unitaire de degré 9, c’est-a-dire de coefficient
dominant by = 1,

B=X"+bs 1 X'+ 40X +by, bj €A,

alors la division euclidienne est possible, car dans ce cas 1’étape de récurrence
décrite au 1.3.2 (b) ne nécessite plus de fractions. En particulier, si on fait
dans Z[X] une division par un polyndme unitaire, le quotient et le reste sont
bien dans Z[X].

1.4. Racines des polynémes et factorisation

Soit P € A[X] un polynéme & coefficients dans un anneau intégre A. Si l'on
effectue la division par (X —w) avec w € A, ce qui est possible puisque (X —w) est
unitaire, le reste R € A[X] doit vérifier deg(R) < deg(X — a) = 1, par conséquent
ce reste est une constante : P(X) = (X —w)Q(X)+c. Mais si on substitue X = w,
il vient P(w) = ¢. On en déduit aisément :

1.4.1. Théoréme. Pour tout polynome P € A[X]| non constant et tout élément
w € A, il existe un polynome Q € A[X]| de degré deg(Q) = deg(P) — 1 tel que

P(X) = (X —w)Q(X) + P(w).

En particulier, si P(w) =0, alors P est divisible par (X — w).
[Nota. Si P est constant, ceci est vrai aussi avec Q@ = 0].

1.4.2. Corollaire. Soit P € A[X]| un polynome admettant des racines 2 a 2
distinctes wy, . .., wg. Alors P est divisible par (X —wq) ... (X —wg), c’est-a-dire
qu’il existe QQ € A[X] tel que

P(X) = (X —w1)... (X = wp)Q(X)

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k, le résultat ayant déja été
démontré pour k£ = 1. Supposons le résultat déja démontré pour k, et supposons
que P admette une autre racine wy41. Alors

0= P(wrt1) = (Wrt1 —w1) - . (We1 — wi)Q(wpe1).

Comme 'anneau A est intégre et que w41 —w; # 0 pour 1 < j < k, on en conclut
que Q(wk41) = 0, mais alors Q(X) est divisible par (X —wg1) et par conséquent
P(X) est divisible par (X —wy)...(X —wg)(X —wgy1), ce qui démontre bien la
propriété a l'ordre k + 1. O
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Les propriétés qui précédent sont tres utiles également dans les anneaux de
polynomes a plusieurs variables. On définit ainsi un polynéme P € A[X, Y] comme
une expression formelle

PX,Y)= Y  a;XV, a;€A

Iisd, 1y <d’

Le degré total deg(P) (resp. les degrés partiels degy (P), degy (P)) désigne le
maximum des entiers i + j (resp. ¢, resp. j) tels qu’il existe un coefficient a; ; # 0.
Si 'on écrit P sous forme factorisée

P(X,Y) = Z (Z ai,in)Yj,

1<5<d \1<i<d

on en conclut que A[X,Y] = A[X][Y], c’est-a-dire que A[X,Y] n’est autre que
I’anneau des polyomes en I'indéterminée Y dont les coefficients sont des éléments de
lanneau A[X]. En appliquant le théoréme 1.4.1 a 'anneau A’[Y] avec A’ = A[X],
on obtient alors la conséquence suivante.

1.4.3. Corollaire. Soit P(X,Y) € A[X,Y]. Si P est tel que P(X,X) =0, alors
P(X,Y) est divisible par Y — X dans A[X,Y].

Le méme raisonnement donne un résultat analogue pour un nombre quelconque
d’indéterminées.

1.4.4. Corollaire. Soit P € A[X,Xo,...,X,]. Si P(X1,Xs,...,X,) devient
nul lorsqu’on fait la substitution X; := X;, alors P(X1,Xs,...,X,,) est divisible
par X; — X; dans A[X1, Xo, ..., X,].

1.4.5. Déterminant de Vandermonde. Nous allons illustrer ce qui précéde en
calculant la valeur du déterminant dit de Vandermonde

1 1 1 1
X, X, Xo1 X,
A= X7 o xgtt o X L XY X
xXp? Xxp? Xr-2 o xno2
xpt o xpot X' xnt

dont le coefficient (i, j) est X;_l, et qui définit un polynoéme A € Z[ X1, Xo, ..., X,].
Comme A est une somme de produits de facteurs dont un est pris dans chaque
ligne, chaque monodme, tel que le monoéme diagonal X9X4 ... X" 1 est de degré
0+1+---4+(n—-1) = n(n—1)/2. Par conséquent A est un polynome
homogéne de degré n(n — 1)/2. Or A s’annule si on substitue X; := X,
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j > i, et le raisonnement du corollaire 1.4.2 implique que A est divisible par
le produit P = ngi < <n(Xj — X;) (on peut appliquer la récurrence faite plus
haut, car la substition X, := X, annule seulement le facteur X; — X;). Mais
P est également un polyndéme homogeéne de degré n(n — 1)/2, de sorte que le
quotient A/P est une constante. Comme par ailleurs P contient le monome
[lcicicn Xi =Tlicjcn XJJ-_I, le quotient A/P est égal & 1. Ceci donne la formule
classique
A= ] x;-X).

1<i<y<n

1.5. Dérivation des polynétmes

Soit P € A[X] un polyndéme de degré d sur un anneau intégre A, écrit

d
P(X)=> a;X7, a; €A
j=0

On commence par définir le polyndéme dérivé P’(X) de maniére purement al-
gébrique — sans avoir a prendre de véritable limite comme dans R ou C. Soit
Y une autre indéterminée. On forme le “taux d’accroissement”

p(X,Y) = (Y; § Zaj

ST XY e XY Y,

M&

7=0

On voit alors que 7p(X,Y) € A[X,Y] est un polyndome de degré total d — 1.

1.5.1. Définition. On appelle polynome dérivé de P le polynome P’ € A[X] de
degré d — 1 tel que

d
P(X)=1p(X,X) =) ja; X771

Il est facile de voir que 7p4g(X,Y) = 7p(X,Y) + 70(X,Y) et que

PRY) - PR(X) _ P(Y) - P(X)
Y - X Y - X

TP(X,Y) = Q(Y) + P(X)

QYY) - Q(X)
Y - X

=7p(X,Y)Q(Y) + P(X)7(X,Y),

ce qui, apres substitution Y := X, fournit les formules usuelles de dérivation :

1.5.2. Proposition. Pour tous P,Q € A[X] on a

(P+Q) =P +Q', (PQ)=PQ+PQ'.
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1.5.3. Formule de Leibniz. Pour tous polynémes P,Q € A[X], la dérivée k-iéme
du produit PQ est donnée par

(PQ)® — Zk: (k’) PO QU—)
—\J

J

en notant P(©) = P.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k, en utilisant les propriétés du
triangle de Pascal pour passer de k & k + 1, & savoir que

(7)=0)+(E)
) =1 .)+1. .
J J Jg—1
Nous laissons le détail de la vérification au lecteur. O

1.5.4. Remarque. Sur certains corps tels que K = Fy = {0,1}, la dérivation
des polynomes peut présenter des propriétés “bizarres”. Ainsi, au polynoéme
P = X2 + X € F5[X] est associée la fonction polynéome nulle fp = 0 : Fy — Fs.
Cependant, le polynoéme dérivé P’ = 2X+1 =1 € Fo[X] a pour fonction polyndéme
associée la fonction constante fpr = 1.

1.6. Multiplicité des racines d’un polynéme

Soit A un anneau intégre et P € A[X] un polyndéme de degré d > 1 admettant
w € A comme racine. On sait qu’on peut écrire P(X) = (X — w)P;(X) avec
deg(P1) = d—1, et le polynéme P; peut (ou non) admettre de nouveau w comme
racine. Si c’est le cas, on a P;(X) = (X — w)P,(X) avec deg(P;) = d — 2, donc
P(X) = (X —w)?Py(X) . On peut répéter le raisonnement avec des polynoémes P;
de degrés d — i de plus en plus petits jusqu’a ce que P;(w) # 0, ce qui se produit
nécessairement & une certaine étape, au plus tard lorsque P; devient de degré 0
(donc constant et non nul).

1.6.1. Définition. Soit A un anneau intégre et P € A[X] un polynéome de degré d
admettant w € A comme racine. On dit que w est une racine de multiplicité m > 1
st on peut écrire

P(X)=(X—-w)"Q(X) avec deg(Q)=d—m, Q(w)#0.

Siw n’est pas racine de P, c’est-a-dire si P(w) # 0, ’égalité ci-dessous est encore
valide st m =0 et QQ = P ; on convient donc de dire que la multiplicité de w dans
P est égale a 0. On a toujours

m < d = deg(P).

Nous allons voir que la multiplicité d’une racine peut se déterminer en utilisant
les dérivées successives du polyndéme P. La dérivée j-iétme de (X — w)™ est
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m(m —1)---(m —j + 1)(X — w)™ 7 pour j < m (et est identiquement nulle
pour j > m). Au point X = w, la seule valeur non nulle est celle de la dérivée

m-iéme qui vaut
d m

La formule de Leibniz appliquée & P(X) = (X —w)™Q(X) donne
kg ' '
P(k)(X) = Z (j)m(m — 1) (m—j+1)(X - w)m—gQ(k—g)(X)_
j=0

Pour P("™)(w), on trouve en particulier que le seul terme non nul du membre de
droite correspond a 7 = m = k. On obtient par conséquent :

1.6.2. Formule. Si P(X) = (X —w)"Q(X), alors

P(w) = P'(w) =...= P D (w) =0,
P (w) = m! Q(w).

1.6.3. Corollaire. Soit K un corps “de caractéristique 07, c’est-a-dire tel que
ng # 0 pour tout n € N*, par exemple K = Q,R ou C. Si P(X) = (X —w)"Q(X)
dans K[X] avec Q(w) # 0, on a

Pw)=P(w)=...= P D(w) =0, P™(w)=m!Qw)#0,

autrement dit la multiplicité de w est le plus petit entier 3 € N tel que P(j)(w) # 0.

1.6.4. Exemples. (a) Dans Q[X], on considére
P(X)=X*+X?-30X%+ 76X — 56.

On s’aper¢oit que P(2) = 1648 —120+ 152 —56 = 0. Pour trouver la multiplicité,
on peut calculer les dérivées successives

P(X)=4X3+3X2—-60X +76, P'(2)=0,

P'(X)=12X?%+6X — 60, P"(2) =0,
P"(X)=24X +6, P"(2) =54 #0,
donc = = 2 est une racine triple, c’est-a-dire de multiplicité 3. Le quotient

P(X)/(X —2)? est unitaire de degré 1 et on voit que 'on a la factorisation
P(X)=X"+X?-30X>+76X —56 = (X —2)*(X +7),

car le coefficient constant du quotient est (—56)/(—2)3 = 7.
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(b) Dans C[X], on considére
P(X)=X°-3X*4+2X*-6X?+X —3.

Nous avons i2 = —1, i3 = —i, i* =1, i® = 4, d’out Pi)=i—3—-2i+6+i—3=0.
On calcule alors

P(X)=5X*-12X3+6X2-12X +1, P'(i)=0,
P"(X)=20X3-36X%+12X — 12, P"(i) =24 — 8i # 0.

Par conséquent = i est racine double de P. Mais comme P est a coeflicients réels,
on voit en prenant les conjugués que P(—i) = P'(—i) = 0 et P"(—i) = 24+48i # 0,
de sorte que —i est aussi racine double. On en conclut que P(X) est divisible par
(X —i)%(X +1i)? = (X2+1)2. Le quotient P(X)/(X?+1)? est unitaire de degré 1
et de coefficient constant —3, d’ou la factorisation

P(X)=X°-3X*"4+2X% - 6X?>+X -3=(X—i)* (X +4)*(X - 3).

1.7. Théoréme de d’Alembert-Gauss

Le théoréme de d’Alembert-Gauss, connu aussi sous le nom de théoréme
fondamental de [’algébre, stipule que tout polynéme P € C[X] non constant
admet au moins une racine. Les nombres complexes ont été introduits par le
mathématicien Bombelli entre 1560 et 1572, mais ce n’est pas avant d’Alembert, en
1746, qu’on se pose le probléme d’une preuve rigoureuse du théoréme fondamental
de l’algébre. En 1815, Gauss parvient finalement & une preuve compléte, utilisant
une récurrence algébrique trés subtile sur le degré du polynome ; elle repose d’une
part sur la possibilité de résoudre les équations du second degré complexes, ce qui
se rameéne a des calculs de racines carrées complexes, et d’autre part sur le fait que
tout polynome réel P € R[X] de degré impair admet une racine réelle. Pour cette
derniére affirmation, on utilise le théoréme des valeurs intermédiaires en observant
que pour z € R, P(z) varie entre —oo et +00, ou entre +00 et —oo, en fonction du
signe du coefficient dominant. Nous donnerons ici une preuve plus simple et plus
directe s’appuyant sur des idées d’Argand (1806) et de Cauchy (1821), qui repose
seulement sur le fait qu’une fonction réelle continue sur un segment y atteint son
infimum en un point ; les détails de cette preuve restent tout de méme assez subtils.

Commencons par des préliminaires généraux. Soit P = 22:1 ax X" € C[X]
un polynéme de degré d > 1, avec aq # 0. Soit r > 0 fixé. Pour 6 € [0,27], la
fonction @ > | P(re?)| est continue, et atteint donc son infimum

m(r) = inf_[P(re")| = min P(z)

en un point du cercle |z| =r. On a

|P(z)| = ’adzd tag 12+ taz+ ao‘

> lagl|2l* = (Jaa—1][z*7" + - + |aa]l2] + |aol),



Chap. 4 : arithmétique entiére et polynomiale 15

ce qui entraine le lemme suivant.

1.7.1. Lemme. On a la minoration
m(r) = |ad|rd — (|ad_1|7"d_1 + -+ |ag|r +|agl) avec |aq] > 0,

par conséquent lim m(r) = +oo. O
r—400

1.7.2. Lemme. La fonction r — m(r) est continue sur [0, +o0].

Démonstration. Pour des complexes z,w € C vérifiant |z] < R et |w| < R, on a

wk . Zk — (w . Z)(Zk_l —I—Zk_Qw—l— ~-~—|—zwk_2 +wk—1)

et chacun des k termes 27 w* =177 est majoré par R*~1. Il s’ensuit par conséquent
que |w® — 2F| <kR* 1w — 2| et

St -

Maintenant si on prend l'infimum de |P(z)| sur les cercles de rayons r, 7’ € [0, R]
et si on applique 'inégalité précédente a z = re’® et w = r’e? en observant que
|lw — z| = |r' — r|, on voit en passant & 'infimum que

|P(w) = P(2)| = Iw—Z|Zk\ak\Rk '

d
Im(r') = m(r)| < [r' = 7[> klax|RF.
k=1

Ceci entraine que r — m(r) est continue sur [0, R] pour tout R > 0, d’ou la
conclusion. O

|
\
|
|
\
|
\
| |
0 To R r

Choisissons A > m(0). Comme lim,_, ., m(r) = +oo, il existe R suffisamment
grand pour que m(r) = A > m(0) pour r € [R, +o0]. Ceci implique que la fonction
continue r — m(r) atteint son infimum sur [0, R], et on sait que cet infimum est
atteint en un certain point 7o € [0, R] (pas nécessairement unique).

1.7.3. Corollaire. I existe un point zy = roe’’® du cercle |z| = ro en lequel

P = = inf = inf |P O
[P(eo)| = mlro) = _inf _ m(r) = inf |P(:)]
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Nous avons besoin d’un dernier lemme, énoncé par Argand en 1806 (mais publié
seulement en 1814), qui est le point crucial de la démonstration.

1.7.4. Lemme. Supposons P € C[X] non constant. Soit zy € C un point tel que
P(z1) # 0. Alors z1 ne peut pas étre un minimum local pour z — |P(2)|, autrement
dit, pour tout § > 0, il existe w € C tel que |w| < 6 et |P(z1 +w)| < |P(21)].

Notons que ce lemme est violemment faux sur R : le polynome P(X) = X2 + 1
est non constant, positif, mais passe par un minimum non nul P(0) =1 en z = 0.

Démonstration. Posons Q(X) = P(z1 + X)/P(z1) de sorte que Q(0) = 1, et pour
tout w € C écrivons
Q(w) =1+ bpw” + - - - + bguw?

ot by, # 0 est le coefficient non nul d’indice £ > 1 minimal (il existe puisque les
polynémes P et @ sont non constants). On va s’arranger pour avoir un terme byw*
qui soit réel négatif (et petit). Ecrivons by = Be’¥ avec B = |bg| > 0 et prenons
w = re’™=¥)/k avec r €10,5[. On a alors |w| = r et

bkwk _ Beicp Tkei(ﬂ'—cp) _ 6Tkei7r _ _Brkv
donc
Qw)=1- Brk + b w4+ bgwd.
Choisissons 7 assez petit pour que 1—3r* > 0. En prenant le module, ceci implique

[P (21 + w)

_ <1-— k b k+1 b d
|P(21)‘ |Q(w>| BT +| k+1|r + +| d|T
1B bl = Pl <1

pour |w| = 7 assez petit tel que |byy1|r + -+ + |bg|r¢F < B/2 (et Br¥ < 1). Le
lemme est démontré. O

1.7.5. Théoréme de d’Alembert-Gauss. Tout polynome P € C[X] non
constant admet au moins une racine z; € C.

Démonstration. On considére le point z; = 27 donné par le corollaire 1.7.3,
en lequel |P(z1)| = inf.ec|P(2)|. On veut démontrer que P(z;) = 0. Or, si
P(z1) # 0, on peut appliquer le lemme 1.7.4 pour trouver un point 2 = z; +w tel
que |P(Z})] < |P(z1)]. C’est une contradiction. Par conséquent P(z1) = 0. O

1.7.6. Théoréme. Soit P(X) = Z?:o a; X7 € C[X] de degré d, i.e. aq # 0.
Alors on peut le factoriser en facteurs de degré 1 sous la forme

P(X)=aq H(X — z;)™, ij =d =degP,
j=1 j=1

ot 21,...,2s € C sont les racines complexes 2 a 2 distinctes et les m; € N* leurs
multiplicités.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur d. Si d = 0, il n'y a rien a
démontrer, on a P(X) = ag et un produit vide égal & 1, avec s = 0. Si d = 1,
ona P(X)=aX+a = a (X — z) o 2 = —ag/a;. Supposons d > 2, et

le résultat déja démontré pour d — 1. D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss,
P(X) posséde une racine complexe z1, et on peut alors factoriser P(X) sous la
forme

P(X) = (X = 21)Q(X).

Or Q(X) est un polynome de degré d — 1 de terme dominant ag X!, on peut
alors le factoriser entiérement sous la forme indiquée (avec somme des multiplicités
égale & d — 1). Le résultat s’ensuit pour P(X). O

2. Idéaux et éléments d’arithmétique

2.1. Idéaux, idéaux principaux, anneaux principaux

On introduit d’abord de maniére générale la notion d’idéal d’un anneau A : si
les éléments de I'anneau sont vus par analogie comme des “scalaires”, la définition
est voisine de celle de sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel.

2.1.1. Définition. Soit A un anneau. Un sous-ensemble non vide I de A est
appelé idéal de A si

(i) Ve,yel, xz+yel (stabilité pour +);
(i) VA€ A, Ve eI, Xz e A (stabilité par la multiplication scalaire de A).

1l est équivalent de demander que I soit stable par “combinaisons linéaires”, autre-
ment dit, la conjection des aziomes (1) et (ii) est équivalente & l’axiome ci-dessous :

(iii) VA pu € A, Yo,y € I, A+ py € A (stabilité par combinaisons linéaires).

L’hypothése que l'idéal I soit non vide, combinée a 'axiome (ii) avec A = 0
implique que I contient nécessairement 1’élément 0 de A.

2.1.2. Exemples. (a) Si g € A, ’ensemble
(9) ={Xg/ Ne A}
des multiples de g, aussi noté gA, est un idéal de A ; par exemple, dans 7Z,
()=72Z={...,-21,-14,-7,0,7,14,21,.. .}

est un idéal. En particulier (1) = A est un idéal (appelé “idéal unité” de A),
de méme que (0) = {0} (“idéal zéro”).

(b) Plus généralement, si g1,...g9n € A, 'ensemble des combinaisons linéaires

(91,---,9n) = {é&gz/&' GA}
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est évidemment stable par combinaisons linéaires, donc c’est un idéal de A. Encore
plus généralement, on peut considérer une famille finie ou infinie (g;);cs et poser

(9i)ies = { > Nigi/i€S, A€ A}.

finies

On l'appelle idéal engendré par la famille (g;);cs. On dit aussi que (g;);cs est un
systeme de générateurs d’un idéal I donné si on a précisément I = (g;)ics.

(c) Dans I'anneau K[X, Y] des polynémes & 2 indéterminées, I’ensemble I oy des
polynomes P tels que P(0,0) = 0 est un idéal (puisque cet ensemble est a 1’évidence
stable par combinaisons linéaires, si Py, Py, € L(0,0), alors P = Q1P + Q2P;
vérifie bien P(0,0) = 0, donc P € I(g ). L’idéal Iy ) consiste en les polynomes
P = Zi’ j ci ;X Y7 ayant un coefficient constant co,0 = 0, on peut alors écrire

P= ( > ci,in—lw‘)X + ( > cojjw'—l)y

i#0,j i=0,j7#0
et on en conclut que
0,00 = (X,Y).
(d) On se place dans I'anneau K[X]| des polynomes sur 1'un des corps K = Q, R
ou C. Soient wy,...,ws € K des points 2 a 2 distincts et [y, .. ., 'ensemble des
polynomes P tels que P(w;) = ... = P(ws) = 0. Alors I, .. ., est un idéal de

K[X], et en fait les résultats de la section précédente montrent que
Loy oy = (X —wrp) ... (X —ws))
consiste précisément en ’ensemble des polynémes
P=Q(X —wp)... (X —ws)

qui sont multiples de (X —w1) ... (X —ws). Plus généralement, si on se donne des
multiplicités my,...,ms € N et qu'on considere I'ensemble L, (1n)),....w,(m;) des
polynémes P ayant une multiplicité m; en w;, c’est-a-dire tels que PY) (w;) = 0
pour tout 7 et tout 5 =0,1,...,m; — 1, alors

le(ml),...,ws(ms) — <<X - wl)ml ©oo (X - ws)m3>

est l'idéal engendré par (X —wy)™ ... (X —w,)™.

2.1.3. Définition. Soit A un anneau.

(a) Unidéal I de A est dit principal s’il admet un seul générateur, autrement dit, si
on peut trouver g € I tel que I = (g) coincide avec l’ensemble des multiples de g.

(b) L’anneau A lui-méme est dit principal si A est intégre et si tout idéal I de A
est principal.
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2.1.4. Exemples.

(a) Les idéaux Lo, ... w, et I, ws(my) de K[X] sont des idéaux principaux.

1(m1),.

(b) L’idéal I(o,0y = (X,Y) de K[X,Y] n’est pas principal. En effet si on avait
Io,0) = (G) avec G € K[X,Y], il existerait des polynomes P,Q € K[X,Y]
tels que X = PG et Y = QG, donc G # 0, G | X et G | Y. Mais la
condition G | X implique degy (G) < degy(X) = 0 et la condition G | Y
implique degy (G) < degy(Y) = 0. Par conséquent G serait une constante
non nulle ¢ € K* et on aurait G(0,0) = ¢ # 0, ce qui est contradictoire puisque
G € I,0)- 1l en résulte que 'anneau K[X, Y| n'est pas un anneau principal.

Nous démontrons maintenant un théoréme trés important.

2.1.5. Théoréme. Tout anneau euclidien A est principal. En particulier 7. est
principal, et les anneauz de polynomes K[X| sur les corps sont principauz.™

Démonstration. Par hypotheése, il existe un stathme v : A* — N et un algorithme
de division euclidienne :

Va € A, Ybe A*, Jq,r € A, tels que a =bg+r avecr =0 our#0, v(r) <uv(b).

Soit I un idéal de A. Si I = {0}, alors I = (0) est principal. Si I # {0} on
choisit un élément g € I ~ {0} tel que le stathme v(g) € N prenne la valeur
minimale ming,c; g0y v(x) (ce qui est toujours possible puisqu’on est dans les
entiers naturels). Soit x € I quelconque. On effectue la division euclidienne
de x par g :

dg,r € A, z=gq+r avecr =0our #0, v(r) <wv(g).

Mais alors r =z —gq =1 xx+ (—q) x g € [ car x,g € I. D’aprés le choix de
g on ne peut pas avoir r € I ~ {0}, v(r) < v(g), c’est donc que r = 0 et que
x = qg est multiple de g. Par conséquent I C (g). Mais comme g € I, on a aussi
(9) ={Xg/ A€ A} C I et donc I = (g). O

2.1.6. Lien avec la divisibilité. Dans un anneau A intégre, les notions de
divisibilité peuvent se relier de maniére simple & l'inclusion et 1’égalité des idéaux
principaux.

(a) Siz,y € A*, alors (z) C (y) si et seulement si y | z.

En effet, si y | x, soit x = ay, tout multiple Az = Aay est aussi multiple de y,
donc (z) C (y). Réciproquement, si (x) C (y), on a x € (y), donc x est multiple
de y, ie. y | x.

(b) Si z,y € A*, alors (x) = (y) si et seulement s’il existe u € A* tel que y = uz

(u étant donc inversible). On dit alors que z, y sont multiplicativement équivalents.

* En revanche, il n’est pas vrai que “A principal —> A[X] principal”. Par exemple A = K[Y]
est principal, mais A[X] = K[Y][X] = K[X, Y] n’est pas principal.
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En effet, d’aprés (a), si (z) = (y), il existe «, f € A* tels que z = ay et y = Pz,
donc x = afz, et comme A est intégre, on en déduit que a3 = 1. On a donc bien
y=ux (et z = u_ly) avec u = f3 et u~! = . La réciproque est claire.

c)Sixze A* alors (z) = (1) = A si et seulement si x € A*. i.e. & inversible.
(c) ; :

C’est un cas particulier du (b).

Une conséquence de ce qui précede est que dans toutes les questions liées a la
divisibilité, on considére comme équivalents des éléments qui ne différent que
par un élément inversible. Par exemple, dans Z, on considére 7 et —7 comme
équivalents, et lorsqu’on a affaire a des éléments irréductibles p (nombres premiers),
on pourra toujours choisir plutdét p > 0, & équivalence preés. De méme, I'ensemble
des inversibles de K[X] consiste en les constantes o € K*, et si on a affaire & un
polynoéme irréductible P € K[X], on pourra toujours diviser par son coefficient
dominant de facon & se ramener & un polynoéme unitaire.

2.2. Opérations sur les idéaux

Soit A un anneau et Iy, I, ..., I} des idéaux de A. On leur associe alors des
nouveaux idéaux comme suit.

2.2.1. Intersection. [ =I1;NI,N...NI; estun idéal de A.

Démonstration. Notons d’abord que 0 € I, donc I n’est pas vide. Soient A\, u € A
et x,y € I. Alors pour tout £ =1,2,...,kon a z,y € Iy donc A\x + py € I,. Par
conséquent A\x + py € I, et I est bien un idéal.

2.2.2. Exemple. Dans 7Z, l'intersection (4) N (10) représente les entiers qui sont
a la fois multiples de 4 et de 10, on voit qu’il s’agit donc des multiples de 20. Par
conséquent
(4) N (10) = (20).
2.2.3. Somme. On définit
L4+Db+ - +Li={zi+ze+ 4z /3 € L}
Alors Iy + Is + - - -+ I}, est un idéal de A.

Démonstration. Comme les I, sont stables par combinaisons linéaires, la stabilité
de la somme par combinaisons linéaires est également évidente. O

2.2.4. Exemple. Dans Z, la somme (4) + (10) est constitué d’entiers de la
forme 4n + 10p qui sont tous pairs, donc (4) + (10) C (2). Mais d’autre part
2=(-2)x4+10 € (4) + (10) donc (2) C (4) + (10). Ceci implique

(4) + (10) = (2).

2.2.5. Produit. (La définition est plus subtile ). Pour des idéaux I, J, on pose

IJ:{ZCE‘gyg/J)géL ygej}.
V4
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1l est facile de voir que IJ est bien un idéal (on a 0 € IJ, et I.J est stable par
combinaisons linéaires). Plus généralement, on pose

Ly Iy = { E T10T20 ko) T1e € 11, T20 € Lo,...,Th e € Ik}7
l
les sommes étant toujours prises finies.

2.2.6. Exemple. Il n’est pas difficile de voir que dans un anneau A quelconque,
un produit d’idéaux principaux est donné par la formule

(g)(h) = (gh),

par exemple (4)(10) = (40) dans Z. Plus généralement, pour des idéaux non
nécessairement principaux, on a (exercice !)

(9i)ies (Pj)jer = (gihs) (i j)esxT- 0

2.2.7. Réunion. En général, ce n’est pas un idéal ! Par exemple, dans 7Z
(4) U (10)

contient 4 et 10, mais ne contient pas 14 qui n’est ni multiple de 4 ni multiple
de 10, donc il n’y a pas stabilité pour ’addition. O

2.2.8. Réunion croissante. Pour la réunion, il y a tout de méme un cas inté-
ressant, celui d’une suite croissante infinie d’idéaux

Ihbchc---clyc---, keN

Alors la réunion I = |J,cyIr est bien un idéal. En effet, si on prend une
combinaison linéaire Ax + py d’éléments x,y € I avec \, u € A, alors x appartient
a un certain I et y a un certain I, mais alors x,y € I,, avec m = max(k, ).
Donc Az + py € I, C 1. O

2.2.9. Exemple*. Tllustrons par un exemple une situation ot on a une telle
réunion croissante. Soit A I’anneau des fonctions f : Ry — R qui peuvent s’écrire
comme des somme finies

R, B.CL’D—)f(.T):ZECLg.’L‘bZ, ag € R, by € Q4.

Les exposants by sont donc ici des rationnels positifs ou nuls, et non des entiers
comme dans le cas des polynémes. 1l est facile de voir que (A, +, X) est un anneau
intégre (exercice !). Prenons pour I I'idéal des fonctions f telles que f(0) =0 : ce
sont les fonctions dont le coefficient ag du terme constant ag 2° est nul, puisque tous
les autres termes a; x% avec by > 0 s’annulent en 0. D’autre part, soit (k) ken une
suite strictement décroissante de rationnels positifs convergeant vers 0, par exemple
er = 27%. Pour f € I, on a un plus petit exposant b,, > 0 qui intervient dans
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Iécriture de f avec un coefficient a,, # 0, et alors f est divisible par la fonction
x +— x% dés que k € N* est pris assez grand pour que ¢, < b,,, puisqu’alors
tous les quotients ap 2 JxF = ay xPe~r sont d’exposants by — e = by, — e = 0
dans Q4. Ceci montre que [ est la réunion des idéaux principaux

I, = (x — x°F).

Cette réunion d’idéaux est strictement croissante, car x++! divise x°*, sans que le
quotient xk /xfk+t = gfk~Sk+1 définisse une fonction inversible dans A. Il résulte
du lemme ci-dessous que I n’est pas un idéal principal, et donc que A n’est pas
un anneau principal.

2.2.10. Lemme (Emmy Noether). Si A posséde une suite infinie strictement
croissante d’idéauz
IoCh G Gl G lipr G

Y

alors lidéal I = |J,.cy n'est pas principal, et donc l'anneau A n’est pas principal.
Par conséquent, un anneau principal ne peut pas posséder une telle suite infinie
strictement croissante d’idéauzx.

Démonstration. Supposons I = (g). Alors g € I appartiendrait a un certain
idéal Iy, et on aurait donc I = (g) C I, par suite Iy C I C I, contradiction. O

2.3. PPCM, PGCD et algorithme d’Euclide

On suppose dans toute cette section que A est un anneau principal. Etant
donné des éléments z1,...,xs € A*, I'idéal intersection (x1) N--- N () consiste
en I'ensemble des multiples communs aux z;. Cet idéal n’est pas réduit a {0},
puisqu’il contient x1x5 - - - 5. Comme 'anneau A est principal, il existe un élément
m € A* tel que

(z) (-0 (ze) = (M),

et les multiples communs & x1, ..., s sont donc précisément les multiples de m.

2.3.1. Définition du ppcm. Dans un anneau principal A, on appelle plus petit
commun multiple de zq,...,zs € A*, noté m = ppcm(xy,...,xs) tout élément
m € A* tel que

(1) M- N{xs) = (m).

On observera que m n’est défini de maniére unique qu’a un facteur inversible prés
u € A* : Pélément m = wm conviendrait aussi puisque (m) = (m). En fait, seul
I'idéal (m) est défini de maniére unique. Pour pallier cette absence d’unicité, on
pourra convenir dans Z de toujours choisir m > 0, et dans K[X]| de prendre un
polynoéme M € K[X] qui soit unitaire, mais c¢’est un choix purement “esthétique”.
Dans le cas de deux éléments x,y € A*, on peut écrire

(2:3.2) (z) N (y) = (ppem(z, y)).

L’opération ppcm correspond simplement & l'intersection des idéaux; comme
I'intersection des idéaux est commutative et associative, il en est de méme pour
le ppcm :
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2.3.3. Propriété. Le ppcm est commutatif et associatif, c’est-a-dire

Vr,y € A", ppem(z,y) = ppem(y, z),

Va,y,z € A*,  ppem(z,y,z) = ppem(z, ppem(y, 2)) = ppem(ppem(z, y), 2)
(les égalités ayant lieu a des éléments inversibles pres).
Pour calculer un ppcm d’un nombre quelconque d’éléments, on peut donc procéder

dans un ordre quelconque et se ramener & des ppcm de 2 éléments seulement. On
verra plus tard plusieurs méthodes de calcul pratique du ppem (via le pged).

2.3.4. Cas du pgcd. Etant donné x4, ..., z, € A*, I'idéal somme (1) +-- -+ (x,)
est la méme chose que I'idéal engendré par les x; :

<$1>—|—"'—|—<.’L‘5>:{)\1$1+"'+)\5$5/)\jEA}:<.’L‘1,...,£CS>.

Cet idéal n’est évidemment pas réduit a {0}, et comme ’anneau A est principal,
il existe un élément d € A* tel que

(T1) + -+ (xs) = (d).

En particulier x; € (d), ce qui implique que d est un diviseur commun a x, .. ., ;.
Mais réciproquement, si d’ € A* est un diviseur commun & 1, ..., s, c¢’est-a-dire
xj = k;d', alors tout élément de I'idéal somme »7_ ) Nja; = ( e Ajk;)d' est
multiple de d’, et en particulier d doit étre un multiple de d’. L’élément d € A* est
donc le “plus grand commun diviseur” des x;, ou “plus grand” doit se comprendre
au sens de la relation de divisibilité : d’ | d.

2.3.5. Définition du pgcd. Dans un anneau principal A, on appelle plus grand
commun diviseur de xi,...,xs € A*, noté d = pged(xy,...,xs) tout élément
d e A*, défini a un facteur inversible prés u € A*, tel que

{(x1) +-- -+ {zs) = (d).

Dans le cas de deux éléments z,y € A*, on peut écrire

(2.3.6) (z) + (y) = (pgcd(z,y)),

et comme l’addition des idéaux est commutative et associative, on en déduit
aussitot :

2.3.7. Propriété. Le pgcd est commutatif et associatif, c’est-a-dire

Va,y € A™, pged(z,y) = pged(y, ),
Vr,y,z € A*, pged(z,y, z) = pged(x, pged(y, 2)) = pged(pged(z, ), 2)

(les égalités ayant lieu o des éléments inversibles pres).
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Une conséquence immédiate de la définition du pged est 1’identité dite de Bézout ou
de Bachet-Bézout (du nom des mathématiciens Frangais Claude-Gaspard Bachet
de Méziriac, 1581-1638, et Etienne Bézout, 1730-1783) :

2.3.8. Identité de Bézout. Si d = pged(zy,...,x5) avec z1,...,x5 € A*, il
existe des éléments A1, ..., s € A tels que

x4+ Az =d.

2.3.9. Théoréme et définition. On dit que les éléments x1,...,xs € A* sont
premiers entre eux dans leur ensemble st

pged(zq, ..., xs) = 1.
Pour cela, il faut et il suffit que

I, ..., As €A tels que Mx1+ -+ Agxs = 1.

Démonstration. En effet, l'existence d’é¢léments A\; comme ci-dessus est bien
équivalente au fait que l'idéal engendré (xq) + --- + (zs) coincide avec l'idéal
unité (1) = A. O

2.3.10. Remarque. Si pged(zq,...,xs) = d alors on peut “simplifier” le diviseur
commun d en écrivant x1 = dx,...,zs = dz’, et I'identité de Bézout 2.3.5 pour
x1,...,2Ts implique \jx} + - -+ Asx’ = 1 aprés simplification, donc

pged(z), ..., 2l) = 1.

2.3.11. Attention. Dans Z, on a pged(6,10,15) = 1 (puisque par exemple
6 + 10 — 15 = 1), mais pged(6,10) = 2, pged(6,15) = 3, pged(10,15) = 5, il n’y
a donc pas équivalence entre le fait que x1, ..., zs soient premiers entre eux dans
leur ensemble, ou premiers entre eux deux a deux (ce qui est une hypothése bien
plus forte d’aprés 2.3.7).

2.3.12. Distributivité de la multiplication par rapport au ppcm et pgcd.
Pour tous a € A* et x1,...,x5s € A*, on a

(a) ppem(azy,...,axs) = a ppem(zy,...,Ts),

(b)  pged(azxy,...,axs) = a pged(xy, ..., Ts).

Démonstration. (a) Il s’agit de voir que (az1)N...N{azs) = (a)((z1)N...N(zy)).
Or (az1)N...N{axs) consiste en les éléments y € A tels qu’il existe A1,...,As € 4

vérifiant
Y= A\axry =...= \saxs.
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Mais comme A est intégre, on peut simplifier les égalités par a, ce qui donne
y=az avec z=A\T1 =...= ATs € (x1)N...N{xs).

Ceci implique (az1) N...N (azs) C {(a)({(x1) N...N (zs)). Linclusion inverse est
évidente.

(b) L’affirmation découle de la distributivité de l’addition par rapport a la
multiplication, qui implique aussitot

a(Axy + -+ Asxs) = A (axy) + ...+ Ag(axy)
(en tenant compte aussi de I’associativité et de la commutativité de x) et donc

(a)((@1) + - + (zs)) = (az1) + - + (azs). 0

2.3.13. Algorithme d’Euclide. On suppose ici que A est un anneau euclidien,
muni d'un stathme v : A* — N. On cherche a calculer le pged de deux éléments
a,b € A*. Soit v; = min(v(a),v(b)) le minimum de la valeur du stathme pour
a et b. On peut toujours ordonner les éléments en sorte que v(b) < v(a), de fagon
que v; = v(b) [on choisit pour b le “plus petit” des deux éléments]. On effectue
alors la division euclidienne de a par b. Ceci donne des éléments q,r € A tels que

a=bqg+r avecr=0our#0,v(r)<uvb).
Or les combinaisons linéaires de a, b peuvent s’écrire
Aa + pb = Xbg+7) + pb = (Ag+ )b+ Ar,

et inversement les combinaisons linéaires de b, r peuvent s’écrire

No+p'r=Nb+ p/(a—bq) = p'a+ (N — 1'q)b.
Ceci implique (a) + (b) = (b) + (r), c’est-a-dire

pged(a, b) = pged(b, ).
Sir=0,o0nab|aetpged(a,b) =0, tandis que si r € A*, on peut procéder par
récurrence en posant r_1 = a, rg = b, qo = qet r1 = r, ce qui donne r_; = qoro+71
avec v(r1) = v(r) < v(b) = v(rg). L’égalité pged(a,b) = pged(b, r) implique
pged(r_q,79) = pged(ro, 1), et ona v(ry) < wv(rg).

On peut alors procéder inductivement. Tant que les restes r; obtenus sont non

nuls, on produit ainsi des couples successifs (r;,_1,7;);>0 en partant de (a,b) et en
effectuant des divisions euclidiennes

Tic1 = qiT; + Tir1, avec ;11 =0 ouripq # 0, v(rier) < v(r;).
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On obtient ainsi une suite strictement décroissante de valeurs v(r;) avec
rig1 =0 ou v(rip1) <ov(r;) <--- <w(ry) <v(rg).

Comme il s’agit d’une suite strictement décroissante d’entiers naturels, le procédé
s’arréte nécessairement, ce qui implique qu’on finit par obtenir r;;; = 0 & une
certaine étape, par conséquent r; | r;_1 et

pged(a, b) = pged(r_1,70) = pged(ro,r1) = ... = pged(ri—1,7r;) = 75.
On retiendra la régle suivante :

2.3.14. Reégle. Dans l'algorithme d’Euclide, pged(a, b) est égal au dernier reste
r; non nul calculé (ou a o =b, sib|a). O

2.3.15. Retour sur l’identité de Bézout. Un autre mérite de I’algorithme
d’Euclide est de permettre le calcul effectif d’éléments A\, u € A tels que Aa+ub = d.
En effet, d’aprés la régle ci-dessus, on a

d=ri="7i—2—q-1Ti-1
=72 —qi-1(ri-3 — qi—2Ti—2)
= (qi-1Gi—2 + 1)ri—o — qi—17i-3
= (¢i-1Gi—2 + 1)(ri—a — qi—37i-3) — Gi—17Ti-3 ..,

et on peut ainsi remonter jusqu’'a r_1 = a, ro = b.

2.3.16. Exemples. (a) Dans Z, on demande de calculer d = pged (1662, 1356) et
de déterminer des entiers A\, u € Z tels que A 1662 + 111356 = d. On effectue pour
cela des divisions successives en prenant a chaque fois les restes obtenus comme

nouveaux diviseurs :
1662 =1 x 1356 + 306,

1356 = 4 x 306 + 132,
306 = 2 x 132 + 42,
132 = 3 x 42 + 6,
42 =7 % 6+0.

Le pged est le dernier reste non nul, donc pged(1662,1356) = 6, et en effet on a
bien 1662 = 6 x 277, 1356 = 6 x 226 avec pged(277,226) = 1. Pour trouver les
coefficients A et p, on “remonte” dans les divisions en écrivant

6=132—3x42=132—3 x (306 — 2 x 132)
= 3% 306+7x132=—3x 306+ 7 x (1356 — 4 x 306)
=7 x 1356 — 31 x 306 = 7 x 1356 — 31 x (1662 — 1 x 1356)
= —31 x 1662 + 38 x 1356.
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Une solution possible est donc (A, u) = (—31,38). Cette solution n’est pas
unique : il est facile de voir que pour tout entier k¥ € Z, le couple (A, pu) =

(—31 — 226 k, 38 + 277 k) vérifie encore

A1662 + 111356 = (—31 — 226 k) x 1662 + (38 + 277 k) x 1356
= 64 k(—226 x 6 x 277 + 277 x 6 x 226) = 6.

(b) Considérons maintenant un exemple de calcul de pged(A, B) pour des poly-
nomes A, B de 'anneau K[X], a savoir le pged de

A=X*-1, B=X"—1, a,beN".

On supposera par exemple a > b, et on utilise 'algorithme d’Euclide pour calculer
d = pged(a,b). Pour cela, on commence par effectuer une division a = bg + r,
0 <7 <b. On a l'identité

X0 —1=(X"7—1=(X"—1)(XPD) 4 Xba=2 . XP 4 1),
ce qui donne

X0 —1=Xb%MT"_ 1= (X" - 1)X"+ (X" -1),

par conséquent

X®—1=(Xb—1)(XxbaD 4 xba=2) 4 ... 4 XL X"+ (X" — 1),
soit A = BQ + R, deg(R) < deg(B), avec

Q= (Xt 4y xba=2) 4 ... 4 XP L 1)X", R=X"-1.
D’apreés I'algorithme d’Euclide appliqué dans 'anneau K[X], on en conclut que
pged(X® — 1, X? — 1) = pged(A, B) = pged(B, R) = pged(X° — 1, X" —1).

Si (r;—1,7;) est la suite produite par les divisions successives jusqu’a ’obtention
d’un reste ;11 = 0, on obtient R;1; = X"+ — 1 = 0, donc pged(a,b) = r; et

pged(X® —1,X% —1) = X" — 1, d’ou la formule amusante

pged(X® — 1, X% — 1) = xpecdl@b) _ 1,

2.4. Décomposition en facteurs irréductibles

2.4.1. Un exemple d’anneau non factoriel. Pour donner un exemple de
situation ot les choses “se passent mal”, considérons I’anneau noté Z[iv/5] tel que

Z[iV5] = {a+ biV5 / a,b € Z} C C.
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Il s’agit bien d’un anneau, puisque la multiplication est une loi interne (comme
I'est aussi trivialement ’addition) :

(a + bi/5)(a’ + b'iV5) = (aa’ + 5bb) + (ab’ + ba')iV/5.
Pour z = a + bi\/5 € Z[i\/5], on a Z = a — biv/5 € Z[i\/5], et on définit
N(2) = 2Z = a® + 5b* € N.

Si 2,2 € Z[iv/5], il vient N(zz') = N(2)N(2'). Lorsque u € Z[i1/5]* est inversible
d’inverse v/, la relation wu’ = 1 implique N(u)N(u') = 1 et la seule possibilité
est que N(u) = 1. Réciproquement, si N(u) = 1, il vient uu = 1, et u est
inversible d’inverse u. On voit alors que les éléments inversibles de ’anneau sont
les u = a + biv/5 tels que a? + 562 = 1. La seule possibilité dans les entiers est
a = £1, b = 0, donc Z[iv/5]* = {1,—1}. Maintenant, I’élément 6 de 1’anneau
admet les décompositions

6=2x3=(1+4V5) x (1—14V5),

et nous affirmons que les quatre éléments 2,3, 1 +iv/5, 1 — i1/5 sont irréductibles.
En effet
N(2)=4, N3)=9, N(1+iV5)=N(1-iV5) =6,

mais il n’existe pas d’éléments z = a +bi\/5, a,b € Z tels que N(z) = a® + 5b% = 2
ou N(z) = a? + 5b* = 3, donc les seules “décompositions” possibles de 2,3,
1 +iv5,1 —iv5 comportent nécessairement 1'un des facteurs inversibles =+1.
L’anneau Z[i1/5] a la propriété surprenante que I’élément 6 posséde deux décom-
positions en facteurs irréductibles totalement différentes !* O

Lorsque ’anneau considéré est principal, la décomposition en facteurs irréduc-
tibles a les propriétés attendues. On commence pour cela par démontrer quelques
résultats préliminaires, énoncés par Gauss dans ses Disquisitiones arithmeticae
(1801), mais probablement déja connus antérieurement par des mathématiciens
comme Fermat (1607-1665).

2.4.2. Lemme (Gauss). On considére un anneau principal A et des éléments
a,bi,...,bs,b,c,pe A*.

(a) On suppose que a | be et pged(a,b) = 1. Alors a | c.
(b) On suppose que pged(a,by) =1, ..., pged(a, bs) =1. Alors pged(a, by ...bs)=1.

* Au niveau des idéaux, les choses se passent en revanche beaucoup mieux. Si on introduit les
idéaux non principaux

I=1{(2,1+iV5), J=(2,1—iV5), K=(3,1+iV/5), L=(3,1—i/5),
le lecteur vérifiera facilement (exercice !) que
(2) =IJ, (3) =KL, (1+iV5)=IK, (1—iy5)=JL, (6)=I1JKL.

C’est de 14 historiquement que vient la terminologie de “nombres idéaux”, permettant de rétablir
un substitut adéquat a la décomposition bancale en facteurs irréductibles, de la méme maniére
qu’on avait inventé les “imaginaires” pour suppléer i I'inexistence de v/—1 dans R.
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(c) Sip est irréductible et pta, alors pged(p,a) = 1.
(d) Sip est irréductible et p | by . ..bs, alors il existe j tel que p | b;.

Démonstration. (a) Il est clair que a | ac et par hypothése a | be, donc
a | pged(ac, be), et d’autre part pged(ac, be) = ¢pged(a, b) = c.

(b) Par récurrence sur s, il suffit de le voir pour s = 2, disons pour b; = b et
by = c. Or si pged(a,b) = 1 et pged(a,c) = 1, il existe A\, u, ',y € A tels que

Aa+pb=1, Na+pec=1,
par conséquent
1=Ma+pb)(Na+p'c)=MNa+ p\Nb+ A'c)a+ (up')be = 1,
ce qui montre que pged(a, be) = 1.

(c) Si p est irréductible, les seules “décompositions” possibles de p sont de la forme
p = u(u'p) avec u,u’ € A* uu’ = 1, donc les seuls diviseurs de p sont les inversibles
u et les éléments de la forme u'p. Mais par hypothése p 1 a équivaut a dire que
u'p t a, donc seuls restent les éléments inversibles u comme diviseurs communs
possibles & p et a. Ceci montre bien que pged(p,a) = 1.

(d) Si p ne divisait aucun des b;, on aurait pged(p,b;) = 1 d’aprés (c), et donc
pged(p, by ... bs) = 1 d’aprés (b), contradiction. On peut aussi déduire (d) de (a)
et (c) par récurrence sur s (la propriété étant triviale si s = 1) : si p{ by alors
pged(p,b1) = 1 et comme p | by(by...bs), la propriété (a) implique p | bs ... bs,
d’ott la conclusion par hypothése de récurrence. O

2.4.3. Définition. Soit A un anneau intégre. Une partie P C A* sera appelé sous-
ensemble “représentatif” des éléments irréductibles de A si P contient exactement
un élément p dans chaque classe d’équivalence {up} d’éléments multiplicativement
équivalents, de sorte que P > p — (p) soit une bijection de P sur l’ensemble des
idéaux principaur de A.

Par exemple, dans 7Z, on choisira pour P I’ensemble des nombres premiers p > 0,
et dans K[X] on choisira I’ensemble des polynémes irréductibles qui sont unitaires.

2.4.4. Deéfinition. Soit A un anneau intégre et P C A* un ensemble “repré-
sentatif” des éléments irréductibles. On dit que A est factoriel si tout élément
x € A* peut se décomposer sous la forme d’un produit

r=upytpy?---pits, ueA*, p;eP, m;eN"

(les p; € P étant deux & deux distincts et s étant éventuellement nul si x = u est
inversible), et si de plus la décomposition est unique a [’ordre prés des facteurs p;-nj .
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2.4.5. Théoréme. Tout anneau principal A est factoriel.

En résumé, pour un anneau intégre A quelconque, on a la chaine d’implications
A euclidien = A principal = A factoriel,

et on peut montrer par des exemples (que nous n’étudierons pas ici) que les
implications réciproques ne sont pas vraies.

Démonstration du théoréeme 2.4.5. Démontrons d’abord [’existence de la décom-
position 2.4.4. Supposons par 'absurde qu’on ait un élément xy € A* non dé-
composable en facteurs irréductibles. Alors zg n’est ni inversible ni irréductible,
sinon on aurait xg = u, resp. xg = up avec p € P et u € A*. Par conséquent x(
peut s’écrire comme un produit z¢g = zix} d’éléments z1,x] € A* non inversibles.
Nécessairement 'un au moins des éléments 1, x} est non décomposable en fac-
teurs irréductibles (sinon z¢ = z1x] le serait !). Quitte a échanger z1, 2, on peut
supposer que x1 est non décomposable. Par récurrence, on construit ainsi une suite
Tp—1 = xRy, k € N*, avec z; non décomposable et x) non inversible. On obtient
alors une suite infinie strictement croissante d’idéaux

(wo) S (w1) C - C{Tp—1) S (Th) S -+,

ce qui contredit le lemme de Noether 2.2.10. Cette contradiction montre que tout
élément x € A* est bien décomposable en facteurs irréductibles.

En ce qui concerne ['unicité, on raisonne par récurrence sur la “multiplicité totale”
- ' ) , - o omima ome Qo ()
m = Z1<j<s m; de I'une des décompositions = up;"' py plte. Sim =0, i.e.
s = 0, on voit que x = u est inversible, et dans ce cas x ne peut étre divisible par
aucun facteur irréductible ¢ (sinon x = u = A\g, A € A*, et donc 1 = (u~1\)q, ce
qui est contradictoire puisque ¢ n’est pas inversible) ; lorsque m = 0, z = wu est
donc la seule décomposition possible. En général, supposons qu’on ait un élément

x possédant deux décompositions

1 T2

r=up"py?-plt =vaqtey? gt pi.q; €P, my,r; € NTL ow,v e AX

et supposons 'unicité déja démontrée pour m — 1 avec m = ) m; > 1. Alors en
particulier p; divise le produit v ¢j*¢5? - - - ¢;*. D’aprés le lemme de Gauss, p; doit
diviser I'un des facteurs. Mais p; qui est irréductible ne peut diviser 1’élément
inversible v. Donc p; divise I'un des ¢;, et l'irréductibilité de ¢; implique alors
gj = wp1 avec w € A* inversible. Puisque p;,q; € P et que P est représentatif, on
en déduit p; = ¢;. Quitte a permuter les facteurs g;, on peut supposer p; = qi.
Aprés simplification, on trouve
upy" iyl = vgr T gy gy

Comme l'unicité est supposée vraie pour m — 1 par hypothése de récurrence, on
conclut aprés permutation des facteurs que t = s, ¢; = p; et r; = m;. U

2.4.6. Remarque. Dans l'exemple de 'anneau A = Z[i\/5], on peut voir que
la décomposition en facteurs irréductibles existe bien, méme si elle n’est pas
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unique : ceci résulte du fait que si x € A* s’écrit comme un produit []y;
alors N(z) = [[ N(y;) € N* et lorsqu’on a atteint des facteurs ayant des valeurs
N(y;) minimales, les y; sont nécessairement irréductibles. En revanche, dans le
cas de I'anneau A introduit en 2.2.9, la fonction f(x) = x° vérifie par exemple
f(z) = (2% = ... = (2%?")?" et on ne peut jamais atteindre d’éléments
irréductibles, donc la décomposition en facteurs irréductibles n’existe pas !

2.4.7. Application. (a) Soit P C N* I’ensemble des nombres premiers usuels.
Alors tout nombre rationnel z € Q* peut s’écrire de maniére unique

() z=%]]p™, mpeZ
pEP

avec une suite d’entiers relatifs (ms, ms3, ms, mr,...) presque tous nuls. En effet si
on écrit x = § avec a € Z* et b € N*, I'existence de la décomposition () provient
de la décomposition de a et b en facteurs premiers. Pour 'unicité, on utilise le fait
) - P N
qu’une égalité HpeT pr = HpeT pPr avec les oy, Bp presque tous nuls se raméne

& [[,cpp’ =1 avec v, = B, — a;, € Z, puis &

Hp'yP: Hp_’yp, fP/:{pEfP/”Yp>O}7 ?//:{pEfP/”yp<0}.

peEP’ pEP!

Comme P, P sont disjoints, I’égalité ci-dessus n’est possible que si P’ = P = (),
ce qui implique 7y, = 0 pour tout p € P. La notation standard est

xr=c¢ H pvp(l’)

peP

ol € = %1 et ou my, = v,(x) € Z s’appelle la valuation p-adique de x. Une autre
fagon d’interpréter le résultat ci-dessus est de dire qu’on a un isomorphisme de
groupes

(2)27. x Z\7) | +) — (Q*, %), (a,ma,m3,ms,...) — (—=1)° H p"r
peP

ot @ = 0 ou 1 modulo 2 et Z") désigne ensemble des familles d’entiers relatifs
(my)pep presque tous nuls.

(b) Etant donné x € Q7 et un entier ¢ > 2, on se demande quelle est la condition
nécessaire et suffisante pour que \/z € Q. Pour que ce soit le cas, il faut et il suffit
que z = y" avec y = "\/x € Q. Cette égalité se traduit sous la forme

H pUp(x) — < H pUp(Z‘/)>n — H pnvp(y)7
pEP peP peP

il faut donc que v,(x) = nwv,(y) soit multiple de n pour tout p € P; on peut
alors prendre y tel que v,(y) = %vp (z) € Z. La condition nécessaire et suffisante
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est donc que toutes les valuations p-adiques v,(z) soient multiples de n. Ainsi
3/729/500 ¢ Q, car 729/500 = 27236573 et I'exposant —2 = v(729/500) n’est
pas multiple de n = 3.

2.4.8. Généralisation. Soit A un anneau factoriel quelconque et P un ensemble
représentatif d’éléments irréductibles. Tout élément x € A* s’exprime sous forme
d’un unique produit

z=e@) [[ 97, vp@) N,
peP

avec €(x) € A* inversible. Il est alors facile de vérifier la proposition suivante.

2.4.9. Proposition. Soient A un anneau factoriel A, et x,y € A*. Alors x | y
si et seulement si pour tout p € P on a v,(x) < vp(y) (i.e. si l’exposant de p dans
la factorisation en irréductibles de x est inférieur a l’exposant correspondant de la
factorisation de y).

De 1a on tire aussi que pour z,y € A* donnés, les éléments z qui sont
multiples & la fois de x et y (resp. qui divisent a la fois z et y) sont ceux tels
que vp(z) = max(vy(x),vp(y)) (resp. tels que v,(z) < min(vy(z),v,(y)). Ceci
permet d’étendre comme suit les formules de calcul du pged et du ppem a tous les
anneaux factoriels (et plus seulement aux anneaux principaux).

2.4.10. Théoréme et définition. Dans un anneau factoriel, le ppcm et le pged
peuwvent se définir pour tous x,y € A* par les formules

(a) ppem(z,y) = H pPex (e (@), () .
peP

(b)  pged(z,y) = J[ pmnr@ ),
pEP

(¢) On a alors l'identité (pged(z,y))(ppem(z,y)) = (xy).

Démonstration. Les formules (a) et (b) ont déja été justifiées dans la discussion
préliminaire. Pour vérifier (c), on applique (a) et (b), ce qui donne

(pged(z,y)) (ppem(z, y)) = < 11 pmin(%<$>’”p<y>+max<vp<w>7vp<y)>>.
peP

Mais pour des entiers quelconques u, v, il est clair que min(u, v)+max(u,v) = u+wv.
Ceci donne

(pged(z, y)) (ppem(z, y)) = < 11 pvp<x>+vp<y>> _ < 1] pvp<y>>

pe?P peP peP
= (zy). 0
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2.5. Eléments irréductibles de Q[X], R[X] et C[X]

On considére ici ’anneau des polynoémes K[X | & une indéterminée a coefficients
dans un corps commutatif K. D’aprés ce que nous avons vu au paragraphe
précédent, tout polynome F € K[X|* de degré d > 0 se décompose de maniére
unique sous la forme

F=aqP/"Py"?---P", P; €?P 2a2 distincts, m; € N*,

ou P désigne 'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de K[X], et ou
aq € K* est le coefficient dominant de F'. L’ensemble des polynoémes irréductibles
dépend beaucoup du corps sur lequel on se place.

2.5.1. Anneau C[X]. Dans ce cas, on sait que F' se scinde en facteurs de degré 1,
les éléments de P sont les X —w, w € C, et F se factorise sous la forme

F(X) :ad<X_w1)m1(X—w2)m2-~-(X—w3)m5

ol wi,...,ws € C sont les racines distinctes, et mq, ..., my leurs multiplicités. On
a d=deg(P) = 21@'@ m;.

2.5.2. Anneau R[X]. Soit
F(X)=agX+ -+ a1 X +ap, aj €R, aqg#0.

Le polynéme F' peut avoir des racines réelles r;, mais il peut aussi avoir des racines
complexes w; € C \ R. Dans ce cas

F(@j):ad@?+'-'+a1@j+a0:F(wj):0.

Ceci implique que les racines complexes non réelles w; € C \ R se regroupent par
paires conjuguées w;,w;. On peut aussi observer aussi que w;,w; ont les mémes
multiplicités, car les dérivées vérifient

F®) (@) = F@(w;) pour tout o € N.

Chaque produit (X — w;)(X — w;) s’écrit comme un trinéme du second degré
X2+ B;X +; dont les coefficients 8; = —w; —w; = —2Rew; et v; = |w;|?
sont réels. Le discriminant A = 5]2 — 4y, est nécessairement < 0 (sinon les racines
seraient réelles). Réciproquement, un tel trinome du second degré de discriminant
négatif est bien irréductible dans R[X]. On en déduit que la décomposition de F
en facteurs irréductibles est de la forme

F(X)=aq [ X-rp™ ] (X2+8;X +;)"

1<5<s 1<t

ot les r; sont les racines réelles, et ot les trinomes X2+ 3; X 4+, sont des trindmes
de discriminants A; = 6]2 — 4v; < 0 admettant des racines complexes conju-
guées w;, w; € CNR. On aicid=deg(F)=> m;+2> kj.
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2.5.3. Exemple. Le polynome F(X) = X% + 1 € R[X] qui est de degré 4 sans
racines réelles est nécessairement réductible dans R[X]| (puisque les polynomes
irréductibles y sont de degrés 1 et 2 seulement). On voit en fait que

X441 =(X?24+1)2-2X%2=(X%24+1)2 - (vV2X)?
= (X2 4+ V2X +1) (X2 - V2X +1).

Il s’agit de la décomposition en facteurs irréductibles, car les deux trinémes du
second degré ont pour discriminant A = 2 — 4 = —2. On en déduit ainsi qu’on a
quatre racines complexes deux & deux conjuguées

_ V242 —V2 —iV2 _ V242 V2 —iV2

w1 9 ;o Wi = 5 wa 5 ; Wa = — s
2.5.4. Anneau Q[X]. La situation est ici beaucoup plus compliquée, on
montrera plus loin qu’il y a dans Q[X] des polynomes irréductibles de tous degrés,
par exemple X% — p si p est un nombre premier. Nous nous contenterons de
quelques résultats élémentaires, car la théorie générale nécessite des outils plus
avancés dont nous ne disposons pas dans ce cours.

2.5.5. Proposition. Un polynome F € Q[X]| de degré 2 ou 3 est irréductible si
et seulement si F' n’‘admet pas de racine dans Q.

Démonstration. Ce fait a déja été remarqué : si un tel polynome est réductible
dans Q[X], alors I'un des facteurs au moins est de degré 1 et posséde donc une
racine rationnelle. O

Nous donnons maintenant une méthode permettant de détecter les racines ra-
tionnelles. Remarquons que pour un polynome F' € Q[X], on peut toujours mul-
tiplier les coefficients par un dénominateur commun de facon a se ramener a un
polynéme F € Z[X].

2.5.6. Proposition. Soit F' € Z[X]| un polynome de degré d,
F(X):adXd—I—ad_le_l—|—---—|—a1X+a0, CLjEZ, aq # 0.

Supposons aussi ag # 0 (sinon F(X) admet la racine x = 0 et on peut factoriser).
Si F(X) admet une racine rationnelle x € Q* écrite sous forme d’une fraction
réduite x = k/l, c’est-a-dire telle que pged(k,¢) =1, alors k| ag et £ | aq.

En pratique, on n’a donc qu’a chercher les diviseurs de ag et aq, et cela ne laisse
qu’'un nombre fini de possibilités de racines =z € Q* a tester. On notera en
particulier que si le polynéme F' est unitaire (aq = 1), alors £ = 41, donc les
racines rationnelles sont nécessairement dans Z.

Démonstration. Si x = k/¢ € Q* est racine, alors

UF (k)0 = agk® 4+ ag 1k + -+ a k0 + apl? = 0.
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Ceci donne
agk® = —l(ag—1 k" + - 4+ a k092 + agt?),

donc ¢ | agk?. Comme pged(k, £) = 1, le lemme de Gauss implique que ¢ | ag. De
méme 1’égalité

aol? = —k(agk® " + ag1 k"0 + -+ a k()
implique k | ao. O

2.5.7. Un exemple de degré 4. Le polynéme X* + 1 est irréductible dans
lanneau Q[X]. En effet ce polynéme n’a pas de racine rationnelle (ni méme
réelle), la seule possibilité serait une décomposition en deux facteurs de degré 2
dans Q[X]. Mais on a déja vu qu’on avait dans R[X]| une décomposition en deux
facteurs irréductibles de degré 2, et c’est la seule décomposition possible (si on
prend des polynémes unitaires). Il faudrait donc que cette décomposition soit a
coefficients rationnels, ce qui n’est pas le cas, car on a le coefficient /2 qui apparait
dans les facteurs irréductibles de X% + 1 dans R[X].

2.5.8. Autre exemple. Le polynéme X* + 4 est en revanche réductible dans
Panneau Q[X], bien que n’ayant aucune racine rationnelle. En effet

Xt 44=(X?42)2 —4X? = (X?4+2)? - (2X)?
= (X2 42X +2)(X%-2X +2).

[ Accessoirement, les racines complexes sont z = +1 + .|

2.5.9. Théoréme. Soit p € N* un nombre premier et d € N*. Alors X% —p est
irréductible dans Q[X].

Démonstration. Les cas d = 1,2, 3 sont triviaux (pour d = 2, 3, on applique 2.5.5).
En général, pour d > 2, les racines complexes sont données par z = p'/¢ ou
¢4 =1, cest-a-dire z = pt/de?™/d L = 0,1,...d — 1, et on a dans C[X] la

factorisation
p—1

Xd —p= H(X _pl/deQTrik/d).
k=0
Si X4 — p avait une décomposition sous la forme G(X)H(X) dans Q[X] (avec
G, H qu’on peut supposer unitaires, et 0 < deg(G) < d, 0 < deg(H) < d), alors G

(disons) serait un produit de certains des facteurs complexes (X — pt/de?miki/d)
1 <j<d=deg(G). Mais alors le coefficient constant ¢ € Q de G serait égal a

c= [] (~p"de?mits/d) = £pd/de2mit/d 1 <5 < d.
1<5<6

Ceci impliquerait |c| = p®/¢ = 4/p% ¢ Q puisque d1d. Or |¢c| = +¢ € Q. Cette
contradiction démontre I'irréductibilité de X< — p dans Q[X]. O
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2.5.10. Exercice. Déterminer les racines réelles et la décomposition en facteurs
irréductibles de X< —p dans R[X], suivant que d est pair ou impair. Redémontrer
ainsi Uirréductibilité de X — p.

2.5.11. Exercice**. En raffinant le raisonnement du théoréme 2.5.9, montrer
qu'un polynéme X¢ — a avec a € Q7 est irréductible dans Q[X] si et seulement

si pour tout diviseur @’ de d tel que 1 < d' < d, on a 4/a ¢ Q (ce qui
revient & dire que si pq, ..., ps sont les facteurs premiers intervenant dans a, on a

pged(vp, (@), .-, vp, (a), d) = 1).

2.6. Congruences et anneaux quotients

On introduit d’abord la notion élémentaire de congruence modulo un idéal.

2.6.1. Définition. Soit A un anneau (commutatif) et I un idéal de A. On dit que
des éléments x,y € A sont congrus modulo I, et on écritx =y mod I six—y € I.

I est clair qu’il s’agit d’une relation d’équivalence. En effet on a :

— réflexivité: x = x mod I, puisque xr —z =0¢€ [ ;

—symétrie: c=ymod [ & y=axmod [,card=x—yel s -d=y—x€l;
—transitivité: t =yety =zmod [ = x = zmod [, carz—z = (z—y)+(y—=2) € I.

Etant donné x € A, on note & la classe d’équivalence pour la relation de congruence
modulo I. Comme y =z mod [ équivaut a y —x =t € I, il s’agit simplement de

(2.6.2) r=xz+I={z+t/tel}
Maintenant étant donné deux classes T et y et 2’ =x+scz, ¢y =y -+t €y,
s,t € I, on observe que

r+y =x+y+(s+t) avecs+tel,
2y = (x+s)(y+t)=xy+ (xt +ys+st) avec at+ys+stel,

/

par conséquent 2’ +1y' = x + vy et 'y’ = zy mod I. Ceci montre qu’il est possible

de poser par définition

(2.6.3) T+y:=(z+y) =@ +v),
(2.6.3) ry:=(zy) = (2"y),

puisque les classes définies par les membres de droite ne dépendent pas des
représentants z,y ou z’, 3’ choisis.

2.6.4. Théoréme et définition. L’ensemble des classes d’équivalence = des
éléments x € A pour la relation de congruence modulo I se note A/I. Awvec les
lois définies par (2.6.3) et (2.6.3"), on obtient une structure d’anneau commutatif
(A/1,4, %), appelé anneau quotient de A par I. De plus, l'application naturelle

mar:A— A/l T T

est un morphisme surjectif d’anneauz.
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Démonstration. Les explications données plus haut montre que les lois de compo-
sition interne + et X sont bien définies sur A/I. Tous les axiomes des anneaux
(associativité, distributivité, . ..) vraies dans A passent “automatiquement” a A/I.
La classe O A est élément neutre pour +, et la classe i A est élément neutre pour x
dans A/I. La propriété de morphisme est évidente par définition, et la surjectivité
de 74,1 aussi. O

2.6.5. Exemples (a) On a deux cas assez peu intéressants, a savoir I = {0}, ou
chaque classe 7 se réduit au singleton {x} de sorte que A/ {O} peut s’identifier &
A lui-meéme, et le cas I = A ou on a T=A=0 pour tout = € A, de sorte que
AJA = {0} est anneau trivial (avec 0= 1).

(b) Dans le cas ot I = (g) = gA est un idéal principal, la classe d’équivalence T
consiste en les éléments

r={z+Ag/re A}

et 'anneau quotient est souvent noté A/gA. Pour n € N*, 'anneau Z/nZ est ainsi
constitué de n éléments, & savoir les classes

e
—e

7(n_ 1).

ou la classe = = 7 est obtenu en calculant le reste r de la division de x par n,
tel que x = ng 4+ r. (On a encore ici les cas “inintéressants” Z/0Z = Z/{0} ~ Z

et Z/1Z = Z]Z = {(.)}) L’anneau Z/6Z est bien celui défini par les tables de
Pythagore du 1.1.4 (c), et 'anneau Z/2Z est la méme chose que le corps Fo déja
mentionné & plusieurs reprises.

2.6.6. Application : “preuves” par 9 et 11. Il s’agit de techniques utilisées
autrefois — et peut-étre encore aujourd’hui ? — par les écoliers des classes primaires
pour vérifier leurs opérations arithmétiques. Bien entendu, les maitres donnaient
en général seulement la recette sans trop en expliquer les raisons ...

(a) “Preuve” par 9. On travaille dans I'anneau quotient Z/9Z. On remarque que
I'on a 10 = 1 mod 9 et donc 10*¥ = 1 mod 9 pour tout k& € N. Par conséquent, si
x € N est un entier écrit en base 10, on voit que

r=a,10" +a5_110F '+ 4+ 10+ao=ar +ax_1+ -+ a; +ap mod 9,

autrement dit x est congru a la somme de ses chiffres modulo 9. Par exemple
4570891 est congru 4 4 +5+7+8+9+ 1, et donc & 7+ 8 + 1 = 16 (puisque
9 = 0 mod 9), 16 étant lui-méme congru & 1 + 6 = 7. Par suite 4570891 = 7
mod 9. Pour “vérifier” le résultat z d’'une multiplication xy, on calcule comme
ci-dessus les classes , 1, 2, et on s’assure que =y = z. Par exemple, pour vérifier
que 23 x47 = 1081 on fait 243 =5,44+7=11=2,14+0+8+41 = 1 et on constate
qu'on a bien 5 x 2 =1 mod 9. Mais si on avait trouvé z = 1171, on ne se serait
quand méme pas apercu de l'erreur, la “preuve” par 9 est loin d’étre infaillible !
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(b) “Preuve” par 11. L’idée est la méme, on travaille cette fois dans ’anneau
quotient Z/11Z. On a 10 = —1 mod 11 et donc 10¥ = (—1)* mod 11, d’ot1

x:aklok—i-ak_l 10"+ 4y 10+ ag
= (—D*ap + (-1D)*tay_1 +---— a1 + ap mod 11,
c’est-a-dire que x est congru a la somme alternée de ses chiffres modulo 11. La
“preuve” par 10 est beaucoup plus simple, puisqu’elle dépend seulement du dernier

chiffre ag. On peut aussi faire les “preuves” par 7 ou 13 (ou n’importe quel autre
entier n), mais c’est plus compliqué ...

2.6.7. Théoréme. Si A est un anneau principal et I = gA est l’idéal engendré
par un élément g € A*, alors il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) g est un élément irréductible de A;
(i) A/gA est intégre non trivial ;
(iii) A/gA est un corps.

Démonstration. 11 est évident que (iii) = (ii). D’autre part, si g est décomposable
sous la forme g = xy avec x,y € A* non inversibles, alors g ne peut diviser z ou y
(sinon v, resp. z, serait inversible d’inverse /g, resp. y/g), donc x # 0, y # 0 et

ig}:g']:(.) dans A/gA,

de sorte que A/gA est non trivial et posséde des diviseurs de zéro. Ceci montre par
contraposition que (ii) = (i). Il reste a voir que (i) = (iii). Supposons maintenant
g irréductible et soit = # 0 dans A/gA. Ceci signifie que gfx, et d’aprés le lemme
de Gauss 2.4.2 (c), on en déduit que pged(z, g) = 1. D’aprés l'identité de Bézout,
il existe alors A\, u € A tels que Az + ug = 1, ce qui donne Az = 1, et on voit
que A/gA est bien un corps. [

2.6.8. Corollaire. L’anneau quotient Z/nZ est un corps si et seulement n est un
nombre premier. On note F), = Z/pZ; c’est un corps a p €léments, constitué des
classes 0,1,...,(p—1)".

2.6.9. Notion de caractéristique d’un corps. Soit K un corps, et

Yean : Z — K, nw+—ng

le morphisme canonique. Le noyau Ker(¢can) = {0} est un idéal de Z, car
©Yean(T) = @ean(y) = Og implique trivialement

Gean (AT + 1Y) = Pean(A)Pean () + Gean (1) Pcan(y) = Ok.

Comme Z est un anneau principal, on a Ker(pc.,) = pZ pour un certain entier
p € N. On dit alors que K est un corps de caractéristique p. Deux alternatives
exclusives I'une de 'autre peuvent se produire.
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(a) p= 0. Dans ce cas Ker(¢can) = {0}, i.€. @can €st injectif, et on peut définir un
morphisme canonique de corps en posant

Yean : Q = K, = (CLK)(bK)_l, a € 7, b e N*

S e

la vérification facile en est laissée au lecteur. Comme ©can(x) # 0 pour tout
x = a/b e QF, on a aussi Ker(¢can) = {0}, c’est-a-dire que tcan est injectif et
définit un isomorphisme de Q sur son image e, (Q) C K (qui est un sous-corps).

(b) p € N*, de sorte que pgx = Og. Comme lg # Ok, on a nécessairement
p > 1, et d’autre part p doit étre un nombre premier, sinon on aurait p = xy avec
1 <z,y < pet donc xg yxg = Og avec xk, yx # 0, ce qui contredirait le fait que K
est un corps. Comme Qean (T + Ap) = @ean(z) = Tk, on voit que Yea, définit par
passage au quotient un morphisme de corps

Yean : Z/pZ — K, T+ xxg (p premier),

dont le noyau est cette fois réduit a {(.)} Par conséquent .., est injectif, et définit
un isomorphisme de F), = Z/pZ sur 1pcan(Z/pZ) C K (qui est un sous-corps).

2.6.10. Théoréme. Soit K un corps fini. Alors K est de caractéristique p > 0 et
q = card K est une puissance de p, soit ¢ = p™. De plus, pour tout a € K*, on a
a?™ !t = 1k, et le polynome X1 — X € K[X]| admet la factorisation

X1-X=]][X-a.
aceK

Démonstration. La caractéristique de K est nécessairement positive, sinon K
contiendrait un sous-corps infini isomorphe & Q. Donc K contient un sous-corps
K’ isomorphe & F,, et les lois 4+, x munissent K d’une structure d’espace vectoriel
de dimension finie sur K’ ~ F,. Si n est sa dimension, on a alors K ~ (F,)", donc
q = cardK = p". Si a € K*, application K* — K*, = — ax est une bijection,
dont la bijection inverse est x + a~1z. Comme card K* = ¢ — 1, le produit (non
nul) de tous les éléments de K* fournit

Hx: H ar =a? ! H x.

reK* reK* rzeK*
Ceci implique bien que a?~! = 1. Comme le polynéme X9~ —1 est de degré ¢—1

et admet les ¢ — 1 éléments de K* comme racines, on en déduit que ces racines
sont simples et qu’on a la factorisation

xit-1=J] X -a).

acK*

En multipliant par X, on obtient la factorisation annoncée de X7 — X. O
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2.6.11. Corollaire : petit théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier.
Alors

(a) pour tout x € Z non divisible par p, on a 2P~* =1 mod p ;

(b) pour tout x € Z, on a xP = x mod p.

(c) dans F,[X], on a la factorisation

xP-X=J](X-a). O

a€l,

2.7. Théoréme des restes chinois

Le probléme est de résoudre des congruences simultanées
x=a; mod (ny), x=ay mod (ny), ... , = =as mod (ng),

dans Z, ou plus généralement dans un anneau principal A. Les références
historiques attestent que les mathématiciens chinois se posaient déja ce genre
des questions au début de notre ére, probablement pour traiter des problémes
astronomiques ou calendaires ; les documents trouvés remontent au moins au
I1I° siécle aprés J.C. (Sunzi Suanjing, “The mathematical classic of Master Sun”).
Il semble que les Grecs aient aussi étudié cette question, peut-étre méme antérieu-
rement aux Chinois. On commence par traiter le cas plus simple s = 2.

2.7.1. Théoréme des restes chinois. On se donne ni,no # 0 dans un anneau
principal A. Si pged(ny,ng) = 1, les congruences simultanées

x=a; mod (ny), x =as mod (ny)
se résolvent comme l'ensemble des x € A satisfaisant une unique congruence
x = x9 mod (nins),

ot xg dépend des données ayi,as (et ny,ny ).

Démonstration. Démontrons d’abord l'existence d’une solution xy. D’aprés
I'identité de Bézout, on peut trouver A\j, Ao € A tels que A\jny + Aang = 1 (et
si A est euclidien, on peut utiliser I'algorithme d’Euclide pour trouver A, Az).
Cette relation implique de fagon évidente que

Aong =1 mod (n1), Aang =0 mod (ng),

Ang =0 mod (n1), Anp =1 mod (ng).
Par conséquent, si on prend la combinaison linéaire
wo = a1(A2nz) + az(A1n1),

on trouve bien
xo =ap mod (ny), xo=as mod (nsy).
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Maintenant, si z € A est une autre solution, on trouve par différence
x—x90=0 mod (n1), x—x9=0 mod (ny),

c’est-a-dire que x — xo doit étre multiple de ny et ny. Il doit donc étre multiple de
ppem(ny, ne) = ning (du fait que pged(ni, ne) = 1, cf. 2.4.10 (c)). Ceci implique
x = x9 mod (ning), et réciproquement de tels éléments = sont bien des solutions
du probléme, puisque z = xg mod (ning) implique * = ¢y = a3 mod (n;) et
x = 9 = ag mod (ng). O

2.7.2. Formulation “moderne”. Une fagon beaucoup plus moderne (20° siécle),
et également plus abstraite, de formuler le théoréme des restes chinois est d’écrire
que si pged(ny,ne) = 1, on a un isomorphisme d’anneaux

@ A/ningA — A/n1A x A/ne A, T mod (ning) — (T mod (ni),r mod (ns))

[Si A; et As sont des anneaux, on munit A; x Ay d’une structure d’anneau
en posant (z,y) + (z/,y') = (v + 2’y +y') et (v,y)(2",y") = (za’,yy’) ; on
a la,xa, = (la,,14,)]. Il est ici évident que ¢ est un morphisme, et c’est
sa bijectivité qui est équivalente au théoréme des restes chinois (la surjectivité
exprimant ’existence de la solution xg, et I'injectivité son unicité modulo (nins)).
La preuve du théoréme fournit en outre une formule explicite pour 'isomorphisme
inverse o~ ! : si A\;nq + Aany = 1, cet inverse est donné par

e 1 A/ni1A x A/nsA — A/ningA,

(Cl.l mod <’I’L1>,CL.2 mod <’I‘L2>> — (a1(>\2n2> +6L2(>\1’FL1>). mod <’I’L1’I’LQ>.

2.7.3. Exemples. (a) Dans Z, les conguences simultanées
x=2 mod (4), x =3 mod (6)

sont incompatibles. En effet la premiére implique = pair et la seconde x impair.
Mais cela ne contredit pas le théoréme des restes chinois puisque pged(4,6) =2 # 1.

(b) Soit a résoudre dans Q[X] les congruences simultanées
P =X mod (X? - 1), = —X? mod (X° +1).
On commence par calculer pged(X?3 — 1, X° + 1) par 'algorithme d’Euclide :

X4 1=(X3-1)X%+(X?+1),
X3 —1=(X?*4+1)X — (X +1),
XP+1l=(X+1)(X-1)+2,

1, 1
X+1=2(=X+=)+0
+ (2 +2>+,
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ce qui implique bien pged(X® + 1,X3 — 1) = 1 (& I’élément inversible 2 € Q*
prés ; dans le calcul ci-dessus, on a aussi remplacé —(X + 1) par X + 1, —1 étant
inversible). On voit que

(XP+)-(X+D)(X-1)=(X*+1)+ ((X°-1)— (X*+1)X)(X - 1)
(- X2+ X+ D)X+ 1D+ (X -1)(X3-1)

(X2 4+ X +1)((X°+1) — (X - )X + (X - 1)(X* - 1)

(X2 4+ X+ D)X+ D)+ (X=X - X2+ X —1)(X3-1).

(et on doit diviser par 2 pour obtenir la constante 1). D’apreés la formule vue dans
la démonstration du théoréme 2.7.1, une solution du probléme est alors

Py = %(X(—XQ FX D)X D) (X)X - X3 X2 X 1)(XC 1))
- %(—X9+2X7+X6 —X4+X) = X7 mod ((X?® - 1)(X° +1)),

et la solution générale est donc
P=X" mod ((X*—1)(X%+1)).
On peut aisément le vérifier a posteriori :

X'=XX3+1D(X*-1)+X, X"=X*X°+1)-X2

2.7.4. Généralisation. On se donneny,...,ns # 0 dans un anneau principal A.
Si pged(ng, nj) =1 pour tous i # j, les congruences simultanées

x=a; mod (ny), = =ay mod (ng), ... , x=as mod (ng)
se résolvent comme l’ensemble des x € A satisfaisant une unique congruence
x = x9 mod (ning---ng),

ot xo dépend des données aq,...,as (et ny,...,ng). En d’autres termes, on a un
isomorphisme d’anneaux

w:A/(ny--ng)A — A/mAx---x A/ngA

x mod (ng ---n,) — (z mod (nj))1<i<s-

Démonstration. On raisonne par récurrence sur s > 3, le probléme ayant déja
été traité pour s = 2. Les deux derniéres congruences x = as_1 mod (ns_1),
xr = as mod (ng) équivalent a une seule congruence z = a,_; mod (ns_in,) d’aprés
le cas s = 2, et le lemme de Gauss implique que l'on a bien pged(n;, ns_1ns) =1
pour ¢ < s — 1. On peut donc appliquer I'hypothése de récurrence pour
. / .
s — 1 congruences, respectivement modulo nq,n9,...,ns_2,n, 1 = nNs_1ngs, €t
conclure alors que la solution s’exprime sous forme d’une unique congruence
x =x9 mod (ny -+ ng_o(ns_1ns)). O
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2.8. Corps de décomposition*

Nous démontrons ici quelques résultats importants en théorie des corps, qui
peuvent étre obtenus comme des conséquences assez directes du théoréme 2.6.7
dans le cas des anneaux de polynomes. Cette section (quoiqu’en principe accessible
sans trop de difficultés au moyen des résultats qui précédent) est hors programme,
et réservée aux étudiants souhaitant étendre un peu leur culture mathématique.

2.8.1. Définition. Etant donné un corps K, on appelle extension de K tout
corps I qui contient K comme sous-corps, et on écrira L. D K pour indiquer cette
situation.

Un exemple important bien connu est C O R.

2.8.2. Théoréme. Soit P un polynéme irréductible de degré d d’un anneau K[X].
Alors lanneau quotient I = K[X|/(P) est un corps. De plus K s’identifie & un
sous-corps de L, via le morphisme injectif K < L, ¢ — ¢. Le corps L peut ainsi
étre considéré comme une extension de K. C’est aussi un K-espace vectoriel de
dimension dimg . = d, admettant comme base

d,X,..., X4 h.

Démonstration. Comme K[X] est principal, le fait que IL soit un corps résulte
du théoréme 2.6.7. L’application ¢ : K — L, ¢ ~ ¢ est bien injective car

Ker(¢) = {0} : pour tout ¢ € K*, ¢ # 0, car ¢ ne peut étre multiple de P
qui est de degré d > 1. Supposons P unitaire (ce n’est pas restrictif), et écrivons

PX)=X%4ag 1 X" 4+ a1 X +ap, d>1.

En prenant les classes modulo (P), on en déduit

X?= 4ol =ty X — - — Gg_1 X1,
et en multipliant par Xn—d pour n > d, on voit que
)'(n = _&Okn—d_&lkn—d—kl —-'-—C.Ld_l).(n_l, Vn Zd

Ceci entraine que modulo P, la classe G de tout polynoéme G = Z?:o b; X I e K[X]
est égale & une combinaison linéaire des éléments de la famille

i,X,..., X4,
de sorte que celle-ci est une famille génératrice de L, vu comme espace vectoriel

sur K. Mais si la famille était liée, il existerait des coefficients A\g, A1,..., A\g—1 € K
non tous nuls tels que

Al+MX 4+ /.\d_l).(d_l = 6,
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ce qui signifie précisément que \g + M\ X + -+ + A\g_1 X% ! est divisible par P.
Ceci est impossible puisque P est de degré d. Par conséquent la famille considérée
est bien une base, et le théoréme est démontré. (On remarquera que le cas d = 1
n’est pas trés intéressant, on a alors L ~ K). O

2.8.3. Exemple. Le polynéme P(X) = X2 + 1 € R[X] est irréductible, donc
R[X]/(X? + 1) est un corps. Le théoréme ci-dessus montre qu’il admet pour
base (i,).( ) sur R et qu’on a la relation ().( )2 = —1. Cest précisément le corps
des complexes ! En fait cette méthode est probablement la méthode la plus
fondamentale qui existe pour définir C, fournissant un procédé algébrique naturel
pour ajouter une racine manquante a I’équation X2 + 1 = 0.

Le procédé précédent s’applique de maniére générale a tout corps K et tout
polynoéme G € K[X]. De fagon précise, on va montrer :

2.8.4. Théoréme. Pour tout corps K et tout polynome G € K[X], il existe une
extension L. D K dans laquelle le polynome G est completement scindé, a savoir
qu’on peut trouver des éléments w; € L tels que

G(X)=aq|[(X —w;)™ dans L[X] > K[X],
ot aq est le coefficient dominant de G.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur d = deg(G). Si
d =1, le polynéme P est déja scindé, on prend L. = K et il n’y a rien & montrer.
Supposons le résultat déja démontré pour d — 1 et prenons G € K[X] de degré
deg(G) = d. On commence par le factoriser en ses facteurs irréductibles, soit

G:adplkl...psks.

On pose L; = K[Y]/(P1(Y)). Ce quotient est une extension L; D K d’aprés le

théoréme précédent. Par construction P; admet la racine w; = Y dans L, de
sorte que w;y € LL; est aussi une racine de G € K[X]| C L;[X]. Par conséquent, on
peut écrire G(X) = (X —wy)H(X) avec H € L1[X] de degré d — 1. L’hypothése
de récurrence entraine qu’il existe une extension L. D L; D K dans laquelle H est
complétement scindé, et donc G aussi. Le théoréme s’ensuit. O

2.8.5. Remarque. la démonstration précédente construit en fait la plus petite
extension . D K dans laquelle G € K[X] puisse se scinder. Un tel corps L
est appelé corps de décomposition de GG. On peut montrer qu’il est unique a
isomorphisme de corps preés.

2.8.6. Exercice**.

(a) Soit K un corps de caractéristique p > 0. Montrer par la formule du binoéme
que F': x — 2P est un morphisme de corps (“morphisme de Frobenius”). Lorsque
K = FF,, montrer que F' = Id (calculer F(1), F(2) = F(1+1),...) et retrouver
ainsi le petit théoréme de Fermat.
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(b) Soit de nouveau K un corps de caractéristique p > 0. Déduire de (a) que
'application F* = Fo---0F : x + 2P" est aussi un morphisme de corps, puis que
K, ={z € K/ F"(z) = x} est un sous-corps de K possédant au plus p™ éléments.

(c) Montrer que le corps de décomposition L du polynéome G = X P _X e F,[X]
coincide avec L,, (qui n’est autre que l’ensemble des racines du polynéme G), et
que les racines sont simples [raisonner sur la dérivée]. En déduire que L est un
corps ayant exactement g = p™ éléments.

Ce corps est traditionnellement noté F,.

Nota : le théoréme 2.6.10 entraine assez aisément que tout corps K a ¢ = p”
¢éléments est isomorphe a [ ; on a ainsi déterminé tous les corps finis commutatifs ;
mais un théoréme célébre démontré en 1905 par le mathématicien écossais Joseph
Wedderburn (1882-1948) énonce qu’il n’y a pas de corps finis non commutatifs.
Les corps finis sont trés importants en pratique, ils sont par exemple utilisés pour
les codes correcteurs d’erreurs en informatique et en téléphonie mobile, tels que le
code de Reed-Solomon s’appuyant sur le corps Fasg.



