
MAT 244 (Université Joseph Fourier)Examen du 27/05/10 (Durée : 2h)Calulatrie et douments interditsExerie 1.Soit s un réel et soit qs la forme quadratique dé�nie sur R
3 par

qs(x1, x2, x3) = x2

1 + 2x1x2 + 2x2

2 + 4x2x3 + sx2

3On note bs(x, y) la forme polaire de qs.1) Si x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3), expliiter bs(x, y).2) Réduire par la méthode de Gauss qs en arrés de formes linéaires linéairementindépendantes.3) En déduire la signature de qs suivant les valeurs de s, puis le rang de qs. Pourquelles valeurs de s, bs dé�nit-elle un produit salaire sur R
3 ? Pour quelles valeursde s, la forme qs est-elle non dégénérée ?ON SUPPOSE MAINTENANT QUE s = 0.4) Donner une base orthogonale pour la forme bilinéaire b0(x, y) (en utilisant la ques-tion 2).5) On onsidère e0 = (1, 1, 0), e1 = (0, 1, 1) et e2 = (1, 0, 1). Démontrer que (e0, e1, e2)forme une base de R

3. Donner l'expression de b0 dans ette base.Exerie 2.Soit E l'espae vetoriel des polyn�mes à oe�ients réels.1a) Soit P ∈ E tel que ∫
1

0

P (t)2dt = 0. On pose h(x) =

∫ x

0

P (t)2dt. Démontrer quepour tout x ∈ [0, 1], h(x) = 0. En déduire que P est le polyn�me nul.1b) On pose si P , Q ∈ E, b(P, Q) =

∫
1

0

P (t)Q(t)dt. Véri�er que b est une formebilinéaire symétrique sur E, puis dé�nit un produit salaire sur E (On pourra utilisere qui préède).2) Soit F le sous-espae de E formé des polyn�mes de degré au plus 2. Pour tout
j ∈ N, on note ej le polyn�me qui à x assoie ej(x) = xj . On notera par abus de1



2language b la restrition de b à F .2a) Donner la matrie de b dans la base (e0, e1, e2) de F . Quel est le rang de ettematrie ?2b) Construire une base orthonormée (pour b) de F à partir de e0, e1 et e2.2) Donner la projetion orthogonale de e3 sur F .2d) En déduire l'expression de l'unique polyn�me P0 ∈ F tel que pour tout P ∈ F ,∫
1

0

(P0(x) − e3(x))2dx ≤

∫
1

0

(P (x) − e3(x))2dx(A justi�er ave soin).3) Soit H l'ensemble des polyn�mes P de F tels que P ′(0) = 0.3a) Démontrer que H est un espae vetoriel de dimension 2 dont on détermineraune base.3b) Quelle est la dimension de l'orthogonal de H pour b (Préiser ave soin le résultatde ours utilisé) ? Déterminer l'orthogonal de H .Exerie 3.1) Soit f : R → R une fontion ontiuue par moreaux, 2π-périodique. Donner ladé�nition des oe�ients de Fourier an(f), bn(f) et cn(f). Donner (en les démon-trant) l'expression des an(f) et bn(f) (n ∈ N) en fontion des cn(f) (n ∈ Z).2) Soit f : R → R une fontion 2π-périodique, impaire telle que
f(t) = t si 0 ≤ t < π/2 et f(t) = π − t si π/2 ≤ t ≤ π.2a) Traer le graphe de f sur l'intervalle [−2π, 2π].2b) Caluler les oe�ients de Fourier an(f) et bn(f) de f .2) Démontrer que pour t ∈ R,

f(t) =
+∞∑
p=0

4(−1)p

π(2p + 1)2
sin((2p + 1)t)(On énonera ave soin les résultats du ours utilisés). En déduire la valeur de

+∞∑
p=0

1

(2p + 1)2
.2d) Caluler 1

2π

∫
2π

0

f(t)2dt. Rappeler la relation entre e nombre et les an(f), bn(f)(Identité de Parseval). En déduire la valeur de +∞∑
p=0

1

(2p + 1)4
.


