
Topo B 2013-2014 Feuille d'exer
i
es 8

Exer
i
e 1. Soit P ∈ R[X ] un polyn�me à 
oe�
ients réels de degré > 0.
Montrer que g(x) = |P (x)| admet un minimum sur R.

Exer
i
e 2. On 
onsidère l'espa
e ve
toriel normé (C, |.|) : le plan 
omplexe C muni de la norme

donnée par le module dé�ni par |z| =
√

x2 + y2 si z = x+ iy ave
 x, y ∈ R.

Soit P ∈ C[z] un polyn�me à 
oe�
ients 
omplexes de degré > 0.
Pour tout z ∈ C, on pose g(z) = |P (z)|.
a) Montrer que g est 
ontinue.

b) Montrer que lim|z|→∞ g(z) = ∞.


) Montrer que g(z) admet un minimum en un point z0 ∈ C.

d) Véri�er que P (z0) = 0 [é
rire P (z0 + h) = P (z0) + bkh
k + · · ·+ bnh

n
℄.

Quel théorème avez-vous démontré ?

Connexité

Exer
i
e 3. Montrer que R2 − Q2
est 
onnexe par ar
s. Montrer que R2

privé du 
er
le unité

n'est pas 
onnexe par ar
s.

Exer
i
e 4. Montrer que ]0, 1[ et ]0, 1[2 ne sont pas homéomorphes. (Ce n'est pas un problème

de �taille� puisque Peano a montré qu'il existe des appli
ations 
ontinues et surje
tives de [0, 1]
dans [0, 1]2.)

Exer
i
e 5. Montrer que l'ensemble des matri
es diagonalisables est 
onnexe par ar
s.

Exer
i
e 6. 1) Soit A un ouvert 
onnexe par ar
s de R2
et x0 un point de R2

. Montrer que

A− {x0} est un ouvert 
onnexe par ar
s.

2) Soit A un ouvert 
onvexe de R2
et D une partie dénombrable de A. Montrer que A −D est


onnexe par ar
s (on pourra exhiber une in�nité non dénombrable de 
hemins disjoints reliant

deux points de A).

Exer
i
e 7. Soit Mn(C) (resp. Mn(R)) l'ensemble des matri
es n × n à 
oe�
ients 
omplexes

(resp. réels). Soient GLn(C) et GLn(R) les sous-ensembles 
omposés des matri
es inversibles.

1) Montrer que GLn(C) est 
onnexe par ar
s dans Mn(C) (on 
her
hera un 
hemin dans les

matri
es de la forme λM + (1− λ)Id et on pourra utiliser l'exer
i
e pré
édent.

2) Que dire de GLn(R) dans Mn(R) ?

Exer
i
e 8. Soient A et B deux ensembles d'un espa
e ve
toriel normé.

1) On suppose que A et B sont 
onnexes par ar
s et on suppose que A ∩ B 6= ∅. Montrer que

A ∪B est 
onnexe par ar
s. Que dire de A ∩B ?

2) On suppose que A et B sont deux ouverts et que A ∪ B et A ∩ B sont 
onnexes par ar
s.

Montrer que A et B sont 
onnexes par ar
s (indi
ation : pour relier deux points de A, prendre

un 
hemin h dans A ∪ B et 
onsidérer t1 = inf{t, h(t) ∈ B} et t2 = sup{t, h(t) ∈ B}).
Exer
i
e 9. On se pla
e dans le plan muni de sa topologie habituelle. On pose

E =

(

⋃

n≥1

{

1

n

}

× R+ ∪
[

1

n+ 1
,
1

n

]

× {n}
)

∪ {0} × R+ .

Représenter E. Montrer que E est 
onnexe mais n'est pas 
onnexe par ar
.

Exer
i
e 10. Montrer que G = {(x, sin 1

x
), x > 0} ∪ {0}× [−1, 1] ⊂ R2

est 
onnexe mais n'est

pas 
onnexe par ar
.
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Questions de 
ours [8 points℄ Soit (E, ||.||) un espa
e ve
toriel normé.

1) Donner la dé�nition d'une partie 
onnexe par ar
s A de E. Une partie A 
onvexe est-elle 
onnexe par

ar
s ? Justi�er la réponse.

2) Si K est une partie 
ompa
te de E, à quelle 
ondition une partie A de K est-elle 
ompa
te ? Est-
e

que la frontière ∂K est 
ompa
te ? Justi�er les réponses.

3) Si A et B sont deux 
ompa
ts de E, montrer que A ∪B est un 
ompa
t.

4) Donner une 
ondition su�sante pour que la réunion A ∪ B de deux parties A et B de E 
onnexes

par ar
s soit 
onnexe par ar
s. Justi�er.

Exer
i
e 1. [6 points℄ On 
onsidère l'espa
e ve
toriel normé (C, |.|) : le plan 
omplexe C muni de la

norme donnée par le module dé�ni par |z| =
√

x2 + y2 si z = x+ iy ave
 x, y ∈ R.

1) Montrer que les appli
ations f : t ∈ R 7→ eit ∈ C et g : z ∈ C 7→ z2 ∈ C sont 
ontinues.

Soit les trois parties de C muni de la norme |.| :

C={z ∈ C
∣

∣ |z| = 1}, C ′={(x, y) ∈ C
∣

∣ |z − 3| = 2} et B=C ∪ C ′
.

2) Dessiner 
es parties. Est-
e qu'elles sont 
ompa
tes ? 
onnexes par ar
s ? Justi�er.

3) Donner un exemple d'appli
ation 
ontinue surje
tive ϕ : C → B.

4) Montrer que B′ = B \{1} n'est pas 
onnexe par ar
 [on pourra utiliser la fon
tion z = x+ iy 7→ x−1℄.
5) Montrer que C et B ne sont pas homéomorphes.

Exer
i
e 2. [4 points℄

On 
onsidère dans R un 
ompa
t K ⊂ [0, 1[. Pour tout entier n > 0, on note Kn =
{

xn, x ∈ K
}

.

1) Justi�er l'existen
e d'un réel positif R < 1 tel que pour tout n > 0, Kn ⊂ B
(

0, Rn
)

.

2) Est-
e que les ensembles Kn sont 
ompa
ts ?

3) Montrer que l'ensemble A = {0} ∪ (∪n>0Kn) est 
ompa
t.

Exer
i
e 3. [12 points℄

Soit E l'espa
e ve
toriel des fon
tions 
ontinues sur l'intervalle [0, 1], muni de la norme

||f || = sup{|f(x)| , x ∈ [0, 1]}. On notera a la fon
tion identité de [0, 1] i.e. a(x) = x, ∀x ∈ [0, 1]. On


onsidère l'appli
ation L : E → E dé�nie par L(f) = af (produit de la fon
tion a par la fon
tion f )

pour toute f ∈ E.

1) Montrer que L est un endomorphisme 
ontinu de (E, ||.||) et déterminer |||L|||.
2) Est-
e que L est inje
tive ?

3) Montrer que ||f ||′ = ||L(f)|| dé�nit une norme. En étudiant la 
onvergen
e uniforme de la suite de

fon
tions dé�nie sur [0, 1] par ϕn(x) = x(1− x)n montrer que la norme ||.||′ n'est pas équivalente à ||.||.
4) Soit F = L(E) (l'image de E). Est-
e que la fon
tion g(x) =

√
x est dans F ?

5) Etudier la 
onvergen
e uniforme de la suite de fon
tions gn dé�nie sur [0, 1] par gn =
nx

n
√
x+ 1

· En
déduire que F n'est pas fermé (pour la norme ||.||).
6)Montrer que le sous-espa
e G = {f ∈ E|f(0) = 0} est fermé. En appliquant le théorème de Weierstrass

montrer que F = G.

7) Est-
e que les espa
es ve
toriels normés (F, ||.||) et (G, ||.||) sont 
omplets ?

8) Soient deux réels a ≤ b. Dans quels 
as

B = {f ∈ G| a ≤ f(x) ≤ b, ∀x ∈ [0, 1]}
est-il fermé ? 
ompa
t ?


