
Topo B 2012-2013 Feuille d'exer
i
es 6

Exer
i
e 1. On munit X = C0([0, 1],R) de la norme ‖.‖∞ asso
iée à la 
onvergen
e uniforme.

1) Montrer que l'ensemble A = {f ∈ X, f ne s'annule pas sur [0, 1]} est un ouvert de X. Donner son

intérieur, son adhéren
e et sa frontière.

2) Montrer que l'ensemble B = {f ∈ X, f s'annule en x0 = 1/2} est un fermé de X. Donner son

intérieur, son adhéren
e et sa frontière.

3) Montrer que l'ensemble C = {f ∈ X, f s'annule quelque part } est un fermé de X. Donner son

intérieur, son adhéren
e et sa frontière.

4) Que penser de l'ensemble D = {f ∈ X, f s'annule une fois et une seule sur [0, 1]} ? Montrer que son

intérieur est vide et que son adhéren
e est l'ensemble {f ∈ X, ∃ x0 ∈ [0, 1], f(x0) = 0 et f est soit

négative ou nulle, soit positive ou nulle sur 
ha
un des segments [0, x0] et [x0, 1]}.
5) On 
onsidère l'ensemble E = {f ∈ X, f est dérivable en x0 = 1/2}. Montrer que son intérieur est vide

(on pourra ajouter à f ∈ E une petite fon
tion 
ontinue bien 
hoisie). Montrer que E est dense dans X
(pour f ∈ X, on pourra appro
her f par une fon
tion a�ne sur un petit intervalle ]x0 − η, x0 + η[ bien

hoisi). L'ensemble E peut-il être fermé ou ouvert dans X ?

Exer
i
e 2. Soit E un espa
e ve
toriel normé.

1) Soit (An)n=1,...,N une famille �nie de sous-ensembles de E. Montrer que ∪n=1...NAn = ∪n=1...NAn.

2) Soit (An)n∈N une famille dénombrable de sous-ensembles de E. Montrer que ∪n≥0An n'est pas for
é-

ment égal à ∪n≥0An.

Exer
i
e 3. On munit le plan de la norme eu
lidienne. Montrer que le 
arré ouvert ]0, 1[×]0, 1[ n'est pas
une union �nie de boules ouvertes (indi
ation : on montrera que le 
arré fermé n'est pas réunion �nie de

boules fermées).

Dans les quatre exer
i
es suivants, E est un espa
e ve
toriel normé quel
onque et A et B
sont des parties de E.

Exer
i
e 4. 1) Montrer que si A est bornée, alors son intérieur

o

A et son adhéren
e A le sont aussi.

2) Montrer que A =
⋂

n∈N∗

⋃

x∈AB(x, 1

n
).

3) Montrer que si A est ouvert, alors sa frontière ∂A est d'intérieur vide. Donner un 
ontre-exemple

lorsque A n'est pas ouvert.

4) On suppose que A et B sont deux ouverts disjoints, montrer que

o

A et

o

B sont disjoints. Donner un


ontre-exemple lorsque A et B ne sont pas ouverts.

Exer
i
e 5. Pour tout A ⊂ E, on dé�nit α(A) =
o

A et β(A) =
o

A.

1) Montrer que si A ⊂ B alors α(A) ⊂ α(B) et β(A) ⊂ β(B).

2) Montrer que

o

A⊂ α(A) ⊂ A, et

o

A⊂ β(A) ⊂ A.

3) Montrer que α(α(A)) = α(A) et β(β(A)) = β(A).

4) Montrer par des exemples qu'il n'existe pas d'in
lusion entre α(A) et β(A).

5) Donner un exemple de partie A de R telle que A,

o

A, A, α(A), β(A), α(
o

A) et β(A) soient tous deux à

deux distin
ts.

Exer
i
e 6. 1) Montrer que A ∩B ⊂ A ∩B.

2) Montrer que, si A est ouvert, alors A∩B ⊂ A ∩B. Donner un 
ontre-exemple si A n'est pas supposé

ouvert.

3) Donner un exemple d'ouverts A et B tels que A ∩ B, A ∩ B, A ∩B et A ∩ B soient deux à deux

distin
ts.

Exer
i
e 7. On note A+B = {a+ b, a ∈ A, b ∈ B}.

1) Montrer que si A ou B est ouvert, alors A+B est ouvert.

2) Montrer que si A et B sont fermés, alors A+B n'est pas né
essairement fermé. (On pourra prendre

A = {(x, y) ∈ R
2| y = ex} et B = {(x, 0); x ∈ R})
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Question de 
ours : [2 points℄ Soit (E, ||.||) un espa
e ve
toriel normé et f : Rn → E une appli
ation

linéaire. Montrer que f est 
ontinue de (Rn, ||.||∞) dans (E, ||.||).

Exer
i
e 1. [2 points℄ Soit sur R
2
la forme linéaire f(x, y) = 2x − y. Déterminer |||f ||| dans le 
as où

R
2
est muni de la norme ||.||1.

Exer
i
e 2. [2 points℄ Soit E = {P ∈ R[X]
∣

∣P (0) = 0} (espa
e des polyn�mes à 
oe�
ients réels nuls

en 0) muni de la norme ||P || = sup{|P (t)|
∣

∣t ∈ [0, 1]}. Soit g la forme linéaire dé�nie par g(P ) = P (1/2).
Montrer que g est 
ontinue sur (E, ||.||) et déterminer |||g|||.

Exer
i
e 3. [2 points℄ Soit (E, ||.||) l'espa
e ve
toriel normé où E = C0[0, 1] (espa
e des fon
tions


ontinues sur [0, 1]) et ||h|| = sup{|h(t)|
∣

∣t ∈ [0, 1]}.

Soit ϕ : E → E l'endomorphisme dé�ni par ϕ(h)(t) =

∫ t

0

h(u)du.

Montrer que ϕ est 
ontinu et déterminer |||ϕ|||.

Exer
i
e 4. [8 points℄ Soit (E, ||.||) un espa
e ve
toriel normé. Les ensembles suivants sont-ils ouverts ?

fermés ? Justi�er dans 
haque 
as.

1) A1 = B(0, 1) \ {0}.

2) A2 = ∪0<r<1B(0, r) (où B(0, r) est la boule fermée de 
entre 0 et de rayon r).

3) A3 = B(0, 1) \ {0}.

4) Déterminer l'adhéren
e de B(0, 1).

Exer
i
e 5. [2 points℄

Montrer que l'ensemble F = {(x, y)
∣

∣y = 0 ou x ∈ N} est fermé dans R
2
muni par exemple de ||.||∞ [on

pourra 
onsidérer la fon
tion f(x, y) = y sin(πx)℄.


