
Topo B 2013-2014 Feuille d'exeries 5

Densité et Valeurs d'adhérene

Exerie 1. Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) des espaes vetoriels normés. Soit A une partie de E et soit

f : A → F une appliation ontinue. Si A′ ⊂ A est dense dans A montrer que f(A′) est dense dans

f(A).

Exerie 2. Soit α un nombre réel. On onsidère la suite (un)n∈Z dé�nie par un = nα [2π], où nα [2π]
est l'unique x ∈ [0, 2π[ pour lequel il existe k ∈ Z tel que nα = x+ 2kπ.

1) Soient n et p deux entiers distints de Z. Montrer qu'il existe q ∈ Z non nul tel que uq = |un − up|.
En déduire que s'il existe n et p distints tels que un = up alors α/π est rationnel.

2) Montrer que {un, n ∈ Z} est �ni si et seulement si α/π est rationnel.

3) On suppose que α/π est irrationnel. Soit ε > 0, montrer qu'il existe n 6= p dans Z tels que |un−up| < ε.
En déduire que {un, n ∈ Z} est dense dans [0, 2π[. L'ensemble {un, n ∈ Z} est-il dense dans [0, 2π] ?

4) On suppose que α/π est irrationnel. Montrer que {un, n ∈ N} est dense dans [0, 2π].

Exerie 3. En utilisant les exeries préédents, déterminer les valeurs d'adhérene des suites (un)n∈N∗

données par :

1) un =
(

n, (−1)n
)

2) un =
(

(−1)n, (−1)n+1
)

3) un =
(

1/n, cos(n)
)

4) un = zn où z ∈ C.

Continuité

Exerie 4. Soit (E, ||.||) un espae vetoriel normé et N une norme sur E.

Montrer l'équivalene des propriétés

i) ||.|| est plus �ne que N .

ii) N est ontinue sur (E, ||.||) entier.

iii) N est ontinue en 0.

Exerie 5. Soit f : E → R ontinue sur (E, ||.||). On suppose que f(E) ⊂ N. Montrer que f est

onstante.

Indiation : si x, y ∈ E, onsidérer g(t) = f(tx+ (1− t)y).

Exerie 6. Soit E = R[X] l'espae des polyn�mes à oe�ients réels.

1) Montrer que la formule ||P || =
∞
∑

k=1

|P (k)(0)| dé�nit une norme sur E.

2) Est-e que f : (E, ||.||) → (E, ||.||) dé�nie par f(P ) = P 2
est ontinue ?

Indiation : On pourra onsidérer la suite (Pn) où Pn(X) =
Xn

(n+ 1)n!
·

Exerie 7. Soit x ∈ Q. Il existe une unique ériture sous forme de fration irrédutible x =
p

q
ave

(p, q) ∈ Z× N et PGCD(p, q) = 1. On onsidère les fontions f, g dé�nies sur Q de la façon suivante :

a) f(x) =
p

p+ q
. Montrer que f est ontinue sur Q.

b) g(x) =
p2

p+ q
. Montrer que g n'est ontinue en auun point de Q.

Exerie 8. Est-e que les fontions f(x) = ex, g(x) = sinx sont lipshitziennes sur R ? sur [0, 1] ?



Normes triples

Exerie 9. Soit sur R2
la forme linéaire f(x, y) = x−

√
3y. Déterminer |||f ||| dans les deux as :

a) R2
est muni de la norme ||.||∞.

b) R2
est muni de la norme ||.||2.

Exerie 10. Soit E = R[X] muni de la norme ||P || = sup{|P (t)|
∣

∣t ∈ [0, 1]} (pourquoi 'est une norme

sur E ?). Soit a ∈ R et fa la forme linéaire dé�nie par fa(P ) = P (a).

1) Montrer que fa n'est pas ontinue pour ||.|| si a /∈ [0, 1].

2) Montrer que fa est ontinue pour ||.|| si a ∈ [0, 1]. Déterminer alors |||fa|||.

Exerie 11. Soit f : Rn → Rn
un endomorphisme dont A = (aij) est la matrie par rapport à la base

anonique ei de Rn
. Déterminer |||f ||| dans les deux as :

a) Rn
est muni de la norme ||.||∞ [Réponse : |||f ||| = max1≤i≤n

∑n
j=1 |aij |℄

b) Rn
est muni de la norme ||.||1.

Ouverts, fermés, adhérene, intérieur

Exerie 12. On munit R2
de la norme eulidienne.

Soit A la partie de R2
dé�nie par A = {(x, y) ∈ R2, x ≥ 0, y > 0, x2 + y2 ≤ 9} .

Donner un point qui est dans l'intérieur de A, un point qui est adhérent à A et dans A, un point qui est

adhérent à A mais pas dans A et un point qui n'est pas adhérent à A.

La partie A est-elle ouverte, fermée ? Donner son intérieur, son adhérene et sa frontière.

Reprendre les mêmes questions ave R2
muni de la norme ‖.‖∞ et ave R2

muni de la norme ‖.‖1.

Exerie 13. On munit R de la distane usuelle. Pour haque partie suivante, dire si elle est ouverte ou

fermée (ou ni l'une ni l'autre) et donner son intérieur, son adhérene et sa frontière.

A = [3,∞[∪[1,
√
2]

B = {1}∪]2, +∞[
C = ∪n∈N[n, n+ 1/2]
D = ∩n∈N]− 1

n+1 ,
1

n+1 [

E = {0} ∪ { 1
2n , n ∈ N}

F = (]− 1, 0] ∩Q) ∪ {4(−1)n + 1
n2 , n ≥ 1}

G = Q ∪ [1, 3[
H = Z+ xZ, x ∈ R.

Exerie 14. En onsidérant la fontion f : x ∈ R 7−→ x3 + x2 et l'ensemble E =]−∞, 0[, montrer que

f−1(E) n'est pas toujours égal à f−1(E). Y a-t-il forément une inlusion dans un sens ?

Exerie 15. On munit R2
de la distane usuelle. Pour haque partie suivante, dire si elle est ouverte

ou fermée et donner son intérieur, son adhérene et sa frontière.

A = {(x, y) ∈ R2 | max(x+ y, x− y) < 1}
B = [0, 1[×{0}
C = Q× Z

D = Q2 ∩ ([0, 2] × [−1, 0[)
E = {(x,min(x2, 1)), x ∈ R}
F = ∪x∈R [−| cos x|, | cos x|]× {x}.

Exerie 16. Soit n ∈ N∗
et soit E = Mn(R) l'ensemble des matries arrées n × n réelles que l'on

munit de la norme ||A||∞ = supi,j |aij |. Dire pour les parties suivantes si elles sont ouvertes, ou fermées,

et donner leur intérieur et leur adhérene.

1) L'ensemble des matries inversibles.

2) L'ensemble des matries orthogonales (i.e. {A ∈ E, tA.A = Id}).
3) L'ensemble des projeteurs (i.e. {A ∈ E, A2 = A}).

Exerie 17. Soit E un espae vetoriel normé et F un sous-espae vetoriel de E.

1) Montrer que F est un sous-espae vetoriel de E.

2) Si E est de dimension �nie, montrer que F = F .

3) Montrer que dans E = C0([0, 1],R) muni de la norme ‖.‖1, l'ensemble {f ∈ E, f(0) = 0} est un sev

de E qui n'est pas fermé.

4) Dans le as général, montrer que

o

F= ∅ ou F = E.


