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Normes

Exerie 1. Soient E un espae vetoriel réel et f, g : E → R deux fontions. On dit que f véri�e

l'inégalité triangulaire si f(u + v) ≤ f(u) + f(v) pour tous u, v ∈ E. Montrer que si f et g véri�ent

l'inégalité triangulaire alors il en va de même de f + g et max(f, g). Montrer par des exemples que e

n'est pas le as pour f − g et min(f, g).

Exerie 2. Pour haune des fontions R
2 → R suivantes, dire s'il s'agit ou non d'une norme. Si oui,

représenter graphiquement la boule unité.

1) f(x, y) = 1 ;

2) g(x, y) = 0 ;

3) h(x, y) = x+ y ;

4) i(x, y) = |x| ;

5) j(x, y) = |x+ y| ;

6) k(x, y) = |x+ y|+ |x− y| ;

7) l(x, y) = max(x, y) ;

8) m(x, y) = max(1 + x, y − x, 2x− y) ;

9) n(x, y) = max(max(x, 0) + max(y, 0),max(−x, 0) + max(−y, 0)).

Exerie 3. Etudier la onvergene simple, normale et uniforme de la série de fontions

∑

n≥1 un de

terme général un(x) =
x

n3 + x2
, x ∈ R.

Exerie 4. On onsidère E l'espae vetoriel des fontions polynomiales sur l'intervalle [0, 1] :

E =
{

P : [0, 1] → R| ∃n ∈ N, ak ∈ R, k = 0, · · · , n avec P (x) =

n
∑

k=0

akx
k, ∀x ∈ [0, 1]

}

On onsidère sur E les norme ||.|| et ||.||1 dé�nies par

||P || = sup{|P (t)|
∣

∣t ∈ [0, 1]} et ||P ||1 = max
k=0,··· ,n

|ak| si P (x) =

n
∑

k=0

akx
k.

1) Véri�er que ||.|| et ||.||1 sont bien des normes sur E.

2) En onsidérant les suites de fontions polynomiales Pn(t) = tn(1 − t)n et Qn(t) =
1

n

n
∑

k=0

tk montrer

que es deux normes ne sont pas omparables.

3) Soit la série entière

∑

k≥1

xk

k
. Quel est son rayon de onvergene ? onverge-t'elle simplement, normale-

ment, uniformément sur [0, 1] ? qu'en déduit on pour la suite (Sn) de (E, ||.||) dé�nie par

Sn(x) =

n
∑

k=1

(−1)k
xk

k
·

Exerie 5. 1) Soit Rn[X], l'ensemble des polyn�mes de degré inférieur ou égal à n ∈ N. On hoisit

x0, x1, x2, . . . , xn, (n+ 1) réels

distints. Montrer que ‖P‖ = supi=0..n |P (xi)| dé�nit une norme.

2) Pour n = 1, x0 = 0 et x1 = 1, déterminer et dessiner l'ensemble des (a, b) ∈ R
2
tels que les polyn�mes

aX + b forment la boule unité de R1[X] relativement à la norme i-dessus. Montrer que ette norme est

équivalente à la norme ‖aX + b‖1 = |a|+ |b|.

Exerie 6. L'expression ‖f‖ =
∫ 1
0 |f(x)|dx dé�nit-elle une norme

1) sur l'ensemble des polyn�mes réels d'une variable réelle dé�nis sur R ?

2) sur l'ensemble des fontions réelles ontinues sur R ?



Exerie 7. Soit ρ une fontion ontinue, positive ou nulle sur [0, 1] (appelée �poids�). Pour toute

fontion f ontinue sur [0, 1], à valeurs réelles, on pose

‖f‖ρ =

∫ 1

0
|f(x)|ρ(x) dx .

Soit Zρ = {x ∈ [0, 1], ρ(x) = 0} l'ensemble des zéros de ρ.

1) On suppose qu'il n'existe pas d'intervalle ]α, β[⊂ [0, 1] tel que ]α, β[⊂ Zρ (on dit que Zρ est d'intérieur

vide). Montrer que ‖.‖ρ dé�nit une norme sur l'espae vetoriel C([0, 1]) des fontions à valeurs réelles,

dé�nies et ontinues sur [0, 1].

2) Lorsque Zρ véri�e la propriété i-dessus, montrer que la norme ‖ ‖ρ est équivalente à la norme

‖f‖1 =

∫ 1

0
|f(x)|dx

si et seulement si Zρ = ∅.

Normes sur R
n

Exerie 8. Dans R
n
, aratériser les normes qui proviennent d'un produit salaire (indiation : si

la norme provient d'un produit salaire, omment à partir de la norme pouvez-vous redé�nir le pro-

duit salaire ?). Parmi les normes que vous onnaissez, quelles sont elles qui proviennent d'un produit

salaire ?

Exerie 9. Trouver la distane de l'origine de R
2
à S1 = {(cos θ, sin θ), θ ∈ R} pour les normes ‖.‖1,

‖.‖2 et ‖.‖∞.

Exeries généraux

Exerie 10. Soit E un espae vetoriel normé, et 〈 , 〉 un produit salaire sur E, qui dé�nit une

norme ‖ ‖ sur E. Montrer que la sphère S = {x ∈ E | ‖x‖ = 1} ne ontient auun segment [x, y] =
{tx+ (1− t)y ∈ E | t ∈ [0, 1]} ave x 6= y.

En déduire que sur l'espae des fontions réelles ontinues sur [0, 1], la norme

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|

ne provient pas d'un produit salaire.

Exerie 11. Soit E un espae vetoriel normé. Montrer que, pour tout x0 ∈ E, pour tout r > 0, la
boule B(x0, r) de entre x0 et de rayon r véri�e

B(x0, r) = {x0 + ry, y ∈ B(0, 1)} .

Exerie 12. Soit (Ei, ‖ ·‖Ei
), i = 1, 2, deux espaes vetoriels normés et E = E1×E2 l'espae vetoriel

produit muni d'une des normes

‖(x1, x2)‖E = max(‖x1‖E1
, ‖x2‖E2

), ou ‖(x1, x2)‖E =
(

‖x1‖
p
E1

+ ‖x2‖
p
E2

)
1

p
, p ≥ 1.

1) Véri�er que e sont bien des normes sur E.

2) Pour n ∈ N, soit xn = (x1,n, x2,n) dans E. Montrer que, si x = (x1, x2) ∈ E est une valeur d'adhérene

de la suite (xn)n dans E, alors, pour haque i = 1, 2, xi est une valeur d'adhérene de la suite (xi,n)n
dans Ei. Étudier la réiproque.

3) Montrer qu'une suite d'éléments de E onverge si et seulement si haque omposante onverge.

Exerie 13. Soit (X, ‖.‖X ), (Y, ‖.‖Y ) deux espaes vetoriels normés et f : X −→ Y une appliation.

1) Montrer que si f est ontinue, alors son graphe Γ = {(x, f(x)), x ∈ X} est une partie fermée de X×Y ,

'est-à-dire que tout point de X × Y limite d'une suite d'éléments de Γ appartient à Γ.

2) Montrer que la réiproque est fausse.

Exerie 14. Donner des exemples d'appliations bijetives ontinues dont la réiproque n'est pas

ontinue.


