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Questions de ours [6 points℄. Soit (E, d) un espae métrique.

A) 1) On dit que deux points x, y ∈ E sont liés par une ε-haîne dans E s'il existe une suite �nie de

points x = x0, x1, . . . , xN = y de E tel que d(xi, xi+1) < ε pour 0 ≤ i < N , et on érit dans e as

xRεy. Montrer que Rε est une relation d'équivalene et que les lasses d'équivalene sont des ouverts.

Rε est une relation d'équivalene : faile ! (voir ours). Notons Cε(x) la lasse d'équivalene de x ∈ E pour

la relation d'équivalene Rε. Si y ∈ Cε(x), il existe une suite �nie (xi)0≤i≤N telle que x0 = x, xN = y
et d(xi, xi+1) < ε. Pour tout point z ∈ B(y, ε), on obtient enore une ε-haîne en posant xN+1 = z,
don z ∈ Cε(x). Cei montre que B(y, ε) ⊂ Cε(x), par suite Cε(x) est un ouvert. Comme les lasses

d'équivalene forment une partition de E, haque lasse Cε(x) est le omplémentaire de la réunion des

autres lasses, de sorte que Cε(x) est aussi une partie fermée.

2) Rappeler la dé�nition d'un espae onnexe ; on donnera au moins deux formulations équivalentes.

Un espae métrique (E, d) est dit onnexe s'il ne peut être érit omme réunion E = F ∪ G de deux

parties F , G non vides et fermées dans E. De façon équivalente, E est onnexe ssi toute partie A non

vide de E qui est à la fois ouverte et fermée oïnide ave E tout entier ; ou enore si toute partie A de E
distinte de ∅ et de E est de frontière FrE(A) 6= ∅ ; ou enore, si toute appliation ontinue u : E → {0, 1}
est onstante.

3) Montrer que si E est onnexe, alors E est bien enhaîné, 'est-à-dire que pour tout ε > 0, deux

points quelonques peuvent être reliés par une ε-haîne. Donner un exemple montrant que la réiproque

est fausse. Si E est onnexe, alors Cε(x) est une partie ouverte et fermée non vide de E (on a x ∈ Cε(x)),
don Cε(x) = E. Cei montre que x peut être relié à tout autre point y par une ε-haîne, de sorte que E
est bien enhaîné. Un ontre-exemple pour la réiproque est donné par E = R∗ = ]−∞[∪ ]0,+∞[ qui est
bien enhaîné mais n'est pas onnexe. Un autre ontre-exemple un peu plus élaboré est donné par E = Q.
En e�et Q est bien enhaîné (on réalise une ε-haîne entre deux points x, y ∈ Q quelonques en posant

xi = x + i(y − x)/N ave N entier positif assez grand), mais Q est totalement disontinu. Pour voir e

dernier point, on utilise le fait haque omposante onnexe est ontenue dans l'intersetion des parties A
à la fois ouvertes et fermées ontenant x : or tout rationnel x admet un enadrement y < x < z par des

irrationnels y, z ∈ R r Q arbitrairement prohes (i.e. z − y < ε, ε > 0 quelonque donné d'avane), et

]y, z[Q:=]y, z[ ∩Q = [y, z] ∩Q est à la fois ouvert et fermé. Don C(x) ⊂ ⋂
[y, z] = {x}.

4) Montrer qu'un espae métrique ompat E est onnexe si et seulement s'il est bien enhaîné. L'im-

pliation E onnexe ⇒ E bien enhaîné est déjà onnue (question 3), don il reste à voir que pour E
ompat, E bien enhaîné ⇒ E onnexe, ou (par ontraposition) que (pour E ompat) E non onnexe

⇒ E n'est pas bien enhaîné. Mais si E = F ∪ G ave F , G parties fermées disjointes non vides, alors

δ = d(F,G) = infx∈F, y∈G d(x, y) > 0, ar l'inf est réalisé omme δ = d(x0, y0), x0 ∈ F , y0 ∈ G du fait de

la ontinuité de (x, y) 7→ d(x, y) sur F ×G. En prenant ε ∈ ]0, δ], on voit alors qu'un point x ∈ F et un

point y ∈ G ne peuvent être liés par une ε-haîne (xi), ar il y aurait un indie i tel que que xi ∈ F et

xi+1 ∈ G (on prend, disons, le plus grand i tel que xi ∈ F ), et don d(xi, xi+1) < ε ≤ δ, ontradition ;
don E n'est pas bien enhaîné.

5) Soient E, F des espaes métriques et u : E → F une appliation uniformément ontinue. Si A est

une partie bien enhaînée de E, montrer que u(A) est bien enhaînée. Soit ε > 0 quelonque. Comme

u est uniformémemnt ontinue, il existe δ > 0 tel que pour tous points x, x′ ∈ E on ait d(x, x′) < δ ⇒
d(u(x), u(x′)) < ε. Soient maintenant y, y′ ∈ u(A) deux points quelonques, et x, x′ ∈ A des points tels

que u(x) = y, u(x′ = y′. Comme A est bien enhaîné, il existe une δ-haîne (xi)0≤i≤N de points de A
telle que d(xi, xi+1) < δ. Si on pose yi = u(xi) ∈ u(A) on a alors

d(xi, xi+1) < δ ⇒ d(yi, yi+1) = d(u(xi), u(xi+1) < ε.

Comme y0 = u(x0) = u(x) = y et yN = u(xN ) = u(x′) = y′, ei montre que u(A) est bien enhaînée.

Question 6 (non posée dans le texte d'examen) On prend ii E = F = R2
, u : E → F telle que

u(x, y) = (x, yex), et en�n A = D∪G où D est la droite R×{0} et G = {(x, e−x)} le graphe de la fontion



x 7→ e−x
. La propriété 5) est-elle vraie si on suppose seulement u ontinue ? Qu'en est-il pour 5) si on

suppose u ontinue et A ompate ? Il est évident que D et G sont des parties fermées disjointes de R2
,

don par onstrution A = D∪G est non onnexe. Cependant D et G sont trivialement onnexes par ars

(G en tant qu'image de l'intervalle I = R par la fontion ontinue x 7→ γ(x) = (x, e−x)), don onnexes et
bien enhaînées. Comme D et G ontiennent les points (x, 0) et (x, e−x) dont la distane e−x

est inférieure

à ε > 0 donné d'avane pour x > x0 assez grand, on en déduit aisément que la partie A = D ∪ G est

bien enhaînée. Or, on voit que u(D) = R × {0} et u(G) = R × {1}, don u(A) = R × {0, 1} qui, à

l'évidene, n'est pas une partie bien enhaînée. L'image d'une partie bien enhaînée par une appliation

seulement supposée ontinue n'est don pas néessairement bien enhaînée. L'a�rmation est ependant

orrete lorsque A est ompate : il y a deux façons de le voir, soit on utilise la question 5) et le fait que

u est uniformément ontinue par le théorème de Heine, soit on utilise la haîne d'impliations onnues

A partie ompate bien enhaînée ⇒ A onnexe ⇒ u(A) onnexe ⇒ u(A) bien enhaînée.

B) Soit (E, ‖ . ‖) un espae vetoriel normé. Énoner et démontrer le théorème du point �xe.

Voir le ours. Il onvient de prendre une appliation ontratante ϕ : A → A où A est une partie omplète

de E (il su�t don que A soit fermée si E lui-même est omplet).

Exerie 1 [7 points℄. On onsidère l'espae C = C([0, 1],R) des appliations ontinues f : [0, 1] → Rn
et

l'espae ℓ∞ des suites réelles s = (sk)k∈N muni de la norme ‖s‖ = supk∈N |sk|.

1) Montrer que ‖ . ‖ est une norme sur ℓ∞ et que

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, ‖f‖1 =
∫ 1

0
|f(x)| dx

sont des normes sur C.
Le as de la norme N(s) = ‖s‖ sur ℓ∞ est un résultat du ours. On s'assure d'autre part du fait que

N(λf) = |λ|N(f) et N(f + g) ≤ N(f) + N(g) pour ‖ . ‖1 et ‖ . ‖∞, lorsque λ ∈ R et f, g ∈ C. Il faut
enore montrer que N(f) = 0 implique f = 0 (ou enore f 6= 0 ⇒ N(f) 6= 0). C'est immédiat pour

‖ . ‖∞. Pour ‖ . ‖1, ela résulte du fait que l'intégrale de la fontion ontinue |f(x)| ≥ 0 supposée non

identiquement nulle est > 0.

2) Soit a ∈ ]0, 1[. Pour ε > 0 petit, on onsidère la fontion fa,ε ∈ C telle que fa(x) = max(1−|x−a|/ε, 0).
Représenter le graphe de fa,ε et aluler les normes ‖fa,ε‖1 et ‖fa,ε‖∞. Les normes ‖ . ‖1 et ‖ . ‖∞ sont-

elles équivalentes ?

0 a−ε a a+ε 1

1

x

y

fa,ε

On voit aussit�t que ‖fa,ε‖∞ = 1 tandis que ‖fa,ε‖1 =
∫ 1
0 |fa,ε(x)| dx = ε (aire du triangle de base 2ε

et de hauteur 1), à ondition toutefois que ε ≤ min(a, 1 − a), sinon la base [a − ε, a + ε] du triangle

n'est pas ontenue dans [0, 1]. On a toujours ‖f‖1 ≤ ‖f |∞ mais l'inégalité opposée ‖f‖∞ ≤ C‖f‖1 est

ontredite par f = fa,ε en prenant ε < 1/C. Les normes ‖ . ‖1 et ‖ . ‖∞ ne sont don pas équivalentes

dans l'espae C.

3) On onsidère la suite de fontion ontinues fn(x) = min(n, 1/
√
x) (prolongée par fn(0) = n en x = 0).

Montrer que (fn) est une suite de Cauhy dans (C, ‖ ‖1). L'espae normé (C, ‖ ‖1) est-il omplet ?

L'espae normé (C, ‖ ‖∞) est-il omplet ?

2



0 1
p2
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n

p
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fp(x) = min
(
p, 1√

x

)

fn(x) = min
(
n, 1√

x

)

f(x) = 1√
x

Pour p ≥ n on voit que fp ≥ fn et que es fontions di�èrent seulement entre 0 et 1/n2
(zore olorée en

rose). On trouve don

‖fp − fn‖1 =

∫ 1/p2

0
(p − n)dx+

∫ 1/n2

1/p2

( 1√
x
− n

)
dx =

p− n

p2
+

(
2
[√

x
]1/n2

1/p2
− n

( 1

n2
− 1

p2

))
,

soit enore, après un alul faile,

‖fp − fn‖1 =
1

n
− 1

p
≤ 1

n
.

Pour p ≥ n ≥ n0(ε) = E(1/ε) + 1 > 1/ε, ette di�érene est < ε, et on voit don que (fn) est une suite

de Cauhy pour la norme ‖ . ‖1. Cependant, la suite (fn) ne peut pas onverger dans C. En e�et, on a

f(x) = limn→+∞ fn(x) = 1/
√
x pour tout x ∈ ]0, 1], et on voit intuitivement que ette limite n'est pas

dans C ; omme la limite simple n'est pas néessairement une limite pour la norme ‖ . ‖1, il faut tout de
même le voir rigoureusement en utilisant le onvergene pour la norme ‖ . ‖1 plut�t que la onvergene

simple. Si u ∈ C était la limite dans (C, ‖ . ‖1), on obtiendrait pour tout a ∈ ]0, 1] que la di�érene

∫ 1

a
|u(x)− fn(x)| dx ≤ ‖u− fn‖1

tend vers 0 quand n → +∞. Or, pour n assez grand (à savoir n ≥ 1/
√
a) on voit que fn oïnide ave

f sur [a, 1], don à la limite

∫ 1
a |u(x) − f(x)| dx = 0. Comme u − f est ontinue sur [a, 1] on en déduit

u(x) − f(x) = 0 sur [a, 1], et ei pour tout a > 0, don u(x) = f(x) sur ]0, 1] =
⋃

a>0 [a, 1]. Mais ei

est impossible puisque f ne peut pas se prolonger par ontinuité en 0. L'espae (C, ‖ . ‖1) n'est don pas

omplet. On a vu ependant en ours que (C, | . ‖∞ était omplet (ritère de Cauhy uniforme). Cei

redémontre d'une autre manière que les normes ‖ . ‖1 et ‖ . ‖∞ ne sont pas équivalentes.

4) Soit (xn)n∈N une suite de points de [0, 1]. Montrer que l'appliation u : C → ℓ∞ qui à f ∈ C assoie la

suite s = (f(xn))n∈N est une appliation linéaire ontinue de (C, ‖ ‖∞) vers (ℓ∞, ‖ ‖), et déterminer la

norme de u : f 7→ u(f) = s. L'appliation linéaire u est-elle ontinue de (C, ‖ ‖1) vers (ℓ∞, ‖ ‖) ?
Pour s = (sn)n∈N, sn = f(xn), il est lair que

‖u(f)‖ = ‖s‖ = sup
n∈N

|sn| = sup
n∈N

|f(xn)| ≤ sup
x∈[0,1]

|f(x)| ≤ ‖f‖∞ = 1× ‖f‖∞.

D'autre part, il est trivial de véri�er que l'appliation u : f 7→ u(f) = s est R-linéaire, don 'est une

appliation linéaire ontinue de norme |‖u|‖ ≤ 1. Mais omme l'égalité ‖u(f)‖ = 1 × ‖f‖∞ est atteinte

pour la fontion onstante f(x) = 1, on a en fait |‖u|‖ = 1.

5) On suppose que la suite (xn)n∈N est dense dans [0, 1]. Montrer que l'appliation linéaire u est alors une

isométrie de (C, ‖ ‖∞) dans (ℓ∞, ‖ ‖), 'est-à-dire que ‖u(f)‖ = ‖f‖∞ pour tout f ∈ C. En déduire dans

e as que u est injetive et que u(C) est un sous-espae fermé de (ℓ∞, ‖ ‖). Peut-on avoir u(C) = ℓ∞ ?
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Supposons que la suite (xn) soit dense dans [0, 1]. Alors tout point x ∈ [0, 1] est limite d'une ertaine

sous-suite (xnk
) extraite de (xn), et on a don

|f(x)| =
∣∣∣ lim
k→+∞

|f(xnk
)
∣∣∣ ≤ sup

n∈N
|f(xn)| = ‖s‖ = ‖u(f)‖.

En prenant le sup pour x ∈ [0, 1], on en déduit

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)| ≤ ‖u(f)‖.

Comme l'inégalité opposée ‖u(f)‖ ≤ ‖f‖∞ est déjà onnue, on a bien ‖u(f)‖ = ‖f‖∞, autrement dit u est

une isométrie. Si u(f) = 0, on voit que ‖f‖∞ = ‖u(f)‖ = 0, don f = 0, par onséquent u est injetive.

On voit que l'appliation linéaire u : C → u(C) ⊂ ℓ∞ réalise une isométrie de C sur l'espae normé u(C)
(bijetion préservant les normes). La omplétude de (C, ‖ . ‖∞) entraîne alors elle de (u(C), ‖ . ‖), et on
en déduit que u(C) est un sous-espae fermé de ℓ∞.

6) On suppose que la suite (xn)n∈N n'est pas dense dans [0, 1], et on hoisit un intervalle ouvert non vide

]c, d[ qui ne ontient auun point xn. Montrer que u n'est pas injetive dans e as.

Prenons f = fa,ε (telle que dé�nie à la question 2), ave a = 1
2(c + d) et ε = 1

2(d − c), de sorte que

]c, d[ = ]a − ε, a + ε[. Alors u(fa,ε) = 0, bien que fa,ε ne soit pas nulle. Cei montre que u n'est pas

injetive.

Exerie 2 [3 points℄. On onsidère R2
muni de la métrique eulidienne. On dé�nit :

A = {(x, y) ∈ R2 tel que |x| < y ≤ 2− x2}.

Dessiner A. Déterminer l'intérieur

◦
A et l'adhérene A. L'ensemble A est-il ouvert, fermé, ompat,

onnexe par ars ? Justi�er vos réponses.

x0 1−1

y

2

1A

y = 2− x2

y = xy = −x

Nous allons montrer que

◦
A= U := {(x, y) ∈ R2 tel que |x| < y < 2− x2} et A = F := {(x, y) ∈ R2 tel que |x| ≤ y ≤ 2− x2}.

En e�et U est un ouvert de R2
ontenu dans A (U est dé�ni par des inégalités strites mettant en jeu les

fontions ontinues de R2
dans R, f : (x, y) 7→ y − |x|, g : (x, y) 7→ (2− x2)− y, il s'agit de l'intersetion

des images inverses par f, g de l'intervalle ouvert ]0,+∞[ ⊂ R, don 'est un ouvert). Pour la même

raison (ave l'intervalle fermé [0,+∞[ ⊂ R), F est une partie fermée. On a don bien déjà

U ⊂
◦
A ⊂ A ⊂ A ⊂ F.

Pour justi�er l'égalité F = A, il faut enore montrer que F ⊂ A, e qui équivaut à F r A ⊂ A, et pour

ela il su�t de voir que les points de

F rA = {(x, y) ∈ R2 tel que y = |x|, |x| ≤ 1}
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sont bien adhérents à A. Cei est lair puisqu'on peut prendre (x, |x|) = limn→+∞(x, |x| + 1/n) ∈ A si

x ∈ ]−1, 1[, (1, 1) = limn→+∞(1−1/n, 1) ∈ A et en�n (−1, 1) = limn→+∞(−1+1/n, 1) ∈ A. En�n, pour

justi�er que

◦
A⊂ U , e qui équivaut à ArU ⊂ Ar

◦
A = A∩ ∁

◦
A = A∩ ∁A, il su�t de voir que tout point

de Ar U est dans l'adhérene de ∁A. Mais

Ar U = {(x, y) ∈ R2 tel que y = 2− x2, |x| < 1}

et on a bien (x, 2 − x2) = limn→+∞(x, 2 − x2 + 1/n) ∈ ∁A si x ∈ ] − 1, 1[. Comme

◦
A  A  A, on voit

que A n'est ni ouverte ni fermée. La partie A n'est don pas non plus ompate (puisque non fermée).

En�n il est lair que A est une partie onvexe ; en e�et, il résulte trivialement de la dé�nition que

toute intersetion de parties onvexes est onvexe, et A est l'intersetion des demi-plans P1 = {y > x},
P2 = {y > −x} (qui sont bien des onvexes) et de G− = {y < 2−x2} qui est aussi onvexe (partie située

sous le graphe de la fontion x 7→ f(x) = 2− x2, qui est telle que f ′′(x) ≤ 0, don onave (le graphe est

bien sûr une parabole)). En partiulier A est onnexe par ars, et don onnexe.

Exerie 3 [8 points℄. Les parties A et B sont indépendantes

A) Une suite un : R→ [0, 1] d'appliations ontinues, n ≥ 1 étant donnée, on pose

f(x) =

+∞∑

n=1

un(x) 2
−n, x ∈ R.

1) Étudier la onvergene de la série donnant f , et montrer que f est une appliation ontinue sur R.

Montrer également que f(R) ⊂ [0, 1].
Si vn(x) = 2−nun(x), nous avons par dé�nition ‖vn‖∞ = supx∈R un(x) 2

−n ≤ 2−n
, don il y a onvergene

normale sur R (de façon plus préise

∑+∞
n=1 ‖vn‖∞ ≤ 1 < +∞). Cei implique (théorème du ours sur la

onvergene normale des fontions ontinues) que la somme f(x) =
∑+∞

n=1 un(x) 2
−n

est ontinue, et il

est lair que 0 ≤ f(x) ≤ 1, don f(R) ⊂ [0, 1].

A partir d'ii, on hoisit pour fontion u1 : R→ [0, 1] la fontion périodique de période 1 telle que

u1(x) =





0 si 0 ≤ x ≤ 1/4
4x− 1 si 1/4 ≤ x ≤ 1/2
1 si 1/2 ≤ x ≤ 3/4
4(1 − x) si 3/4 ≤ x ≤ 1,

et on pose pour tout x ∈ R
un(x) = u1(10

n−1x).

2) Représenter graphiquement la fontion u1 sur l'intervalle [0, 3].

0 1/4 1/2 3/4 1 2 3

1

x

y

u1
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3) Montrer que un est lipshitzienne pour une ertaine onstante de Lipshitz que l'on préisera.

La fontion u1 est a�ne par moreaux. Sur haun des intervalles où u1(x) = ax + b est a�ne on a

|u1(x) − u1(y)| = |a| |x − y| et les valeurs possibles des pentes sont a = 0,±4, don dans tous les as

|u1(x)− u1(y)| ≤ 4|x− y|. Si [x, y] omporte plusieurs tronçons a�nes, un déoupage montre que l'on a

enore |u1(x)− u1(y)| ≤ 4|x− y|. On en déduit

|un(x)− un(y)| = |u1(10n−1x)− u1(10
n−1y)| ≤ 4|10n−1x− 10n−1y| = 4 · 10n−1 |x− y|,

don un est lipshitzienne de onstante de Lipshitz λ = 4 · 10n−1
.

4) Soit a1, a2, . . . , an, . . . ∈ {0, 1} une suite de hi�res binaires et α =
∑+∞

p=1 5ap10
−p

. Caluler la partie

frationnaire β de 10n−1α et en déduire que l'on a β ∈ [0, 1/10] si an = 0 et β ∈ [5/10, 6/10] si an = 1.
Caluler un(α) et en déduire que la restrition f : [0, 1] → [0, 1] est surjetive.
Si αp = 5ap est le p-ième hi�re de α en ériture déimale, nous avons

α = 0, α1 . . . αn−1αn . . . , 10n−1α = α1 . . . αn−1 + 0, αnαn+1 . . .

don la partie frationnaire β = 10n−1α − E(10n−1α) est β = 0, αnαn+1 . . . . Si αn = 5an = 0, on a

β ∈ [0, 1/10], et si αn = 5an = 5, on a β = 0, 5 + 0, 0αn+1αn+2 . . . ∈ [5/10, 6/10]. Maintenant, vu la

périodiité de période 1 de u1, on trouve

un(α) = u1(10
n−1α) = u1(E(10n−1α) + β) = u1(β)

{
= 0 si an = 0

= 1 si an = 1

Nous avons don un(α) = an et f(α) =
∑+∞

n=1 an 2
n
. Comme le terme de droite de ette égalité est un

nombre réel quelonque de l'intervalle [0, 1] en ériture binaire, on en onlut que f : [0, 1] → [0, 1] est
surjetive.

5) On dé�nit γ : [0, 1] → [0, 1]2 par γ(x) = (g1(x), g2(x)) ave

g1(x) =

+∞∑

n=1

u2n−1(x) 2
−n, g2(x) =

+∞∑

n=1

u2n(x) 2
−n.

Montrer que γ est une ourbe ontinue qui réalise une surjetion de l'intervalle [0, 1] sur le arré [0, 1]2

(une telle ourbe s'appelle une ourbe de Peano).

Le résultat de la question 1) (après remplaement de un par ũn = u2n ou ũn = u2n+1) montre que g1, g2
sont ontinues à valeurs dans [0, 1], don γ est bien une appliation ontinue de [0, 1] dans [0, 1]2. Par
ailleurs, le alul de la question préédente donne

g1(α) =
+∞∑

n=1

a2n−12
−n, g2(α) =

+∞∑

n=1

a2n2
−n.

On voit que les valeurs atteintes par g1(α) et g2(α) sont des réels arbitraires de [0, 1], qui peuvent être

�xés indépendamment puisque les indies p des hi�res ap qui y interviennent orrespondent à des parties

disjointes de N∗
(les entiers > 0 impairs et les entiers > 0 pairs).

(Question supplémentaire non posée) Montrer de même qu'il existe une ourbe ontinue surjetive de [0, 1]
sur [0, 1]p pour tout entier p ≥ 2.
Le même raisonnement montre que γ̃ : [0, 1] → [0, 1]p dé�nie par γ̃(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gp(x)) ave

gk(x) =

+∞∑

n=1

up(n−1)+k(x) 2
−n, 1 ≤ k ≤ p

est une surjetion ontinue de [0, 1] sur [0, 1]p, ar les parties Sk = {p(n − 1) + k ; n ∈ N∗}, 1 ≤ k ≤ p,
forment une partition de N∗

en p parties : Sk est l'ensemble des éléments de N∗
situés dans la lasse

de ongruene de k modulo p. Mais ei n'est qu'un exemple, on pourrait aussi prendre une partition

quelonque N∗ = S1 ∪ . . . ∪ Sp en p parties in�nies (néessairement dénombrables), indexer Sk omme

une suite roissante {sk,n}n∈N∗
et prendre gk(x) =

∑+∞
n=1 usk,n(x) 2

−n
.
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B) 1) On se propose ii d'étudier s'il peut exister une appliation ontinue bijetive ϕ : [0, 1] → [0, 1]2.
Montrer qu'une telle appliation serait un homéomorphisme de [0, 1] sur [0, 1]2. Pour c ∈ ]0, 1[ �xé, étu-
dier la onnexité de [0, 1] r {c} et de son image ϕ([0, 1] r {c}) = [0, 1]2 r {ϕ(c)}. Conlure.
L'espae [0, 1] est ompat. On sait que toute bijetion ontinue d'un espae ompat E sur un autre

espae métrique (F, d) est un homémorphisme (théorème du ours). Par onséquent, si ϕ était bi-

jetive, e serait un homéomorphisme (i.e. ϕ−1
serait ontinue elle aussi). Or si c ∈ ]0, 1[, l'espae

[0, 1] r {c} = [0, c[ ∪ ]c, 1] est non onnexe (réunion de deux ouverts disjoints de [0, 1]), tandis que

l'image ϕ([0, 1] r {c}) = [0, 1]2 r {ϕ(c)} est onnexe (un arré privé d'un point est onnexe par ars, et

même par ligne brisée, de façon triviale). Comme la onnexité est préservée par homéomorphisme, 'est

une ontradition.

2) On se plae maintenant dans l'espae ℓ∞ des suites réelles bornées s = (sk)k∈N muni de la norme

‖s‖ = supk∈N |sk|, et dans et espae on onsidère �l'hyperube� C = [0, 1]N des suites s telles que

0 ≤ sk ≤ 1 pour tout k. L'hyperube C est-il ompat ? Peut-il exister une ourbe ontinue surjetive

γ : [0, 1] → C ?

L'hyperube C est non ompat (vu en ours) : en e�et si en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ∈ C ⊂ ℓ∞ (ave le 1
en position n), alors ‖ep − eq‖∞ = 1 pour tous p 6= q, par onséquent (en) est une suite sans valeur

d'adhérene (auune sous-suite ne peut onverger). Il ne peut don exister de ourbe ontinue surjetive

γ : [0, 1] → C, sinon l'image C = γ([0, 1]) serait ompate omme image ontinue d'un ompat.

Question 3 (non posée dans le texte d'examen) On se plae de nouveau dans l'espae ℓ∞ et on

onsidère �l'hyperparallélépiède� P (r) des suites s = (sk) telles que 0 ≤ sk ≤ rk où rk est une suite de

réels positifs tels que limk→+∞ rk = 0. On dé�nit γ(x) = (r0g0(x), r1g1(x), . . . , rkgk(x), . . .) ave

gk(x) =

+∞∑

n=1

u2k(2n−1)(x) 2
−n.

Montrer que γ : [0, 1] → P (r) est une appliation ontinue de [0, 1] sur �l'hyperparallélépipède� P (r), puis
que γ est surjetive (pour e dernier point, on pourra observer que N × N∗ ∋ (k, n) 7→ 2k(2n − 1) ∈ N∗

est une bijetion).
Tout entier p ∈ N∗

se déompose de manière unique sous la forme p = 2k(2n−1), produit d'une puissane
de 2 et d'un fateur impair. Cei montre que N × N∗ ∋ (k, n) 7→ 2k(2n − 1) ∈ N∗

est une bijetion. Les

parties Sk = {p = 2k(2n− 1) ; n ∈ N∗}, k ∈ N, forment une partition dénombrable de N en parties elles-

mêmes dénombrables. D'après la question A)1), les omposantes x 7→ rkgk(x) de γ sont des appliations

ontinues de [0, 1] sur rk · [0, 1] = [0, rk]. Il reste à voir que γ elle-même est ontinue. Mais si ε > 0 est

donné, hoisissons N tel que k > N ⇒ rk < ε. Alors

‖γ(x) − γ(y)‖∞ ≤ max
(

max
0≤k≤N

rk|gk(x)− gk(y)|, ε
)

puisque les omposantes d'indie k > N ontribuent pour au plus ε. Comme les gk sont uniformément

ontinues sur le ompat [0, 1] (théorème de Heine), il existe δk > 0 tel que pour tous x, y ∈ [0, 1]
on ait |x − y| ≤ δk ⇒ rk|gk(x) − gk(y)| < ε. Prenons δ = min(δ0, δ1, . . . , δN ). Alors |x − y| ≤ δ ⇒
‖γ(x) − γ(y)‖∞ ≤ ε, et on voit que γ est uniformément ontinue de [0, 1] dans P (r). La surjetivité

résulte du fait que la famille (Sk)k∈N est une partition de N∗
en parties dénombrables in�nies et que

l'on peut atteindre haque omposante pk = rk
∑+∞

n=1 a2k(2n−1)2
−n ∈ rk · [0, 1] d'un point p ∈ P (r) en

hoissisant indépendamment les hi�res binaires ap pour p = 2k(2n − 1) ∈ Sk, exatement omme à

la question 5). Notons qu'il résulte de nouveau de e résultat que l'hyperparallélépipède P (r) est bien

une partie ompate de ℓ∞, omme on l'avait vu en ours, mais ii on a un résultat bien plus fort, et

hyperparallélépipède de dimension in�nie peut être �entièrement parouru� par une ourbe ontinue sur

un intervalle de temps ompat, 'est l'observation très surprenante faite par Peano !
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