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Résumé

L’étude des champs de vecteurs en dimension 3 et des flots qu’ils engendrent
est une branche des systèmes dynamiques qui utilise de nombreux outils issus de la
topologie de petite dimension. Dans mes travaux, et donc dans ce mémoire, je me
concentre en particulier sur l’usage des surfaces pour l’étude de tels flots.

Le problème principal est la meilleure compréhension possible des sections de
Birkhoff —des surfaces coupant toutes les orbites du flot et dont le bord est consti-
tué d’un nombre fini d’orbites périodiques— avec pour objectif une classification
complète. Cet objectif n’est pas atteint en général, mais on présente différents ré-
sultats dans cette direction.

Les sections de Birkhoff sont aussi utilisées comme outils. On présente deux
applications, d’une part pour la presque équivalence entre flots d’Anosov, et d’autre
part pour la construction d’exemples d’homéomorphismes de surface de type pseudo-
Anosov.

Enfin on donne une autre utilisation des surfaces pour la construction d’invariants
de champs de vecteurs avec la construction de deux invariants inspirés de la théorie
des nœuds : le tronc pour les champs préservant le volume, et le genre pour les
champs préservant le volume et qui sont dextrogyres.
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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire est consacré aux travaux que j’ai réalisé depuis ma thèse, soutenue
en juin 2011, et dédiés à l’utilisation des surfaces réelles pour l’étude topologique des
champs de vecteurs en dimension 3. Le but est d’introduire les notions importantes,
et de présenter les résultats principaux des articles publiés [Deh13, Deh15, DR17,
Deh17, DP18] et des prépublications [CD16, DL19, DS19, DR19]. Les articles [Baa07,
BDL18], consacrés aussi aux surfaces mais pas aux champs de vecteurs, ne sont pas
présentés ici.

Le problème principal est l’étude, et pourquoi pas la classification, des sections
de Birkhoff pour un champ de vecteurs non singulier (ou, par abus, pour le flot en-
gendré) sur une variété de dimension 3 compacte. Par définition, il s’agit de surfaces
compactes dont l’intérieur est transverse au champ de vecteurs et dont le bord est
tangent à celui-ci. De telles surfaces réduisent l’étude de la dynamique du champ à
celle de l’application de premier retour.

Historiquement, ces surfaces ont été introduites par Poincaré pour l’étude du
problème à trois corps restreint, lequel admet, pour certaines valeurs d’énergie (et
conjecturalement pour toutes), des disques ou des anneaux qui sont des sections
de Birkhoff. Également utiles pour l’étude des flots géodésiques comme remarqué
par Birkhoff, l’étude de l’ensemble des sections de Birkhoff pour un champ donné
n’en est qu’à ses balbutiements. C’est un thème commun et une motivation pour la
plupart des travaux présentés ici.

Si on s’intéresse aux objets plus simples que sont les surfaces de section globale
(autrement dit les sections de Birkhoff dont le bord est vide), la compréhension est
très bonne, grâce, d’une part, au critère de Schwartzman qui donne une condition
nécessaire et suffisante à l’existence de telles surfaces (voir l’article original [Sch57], et
ses revisites [Ful65, Sul76, Fri82]), et, d’autre part, aux travaux de Fried et Thurston
sur le genre des sections [Fri79, Thu86]. Ces résultats classiques sont présentés dans
le chapitre 2.

Pour les sections de Birkhoff, de nombreuses questions sont encore ouvertes. Par
exemple, il existe des flots n’admettant pas de section de Birkhoff (les flots sans or-
bites périodiques sur les sphères d’homologie), il existe des flots en admettant beau-
coup. À ce titre, mentionnons que le résultat principal des articles [DP18, Deh17]
est de démontrer que les flots géodésiques sur les orbifolds triangulaires hyperbo-

5



liques sont lévogyres, et donc admettent autant de sections de Birkhoff qu’on peut
l’espérer.

Mais entre les deux il n’est pas toujours facile de décider si un flot admet des
sections de Birkhoff, s’il en admet beaucoup, voire de contrôler leur genre. Dans cet
ordre d’idée, mentionnons que, si on sait que tout champ de vecteurs est proche d’un
champ admettant des orbites périodiques, on ne sait pas si tout champ est proche
d’un flot admettant au moins une section de Birkhoff.

La direction principale de mes travaux va vers les champs dont on sait qu’ils
admettent beaucoup d’orbites périodiques, et beaucoup de sections de Birkhoff. Le
principal sujet est l’étude des flots Anosov (ou plus généralement pseudo-Anosov)
transitifs, dont on sait que l’ensemble des orbites périodiques est dense, et dont Fried
et Brunella ont démontré qu’ils admettent des sections de Birkhoff. La question
suivante est une motivation importante
Question. (Fried 1983). Tout flot d’Anosov transitif admet-il une section de Birkhoff
de genre au plus 1 ?

Si Fried pose cette question, c’est parce que pour le plus simple des flots d’Anosov,
à savoir le flot géodésique sur une surface hyperbolique, il a démontré à l’aide d’une
construction remontant à Birkhoff que la réponse est positive. Cette question est
ouverte en général, et les résultats principaux de [Deh15, DS19], présentés dans le
chapitre 3, sont que la réponse est positive pour tous les flots géodésiques sur des
surfaces orbifoldiques hyperboliques.

Une fois que l’on sait qu’un flot admet une section de genre 1 (une sphère étant
exclue pour un flot d’Anosov à feuilletages orientables), on peut se demander s’il en
admet plusieurs, voire une infinité. Le résultat principal de [DS19], a priori surpre-
nant, est que pour les flots géodésiques, et en fait pour tout flot d’Anosov admettant
une section de Birkhoff torique, il y a bien une infinité de sections de genre 1. (Ce
résultat avait d’abord été démontré dans [Deh13] en autorisant en plus des revête-
ments finis.)

Les résultats susmentionnés montrent qu’en fait, l’ensemble des sections de Bir-
khoff pour les flots d’Anosov transitifs est en général très gros. Il est alors naturel de
chercher à y mettre de l’ordre. C’est ce qu’on commence à faire dans l’article [CD16]
où on classifie les classes d’isotopie de sections de Birkhoff à bord antithétique, une
condition restrictive mais assez naturelle, pour les flots géodésiques sur les surfaces
orbifoldiques hyperboliques. Dans ce cadre un peu particulier la classification se fait
grâce à un objet élémentaire qui était jusque là passé sous les radars : les normes
d’intersection associées aux multi-courbes sur les surfaces.

Autour de ce thème central, j’ai démontré quelques autres résultats.
D’abord, en utilisant les sections de Birkhoff à d’autres fins. Ainsi, dans le pre-

print [DL19], on s’intéresse aux applications de premier retour induite sur les sections
de Birkhoff, et on caractérise les homéomorphismes pseudo-Anosov obtenus à l’aide
de la construction de Birkhoff-A’Campo-Fried-Ishikawa.

D’autre part dans les articles [Deh13, DS19], on s’intéresse à la presque-équivalence
entre flots. Une question de Ghys est de savoir si pour toute paire de flots d’Ano-
sov transitifs, on peut passer de l’un à l’autre par un nombre fini de chirurgies de
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Dehn-Goodman-Fried (une sorte de théorème de Lickorish-Wallace dans le contexte
des flots Anosov). La question est ouverte en général, mais on montre à l’aide d’un
résultat de Minakawa [Min13] que la réponse est positive pour les flots d’Anosov
dits algébriques.

L’article [DR17] et le preprint [DR19] s’intéressent à un problème d’une toute
autre nature : la construction d’invariants pour les champs de vecteurs à homéomor-
phisme près. Ce que nous faisons, c’est dans le premier article d’utiliser un invariant
de nœuds dont la définition repose sur la notion de surface transverse, le tronc, pour
construire un invariant semblable pour les champs de vecteurs, et dans le second
d’utiliser des résultats sur les surfaces transverses pour construire un invariant des
champs de vecteurs dextrogyres, le genre.

Le mémoire se termine par un chapitre sur des perspectives et projets pour les
années futures.
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Chapitre 2

Flots et sections globales

Ce chapitre contient des rappels sur les flots et sur la théorie de Schwartzman-
Fuller-Sullivan-Fried pour les flots et champs de vecteurs [Sch57, Ful65, Sul76, Fri82].
Elle contient des rappels, mais aucun résultat personnel n’y est présenté.

La notion de section locale pour un champ de vecteurs est couramment utilisée
pour l’étude des systèmes dynamiques. Il s’agit de considérer des surfaces ouvertes
(souvent des disques) qui coupent toutes les orbites dans un voisinage d’une orbite
donnée. L’application de premier retour sur cette surface, souvent appelée applica-
tion de Poincaré et qui n’est souvent que partiellement définie, fournit alors des
informations utiles.

Ici on étudie la notion plus restrictive de section globale, qui requiert que la
surface considérée soit fermée et coupe toutes les orbites du flot. Afin d’adapter
dans le chapitre suivant les résultats aux sections de Birkhoff, on travaille dans une
variété M de dimension 3, orientée, compacte, dont le bord est une union (éventuel-
lement vide) de tores de dimension 2. Ce contexte est légèrement plus général que
le concept classique de section globale, mais les résultats s’y étendent sans peine.

On supposeM munie d’un champ de vecteurs X, tangent au bord ∂M , de classe
au moins C1 (dans ce mémoire on s’intéresse peu aux questions de régularité, celle-ci
est toujours supposée suffisante). On note φX : R×M →M le flot induit par X.

2.1 Exemples de flots

On s’intéresse exclusivement à des champs de vecteurs en dimension 3. Les
exemples jouent un rôle prépondérant, aussi va-t-on en présenter queques-uns : le
flot de Hopf, les flots géodésiques et les flots pseudo-Anosov.

2.1.a Le flot de Hopf

Si on voit la sphère S3 comme plongée dans C2, alors tout point est de la forme
(z1, z2) avec |z1|2 + |z2|2 = 1. Le flot de Hopf est alors défini par φtHopf(z1, z2) :=
(eitz1, e

itz2). En dérivant en t = 0, on voit que le champ qui l’engendre est donné
par XHopf(z1, z2) := (iz1, iz2).
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Toutes les orbites de φHopf sont périodiques de période 2π. Ce sont des grands
cercles orientés dans S3. L’enlacement entre deux tels grands cercles est +1.

2.1.b Les flots de Seifert

Une variante du flot de Hopf est obtenu avec le flot de Seifert de paramètres
(α, β) ∈ R2. Il est défini par φtα,β(z1, z2) := (eiαtz1, e

iβtz2). Le champ qui l’engendre
est donné par Xα,β(z1, z2) := (iαz1, iβz2). Les deux cercles d’équation z2 = 0 et
z1 = 0 sont encore des orbites périodiques, de périodes respectives 2π/α et 2π/β.
Les autres orbites sont périodiques si, et seulement, le rapport α/β est rationnel,
et dans ce cas ce sont des nœuds toriques de type (p, q), avec p, q entiers premiers
entre eux et tels que p/q = α/β. La période de ces orbites est alors 2π/pgcd(α, β).

2.1.c Les flots géodésiques

Si Σ est une surface de Riemann, alors on définit T1Σ comme le fibré unitaire
tangent de Σ, c’est-à-dire le sous-ensemble de TΣ formé des vecteurs de norme 1.
C’est un fibré en cercle au-dessus de Σ, et donc une variété de dimension 3.

Si γ est une géodésique orientée sur Σ paramétrée à vitesse 1, on peut considérer
son relevé, qu’on note →γ, qui est l’ensemble des vecteurs tangents de la forme (γ(t), γ̇(t)).
On définit le flot géodésique φgeod comme le flot dont les orbites sont les →γ, soit
φtgeod(γ(0), γ̇(0)) := (γ(t), γ̇(t)).

On peut généraliser un peu. Une surface orbifoldique O est une surface qui
est localement définie comme le quotient d’un ouvert simplement connexe d’une
surface de Riemann par un groupe fini d’isométries. Nous ne nous intéressons qu’aux
groupes préservant l’orientation, de sorte que les groupes finis d’isométries sont de
la forme Z/kZ 1. Dans ce cas, les points où le groupe est non trivial sont isolés. On
appelle un tel point conique et l’entier k correspondant ordre du point conique.

La courbure d’une surface orbifoldique est définie en se plaçant dans un revête-
ment local. Une telle surface n’admet pas toujours de revêtement universel, dans ce
cas on parle de mauvais orbifold, sinon on parle de bon orbifold.

La classification des bons et mauvais orbifolds en dimension 2 et de leurs revête-
ments universels a été faite par Thurston ; la plupart des surfaces orbifoldiques sont
bonnes [Thu80]. Pour l’énoncer, on définit la caractéristique d’Euler orbifoldique :
si Og;k1,...,ks est une surface orbifoldique de genre g avec points coniques d’ordre
k1, . . . , ks, on pose χ(Og;k1,...,ks) := 2− 2g −

∑s
i=1(1− 1

ki
).

2.1.1 Proposition (Thurston). Soit Og;k1,...,ks une surface orbifoldique orientable.

1. Autoriser des groupes renversant l’orientation est intéressant, mais mène à des exemples qui
ne sont pas pseudo-Anosov au sens classique, ce qui est un problème pour nous.
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— Si g = 0 et s = 1, ou si g = 0, s = 2 et k1 6= k2, alors Og;k1,...,ks est une
mauvaise surface orbifoldique.

— Sinon Og;k1,...,ks est une bonne surface orbifoldique et elle est de type spérique,
euclidienne ou hyperbolique selon que sa caractéristique d’Euler orbifoldique
est positive, nulle ou négative.

Quand on a affaire à une bonne surface orbifoldique, on peut directement considé-
rer le flot géodésique sur le revêtement universel, et passer au quotient. En particulier
si O est à courbure −1 constante, alors le flot géodésique est donné par le quotient
de (T1H2, φgeod) par un groupe fuchsien.

2.1.d Les flots de suspension

Si S est une surface et f : S → S un homéomorphisme, alors on peut considérer
la variété de suspension Mf définie comme S × [0, 1]/(x,1)∼(f(x),0). Elle est natu-
rellement munie du flot de suspension, noté φsus, qui est le flot engendré par le
champ ∂

∂z
tangent à la seconde variable.

2.1.e Les flots pseudo-Anosov

Un flot φt est dit topologiquement Anosov s’il admet deux feuilletages inva-
riants transverses, l’un contractant et l’autre dilatant (c’est-à-dire contractant si on
renverse le temps), appelés feuilletages stable et instable. Puisque le feuilletage est
invariant, les feuilles sont des réunions d’orbites. Le terme topologiquement vient du
fait que la propritété donnée est topologique et ne dépend que du feuilletage orienté
donné par les orbites de φ et non du paramètre temporel.

Les flots géodésiques sur les fibrés unitaires de surfaces orbifoldiques hyperbo-
liques sont des exemples importants de flots d’Anosov. Les feuilletages invariants
sont donnés par les directions asymptotiques : deux points sont sur la même feuille
stable s’ils admettent des relevés dans le fibré unitaire tangent du revêtement uni-
versel T1H2 qui pointent vers le même point à l’infini. Les suspensions d’automor-
phismes linéaires hyperboliques de T2 également. Ces deux exemples forment la
classe des flots d’Anosov algébriques.

Si on donne cette définition topologique, c’est parce qu’elle se généralise : un
flot φt est dit pseudo-Anosov s’il admet deux feuilletages singuliers invariants
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transverses, l’un contractant et l’autre dilatant. Par singulier, on autorise un nombre
fini d’orbites de φt à appartenir à la frontière de plsu de deux feuilles. Les orbites
singulières sont les mêmes pour les deux feuilletages, et le nombre de feuilles aux-
quelles une telle orbite appartient est appelé indice de l’orbite. Ainsi, une orbite
régulière est d’indice 2.

Les suspensions d’homémorpismes pseudo-Anosov de surfaces sont des exemples
de flots pseudo-Anosov.

2.1.f Éclatement d’une orbite périodique

Si φt est un flot sur une variété M et γ une orbite périodique de φt, on peut
considérer l’éclatement (ou compactification normale) Mγ de M le long de γ :
c’est la variété M \ γ ∪ S(Nγ) où S(Nγ) est le fibré sphérique normal à γ dans M .
Celui-ci est l’espace des rayons du fibré normal TM/Tγ. Autrement dit chaque
point p de γ est remplacé par le cercle de ses directions normales. Si le champ X
engendrant φt est de classe Ck, on peut étendre X en un champ Xγ de classe Ck−1

sur Mγ. Pour cela, il est plus commode de décrire le flot (φγ)
t induit : si p est un

point de M \ γ on pose (φγ)
t(p) := φt(p), et si (p, n) est un point de S(Nγ), on pose

(φγ)
t(p, n) := (φt(p), Dφt(p)(n)). Le bord S(Nγ) de Mγ est alors un tore qu’on peut

identifier à γ × S1 et qui est invariant par Xγ.

Si φt est un flot pseudo-Anosov et γ une orbite périodique d’indice k, alors le
flot Xγ a 2k orbites périodiques sur γ × S1, dont k attractives et k répulsives.

2.2 Définition et exemples de sections globales

Voici la notion centrale, elle n’est pas spécifique à la dimension 3, mais c’est là
qu’elle nous intéresse. Pour une définition en dimension n quelconque, il suffit de
remplacer surface par hypersurface de dimension n−1.

2.2.1 Définition. Une surface transverse pour (M,X) est une surface compacte
orientée à bord (S, ∂S) plongée dans (M,∂M) telle que

1. en tout point p de S, le champ X est positivement transverse à S
(c’est-à-dire 〈X(p)〉 ⊕ TpS = TpM),

2. en tout point p de ∂S, le champ X est positivement transverse à ∂S dans ∂M
(c’est-à-dire 〈X(p)〉 ⊕ Tp∂S = Tp∂M).
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On dit que (S, ∂S) est une section globale pour
(M,X) si de plus

3. il existe un T > 0 tel que, pour tout point
p de M , il existe t ∈ [0, T ] tel que φtX(p) est
dans S (c’est-à-dire φ[0,T ]

X (S) = M).

2.2.2 Exemple. Si X est un champ constant égal à (x1, x2, x3) sur T3, alors tout
tore de la forme ei = cste est une section globale pour (T3, X) si xi est non nul.

2.2.3 Exemple. Plus généralement, si X est un champ de vecteurs sur T3 tel que
la i-ème coordonnée est toujours positive, alors tout tore de la forme ei = cste est
une section globale pour (T3, X).

2.2.4 Exemple. Prenons un tore plein de la forme D2 × S1 muni d’un champ dont
la deuxième coordonnée est toujours positive. Alors tout disque de la forme D2×{∗}
est une section globale. Il s’agit ici d’une section avec du bord, puisque la variété
ambiante D2 × S1 en a aussi.

Remarquons que si (S, ∂S) est une section globale pour (M,X), alors φX induit
une application de premier retour sur (S, ∂S), notée ici fX,S.
Quitte à multiplier X par une fonction scalaire λ,
on peut supposer le temps de premier retour
sur (S, ∂S) constant égal à 1. Dans ce cas, on a un
homéomorphisme entre (M,λX) et la suspension
du difféomorphisme fX,S qui conjugue les champs
de vecteurs :

(M,λX) ' (S × [0, 1]/(p,1)∼(fX,S(p),0),
∂

∂z
).

2.3 Critère de Schwartzman

On donne maintenant un critère nécessaire et suffisant pour l’existence de sec-
tions globales. Pour le motiver, on commence par une remarque sur les orbites pério-
diques et leur intersection avec la section globale. Ensuite on donne deux définitions
des cycles asymptotiques, dûes à Schwartzman et Sullivan respectivement. Enfin on
donne le critère.

2.3.a Intersection homologique

Si (S, ∂S) est une section globale pour (M,X), alors pour tout orbite périodique γ
de X, les points d’intersection entre S et γ sont transverses, et même positivement
transverses, par la définition des sections globales. Par conséquent, en considérant
les classes [γ] et [S, ∂S] dans H1(M ;R) et H2(M,∂M ;R) respectivement et l’appa-
riemment 〈·, ·〉 entre ces deux espaces donné par l’intersection, on a

〈[γ], [S, ∂S]〉 > 0.
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Par conséquent, si on note PerX l’ensemble des orbites périodiques de X et
[PerX ] ⊂ H1(M ;R) l’ensemble de leurs classes d’homologie, alors [PerX ] est inclus
dans le demi-espace ouvert défini par 〈·, [S, ∂S]〉 > 0.

Ainsi une condition nécessaire à l’existence d’une section globable est l’existence
d’un hyperplan rationel tel que que [PerX ] est situé d’un seul côté de cet hyperplan.

On peut se demander si la condition précédente est suffisante. Elle ne l’est pas. En
effet, il existe des flots sans orbite périodique, par exemple un flot linéaire de pente
irrationnelle sur un tore, ou un contre-exemple à la question de Seifert comme le flot
de Paul Schweitzer ou ceux de Kristina et Greg Kuperberg [Sch74, Kup94, KK96].
Dans ces exemples, l’ensemble [PerX ] est vide, mais il y a des sections globales pour
les flots linéaires sur les tores et il n’y en a pas pour les contre-exemples à la question
de Seifert.

Pour arriver à une condition suffisante, il faut enrichir l’ensemble [PerX ]. C’est
ce qu’on va faire avec les cycles asymptotiques.

2.3.b Orbites quasi-périodiques et cycles asymptotiques à la Schwartz-
man

De même qu’on peut associer une classe d’homologie à toute orbite périodique,
on peut associer une (ou plusieurs) classe(s) d’homologie à toute mesure invariante.
Voici la construction initiale de Sol Schwartzman [Sch57].

Soit p un point deM et t un temps positif. Les points φtX(p) et p peuvent être re-
liés par un arc qu’on note α(p, t). SupposonsM munie d’une métrique Riemanienne,
on peut alors choisir α(p, t) de longueur bornée par le diamètre de M . L’arc α(p, t)
n’est pas défini de façon unique.

2.3.1 Définition. Soit M compacte et X un champ de vecteurs. Soit p un point
de M et t > 0. On appelle orbite quasi-périodique la courbe kX(p, t) obtenue en
concaténant l’arc d’orbite φ[0,t]

X avec un arc α(p, t) décrit ci-dessus.

L’arc α(p, t) n’étant pas unique, la courbe kX(p, t) ne dépend pas uniquement
de p et t. Néanmoins, plusieurs constructions (voir aussi le chapitre 6) ne dépendent
pas des choix. La construction de cycles asymptotiques est la plus simple d’entre
elles.

2.3.2 Définition. Soit (pn)n∈N une suite de points quelconques de M et (tn)n∈N
une suite de réels tendant vers +∞. Alors tout point d’accumulation de la suite
( 1
tn

[kX(pn, tn)])n∈N est appelé cycle asymptotique élémentaire de Schwartz-
man. Le cône convexe engendré par les cycles asymptotiques élémentaire est appelé
cône de Schwartzman, noté SchwX , et ses éléments cycles asymptotiques de
Schwartzman.

2.3.c Mesures invariantes et cycles asymptotiques à la Sullivan

On donne une autre définition, un peu plus abstraite, mais ne s’appuyant pas
sur les valeurs d’adhérence et ne nécessitant pas de prendre une enveloppe convexe
qui peut sembler arbitraire.
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2.3.3 Définition. Une mesure de Borel positive µ sur M est dite X-invariante
si, pour tout Borélien A, on a µ(φtX(A)) = µ(A). On note MesX l’ensemble des
mesures de Borel positives X-invariantes.

2.3.4 Exemple. Toute orbite périodique γ de X donne une mesure X-invariante,
notée δγ, définie par δγ(A) := Leb{t ∈ [0, per(γ)] | φtX(p0) ∈ γ}, où p0 est un point
quelconque de γ. Le poids total de δγ est la période de γ.

2.3.5 Exemple. Si M est munie d’une structure riemannienne et que X est à
divergence nulle, alors le volume riemannien est une mesure X-invariante.

On voit immédiatement que l’ensembleMesX des mesures invariantes forme un
cône convexe. Le théorème de Krylov-Bogoliubov affirme que, pourvu que M soit
compacte, il existe une mesure de probabilité X-invariante. AinsiMesX est toujours
non vide.

De même qu’on peut associer une classe d’homologie à toute orbite périodique,
on peut associer une classe d’homologie à toute mesure invariante. Le point de
vue initial de Schwartzman était d’approcher une mesure invariante par une suite
d’orbites presque périodiques. On donne maintenant la construction plus concise via
les cycles feuilletés de Sullivan.

Soit µ une mesure X-invariante. On définit cµ : Ω1(M ;R)→ R par

cµ(f) :=

∫
M

f(X(p)) dµ(p),

c’est une forme linéaire sur l’ensemble des 1-formes sur M , c’est-à-dire un élément
du dual topologique de Ω1(M ;R). On vérifie que si f est une 1-forme exacte, alors cµ
s’annule (c’est ici que le caractère X-invariant est utilisé). Par conséquent cµ descend
en une forme linéaire, notée [cµ], sur H1(M ;R), et s’identifie donc canoniquement à
un élément de H1(M ;R).

2.3.6 Définition. Soit µ ∈ MesX , le cycle feuilleté associé est l’élément [cµ]
de H1(M ;R) défini ci-dessus.

En particulier, puisque c’est l’image de l’ensemble des mesures invariantes par
une application linéaire, l’ensemble des cycles feuilletés d’un flot forme un cône
convexe. On retrouve en fait l’ensemble des cycles asymptotiques de Schwartzman :

2.3.7 Théorème (Sullivan 1976). L’ensemble {[cµ] |µ ∈MesX} coïncide avec SchwX .

2.3.8 Exemple. Pour γ une orbite périodique de X et f une 1-forme fermée, on
a [cδγ ](f) =

∫
M
f(X(p)) dδγ(p) =

∫ per(γ)

0
f(X(φtX(p0))) dt =

∫ per(γ)

0
f(

dφtX(p0)

dt
) dt =

f([γ]) = [γ]([f ]), via l’identification canonique de (H1)∗ avec H1. Le cycle asympto-
tique [cδγ ] coïncide donc avec [γ].

2.3.9 Exemple. Si µ est une mesure de probabilité X-invariante et ergodique,
alors le théorème de récurrence de Poincaré implique que µ-presque tout point est
récurrent. Soit p0 un tel point, et notons pt := φtX(p), alors il existe une suite de
temps tn tels que ptn tend vers p. La suite ( 1

tn
[kX(p0, tn)])n∈N tend alors vers [cµ]. Le

cycle [cµ] est donc un cycle élémentaire au sens de la définition 2.3.2.
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2.3.d Le critère

On peut maintenant formuler le critère, dû à Schwartzman dans les cas des tores,
puis généralisé et redémontré par Fuller, puis Sullivan, puis Fried. On l’énonce en
dimension 3, mais la preuve est valide en dimension quelconque.

2.3.10 Théorème (Schwartzman 1957). SoitM une variété compacte à bord torique
et X un champ de vecteurs sur M . Alors une classe σ ∈ H2(M,∂M ;Z) contient une
section globale pour φX si, et seulement si, le cône SchwX est inclus dans le demi-
espace d’équation 〈·, σ〉 > 0.

2.3.11 Exemple. Si X = (x1, . . . , xn) est un champ constant sur Tn, alors SchwX

est simplement la demi-droite R+ · (x1, . . . , xn) ⊂ Rn. Tout hyperplan transverse à
cette droite est bien une section globale.

2.3.12 Exemple. Un flot sur S3, ou plus généralement sur une sphère d’homologie
rationnelle, n’admet aucune section globale. En effet H1(M ;R) est dans ce cas réduit
à {0}.

2.3.13 Exemple. Le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent à une surface n’ad-
met aucune section globale. En effet, si →γ est une orbite quelconque correspondant
au relevé d’une géodésique orientée γ, alors la géodésique γ parcourue dans le sens
opposée donne une orbite ←γ qui est opposée, au sens où, pour tout cycle c obtenu
comme point d’accumulation de →γ, le cycle −c peut être obtenu comme point d’ac-
cumulation de ←γ. Ainsi le cône de Schwartzman contient 0, et donc le flot géodésique
n’admet aucune section globale.

Le sens difficile de la preuve est le sens direct : trouver une surface de section
globale dans la classe σ sachant qu’elle intersecte positivement tous les cycles asymp-
totiques. Plusieurs preuves existent [Sch57, Ful65, Sul76, Fri82]. Sullivan utilise le
théorème de Hahn-Banach sur l’espace des formes linéaires. La preuve de Fuller re-
pose sur l’idée de moyenne : partant d’une 1-forme f duale de σ, par compacité,
l’évaluation de la forme ft := 2

t

∫ t
−t(φ

t)∗(f) dt est strictement positive sur X pour
t assez grand. La fonction p 7→

∫ p
p0
ft mod 1 donne alors une fonction de M vers

S1 dont la différentielle est ft. Un niveau quelconque de ft est alors une surface de
section globale pour X dont la classe d’homologie est σ.

2.3.e Sections globales pour les flots pseudo-Anosov

Lorsque M n’a pas de bord et que X est un flot d’Anosov, Fried a remarqué
que l’ensemble SchwX a une forme particulière [Fri82]. En fait, l’argument de Fried
marche directement pour tous les flots pseudo-Anosov, également sur les variétés à
bord.
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2.3.14 Théorème (Fried 1982). Soit (M,∂M) une variété de dimension 3 et X
un flot pseudo-Anosov sur (M,∂M), alors on a SchwX = Conv(R.PerX). De plus,
SchwX n’a qu’un nombre fini de rayon extrémaux.

Autrement dit SchwX est un cône polyhédral dont les rayons extrémaux sont
donnés par certaines orbites périodiques de X.

La clé est l’existence de partitions de Markov finies pour les flots pseudo-Anosov,
démontrée par Ratner pour les flots d’Anosov et dont la construction s’étend aux
flots pseudo-Anosov [Rat73, FLP79, Bru94a]. Fried montre que les orbites extrémales
sont alors un sous-ensemble des orbites coupant au plus une fois chaque rectangle de
la partition [Fri82]. Or il y a au plus k! telles orbites périodiques, où k est le nombre
de rectangles de la partition.

Puisque la construction de partitions de Markov pour un flot pseudo-Anosov
donnée par Ratner est algorithmique, la preuve de Fried donne un algorithme ré-
solvant la question de l’existence de section globale pour un flot d’Anosov : il suffit
de déterminer les orbites extrémales, puis de voir si leurs classes d’homologie vivent
dans un demi-espace ouvert.

2.3.f Lien avec la norme de Thurston

La théorie de Schwartzman décrit les classes d’homologie —et en fait d’isotopie—
des sections globales d’un flot. En dimension 3, on peut obtenir un peu plus, et
contrôler de façon simple le genre des sections ainsi décrites.

Commençons par supposer la variété ambiante M compacte sans bord. Pour X
non singulier et ζX un champ en position générale par rapport à X, l’ensemble des
points où ζX est tangent à X est une sous-variété Lζ,X de dimension 1, naturellement
orientée et munie de multiplicités correspondant à l’indice de ζX autour de Lζ,X (voir
Figure 2.A). Elle dépend de ζX , mais sa classe d’homologie ne dépend que deX, c’est
le Poincaré-dual de la classe d’Euler, notée e(X⊥), du fibré normal X⊥ à X [BT82].

Si S est une surface transverse à X, on peut projeter ζX sur S parallèlement à
X, on obtient alors un champ de vecteurs, noté ζX,S sur S. Ce champ est singulier
exactement aux points où S coupe Lζ,X . Mieux, l’indice de ζX,S en un tel point
est plus ou moins la multiplicité de Lζ,X . Fried (généralisé par Thurston [Thu86]) a
démontré qu’en fait tous les signes valent +1 [Fri79], d’où

2.3.15 Théorème (Fried 1979). Soit M une variété de dimension 3 et X un champ
non singulier sur M . Soit S une surface transverse à X. Alors on a

χ(S) = e(X⊥)([S]).

La preuve de Fried est en fait très directe : puisque S est transverse à X, le
fibré restreint X⊥|S est isomorphe au fibré tangent TS. On a alors e(X⊥)([S]) =
e(TS)([S]) = χ(S).

Autrement dit la caractéristique d’Euler de S se lit directement sur sa classe
d’homologie, et elle est donnée par l’évaluation de la classe d’Euler du fibré normal
à X. En particulier, la caractéristique d’Euler des surfaces de section est une forme
linéaire sur le cône de leurs classes d’homologie.
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Figure 2.A – Orientation de l’entrelacs Lζ,X , dual de e(X⊥). Sur cette figure, le champ
X est localement vertical. Un champ ζ en position générale par rapport à X est représenté.
Il est tangent à X (i.e., vertical) sur une sous-variété unidimensionnelle Lζ,X := {X ‖ ζX}.
Soit D un disque transverse à X et à Lζ,X . En projetant ζ sur D selon X on obtient un
champ de vecteurs avec une singularité au centre de D. L’indice de ce champ de vecteur
donne une multiplicité à D, et avec l’orientation de D induite par X, on obtient une
orientation et une multiplicité pour Lζ,X . On vérifie que changer D peut changer l’indice
en son opposé (en bas), mais comme cela change aussi l’orientation induite de Lζ,X , le
produit des deux ne change pas.

Dans le cas oùX est un champ pseudo-Anosov, on peut choisir pour ζX un champ
tangent au feuilletage stable (en fait on ne peut faire ce choix que si le feuilletage
est orientable, mais quitte à passer au revêtement d’orientation du feuilletage, on
peut supposer dans tous les cas qu’on a fait ce choix). Dans ce cas, ζX est tan-
gent à X exactement le long des singularités du feuilletage stable, c’est-à-dire le
long des orbites singulières de X. On voit que le long d’une telle orbite γ l’in-
dice de ζX est 1 − kγ/2 (puisqu’une orbite régulière est d’indice 2, on voit qu’une
telle orbite ne contribue pas à la classe d’Euler, comme espéré), et donc on a
Lζ,X =

∑
γ sing.

2−kγ
2

[γ]. Si S est une surface transverse, on obtient la formule

χ(S) =
∑
γ sing.

2− kγ
2
〈[S], [γ]〉.

Par exemple, si X est Anosov, Lζ,X est vide, et les sections globales ne peuvent
donc être que des tores.
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Chapitre 3

Flots et sections de Birkhoff [Deh15,
Deh15a, CD16, DS19, DR19]

Dans ce chapitre on passe à une notion plus spécifique, mais aussi plus souple
au sens où elle existe plus souvent.

3.1 Définitions

Maintenant on suppose la variété tridimensionnelle M compacte sans bord. On
pourrait étendre au cas oùM a du bord, mais, contrairement au chapitre précédent,
c’est inutile pour les applications que nous avons en vue.

3.1.1 Définition. Une surface de Birkhoff pour (M,X) est une surface compacte
orientée à bord immergée i : (S, ∂S) #M telle que

1. l’intérieur i(int(S)) est plongé dans M
2. en tout point p de i(int(S)), le champX est positivement transverse à i(int(S))

(c’est-à-dire 〈X(p)〉 ⊕ TpS = TpM),
3. en tout point p de i(∂S), le champ X est tangent à i(∂S),

On dit que (S, ∂S) est une section de Birkhoff
pour (M,X) si de plus

3. il existe T > 0 tel que, pour tout point p
de M ,
il existe t ∈ [0, T ] tel que φtX(p) est dans S
(c’est-à-dire φ[0,T ]

X (i(S)) = M).

Une surface transverse (resp. une section globale) est évidemment une surface de
Birkhoff (resp. une section de Birkhoff). L’intérêt cette définition est qu’elle autorise
beaucoup plus d’exemples.

En général on oublie l’application i et on parle directement de l’image de la
surface dansM . On la mentionne ici pour souligner le comportement au bord, comme
suit.

Le bord i(∂S) étant tangent au flot, et comme ce bord est une collection finie
de courbes, c’est une collection finie d’orbites périodiques. On n’a pas requis que le
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Figure 3.A – Deux sections de Birkhoff pour le flot vertical, au voisinage de com-
posantes de bord. À gauche la multiplicité est −1, et à droite +1.

bord ∂S soit plongé, car on autorise le fait que S s’enroule plusieurs fois sur une
composante de bord. Notons néanmoins que chaque composante de bord étant une
orbite de φX , elle est orientée par X. D’autre part, S étant orientée, elle induit une
orientation sur chaque composante de bord.

3.1.2 Définition. Soit i : (S, ∂S) → M une section de Birkhoff pour (M,X) et
{γj} l’ensemble des orbites périodiques de φX qui sont dans le bord de S. Pour
chaque j, la multiplicité de γj est l’entier nj ∈ Z tel que i(∂S) = ∪jnjγj, où γj a
l’orientation induite par le flot, et ∂S l’orientation induite par celle de S.

Si on éclate l’orbite γj, le méridien de l’orbite éclatée est naturellement coorienté
par X. Alors la multiplicité est l’intersection algébrique entre ce méridien et le bord
de la section de Birkhoff.

Tout comme pour les sections globales, le flot induit une application de premier
retour sur les sections de Birkhoff, qu’on note aussi fX,S.

3.1.3 Exemple. Les orbites périodiques du flot de Hopf bordent toutes des disques.
Chacun de ces disques est une section de Birkhoff pour (S3, XHopf). L’application de
premier retour est l’identité.

3.1.4 Exemple. On peut généraliser l’exemple précédent pour un flot de Seifert de
paramètres (α, β). Un tel flot a toujours deux orbites périodiques : les grands cercles
d’équation z2 = 0 et z1 = 0, de période respective 1/α et 1/β. Les autres orbites
sont périodiques si α/β est rationnel. Dans tous les cas, les deux cercles z2 = 0 et
z1 = 0 bordent des disques d’équation z2 ∈ R+ et z1 ∈ R+, qui sont deux sections de
Birkhoff pour (S3, Xα,β). Les applications de premier retour sont alors des rotations
du disque d’angles α/β et β/α respectivement.

3.2 Sections de petit genre pour les flots géodé-
siques

Voici un des premiers exemples historiques de section de Birkhoff [Bir17, Fri83] :
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3.2.1 Exemple. Soit γ une géodésique périodique simple (i.e., sans point double)
sur une sphère Σ. Alors γ sépare localement Σ en deux parties, qu’on va appeler
noire et blanche. L’ensemble S•γ des vecteurs tangents basés sur γ et pointant vers
la partie noire est une surface de Birkhoff. Topologiquement
c’est un anneau. Si γ coupe toutes les géodésiques de Σ,
alors S•γ est une section de Birkhoff pour (T1Σ, φgeod). C’est
par exemple le cas si Σ est une sphère à courbure positive
et que γ est une géodésique simple dessus.

3.2.a La construction de Birkhoff-Fried

Si Σ est une surface de genre au moins 1, il n’y a pas de géodésique simple coupant
toutes les autres géodésiques, de sorte que l’exemple 3.2.1 ne s’étend pas directement.
Birkhoff, redécouvert et adapté par Fried, propose de considérer des géodésiques
non simples, et d’adapter la construction autour des points doubles [Bir17, Fri83].
Cette construction a été indépendemmant découverte par A’Campo et généralisée
par Ishikawa [A’C75, A’C98, Ish04] dont nous adoptons le terme partage. Notre
présentation suit plutôt Brunella [Bru94b], en vue du chapitre suivant.

Étant donnée une surface de Riemann Σ, on appelle partage une collection Γ
de courbes sur Σ telle que Γ est en position générale (c’est-à-dire que les seules
singularités sont des points doubles transverses) et le complémentaire Σ \ Γ est
coloriable —et colorié— en noir et blanc. Cette seconde condition est équivalente au
fait que [Γ] soit nulle dans H1(Σ;Z/2Z). L’ensemble des vecteurs unitaires tangents à
un partage Γ forme un entrelacs, appelé entrelacs de partage et noté

↔
Γ, dans T1Σ.

Il a deux composantes pour chaque courbe de Γ, puisqu’au-dessus de chaque point Γ
il y a deux vecteurs tangents à Γ qui sont opposés.

Un partage est dit géodésique si toutes les courbes qui le composent sont des
géodésiques.

3.2.2 Définition. Soit Σ une surface de Riemann et Γ un partage géodésique. La
surface de partage associée, notée S•γ , est l’ensemble des vecteurs tangents basés
en γ et pointant vers les faces noires, plus l’ensemble de tous les vecteurs basés aux
points d’auto-intersection de Γ.

La surface S•γ est une surface topologique. Elle n’est pas lisse dans les fibres des
points doubles de Γ, mais on peut la lisser sans peine.

Si on voit Γ comme un graphe plongé dont les sommets sont les points d’auto-
intersection et les arêtes les arcs de Γ reliant ces sommets, alors la surface S•γ est
une constituée d’autant de rectangles que Γ a d’arêtes. Si Γ a v sommets, alors il y a
2v arêtes. Chacun de ces rectangles contribue pour −1 à la caractéristique d’Euler,
de sorte qu’on a χ(S•γ) = −2v.

3.2.3 Théorème (Birkhoff 1917, Fried 1983). Pour Σ une surface de Riemann et Γ
un partage géodésique sur Σ, la surface de partage S•γ est une surface de Birkhoff
pour (T1Σ, φgeod). Son bord, compté avec multiplicité, est −

↔
Γ.

Si Σ est à courbure constante et si Σ \ Γ n’est constituée que de disques topolo-
giques, alors S•γ est une section de Birkhoff pour (T1Σ, φgeod).
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Figure 3.B – Une surface de partage S•γ . À gauche au-dessus d’une arête de Γ.
L’intérieur de S•γ est transverse au flot géodésique, qui induit alors une orientation
de S•γ . Celle-ci est opposée à l’orientation du bord donnée directement par φgeod, de
sorte que le bord a multiplicité −1. À droite au-dessus d’un point d’auto-intersection
de Γ. La surface n’y est pas lisse, car les rectangles n’y sont pas tangents, mais on
peut lisser localement.

3.2.4 Exemple. Sur une surface hyperbolique Σg de genre g > 2, on considère la
collection Γ de 4g−2 géodésiques dessinée ci-contre. Alors Σg \ Γ est constituée de
quatre 4g−2-gones. La surface S•γ associée est donc
une section de Birkhoff pour (T1Σg, φgeod). Comme
Γ a 4g−2 points doubles, on a χ(S•γ) = 4−8g.
Or S•γ a 8g−4 composantes de bords, deux par
composante de Γ, donc S•γ est un tore à bord.

3.2.b Des sections de genre 1 pour les orbifolds triangulaires [Deh15]

Parmi les sections de Birkhoff il est naturel de chercher les plus simples possibles.
En ce sens, le genre est une bonne mesure de complexité. Le résultat élémentaire
suivant n’a pas été publié, mais il motive plusieurs constructions.

3.2.5 Proposition. Si φ est un flot pseudo-Anosov dont les feuilletages invariants
sont orientables, alors φ n’admet aucune section de Birkhoff de genre 0.

Démonstration. Si S est une section de Birkhoff pour φ et si F s désigne son feuille-
tage stable, alors F s∩S est un feuilletage orientable sur S. Comme il est orientable,
la somme sur chaque composante de bord des indices de toutes ses singularités est
entière (et non demi-entière comme ce pourrait être le cas avec un feuilletage non
orientable). Comme toutes les singularités sont situées sur le bord de S et d’in-
dice −1

2
, chaque composante de bord porte au moins deux singularités. Par consé-

quent χ(S) est inférieur ou égal à −|∂S|, et donc g(S) > 1.
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Remarquons que si les feuilletages ne sont pas orientables, alors il peut exister
des sections de genre 0, c’est par exemple le cas pour le flot de Bonatti-Langevin et
la section de Birkhoff de Kamatani, Kadama et Noda qui est une sphère à quatre
composantes de bord [BL94, KKN06].

Si on veut des sections les plus simples possibles pour un flot d’Anosov à feuille-
tage stable orientable, on doit donc chercher des sections de genre 1. L’exemple de
Birkhoff-Fried 3.2.4 montre qu’il existe des sections de genre 1 pour le flot géodésique
sur une surface. À ce jour, la question suivante est encore ouverte.

3.2.6 Question (Fried 1983). Tout flot d’Anosov transitif admet-il une section de
Birkhoff de genre 1 ?

Dans [Deh15] on a étendu la classe des exemples pour laquelle la question admet
une réponse positive.

3.2.7 Théorème (Dehornoy 2015). Soit O une surface orbifoldique hyperbolique
qui est une sphère à trois ou quatre points coniques, alors le flot géodésique sur T1O
admet une section de Birkhoff de genre 1.

La construction est en partie décrite sur la figure 3.C. Elle se sépare en trois cas,
selon que O est de type O0;2,q,r, O0;p,q,r avec p > 3, ou O0;p,q,r,s. Dans le premier cas,
la section de Birkhoff est une surface de partage au sens de 3.2.2. Dans les second
et troisième cas, on choisit d’abord une ou deux géodésiques orientées sur O qui
vont constituer le bord de la section. Ensuite, on choisit un feuilletage orienté de
certaines régions du complémentaire. La section de Birkhoff est alors l’ensemble des
vecteurs tangents à ce feuilletage.

D’autres exemples sont apparus à peu près au même moment : Hashiguchi et
Minakawa ont décrit une section de genre 1 pour les flots géodésiques sur certains
orbifolds à trois pointes, mais pas tous [HM17].

Récemment, avec Mario Shannon, nous avons étendu la liste des orbifolds pour
couvrir le cas de toutes les surfaces orbifolds hyperboliques [DS19].

3.2.8 Théorème (Dehornoy-Shannon 2019). Soit O une surface orbifold hyperbo-
lique. Alors le flot géodésique sur T1O admet une section de Birkhoff de genre 1.

La construction mélange d’une part les surfaces de partage et les idées de papillon
du cas (p, q, r) du théorème 3.2.7. Elle est synthétisée sur la figure 3.D.

3.3 Critère de Schwartzman-Ghys

Le critère de Schwartzman peut s’appliquer pour l’existence de sections de Bir-
khoff. Si la variété ambiante est une sphère d’homologie, il prend une forme parti-
culièrement simple. Il y a néanmoins une subtilité dûe au fait qu’il n’est pas trivial
de définir l’enlacement entre mesures invariantes. Ce critère est important dans le
chapitre suivant. Nous l’incluons également, car nous y rajoutons un énoncé sur le
contrôle du genre des sections Birkhoff, présenté dans [DR19]. Cet énoncé sur le
genre s’est révélé très utile pour la chasse aux sections de petit genre.

On commence par un lemme élémentaire mais important. Notons qu’il n’est vrai
que dans une sphère d’homologie rationnelle. C’est la dualité d’Alexander.
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Figure 3.C – Des sections de Birkhoff de genre 1 pour les flots géodésiques
sur O0;2,q,r (en haut à gauche), O0;p,q,r avec p > 3 (en haut à droite), ou O0;p,q,r,s (en
bas).

3.3.1 Lemme. Soit M une sphère d’homologie rationnelle. Soit L = K1 ∪ · · · ∪Kd

un entrelacs dans M . Alors on a H1(M \ L;Q) ' ⊕di=1〈[mi]〉, où mi est une courbe
méridienne de Ki.

3.3.a Enlacement et champs de vecteurs

Dans une sphère d’homologie rationnelle, on peut définir l’enlacement entre deux
entrelacs distincts L1, L2 par la formule

Enl(L1, L2) := 〈L1, S2〉,

où S2 est une surface (ou même une 2-chaîne) rationnelle telle que ∂S2 = L2. Comme
L1 est homologiquement nulle, cette définition ne dépend pas du choix de S2. Ainsi
l’enlacement entre deux collections finies d’orbites périodiques d’un champ X est
bien défini, c’est un nombre rationnel (et même entier si on est dans une sphère
d’homologie entière).

Comment étendre cela aux mesures invariantes quelconques ? Il n’y a pas de façon
de définir l’enlacement entre mesures quelconques qui soit satisfaisante, mais entre
deux mesures invariantes, c’est possible. Si les mesures invariantes correspondent
à des orbites périodiques distinctes, on retrouvera la définition précédente (qui, en
particulier, ne dépend pas de X). Mais si les mesures sont diffuses ou chargent des
ensembles communs, la définition va dépendre de X.

Comme mentionné ci-dessus, il n’y a malheureusement pas de définition uni-
forme (c’est d’ailleurs un objectif). On raisonne comme suit : on commence par se
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Figure 3.D – Une section de Birkhoff de genre 1 pour le flot géodésique sur une
surface orbifoldique hyperbolique quelconque. Ici on suppose qu’aucun point conique
(repésentés par des étoiles) n’est d’ordre 2. Si c’était le cas, il faudrait modifier la
construction au voisinage de ces points, c’est sans difficulté.

restreindre aux mesures ergodiques, le théorème de décomposition de Rokhlin per-
mettra ensuite d’étendre par bilinéarité aux mesures quelconques. Ensuite si une
mesure ergodique est concentrée sur une orbite périodique, la dualité d’Alexander
implique que son complémentaire a une homologie unidimensionnelle. On travaille
alors sur la variété éclatée (qui a un bord torique), le flot s’y étend, et toute mesure
invariante µ donne un cycle de Schwartzman asymptotique [cµ] ∈ H1(M \ γ;R), qui
est un multiple k[mγ] de la classe d’homologie du méridienmγ. On définit EnlX(µ, δγ)
comme ce coefficient k.

Remarquons que si µ était en fait la mesure de Dirac linéaire µγ concentrée sur γ,
l’extension de µ au bord n’est pas évidente. En fait une telle extension n’est pas
toujours unique, mais elle existe, et deux extensions différentes définissent le même
cycle asymptotique (cela découle de l’existence et unicité du nombre de translation
pour les homéos de R commutant avec les translations entières). Ainsi EnlX(δγ, δγ)
est un auto-enlacement qui mesure comment le champ X s’enroule autour de γ.

Reste le cas où on veut mesurer l’enlacement entre deux mesures diffuses (c’est-
à-dire ne chargeant aucune orbite périodique) µ1 et µ2. Ce cas n’est pas strictement
nécessaire pour la suite, mais il marche grâce au théorème suivant [Arn86, Vog02].

3.3.2 Théorème (Arnold 1986, Vogel 2002). Soit µ1, µ2 deux mesures ergodiques.
Alors pour µ1 ⊗ µ2-presque toute paire (p1, p2) ∈M ×M , la limite

lim
t1,t2→∞

1

t1t2
Enl(kX(p1, t1), kX(p2, t2))

existe et ne dépend pas de p1, p2.

La définition EnlX(µ1, µ2) := limt1,t2→∞
1
t1t2

Enl(kX(p1, t1), kX(p2, t2)) pour p1, p2

génériques est alors naturelle.
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3.3.b Le critère

En combinant le théorème de Schwartzman avec la dualité d’Alexander et la
définition ci-dessus de l’enlacement (dans le cas où l’une au moins des mesures est
concentrée sur des orbites périodiques), Ghys arrive au critère suivant [Ghy09] :

3.3.3 Théorème (Schwartzman-Ghys). Soit M une sphère d’homologie entière et
X un champ de vecteurs surM . Une collection ∪niγi d’orbites périodiques de X avec
multiplicités entières borde une section de Birkhoff pour (M,X) si, et seulement si,
pour toute mesure X-invariante µ, on a

d∑
i=1

ni EnlX(µ, δγi) > 0.

3.3.4 Exemple. Tout entrelacs de Hopf borde une section de Birkhoff pour le flot
de Hopf. En effet, puisque toutes les orbites périodiques s’enlacent positivement, et
que toute mesure invariante est combinaison linéaire de mesures de Dirac, on en
déduit que tout entrelacs de Hopf (où toutes les composantes ont multiplicité +1)
s’enlace positivement avec toute mesure invariante.

3.3.c Application aux flots d’Anosov sur les sphères d’homologie

Le théorème de Fried sur les flots pseudo-Anosov s’applique au complémentaire
d’un nombre fini d’orbites périodiques dans un flot pseudo-Anosov. Ainsi pour toute
collection Γ = ∪di=1γi, il existe un nombre fini d’orbites ξ1, . . . , ξk de X tel que,
pour tout d-uplet n1, . . . , nd, la collection ∪niγi borde une section de Birkhoff si et
seulement si on a

∑d
i=1 ni EnlX(ξj, γi) > 0 pour tout j ∈ {1, . . . , k}.

Autrement dit les [ξj] définissent les rayons extrémaux dans H1(M \Γ;R). Nous
ne savons pas en général comment calculer les ξj en fonction de Γ.

3.3.d Contrôle du genre

À l’aide des remarques de la partie 2.3.f, on peut ajouter au critère 3.3.3 un
contrôle du genre de la section de Birkhoff obtenue, c’est ce qu’on fait avec Ana
Rechtman [DR19].

SiM une sphère d’homologie entière et X un champ non singulier surM , comme
la classe d’Euler de X est nulle il existe une trivialisation du fibré normal à X, et
donc un champ partout normal à X. Notons ζX un tel champ, comme en 2.3.f.

Si Γ est une collection d’orbites périodiques de X avec multiplicités, et si on
s’intéresse aux surfaces de bord Γ, alors on travaille dans la variété éclatée MΓ.
Alors le champ ζ n’est pas tangent au bord de MΓ. Pour cela il faut redresser ζ au
bord deMΓ (voir la figure 3.E). Le champ ζX,Γ ainsi redressé est maintenant tangent
à X le long des composantes de bord. Plus précisément pour chaque composante
de bord, ζX,Γ est tangent à X le long de deux courbes longitudes qui suivent le
champ ζ non redressé. Alors pour S une surface transverse à X dans MΓ, on peut
encore considérer le champ ζX,Γ projeté sur S dont les singularités sont uniquement
le long du bord de S.
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Figure 3.E – À gauche, le champ de vecteurs ζX (vert) sur M . Comme il est
transverse à X, il est transverse à l’entrelacs Γ (rouge) formé d’orbites périodiques
de X. Vu du dessus Γ est un point et ζX un champ de vecteur non singulier. À
droite, la modification de ζX en ζX,Γ. Vu du dessus, il faut ralentir ζX de sorte que
sa vitesse transversale soit nulle sur Γ. L’ensemble LζX ,Γ (rose) est alors formé de
deux longitudes par composante de Γ.

Les résultats de Fried s’appliquent ici pour montrer que toutes les singularités
contribuent dans le même sens, et donc χ(S) = e(XΓ)([S]). Il reste à évaluer cette
quantité sur chaque composante de bord. Le résultat est donné par

3.3.5 Théorème (Dehornoy-Rechtman 2019). Soit M une sphère d’homologie en-
tière et X un flot sur M . Soit ζX un champ partout normal à X. Soit Γ = ∪niγi un
entrelacs composé d’orbites périodiques de X, avec multiplicités entières. Si Γ borde
une section de Birkhoff S pour X, sa caractérique d’Euler est donnée par

χ(S) = −
∑

16i<j6d

(ni + nj)Enl(γi, γj)−
∑

16i6d

niEnlζX (γi, γi).

Dans l’énoncé précédent il faut préciser que Enlζ(K,K) désigne l’auto-enlacement
d’un nœud K par rapport à un framing ζ, c’est-à-dire à une trivialisation du fibré
normal. C’est d’ailleurs ce terme qui est le plus difficile à comprendre dans la formule
précédente.

3.3.6 Exemple. Considérons XHopf le champ de Hopf sur S3 ⊂ C2. Pour ζXHopf

on peut prendre le champ jXHopf pour j le quaternion j dans S3 vue comme
sphère quaternionique unité. On alors alors EnlζXHopf (γi, γj) = +1 pour i 6= j, mais
EnlζXHopf (γi, γi) = −1.

Une collection ∪iniγi borde une section de Birkhoff si, et seulement si, on a∑
i ni > 0. Dans ce cas, on a χ(S) = −

∑
i<j(ni+nj)−

∑
i−ni. En particulier si on

a ni = 1 pour tout i entre 1 et d, on trouve χ(S) = −d(d− 1) + d = −d(d− 2). Or
S a d composantes de bord, d’où g(S) = 1 + d(d− 3)/2, ce qui correspond bien au
genre d’un entrelacs de Hopf à d composantes.

3.3.7 Exemple. Pour un flot quelconque si on cherche une section de genre 1 avec
une seule composante de bord, on doit donc avoir EnlζX (γ, γ) = −1. Si le flot X
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est lévogyre (voir le Chapitre 5) comme par exemple les flots géodésiques sur les
orbifolds triangulaires, alors on a EnlζX (γ, γ) < 0, et plus γ est longue, plus cet auto-
enlacement a tendance à diminuer. Ainsi, il n’y a qu’un nombre fini de candidats
possibles pour γ. C’est ainsi que des calculs informatiques nous ont montré que pour
(T1Op,q,r, φgeod), les seules sections de genre 1 à une composante de bord sont les
sections données par le théorème 3.2.7. Pour autant, si on ne borne pas le nombre
de composantes de bord, alors il n’y a pas de restriction sur le nombre de sections
de Birkhoff de genre 1, et on va voir dans le Chapitre 4 que dans le cas des flots
d’Anosov algébriques, il y en a une infinité.

3.4 Classification des sections de Birkhoff pour les
flots géodésiques

On a présenté des exemples de sections de genre minimal pour certains flots.
Maintenant on présente des exemples où on est capable de décrire l’ensemble des
sections de Birkhoff.

Qu’on puisse le faire n’est pas très étonnant : si on fixe le bord, alors l’ensemble
des sections ayant ce bord correspond à l’ensemble des sections d’un flot, la théorie
de Schwartzman nous dit qu’il s’agit d’un cône convexe, et Fried dit que dans le cas
de flot pseudo-Anosov ce cône convexe est polyhédral. Si on fixe les multiplicités du
bord, alors on considère l’intersection de ce cône avec un sous-espace affine, on a
donc affaire à un polytope convexe. Ce qui est intéressant dans les deux théorèmes
ci-dessous, c’est qu’on a une description explicite du polytope en question.

Cela dit, les énoncés ne sont pas aussi généraux qu’on pourrait l’espérer, puis-
qu’on se restreint à des sections dont la multiplicité sur le bord est constante égale
à −1.

3.4.a Section de Birkhoff sur le tore plat [Deh15a]

Le résultat le plus élémentaire est tiré de ma thèse [Deh15a]. Soit Γ = {γ1, . . . , γn}
une collection de géodésiques orientées sur T2, supposées rangées par pente crois-
sante, dont la classe d’homologie est nulle. On note (pi, qi) la classe d’homologie de γi
dans une base orientée de H1(T2;Z). On considère alors PΓ un polygone convexe
dans R2 dont les côtés sont, dans l’ordre trigonométrique, les vecteurs (pi, qi). Le
fait qu’on revienne au point initial après avoir ajouté tous les vecteurs provient de
la nullité homologique. Ce polygone est bien défini à translation entière près.
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3.4.1 Théorème (Dehornoy 2015). Soit Γ une collection de géodésiques orientées
sur T2 et

→
Γ la collection d’orbites du flot géodésique sur T1T2 correspondante. Alors

l’ensemble des sections de Birkhoff pour (T1T2, φgeod) de bord −
→
Γ, à isotopie fixant

le bord près, est en bijection avec l’ensemble des points entiers à l’intérieur de PΓ.
De plus la caractéristique d’Euler et le genre d’une telle section sont donnés respec-
tivement par le double de l’aire de PΓ et par le nombre de points entiers à l’intérieur
de PΓ.

3.4.b Sections de Birkhoff à bord antithétique sur une surface hyperbo-
lique [CD16]

Le théorème 3.4.1 n’est pas encore généralisé à une surface hyperbolique arbi-
traire, car l’analogue de PΓ n’a pas été exhibé dans ce cas. La théorie de Schwartzman-
Fried dit pourtant qu’un tel PΓ existe toujours, mais il n’est pas clair qu’il admette
une description combinatoire simple.

Si on se restreint au cas où Γ est consitutée de géodésiques non orientées, et
donc qu’on s’intéresse aux sections de Birkhoff dont le bord est antithétique —
c’est-à-dire invariant par l’involution (p, v) 7→ (p,−v) de T1Σ— alors un analogue
de PΓ a été exhibé avec Marcos Cossarini [CD16]. Pour cela, on étudie un ana-
logue bidimensionnel de la norme de Thurston, introduit dans une remarque par
Turaev [Tur02].

Soit Σ une surface quelconque et Γ une multi-courbe en position générale. Alors
on définit la fonction xΓ : H1(Σ;Z)→ Z+ par

xΓ(a) := min
α∈a,αtΓ

card{α ∩ Γ}.

La fonction xΓ vérifie les deux propriétés xΓ(n.a) = |n|xΓ(a) pour n ∈ Z et xΓ(a +
b) 6 xΓ(a) + xΓ(b). La première égalité permet de l’étendre en une fonction xΓ :
H1(Σ;Q)→ Q+, et la seconde inégalité implique que xΓ est convexe, donc continue,
et par conséquent on peut l’étendre en une semi-norme xΓ : H1(Σ;R)→ R+. Cette
extension est appelée semi-norme d’intersection associée à Γ.

Si la collection Γ est remplissante, c’est-à-dire que son complémentaire Σ\Γ n’est
constitué que de disques topologiques, alors xΓ est en fait une norme. Comme xΓ

prend des valeurs entières sur le réseau H1(Σ;Z), un résultat de Thurston implique
que sa boule-unité, notée BΓ, est un polyèdre dont les faces sont définies par des
équations entières. De façon équivalente, sa boule-unité duale, notée B∗Γ, est un
polytope dont les sommets sont des points du réseau H1(Σ;Z).

Le premier résultat de [CD16] est d’interpréter ces sommets de B∗Γ, et en fait
plus généralement les points entiers à l’intérieur de la boule-fermée B̄∗Γ. Pour cela,
on considère de nouveau Γ comme un graphe plongé sur Σ, dont les sommets sont les
points d’auto-intersection, on définit une coorientation eulérienne de Γ comme
un choix d’orientation transverse pour chaque arête de Γ, de sorte qu’autour de
chaque sommets il y a deux arêtes co-orientées trigonométriquement et deux arêtes
orientées horairement. Alors si η désigne une coorientation eulérienne, elle induit
par intersection algébrique une classe entière [η] ∈ H1(Σ;Z).
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3.4.2 Théorème (Cossarini-Dehornoy 2016). Toute coorientation eulérienne η in-
duit une classe [η] qui est dans B∗Γ. De plus, les sommets de B∗Γ ainsi que toutes
les classes entières congrues à [Γ] modulo 2 sont donnés par les classes de certaines
coorientations eulériennes, d’où B∗Γ = Conv({[η] | η coor. eul.}).

Comme il n’y a qu’un nombre fini de coorientations eulériennes et qu’il est pos-
sible de les énumérer, B∗Γ est un polytope qui peut ètre algorithmiquement calculé.
Ce travail a été réalisé par Paul Cottalorda qui, dans son travail de M2R en 2016,
a implanté un algorithme qui donne B∗Γ à partir d’une description PL de Γ.

Maintenant, suivant la construction de Birkhoff et une variante proposée par
Brunella (construction 2 de [Bru94b]), on associe à toute coorientation eulérienne η
une surface Sη dans T1Σ de bord −

↔
Γ. Pour cela, on considère l’ensemble des vecteurs

tangents basées sur Γ et pointant dans la direction indiquée par η. Comme la surface
de partage, la surface Sη est constituée d’autant de rectangles que Γ compte d’arêtes.
Mais les rectangles diffèrent. Au voisinage des points doubles de Γ, deux situations
peuvent se produire, selon la configuration locale de η.

Si le point double est alternant, la situation est la même qu’avec la surface de
Birkhoff-Fried, et il n’y a qu’à lisser la surface. Si le point double est transparent,
alors Sη n’est pas une surface car il y a un segment singulier le long duquel quatre
rectangles viennent se coller. On peut néanmoins désingulariser ces segments trans-
versalement au flot géodésique, comme sur la figure 3.F

Figure 3.F – Désingularisation de la surface associée à une coorientation eulérienne
dans la fibre d’un point double transparent.

3.4.3 Théorème (Cossarini-Dehornoy 2016). Si η1, η2 sont deux coorientations de Γ
qui sont cohomologues, alors les surface Sη1 et Sη2 sont isotopes à bord fixé. D’autre
part toute surface dans T1Σ de bord −

↔
Γ et transverse à φgeod est isotope à bord fixé

à une surface Sη pour une certaine coorientation eulérienne η. De plus Sη est une
section de Birkhoff si, et seulement si, la classe [η] est à l’intérieur de B∗Γ.
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Ainsi les classes d’isotopie de sections de Birkhoff sont énumérées par les points
entiers congrus à [Γ] modulo 2 dans B∗Γ. Un exemple est montré sur la figure 3.G.

Figure 3.G – Illustration des théorèmes 3.4.2 et 3.4.3. À gauche, un partage γ formé
de quatre géodésiques sur le tore T2, et une coorientation eulérienne (flèches bleues).
Vu comme graphe, γ a 5 sommets et 10 arêtes. À droite, la boule-unité duale B∗xγ ⊂
H1(T2,R) de la norme d’intersection associée. Le cercle vide montre l’origine. Les
gros points désignent les classes H1(T2,Z) congrues à [γ]2 mod 2. Parmi celles-ci, 10
(en bleu, vert et rouge) sont dans B∗xγ et correspondent aux classes de cohomologie
de toutes les coorientations eulériennes de γ (théorème 3.4.2). Par exemple, la classe
correspondant à la coorientation de gauche est le point bleu. Les points bleu et
vert sont à l’intérieur de B∗xγ , donc ils correspondent à des sections de Birkhoff
pour φgeod bordées par −↔γ , tandis que les huit points rouges sont sur le bord de B∗xγ ,
et correspondent par conséquent aux classes d’isotopie de surfaces transverses à φgeod,
mais ne coupant pas toutes les orbites, et de bord −↔γ (théorème 3.4.3).

3.4.c Normes d’intersection et norme de Thurston

Finissons cette partie en évoquant non mes résultats, mais ceux d’Abdoul Karim
Sane, qui a soutenu en juillet 2019 une thèse, codirigée avec Jean-Claude Sikorav.

Étant donné un partage Γ sur une surface Σ, on peut considérer la variété de
dimension 3 T1Σ\

↔
Γ. Celle-ci fibre sur le cercle avec φgeod comme flot de suspension.

Alors la face correspondante de la norme de Thurston est une face fibrée, notée FΓ,
et la boule-unité duale de la norme d’intersection associée à Γ est alors l’intersection
de FΓ avec le plan affine ∂−1(−1,−1, . . . ,−1). Ainsi toute boule-unité duale d’une
norme d’intersection est aussi face fibrée d’une norme de Thurston.

La question a laquelle s’est intéressé Abdoul Karim Sane est de savoir quels
polytopes peuvent ainsi être obtenus. Il a montré [San18]

3.4.4 Théorème (Abdoul Karim Sane 2018). Il existe dans R4 des polytopes à som-
mets entiers et tous congrus mod 2 qui ne sont boule-unité duale d’aucune norme
d’intersection.

Ce résultat est intéressant du point de vue de la norme de Thurston, puisqu’on
n’a aucun exemple de polytope symétrique dont on sache qu’il n’est pas boule-unité
duale d’une norme de Thurston. Un but serait ensuite de montrer que les polytopes
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de Sane sont aussi exclus comme boules unité duales de normes de Thurston, mais
cet énoncé résiste encore.

En revanche, Abdoul Karim Sane a prolongé ses recherches par de jolis résultats
combinatoires sur l’ensemble des partages sur une surface dont le complémentaire
est connexe, modulo une opération de chirurgie naturelle [San19].
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Chapitre 4

Applications des sections de
Birkhoff [Deh13, DS19, DL19]

4.1 Presque-équivalence des flots d’Anosov transi-
tifs

Le théorème de Lickorish-Wallace affirme que toute variété s’obtient par chirurgie
de Dehn sur un entrelacs de S3.

Dans le contexte des flots d’Anosov, ou plus généralement pseudo-Anosov, la
chirurgie de Dehn a un avatar, la chirurgie de Dehn-Goodman-Fried [Goo83,
Fri83]. Il s’agit de faire une chirurgie de Dehn sur une orbite périodique γ du flot.
Le champ X n’a pas de raison de se transporter en un champ continu après une
telle opération, mais on peut trouver un champ X ′ colinéaire à X hors de γ, tel que
l’image de γ est encore une orbite périodique de X ′, et tel que X ′ coïncide avec X
hors d’un voisinage de γ.

Si X est Anosov, il n’est pas clair que X ′ le soit puisque le flot est nécessai-
rement reparamétré. Néanmoins il est topologiquement Anosov. En revanche si X
est pseudo-Anosov, X ′ l’est aussi puisque le caractère pseudo-Anosov vient de la
topologie des feuilletages invariants, lesquels sont préservés par la chirurgie. En fait
Shannon démontre dans sa thèse que les chirurgies de Dehn-Fried et de Goodman
coïncident, de sorte que si X est Anosov, on peut supposer X ′ Anosov.

Cette chirurgie de Dehn-Goodman-Fried transforme donc flots d’Anosov en flots
d’Anosov, et il est raisonnable de se demander

4.1.1 Question (Ghys). Deux flots d’Anosov transitifs à feuilletages invariants
orientables sont-ils toujours reliés par un nombre fini de chirurgies de Dehn-Goodman-
Fried ?

Cette question est ouverte dans le cas général, mais on va présenter quelques
résultats partiels. Si deux flots sont reliés par un nombre fini de chirurgies de Dehn-
Goodman-Fried, on dit qu’ils sont presque équivalents.

Le lien avec les sections de Birkhoff est le suivant [Fri83] : si un flot φ possède
une section de Birkhoff S avec premier retour fS,φ, alors φ est presque équivalent
à la suspension de fS,φ. Les sections de Birkhoff ramènent donc le problème de la
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presque équivalence pour les flots d’Anosov à celui de la presque équivalence pour
les suspensions d’homéomorphismes pseudo-Anosov. Dans cette direction, le premier
résultat important est

4.1.2 Théorème (Fried 1983). Tout flot d’Anosov transitif transitif admet une
section de Birkhoff.

En conséquence, tout flot d’Anosov transitif est presque équivalent à la suspen-
sion d’un certain homéomorphisme pseudo-Anosov.

La construction de Birkhoff-Fried 3.2.4 montre que le flot géodésique est presque
équivalent à la suspension d’un automorphisme Anosov du tore. De façon semblable,
une réponse positive à question de Fried 3.2.6 impliquerait que tout flot d’Anosov
transitif à feuilletages orientables est presque équivalent à la suspension d’un auto-
morphisme du tore.

J’avais donné une première réponse partielle à la question 4.1.1 de Ghys dans [Deh13]
où, en utilisant le théorème 3.2.7 sur les sections de genre 1 pour certains flots géodé-
siques, j’avais montré que la réponse était positive pour les flots d’Anosov algébriques
—c’est-à-dire les suspensions d’automorphismes du tore et les flots géodésiques—
si on autorise également les revêtements finis. À l’aide d’un résultat non publié de
Minakawa, on répond dans [DS19] par l’affirmative à la question de Ghys pour les
flots algébriques, sans recourir aux revêtements.

4.1.3 Théorème (Minakawa, Dehornoy-Shannon 2019). Soit (M1, φ1), (M2, φ2) deux
variétés de type fibré unitaire tangent d’orbifold hyperbolique ou suspension d’auto-
morphisme du tore, munies de flots d’Anosov correspondant respectivement au flot
géodésique ou au flot de suspension. Alors (M1, φ1) et (M2, φ2) sont presque équiva-
lents.

L’idée de base est la suivante : si un champ (M,X) admet une section de Birkhoff
(S, ∂S) telle que le premier retour le long de S est donné par f , alors (M,X) est
presque équivalent à la suspension (S̄ × [0, 1]/(x,1)∼(f̄(x),0),

d
dz

), où S̄ est la surface
obtenue en contractant les composante de bord de S, et f̄ : S̄ → S̄ l’application
induite par f . En particulier, si (M,X) admet une section de Birkhoff de genre 1,
alors (M,X) est presque équivalent à la suspension d’un certain difféomorphisme
pseudo-Anosov de T2. Si le long de chaque composante de bord de la section, celle-ci
coupe deux fois chaque feuilletage invariant, alors le difféomorphisme sera Anosov,
et donc algébrique.

De tels exemples de section de genre 1 ont été construits. Notons R la ma-
trice ( 1 1

0 1 ) et L la matrice ( 1 0
1 1 ).

— Birkhoff-Fried-Ghys-Hashiguchi montrent (exemple 3.2.4) que le flot géodé-
sique sur une surface compacte Σg de genre g admet une section de genre 1
avec premier retour Rg−1L2Rg−1L2.

— Brunella [Bru94b] montre que sur Σg il existe une section de genre 1 avec
premier retour Rg−1L2Rg−1L4.

— j’ai montré [Deh15] que
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— sur O0;2,3,r il existe une section de genre 1 avec une composante de bord,
et premier retour Rr−6L,

— sur O0;2,q,r il existe une section de genre 1 avec une composante de bord,
et premier retour Rq−4LRr−4L,

— sur O0;p,q,r il existe une section de genre 1 avec une composante de bord,
et premier retour Rp−3LRq−3LRr−3L,

— sur O0;p,q,r,s il existe une section de genre 1 avec deux composantes de
bord, et premier retour Rp−2LRq−2LRr−2LRs−2L.

— Hashiguchi et Minakwa montrent que sur O0;k1,...,ki il existe une section de
genre 1, sans préciser le premier retour.

Le théorème 3.2.8 avec Mario Shannon [DS19] est donc une généralisation de ces
résultats puisqu’il affirme que tout flot géodésique sur une surface orbifold hyperbo-
lique admet une section de genre 1. Le résultat de Minakawa [Min13] avec lequel on
l’apparie est le suivant.

4.1.4 Théorème (Minakawa). Si (M,X) admet une section de Birkhoff torique
avec premier retour donné par une matrice A de SL2(Z) de trace > 4, alors (M,X)
admet une autre section de Birkhoff telle que le premier retour est donné par une
matrice B de SL2(Z) avec 3 6 tr(B) < tr(A).

Ainsi on peut toujours diminuer la trace de l’application de premier retour,
jusqu’à arriver à trace 3. Comme il n’y a qu’une classe de conjugaison dans SL2(Z)
de trace 3, toutes les suspension d’automorphismes du tore à feuilletages orientables
sont presque équivalentes.

Le résultat de Minakawa n’a pas été publié, sa preuve figure dans un abstract
introuvable [Min13]. Nous l’avons alors réécrite et étendue pour contrôler l’applica-
tion de premier retour [DS19]. Pour A une matrice de SL2(Z), on note T3

A la variété
obtenue par suspension de A.

4.1.5 Théorème (Minakawa, Dehornoy-Shannon 2019). SoitW une matrice de SL2(Z)
qui est un produit positif de R et de L, avec au moins un R et au moins un L. Alors le
flot (T3

RW , φsus) admet une section de Birkhoff de genre 1 avec au plus 3 composantes
de bord, et telle que le premier retour est donné par W .

Autrement dit, deux suspensions de matrices qui diffèrent par une lettre R (ou L
par symétrie) sont presque équivalentes, avec au plus 3 chirurgies à faire pour passer
de l’une à l’autre.

L’idée de la preuve est résumée sur la figure 4.A. Il s’agit d’ajouter à la section
horizontale une surface de Birkhoff (en fait un pantalon), et de désingulariser l’union
des deux surfaces. Un choix astucieux du pantalon fait que cette somme de Fried
a aussi genre 1, et un calcul permet de montrer que le premier retour est obtenu en
multipliant la matrice par L−1.

Notons que pour démontrer la presque-équivalence des flots d’Anosov algébriques
(théorème 4.1.3), le théorème initial 4.1.4 de Minakawa suffit. L’intérêt du renforce-
ment 4.1.5 avec Shannon est qu’il donne un premier accès une notion de distance sur
l’équivalent du graphe gordien dans ce contexte, qu’on a choisi d’appeler graphe
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Figure 4.A – Ajout d’un pantalon dans la suspension d’un automorphisme de T2.
L’intersection entre le pantalon et une surface de section horizontale est constituée
de deux arcs. On les désingularise transversalement au flot pour obtenir une nouvelle
section de Birkhoff.

de Ghys. Les sommets de ce graphe sont les classes d’équivalence de flots d’Ano-
sov transitifs, et deux tels sommets sont reliés par une arête s’il y a une chirurgie
de Dehn-Goodman-Fried le long d’une orbite qui les relie. Le théorème 4.1.5 dit
alors que les sommets (T3

RW , φsus) et (T3
W , φsus) sont à distance au plus trois dans ce

graphe.

4.2 Constructions d’homéomorphismes pseudo-Anosov

Les homéomorphismes pseudo-Anosov ont été introduits par Thurston [Thu89].
On sait que tout homéomorphisme de surface est isotope à un homéomorphisme
périodique, réductible, ou pseudo-Anosov. Cependant les constructions explicites
d’homéomorphismes pseudo-Anosov ne sont pas si nombreuses. Il y a deux fameuses
constructions de Thurston et Penner [Thu89, Pen88], qui montrent qu’en effectuant
des twists de Dehn le long de certaines multi-courbes et dans un certain ordre, on
obtient à coup sûr un homéomorphisme pseudo-Anosov.

Avec Livio Liechti, nous donnons une nouvelle construction, cousine mais dif-
férente des constructions de Thurston et Penner [DL19]. Ces homéomorphismes
sont ceux qu’on obtient comme application de premier retour dans l’exemple 3.2.4,
c’est-à-dire pour les surfaces de partage. Le caractère pseudo-Anosov est donné par
l’origine comme section de Birkhoff du flot géodésique. Celui-ci étant Anosov, les
applications de premier retour sont pseudo-Anosov.

Une description explicite de ces applications comme produit de trois multitwists
est fournie par A’Campo [A’C75, A’C98]. Ce que nous faisons c’est donner une
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description alternative comme produit de deux antitwists —une notion que nous
introduisons à cette occasion.

Cette description a pour avantage de décrire tous les exemples : tout produit de
deux antitwists de signes opposés donne en fait l’application de premier retour pour
une certaine surface de partage d’un certain flot géodésique.

Pour présenter les antitwists, il est utile de considérer des surfaces à petits car-
reaux un peu particulière : une surface à petits carreaux est Ba’cfi-pavée si en
partant de tout carreau et en suivant les directions nord, est, nord, et est, dans cet
ordre, on revient au carreau de départ.

Un antitwist horizontal est alors une application d’une surface Ba’cfi pavée
qui laisse globalement invariante chaque cylindre horizontal, mais agit sur chacun
comme la composée d’une certaine transvection et d’une symétrie horizontale. Il
y a des conditions sur la transvection que nous ne détaillons pas. La condition de
Ba’cfi-pavage assure la cohérence globale. Un antitwist horizontal est gaucher si
chaque segment vertical est envoyé sur un segment penchant vers la gauche. On
définit de même antitwist vertical (droitier).

4.2.1 Théorème (Dehornoy-Liechti 2019). Soit O une surface orbifold et γ un
partage géodésique qui est en position générale sur O. Soit S•γ la surface de partage
associée et soit fγ l’application de premier retour sur S•γ induite par le flot géodésique.
Alors fγ est le produit d’un antitwist horizontal gaucher et d’un antitwist vertical
droitier.

Réciproquement, si S est une surface à petits carreaux, et si α et β sont les âmes
des cylindres horizontaux et verticaux. Si τα est un antitwist gaucher sur α et τβ un
antitwist droitier sur β, alors il existe une surface orbifold O et un partage γ sur O
tel que le premier retour fγ sur S•γ est donné par τβ ◦ τα.

La figure 4.B résume la construction et les propriétés des homéomorphismes
Bacfi.

Nous déduisons également quelques propriétés supplémentaires des homéomor-
phismes ainsi obtenus et en particulier de leur facteur d’expansion.

4.2.2 Théorème. Soit γ un partage sur une surface hyperbolique dont toutes les
régions du complémentaire ont diamètre au plus D. Alors le facteur d’expansion de
l’homéomorphisme fγ est au plus e2D.

Enfin nous comparons la construction aux constructions classiques de Thurston
et Penner.

4.2.3 Théorème. Il existe un partage γ telle que l’homéomorphisme fγ associé n’a
aucune puissance qui puisse être obtenue par la construction de Penner ou celle de
Thurston.
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Figure 4.B – À gauche, une surface orbifolique O de genre 2 avec 2 points coniques,
et un partage γ sur O. La surface S•γ vit dans le fibré unitaire tangent T1O. Elle est
constituée des vecteurs tangents basés sur γ et pointant vers les faces noires. En haut
à droite un modèle de S•γ sous forme de surface à petits carreaux, où chaque petit
carreau correspond à une arête entre deux points doubles de γ. Les identifications
des côtés sont marquées par des couleurs. Remarquer que voyager dans la direction
du vecteur (2, 2) fait toujours revenir au point de départ : c’est la condition Ba’cfi. La
surface a deux cylindres horizontaux, lesquels correspondent aux deux faces noires
de O \ γ, et trois cylindres verticaux qui correspondent aux faces blanches. L’effet
d’un antitwist horizontal sur un cylindre vertical formé de 4 petits carreaux est
montré en bas à droite. Il agit sur chaque petit carré comme la composition d’une
transvection et d’une symétrie horizontale. Sur le cylindre horizontal du haut les
images des petits carreaux s’enroulent presque deux fois sur le cylindre, cela vient
du fait que la face noire correspondante contient un point conique d’ordre 2.
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Chapitre 5

Flots
lévogyres [Deh15a, DP18, Deh17]

On passe à une classe particulière de flots qui ont de nombreuses sections de
Birkhoff : les flots dextrogyres et leurs images miroir, les flots lévogyres.

5.1 Définition et théorème de Ghys

5.1.1 Définition. Soit X un champ de vecteurs sur une sphère d’homologie ra-
tionnelle M . On dit que X est dextrogyre (resp. lévogyre) si pour toutes me-
sures µ1, µ2 de Borel positives X-invariantes, on a EnlX(µ1, µ2) > 0 (resp. < 0).

La définition est parfaitement symétrique entre lévogyre et dextrogyre, puisqu’il
suffit de changer l’orientation de la variété pour changer un flot lévogyre en un dex-
trogyre. Néanmoins, beaucoup de variétés sont canoniquement orientées, et comme
on va le voir, les flots géodésiques ont tendance à être lévogyres.

La définition précédente est motivée par le résultat suivant [Ghy09], corollaire
direct du critère 3.3.3 de Schwartzman-Ghys :

5.1.2 Théorème (Ghys 2009). Si X est un champ dextrogyre (resp. lévogyre) sur
une sphère d’homologie rationnelle M , alors pour toute collection Γ d’orbites pério-
diques de X il existe une section de Birkhoff pour X de bord Γ (resp. −Γ).

5.1.3 Corollaire. Si X est un champ dextrogyre ou lévogyre, alors tout entrelacs
composé d’un nombre fini d’orbites périodiques est fibré.

5.1.4 Exemple. L’exemple le plus simple de flot dextrogyre est le flot de Hopf
sur S3. En effet toutes les orbites sont périodiques de période 1, forment des nœuds
triviaux, et ceux-ci s’enlacent +1 fois. Toute mesure invariante est alors combinaison
de mesures de Dirac, et l’enlacement entre deux mesures invariantes est simplement
le produit de leurs masses totales.

5.1.5 Exemple. Le flot de Lorenz a motivé l’introduction de la notion 5.1.1. Il n’est
pas exactement lévogyre, puisqu’il a trois points fixes. Néanmoins toutes les mesures
qui ne se concentrent pas sur ces trois points s’enlacent positivement. En particulier
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tous les nœuds et entrelacs composés d’orbites périodiques (appelés nœuds et entre-
lacs de Lorenz ) sont fibrés. Cette propriété, remarquée et démontrée par Birman et
Williams [BW83], trouve une interprétation presque satisfaisante avec le théorème
de Ghys ci-dessus. Le “presque” vient du fait que toutes les mesures ne s’enlacent
pas strictement positivement (à cause des points fixes).

5.2 Quels flots géodésiques sont lévogyres ?

Le flot de Hopf est un exemple de flot dextrogyre. On va voir que cela suggère
naturellement de s’intéresser à d’autres flots.

5.2.a Sur les sphères riemanniennes

La sphère S3 est un revêtement double de T1S2, le fibré unitaire tangent à la
sphère bidimensionnelle. Si celle-ci est équipée de la métrique ronde à courbure
constante −1, alors le flot géodésique induit sur T1S2 se relève en l’image-miroir du
flot de Hopf. Donc le flot géodésique sur T1S2, où S2 est muni de la métrique ronde,
est lévogyre.

On peut se convaincre que ce n’est pas le seul flot lévogyre. Par exemple si
on considère un ellipsoïde, alors le flot géodésique est complètement intégrable, et
on peut décrire en particulier ses orbites périodiques : ce sont des nœuds toriques
négatifs dans T1S2. On vérifie que l’enlacement entre deux tels nœuds est toujours
négatif, et en fait que toutes les mesures invariantes s’enlacent négativement.

5.2.b Sur les sphères à pointes

Les fibrés unitaires tangents de surfaces de genre au moins 1 ne sont pas des
sphères d’homologie. Néanmoins, en considérant des quotients, on peut obtenir des
sphères d’homologie rationnelle. C’est même simple : le fibré unitaire tangent d’une
surface orbifoldique est une sphère d’homologie si, et seulement si, la surface orbi-
foldique est topologiquement une sphère, et donc si la surface orbifoldique est une
sphère avec un certain nombre de points coniques, et que sa caractéristique d’Euler
orbifoldique est non nulle.

On s’intéresse alors aux surfaces orbifoldiques munies d’une métrique à courbure
constante. Si la courbure est positive, on a affaire à un quotient de la sphère ronde,
dont le flot géodésique est encore un quotient de l’image-miroir du flot de Hopf, et
donc est lévogyre.

Si la courbure est nulle, on a affaire à un quotient d’un tore plat. Dans ce cas le
fibré unitaire tangent n’est pas une sphère d’homologie, car la caractéristique d’Eu-
ler orbifoldique est nulle. Néanmoins le flot géodésique est dans ce cas horizontal,
de sorte que tous les cycles asymptotiques sont nuls. Ainsi l’enlacement entre deux
mesures invariantes quelconques est bien défini. Dans le cas du tore plat, on a mon-
tré dans [Deh15a] que l’enlacement entre deux mesures portées par des collections
finies d’orbites périodiques homologiquement nulles est toujours négatif ou nul. Plus
précisément, à toute collection homologiquement nulle Γ = {γ1, . . . , γk}, on associe
un polygone PΓ dans R2 à sommets entiers
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5.2.2 Théorème ([Deh15a]). Soit Γ1,Γ2 deux familles finies homologiquement nulles
d’orbites périodiques du flot géodésique sur T1T2. Alors l’enlacement Enl(Γ1,Γ2) vaut
−2VolMix(PΓ1 , PΓ2).

Ici VolMix désigne le volume mixte de deux polygones de R2. Autrement dit, si on
note + la somme de Minkowski de deux polygones, on a Enl(Γ1,Γ2) = −Aire(PΓ1 +
PΓ2) + Aire(PΓ1) + Aire(PΓ2). Cet enlacement est donc toujours négatif, sauf si les
deux collections sont formées d’orbites toutes parallèles (et dont les orientations sont
alors opposées). Quand on passe au quotient, on voit donc que l’enlacement entre
collections d’orbites périodiques est strictement négatif dans le cas d’un quotient
triangulaire du tore, et négatif ou nul dans le cas d’un quotient rectangulaire.

Reste le cas de la courbure négative constante. Là le fibré unitaire tangent est
toujours une sphère d’homologie rationnelle, de la forme T1H2/G pour G un groupe
fuchsien. On a montré le résultat suivant [Deh17] :

5.2.3 Théorème (Dehornoy 2017). Soit O0;k1,...,ks une sphère orbifoldique hyperbo-
lique (avec donc s > 3). Alors le flot géodésique sur T1O0;k1,...,ks est lévogyre si, et
seulement si, on a s = 3.

En résumé le flot géodésique sur une orbifold à courbure constante est lévogyre
si, et seulement si, l’orbifold n’a que 2 ou 3 points coniques.

On souhaiterait une preuve directe de ce résultat, mais malheureusement, la
preuve dépend des trois cas. Dans les cas sphériques et euclidiens, il n’y a qu’un
nombre fini des flots à considérer, qui sont des quotients des flots géodésiques
sur T1S2 et T1T2. Dans le premier cas, le flot sur le revêtement fini est lui-même
lévogyre. Dans le second cas, on peut appliquer le théorème 5.2.2 pour voir que les
enlacements sont strictement négatifs dans un quotient triangulaire.

La preuve dans le cas hyperbolique est bien plus compliquée. Elle consiste à
d’abord obtenir un bon codage pour les orbites périodiques du flot géodésique sur
les surfaces orbifolds hyperboliques triangulaires. C’est fait à l’aide d’un patron, à
savoir une surface branchée plongée dans T1O0;k1,k2,k3 , munie d’un semi-flot dont les
orbites sont isotopes aux orbites du flot géodésique. Un patron est un avatar d’une
partition de Markov finie, et il s’agit d’en choisir un le plus simple possible. Celui
que nous construisons avec Tali Pinsky n’a que deux bandes, il ressemble donc au
patron de Lorenz, et est particulièrement simple [DP18].

D’abord la variété T1Ok1,k2,k3 s’obtient par chirurgies d’indices k1−1, k2−1, k3−1
sur l’entrelacs de Hopf à trois composantes dans S3. Cela permet de faire des dessins
dans le complémentaire d’un entrelacs de Hopf dans S3.

5.2.4 Définition. Soit Tk1,k2,k3 le patron de type Lorenz, qui est décrit par les codes
ci-dessous des orbites extrémales uL, uR, vL, vR et son plongement dans T1Ok1,k2,k3
et qui est plongé comme indiqué sur la figure :
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k1−1 k2−1

k3−1

uL vR

vLuR

uL vR
p, q, r > 2

r impair ((ap−1b)
r−3
2 ap−1b2)∞ ((bq−1a)

r−3
2 bq−1a2)∞

r pair ((ap−1b)
r−2
2 ap−2(bap−1)

r−2
2 b2)∞ ((bq−1a)

r−2
2 bq−2(abq−1)

r−2
2 a2)∞

p = 2, q > 2, r > 4

r impair ((ab)
r−3
2 ab2)∞ bq−1((abq−1)

r−5
2 abq−2)∞

r pair ((ab)
r−4
2 ab2)∞ bq−1((abq−1)

r−4
2 abq−2)∞

vL := buL,
uR := avR

5.2.5 Théorème (Dehornoy-Pinsky 2018). Soit k1, k2, k3 tels que 1
k1

+ 1
k2

+ 1
k3
< 1.

Alors à deux exceptions près, il y a une bijection entre orbites périodiques du flot
géodésiques sur T1Ok1,k2,k3 et orbites périodiques du flot sur le patron Tk1,k2,k3, telle
que la restriction à tout entrelacs fini est une isotopie.

La preuve de ce résultat consiste à travailler dansH2 de façonGk1,k2,k3-équivariante,
et à y déplacer toutes les géodésiques sur un graphe qui ressemble à un système de
roues dentées. En relevant ces déformations dans T1Ok1,k2,k3 , on obtient les isotopies.
Les deux bandes du patron Tk1,k2,k3 correspondent alors aux relevés des deux types
de roues dentées.
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Les expressions pour les orbites extrémales s’obtiennent en décrivant précisément
la suite des virages à droite et à gauche possibles pour les images des géodésiques
après déformation.

Pour la preuve du théorème 5.2.3 sur le caractère lévogyre du flot géodésique, il
s’agit alors d’estimer les enlacements entre orbites périodiques du patron Tk1,k2,k3 .
C’est un calcul assez délicat qui est fait dans [Deh17]. En particulier il est important
d’avoir les formules précises pour les suites extrémales uL et vR, car ajouter quelques
orbites au patron retire le caractère lévogyre du flot. On n’en dira pas plus, car le
calcul est ensuite assez pénible.
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Chapitre 6

Un invariant asymptotique et demi :
le tronc et le genre [DR17, DR19]

Cette partie est consacrée à une utilisation un peu différente des surfaces pour
l’étude des flots, puisqu’on considère des surfaces qui ne coupent pas nécesssairement
toutes les orbites du flot. On y présente deux invariants asymptotiques. En fait, pas
tout à fait : le tronc est bien un invariant asymptotique, mais le genre ne l’est
que dans certains cas (les flots dextro- et lévogyres), et alors il est proportionnel à
l’hélicité.

6.1 Invariants asymptotiques

Le problème auquel on s’intéresse est celui de construire des invariants de variétés
et de champs de vecteurs à homéo- ou difféomorphisme près. Les exemples de tels
invariants ne sont pas si nombreux.

Il y a des invariants évidents : en premier le nombre et la nature des points fixes.
Certains flots n’en ont pas. On peut alors s’intéresser aux orbites périodiques, à
leurs périodes, et à leurs propritétés topologiques. Encore une fois un flot peut ne
pas avoir d’orbites périodiques.

Surtout, les points fixes et les orbites périodiques sont des invariants locaux
(cela dit, leur nombre, ou leur taux de croissance ne l’est pas), et on cherche plutôt
à construire des invariants globaux. En dynamique il est fréquent de s’intéresser aux
mesures invariantes, et la plupart des flots portent en eux des mesures plus signi-
ficatives (mesures physiques ou SRB par exemple). Il est alors naturel de chercher
des invariants associés aux mesures invariantes.

L’entropie métrique (aussi appelée mesurée) est le candidat le plus naturel. Re-
marquons que c’est un invariant de nature ergodique, et elle ne capture pas forcément
les propriétés topologiques (au sens de la topologie de petite dimension). L’enjeu est
donc de construire des invariants associés à des mesures invariantes quelconques et
capturant des propriétés topologiques.

Le premier exemple de tel invariant est l’hélicité. Elle a été introduite par Mo-
reau et Woltjer [Mor61, Wol58] pour les mesures qui sont des volumes : pour g une
métrique riemannienne auxillaire, on note rotg(X) le rotationnel. SiM est une sphère
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d’homologie, alors pour toutX il existe Y tel que rotg(Y ) = X. Un tel Y n’est unique
qu’à ajout d’un champ gradient près. Par contre la quantié Helµ(X) :=

∫
M
Y.X dµ

ne dépend pas du choix de Y . Mieux, elle est invariante si on conjugue (X,µ) par
un difféomorphisme.

La nature topologique a été exhibée par Moffatt, qui montre que si la mesure est
concentrée dans un tube invariant, alors l’hélicité est égale au produit du flux du
tube par l’auto-enlacement de celui-ci [Mof69]. Cette observation a été généralisée
par Arnol’d, complété par Vogel, qui montrent [Arn86, Vog02] que pour un flot quel-
conque et une mesure invariante quelconque, l’hélicité coïncide avec un enlacement
asymptotique au sens suivant :

6.1.1 Théorème (Arnold-Vogel). Soit X un champ de vecteurs et µ une mesure
de volume ergodique. Alors pour µ-presque tous points p, q, la limite lorsque t→∞
de 1

t2
Enl(kX(p, t), kX(q, t)) existe et vaut Helµ(X).

La définition suivante est alors naturelle

6.1.2 Définition. Soit I un invariant d’entrelacs à n composantes. On dit que I
est un invariant asymptotique d’ordre (m,m, . . . ,m) si pour tout champ de
vecteurs X et pour toute mesure invariante ergodique qui est un volume, la limite

lim
t1,...,tn→∞

1

tmn
I(kX(p1, t1), . . . , kX(pn, tn))

existe pour µ-presque tous p1, . . . , pn. La limite est alors notée Iµ(X).

En ce sens, l’enlacement est un invariant asymptotique d’ordre (1, 1). De plus sa
limite coïncide avec l’hélicité.

D’autres invariants ont ensuite été étudiés sous le même angle.
Friedmann-He se sont intéressés au nombre minimal de croisements, mais ce n’est

pas exactement un invariant asymptotique au sens précédent. Gambaudo et Ghys
montrent que les ω-signatures sont des invariants asymptotiques d’ordre 2 [GG01].
Baader et Marché montrent que tout invariant de Vassiliev d’ordre n est un invariant
asymptotique d’ordre 2n [BM12].

Les résultats de Gambaudo-Ghys et Marché-Baader ont un aspect décevant puis-
qu’ils montrent que les invariants obtenus sont en fait tous proportionnels à l’hélicité,
de sorte qu’ils ne construisent aucun nouvel invariant de champ de vecteurs.

Cet aspect négatif est partiellement expliqué par les résultats de Kudryavt-
seva d’une part [Kud] et de Ensisco, Peralta Sala et Torres de Lizaur d’autre
part [EPSTdL16]. Ils montrent, sous des hypothèses différentes, que tout invariant de
champs de vecteurs qui est assez régulier (C1 au sens de Fréchet) est nécessairement
une fonction de l’hélicité.

Ainsi, tout nouvel invariant ne peut être que peu régulier.

6.2 Le tronc d’un champ de vecteurs

Avec Ana Rechtman, nous exhibons un nouvel invariant qui n’est pas propor-
tionnel à l’hélicité. Le tronc d’un nœud est un cousin d’invariants classiques tels le
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nombre de ponts ou l’indice de tresse. Rappelons qu’un nœud est en général défini
comme une classe d’isotopie de courbes plongées dans R3. On note h la fonction
hauteur de R3, ses niveaux sont donc les plans horizontaux.

6.2.1 Définition. Soit c une courbe dans R3, le tronc de c est le nombre maximal
de points d’intersection entre c et un plan horizontal : tr(c) := maxz∈R card({c ∩
h−1(z)}).

Soit K un nœud, le tronc de K est le minimum sur toutes les courbes c dans la
classe d’isotopie K des tronc de c, soit

Tr(K) := min
c∈K

tr(c) = min
c∈K

max
z∈R

card({c ∩ h−1(z)}).

2

2

4

Le résultat principal obtenu avec Ana Rechtman [DR17] est alors

6.2.2 Théorème (Dehornoy-Rechtman 2017). Le tronc est un invariant asympto-
tique d’ordre 1, qui varie continûment avec le champ de vecteurs. De plus sa limite
n’est pas une fonction de l’hélicité.

La preuve consiste à en fait directement définir un invariant de champ de vecteurs
en copiant 6.2.1. Pour cela on inverse le point de vue, en fixant le plongement,
mais en changeant la fonction hauteur. On note alors H l’ensemble des fonctions
hauteur sur S3. Le tronc d’un nœud est alors égal à Tr(K) = minh∈Hmax z ∈ R({c∩
h−1(z)}). C’est cette définition qu’on imite pour un champ de vecteurs préservant
un volume µ :

Tr∞(X,µ) := min
h∈H

max
z∈R

Flux(X,µ, h−1(z)).

Ici Flux(X,µ, S) désigne le flux total de (X,µ) à travers une surface S (l’analogue
de l’intersection géométrique).

Il reste alors à montrer que le tronc d’orbites quasi-périodiques de X tendant
faiblement vers µ tend, une fois renormalisé, effectivement vers Tr∞(X,µ), mais c’est
bien le cas.

Quant à voir pourquoi le tronc d’un champ n’est pas proportionnel à l’hélicité, il
suffit de calculer quelques exemples. Les flots de Seifert suffisent dans ce cas, car le
tronc d’un nœud torique de type T (p, q) vaut min(p, q), tandis que l’hélicité (c’est-
à-dire l’enlacement, ou encore le terme dominant pour les invariants de Vassiliev
d’ordre 2) est proportionnelle à pq.
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6.3 Le genre d’un champ de vecteurs dextrogyre

Le théorème 3.3.5 sur le contrôle du genre de sections de Birkhoff permet, pour
les flots dextrogyres ou lévogyres, de définir un autre invariant asymptotique d’ordre
2 : le genre.

6.3.1 Théorème (Dehornoy-Rechtman 2019). Soit M une variété de dimension
3 qui est une sphère d’homologie rationnelle, soit X un champ de vecteur non-
singulier sur M qui est dextrogyre ou lévogyre, et soit µ une mesure X-invariante
qui ne charge aucune orbite périodique. Si (γn)n∈N est une suite d’orbites périodiques
dont les périodes (tn)n∈N tendent vers l’infini et telle que 1

tn
(γn)n∈N tend faiblement

vers µ, alors la suite ( 1
t2n
g(γn))n∈N tend vers la moitié de l’hélicité de (X,µ).

L’idée de la preuve est que, pour les flots dextrogyres ou lévogyres, le genre d’une
orbite périodique est le genre d’une section de Birkhoff bordée par cette orbite. Le
théorème 3.3.5 l’exprime alors comme un auto-enlacement. L’asymptotique de cet
auto-enlacement n’est pas directement donnée par l’auto-enlacement des mesures
invariantes tel que défini par Arnold et Vogel, car le framing n’est pas le même. En
effet, pour le théorème 3.3.5 le framing est celui donné par un champ ζ transverse
à X, tandis que pour Arnold et Vogel, le framing est celui donné par la différentielle
du flot deX. Ces deux framings ne coïncident en général pas (par exemple pour le flot
de Hopf, l’auto-enlacement des orbites périodiques est de +1 et -1 respectivement).
Mais leur différence est donnée par ce qui s’appelle l’invariant de Ruelle. Comme
celui-ci a un comportement asymptotique bien compris [GG97], en fait linéaire, les
deux anto-enlacements considérés sont asymptotiques l’un à l’autre, et donc le genre
est asymptotiquement la moitié de l’auto-enlacement d’Arnold et Vogel.
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Chapitre 7

Perspectives

Dans ce dernier chapitre, on présente un certain nombre de perspectives de re-
cherche. Certaines sont des pistes sérieuses, d’autres d’hasardeuses spéculations.
Nous allons des questions les plus spécifiques et les plus proches de ce que nous
avons étudié vers les questions les plus générales.

7.1 Sur les sections de Birkhoff pour les flots d’Ano-
sov algébriques

Nos théorèmes permettent de comprendre que les flots géodésiques sur les sur-
faces hyperboliques admettent de nombreuses sections de Birkhoff. En particulier, à
flot géodésique fixé, tout automorphisme linéaire préservant l’orientation de T2 ap-
paraît comme application de premier retour pour une certaine section de Birkhoff.
On peut alors chercher à trouver la section de Birkhoff la plus simple : elle doit être
de genre minimal, mais parmi celles-ci, ce peut être celle qui a le moins de compo-
santes de bord (et donc celle qui minimise la caractéristique d’Euler), ou peut-être
un panachage entre le nombre de composantes de bord et la trace du premier retour
(une section à 5 composantes de bord et de trace 12 pour le premier retour est-elle
meilleure ou moins bonne qu’une section à 142 composantes de bord et de trace 3 ?).

7.1.1 Question. Définir une complexité pour les sections de Birkhoff qui tienne
compte du genre, du nombre de composantes de bord, et du nombre de points fixes
du premier retour. L’étudier pour les exemples algébriques.

Dans une autre direction, concernant les sections de Bikhoff à bord antithétique,
nous avons deux théorèmes un peu orthogonaux : d’une part nous classifions les
surfaces de Birkhoff à bord antithétique à l’aide des points entiers dans la boule-
unité duale de la norme d’intersection associée (théorème 3.4.3 [CD16]), et d’autre
part nous comprenons de façon satisfaisante les monodromies associées au centre de
cette boule (théorème 4.2.1 [DL19]).

7.1.2 Question. Étudier les monodromies des surfaces associées aux autres points
entiers de la boule-unité duale de la norme d’intersection. Trouver une expression
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simple en termes de twists ou d’antitwists, et étudier les facteurs d’expansion asso-
ciés.

Cette question constitue en fait le sujet de thèse de Théo Marty, qui a déjà
décomposé ces monodromies comme produit de twists de Dehn explicites.

Enfin, une troisième direction se profile : pour les flots géodésiques on n’a bien
compris que les sections de Birkhoff à bord antithétique. De plus, pour le flot géo-
désique sur le tore plat, on a aussi une classification par les points entiers dans un
polygone explicite. Peut-on fusionner ces deux énoncés dans un théorème général ?

7.1.3 Question. Étant donné une multi-courbe orientée γ qui soit homologiquement
nulle sur une surface hyperbolique, peut-on associer (algorithmiquement) à γ un
polytope dont les points entiers correspondent aux sections de Birkhoff de φgeod de
bord →γ ?

7.2 Sur les sections de Birkhoff pour les flots d’Ano-
sov

Si on s’intéresse aux flots d’Anosov généraux, on ne sait que peu de choses.
Néanmoins si on a une section de Birkhoff, alors l’application de premier retour est
un homéomorphisme pseudo-Anosov. Or ceux-ci sont transitifs, donc le flot dont on
est parti doit l’être. Ainsi les flots non transitifs n’ont pas de section de Birkhoff.

Concernant les flots d’Anosov transitifs généraux, Fried a démontré l’existence
de sections de Birkhoff, mais sans contrôle du genre.

7.2.1 Question (Fried 1983). Tout flot d’Anosov transitif admet-il une section de
Birkhoff de genre 1 ?

L’abondance des sections de genre 1 dans les cas algébriques incite à penser que
la réponse est positive, mais pour le moment la question est ouverte.

Nous avons commencé à travailler sur cette question. La stratégie est la suivante :
partir d’une section de Birkhoff quelconque, et en construire une qui soit plus simple,
c’est-à-dire soit de genre inférieur, soit contenant moins de points fixes.

Si la somme de Fried s’est révélée cruciale, et suffisante, pour jouer dans le cas des
flots géodésiques hyperboliques, il nous semble que pour ce cas général, il faille aussi
s’intéresser à la différence de Fried. Cette notion nouvelle, et pour le moment peu
connue, semble plus prometteuse pour décroitre le genre. Il s’agit de remarquer que
si S est une section de Birkhoff, si S ′ est une surface de Birkhoff, et si toute orbite
du flot coupe S ′ strictement moins que S, alors dans la classe [S − S ′] il existe une
section de Birkhoff. Son genre peut être calculé, et parfois, il est inférieur à celui
de S. Ainsi, dans un certain nombre de cas, en partant d’un flot qui a une section
de genre 2, on a pu en trouver une autre de genre 1.

Pour le moment, nous avons une tricotomie : soit l’application de premier retour
a beaucoup de points fixes, et nous trouvons un pantalon à lui ajouter qui diminue
le nombre de points fixes, soit il n’y a aucun point fixe (en dehors des singularités),
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et nous trouvons aussi un pantalon à retirer de sorte que le genre diminue, soit nous
sommes entre les deux avec quelques points fixes mais pas trop, et nous ne savons
pas quoi faire.

7.3 Sur les sections de Birkhoff générales

On a présenté ici les sections de Birkhoff, en expliquant qu’il s’agit d’objets qui
apparaissent assez facilement. C’est le cas pour les flots que nous avons étudié, à
savoir les flots d’Anosov transitifs. Mais pour des classes plus larges, ce n’est pas
aussi évident.

Ainsi, comme nous l’avons mentionné, on peut faire des flots sans sections de
Birkhoff : par exemple un flot sans orbite périodique sur S3. Les questions générales
suivantes, pas forcément difficiles, méritent d’être étudiées.

7.3.1 Question. Tout flot peut-il être approché par un flot admettant des sections
de Birkhoff ? L’ensemble des flots admettant des sections de Birkhoff est-il dense
pour la topologie C0 ? C1 ?

Si on restreint quand même un peu les flots auxquels on s’intéresse, on peut poser
des questions intéressantes :

7.3.2 Question. Tout flot de Reeb admet-il une section de Birkhoff ?

Différents résultats partiels ont été récemment démontrés. C’est un projet en
cours avec Vincent Colin et Ana Rechtman de répondre à cette question pour des
flots de Reeb génériques.

Dans une autre direction, la restriction du problème des trois corps (restreint !) à
des niveaux d’énergie fournit des exemples de flots tridimensionnels très intéressants.
On sait que pour les niveaux d’énergie les plus bas, le flot admet des sections de
Birkhoff qui sont des disques ou des anneaux.

7.3.3 Question. Pour quelles énergies le problème des trois corps restreint admet-il
des sections de Birkhoff ?

7.4 Sur les surfaces de Birkhoff et la différence de
Fried

Comme nous l’avons mentionné, pour un flot donné et les surfaces de Birkhoff
correspondantes, la somme et la différence de Fried sont deux opérations naturelles
qui prennent deux surfaces de Brirkhoff et en associent une troisième. Elles munissent
l’ensemble des surfaces de Birkhoff d’une structure de cône linéaire. Si le flot admet
une infinité d’orbites périodiques, ce cône a toutes les chances d’être de dimension
infinie.

Le théorème démontré avec Mario Shannon est intéressant dans ce contexte :
partant de la suspension d’un automorphisme A de T2, on peut trouver une section
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de Birkhoff dont le premier retour est RA, puis dans cette suspension une section de
premier retour R2A, etc. À chaque fois la nouvelle section est obtenue par différence
de Fried de la précédente et d’un pantalon. Ainsi il existe pour cet ordre des suites
infinies strictement décroissantes. C’est surprenant pour un ordre dont on pourrait
conjecturer qu’il est bon.

7.4.1 Question. Comprendre cet ordre de Fried sur les surfaces/sections de Bir-
khoff pour un flot donné.

7.5 Sur les flots lévogyres

La notion de section de Birkhoff a reçu un regain d’intérêt grâce aux travaux de
Ghys sur les flots lévogyres, un renforcement extrême de l’existence de sections de
Birkhoff. Néanmoins ceux-ci semblent abondants, et de nombreux candidats existent.

7.5.1 Question. Pour quelles énergies le problème des trois corps restreint est-il
lévogyres ?

Il s’agissait du sujet de la thèse de Marie Lhuissier [Lhu18]. Elle a présenté des
indices numériques selon lesquels les flots de faible énergie semblent lévogyres.

On a vu que si on s’intéresse aux flots géodésiques sur des orbifolds hyperboliques,
on sait exactement lesquels sont lévogyres. Si la courbure est positive, on sait que
pour la métrique ronde ou celle d’un ellipsoïde, le flot est aussi lévogyre. Il y a des
raisons de penser que c’est le cas dès que la courbure est positive :

7.5.2 Question. Si S2 est une sphère riemannienne à courbure positive, le flot
géodésique est-il lévogyre ?

Une dernière question nous semble particulièrement intéressante sur ce sujet : la
motivation initiale pour introduire la notion de flot lévo- ou dextrogyre était d’expli-
quer le caractère fibré des nœuds de Lorenz, c’est-à-dire des orbites périodiques du
flot géométrique de Lorenz. Si le flot est non-singulier, la forme du patron implique-
rait que toutes les mesures invariantes s’enlacent positivement, et cela démontrerait
le résultat. Mais le champ de Lorenz a trois points fixes, et donc trois mesures er-
godiques invariantes qui ont enlacement nulle avec les autres. Le théorème de Ghys
ne peut s’appliquer ici.

7.5.3 Question. Adapter aux flots singuliers les notions de cycles asymptotiques,
de dextrogyrité, et adapter la théorie de Schwartzman-etc, afin de démontrer que
les nœuds de Lorenz sont bien fibrés.

7.6 Sur les invariants asymptotiques

La recherche et la compréhension d’invariants de flots à homéomorphisme/difféomophisme
près est un sujet à la fois naturel, riche, et balbutiant. Comme on l’a dit, on connait
bien un invariant, l’hélicité, et on retombe souvent dessus.
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Les exemples du crossing number asymptotique de Friedman et He et du tronc
asymptotique que nous avons introduit avec Ana Rechtman montrent néanmoins que
de tels invariants existent et qu’on peut les trouver. Le genre étant un des invariants
de nœuds les plus simples à définir, il est naturel de s’y intéresser. Il y a deux raisons
supplémentaires : d’une part nous avons montré que pour les flots lévogyres il y a
un genre asymptotique (mais il est dans ce cas proportionnel à l’hélicité), d’autre
part des simulations numériques avec le flot de Ghrist suggère un comportement
asymptotique non proportionnel à l’hélicité.

7.6.1 Question. Le genre est-il un invariant asymptotique d’ordre 2 pour les champs
de vecteurs dans une variété de dimension 3 ?

Nos essais se sont pour le moment révélés infructueux, mais on peut espérer
qu’une approche à la Sullivan marche : on définirait un genre pour n’importe quel
2-courant (dans une certaine classe), de sorte qu’on puisse définir le genre d’un 1-
cycle feuilleté comme le genre minimal d’un 2-courant bordant. Ensuite il s’agirait
de montrer que cette notion coïncide avec la limite du genre classique des orbites
périodiques.

Si on revient au tronc que nous avons défini, il y a deux questions naturelles
qui restent ouvertes. D’une part le tronc n’est pas un invariant isolé dans la famille
des invariants de nœuds. On peut par exemple considérer le tronc arborescent où on
remplace les fonctions hauteur par des fonctions à valeur dans un arbre, ou différents
troncs selon la topologie qu’on autorise pour les niveaux. Pour chacun de ces troncs,
la question de l’existence d’une asymptotique existe.

Enfin, l’hélicité est connue pour fournir une borne inférieure (topologique) à
l’énergie d’un champ de vecteurs.

7.6.2 Question. Le tronc d’un champ de vecteurs donne-t-il une borne inférieure
sur son énergie ?
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