MAT404-TD4 Séries numériques UGA

Exercice 1.

1 — )\kJrl
Soit A € C différent de 1. Démontrer par récurrence sur k la formule : 1+ A+...+\F = B
Exercice 2. ¢ Déterminer si la série de terme u,, converge ou non dans les cas suivants :
sin(n
1. u, = (2 ),n > 1.
n
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2. u, = n%(e% ———1),n>1
1 — cos(%)
3. U, = —n=>1
sin()
4. up, = vVn®—+/(n—1)*,n > 1 (selon les valeurs de «).
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5. u, = sin (— - sin(—)) ,n>1.
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6. up, =log(l+ —) —log(l——),n>1.
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7. U, = c ,n>1
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8. u, = (e% —1)/\/n—|—1,n2 1.
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9. u, =nln <1+—>,n2 1.
n
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10. u, = (1 —nln(1l+ 5)) /vVn+1,n>1

Exercice 4.
On consideére dans cet exercice des séries de la forme Z nA" (n>1) avec A € Cet [N < 1.

1. En utilisant une comparaison, montrer que si a < 0 alors cette série converge.
2. Quelle est la limite quand n — oo de n®A™/2?

3. Justifier Pexistence d’une constante C' telle que n®A" < CA™? pour tout n. En déduire que
pour tout « et tout A tel que |[A| < 1 la série n® A" converge.

4. En déduire que pour tout polynome P et tout A tel que |A| < 1 la série Z P(n)\" converge.



Exercice 5.

On considere dans cet exercice des séries de la forme E

1

o Tog(n)? (n > 2) avec «, [ des
n* log(n

nombre réels strictement positifs.

: 1 :
1. Par comparaison avec E —, montrer que cette série converge lorsque o > 1.
n

2. On suppose maintenant a < 1. Quelle est la limite quand n — oo de n® ' log(n)” ?

3. En supposant toujours que o < 1, démontrer I'existence d’une constante C' telle que pour

tout n

- - >
n*log(n)? ~— n
1

W) diverge quelque soit 3.
n«log(n

En déduire que dans ce cas la série ( E

Exercice 6. (x) Exemple de séries semi-convergentes.

On pose, pour n >0et z € C, u, =

1.
2.

Z’I’L

n+1

Pour quelles valeurs de z la série Z u, est-elle absolument convergente ?

Montrer que la série Z uy, diverge si |z| > 1.

On s’intéresse désormais a la série E u, dans le cas ou |z| = 1.

Traiter les deux cas ou z est réel.

On suppose maintenant que z est un complexe de module 1 différent de 1 ou —1 et on pose

z=¢e" 0¢] - n[\{0}.

q
Pour p,q € N, avec ¢ > p, on note S, ,(0) = Z e avec la convention S, ,(6) = 0 (c’est

k=p+1
une somme vide).
1
(a) Calculer S, ,(#) et montrer que |5, ,(0)| < Tsm(@/2)]
(b) Vérifier la formule
1
U, = n—H(Sp,n(Q) — Spn-1(0))
et montrer .
q q—
1 1 Sp.q(0)
D tn= ) Spald) — + e
i WS [n—l— 1 n+2} qg+1

Note : Cette formule, qui s’apparente a une intégration par parties discrete, s’appelle
la sommation d’Abel.

En déduire que
q

Zun<1 1

S -
n=p+1 p +1 |Sln(§)|

Pour montrer que la série E u, converge dans ce cas, soit on utilise le critere de Cauchy
si on le connait, soit on se rameéne a des séries a termes positifs. Tout d’abord on sépare
parties réelle et imaginaire : u,, = a, + ib,, avec a,, = cos(nf), b, = sin(nd). On pose

a} = max(ay, 0), a, = —min(ay,, 0), a, =al —a,, lan| = a' +a,,
b} = max(by,, 0), b, = —min(b,,0), b, =b — b, b, = b + b,

En utilisant la majoration de la question précédente, montrer que les séries a termes
positifs Za:{, Za; ) Zb;{ et Zb; sont toutes convergentes et en déduire que la

série E U, converge.



