Corrigé de l'interrogation hors classement du 23
septembre 2005 [cours MAT432 a 1'école
polytechnique]

Exercice 1.

On a
22 + 3e* 2% + 3e*
———dz = 2in-Res(—+——=, 2=0) =
/722(2_4) z i eb(z2(2_4),z ) o 1
= 2im - Res((3+32+0(:")) - (- ; - 1—62+O(z2)) 2 2=0)=
. 3 3 1 .3 12 15w
= 2z7r~Res((—1—62—Zz)-?, z= )——2m(1—6—|—1—)_— 5
Exercice 2.
Les singularités isolées sont: z =0, z =1, z = 2.
Pour z =1, on calcule
sin(Z)
. z =1) =
Res((z—l)(z—Q)Q’Z )=20
car sin(m) = 0.
Pour z = 2, on calcule
sin(%) vy 2 1
Res(m7 Z = 2) = ReS((Sln(g)_(2_2)+o((z—2) )) (Z — 2)2, z = 2) = —1

La singularité en z = 0 est essentielle et est a priori difficile a calculer au moyen
de développements limités. Remarquons tout d’abord que lorsque |z| — oo, on
a l'inégalité
sin(Z) < C
G DE-27 SR
ot C' > 0 (on notera que lorsque |z| > m, T se trouve a l'intérieur du disque

unité fermé, ol la fonction |sin(w)| atteint un maximum). Pour r > 0, notons
~r 1 [0,27] — C le chemin décrit par la formule v,.(t) = r - €*. On calcule au



moyen de ’estimée ci-dessus que

. sin( z)
lim =

—F——=dz=0.
r=oo o, (2 = 1)(z - 2)?

Par ailleurs le théoreme des résidus assure que pour tout r > 2

sin(Z)

A (Sin(:)dz = 2m<0 +(=1)+ Res(m, z= 0))-
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On en déduit que

sin(Z)
Res(——%——, 2=0) = 1.
eS((z—l)(z—?)Q’ * )
Exercice 3.
On calcule
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ol la derniere égalité résulte du théoreme de Cauchy.
Exercice 4.

Le k-ieme coefficient de Fourier de e/®! considérée comme un élément de L? ([, 7])

est
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On en déduit que pour k > 0
2e™(—1)F —2
ap =
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et que
em -1
ag =
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Exercice 5.

Ecrivons f(z) = f(x+iy) = u(z,y)+iv(z,y). Les équations de Cauchy-Riemann
disent que
Ov/0x = —0u/0y.
v

La fonction dv/dz est donc un polynoéme en z et y. On sait donc que g2 (z,0)
est un polynéme en z. Comme la fonction v(z,0) est une primitive en = de



9v(z,0), la fonction v(z,0) est un polynome en z. Il existe donc des nombres

complexes cg, ..., ck tels que
d
u(z,0) +iv(x,0) = Z cpt
k=0

pour tout x € R. La fonction ZZ:O cpx® est la restriction & R du polynéme
complexe P(z) := Zi:o cx2® et P(z) coincide avec f(z) sur R. On conclut en
appliquant le principe d’unicité.



