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Avant-propos

Petit plaidoyer totalement partial pour I’étude de ’algebre.—Nous vou-
drions commencer cet ouvrage par un petit plaidoyer en faveur de cette disci-
pline mal-aimée des étudiants qu’est 1’algebre. Les étudiants se plaignent souvent
de sa difficulté & cause de son haut niveau d’abstraction. Bien souvent, les ob-
jets manipulés ne leur paraissent pas assez concrets, et 'utilité de 1’étude des
structures algébriques semblant absconses leur échappe complétement. Pourquoi
donc s’embéter a classifier les groupes finis d’ordre donné ou chercher toutes leurs
représentations irréductibles, pourquoi s’acharner a savoir si tel groupe est résoluble
ou si tel anneau est factoriel, pourquoi calculer la réduite de Jordan d’un endo-
morphisme et autres joyeusetés 7 Pourquoi un tel besoin quasi-irrépressible chez le
mathématicien de généraliser a I’extréme, sinon pour torturer les étudiants par pur
plaisir sadique ' ?

Avant de tenter de répondre & ces questions, essayons de définir ce qu’est ’algebre.
La définition la plus juste est sans doute la suivante : c’est I’étude des structures
algébriques. Ici, on entend par structure algébrique un ensemble muni d’une ou plu-
sieurs lois de composition internes ou externes, éventuellement muni d’un ordre ou
une topologie, le tout satisfaisant un certain nombre d’axiomes. Ainsi, les groupes,
les anneaux, les corps, les espaces vectoriels ou les représentations sont des struc-
tures algébriques. Une fois les structures définies, on définit souvent la notion de
sous-structure, mais surtout les fleches entre deux telles structures, appelées < mor-
phismes >, qui sont < les applications compatibles avec les lois internes et externes >.
Ce sont d’ailleurs les morphismes qui constituent la part importante la théorie, plus
que les objets eux-mémes, puisque ce sont eux qui établissent les relations entre les
objets, a travers la notion de structure quotient, par exemple. Une notion cruciale
découlant directement de la notion de morphisme est la notion d’isomorphisme.
Elle permet d’identifier des objets a priori différents mais structurellement iden-
tiques, et jouissant alors de propriétés similaires a tout point de vue. De maniere
un peu vague, deux structures isomorphes sont en fait deux fagons de voir le méme
objet, mais dont on aurait étiqueté les éléments différemment. Par exemple, tous
les espaces vectoriels de dimension n sur un méme corps sont isomorphes, et une
propriété vraie pour I'un est aussi vraie pour tous les autres, méme si leurs éléments
sont de natures différentes. D’ailleurs, apres le choix d’une base, tout espace vecto-
riel de dimension n se comporte comme K" : Iétiquetage des éléments se fait via
les coordonnées dans la base choisie, mais le comportement des éléments vis-a-vis
des opérations est exactement le méme que celui des vecteurs de K™ muni de ses
opérations usuelles. Un des problemes fondamentaux en algebre est alors de classi-
fier les objets & isomorphismes pres. Pour résumer, ce qui compte, ce n’est pas tant
les objets, mais les fleches entre les objets 2.

1. D’aucuns diront que la réponse est contenue dans la question.
2. Ce point de vue a d’ailleurs été poussé a l'extréme et avec succes a travers la théorie des
catégories.
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Passons maintenant aux difficultés d’appréhender cette théorie. En ce qui concerne
le probleme du manque de palpabilité des objets, cela provient en grande partie
d’un manque de pratique de l'abstraction, les étudiants étant confrontés aux ob-
jets abstraits et aux joies de la démonstration de théoremes formels extrémement
tardivement. Autrement dit, pour maitriser une nouvelle notion/discipline, il faut
s’exercer. Ce principe frappé au coin du bon sens s’applique bien évidemment dans
la vie de tous les jours (pratique d’un sport, d’un instrument, d’une langue, de la
danse,etc.). Il n’y a aucune raison pour les mathématiques y échappe. Ceci dit,
la difficulté avec l'algebre, et de maniere plus générale avec les mathématiques,
est que les définitions et théorémes exposés en cours ou dans les ouvrages sont
le fruit d’un long cheminement intellectuel, qui s’est déroulé parfois sur plusieurs
dizaines d’années. Par conséquent, on ignore souvent le probleme concret qui a
motivé l'introduction de telle ou telle notion a l'origine. Par exemple, I'algebre
linéaire trouve essentiellement sa source dans la géométrie. C’est Descartes qui fit
le premier a utiliser des coordonnées pour résoudre des problemes géométriques
comme la détermination de l'intersection de deux droites, en termes d’équation
linéaire, établissant des lors un pont entre deux branches mathématiques jusqu’alors
séparées : 'algebre et la géométrie. Il faut attendre le dix-neuvieme siecle et Gauss
pour qu'une étude approfondie des systeémes linéaires soit faite. Camille Jordan
résout également définitivement le probleme de la réduction d’endomorphisme. I1
faut noter que la notion d’espace vectoriel n’a toujours pas été dégagée a ce mo-
ment la! Une premiere tentative de formalisation de cette notion a été effectuée
par Grassmann en 1844, dans son traité < La théorie de ’extension linéaire >. Ce
traité, passé relativement inapergu, contient déja I’essentiel de la théorie telle que
nous la pratiquons aujourd’hui. Enfin, en 1888, Peano, en se basant sur les travaux
de Grassmann, axiomatise définitivement la théorie. On pourrait constater la méme
chose avec d’autres branches de ’algebre. La théorie des groupes trouve ainsi son
origine premiere dans le probleme de résolubilité des équations polynomiales par
radicaux et les travaux de Galois. La notion de groupe est également utilisée par
Klein pour étudier les nouvelles géométries ayant émergé (géométrie hyperbolique,
géométrie projective). Kummer introduit également un groupe abélien dans ses
tentatives de démonstration du grand théoréme de Fermat. Néanmoins, il faudra
attendre 1882 pour qu’émerge la premiere définition axiomatique d’un groupe abs-
trait. Notons au passage que ’étude des anneaux prend également sa source dans
les travaux de Dedekind sur le théoréeme de Fermat. C’est finalement Noether qui
établira les fondements de la théorie des anneaux commutatifs unitaires.

Vu la diversité des contextes dans lesquels toutes ces notions sont apparues histori-
quement, on comprend mieux pourquoi la mise en place une théorie générale est in-
dispensable. D’ailleurs, établir une théorie unificatrice possede plusieurs avantages :
éclairer sous un nouveau jour les cas particuliers qui ont motivé son élaboration, ob-
tenir des résultats valables pour tous les objets de la théorie considérée (ce qui évite
de redémontrer la méme chose dans des dizaines de cas particuliers), mettre a dispo-
sition de nouveaux outils plus puissants pouvant étre utiles pour démontrer de nou-
veaux théoremes, créer des passerelles entre diverses branches des mathématiques,
etc. Le prix a payer est souvent une montée dans I’abstraction, mais c¢’est un mal
nécessaire pour pouvoir utiliser une artillerie efficace. Une image qui fonctionne
plutot bien est celle du randonneur completement perdu : afin de retrouver plus
facilement son chemin, il va chercher a prendre de la hauteur et a atteindre un point
de vue plus élevé, pour avoir acces a un panorama complet des alentours, avant de
redescendre pour revenir sur le bon chemin. Un des exemples les plus frappants est
celui du grand théoreéme de Fermat : pour arriver finalement & une démonstration, il
a fallu étudier les structures algébriques d’objets dont on aurait eu peine a imaginer
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I'existence au temps de Fermat. C’est ainsi que la théorie des anneaux, la théorie
des nombres et de nouveaux pans de la géométrie algébrique se sont développés.
Comme dans d’autres situations en mathématiques, le fait d’intégrer le probleme
de Fermat dans un cadre plus général et apparemment beaucoup plus difficile a per-
mis de grandes avancées, parce que ’on dispose alors de tout un outillage développé
pour ce cadre.

Essayons finalement de répondre a la question que beaucoup d’étudiants se posent
légitimement : & quoi ¢a sert 7 Mentionnons tout de suite la principale force de
I’algebre, a savoir son ubiquité. Il est en effet intéressant de souligner que les diverses
branches de l’algebre ne sont pas compartimentées. Bien au contraire, il existe
des passerelles entre elles et vers d’autres disciplines, ce qui permet une variété
d’applications dans divers domaines.

La théorie des groupes illustre parfaitement notre propos. La notion de groupe
apparait naturellement des qu’il s’agit d’étudier les symétries d’un objet. Elle in-
tervient ainsi en géométrie puisque beaucoup d’exemples de groupes sont de na-
ture géométrique, mais aussi en chimie (simplification des calculs de structure
électronique, classification des états électroniques ou vibratoires d’une molécule
ou d’un solide), en physique théorique (théorie de la relativité, théorie de l'unifica-
tion) via la théorie des représentations. La théorie des groupes est aussi intimement
liée a la théorie des corps via la théorie de Galois. Cette derniere théorie permet
par exemple de donner une jolie caractérisation de la constructibilité d’un point a
la regle et au compas, ou de la résolubilité d’une équation polynomiale par radi-
caux en termes de théorie des groupes. Une autre application de la théorie de Galois
moins connue des étudiants (car plus pointue), mais omniprésente dans la recherche
mathématique, est la résolution des problemes dits < de descente >. De maniére tres
floue, un probleme de descente est un probleme du type suivant : on considére un
ensemble d’objets mathématiques et une relation d’équivalence sur ces objets. On
se donne deux objets définis sur un corps K, et on suppose que les deux objets
sont équivalents lorsque ’on les considere comme des objets définis sur un corps L
contenant K. Les deux objets sont-il équivalents sur K ? Par exemple, considérons
le probléme suivant : soient M, M’ € M,,(K) deux matrices. On suppose qu’il existe
une matrice Q € GL,, (L) telle que M’ = QMQ~!, ou L est un corps contenant K.
Existe-t-il une matrice P € GL,,(K) telle que M’ = PMP~1? 1l est bien connu
que la réponse est positive, et la démonstration la plus classique ne nécessite pas
de théorie de Galois. On peut alors légitimement se poser la question de savoir si
c’est encore le cas lorsque 'on remplace le groupe linéaire par le groupe spécial
linéaire ou le groupe orthogonal. La réponse est cette fois négative, et la théorie
de Galois permet de caractériser précisément les matrices M’ pour lesquelles cela
devient vrai, & M fixé. Enfin, dans un registre plus ludique, la théorie des groupes
permet de résoudre certains casse-tétes célebres comme le Rubik’s cube ou le jeu
du taquin.

De maniere plus générale, la théorie des groupes se révele un outil indispensable
dans I'étude des structures mathématiques, quelles qu’elles soient. En effet, pour
comprendre un objet mathématique, il est toujours utile d’étudier son groupe d’au-
tomorphismes. Il est aussi naturel d’essayer de faire agir un groupe sur cet objet
et d’étudier les orbites et stabilisateurs associés. On obtient alors a la fois de plus
amples renseignements sur 1’objet lui-méme et sur le groupe qui agit. Enfin, lorsque
I’on s’attaque au probléeme de classification d’objets mathématiques a isomorphisme
pres, probleme qui s’avere extrémement ardu en général, il est toujours utile d’as-
socier un groupe a chaque objet, de sorte que deux objets isomorphes aient des
groupes associés isomorphes. Cette approche est souvent fructueuse, surtout lorsque
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le groupe associé est abélien, puisque les groupes abéliens sont des objets parti-
culierement bien compris et dans lesquels il est facile de calculer. Ce principe est
illustré de manieére extrémement frappante en topologie. A tout espace topologique
X et tout point x € X, on peut associer un groupe abélien Hy(X, X \ {z}) pour
tout entier £ > 0, de sorte que, si b : X — Y est un homéomorphisme, on a un
isomorphisme de groupes

he : Hy(X, X\ {z}) = Hy(Y,Y \ {h(z)}).

Ces groupes peuvent étre calculés dans certains cas, grace a des théoremes généraux.
Par exemple, on peut démontrer que Hy(R™,R™ \ {x}) est trivial si k # n, et est
isomorphe a Z si k = n, et ceci pour tout z € R™. On en déduit aisément le résultat
non trivial suivant, dont il serait difficilement concevable (voire impossible) d’avoir
une démonstration a la main : pour tous entiers n,m > 1, les espaces topologiques
R™ et R™ sont homéomorphes si, et seulement si, n = m.

L’algebre linéaire quant a elle s’invite aussi bien dans les autres branches de ’algebre
qu’en analyse (équations différentielles ou aux dérivées partielles, espaces fonction-
nels), en mécanique, en théorie des graphes, en théorie du codage (codes linéaires
auto-correcteurs), dans I’étude des systémes dynamiques discrets, en probabilités
(chaines de Markov), en informatique,etc. C’est aussi un excellent outil pour étudier
les groupes, grace a la théorie des représentations linéaires. Par exemple, la table
des caracteres permet de déterminer tous ses groupes distingués ou de décider de la
simplicité d’un groupe, ou de démontrer des théoremes de structure. D’autre part,
comme déja mentionné plus haut, la théorie des représentations a des applications
en chimie et en physique théorique.

Enfin, la théorie des anneaux posseéde un pouvoir d’ubiquité similaire a la théorie
des groupes ou de l'algebre linéaire. Cette théorie trouve son origine en théorie des
nombres, avec les travaux de Dedekind visant a démontrer le théoreme de Fermat, le
point de départ étant que si z,y, z € Z et p est un nombre premier impair, 1’égalité
aP + yP = 2P, peut se retraduire dans 'anneau Z[(p] = {P((p) | P € Z[X]} sous la
forme

(+y)(@+Gy) - (w+E 1y =27,

ol (, = e » . La notion d’anneau intervient également de maniére déterminante
en géométrie algébrique, mais aussi en logique formelle (algebres de Heyting, de
Boole, algebres cylindriques, etc.), en théorie des représentations linéaires (si V' est
une représentation irréductible d’un groupe G, 'anneau des endomorphismes de V'
est un anneau & division), en algebre linéaire (théorie des polynémes annulateurs).
Récemment, la théorie des anneaux a division a trouvé des applications en théorie
des codes Wifi, et a servi a construire des codes performants pour la transmission
de données sans fil (téléphone portable, box Wifi). Enfin, la théorie des anneaux
a permis d’étudier globalement les formes quadratiques sur un corps K, en intro-
duisant 'anneau de Witt W (K), ce qui a insufflé un nouvel essor & la théorie des
formes quadratiques et a contribué a la découverte de nombreux résultats.

De maniere générale, 'utilisation des structures algébriques permettent souvent
de démontrer des résultats de maniere simple et élégante, une fois que l'on a les
bons outils (comme la résolution d'un probleme de constructibilité a la regle et
au compas, qui est purement géométrique, grace a la théorie des corps et des
groupes, ou comme la résolution d’une question topologique difficile a coup de
groupes d’homologie). On pourrait continuer indéfiniment la liste des applications
des notions présentées dans cet ouvrage. Nous espérons que ce panorama réduit
suffira a convaincre le lecteur du bien-fondé de I'étude des structures algébriques et
de la beauté de cette théorie.
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Prérequis.— Le texte qui suit est un cours d’algebre s’adressant a des lecteurs
ayant acquis les notions mathématiques de base de premiere et deuxieéme années
de Licence. Nous supposerons donc que le lecteur maitrise quelques notions simples
de théorie des ensembles, 'arithmétique dans Z, et surtout I'algebre linéaire et
matricielle de base. Le lecteur ne se sentant pas au point sur tout ou partie de
ces notions est vivement encouragé a d’abord consolider ses connaissances sur les
points précédents avant de s’attaquer a ce cours.

Quelques conseils pour travailler son cours.— Les conseils qui suivent sont
évidemment valables pour n’importe quel cours, qu’ils soit suivi en amphi ou
qu’il soit étudié en autodidacte a l'aide d’un livre. Chaque étudiant est bien en-
tendu différent, et il n’y a pas de recette universelle pour maitriser un cours de
mathématiques. Néanmoins, il y a quand méme quelques conseils frappés au coin
du bon sens® qui peuvent faciliter I’apprentissage.

(1) S’aménager des conditions de travail propices (que ce soit seul ou en groupe) :

couper télé, radio, téléphone portable, internet, afin de pouvoir mieux se concen-
trer.

(2) Apprendre les définitions et les théorémes principaux a la virgule pres (chaque

mot et ordre de chaque mot ayant son importance dans un énoncé mathématique).
Connaitre les exemples classiques des objets que 'on a défini.

Savoir faire les exercices d’application directe du cours.

S’attaquer aux exercices moins évidents, quitte a sécher dessus un bon mo-
ment. On apprend les maths en les faisant (et on éprouve généralement une
grande satisfaction personnelle lorsqu’on trouve finalement). Il est absolument
inefficace d’abandonner au bout de dix minutes. Pour progresser, il faut étre
patient et tenace.

(5) Une fois ceci fait, et seulement & ce moment la, on peut reprendre chaque

énoncé important du cours et essayer de répondre (dans la mesure du pos-
sible) aux questions suivantes : pourquoi a-t-on fait telle ou telle hypothese 7
Ou intervient-elle dans la démonstration ? Le résultat est-il encore vrai si I’on
affaiblit les hypotheses, ou si 'on en enleve? Si ce n’est pas le cas, peut-on
produire un contre-exemple ?

C’est tres bien pour comprendre les choses en profondeur.

(6) Sipossible, essayer de comprendre les étapes essentielles et I'articulation d’une

démonstration d’un théoréme important. Savoir refaire une démonstration courte.

Il faut prendre conscience que 'on ne peut pas tout comprendre a fond
sur le moment, et accepter que I’on puisse ne pas maitriser une démonstration
tout de suite. Il faut parfois un an de recul sur une notion pour vraiment la
digérer.

(7) Souvent, lorsqu’on lit une démonstration du cours ou la solution d’un exercice,

on a le sentiment d’avoir bien compris. Il faut savoir que neuf fois sur dix, il n’en
est rien. Pour voir si ¢’est vraiment le cas, nous conseillons au lecteur d’essayer
de ré-expliquer la dite démonstration ou solution a des collegues. C’est un test
qui ne trompe pas : s’il y avait des points obscurs ou doutes, cela se ressentira
lors de la tentative d’explication. Comme on dit souvent : ce qui se congoit
bien s’énonce clairement.

Comment aborder un exercice.— Enfongons le clou : on apprend les maths en

les faisant, et en se trompant, et certainement pas en lisant linéairement un ouvrage,

3. Tout du moins selon 'auteur...
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une page Web ou une solution rédigée d’exercice. Voici quelques principes de base
pour éviter de rester bloqué devant un exercice.

(1)

Lire 1’énoncé en entier pour identifier le but de I’exercice *.

Identifier de quoi ga parle, et lister les théoremes a disposition sur le sujet.

Repérer les hypotheses, ainsi que les mots du style < en déduire ». Cela donne
une bonne indication sur la maniere de procéder.

Lorsque que l'on doit faire une démonstration, ne pas hésiter a écrire les hy-
potheses, et la conclusion, pour visualiser d’ou on part et ot on veut arriver.
Cela aide souvent pour savoir comment démarrer.

Lorsque on rédige une démonstration, il faut savoir justifier chaque étape. Si
ce n’est pas le cas, c’est qu’il y a un probleme...

Bien faire apparaitre ot on utilise les hypotheses de ’énoncé dans la rédaction
d’une démonstration. Si une hypothese n’est pas utilisée, il y a deux possibi-
lités : soit 1’énoncé est mal fait (ce qui peut arriver), soit il y a une ou plusieurs
erreurs dans la démonstration en question (ce qui est le cas le plus probable).

Se forcer a bien rédiger et a écrire des phrases mathématiquement completes
et grammaticalement correcte méme au brouillon. Il est extrémement facile
de prendre de mauvaises habitudes de rédaction.

Parmi les principes de bonne rédaction, on peut citer : ne pas utiliser
d’abréviation, ne pas mélanger symboles mathématiques et francais, n’écrire
un signe <« <= > que si 'on est certain d’avoir une équivalence logique,
dire ou on utilise les hypotheses, vérifier que 1’on n’utilise pas la conclusion
souhaitée pour la démontrer, etc.

Faire des exercices dont on ne dispose pas du corrigé, pour ne pas étre tenté
d’aller y jeter un coup d’ceil °.

Comme déja évoqué précédemment, essayer d’expliquer sa proposition de so-
lution d’un exercice a des collegues permet de déceler des erreurs ou des points
mal rédigés.

4. Dit comme c¢a, le conseil a 'air complétement idiot, mais c’est en fait vital pour ne pas
perdre de vue le but final!
5. Cela ne sert a rien, et ce n’est pas rentable.



Premiere partie

Groupes : il faut agir!!






Chapitre 1

Théorie des ensembles, structures algébriques

I.1. Applications

Dans ce paragraphe, E et I’ seront deux ensembles non vides, et f : F — F
désignera une application.

DEFINITION I.1.1. On dit que f : E — F est injective si pour tous z, 2’ € E, on a
f@)=f@@) =a2=2d
Autrement dit, f : E — F est injective si pour tout y € F', I’équation
flx)=y, z€F

possede au plus une solution.

On dit que f: E — F est surjective si pour tout y € F, ’équation
flx)=y, z€F
possede au moins une solution.
On dit que f : E — F est bijective si elle est injective et surjective. Autrement
dit, f: E — F est bijective si pour tout y € F', ’équation
fla)=y, z € E

possede ezactement une solution. Dans ce cas, il existe une unique application !
g: F — E vérifiant fog=1Idp et go f =1dg.

On la note f~1.

DEFINITION 1.1.2. Si E' C E, limage (directe) de E' par f est ’ensemble

f(E) {f(a) |2 € E'}
= {y e F| il existe 2’ € F' tel que y = f(a')}.

L’image de f est I'ensemble f(E). On le note aussi Im(f).
Si F' C F, limage réciproque de F’ par f est 'ensemble
) ={z e B f(z) € F'}.
Attention! La notation est trompeuse, car f n’est pas nécessairement bijective.

On trouve parfois la notation f{~ (F’) pour éviter la confusion.

REMARQUES 1.1.3.

(1) On aIm(f)=F si, et seulement si, f est surjective.

1. Pour tout y € F, g(y) est simplement 'unique solution z € E de I’équation f(z) = y.

13
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(2) Sif:E — F est une application, Papplication
E — Im(f)
v £(2)

est surjective. En particulier, si une application f : E — F est injective, elle
induit une bijection de E sur son image.

1.2. Relations d’équivalence

La notion de relation d’équivalence sur un ensemble permet de mettre en relation
des éléments ayant une propriété commune.

Cela permet alors regrouper ces éléments par < paquets >, définissant ainsi la notion
de classe d’équivalence, puis de construire un nouvel ensemble en < identifiant > les
éléments d’'un méme paquet & un seul et méme élément. On aboutit alors a la notion
d’ensemble quotient.

DEFINITION 1.2.1. Soit E un ensemble. Une relation sur E est une partiec R de
E x E. On note z ~p y si (z,y) € R.

Une relation d’équivalence sur E est une relation R satisfaisant les propriétés sui-
vantes :

(1) réflexivité : pour tout « € E, x ~p x;
(2) symétrie : pour tous z,y € E, si ¢ ~g y, alors y ~g x;
(3) transitivité : pour tous x,y,z € E, si x ~gr y et y ~g 2, alors  ~p 2.
On confondra souvent R et ~g, et on parlera plutot de la relation d’équivalence
~pR ou ~.
Siz e FE, la classe d’équivalence de x est ’ensemble
z={yeE|y~ra}
C’est le sous-ensemble des éléments en relation avec x. En particulier, x € T pour

tout x € F.

REMARQUE 1.2.2. Si E est vide, alors R est vide. Il n’y a alors qu’une classe
d’équivalence, qui est la classe vide. Si E est non vide, alors R est non vide (puisque
R contient (z,x) pour tout € E). Dans ce cas, chaque classe d’équivalence est
non vide.

EXEMPLES 1.2.3.

(1) La relation d’égalité est une relation d’équivalence sur tout ensemble F, as-
sociée & la partie R = {(z,z) | € E.} De plus, pour tout z € E, on a

T ={z}.
(2) La relation < avoir la méme parité > est une relation d’équivalence sur l’en-

semble Z. Il y a deux classes d’équivalence : I’ensemble P des entiers pairs, et
I’ensemble I des entiers impairs.

DEFINITION 1.2.4. L’ensemble E/ .. dont les éléments sont les diverses classes d’équivalence
de F pour la relation ~ est appelé ensemble quotient de E par ~.
Attention! Les éléments de E/.. sont des sous-ensembles de E.

EXEMPLE 1.2.5. Si Z est muni de la relation d’équivalence < avoir méme parité >,
alors ’ensemble quotient a deux éléments, qui sont P et I.
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ProPOSITION 1.2.6. Soit E un ensemble non vide, que l'on suppose muni d’une
relation d’équivalence ~. Alors :

(1) pour tousx,y € E, onax~y < T=7;
(2) deux classes d’équivalence sont soil disjointes, soil égales;

(3) les classes d’équivalence forment une partition de E. Autrement dit, les classes
d’€équivalence sont non vides, deux a deux disjointes et de réunion E.

Démonstration. SiT =7, alors © € T =7, et donc = ~ y. Inversement, supposons
que x ~ y. Soit z € T. Alors z ~ x, et puisque x ~ y, on a z ~ y. Ainsi z € 7, et
donc T C y. Mais puisque = ~ y, on a y ~ x et le méme raisonnement montre que
Yy CZ,et doncT =7.

Montrons maintenant le deuxieme point. Soient T et § deux classes d’équivalence
et supposons qu’elles ne soient pas disjointes. Autrement dit, il existe z € E tel que
z €T et z €y. Par définition, onax ~ zet y ~ 2. On a alors x ~ z et z ~ y, et
par suite x ~ y. Le premier point implique alors que T = 7.

Enfin, pour montrer le dernier point, il reste & montrer que les classes d’équivalence
sont non vides, de réunion FE, le point (2) montrant que ces classes sont deux &
deux disjointes. Mais c’est clair puisque 'on a x € T pour tout x € E. O

COROLLAIRE 1.2.7. Soitw € E/.. une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence
~. Alors, pour tout x € w, on a w =T.

Démonstration. Par définition d’une classe d’équivalence, on a w = g pour un
certain y € E. Si x € w =7, alors « ~ y, et donc T =y = w par la proposition 1.2.6
(1). O

DEFINITION 1.2.8. Soit w € E/.. une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence
~. Un élément x € FE tel que w = T est appelé un représentant de w. Par le corollaire
précédent, x € E est un représentant de w si, et seulement si, z € w.

ExEMPLE 1.2.9. Si F = Z est muni de la relation d’équivalence < avoir méme
parité >, 0 et 2 sont des représentants de ’ensemble P des entiers pairs.

DEFINITION 1.2.10. Soit E un ensemble non vide muni d’une relation d’équivalence
~. L’application surjective

7 E— E/.
r+—7T
est appelée la projection canonique.
On veut maintenant caractériser ’ensemble des applications
v:FE/.—F,

ol F est un ensemble. Remarquons tout d’abord que si ¢ : E/.. — F est une appli-
cation, alors I’application porm : E — F' est constante sur les classes d’équivalence.

En effet, si x ~ y, alors T = 7 et donc
(pom)(z) = p(r(x) = (@) = 0(F) = o(r(y)) = (pom)(y).
Réciproquement, on a le résultat suivant.

ProrosITION 1.2.11. Soit E un ensemble non vide, muni d’une relation d’équivalence
~, soit F' un ensemble non vide, et soit f : E — F une application. On suppose
que [ est constante sur les classes d’équivalence, c¢’est-a-dire

pour tous z,y € E,x ~y = f(x) = f(y).
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Alors, il existe une unique application f : E/ ~— F telle que

f=fom.

Elle est définie par
f(w) = f(z) pour tout w € E/~,

ot x € E est un représentant arbitraire de w.

En particulier, on a
f(@) = f(x) pour tout x € E.

En outre, pour tout ensemble non vide F', il existe une correspondance bijective
entre l’ensemble des applications ¢ : E/.. — F et U'ensemble des applications
f+ E — F qui sont constantes sur les classes d’équivalence. Cette bijection est
donnée par

pr—poT

fef

Démonstration. Gardons les notations de I’énoncé. Supposons qu'une telle applica-
tion f existe, et soit w € E/~. Six € F est un représentant de w, on aw = T = 7(x),
et ainsi

fw)=f(x(z)) = (for)(z) = f(z).

Cela montre que si f existe, elle est définie par
f(w) = f(x) pour tout w € E/,

ol ¢ € E est un représentant arbitraire de w. En particulier, une telle application
est alors unique.

Le probleme est de vérifier que réciproquement cette formule définit bien une ap-
plication. Autrement dit, il faut vérifier que f(w) ne dépend pas du représentant de
la classe d’équivalence choisi. Soient z,y € E deux représentants de w. On a donc
x,y € w. On doit montrer alors que f(z) = f(y). Mais c’est exactement ’hypotheése
faite sur f. Ceci démontre I'existence de I'application f. De plus, pour tout = € E,
x est un représentant de T, et on a donc

f(@) = f(z) pour tout z € E.

Pour achever la démonstration du théoreme, il suffit de vérifier que les deux fleches

Y poT

fe—f
sont inverses I'une de 'autre.

Soit ¢ : E/ ~— F une application. Alors, application @ o7 est 'unique appli-
cation ¢ : E/ ~— F telle que ¥ o™ = @ o w. Or, ¢ est une telle application. On
en déduit alors que o7 = . Inversement, si f : F — F est constante sur les

classes d’équivalence, on a f o = f par définition. Ceci achéve la démonstration.
O
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REMARQUE 1.2.12. L’hypothese sur f est indispensable !

Reprenons l'exemple de la relation d’équivalence < avoir la méme parité > sur
Z, et soit f = Idz. Alors, f n’est pas constante sur les classes d’équivalence, et
I'application f précédente n’existe pas. En effet, dans le cas contraire, on aurait

f(P) = f(0) = 0, mais aussi f(P) = f(2) = 2, car les entiers 0 et 2 sont deux
représentants de la classe d’équivalence formée par les entiers pairs. On obtiendrait
alors 1’égalité 0 = 2 € Z. Ainsi, f n’est pas définie et les lignes précédentes n’ont
aucun sens mathématique.

1.3. Lois internes, structures algébriques

Les structures sont les armes des mathématiciens?.

Dans tout ce qui suit, E est un ensemble non vide.

DEFINITION 1.3.1. Une loi interne * sur E est une application
ExFE—F
(z,y) — z*y.

On dit que la loi * :

(1) est associative si pour tous x,y,2z € E,ona (xxy)xz=x* (y* 2);
(2) est commutative si pour tous x,y € E,onax*xy =y * .
Si L est une autre loi interne sur E, on dit que la loi x est distributive par rapport
a L si, pour tous x,y,2z € F, on a
(xLly)xz=(xxz) L(yxz) et v*(yLz)=(xxy) L (rvx*z).

ExeEmMPLE 1.3.2. L’addition et le produit sont des lois associatives sur N, ainsi que
sur Z. De plus, le produit est distributif par rapport a ’addition.

DEFINITION 1.3.3. Un élément neutre pour la loi * est un élément e € E tel que,
pour tout x € F,onax*xe=ex*xx = .

ExEMPLE 1.3.4. L’addition sur N possede un élément neutre, a savoir 0, et le produit
sur N possede un élément neutre, a savoir 1.

LEMME 1.3.5. Soit E un ensemble non vide, muni d’une loi interne x. Si la loi *

possede un élément neutre, celui-ci est unique.

Démonstration. Supposons que * possede deux éléments neutres e, eo € E. Puisque
e1 est un élément neutre, on a

€1 * €2 = €9.
Mais, e étant aussi un élément neutre, on a également

€1 * g = €1.

On en déduit que e; = e, d’ott le résultat. O

DEFINITION 1.3.6. Soit E un ensemble non vide, muni d’une loi *, et possédant un
élément neutre e (nécessairement unique d’apres le lemme précédent).

Soit z € E. Un symétrique de x est un élément 2’ € E tel que

cxx =2 xx=e.

2. Nicolas Bourbaki
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ExXEMPLE 1.3.7. Tout m € Z possede un symétrique dans Z pour la loi d’addition,
a savoir —m. En revanche, le seul entier naturel possédant un symétrique pour
I’addition dans N est 0.

LEMME 1.3.8. Soit E un ensemble non vide, muni d’une loi interne *. On sup-
pose que x est associative et posséde un élément neutre e. Si x € E posséde un
symétrique, celui-ci est unique.

Démonstration. Supposons que z € F possede deux symétriques z, x5, € E. Alors,
on a

Ty =l xe=1a) x (v xah) = (2] x2) k12 = e x 2 = 2,
d’otu le résultat. (|
On peut maintenant définir la notion de groupe.

DEFINITION 1.3.9. Un groupe est un couple (G, *), ot G est un ensemble non vide,
et x : G Xx G —> G est une loi interne associative, possédant un élément neutre
lg € G, et telle que tout élément = € G possede un symétrique.

D’apres les résultats du paragraphe précédent, le neutre est unique, et un symétrique
de x € G est unique. On le note 7!, et on 'appelle l’inverse de .

Un groupe (G, %) est dit abélien (ou commutatif) si la loi * est commutative.

Les groupes seront étudiés de maniere approfondie dans la suite. Aussi, nous nous
bornerons pour I'instant a donner deux exemples.

EXEMPLES 1.3.10.

(1) L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de son addition, est un groupe abélien,
de neutre 0.

(2) L’ensemble R* = R\ {0}, muni du produit usuel, est un groupe abélien, de
neutre 1.

REMARQUES 1.3.11.

(1) Dans les énoncés, on omettra de préciser la loi *, et on parlera du groupe G,
plutét que du groupe (G, *).
Drailleurs, si x,y € G, on écrira xy plutdt que x * y.
(2) Lorsque la loi de G est commutative, on la note souvent (mais pas toujours)
< + >. Dans ce cas, le neutre est noté Og, et I'inverse de x est plutdt noté —ux,
et appelé < opposé de x >.

Maintenant que I'on a défini les groupes, on va ajouter une loi supplémentaire, et
définir la notion d’anneau. Encore une fois, nous nous limiterons pour l'instant au
strict minimum.

DEFINITION 1.3.12. Un anneau est un triplet (A, +,-), ot A est un ensemble non
vide, + : AX A — Aet-: Ax A — A sont deux lois internes, vérifiant les
propriétés suivantes :

(1) le couple (A, +) est un groupe abélien;
(2) laloi < - > est associative, et posséde un élément neutre;
3. Selon certains auteurs, un anneau ne posséde pas nécessairement un tel élément neutre, et

appellent < anneau unitaire > ce que nous appelons un anneau. Néanmoins, notre convention est
la plus répandue actuellement.
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(3) laloi < - » est distributive par rapport & < + .

Les éléments neutres pour les lois < + > et < - > seront notés 04 et 14 respective-
ment.

On dit que 'anneau (A, +, ) est commutatif si < - > est commutative.

EXEMPLES 1.3.13.

(1) L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de son addition et de son produit, est
un anneau commutatif.

(2) L’ensemble M,,(R) des matrices carrées de taille n & coefficients réels, muni de
I’addition et du produit de matrices, est un anneau, non commutatif si n > 2.

(3) (TD) Soit n > 0 un entier. On rappelle que deux entiers a,b € Z sont congrus
modulo n si a — b € Z est un multiple de n, i.e. s’il existe un entier k € Z tel
que a = b+ kn.

On le note a = b [n]. La relation de congruence modulo n est une relation
d’équivalence sur Z. L’ensemble quotient est noté Z/nZ.
On montre que les deux lois internes

Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ
- - — et — -
(@b)—a+b=a+b (@,b) — ab = ab
sont bien définies, et munissent Z/nZ d’une structure d’anneau commutatif. Si
de plus n > 1, cet anneau possede n éléments, a savoir

0,1,...,n— 1.

Nous aurons aussi besoin rapidement de la notion de corps.
DEFINITION 1.3.14. Un corps est un ensemble K, muni de deux lois internes
KxK-—K KxK—K
et
(z,y) —x+y (z,y) — y,

appelées respectivement addition et multiplication, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) le triplet (K, +,-) est un anneau commutatif;
(2) tout élément non nul de K possede un symétrique par rapport a la loi < - > ;
(3) onalg # 1k.

Le symétrique de x € K par rapport a ’addition est noté —z, et appelé l'opposé de
x. Le symétrique de x € K \ {0x} par rapport & la multiplication est noté x 7!, et
appelé [’inverse de x.

On notera K* = K \ {Ox}.

REMARQUE 1.3.15. Remarquons qu’avec cette définition, un corps est en particu-

lier un anneau commutatif. Ce n’est pas toujours le cas dans les ouvrages. Nous

préférons néanmoins réserver le terme < corps > pour désigner ce que d’autres au-

teurs appelleraient < corps commutatif >, et plutot parler d’anneau a division, ou

de corps gauche, lorsque le groupe (K \ {Ox},-) n’est pas abélien *.

ExXEMPLES 1.3.16.

(1) Les ensembles Q, R, C, munis de leurs lois usuelles, sont des corps.

(2) Pour tout nombre premier p, 'anneau Z/pZ est un corps, que I’on note F,. On
en verra la démonstration dans un chapitre ultérieur.

4. La convention utilisée ici I’est d’ailleurs aussi chez nos amis anglosaxons.






Chapitre II
Propriétés élémentaires des groupes

Dans ce chapitre, nous introduisons les définitions et résultats élémentaires de la
théorie des groupes.

I1.1. Généralités

Bien que nous ayons déja introduit cette notion dans le chapitre I (cf. définition
1.3.9), rappelons la définition d’un groupe.

DEFINITION I1.1.1. Un groupe est un couple (G, %), oit G est un ensemble non vide
et x : G X G — (G est une loi interne vérifiant les propriétés suivantes :

(1) laloi x est associative : pour tous z,y,2 € G,on a (xxy)*xz = x x (y x 2) ;

(2) laloi % possede un élément neutre : il existe un élément e € G tel que 'on ait
Trxe=exxr=x pour tout x € G;

(3) tout élément posséde un symétrique : pour tout x € G, il existe 2’ € G tel que
zx7 =a' xx=c¢c.

D’apres les lemmes 1.3.5 et 1.3.8, ’élément neutre est unique, et un symétrique de

2 € G est unique. On le note z~!, et on I'appelle I’inverse de z.

Un groupe (G, *) est dit abélien (ou commutatif) si ’on a de plus

T*y =1y *x pour tous z,y € G.

Passons aux exemples de groupes.

ExXEmMPLES I1.1.2.

(1) Un singleton {e} peut étre muni trivialement d’une structure de groupe en
posant e x e = e.

(2) Les couples (Z,+), (R, +), (R*,-),(C,+), (C*,-) sont des groupes abéliens.
(3) Le couple (GL,(C),-) est un groupe, non abélien si n > 2.

(4) Soit E un K-espace vectoriel, o K est un corps. Alors, 'ensemble des appli-
cations linéaires bijectives f : E — FE est un groupe, pour la composition des
applications, noté GL(E).

(5) Si E est un K-espace vectoriel, (E,+) est un groupe abélien, comme par
exemple (M, (C),+) et (C™,+).

6) Le couple (Z,-) n’est pas un groupe : par exemple, 2 n’a pas d’inverse.
g

(7) Soit E un ensemble. L’ensemble G(E) des bijections de E dans lui-méme,
muni de la composition, est un groupe, appelé groupe des permutations de E
ou groupe symétrique sur E. Il est non abélien dés que |E| > 3. Si E = [1,n],
il est noté &,,.

21
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(8) Si (G,*) est un groupe et X est un ensemble, on note GX I’ensemble des
fonctions f : X — G. Pour toutes fonctions f,g € GX, on définit la fonction
fxg: X — G par

(f*g)(z) = f(x) * g(x) pour tout z € X.
Alors, (GX, %) est un groupe (Quels sont le neutre et I'inverse d'un élément ?).

(9) Si (G, *) est un groupe, 'ensemble des suites (g, )n>0 d’éléments de G est un
groupe. C’est un cas particulier du cas précédent, puisqu’une suite n’est rien
d’autre qu’une fonction f: N — G.

(10) Si (G, *) et (G', o) sont deux groupes, ’ensemble G x G’, muni de la loi
(GxG)x (GxG)— GxG
((g1.91): (92, 92)) ¥ (91 % g2, 91 ® 92)
est un groupe. Le groupe obtenu s’appelle le produit direct (externe) de G et
G .
Par exemple, (R?, +) est le produit direct (R, +) x (R, +).

Nous laissons le soin au lecteur de détailler les exemples.
Notations.

(1) Dans les énoncés, on omettra de préciser la loi *, et on parlera du groupe G,
plutét que du groupe (G, *).

(2) Le produit de deux éléments = et y de G est en général noté xy, et le neutre
est noté 1 ou 1 s’il n’y a pas d’ambigiiité.

Attention néanmoins, cette loi n’est pas forcément la multiplication au
sens usuel; c’est juste une notation commode lorsque 'on travaille avec une
structure de groupe non spécifique. Lorsque G est abélien, on utilise aussi la
notation additive < + ». Dans ce cas précis, le neutre est noté Og ou 0, et

l'inverse de x est noté —x.
n

(3) Sizy,...,z, € G,leproduit xy - - - x,, noté aussi H x;, est défini par récurrence
i=1
de la maniere suivante :

(1) sin=0,21- -z, =1g;
(2) sin>1,onpose x1- Ty = (T1 " Tp_1)Tp-
Remarquons que par associativité, pour tous k,n > 0, on a

(xl...xk)($k+1...$n):xl...xn.

(4) Sin € Z,onpose 2" = x---xsin >0et 2" =2 t--.27tsin < 0. En
notation additive, on le note n-x.
On a alors
"M = 2"e™ et (2™)™ = 2™™ pour tous n,m € Z.

Ces deux égalités sont faciles mais pénibles a démontrer. Leur vérification est
lachement laissée au lecteur.

Attention ! En général, (zy)™ # a2"y™ si G n’est pas abélien.

LEMME I1.1.3. Soit G un groupe. Alors :
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(1) la loi de groupe est simplifiable : pour tous z,y,z € G, on a

Tz2=Yyz=—=ux=1y, € zxr=zy=—aT =y
(2) pour tous x,x1,...,x, € G, on a

1 1 -1

(Y =2 et (x1--2p) t=a,t 2]

(3) pour tout a € G, les translations d gauche et a droite

ly: G — G ; rq: G — G
r— ax © T — za

sont bijectives.
Démonstration.

(1) 1l suffit de multiplier par l'inverse et d’utiliser ’associativité.

(2) Puisque 27tz = 227! = 1g, z est 'unique inverse de !, d’olt le premier

point. Pour le second, il suffit de traiter le cas n = 2 et de conclure par
récurrence. On a

1 -1 —1y 1 -1 -1
r1xo(xy xy ) = x1(xoxy )y =r1lgr] = xx) = lg,
et de méme (25 tx] Hrixs = 1g.

(3) On vérifie que les applications inverses sont £,-1 et r,—1 respectivement.

Notation. Si F est un ensemble fini, on notera |E| son nombre d’éléments.

DEFINITION I1.1.4. Si G est un groupe fini, son nombre d’éléments |G| est appelé
Uordre de G.

EXEMPLES II.1.5.

(1) Si E est un ensemble & n éléments, G(E) est un groupe fini d’ordre n!.

(2) Sin >1, le groupe abélien Z/nZ est un groupe d’ordre n.

Maintenant que l'on a défini les objets que l'on veut étudier, il faut définir les
< fleches > entre les objets, appelées morphismes. Evidemment, de tels morphismes
n’ont d’intérét que s’ils < respectent > la structure de groupe.

DEFINITION IL.1.6. Soient G, G’ deux groupes.
Une application f : G — G’ est un morphisme de groupes si

f(zy) = f(2)f(y) pour tous z,y € G.

Attention! La loi de groupe & droite est la loi de groupe dans G’. Il se peut tres
bien que G soit noté multiplicativement, et G’ additivement, ou 'inverse.

Si f:G1 — G et g: Gy — Gs sont des morphismes de groupes, il en est de
méme de go f: G; — G3.

ExeEMPLES I1.1.7. Les applications suivantes sont des morphismes de groupes :

hy: Z — G N )
(1) m s gm Ol G est un groupe quelconque et = € G ;
7 —7

(2)

)

n— 2n
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FIRX 5 RX
z — s

exp: R — R*;

In :]0, +o00[— R;

det : GLy(C) —» C*.
En revanche, det : Ma(R) — R n’est pas un morphisme de groupes;

(7) plus généralement, si K est un corps et E est un K-espace vectoriel de di-
mension finie, application det : GL(E) — K* est un morphisme de groupes
multiplicatifs ;

Encore une fois, on laisse au lecteur le soin de détailler les exemples.

La remarque suivante est tres pratique et sera utilisée sans référence ultérieure.

REMARQUE II.1.8. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes. Alors :

(1) ona f(lg) =ler;
(2) pour tout x € G, on a f(x~1!) = f(z)~L.

En effet, on a
f(le) = f(le-1le) = f(le) f(1a),

et on conclut par simplification dans G’. On a alors

f@)f@™t) = flza™) = f(le) = la,
et de méme f(z71)f(z) = 1g/, donc f(x~1) est l'inverse de f(x).
DEFINITION I1.1.9. Un isomorphisme de groupes est un morphisme de groupes
bijectif.
Deux groupes G et G’ sont isomorphes s’il existe au moins un isomorphisme de

groupes f : G — G’. On le note G ~ G'.

Un automorphisme d’'un groupe G est un isomorphisme de groupes de G sur lui-
méme. L’ensemble des automorphismes de G est noté Aut(G).

REMARQUES I1.1.10.

(1) Pour tout groupe G, l'identité Idg : G — G est un isomorphisme. On a donc
G ~ G pour tout groupe G.
(2) Si f: G — G’ est un isomorphisme, alors f~! : G’ — G est aussi un
morphisme de groupes, et est donc un isomorphisme de groupes.
En effet, soient x’,3’ € G'. On a alors
FUTHEFTHW)) = FUH @) =2y,
et donc f~1(a'y") = f~1(a')f~1(y') par définition de f~1.
En particulier, si G ~ G’, alors G’ ~ G.
(3) Sifi1:Gy — Gs et fo: Gy — G3 sont des isomorphismes de groupes, il en
est de méme de fo 0 f1 : Gy — G3.
Par conséquent, si G; >~ G4 et Gy ~ (3, alors G; ~ G3.
La vérification est laissée au lecteur.
(4) Les trois points précédents entrainent aisément que I'ensemble Aut(G) est un
groupe pour la composition des applications.

ExempLEs I1.1.11. Les applications suivantes sont des isomorphismes de groupes :
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) [ R — R*
r —ad
) exp: R —]0, +o0];
3) In:]0, +oo[— R;
) si E est un K-espace vectoriel de dimension n, le choix d’une base e induit
deux isomorphismes de groupes

End(E) = M, (K)

u — Mat(u; e).
GL(E) 5 GL,(K)

u — Mat(u; e).

Le lemme suivant donne toute une famille d’exemples d’automorphismes de groupes.

LeEMME I1.1.12. Soit G un groupe, et soit g € G. L’application

Inty: G — G
xr —— gmg_1

est un automorphisme de G, appelé la conjugaison par g.

De plus, Uapplication
Int: G — Aut(G)
g — Int,

est un morphisme de groupes.

Démonstration. Pour tous z,y € G, on a

Inty (2y) = geyg~" = grg ' gyg~" = Inty(z)Inty(y).
Ainsi, Int, est un morphisme de groupes. De plus, pour tout € G, et pour tous
9,9 € G, on a

Intey () = gg'w(99') " = gg'vg' 97! = glnty (v)g~" = Int,(Inty (x)).
Par conséquent, on a
Inty o Inty = Intyg.
On a en particulier
Inty oInt,—1 = Inty;—1 oInt; = Inty, = Idg,

et donc Int, est bijectif, d'inverse Int,-1. Le dernier point est clair, au vu des calculs
précédents. O

DEFINITION I11.1.13. Un automorphisme intérieur d'un groupe G est un automor-
phisme de la forme Int(g), g € G. L’ensemble Int(G) des automorphismes intérieurs
est un groupe pour la composition des applications.

Les automorphismes intérieurs jouent un role important en théorie des groupes (cf.
la notion de sous-groupe distingué dans le paragraphe suivant). Nous finissons ce
paragraphe en introduisant quelques notations et définitions.

Notation. Si P est une partie de G, pour tout ¢ € G, on note gPg~! I'image de
P par Int,. Autrement dit, on a

gPg~' ={gxg~' |z € P}.

I est fini si, et seulement si, P est fini,

Puisque Int, est un automorphisme, gPg~
et dans ce cas, on a

lgPg~ " = |P|,
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et ceci pour tout g € G.

DEFINITION I1.1.14. Soit G un groupe, et soient deux parties P, P’ de G. On dit
que P et P’ sont conjuguées dans G s'il existe g € G tel que P' = gPg~".

Deux éléments z, 2’ € G sont dits conjugués dans G s’il existe g € G (non nécessairement
unique) tel que 2’ = grg~!. La classe de conjugaison de x dans G est I’ensemble
Conj(x) des éléments de G conjugués a x, c’est-a-dire 'ensemble

Conjg(z) = {gzg™" | g € G}.

Le lecteur vérifiera sans peine que la relation <« étre conjugués dans G > est une
relation d’équivalence sur G, dont les classes d’équivalences sont les classes de conju-
gaison d’éléments de G.

REMARQUE II.1.15. Déterminer toutes les classes de conjugaison d’un groupe est
une question importante en théorie des groupes, mais difficile a résoudre. Par
exemple, si G = GL, (K), cela revient & savoir décider si deux matrices données M
et M’ sont semblables ou non.

Il y a quand méme quelques groupes ou ce probléeme peut étre résolu facilement.
C’est par exemple le cas du groupe symétrique, comme nous le verrons dans un
chapitre ultérieur (cf. corollaire 111.2.25).

I1.2. Sous-groupes

Introduisons maintenant la notion de sous-groupe.

DEFINITION IL1.2.1. Soit G un groupe, de neutre 1g. Un sous-groupe de G est un
sous-ensemble H de G vérifiant les propriétés suivantes :

(1) onalge H;
(2) pour tous z,y € Hyonaxy € H;
(3) pour tout x € H,onax~! € H.

Clairement, {15} et G sont des sous-groupes de G, pour tout groupe G. Un sous-
groupe H sera dit trivial st H = {1¢}, strict si H # G et propre s'il est distinct de
{1g} et de G.

EXEMPLES I1.2.2.

(1) L’ensemble Z est un sous-groupe de (C,+).
(2) L’ensemble {1} est un sous-groupe de (R*,-).

L’intérét de cette notion est donné par le lemme suivant.

LEMME 11.2.3. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe de G. Alors, la loi
interne de G se restreint en une loi interne sur H, qui confére a H une structure
de groupe, dont le neutre est celui de G.

Démonstration. Le fait que la loi de G se restreigne en une loi interne sur I’ensemble
H provient de I'axiome (2) de la définition de sous-groupe. Puisque G est un groupe,
sa loi est associative. Sa restriction a H I’est donc aussi. De plus, 14 étant un élément
neutre pour la loi de G, c’est aussi un élément neutre pour sa restriction a H, car
lg € H par hypothese sur H. Enfin, si x € H, son symétrique 2! est dans H. Mais
alors, ! est un inverse de x pour la loi de H, puisque zz~ ! =z 'z = 1¢ = 1x.

O
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Pour montrer qu’un ensemble muni d’une loi est un groupe, il est ainsi plus rapide
de montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe connu, lintérét étant d’éviter
de vérifier I'associativité. De plus, le lemme suivant permet encore de raccourcir
(parfois) les calculs.

LemMME I1.2.4. Soit G un groupe, et soit H une partie de G. Alors, H est un

sous-groupe de G si, et seulement si, H est non vide, et pour tous x,y € H, on a
-1

zy € H.

Démonstration. Si H vérifie les conditions du lemme, puisque H est non vide, il
contient au moins un élément xo € H, et contient donc xgx, L' = 14. Pour tout
x € H,on a alors 27! = lgz~! € H. Enfin, si x,y € H, alors d’apres le point
précédent, y~! € H, et donc vy = z(y~!)~! € H. Le sens direct étant clair, ceci
achéve la démonstration. O

EXEMPLES II1.2.5.

(1) 11 se peut fort bien quun groupe G n’ait aucun sous-groupe propre, comme
G = {£1}, par exemple.

(2) L’ensemble des fonctions continues de R dans R est un sous-groupe du groupe
des fonctions de R dans R (pour l'addition des fonctions).

(3) L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. diagonales) est un
sous-groupe de (M,,(C),+).

(4) L’ensemble des matrices triangulaires supérieures inversibles est un sous-groupe
de (GL,(C),").

(5) Si H est un sous-groupe de G et N est un sous-groupe de H, alors N est un
sous-groupe de G.

(6) Si H; est un sous-groupe de G;,i = 1,2, alors H; x Hs est un sous-groupe de
Gl X GQ.
(7) La réunion de deux sous-groupes n’est pas un sous-groupe.
Par exemple, H; = {(0,y) | y € R} et Hy = {(x,0) | z € R} sont des
sous-groupes de R?, mais pas H; U Ho.

REMARQUE I1.2.6. Il peut étre ardu de décrire tous les sous-groupes d’un groupe
G donné. Néanmoins, les cas de Z et de Z/nZ sont bien connus, comme on le verra
plus loin.

Le lemme suivant est utile pour construire de nouveaux sous-groupes.

LEMME I1.2.7. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

(1) Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'.
(2) Si H' est un sous-groupe de G', alors f=1(H') est un sous-groupe de G.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de G, et soit
fH)=A{f(h) | h e H}.
Puisque H est non vide, f(H) aussi. Pour tout z,y € H, on a
F@)fy)~ = f@)fly™") = flzy™).

Comme H est un sous-groupe, on a zy~ ' € H, et donc f(z)f(y)~! € f(H). Ainsi,
f(H) est un sous-groupe de G’.

Si maintenant H' est un sous-groupe de G’, soit
fTHH ) ={ze G| f(x) e H'}.
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Puisque f(lg) = 1gr € H', on a 1g € f~1(H'). En particulier, f~*(H’) n’est pas
vide. Soient maintenant x,y € f~*(H’). Alors,

flay™) = fa)fly) ' e H',

car f(z), f(y) € H' et H' est un sous-groupe. Ainsi, zy~* € f~1(H'), d’ou le
résultat. O

DEFINITION I1.2.8. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Le noyau de f est
le sous-groupe de G, noté Ker(f), défini par

Ker(f) = f~'({la'}) ={z € G| f(2) = 1}
L’image de f est le sous-groupe de G’, noté Im(f), défini par
Im(f) = f(G) = {f(9) | g € G},
Le lemme suivant donne une propriété tres utile des morphismes de groupes.
LEMME I1.2.9. Soit f : G — G' un morphisme de groupes. Alors, [ est injective

si, et seulement si, Ker(f) = {1¢}.

Démonstration. Supposons f injective, et soit x € Ker(f). On a alors

f(@) =1l = f(le),

et par injectivité, on a z = 1g. On a donc Ker(f) = {1¢}. Inversement, suppo-
sons que Ker(f) = {lg}, et solent z,y € G tels que f(x) = f(y). Alors, on a
f@)f(y)™t = f(xy™!) = 15/, et donc zy~* € Ker(f). Par hypothese, zy~! = 1¢,
et donc x = y. Ainsi, f est injective. O

Nous allons maintenant définir une classe importante de sous-groupes.

DEFINITION I1.2.10. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe. On dit que H est
distingué dans G sil’on a

ghg™! € H pour tout h € H, et tout g € G.

Autrement dit, un sous-groupe H est distingué dans G s’il est stable par tout
automorphisme intérieur de GG. On dit aussi que H est un sous-groupe distingué de
G. Nous utiliserons indifféremment les deux expressions.

On le note H < G.

ExempLES I1.2.11.

(1) Si G est abélien, tout sous-groupe de G est distingué dans G.

(2) Les sous-groupes {1¢} et G sont distingués dans G.

DEFINITION I1.2.12. Soit G un groupe. Le centre d’un groupe est I’ensemble
Z(G) ={z € G| zg = gz pour tout g € G}.

C’est un sous-groupe abélien de G, distingué dans G.

REMARQUE I1.2.13. On a Z(G) = G si, et seulement si, G est abélien.

Le lemme suivant fournit toute une famille d’exemples de sous-groupes distingués.

LEMME 11.2.14. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors, Ker(f) est un
sous-groupe distingué de G.
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Démonstration. On sait déja que c’est un sous-groupe de G. Soit g € G, et soit
x € Ker(f). On a

Flgzg™) = f(9)f (@) f(9)~" = F(9la fl9) ! = 1ar,
et donc grg~! € Ker(f), ce qu’il fallait vérifier. O

REMARQUE I1.2.15. D’apres ce lemme, pour démontrer qu’une partie H d’un groupe
G est un sous-groupe distingué de G, on peut essayer de 'identifier au noyau d’un
morphisme de groupes f: G — G'.

ExeEmMPLE I1.2.16. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. L’ensemble
SL(E) des automorphismes de l'espace vectoriel E et de déterminant 1 est un
sous-groupe distingué de GL(E), puisque c’est le noyau du déterminant, qui est un
morphisme de groupes.

Une notion centrale en théorie des groupes est celle de groupe simple. Les groupes
simples sont, en quelque sorte, les briques élémentaires dont <« tout groupe fini est
constitué >.

DEFINITION I1.2.17. On dit qu'un groupe G est simple si G # {1}, et si G n’a
pas de sous-groupe propre qui soit distingué dans G.

Autrement dit, G est simple si G # {1¢}, et si {1¢} et G sont les seuls sous-groupes
distingués de G.

ExEMPLES I1.2.18.

(1) Le groupe GL(F) n’est pas simple, puisque SL(E) est un sous-groupe propre
distingué dans GL(E) (sauf cas exceptionnel).

(2) Le groupe {£1} est simple, comme le lecteur le vérifiera immédiatement.

(3) Un groupe non abélien dont le centre est non trivial n’est pas simple.

(4) Les groupes abéliens simples sont les groupes Z/pZ, ol p est premier, & iso-
morphisme pres (exercice).

Nous verrons dans des chapitres ultérieurs des familles de groupes simples.

REMARQUE 1I1.2.19. La classification des groupes finis simples & isomorphisme pres
est connue. Son obtention a été un travail de longue haleine, et la derniére version
de la démonstration de cette classification nécessite environ cing mille pages.

Nous allons maintenant étudier 'ordre des sous-groupes d’un groupe G. On com-
mence par associer deux relations d’équivalence a un sous-groupe quelconque H de

G.

LEMME 1I1.2.20. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe. Pour tout a € G, on
note

aH ={ah|he H} et Ha={ha|he H}.

(1) La relation ~g4 sur G définie par
xwgysiaflyEH
est une relation d’équivalence. De plus, on a

T = xH pour tout z € G.
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(2) La relation ~q sur G définie par
Tqy siyr b€ H
est une relation d’équivalence. De plus, on a

T = Hx pour tout xz € G.

Enfin, pour tous z,y € G, on a

—1 —1
T gy = T ~gy .

Démonstration. On démontre le premier point, la démonstration du second point
étant similaire. Pour tout = € G, on a * ~, z puisque z 'z = 1g € H. Soient
z,y,z2 € G.Siz7ly € H, alors (z7'y)~! = y~'x € H. Autrement dit, si z ~, y,
alors on a aussi y ~, x. Enfin, si 27 ly,y™ 'z € H, on a aussi (z71y)(y~12) =
x~ 'z € H. Ainsi, si x ~gyetyn~yz, alors x ~4 z. L'égalité ¥ = v H est claire.

Enfin, pour tous z,y € H, on a
vy e H — (a7'y) ' e H < y =)t eH,
ce qui démontre la derniere partie. O

DEFINITION I1.2.21. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe. Un ensemble de la
forme xH,x € G est appelé une classe a gauche modulo H. I’ensemble des classes
a gauche modulo H est noté G/H.

Un ensemble de la forme Hz,x € G est appelé une classe a droite modulo H.
L’ensemble des classes & droite modulo H est noté H\G.

Lorsque G est abélien, classes a gauche et classes a droite coincident. De plus, si G
est noté additivement, la classe a gauche ou a droite de x est ’ensemble

x+H={z+h|heH}

REMARQUE I1.2.22. Les classes & gauche (resp. les classes a droite) de G modulo
H étant les classes d’équivalence pour une certaine relation d’équivalence sur G, on
a immédiatement les propriétés suivantes :

(1) les classes a gauche (resp. & droite) de G modulo H forment une partition de
G
(2) pour tous z,y € G, on a
yexH < tH=yH < z 'yecH,

ainsi que
ye Hr < Hx=Hy < yxz ' € H.

En particulier, pour tout « € G, on a les équivalences

tH=H <— Hrxr=H <— x € H.

La derniere partie du lemme I1.2.20 implique facilement que ’application
G/H — H\G
cH — Hx ™!
est bien définie et bijective.

En particulier, le nombre de classes & gauche modulo H est fini si, et seulement si,
le nombre de classes a droite modulo H est fini. Dans ce cas, ces deux nombres sont
égaux.
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DEFINITION 11.2.23. Soit G' un groupe, et soit H un sous-groupe. Le nombre de
classes a gauche modulo H, lorsqu’il est fini, est appelé l’indice de H dans G, et
est noté [G : H]. C’est aussi le nombre de classes & droite modulo H.

Si G/H est infini, on pose [G : H] = +o0.

REMARQUE I1.2.24. Lorsque G est fini, alors [G : H]| est fini pour tout sous-groupe
H de G, puisqu'il y a au plus |G| classes d’équivalence distinctes.

ExeEMPLE I1.2.25. Soit G = 7Z, et soit H = nZ,n > 0. On vérifie aisément que H est
un sous-groupe de G. Alors, la relation d’équivalence associée & H n’est rien d’autre
que la relation de congruence modulo n, et la classe a gauche de z € G modulo H
est simplement sa classe de congruence modulo n, i.e. z +nZ = {x + kn | k € Z}.
L’ensemble quotient est donc ' Z/nZ.

Sin > 0, on a donc [Z : nZ] = |Z/nZ| = n. En revanche, on a [Z : 0Z] = +o0,
puisque la relation de congruence modulo 0 est simplement la relation d’égalité, et
qu’il y a donc une infinité de classes d’équivalence.

Les notions de classe a gauche et classe a droite permettent de donner une autre
caractérisation des sous-groupes distingués d’'un groupe G.

LEMME I1.2.26. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(1) le sous-groupe H est distingué dans G ;
(2) pour toutx € G, xH = Hzx;
(3) pour tout x € G, ztHx™' = H, o xHz' = {zha~' | h € H}.

Démonstration.

(1) = (2). Supposons que H soit distingué dans G, et soit € G. Pour tout
h € H,onaxzhz~! € H. 1l existe donc ' € H tel que xh = h'z. Ainsi, zh € Hz, ce
qui montre que *H C Hx. Mais, on a aussi x~'he = 7 1h(z=1)~! € H, et donc il
existe " € H tel que hx = zh” € xH. Ainsi, Hx C xH, d’ou finalement +H = Hzx.

(2) = (3). Soit x € G. Alors, vt H = Hz par hypothése. En utilisant les définitions,
on obtient facilement les égalités

cHax™ ' = (xH)z™' = (Hz)z™' = H(zz™') = Hlg = H,
d’ott le résultat voulu.
(3) = (1). Evident. O
A cette occasion, citons un classique de théorie des groupes.
PROPOSITION 11.2.27 ([TD)). Soit G un groupe. Alors, tout sous-groupe d’indice 2
est distingué dans G.
On passe maintenant au théoreme de Lagrange.

THEOREME 11.2.28 (Lagrange). Soit G un groupe fini, et soit H un sous-groupe.
Alors, on a
Gl = G : H}|H].

Autrement dit,

G|

|G/H| =[G : H) = 1—:.

|H|

En particulier, |H| | |G|.

1. Le lecteur restera pantois devant la cohérence des notations.
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Démonstration. Soit r = [G : H]|. Les classes & gauche x1H, ...z, H formant une
partition de GG, on a donc
G=xHU---Uuz,.H,
et I'union est disjointe. On a donc
|G| = |z H| + -+ + |z HI.

Mais, pour tout a € G, I'application

H— aH

h — ah

est bijective. En effet, elle est surjective par définition de a H, et injective par puisque
la loi de groupe est simplifiable. En particulier, on a

|aH| = |H| pour tout a € G.
Ainsi, on obtient
|G| =r[H| =[G : H]|H,
ainsi que |H| | |G|. O
Attention! La réciproque du théoreme de Lagrange est fausse.
On continue ce paragraphe par une propriété de multiplicativité de 'indice.

PRrROPOSITION 11.2.29. Soit G un groupe, soit H un sous-groupe de G, et soit K un
sous-groupe de H.

Alors, [G : K] est fini si, et seulement si, [G : H] et [H : K| sont finis. Dans ce
cas,on a

[G:K]|=|G: H|H:K].

Démonstration. Ecrivons
G/H ={g:H |i€ I},

ou les classes a gauche g; H,¢ € I, sont deux a deux distinctes. De méme, écrivons
H/K ={h;K | j € J},

ou les classes a gauche h; K, j € J, sont deux & deux distinctes.On va montrer que

l'on a
G/K = {gihyK | (i,3) € T x J}.

Soit g € G. Alors, il existe ¢ € I tel que g € g;H. On a donc g = g;h pour un
certain h € H. Mais alors, il existe j € J tel que h € h; K. Par conséquent, il existe
un indice k € K tel que h = h;k, et donc g = g;h;k. On en déduit que g ~ g;h;, et
donc que gK = g;h; K. Ainsi, les classes

gith7 (27]) el xJ
sont les diverses classes a gauche modulo K. Il reste a voir qu’elles sont distinctes.
Supposons que l'on ait g;h; K = gih; K pour (i,7),(i,7) € I x J. Alors, il existe
k € K tel que g;h; = girhj k. On a donc
9i = girhjkhy ',

Comme K C H, on obtient g; € g#H, et donc g;H = gy H. Par choix de I,
on obtient ¢ = ¢. On a alors h; = hjk, et donc h;K = h;y K. Par choix de J,
on obtient j = j'. Ceci montre que les classes g;h; K, (i,j) € I x J sont toutes
distinctes.
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En particulier, G/K est fini si, et seulement si I x J est fini, c’est-a-dire si, et
seulement si, I et J sont finis. Dans ce cas, [G : H] et [H : K] sont donc finis et on
a

[G: K] = card(I x J) = card(I)card(J) = [G : H|[H : K].

Ceci acheve la démonstration. O

I1.3. Groupes quotients

Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe. Rappelons que nous avons défini une
relation d’équivalence sur G de la maniere suivante. Si z,y € G, alors x ~ y si
x~ 'y € H. Les classes d’équivalence pour cette relation sont les classes & gauche
modulo H. Autrement dit, pour tout € G, on a

T=xH ={zh|hec H}.

On note alors G/H ’ensemble des classes d’équivalence. Les éléments de ’ensemble
G/H sont donc des parties de G. Ce ne sont pas des éléments de G.

On a alors une application surjective
m: G — G/H
T — T.

On voudrait définir une structure de groupe sur G/H de maniere & ce que la pro-
jection canonique m : G — G/H soit un morphisme de groupes. La seule fagon
pour cela serait de poser

Ty =72y pour tous z,y € G,

ceci traduisant exactement ce que I'on veut. Malheureusement, rien ne dit que cette
loi soit bien définie.

En effet, la difficulté cachée est que le résultat ne doit pas dépendre des éléments
choisis pour représenter les classes d’équivalence de x et de y. Autrement dit, on
doit vérifier que si T1 = Ty et Y; = Yy, alors T1y1 = Zay2. Ce n’est pas toujours le
cas, comme le montre ’exemple suivant.

EXEMPLE IL1.3.1. Soit G = &3. Si i,j € [1,3] et i # j, on note (provisoirement)
7;; l'application qui échange i et j et fixe le troisiéme élément. On note aussi o
I’application définie par

On vérifie que 0 = 113 0 Ty9.

Soit H = {Id, 712}. On vérifie que c’est un sous-groupe de G. Notons que les deux
éléments de H fixent 3. Soient

Tl = T13,T2 = T13T12 = 0, Y1 = Y2 = T23.

Alors, 1 ~ x2,y1 ~ Y2, et donc Ty = T2 et J; = Y,. En revanche, on vérifie que
x1y1 ne fixe pas 3, et que xoys = T12. Ainsi,

vy ¢ H et woys € H,

et donc T1y1 # T2yz-

Examinons le probléeme d’un peu plus pres. Supposons que la loi interne
G/H xG/H — G/H
(7,y) — Ty
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soit bien définie. Dans ce cas, on a

g=1gg=1g g pour tout g € G.

Mais, pour tout h € H, on a 15 = h par définition de '’ensemble G/H, et ainsi, on
obtient
G=hg=hg pour tout g € G, et tout h € H.

Par définition de la relation de congruence modulo H, cela revient a
g 'hg € H pour tout g € G, et tout h € H.

Puisque le passage a l'inverse induit une bijection de G sur lui-méme, en remplacant
g par g~ ' dans I’énoncé précédent, on constate que cela équivaut finalement &

ghg™' € H pour tout g € G, et tout h € H.
Autrement dit, H est nécessairement un sous-groupe distingué de G.

Ceci explique d’ailleurs 'exemple précédent, puisque le sous-groupe H choisi n’est
pas distingué dans Gs.

La proposition suivante montre que, réciproquement, si H est un sous-groupe dis-
tingué de G, on peut munir G/H d’une structure de groupe ayant les propriétés
voulues.
PRrROPOSITION 11.3.2. Soit H un sous-groupe distingué de G. Alors, la loi interne

G/H xG/H — G/H

(z,9) — 7y

est bien définie, de neutre 1g, et induit sur G/H une structure de groupe. De plus,
Uapplication

G — G/H
r — T
est un morphisme de groupes.
Démonstration. Vérifions que si 1 = Ty et §; = ¥y, alors T1y; = ZTayz. Par

définition de la relation d’équivalence, il existe h,h’ € H tels que
xy = x1h,y2 = 1l
On a alors
Toyo = mrhyrh' = 21y1 (y; thyr )1
Comme H est un sous-groupe distingué de G, on a y; Yhy, € H, et par conséquent
(yl_lhyl)h’ € H. Ainsi, T191 = T2y3, et application
G/H xG/H — G/H
(7,y) — Ty
est bien définie.
Vérifions maintenant que G/H, muni de cette loi interne, est bien un groupe. Pour
tout T € G/H, on a
1gz =1gx = z,
et de méme T1g = 7. Donc 1g est un élément neutre pour cette loi. De plus, la loi
est associative. En effet, pour tous 7,7,z € G/H, on a

@ 7)z =77 7 = (a)z = 2(y5) = F 72 = 7(7 7).
Enfin, on vérifie facilement que tout T € G/H admet pour inverse la classe & gauche

1
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Le fait que 7 soit un morphisme de groupes provient de la définition de la loi de
groupe sur G/H. O

DEFINITION I1.3.3. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe distingué dans G.
Le groupe G/H est appelé le groupe quotient de G par H.

REMARQUES 11.3.4.

(1) La chose la plus importante & retenir de cette définition, outre la définition de
la loi de groupe, est la suivante : pour tout z € G, on a

T=1g <= xc H.

(2) Si[G: H] est fini, G/H est d’ordre [G : H| par définition. En particulier, si G
est fini, par le théoreme de Lagrange, on a
G|
G/H| = =
| H|
(3) Si G est abélien, tout sous-groupe H est distingué dans G, et on peut toujours
former le groupe quotient G/H.
(4) La projection canonique 7 : G — G/ H est surjective, de noyau H. Ainsi, tout
sous-groupe distingué de G est le noyau d’un certain morphisme de groupes.

Quel est Iintérét d’un groupe quotient ? En fait, quotienter G par un sous-groupe
H distingué dans G revient a imposer des relations entre les éléments du groupe G
qui n’existent pas forcément. En un sens, < on force les éléments de H a devenir
triviaux >.

EXEMPLES II1.3.5.

(1) On aG/G = {1g}. En effet, tous les éléments sont équivalents dans ce cas. En
fait, le groupe G/H est trivial si, et seulement si, H = G.

(2) On a G ~ G/{1g}, l'isomorphisme étant donné par la projection canonique.
En effet, on a T = {a} pour tout z € G. La projection canonique est donc bien
un isomorphisme. Attention, on a un isomorphisme, mais pas une égalité!!

(3) Soit n > 1. Le groupe Z/nZ n’est rien d’autre que le quotient de Z par le
sous-groupe nZ.

On continue ce paragraphe en étudiant les sous-groupes de G/H.

ProrosiTION 11.3.6. Soit G un groupe et soit H un sous-groupe distingué de G.
Alors, la projection canonique w : G — G/H induit une correspondance bijective

entre l’ensemble des sous-groupes H' de G contenant H et l’ensemble des sous-
groupes de G/H.

Plus précisément, si H' est un sous-groupe de G contenant H, alors
H'/H=xH)={W|HW € H}
est un sous-groupe de G/H.

Réciproquement, si S est un sous-groupe de G/H, alors 7=1(S) est un sous-groupe
de G contenant H, et ces deux constructions sont inverses l'une de l’autre.

De plus, cette correspondance établit une bijection entre I’ensemble des sous-groupes
distingués de G contenant H et l’ensemble des sous-groupes distingués de G/H.
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Démonstration. Puisque 7 est un morphisme de groupes, 7(H’) et 7—1(S) sont
des sous-groupes de G/H et G respectivement par le lemme I1.2.7. De plus, pour
tout h € H, on a w(h) = h=1g € S, et donc H C w1(S). I reste & vérifier que
les deux constructions sont inverses I'une de autre. Soit H' un sous-groupe de G
contenant H, et soit S = 7(H') = H'/H. Alors, on a

7 S)={reG|zc H/H}.
Il reste a constater que {x € G |T € H'/H} = H'.

L’inclusion < D » est claire. Si maintenant T € H'/H, il existe y € H’ tel que
T =7 On adoncz =yh,h e H. Or, HC H', et ainsi z € H'. On a donc bien
T 1(S)=H"

Inversement, soit S un sous-groupe de G/H, et soit H' = 7~!(S). On a donc
w(H') C S par définition de H'. Soit T € S. Alors, T = 7(z) € S, et donc x € H'.
Ainsi, on a T € w(H'), et donc S = 7(H').

Si H' est un sous-groupe distingué de G contenant H, alors H'/H est distingué
dans G/H. En effet, pour tout T € G/H et tout b’ € H', on a

zh'z ' =zhx~t € H'/H,
car H' est distingué dans H. Enfin, soit S un sous-groupe distingué de G/H. Alors,
pour tout z € G et tout h € 771(9), on a
m(zha™') = n(z)n(h)w(z) "' € S,

car w(h) € S et S est distingué dans G/H. Ainsi, 771(9) est distingué dans G. Ceci
acheve la démonstration. (]

Nous allons maintenant nous intéresser aux morphismes de G/H dans un groupe
G'.

THEOREME I1.3.7 (de factorisation). Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe
distingué de G. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes tel que H C Ker(f).
Alors, il existe un unique morphisme de groupes

f:G/H — &
tel que f = fo.

Ce morphisme de groupes est défini par
f(@) = f(z) pour tout € G/H.
De plus, pour tout groupe G’, il y a une correspondance bijective entre les ensembles
Hom(G/H,G") et {f € Hom(G,G') | H C Ker(f)}.
La correspondance est donnée par

pr—rpom

[ 7

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’un morphisme f : G — G’ est
constant sur les classes d’équivalences (pour la relation associée & H) si, et seulement
si, H C Ker(f).
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En effet, si H C Ker(f), alors pour tout z € G et h € H, on a
f(zh) = f(x)f(h) = f(z).

Réciproquement, si f est constante sur chaque classe d’équivalence, elle est constante
sur H. Mais H contient 1 et on a donc

f(h) = f(lg) = 1g/ pour tout h € H,
c’est-a-dire H C Ker(f).
La proposition 1.2.11 fournit alors 'existence et I'unicité d’une application f vérifiant
les propriétés voulues. De plus, pour tous z1,22 € GG, on a

f(@1T2) = f(@1@2) = f(r1z2) = f(21) f(22) = f(@1) f(T2),
et f est donc un morphisme de groupes.

Démontrons la seconde partie. Par la proposition 1.2.11, on a une bijection entre
Pensemble des applications de G/H dans G’ et 'ensemble des applications G — G’
constantes sur les classes d’équivalences. Elle est donnée par

pr—pom

fe—f
Si maintenant ¢ est un morphisme de groupes, alors o7 est un morphisme dont le
noyau contient H. De plus, si f est un morphisme de groupes, alors f est un mor-

phisme de groupes. Ainsi, la correspondance se restreint pour définir une bijection
entre les ensembles voulus. Ceci achéve la démonstration. O

Remarquons en particulier que tout morphisme de groupes f : G — G’ induit un
morphisme de groupes

f:G/Ker(f) — &,
puisque Ker(f) est un sous-groupe distingué de G qui contient...Ker(f). Vu la
définition du groupe quotient, on peut s’attendre a ce que cette application soit
injective, puisque 'on < tue » tous les éléments du noyau. C’est en effet le cas.

LEMME I1.3.8. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors, le morphisme
de groupes

f:G/Ker(f) — G’

est injectif.

Démonstration. Soit T € G/Ker(f). On a f(T) = lg si, et seulement si, on a
f(z) = 1gv, c’est-a-dire si, et seulement si, z € Ker(f), ce qui revient encore &
dire que T = 1g € G/Ker(f). Ainsi, Ker(f) est réduit & I'élément neutre et f est
injective. O
On obtient alors le résultat fondamental suivant.

THEOREME 11.3.9 (Premier théoréme d’isomorphisme). Soient G, G’ deuz groupes,

et soit f: G — G’ un morphisme de groupes. Alors, le morphisme de groupes
f:G/Ker(f) — G’

induit un isomorphisme de groupes

G/Ker(f) ~ Im(f).

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, f : G/Ker(f) — G’ est un mor-
phisme injectif, et induit donc un isomorphisme de G/Ker(f) sur son image. Or,
on a

Im(f) = {f(@) | T € G/Ker(f)} = {f(z) |z € G} = Im(f),

d’ou le résultat. O
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Le théoréme I1.3.9 nous permet en pratique d’identifier un groupe quotient G/H &
un groupe connu de la maniére suivante : on essaye d’identifier H au noyau d’un
morphisme de groupes f : G — G’ bien choisi, et on calcule I'image de f (en
pratique, on essaye de trouver un f qui soit surjectif).

ExeEmMPLES I1.3.10.

(1) Identifions le quotient C*/U, ot U = {z € C* | |z|] = 1} , et considérons
I’application
f:CX — RTX
C’est un morphisme de groupes surjectif, de noyau U, et le premier théoreme
d’isomorphisme nous donne

C*/U~R*T™.
(2) Identifions R/27Z. On considére le morphisme de groupes surjectif
ffR—TU
0 — e,
Son noyau étant égal a 2nZ, on obtient
R/277Z ~ U.

(3) Identifions R*/R*2, ot RX? est I'ensemble des carrés non nuls de R*. On
considere le morphisme de groupes surjectif

iR — {;:1}

T o .
||

On a Ker(f) =]0, +o0o[= R*2, et on obtient donc
R*/R*? ~ {+1}.

Nous allons maintenant démontrer deux autres théoremes d’isomorphisme.

THEOREME I1.3.11 (Deuxie¢me théoréme d’isomorphisme). Soit G un groupe, et
soient H et K deux sous-groupes. On suppose que H est distingué dans G. Alors,
on a les propriétés suivantes :

(1) les ensembles
HK ={hk|he Hke K} et KH={kh|he HkeK}
sont des sous-groupes de G.

(2) le sous-groupe H est distingué dans HK, H N K est distingué dans K, et on
a un isomorphisme de groupes

HEK/H ~ K/(H N K).

Démonstration.
(1) Montrons que HK et K H sont des sous-groupes de G.

Puisque H et K sont des sous-groupes de G, ils contiennent 1, et donc H K contient
lglg = 1¢g. Si hiky, hoko € HK, on a

(hlkl)(h2k2) = (hl(lﬁhgkl_l))(klkg) S ]{I(7

puisque H est distingué dans G, et H et K sont des sous-groupes. Enfin, si hk €
HK, on a également

(hk) ' =k *h = (k'h )k € HK,
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pour les mémes raisons que précédemment. Ainsi, HK est bien un sous-groupe de
G.

Il reste a voir que HK = KH, ce qui montrera toutes les assertions manquantes.
Comme H, K et HK sont des sous-groupes de G, on a

HK = (HK) '=K 'H ' =KH,

ol pour toute partie P de G, P~! désigne I’ensemble des inverses des éléments de
P. Ceci acheve la démonstration de (1).

(2) Pour tout b’ € H, et tout hk € HK, on a
(RE)N (hk)™' = h(kR'k~")h™t € H,

et donc H est distingué dans H K. On peut ainsi former le groupe quotient HK/H.
Considérons le morphisme de groupes

fi K — HK/H
E— k.

Pour tout hk € HK, on a
=T F=TE=F=f(k),
et ainsi f est surjective. D’autre part, pour tout k € K, on a
k=1 <= keH.

Autrement dit, Ker(f) = HN K. Ainsi, H N K est distingué dans K par le lemme
11.2.14, et par le premier théoréeme d’isomorphisme, on obtient

K/(HNK)~ HK/H,
d’ou le résultat. O

THEOREME I1.3.12 (Troisitme théoréme d’isomorphisme). Soit G un groupe, et
soient H et K deux sous-groupes. On suppose que H et K sont distingués dans
G, et que K est un sous-groupe de H. Alors, K est distingué dans H, H/K est
distingué dans G/K, et on a un isomorphisme de groupes

(G/K)/(H/K) ~ G/H.
Démonstration. Clairement, K est distingué dans H. Soit 7 : G — G/H la pro-

jection canonique. Comme K C H = Ker(n), le théoréme de factorisation montre
que 7 induit un morphisme de groupes

7:G/K — G/H
T — 7,
ou ¥ et T désignent respectivement les classes a gauche de x modulo K et modulo
H.
Le morphisme 7 est évidemment surjectif. De plus, pour tout x € G, on a

T=1<= z€H < t€H/K.

Autrement dit, Ker(7) = H/K. Ainsi, H/K est distingué dans G/K, et par le
premier d’isomorphisme, on a

(G/K)/(H/K) ~G/H,

ce qui acheve la démonstration. O
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I1.4. Sous-groupes engendrés par une partie

Nous avons vu que la notion de sous-groupe ne se comporte pas bien vis-a-vis de
la réunion. En revanche, tout se passe bien par intersection.

LEMME I1.4.1. Soit G un groupe, et soit (H;);cr une famille non vide de sous-

groupes de G. Alors, ﬂ H; est un sous-groupe de G.
iel

Démonstration. Posons H = ﬂHz Puisque 1¢ € H; pour tout ¢ € I, alors
i€l

l¢ € H. En particulier, H est non vide. Si z,y € H, alors z,y € H; pour tout

i€ I.On a alors 2y~ € H; pour tout i € I puisque H; est un sous-groupe de G,

et donc xy~! € H. O

DEFINITION I1.4.2. Soit G un groupe, et soit P une partie de G (qui peut étre
éventuellement vide). Le sous-groupe de G engendré par P, noté (P), est 'intersec-
tion de tous les sous-groupes de G contenant P.

Autrement dit, (P) est le plus petit sous-groupe de G contenant P (au sens de
I'inclusion).

Cette définition a bien un sens, puisque d’une part on intersecte sur une famille non
vide (elle contient au moins G), et le lemme précédent nous dit que 'on obtient
bien un sous-groupe.

REMARQUES 11.4.3. Soit G un groupe et soient P, Q) deux parties de G. Alors :

(1) ona P C(P);

(2) soit H un sous-groupe de G. Si P C H, alors (P) C H;

(3) on a (P) = P si, et seulement si, P est un sous-groupe de G;
(4) si P C Q, alors (P) C (Q);

(5) ona (0) = {ls}.

On a une description précise de (P).
THEOREME I1.4.4. Soit G un groupe, et soit P une partie de G. On note
Plt={271|2eP}

Alors, on a

(Py=A{z1--2p|n>0,z,€ PUP'}.

Démonstration. Soit H = {z1---x, |n > 0,2, € PUP™}.

Montrons tout d’abord que H C (P). Si z € P C (P), alors 2! € (P), car (P) est
un sous-groupe de G. Donc P U P~ C (P), et puisque (P) est un sous-groupe, on
axy-x, € (P) pour tous x1,...,2, € PUP~! (méme si n = 0, puisque le neutre
de G est dans tout sous-groupe). Il s’ensuit que H C (P).

Pour montrer que (P) C H, il suffit de montrer que H est un sous-groupe de G
contenant P, puisque (P) est le plus petit-sous-groupe de G vérifiant cette propriété.
En prenant n = 1 et 1 € P, on voit que P C H. En prenant cette fois n = 0, on
obtient 1¢ € H. En particulier, H est non vide. D’autre part, si z € PUP~!, on
ax~! € PUP™! Par conséquent, si £ = 21 -~ Tp,y = Y1 - - - Ym sont des éléments
de H, on en déduit que

-1 -1 -1
TY T =T1TnYy, 0 Yp € H.

Ainsi, H est un sous-groupe de G contenant P, et on a fini. O
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Notation. Si P = {ay,...,a,}, le sous-groupe engendré par P est simplement noté
<a1, ceey a,.>.

ExeEMPLE I1.4.5. Soit G un groupe, et soit z € G. Alors, on a

() = {z" | n € Z}.

En effet, le théoreme précédent nous dit que

() ={z - -2 |n>0,e = £1}.

En prenant les ¢; tous égaux a 1 ou —1, on obtient I'inclusion <« O ». D’autre part,
on a
€1, .. pfn — x51+"'+€n-

T xn

Comme €1 + - -- + &, € Z, on a 'inclusion manquante.

En particulier, (x) est toujours un groupe abélien, puisque

xnxm — ‘,En-‘rm — xm-{-n — xmxn
REMARQUE I1.4.6. Si G est abélien, et si P = {ay,...,a,}, on a une description
un peu plus simple de (P). En effet, on a
(ai,...,ar) ={ai" ---a;"" | m,...,m, € L}.
En version additive, cela donne
(a1, ... ar) ={mi-a1 + -+ mp-a, | my,...,m, €7Z}.

DEFINITION I1.4.7. Soit G un groupe, et soit P une partie de G. On dit que P
engendre G si G = (P). On dit aussi que P est une partie génératrice, ou un
systéme de générateurs de G. Par exemple, P engendre (P).

EXEMPLES I1.4.8. (1) (TD) Si n > 3, le groupe D,, des isométries d’un n-gone
régulier est un groupe d’ordre 2n. Si O est le centre du n-gone, et si S en est

27
un sommet fixé, D,, est engendré par une rotation ¢ d’angle — et de centre
O, et par une réflexion orthogonale d’axe (OS).

(2) Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Pour toute partie P de G, on a
fUP)) = (f(P)) (exercice laissé au lecteur).

REMARQUE I1.4.9. La notion de partie génératrice est tres utile pour simplifier les
calculs.

Par exemple, supposons que H et H’ soient deux groupes, et que I’on veuille montrer
que H C H’. Sil’on dispose d’une partie génératrice P de H, alors il faut et il suffit
de montrer que P C H'.

De méme, supposons que H soit un sous-groupe de G, et que H soit engendré par
une partie P. Alors, pour montrer que H est un sous-groupe distingué de G, il faut
et il suffit de montrer que pour tout g € G, et pour tout z € P, on a grg~* € H.

En effet, d’apreés exemple 11.4.8 (2), 'ensemble gHg~! est un sous-groupe de G

engendré par gPg~! = {grg~! | x € P}. Si la condition précédente est vérifiée, on
a alors (gPg~ ') = gHg ! C H, et H est distingué dans G.

Ces astuces de calcul seront utilisées dans la suite sans référence ultérieure.

Nous allons maintenant faire une pause, et illustrer les notions précédentes sur
quelques exemples concrets.
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I1.5. Exemple du groupe Z

On commence par s’intéresser au groupe Z. Il est clairement engendré par 1, i.e.
Z = (1). Plus généralement, tout sous-groupe de Z est engendré par un élément.

PRrROPOSITION I1.5.1. Les sous-groupes de Z sont tous de la forme
nZ = {nm | m € Z},n € Z.

Plus précisément, si H est un sous-groupe de Z non nul, alors on a H = nZ, oun
est le plus petit élément strictement positif de H.

Démonstration. Supposons tout d’abord H = nZ. Alors, H est non vide, et puisque
la différence de deux multiples de n est un multiple de n, on en déduit que H est
un sous-groupe de Z. Réciproquement, soit H un sous-groupe de Z. Si H = {0},
le résultat est trivialement vrai. Supposons H non nul. Alors, 'ensemble {m € H |
m > 0} est une partie non vide de N, et admet donc un plus petit élément n > 0.
Soit m € Z. Puisque n € H et que H est un sous-groupe, alors nm =n+---+n
ou (—n)+---+ (—n) € H, selon que m est positif ou négatif. On a donc nZ C H.
Réciproquement, soit a € H. On peut écrire

a=qn+r,qr €z, avecr € [0,n—1].

Puisque a,qn € H, on a r = a — gn € H. Si 'on avait » > 0, cela contredirait le
choix de n. Donc 7 = 0 et a = gn € nZ. Cela montre que H C nZ et donc H = nZ.
O

D’apres ce qui précede, on devrait alors pouvoir décrire l'intersection de sous-
groupes et le sous-groupe engendré par une partie de Z en fonction d’un seul
élément.

ProrosiTiON 11.5.2. Soient a,b € Z, et soient d,m € Z tels que
(a,b) = aZ +VZ = dZ et aZNbZ =mZ.
Alors, d est un pged de a et b, et m est un ppcm de a et b.

Démonstration. L’égalité (a,b) = aZ+ bZ découle de la remarque I1.4.6. Soit d € Z
tel que aZ + bZ = dZ. Puisque a € (a,b) = dZ, a est un multiple de d. Autrement
dit, d | a. De méme, d | b. Si maintenant ¢ € Z vérifie ¢ | a et ¢ | b, alors ¢ divise
tout élément de aZ+ bZ = dZ. En particulier, ¢ | d. On en déduit que d est un pged
de a et b.

Montrons la deuxieme partie de la proposition. Soit m € Z tel que
aZ. N bZ = mZ.

On am € mZ = aZNbZ, donc m € aZ et m € bZ. Par conséquent, a | m et b | m.
Si maintenant ¢ € Z vérifie a | ¢ et b | ¢, alors ¢ € aZNbZ = mZ, et donc m | ¢. On
en déduit que m est un ppcm de a et b. O

Intéressons-nous maintenant & des groupes issus de ’algebre linéaire et de la géométrie.

I1.6. Exemple du groupe linéaire et du groupe spécial linéaire

Dans ce qui suit, K est un corps et E est un K-espace vectoriel de dimension n > 1.
On note .Z(F) I'ensemble des endomorphismes de E. On commence par définir la
notion de transvection.

DEFINITION IL.6.1. Soit H un hyperplan de E, et soit D une droite de E telle que
D C H (ce qui impose dimg (F) > 2). On dit que u € .Z(E) est une transvection
d’hyperplan H et de droite D si les conditions suivantes sont vérifiées :
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(1) u 7é IdE;
(2) u(x) =z pour tout = € H;
(3) u(z) —z € D pour tout z € E.

On dit que u € Z(FE) est une transvection s’il existe un hyperplan H et une droite
D de E incluse dans H tels que u soit une transvection d’hyperplan H et de droite
D.

On commence par caractériser les transvections matriciellement.

PROPOSITION 11.6.2. Soit u € Z(FE). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) u est une transvection ;

(2) il existe une base de E dans laquelle la matrice représentative de u est de la
forme
1

11
1

ot les coefficients non diagonauzx n’apparaissant pas sont nuls ;

(3) il existe une base de E dans laquelle la matrice représentative de u est de la
forme

oui#£jethe K*.

Démonstration.

(1) = (2). Puisque u # Idg, il existe e,, € E tel que u(e,) # e,. En particulier,
en ¢ H. Soit e,,—1 = u(e,) —ey. Cest donc un élément non nul de D, donc une base

de D, que 'on peut compléter en une base (e1,...,e,_1) de H. Comme e, ¢ H, la
famille e = (eq,...,e,) est une base de H.
On a alors u(e;) = e; pour tout ¢ = 1,...,n — 1 et u(e,) = en—1 + €5, d'ou le

résultat voulu.
(2) = (3). Evident.
(3) = (1). Soit e = (eq, ..., ey) une base de E telle que
Mat(u;e) = T; ;(N).
Posons H = Vectg (ex, k # j) et D = Ke;. Alors H est un hyperplan, et D est une

droite contenue dans H (puisque i # j). Des calculs élémentaires montrent alors
que u est une transvection d’hyperplan H et de droite D.

Ceci acheve la démonstration.

Le point (5) nous invite & poser la définition suivante.
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DEFINITION 11.6.3. Soit m > 1. Une matrice de transvection de M, (K) est une
matrice de la forme

oui#jet Ae K*.
Remarquons que T () € SL,,(K) et que T; ;(A\) ™! =T; ;(—\).
Enfin, si M € M,,(K), désignons par Ly,..., L, les lignes de M et par Cy,...,C,
les colonnes de M. Alors I'opération
M — T, ;(\M
revient & faire 'opération élémentaire sur les lignes
L; < L; + \L;,
tandis que I'opération
M — MT; ;(X\)
revient a faire I'opération élémentaire sur les colonnes
Cj +— C; + AC;.

On continue en définissant les dilatations.

DEFINITION I1.6.4. Soit H un hyperplan de E et D une droite de E tels que
E=H® D, et soit A € K\ {0,1}. La dilatation d’hyperplan H, de direction D et
de rapport A est 'unique endomorphisme u € Z(F) tel que :

(1) on a u(x) =z pour tout € H;
(2) on a u(z) = Az pour tout = € D.

Autrement dit, on a
uw(lzyg +xp) =z + \rp,
pour tout xy € H et tout zp € D.

On dit que u € Z(E) est une dilatation s’il existe un hyperplan H et une droite D
supplémentaires dans E, et un scalaire A € K \ {0,1} tels que u soit la dilatation
d’hyperplan H, de direction D et de rapport A.

Le résultat suivant caractérise les dilatations. Sa démonstration est un exercice
facile laissé au lecteur.

ProprosiTION I1.6.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1. Pour tout
endomorphisme u € £ (E), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) lUendomorphisme u est une dilatation ;

(2) il existe une base de E dans laquelle la matrice représentative de u est de la
forme
1

b= ,
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o X e K\ {0,1}.

DEFINITION I1.6.6. Soit n > 1. Une matrice de dilatation de M, (K) est une matrice
de la forme

ou A e K\{0,1}.
Remarquons que D()\) € GL,,(K) et que D(\)~! = D(A\1).
Enfin, si M € M,,(K), 'opération

M — D(A\)M
revient a faire I'opération élémentaire sur les lignes
Ly <— AL,
tandis que I'opération
M — MD(\)
revient a faire 'opération élémentaire sur les colonnes
Cp +— AC,,.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

ProrosiTION I1.6.7. Soit K un corps, et soit n > 1.

(1) Toute matrice M € SL,(K) est produit de matrices de transvection ;

(2) toute matrice M € GL,(K) est produit de matrices de transvection et d’au
plus une matrice de dilatation.

En particulier, SL,(K) est engendré par les matrices de transvection, et GL, (K)

est engendré par les matrices de transvection et les matrices de dilatations.

Autrement dit, si E est un K-espace vectoriel non nul de dimension finie, on a :

(1) tout u € SL(E) est la composée de transvections ;

(2') tout u € GL(E) est la composée de transvections et d’au plus une dilatation.

En particulier, SL(E) est engendré par les transvections, et GL(E) est engendré
par les transvections et les dilatations.

Démonstration. Les propriétés (1’) et (2') sont des conséquences directes de (1) et
(2). Il suffit donc de démontrer ces dernieéres.

Soit M € SL,(K). Nous allons montrer qu’il existe des matrices de transvection
Ty, ..., 7., T{,..., T telles que

T1-"TTMT1'"'TS/=Im

ce qui suffira a démontrer la premiere assertion, en utilisant le fait que l'inverse
d’une matrice de transvection est encore une matrice de transvection. Cela revient
a dire que 'on peut passer de M a I,, en faisant des opérations du type

Cj(—Cj—F)\Ci,Li(—Li—F)\LJ‘, ’L#]

On procede par récurrence sur n.
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Sin =1,il n’y arien a faire. Supposons que le résultat soit vrai pour toute matrice
de SL,,_1(K), et soit M = (a;;) € SL,,(K). Puisque M est en particulier inversible,
L; est non nulle, donc il existe j tel que a1; # 0. Si j # 1 et si a11 = 0, on effectue
Chi+—Ci+ O]‘
et on peut donc supposer a;; # 0. Si maintenant as; = 0, on effectue
L2 — L2 + L1
et on peut supposer que l'on a aussi ag; # 0. On fait ensuite 'opération

1 —
Li+— L1+ an

Ly

az1
pour obtenir une matrice telle que a;; = 1. En faisant alors des opérations du type

Cj<—Cj+>\Cl s Lj(—LjﬁL)\Ll,

on obtient une matrice diagonale par blocs de la forme

s (1 0
M(o M’)'

Faire des opérations élémentaires ne changent pas le déterminant, donc cette ma-
trice est aussi de déterminant 1. En développant par rapport a la premiere co-
lonne, on obtient det(M’) = 1, c’est-a-dire M’ € SL,_1(K). Par hypothese de
récurrence, on peut faire des opérations sur les lignes et les colonnes de M’ du
type précédent pour la ramener a I,,_1. Il existe donc des matrices de transvection
Py,...,P, P|,...,P] € SL,_1(K) telles que

Py ---P.M'P]---P}=1,_,.

(10 , (1 0
(o) 5=(o n)

Ce sont des matrices de transvections, et le calcul par blocs montre alors que
T - T,M"T{---T; = I,. Comme M" est obtenue en multipliant M & gauche
et a droite par des matrices de transvections, on a le résultat voulu. Ceci acheve
alors la récurrence. Pour montrer le dernier point, il suffit de remarquer que si
M € GL,(K)\SL,(K), alors M D(det(M))~! € SL,,(K), et d’appliquer le premier
point. O

Posons alors

Nous allons maintenant étudier les classes de conjugaison des transvections dans

GL(E) et SL(E).

ProrosITION I1.6.8. Soit E un K -espace vectoriel de dimension n > 2. Soit e une
base de E. Pour A\ € K*, on note uy € SL(E) la transvection dont la matrice
représentative dans la base e est

Alors :

(1) toute transvection est semblable & uy dans GL(E). En particulier, toutes les
transvections sont semblables dans GL(E) ;

(2) sin > 3, toute transvection est semblable & uy dans SL(E). En particulier,
toutes les transvections sont semblables dans SL(E) ;

(3) Sin = 2, toute transvection est semblable dans SL(E) & une transvection
ux, A € K*. De plus, pour tous A\,u € K*, uy et u, sont semblables dans
SL(E) si, et seulement si, A\u~"' est un carré dans K.
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Démonstration. Pour alléger les notations, si u,v € Z(E), on notera uv ’applica-
tion linéaire uov € Z(F).

Le point (1) est clair par la proposition 11.6.2 (2), puisque toute transvection a une
matrice représentative égale & U; dans une base bien choisie. Montrons le point (2).
Soit u € SL(E) une transvection. D’apres ce qui précede, il existe v € GL(E) telle
que u = vujv—!. Soit w € GL(E) I'unique endomorphisme de E dont la matrice
représentative dans la base e est

In73
det(v)

W= det(v) 1

det(v) 1

Ceci est possible car n > 3. Alors, det(w) = det(W) = det(v) ™t et WU; W1 = Uy.
Par conséquent, det(vw) = 1 et ainsi vw € SL(E). Mais alors, on a

(vw)uy (vw) ™' = v(wurw Hr ™t = vueT! = .

Il reste & démontrer le point (3). Soit u € SL(E) une transvection, et soit U =
Mat(u;e). Par (1), il existe P € GL2(K) tel que

(11
PUP _Ul_(o 1).

Soit A = det(P)~ !, et posons Q = </\ 1) P. Alors, @ € SLy(K), et on a

U [ [

Siv e Z(E) est 'unique endomorphisme de E tel que Mat(v;e) = @, on a alors
v € SL(E) et vuv™! = uj.

Enfin, soient A\, u € K*. Si A = uy?,v € KX, on a

(TG -6 1)

ce qui démontre que uy et u, sont semblables dans SL(E). Inversement, supposons

CCL b) € SLy(K) telle que PUN\P~! = U,. Alors, la relation

qu’il existe P = d

PUy = U,P donne

a=a+puc, \a+b=b+ ud, \e+d=d.
On en tire ¢ = 0 et a = A"ud. Comme det(P) = ad — be = ad = 1, on en déduit
que 1 = A1 ud?, et donc que A~ ! est un carré dans K. O

REMARQUE I1.6.9. On peut démontrer que deux dilatations sont conjuguées dans
GL(E) si, et seulement si, elles ont méme rapport (exercice).

On acheve ces considérations sur les groupes GL(E) et SL(E) en calculant leur
centre. Le lemme suivant est bien connu.

LEMME I1.6.10. Soit w € Z(E). On suppose que u stabilise toute droite de E.
Alors, u est une homothétie.

Démonstration. Si u stabilise toute droite de E, alors pour tout z € FE, il existe
Az € K tel que u(x) = Ayz. Soient z,y € E non nuls. Si z et y sont linéairement
indépendants sur K, la relation u(x + y) = u(x) + u(y) implique que

()‘ery = Az)T + ()‘ery - )‘y)y =0,
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d’ott Ay = Agqy = Ay. Six et y sont liés, par exemple si y = px, p € K, la relation
u(y) = pu(z) montre que py = pA,, d’olt Ay = Ay
Finalement, pour tous x,y € E non nuls, on a Az = Ay. Si on note A cette valeur

commune, on en déduit que u(z) = Az pour tout x € E non nul. Comme u(0) =
0 = A0, on a bien u = Mdg. O

PROPOSITION I1.6.11. Un endomorphisme v € GL(E) commutant o toute trans-
vection est une homothétie.
En particulier, on a Z(GL(E)) = K*Idg, ainsi que

Z(SL(E)) = Z(GL(E)) NSL(E) = {A\ldg | A € K tel que A" = 1}.

Démonstration. Les résultats étant clairs si n = 1, supposons que n > 2.
Soit D une droite de E, et soit e,—1 € D\ {0}, que l'on complete en une base
e=(e1,...,e,) de E. Soit v € Z(F) I'unique application linéaire telle que
v(e;) =e; pour tout i =1,...,n—1 et v(e,) =en_1 + en.

En utilisant la définition, on voit que v est une transvection de droite D et d’hy-
perplan H = Vectg (e1,...,en—1).
On a alors Im(v — Idg) = Ke,—1 = D, comme on peut le constater aisément en
utilisant la définition de v. Mais on a aussi

Im(uovou t —Idg) =Im(uo (v —1Idg)out) = u(Im(v — Idg)) = u(D).
Comme uovou~! = v par hypothese, on aussi Im(uvu~! —Idg) = D. Ainsi, pour
toute droite D de E, u(D) = D. Autrement dit, u laisse stable toute droite de E,
et u est une homothétie par le lemme I1.6.10.

Comme un élément de Z(GL(E)) commute en particulier & toute transvection, on
obtient Z(GL(F)) C K*Idg. Puisque toute homothétie commute évidemment &
tout endomorphisme, on a bien

Z(GL(F)) = K*1dg.
Comme les transvections sont des éléments de SL(E), un élément dans le centre

de SL(FE) commute & toute transvection. C’est donc une homothétie par le point
précédent. On obtient alors le résultat en remarquant que det(Aldg) = A™. O

On finit ce paragraphe en s’intéressant au cas du groupe orthogonal et du groupe
spécial orthogonal d’un espace euclidien.

I1.7. Exemple du groupe orthogonal et spécial orthogonal

On commence par faire des rappels sur les espaces euclidiens et hermitiens.

DEFINITION IL1.7.1. Soit K = R ou C, et soit E un K-espace vectoriel. Un produit
scalaire sur E est une application (,) : Ex E — K telle que, pour tous z,z’,y,y" €
FE et tout A € K, on a:

(1) (z+2",y) = (z,y) + (2, y) et (z,y +y') = (z,9) + (z,¥);
(2) (Az,y) = M, y) et (2, \y) = Az, y);

(3) (y,z) = (z,y).
En particulier, (z,z) € R pour tout « € E;

(4) pour tout x € E, (x,x) > 0;
(5) pour tout x € E, (x,2) =0 =z =0.
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Remarquons que lorsque K = R, les conditions (1) — (3) se résument simplement
en disant que Papplication (,) est une forme bilinéaire symétrique, puisque l'on a
A = A pour tout A € R.

Deux vecteurs z,y € E sont dits orthogonauz pour le produit scalaire () si (x,y) =
0.

Deux sous-espaces F' et G d’un espace euclidien E sont dit orthogonauz si pour
tout x € F et tout y € G, on a (z,y) = 0.

Une famille de sous-espaces (F;);cr de E est dite en somme directe orthogonale si
pour tous 4,5 € I,i # j, F; et F; sont orthogonaux. Il est facile de voir que ces
sous-espaces sont alors en somme directe. On le note

1
Pr.
iel
Une famille de vecteurs (z;);c; de F est dite orthonormée si elle vérifie

(x;, ;) = d;; pour tous i,j € 1.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on définit I’orthogonal F+ de F par
Ft ={2c E|{(z,y) = 0 pour tout y € F}.
C’est un sous-espace vectoriel de E.

DEFINITION I1.7.2. Un couple (E, (,)), out E est un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie et (,) est un produit scalaire est appelé un espace euclidien si K = R
et un espace hermitien si K = C.

On dira souvent < soit E un espace euclidien/hermitien > en oubliant de mentionner
le produit scalaire.
Notation. Si M = (ai;) € Myxn(K), on note M* = (a;;). En particulier, si
K =R,onaM*=M"
ExeEmpLE I1.7.3. Soit n > 1. L’application
C"xC"—C
(X,)Y)— XY
est un produit scalaire sur C". De méme, 'application
R"xR" — C
(X,Y) — X'Y
est un produit scalaire sur R™.

Dans les deux cas, on I'appellera le produit scalaire usuel (ou standard).

Le résultat suivant rappelle quelques propriétés des espaces euclidiens et hermitiens.
PRrROPOSITION I1.7.4. Soit (E,(,)) un espace euclidien ou hermitien. Alors :
(1) toute famille orthonormée de E est libre, et se compléte en une base ortho-

normée. En particulier, tout sous-espace de E admet une base orthonormée
(i.e. une base qui soit une famille orthonormée) ;

(2) sie est une base orthonormée, alors pour tous x,y € E, on a

(z,y) = [zls[yle
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1
(3) pour tout sous-espace F de E, on a (FY)t =F, et E=F & F*.
En particulier, dim(F*) = dim(E) — dim(F);
(4) pour tout u € Z(E), il existe un unique u* € Z(E) tel que
(u(w),y) = (2,0 (y)) pour tout y € E.
Si e est une base orthonormée de F, alors on a
Mat(u*;e) = Mat(u; e)”.
En particulier, det(u*) = det(u).
De plus, Idy, = Idg, et pour tous ui,us € £(E), on a
(ug oug)* = ujouj.
DEFINITION I1.7.5. Si E est un espace euclidien ou hermitien, et si u € Z(FE),
Pendomorphisme u* € Z(F) s’appelle 'endomorphisme adjoint a u, ou I’adjoint
de u.

On dit que u € Z(FE) est :

un endomorphisme normal si u* o u = u o u*;
une isométrie si l'on a2 u* o u = Idg;

un endomorphisme autoadjoint si u* = u;

un endomorphisme antiautoadjoint si u* = —u.

On remarque que les isométries, ainsi que les endomorphismes adjoints ou antiau-
toadjoints sont normaux.

Lorsque K = R, on parle aussi d’endomorphisme symétrique ou antisymétrique,
plutot que d’endomorphisme autoadjoint ou antiautoadjoint.

L’ensemble des isométries a une structure particulierement agréable.

DEFINITION I1.7.6. L’ensemble des isométries de E forme un sous-groupe?® de
GL(E), que l'on note parfois Iso(F). C’est exactement ’ensemble des endomor-
phismes de F qui conservent le produit scalaire.

Lorsque K = R, le groupe Iso(E) est plutét noté O(E), et appelé le groupe ortho-
gonal de E .

Lorsque K = C, le groupe Iso(F) est plutot noté U(E), et appelé le groupe unitaire
de F . Dans ce cas, une isométrie est aussi appelé un endomorphisme unitaire.
Nous allons maintenant introduire une définition supplémentaire, afin de pouvoir
retraduire ce qui précede en termes matriciels.

DEFINITION IL1.7.7. On dit qu'une matrice M € M,,(C) est hermitienne si 'on a
M* = M et antihermitienne si 'on a M* = —M.

Une matrice M € M, (R) sera dite symétrique si 'on a M* = M et antisymétrique
silon a Mt = —M.

Une matrice M € M,,(C) est dite unitaire si M*M = I,,.
L’ensemble U,,(C) des matrices unitaires est un sous-groupe de GL,,(C).
Une matrice M € M,,(R) est dite orthogonale si 'on a MM = I,.
L’ensemble O, (R) des matrices orthogonales est un sous-groupe de GL, (R).
2. Dans ce cas, puisque on est en dimension finie, u est un automorphisme de E, et on a

—1 *
uTr = u*.
3. Cela se démontre facilement en utilisant le dernier point de la proposition précédente.
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REMARQUES I1.7.8.

(1) Soit u € Z(FE) d’'un endomorphisme d’un espace hermitien.
Si M € M, (C) est la matrice représentative de u dans une base ortho-

normeée, alors u est :

(1) normal si, et seulement si, M*M = MM*;

(ii)  une isométrie si, et seulement si, M est unitaire;

(ili) auto-adjoint si, et seulement si, M est hermitienne;

(iv) antiautoadjoint si, et seulement si, M est antihermitienne.

(2) Soit u € Z(FE) d’'un endomorphisme d’un espace euclidien.
Si M € M, (R) est la matrice représentative de u dans une base ortho-
normeée, alors u est :

(i)  normal si, et seulement si, M*M = M M?;

(ii)  une isométrie si, et seulement si, M est orthogonale;

(ili) symétrique si, et seulement si, M est symétrique;

(iv) antisymétrique si, et seulement si, M est antisymétrique.
DEFINITION IL1.7.9. Une matrice M € M,,(C) est dite unitaire st M*M = I,,.
L’ensemble U,,(C) des matrices unitaires est un sous-groupe de GL,,(C).
Une matrice M € M,,(R) est dite orthogonale si 'on a MM = I,.
L’ensemble O, (R) des matrices orthogonales est un sous-groupe de GL, (R).

Si E est un espace hermitien (resp. euclidien), u € Z(FE) est une isométrie si,
et seulement si, sa matrice représentative dans une base orthonormée est unitaire
(resp. orthogonale).

On va s’intéresser ici brievement au groupe orthogonal d’un espace euclidien. Nous
reviendrons plus tard sur les endomorphismes normaux.

Remarquons que si v € O(E), alors on a 1 = det(u*)det(u) = det(u)?, et donc
det(u) = £1.

DEFINITION I1.7.10. Une isométrie v € O(FE) d'un espace euclidien E est dite
directe si 'on a det(u) = 1, et indirecte si 'on a det(u) = —1. L’ensemble des
isométries directes forment un sous-groupe de O(E), noté O*(E) ou encore SO(E),
appelé groupe spécial orthogonal. L ensemble des isométries indirectes est noté par-
fois O~ (E). Ce n’est pas un sous-groupe de O(E).

Nous allons maintenant étudier d’un peu plus pres la structure de O* (E) lorsque
dimg(E) = 2 ou 3. Pour comprendre ces ensembles, il suffit de décrire les matrices
représentatives de leurs éléments dans une base orthonormée.

Notation. Si n > 1, on pose
O} (R) = {M € O,(R) | det(M) = 1}
et
O, (R) ={M € O,(R) | det(M) = —1}.
Si E est un espace euclidien de dimension n, une isométrie u de F est directe (resp.
indirecte) si, et seulement si, sa matrice représentative dans une base orthonormée

est dans O} (R) (resp. O, (R)).

Un calcul direct montre le résultat suivant.
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PROPOSITION I1.7.11. On a les égalités suivantes :

osm® = {( ] - @+ =1,a,b R}

(1) CoS —sin
{ sin((g)) cos((zg ) [6€ R}

0;(R) = { . b |a2+b2:1,a,beR}

2) { cos(f)  sin(6) > |96R}.

sin(f) —cos(9)

L’interprétation géométrique est la suivante : si £ un plan euclidien, les isométries
directes de E sont les rotations planes, et les isométries indirectes sont les symétries
orthogonales par rapport a une droite.

REMARQUE I1.7.12. Si FE est un espace euclidien de dimension 2, et si u est une
isométrie indirecte, il existe une base orthonormée de E pour laquelle la matrice de
u dans cette base est
1 0
(b 4)

Ceci se comprend bien géométriquement : les vecteurs paralleles a I’axe de symétrie
sont fixes, et les vecteurs orthogonaux a ’axe sont envoyés sur leurs opposés. Il suffit
donc de prendre un vecteur unitaire de ’axe de symétrie, et un vecteur unitaire
orthogonal a cet axe.

On passe au cas de la dimension 3.

ProrosiTiOoN I1.7.13. Soit E un espace euclidien de dimension 3, et soit u une
isométrie de E.

(1) Siu € OY(E), alors il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice représentative de u est de la forme

1
cos(f) —sin(0)
sin(6) cos(6)

(2) Siu € O (E), alors il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice représentative de u est de la forme
-1
cos(f) —sin(0)
sin(6) cos(0)

Cela sera la conséquence directe d’un résultat plus général qui sera démontré plus
loin. L’interprétation géométrique est la suivante : si F est un espace euclidien de
dimension 3, les éléments de O"(F) sont les rotations de E, et ceux de O~ (FE)
sont obtenues en effectuant une rotation dans un plan de R2, puis une réflexion
orthogonale par rapport a ce plan.

On va maintenant montrer qu’il existe des isométries indirectes en toute dimension.
DEFINITION I1.7.14. Soit F un espace euclidien, et soit z € E '\ {0}.

La réflexion orthogonale d’hyperplan H = (Rz)’ est la symétrie orthogonale par
rapport & H (et de direction H+ = Rz), c’est-a-dire I'unique endomorphisme 7, €
Z(E) vérifiant :
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(2) 7(x) = —2.
Autrement dit, pour tout A € K, et tout y € H, on a
To(Ax +y) = Az +y.
LEMME I1.7.15. Pour tout x € E\{0}, on a7, € O~ (E). De plus, pour tout vecteur

veFE, ona
(2,0)

(z, )

T (V) =v—2
Enfin, 72 = Idg, et dimg Ker(7, + Idg) = 1.

Démonstration. La restriction du produit scalaire aH étant un produit scalaire,
on peut trouver une base es,...,e, de H qui soit orthonormée. La famille e; =
X

,€3,...,e, est alors une base orthonormée de F, dans laquelle la matrice

-1 0
=30

11 est alors clair que M*M = I,, et donc que 7, est une isométrie indirecte, puisque
det(M) = —1. Pour montrer le second point, il suffit de vérifier que I’application

(z,)
représentative de 7, est

(z,v)
(z, )
est linéaire, envoie x sur —z et se restreint a I'identité sur {z}*, ce qui est clair. Le
dernier point est évident, puisque M? = I,, et dimg(Ker(M + I,,)) = 1. O

EFE—Fvr—v—2

On continue par un lemme.

LEMME I1.7.16. Soit u € O(E), et soit F' un sous-espace de E stable par u. Alors
FL est aussi stable par w. De plus, on a up, € O(F) et u,, € O(F+4).

Démonstration. Soit = € F*. Alors pour tout y € F, on a

(u(z),y) = (u(z),u(u™)(y)) = {z,u" (y)) =0,
car F étant stable par u, il 'est aussi par u~!. Ainsi u(z) € F*. Le second point
vient du fait que si u conserve le produit scalaire, il en est de méme pour u, et
(e g
On peut maintenant énoncer le théoréme suivant.
THEOREME I1.7.17. Soit E un espace euclidien de dimension n, et soit u une
isométrie de E. Alors :

(1) u est la composée de n — dimg (Ker(u — Idg)) réflexions orthogonales ;
(2) siu estla composée de p réflexions orthogonales, alors

p > n — dimg(Ker(u — Idg)).

En particulier, toute isométrie est le produit d’au plus n réflexions orthogonales, et
O(FE) est engendré par les réflexions orthogonales.

Démonstration. Soit u € O(E), et soit F,, = Ker(u — Idg). Supposons que I’on ait
U = Ty, 00T, , et posons F' = Vectr(z1,. .., 7p). Par définition, on a dimg (F) < p.
Si x € F*, alors z est orthogonal & z;, et ainsi 7,,(z) = x pour tout i € [1,p].
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Il s’ensuit que u(x) = x pour tout x € F+. d’ot linclusion F+ ¢ F,. On a ainsi
dimg (F,) > dimg(F*). Or,

dimg (F*) = n — dimg(F) > n — p,
d’ou p > n — dimg (Fy,).

Démontrons maintenant que u est la composée de n — dimg (F,) réflexions ortho-
gonales. D’apres ce qui précede, il suffit de démontrer que u peut s’écrire comme la
composée d’au plus n — dimg(F,) réflexions orthogonales.

Nous allons procéder par récurrence sur p,, = n — dimg (Fy, ). Plus précisément, soit
(H},) la proposition

(H}) Toute isométrie u € O(E) telle que p,, € [0, k] est la composée d’au plus p,
réflexions orthogonales.

Si k=0, alors p, = 0 et donc u = Idg. Dans ce cas, u est le produit de 0 réflexions
orthogonales. Ainsi, (Hy) est vraie.

Soit k € [0,n — 1]. Supposons que (Hj) soit vraie, et montrons que (Hyy1) est
vraie. Il reste & montrer que le résultat attendu est vrai lorsque u € O(FE) vérifie
pu=k+1>1.

L’idée est trouver une réflexion orthogonale 7 telle que pro,, < py - Dans ce cas, Tou
sera un produit d’au plus p,., réflexions orthogonales par hypothese de récurrence.
Mais alors, 'isométrie u = 7o (7 owu) sera produit d’au plus p,o, +1 < p,, réflexions,
ce qui acheévera la récurrence. En fait, on va trouver une réflexion orthogonale 7
telle que F, C Froy. On aura alors dimg(Fy,) < dimg(Froy) €t done proy < pu-
On doit donc exhiber une réflexion orthogonale vérifiant cette propriété. Puisque
le sous-espace Fi- est de dimension p, > 1, il existe x € FX \ {0}. On a donc
r # u(x), puisque 'on a F, N F- = {0}. Posons y = u(z). Comme F, est un
sous-espace vectoriel stable par wu, il en est de méme de son orthogonal Ful, d’apres
le lemme I1.7.16. Ainsi, on a y € F.-, et de plus y # z, don o —y € F- \ {0}.
Remarquons enfin que l'on a

(x—y,z+ y> = <.%‘,.Z‘> - <yay> = <$,.’L‘> - (u(m)7u(m)> =0,

car u est une isométrie. Cela illustre simplement le fait que les diagonales d’un
losange sont orthogonales. On a alors

1

1 1 1
Tx—y(y) = *57'3:_3,(93 —y)+ ETx—y(I +y) = 7§(y —x)+ §(x +y) ==

Géométriquement, cela s’explique par le fait qu'une diagonale d’un losange est la
bissectrice de I’angle formé par deux cotés adjacents.

On va montrer que 7 = 7,_, vérifie la propriété souhaitée. Soit z € F,, (on a donc
u(z) = z). Comme z — y € F-, z est orthogonal & x — y et on obtient alors

To—y(u(2)) = To—y(2) = 2.
Ainsi, F, C Fr,_ ou, et I'inclusion est stricte, car x ¢ I, mais
Tzfy(u(x)) = way(y) =,
et donc x € Frr,_ oy Ceci achéve la récurrence, ainsi que la démonstration. O

On continue en étudiant les classes de conjugaison des symétries orthogonales.

THEOREME I1.7.18. Soit E un espace euclidien, et soient s1,52 € O(FE) deux
symétries orthogonales.

Alors, il existe u € OV (E) tel que sy = uo sy ou~! si, et seulement si, les sous-
espaces Ker(sy + Idg) et Ker(se + Idg) ont méme dimension.
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Démonstration. Soient s1,s2 € O(E). Si u € OF(E) vérifie s, =uos;ou™!, ona

Ker(sy +1dg) = Ker(uo (51 +Idg) ou™ ") = u(Ker(s; +1dg)),

et comme u est inversible, les sous-espaces Ker(s1 +1dg) et Ker(so+Idg) ont méme
dimension.

Inversement, supposons que E; = Ker(s; +1dg) et E; = Ker(se +1dg) aient méme

dimension r > 0. Soit (eq, ..., e,) une base orthonormée de Fy, soit (fi,..., f-) une
base orthonormée de Es. Soit (e,41,...,e,) une base orthonormée de Ei-, et soit
(fra1s-- ., fn) une base orthonormée de Ejy . Les familles

e:(el,...,en) et f:(fhaf’ﬂ)

sont alors deux bases orthonormées de E. Soit u € Z(F) 'unique endomorphisme
de E tel que

u(e;) = f; pour tout ¢ € [1,n].
Puisque u envoie une base orthonormée sur une base orthonormée, u est une
isométrie. Quitte & remplacer un vecteur de e par son opposé (ce qui multiplie
le déterminant de u par —1, comme on peut le voir matriciellement), on peut sup-
poser que u € OT(E).

Pour tout i € [1,7], on a alors
(wosiou™)(fi) = (wosyou ") (ule;)) = ulsi(es) = u(—e;) = —fi = s2(fi).
D’autre part, puisque s; et so sont des symétries orthogonales, on a
Ei{ =Ker(s; —Idg) et Ef =Ker(sy — Idg).
Par conséquent, pour tout ¢ € [r + 1,n], on a

(wosiou V) (fi) = (wosyou ) (ule;)) = ulsi(e;)) = ule;) = fi = sofi)-

Ainsi, w o s; ou™! et s coincident sur une base de E, et donc wo s ou™! = s.

Ceci acheve la démonstration. O

COROLLAIRE I1.7.19. Soit E un espace euclidien. Alors, toutes les réflexions or-
thogonales sont conjuguées dans O(E).

Démonstration. Une réflexion orthogonale est une symétrie orthogonale s telle que
Ker(s + Idg) soit de dimension 1. On applique alors le théoréme précédent pour
conclure. O

On finit ces considérations sur le groupe orthogonal en calculant son centre.

LEMME I1.7.20. Soit E un espace euclidien. Alors, Z(O(FE)) = {£Idg}.

Démonstration. Avant de passer a la démonstration proprement dite, remarquons
que, pour tout z € E'\ {0}, on a

uot,ou ! = Tu(z)-

En effet, on a
(wor, ou ) (u(x)) = u(re(z)) = u(—2) = —u(x).
De plus, puisque v et u~' sont des isométries, pour tout y € E, les vecteurs z et
y sont orthogonaux si, et seulement si u(z) et u(y) le sont. Autrement dit, on a
{u(x)}t = u({x}+). Pour tout y' € {u(x)}+, il existe donc un vecteur y € {z}+
tel que ¥’ = u(y), et on a ainsi
(worou ) (y) = (uorou ) (u(y)) =u(r(y) = uly) =y,

d’ou I'égalité souhaitée.
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Revenons a notre probleme. Clairement, Idg et —Idg sont des isométries commu-
tant & tout élément de O(FE). Montrons la réciproque. Pour cela, on va montrer le
fait plus précis suivant : si u € O(F) commute & toute réflexion orthogonale, alors
u = :tIdE

Supposons donc que pour tout z € E \ {0}, on ait 7, ou = u o 7,. On obtient alors
Ty =uoTg,ou I = Tu(z) PoUr tout z € E'\ {0}.
Ecrivons u(z) = Ay + h, avec A, € R et h € {z}*. On a d’une part
Tu(a) (u(@)) = —u(z) = =Asz — h,
et d’autre part
Tu(z)(uw(r)) = T (u(z)) = 7. (Ae + h) = =Azz + h.

On en déduit que h = 0, soit u(z) = Ayx. Ainsi, u stabilise toute droite de E, et u
est donc une homothétie d’apres le lemme I1.6.10. Comme u est une isométrie, on
obtient ©w = +Idg.

Puisqu’un élément de Z(O(FE)) commute en particulier & toute réflexion orthogo-
nale, on a fini. O

On s’intéresse maintenant au groupe spécial orthogonal.

DEFINITION I1.7.21. Soit E un espace euclidien. On dit que u € O(F) est un
renversement si u? = Idg et Ker(u + Idg) est de dimension 2.

1
On vérifie facilement que 'on a E = Ker(u — Idg) @ Ker(u 4+ Idg), et la matrice
représentative de u dans une base bien choisie est donc

Insa 0
0 -I )’

puisque Ker(u + Idg) est de dimension 2. En particulier, un renversement est de
déterminant 1, et est donc un élément de OT(E). En fait, toute isométrie directe
est un produit de renversements.

THEOREME I1.7.22. Soit E un espace euclidien de dimension n. Sin > 3, toute
isométrie directe est le produit d’au plus n renversements.

Démonstration. Soit u € O (E) une isométrie directe.

Puisque det(u) = 1 et que le déterminant d’une réflexion est —1, le théoreme I1.7.17
montre que u = Ty 0- - -0Tap, 2p < n, ol chaque 7; est une réflexion. On peut toujours
supposer que u # Idg (car Idg est le produit de 0 renversements).

Supposons tout d’abord que n = 3. Alors, u = 71 o 75 est le produit d’exactement
2 réflexions (car u # Idg). Puisque 7; est une réflexion, sa matrice dans une base

orthonormée bien choisie est
-1

1

comme on ’a déja remarqué. Il devient alors clair que —7; est un renversement, et
on a fini, puisque u = (—71) o (—72).

Supposons maintenant que n > 3. D’apres les considérations précédentes, il suffit
de montrer que le produit de deux réflexions s’écrit comme produit de deux renver-
sements. Soient 71,75 deux réflexions orthogonales d’hyperplans respectifs Hy, Hs,
et posons u = 7y 0 7o. Alors, on a dimg(H;, N Hz) = n — 2 ou n — 1. En particulier,
Hy, N Hs contient dans tous les cas un sous-espace de dimension n — 3, disons F.
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Puisque F est contenu dans H; et dans Hy, on a up = Idp, et F' est donc stable
par u. Par suite, - est stable par u par le lemme I1.7.16. En recollant une base or-
thonormée de F et une base orthonormée de F-, on obtient une base orthonormée
de F dans laquelle la matrice représentative de u est

M:(I"—3 M,>7

o M’ est la matrice de up: dans la base orthonormée de F- choisie. On en
déduit alors que det(up.) = 1, et la relation M*M = I,, implique facilement que
MM’ = I;. Ainsi, u,, € OT(F%). Or, dimg(F*) = 3, donc par le cas précédent,
il existe des renversements o/, 0% de F* tels que

/ /
UpL = 0] 0 0y.

On définit alors o; € Z(E) par
oi(z +y) =2+ ol(y) pour tout x € F,y € F+.

On vérifie facilement * que o; est un renversement et que u = oy o . Ceci acheve
la, démonstration. O

Puisqu’un renversement est une symétrie orthogonale s telle que Ker(s + Idg) soit
de dimension 2, le théoreéme I1.7.18 fournit immédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE I1.7.23. Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Alors, tous
les renversements sont conjugués dans O (E).

On finit ce long paragraphe en calculant le centre du groupe spécial orthogonal.

LEMME 11.7.24. Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Alors, on a
Ot(E) sin=1,2
Z(OM(E)) =< {*ldg} sin>4 est pair
{Idg} sin > 3 est impair.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que Idg et —Idg sont des isométries qui
commutent a tout élément de O(E). De plus, Idg est bien entendu une isométrie
directe, tandis que det(—Idg) = (—1)". Ainsi, —Idg € O1(E) si, et seulement si,
n est pair. Dans ce cas, c’est une isométrie directe qui commute a tout élément de
O™ (E). Enfin, si n = 1,2, le groupe OT(E) est abélien, donc égal & son centre.

On peut donc supposer que n > 3 dans la suite. Dans ce cas, on va démontrer que
si u € O(F) commute a tout renversement, alors v = +Idg. Le résultat voulu en
découlera immédiatement.

Soit P un sous-espace de E de dimension 2, et soit s € Z(F) 'unique endomor-
phisme de E tel que

s(x) =z pour tout x € P+ et s(x) = —x pour tout x € P.

Ainsi, s est une symétrie orthogonale telle que Ker(s + Idg) = P. C’est donc un
renversement. Par conséquent, on a s ou = u o s par hypotheése. Autrement dit,
uosou~l=s. Or, on a

Ker(uosou ' 4+1dg) = Ker(uo (s +1dg) ou™ ') = u(Ker(s +Idg)) = u(P),
et on obtient donc en particulier u(P) = P.

Ainsi, u stabilise tout plan de E. Montrons alors que u stabilise toute droite de E.

4. Ceci est laissé en exercice au lecteur.
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Soit D = Rz une droite de E. Puisque n > 3, il existe x1, zo € E tels que la famille
(z0,x1,x2) soit libre. Les sous-espaces
P, = Vectr(zo,21) et Py = Vectg(xo, z2)
sont deux plans de E tels que P N P, = D. Par conséquent
u(D) =u(PyNPy) =u(P)Nu(P) =P NP,=D,
la deuxieme égalité découlant de la bijectivité de u. Ainsi, u stabilise toute droite

de F, et u est donc une homothétie d’apres le lemme 11.6.10. Comme u est une
isométrie, on obtient u = +Idg. O

I1.8. Ordre d’un élément

Nous allons maintenant définir I’ordre d’un élément d’un groupe.

DEFINITION I1.8.1. Soit G' un groupe. On dit que x € G est d’ordre fini si le sous-
groupe (z) est fini. Dans ce cas, 'ordre de x est par définition l'ordre de (z). On le
note o(z).

En particulier, o(x) est bien défini pour tout = € G lorsque G est un groupe fini.

Cette définition n’est a priori pas trées commode a manipuler. Le résultat suivant
nous fournit un moyen pratique de calculer I'ordre d’un élément.

THEOREME 11.8.2. Soit G un groupe, et soit x € G. Alors, x est d’ordre fini si, et
seulement si, il existe m > 0 tel que x™ = 1. Dans ce cas, l’ordre de x est le plus
petit entier n > 0 vérifiant 2" = 1g et on a

(x) = {1g,z,...,2" "}
De plus, pour tout m € Z, on a
2" =1g < o(x)|m.

Enfin, si G est un groupe fini, on a o(x)| | G|.

Démonstration. Supposons que z soit d’ordre fini, c’est-a-dire que (x) soit fini.
Alors, le morphisme de groupes
he: 72 — G
m — ™
ne peut étre injectif, car sinon h, induirait un isomorphisme de Z sur son image (z),

et (x) serait alors infini. Ainsi, Ker(h,) est non nul, et donc contient un élément
m > 0. On a alors 2™ = 1g.

Réciproquement, supposons qu’'un tel entier m > 0 existe, c’est-a-dire que le noyau
de h, n’est pas réduit a 0. Puisque Ker(h;) est un sous-groupe de Z, on a Ker(h,) =
nZ, ol n est le plus petit élément strictement positif de Ker(h, ), d’apres la propo-
sition II.5.1. Ainsi pour tout m € Z, on a

2" =1 < n|m.

Montrons alors que (z) = {1g,z,...,2" " '}. L’inclusion <« D > est claire.

Soit m € Z, et écrivons m = gn + r,q,r € Z, avec r € [0,n — 1]. Par conséquent,
xm — an—i—r — (xn)qxr — CL'T,
ce qui montre I'inclusion <« C >.

n—

Pour finir, il suffit de montrer que les éléments lg,x,...,2" ! sont deux a deux
distincts. Supposons qu’il existe i,j € [0,n — 1] tels que ' = z7. Alors, on a
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277 = 1g. Autrement dit, i — j € Ker(h,) = nZ, i.e. i — j est un multiple de n.
Comme —n < i — j < n, on a nécessairement ¢ — j = 0, soit ¢ = j, d’ou le résultat
voulu par contraposition.

Le fait que o(z) divise 'ordre du groupe G est une application directe du théoreme
de Lagrange au sous-groupe (x). O

REMARQUE I1.8.3. La réciproque du dernier point est fausse.

Par exemple, le groupe G = {(1,1),(1,-1),(—1,1),(—1,-1)} C R* x R* est
d’ordre 4, mais n’a pas d’élément d’ordre 4.

COROLLAIRE I1.8.4. Soit G un groupe fini d’ordre n > 1. Pour tout x € G, on a
" = 1g.
Démonstration. Par le théoréme I1.8.2, on a o(x) | n et par le méme théoréme, on

a alors 2" = 14. O

COROLLAIRE I1.8.5. Soit G un groupe, et soit x € G un élément d’ordre fini. Alors,
pour tout d > 1, x% est d’ordre fini, et on a

dy _ 0(95)
o) = Deed(d, (@)

En particulier :

(1) sid]o(x), on ao(z?) = #jc);
(2) sid est premier avec o(z), on a o(z?) = o(x).
Démonstration. Soit x € G, et soit d > 1. Posons ¢ = pged(d, o(x)), et écrivons
d = re, o(x) = sc, ou r et s sont premiers entre eux. Soit m € Z. On a
(zY™ =1g <= 2 =1g <= o(z) |dm < s|rm < s|m,
la derniere équivalence étant une application du lemme de Gauss.

Ainsi, 2% est d’ordre fini, puisqu’en particulier (z9)* = 1¢, et la plus petite solution
>0 de (z9)™ = 1¢ est 5. On a donc

d o()
o(z%) =5 = —————"—F—.
pged(d; o(x))
O
ProposITION I1.8.6. Soit G un groupe, et soient x,y € G d’ordre fini tels que
xy = yx. Alors, xy est d’ordre fini. De plus, on a les propriétés suivantes :

(1) supposons que {x) N {y) = {1g}. Alors, on a o(xy) = ppcm(o(z),o0(y));
(2) sio(x) et o(y) sont premiers entre eux, on a o(xy) = o(x)o(y).
Démonstration. Soit m = ppcm(o(x),o(y)). On peut donc écrire
m=ro(z) = so(y), r,s > 1.
Puisque xy = yx, on a
()™ = 2™y = @) (O = 16,

Ainsi, zy est d’ordre fini (divisant m).



60 II. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES GROUPES

Supposons que (x) N (y) = {1g}. On doit montrer que o(xy) = m. On sait déja
que o(zy)|m. Soit £ = o(zy). On a (zy)* = z'y* = 1g. Ainsi, 2* = y~¢, et donc
zt € (z) N (y). Comme () N (y) = {1g}, on obtient

' =1g=y""
On en déduit o(z)|¢ et o(y)|¢. Ainsi, m|¢ par définition du ppcm. On a donc 1’égalité
souhaitée.

Montrons le dernier point. Comme (z) N (y) est un sous-groupe de (z) et de (y), son

ordre divise a la fois o(x) et o(y). Puisqu’ils sont premiers entre eux, on en déduit

que {(x) N {y) est d’ordre 1, et donc réduit & 1g. Par le point précédent, on obtient
o(zy) = ppem(o(x), o(y)) = o(x)o(y),

la derniére égalité provenant du fait que o(x) et o(y) sont premiers entre eux. [

I1.9. Groupes monogeénes, groupes cycliques

On continue ce chapitre en introduisant la notion de groupe monogene et de groupe
cyclique.

DEFINITION I1.9.1. On dit que G est monogéne s’il peut étre engendré par un

élément, et cyclique s’il est monogene fini.

EXEMPLES I1.9.2.

(1) Le groupe Z est monogene, non cyclique.

(2) Pour tout n > 1, le groupe Z/nZ est cyclique d’ordre n.

Le théoreme suivant élucide la structure des groupes monogenes.

THEOREME 11.9.3.

(1) Tout groupe monogéne infini est isomorphe a Z.

(2) Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z/nZ. En particulier, deuzx
groupes cycliques sont isomorphes si, et seulement si, ils ont méme ordre.

Démonstration. Soit © € G un générateur de G. On a donc G = (x). Considérons
le morphisme de groupes
he: Z — G
m — .
Puisque x engendre G, h, est surjectif.
Si G est infini, alors  n’est pas d’ordre fini. Dans ce cas, Ker(h,) = 0. Sinon,
Ker(h;) contiendrait un élément strictement positif, et par le théoreme 11.8.2, x

serait d’ordre fini. Ainsi, h, est injectif, donc un isomorphisme. Par conséquent, on
a G ~ Z dans ce cas.

Si G est cyclique d’ordre n, alors o(x) = n par définition, et on a 2™ = 1 par le
théoreme I1.8.2. Pour tout m € Z, on a donc

ho(m + kn) = x™HEn = gmahn — g™ (™) = 2™ pour tout k € Z.
Ainsi, h, est constante sur les classes de congruence modulo n. Par la proposition

1.2.11, on en déduit que h, induit une application

hy: Z/nZ — G

m — x™.
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Comme précédemment, cette application est surjective. Comme c’est une applica-
tion entre deux ensembles finis & n éléments, elle est bijective. Enfin, h, est un
morphisme de groupes, puisque pour tous 7,y € Z/nZ, on a

Ex(m1 +m2) = Ex(ml + mg) = gMitmz — pgmigms — Ex(ml)ﬁx(mz)
L’application h, est donc un isomorphisme, et on a donc G ~ Z/nZ. Ceci acheve
la démonstration. [l

COROLLAIRE I1.9.4. Soit p un nombre premier, et soit G un groupe d’ordre p. Alors,
G est cyclique. En particulier, G ~ Z/pZ.

Démonstration. Puisque G est d’ordre p, il contient un élément = # 1g. En
particulier, o(z) > 1. Mais par le théoreme de Lagrange, o(z) divise p, et donc
nécessairement o(x) = p. On a donc (x) = G, et G est cyclique. Il est donc iso-
morphe & Z/pZ d’apres le théoreme précédent. O
Nous finissons ce paragraphe en nous intéressant aux sous-groupes d’un groupe
cyclique.

THEOREME I1.9.5 ((TD)). Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout diviseur
positif d de n, il existe un unique sous-groupe Hy d’ordre d, et ce sous-groupe est
cyclique.

De plus, si xg est un générateur de G, on a les égalités

Hy=(zi)={zeG|a?=1¢}.
I1.10. Actions de groupe

Nous allons maintenant définir une notion qui est le coeur méme de la théorie des
groupes, et qui établit un lien naturel entre théorie des groupes et géométrie.

DEFINITION I1.10.1. Soit £ un ensemble, et soit G un groupe. Une action (ou une
opération) a gauche de G sur E est une application
GxFE—FE
(9,2) — g

vérifiant les propriétés suivantes :

(1) pour tout z € E, on a lg-z = x;
(2) pour tous g,¢' € G, et tout « € E, on a g-(¢"-x) = gg'-x.

Dans ce cas, on dit que G opere sur F ou agit sur F.

REMARQUE I1.10.2. Supposons que G agisse (& gauche) sur E. Alors, pour tout
g € G, et tout x € E, on a

“ha) =g (gw) = .

g9:(9
En particulier, 'application
0g: E — FE
T — gx
est bijective, d’inverse
og-1: F— F
xr — g71~1’.
Autrement dit, on a 0, € 6(E). L’application

p: G — &(F)
g — oy
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est alors un morphisme de groupes, puisque pour tous g, g’ € G, et pour tout z € E,
on a

e(99')(x) = 99"z = g-(9"x) = g:(v(g") (%)) = (¢(g) ° ¢(g")) ().
Inversement, si ¢ : G — &(FE) est un morphisme de groupes, on vérifie facilement

que
GxFE—FE

(9,7) — gx = Y(g)(x)
est une action de G sur E.

On montre aisément que les deux constructions sont inverses I'une de l'autre. Au-
trement dit, il y a une correspondance bijective entre les actions de G sur F et les
morphismes de groupes de G dans &(FE).

Dans la suite, ’ensemble E sera implicitement supposé non vide.
DEFINITION I1.10.3. Soit G un groupe opérant sur E. On dit que G agit fidélement
sur E si pour tout g € G, on a

g-x =z pour tout z € F = g = 1¢.
Autrement dit, G agit fidelement sur E si le morphisme ¢ : G — &(F) associé
est injectif.
On dit que le groupe G agit transitivement sur E si pour tous z,z’ € E, il existe
g € G tel que =’ = g-x.
REMARQUE I1.10.4. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe de G. Toute action
d’un groupe G sur un ensemble E induit par restriction une action de H sur F.

EXEMPLES 11.10.5.

(1) Un groupe G agit sur lui-méme par translation a gauche, et cette action est
fidele. En effet, pour g, € G, posons
g-r = gzT.
Alors, on a 1g-x = 1gx = x, et pour tous g,¢',z € G, on a
g:(g"x) = g-(g'x) = g(g'x) = (99" ) = gg'-x.
Si de plus on a g-x = gx = x pour tout = € G, alors on a ¢ = 1 en prenant
z=1g.

Cette action de G est également transitive. En effet, pour tous x,y € G,

onagx=y,avec g =yr L.

(2) Un groupe G agit sur un sous-groupe H distingué dans G, par conjugaison.
Autrement dit, I’application

GxH-—H

(9,2) — g-x = gzg™"

est une action de G sur H.
En particulier, G agit sur lui-méme par conjugaison.

Cette action n’est pas fidele en général. Par exemple, si G est abélien, alors
g-x = gmg_1 = x pour tout g € G, et tout x € H.

(3) Pour tout ensemble E, le groupe &(F) agit sur E par
S(E)xE—E
(0,2) — oz = o(x).

Cette action est fidele et transitive.
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(4) Soit G = GL,(C) et soit E = C™\ {0}. Alors, G agit sur E par
GxFE—FE
(M,v) — M,
et cette action est fidele et transitive.

(5) Soit H un sous-groupe quelconque de G, et soit E = G/H 1’ensemble des
classes a gauche modulo H. Alors, 'application

GxE—EFE
(9.9") — 99’ =99’
est bien définie, et donne une action transitive de G sur E.

Vérifions que I’application est bien définie. Si ¢’, g” € G sont deux éléments
de G tels que g” = ¢/, alors il existe h € H tel que g = g'h, et on a gg"” = gg'h.
Ainsi, g¢” = gg’, ce qu’il fallait montrer. Le fait que 'on obtienne une action
transitive de G sur E est alors clair.

(6) Soit G un groupe agissant sur F, et soit g € G. Alors, le groupe Z agit sur E

par
ZxE—EFE

(myz) — mx*xz =g"x.
Cette action n’est en général ni fidele, ni transitive.
(7) Soit n > 1 un entier, et soit E un ensemble. Alors, &,, agit sur E™ par
&, x E" — E"
(0, (T1, s 2n)) V= (To-1(1) -+ s To—1(n))-

Le lecteur consciencieux vérifiera que prendre I'inverse o1 est bien nécessaire
pour avoir une action de groupe.

Nous laissons le soin au lecteur de détailler ces exemples, a titre d’exercice.

L’intérét de faire agir un groupe G sur un ensemble est multiple. Cela peut per-
mettre de comprendre la structure de G en étudiant le morphisme de groupes
¢ : G — G(F) associé. Par exemple, le noyau de ¢ est le sous-groupe des éléments
g € G qui agissent trivialement sur E. D’autre part, beaucoup de groupes sont de
nature géométrique, et définis comme groupes de transformations préservant glo-
balement une figure géométrique (un bon exemple est donné par le Rubik’s cube ou
autres puzzles apparentés). Les actions de groupes permettent alors de mieux visua-
liser certains sous-groupes en les interprétant comme le stabilisateur d’un élément
de E.

DEFINITION I1.10.6. L’ensemble
Stabg(z) ={g € G| gz =z}

est appelé le stabilisateur de x (sous laction de G). On vérifie facilement que c¢’est
un sous-groupe de G.
Un autre intérét majeur d’avoir une action de groupe est qu’elle permet de définir
naturellement une relation d’équivalence sur F/, comme on va le voir maintenant.
LeEMME I1.10.7. Soit G opérant sur un ensemble E. La relation sur E définie par

x ~y s’il existe g € G tel que y = g-x

est une relation d’équivalence.
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Démonstration. Pour tout © € E, on a x = 1g-x, et donc x ~ . Si maintenant
y = g-x pour un certain g € G, alors

g ly=9""(gw) ==
Ainsi, on a y ~ x dés que x ~ y. Enfin, si y = g-x et 2 = ¢'-y, alors

z=g"(9x) =g'gz,

et la relation est donc transitive. O
DEFINITION I1.10.8. Soit G opérant sur un ensemble E, et soit x € E. L’ensemble

O,={g9x|geG}CFE

est appelé [’orbite de x sous 'action de G, ou G-orbite de x. C’est la classe d’équivalence
de x pour la relation d’équivalence sur F induite par I'action de G sur F.

On dit que « € F est un point fize sous 'action de G si 'on a g-x = x pour tout
g € G. L’ensemble des points fixes est noté EC.

ExeEMPLE I1.10.9. Si G agit sur lui-méme par conjugaison, les orbites correspon-
dantes sont les classes de conjugaison de G.

REMARQUES 11.10.10.

(1) Soit G un groupe agissant sur F, et soit x € E. Alors, les propriétés suivantes
sont, équivalentes :

(i)  « est un point fixe sous 'action de G';
(i) O, ={z};
(i) 0. =1
(iv) Stabg(z) =G.
(2) Soit G un groupe agissant sur E. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) G agit transitivement sur F;
(ii) pour tout x € E, O, = E;
(iii) il existe un xzo € E tel que Oy, = E;
(

iv) E n’admet qu’une seule G-orbite, a savoir E lui-méme.
Ceci est laissé en exercice au lecteur.

Le lemme suivant découle immédiatement de la définition d’une orbite et des pro-
priétés des relations d’équivalences. Il sera constamment utilisé dans la suite, sans
référence ultérieure.

LeMmME 1I1.10.11 (Equation aux classes). Soit G un groupe agissant sur E. Alors,
les différentes orbites de E sous Uaction de G forment une partition de E. Si de
plus E est fini, le cardinal de E est la somme des cardinaux des différentes orbites.
Autrement dit, si  est ’ensemble des orbites de E sous l'action de G, on a

Bl =3 Jul.

weN

Nous allons maintenant faire le lien entre orbites et stabilisateurs.
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ProposITION 11.10.12. Soit G un groupe opérant sur E. Pour tout x € E, appli-
cation

f:G— O,
g — gz
induit par passage au quotient une bijection
f: G/Stabg(z) = O,
g — g-x.
En particulier, O, est un ensemble fini si, et seulement si, [G : Stabg(z)] est fini.

Enfin, si G est fini , pour tout x € G, l’ensemble O, est fini et son cardinal divise
lordre de G. On a alors

* |[Stabg (z)|
Démonstration. L’application
G — O,
gr—gx

est constante sur les classes & gauche modulo Stabg(z).

En effet, si s € Stabg(z) et g € G, on a alors

f(gs) = gsx = g-(sx) = gow = f(g).

Comme D'ensemble des classes & gauche G/Stabg(x) est I'ensemble des classes
d’équivalence pour la relation associée au sous-groupe Stabg(z), la proposition
1.2.11 entraine que f induit une application

f: G/Stabg(z) — O,
g — g-x.

Par définition de l'orbite de z, 'application f est surjective. Montrons qu’elle est
aussi injective. Soient g, ¢’ € G/Stabg(z) tels que g-z = ¢’-x. On a alors

1

=g '(gu)=9g""

(g x) =g g

Ainsi, g~!g’ € Stabg(z) et donc g = ¢/. L’application f est donc bijective. Le reste
de la proposition provient du théoréeme de Lagrange. O

On continue ce paragraphe en étudiant brievement les orbites de E sous 'action
d’un groupe monogene.

DEFINITION I1.10.13. Soit G' un groupe agissant sur un ensemble E.

Pour tout g € G, et pour tout x € F, la g-orbitede = est l'orbite de x sous I'action
du sous-groupe (g).

LeEMME I1.10.14. Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Soit g € G, et soit
w la g-orbite d’un élément x € E. Alors, w est finie si, et seulement si, il existe
k € Z non nul tel que g*-x = x. Dans ce cas, on a

w={z,gx, ... g" a},
ot p est le plus petit entier strictement positif tel que gP-x = x. De plus, on a
w| =p.
Démonstration. Remarquons que par définition, on a

w={g"x|meZ}



66 II. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES GROUPES

Ce lemme peut se démontrer de la méme facon que la premiere partie du théoreme
11.8.2. Néanmoins, nous allons proposer ici une démonstration utilisant les actions
de groupes.

Remarquons que ’application
ZxE—FE

(m,2) — g™-a’
définit une action de Z sur F, et que l'orbite de x pour cette action est exactement
w. Par conséquent, d’apres la proposition 11.10.12, w est un ensemble fini si, et
seulement si, Stabz(x) est d’indice fini dans Z. Or, I'ensemble Stabz(z) est un sous-
groupe de Z. Par la proposition 11.5.1, il est donc de la forme pZ,p > 0, et si p > 0,
alors p est le plus petit élément strictement positif de Stabz(z). D’aprés ’exemple
11.2.25, pZ est d’indice fini si, et seulement si, p > 0, i.e. si, et seulement si, Staby(x)
est non trivial. Cela revient & dire qu'il existe k& € Z non nul tel que g*-z = x. Dans
ce cas, on a

|w| = [Z : Stabz(x)] = [Z : pZ] = p.

La bijection entre Z/pZ et w est alors donnée par

Z/pZ — w

m— gz,

et comme les éléments distincts de Z/pZ sont les classes 0,...,p — 1, on a la conclu-
sion. O



Chapitre III
Groupe symétrique, groupe alterné

On va maintenant illustrer les notions introduites dans les chapitres précédents sur
le groupe symétrique.

II1.1. Préliminaires

DEFINITION III.1.1. Soit E un ensemble non vide. L’ensemble des bijections de E
sur lui-méme est un groupe pour la composition des applications, appelé groupe des
permutations de E ou groupe symétrique sur E, et est noté &(E). Un élément de
G(E) est appelé une permutation.

Le groupe des permutations de I’ensemble [1,n] est noté &,,. Si o € &,,, on la note
(provisoirement)

g i) i > est la permutation o € &4 définie par

0(1)=3,0(2) =2,03)=1,0(4) = 4.

Par exemple, ( il))

LEMME III.1.2. Soient E, E' deuz ensembles non vides. Si E et E' sont en bijection,
alors 6(E) ~ G(E').

Démonstration. Soit f : E — E’ une bijection de E sur E’. On vérifie facilement
que 'application
u: 6(E) — S(F)
o +— fooof!

est un isomorphisme de groupes. Les détails sont laissés au lecteur. O
ExeEmPLE III1.1.3. Soit E un ensemble a n éléments, et soient a1, ..., a, les éléments
de E. L’application
f:Ln] —E
1 — a;

est alors bijective, et induit donc un isomorphisme de groupes
u: 8, — &(E)
o — fooofL.
Sio € &, alors on voit facilement que
u(0)(ai) = as@y pour i € [1,n].
Le but de ce chapitre est d’étudier G(F) lorsque E est un ensemble fini ayant au

moins deux éléments (sinon G(F) est le groupe trivial). Rappelons que si F a n
éléments, alors G(F) est d’ordre n!.

Au vu du lemme précédent, on peut se restreindre a I’étude du groupe S,,, ce que
nous ferons parfois.

67
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DEFINITION II1.1.4. Soit E un ensemble non vide. Le support d’une permutation
o € G(F) est 'ensemble

Supp(c) = {a € E | o(a) # a}.

Le support de o est vide si, et seulement si, o est I'identité.

Le lemme suivant résume les propriétés du support.

LEMME II1.1.5. Soit E un ensemble non vide.

(1) Pour tout o € S(E), ’ensemble Supp(c) est stable par . On a méme
o(Supp()) = Supp(o).
(2) Pour tout o € G(E), on a Supp(c) = Supp(c—1).
(3) Pour tout 0 € S(E), et pour tout m € Z, on a
Supp(c™) C Supp(o).
(4) Pour tous 0,0’ € &(E), on a
Supp(oc’) C Supp(o) U Supp(a’).
Si de plus o et o’ sont a supports disjoints, alors

Supp(oo’) = Supp(c) U Supp(a”).

Démonstration.

(1) Pour tout a € E, on a o(c(a)) = o(a) <= o(a) = a. On en déduit le résultat
voulu par passage au complémentaire.

(2) Pour tout a € E, on a
ola)=a <= a=o0ca).
On conclut comme précédemment.

(3) C’est clair par passage au complémentaire, puisque tout élément fixé par o est
fixé par o™.

(4) Soient 0,0’ € G(E). Si a € E est fixé par o et o', il est fixé par oo’, d’'ou la
premiére inclusion par passage au complémentaire.

Supposons maintenant que o et ¢’ soient a supports disjoints.

Soit a € Supp(o) U Supp(o”).

Si a € Supp(c), on a o(a) # a. Par hypotheése, a est alors fixé par ¢’, et donc
oo’ (a) = o(a) # a.

Ainsi, a € Supp(cc’).

Si a € Supp(o’), alors o’(a) # a. De plus, o'(a) € Supp(o’) par (1), et o'(a) est
alors fixé par o par hypothese. Ainsi, on a

o(o'(a)) = o'(a) # a,
ce qui prouve que a € Supp(oo’), et établit I’égalité voulue. O

Le groupe G(E) n’est pas abélien pour dés que E possede au moins trois éléments.
En revanche, on a le résultat suivant.

LEMME III1.1.6. Deux permutations a supports disjoints commutent.
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Démonstration. Soient 0,0’ € G(E) deux permutations & supports disjoints, et
soit a € E. Si a est fixé par o et par ¢’, alors on a

o(cd'(a)) = o(a) =a=0d'(a) = d'(c(a)).

Si a € Supp(o), alors o(a) € Supp(o) d’apres le lemme III1.1.5 (1). Par hypothese,
o(a) n’est pas dans le support de o', et donc o’(0(a)) = o(a). Mais, puisque a €
Supp(o), a n’est pas dans le support de ¢’, et donc on a

o'(0(a)) = o(a) = o(c’(a)).

On raisonne de la méme maniére lorsque a € Supp(c”’). O

IT1.2. Décomposition en produit de cycles

Dans tout ce qui suit, F est un ensemble fini a n éléments, ou n > 2.

Soit 0 € G(E). On rappelle que I’action naturelle de §(E) sur E se restreint en une
action du sous-groupe (o) sur E, et qu’une orbite de E sous cette action s’appelle
une o-orbite de E. Si a € E, on notera Orb,(a) la g-orbite correspondante. Par
définition, on a donc

Orb,(a) = {c™(a) | m € Z}.

Il est clair que Orb,(a) est réduite & un singleton si, et seulement si, a est un
point fixe de o. Les différentes o-orbites de E forment alors une partition de F,
et la réunion des o-orbites non réduites a un singleton est égale au support de o.
Puisque S(F) est fini, tout sous-groupe est d’indice fini, et le lemme I1.10.14 nous
donne immédiatement le résultat suivant.

LEMME II1.2.1. Soit 0 € &(E) une permutation, soit w une o-orbite a p éléments,
et soit a € w. Alors, p est le plus petit entier strictement positif tel que oP(a) = a
et on a

w={a,0(a),...,a? (a)}.

On définit maintenant la notion de cycle.

DEFINITION I11.2.2. On dit qu'une permutation o € G(F) est un cycle il n’existe
qu’une seule g-orbite non réduite & un singleton (nécessairement égale a son sup-
port). Si p > 2 est le nombre d’éléments de Supp(o), on dit que o est un p-cycle.

Un 2-cycle est appelé une transposition. Autrement dit, une transposition de &(FE)
a n — 2 points fixes et échange deux éléments.

ExXEMPLE II1.2.3. Soit p > 2, et soient ai,...,a, € F p éléments distincts. La
permutation o € G(E) définie par

olar) = ag,...,0(ap-1) = ap,0(ap) = a1,0(a) = a,a # a;, i € [1,p]
est un p-cycle de support {aq,...,a,}.

Pour le voir, il faut montrer qu’il y a une unique o-orbite non réduite a un élément.
Soit a € E. Si a # a;,i € [1,p], alors a est un point fixe sous o, et sa o-orbite est
réduite a un élément. Pour conclure, il suffit de voir que les éléments aq,...,a, € E
forment une seule o-orbite. Mais ces éléments sont tous dans la o-orbite de a;
puisque l'on a

o Yay) = a;, pour tout i € [1,p],

d’ou le résultat.

Notation. Le p-cycle de Pexemple précédent sera noté (aj - - - ap).
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1 2 3 4
31 2 4
en fait le 3-cycle (1 3 2). Remarquons que 'on a aussi
c=(132)=(213)=(321).
En général, on décide de démarrer par le plus petit élément dans le support. De
méme, 7 = (2 4) = (4 2) est une transposition, définie par
7(1) =1,7(2) =4,7(3) = 3,7(4) = 2.

ExeEMPLE I11.2.4. Soit E = [1,4]. Alors, o = ( ) est un 3-cycle. C’est

On va maintenant montrer que toute permutation de G(F) se décompose en pro-
duit de cycles a supports disjoints. L’idée est que pour connaitre une permutation,
il suffit de connaitre son action sur chaque orbite non réduite & un élément. La
premieére étape est d’associer a chaque orbite w un cycle de support w.

Soit ¢ € G(E). Soit Q* I'ensemble des c-orbites non réduites a un élément. Si
w € Q* on pose

ou(a)=0(a)sia€w et o,(a) =asiad¢w.
LEMME II1.2.5. Soit 0 € S(E), et soit w € Q* une orbite non réduite & un élément.
Alors, o, est un cycle de support w, et pour tout a € w, on a
0, = (a ala)---o? (a)),
ot p est le nombre d’éléments de w.

De plus, tout p-cycle de G(E) est de cette forme.

Démonstration. Soit w € Q* une o-orbite de cardinal p > 1. Soit a € w. Par le
lemme II1.2.1, p est le plus petit entier > 0 tel que o”(a) = a, et on a

w={a,0(a),...,a? (a)}.
On va montrer 1’égalité

0w = (a o(a)- - }(a)).
Soit @’ € E. Sid' € E\ {a,0(a),...,0P"1(a)}, alors @’ ¢ w et ainsi 0,,(a’) = a’ par
définition. De plus, on a

ou(0'(a)) = 0" (a) pour tout i € [0,p — 1]

puisque o¢(a) € w. Puisque o”(a) = a, cela montre 1’égalité voulue.
D’apres I'exemple I11.2.3, le support de o, est alors {a,o(a),...,0P 1 (a)}, c’est-a-
dire w (on peut aussi raisonner de maniere directe).
Si maintenant o € G(E) est un p-cycle, posons w = Supp(c). Montrons que o, = 0.
Sia € w,onao,(a) =o(a) par définition de o, et si a ¢ w, on a o, (a) = a = o(a),

la derniere égalité provenant du fait que E \ w est 'ensemble des points fixes de o.
O

REMARQUE II1.2.6. Le lemme précédent montre que tout p-cycle de G(E) est de
la forme (a1 ---ap), ol a1, ..., a, sont p éléments distincts de E.

On a alors le théoréme suivant.

THEOREME II1.2.7. Soit 0 € &(E). Alors, o se décompose en produit de cycles
a supports disjoints, et cette décomposition est unique a l’ordre des facteurs prés.
Cette décomposition est donnée par

o= |I Ow,

weN*
ou 2% est I’ensemble des o-orbites non réduites a un singleton.
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Démonstration. Soit o € G(F). Montrons I'égalité
o= H O
wen*

Remarquons tout d’abord que les o, sont des cycles dont les supports sont disjoints
deux & deux. En effet, Supp(o,,) = w, et deux o-orbites distinctes sont disjointes.

Soit a € E. Si a est un point fixe de o, alors a ¢ w pour tout w € Q* (sinon w serait
réduite a un élément). Ainsi, o,,(a) = a pour tout w € 2* et donc

II ou(@) =a=o0(a).

wenN*

Si a est dans le support de o, alors Orb,(a) € Q* et donc il existe wy € Q* tel
que Orb,(a) = wp. On a donc a € wy, et a ¢ w pour tout w € O* \ {wp}, car deux
o-orbites distinctes sont disjointes. Par conséquent, o, (a) = a pour tout w # wo.
Comme les supports des cycles o, sont disjoints, ils commutent. Ainsi, on a

I vv@=0u( J] 0wl@) =0u(a)=0a(a),
wEN* we*\{wo}
la derniere égalité provenant de la définition de o, .

Montrons maintenant 1'unicité de la décomposition. Supposons que 'on ait une
décomposition
o=01"0p,

ou les o; sont des cycles a supports disjoints. On note E; le support du cycle o;.
On va montrer que F; est une o-orbite non réduite a un élément.

Soit a € E;. Comme les supports des o; sont disjoints, on a 0;(a) = a deés que j # i.
De plus, puisque les o; commutent, on a

a(a) =[] (@) =i [[ os(a) = oi(a).
J J#i
On a donc o;(a) = o(a) si a € E;. Puisque E; = Supp(o;) est stable par o; par le

lemme II1.1.5 (1), pour tout a € F;, on a donc o(a) = 0;(a) € E;. Par récurrence,
on a of(a) = o*(a),k > 0.

Comme o; est un cycle de support F;, alors E; forme une o;-orbite non réduite a un
élément. Le lemme I11.2.1 appliqué & o; montre alors que lon a E; = {a, 0;(a),...,o” (a)},
ou p; est le cardinal de E;. Par ce qui précede, on obtient donc

E; ={a,o(a),...,0"" " (a)},
ce qui montre que les éléments de F; forment une o-orbite (& savoir celle de a) non
réduite a un élément.

Remarquons alors que, puisque le support de o est la réunion des FE;, on ob-
tient bien toutes les orbites non réduites a un élément. Ceci prouve 'unicité de
la décomposition, et acheve la démonstration. O

REMARQUE II1.2.8. Les deux résultats précédents fournissent I’égalité suivante : soit
o € 6(E), et soient wy,...,w, les différentes o-orbites non réduites & un élément.
Soit a; € w;, et soit p; le cardinal de w;.

Alors, on a

o= (ay o(ay) 0P ay))---(a, o(a,)--- 0P (a,)).
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Tout ceci donne une méthode systématique pour trouver la décomposition de o.
Pour fixer les idées, supposons que E = [1,n]. Si ¢ € &,,, on regarde 'image de
1 par les puissances successives de ¢ jusqu’a reboucler sur 1. Ensuite, on prend
un autre entier qui n’est pas encore atteint et on recommence le procédé, jusqu’a
épuiser tous les entiers de 1 a n.

. 1 2 3 4 5 6
ExempLE III1.2.9. 801t0—<5 6 2 4 1 3)6(‘56.

Alors, on a
o(l)=5 et o(b) =1.
On obtient un premier cycle de longueur 2, & savoir (1 5).
On choisit maintenant un entier distinct de 1 et 5, disons 2. On a
0(2) =6, 0(6) =3, et 0(3) =2,
et on obtient le cycle (2 6 3).

Le seul entier non encore utilisé est 4. Or, on a o(4) = 4. Ainsi, 4 n’est pas dans le
support de . On a donc
oc=(15)(26 3).

Le théoreme II1.2.7 entraine immédiatement le résultat suivant.
COROLLAIRE II1.2.10. Soit E un ensemble fini. Le groupe G(E) est engendré par

les cycles.

Au vu de ce résultat, on donne souvent un élément de G(E) sous forme de produits
de cycles, pas nécessairement a supports disjoints. Il faut vite s’habituer a calculer
I'image par ¢ a partir d’une telle décomposition et a en déduire une décomposition
en produits de cycles a supports disjoints.

ExEMPLE II1.2.11. Soit o € Gg, donné par
c=(1235)(37)(748).

Attention! On compose des applications, donc on calcule & partir de la droite.

—
\]
IS
0]

=z

—
w
\]

—

~—
[
[N}
w
ot

=

LIELLL]
LILLTL]
LILLTL]

On obtient un premier cycle (1 2 3 7 4 8 5). Il reste donc a regarder I'image de 6,
qui est fixe. On a donc o =(1237485).

COROLLAIRE II1.2.12. Le groupe &(E) est engendré par les transpositions.

Démonstration. Puisque toute permutation est produit de cycles, il suffit de mon-
trer qu’un cycle est un produit de transpositions. Or, un simple calcul montre que
I'on a

(a1---ap) = (a1 a2)(az as) -+ (ap—2 ap—1)(ap-1 ap),
d’ou le résultat. O
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On continue ce paragraphe par un résultat qui calcule I'ordre d’une permutation
quelconque. On commence par démontrer deux lemmes.

LEMME I11.2.13. Un p-cycle est d’ordre p.

Démonstration. Soit o = (a1 ---ap). Pour j € [1,p — 1], on a

O'j(al) = Gj41 7& aj.

2 ne sont pas égaux a Idg. En revanche, pour & € [1, p], on a

-1
yeoos0P

o?(ar) = oP(0* " H(ar)) = 0" (0P (ar)) = 0" (ar) = ax,

d’ott 0? = Idg. Ainsi, o(c) = p par le théoréme 11.8.2. O

Donc o, 0

LEMME I11.2.14. Soient o1, ...,0, € G(E) des permutations a supports deuz ¢ deux
disjoints. Alors, on a

o(oy1 -+ 0.) =ppem(o(oy),...,0(0.)).

Démonstration. Procédons par récurrence sur r. Si r = 1, le résultat est vrai.
Montrons-le également pour r = 2. Soient 01,02 € G(F) deux permutations &
supports disjoints. Par le lemme III.1.6, o; et o5 commutent. D’autre part, on a

(o1) N {o2) = {Idg}.
En effet, Soit o € (o1) N (o2). En utilisant le lemme II1.1.5 (3), on obtient que
Supp(o) C Supp(o1) N Supp(os).
L’hypothese implique alors que o est de support vide, c’est-a-dire ¢ = Idg. D’apres
la proposition I1.8.6, on en déduit 1’égalité

o(o102) = ppem(o(o1), o(o2)).

Supposons maintenant que 1’égalité soit vraie au rang r > 1, et montrons-le au rang
r+1.Si01,...,0041 € 6(F) sont a supports deux & deux disjoints, alors o1 - - 0,
et 0,41 sont aussi a supports disjoints.

En effet, une utilisation répétée du lemme I11.1.5 (4) montre que I'on a’
Supp(1 -+ 07) C Supp(o1) U -+ - U Supp(or).

L’hypothese implique que 1’ensemble de droite n’intersecte pas Supp(c,41), d’ou le
fait annoncé. Mais alors, le cas r = 2 nous donne ’égalité

001+ 0r21) = o((01 - 0,)7r41) = ppem(o(o - - 0,), 0(041)):

11 suffit alors d’appliquer ’hypothese de récurrence et les propriétés d’associativité
du ppem pour conclure. O

Les deux lemmes précédents entrainent alors immédiatement le résultat suivant.

THEOREME I11.2.15. L’ordre d’une permutation est le ppcm des longueurs des cycles
a supports disjoints qui la composent.

Ainsi, pour calculer 'ordre de o € &(FE), il suffit donc de la décomposer en produit
de cycles a supports disjoints, et d’appliquer le théoreme précédent, ce qui est
beaucoup plus rapide que de chercher le plus petit entier p > 1 tel que o? = Idg.

On termine ce paragraphe en déterminant les classes de conjugaison du groupe
S(E).

1. Il y a méme égalité, mais nous n’en aurons pas besoin.
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LEMME I11.2.16. Soit 7 € &(E). Pour tout p-cycle (a1---ap), on a

T(a - ap)T™h = (r(a1) - 7(ap)).

En particulier, le conjugué d’un cycle est encore un cycle de méme longueur.

Démonstration. Soit o = 1(ay ---a,)7~ 1. Alors, on a
o(7(a:)) = 7(a1---ap)(ai) = 7(aiy1) siie[l,p—1],
et

o(t(ap)) =71(a1--ap)(ap) = 7(a1) sii=np.

Soit maintenant a € E\{7(a1),...,7(ap)}. Puisque 7 est bijective, donc injective, on
en déduit que 771(a) # a; pour tout i € [1,p] . En particulier, le p-cycle (a1 - - - ap)
fixe 771(a), et on a donc

7(a) = 7(t7(a)) = a.

Ceci acheve la démonstration. O

THEOREME I11.2.17. Deux permutations sont conjuguées dans &(E) si, et seule-
ment si, les listes (avec répétition) des longueurs des cycles a supports disjoints qui
les composent (avec répétition) sont les mémes a lordre prés.

Démonstration. Soit o = o109 -+ 0,, ol les g; sont des cycles a supports disjoints.
Soit ¢’ € G(F). Supposons que ¢ et ¢’ soient conjuguées. Alors, il existe 7 € S(F)
tel que o’ =707 1. On a

ot t = (toyr Y (roer™ ) - (ro,. 7).

D’apres le lemme précédent, o) = 70;77! est un cycle de méme longueur que o;.
De plus, toujours par le méme lemme, le support de ¢’ est I'image du support de
o; par 7. Puisque 7 est bijective et que les supports des o; sont disjoints, il en est
de méme pour les supports des o). Ainsi, ¢’ = g} --- o). est la décomposition de o’
en produits de cycles a supports disjoints, et les listes des longueurs des cycles a
supports disjoints qui composent o et ¢’ sont les mémes.

Réciproquement, soient o,0’ € G(E). Considérons alors leurs décompositions en
produits de cycles a supports disjoints

/

/ /
o=010p,0 =010y,

et supposons que pour tout ¢ € [1,7], les cycles o; et o soient de méme longueur,
quitte a renuméroter.
Ecrivons ) )
Puisque
T T
Supp(a) = | Supp(ei) et Supp(e’) = | J Supp(e})

i=1 1=1
par le lemme II1.1.5 (4), et que ces deux unions sont disjointes, I’hypotheése entraine
que Supp(c) et Supp(c’) ont méme cardinal. Il en est donc de méme des ensembles
X = E\ Supp(o) et X’ = E\ Supp(¢’). Choisissons une bijection f : X — X'
arbitraire, et soit 7 : E — FE définie par

T(a;—l)) = bg-z) et 7(a) = f(a) sia# ag-l).

Remarquons que cela définit un élément de G(F) par construction. Par définition

de 7, et par le lemme précédent, on a

7-0-7;7-_1 = 0’; pour tout 7/ € [[17T]] .
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On a alors
ror = (royr Y (ropr™ ) - (ro,rT ) =0) -0 !
Ceci achéve la démonstration. O

EXEMPLE I11.2.18. Les éléments o = (13 5)(24) et ¢/ = (12 3)(6 7) sont conjugués
dans G7. Pour trouver un élément 7 qui convient, on applique la méthode de la
démonstration. On a

o = (135)(24)

o/ = (123)(67)

Les point fixes de o sont 6 et 7, et ceux de ¢’ sont 4 et 5. Ainsi, on peut prendre

<1234567
T =

1627 3 4 5)(264753)’

car 7 induit bien une bijection de {6, 7} (I’ensemble des points fixes de o) sur {4,5}
(Pensemble des points fixes de o).

Si 'on préfere, pour faciliter les calculs, on peut rajouter les points fixes dans
Iécriture en étendant la notation (aq---a,) & p = 1. Attention néanmoins, (a)
n’est pas un cycle!! C’est en fait Idg. Ainsi, on pourra écrire

o (13 5)(2 4)(6)(7)
o = (123)(67)4)0O)

ce qui permet de < lire > plus facilement comment doit agir 7 sur les points fixes.

REMARQUE II1.2.19. Le théoréme précédent peut se reformuler comme suit : deux
permutations o, 0’ € G(E) sont conjuguées si et seulement les listes (avec répétition)
des cardinaux des o-orbites et des o’-orbites sont les mémes & ’ordre pres.

Nous allons maintenant donner un résultat qui permet de lister toutes les classes
de conjugaison de G(E). Donnons tout d’abord quelques définitions.

DEFINITION I11.2.20. Soit n > 1 un entier. Une partition de n est une suite d’entiers
p = (pr)r>1 décroissante, nulle a partir d’un certain rang, et telle que

Sh-n

k>1

Par abus de notation, on confondra souvent p avec la suite finie décroissante de ses
éléments non nuls.
Notation. On note &?(n) ’ensemble des partitions de entier n.
ExeMpPLE II1.2.21. Déterminons toutes les partitions de 4. Puisque
4=34+1=2+2=2+1+1=1+1+1+4+1,
on obtient cing partitions a savoir
(4),(3,1),(2,2),(2,1,1) et (1,1,1,1).

DEFINITION I11.2.22. Si 0 € &(FE), le type de o est la partition de n dont les
éléments non nuls sont les cardinaux des diverses o-orbites, rangés par ordre décroissant.

On la note p,.
EXEMPLE I11.2.23. Sio = (13)(4765) € &g, on a p, = (4,2,1,1,1).
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REMARQUE II1.2.24. Connaitre les longueurs des p-cycles a supports disjoints com-
posant o revient a connaitre les cardinaux des o-orbites non réduites a un singleton.
Or, le nombre de o-orbites réduites a un élément, c’est le nombre de points fixes,
c’est-a-dire le nombre d’éléments qui ne sont pas dans le support. Mais, le nombre
d’éléments du support est la somme des cardinaux des g-orbites non réduites a un
singleton. Bref, connaitre les longueurs des p-cycles a supports disjoints composant
o équivaut a connaitre les cardinaux de toutes les g-orbites, i.e. connaitre le type
de o.

Le théoreme II1.2.17 se retraduit donc de la maniere suivante : deux permutations
de G(F) sont conjuguées si, et seulement si, elles sont de méme type.

Soit E = {az1,...,a,} une énumération des éléments de E.

Sip=(p1,...,pr) est une partition de n, on note o, € &(E) la permutation

Op = (al e apl)(alerl T aP1+P2) U (ap1+'--+pr71+1 T a’ﬂ)'

Par convention, si a € E, la notation (a) désignera Idg. Par construction, la per-
mutation op est alors de type p.

Si o € G(F), on note Conjgg)(c) la classe de conjugaison de 0. On a alors le

corollaire suivant.

COROLLAIRE I11.2.25. Soit E un ensemble a n éléments, et soit €g 'ensemble des
classes de conjugaison de &(E). Alors, Uapplication

P — Coan(E)(UP)

est une bijection de l’ensemble des partitions de n sur l’ensemble des classes de
conjugaison de G(E).

Autrement dit, toute permutation de S(F) est conjuguée & une unique permutation
de la forme oy, ot p est une partition de n.

Démonstration. Montrons que ¥ est injective. Soient p et p’ deux partitions telles
que

¥U(p) = ¥(p').

Cela signifie donc que les permutations op et op sont conjuguées. Or, deux per-
mutations conjuguées sont de méme type. Comme oy, et op sont de type p et p’
respectivement, on a p = p’, d’out I'injectivité.

Montrons maintenant que ¥ est surjective. Soit 0 € S(FE), et soit p, son type.
Alors, op,, est de type p,. Ainsi, op, et o sont de méme type, donc conjuguées par
la remarque II1.2.24. On a alors

Conjg (g (o) = Conjgg)(p,) = ¥Y(Po),
d’ou la surjectivité. Ceci acheéve la démonstration. (]

Pour trouver toutes les classes de conjugaison de &(FE), il suffit donc de décomposer
n en somme d’entiers strictement positifs décroissants de toutes les fagons possibles.

ExeEMPLE I11.2.26. D’apres ’exemple 111.2.21, &4 possede 5 classes de conjugaison
distinctes, représentées par

(1234),(123),(12)(34),(12),Id.
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IT1.3. Systemes de générateurs

Dans ce paragraphe, on donne des systemes de générateurs variés de S,,.

COROLLAIRE II1.3.1. Le groupe &, est engendré par chacune des familles suwi-
vantes :

(1) les transpositions (1 i),i € [2,n] ;
(2) les transpositions (i i +1),i € [1,n —1].

Démonstration. Puisque toute permutation est produit de transpositions, il reste
a vérifier que toute transposition est produit de transpositions de la forme (1 )
(resp. de la forme (i ¢ + 1)). Or, pour tout i < j, on a

(@ 7) = 1)1 7)1 ).
L’autre point est a peine plus compliqué.
En utilisant le lemme I11.2.16, on voit que 'on a
(Gitl--j—DG—-1)Gi+1--5—=1)" = j).
Mais comme (i i+1---j—1)=(ii+1)---(j—2 j—1), on obtient le résultat. O
PROPOSITION II1.3.2. Le groupe &,, est engendré par (1 2) et (1 2---n).

Démonstration. Pour i € [1,n — 1], la permutation (1 2---n)*~! envoie 1 sur i et

2 sur ¢ + 1. Par le lemme I11.2.16, on a
(ii+1)=(12---n)"1(12)(12--n)"
Ainsi, (7 i 4+ 1) est dans le sous-groupe engendré par (1 2) et (1 2---n). On utilise

alors la derniere partie du corollaire précédent pour conclure. O

REMARQUE II1.3.3. Ce résultat devient faux en général si 'on remplace (1 2) et
(12---n) par une transposition et un n-cycle arbitraires. Le lecteur pourra chercher
un contre-exemple lorsque n = 4.

IT1.4. Signature, groupe alterné

Soit E un ensemble fini a n éléments, n > 2. Nous allons ici définir la signature
d’une permutation de F ainsi que le groupe alterné sur F, pour un ensemble fini £
quelconque, et présenter un ou deux systemes de générateurs de ce groupe.

THEOREME II1.4.1. Soit E un ensemble fini, avec |E| > 2. Alors, il existe un unique
morphisme eg : S(E) — C* non trivial. Si o € &(F) s’écrit comme produit de s
transpositions, alors on a

Démonstration. Soit € : 6(F) — C* un morphisme de groupes non trivial.

Remarquons que ¢ est constant sur les classes de conjugaison de G(FE). En effet, si

o' =107 ! ona

e(0) = e(r)e(o)e(r) ™ = e(o)e(r)e(r) ™ = e(0),

puisque C* est abélien. En particulier, toutes les transpositions ont méme image
par ¢ par le théoreme I11.2.17.

Si 7 € &(F) est une transposition, alors 72 = Idg, et par conséquent

e(1)? = e(r?) = e(ldg) = 1.
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Ainsi, e(7) = 1. Si Pon avait (7) = 1 pour toute transposition 7 de &(E), alors
le morphisme ¢ serait trivial, puisque toute permutation de S(E) est produit de
transpositions par le corollaire I111.2.12. On a donc (1) = —1 pour toute transpo-
sition 7, et donc (o) = (—1)° si o est produit de s transpositions. Ainsi, si un tel
morphisme ¢ existe, il est unique.

Montrons l'existence d’un morphisme non trivial §(E) — C*. Supposons avoir
montré 'existence d’un tel morphisme ¢ : &,, — C*. Choisissons une numérotation
ai,...,a, des éléments de E et soit u : &,, — S(F) 'isomorphisme correspondant.
Alors pou~! : S(E) — {#£1} est un morphisme de groupes. De plus, il est non
trivial. En effet, si 0 € &,, vérifie p(o) # 1, alors (pou=1)(u(o)) = p(o) # 1. 11
reste donc a construire ¢. On dénote par X l'ensemble des paires d’éléments {i, j}
de 'ensemble {1,...,n}. Soit o € &,,. Remarquons que si 1 <i,j < n,i # j, alors

o 7(i) o) _ o) ~ oli)

i—J j—i

Ainsi, le rationnel M

ne dépend que de la paire {4, j}. On peut donc poser

o(i) — o(j)
SD(U) = H = e C*.
{i.irex J
Montrons que ¢ : &, — C* est un morphisme de groupes non trivial.

Soit 0,7 € &,,. On a

o1(i) — o7(j)
(o1) = —_—
: {i};[ex '
B T S UEL )

i

{i,j}eX {i,j}eX

Comme 7 est bijective, 'application
fri X — X i, 5} — {7(0),7(5)}

est bijective, d’inverse f,.-1, et donc on a

ooy = [ 20209 T 2T e,
{i,j1ex J {i,j1eX J
Calculons maintenant ¢((12)). Soit ¢ = (1 2). Si {i,j} € X, on peut toujours
supposer que ¢ < j. On a donc

Ty o —o()
ot = TTTT 2=
i=1j>i J
Sii > 3, la paire {¢,7} ne contient ni 1, ni 2, et on a
oot _,
i v
Supposons ¢ = 2. Alors j > 2 et donc o(j) = j. On a alors
72 o) _qpl-i
2 2

j>2 ji>2
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Supposons enfin ¢ = 1. Alors j > 2. Sij =2, onao(j) =1,etsij > 2 ona
o(j) = j. Ainsi, on a

o) —o(j) 2-1 yr2-j 2
11 1—j _172'H17j__H1fj'

Jj>1 Jj>2 Jj>2
On a ainsi ¢((12)) = —1, et donc ¢ : &,, — C* est un morphisme de groupes non
trivial. Ceci acheve la démonstration. (]

REMARQUE II1.4.2. Le théoréeme donne aussi implicitement le résultat suivant :
la parité du nombre de transpositions nécessaires pour écrire une permutation de
G(F) ne dépend pas de la décomposition choisie.

DEFINITION I11.4.3. Si o € &(F), Pélément cg(o) € {+1} est appelé la signature
de o.

En général, le morphisme de signature est simplement noté e.

EXEMPLE II1.4.4. La signature d'un p-cycle o = (aj - -~ a,) est égale a (—1)P~1. En
effet, on a

(a1---ap) = (a1 a2)(az a3) - (ap—2 ap_1)(ap-1 ap),
et donc o est produit de p — 1 transpositions.

PROPOSITION I11.4.5. Soit E un ensemble a n éléments, et soit o € G(E). Alors,
e(o) = (=),

ot N, est le nombre de o-orbites.

Démonstration. Soit o € &(F), et soit 0 = o7 - - - 0, sa décomposition en produit
de cycles & supports disjoints. Si on note p; la longueur du cycle o;, alors p1+- - -+p;
est le nombre d’éléments de E qui ne sont pas fixes. Il y a donc n— (p1 + -+ pr)
points fixes, i.e. n — (p1 + -+ + p,) o-orbites réduites & un élément. Il y a donc
N, =n—(p1+---+p,)+r o-orbites distinctes, puisque les o-orbites non réduites
a un élément sont les supports des cycles ;. D’autre part, on a d’apres I'exemple
précédent

g(g) = 5(01) .. ‘E(Ur) = (,1)171*1 - (fl)pr*l _ (71)p1+»--+pr,~fr’
et donc e(0) = (—1)""Nv. Ceci acheve la démonstration. O
Nous pouvons maintenant définir le groupe alterné.

DEFINITION I11.4.6. Le groupe alterné, noté 2(F), est 'ensemble des permutations
de G(FE) de signature 1. C’est un sous-groupe distingué de G(F) (puisque c’est
le noyau d’un morphisme de groupes; cf. le lemme I11.2.14). En fait, 2A(F) est un
sous-groupe d’indice 2 de &(E).

En effet, si 7 est une transposition fixée, alors pour tout ¢ € G(E), on a soit
o € A(E), soit 770 € A(E), et donc A(E) et 7A(E) sont les seules classes a
gauche de G(E) modulo A(E).

Si E a n éléments (n > 2) , on a donc

Si E = [1,n], on le note A,.

REMARQUE I11.4.7. Si n = 2, A(FE) est trivial, et si n = 3, A(FE) est cyclique,
engendré par un 3-cycle.

Le résultat suivant, bien qu’il ne nous serve pas pour la suite, est classique.
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PRroOPOSITION II1.4.8. Soit E un ensemble ayant au moins deuz éléments. Alors, le
groupe alterné A(E) est 'unique sous-groupe d’indice 2 de S(E).

Démonstration. Soit H un sous-groupe d’indice 2 de §(E). On a alors deux classes
& gauche H et ogH, avec oy ¢ H. Toute permutation o € G(F) s’écrit donc de
manieére unique sous la forme

o=ocyh, me{0,1},h € H.

On définit alors une application f: &(E) — C* en posant
flog'h) = (=1)™.
Montrons a présent que c’est un morphisme de groupes.

Un sous-groupe d’indice 2 étant nécessairement distingué dans G(E) d’apres la
proposition I1.2.27, pour tous m, m’ € {0,1} et tous h,h’ € H, on a

(0§ ) (g 1) = of ™ (05 ™ hoy )W) = ot B,
pour un certain b’ € H, et par suite

FUoFh) (o 1)) = (=)™ ™ = f(o5"h) f(og” B).
De plus, f est non trivial, puisque f(og) = —1 # 1.

Par le théoreme II1.4.1, f est donc le morphisme de signature. En particulier,
Ker(f) = A(E). Par construction de f, on a aussi H C Ker(f), et ainsi H C A(E).
Mais alors, on a

[6(F): H|=2=[6(F): A(E)|[2UE) : H = 2](F) : H],
d’out [A(E) : H] =1, soit H = A(FE). Ceci acheve la démonstration. O
ProposiTION I11.4.9. Soit E un ensemble a n éléments. Sin > 3, le groupe alterné
A(E) est engendré par chacune des familles suivantes :

(1) les produits de deux transpositions (non nécessairement & supports disjoints) ;
(2) les 3-cycles.

Démonstration. D’apres le corollaire 111.2.12, G(E) est engendré par les transpo-
sitions. Pour tout o € &(E), on peut donc écrire

o=T1 Ty,

ou chaque 7; est une transposition. Or, on a (o) = (—1)", et donc o € A(E) si, et
seulement si, r est pair. Autrement dit, les éléments de A(F) sont les produits d’'un
nombre pair de transpositions. En particulier, les produits de deux transpositions
engendrent A(E).

Pour montrer le deuxieme point, il suffit de montrer qu'un produit de deux trans-
positions est un produit de 3-cycles. Soient 71,72 € &(FE) deux transpositions.
Si elles ont méme support, alors 71 = 79. Ainsi, 772 = Idg et il n’y a rien a
démontrer. Si leurs supports ont exactement un élément en commun, alors on a
71 = (a b),72 = (b c) (avec a,b,c € E distincts), et alors 7172 = (a b ¢). Enfin, si
les supports de 71 et 72 sont disjoints, on peut écrire 71 = (a b),72 = (¢ d) avec
a,b,c,d € E distincts, et on a

7172 = (a b)(c d) = (a ¢ b)(a ¢ d).

Ceci acheéve la démonstration. O
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II1.5. Structure des groupes symétrique et alterné

Dans ce paragraphe, on démontre que 2A(E) est un groupe simple dés que l'on a
|E| # 2,4. Ce résultat di a Galois est historiquement trés important, car il permet
de démontrer I'impossibilité de résoudre une équation polynomiale de degré n > 5
par radicaux en général.

On commence par un lemme.

LemME IIL.5.1. Soit E un ensemble a n éléments. Si n > 5, les 3-cycles sont
conjugués dans A(E).

Démonstration. Soient o = (a1 a2 a3) et o/ = (b ba b3) deux 3-cycles. D’apres le
théoreme 111.2.17, il existe T € S(E) tel que
Tor =o'

Si T € A(E), c’est fini. Supposons que (1) = —1. Puisque n > 5, on peut trouver
¢ # d € E distincts de by, by, bs. Posons alors 7/ = (¢ d)7. Par construction, 7/ €

2A(E) puisque
e(r') =e(m)e((c d)) = (-1)(-1) = L.
Mais alors, on a
o't = (¢ d)(by by b3)(c d)™! = (by by b3)(c d)(c d)"! = o,

car (b by b3) et (¢ d) sont & supports disjoints, donc commutent. On a donc le
résultat annoncé.

O

REMARQUE II1.5.2. Le lecteur se convaincra lui-méme que ce résultat est faux si
n = 3,4.

On peut maintenant démontrer le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME II1.5.3. Soit E un ensemble a n éléments (n > 3). Alors, le groupe
alterné A(E) est simple si, et seulement si, n # 4.

Démonstration. Le cas n = 3 est facile puisque dans ce cas, A(FE) est cyclique
d’ordre 3. On vérifie aisément que A(E) est simple dans ce cas.

Si n =4, notons E = {a, b, c,d}. Un simple calcul montre que
H ={ldg, (a b)(c d),(a c)(bd),(ad)(bc)}

est un sous-groupe de 2A(FE). Il est bien entendu non trivial, et il est distingué dans
G(E) puisque le conjugué d’une permutation de type (2,2) est une permutation de
type (2,2). 1l est donc en particulier distingué dans 2(FE). Ainsi, 2(E) n’est pas
simple.

On suppose jusqu’a la fin que n > 5. Faisons d’abord quelques remarques préliminaires.

Soit H un sous-groupe distingué de 2((E), non réduit a 'identité. On doit montrer
que H =A(E) .

(1) Si H contient un 3-cycle, alors H = 2A(E).

En effet, puisque H contient un 3-cycle, il les contient tous puisque H est distingué
dans A(E) et que tous les 3-cycles sont conjugués par le lemme précédent. Le
groupe A(FE) étant engendré par les 3-cycles par la proposition I11.4.9, on obtient
H=2A(E).

(2)Sio € H, 7€ A(E), alors oro "7~ € H.



82 III. GROUPE SYMETRIQUE, GROUPE ALTERNE

En effet, comme H est un sous-groupe, on a o~ € H, et comme il est distingué
dans A(E), on a To~'r7! € H. On a alors aussi 70~ '77! € H.

(3) Si H contient un produit de deux transpositions & supports disjoints, alors H
contient un 3-cycle. En particulier, H = 2(E).

En effet, supposons que l'on ait o = (a b)(c d) € H, ol a,b,¢,d € E sont distincts.
Puisque n > 5, on peut choisir un élément e € E \ {a,b, ¢, d}. Posons 7 = (a b e),
et remarquons que 'on a 0= = (¢ d)(a b). On a alors

ro 7 = (r(c d)t™ Y (7(a b)) = (7(c) 7(d))(7(a) T(b)) = (c d)(b e).
Ainsi,
oro tr7l = (ab)(cd)(cd)(be)=(ab)(be)=(abe).
Par (2), (a b e) € H, et par (1), on obtient H = 2A(E).

On tire de tout ceci qu'il suffit de montrer que H contient un 3-cycle ou un produit
de deux transpositions a supports disjoints, ce que 'on va faire maintenant. Soit
o€ H\{ldg}.

Supposons en premier lieu que tous les cycles a supports disjoints composant o
soient des 3-cycles. Si o est un 3-cycle, il n’y a rien a faire. Sinon, il y en a au
moins deux, disons (a b ¢) et (d e f). Soit 7 = (a d)(b e). Alors, la permutation
o' = oro 177! est dans H par (2). On a de plus

oro~ ! = (o(a) o(d))(a(b) a(e)) = (b e)(c f),
et alors

o' = (b e)c b e)ad) = (c f)(ad) € H.

Supposons maintenant que la décomposition en cycles a supports disjoints de o ne
contienne pas uniquement des cycles d’ordre 3.

Admettons provisoirement ’existence d’une partie F' de E & trois éléments telle que
F U o(F) contienne exactement quatre éléments (en particulier, on a o(F) # F),
et soit 7 un cycle de support F. C’est donc un 3-cycle, et ainsi 7 € 2A(E). On a de
plus

Supp(oro~t) = o(F) # F = Supp(7).
En particulier, o701 # 7 et donc o/ = oro 177! # Idg. Par (2), on a alors
o’ € H. De plus, par le lemme II1.1.5 (3), on a

Supp(¢’) € Supp(oro™) U Supp(t™!) = o(F) U F.

Comme o(F) U F a quatre éléments et que o’ # Idg, o' est soit un 3-cycle, soit
un produit de deux transpositions & supports disjoints car o’ € A(FE) (en effet, o’
ne peut étre une transposition ou un 4-cycle, car de telles permutations sont de
signature —1).

Il reste donc a vérifier 'existence d’une telle partie F. Si au moins un des cycles qui
composent o est de longueur > 4, disons (a bcd---), il suffit de poser F' = {a, b, ¢},
puisqu’alors
FUo(F)={a,b,c,d}.

Supposons maintenant que tous les cycles qui composent o soient de longueur 2 ou
3. Par hypothese, il existe au moins un cycle de longueur 2 dans la décomposition
de o, donc il en existe au moins deux, disons (a b) et (¢ d). Dans le cas contraire,
la signature de o serait en effet égale & —1 (la signature d’un 2-cycle est —1 et celle
d’un 3-cycle est 1), ce qui est impossible puisque ¢ € H C (FE). On prend alors
F ={a,b,c}.

Ceci montre le résultat voulu. O
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REMARQUE II1.5.4. On peut démontrer que 25 est 'unique groupe simple d’ordre
60, a isomorphisme pres.

On va maintenant déduire du théoreme I11.5.3 la liste des sous-groupes distingués
de 6(E). On commence par un lemme.

LemME II1.5.5. Soit E un ensemble a n éléments. Sin > 3, le centre du groupe
symétrique S(E) est trivial.

Démonstration. Soit o # Idg, et soit @ € Supp(c) (le support de o n’est pas
vide puisque o # Idg). On a donc b = o(a) # a. Puisque n > 3, on peut choisir
¢ € E\{a,b}. Soit 7 = (b ¢). On a alors

or(a) =0(a)=b et To(a) =7(b) =c.

Ainsi, o et 7 ne commutent pas, et donc o ¢ Z(S(E)). Par conséquent, on a
Z2(&(E)) = {Idg}. 0

REMARQUE III1.5.6. Le résultat est faux pour n = 2, puisque S5 est commutatif.

COROLLAIRE IIL.5.7. Soit E un ensemble a n éléments (n > 2). Sin # 4, les
sous-groupes distingués de G(FE) sont

(Idp}, A(E) et &(E).

Démonstration. Sin = 2, le résultat est clair puisque A(FE) est réduit a I'identité.
On peut donc supposer que n > 3 et n # 4. Soit H un sous-groupe distingué de
S(E). Alors, HNA(FE) est un sous-groupe distingué de A(E), et donc H NA(E) =
{Idg} ou A(E) par le théoreme III.5.3.

Si HNA(E) = A(E), alors A(F) C H.Si H C A(FE), alors H = 2A(E). Si H contient
une permutation og de signature —1, il contient alors deux classes a gauche modulo
A(E) distinctes, a savoir A(E) et oo2A(E), c’est-a-dire qu’il contient &(E). Dans ce
cas H = 6(E).

Si HNA(E) = {Idg}, alors la signature induit par restriction un morphisme injectif
H — {£1} (car la signature d’une permutation vaut +1), de sorte que |H| < 2.

Supposons que |H| = 2, et soit 7 € H l'unique élément non trivial de H. Soit
o0 € &(E). Commeoro~! € Hetoro™! # 1dg (puisque 7 # Idg), onaoro™t = 7.
On en déduit que 7 € Z(S(FE)). Comme n > 3, le centre de S(F) est trivial d’apres
le lemme précédent, et donc 7 = Idg, d’ott une contradiction. Ainsi, |H| = 1, et
donc H = {Idg} dans ce cas. Ceci achéve la démonstration. O

REMARQUE IIL.5.8. Le résultat est faux si n = 4. En effet, si E = {a,b,c,d},
I’ensemble

H = {Idg, (a b)(c d),(a ¢)(b d),(a d)(bc)}
est un sous-groupe distingué de S(F), distinct de {Idg},A(E) et S(F).

On peut d’ailleurs montrer que les sous-groupes distingués de G(E) sont dans ce
cas
{Idg}, H,A(E) et &(E).






Chapitre IV

Produits directs et semi-directs

IV.1. Préliminaires

Si G un groupe, et si Hy,..., H, sont des sous-groupes de GG, on pose
Hy---H.={hy- - h.| h; € H;}.
Ce n’est pas un groupe en général.
On note (Hy,...,H,) le sous-groupe de G engendré par Hy,...,H, (c’est-a-dire
par le sous-ensemble Hy; U...U H,.). On a clairement
H,---H.C{Hy,...,H),
mais l'inclusion est stricte en général.
Le lemme suivant généralise la premiere partie du théoreme I1.3.11.
LEMME IV.1.1. Soit G un groupe, et soient Hy,..., H. r sous-groupes de G, avec

r > 2. On suppose que Hy,...,H._1 sont distingués dans G. Alors, l’ensemble
Hy --- H, est un sous-groupe de G, et on a

(Hy,...,H,)=Hy - H,.

Démonstration. Pour vérifier que Hi--- H, est bien un sous-groupe de G, on
procede par récurrence sur r. Le cas r = 2 n’est rien d’autre que la premiere
partie du théoreme II1.3.11. Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour
r > 2, et considérons r + 1 sous-groupes Hi,...,H,.+; dont les r premiers sont
distingués dans G. L’hypothese de récurrence montre que Hs - -+ H,.1 est un sous-
groupe de G. Comme H; est un sous-groupe distingué de G, le cas r = 2 montre
que ’ensemble
Hy(Hy---Hpy1) = Hy---Hpp
est un sous-groupe de G. Ceci acheve la récurrence.

Mais alors, ’ensemble Hj - -- H,. est un sous-groupe de G, qui contient clairement
H,,...,H,. Ainsi, (Hy,...,H,) C Hy--- H,. Lautre inclusion étant évidente, ceci
acheve la démonstration. O

On finit par un lemme qui nous sera utile par la suite.

LEMME IV.1.2. Soit G un groupe, et soient H, K deuz sous-groupes finis de G.
Alors, HK est un ensemble fini et on a

|H|-|K]

HE|= 20
R = AR

Démonstration. Considérons I'application

fiHx K — HK
(h,k) —> hk.

85
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Puisque f est surjective, on a
|HK| < |H x K| < 400,

et donc HK est fini. De plus, 'ensemble H x K est 'union disjointe des ensembles
f~t({hk}), lorsque hk parcourt HK. Or, pour tout h € H et tout k € K, on a

FH({hEY) = {(hg,g7'k) |g € HN K}
En effet, l'inclusion <« D » est évidente. Si maintenant (h', k") € H x K vérifie
W'k = hk, on a h=th/ = kk'~1. Mais alors, g = h='h/ € HN K, et on a

hg=h(h™'W)="n" et g k= (kK ) 'k=Fk.
De plus, pour tous g1,92 € HN K, on a

(hg1. g7 'k) = (hga, g3 k) = g1 = go,

comme on peut le voir par simplification dans G. Ainsi, pour tout hk € HK, on a
|f~1(hk)| = |[H N K|. On obtient donc

\H x K| = |HE||H N K|,

d’ou la conclusion. O

IV.2. Produits directs

Le but de ce paragraphe est de définir la notion de produit direct interne et externe
de groupes, qui peut se comparer a la somme directe interne et externe d’espaces
vectoriels. On commence par introduire le produit direct externe.

DEFINITION IV.2.1. Soient G1,...,G, des groupes.

Le groupe G7 X -+ x G, (muni de la loi de groupe évidente) est appelé le produit
direct externe des groupes Gy, ...,G,.

LEMME IV.2.2. Soit G =Gy X - X Gy,r > 2. Pouri € [1,7], on pose
Hi = {<1G1a ey 1Gi717gi7 1Gi+1 ey 1G1'> | 9i S Gz}

Alors, on a les propriétés suivantes :

(1) les ensembles Hy, ..., H, sont des sous-groupes distingués de G ;
(2) on a h;hj = hjh; pour tout h; € H;, et tout h; € H;, dés que i # j ;
(3) tout élément g € G s’écrit de maniére unique sous la forme

g=hy---hy, h; € H;.

Démonstration. Exercice laissé au lecteur. O

Ce lemme motive la définition suivante.

DEFINITION IV.2.3. Soit G' un groupe, et soient Hi,..., H, r sous-groupes de G
(avec r > 2). On dit que G est le produit direct interne de Hy, ..., H, si les deux
conditions suivantes sont réalisées :

(1) on a h;h; = hjh; pour tout h; € H;, et tout h; € Hj, des que i # j;

(2) tout élément g € G s’écrit de maniére unique sous la forme

g:hl'-'hr, h; € H;.

Onlenote G=H,®---© H,.



IV.2. PRODUITS DIRECTS 87

REMARQUE IV.2.4. Soit G un groupe, et soient Hq, ..., H, des sous-groupes de G.
Alors, G = H; ®---® H, si, et seulement si, ’application
Hyx ---xH, —G
(hh...,hr) l—>h1"'hr.

est un isomorphisme. Ceci est laissé en exercice au lecteur.

Nous allons maintenant donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
groupe G soit un produit direct interne de sous-groupes.

PRrOPOSITION IV.2.5. Soit G un groupe, et soient Hy,..., H,. r sous-groupes de G
(r >2). Alors, G = Hy ®---® H, si, et seulement si, les conditions suivantes sont
satisfaites :

(1) on a h;hj = hjh; pour tout h; € H;, et tout h; € H;, dés que i # j ;
(2) onaG=(Hy,...,H);
(3) pour touti € [1,r—1], on a Hy--- H; N H;11 = {1g}.

Démonstration. Supposons que G = Hy ® --- @ H,. Alors, (1) est vérifiée par
définition. De plus, on a G = Hy---H,. C (Hy,...,H,), et on a donc montré
(2), puisque lautre inclusion est triviale. Montrons enfin que (3) est réalisée. Soit
i € [1,r—1], et soit g € Hy---H; N H;j;q. Alors, il existe des éléments hy €
Hy,...,h; € H; tels que
g=hi---h,.

Comme on a aussi g € H;11, I'unicité de la décomposition d’un élément entraine
que tous les h; sont égaux a 1g, et donc que g = 1.

Inversement, supposons les conditions (1) — (3) vérifiées. Il reste & montrer que tout
élément g € G se décompose de maniere unique sous la forme

g:hl--'hr, h; € H;.

Remarquons tout d’abord que Hi,..., H, sont distingués dans G. En effet, soit
h; € H; pour tout ¢ € [1,r]. Comme on a G = (Hy,...,H,), il suffit de vérifier
que 'on a hjhihj_l pour tout h; € H; et tout entier j € [1,r —1]. Si j = 14, cela
provient du fait que H; est un sous-groupe de G. Si j # i, cela provient de 1’égalité
hihihy ' = h;.
Le lemme IV.1.1 implique alors que G = H; --- H,., c’est-a-dire 'existence de la
décomposition recherchée. Pour montrer I'unicité, supposons que l'on ait une égalité
de la forme
hy---h.=h|---hl., avec h;, h; € H;.
En tenant compte de la condition (1), cela se récrit
he() ™ = ATWRG R,
La condition (3) appliquée & i = 7 — 1 montre alors que h,.(h.)™! = 15 et que
hi'hy---h ' h!_, =1g. On a donc h, = h’., et par simplification on obtient
By hp_y =hy---h'_|.

Une récurrence facile montre alors 1’égalité des décompositions. Ceci acheve la
démonstration. O

THEOREME IV.2.6. Soit G un groupe, et soient Hy,...,H, r sous-groupes de G
(avec r > 2). Alors, G = H1 ®---® H, si, et seulement si, les conditions suivantes
sont satisfaites :
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(1) le sous-groupe H; est distingué dans G pour tout i € [1,r] ;
(2) onaG=(Hy,...,H,);
(3) pour touti € [L,r—1], on a Hy--- H; N H;11 = {1g}.

Démonstration. Si G = H; ®---® H,, la proposition 1V.2.5 montre que les condi-
tions (2) et (3) sont vérifiées. De plus, on a vu au cours de la démonstration de
cette proposition que la commutativité des éléments de H; et H; couplée a I’égalité
G = (Hy,..., H,) impliquait que Hy,...,H, sont des sous-groupes distingués de
G.

Inversement, supposons les trois conditions du théoreme vérifiées. D’apres la pro-
position IV.2.5, il suffit de montrer que 'on a

hth = hjhl pour tout h; € H;, et tout h]‘ € I{j7 des que 14 7éj

pour pouvoir conclure. Soient ¢ # j, h; € H;, h; € H;. On peut toujours supposer
i < j. Posons g = hihjhflhjfl. Le fait que H; et H; soient distingués dans G
entraine que g € H; N H;. Or,

HiﬁHj CHl...Hj,1 ﬁHj = {1(;}
Donc g = 1g, et ainsi h;h; = hjh;, d’ou le résultat souhaité. O

REMARQUE IV.2.7. Au vu de la condition (1) sur les H;, on pourrait remplacer (2)
par la condition

(Y ona G=H;---H,.

Néanmoins, il est plus facile a priori de vérifier (2) que (2).

Dans le cas des groupes finis, on peut remplacer la condition (2) par une condition
plus simple a vérifier.

COROLLAIRE 1V.2.8. Soit G un groupe fini, et soient Hy, ..., H,. v sous-groupes de
G (r>2). Alors, G = H; ®---® H, si, et seulement si, les conditions suivantes
sont satisfaites :

(1) le sous-groupe H; est distingué dans G pour tout i € [1,7] ;
(2) ona|G|=[Hi|--- |H,l;
(3) pour touti € [1,r—1], on a Hy--- H; N H;11 = {1g}.

Démonstration. SiG=H,©®---® H, , alors G ~ Hy, X --- X H, par la remarque
IV.2.4, d’ou la condition (2). Les deux autres conditions proviennent des résultats
précédents.

Pour montrer la réciproque, supposons tout d’abord que » = 2. On sait déja que
les sous-groupes H; et Hy sont distingués dans GG, d’intersection triviale. D’apres
le théoréme IV.2.6, il reste & démontrer que G = (Hy, H2) pour pouvoir conclure.
Comme H; est distingué dans G, cela revient a vérifier 'égalité G = Hy Hs par le
lemme IV.1.1. Or, les conditions (2) et (3) impliquent que |G| = |H1 Hz| d’apres le
lemme IV.1.2. Comme HiHs C G, on en déduit G = Hy H», d’ou le résultat.

Supposons maintenant que r > 3, et posons H = (Hy,..., H,_1). Comme les sous-
groupes Hi,...,H,._1 sont distingués dans G, ils sont distingués dans H. Puisque
Hy---H;NH;1; = {1} pour tout i € [1,r — 2], le théoréme IV.2.6 montre que I’'on
a 'égalité

H=H 00 H_;.
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En particulier, on a H = Hy --- H,_1, ainsi que
H~H x---xH,_;.

Par conséquent, |H| = |Hy|---|H,—1]. La condition (2) se récrit alors

G] = [HI-|H,|.
De plus, la condition (3) appliquée & ¢ = r — 1 montre que H N H, = {1¢}. Enfin,
le fait que Hi, ..., H, soient distingués dans G impliquent aisément que H et H,

sont distingués dans G. Le cas r = 2 montre alors que 'on a
GZH@HT:(Hl@"'@Hr—l)QHr:H1®"'®HT,
la derniere égalité découlant facilement des définitions. Ceci achéve la démonstration.
O

COROLLAIRE 1V.2.9. Soit G un groupe fini, et soient H et K deux sous-groupes
de G. Alors, on a G = H ® K si, et seulement si, les conditions suivantes sont
satisfaites :

(1) les sous-groupes H et K sont distingués dans G (ou alternativement : on a

hk = hk pour tout h € H, et tout k € K);
(2) ona|G|=[H|K];
(3) ona HNK = {l¢}.

IV.3. Produits semi-directs

Soit G’ un groupe, et soient H et K deux sous-groupes de G. Reprenons 1’étude
de HK. On a vu dans le premier paragraphe que si H est distingué dans G, alors
(H,K) = HK. En particulier, HK est un sous-groupe de G. On devrait pouvoir
ainsi écrire le produit de deux éléments hk, W'k’ € HK sous la forme h"k"”. Cest
possible en utilisant la distinction de H. En effet, on a

(hk)(WK') = (h(kh'k™"))kk' € HK.
Bien siir, un élément de HK peut avoir plusieurs écritures différentes. L’écriture
sera unique si, et seulement si, H N K = {14}.
En effet, si I’écriture est unique, alors pour tout g € H N K, on a
glo = lgg € HK,
et donc g = 1. Inversement, si H N K = {1}, alors pour tous h,h’ € H, et tous
kK € K,on a
hk =hWkE = (W) 'h=Kk!,
et donc K'k~! € HN K. Ainsi, ¥'k~! = 1¢, soit k = k’, et on déduit ensuite que
h="n.
En particulier, si H N K = {1¢}, on a une bijection
HxK-— HK
(h,k) — hk,
mais cette bijection n’est pas un morphisme de groupes en général. En fait, le
groupe HK est isomorphe a H x K, mais muni de la loi de groupe
(h, k) * (R, K') = (h(ER'E™Y), kE').

Remarquons maintenant que ’application

0: K — Aut(H)
k — Gk = Int(k)m
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est un morphisme de groupes et que l'on a

(h, k) = (b, k") = (hOx(R), kK').
Plus généralement, on a le résultat suivant.

ProOPOSITION IV.3.1. Soient H et K deux groupes, et soit
p: K — Aut(H)
k — p
un morphisme de groupes. Alors, la loi interne
(Hx K)x (HxK)— HxK
((h,k), (B, k")) — (hpr(R), kK"

est une loi de groupe, de neutre (1g,1x).

Démonstration. Montrons que (1g,1x) est un élément neutre. On a
(h,k)* (1g,1x) = (hpr(1g), k) = (h, k) pour tout h € H, k € K,

car pg est un élément de Aut(H), donc en particulier un morphisme de groupes.
On a aussi

(1, 1) * (W, E) = (p1. (W), k') = (W', k') pour tout b’ € H, et tout ¥’ € K,

car p étant un morphisme de groupes, il envoie 1x sur Idg. Donc (1, 1x) est un
élément neutre pour la loi interne.

Soit (h, k) € H x K, et montrons que (p; *(h™!),k™!) est un inverse de (h, k). On
a
(hy k) % (o ' (A1), k™) = (how(p H(h71),1k) = (W1 1K) = (1, 1K),
On a aussi
(o '(A71), k1) (ho k) = (pi () pg-1(h), 1)
Comme p est un morphisme de groupes, on a p,—1 = p,jl, et donc on obtient
(o (A1), k) (k) = (pr-1(h™")pp-1(R), 1)

= (pp-1(h7'h), 1K)
= (pp—1(1m),1x) = (1u, 1K),

les deux dernieres égalités provenant du fait que pp—1 est un morphisme de groupes.
Il reste a vérifier 'associativité. On a d’une part

((hy k) = (W, K)) % (W k") = (hpu(W), kk') % (b, k")
= (hpe(h')prw (R"), (kE")E"),

et d’autre part

(h, k‘) % ((h/7 k‘/) % (h”, k//))

(hy k) * (I pu (W), KR
(how (W pro (")), k(K K")).

Puisque K est un groupe, on a bien stir (kk')k” = k(k'k”). Maintenant, p étant un
morphisme de groupes, on a pgr = px © Px’, €t donc

hpi(R) prrs (W) = hpw(R') pr(prr (B")).

Comme pj; est un morphisme de groupes, on a alors
how(h)prw (h") = hpi (W pir (R”)).

Ceci acheéve la démonstration. O
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DEFINITION IV.3.2. Soient H et K deux groupes, et soit
p: K — Aut(H)

un morphisme de groupes. L’ensemble H x K muni de la loi de groupe précédente
est appelé produit semi-direct externe de H et K par p, et est noté H x, K.

REMARQUE IV.3.3. On vérifie aisément que le groupe H = {(h,1x) | h € H} est
distingué dans H x, K.

LEMME 1V.3.4. Soient H et K deuz groupes, et soit

p: K — Aut(H)
k — pg

un morphisme de groupes. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) ona Hx,K=HxK;

(2) le morphisme p: K — Aut(H) est trivial ;

(3) le sous-groupe K' = {(1g,k) | k € K} est distingué dans H x, K.

Démonstration.
(3) = (2). Solent h € H,k € K. On a
(hy 1) * (Lar, k) (hy 1)~ = (hyk) % (B, 1g) ™t = (B k) * (b1, 1k),
soit encore
(hy 1) * (Lp, k) * (hy i) ™' = (hpr(h™1), k).
Puisque K’ est distingué dans H x, K, on en déduit que
hor(h™) = hpp(h) ™ = 1y pour tout h € H, et tout k € K.
Autrement dit, on a pg(h) = h pour tout h € H, et tout k € K, i.e. p est trivial.
(2) = (1). Evident.
(1) = (3). Découle des propriétés du produit direct. O
On s’intéresse maintenant au produit semi-direct interne.

DEFINITION IV.3.5. Soit G un groupe, et soient H et K deux sous-groupes de G.
On dit que G est le produit semi-direct interne de H et K si les conditions suivantes
sont satisfaites :

(1) le sous-groupe H est distingué dans G ;
(2) tout élément g € G s’écrit de maniere unique g = hk,h € H k € K ;

On le note G = H x K.

REMARQUE IV.3.6. Soit G un groupe, et soient H et K deux sous-groupes, avec
H distingué dans G. Considérons le morphisme de groupes

0: K — Aut(H)
k — Int(k).

Alors, G = H x K si, et seulement si, 'application
Hxg K — G

(h,k) — hk
est un isomorphisme de groupes.

En particulier, un produit semi-direct interne est isomorphe & un certain produit
semi-direct externe.
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ExEMPLES IV.3.7. Voici quelques exemples de produits semi-directs internes :

(1) &(E)=2A(F) x (1), ot T est une transposition fixée;
(2) GL,(K) = SL,(K) x D, ou D est le sous-groupe de GL, (K) formés des ma-
trices de dilatation et de la matrice identité ;
2
(3) soit o € D,, une rotation d’angle et r € D,, une symétrie orthogonale dont

laxe passe par le centre du n-gone et un des sommets. Posons H = (o) et
K = (7). Alors, D,, = H x K.
On a dans ce cas D, ¥ H x,K, ou p; = Idy et p, est le passage a l'inverse.

Les vérifications sont laissées au lecteur.

ProroSITION 1V.3.8. Soit G un groupe, et soient H et K deux sous-groupes. Alors,
G = H x K si, et seulement si, les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) le sous-groupe H est distingué dans G ;
(2) onaG=(H,K) (ou, de maniére équivalente, G = HK ) ;
(3) ona HNK = {l¢}.

Démonstration. Supposons que G = H x K. Alors, par définition H est distingué
dans G. De plus, comme tout élément de G est produit d’un élément de H et d’un
élément de K, on a G = HK et donc G = (H, K). On a déja constaté que I'unicité
d’écriture dans H K implique (3).

Inversement, les conditions (1) et (2) impliquent les égalités
G=HK = (H,K)

par le lemme IV.1.1. La condition H N K = {15} implique I'unicité de 1’écriture,
comme on ’a déja remarqué. O

REMARQUE IV.3.9. Si G = H x K, alors G = H ® K si, et seulement si, K est
distingué dans G.

En effet, le sens direct est clair. Réciproquement, si K est un sous-groupe distingué
de G, on utilise la proposition précédente et le théoreme IV.2.6 pour conclure.

On continue en donnant des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir un
produit semi-direct interne dans le cas des groupes finis.

COROLLAIRE 1V.3.10. Soit G un groupe fini, et soient H et K deux sous-groupes.
Alors, G = H x K si, et seulement si, les conditions suivantes sont vérifices :

(1) le sous-groupe H est distingué dans G ;
(2) ona|G|=[H[|K];
(3) ona HNK = {1¢g}.

Démonstration. Similaire & celle du corollaire IV.2.9. O

REMARQUE IV.3.11. L’intérét de la version externe pour les produits directs ou
semi-directs est le méme que pour les sommes directes d’espaces vectoriels : celui
de pouvoir construire de nouveaux groupes a partir de groupes abstraits ne vivant
pas dans un méme groupe. La version interne est la pour décortiquer la structure
d’un groupe donné.



Chapitre V

Applications des groupes opérants a la structure
des groupes finis

V.1. Premieéres applications

Nous allons maintenant donner quelques applications de la théorie des groupes
opérants. D’autres seront proposées dans les exercices et dans les chapitres suivants.

On commence par un résultat di a Cayley.

THEOREME V.1.1 (Cayley). Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors, G est isomorphe
a un sous-groupe de S, .

Démonstration. Pour le voir, faisons opérer G sur lui-méme par translation a
gauche. Cette action étant fidele (cf. exemple I1.10.5 (1)), le morphisme de groupes
correspondant

p:G— 6(G)
est injectif. Puisque G est d’ordre n, on a un isomorphisme !
6(G)~6,
et en composant par ¢, on obtient un morphisme injectif G — &,,, qui identifie
donc G a son image dans S,,. ]

Avant de donner d’autres applications, nous allons détailler un exemple d’action de
groupe.

Soit p un nombre premier fixé, et soit n > 1 un entier. Considérons G un groupe
d’ordre n (il en existe au moins un, par exemple G = Z/nZ), et soit

E={z=(g1,-..,90) €G" | g1---9p = 1a}.

C’est un ensemble fini, de cardinal n?~!. En effet, 'ensemble E se récrit
E={z=(g91,- 9p-1,(91-9p-1)") | g1, -, 9p—1 € G}.
Rappelons que &, agit sur G? par
G, xGF —G?

(T7 (917 s 7gp)) — (gT71(1)7 s ag‘rfl(p)>'

Soitc =(1pp—1---2) € &, et soit H = (o). Rappelons que l'on a
H={ld,o,...,0"" '},

puisque o est d’ordre p. Nous allons vérifier que I’action de &, sur G? se restreint
en une action de H sur E.

Notons tout d’abord que si (g1,92-..,9p) € E, alors
(Go-1(1)s -1 Go1(p)) = (925, 9p, 01) € E.

1. Le lecteur pointilleux pourra, soit établir cet isomorphisme lui-méme, soit se référer a
I’exemple II1.1.3 du chapitre suivant.

93
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En effet, si g1g2---gp = 1g, alors
91 (9192 9p)g1 = g2+ 91 = 97 01 = g
Par récurrence, on obtient que si (g1,92...,9p) € E, alors
(Go—m(1),--+>95-m(p)) € E pour tout m € [0,p — 1],
ce qu’il fallait vérifier.

Etudions les orbites de E sous l'action de H d’un peu plus pres. D’apres la propo-
sition I1.10.12, le cardinal d’une orbite divise ’ordre de H, qui est p. Comme p est
premier, on en déduit que le cardinal d’une orbite est 1 ou p. Décrivons maintenant
les points fixes. Clairement, z € E* si, et seulement si, toutes ses coordonnées sont
égales.

Pour tout € E, on a donc |O,| = 1 si, et seulement si, on a z = (g,...,9), ol
g € G vérifie g = 1¢. Remarquons que
9" =1lg < o(g) |p < o(g)=1 ou p.

Ainsi, |O,| =1 si, et seulement si, x = (g,...,9), avec g = 1 ou o(g) = p. Notons
qu’il y a au moins une orbite réduite & un élément, a savoir Porbite de (1¢, ..., 1g).

Nous allons maintenant montrer I’équivalence des propriétés suivantes :

(1) onaptn;
(2) le groupe G ne posseéde pas d’élément d’ordre p;

(3) iln’y a qu'une seule orbite réduite & un élément. Dans ce cas, on anP~1 =1 [p].

(1) = (2). Supposons que p t n. Alors, G ne posséde pas d’éléments d’ordre p. En
effet, si un tel élément existait, son ordre diviserait 'ordre de G, qui est n, ce qui
contredirait le choix de p.

(2) = (3). Si G ne possede pas d’éléments d’ordre p, il n’y a donc qu’'une seule
orbite réduite a un élément d’apres l'analyse précédente. Mais alors, toutes les
autres orbites ont p éléments. Comme les orbites distinctes forment une partition
de E, le cardinal de E est la somme du cardinal des orbites 2. En réduisant modulo
p, on obtient n?P~! =1 [p].

(3) = (1). Supposons qu’il y ait une unique orbite réduite & un élément. On a
alors n?~! =1 [p]. En particulier, on a p { n.

Les trois propriétés sont donc bien équivalentes.

En appliquant (1) = (3), on retrouve le petit théoréme de Fermat.

THEOREME V.1.2 (Fermat). Soit n > 1 un entier, et soit p un nombre premier. Si
ptn, alors n?~! =1 [p].

La contraposée de 'implication (2) = (1) nous donne aussi un premier résultat
non trivial sur la structure des groupes finis.

THEOREME V.1.3 (Cauchy). Soit G un groupe fini, et soit p un nombre premier.

Sip | |G|, alors G posséde au moins un élément d’ordre p.

Continuons avec une autre application des actions de groupe. Le résultat suivant
généralise le fait que tout sous-groupe d’indice 2 dans un groupe G est distingué
dans G.

2. Plus rapidement, c’est simplement ’équation aux classes.
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THEOREME V.1.4 (Frobenius). Soit G un groupe fini, et soit H un sous-groupe de
G. Si tout diviseur premier de |H| est > [G : H], alors H est distingué dans G.
En particulier, si p est le plus petit diviseur premier de |G|, alors tout sous-groupe
d’indice p est distingué dans G.

Démonstration. Pour appliquer la théorie des groupes opérants, nous allons retra-
duire la conclusion voulue en termes d’actions de groupe. On peut supposer que
H # G, le cas H = G étant trivial.

Soit E = G/H V’ensemble des classes & gauche de G modulo H. Soit h € H. Alors,
on a les équivalences suivantes :

pour tout g € G, ghg ' € H <+= pourtout g€ G, g-thg € H
<= pourtout g € G, hg € gH
<= pour tout g € G, hg =g dans E.

L’action de G sur E de l'exemple I1.10.5 (5) induit une action de H sur E par
restriction, donnée par
HxFE—FE
(h,g) — hg.

Au vu des équivalences précédentes, H est distingué dans G si, et seulement si,
tout élément de F est un point fixe sous I’action de H. Supposons donc qu’il existe
g € I qui ne soit pas un point fixe, et soit Og I'orbite correspondante. Alors, Og a
au moins deux éléments.

Puisque F est réunion disjointe des orbites distinctes, on a en particulier

04l < |E| =[G : H).
Soit ¢ un diviseur premier de |Of| (qui existe, car |Oz] > 2). Alors, d’apres la
proposition 11.10.12, on a

C|[Ogl | |H].
Par hypothese, on a alors
|05 > ¢ > [G: H].

On a donc

05| =[G : H] = |EJ,
et en particulier Oy est 'unique orbite de E sous l'action de G. On a donc

E=G/H =05= 05, ={lc},

d’ou la contradiction G = H. Ainsi, tous les points de F sont fixes sous I'action de

H, et H est distingué dans G. Le dernier point est une application directe du point
précédent. [l

Nous finissons ce paragraphe en donnant un résultat général sur ’existence de points
fixes sous une action donnée. L’existence de tels points fixes n’est en général pas
assurée. Par exemple, il suffit de considérer I'action d’'un groupe G sur lui-méme
par translation a gauche.

En revanche, nous allons voir que la situation devient nettement plus sympathique
pour une certaine classe de groupes finis.

DEFINITION V.1.5. Soit p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe fini dont
Pordre est une puissance de p.

On a alors le résultat suivant.



96 V. STRUCTURE DES GROUPES FINIS

THEOREME V.1.6. Soit G un p-groupe agissant sur un ensemble fini E. Alors, on
a

1B = |E°] [p].
Si de plus p 1 |E|, alors B¢ # ().

DEMONSTRATION. On peut toujours supposer G non réduit & lg, sinon le
résultat est clair (tout élément de F est fixé par 1g). Posons E/ = E\ E¢. Nous
allons vérifier que E’ est stable sous I’action de G. Cela revient & montrer que, pour
tout g € G et tout « € E, si g-x € E¢, alors x € EC.

Soient g € G et x € E. Si g-x € ES, on a en particulier
(99'9~")-(g-) = g-x pour tout ¢’ € G,
c’est-a-dire
g9’ -x = g-x pour tout ¢’ € G.
En faisant agir ¢! des deux cotés de cette égalité, on en déduit
g -x = x pour tout ¢’ € G.

Ainsi, © € EY. L’ensemble E’ est alors stable sous I'action de G. En particulier,
cette action se restreint en une action sur E’.

Pour tout 2’ € E’, on a |O,| | |G| par la proposition 11.10.12. De plus, 'orbite O,
n’est pas réduite & un élément, car 2’ n’est pas un point fixe. Par conséquent, |O,|
est une puissance non triviale de p (puisque |G| est une puissance de p). Comme
l’ensemble des orbites distinctes forment une partition de E’, |E’| est la somme du
cardinal de ces orbites, et donc on obtient

|B'| = |E| - |E“] =0 [p],

soit encore

|E| = |E°| [p].
Supposons maintenant que p { |E|. Si E€ était vide, on aurait |E| = 0 [p] d’apres
la congruence précédente, d’oli une contradiction. O

On en déduit alors le résultat fort utile suivant.

PROPOSITION V.1.7. Soit G un p-groupe non trivial. Alors, son centre Z(G) est
non trivial.

DEMONSTRATION. On fait agir G sur lui-méme par conjugaison. Alors, Z(G)
est exactement ’ensemble des points fixes pour cette action. D’apres le théoreme
V.1.6, on a

1G] = 12(G)] [p].
Si on avait Z(G) = {1¢}, on obtiendrait
IG| =1 [p].
Mais, par hypothese p | |G|, et on obtient une contradiction. O

De tout ceci, on peut déduire le théoreme suivant.

THEOREME V.1.8. Soit G un p-groupe d’ordre p". Alors il existe une suite de sous-
groupes distingués de G

{lg}ZG()CGlC"'CGn_lCGn:G
telle que G; soit d’ordre p* pour tout 0 < i < n.
En particulier, G;/G;—1 est cyclique pour tout i € [1,n].
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Démonstration. Soit G un groupe d’ordre p™, avec p premier, et n > 0. Le cas
n = 0 étant évident, on peut supposer que n > 1.

On procede par récurrence sur n. Soit (H,,) la propriété :
(H,) Le théoréme est vrai pour tout groupe d’ordre p™.

Sin =1, G est cyclique d’ordre p, et le résultat est clair. Ainsi, (H;) est vraie.
Supposons que (H,,) soit vraie pour un entier n > 1, et montrons (Hy41). Soit G un
groupe d’ordre p"*1. Par la proposition V.1.7, Z(G) est non trivial. En particulier,
son ordre est divisible par p, et le lemme de Cauchy assure l’existence d’un élément
x € Z(G) d’ordre p. Alors, (z) est cyclique d’ordre p, et distingué dans G car
x € Z(@). Mais, alors, le groupe G/(x) est d’ordre p™. Par hypothese de récurrence,
il existe une suite de sous-groupes

Go/(x) C -+ C Gn/(x)

de G/(z) telle que G;/(z) est un sous-groupe distingué de G/(z) d’ordre p', et ceci
pour tout ¢ € [0,n]. Puisque G;/(z) est distingué dans G/(z), G; est distingué
dans G par la proposition I1.3.6. De plus, par le théoréeme de Lagrange, on a

|Gi| = |Gi/(x)|-|(z)] :Pi+1~
Ainsi, la suite de sous-groupes
<.’L‘>,G07. . .,Gn
vérifie les conditions demandées. Ceci achéve la récurrence.

Le dernier point vient du fait que, pour tout ¢ € [1,n], G;/G;—1 est d’ordre p
premier, donc cyclique. O

On finit ce paragraphe en énoncant quelques exercices.

Exercice : Soit G un groupe fini, soit p le plus petit diviseur premier de |G|, et soit
H un sous-groupe distingué d’ordre p. Montrer que H C Z(G)(Indication : Faire
opérer G sur H par conjugaison).

Exercice : Soit G un groupe infini. On suppose que G admet un sous-groupe H,
distinct de G et d’indice fini. Montrer que G n’est pas simple (Indication : Faire
opérer G sur G/H par translation).

Exercice : Soit G un groupe fini. On fait opérer G sur lui-méme par translation a
gauche. Soit g € G, et soit o, € S(G) la permutation correspondante.

(o(9)=D|G|

(1) Montrer que e(oy) = (—1) @

(2) Soit G un groupe fini avec un 2-Sylow cyclique. En utilisant la question précédente,
construire un morphisme non trivial

p: G — {£1}.

En déduire que G n’est pas simple dés que |G| > 3.

V.2. Simplicité du groupe spécial projectif linéaire
Dans tout ce paragraphe, F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Notation. On note PSL(E) le groupe quotient SL(E)/Z(SL(E)).

DEFINITION V.2.1. Le groupe quotient PSL(E) = SL(F)/Z(SL(E)) est appelé
groupe spécial projectif linéaire.
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Le but de ce qui suit est d’utiliser les actions de groupe pour démontrer que ce
groupe est simple, sauf dans deux cas exceptionnels. Commencgons par introduire
une notation.

Notation. Soit G un groupe. Pour tous z,y € G, on pose

[z, y] = zyz~'y ™",

et on note [G, G] le groupe engendré par les éléments [z,y], z,y € G.
Remarquons que si H est un sous-groupe distingué de G, alors [H, H| est un sous-

groupe distingué de G. En effet, pour tous z,y € H et tout g € G, on a

glz,ylg™" = (9zg ) gyg gz g)(gy g™ ") = lgzg~ ", gyg™ "] € [H, H],

d’oti le résultat, puisque les éléments [z,y], x,y € H engendrent [H, H|.
On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION V.2.2. On suppose que n > 2, et que |K| > 4 sin = 2. Alors, on a
[SL(E),SL(E)] = SL(E).

Démonstration. Comme tout élément de SL(E) est un produit de transvections
d’apres la proposition I1.6.7, il suffit de montrer que toute transvection est un
élément de [SL(E), SL(E)].

Rappelons que deux transvections sont conjuguées dans GL(E) par la proposition
I1.6.8 (1). Comme SL(E) est distingué dans GL(E), le sous-groupe [SL(E), SL(E)]
est distingué dans GL(E) par ce qui précede. Ainsi, si [SL(E), SL(E)] contient une
transvection, il les contient toutes.

Il reste donc & montrer que [SL(E), SL(E)] contient au moins une transvection.

On suppose que |K| > 4. On peut alors choisir un élément A € K \ {0,1,—1}.
Choisissons une base e de E. Soient u,v € SL(E) les endomorphismes de E dont
les matrices représentatives dans la base e sont respectivement

In_z In—2
U= A V= 11,
At 0 1
et soit w = [u,v] € [SL(E),SL(E)]. Un simple calcul montre que
In72
Mat(w;e) = UVU V! = 1 A—1
0 1

Comme A2 — 1 # 0, cela montre que w est une transvection.

On suppose que |K| =2 ou 3, et n > 3. Soient u,v € SL(E) les endomorphismes
de F dont les matrices représentatives dans la base e sont respectivement

In73 In73

U: ’V:

OO
o = O

1
0
1

o = O
OO =

et soit w = [u,v] € [SL(E),SL(E)]. Cette fois, on a
In73
Mat(w;e) = UVU 'V =

o O =
O = O
|
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Ainsi, H = Ker(w — Idg) est un hyperplan, engendré par ej,...,e,_1. Soit D la
droite engendrée par e,_o — e,_1. On voit alors aisément que D est incluse dans
H et que w est une transvection de droite D et d’hyperplan H. Ceci acheve la
démonstration. O

On peut maintenant démontrer le théoreme principal de ce paragraphe.

THEOREME V.2.3. Soit E un K -espace vectoriel de dimension n > 2. On suppose
que |K| >4 sin = 2. Alors, le groupe PSL(E) est simple.

Démonstration. Les sous-groupes distingués de PSL(E) étant en bijection avec
les sous-groupes distingués de SL(F) contenant Z(SL(FE)), il suffit de montrer que
les seuls sous-groupe distingués dans SL(E) contenant Z(SL(E)) sont Z(SL(E)) et
SL(E).
Soit X l’ensemble des droites de E. Le groupe SL(F) agit alors naturellement sur
X via

SL(E) x X — X

(u, D) — u(D).

e Soient D1, Do, A1, As € X des droites de E, avec Dy # Do et A1 # As. Alors, il
existe u € SL(E) tel que

u(Dl) = Al et U(Dg) = AQ.

En effet, soient eq,es, fi, fo € E \ {0} des vecteurs directeurs de Dy, Dy, Ay et
Ay respectivement. Comme Dy # Do, (e1,e3) est une famille libre, et on peut la
compléter en une base e = (eq,...,e,) de E. De méme, on peut compléter (f1, f2)
en une base f = (f1,..., fn) de E. Soit ug € GL(F) 'unique endomorphisme de E
tel que
uo(e;) = f; pour tout i € [1,n].

Comme ug envoie une base sur une base, ¢’est un automorphisme de E. Soit A =
det(ug)~t € K*, et soit u € GL(E) tel que

u(er) = Af1 et u(e;) = f; pour tout i € [2,n] .

Alors, det(u) = Adet(ug) = 1. Ainsi, u € SL(E), et comme u(e;) = Afy et u(ez) =
f2, on a bien u(D1) = Ay et u(Dsy) = As.

En particulier, 'action de SL(E) sur X est transitive. En effet, soient D, D’ deux
droites de E. On veut montrer qu'’il existe u € SL(E) tel que u(D) = D'.

Si D = D/, on prend u = Idg. Si D # D’, on applique ce qui précede & D; =
D,Dg = D/,Al = D/ et Ag =D.
On fixe maintenant une fois pour toute une droite D de F, et on pose

H = Stabg,(z)(D) = {u € SL(E) | u(D) = D}.

Soit N un sous-groupe distingué de SL(E) contenant Z(SL(E)).

e Supposons tout d’abord que N C H. Soit v € N, et soit A une droite de F.
Puisque l'action de SL(E) sur X est transitive, il existe u € SL(E) tel que u(D) =
A. Remarquons que (=t ovowu)(D) = D, puisque v € N C H et N est distingué
dans SL(E). On a alors

Y(A) = v(u(D)) = ul(u™" o v o u)(D)) = u(D) = A.

Ainsi, v stabilise toute droite de E. C’est donc une homothétie et un élément de
Z(SL(E)) par la proposition 11.6.11. Ainsi, N C Z(SL(FE)). Comme N contient
Z(SL(E)), on a N = Z(SL(E)).
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e Supposons maintenant que N ¢ H. C’est le cas difficile.

(i) On commence par montrer que SL(E) = NH. Comme N est distingué dans
SL(E), il suffit de montrer que SL(E) = (N, H). Soit vy € N \ H. Posons D; =
vo(D). On a donc Dy # D.

Soit u € SL(E), et soit Dy = w(D). Si Dy =D, onau € H C (N,H). Si Dy # D,
d’apres le point précédent, il existe v € H tel que v(D;1) = Dy. On a alors

u(D) = Dy = v(D1) = v(vo(D)).

“lowu € H. Mais alors, u =voyyow € (N, H), d’ott le résultat

Ainsi, w = (vovy)
voulu.
(ii) Soit

A= {U S SL(E) | Im(u — IdE) C D,U‘D = IdD}

Alors, A est un sous-groupe distingué de H, abélien.

En effet, fixons une base e = (eq,...,e,) de E telle que D = Ke;. Alors, on a
det(M)~t  «x
H = {u € SL(E) | Mat(u;e) = ( (0 ) M ),MEGLnl(K)},
tandis que

A = {u € SL(E) | Mat(u; e) = < . L )}.

Le calcul matriciel par blocs montre que A est un sous-groupe distingué de H. On
voit qu’il est abélien par calcul direct, ou en constatant que toute matrice comme
ci-dessus est un produit de matrices de transvections T1;(A), A € K*,j € [2,n], et
que toutes ces matrices commutent entre elles.

On va démontrer que SL(E) = N A. Encore une fois, il suffit de vérifier que SL(E) =
(N, 4).

Remarquons que A contient toute les transvections ¢, dont la matrice représentative
dans la base e est de la forme T3 5(\), avec A € K*. Or, toute transvection est
conjuguée & une telle transvection ¢y d’apres la proposition I1.6.8. Ainsi, SL(F) est
engendré par les conjugués des éléments de A.
D’apres (i), on a alors
SL(E) = (uau™t,u € SL(E),a € A)
= (v(hah Y~ l,v € N,h € H,a € A) C (N, A),
la derniere inclusion découlant du fait que A est distingué dans H. Le résultat voulu
s’ensuit immédiatement.
(iii) On peut maintenant conclure. D’apres (ii), on a SL(E) = NA. On a alors
SL(E)/N ~ A/N N A,

et SL(E)/N est donc abélien, puisque A 'est. Mais alors, pour tous ug, uz € SL(E),
on a
[u, us] = Wt "y ' = Wty Uty b = 1dg.
Autrement dit [u1, us] € N pour tous ui, us € SL(E). Par conséquent, [SL(E), SL(E)] C
N. La proposition V.2.2 montre alors que SL(E) C N, d’out N = SL(E).

Ceci acheve la démonstration. O

REMARQUE V.2.4. Le théoréme est faux si n = 2 et |K| = 2 ou 3. En effet, on peut
démontrer facilement que I'on a des isomorphismes de groupes

PSL(F3) ~ &3 et PSL(F3) ~ 2.
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En particulier, ces groupes ne sont pas simples.

V.3. Théoreme de Sylow

Que devient un p-Sylow lorsqu’il est devenu fou ¢ Un Sylow a grain.

Soit G un groupe fini. Comme nous ’avons vu auparavant, l'ordre de tout sous-
groupe H divise 'ordre du groupe, mais étant donné un diviseur d de 'ordre de
G, il n’existe pas nécessairement de sous-groupe de G d’ordre d. Grace aux actions
de groupes, nous allons voir que cela devient vrai lorsque d est une puissance d’un
nombre premier.

DEFINITION V.3.1. Soit G un groupe fini, et soit p un nombre premier.

Un p-sous-groupe de G est un sous-groupe de G qui est un p-groupe.
Ecrivons |G| = p™q, ouptqetm > 0. Un p-sous-groupe de Sylow de G, ou p-Sylow
est un p-sous-groupe de G d’ordre p™. Autrement dit, un sous-groupe S est un
p-Sylow du groupe G si, et seulement si, S est un p-groupe et p 1[G : S].

Evidemmen‘c7 rien ne garantit qu'un tel p-Sylow existe. Nous allons maintenant
donner un exemple de groupes oul un p-Sylow existe bel et bien.

EXEMPLE V.3.2. Soit G = GL,(F,). C’est un groupe fini d’ordre

Gl =" = D)E" —p)-- " = ")
En effet, pour qu’une matrice soit inversible, il faut et il suffit que ces colonnes soient
linéairement indépendantes. On a donc p™ — 1 choix pour la premiere colonne (on ne
peut pas prendre une colonne nulle). La deuxiéme colonne ne doit pas étre multiple
de la premieére. On a donc p™ — p choix. La troisieme ne doit pas étre combinaison
linéaire des deux premieres, on a donc p™ — p? choix, etc.

On a donc
Gl =" 1) (p" —p" 1) =p! T2ty = pn(=D/2gpt g

Soit S le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la dia-
gonale. Autrement dit,

S:{(aij)GG‘CLijZGSii>j7aii:T}_

Alors, S est un sous-groupe de G d’ordre p™"~1/2 donc un p-Sylow.

Nous allons maintenant montrer I’existence d’un p-Sylow pour tout groupe G. On
rappelle que si H un sous-groupe, et si g € G, alors

gHg™' ={ghg™" | g € G}.
C’est un sous-groupe de G, puisque c’est I'image de H par Int(g). De plus, si H est
fini, alors il en est de méme de gHg ™!, et on a

lgHg™'| = |H|,

puisque Int, est un automorphisme.
Si H et H' deux sous-groupes, on rappelle que H et H' sont conjugués s’il existe

g € G tel que H' = gHg~*. On dit aussi que H’' est un conjugué de H (cf. définition
I1.1.14).

REMARQUE V.3.3. Soit G un groupe fini, et soit p un nombre premier. Alors,
tout conjugué d’un p-Sylow de G est encore un p-Sylow de G (cela provient des
considérations précédentes).
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Le point-clé pour établir 'existence d’un p-Sylow est le lemme suivant.

LEMME V.3.4. Soit G un groupe fini avec |G| =n =p™q,m > 0,p1tq, et soit H un
sous-groupe de G. Supposons que G admette un p-Sylow S. Alors, il existe g € G
tel que gSg~' N H soit un p-Sylow de H.

DEMONSTRATION. Soit X = G/S. Alors, G opere par translation sur G/S par
lexemple I1.10.5 (5). Cela induit alors une action de H sur G/S par restriction. Si
g€ G/S, on a alors

Staby(g) ={h € H |g=hg} ={h € H | g '(hg) € S} =gSg~ ' N H.

Son ordre est donc une puissance de p. En effet, gSg~! est un p-Sylow de G par

la remarque V.3.3. Comme gS¢~' N H est un sous-groupe de ¢gSg~', c’est aussi un
p-groupe (puisque Pordre d’un sous-groupe divise 'ordre du groupe). Pour montrer
le lemme, il suffit donc de vérifier qu'il existe g € G tel que [H : gSg~* N H] soit
premier & p. D’apres la proposition I11.10.12, on a

[H : gSg~* N H] = card(Oy).

Si toutes les orbites de G/S sous 'action de G avaient un cardinal divisible par p,
alors card(G/S) serait aussi divisible par p, car |G/S| est la somme des cardinaux
des orbites distinctes. Or, S étant un p-Sylow du groupe G, on a p{ [G : S]. Ainsi,
on obtient une contradiction, et on a fini. O

Nous allons maintenant montrer le résultat suivant.

THEOREME V.3.5 (Sylow). Soit G un groupe fini, et soit p un nombre premier.
Ecrivons |G| = p™q,m > 0,ptq. Alors :

(1) il emiste des p-Sylow de G, et tout p-sous-groupe de G est contenu dans un
p-Sylow ;

(2) le conjugué d’un p-Sylow de G est un p-Sylow de G, et tous les p-Sylow de G
sont conjugués. En particulier, si S est un p-Sylow de G, alors S est distingué
dans G si, et seulement si, S est l'unique p-Sylow de G ;

3) si N, est le nombre de p-Sylow de G, on a N, =1 et N, | q.
P P P

DEMONSTRATION. Commencons par démontrer ’existence d’un p-Sylow.

D’apres le théoreme de Cayley, le groupe G s’identifie a un sous-groupe de G,,, ou
n = |G|. Maintenant, &,, s’identifie lui-méme & un sous-groupe de GL,(F,) de la
maniere suivante. Si o € &, on pose M, = (m;;), ol

Me); =1 et mi; =0sii# o(j).
On vérifie alors aisément que I'application
S, — GL,(F,)
o+— M,

est un morphisme de groupes injectif. Ainsi, G est isomorphe & un sous-groupe G’
de GL, (F,). D’apres le lemme précédent et I'exemple V.3.2, G’ admet un p-Sylow,
et donc il en est de méme de G.

Soit maintenant H un p-sous-groupe de G et soit S un p-Sylow de G. Par le lemme
V.3.4, il existe g € G tel que gSg~! N H soit un p-Sylow de H. Mais comme H est
un p-groupe, on a donc gSg ' NH = H. Ainsi H C ¢gSg~!, qui est un p-Sylow de G
d’apres la remarque V.3.3. Si maintenant H est un autre p-Sylow de G, on a alors
H = gSg~! (puisque H et gSg~! ont alors méme ordre). Si de plus S est le seul
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p-Sylow de G, on a donc gSg~! = S pour tout g € G, et S est donc distingué dans
G. Réciproquement, si S est un p-Sylow de G qui est distingué dans G, alors on a
gSg~! C S. Comme ces deux groupes ont méme ordre, on obtient donc gSg=! = S.
Comme tous les p-Sylow sont conjugués, on obtient que S est 'unique p-Sylow de G.
Ceci établit les points (1) et (2).

Montrons (3). Soit E l’ensemble des p-Sylow de G. D’apres le point (2), Paction de
G sur E par conjugaison est transitive. Autrement dit, si .S est un p-Sylow de G, on
a Og = E. Comme le cardinal d’une orbite divise l'ordre de G par la proposition
11.10.12, on a |E| = N, | n. Remarquons maintenant que S opére aussi sur E, et
que 'on a
Ny = |E [p],

en vertu du théoreéme V.1.6. Nous allons montrer que E° = {S} (S est bien entendu
fixe sous I'action de S, puisque sSs~! = S pour tout s € S). Soit T un p-Sylow, et
supposons que 7' € E°. On a donc

sTs™' =T pour tout s € S.
Soit G’ le sous-groupe de G engendré par S et T. Ona S C G' et T C G, et ce

sont deux p-Sylow de G’. En effet, puisque G’ est un sous-groupe de G, son ordre
divise celui de G. On a donc

G| =p'q e 0,m],ptq.
Comme G’ contient S, qui est d’ordre p™, on a donc £ = m, et les p-Sylow de G’
sont donc d’ordre p™. Puisque gT'g~! C T pour tout g € SUT, on a 2Tz~ C T

pour tout z € G'. Ainsi, T est un p-Sylow de G’ qui est distingué dans G’. C’est
donc le seul, d’ott T'= S. Ainsi, card(E®) = 1, et donc

Ny =1 [p].
Puisque N, | p™¢ et que N, est donc premier & p (du fait de la congruence
précédente), on en déduit que N, | ¢. Ceci acheve la démonstration. O

Voici deux exemples d’application de ce théoréme.
ExXEMPLE V.3.6. Un groupe d’ordre 63 n’est pas simple.
En effet, soit G un tel groupe. Puisque 63 = 32-7, on a Ny | 9, et donc nécessairement

N7 =1,3 ou 9. Mais on a aussi Ny = 1 [7], donc Ny = 1. Ainsi, G n’admet qu’un
7-Sylow, qui est alors distingué dans G. Ainsi, G n’est pas simple.

ExeEMPLE V.3.7. Un groupe d’ordre 33 est cyclique.

En effet, si G est d’ordre 33 = 3-11, on a donc N3 | 11 et donc N3 =1 ou 11. Mais
on a aussi N3 =1 [3], donc N3 = 1. Ainsi, un 3-Sylow H; est distingué dans G.

De méme, on a N1 | 3 et Ni; = 1 [11], et donc Ny = 1. Par conséquent, un
11-Sylow Hj est distingué dans G.

Comme 3 et 11 sont premiers entre eux, on obtient H; N Hy = {1¢}. De plus, on a
|G| = |Hy|-|Hz|. Par le corollaire IV.2.9, on a G = Hy ® Hz. Comme 3 et 11 sont
des nombres premiers, les groupes H; et Hs sont cycliques. Soit h; un générateur
de Hi, et soit hy un générateur de Hy. Alors, on a o(h1) = 3 et o(hy) = 11. Puisque
G = H{ ® Hy, les éléments de H; commutent aux éléments de H,. On a alors
o(h1hg) = 33 d’apres la proposition I1.8.6.

Le groupe G étant d’ordre 33, on en déduit que G est cyclique, engendré par hiyhs.
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Chapitre VI
Propriétés élémentaires des anneaux et des corps

VI.1. Généralités

Rappelons la définition d’anneau, déja introduite dans le chapitre I (cf. définition
1.3.12).

DEFINITION VI.1.1. Un anneau est un triplet (4, +,), ou A est un ensemble non
vide, + : AX A — Aet-: Ax A — A sont deux lois internes, vérifiant les
propriétés suivantes :

(1) le couple (A,+) est un groupe abélien;

(2) laloi < - > est associative, et possede un élément neutre;

(3) laloi < - » est distributive par rapport & < + .

Les éléments neutres pour les lois < + > et < - > seront notés 04 et 14 respective-

ment.

On dit que 'anneau (A, +, ) est commutatif si < - > est commutative.

Attention! (A4, -) n’est pas un groupe multiplicatif (penser & A = Z) !

REMARQUE VI.1.2. Le neutre 14 pour la multiplication est unique d’apres le lemme
1.3.5.

EXEMPLES VI.1.3.

(1) Les ensembles Z, Q, R, C munis de leurs lois usuelles sont des anneaux com-

mutatifs.
(2) Pour tout n > 0, Pensemble Z/nZ, muni des lois
Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ Z/nZ x L/nZ — Z/nZ

— - € — N
(@b —a+d (@,b) — ab
est un anneau commutatif.
(3) Soit A un anneau, et soit n > 1 un entier. Soit M,,(A) 'ensemble des matrices

n x n & coefficients dans A. Si M = (a;;), et N = (b;;), on pose

n
M+ N = (aij +bij) et MN = (Z aikbkj>.
k=1

On obtient un anneau non commutatif si n > 2 (méme si A Vest).

(4) SiAj,...,A, sont des anneaux, alors A; X -+ X A, est un anneau pour les lois
li / / /
(a1,...,an) + (ay,...,a;,) = (a1 +al,...,an +a,)
/ / li /
(a1y...,apn)(ay,...,a,) = (a1ay,...,ana,),
appelé produit direct des anneaux Aq, ..., A,.

Les éléments neutres pour ’addition et la multiplication sont respective-
ment (OAI,. .. ,OA") et (lAl,. R 1A").
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(5) Si X est un ensemble et A est un anneau, alors I'ensemble AX des fonctions
f X — A est un anneau pour les lois suivantes : pour toutes fonctions
f,g € AX, on définit les fonctions f + g et fg par

(f +9)(x) = f(2) +g(x), et (fg)(z) = f(x)g(x) pour tout z € X.

(6) Soit d € Z\ {0} un entier sans facteurs carrés. On définit v/d comme étant
I'unique racine carrée positive de d dans R si d > 0, et comme égale a iv/—d si
d<0.

Soient Z[v/d] et Q[v/d] les sous-ensembles de C définis par :

ZVd = {a+b/deC|abe L},
QVd| = {a+bV/d € C|a,beQ}.

Alors, Z[V/d] et Q[v/d] sont des anneaux commutatifs pour les lois de I’an-
neau C.
De plus, si d = 1[4], il en est de méme de
—14+Vd -1+ Vd
2 2

La vérification de ces faits est laissée en exercice.

Z| |={a+b |a,beZ}.

Attention! La derniére partie est fausse si d # 1[4]. On laisse le soin au
lecteur de trouver un contre-exemple.

Par exemple, les ensembles

Z[i), Z[V'2), Z[iV2), Z[j], Q[i], Q[v2], Q[iv2], Q[j]

S5

1
sont des anneaux commutatifs pour les lois de C (ou j = —5 +i—).

Le résultat suivant montre que les résultats familiers comme les régles de signes
sont, valables dans n’importe quel anneau.

PROPOSITION VI.1.4. Soit A un anneau. Pour tout a,b € A, on a

(1) a04=04=04 a;

(2) a(=b) = —(ab) = (—a)b;
(3) (-la)a=—a;

(4) —(=a)=a;

(5) (—a)(=b) = ab;

(6)

6) (—14)(=14) = La.

De plus, si A est commutatif, pour tous a,b € A, et pour tout entier n > 0, on a

(a+b)" = i: (:) akpnk,

k=0

Démonstration. Par exemple, pour (1), puisque 04 =04 + 04, on
a 04 :a(OA—i—OA) =a04+a0y4.

On a donc 04 = a 04 + (—(a 04)) = a 04 +a 04 + (—(a 04)) = a 04. La
démonstration des autres identités est laissée au lecteur. O
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Cette proposition implique le fait suivant : soit A un anneau pour lequel on a
04 = 14. Dans ce cas, A possede exactement un élément, puisque pour tout a € A,
on a

CLZCLIAZCLOA:OA.

DEFINITION VI.1.5. Un anneau A dans lequel 14 = 04 est appelé anneau trivial.

Comme pour le cas des groupes, il peut étre pénible de montrer qu'un ensemble est
un anneau. Heureusement, on a la notion de sous-anneau, qui joue le méme roéle
que celui de sous-groupe.

DEFINITION VI.1.6. Soit A un anneau. Un sous-anneau de A est un sous-ensemble
B de A vérifiant les conditions suivantes :

(1) onaly € B;
(2) pour tous z,y € B, x + y,xy, —x € B.

Dans ce cas, I’axiome (2) montre que les lois internes de A induisent par restriction
deux applications B x B — B. De plus, on a 04 € B. En effet, on a 14 € B par
Paxiome (1), et donc 04 = 14 — 14 € B par l'axiome (2). Il est alors immédiat que
B muni de ces deux opérations est un anneau, de neutres Op =04 et 1 = 14.

Autrement dit, un sous-anneau de A est un anneau pour les lois induites par celles
de A.

Comme pour le cas des groupes, pour montrer qu'un ensemble muni de certaines
opérations est un anneau, il est plus rapide de montrer que c’est un sous-anneau
d’un anneau connu.
ExEmMPLES VI.1.7.
(1) L’ensemble Z[v/d] est un sous-anneau de C.
De méme, si d =1 [4], Z[%‘/&] est un sous-anneau de C.
(2) L’anneau Z est un sous-anneau de Q.
(3) L’ensemble M,,(Z) est un sous-anneau de M, (Q).

(4) Plus généralement, si B est un sous-anneau de A, alors M,,(B) est un sous-
anneau de M,,(A).

(5) L’ensemble C°([0,1],R) des fonctions continues f : [0,1] — R est un sous-
anneau de l'anneau des fonctions de [0, 1] dans R.

(6) L’ensemble Z(A) = {z € A| az = za pour tout a € A} est un sous-anneau de
A, appelé le centre de A.!

La démonstration du résultat suivant est laissée en exercice.

ProrosiTiON VI.1.8. Soit A un anneau. L’intersection d’une famille quelconque
de sous-anneauzr de A est encore un sous-anneau de A.

Maintenant que nous avons défini les objets avec lesquels nous allons travailler, il
reste a définir les morphismes entre les objets.

DEFINITION VI.1.9. Un morphisme d’anneauz f : A — B est une application
satisfaisant

1. Attention! C’est bien le produit de anneau qui est utilisé ici. Ainsi, Z(A) n’est pas défini
comme le centre du groupe (A, +), ce qui n’aurait d’ailleurs aucun intérét puisque, (A, +) étant
abélien, on aurait alors Z(A) = A.
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(1) f(la) =1p;
(2) pour tous a,a’ € A, f(a+d') = f(a)+ f(a');
(3) pour tous a,a’ € A, f(aad') = f(a)f(a).

On note Hom(A, B) 'ensemble des morphismes d’anneaux f : A — B. Puisque
(B,+) est abélien, Hom(A, B) est un groupe abélien. On le notera aussi parfois
Homan, (A, B) §'il y a risque de confusion avec l’ensemble des morphismes de
groupes de A vers B.

Un isomorphisme d’anneaux f : A — B est un morphisme d’anneaux bijectif. Dans
ce cas, on vérifie comme dans la remarque 11.1.10 (2) que Papplication inverse est
aussi un isomorphisme d’anneaux. On dit que deux anneaux A et B sont isomorphes
s’il existe un isomorphisme de A sur B. On le note A ~ B.

REMARQUES VI.1.10.

(1) Un morphisme d’anneaux est un morphisme de groupes additifs. En particulier,
on a toujours f(04) =0p.

(2) Sif: A — B est un morphisme d’anneaux, alors, pour tout sous-anneau A’
de A, f(A’") est un sous-anneau de B. En particulier, Im(f) est un sous-anneau
de B.

En effet, f(A’) est un sous-groupe de B par le lemme I11.2.7 (1). On a donc
0p € f(A'), et f(A’) est stable par addition et par opposé. De plus, puisque A’
est un sous-anneau de A, ona 14 € A’, et par conséquent, 1z = f(14) € f(4").
Enfin, pour tous af,a), € A’, on a

f(ah)f(ay) = f(ayas) € f(A),
car ajah € A'. Ainsi, f(A’) est stable par multiplication et f(A’) est un sous-
anneau de B.

Les morphismes d’anneaux de Z vers un anneau A sont bien connus, et il n’y en a
pas beaucoup!

LEMME VI.1.11. Soit A un anneau. Alors, il existe un unique morphisme d’anneauz
Ou:7Z — A. Il est défini par

©4(m) = m-14 pour tout m € Z.

Démonstration. Si f : Z —> A est un morphisme d’anneaux, on a nécessairement
f(1) = 14, et par suite
fm)=fA+---+1)=f(1)+---+ f(1) =m-14 pour tout m > 0.
Sim <0, on a alors
fm) = f(=(=m)) = —f(=m) = —(-m-14) = m-14,

par la proposition VI.1.4. Ainsi, on a nécessairement f = © 4. Il reste a vérifier que
© 4 est bien un morphisme d’anneaux, ce qui est un exercice longuet, mais facile,
lachement laissé au lecteur. O

Le noyau de cet unique morphisme va maintenant nous permettre de définir un
entier trés important attaché & un anneau A, & savoir, sa caractéristique.
DEFINITION VI.1.12. Soit A un anneau. Le morphisme d’anneaux

@A: 7 — A
m+— m-lg.
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est en particulier un morphisme de groupes abéliens. Son noyau est ainsi un sous-
groupe de Z, donc de la forme c¢Z d’apres la proposition I1.5.1.

La caractéristique de A est I'unique entier ¢ > 0 défini par

Ker(©4) = cZ.

On le note car(A). Autrement dit, car(A) > 0 si, et seulement si, ’équation
m-lg =04, meZ

possede au moins une solution non nulle. Dans ce cas, car(A) est le plus petit entier
c > 0 tel que ¢:14 = 04. De plus, pour tout m € Z, on a

m-ly =04 = car(A) | m.

REMARQUE VI.1.13. La caractéristique de A est non nulle si, et seulement si, 14
est d’ordre fini dans (A4, +). Dans ce cas, on a car(A) = o(14).

Ceci provient simplement des définitions.

ExEmMPLE VI.1.14. Les anneaux Z,Q,R,C sont de caractéristique 0, tandis que
car(Z/nZ) = n pour tout n > 1.

REMARQUE VI.1.15. Si B est un sous-anneau de A, alors A et B ont méme ca-
ractéristique.

Cela provient de la définition, et du fait que 1z = 14.

On a alors la propriété importante suivante.
ProrosiTiON VI.1.16. Soit A un anneau. Alors, A contient un sous-anneau iso-
morphe 4 Z/car(A)Z.
Démonstration. Le théoreme de factorisation pour les groupes appliqué au mor-
phisme © 4 montre que ’on a un morphisme de groupes injectif
Oy : Z/car(A)Z — A.
On vérifie aisément que c’est aussi un morphisme d’anneaux. O
REMARQUE VIL.1.17. Si ¢ = car(A), alors, pour tout m € Z, on a
¢|m = m-a=04 pour tout a € A.
En effet, soit m € Z tel que ¢ | m.
Supposons tout d’abord que m > 0. Sia € A, on a
ma=a+---+a=alla+ ---+14)=almly)=a04 =04.
Sim <0, on a alors
m-a=—(—m-a) =—-04 =04,
d’ou 'assertion.
On en déduit aisément que, si m-14 = 04 a une solution non nulle dans Z, alors
car(A) est le plus petit entier ¢ > 0 tel que ¢-a = 04 pour tout a € A.
Nous terminons ce paragraphe par un lemme calculatoire tres utile.

LEMME VI.1.18. Soit A un anneau commutatif de caractéristique p, ot p est un
nombre premier. Alors, pour tout m > 1, on a

(a+0)P" =a?" + 0", (ab)?" =a?" """ pour tous a,b € A.
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En particulier, lapplication
A— A

a— a?"

)

est un morphisme d’anneaux.

Démonstration. Le seul point non évident est la premiere égalité. Il suffit de traiter
le cas m = 1, le cas général s’en déduisant par une récurrence évidente. Puisque A
est commutatif, pour tous a,b € A, on a

(a+b)P = z,,: (Z) kP,

k=0

Or, il est bien connu que pour tout k € [1,p—1],p | (Z) On applique alors la
remarque précédente pour conclure. O

VI1.2. Diviseurs de zéro, éléments inversibles

L’existence d’une loi produit dans un anneau permet de définir quelques familles
d’éléments remarquables. On commence par les éléments inversibles.

DEFINITION VI.2.1. Soit A un anneau. On dit que a € A est inversible (ou une
unité) s’il possede un symétrique pour la loi produit, i.e. s’il existe b € A tel que
ab=14 = ba.

Dans ce cas, ce symétrique est unique d’apres le lemme 1.3.8. Il est noté a~"' et est
appelé inverse de a.

L’ensemble des éléments inversibles de A est noté A*.

ProrosITION VI.2.2. Soit A un anneau. Alors, A* est un groupe pour la multipli-
cation. De plus, pour tous a,b € A*, on a

(a1t =a, (ab)™' =b"tat.

Démonstration. Remarquons que 14 € A%, puisque 1414 = 14. D’autre part, si
a,be A*, alors

(ab)p~ o™t =ab ot =alaa™ =aat =14,

De méme, b='a~!(ab) = 14. Ainsi ab est inversible, d’'inverse b='a~!, et la loi de

multiplication sur A se restreint donc en une loi interne sur A*. Puisque A est

un anneau, la multiplication est associative, de neutre 14. Enfin, si a € A, alors

a~! € A est aussi inversible, d’inverse a, puisque

ata=aa"t = la.

Ainsi, si a € A*, onaa"! € A* et (a=!)7! = a. Ceci acheve la démonstration.

O

EXEMPLES VI.2.3.

(1) Dans un anneau A non trivial, 04 n’est jamais inversible. En particulier, si A
est non trivial, on a A* C A\ {04}.

D’autre part, 14 et —14 sont toujours inversibles dans n’importe quel
anneau A, donc {14} C A*. Attention néanmoins, ces deux éléments ne sont
pas nécessairement distincts (penser par exemple & A = Z/2Z).

(2) Ona?2eQ*, mais 2 ¢ Z*. En effet, puisque Z C Q, si 2 a un inverse dans Z,
il a un inverse dans Q, qui est nécessairement % En revanche, on a % ¢ 7Z. En
fait, on a Z* = {£1}.
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(3) OnaC* =C\{0}.

REMARQUE VI.2.4. Tout morphisme d’anneaux f : A — B induit par restriction
un morphisme de groupes f : AX — B*.

En effet, sia € A%, on a

fl@)f(a™) = faa™) = f(14) = 1,
et de méme, on a
fl@)f(a) = f(a™ta) = f(1a) = 1p.

Ainsi, f(a) € B* pour tout a € A*. Par conséquent, f restreint en une application
f: A* — B*. C’est un morphisme de groupes puisque un morphisme d’anneaux
respecte les lois de multiplication.

La proposition VI.1.4 montre que les regles de calculs dans un anneau quelconque
sont similaires aux regles de calculs bien connues sur les entiers ou les réels. Ceci
est vrai jusqu’a un certain point. Par exemple, dans Z, le produit de deux facteurs
est nul si, et seulement si, un des deux facteurs est nul.

Ceci devient faux dans un anneau quelconque.

EXEMPLES VI.2.5.

(1) Dans Z/6Z, on a 2 # 0 et 3 # 0, mais 2-3 =6 = 0.

(2) Dans My(R), on a
IR

Cecl motive la définition suivante.

DEFINITION VI.2.6. Soit A un anneau. On dit que A possede des diviseurs de zéro
s’il existe a,b € A\ {04} tels que ab = 04. Dans ce cas, a est appelé un diviseur de
z€ro a4 gauche et b est appelé un diviseur de zéro a droite.

Si A est commutatif, les notions de diviseur de zéro a gauche et a droite coincident,
et on parlera simplement de diviseur de zéro.

EXEMPLES VI.2.7.
(1) Si A=CxC, alors (1,0) et (0,1) sont des diviseurs de zéro.
(2) Si A=7Z/6Z, alors 2 et 3 sont des diviseurs de zéro.

(3) Si A = M;(R), alors
0 1
v=(50)

est un diviseur de zéro & gauche et & droite, puisque M? = On, (R) -

Les anneaux ne possédant pas de diviseurs de zéro sont évidemment parmi les plus
agréables, puisque les choses redeviennent plus naturelles du point de vue calcu-
latoire. Ceux-ci méritent une attention particuliére et font I'objet du paragraphe
suivant.
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VI.3. Anneaux intégres, corps

DEFINITION VI.3.1. Un anneau A est dit intégre s’il est non trivial, commutatif
et ne posséde pas de diviseurs de zéros. Autrement dit, A est intégre s’il est non
trivial, commutatif, et pour tous a,b € A, on a

ab=04 =a=04 ou b=0y4.

REMARQUE VI.3.2. Un sous-anneau d’un anneau intégre est un anneau integre. La
démonstration de ce fait est laissée en exercice.

ExeEmMPLES VI.3.3.

(1) Les anneaux Z, Q, R et C sont integres.

(2) Dans I'anneau Z/4Z, on a 2 # 0, puisque 4 ne divise pas 2, mais on a par
ailleurs 2 2 = 4 = 0, donc 2 est un diviseur de zéro dans Z/4Z. Ainsi, Z/4A7Z
n’est pas integre.

(3) Si A est non trivial, Panneau A x A n’est pas intégre, puisque
(14,04) (04,14) = (04,04).

(4) Les anneaux Z[v/d] et Z[’l%\/a] (lorsque d = 1 [4]) sont integres.

Revenons maintenant aux éléments inversibles d’'un anneau. Comme on l'a déja
constaté, tout élément non nul d’un anneau n’est pas nécessairement inversible.
Lorsque c’est le cas, on peut donc < diviser » par n’importe quel élément non nul,
d’out la définition suivante.

DEFINITION VI.3.4. Un anneau A est un anneau ¢ division s’il est non trivial et si
tout élément non nul est inversible.

Un corps est un anneau a division qui est commutatif. Autrement dit, un corps est
un anneau non trivial, commutatif, tel que tout élément non nul est inversible.

REMARQUE VI.3.5. Le lecteur vérifiera que cette définition est en accord avec celle
donné dans le chapitre I (cf. définition 1.3.14).

ExXeEMPLES VI.3.6.

(1) L’anneau Z n’est pas un corps.

(2) Les anneaux Q, R et C sont des corps.

(3) Pour tout d € Z\ {0} sans facteurs carrés, les anneaux Z[v/d] et Z[_l%‘/a] (si
d = 1[4]) ne sont pas des corps.

(4) Pour tout d € Z \ {0} sans facteurs carrés, 'anneau Q[v/d] est un corps.

Exercice : Soit H C M2(C) l'ensemble défini par

Z1 —Z

,2 ),21,22 G(C}

Z2  Z1

H = {M € My(C)|M = <

(1) Montrer que H est un sous-anneau non trivial de My(C).
ontrer que H n’est pas commutatif.
2) Mont H n’ tatif

(3) Montrer que H est un anneau & division (Indication : Si M € H a un inverse
dans H, il a un inverse dans Ms(C). Quel est-il ? Vérifier alors que cet inverse
dans My (C) appartient & H).
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ProrosiTioN VI.3.7. Un diviseur de zéro a gauche ou a droite n’est pas inversible.
En particulier, un anneau a division ne contient pas de diviseurs de zéro, et tout
corps est un anneau intégre.

Démonstration. Soient a,b € A\ {04} tels que ab = 04. Si a était inversible, on
aurait

b=14ab=(a"ta)b=a""(ab) =a 104 =04,
d’ou1 une contradiction, et de méme pour b. Le reste est clair. O

Attention! Un anneau intégre n’est pas nécessairement un corps (penser a ’an-
neau Z).

Examinons maintenant le cas de 'anneau Z/nZ.

PROPOSITION VI.3.8. Soit n > 1 un entier. Alors, Z/nZ est intégre si, et seulement
si n est premier. Dans ce cas, Z/nZ est un corps.

Démonstration. Sin = 1, alors n n’est pas premier. De plus, Z/1Z = {0}. On a
donc 0 = 1, et donc Z/nZ est trivial, et n’est pas un corps.

Si p est un nombre premier, alors 'anneau Z/pZ est non trivial, puisqu’il a p > 2
éléments. Soit @ € Z/pZ non nul. Puisque @ # 0, a n’est pas un multiple de p. Alors,
a et p sont premiers entre eux. Par le théoreme de Bézout, il existe donc u,v € Z
tels que
ua + vp = 1.
Ceci revient & dire que ua =1 [p], ou encore ua = 1. Mais alors,
au=ua="ua=1.

Ainsi, @ posséde un symétrique pour la loi produit, & savoir . Ceci démontre que
Z/pZ est un corps, et donc un anneau integre par la proposition précédente.

Si n > 2 n’est pas premier, il existe ni,ne € [1,n — 1] tels que n = nins. Re-
marquons que les classes 7, et Tip sont non nulles, puisque ny,n2 € [1,n —1]. En
revanche, on a

TNy =Ming =71 = 0.
Ainsi, Z/nZ n’est pas integre, et ceci achéve la démonstration. O
Notation. Si p est premier, le corps Z/pZ est noté Fy,.

COROLLAIRE VI1.3.9. La caractéristique d’un anneau integre est soit nulle, soit un
nombre premier.

Démonstration. Soit A un anneau integre. Par la proposition VI.1.16, A contient un
sous-anneau isomorphe & Z/car(A)Z, qui est donc lui-méme integre. Or, Z/car(A)Z
est integre si, et seulement si, car(A) = 0 (car cet anneau est isomorphe & Z dans
ce cas) ou si car(A) est un nombre premier, par la proposition VI.3.8. Ceci acheve
la démonstration. (]

Attention ! La réciproque est fausse. En effet, CxC est un anneau de caractéristique
0, mais n’est pas integre.

On a bien entendu la notion de sous-anneau & division et de sous-corps.
DEFINITION VI.3.10. Soit A un anneau & division (resp. un corps). Un sous-anneau

& division (resp. un sous-corps) est un sous-anneau B de A tel que, pour tout
€ B\ {04},onaz"!eB.

Autrement dit, c’est un sous-ensemble contenant 04,14, et stable par addition,
multiplication, passage a I'opposé, et passage a l'inverse.
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Dans ce cas, B est un anneau & division (resp. un corps) pour les lois induites par
celles de A.

ExeEMPLE VI.3.11. L’anneau Q est un sous-corps de R, qui est lui-méme un sous-
corps de C.

VI1.4. Exemple de anneau Z/nZ

Nous allons maintenant donner des résultats qui élucident la structure de 'anneau
Z/nZ. Les démonstrations seront données en TD.

THEOREME V1.4.1. Soient my,...,m, > 0 des entiers premiers deux ¢ deux. Aors
on a un isomorphisme d’anneaux

Zjmy ---my L~ L)L X - X Z/m, L.

En particulier, sin > 2, et sin = pi*---pl'" est la décomposition de n en facteurs
premiers, on a un isomorphisme d’anneauz

Z/nZ ~Z7[p\* L %X --- x L]p;Z,

et un isomorphisme de groupes
(Z/nZ)* ~= (Z/py* L) x -+ x (Z/p;"Z)".

LEMME VI.4.2. Soit n > 1. Alors, @ € Z/nZ est inversible si et seulement a et n
sont premiers entre euz.

Nous allons maintenant appliquer ceci au calcul de la fonction d’Euler.
DEFINITION VI.4.3. La fonction d’Euler est la fonction
¢ :N"— N,n+—— p(n) =|(Z/nZ)*|.
PROPOSITION VI1.4.4. Soient n,m > 1 deux entiers premiers entre eux. Alors on a
p(nm) = p(n)e(m).
De plus, pour tout nombre premier p et tout entier r > 1, on a
(@) =p""p—1).

En particulier, si n = pi* ---p' est la décomposition en facteurs premiers de n,
on a

T . T 1
o) =T]p i - =n]J - ).
i=1 i=1 pi
THEOREME VI.4.5. On a les isomorphismes de groupes suivants :

1) @2 =72 T sir =12,
(2) (Z/272)* ~7)2" =27 x ZLJ2Z sir > 3.
(3) (Z/p"Z)* ~Z/p" Y (p—1)Z sip > 2 est premier et r > 1.

En particulier, (Z/pZ)* est un groupe cyclique d’ordre p — 1 pour tout premier p.
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VI1.5. Idéaux

Nous allons maintenant nous attarder un peu sur une notion cruciale en théorie des
anneaux, et qui jouera le méme role que les sous-groupes distingués d’un groupe en
théorie des groupes. D’apres le lemme I1.2.14, le noyau d’un morphisme de groupes
¢ : G — G’ est un sous-groupe distingué de G. D’autre part, tout sous-groupe H
distingué dans G est le noyau de la projection canonique G — G/H. Ainsi, les
sous-groupes distingués de G sont exactement les sous-groupes apparaissant comme
noyau d’un morphisme de groupes de source G.

Regardons maintenant les propriétés du noyau d’un morphisme d’anneaux. Outre
le fait que le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A —> B est un sous-groupe de
(A,+), il vérifie également la propriété suivante : pour tout a € A, et pour tout
x € Ker(f), on a ax € Ker(f).

Cela motive la notion d’idéal d’un anneau. On verra plus loin que cette notion vient
naturellement lorsque 1'on cherche a construire les anneaux quotients, tout comme
les sous-groupes distingués d’un groupe interviennent de fagon naturelle dans la
construction des groupes quotients.

Dans la suite, tous les anneaux seront commutatifs.
DEFINITION VI.5.1. Soit A un anneau commutatif.

Un sous-ensemble a C A est un idéal si :

(1) a est un sous-groupe additif de (A, +);

(2) pour tout a € A et tout = € a, on a ax € a.

EXEMPLES VI.5.2.

(1) Les ensembles {04} et A sont des idéaux s de A.
(2) Pour tout x € A, 'ensemble Az = {ax | a € A} est un idéal de A.

(3) Tout idéal de Z est de la forme nZ(= Zn),n € Z (on peut méme choisir n > 0,
et dans ce cas n est unique). En effet, un idéal étant un sous-groupe additif de
Z, il est nécessairement de cette forme par la proposition 11.5.1, et on vérifie
aisément que c’est bien un idéal de Z.

Le lemme suivant facilite les vérifications pour montrer qu’un sous-ensemble a est
un idéal.
LEMME VI1.5.3. Soit a un sous-ensemble de A. Alors, a est un idéal si, et seulement

S, :

(1) a est non vide;
(2) pour tous x,y € a et tout a € A, on a x + ay € a.
Démonstration. Le sens direct est clair. Supposons maintenant que a satisfasse aux
conditions ci-dessus. Pour tous z,y € A. Alors, on a
x4+ (—la)y=z—y€Eaq,

et donc a est un sous-groupe additif de A (puisque a est aussi non vide). En parti-
culier, il contient 04, et donc pour tout € a et tout a € A, on a

ar =04 +ax € a.

Ainsi, a est un idéal. O
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Le lemme suivant est ’analogue du lemme I1.2.7.

LEMME VI.5.4. Soit f : A — B un morphisme d’anneauz, et soit b un idéal de
B. Alors, f=1(b) est un idéal de A. En particulier, Ker(f) est un idéal de A.

Démonstration. On sait déja que f~!(b) est un sous-groupe de A par le lemme
11.2.7. Soit a € A et soit x € f~1(b). Alors, on a f(x) € b, et donc

flaz) = f(a)f(z) € b,
car b est un idéal de B. Ainsi, az € f~1(b) et f~1(b) est donc un idéal de A. Le
dernier point est immédiat puisque {Op} est un idéal de B. O

Attention! Si a est un idéal de A, f(a) n’est pas nécessairement un idéal de B. On
laisse le soin au lecteur de trouver un contre-exemple. Cela devient vrai néanmoins
si f est surjectif.

LEMME VL.5.5. L’intersection d’une famille d’idéaux de A est un idéal de A.

Démonstration. Soit (a;);c; une famille d’idéaux de A. On sait déja que c’est un
sous-groupe additif de A par le lemme II.4.1. Si maintenant z € a; pour tout i € I
et a € A, on a ax € a; pour tout i € I, car a; est un idéal, et donc ax appartient a
I'intersection des a;. O

DEFINITION VI.5.6. Soit A un anneau, et soit S une partie de A (qui peut étre
éventuellement vide). L’idéal de A engendré par S, noté (S), est Uintersection de
tous les idéaux de A contenant S. Autrement dit, (S) est le plus petit idéal de A
contenant S (au sens de 'inclusion).

L’idéal engendré jouit des mémes propriétés que le sous-groupe engendré. Par
exemple, (S) = S si, et seulement si, S est un idéal de A.

Si S = {s1,...,8m}, on note (s1,...,8,) plutét que ({s1,...,8m}), et de méme
pour les autres cas.

De méme que dans le cas des sous-groupes, on a une description précise de I’idéal
engendré par une partie.

PROPOSITION VI.5.7. Soit A un anneau, et soit S une partie de A. Alors, on a
(S)={a1s1+---+ansp | n>0,8 € S,a;, € A}.
Démonstration. Montrons tout d’abord l'inclusion < D ». Puisque S C (S) par
définition, pour tous $1,...,8, € S, et tous ay,...,a, € A, on a a181,...,a,8, €
(S), car (S) est un idéal. Puisque (S) est aussi stable par addition, on en déduit
que a181 + -+ + aps, € (5). Pour montrer l'autre inclusion, on doit vérifier que
I’ensemble
{a1s1+ -+ ansn |n>0,8 € S,a; € A}
est un idéal de A qui contient S, ce qui est facile en utilisant le lemme VI1.5.3. O

REMARQUE VI.5.8. Pour tous s1,...,8, € A, on a

(513"'35m) = {a151+"'+am5m|ai€A}
= Asi+---+ Asp,.

En particulier, pour tout s € A, on a (s) = {as | a € A} = As.

Les idéaux pouvant étre engendrés par un seul élément méritent un nom spécifique.

DEFINITION VI.5.9. Un idéal ad’un anneau A est dit principal s’il peut étre en-
gendré par un élément, c’est-a-dire s’il existe a € A tel que a = (a).

Un anneau A est principal s’il est integre, et si tout idéal de A est principal.
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EXEMPLE VL.5.10. L’anneau Z est principal d’apres I'exemple VI1.5.2 (2).

REMARQUE VI.5.11. Nous verrons au fur et a mesure des exemples d’anneaux
principaux ou non principaux.

On continue ce paragraphe par un lemme élémentaire, mais fort utile.

LEMME VIL.5.12. Soit A un anneau, et soit a un idéal.

(1) On aa= A si, et seulement si, a contient un élément inversible de A.
(2) Pour tout a € A, on a (a) = A si, et seulement si, a € A*.

(3) Si A est intégre, pour tous a,b € A, on a (a) = (b) si, et seulement si, il existe
u € A* tel que b = au.

Démonstration. Si a = A | alors a contient 14 qui est inversible. Si maintenant a
contient u € A%, alors pour tout a € A, on a

a=(au)u € a,
car a est un idéal, et donc a = A.

Soit a € A. Si a est inversible, alors (a) = A par le point précédent. Inversement, si
(a) = A, alors 14 € A, et donc il existe b € A tel que ba = 14. Ainsi, a € A* (car
ab =ba = 1,).

Supposons enfin que A soit intégre. Si b = au,u € A*, on a (b) C (a). Comme
u€ A%, onaa=u"'bet donc (a) C (b). Ainsi, on a (a) = (b). Réciproquement, si
(a) = (b), il existe u,v € A tels que b = au et a = bv, et donc a = uva. Si a = 04,
alors b =04 et donc (a) = (b) = (04). Si a # 04, puisque A est integre, on obtient
14 =uv et donc u € A*. O

On a alors le corollaire suivant.

COROLLAIRE VI.5.13. Soit A un anneau commutatif. Alors, A est un corps si, et
seulement si, A possede exactement deux idéaux, d savoir (04) et A.

Démonstration. Supposons que A soit un corps. Alors, 04 # 14, et par suite (04)
et A sont deux idéaux distincts. Si a est un idéal non nul, il contient un élément
non nul, donc inversible, et est donc égal & A par le point (1) du lemme précédent.

Inversement, supposons que (04) et A soient distincts, et soient les seuls idéaux.

Alors, on a 04 # 14. Soit a € A\ {0}. Alors, (a)4 est un idéal non nul, donc égal a

A. Tl existe donc b € A tel que ba = 1 4. Remarquons que b est non nul, car 04 # 14.

Par le méme raisonnement, il existe ¢ € A tel que ¢b = 14. On a alors
a=14a=(cb)a=clba)=cls=c.

Par conséquent, on a aussi ab = 14, et a est donc inversible. Ainsi, A est un corps.

Ceci acheve la démonstration. O

Dorénavant, on écrira 0 et 1, plutét que 04 et 14, afin de ne pas alourdir les
notations.

Le prochain paragraphe est consacré a I’étude d’un exemple, a savoir ’anneau des
polynomes.

VI.6. Anneaux de polyndémes

Dans ce paragraphe, on définit ’anneau des polynomes a coefficients dans un anneau
A, et on étudie quelques unes de ses propriétés.
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Soit A un anneau, et soit S le groupe additif des suites (ay,)n>0 d’éléments de A &
support fini (i.e. dont tous les termes sont nuls & partir d’un certain rang).

Pour tout n > 0, on note e, € S la suite dont tous les termes sont nuls, sauf celui
d’indice n qui vaut 1.

Si s = (an)n>0,8 = (bn)n>0 € S, on pose

= () = (5 ),

= n
1,j>0 -
1+j=n

ProposiTION VI.6.1. L’ensemble S muni de l'addition et de la loi de multiplication
précédente est un anneau, de neutre multiplicatif eg.

Démonstration. Il reste en fait & montrer les propriétés relatives a la multiplication,
puisque l'on sait déja que (S, +) est un groupe additif. Commengons par montrer
que si s = (an)n>0,5 = (bn)n>0 € S, alors ss’ € S.

Par hypothese, il existe N, N’ > 0 tels que

a, = 0 pour tout n > N et b, = 0 pour tout n > N’
n
Mais alors pour tout n > N + N’, on a Zakbn,k = 0, car soit k > N, et dans ce

k=0
cas ar = 0, soit k < N, mais dans ce cas

n—k>N+N —k>N,
et b, = 0. Ainsi, A[X] est aussi stable par produit, d’oli le résultat souhaité.

Continuons par 'associativité. Si s = (an)n>0,5 = (bn)n>0,5" = (cn)n>0 € S,on a
par définition

(s5')s" = (zn:(zé: akbffk)cnfé) 0" ( > (ailbiz)cz‘g)nzo

(=0 k=0 n= i1+iatiz=n

De méme, on a

s(s's") = ( Z ail(bizcis))nzo.

i1+izo+iz=n
Comme la multiplication de A est associative, il en est donc de méme de celle de
S.

La distributivité et la commutativité proviennent aisément de la définition. Enfin,
on vérifie que ey est un élément neutre pour la multiplication. O

On introduit maintenant de nouvelles notations. Si a € A et (a,) € S, on pose
a(an)nZO - (aan)n20~
C’est tout simplement le produit de (a,0,0,...) par (an)n>0. Un élément de S
s’écrit donc
S e
n>0
On vérifie facilement en utilisant la définition que l'on a

el = e, pour tout n > 0.
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Posons X = e; et notons A[X] 'anneau S. D’aprés ce qui précede un élément
P € A[X] s’écrit de maniére unique

S = z:anX”7

n>0

ou les coefficients a,, sont tous nuls sauf un nombre fini.

De plus, les opérations sur A[X] sont définies par
D an X"+ b X" = (an +by) X"
n>0 n>0 n>0

et

O anX™) (D baX")=>" (Zn: arbp—k) X"

n>0 n>0 n>0 k=0

Par définition, on a Z a,X" = 0 si, et seulement si, a,, = 0 pour tout entier n > 0.
n>0
Le neutre multiplicatif est donné par X°, que l'on notera 1, et le neutre additif est
donné par Z 0 X™, que l'on notera 0.
n>0

DEFINITION VIL.6.2. Soit A un anneau. L’anneau A[X] est appelé anneau des po-
lynémes a coefficients dans A .

REMARQUE VIL.6.3. On montre aisément que A[X] est commutatif si, et seulement
si, A Dest.

On vérifie que 'application
A — A[X]
a+— aX®

est un morphisme d’anneaux injectif, qui identifie ’anneau A & un sous-anneau de
A[X], et méme & un sous-anneau de A[X]. On identifiera A avec son image dans
A[X], et on notera a plutoét que a 1 ou aX.

Les éléments de A, vus comme polyndmes, seront appelés des polynémes constants.
REMARQUE VL.6.4. Pour tout n > 0, on définit 'anneau A[ X7, ..., X, par récurrence
en posant A[Xy,...,X,] = A pour n =0, et

AlXy, .., X = A[Xy, ., X ][ X0]

pour tout n > 1.

Nous allons maintenant illustrer les notions introduites dans ce chapitre dans le cas
de anneau A[X]. On commence par une définition.

DEFINITION VIL.6.5. Soit A un anneau, et soit f € A[X]\ {0}. Puisque f # 0, on
peut écrire

f=aaX?+ag 1 X -+ ag,
avec a; € A, et ag € A\ {0}. L’entier d > 0 est appelé le degré de f, et est
noté deg(f). Par convention, on pose deg(0) = —oo. On a donc deg(f) > 0 si, et
seulement si, f est non nul.

Le coefficient ag est appelé le coefficient dominant de f. On dit qu’un polynoéme est
unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.
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Le lemme suivant est souvent utile dans les calculs.

LEMME VI.6.6. Soit A un anneauw commutatif non trivial, et soit g € A[X] un
polynome non nul. On suppose que le coefficient dominant de g n’est pas un diviseur
de zéro dans A. Alors, pour tout f € A[X], on a

deg(fg) = deg(f) + deg(g).
En particulier, Uapplication
rg: A[X] — A[X]
fo—fy

est injective.

Démonstration. Si f est nul, I’égalité désirée est triviale. Supposons maintenant
que f soit non nul, et écrivons

f=an X"+ tarX +ag, g=bnX™ + -+ 01X +bo, an,bm € A\ {0}.

En utilisant la définition, on voit que 'on a
fg=anbn X" + des termes en X', i < n+ m.

Comme b,;, n’est pas un diviseur de zéro et a,, # 0, on a a,b,, # 0, ce qui démontre
Iégalité

deg(fg) = n+m = deg(f) + deg(g).
Cela démontre aussi que si f # 0, on a fg # 0.

Remarquons maintenant que r, est un morphisme de groupes additifs. Or, le point
précédent montre que Ker(ry) = {0}. Par conséquent, r, est injective. O

Contrairement au cas de ’anneau des polynémes a coefficients dans un corps, 1’an-
neau A[X] n’est pas nécessairement intégre. Le lemme suivant donne des conditions
nécessaires et suffisantes pour cela soit le cas.

LEMME VI.6.7. Soit A un anneau commutatif non trivial. Alors, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1) Uanneau A[X] est intégre ;

(2) Vanneau A est intégre ;
(3) pour tous f,g € A[X], on a dea(fg) = dea(f) + de(g).

Démonstration.
(1) = (2). C’est immédiat, car un sous-anneau d’un anneau integre est intégre.

(2) = (3). Si g est nul, 'égalité est triviale. Si g est non nul, son coefficient
dominant est non nul, et n’est donc pas un diviseur de zéro puisque A est integre.
Le résultat découle alors du lemme VI.6.6.

(3) = (1). Puisque anneau A est commutatif et non trivial, il en est de méme de
Panneau A[X].

Soient f et g deux polynémes non nuls. On a donc deg(f) > 0 et deg(g) > 0. Mais
alors, on a

deg(fg) = deg(f) + deg(g) > 0,
ce qui entraine que fg est non nul, d’ou 'intégrité de A[X]. O

On continue ce paragraphe en expliquant comment diviser deux polynémes.
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THEOREME VI.6.8 (Division de polynomes généralisée). Soit A un anneau commu-
tatif. Soient f,g € A[X], avec g # 0. On suppose que le coefficient dominant de g
est un élément inversible de A. Alors, il existe deux polynomes @, R € A[X], avec
deg(R) < deg(g) tels que f = Qg + R. De plus, Q et R sont uniques.

Démonstration. Si deg(g) > deg(f), on pose @ =0 et R = f. On suppose mainte-
nant que deg(g) < deg(f). On va démontrer 'existence de @ et R par récurrence
sur deg(f). Soit (H,) la propriété :

(H,) : Pour tous f,g € A[X],g # 0 tels que deg(g) < deg(f) < n, et tels que le
coefficient dominant de g soit inversible, il existe @, R € A[X], tels que deg(R) <

deg(g) et f = Qg+ R.

Si f est le polyndme nul, c’est clair, car on prend @ = R = 0. Si deg(f) = 0, alors
on a deg(g) = 0. On a donc f = a,g = b,a,b € A,b € A*. Dans ce cas, on pose
Q =ab~! et R=0. Ainsi, (Hp) est vraie.

Supposons (H,,) vraie pour un certain entier n > 0, et montrons (H,11).

Si deg(f) < n, alors @ et R existent, car (H,,) est vraie, donc on peut supposer que
deg(f) = n+ 1. Ecrivons

f=an X" 4t a1 X +ag, g=bnX™ 4+ 01X + by
Par hypothese, on an+1 > m.

Soit Q1 = ap 410, X" "™ et Ry = f — ap41b,) X1 g. Remarquons que b;,! a
un sens dans A, puisque b, € A*. Puisque f,g € A[X], on a aussi @1, R € A[X].
Par construction, le coefficient en X"+ de R; est 0, donc deg(R1) < n.

Si deg(R;1) < deg(g), on a fini, car on peut écrire
f=ns1b, X" g 4+ Ry,
et donc poser R = Ry et Q = a,11b,,} X" H1-™.

Supposons que deg(R;) > deg(g). Comme deg(g) < deg(R1) < n, on peut appliquer
(H,), et donc il existe Qa, Ry € A[X] tels que Ry = Q29 + Ra, avec deg(Rz) <
deg(g)-

Ainsi, on a f = (@, 4110, X" 1™ + Q3)g + Rz, et deg(Rz2) < deg(g). Maintenant,
il suffit de poser Q = a,11b,,! X" T1"™ + Q3 et R = Ry.

Par conséquent, (H,,y1) est vraie, ce qui acheve la récurrence.
Montrons maintenant 1'unicité de @) et R. Supposons que 1'on ait
[ =019+ R = Q29+ Ro,
avec Q;, R; € A[X] et deg(R;) < deg(g). Alors, on a (Q1 — Q2)9 = Ra — Ry.

Puisque le coefficient dominant de g est inversible, ce n’est pas un diviseur de zéro.
Par le lemme VI.6.6, on a donc

deg ((Q1 — Q2)g) = deg(Q1 — Q2) + deg(g).
Si@Qp— Q2 # 0, on adonc
deg(Ry — Ry) = deg(Q1 — Q2) + deg(g) > deg(g).

Néanmoins, il est facile de constater que deg(R2 — R1) < deg(g), d’ott une contra-
diction. Ainsi, Q1 — Q2 = 0, puis Re — Ry = 0, d’ou I'unicité voulue. (]

DEFINITION VI.6.9. Les polynomes @ et R s’appellent respectivement le quotient
et le reste de la division de f par g.
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En pratique, la meilleure fagon de calculer @) et R est de procéder comme dans le
cas ou A = R, C (en posant la division).
Attention! Ce résultat n’est pas vrai si le coefficient dominant de g n’est pas

inversible. Par exemple, X,2X € Z[X], mais le quotient de X par 2X est %, qui
n’est pas dans Z[X].

REMARQUE VI.6.10. Si K est un corps, on peut donc diviser n’importe quel po-
lynéme par un polynéme non nul.

Comme dans le cas de Panneau Z, I'existence d’une division euclidienne dans K [X]
a des conséquences intéressantes sur les idéaux.

LEMME VIL.6.11. Soit K un corps. Alors, K[X] est un anneau principal.

Démonstration. Puisqu’un corps K est un anneau integre, il en est de méme de
K[X] par le lemme VI.6.7. Soit a un idéal de K[X]. Montrons qu’il est principal. Si
a = (0), il n’y a rien & faire. Supposons donc que a # (0), et soit fp un élément de
a\ {0} de degré minimal. Montrons que a = (fy). Puisque fo € a, on a (fo) C a. Si
maintenant f € a, il existe @, R € K[X] tels que f = Q fo+ R avec deg(R) < deg(fo)
(cf. remarque VI1.6.10). Puisque f, fo € a,ona R = f — Qfy € a, car a est un idéal.
Si R était non nul, cela contredirait la minimalité du degré de fy. On a donc R = 0,
soit encore f = Qfo € (fo). On a donc finalement 'inclusion manquante, ce qui
acheve la démonstration. O

REMARQUE VI.6.12. On verra dans un chapitre ultérieur que la description des
idéaux de Z et K[X] s’inscrit dans un contexte plus général, & savoir celui des
anneaux euclidiens.

On s’intéresse maintenant aux morphismes d’anneaux de A[X] vers un anneau
quelconque B.

ProrosiTION VI.6.13. Soit u : A — B un morphisme d’anneauz commutatifs, et
soit b € B. Alors, il existe un unique morphisme d’anneauz

Yup: A[X] — B
tel que
Yup(a) = u(a) pour tout a € A et Py, p(X) =b.
11 est défini par

1/1u,b(z anX") = Z u(a,)b".

n>0 n>0

De plus, pour tout morphisme d’anneauz ¢ : A[X| — B, il existe un unique
morphisme d’annequz v : A — B et un unique élément b € B tel que ¢ = 1)y p.

Démonstration. L’application v, ; satisfait clairement les conditions requises. Il
reste a vérifier que c’est bien un morphisme d’anneaux. Pour commencer, on a

up(1) = u(l) = 1. De plus,

Gun (30 X"+ 300 X") = G (3 (an + 5)X") = 3 ulan + b

n>0 n>0 n>0 n>0

Puisque u est un morphisme d’anneaux, on obtient
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Yub (Z an X" + Z an”> Z(u(an) + u(by,))b"

n>0 n>0 n>0
= Z u(an,)b"™ + Z u(by)b",
n>0 n>0
et donc
¢u,b (Z aan + Z ann) = wu,b (Z aan) + wu,b (Z ann)
n>0 n>0 n>0 n>0

Finalement, on a

Gun (@ X 0aX™) = bun( DY aib)x”)

n>0 n>0 n>0 j+k=n

Z u( Z a;bi)b".

n>0 jt+k=n

Puisque u est un morphisme d’anneaux, on a

Gun (X 0aX") = D07 ulag)u(b)”

n>0 n>0 n>0 j+k=n

= >0 > u(a;)u(b)b' bk

= (3 ala)p) (> ulba)b),
et ainsi - "=

G (X2 an XM (Y 50X™) = s (3 an X" )b (3 baX").
n>0 n>0 n>0

n>0

Soit maintenant un autre morphisme d’anneaux ¢ : A[X] — B satisfaisant
¢(a) = u(a) pour tout a € A, et ¢(X)="b.
On a alors (puisque ¢ est un morphisme d’anneaux)
(D anX™) = 37 6lan)(6(X)" = 3 ulaa)b” = s (Y anX").
n>0 n>0 n>0 n>0
et donc ¢ = Py, p.
Enfin, soit ¢ : A[X] — B un morphisme d’anneaux. Si ¢ = t,, 5, par définition de

Yu,p, ON a nécessairement u = @4 et b = ©(X). Ainsi, si u et b existent, ils sont
uniques.

Posons u = ¢4 et b = p(X), et montrons que ¢ = 1, . Puisque ¢ est un mor-
phisme d’anneaux, il en est de méme de u : A — B. On vient de voir que 1'on

) P(XanX") = 3 plan)(@(0))".

n>0 n>0
Par définition de u et b, cela s’écrit
SO(Z CLan) = Z u(an)bn = ql}u,b (Z aan> .
n>0 n>0 n>0

Ainsi, ¢ = Py p. O
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ExeEMPLE VI.6.14. Supposons que A soit un sous-anneau de B, et soit b € B.
Si Pon applique ce qui précede & l'inclusion A C B, on obtient un morphisme
d’anneaux, appelé évaluation en b. Dans ce cas, 'image de f € A[X] est notée f(b).
Sif=>Y a,X"€AlX]etbe B, ona

n>0

FB) =" anb™
n>0
En d’autres termes, pour un b € B donné, I'application
A[X] — B
f= ZanX” — f(b) = Zanbn
n>0 n>0

est un morphisme d’anneaux.

REMARQUE VI.6.15. Si P € A[X], on peut en particulier définir une fonction
polynomiale

P:A— A
a — P(a),
mais cette fonction ne caractérise pas nécessairement le polynéme P. Plus précisément,
I’application
AX] — F(AA)
P— P

n’est pas nécessairement injective. Par exemple, si A = [Fo, la fonction polynomiale
associée au polynéme P = X2 — X est identiquement nulle.

L’exemple VI1.6.14 nous conduit tout naturellement & nous intéresser au noyau du
morphisme de spécialisation. Cela conduit a la notion de racine d’un polynome, no-
tion extrémement importante qui sera étudiée tout particulierement dans la partie
sur la théorie des corps.

DEFINITION VI.6.16. Soit A un anneau, et soit f € A[X]. On dit que a € A est
une racine (ou un zéro) de f si f(a) = 0.

LEMME VIL.6.17. Soit A un anneau commutatif. Soit f € A[X] un polynome, et

soit a € A. Alors, a est une racine de f si, et seulement si, il existe un polyndome
g € A[X] tel que f = (X —a)g.

Démonstration. D’apres la proposition VI.6.13, il existe @, R € A[X] tels que
f=(X—-a)Q+R,
ot deg(R) < 1. Autrement dit, R est un polyndme constant, et on a donc
f=X-a)Q+rreA
Puisque A est commutatif, ’évaluation en a

AX]— A
P+ P(a)
est un morphisme d’anneaux. On en déduit que f(a) = (a —a)Q(a) +r = r. Par

conséquent, f(a) = 0 si, et seulement si, 7 = 0, ce qui entraine le résultat voulu.
O
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Il est bien connu que si K est un corps, et si f € K[X] est un polynéme non
nul, alors f posséde au plus deg(f) racines dans K. Ceci se généralise aisément &
un anneau intégre (voir le lemme ci-dessous), mais cela devient faux en général,
puisque 2X € Z/47[X] a 2 racines.

En fait, on a le résultat suivant.

LEMME VI.6.18. Soit A un anneau commutatif non trivial. Alors, tout polynéme
non nul f € A[X] posséde au plus deg(f) racines dans A si, et seulement si, A est
intégre.

Démonstration. Supposons que A soit integre. Nous allons démontrer le résultat
par récurrence sur le degré d de f. Si d = 0, f est un polynéme constant non nul,
et n’a aucune racine dans A. Supposons avoir démontré que tout polynéme non nul
de degré d > 0 possede au plus d racines dans A, et soit f un polynéme non nul
de degré d + 1. Si f n’a pas de racines dans A, on a fini. Supposons donc que f
posséde au moins une racine a € A. Par le lemme VI.6.17, il existe g € A[X] tel
que f = (X — a)g. Puisque A est intégre, on a

deg((X —a)g) = deg(X — a) + deg(g) = 1 + deg(g).

Ainsi, deg(g) = d et par hypothese de récurrence g a au plus d racines. Pour
conclure, il suffit de constater qu'une racine de f est soit égale & a, soit une racine
de g. En effet, si b € A vérifie f(b) = 0, alors I’évaluation en b (qui est un morphisme
d’anneaux, car A est commutatif) nous donne

0= (b a)g(b).

Par intégrité de A, on en déduit que b = a ou g(b) = 0, ce qu’il fallait vérifier. On
en déduit donc que f a au plus d + 1 racines, ce qui acheve la récurrence.

Supposons maintenant que A ne soit pas integre. Puisque A est commutatif et non
trivial, cela implique 'existence de deux éléments a,b € A non nuls tels que ab = 0.
Mais alors, le polynéme aX posséde au moins deux racines distinctes (qui sont 0
et b). O

REMARQUE VI.6.19. La commutativité de A est cruciale. En effet, si A n’est pas
commutatif, les résultats précédents deviennent faux, méme si A n’a pas de diviseurs
de zéro. Par exemple, soit H C My(C) I'ensemble défini par

H = {M € My(C)|M = < % _Z ) 21,20 € (C}.

On vérifie sans mal que H est un anneau a division. En particulier, H est sans

diviseurs de zéros.
i 0 0 -1
6_(0 z‘)’f_<1 0)'

Alors, le polynéme X? + I, € H[X] posséde au moins 4 racines dans H, qui sont
e,—e, f,—f (en fait, il en admet méme une infinité). Ceci s’explique par le fait que
la non-commutativité de H implique que 1’évaluation d’un polynéme en un élément
de H n’est plus un morphisme d’anneaux (et donc la démonstration précédente
n’est plus valable).

Posons

Par exemple, on a X2+ I, = (X —e)(X +e), f2+ Iy = 0, mais on vérifie sans peine
que (f —e)(f +e€) #0, car fe#ef.

En particulier, la relation entre factorisation et racines n’a plus lieu. Par exemple,
onaX?+1I# (X —e)(X - f).
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Pour finir, nous allons nous intéresser aux éléments inversibles de A[X] lorsque A
est integre.

LEMME VI.6.20. Soit A un anneau intégre. Alors, on a A[X]* = A*.

Démonstration. Sia € A, alors a € A[X]*, puisque les relations

aa l=ala=1€ A

sont également vraies dans A[X]. Réciproquement, soit f € A[X]*. Alors, il existe
g € A[X] tel gue fg = gf = 1. En particulier, f et g sont non nuls. Comme A est
integre, on a
deg(fg) = deg(f) + deg(g) = deg(1) =0
par le lemme VI.6.7. Mais le degré d’un polynéme non nul étant un entier positif
ou nul, on en déduit
deg(f) = deg(g) =0,

donc f = a et g = b pour certains a,b € A. Mais alors, on a ab = ba = 1, et donc
f=ae€ A% O

Ce résultat devient faux lorsque A est quelconque.

ExeEMPLE VIL.6.21. On a 2X # 0 € Z/4Z[X], mais (2X)(2X) = 0. De plus, on
vérifie que (1+2X)? =1 et donc 1+ 2X est inversible dans Z/4Z[X].



Chapitre VII
Anneaux quotients, théoréme chinois

VII.1. Anneaux quotients, théoréme de factorisation

Rappelons que 'on a muni le groupe additif Z/nZ d’une structure d’anneau en
posant o
ab=ab.
Il est facile de voir alors que ’application
m: L — ZL/nZ
a+—a
est un morphisme d’anneaux.

On se propose maintenant de généraliser cette construction a un anneau commutatif
arbitraire. Soit A un anneau commutatif, et soit a un sous-groupe additif de A.
On veut maintenant munir A/a d’une structure d’anneau telle que la projection
canonique 7 : A — A/a soit un morphisme d’anneaux.

Si une telle structure d’anneau existe, alors pour tous @, b € A/a, on doit avoir
a+b=m(a)+70b) =7(a+b) =a+b,

ainsi que

@ b= 7(a)r(b) = w(ab) = ab.

Puisque a est un sous-groupe additif du groupe abélien (A, +), a est distingué dans
A. Ainsi, la loi d’addition précédente est bien définie, et (A/a,+) est un groupe
abélien. Examinons le cas de la loi produit. Dans le cas ou elle est bien définie,
pour tout x € a et tout a € A, on doit avoir

ax=azx=a0=a0=0.

Autrement dit, on a ax € a. Ainsi, si la loi produit est bien définie, a est nécessairement
un idéal de A.

La proposition suivante montre que réciproquement, si a est un idéal de A, ces deux
lois sont bien définies, et répondent a notre probleme.

ProposITION VIL.1.1. Soit A un anneau commutatif, et soit a un idéal de A. Les

applications
Alax Aja — A/a

(@,b) — a+b
et
AJax AJla — AJa
(@,b) — ab
sont bien définies, et conférent 4 A/a une structure d’anneau, de neutre additif 0,
et de neutre multiplicatif 1.
De plus, Uapplication
m:A— A/a

129
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est un morphisme d’anneaux.

Démonstration. Comme a est un sous-groupe de (A, +), donc nécessairement dis-
tingué dans A, on sait déja que 'addition est bien définie et que le couple (A/a,+)
est un groupe abélien, de neutre 0. Montrons que la multiplication est bien définie.
Supposons que a,a’,b,b’ € A vérifient o’ = @ et b’ = b. Il existe donc z,y € a tels
que a’ =a+z,b =b+y, et on a alors

a'tl = (a+z)(b+y) =ab+ ay + xb+ xy.

Comme z,y € a et que a est un idéal, on a ay + b + xy € a et donc a’b/ = ab,
ce qu’il fallait vérifier. Les propriétés de commutativité, associativité, distributivité
découlent alors des propriétés correspondantes des lois de A. De plus, 1 est clai-
rement un neutre pour la multiplication. Enfin, le fait que 7 soit un morphisme
d’anneaux provient de la définition méme de la multiplication de A/a. g

DEFINITION VII.1.2. Soit A un anneau, et soit a un idéal. L’anneau A/a est appelé
l'anneau quotient de A par a. L’application

T:A— A/a

est appelée la projection canonique.

On a alors le méme genre de propriétés que pour les groupes quotients.

ProrosiTiON VII.1.3. Soit A un anneau et soit a un idéal. Alors, la projection
canonique ™ : A — A/a induit une correspondance bijective entre ’ensemble des
idéaux de A contenant a et ’ensemble des idéauz de A/a.

Plus précisément, si a’ est un idéal de A contenant a, alors
d/a=mn(a")={d |d €d}

est un idéal de A/a. Réciproquement, si b est un idéal de A/a, alors m=1(b) est un
idéal de A contenant a, et ces deux constructions sont inverses l'une de l’autre.

Démonstration. D’aprés la proposition I1.3.6, il reste simplement & voir que 7~ 1(b)
est un idéal de A pour tout idéal b de A/a, et que 7(a’) est un idéal de A/b pour
tout idéal a’ de A contenant a.

Puisque 7 est un morphisme d’anneaux, 7~ 1(b) est un idéal par le lemme VI.5.4.
On sait déja que w(a’) est un sous-groupe de A/a par le lemme I1.2.7 (1). Or, pour
tout @ € A/a, et tout x € a’, on a

ar(z)=az=az € 7(d'),

car € @’ et @ est un idéal de A. Ainsi, 7(a’) est un idéal de A/a. Ceci acheve la
démonstration. O

Comme dans le cas des groupes, on a alors a notre disposition un théoreme de
factorisation, et divers théoréemes d’isomorphisme.

THEOREME VIL.1.4 (de factorisation). Soit A un anneau, et soit a un idéal. Soit
f A — B un morphisme d’anneaux (commutatifs) tel que a C Ker(f). Alors, il
ezriste un unique morphisme d’anneaux

f:AJa— B
tel que f = fom. Ce morphisme d’anneauz est défini par

f(@) = f(z) pour tout T € Aa.
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De plus, pour tout anneau B, il y a une bijection entre I’ensemble Hom(A/a, B) et
Vensemble {f € Hom(A, B) | a C Ker(f)}. Elle est donnée par est donnée par

Y = ypom

fo—

Démonstration. On sait déja qu’il existe un unique morphisme de groupes additifs
f vérifiant les propriétés requises, par le théoreme de factorisation pour les groupes,
et quil est défini par la formule précédente. Il suffit donc vérifier que f est aussi un
morphisme d’anneaux. Mais on a

f(la) = f(1a) = 15,

et pour tous Z,y € A/a, on a

T@F@) = @) fy) = flay) = [(@7) = [T D).
D’apres le théoreme 11.3.7 la correspondance entre Hom(A/a, B) et 'ensemble A’
des morphismes f: A — B s’annulant sur a est donnée par

Y — porm

[ o« f
Ceci acheve la démonstration. O

Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Puisque Ker(f) est un idéal de A, on a
en particulier un morphisme d’anneaux

f:A/Ker(f) — B.

Le lemme I1.3.8 entraine alors le résultat suivant.

LeEMME VIIL.1.5. Soit f : A — B un morphisme d’anneauz. Alors, le morphisme
d’anneaux
f:A/Ker(f) — B

est injectif.

On a alors un théoreme d’isomorphisme semblable au théoreme I1.3.9.

THEOREME VIL1.6 (Premier théoreme d’isomorphisme). Pour tout morphisme
d’anneaux commutatifs f : A — B, le morphisme d’anneaux

f:A/Ker(f) — B
induit un isomorphisme d’anneaux

A/Ker(f) ~ Im(f).

Démonstration. D’apres le théoreme VII.1.6, on sait que f est un isomorphisme de
groupes, donc une application bijective. Par le théoreme de factorisation précédent,
on sait aussi que f est un morphisme d’anneaux. C’est donc un isomorphisme
d’anneaux, d’ou le résultat. O

On a également un autre théoréeme d’isomorphisme, correspondant au troisieme
théoréme d’isomorphisme pour les groupes (le deuxiéme ne donnant rien au niveau
de la structure d’anneau).

THEOREME VII.1.7 (Second théoréme d’isomorphisme). Soit A un anneau, et soient
a,b deuz idéaur de A. On suppose que a C b. Alors, le groupe quotient b/a est un
idéal de A/a, et on a un isomorphisme d’anneaux

(A/a)/(b/a) ~ A/b.
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Démonstration. La premiere partie découle de la proposition VII.1.3. Pour le reste,
on procede comme dans la démonstration du théoréme I1.3.12 (mais en constatant
cette fois que l'on travaille avec des morphismes d’anneaux). O

VII.2. Idéaux premiers, maximaux

DEFINITION VII.2.1. Soit A un anneau commutatif. Un idéal p de A est dit premier
sip # A, et si pour tous a,b € A, on a

abep=-acyp ou bep.

Autrement dit, p est premier si p # A, et pour tous éléments a,b € A\ p, on a

ab e A\ p.
Un idéal m est dit mazimal si m # A et si pour tout idéal a de A, on a

mCaCA=—a=m ou a=A.

Autrement dit, m est maximal si c’est un élément maximal de ’ensemble des idéaux
de A qui sont distincts de A.

EXEMPLES VII.2.2.

(1) L’idéal (0) est premier si, et seulement si, A est integre.
Cela provient immédiatement de la définition d’'un anneau integre. Les
vérifications sont laissées au lecteur.
(2) Si p est premier, pZ est un idéal premier de Z. La encore, on laisse le lecteur
vérifier ce fait a titre d’exercice.
L’idéal pZ est aussi maximal.

En effet, il est clair que 1 ¢ pZ, donc pZ # Z. Supposons quun idéal
a=nZ,n > 0 vérifie pZ C nZ C Z. Alors, n|p, et donc soit n = 1 ou p. Ainsi,
soit nZ = 7, soit nZ = pZ.

On veut maintenant démontrer ’existence d’idéaux maximaux, existence qui n’est a
priori pas garantie. On commence par des considérations générales sur les ensembles
ordonnés.

DEFINITION VII.2.3. Soit E un ensemble, et soit « < > une relation sur E. On dit
alors que < < > est une relation d’ordre si I’on a les propriétés suivantes :

(1) réflexivité : pour tout € E, on a x < x;

(2) antisymétrie : pour tous x,y € E, (r <yety<z) = x=1y;
(3) transitivité : pour tous z,y,2 € E, (t <yety<z) =z < z.
On note alors z <y siz <yetx#uy.

On dit que la relation d’ordre < < » est totale, ou que (E, <) est totalement or-
donné, si pour tous z,y € F,onaz <youy <.

EXEMPLES VII.2 4.

(1) Soit E un ensemble. Alors, la relation d’inclusion est une relation d’ordre sur
I'ensemble P(E) des parties de E. Cette relation d’ordre n’est pas totale des
que F possede au moins deux éléments.

(2) La relation d’ordre usuelle sur ’ensemble N est une relation d’ordre total.
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DEFINITION VIL.2.5. Soit (E, <) un ensemble ordonné.
On dit que z € E est mazimal si pour tout x € F,ona z <1 = x = 2.
Autrement dit, z € F est maximal s’il n’existe aucun élément = € F tel que z < z.

On dit que z € E est un mazimum (ou un plus grand élément) si x < z pour tout
e b

REMARQUES VII.2.6.

(1) Un maximum, s’il existe, est unique, et c’est aussi le seul élément maximal.
En effet, si 2,2’ € E sont deux maximums de F, on a 2’ < z et 2z < 2/ par
définition d’un maximum, et donc 2z’ = z, par définition d’une relation d’ordre.
De plus, si z € E est un maximum, et si € E vérifie z < z, alors puisque
z < z par définition d’'un maximum, on a x = z. D’autre part, si 2’ € F est
maximal, et puisque 2z’ < z par définition d’un maximum, on a z = 2’.
(2) En revanche, un élément maximal n’est pas nécessairement un maximum.
Par exemple, soit E l'ensemble des parties strictes de X = {0, 1,2}, or-
donné par l'inclusion. Alors, toute partie de X & deux éléments est un élément
maximal, mais F ne possede pas d’élément maximum, car il n’existe pas de
partie stricte de X qui contienne toutes les autres.

(3) Tout ensemble fini totalement ordonné possede un maximum.
DEFINITION VIL2.7. Soit (E, <) un ensemble ordonné, et soit F' une partie non
vide de E. On dit que x € E est un majorant de F sil’on a

y < x pour tout y € F.

On dit que F est inductif si tout sous-ensemble de E totalement ordonné admet un
majorant.

On a alors le résultat suivant.

THEOREME VIL.2.8. [Lemme de Zorn| Tout ensemble inductif non vide posséde un
élément mazimal.

THEOREME VIL2.9 (Krull). Soit A un anneau commutatif.

Alors, tout idéal a # A est contenu dans un idéal maximal. En particulier, tout
anneau commutatif non trivial possede au moins un idéal mazimal.

Démonstration. Considérons I'ensemble F défini par
E={b|b+# Aidéal de A,a C b}.

Alors, FE est non vide (car il contient a), partiellement ordonné par 'inclusion. Soit
(I, <) un ensemble totalement ordonné, et soit F' = (b;);c; une famille d’éléments
de FE totalement ordonnée indexée par I. Autrement dit, pour tous i, j € I tels que
1< j,onab; Cbj. Posons

b= b

iel
Alors, a C b. De plus, b est un idéal de 'anneau A. En effet, si z,y € b, il existe
des indices i, j € I tels que z € b; et y € bj;. Soit & = max(i, j). On a ainsi i < k et
j < k. Puisque F est totalement ordonné, on a alors

r€b; Cby et yeb; Cby.

Puisque by, est un idéal, alors pour tout a € A, on a « + ay € by C b. Donc b est
un idéal de A. De plus, on a b # A. Sinon, b contiendrait 1. Mais alors, il existerait
i € I tel que 1 € b; et donc on aurait b; = A, ce qui contredirait le fait que b; € E.
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Ainsi b € FE, et puisque b; C b pour tout ¢ € I, b est un majorant de F. Ainsi,
E est inductif, non vide et donc contient un élément maximal m par le lemme de
Zorn. On a donc m # A et a C m. Montrons que m est un idéal maximal. Soit b’ un
idéal de A tel que m C b’ C A. Supposons que b’ # A. Alors, on a b’ € F et donc
b’ = m par maximalité de m. Ceci acheve la démonstration du premier point. Pour
montrer le dernier point, il suffit de prendre a = (0), qui est distinct de A, car A
est non trivial. O

On acheve ce paragraphe en donnant une caractérisation des idéaux premiers et
maximaux en termes de quotients.

THEOREME VII.2.10. Soit A un anneau commutatif.

(1) Un idéal p est premier si, et seulement si, A/p est intégre.

(2) Un idéal m est mazimal si, et seulement si, A/m est un corps.
En particulier, tout idéal maximal est premier.

Démonstration.

(1) Supposons que A/p soit integre. En particulier, ce n’est pas 'anneau trivial, et

a
Puisque A/p est intégre, on a @ = 0 ou b = 0, c’est-a-dire a € p ou b € p. Ainsi, p
est premier.

Inversement, si p est premier, alors p # A, donc A/p n’est pas trivial. Si maintenant
a b =0 dans A/p, alors ab = 0, et donc ab € p. Comme p est premier, on obtient
a € poub e p, cest-d-dire @ = 0 ou b = 0. Ainsi, A/p est integre.

(2) Supposons A/m soit un corps. Encore une fois, anneau quotient n’est pas
trivial, et m # A. Soit a un idéal de A tel que m C a C A, et supposons que a # m.
On doit montrer que a = A. Soit a € a\ m. Alors, @ # 0, et donc @ est inversible,
puisque A/m est un corps. Ainsi, il existe b € A/m tel que @ b = 1. On a donc
1—ab=0, et donc 1 —ab € m C a. Puisque a € a et a est un idéal, ab € a, donc
1= (1—ab)+ ab € a. Ainsi a contient un élément inversible, et donc a = A par le
lemme VI.5.12. 1l s’ensuit que m est maximal.

Inversement, si m est un idéal maximal, alors m # A, et A/m est non trivial. Soit
a € (A/m)\ {0}. Ainsi, a ¢ m. Soit @ = aA + m; c’est un idéal de A (en fait,
c’est l'idéal engendré par a et les éléments de m). Alors, m C a et m # a, puisque
a € a'\ m. Par maximalité de m, on obtient a = A. En particulier, a contient 1, et
donc il existe b € A et € m tels que 1 = ba + x. Ainsi, 1 = ba et @ est inversible.
L’anneau A/m est donc bien un corps.

Un corps étant integre par la proposition VI.3.7, on obtient le dernier point. Ceci
acheve la démonstration. O

ExeEmMPLES VII.2.11.

(1) Les idéaux premiers de Z sont exactement (0) et les pZ, p premier.

(2) Les idéaux maximaux de Z sont les pZ, p premier.

VII.3. Théoréme chinois

Nous allons maintenant démontrer un théoreme qui permet parfois de décortiquer
un peu la structure d’un anneau quotient. On commence par une définition.
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DEFINITION VII.3.1. Soit A un anneau commutatif. On dit que deux idéaux a et b
sont comazximauzr sion a a+b = A.

Cela revient a dire qu’il existe a € a et b € b tels que a + b = 1.

ExEMPLE VII.3.2. Deux idéaux nZ et mZ de Z sont comaximaux si, et seulement
si, les entiers n et m sont premiers entre eux, puisque d’apres la proposition 11.5.2,
on a

nZ + mZ = pged(n, m)Z.

LeMmME VIL.3.3. Soient ai,...,a,41 des idéaux de A deuzr a deux comazrimauz.
Alors, a1 N ---Nay, et a,11 sont comazimauz.

Démonstration. Puisque a; +a,+1 = A pour tout ¢ € [1,n] par hypothese, il existe
a; € a; et by, ..., b, € a,yq tels que

a; +b; =1 pour tout i € [1,n].

On a donc
(a1+b1)-~-(an+bn) =1.
En développant et en utilisant le fait que a,11 est un idéal, on peut donc écrire

al"'an+b:17 bean-{-l-

Mais a1 ---a, € ap N---Na,, car a; € a; et chaque a; est un idéal de A, d’ou le
résultat. O

Notation. Soit a un idéal de A, et soient z,y € A. Si x — y € a, on le notera
r=y mod a.

Si de plus a = (a), on le notera aussi

x =y lal.
ProrosITION VII.3.4. Soit A un anneau commutatif, et soient ay, ..., a, des idéauz
de A deux a deux comazximauz. Alors, pour tous x1,...,x, € A, il existe x € A tel
que
r = x; mod ag
r = x, moda,

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Si n = 1, 1 est une solution du
systeme. Supposons que n = 2. Puisque a; et a; sont comaximaux, il existe a; €
ay,as € as tels que a; +as = 1. Soient alors x1, x5 € A, et posons x = x1as + x2a1.
Alors, on a

r=x1(1—a1) + r201 = 21 + a1(z2 — x1),
et donc x = 1 mod a;. De méme, on a

x = x109 + x2(1 — ag) = xy + az(x; — x2),
et donc x = x5 mod ay. Le théoréeme est donc vrai pour n = 2.
Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour n > 2, et montrons le au rang
n + 1. Soient aj,...,a,41 des idéaux de A deux a deux comaximaux, et soient
Z1,...,Tne1 € A. Par hypothese de récurrence, il existe y € A tel que

y=x; mod a; pour tout i € [1,n].

D’apres le lemme précédent, a; N --- Na, et a,4; sont comaximaux. Par le cas
n = 2, il existe z € A tel que

r=y modayN---Na, et z=2x,41 mod a,4.
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Mais alors, on a aussi
x=y=uwx; moda; pour tout i€ [1,n],

et le résultat est vrai au rang n + 1. Ceci acheéve la récurrence et la démonstration.
O

On a alors le résultat suivant.

THEOREME VIL.3.5 (chinois). Soient a1, ...,a, des idéaur de A deux & deuz co-
mazimauz. Pour tout i € [1,n], et pour tout a € A, on note [a]; la classe de a
modulo a;.

Alors, le morphisme
fiA— Aoy x---x Ala,
x — ([z]1,. ., [2]n)
est surjectif, de noyau ayN---Na,. En particulier, on a un isomorphisme d’anneaux
A/agN---Na, ~Afag X -+ X Alay,.

Démonstration. La surjectivité de f est une reformulation de la proposition précédente.
Un élément = € A est dans le noyau de f si, et seulement si, on a [z]; = [0]; pour
tout ¢ € [1,n], c’est-a-dire si, et seulement si, z € a; pour tout ¢ € [1,n]. Ainsi,

Ker(f) = ag N ---Na,. Le dernier point est une simple application du premier
théoreme d’isomorphisme a f. O

Nous continuons ces considérations en donnant une formulation un peu différente
du théoreme chinois, mais qui s’avére extrémement pratique dans certains cas.

On commence par introduire une nouvelle notation.

Notation. Soit n > 0 un entier. Si ay, ..., a, sont n idéaux de 'anneau A, on note
ap - -+ a, l'idéal engendré par les éléments de la forme

ai---Qp, a; € 0;.

Lorsque a; = --- = a, = a, on le note simplement a™.
REMARQUES VIL3.6.
(1) Lorsque n = 0, on obtient I'idéal engendré par le produit vide, & savoir 1, et
doncay---a, =Asin=0.
(2) le produit d’idéaux est associatif : si a, b, ¢ sont des idéaux de A, on a
(ab)c = abc = a(be).

Il suffit pour s’en convaincre d’écrire explicitement les éléments dans chaque
cas.

EXEMPLE VIL.3.7. Si a; = (a;) pour i € [1,n], on vérifie facilement que

alan:(alan)

On a alors le lemme suivant.

LEMME VIL.3.8. Soit n > 0, et soient a1, ...,a, des idéaur de A. Alors, on a
ay -y, Cap NNy,

Si de plus ay,...,a, sont deux a deux comazimauz, alors on a

ay--ap=a;MN---Nay,.
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Démonstration. Montrons la premieére partie. Pour cela, il suffit de vérifier que pour
tousa; € a1,...,a, € Ay,0naay---ay € a;N---Nay,, ce qui est clair, car a; est un
idéal. Nous allons démontrer la seconde partie par récurrence. Il reste simplement
a démontrer I'inclusion non triviale

apN---Na, Caj---a,.
Sin =0oul,il n’y arien a faire. Montrons-le pour n = 2. Les idéaux a; et as
étant comaximaux, il existe a1 € a; et as € as tels que ay + as = 1.
Soit maintenant x € a; Nas. On a alors
r=x1=uxa1 +xas = a1x + Tas.

Or, a1z, xas € ayas par définition, puisque x € a3 N as. Mais alors, x € ajaz, et on
a fini.

Supposons maintenant avoir montré le résultat pour un produit de n idéaux, avec
n > 2, et solent aj,...,a,4+1 17 + 1 idéaux deux a deux comaximaux. D’apres le
lemme VII.3.3, les idéaux a, N ---Na, et a,4+1 sont comaximaux. En utilisant le
cas n = 2, puis I’hypothese de récurrence, on obtient donc

a N Na, Ny = (@ N Nay)dprr = (A 0y) g1
On acheve alors la récurrence en utilisant la remarque VII.3.6 (2). g

On obtient alors une nouvelle formulation du théoréme chinois.

THEOREME VIL3.9. Soit A un anneau, et soient aq,...,a, des idéaur de A deux
a deux comazimauz. Pour tout i € [1,n], et tout a € A, on note [a]; la classe de a
modulo a;.

Alors, le morphisme
fiA— Aoy x---x Ala,
x — ([z]1, .-, [x]n)

est surjectif, de noyau ay ---a,. En particulier, on a un isomorphisme d’anneauz

Aflay - -a, ~ Ajag X -+ X Afa,.

Lorsque a = (a) et b = (b), les idéaux a et b sont comaximaux si, et seulement si, il
existe u,v € A tels que ua + vb = 1. De tels éléments méritent un nom particulier.

DEFINITION VII.3.10. Soit A un anneau commutatif. Deux éléments a,b € A sont
étrangers s’il existe u,v € A tels que ua + vb = 1.

ExeEMPLE VIL.3.11. Deux entiers n,m € Z sont étrangers si, et seulement si, ils
sont premiers entre eux, d’apres le théoréme de Bézout '.

Dans le cas ou tous les idéaux ay,...,a, sont principaux (par exemple lorsque A
est un anneau principal), le théoréme chinois se retraduit alors comme suit.

THEOREME VIL.3.12. Soit A un anneau commutatif, et soient a1,...,a, € A deuz
a deux étrangers.

Alors, le morphisme

fiA— Af(ar) x - x Af(an)
x — ([]1,. .., [x]n)

1. On verra néanmoins dans le chapitre suivant que cela n’est pas toujours le cas dans tous les
anneaux dans le chapitre suivant, une fois les notions de divisibilité et d’éléments premiers entre
eux généralisées convenablement.
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est surjectif, de noyau (ay - - - a,). En particulier, on a un isomorphisme d’anneaux

Af(ay---an) = A/(ar) x -+ x Af(ay).



Chapitre VIII

Divisibilité dans les anneaux

Un anneau pour les factoriser tous, un anneau pour les plonger dans une descente
infinie et enfin démontrer cette conjecture infernale !I*

On s’intéresse dans ce chapitre a la factorisation dans un anneau integre. On veut
en particulier savoir si le théoreme fondamental de I'arithmétique pour les entiers
se généralise. Pour cela, on doit tout d’abord trouver des substituts a la notion de
divisibilité, ainsi qu’a la notion de nombre premier.

VIII.1. Divisibilité, éléments irréductibles et premiers

DEFINITION VIIL.1.1. Soit A un anneau commutatif, et soient a,b € A. On dit que
a divise b 8’il existe x € A tel que b = ax, ou de maniere équivalente, si 'on a
(b) C (a). On le note a | b.

On dit aussi que a est un diviseur de b, et que b est un multiple de a.

REMARQUES VIII.1.2.

(1) Cette définition souleve une petite difficulté lorsque b = 0. En effet, tout
élément a € A est un diviseur de 0 au sens précédent (puisque l'on peut tou-
jours écrire 0 = a 0), mais pas nécessairement un diviseur de zéro au sens de
la définition VI.2.6.

(2) La notion de divisibilité est relative & un anneau ambiant fixé (cf. les points
(2) et (3) de la série d’exemples qui suit). Il est donc important que I’élément
x de la définition soit un élément de I'anneau A dans lequel on travaille.

ExeEmMpPLES VIII.1.3.

(1) Dans un anneau non trivial, 0 ne divise aucun élément non nul.
(2) Dans Z, l'entier 2 ne divise pas 3. Sinon, on aurait 3 = 2m pour m € Z, ce qui
est faux, puisque 3 est impair.

3
(3) On a 2|3 dans Q puisque 3 = 2-5.

(4) Dans Z[i], 2 ne divise pas 1+4i. Sinon, on aurait 14+¢ = 2z, z € Z[i]. En écrivant
z=a+bi,a,b, € Z, on obtient 1 4+ ¢ = 2a + 2bi, et en particulier 1 = 2a dans
7, ce qui est impossible.

(5) Onal+i|2dans Z[i] puisque 2 = (1 +i)(1 — i), et 1 —i € Z[d].

DEFINITION VIIL.1.4. On dit que deux éléments a,b € A sont associés si a | b et

b | a, autrement dit si (a) = (b). Si Panneau A est integre, cela revient & dire que
b=au,u e A*, d’apres le lemme VI.5.12 (3).

La relation < étre associés > est une relation d’équivalence.

1. Sauron de Mordor, alors qu’il était en train d’essayer de démontrer en vain le grand théoréme
de Fermat en factorisant en produits d’éléments irréductibles dans Z[(y,].

139
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REMARQUE VIII.1.5. Si A est un anneau commutatif quelconque, alors deux éléments
égaux a un inversible pres sont clairement associés. En revanche, si 'anneau A n’est
pas integre, deux éléments peuvent étre associés sans étre égaux a un inversible pres.

Par exemple, si A = Z[X,Y, Z]/(X(1 —Y Z)), on peut montrer les faits suivants :
(i) A ={=1};
(i) X et XY sont associés;

(iii) X et XY ne sont pas égaux & un inversible pres.
La démonstration de ces affirmations est laissée en exercice au lecteur.

Maintenant que l'on a la notion de divisibilité appropriée, on peut introduire la
notion d’éléments premiers entre eux.

DEFINITION VIII.1.6. On dit que deux éléments a et b de A sont premiers entre
eux si pour tout d € A, on a

dla et d|b=de A*.
Autrement dit, deux éléments sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs com-
muns sont les éléments inversibles.

EXEMPLE VIII.1.7. Deux éléments a,b € A étrangers sont premiers entre eux.

En effet, supposons que a et b soient étrangers. Il existe donc u,v € A tels que
ua+bv =1. Soit d € A tels que d | a et d | b. Alors, d | (ua + vb), c’est-a-dire d | 1.
La définition entraine alors immédiatement que d € A*.

REMARQUE VIII.1.8. On peut démontrer que la réciproque est fausse en général.

Par exemple, 2 et X sont premiers entre eux dans Z[X|, mais ne sont pas étrangers
(exercice).

On peut aussi généraliser la notion de pged et de ppcm.

DEFINITION VIIL.1.9. Soit A un anneau, et soient a,b € A. On dit que d € A est
un pged de a et b si d vérifie les propriétés suivantes :

(1) onad|aetd]|b;
(2) pour tout c€ Atelqueclaetc|b onacld.

On dit que m € A est un ppcm de a et b si m vérifie les propriétés suivantes :

(1) onaa|metd|m;

(2) pour tout c€ Atelquealcetdb|ec,onam]|ec.

Attention! En général, un pged et un ppcm n’existent pas nécessairement. Par
exemple, si A = Z[i\/g], on peut montrer que 9 et 3(2+ 2\/5) n’ont pas de pged, et
que 3 et 2 +i/5 n’ont pas de ppem.

REMARQUES VIII.1.10.

(1) Sia =0, alors un pged de a et b est b. En effet, b divise a la fois 0 et b. Si
maintenant ¢ € A divise 0 et b, il divise b.
En particulier, si a = b =0, un pged de a et b est 0.
(2) Si(a,b) # (0,0), alors un pged de a et b (lorsqu'’il existe) est non nul. En effet,
si par exemple a # 0, on a a = da’,a’ € A. Comme a # 0, on a nécessairement

d+#0.
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(3) Sia=0o0ub=0, alors 0 est un ppcm de a et b. En effet, 0 est un multiple
commun a a et b. De plus, si ¢ est un multiple commun a a et b, alors ¢ = 0.
Dans ce cas, ¢ est bien multiple de 0.

(4) Si a et b sont non nuls, un ppcm m de a et b (sl existe) est non nul dés que
A est integre, puisque m divise ab, qui est non nul par intégrité.

Le pgcd et le ppem, lorsqu’ils existent, sont essentiellement uniques.

LEMME VIIL.1.11. Soit A un anneau. Alors, un pged et un ppem de deux éléments,
lorsqu’ils existent, sont uniques a association prés. Autrement dit, les idéaux en-
gendrés par un pgcd et un ppcem respectivement sont indépendants du pged et ppem
choisis.

En particulier, si A est intégre, deuz pged/ppem sont égauz ¢ multiplication par un
élément inversible pres.

Démonstration. On le montre pour le pged, le cas du ppcm étant similaire. Sup-
posons que d et d’ soient deux pged de a et b. Alors, puisque d’ est un pged de a
et b et que d est un diviseur commun & a et b, on a d | d’. De méme, on a d’ | d.
Autrement dit, d et d’ sont associés, ce qui revient & dire que (d) = (d’). Lorsque
Panneau A est intégre, cela équivaut a dire qu'il existe u € A* tel que d = ud’ (cf.
définition VIII.1.4). O

REMARQUE VIII.1.12. Soient a,b € A. Alors, a et b sont premiers entre eux si, et
seulement si, 1 est un pged de a et b. Dans ce cas, tout pged de a et b est inversible.

En effet, si a et b sont premiers entre eux, alors tout diviseur commun est inversible.
En particulier, la définition montre alors que 1 est un pged de a et b, puisque tout
élément inversible divise 1. Tout pgcd de a et b est alors inversible par le lemme
précédent. Inversement, si 1 est un pged de a et b, alors tout diviseur commun divise
1, et est donc inversible. Mais cela veut exactement dire que a et b sont premiers
entre eux.

Revenons maintenant a I’étude de la factorisation dans un anneau. Un élément
a € A\ {0} admet toujours comme diviseurs u € A* et va,v € A*, puisque l'on
peut écrire

a=u(u"ta) = (va)v~!.
Il se peut qu’il n’y en ait pas d’autres. Par exemple, les seuls diviseurs d’un nombre
premier p dans Z sont +1, +p. Ceci motive la définition suivante.

DEFINITION VIIL.1.13. Un élément 7 € A est dit irréductible s’il est non nul, non
inversible, et si pour tous a,b € A, on a

T=ab=a€ A* ou be A*.

Cela revient a dire que 7 est non nul, non inversible, et que ses seuls diviseurs sont
les éléments u € A* et v, v € A*.

REMARQUE VIII.1.14. Si w € A est irréductible, alors pour tout u € A*, un est
irréductible. Ceci est laissé en exercice au lecteur.

Attention! Un anneau ne possede pas nécessairement d’éléments irréductibles,
par exemple si c’est un corps.

Il y a aussi des exemples moins triviaux. Par exemple, 'anneau Z/6Z ne possede
pas d’éléments irréductibles (exercice). En revanche, exhiber un anneau integre
qui n’est pas un corps et ne possédant pas d’éléments irréductibles est nettement
plus délicat.
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EXEMPLES VIII.1.15.

(1) Un entier relatif n € Z est irréductible si, et seulement si, n = £p, p premier.

(2) Soit A = Z[iv/3]. Alors, les éléments 2 et 1+i+/3 sont irréductibles non associés
deux a deux.

Remarquons tout d’abord que si z € A est inversible si, et seulement si,
|22 = 1.

En effet, si [2|? = 1, alors 2z = 1, et comme on a aussi Z € A, on en déduit
que z est inversible. Inversement, si z est inversible, alors il existe 2’ € A tel
que zz' = 1, et donc |2|?|2|?> = 1. Comme |z|? et |2/|? sont des entiers positifs,
on en déduit en particulier que |z|? = 1.

Déterminons A*. Par ce qui précede, z = a + ibv/3 est inversible si, et
seulement si, a® + 3b> = 1. Nécessairement, on a b = 0, ce qui implique que
a = £1. Réciproquement, 1 et —1 sont inversibles. Par conséquent, on a A* =
{£1}.

Supposons maintenant que z soit égal & 2,1+ iv/3 ou 1 — iv/3.

Alors, on a |z|?> = 4, donc z est non nul et non inversible par le point
précédent. De plus, si 'on a 2z = 2122, z; € A, alors |z1|? | 4. On a donc

|z1]> = 1,2 ou 4

selon les cas. Dans le premier cas, z; € A%, et dans le dernier, 2o € A* (car
on a alors |29]? = 1). Enfin, supposons que |z1|? = 2, et écrivons
21 =a+ibV3, a,beZ.
Alors, a® +3b% = 2, et on a donc nécessairement b = 0. Mais alors, on a a? = 2,
ce qui est impossible.
Ainsi, les éléments 2,1 + iv3 et 1 — iv/3 sont irréductibles. Il reste & voir

qu’ils sont non associés deux a deux, ce qui est clair puisque les éléments
inversibles de A sont +1.

REMARQUE VIIL.1.16. Si K est un corps, alors f € K[X] est irréductible si, et
seulement si, il n’est pas constant et ne peut pas s’écrire comme produit de deux
polyndémes non constants, ce qui est la définition classique de l'irréductibilité d’un
polynome.

En effet, si f est constant, alors il est soit nul, soit inversible, car

K[X]* =K* = K\ {0}.

Dans ce cas, il n’est pas irréductible. Si f = f1 fo avec f1, fo € K[X] non constants,
alors f n’est pas irréductible non plus, puisque fi, fo sont alors non inversibles.
Inversement, supposons que f ne soit pas irréductible, et supposons qu’il soit non

constant. Alors, en particulier il est non nul et non inversible, et donc nécessairement,
on a f = fi1fa, avec fi, fo ¢ K[X]* et donc non constants.

La notion de polynéme irréductible a coefficients dans un anneau quelconque est
plus délicate.

ExXEMPLES VIIL.1.17.
(1) Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

(2) Les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les po-
lynémes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

La notion d’élément irréductible nous permet de donner d’autres exemples d’éléments
premiers entre eux.
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ExEMPLE VIIIL.1.18. Soient m, 7’ € A deux éléments irréductibles non associés.
Alors, 7 et #' sont premiers entre eux. En effet, soit d € A tel que d | w et d | 7.
1l existe donc des éléments b, b’ € A tels que m = db et # = db’. Puisque 7 est
un élément irréductible, on a d € A* ou b € A*. Supposons que b € A*. Alors,
d="b"1r et ©’ = (b=1)w. Comme 7 est irréductible, 7 est non inversible. Mais,
7’ étant un élément irréductible, on en déduit que 'on a v = b=’ € A*X. En
particulier, 7 et 7’ sont associés, ce qui contredit ’hypothese. Ainsi, d € A%, ce que
I’on voulait vérifier.

Il n’est pas toujours aisé de démontrer qu’un élément est irréductible. Le lemme
suivant donne une condition suffisante pour qu’un élément de A soit irréductible.

LEMME VIIL.1.19. Soit A un anneau, et soit 1 € A. Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(1) lidéal (m) est premier non nul;
(2) 7 est non nul, non inversible, et pour tous a,b € A, on a

mlab=7|a ou 7|b.

St de plus A est intégre, et si m vérifie une de ces deux conditions équivalentes,
alors w est 1rréductible.

Démonstration. Soit m € A. Supposons que (7) soit premier non nul, et soient
a,b € A tels que 7 | ab. Alors, on a ab € (), et puisque () est un idéal premier, on
aa€ (m)oub e (m), cest-a~dire 7 | @ ou 7 | b. De plus, on a 7w # 0, car () # (0),
et m ¢ A*, car (m) # A. Inversement, si 7 vérifie la condition (2), montrons que ()
est premier. Puisque 7 est non inversible et non nul, on a (7) # (0), et (7) # A. Si
maintenant a,b € A vérifient ab € (7), alors 7 | ab, et donc par hypotheése 7 | a ou
7 | b, soit encore a € (7w) ou b € (7). Ainsi, (7) est premier.

Supposons maintenant que A soit integre, et que 7 vérifie (2) par exemple. Montrons
que 7 est irréductible. Par hypotheése, 7 est non nul et non inversible. Soient a,b € A
tels que m = ab. En particulier, 7 | ab et donc 7 | @ ou 7 | b.

Supposons par exemple que 7 | a. Alors, il existe u € A tel que a = um, et donc
m = urb. Comme A est inteégre et w # 0, on obtient 1 = ub. Par conséquent, b € A*.
Ainsi, 7 est irréductible. O

Les éléments vérifiant une des conditions équivalentes du lemme VIII.1.19 méritent
un nom particulier.

DEFINITION VIIL.1.20. Soit A un anneau. Un élément m € A est dit premier s’il est
non nul, non inversible, et si pour tous a,b € A, on a

m|lab=m|a ou w|b.

De maniere équivalente, m € A est premier s’il engendre un idéal premier non nul

de A.
ExeMPLE VIII.1.21. Tout nombre premier p est un élément premier de Z.

REMARQUE VIII.1.22. Si A est integre, tout élément premier est irréductible,
d’apres le lemme VIII.1.19. Ce n’est plus vrai si A n’est pas integre. De plus, un
élément irréductible n’est pas nécessairement premier, comme le montre ’exemple
suivant.
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EXEMPLE VIIL1.23. Soit A = Z[iv/3]. Alors, 2 est un élément irréductible d’apres
lexemple VIII.1.15 (2). En revanche, il est non premier.

En effet, on a 2 |4 = (1 +4v3)(1 — iv/3), mais 21 1 £ /3.

Continuons par un lemme utile.

LEMME VIIL.1.24. Soit f: A =% B un isomorphisme d’anneauz. Alors, pour tout
m € A, 7 est irréductible si, et seulement si, f(m) est irréductible.

Démonstration. Supposons 7 irréductible. Alors, 7 étant non nul et f étant injec-
tive, f(m) est non nul. De plus, f induit un isomorphisme de groupes

f:A* = B
En particulier, puisque 7 n’est pas inversible, f(7) n’est pas inversible non plus.
Supposons maintenant que 1’on ait

f(r) = be, b,c € B.

Alors, on a 7 = f~1(b)f~*(c). Par hypothese, f~1(b) ou f~1(c) est inversible dans
A, et ainsi b ou ¢ est inversible dans B. Par conséquent, f(7) est bien irréductible.
Si maintenant f(7) est irréductible, alors par le point précédent appliqué & f~!, on
obtient que 7 est irréductible, ce qui acheve la démonstration. O

On peut maintenant se poser la question suivante : tout élément non nul d’un
anneau A peut-il se décomposer en produit d’un élément inversible et d’éléments
irréductibles 7 Si oui, la décomposition est-elle unique a permutation et association
pres des facteurs?

En ce qui concerne l'existence d’une telle décomposition, la réponse est non en
général. On peut exhiber des exemples d’anneaux pour lesquels certains éléments
n’ont pas de décomposition, ou pire, des exemples d’anneaux qui ne sont pas des
corps et qui ne possedent aucun élément irréductible. L’exemple suivant montre
que l'unicité d’une décomposition n’est pas non plus assurée.

EXEMPLE VIIL.1.25. Soit A = Z[iv/3]. D’aprés 'exemple VIIL.1.15 (2), les éléments
2,14 1iv/3 et 1 — /3 sont irréductibles non associés deux & deux. En revanche, on
a

4=2%=(1+iV3)(1—1iV3).

Ainsi, 4 possede deux décompositions distinctes.

L’exemple précédent montre que dans un anneau quelconque, un élément peut avoir
deux décompositions en produit d’un élément inversible et d’éléments irréductibles,
sans que les éléments irréductibles mis en jeu soient associés deux a deux apres
une permutation convenable des facteurs. Le lemme suivant montre que les choses
se passent beaucoup mieux si les éléments intervenant dans la décomposition sont
premiers.

LEMME VIII.1.26. Soit A un anneau intégre. On suppose que l'on a une égalité

/

=
uﬂ-l...ﬂ-T:uﬂ-l...ﬂ-s’

ot r,s >0, uyu’ € A*, m,...,m sont premiers, et w, ..., sont irréductibles.
Alors, r = s et il existe une permutation o € &, telle que les éléments T} el my(;)
soient associés pour tout i € [1,r].

Démonstration. Gardons les notations de 1’énoncé.
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On veut démontrer que r = s et que chaque m; est associé a un 7r;». Nous allons
le faire par récurrence sur r. Plus précisément, I’hypothese de récurrence sera la
suivante :

(H,) Silon a une égalité

!

!,
uﬂ-l...'ﬂr:uﬂ'l...rﬂs’

avec s > 0,u,u’ € AX m,..., T premiers et m,...,m, irréductibles, alors on a

S
r = s et chaque 7; est associé a un 7r§-.

Traitons d’abord le cas = 0. On a donc u = w'w} - - - 7w, soit

uw tur) ol = 1.
Supposons que s > 1. Alors, 1’égalité précédente implique que 7 est inversible, ce

qui est absurde puisque 7 est irréductible. Ainsi, s = 0 et (Hp) est vraie.

Supposons maintenant que (H,) soit vraie pour un entier r > 0, et montrons que
(H,41) est vraie. Considérons donc une égalité du type

!

/!
UMY - Mpg] = U T - - T,

avec s > 0.

Puisque 7 est premier et que m; | w'm} -7, on a m | v ou 7 divise un des 7.
Le premier cas ne peut se produire, puisque 7 est premier, donc non inversible.

Alinsi, quitte & changer la numérotation, on peut supposer que 71 | 7;. On a donc
™ =wvm,v € A.

Puisque 7} est irréductible, on a m € A* ou v € A*. Mais, m étant premier,
il est non inversible et donc v € A*. Ainsi, m et 7} sont associés. On a donc
m =wvm,v € A*, et en simplifiant par 71 par intégrité, on obtient

!/

umy -+ Ty = womhmh L.

Par hypothese de récurrence, on obtient que s — 1 = r et que chaque élément
irréductible m;,7 > 2 est associé a un 7r§,j > 2. Comme 7 est associé & 7}, cela
acheve la récurrence, ainsi que la démonstration. O

REMARQUE VIII.1.27. Le lecteur remarquera que cette démonstration est calquée
sur la démonstration de I'unicité d’une décomposition d’un entier non nul en produit
de facteurs premiers et de +1.

Tout ce qui précede montre que les propriétés arithmétiques de Z ne sont plus
vraies en général dans un anneau quelconque, méme integre. Nous allons maintenant
montrer que dans les anneaux principaux, tout se passe pour le mieux.

VIIIL.2. Arithmétique des anneaux principaux

Nous commencons ce paragraphe en énongant un résultat d’existence d’un pged et
d’un ppcm, dont la démonstration est identique a celle de la proposition I1.5.2.

ProposiTIiON VIII.2.1. Soient a,b € A, et soient d,m € A tels que
(a) + (b) = (d) et (a)N(b) = (m).
Alors, d est un pged de a et b, et m est un ppem de a et b.

Le résultat suivant est alors une conséquence immédiate de la proposition précédente
et de la remarque VIII.1.12, et généralise le théoreme de Bézout.
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COROLLAIRE VIII.2.2. Soit A un anneau principal.

Deuz éléments a,b € A sont premiers entre eux si, et seulement si, ils sont étrangers.
Autrement dit, a et b sont premiers entre euz si, et seulement si, il existe u,v € A
tels que ua + vb = 1.

On peut alors démontrer une généralisation du lemme de Gauss a tout anneau
principal.

LEMME VIII.2.3 (Gauss). Soit A un anneau principal. Soient a,b € A deux éléments
premiers entre eux. Alors, pour tout ¢ € A, a | bc = a | c.

Démonstration. Gardons les notations de 1’énoncé. Puisque a et b sont premiers
entre eux, par le corollaire précédent, il existe u,v € A tels que ua +bv = 1. On a
alors uac + bcv = c¢. Puisque a divise a et be, il divise alors c. O

Le corollaire VIII.2.2 et le théoréme chinois permettent aussi d’obtenir le résultat
suivant.

THEOREME VIIL.2.4. Soit A un anneau principal, et soient aq,...,a, € A deuz
deux premiers entre eux. Alors, le morphisme

frA— Af(ar) x - x Af(an)
z — ([2]1,...,[2]n)

est surjectif, de noyau (a1 - - ay,). En particulier, on a un isomorphisme d’anneauz

Af(ay--ap) =~ Af(ar) X - x Af(ay).

Nous allons maintenant nous intéresser de plus pres aux éléments irréductibles. Le
lemme suivant est fondamental, et a pas mal de conséquences intéressantes.

LeEMME VIIL.2.5. Soit A un anneau quelconque, et soit m un élément irréductible.
Alors, (7) est maximal parmi les idéaux propres principauz de A. Autrement dit,
pour tout a € A\ A*, on a

En particulier, dans un anneau principal, tout élément wrréductible engendre un
idéal maximal, et tout élément irréductible est premier.

Démonstration. Soit m € A un élément irréductible, et soit a € A\ A%, tel que
(m) C (a). Il existe donc b € A tel que 7 = ab. Puisque 7 est irréductible, et que
a€ A\ A%, onabe A*. Mais alors, (m) = (a), ce qu'il fallait démontrer.

Supposons maintenant que A soit principal, et soit 7 un élément irréductible.
Comme 7 est en particulier non inversible, on a (7) # A. En particulier, il existe
un idéal maximal m contenant (7). Soit @ € A un générateur de m. On a donc
(m) C (a), d’ou (7) = (a) par le point précédent, soit encore (7) = m. Ainsi, (7) est
maximal.

En particulier, () est un idéal premier non nul, car 7 est non nul. Par conséquent,
7 est premier. O

Notons que le fait qu’un élément irréductible d’'un anneau principal soit premier
n’est rien d’autre qu'une généralisation du lemme d’Euclide, bien connu dans Z.
Ce résultat est suffisamment important que nous le reformulions & part dans un
lemme.
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LEMME VIIL.2.6 (Euclide). Soit A un anneau principal, et soit m € A un élément
irréductible. Alors, pour tous a,b € A, on a

mlab=7|a ou 7|b.

Continuons en énongant une autre conséquence du lemme VIII.2.5.

PROPOSITION VIII.2.7. Soit A un anneau principal. Alors, tout idéal premier non
nul est maximal.

Démonstration. Soit p un idéal premier non nul, et soit 7 € A un générateur de
p. Alors, 7 est en particulier irréductible par le lemme VIII.1.19. D’apres le lemme
VIIL.2.5, p = () est maximal. O

Le corollaire suivant est extrémement utile.

COROLLAIRE VIIL.2.8. Soit A un anneau principal, et soit m € A\ {0}. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(1) lanneau A/(m) est un corps;
(2) lUanneau A/(m) est intégre;

(3) 7 est irréductible.

Démonstration. D’apres le théoreme VII.2.10, cela revient a démontrer que les
équivalences

() est maximal <= (7) est premier <= 7 est irréductible.

Comme 7 est non nul, tout ceci découle de la proposition VIII.2.7 et du lemme
VIIL.2.5. O

Nous allons maintenant nous intéresser a l’existence et 'unicité d’une décomposition
d’un élément non nul en produit d’un inversible et d’éléments irréductibles. La
premiere question qui vient naturellement a l’esprit est la suivante : un élément
non nul et non inversible admet-il un diviseur irréductible ?

LEMME VIIL.2.9. Soit A un anneau principal. Alors, tout élément non nul et non
inversible posséde un diviseur irréductible. En particulier, tout anneau principal qui
n’est pas un corps posséde au moins un élément irréductible.

Démonstration. Soit a € A un élément non nul et non inversible. Puisque a est
non inversible, on a (a) # A. L’idéal (a) est donc contenu dans un idéal maximal
m par le théoreme de Krull. En particulier, m est un idéal premier, non nul (sinon
a serait nul). Ecrivons m = (). Alors, 7 est premier, donc irréductible puisqu’un
anneau principal est integre. Mais alors, comme (a) C (), on a 7 | a, et ™ est un
diviseur irréductible de A. Le second point est alors clair. 0

On peut alors énoncer et démontrer le théoréeme suivant.
THEOREME VIIL.2.10. Soit A un anneau principal.
Alors, tout élément non nul a € A peut s’écrire

a=umy T,

ol T, ..., T, sont irréductibles, et u € A*. De plus, cette écriture est unique a per-
mutation et association des facteurs prés. Autrement dit, si l’on a deux décompositions

1! !
aAQ=UTp" Ty =UT " "Tg,

alors r = s et il existe 0 € G,. telle que m; et Wg(i) sotent associés pour tout entier
ie1,r].
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Démonstration. Soit a € A\ {0}. Commengons par démontrer 1'existence d’une
décomposition de la forme voulue. Si a € A%, c’est clair. On suppose donc que
A n’est pas un corps, et que a est non nul et non inversible. D’apres le lemme
précédent, a possede au moins un diviseur irréductible m; € A. Ecrivons a =
miai, a1 € A. Si a; est inversible, on s’arréte. Si a; n’est pas inversible, on a
(a) € (a1). En effet, puisque a1 | a, on a (a) C (a1). De plus, si (a) = (ay), on
a a = uay, pour un certain u € A* (car A est integre). Mais alors a = m a1 = uay.
Remarquons maintenant que a; # 0, car a # 0. Par intégrité, on a m = u € A*,
d’ol1 une contradiction.

Puisque a; est non nul et non inversible, il posseéde alors un diviseur irréductible
9. On écrit alors a; = maaq. Si as est inversible, on s’arréte. Sinon on a comme
précédemment (a1) C (az2) et on continue. Supposons que 'élément a,, construit
a I’étape n ne soit jamais inversible. Par récurrence, on construit alors une chaine
infinie d’idéaux
(@) S (a1) G- Clan) G-,
ol a, € A\ A* pour tout n > 1.
Posons ap = a et soit a = U (ap). Alors, a est un idéal de A. Puisque A est un
n>0
anneau principal, il existe un élément z € A tel que a = (). En particulier, z € (a;)
pour un certain entier j > 0, et donc
(z) C (a;) Ca= (),

d’ou (z) = (a;). Mais alors, on obtient

(x) = (a5) & (aj+1) C (@),

et donc (z) C (z), d’ot une contradiction.

=

Ainsi, il existe n > 1 tel que a, € A*. En posant © = an41, on obtient alors
a = um ...mT,, ce qui est la décomposition cherchée. L’unicité découle du lemme
VIIIL.1.26, puisque tout élément irréductible est premier d’apres le lemme VIII.2.5.

O

Il peut étre intéressant d’avoir une réelle unicité de la décomposition d’un élément
en produits d’irréductibles. Pour cela, on introduit la notion de systeme complet
de représentants irréductibles.

DEFINITION VIII.2.11. Soit A un anneau. Un systéme complet de représentants
irréductibles (s.c.r.i.) est un sous-ensemble &2 de A tel que :

(1) tout élément de & est irréductible;

(2) tout élément irréductible de A est associé & un unique élément de & ;

ExXEmMPLES VIII.2.12.

1) A=2,2=1{2,3,57,11,...}

(2) A=2,2={-2,-3,-5,-7,...}

3) A=C[X], Z={X—-a|aeC}.

(4) A= K[X] (ou K est un corps), & est 'ensemble des polynémes irréductibles

unitaires.

Un tel s.c.r.i. existe toujours. En effet, il suffit de munir ’ensemble des éléments
irréductibles de A de la relation d’équivalence < étre associés >, et de prendre un
représentant dans chaque classe d’équivalence.
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Une fois choisi un s.c.r.i. &, lorsque A est principal, on peut toujours écrire chaque
diviseur irréductible intervenant dans une décomposition d’un élément a € A non
nul comme le produit d’un élément inversible et d’un élément de &?. En regrou-
pant les termes, on voit que a s’écrit comme produit d’un élément inversible et de
puissances d’éléments de .

Le théoreme VIII.2.10 peut alors se reformuler comme suit.

THEOREME VIII.2.13. Soit A un anneau principal, et soit & un s.c.r.i. Alors, tout
élément a € A\ {0} s’écrit sous la forme

a=u || F ISk

ou u € A et les entiers ny € N sont tous nuls, sauf un nombre fini. De plus,
lélément u € A et la famille d’entiers (ng)zco sont uniques.

La démonstration de ’équivalence de ces deux énoncés est laissée a la sagacité du
lecteur.

Grace a ce dernier théoréme, on obtient alors une conséquence du théoréeme chinois,
qui généralise le théoreme VI.4.1.

THEOREME VIIL.2.14. Soit A un anneau principal, soit & un s.c.r.i. de A, et soit
a€ A\{0}. Sia=u H 7w, alors, on a un isomorphisme d’anneauz
e

Af(a) ~ J] 4/(=").

TeP

Démonstration. 1l suffit de remarquer les éléments 7"~ sont premiers entre eux
deux a deux en utilisant le lemme d’Euclide par exemple, et d’appliquer le théoréeme
VIIIL.2.4. O

On peut aussi faire en sorte d’avoir unicité d’un ppcm et d’un pged, en introduisant
la notion d’élément normalisé.

DEFINITION VIII.2.15. Soit A un anneau principal, et soit & un s.c.r.i. On dit
qu'un élément a € A est normalisé (par rapport & &) §'il est nul, ou s’il est non
nul et s’écrit sous la forme

a= H "

TED
avec n, > 0, ou les entiers n, sont tous nuls sauf un nombre fini. Tout élément de
A non nul s’écrit alors de maniére unique comme produit d’un élément inversible
et d’un élément normalisé.

REMARQUE VIII.2.16. Si l'on fixe un s.c.r.i. d’'un anneau principal A, tout idéal
principal admet alors un unique générateur normalisé. Cela provient du fait que
deux générateurs d’un idéal principal dans un anneau integre different d’un inver-
sible.

En particulier, il existe un unique pgcd normalisé et un unique ppcm normalisé de
deux éléments.

A titre d’exercice; le lecteur montrer que si a,b € A sont tous les deux non nuls, et
a = H 7' et b= H 7 alors le pged et le ppem normalisés de a et b sont
e TeP
respectivement
H 71_rrlirx('rL7T,'rrz7r) ot H 7Tmax(’nﬁ,mw).
e TELP
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Pour finir ce paragraphe, notons que le théoreme VIII.2.13 donne en théorie un
moyen de calculer un pged de deux éléments a,b non nuls d’'un anneau principal,
une fois choisi un s.c.r.i. &. 1l suffit en effet d’écrire la décomposition de a et b en
produit d’un inversible et de puissances d’éléments de &2, et de procéder comme
dans Z.

Néanmoins, cela suppose que 1’on sache expliciter décomposition en produits d’irréductibles
d’un élément donné, ce qui suppose aussi implicitement d’avoir un test fiable d’irréductibilité.
Ceci est déja impossible de maniere efficace dans Z. L’autre possibilité pour calculer

un pged et un ppcem de a et b serait de savoir trouver explicitement un générateur

des idéaux (a,b) et (a) N (b), ce qui est un probléme tout aussi difficile.

En revanche, dans Z, on peut calculer un pged de maniere systématique en utilisant
une successions de divisions euclidiennes, via ’algorithme d’Euclide.

Nous allons maintenant nous intéresser aux anneaux possédant une division eucli-
dienne, et voir que tout ceci se généralise.

VIII.3. Anneaux euclidiens

DEFINITION VIIL.3.1. Un anneau euclidien est un couple (A, ), ot A est un anneau
integre et § : A\ {0} — N est une application telle que, pour tout a € A, et pour
tout b € A\ {0}, il existe ¢, € A tels que

a=gb+r, r=0 ou 4(r) <d(b).

Attention! On ne demande pas 'unicité de q et r.
Lorsque ¢ est spécifiée, on dit simplement que A est euclidien.

EXEMPLES VIII.3.2.

(1) L’anneau Z est euclidien (pour la valeur absolue).
(2) Si K est un corps, K est euclidien pour la fonction constante 1.

(3) Si K est un corps, K[X] est euclidien pour le degré des polynémes, d’apres le
théoreme VI.6.8 et la remarque qui suit.

L’intérét des anneaux euclidiens est donné par le résultat suivant.

ProrosiTioN VIIL.3.3. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Supposons (A, §) euclidien. Alors, A est integre. Soit a un idéal de
A. Sia=(0),i n’y a rien & faire. On peut donc supposer a non nul. L’ensemble
{6(a) | a € a\ {0}} est alors une partie non vide de N, et admet donc un plus
petit élément. Soit ag € a\ {0} réalisant ce minimum. On va montrer que a = (ag).
Puisque a est un idéal de A contenant ag, on a (ag) C a. Réciproquement, soit
a € a. Ecrivons
a=qag+ravecr=0 ou d(r) < d(ap).

Puisque a et ag sont des éléments de a, on a r = a — gag € a. Si r était non nul,
on aurait alors r € a \ {0} et 6(r) < d(ap), ce qui contredirait le choix de ag. Par
conséquent, r = 0 et on a a = gag € (ag). Ceci montre 'inclusion manquante. O

ExEMPLE VIII.3.4. On retrouve le fait que Z et K[X] (K corps) sont des anneaux
principaux. Le lecteur attentif notera d’ailleurs que les démonstrations de ces deux
faits sont identiques a la précédente.

On continue en donnant quelques exemples d’anneaux euclidiens.
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LEMME VIIL3.5. Si A = Z[i], Z[iv/2] et Z[j], alors A est euclidien pour l’application

0: A\{0} — N

z |22
De méme, si A = Z[ﬁ], alors A est euclidien pour 'application
§: A\{0} — N

a+bv2 — |a? — 202
Démonstration. Tous ces anneaux sont integres, puisque ce sont des sous-anneaux
de C.
Supposons tout d’abord que A = Z[i], Z[iv/2] ou Z[v/2], et posons

w= i,i\/§ ou V2,
selon les cas. Tout élément de A s’écrit donc de maniere unique sous la forme

z=a+bw, a,beZ.

Posons B = Q[w]. Tout élément de B s’écrit de maniére unique sous la forme

z=u+ww, u,v € Q.

On définit alors z* = u — vw € B. Dans tous les cas, pour tout z € B, on a
22" =u? —dv? €Q, avecd e {-1,1,2},

et zz* = 0 si, et seulement si, z = 0. On étend I’application § en une application
de B dans Q, encore notée d par abus, en posant

6: B —Q
a+bw — |a® — db?|,

oud=—1,—-2ou 2.
On remarque alors que
d(z) = |22"| pour tout z € B.

Remarquons aussi que pour tous z1,22 € A, on a (z122)* = z72;5. Cela résulte en
effet d’un simple calcul laissé au lecteur. En particulier, pour tous 21,22 € B, on a

0(z122) = |z1222125 | = |z122||27 25| = 0(21)0(22).

Notons enfin que, si z € A\ {0}, 6(2) est un entier strictement positif.

Supposons maintenant que A = Z[j], et soit B = Q[4]. Dans ce cas, ¢ est simplement
le carré du module, et s’étend bien entendu a B. De plus, pour tous u,v € Q, on a
v V32 v 3v? 9 9

N 2 Y VO _ Y52 o7 _
d(u+vj) =lu+vj|* = |(u 2)—|—w 5 (u 2) + ) u® —uv 4 v

En particulier, si z € A, §(z) est un entier positif, qui est nul si, et seulement si,

z = 0. Notons également que A et B sont stables par conjugaison complexe.

Pour harmoniser les notations avec les autres cas, si z € B, on note z* € B son
conjugué. On note également w = j dans ce cas.

Passons maintenant a la démonstration proprement dite. Soient z1,zo € A, avec
z9 # 0. Alors, on a
1 z125

29 225 '
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.z
Comme 225 € Z\ {0} et que 2125 € A, on peut donc écrire = = u + ww, avec
z2
u,v € Q. Soient m,n € Z deux entiers vérifiant

1 1
lu—m|< = et [v—n|]<=.
2 2

z
Posons g =m+nw et r =2y —qzo = (—1 — q)zz. On a alors
e

0(r) =6(((u—m) + (v—n)w)z2) = ((u —m) + (v — n)w)d(22).
Nous voulons maintenant montrer que 6((v —m) + (v — n)w)) < 1.
Si A = Z[i],Z[iv/2] ou Z[v/2], on a
3((u—m)+ (v —nw) = |(u—m)* = d(v —n)?|,

avec d = —1,—2 ou 2. Dans les trois cas, on a donc

S((u—m)+ (v —n)w) < (u—m)*>+2v—-n)? <

=
N | =

Si A=7Z[j], on a
5((ufm)+(vfn)w)§|ufm|2+|ufm|2+\ufm|\vfn|§%<1.

Ainsi, dans tous les cas, on a z; = gzo + 1 avec, soit r = 0, soit §(r) < §(22), ce qui
démontre que (A, d) est euclidien. O

REMARQUE VIIIL.3.6. La démonstration précédente nous donne un moyen de cal-
culer un quotient dans chaque cas. Si 21,29 € A, avec zo # 0, on écrit

z
2 u—i—vi,u—i—vj,u—l—iv\/iu—i—v\/i u,v € Q
z2
selon le cas dans lequel on se trouve. On choisit ensuite m,n € Z vérifiant
1
|u—m| < *,|’U—'fl| < 5

Alors, un quotient ¢ de z1 par zo est respectivement donné par
q= m—l—ni,m—l—nj,m—l—in\/im—&—n\/i.
On pose ensuite r = 21 — ¢za.
Remarquons au passagle que I'on pourrait avoir plusieurs choix possibles pour m ou

1
n,danslecasouuziouv:a

Nous allons maintenant généraliser I’algorithme d’Euclide bien connu pour I’anneau
Z a tout anneau euclidien.

Algorithme d’Euclide. Soit (A4, §) un anneau euclidien, soient a et b deux éléments
non nuls. Tant que c’est possible (i.e. tant que 1’on ne divise pas par 0), on définit
des éléments ¢; et r;41 comme suit par divisions euclidiennes successives en posant :

r—1=a, 1o ="b, Ti—1 = qiri + Tiy1.
En particulier, si r; # 0, on a soit 7,41 = 0, soit 0(r;41) < I(r;).
Remarquons que ¢; n’est défini que pour i > 0.

Pour toute valeur ¢ > —1 pour laquelle r; # 0, on peut alors définir des éléments
u; et v; par récurrence en posant :

u_1 =1, up =0, uj11 = —qju; +u;_1,
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v_1 =0, vo =1, viy1 = —qv; +vVi_1.

ProrosiTioN VIIL3.7. Il existe un entier i > 1 tel que r; = 0. Sin > 0 est le plus
grand entier tel que r, # 0, on pose

d="7"p, U= U,V = vy,
Alors, d est un pged de a et b, et on a la relation de Bézout
ua + vb = d.
Démonstration. Supposons que 7; soit non nul pour tout ¢ > —1. Par construction,
la suite (6(r;));>—1 est alors une suite d’entiers naturels strictement décroissante.
Une telle suite n’existant pas, on obtient une contradiction. Ainsi, il existe un

entier 2 i > 1 tel que 7; = 0. Soit n > 0 le plus grand entier tel que 7, soit non nul.
On a donc 7,41 = 0, et on dispose de suites finies d’éléments

(Ti)ie[[fl,n+1]]7 (Qi)ie[[o,n+1]]7 (ui)ie[[fl,n+1]]a (Ui)ie[[q,nﬂ]]-

Remarquons que les égalités définissant (7;);c[—1,,] se récrivent

()= (0):
T Ti+1

avec M; = <qf (1)), pour tout ¢ € [0, n].

En particulier, la matrice produit M = M- -- M,, est a coefficients dans 'anneau

A. Or, on a
(W)= ()
7o Tn+1
a d
()= (0):

On en déduit immédiatement que d | a et d | b.

soit

Remarquons que 'on a également

Ui—1) _ M, Uj ot Vi-1) _ M, Uy
U Wit1 Ui Vi+1
pour tout ¢ € [0, n].
UQ Un+1 Vo Un+1
Matriciellement, cela se traduit par
L=M(" " ).
Un+1  Un+41

En particulier, M € GLy(K4) et ona M~ = ( Un Un >
Un+1  Untl

Ainsi,

L’égalité (Z) =M (g) nous donne alors

(5) =2 () - () )

2. Rappelons que r—; = a et rop = b sont supposés non nuls.
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En particulier, on a au,, + bv,, = d, soit ua + vb = d avec les notations du lemme.
Mais alors, si ¢ € A est un diviseur commun & a et b, il divise également ua + vb,
soit ¢ | d. Cela démontre que d est un pged de a et b, et achéve la démonstration.

O

Nous décrivons maintenant un moyen pratique de faire fonctionner ’algorithme.

Disposition manuelle. On remarque que l'on a en fait

T_1=a,70 = b,Tiy1 = Ti_1 — ¢y,
u_1 = lug =0,u11 = u;—1 — qu;,
v_1 =0,v90 = 1,vi41 = v;—1 — q;v;.

On commence par remplir un tableau & quatre colonnes (ou seulement deux colonnes
si Pon n’est pas intéressés par le calcul d’une relation de Bézout) comme suit :

—qllr|lulv
al|l]0
bl0o|1

Expliquons le procédé sur un exemple. On prend A = Z,a = 32,b = 7. On part
donc du tableau suivant :

—ql|l r |lu|lv
32 0
71011

—_

Remarquons que q_1 n’est pas défini. L’étape suivante est de calculer ¢o. On dispose
d’un algorithme pour le faire dans les anneaux

Z, K(X], Z[i), Zlj], Z[iV2], et Z[V2],
mais cela peut étre plus délicat dans le cas d’un anneau euclidien quelconque.

Dans notre exemple, 32 = 4 x 7 + 4, et donc g9 = 4. On remplit alors le tableau
comme suit :

—q |l r |u|v
32
-4 7101

—_

Pour calculer 71, w1, v1, on multiplie les éléments des colonnes 2, 3 et 4 de la derniere
ligne par I’élément de la colonne 1, et on ajoute aux éléments correspondants dans
la ligne du dessus.

Dans notre exemple, 11 = =4 x 7432, uy = -4 x0+1, et vy = —-4x1+40. On
obtient :

—qil r|lul|l v
3211 0
—41 710 1
4 1| -4

Pour calculer les valeurs suivantes, on considere les deux dernieres lignes, et on
calcule le nouveau quotient en effectuant la division des deux dernieres valeurs de
la colonne des restes successifs (i.e. la colonne 2).

Dans notre exemple, on doit diviser 7 par 4. On a 7 = 1 x 4 4+ 3, et le nouveau
quotient est 1. On obtient :
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ot

—q|l r|lu| v

32 |1 0
-4 710 1
-1 41| -4

On répete le procédé pour calculer les valeurs de la ligne suivante. La nouvelle
valeur de r; est —1 x4+7, celle de u; est —1 x 140, et celle de v; est —1 x (—4) +1.

On obtient donc :

—q || r | u v
32 1 0
-4 7 0 1
-1 4 1| -4
3| —1 5)

Pour trouver le nouveau quotient, on divise 4 par 3: ona4 =1x 3+ 1, et ainsi le
nouveau quotient est 1. On a ainsi :

—qll r| u v

32 1 0
-4 7 0 1
-1 4 1| -4
-1/ 3 |-1 )

La nouvelle valeur de 7; est —1 x 3+ 4, celle de u; est —1 x (—=1) 4+ 1, et celle de v;
est —1 x 5+ (—4). On a donc :

—q || r | u v
32 1 0
-4 7 0 1
-1 4 1| -4
-1 3 | -1 5
1 21 -9

On constate alors que la valeur du reste suivant est 0, puisque 'on doit diviser 3
par 1. On arréte donc ici 'algorithme. Ainsi, un pged de 32 et 7 est 1 (la derniere
valeur de r; dans le tableau) et on a u = 2 et v = —9.

On a bien 32 x 2+ 7 x (—9) = 64 — 63 = 1.
Donnons maintenant un exemple dans Z[i].

EXEMPLE VIIL.3.8. Soient A = Z[i],a = 12 + 45 et b = 4 + 124. On part donc du
tableau suivant :

—q r u | v
12445 (1|0
4412¢ |0 |1

On a ensuite
12 +451 147 9 .

Tr12 40 a0
Un quotient est donc donné par gy = 4, et donc on obtient :

—q r u | v
12445: | 1

-1 4412 |0] 1
—4—-3i|1| -4
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On a maintenant

44+ 12 52 36,

“A-3 25 25"

d’ou ¢ = —2 — 4. Tous calculs faits, le tableau se compléte comme suit :
—q r u v
12 + 454 1 0
-1 4+ 12 0 1
2414 || —4—3i 1 —4
—1+2i | 244 | -T—4

On a ensuite .
—4 —3i 2 n 11,
=—— 4+ —i
—1+2¢ 5 57
soit go = 2i. On obtient donc :

—q r u v

12 + 451 1 0
-1 4+ 12 0 1
240 || —4—-3 1 —4

—2 || 1+2i | 2+i | 74
—i | 3-4i| 12+ 14

Comme —i est inversible, le prochain reste sera nécessairement nul. Un pged de a
et b est donc —i, et on a bien la relation

(3 —4i)(12 + 454) + (—12 4 144)(4 + 127) = —i.



Troisieme partie

Algebre linéaire : réduisons en
miettes !






Chapitre IX

Réduction des endomorphismes

On suppose connu les résultats classiques de diagonalisabilité en termes de po-
lyndmes minimaux et annulateurs. On s’intéressera ici plutot aux criteres de trigo-
nalisabilité et aux diverses décompositions associées (Dunford, Jordan).

IX.1. Deux compléments

On donne ici deux résultats qui nous seront utiles par la suite.

ProrosiTiON IX.1.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et soit
u € ZL(E). Alors, py | xu | . En particulier, ., et x., ont méme racines dans K.

Plus généralement, les polynomes ., et x, ont les mémes diviseurs irréductibles
dans K[X].

Démonstration. Le fait que u,, | x, vient du fait que x,, est un polynéme annulateur
de u par le théoreme de Cayley-Hamilton. Montrons que x,, | u!f. Notons que, pour
tout m > 1, on a 1’égalité

X" Y™ =(X -Y)(X™ P 4 XY 4 XY™2 Y™ € K(X)]Y).

Si on note d le degré de p,, on en déduit facilement l'existence de d polynomes
Py, ..., Pi_1 € K[X] tels que

1u(X) = (V) = (X = Y)(By+ PiY + -+ P Y1) € K(X)[Y].

Soit M la matrice représentative de v dans une base fixée. On a donc
Ha(M) = 0 € M(K) € Mo (K (X)).
En considérant M comme un élément de M,,(K (X)), ’égalité précédente implique
pu(X) I = (XTI, — M)Q € My, (K (X)),
ot Q = (Polp + PIM + -+ Py M%) € M,,(K(X)), puisque pp (M) = 0. En
prenant le déterminant des deux cotés, on obtient
Hy = Xu det(Q) € K(X).

Remarquons maintenant que @ € M, (K[X]). On a alors det(Q) € K[X], d’ou le
résultat voulu.

Soit m € K[X] un polynéme irréductible. Si 7 | i, alors © | xu, car py | Xu-
Inversement, si 7 | xu, alors 7 | u?, et donc 7 | p,, par le lemme d’Euclide. Pour
obtenir ’assertion manquante, il suffit d’appliquer ce qui précede a un diviseur
irréductible de la forme X — A, A € K| puisque A € K est racine d’un polynéme
P € K[X] si, et seulement si, X — A divise P. Ceci acheve la démonstration. (]

THEOREME IX.1.2. Soient u,u’ € Z(E) tels que uou = ' ou. Sils sont diago-
nalisables, alors ils sont diagonalisables dans une méme base.

159
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Démonstration. Soit A € K une valeur propre de u. Alors, E) est stable par v/. En
effet, si x € Ey, on a

u(u'(z)) = v (u(x)) = v’ (\x) = M/ (z).

De plus, comme p,,, annule u’EA et que i, est scindé sans racines multiples (puisque
u’ est diagonalisable), u’EA est donc diagonalisable. Ainsi E) admet une base formée
de vecteurs propres de uj%, qui sont a fortiori des vecteurs propres de u’. Mais les
vecteurs de cette base sont également des vecteurs propres de u, puisque ce sont
des éléments de E. Comme u est diagonalisable, E est somme directe des F. En
recollant les bases précédentes, on obtient alors une base de E qui est constituée
de vecteurs qui sont a la fois des vecteurs propres de u et de u’. O

IX.2. Trigonalisation, décomposition de Dunford

Au vu des critéres donnés dans le paragraphe précédent, on voit que, étant donné
un endomorphisme u € Z(F), lexistence d’'une décomposition

E=E, o --0FE,

en somme directe de droites stables par u n’est pas assurée. Il faut donc étre un
peu plus raisonnable, et imposer des conditions moins fortes.

Par exemple, on pourrait se demander s’il existe des bases ey, ..., e, des sous-
espaces Fj1,..., F, respectivement telles que Mat(ug,;e;) soit triangulaire pour
tout ¢ € [1,n].

En particulier, en recollant ces bases, on obtiendrait une base e de E telle que
Mat(u; e) soit triangulaire.

Nous allons donc maintenant étudier ’existence de telles bases.
DEFINITION IX.2.1. Soit u € Z(FE). On dit que u est trigonalisable s'il existe une
base e telle que Mat(u; e) soit triangulaire supérieure.

En guise d’exercice, le lecteur pourra vérifier que u € Z(F) est trigonalisable si, et
seulement si, il existe des sous-espaces

{O}ZE()CElCEQC-“CEn:E
stables par u tels que dimg (E;) =i pour ¢ € [0,n].

REMARQUE IX.2.2. Si M = (a;;) est triangulaire supérieure, alors il est facile de
voir que l'on a

n

xur = [[(X = ai),

i=1

et les termes diagonaux a,; sont alors les valeurs propres de M. En particulier, si u
est trigonalisable, x, est scindé sur K.

THEOREME IX.2.3. Soit u € Z(FE). Alors, u est trigonalisable si, et seulement si,
son polyndome caractéristique est scindé sur K.
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Dans ce cas, si A\i,...,\. € K sont les valeurs propres distinctes de u, il existe une
base e de E telle que

>\1 * .. ... e ... %
*k
)\1 *
Mat(u;e) =
Ar
*
Ar

Démonstration. On a déja vu que la condition était nécessaire. Pour montrer qu’elle
est suffisante, nous allons démontrer ’existence dune base e possédant les propriétés
voulues par récurrence sur n = dimg (E). Pour tout n > 1, soit (H,) la propriété :

(H,,) Pour tout K-espace vectoriel F de dimension n, et tout u € Z(F), il existe
une base e de E vérifiant les propriétés voulues.

La propriété (Hp) est clairement vérifiée. Supposons que (H,,) soit vraie au rang
n > 1, et montrons (Hy1).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n + 1, et soit u € Z(F) tel que le
polynome yx,, soit scindé sur K. Ecrivons

T

Xu = H(X - Ai)mi’

i=1
ol Ai,...,\. € K sont les valeurs propres distinctes de u. Soit z € E \ {0} un
vecteur propre de u associé a la valeur propre A;. Complétons ce vecteur en une
base e = (z,€],...,el) de E. Puisque l'on a 'égalité u(x) = Az, la matrice

M = Mat(u; e) est de la forme
_ /\1 *
M= ( 0 M >
De plus, on a xar = (X — A\1)xm, et par conséquent

Xarr = (X =A™ X =A™
=2

Ainsi, x s est scindé.

Soit E’ = Vect(e],...,e,) et soit v’ € Z(E’) 'unique endomorphisme de E’ dont

la matrice représentative dans la base € = (ef,...,el) est M’'. Alors, E’ est de

N

dimension n, et x,s est scindé. Notons que si my > 1, les valeurs propres de M’
sont Aq,..., A, et si m; = 1, les valeurs propres de M’ sont Mg, ..., A,

Par hypothese de récurrence, il existe une base f = (fs,..., fny1) de E’ telle que
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*
/\1 *
T = Mat(u'; f) =
Ar
*
Ar
simyp > 1, et
)\2 * *
*
)\2 *
T = Mat(u'; f) =
Ar
*
Ar

simy = 1.

Soit P’ la matrice de passage de f & €. Alors, on a D'égalité T = P =1 M'P’. Soit
t = (x, fa,..., fns1)- La matrice de passage de t & e est

1 0
Q<O Pl>7

Mat(u; t) = Q"' MQ = < AOI T )

qui est de la forme voulue dans les deux cas. Ainsi, (Hy+1) est vraie. Ceci acheve
la récurrence, ainsi que la démonstration. O

et on a

Remarquons maintenant que si 1" est une matrice n x n triangulaire quelconque,
alors T s’écrit sous la forme T' = D+ N, ou D est diagonale, et ou IV est triangulaire
a diagonale nulle. Dans le cas favorable ou D et N commutent, on peut utiliser la
formule du binéme de Newton, ainsi que le fait que N* = 0 pour tout entier k > n
pour obtenir

n—1

m

" = Z (k)Dmka pour tout m > 0,
k=0

ce qui est facile a calculer.

Le but de ce qui va suivre est démontrer que I’on peut toujours se ramener a un tel
cas, apres changement de base approprié.

On commence par une définition.

DEFINITION IX.2.4. Un endomorphisme v € Z(F) est dit nilpotent sl existe un
entier k > 1 tel que v* = 0. L’indice de nilpotence de v, noté n,, est alors le plus
petit entier k > 1 satisfaisant ¥ = 0.

Une matrice N € M, (K) est dite nilpotente s’il existe un entier & > 1 tel que
N* = 0. On définit alors comme précédemment son indice de nilpotence. De plus, un
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endomorphisme v € Z(F) est nilpotent si, et seulement si, sa matrice représentative
dans une base arbitraire est nilpotente.

Nous allons maintenant étudier quelques propriétés élémentaires de ces endomor-
phismes, que nous regroupons dans un lemme.

LEMME IX.2.5. Soit v € Z(E) un endomorphisme. Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) Uendomorphisme v est nilpotent ;
(2) on ap, = X" pour un certain r > 1;
Dans ce cas, n, = r. En particulier, n, < dimg (FE).
(3) le polynéme x, est scindé et Spy(v) = {0};
(4) onax,=X"

Enfin, on a les assertions suivantes :

(i) le seul endomorphisme a la fois diagonalisable et nilpotent est ’endomor-
phisme nul ;

(ii))  la somme de deux endomorphismes nilpotents qui commutent est encore un
endomorphisme nilpotent.

Démonstration.

(1) = (2). Si v est nilpotent, on a v*¥ = 0 pour un certain k > 1. Alors, le

polynéme X* annule v, et u, est donc une puissance non triviale de X, puisque
py | X*. On a donc p, = X", avec r > 1. Comme u™ = 0, X™ annule v, et
par suite u, | X™. Ainsi, r < n,. Mais, par définition de n,, on a v* # 0 pour
1 € [1,n, — 1]. Puisque p,(v) = 0 = v", on a donc r > n,, d’'out n, = r. Enfin,
comme i, | X, deg(p,) = r < deg(x,) = dimg (E).

(2) = (3). Comme p,, et x, ont les mémes facteurs irréductibles par la proposition
IX.1.1, on en déduit que x,, = X™. Ainsi, x, est scindé et Spg(v) = {0}.

(3) = (4). Si x, est scindé et Spg(v) = {0}, alors x, = X", puisque les racines
de x, sont les valeurs propres de v.

(4) = (1). Supposons que x,, = X™. Comme Y, annule v, on en déduit que v™ = 0,
ce qui montre que v est nilpotent.

Ceci démontre ’équivalence des quatre propriétés.

Montrons (i). Par (3), un endomorphisme nilpotent v n’a que 0 comme valeur
propre. Mais si v est diagonalisable, il existe alors une base dans laquelle sa matrice
représentative est nulle. Ainsi, v = 0. Inversement, I’endomorphisme nul est bien
nilpotent et diagonalisable.

Il reste & montrer (ii). Soient v et v’ deux endomorphismes nilpotents de E qui
commutent. Soient k, ¢ > 1 tels que v* = v/ = 0. Puisque v et v’ commutent, on a
alors

TN ‘

(v 4 V) = ; < ; >z/ o (V)kH1,

Sii>k, alors v' =0.Sii <k, alors k+¢—1i > £ et donc (¢/)¥~% = 0. On a donc
(v+ 1)t =0,

et v+ v/ est nilpotent. O
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On introduit maintenant les sous-espaces caractéristiques, qui généralisent les sous-
espaces propres.

DEFINITION IX.2.6. Soit u € Z(FE), et soit A € Spy(u), de multiplicité my. Le
sous-espace caractéristique de u associé a A\ est le sous-espace

EU™ = Ker((u— Mdg)™).
Remarquons que ’on ne suppose pas ici que x,, est scindé.

Le résultat suivant résume les propriétés importantes des sous-espaces caractéristiques.
Par commodité, nous le démontrerons dans le cas ou y, est scindé, mais ce résultat
est valable sans cette hypothese.

PROPOSITION IX.2.7. Soit u € Z(E) de polynéme caractéristique scindé, et soit
A € Spg(u). Soit my la multiplicité de N, et soit vy la multiplicité de A comme
racine de [, .

Alors, le sous-espace caractéristique EY"> est stable par u, de dimension my. De
plus, uy = (u — )\IdE)E;nx € Z(E\"™) est nilpotente, d’indice de nilpotence r.

Démonstration. Le noyau d’un polynéme en u étant stable par u, E\"* est stable
par u.

Ecrivons y, = H (X =)™
AESP K (u)

On a donc E = @ E™* par le lemme des noyaux.
AESP K (u)

Ecrivons i, = H (X —X\)™. Par définition, (X — A)™* annule ugma, et donc
AESP g (u)
Mo my | (X = X)™ . Alnsi, py m, = (X — )\)k*. Comme fty m, €t Xu_m, ont les
By By B Ex

mémes diviseurs irréductibles, on a xu _n, = (X — N ot dy = dimg (EY).
A

Choisissons une base ey de E\" pour chaque X et recollons-les pour obtenir une
base e de E. Alors, Mat(u;e) est diagonale par blocs, le bloc correspondant a A
étant Mat(uE;vu pex).

En particulier, on obtient

Xu= [ upmn €t su=DPCM (0, A € Spc(u)),
AESPr(u) A

xu= ] X=X et = J[ xX-1™

AESP (u) AESpk (u)
On en déduit alors que dy = my et ky = r) pour tout A € Spy (u). Mais alors,
Huy = /’LUE;")\ (X +2A)=X",
et on conclut par le lemme IX.2.5. O
On suppose toujours que Y, soit scindé, et écrivons

Xu = H (X =A)"™.

AESpK (u)
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Par le lemme de décomposition des noyaux, on a

E= @ E™.

AESP i (u)

DEFINITION 1X.2.8. Soit u € .Z(F), de polynome caractéristique scindé sur K.
On appelle projecteur spectral associé & A € Spy (u) 'unique endomorphisme py €
Z(F) vérifiant les deux conditions suivantes :

(1) pa(xz) =2 pour tout x € EY" ;
(2) pa(z) =0 pour tout x € E,"* et tout u # \.

Autrement dit, py est la projection sur EY** parallelement & @ E;““.
HFEN

On va maintenant regarder d’un peu plus pres ces projecteurs spectraux, qui inter-
viennent (souvent de maniére un peu cachée) dans la démonstration de l'existence
d’une décomposition de Dunford.

LEMME IX.2.9. Soitu € Z(E) tel que x,, soit scindé. Alors, il existe des polyndmes

Uy € K[X] tels que
1oy B
N (X —N)mr’

Xu AESp K (u)
De plus, le projecteur spectral associé a X\ est

pa = (QaUx)(u),

avec
a5y = LI =™ pour tout A € Spic(w).

JZE2

Qx=

Démonstration. En réduisant au méme dénominateur les fractions correspondant
au pole A dans la décomposition en éléments simples de %’ on obtient une égalité
u

de la forme
1 3 _ U
L X — )
Xu 5\ eSpr(u) )

ouU), € K[X]
En réduisant maintenant toutes ces fractions au méme dénominateur, on obtient
1 > LR

Xu AESP g (u) Xu

Z Q Uy =1.

AESP i (u)

Sip # A, alors (X — p)™ | Qa, et par conséquent (QUx)(u)(xz) = 0 pour tout
z € E;" = Ker((u — pldg)™*). Mais Z QuU, = 1, et donc pour tout

HESP (u)
x € E{"™, ona

(Y Q)@@ = @Unw)() = 1ds() ==
HESPK (u)
Ainsi, py = (QaUx)(u), et ceci acheve la démonstration. O

On va maintenant démontrer le résultat suivant.
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THEOREME IX.2.10 (Dunford). Soit w € Z(E). On suppose que X, est scindé.
Alors, il existe des endomorphismes §,v € L(E) tels que :

(1) 6 et v commutent;
(2) 0 est diagonalisable et v est nilpotent ;
3) u=0+v.

De plus, une telle décomposition est unique. Plus précisément, on a
= px
AESP i (u)

ot py est le projecteur spectral associ€ a .

Enfin, § et v sont des polynémes en wu.

Démonstration. Posons

et montrons que cette décomposition convient.

D’apres le lemme 1X.2.9, les projecteurs spectraux sont des polynomes en u. Il en
est donc de méme de §, donc de v = u — 6. En particulier, § et ¥ commutent par le
lemme ?7. De plus, puisque E™* est stable par u, il est stable par tout polynoéme
en u, donc stable par § et v.

La définition de p) montre alors que I'on a
ogma = Aldgma pour tout A € Spx (u).

En particulier, en recollant des bases de EY"*, A\ € Spg (u), on obtient une base de E
dans laquelle la matrice représentative de § est diagonale. Ainsi, ¢ est diagonalisable.

D’autre part, puisque la restriction de p,, a E\"* est nulle pour tout u # A, on a
vgra = ugma — Aldgma = (u— )\IdE)E;")\ pour tout A € Spy (u).

Par la proposition IX.2.7, on en déduit que vpma € Z(E"™) est nilpotent. De plus,
son indice de nilpotence est inférieur ou égal a dimg (EY"*), donc a n.

Ainsi,
(u”)E;ru = (I/E’/'\”/\ )" = 0 pour tout A\ € Spy(u).

Comme E = @ E{"™, on en déduit que v = 0, et donc v est nilpotent.
AESpP K (u)

Supposons maintenant que 'on ait une autre décomposition v = 6’ + /. On a
donc § — ¢’ = v/ — v. Puisque les endomorphismes ¢’ et v’ commutent, §' commute
avec ¢’ +1v' = u. Ainsi, ¢’ commute avec tout polynéme en u. En particulier, § et §’
commutent. De méme, v et v/ commutent. Comme § et §’ sont des endomorphismes
diagonalisables, ils le sont dans une méme base par le théoreme IX.1.2. Il est alors
facile de voir que § — ¢’ est aussi diagonalisable (la différence de deux matrices
diagonales est diagonale!). Maintenant, puisque v’ et —v sont nilpotents, v’ — v est
encore nilpotent par le lemme IX.2.5. Ainsi § — ¢’ = v/ —v est & la fois diagonalisable
et nilpotent, et donc nul, d’aprés ce méme lemme. On a donc ¢’ = 6, et ainsi v/ = v.
Ceci achéve la démonstration. O

DEFINITION IX.2.11. Soit u € Z(E) tel que x, soit scindé.

La décomposition u = § + v fournie par le théoréeme précédent est appelée la
décomposition de Dunford de u.
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REMARQUES 1X.2.12.

(1)

La démonstration fournit une méthode pour trouver de maniere explicite la
décomposition de Dunford pourvu que 'on sache trouver les valeurs propres,
c’est-a-dire factoriser yu,.

On écrit y,, = H (X —X\)™*. A I'aide de la décomposition en éléments
AESP K (u)

1
simples de —, on trouve des polynémes Uy € K[X] tels que

u
1 _ S U
w X —\)ma’
X \eSpp(u) )
Soit Qx = [ (X — )™
JIE2N
On a alors

6:( Z )\Q,\UA)(u)et v=u-—29.

AESPpK (u)

La démonstration fonctionne parfaitement si I’on remplace x, par un polynome
annulateur P tel que P | x4, i.e. un polynéme annulateur de la forme

P = @ (X—A)S)‘,S)\Zl.

AESP i (u)

On a alors une décomposition

E= ] Xer((u—Aldg)™).
AESP g (u)

On calcule ensuite les projecteurs associés comme expliqué dans le lemme
1X.2.9, mais en utilisant P plutot que x,. En pratique, on aura intérét a faire
les calculs avec p, plutdt que y,. De toute fagon, avant tout calcul, il vaut
mieux vérifier si u est diagonalisable ou pas et donc calculer .. En effet, si u
est diagonalisable, alors on a 6 = u et v = 0.

On peut méme se passer de ’hypotheése P | x,, et prendre un polynéme
annulateur P scindé sur K, sans avoir a déterminer quelles racines de P sont les
valeurs propres. En effet, on sait déja que toutes les valeurs propres de u sont
racines de P par le lemme ?77. D’autre part, si a € K est une racine de P qui
n’est pas une valeur propre de u, alors on a Ker((u — aldg)**) = {0}, comme
on peut le voir en écrivant la matrice représentative de (u — aldg)®> dans une
base qui trigonalise I'endomorphisme u. Ainsi, les racines de P qui ne sont pas
valeurs propres ne donnent que des sous-espaces nuls (et donc quelques calculs
inutiles).

La décomposition de Dunford a bien entendu son équivalent matriciel : pour
toute matrice A € M,,(K) de polynéme caractéristique scindé, il existe D, N €
M,,(K), avec D diagonalisable et N nilpotente, telles que

DN =ND et A=D+ N.

De plus, D et N sont uniques, et sont des polyndmes en A.

IX.3. Décomposition de Jordan

Commengons par définir les matrices qui interviendront de manieére cruciale dans
la suite.



168 IX. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

DEFINITION IX.3.1. Soit 7 > 1 un entier, et soit A € K. La matrice
Al

Tox = AT € M, (K)
' 1
A

est appelée une cellule de Jordan de taille r . Un bloc de Jordan de taille r associé
a A est une matrice diagonale par blocs de la forme

JT1,>\
€ M, (K),
J’l"h,,)\

avec 1 <7y <---<rp<retry+--rp =1
Remarquons que si r =1, on a J, 5 = (A).

Soit u € Z(F). Le but de ce paragraphe est de démontrer l'existence d’une
base (sous certaines conditions), appelée base de Jordan , dans laquelle la matrice
représentative est de la forme

I,
€ M, (K),
I

ol Jy,,...,Jx, sont des blocs de Jordan associés a des éléments Aj,..., A\, de K
deux a deux distincts. Une telle matrice sera appelé une forme de Jordan de u.

T

Remarquons que si une telle base existe, la matrice correspondante est triangulaire.

En particulier, A1,..., A\, € K sont les valeurs propres de u et le polynome y,, est

scindé.

Supposons maintenant que x,, soit scindé, et soit E = @ E™ la décomposition
AESP i (w)

de F en somme directe de sous-espaces caractéristiques.

Admettons un instant que l'on ait montré I’existence d’une base de Jordan pour
les endomorphismes nilpotents. D’apres la proposition IX.2.7, le sous-espace E}"*
est stable par u, et uy = (u — )\IdE)E;n)\ € Z(E)™) est nilpotent. Soit ey est une
base de Jordan de EY"™ pour uy. Alors, la matrice représentative Mat(u BN ey)
sera un bloc de Jordan associé & A (car la matrice de ’endomorphisme identité dans
n’importe quelle base est la matrice identité!). En recollant ces bases pour former
une base de E, et puisque chaque sous-espace caractéristique est stable par u, la
matrice représentative de u dans cette base sera diagonale par blocs, dont les blocs
diagonaux seront les blocs de Jordan associés aux valeurs propres de u. En d’autres
termes, on aura obtenu une base de Jordan associée a wu.

Le cas crucial est donc le cas d’un endomorphisme nilpotent. On commence par un
lemme.

LEMME 1X.3.2. Soit u € Z(E) un endomorphisme nilpotent, et soit r > 1 indice
de nilpotence de u. Alors, on a

Ker(u'~!) C Ker(u') pour tout i € [1,7]

et
Ker(u') = Ker(u") = E pour tout i > 7.
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Démonstration. Soit i > 1 un entier. Sii > r, on a u* =0 et Ker(ui) = E. Sup-
posons que i € [1,7]. Il est clair que Ker(u~!) C Ker(u'). Supposons que l'on ait
égalité, et montrons que 1'on a alors Ker(u') = Ker(u'*!). Comme précédemment,
Iinclusion Ker(u®) C Ker(ut!) est évidente. Soit maintenant z € E tel que
ul(z) = 0. Alors, u'(u(z)) = 0, et par conséquent u(x) € Ker(u') = Ker(u'™1).
On a ainsi
wi(z) = i (u(z)) = wi1(0) = 0,
d’ott z € Ker(u'). Par récurrence, on obtient

Ker(u'™!) = Ker(u') = Ker(u'™') = --- = Ker(u") = E.
Mais alors u*~! = 0, ce qui contredit le fait que r soit I'indice de nilpotence de u,
puisque i — 1 <r—1<r. O

On peut maintenant démontrer la proposition suivante.

ProrosiTioN IX.3.3. Tout endomorphisme nilpotent admet une base de Jordan.

Démonstration. Soit u € £(E), d’indice de nilpotence r > 1. Nous allons construire
des sous-espaces Fy, F, ..., F., F,41 de E tels que

Ker(u') = Ker(u' ') © F; et w(F;) C F;_; pour tout i € [1,7 + 1]

On procede par récurrence descendante. Posons F,..1 = {0}. Les propriétés requises
sont, clairement vérifiées pour i = r + 1, méme si F,. n’est pas encore construit,
puisque u(F,4+1) = {0}.
Soit i € [[1,7 4+ 1] . Supposons F; construit, et construisons F;_;. On a

Ker(u') = Ker(u'™!) @ F;.
Pour tout x € F;, on a _ _

u'Hu(2)) = u'(z) =0,

car F; C Ker(u?). Ainsi, u(F;) C Ker(u'™1).
Supposons tout d’abord que i > 2. Les sous-espaces u(F};) et Ker(u'~2) sont alors
en somme directe. En effet, si * = u(y) € u(F;) vérifie u'=2(z) = 0, on a alors
y € F; NKer(u'=1) = {0}, et par conséquent = u(y) = 0. On définit ensuite le
sous-espace F;_; comme étant un supplémentaire quelconque de Ker(u’~2) dans
Ker(u~!) contenant u(F;). Pour obtenir un tel supplémentaire, on colle une base
de Ker(u'~?) et une base de u(F;). Cela fournit une famille libre, car ces deux
sous-espaces sont en somme directe, et on compléte en une base de Ker(u'~1). Les
éléments de la base qui ne sont pas dans Ker(u~2) engendrent un sous-espace qui
est le supplémentaire recherché.
Si i = 1, puisque Ker(u®) = Ker(Idg) = {0}, on a F; = Ker(u). On pose alors
Fy = {0}, et les propriétés requises sont aussi vérifiées.
Ceci acheve la récurrence descendante. Notons au passage que les sous-espaces
Fy, ..., F, sont non nuls par le lemme IX.3.2.

Remarquons maintenant que la restriction de u a F; est injective pour ¢ > 2. En
effet, si x € F; vérifie u(z) = 0, alors

r € F;NKer(u) C F; NKer(u'™1) = {0}.
Remarquons aussi que 'on a
E=F®---®F,.
On peut alors construire notre base de Jordan. On note
d; = dimg (Ker(u®)) — dimg (Ker(u'™1)) = dimg (F}).
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On va construire par récurrence descendante une base (e;1,...,¢;4,) de F; appro-
priée, pour tout i € [1,r] .

On démarre en choisissant une base (e, 1,...,€erq,) de F.. Soit ¢ € [1,r], et sup-
posons avoir construit une base (e;1,...,¢;q;) de F;. Puisque la restriction de u &
F; est injective, la famille

€i—1,1 = u(ei,l), cee€i—1.d; = u(ei,di)

est une famille libre de F;_;. On peut donc la compléter en une base

(61'—1,1, cee ei—l,di_l)
de Fi71~
Au bout du compte, on obtient une base (e11,...,e1,4,) de F1 = Ker(u). La famille
(6171, s Clidyy 561y ,e,«,dr)

est alors une base de FE. Nous allons montrer qu’en ordonnant ces vecteurs de
maniére convenable, on obtient une base de Jordan. On les dispose en tableau de r
étages de la facon suivante. Les étages sont numérotés de bas en haut, et sur I’étage
i, on dispose la base de F;.

On a alors un tableau de la forme

Etage T
Etage r—1 | ‘

Bagel | [ | [ | ]

Par construction de la base précédente, les vecteurs sur I’étage 1 ont une image nulle
par u (puisque F; = Ker(u)), et pour tout ¢ > 2, 'image d’un vecteur de I’étage i
par u est le vecteur juste en dessous dans ’étage ¢ — 1. Remarquons que les vecteurs
d’une colonne fixée, ordonnés en partant du bas, engendrent un sous-espace stable
par u, et E est la somme directe de ces sous-espaces. La matrice de la restriction
de v & un de ces sous-espaces est une cellule de Jordan dont la taille est la hauteur
de la colonne. En effet, soient v1, ..., vs les vecteurs d’une colonne fixée. D’apres ce
qui précede, on a

u(v1) =0 et u(v;) =vi—1, 7 € [2,5].

Pour avoir une base de Jordan, on ordonne donc les vecteurs de la base comme suit :
on part de la colonne la plus a droite, et on commence a numéroter les vecteurs de
bas en haut. Une fois tout en haut, on redescend en base de la colonne voisine de
gauche, et on recommence le procédé jusqu’a épuisement des colonnes. O

Etudions maintenant d’un peu plus pres la structure d’une forme de Jordan de wu.
Notation. Soit u € Z(E). Pour tout A € Spy(u), et tout k£ > 1, on pose

din = dimg (Ker ((u — Mldg)*)) — dimg (Ker ((u — Aldg)*~1)).
LEMME IX.3.4. Soit u € Z(E) un endomorphisme nilpotent, d’indice de nilpotence

r, et soit
Jrl,O

Jo =
J’l‘h,o
une forme de Jordan de w. Alors, v, = r. En particulier, la taille d’une cellule

de Jordan de Jy est inférieure ou égale & r, et pour tout k € [1,7], le nombre de
cellules de Jordan de taille > k de Jy est égal a dy .
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En particulier, le nombre de cellules de Jordan de taille k de Jy est égal a
di,0 — dk+1,0-
Démonstration. Soit J; o une cellule de Jordan de taille s. Un simple calcul matriciel

montre que 'on a

. oy [ kosi ke[ls—1]
ditme (Ker(J% ) = { et

En particulier, J o est d'indice de nilpotence s.

On en déduit facilement que 'indice de nilpotence de Jy est 7y, et donc que r = r,.
Soit ny le nombre de cellules de Jordan de taille &, et soit my le nombre de cellules
de Jordan de taille > k. On a donc

mr =ng + -+ n,.
Si Js,0 est une cellule de Jordan de taille s € [1,k — 1], on a Jf,o = 0, et donc
Ker(J¥ ;) est de dimension s. Si s € [k,r], Ker(JF) est de dimension k. Alors,
dimg (Ker(J})) est égale a
ny+2ng+ -+ (k= Dng—1 + k(ng + -+ +ny),
c’est-a-dire a

dimg (Ker(JF)) =n1 + 2ng 4+ - + (k — Dng_y + kmy,.

On a donc
dk,() = (]4; — 1)nk_1 + kmy — (k‘ — 1)mk_1
= mg+ (k—1)(ng—1 +mp —mp_1)
= Mk,

car ng—1 +mp = Ng—1 + Nk + -+ + np = my_1. Autrement dit, my = di . On a
donc ny = my — Mmg41 = dg,o — di41,0- On en déduit alors le lemme. O

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de ce paragraphe.

THEOREME 1X.3.5 (Réduction de Jordan). Soit u € Z(FE) tel que X, soit scindé.
Alors, p, est aussi scindé, et u admet une base de Jordan. Ecrivons

Hu = H (X =)™

AESP i (u)

Alors, la taille mazimale d’une cellule de Jordan du bloc Jy est ry. De plus, pour
tout k € [1,7:], le nombre de cellules de Jordan de type Jy x dans le bloc Jy est

diy — di41,)-

Enfin, uw admet une forme de Jordan, unique une fois choisie une numérotation
des wvaleurs propres, et deux endomorphismes u,u’ € Z(E) dont les polynomes
caractéristiques sont scindés sont semblables si, et seulement si, ils ont méme forme
de Jordan.

Démonstration. Puisque iy, | Xu, fu €st aussi scindé. De plus, x, et u, ont les
mémes racines par la proposition IX.1.1. Les racines de p, sont donc les valeurs
propres de u. On a vu plus haut que pour obtenir une base de Jordan pour wu, il
suffisait d’obtenir une base de Jordan de la restriction de v — Aldg & EY", qui est
nilpotente, et ceci pour tout A € Spy(u), ce qui est possible d’apres la proposition
1X.3.3. On a donc l'existence d’une base de Jordan pour u.

Soit A € Spg(u) et soit uy = (u — )\IdE)E;”A. Remarquons que pour tout entier

i €[0,m,], ona
Ker(u}) = Ker((u — Aldg)").
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L’inclusion Ker(u}) C Ker((u - )\IdE)i) est claire, puisque

uh = ((u = Aldp) s ) = (0= M) )
Supposons maintenant que = € Ker((u - )\IdE)i). Alors, on a
Ker((u— Aldg)") C EY™,
car i < m). Mais alors on a
0=(u— )\IdE)i(m) =(u— )\IdE)iE;nA (z) = uﬁ\(x),
d’ou 'inclusion manquante.

Par la proposition I1X.2.7, u) est nilpotent, d’indice de nilpotence r,. La deuxieme
partie provient alors du lemme 1X.3.4 et de la remarque ci-dessus. Ceci montre
également que la structure de Jy est entierement déterminée par u, et donc wu
admet une unique forme de Jordan, une fois une numérotation des valeurs propres
choisies. Si u et v/ ont méme forme de Jordan, alors ils sont semblables puisqu’ils
ont méme matrice représentative dans des bases de E bien choisies. Enfin, si u
et v’ sont semblables, ils ont méme polynéme minimal et de plus les sous-espaces
Ker((u — Aldg)?) et Ker((v — Aldg)?) sont isomorphes pour tout i > 0, donc de
méme dimension.

En effet, s'il existe v € GL(E) tel que u = vou' o v~ alors
(u— Ndg)" = (vo (u' — ANdg)ov ™) =wvo (v = Ndg) ov™?,
et ceci pour tout ¢ > 0.

Il en résulte que pour tout x € E, on a x € Ker((u — )\IdE)i) si, et seulement si,

v(z) € Ker((uv/ — Mdg)"). Ainsi, v induit un isomorphisme entre les sous-espaces
Ker((u — Aldg)") et Ker((v — Mdg)?).

1l en résulte que v et v’ ont méme forme de Jordan. 1

Résumons la méthode pratique pour obtenir la forme de Jordan d’un endomor-
phisme u € Z(F), ainsi qu'une base de Jordan, que I’on peut extraire des démonstrations
précédentes. On commence par calculer pu,,, et on écrit

Hu = H (X =)™,

AESpP g (u)

Pour ce faire, on peut procéder ainsi. On calcule y,, et on obtient ainsi la multiplicité
my de X € Spg(u). Alors, r est le plus petit entier 7 > 1 tel que dim g (Ker((u —
)\IdE)T)) = Mm).

(1) Silon veut seulement la forme de Jordan de u : pour tout A € Spy(u) et tout
k € [1,75], on calcule

dy,» = dimg (Ker((u — Adg)*)) — dimg (Ker ((u — Aldg)*~1)).

Le nombre de cellules de Jordan de taille k£ dans le bloc de Jordan J) est alors
égal a dj, » — dr41,n. Pour lire ces nombres facilement, on peut construire un
tableau & ry étages tel que pour tout entier k € [1,r,], 'étage k ait dj » cases.
Alors, di» — diy1,n est le nombre de colonnes de hauteur k (remarquer que
dr,+1 = 0). On en déduit alors la structure de Jy et on colle tous les blocs
dans une matrice diagonale par blocs pour obtenir la forme de Jordan de wu.

(2) Silon veut calculer une base de Jordan : pour tout A € Spy (u), on construit
un tableau a r) étages formé de vecteurs de E comme suit.
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On choisit tout d’abord des vecteurs formant une base d’un supplémentaire
de Ker((u — Aldg)™ ') dans Ker((u — Aldg)™), et on les dispose en ligne
au dernier étage. On applique ensuite u — A\ldg a ces vecteurs, et on complete
cette nouvelle famille en une base d’un supplémentaire de Ker((u —Ald E)”*Q)
dans Ker((u — )\IdE)”*l), que l'on dispose a ’étage du dessous. On répete le
procédé jusqu’a obtenir une base de Ker(u — Aldg) que 'on dispose a I’étage 1.
On renumérote ensuite les vecteurs en commengant par parcourir la colonne la
plus & droite de bas en haut, puis en recommencant le procédé avec la colonne
voisine de gauche, jusqu’a épuisement des colonnes. On recolle alors toutes les
familles de vecteurs obtenues ainsi pour chaque valeur propre, et on obtient
une base de Jordan de wu.

REMARQUE IX.3.6. Tout ce qui précede a bien stur un équivalent matriciel.

EXEMPLE IX.3.7. Soit M € Mg(C) la matrice

3 -1 -3 0 -1 3
0 2 =3 0 0 3
0o 0 -1 0 0 3
M= -1 1 -3 2 1 4
1 -1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 2

On vérifie que xps = (X + 1)(X — 2)°. Alors, Ker(M + Ig) est de dimension 1 (car
—1 est une valeur propre simple), engendré par

€1 =

OO

On a donc r_1 = 1 et le bloc de Jordan correspondant est (—1). On vérifie que I'on
a

Ker(M —2I5) = {x € C® | 23 = 26 = 0,25 = 21 — 22}
et
Ker((M - 2]6)2) ={x € C’| 23 = 26}

On a donc dimg (Ker(M — 2Ig)) = 3 et dimg (Ker(M - 2[6)2> = 5. Puisque
la multiplicité de 2 est égale a 5, il est inutile d’aller plus loin. Par conséquent,
r9 =2,d1,_92 = 3,d2,_2 = 5—3 = 2, et on a le tableau suivant pour la valeur propre
2:

|

La numérotation d’une base de Jordan pour le bloc Jz sera donc

€6 | €4

es|es]es)
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On a donc une cellule de taille 1, et deux cellules de taille 2, et le bloc correspondant
est donc

2
2 1
0 2
2 1
0 2
La forme de Jordan de M est ainsi
—1
2
2 1
0 2

21

0 2
Calculons une base de Jordan. Les vecteurs eg et e4 doivent étre une base d’un
supplémentaire de Ker((M —21I)) dans Ker((M —21I5)?). On vérifie que les vecteurs

0 0
0 0
1 1
g — 0 et eq = 0
0 -1
1 1

conviennent '. On calcule ensuite

0 1
0 0
0 0
€5 = (M - 2[6)66 = 1 et ez = (M - 2[6)64 = 0 ,
0 1
0 0

que lon complete en une base de Ker(M — 2Ig) en prenant

€y =

[ leNall

IX.4. Réduction des endomorphismes normaux

On s’intéresse ici a la réduction des endomorphismes normaux d’un espace euclidien
ou hermitien. Rappelons que si E est un espace euclidien ou hermitien de dimension

n>1 ue Z(F) est normal si u*u = Idg. Si e une base orthonormée de E, et si
M = Mat(u;e), ceci est équivalent & M*M = I,,, ot M* = i

On commence par quelques résultats intermédiaires.

1. Attention! Il ne suffit pas de prendre deux vecteurs libres de Ker((M — 2I)?) \ Ker((M —
21¢)) !
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LEMME IX.4.1. Soit E un espace euclidien ou hermitien, soit w € L (E) et soit
F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Si u est respectivement un endomor-
phisme normal, autoadjoint, antiautoadjoint ou une isométrie, alors F et F+ sont
stables par u et u*, et les endomorphismes up,up1,uy et uy. sont respectivement
normaux, autoadjoints, antiautoadjoints ou des isométries.

Démonstration. Choisissons une base orthonormée de F', et une base orthonormée
de F-. En recollant ces deux bases, on obtient une base orthonormée e de E. Soit
M la matrice représentative de u dans cette base. Comme F’ est stable par u, on a

A B
v=(0 ¢)
et la matrice représentative de u* est
« (AT 0
M= (B* C*) '
Si u vérifie une des propriétés de ’énoncé, on a dans tous les cas
M*M = MM*,
ce qui se traduit par 1’égalité
A*A A*B _ (AA*+BB* BC*
B*A B*B+C*C) CB* ce
En particulier, A*A = AA* + BB*. En appliquant la trace, et en utilisant le fait
que tr(MN) = tr(NM) pour toutes matrices carrées M, N, on obtient ’égalité
tr(BB*) = 0. Or, si B = (b;;), on a tr(BB*) = Z |bi;|%. Ainsi, on en déduit que
,J
b;; = 0 pour tous %, j, c’est-a-dire B = 0.
Par construction de la base e, on en déduit que F et F sont stables par u et

u*. Il s’ensuit que A, C, A* et C* sont les matrices de up, upL,u} et uj,. dans les

bases orthonormées de F et F- choisies au départ. Si maintenant on a MM* =
M*M,M* =M, M* = —M ou M*M = I,, il en est de méme de A, A*,C et C*,
d’ou le résultat. O

LEMME IX.4.2. Soit E un espace vectoriel réel non nul, et soit uw € L(E). Alors il
exriste un sous-espace F' de E stable par u de dimension 1 ou 2.

DEMONSTRATION. Ecrivons x, = Py - -- Py, ot P; € R[X] est irréductible uni-
taire. Puisque P; est irréductible, on a deg(P;) = 1 ou 2. Par Cayley-Hamilton,
on a

Py(u)o---0Pp(u) =0.

En particulier, Py (u)o- - -0 P.(u) n’est pas inversible, et donc un des endomorphismes
P;(u) n’est pas injectif (sinon, tous les P;(u) seraient inversibles car on est en
dimension finie, et par suite P (u) o --- o P.(u) serait inversible).

Soit « € KerP;(u),z # 0.
Si P; est de degré 1, alors P, = X — a. On a alors P;(u)(x) = u(z) — az = 0, soit
u(x) = ax, et donc F = Rz est stable par u, de dimension 1.

Si P; est de degré 2, alors P; = X?+aX +b. On a alors P;(u)(z) = u?(z)+au(z)+b

0, et donc u(u(z)) = —a(ux) — b(z). On en déduit aisément que F = Vect(z, u(x
est stable par u, de dimension < 2.

a= Il
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LEMME IX.4.3. Soit E un plan euclidien?, et soit u € Z(E) un endomorphisme
normal. Alors, il existe une base orthonormée e de E dans laquelle la matrice
représentative de u dans cette base est, soit diagonale, soit de la forme

(Z _2),a7c€R,c7§0.

Démonstration. Soit e une base orthonormée de F, et soit
a c¢
M—Mat(u,e)—<b d)'

Puisque u est normal, on a M*M = M M?, ce qui est équivalent &
A+ =+ ab+cd=ac+bd, +d*=0b>+d°.
On a donc ¢ = ¢b, avec ¢ = £1. On a alors

bla + ed) = b(ae + d).

Soit xu = A2 — (a + d)X + ad — be.

Supposons d’abord que € = 1, i.e. b = ¢. Alors, le discriminant de ce polynéome en
A est

(a+d)? — 4ad + 4b* = (a — d)* + 4> > 0.

Ains, x, posséde au moins une racine réelle. Autrement dit, u possede une valeur
propre A € R. Soit €] un vecteur propre associé,’on peut supposer unitaire, et soit
F = Re). Alors, F est stable par u. Par le lemme IX.4.1, F'* est aussi stable par
u. Comme F+ est de dimension 1, il est engendré par un vecteur non nul e}, que
l’on peut supposer unitaire. Alors, € = (€], €}) est une base orthonormée de E, et
la matrice Mat(u;e’) est diagonale (car F' et F'- sont stables par u et de dimension

1).

Supposons maintenant que ¢ = —1. Si b = 0, alors ¢ = 0 et M est diagonale. Si
b#0,onac=—-bet —a+d=a—d, soit d = a, ce qui achéve la démonstration.
O

On alors le résultat suivant.

THEOREME IX.4.4. Soit n > 1 un entier.

(1) Soit E un espace hermitien de dimension n, et soit u € Z(FE) un endomor-
phisme normal. Alors, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est diagonale®.

(2) Soit E un espace euclidien de dimension n, et soit u € £(E) un endomor-
phisme normal. Alors, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est de la forme

2. C’est-a-dire un espace euclidien de dimension 2.
3. Dans le langage de la réduction des endomorphismes, dont on parlera ultérieurement, on
dira que u est diagonalisable dans une base orthonormée.
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A1

apr —b

Qg _bs
bs  as

ot r,s > 0 sont des entiers vérifiant r + 2s = n, A, a; € R, b; € R*, pour
tout i € [1,7],7 € [1, s].

Démonstration. On le montre par récurrence sur n. Commengons par le cas her-
mitien.

Sin =1, il n’y a rien a faire. Supposons que le résultat soit vrai pour tout endo-
morphisme normal d’un espace hermitien de dimension n — 1, et soit © un endo-
morphisme normal d’'un espace hermitien F de dimension n.

Par le lemme IX.4.2; il existe au moins une droite F' de E stable par u. Par le
lemme IX.4.1, FL est stable par u et up. est normal. Par hypothese de récurrence,
puisque dim(F*) = n — 1, il existe une base orthonormée de F* dans laquelle la
matrice représentative de u),, est diagonale. Pour conclure, il suffit prendre un
vecteur unitaire dirigeant F et de lui accoler cette base de FX pour obtenir une
base orthonormée de E convenable.

Supposons maintenant que E soit un espace euclidien. Encore une fois, il n’y a rien
a faire sin = 1, et le cas n = 2 est donné par le lemme précédent. Supposons
que le résultat soit vrai pour tout endomorphisme normal d’un espace euclidien de
dimension < n— 1, pour un certain n > 3, et soit v un endomorphisme normal d’un
espace euclidien F de dimension n.

Par le lemme 1X.4.2, il existe un sous-espace F de E de dimension < 2 stable
par u. Par le lemme IX.4.1, F et F* sont stables par u et les endomorphismes
up sont upi sont normaux. Par les cas n = 1,2, il existe une base orthonormée
de F' dans laquelle la matrice représentative de up a la forme voulue. Puisque
dim(F1) = n — dim(F) < n — 1, par hypothese de récurrence, il existe une base
orthonormée de F' dans laquelle la matrice représentative de up. a la forme
voulue. Pour conclure, il suffit de recoller ces deux bases et de changer I'ordre des
vecteurs si nécessaire pour obtenir une base orthonormée de E ayant la propriété
requise. O

On peut maintenant élucider la structure des endomorphismes autoadjoints, anti-
autoadjoints et unitaires d’un espace hermitien.

COROLLAIRE IX.4.5. Soit E un espace hermitien.

(1) Siu e Z(E) est autoadjoint, il existe une base orthonormée de E dans laquelle
la matrice de u est diagonale a coefficients réels ;

(2) siu € ZL(E) est antiautoadjoint, il existe une base orthonormée de E dans
laquelle la matrice de u est diagonale & coefficients purement imaginaires ;

(3) siu e U(E) est unitaire, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est diagonale, dont les coefficients diagonaux sont de module 1.

En particulier :
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(i)  pour toute matrice M € M, (C) hermitienne, il existe P € U,(C) telle que
P*MP soit diagonale a coefficients réels ;

(ii)  pour toute matrice M € M, (C) antihermitienne, il existe P € U, (C) telle
que P*MP soit diagonale a coefficients purement imaginaires;

(i)  pour toute matrice M € U, (C), il existe P € U,(C) telle que P*MP soit
diagonale, dont les coefficients diagonauz sont de module 1.

Démonstration. Un endomorphisme autoadjoint, antiautoadjoint ou unitaire est
normal. On choisit alors une base orthonormée e comme dans 1’énoncé du théoreme
précédent. La matrice M = Mat(u; e) est alors diagonale. Si u est autoadjoint, anti-
autoadjoint ou unitaire, M est hermitienne, antihermitienne ou unitaire. Le résultat
provient alors d’un simple calcul. Le dernier point est juste une réinterprétation ma-
tricielle de ce qui précede. t

Passons maintenant au cas des espaces euclidiens.

COROLLAIRE 1X.4.6. Soit E un espace euclidien et soit u € L (FE) un endomor-
phisme symétrique. Alors, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est diagonale a coefficients réels.

En particulier, pour toute matrice M € M, (R) telle que M* = M, il existe une
matrice P € O,(R) telle que PPM P soit diagonale.

Démonstration. Rappelons qu'un endomorphisme symétrique est normal. On choi-
sit alors une base orthonormée e comme dans 1’énoncé du théoreme précédent. Soit
M = Mat(u;e). La matrice M est donc symétrique. Mais alors, avec les notations
du théoreéme, on a s = 0 dans ce cas (car les b; sont non nuls) et M est donc
diagonale.

Le dernier point est juste une réinterprétation matricielle du résultat. O
COROLLAIRE IX.4.7. Soit E un espace euclidien, et soit u € Z(E) un endomor-

phisme antisymétrique. Alors, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est de la forme

0
0
0 —b
b1 0 ’
0 —bs
bs 0
ot s > 0 est un entier et b; € R* pour j € [1, 5].
Démonstration. Puisque u* = —u, la matrice représentative de u dans n’importe

quelle base orthonormée est antisymétrique, en particulier dans la base orthonormée
fournie par le théoreme précédent. Mais une matrice réelle antisymétrique a des
coeflicients diagonaux nuls. O

COROLLAIRE IX.4.8. Soit E un espace euclidien, et soit u € O(E). Alors, il existe
une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est de la forme
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cos(fy) —sin(6q)
sin(6) cos(61)

cos(fs) —sin(fs)
sin(fs) cos(0s)
ot p,q,s > 0 vérifient p+ ¢+ 2s = dimg(E), et §; € R\ 7Z.

De plus, on a
p = dimg(Ker(u — Idg)), ¢ = dimg(Ker(u + Idg)).

En particulier, p,q et s sont uniquement déterminés par u.

Démonstration. Puisque u* o u = Idg, sa matrice représentative dans n’importe
quelle base orthonormée est dans O,,(R), en particulier dans la base fournie par le
théoréme précédent. Chaque bloc doit étre alors dans O1(R) ou O2(R). Ainsi, on a
Ai = %1 pour tout i € [1,7] et on a a3 + b7 = 1 pour tout j € [1,s]. On a donc le
résultat voulu en utilisant la paramétrisation du cercle unité, et en réordonnant les
vecteurs de base, ce qui donne toujours une base orthonormée. Une rotation plane
différente de +Idg ne stabilisant aucune droite, un simple calcul montre que ’on a
p = dimg(Ker(u — Idg)) et ¢ = dimg (Ker(u + Idg)). O

REMARQUE IX.4.9. Remarquons que 'on a det(u) = (—1)9. En particulier, si u €
O~ (E), ¢ > 1. Si de plus dimg(F) =2, vu que 'onap+g+2s=2,onas=0et
donc p = 1, et on retrouve le résultat de la remarque 11.7.12.

Si dimg(F) est impair et u € OT(FE), alors ¢ est pair, et donc p est impair, car
p+ g+ 2s = n. En particulier, p > 1. Si de plus E est de dimension 3, on a
(p,q,8) = (1,0,1) ou (p,q,s) = (1,2,0). On retrouve alors la premiére partie de la
proposition I1.7.13, a la formulation pres.

Siu e O~ (F), alors g est impair, et on a (p,q,s) = (2,1,0) ou (0,1,1). On retrouve

ainsi la seconde partie de la proposition I1.7.13, encore a la formulation pres.

Ce dernier résultat s’interpréte comme suit : une isométrie d’un espace euclidien se
décompose en produit de réflexions orthogonales et de rotations planes.
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