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Exercice 1.

1. Le couple (X,Y) étant distribué uniformément sur 2 = {(x,y) € R?; 0 <y <z < 1}, il a pour
densité p(z,y) = 2 x 1g(x,y). La densité de X vaut donc px(z) = [dyp(z,y) = 2z. Il découle
du résultat de 'exercice 6 de la feuille de TD 1 que E[Y|X] = F(X) avec
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pour Lebesgue-presque tout = € R (en effet, on a gy |x (2, dy) = p(x,y) 11,y (2)>01dy/px () pour
da-presque tout z, ou gy x(z,dy) désigne la loi conditionnelle de Y sachant X = z). D’ou

EYIX] =5 ps (1)

Autre méthode : On sait que E[Y|X] = F(X) ou F : R — R est une fonction borélienne a
déterminer (car E[Y|X] est o(X)-mesurable). Par définition de l'espérance conditionnelle et en
vertu du théoreme de Fubini, pour toute fonction borélienne bornée g : R — R, on a
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D’ou F(x) = x/2 pour dz-presque tout x € [0,1], ce qui implique (1).

2. En utilisant par exemple la premiére méthode de la question 1, on obtient px(x) = 21 — 2?/7
et E[YP|X] = F3(X) avec
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pour dz-presque tout € R. Pour 8 = 1,2 cela donne Fi(z) = 0 et Fo(z) = 1j_11(z)(1 —?)/3
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3. On note °B le complémentaire de B dans Q. Oui, G = {B € F; B ou “B est dénombrable} est
une sous-tribu de F car (i) G C F (ii) @ € G (iii) si B € G alors °B € G (par définition de G),
et (iv) soit (By)nen une suite d’événements dans G. Si tous les By, sont dénombrables, alors
Upen Bn est dénombrable. Sinon, alors au moins un des By, disons By, est tel que “Bj, est
dénombrable. Par conséquent, °(lJ,, Br) = (),, “Bn C “Bp, est dénombrable. Dans les deux cas,

= E[Y|X]=0 et E[Y?X]=

p-s. .

onalJ,Br€g.
Soit B € G. On remarque que
0 si B est dénombrable
E[XlB]:/ dmdyx: ded
onB T / T = 0 si“B est dénombrable,
Q T

vu que les ensembles dénombrables de R? ont une mesure de Lebesgue nulle (et que fQ dedyz =
1 vV 1—y2 B R . s el ., .
f—l dy I_M dzz = 0). De méme, E[Y 1] = 0. Par définition et par unicité presque partout
de l'espérance conditionnelle, on a E[E[X|G]15] = E[E[Y|G] 15] = 0 pour tout B € G et
EX|G]=E[Y|G]=0 ps..

Remarque : plus généralement, E[Z|G] = E[Z] p.s. pour toute variable aléatoire Z de (2, F, P).



Exercice 2.

1. 6 ={G € F;v(G) = GV ~ € T'} est une sous-tribu de F car (i) G C F (ii) @ € G puisque
(@) = 0 pour tout v € T' (iii) si B € G, alors v(°G) = “y(G) car ~ est une bijection  — ;
mais 7(G) = G, d’out y(°G) = °G pour tout v € I et °G € G; (iv) si (Bp)nen est une suite
d’événements dans G, alors (U, B,) = U,vy(B,) = U, B, pour tout v € ' et donc U, B,, € G.

2. Une variable aléatoire Z est G-mesurable ssi y(Z~(B)) = Z~(B) pour tout borélien B € B(R)
et tout v € I'. Mais v(Z74(B)) = {y(w); w € Q,Z(w) € B} = (Z o~y 1)"YB) car v est
une bijection. En utilisant aussi le fait que I' est un groupe, il s’ensuit que Z est G-mesurable
ssi Z oy = Z pour tout v € I'. Autrement dit, les variables aléatoires G-mesurables sont les
variables aléatoires I'-invariantes. Montrons que

- card ZX "

est I-invariante. En effet, pour tout v € T,

card ZXOV 7= card %:FXO,Y -

d’apres la propriété de groupe. Cela prouve que Z est G-mesurable. De plus, si G € G,
E[X o716 = | dP@X (1) = [ | dP)X() =E[X 1],
G 7 HG)

ol on a fait le changement de variables w’ = y(w) et on a utilisé I'invariance de P sous " (qui
implique P(y(A)) = P(A) V A € F) dans la seconde égalité. La troisieme égalité est vraie car
7 HG) = G (ce qui découle de G € G). Ainsi,

E[Z 1] _Card ZEX o~ 1¢g] card ZEXlG E[X 1g] pourtout GegG.

En vertu de 'unicité presque partout de 1’espérance conditionnelle, on en conclut
EX|Gl =7 = Xo S.
ReY - d Z °y P

Exercice 3.

Soit B; et By € B(R) deux boréliens. Par la propriété des lois conditionnelles et le th. de Fubini,

Ellg,(X1)1B,(X2) | Y] = E[lg,(X1)E[l5,(X2)|Y, X1]|Y]
= /Bl qX1|Y(y7dx1) </32 QX2|(Y7X1)(y,$1,dx2)) —y (2)
= / / ax, |y (Y, A1) @x5) (v, x1) (¥, 71, d22)
B1 J B> y=Y

et E[lp,(X1)|Y] E[lp,(Xa) | Y] = /B /B Gty (0, d21) gy (4, o) (3)

y=Y

Supposons que X; et X5 sont conditionnellement indépendantes par rapport a G = o(Y). Alors les
membres de gauche des identités (2) et (3) coincident p.s.. Donc les intégrales des membres de droite
sont égales pour Py-presque tout y € R. Ceci étant vrai pour tous boréliens By et Bs, on a

C]XQ\(Y,XI)(le, dxzg) = qX2|y(y,dx2) pour Py-p.t. y € R et le‘y(y, dzq)-p.t. 71 € R.

Mais, par définition des lois conditionnelles, gx,|y (y,dz1) Py (dy) = Pix, y)(dr1,dy) est la loi du
couple (X1,Y). D’ou

4x3|(v,x1) (¥, 71, dx2) = qx,)y (Y, dz2)  pour Py x,)-presque tout (y,z1) € RZ. (4)
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Réciproquement, si (4) est vrai alors les deux intégrales apparaissant dans (2) et (3) sont égales pour
Py-presque tout y € R et donc les membres de gauche de ces identités coincident p.s.. Cela étant
vrai pour tout By, Bs € B(R), on en conclut que X; et Xo sont conditionnellement indépendantes
par rapport a G = o(Y).

Remarque : X; et Xy sont conditionnellement indépendantes par rapport a G si et seulement si
o(X1) et 0(X2) sont conditionnellement indépendantes par rapport a G au sens de 'exercice 3 de la
feuille de TD 2.

En effet, si

E[lp, (X1)15,(X2) [G] = E[l5, (X1) | 9] E[15,(X2) |G]  ps.
pour tous boréliens By, By € B(R), alors

E[f1(X1)fa(X2) [ G] = E[f1(X1) | G] E[f2(X2)|G] pss.

pour toutes fonctions étagées fi et fo. Cette égalité reste vraie si f; et fo sont des fonctions boréliennes
positives par passage a la limite et si f1 et fy sont des fonctions boréliennes quelconques par linéarité.
Comme les variables aléatoires réelles o(X;)-mesurables sont de la forme f;(X;) avec f; : R — R
borélienne et i = 1,2, on en déduit que o(X1) et o(X3) sont conditionnellement indépendantes par
rapport a G. La réciproque est évidente.

On pouvait donc résoudre 'exercice ci-dessus en utilisant le résultat de ’exercice 3 de la feuille de
TD 2: 0(X1) et 0(X2) sont conditionnellement indépendantes par rapport a G ssi E[f2(X2)|Y, X1] =
E[f2(X2)|Y] pour tout fo € LY(R). Dans le cas G = o(Y), cela équivaut a

/RQXQ(Y,Xl)(y79017d952)f2(352) = /RQXQY(yade)fZ(xz) pour Py x,)-p.t. (y,21) € R?, V fo € L'(R),

cest-a-dire & qx,|(v,x,) (¥, T1,dT2) = ¢x,|y (y, dz2) pour Py, x,)-presque tout (y,r1) € R2.



