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I ELEMENTS DE THEORIE DES CATEGORIES

Introduction

Soit C une catégorie (nous préciserons cela dés la prochaine section). Pour tout
élément A de C il est possible de définir un groupe d’automorphismes associé a cet
¢lément (noté Aute(A)), celui-ci contient grossiérement les transformations bijectives
de A dans lui-méme, qui préserve la structure associée a la catégorie C. L’objectif
de la réalisabilité de groupe (et donc de ce travail d’études et de recherche) est de
déterminer des catégories C qui vérifient le probléeme de "Réalisabilité" qui est le
sulvant :

Pour tout groupe G, existe-t-il un élément A de C tel
que Autc(A) soit un groupe isomorphe a G 7

Le premier exemple de catégorie auquel nous pouvons penser est la catégorie des
groupes. Malheureusement, nous prouverons en étudiant l'exemple de Z/3Z, que
dans cette catégorie, il n’est pas possible de réaliser tout groupe. Pour trouver notre
premier exemple de réalisabilité de groupes, nous devrons étudier la catégorie des
graphes. En effet, Robert Wertheimer Frucht a montré que la catégorie des graphes
non orientés réalise tous les groupes, en utilisant une autre construction de graphe :
le graphe de Cayley. Le théoréme de Frucht est la brique principale de I'étude de la
réalisabilité de groupe d’autres catégories, il est en effet possible de montrer que la
catégorie des extensions de corps de Q ou, que la catégorie des espaces topologiques
réalise tous les groupes, en se basant sur le Théoréme de Fruch et c¢’est ce que nous
étudierons aussi dans la suite.

I Eléments de théorie des catégories

1.1 Définitions

Afin de correctement définir le probléme, il nous faut un peu préciser les objets
avec lesquels nous travaillerons.
Definition I.1.1 (Catégorie) Une catégorie C est la donnée de :
— Une classe ob(C) dont les éléments sont appelés : objets de la catégorie.
— Une classe mor(€) dont les éléments sont appelés : morphismes de la catégorie.

— 8, B deux applications de mor(€) dans ob(C) que 'on nomme source et but.
Pour tout morphisme f on notera donc f : 8(f) — B(f) et si A, B sont deux
objets alors on note Home(A, B) la classe de tous les morphismes f : A — B.

— Pour tout objet A, un morphisme id4 : A — A, appelé I'identité de A.

— Une composition o telle quesi f : A — Bet g: B — C sont deux morphismes,

alors go f : A — C est un morphisme appelé composé de f et g et on a de
plus les propriétés :
— Pour tous morphismes f : A - B, g: B —> Ceth:C — D,ona
(hog)of=ho(gof)
— Pour tous morphisme f: A— B,onaidgof=f= foida.

Definitions I.1.2 Soit C une catégorie.




I ELEMENTS DE THEORIE DES CATEGORIES

— On dit que C est localement petite si, pour tous objets A,B de C, la classe des
morphismes de A dans B, i.e. Home(A, B) est un ensemble.

— On dit que C est petite si la classe des morphismes de C, i.e. mor(€) est un
ensemble.

Definition 1.1.3 Soit C une catégorie. Une sous-catégorie B de € est une catégorie
telle que :

— ob(B) est une sous-classe de ob(C).

— Pour tous A, B € ob(B) C ob(€C), Homgz(A, B) est une sous-classe
de Home(A, B)

— La composition de B est définie comme sur € : Si on prend f : A — B et
g : B — C deux morphismes de B, en notant h = g o f la composée dans, C
on obtient que h € Homgz(A, C) et h est la composée de f et g aussi dans B.

Remarque: La notion de "classe" et "application" doit étre maniée minutieusement,
nous ne nous intéresserons pas a ces problémes ici, mais 1'on pourra par exemple
regarder la source |8] ou l'article https://en.wikipedia.org/wiki/Von_Neumanny,
E27,807%93Bernays%E2/%80%93G%C3%B6del_set_theory.

Caractérisons un peu plus certains morphismes avec les définitions suivantes.

Definitions I.1.4 Soit € une catégorie et A, B deux éléments de C. Soit f : A — B
un morphisme.

— On dit que f est un monomorphisme s’il vérifie la propriété suivante : pour
tout E élément de C et pour tous g,h : E — Asiona fog= foh,alors
g = h.

— On dit que f est un épimorphisme s’il vérifie la propriété suivante : pour tout
E élément de C et pour tous g,h: B— Esionago f=hof, alors g =h.

Ezxemple (Catégorie Set): Avec la classe de tous les ensembles, on peut définir une
catégorie que 'on notera Set. En effet, pour cela on dit que ob(Set) est la classe de
tous les ensembles (notés par exemple A, B, C, ...), mor(Set) est la classe de toutes
les applications (au sens usuel, notées par exemple A — B) d’un ensemble dans
un autre ensemble, la source est 'application qui & une application entre ensembles
renvoie I’ensemble de définition (dans notre exemple, c’est A), le but est 'application
qui & un morphisme renvoie I’ensemble d’arrivée (toujours dans notre exemple, c’est
B), la loi de composition est la composition d’applications entre ensembles, par
exemple si f: A — Bet g: B— C sont deux applications alors go f : A — C est
définie par : pour tout x € A, (go f)(x) = g(f(x)) et finalement pour tout ensemble
A on définit I'identité par :
. A — A
id A -
xr = x
De plus pour la catégorie Set les monomorphismes sont les applications injectives,
les épimorphismes sont les applications surjectives et les morphismes qui sont a la
fois des monomorphismes et des épimorphismes sont les bijections. Dans la suite,
nous ne considérerons pas la catégorie Set mais des sous-catégories de Set auquel on
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ajoute de la structure, par exemple la catégorie des groupes (notée Grp). L'intérét
d’étudier des sous-catégories de Set c’est que celles-ci ont pour classe de morphismes
une sous-classe des morphismes de Set (qui sont, pour rappel, les applications entre
ensemble), et donc comme Set est une catégorie localement petite, on obtient que
ces autres catégories sont aussi localement petites.

I.2 Automorphismes

Definition I.2.1 (Isomorphismes) Soit € une catégorie. On notera o, la loi de
composition associée. Soient A, B deux éléments de C et f : A — B un morphisme
de C. On dit que f est un isomorphisme de C s’il existe g : B — A un morphisme
de C tel que :

feog=idp, gof=idy

On appelle g I'inverse de f et on le note généralement 1.

Remarque: Un isomorphisme est un monomorphisme et un épimorphisme, mais la
réciproque est vraie pour Set mais fausse en général. Par exemple, si 'on considére
la catégorie des anneaux munis des morphismes d’anneaux (que nous définirons plus
tard, voir : alors on sait que les morphismes Z — Q sont parfaitement
déterminés par I'image de 1 (car (1) = Z et les éléments de Q sont des quotients
d’éléments de Z, donc parfaitement déterminé). On peut voir que 'inclusion :

7Z — Q
r +— X

est un épimorphisme et un monomorphisme, mais n’est pas surjectif, donc n’est pas
un isomorphisme, car dans la catégorie des morphismes d’anneaux un isomorphisme
est en particulier bijectif.

Definition I.2.2 (Automorphismes) Soit C une catégorie. Soit A € €. On définit
la classe des automorphismes de A comme étant la classe de tous les morphismes
A — A qui sont aussi des isomorphismes de €. On la notera

Remarque: Si € est une catégorie localement petite et A € €, on nommera plutot
la classe des automorphismes comme 1’ensemble des automorphismes, car c¢’est une
sous-classe de Home(A, A) qui est un ensemble.

Nous allons donc dans la suite étudier ’ensemble des automorphismes d’une
catégorie localement petite. Pour commencer, montrons que cet ensemble peut étre
muni d’une structure de groupe.

Definitions 1.2.3 (Groupe) Soit G un ensemble.
— Une loi de composition interne sur G est une application qui, & deux éléments
de G associe un élément de G.

GxG—G

— Soit e une loi de composition interne sur G, on dit que (G, e) est un groupe si
on vérifie :
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(i) e est associative : Vz,y,z € G,z e (yez) = (zeoy)ez,
(ii) e admet un neutre : 31 € G,Vr € G,xelg=x = 1g ez,
(iii) tout élément admet un inverse : Vo € G,y € G,r ey =yeox = 1.
En général, si (G, e) est un groupe, on le notera simplement G' et on oubliera
parfois de préciser la loi dans les énoncés et calculs suivants s’il n’y a pas d’ambiguité.

On dit qu’'un groupe G est dit abélien s’il est commutatif, c’est-a-dire : Vx,y €
G,ry = yx.

Propriété 1.2.4 Soit C une catégorie localement petite et o la composition associée
a C. Soit A un élément de C. On peut définir sur Aute(A) une structure de groupe
grace a la composition de C.

Preuve. Tout d’abord, € étant localement petite, on obtient que :
Aute(A) C Home(A, A),

est un ensemble. De plus, par définition de catégorie, on obtient que o est une loi de
composition interne, associative sur les morphismes de €.

Soient f,g: A — A deux éléments de Aute(A). o étant une loi de composition
interne on a déja que f o g est un morphisme de €, de plus si on note f~! et g~ les
inverses de f et g alors on a :

(fog)o(glof ) =ida= (g o f ) o(foy),

donc g7 o f~! est l'inverse de f o g, ainsi f o g est un isomorphisme de € et un
morphisme A — A, donc fog € Aute(A) et finalement o est une loi de composition
interne sur Aute(A).

L’associativité de o sur Aute(A) découle de celle sur C.

On a également que id 4 est un neutre pour notre groupe. En effet, par définition
de catégorie, on a que pour tout morphisme f: A — B, idgo f = f = foids. De
plus idy € Aute(A) et son inverse est lui-méme.

Finalement, comme tout élément de Aute(A) est un isomorphisme, il admet un
inverse. Donc (Aute(A), o) est un groupe. O

II Groupes

La premiére catégorie que nous pouvons étudier et celle des groupes Grp qui sont
définis dans la Définition Pour cela, commencons par définir les morphismes
de cette catégorie :

Definition I1.0.1 Soient (G,e), (H,*) deux groupes et f : G — H une application.
On dit que f est un morphisme de groupes si :

V(z,y) € G? f(zoy) = flz)* f(y)

La définition d’isomorphisme est héritée de celle sur Ens ainsi que la composition.
Donc,on peut définir I’ensemble des automorphismes de groupes d’un groupe G. On
le notera Autg,,(G). La question de la réalisabilité de groupes de Grp se résout avec
I’énoncé suivant :
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Proposition I1.0.2 [l n’existe pas de groupe tel que son groupe d’automorphisme
soit isomorphe a Z/37Z.

Avant de passer a la preuve, il nous faut travailler un peu.

Definitions I1.0.3 Soit G un groupe.
— Le centre de G est : Z(G) :=={z € G | Vg € G, gz = xg}

— Le groupe des automorphismes intérieurs est :
. —
Inn(G) = {zg : G ¢

z > gzg~
Remarque: Pour tout groupe G, on a :

1 \VgEG}

1. Z(@G) est un sous-groupe de G.
2. Inn(G) est un sous-groupe de Autg,,(G).

Lemme I1.0.4 Soit G un groupe. On o : G/ Z(G) = Inn(G).
Preuve (Lemme|ll.0.4]). On introduit le morphisme :

G — Auten(G)
g = ig:= (2 gzg")

O :
Son image est Inn(G) et son noyau :
Ker(6) = {g € G | iy = idc)
={geG|V2€G,gzg "' =2}
= 7(G)
Ainsi par le 1¢" théoréme d’isomorphisme appliqué a ¢ on obtient que :
G/ 7Z(G) = G/ Ker(¢) = Im(¢) = Inn(G)
O
Notation : Soit G un groupe. Soit S C G une partie de I’ensemble G. On notera

(S) le sous-groupe de G engendré par S, c’est-a-dire le plus petit sous-groupe de G
qui contient S (ou 'intersection des sous-groupes de G' contenant S).

Lemme I1.0.5 Soit G un groupe. Si G/ Z(QG) est cyclique, alors G est abélien.

Preuve (Lemme . Comme G/ Z(G) est cyclique, il existe un élément gy € G
tel que G/ Z(G) = (go). Et donc pour tout g € G, g = g™ = g§' pour un certain
m € Z, donc g € gi* = gi" Z(G) et finalement il existe z € Z(G) tel que g = gJ'z.
Ainsi si on prend g, h € G, il existe z1, 29 € Z(G) et m,l € Z tel que g = gi'z1,h =
ghzo, donc on a :
gh = 96”219(1)22

= gi'gh 2120, car 21 € Z(G)

= 9090 %1%

= go2dy 21

Donc G abélien. O
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Preuve (Proposition . Nous allons raisonner par 1’absurde et exhiber certaines
propriétés notables du groupe G dans le cas ou son groupe d’automorphisme est
isomorphe & Z/37Z. On peut tout d’abord faire la remarque suivante : Si G est fini et
d’ordre 1 ou 2 alors son groupe d’automorphisme n’est pas isomorphe a Z/37Z donc
on peut supposer que G est soit d’ordre infini, soit d’ordre fini n > 3.

De plus, Inn(G) étant un sous-groupe de Aute,,(G) = Z/3Z, on a que Inn(G) est
isomorphe & un sous-groupe de Z/3Z, donc {0} ou Z/3Z. Dans tous les cas Inn(G)
est cyclique. De plus, par le Lemme on obtient que Inn(G) = G/ Z(G). Donc
par le Lemme [[1.0.5] G/Z(G) étant cyclique, on a que G est abélien.

Finalement, montrons que comme G est abélien, il existe un élément d’ordre 2
dans Autg,,(G). Pour cela, on considére I'application :

G - G
r — T

(L 1
Montrons que ¢ € Autg,,(G) :
— 1) est un morphisme : Soient x,y € G, Y(xy) = (zy) P =y ot =7yt =
Y(z)Y(y) car G abélien.
— 1) est un isomorphisme car v o 1) = idg, ainsi ! = ).
Donc ¢ € Autg,,(G), il nous reste a séparer les cas suivants :
— cas 1 : ¢ # idg : Dans ce cas ¢ est d’ordre 2, car ! # idg et Vo € G,¢?(x) =
(x7 1) =2 =idg(x) donc ¥? = idg.
— cas 2 : ¢ =1idg : Dans ce cas, on a donc que Vo € G,z~" = x donc tous les
éléments de G\ {1¢} sont d’ordre 2 car Vo € G \ {idg},2* = xa™! = idg.
Soit xy € G tel que o(xy) = 2 (possible, car G infini ou d’ordre plus grand que

3 donc G # {1g}), alors on a que (zg) = Z/2Z, on définit ensuite les deux
opérations suivantes :

1

o - GxG — G
C(ry) & @y i=ay
o : <J]0>XG - G

Ny) = A0y:=Xy

Qui munissent ainsi G d’une structure de (xg)-espace vectoriel, donc G est
un Z/2Z-espace vectoriel. Et on considére une base de G : (e;);e;r pour I un
ensemble.

Remarque: L’existence de bases de ces espaces et équivalente au Lemme de

Zorn [[V.7.6l

(€;)icr est une famille génératrice de G en tant qu’espace vectoriel et de G en
tant que groupe (en rapprochant @ et la loi de ). De plus, un morphisme de
G est parfaitement déterminé si on impose 'image qu’auront les éléments de
cette base. Comme |G| > 3 on a que |I| > 2 ainsi soit i, iy € I,iy # i1, il ne
reste plus qu’a considérer le morphisme 15 qui fixe tous les e; pour i ¢ {ig,i;}
et qui envoie e;, — e;, et e; > e; pour obtenir un élément de Autg,,(G)
d’ordre 2.
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Ainsi, on ne peut pas avoir Autg,,(G) = Z/3Z car dans Z/3Z tous les éléments sont
d’ordre 1 ou 3. O

On peut méme étendre ces résultats pour d’autres groupes que Z/3Z.

Lemme I1.0.6 Soit H un groupe cyclique d’ordre impair. Il n’existe pas de groupe
tel que son groupe d’automorphisme soit isomorphe a H.

Preuve. La démonstration que nous avons fournie pour la Proposition n’utilise
que le fait que le groupe H est cyclique et d’ordre impair. En effet, dans ce cas, les
sous-groupes de H sont cycliques et il n’existe pas d’élément d’ordre 2 dans H (sinon
2 divise |H|). Donc la méme preuve fournit le résultat O

Lemme I1.0.7 [[ n’existe pas de groupe tel que son groupe d’automorphisme soit
1somorphe a 7.

Preuve. Z est un groupe cyclique et ses sous-groupes sont cycliques : Soit K un
sous-groupe de Z alors :

— Soit K = {0} et alors K est cyclique.

— Soit K # {0} alors il existe z € K \ {0}, et —z € K ~ {0} aussi. On pose
zo := min(N N (K ~ {0})) qui est donc bien défini, et on a donc (xy) C K.
Supposons par I'absurde que K \ (x) est non vide, soit y € K \ (z¢) et comme
(xo) = moZ, il existe k € Z tel que kxg < y < (k+ 1)z, ainsi y — kxg € K
et 0 <y — kxg < xg, ce qui contredit la minimalité de xy. Donc K = (z) est
cyclique.

De plus dans Z il n’y a pas d’élément d’ordre 2 en effet si x € Z :

— Soit = 0 alors o(z) =1

— Soit z # 0 et alors (x) = xZ de cardinal infini.

Ainsi, on peut dérouler la démonstration de la méme facon que la précédente et
obtenir le méme résultat pour Z. U

III Graphes finis

II1.1 Définitions et cadre
Definition II1.1.1 Un graphe (ou graphe orienté) X est un couple (V, E) ou :

— V est un ensemble d’éléments nommeés sommets.

— E C V? est composé de couples représentant les connections directes entre les
sommets que nous appellerons arétes.

On notera les ¢éléments de E : [z,y| (ou plus rarement "(x,y)") en se souciant de
l'ordre. Ainsi dans l'aréte [z, y], x est la base de la fléche et y est le but de la fleche
(la ou celle-ci pointe). Et on appellera aréte sortante (respectivement entrante) de
x € V, une aréte de la forme [z, y| (respectivement [y, x]), pour y € V.
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FIGURE 1 — Exemple de graphe orienté

Notation : Sion a un graphe donné X, on notera parfois V(X)) les sommets de X
et £(X) les arétes.

Remarque: La définition donnée ci-dessus définie enfaite les graphes simples, c’est-a-
dire ceux pour lequel il n’y a pas plusieurs fois une méme aréte entre deux sommets
dans I’ensemble des arétes. Dans toute la suite, nous ne considérerons donc que des
graphes simples.

Par opposition aux graphes "orientés" on peut définir :

Definition II1.1.2 Un graphe non orienté X = (V, E) est un graphe (orienté, de

la définition [[I1.1.1]) tel que :

V(z,y) €V [z,yl € E=[y,2] €E

Dans ce type de graphe, 'ordre des arétes n’a pas d’importance, on pourra méme
dire que : [z,y] = [y, ], ainsi on ne voit plus les arétes comme des couples, mais
plutdt comme des ensembles : [z,y| = {z,y}.

FIGURE 2 — Exemple de graphe non-orienté

Remarque: Dans le cas ou il n’est pas important de le spécifier, on dénotera par
"graphe" un graphe orienté ou non orienté. Par conséquent, nous spécifierons bien
lorsqu’un énoncé est valable seulement pour un type de graphe.

Definition IT1.1.3 Soit X = (V, E) un graphe. On dit que X est sans boucle si
pour tout « € V', [x, x| n’est pas une aréte.

Definition ITI.1.4 Soit X = (V,E) un graphe et A un ensemble. On appelle
coloration de X une application :

_>
e=[z,y] — c(z,y)

Definition IT1.1.5 Soit X = (V, E) un graphe. Un sous-graphe de X est un graphe
Y = (Vy, Ey) tel que :

Vnga EYgEm{[x>y] ’(‘%7:9)6‘/12}

Toujours en considérant ou non l'ordre des arétes.
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Definition IT1.1.6 Soit un X = (V, E) un graphe non orienté et g un sommet de
X on appelle degré de g, noté deg(g), le nombre de voisins de g, ¢’est-a-dire :

deg(g) == {y € V| [z,y] € E}|

Dans le cas out V' est infini, on dira que c’est la cardinalité de ’ensemble {y € V' |

[z,y] € E}, ce qui peut étre un ordinal (cf. [IV.5.5).

Definition II1.1.7 Soit X = (V, E) un graphe orienté ou non et n > 3. On dit que
X est un n-cycle si V= {vy,...,v,} et si B = {[v;,v; +1] | ¢ € [1,n— 1]} U{[vn, v1]}.

FExemple: Le 4-cycle :

Definition IT1.1.8 Soit X = (Vx, Ex),Y = (Vy, Ey) deux graphes, un morphisme
de graphe est une application f : Vx — Vi telle que :

V(u,v) € V2, ([u,v] € Ex = [f(u), f(v)] € Ey)

Remarque: On peut donc définir la catégorie des graphes notée Graph telle que
les objets sont les graphes, les morphismes sont les morphismes de graphes et
la composition est la composition d’ensembles (en particulier ici I'ensemble des
sommets). On peut voir que c’est une catégorie localement petite.

A La catégorie des Graph contient les graphes orientés et non orientés donc
aussi les morphismes d’un graphe orienté a un graphe non orienté, ce qui ne pose
pas de probléme.

De la méme maniére que pour une catégorie en général, on peut définir pour
Graph les isomorphismes :

Definition II1.1.9 Soit X, Y deux graphes, un isomorphisme de graphe de X vers
Y est un morphisme f : V(X) — V(YY) de graphe, tel qu’il existe g : V(Y) — V(X)
un morphisme vérifiant :

fog:idV(Y)a gof :idV(X)-

S’il existe un isomorphisme de graphe de X vers Y, on dit que X et Y sont
isomorphes. On le notera X 2 Y.

Definition II1.1.10 Soit X un graphe orienté ou non orienté, on peut définir
I'ensemble des automorphismes de X : Autgqpn(X). Contenant les isomorphismes
de X dans lui-méme.

L’énoncé suivant reprend I’énoncé de la Propriété qui s’appliquait aux
catégories localement petites, nous en redonnons une démonstration similaire pour
se familiariser avec les notations.
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Propriété I11.1.11 Soit X = (V, E) un graphe orienté ou non orienté.
Autrapn(X) est un groupe pour la loi de composition "o", de neutre :

) V -V
id :
r = X

Preuve. Soient a, f € Autgrapn(X), on a que o va de V dans V et comme « et
[ sont des bijections, « o § aussi. De plus, si [z,y] € E alors [B(x),5(y)] € E et
[ao B(x),a0p(y)] € E donc oo 5 est un morphisme de X. On peut faire le méme
calcul pour (o 8)~1. Donc o est bien une loi interne sur Autgyqpn(X). Vérifions que
¢’est un groupe :
— Associativité : On sait que la composition est associative sur F(V,V) donc
I'est en particulier sur Autegyapn(X).

— Neutre : id est bien le neutre, car on a: aoid = a =1ido a.

— Inverse : Soit & € Autgrapn(X), on prend o' la bijection réciproque. On sait
que o~ ! est un morphisme par définition d’isomorphisme et que o' oo =
aoa ! =idy =id.

Ainsi Autgrqpn(X) est bien un groupe. O
Remarque: Des définitions ci-dessus, nous pouvons faire plusieurs remarques pour
se familiariser avec les notions :
1. Si X = (V,E) est un graphe, un élément de Autgyqpn(X) est également un
¢élément du groupe symétrique S(V).
2. On peut définir un graphe X = (V) E) a laide de la matrice des arétes

correspondantes définie par :

o 1 sili,jle E
M(X) = (mij)jyeve, (i, j) € V2, my; = { 0 sin[orf]

On peut avoir une autre caractérisation des automorphismes. Tout d’abord on
peut rappeler que si on se fixe 0 € &(V') alors la matrice :
P, = (5z’,a(j))i,j€V2
est une matrice de permutation et P, = P,—i. On a de plus la relation :
o € Autgrapn(X) © P,M(X) = M(X)P,
En effet, on fait tout d’abord le calcul : Soient (u,v) € V2,
[Pa_lM(X)PU]u,v = Z[Pafl]U,k[M(X)Pa]k,v

keV

= Suo1[M(X) Pyl
keV

[M(X) oo w).0

[M(X)]o(w) [ Polko

= Z[M(X)]o-(u),kékﬂ(b)

keV

= [M(X)]o )00

11
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Donc ([M(X)]uw)@vev: = ([M(X)]fw),fw))@wwvev> et ainsi on obtient les
équivalences suivantes :

g c AutGmph(X) = V( ,U)

& V(u,0)

([

* ([u,v] € E & [o(u),0(v)] € E)

LIMX ) =1 [M(X)] fw.sw) = 1)
(X, )uv)GVQE([M(X)] ))(
M(X) = P, M(X)F,

eV
eV
(u,v)eV2

3. La détermination de Autgyqpn, ne prend pas en compte la différence entre les
graphes tels que pour tout sommet z, l'aréte [z, z] est une aréte du graphe,
aux graphes pour lequel aucun [z, z] est une aréte.

Dans la suite, on utilisera les résultats que nous prouverons indépendamment
dans les deux situations précédentes.

II1.2 Quelques exemples et propriétés
I11.2.1 Graphe image

Nous venons de définir la notion de sous-graphe et celle de morphisme, nous
allons donc définir la notion naturelle qui suit et montrer une propriété qui sera
important dans la suite.

Definition IT1.2.1 Soit X = (Vyx, Fx) un graphe, Y = (Vy, Fy) un sous-graphe
de X et o un morphisme de graphe de X vers Y. Le graphe image de Y par «, noté
a(Y), est (Varyy, Eagyy) ol :

Va(y) = Oé(Vy)
Eoyy = {la(a),a(b)] | a,b € Vy, [a,b] € By}

Lemme II1.2.2 Si X un graphe, Y un sous-graphe de X et a € Autgrapn(X).
Alors, on a que Y est isomorphe a a(Y').

Preuve. Soit Y = (Vy, Ey) un sous-graphe de X = (Vx, Ex) et o € Autgrapn(X).
On note a(Y') = (Vay), Ea(vy) et on considére I'application :

Vv — Va(y)
r — ar)

o3

On peut tout d’abord voir que 3 est une application et qu’elle est surjective, par
définition de Vi (y). L'injectivité vient du fait que a est injective et que 3 en est
une restriction & Y. Ainsi 3 est bijective, il nous reste a voir que 3 et 37! sont des
morphismes de graphes :
Soient a,b € Vy tels que [a,b] € Ey, alors [a, ] est aussi une aréte de X, donc
[ﬁ(a) B(b)] = [a(a), ()] est une aréte de X et a,b € Vy, ainsi par définition de
Eavy, 18 (a), B(b )] € Equvy. Donc 8 est un morphisme de graphe et on fait de méme
avec 37! et a~! pour obtenir que : 8 est un isomorphisme de graphe de Y dans
a(Y). O

Lemme II1.2.3 Soit X,Y deux graphes non orientés, soit g un sommet de X et,
soit o un isomorphisme de X vers Y. On a que deg(g) = deg(a(g)).

12
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Preuve. Avec les notations de I’énoncé, on sait que dans X il existe deg(g) arétes dont
un des sommets est g. Comme « est un isomorphisme, on a que : pour tout h sommet
de X, [g, h] aréte de X si et seulement si [a(g), a(h)] aréte de Y. Donc dans Y il existe
également deg(g) arétes dont un des sommets est g. Donc deg(g) = deg(a(g)). O

Remarque: Des deux lemmes précédents, on peut faire de nombreuses remarques sur
I'image de certains sous-graphes par un isomorphisme. Par exemple :

— Un n-cycle est envoyé sur un n-cycle.

— Une ligne de n sommets est envoyée sur une ligne de n sommets.

1I1.2.2 Graphes complets

On va maintenant s’intéresser a déterminer plus précisément Auteyqpn(X) dans
certains cas particuliers.

Definition I11.2.4 Un graphe X = (V, E) est complet si :
Va,b € V,a#b,la,b € E

Remarque: On peut faire deux remarques sur la définition :

1. Si X est complet alors il est sans boucle et on a :

0 1 1 ) 1
M(X) = S o | —Id=J-1d
Lo
1 1
1 1 0

2. On peut modifier la définition pour également considérer les arétes "[z, z]",
cela ne changera pas les résultats suivants dans 1’ensemble.

Propriété I11.2.5 Soit X = (V, E) un graphe sans boucle. Si |V| =1 ou |E| > 0
alors :
X complet < Autgrepn(X) = S(V)

Preuve. Supposons tout d’abord que X est complet. On a tout d’abord, en utilisant
la remarque (1) précédente, que Autgrapn(X) est isomorphe & un sous-groupe de
S(V). Soit o € S(V), on sait par la remarque (2) précédente que o est un élément
de Autgrepn(X) si et seulement si sa matrice de permutation P, commute avec
M(X) = J — Id. Or on obtient que P,Id = IdP, et P,J = JFP,, donc on a bien
Autgrapn(X) = &(V).

Réciproquement, supposons que Autgrapn(X) = &(V). Si |[V| = 2 on vérifie
trivialement que X est connexe. Supposons que |V| > 3. Comme |E| > 0 on peut
se fixer a,b € V? tel que a # b et [a,b] € E. Soient ¢, d € V? tels que ¢ # d, on
considére o = (ac)(bd) € &(V). Alors, on obtient que (¢,d) = (o(a),o(b)) est une
aréte de X car 0 € Autgrapn(X). Donc X est complet. O

Notation : Pour noter un graphe complet & n sommets sans encombrer le dessin,
on utilisera un graphe cycle avec des arétes doublées. Par exemple :

13
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désignent le méme graphe.

Exemple: D’autres exemples :

— Le groupe d’automorphisme du tétraedre est &, car le graphe du tétraédre est
complet.

— Le groupe d’automorphisme d’un n-cycle est le groupe diédral Ds,,.

En effet, on sait tout d’abord que Ds, est le groupe des isométries du n-
gone régulier. On peut vérifier que si on note 1,...,n les éléments de V(X)) et
les sommets du n-gone régulier, alors un automorphisme de graphe est une
isométrie du n-gone ce qui se voit facilement en utilisant le fait qu’un graphe
ligne s’envoie sur un graphe ligne. De plus, si on prend une isométrie du n-gone
régulier, alors en faisant correspondre les sommets successifs du n-gone régulier
avec les sommets successifs du graphe cycle on obtient un automorphisme de
graphe.

II1.2.3 Graphes connexes

On supposera dans la suite que X est un graphe non orienté sans boucles.
Une remarque importante dans 'étude de Autgrapn(X) est le fait qu’on peut se
restreindre a I’étude des graphes connexes :

14
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Definition IT1.2.6 Soit X = (V, E) un graphe, soient a,b € V on dirait que a et
b sont connectés s’il existe une suite (Un)ne[[o,N]] € VY telle que u; = a, uxy = b et
pour tout n € [1,..., N — 1] on a [u,, u,41] € E. On dira de plus que X est conneze
si:Va,beV,a#b, aetbsont connectés.

Dans le cas d’un graphe non forcément connexe, on peut également définir :

Definition IT1.2.7 Soit X = (V| E) un graphe, soit = € V, on appelle composante
conneze de x, le plus grand sous-graphe Y = (Vy-, Ey) de X tel que Y soit connexe
et © € Vy. On dira plus généralement que Y est une composante connexe de X.

Nous allons définir maintenant la notion de "graphe somme" pour aboutir sur la
décomposition en graphes connexes, qui nous intéressait au départ.

Definition IT1.2.8 Soit B un ensemble et {X;, = (Vx,, Fx,) | b € B} un ensemble
de graphes. On définit le graphe somme, noté Z Xy, de la facon suivante :

beB
V(Yo X = [J{o} x V),
E(Z Xp) = A{[(b,z),(b,y)] | b € B,[z,y] € Ex,}

Remarque: 11 est donc possible de décomposer un graphe X comme somme de ses
composantes connexes. En effet, si on note {Y;,j € J} les composantes connexes de
X. On peut voir que X = >, Yj, en identifiant simplement les arétes [(j, ), (j,y)]
avec les arétes [r,y| dans X qui servaient & les définir par 'isomorphisme :

Vx — V(ZjeJ Y;)
r = (jz)sizely;

composantes connexes de X, tel que pour tout i € I, (X;;)jes, est une famille de
graphes isomorphes deux & deux et tel que pour tous i',j" si i # i, Xy nest
isomorphe a aucun des (X ;)jes. On définit X; = ., Xij. On a déja vu X =
Yoicr Xietona:

Proposition II1.2.9 Soit X un graphe, on va noter (X ;)icrjes; les différentes
/

Autgmph(X) = Autgmph(Xl) X ... X Autgraph(Xi) X ...
= >< AutGTaph (Xz>

iel
Preuve. On reprend les notations de ’énoncé en posant :
X =V, E) et (Xi)ier = (Vi, i) )ier

Nous allons exhiber I'isomorphisme entre ces groupes. Soit a € Autgyqpn(X), on sait
par le Lemme , que pour tous i € I,j € J;, « , est un isomorphisme de Xj ;
dans o(X; ;). Ainsi (X, ;) = X, pour un j' € J; par définition des (X, ;)icr jer;-
On peut faire pareil pour montrer que «|, est un isomorphisme de X; dans X;,
en effet, c’est une bijection comme restriction d’une bijection sur un sous-ensemble
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stable (ici X;) et c’est un morphisme en observant que les arétes de X; sont envoyées
sur les arétes de X; et qu’il n'y a pas d’arétes d’'un sommet de X; vers un sommet
de X, par connexité. Ainsi o), € Autgrapn(X;). On pose :

AutGraph<X> — XiGIAutGraph(Xi)

X a — (oz|X1,...,0qu,...)

Montrons que y est un isomorphisme de groupe.

— Morphisme : Soit ay,ay € Autgrapn(X), on a pour tout i € I, oy 0 g =
(a1 0 ay),. , ainsi :

X(aroaz) = ((an0ag) ;. (1 0@2))y ,.0)
= (Qu|x, © Qa[x s Ql|x, O Qg o)
= (041|X1, ...,Oél‘Xi, ) © (OéQ‘Xl, ...,Oéz‘xi, )

= x(a1) © x(a2),
ou ® est la loi sur X;c; Autcrapn(X;) définie comme la composition composante
par composante. Donc y morphisme.

— Injectivité : Soit ay, as € Autgrapn(X) tels que x(a1) = x (), alors :

(041|X1, ..‘,CY1|XZ_, ) = (a2|X1, ...,a2|XZ_, )

Ainsi pour tous i € I, x € V],

ap(z) = )y, ()

= a2\xi (ZE)

= ay(x)

Donc oy = aw, donc x injective.

— Surjectivité : Soient (B, ..., Bi, ...) € Xicr Autcrapn(X;) alors on définit :

Vy — Vx
x = [ix)oux eV

On voit directement que « est bien défini et qu’il définit un morphisme bijectif,
car les f3; sont des automorphismes. Donc y surjective.

Ainsi Autgmph(X) = ><i€[ Autgmph (Xz) L]

II1.3 Graphe de Cayley

Nous allons donc maintenant introduire le Graphe de Cayley qui est un graphe
qui encode toute la structure d'un groupe, en particulier nous allons voir que les
automorphismes de ces graphes redonne le groupe de départ.

Construction : Soit G un groupe et 1g son neutre. On prend alors le graphe
ordonné complet, avec boucle, dont les sommets sont les éléments de G. Ainsi on a
X = (G, E) et pour tout (u,v) € G?, [u,v] € E.
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On définit une coloration sur ce graphe par ’application :

o E - G
“e=|[g,h] — g 'h
Et on notera dans la suite ¢,; = c([g,h]). Ainsi, on répartit les arétes en N

classes/couleurs différentes. On peut remarquer également qu’a chaque sommet z et
a chaque couleur c il existe une aréte entrante et une aréte sortante de x de couleur
c. En effet, si g est un sommet et ¢ = h une couleur, alors comme h = g~ 'gh on
obtient que l'aréte [g, gh| est de couleur h. Ainsi on a une aréte de chaque couleur
sortant de g, en répétant I’argument pour tout sommet et pour les arétes sortantes
et rentrantes, on a ce qu’on veut.

Notation : On notera C(G) le graphe X de la construction précédente, nommé le
graphe de Cayley de G.

Ezemple: Pour le groupe G = 7Z/37 = {0,1,2}, on a :

Co2 = 0

FIGURE 3 — Graphe de Cayley de Z/3Z
Propriété I11.3.1 Soit G un groupe d’ordre N > 1 fini, C(G) posseéde N? arétes.

Preuve. On note ay le nombre d’arétes dans C(G). Raisonnons par récurrence sur
N > 1, on veut montrer la propriété :

(PN) anN = N2

— Initialisation : Pour N = 1, ay = 1 = 12

— Récurrence : Soit N > 1. Supposons avoir montré (Py_1). Le graphe C(G) est
le graphe C(G \ {1¢}) auquel on a ajouté le sommet 1g, 'aréte [1g, 1g] et
pour chaque z € G N\ {lg} les deux arétes : [z,1g] et [1g,z]. Donc, on a la

relation :
GN:CLN,1—|—1—|—2(N—1)
= (N —1)2—1+2N, par (Py_1)
= N?
On conclut par récurrence. O
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Remarque: Sur cette construction, on peut faire plusieurs remarques :

— Soient gy, ..., g, des éléments de G. On a la relation suivante :

9In = 90Cg0,91€g1,92Cg2,95*Cgn—1,9n"

— Soit z € G. On sait que de tous les sommets de C(G) il n’y a qu'une aréte
sortante et une entrante de couleur x. On a de plus que s’il existe n € N tel
que, en partant d'un sommet g de C(G) et en suivant n-fois 'aréte sortante de
couleur x, on retombe sur g alors x est d’ordre fini dans G divisant n.

On peut faire une autre construction que celle du graphe de Cayley que nous
avons décrite ci-dessus. En effet, a partir d’'un groupe G et d’une famille § d’éléments
de G qui est génératrice. On peut définir le graphe de Cayley, mais ol on a gardé
seulement les arétes dont la couleur est dans S.

Cette construction est aussi intéressante que celle du graphe de Cayley C(G) car
elle contient toutes les informations nécessaires a la description du groupe.

Notation : On notera ce graphe Cs(G).

Exemple: Pour le groupe Z/3Z = (1), on a :

FIGURE 4 — Graphe de Cayley des générateurs de Z/37Z

I1I.4 Automorphisme préservant la couleur

Dans cette section, on va s’intéresser aux automorphismes du graphe de Cayley
préservant la coloration.

Definition I11.4.1 (Préservation de la couleur) Soient F un ensemble d’arétes
et A un ensemble. Soient X = (Vx,Fx),Y = (Vy, Ey) deux graphes tels que
Ex,Ey C E. Soit f un morphisme de graphe de X sur Y et soient cx : Fx — A et
cy : By — A deux colorations de, respectivement, X et Y. On dit que f préserve
la couleur si une aréte et son image ont la méme couleur par f. Plus précisément :

Ve = [a,] € Ex, cx([a,b]) = ev([f(a), f(b)]) € A.

Remarque: Fixons un ensemble A quelconque. On peut restreindre la catégorie
Graph sur ces morphismes et ces objets, pour considérer les graphes munis d’une
coloration a valeur dans A et les morphismes de graphes préservant la couleur. On
notera cette catégorie Couleur 4 et donc le graphe de Cayley muni de sa coloration
construite dans la section précédente est un élément de la catégorie.

Definition I11.4.2 (Automorphismes et couleurs) Soit G un groupe.
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— Les automorphismes du graphe de Cayley préservant la couleur sont définis
comme les automorphismes de graphe de C(G) = (G, E) qui préservent la
coloration

F — G

“e=1[g,h — g'h

Plus précisément, un automorphisme « préserve la coloration si :

1

Ve = [2,y] € E,Cry = Ca()aly) 1€ 2y = a(z)  aly).

— On notera 'ensemble des automorphismes (qui est un groupe par [[.2.4) du
graphe de Cayley préservant la couleur : Autcoyienr (C(G)).

Remarque: Pour un groupe G' donné, Autcoyewr(C(G)) est donce le groupe contenant
les automorphismes de la catégorie Couleurg.

Il nous manque simplement la définition des morphismes de multiplication a
gauche pour ensuite regarder notre premier résultat de réalisabilité sur les graphes.

Definition II1.4.3 Soit G' un groupe. Pour tout, x € G on définit :

G —- G
g = xzg’

Jo:

I’application de multiplication & gauche par x.

Notation : On notera Gau(G) = {f. | * € G}, 'ensemble des applications de
multiplications & gauche.

Propriété 111.4.4 Soit G un groupe. Gau(G) muni de la composition est un groupe
de neutre idg = fi,.

Preuve. Soient g,h € G. On a f, o f, = fu, ainsi o est une loi de composition
interne sur Gau(G). De plus on a f, o f1, = fiz o f, = fy et fg‘l = f4-1, grace aux
propriétés de groupe de G. U

Remarque: Nous verrons méme que Gau(G) est isomorphe a G dans la Proposition
T11.4.6!

Théoréme II1.4.5 Tous les automorphismes du graphe de Cayley qui préservent
la coloration des arétes sont obtenus par multiplication a gauche des éléments du
groupe.

Preuve. 1l nous faut donc montrer que :

{a € Autgrapn(C(G)), a préserve la coloration} = {fx ; G : fg Vo e G} :

ou encore :

Autcoutenr (C(G)) = Gau(Q)

Procédons par double inclusion,
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D) Soit z € G, comme C(G) est un graphe complet, on a que f, est un morphisme
de graphe, car il est défini de I’ensemble des sommets dans lui-méme et les relations
sur les arétes sont toutes trivialement vérifiées. De plus f, est injectif, car on a :
Vg,h € G,xg = zh = g = h, et surjectif car : Vg € G,g = f.(x7'g). De plus
f= préserve la couleur, car si on prend g,h € G alors [g,h] est de couleur ¢, et
[f:(9), fz(R)] = [zg,zh] est de couleur (zg)'zh = g 'a~'zh = ¢,5. Ainsi, on a
I'inclusion voulue.

C) Soit & € Autgrapn(C(G)) préservant la couleur. Tout d’abord, on peut faire
la remarque que s’il existe g € G fixé par a alors a = id. En effet, soit h € G alors
on sait que [g, h| et [a(g), a(h)] sont de méme couleur, ainsi on obtient que :

g-'h=(a(g))"a(h) = g~ a(h)

et donc on a Vh € G,a(h) = h, c’est-a-dire o = id. Supposons maintenant que
a # id et donc que « déplace tous les sommets. Soit ¢ € G\ 1g montrons que
sion a, a: 1lg — g alors « est complétement déterminé. En effet, supposons de
plus que a : 1g — g¢. Soit h € G, comme « préserve la coloration, on a que
(1g,h) et (a(lg),a(h)) sont de méme couleur, ainsi on a comme précédemment
15'h = (a(1g))ta(h) = g ta(h), donc finalement Vh € G, a(h) = gl;'h. Donc, on
a montré que « est parfaitement déterminé si on fixe simplement 'image de 14 et
de plus que « ainsi déterminé est de la forme " f,". Ainsi, on a l'autre inclusion. [J

Remarque: On rappelle que le théoréme reste inchangé méme si on ne considére par
l'aréte [g, g] pour chaque élément g € G, car son image est directement déterminée
par 'image d’un élément et sa couleur est celle de 14.

Le théoréme nous dit que :

Proposition I11.4.6 Soit G un groupe, Gau(G)) = G.

G — Gau(G)
= [y

— Morphisme : Soient g, h € G, ®(gh) = fyn, = fy0 frn = ®(g) o P(h). Donc ® est
un morphisme de groupe.

— Injectif : Soit g € G tel que ®(g) = idg. On a f, = id = fi, donc fy(lg) =
g = fi1,(1g) ainsi g = 1g. On a donc que Ker(®) = ). Donc @ est injectif.

Preuve. En effet, application, ® : vérifie :

— Surjectif : Soit ¢ € Gau(G), alors il existe g € G tel que ¢ = f,, donc ®(g) = .
Donc @ est surjective.

Ainsi ¢ est un isomorphisme de groupe et on a que Gau(G) = G. O

Finalement, nous venons de montrer avec les énoncés [[I1.4.5] et [[I1.4.6] que pour
tout groupe G, | Autcouenr (C(G)) = G |.

Avec un travail similaire & celui réalisé précédemment, il est possible de préciser
un peu cela et de montrer la Proposition suivante :

Proposition I11.4.7 Si on a G un groupe et S une partie génératrice. Alors :

AutCOUl@UT(C(G)) = AUtC’ouleur (CS(G)) > G
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I11.5 Extension au cas non orienté

C’est dans cette section que nous répondrons a la question posée en montrant le
théoréme suivant :

Théoréme II1.5.1 (Frucht) Soit G un groupe fini. Il existe un graphe X, non
ortenté, fini, tel que son groupe d’automorphisme est isomorphe a G.

Preuve (Théoréme). On notera dans toute la suite N = |G| et on se fixera une fagon
de numéroter les éléments du groupe : G = {g; | i € [1, N]}. Séparons-nous de cas
triviaux :

— Cas N =1:0n aque G = &; et on prend le graphe X suivant :
O

On a facilement que Autgrapn(G) = G car X est complet et a 1 sommet.

— Cas N =2 :0n a que G = &, et on prend le graphe X suivant :
Om®)

On se place maintenant dans le cas N > 3, soit ¢ € [1, N], on définit H; comme
étant un graphe non-orienté composé de 4 sommets alignés, numérotés de 1 a 4, avec
une ligne de 2¢ sommets connecté au sommet 2 et une ligne de 27 + 1 sur le sommet

O
s
E

FIGURE 5 — Exemple de H;

Nous avons introduit les (Hy)x de cette maniére de fagon un peu arbitraire, on
entend par cela que nous utilisons des (Hy)y seulement plusieurs propriétés :

— Soit k € [1, N], Hy est connexe.

— Soient i,j € [1,N],i # j, H; et H; ne sont pas isomorphes.

— Soit k € [1, N]|, Autgropn(Hy) = {id}. En effet, soit a € Autgrapn(Hy), les
sommets "2" et "3" de Hy sont les seuls de degré 3. Le sous-graphe A composé
du sommet "2" et de la ligne de 2k sommets qui lui est connecté (avec un
sommet de degré 1 a lextrémité), est envoyé sur un sous-graphe du méme
type, donc soit lui-méme, soit le sous-graphe B composé de "3" et une ligne
de 2k sommets, mais dans ce cas le 2k + 1-éme sommet n’est pas dans B et n’y
est pas connecté, car l'extrémité de A (et donc de B) est de degré 1. Ce qui
est absurde. Donc, on a que "2" et "3" sont envoyés sur eux-mémes et tous les
autres sommets aussi. Ainsi a = id.
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Gréce a la construction des (Hg )k, & chaque couleur, g; € G on associe un graphe
avec un nombre différent de sommets. On construit ensuite le graphe X, défini
comme le graphe de Cayley, C(G) mais ou pour tous i # j on a remplacé 'aréte
[9i, g;] de couleur ¢y, ;. = g par une copie du graphe Hj, en faisant correspondre
le sommet g; avec 1 et le sommet g; avec 4, on a également supprimé simplement
l'aréte [g;, g;]. Ainsi X est non orienté et connexe, de plus seules les arétes qui étaient
de méme couleur correspondent aux mémes sous-graphes.

Soit @ € Autgrapn(X), commengons par faire deux remarques, qui nous serviront
plus tard :

— Soit g; € G alors a(g;) € G. En effet, g; est d’ordre 2N > 6 dans X donc a(g;)
aussi par le lemme sur les degrés. Or seuls les sommets qui sont des éléments
de G sont de degré 2N car les autres ont au maximum 2 voisins, ainsi a(g;)
est envoyé sur un élément de G.

— Considérons-le sous graphe X de X composé des sommets de X qui ne sont pas
des éléments de G. Ce graphe a N? — N composantes connexes correspondants
a tous les graphes copies des Hj, (sans leurs sommets "1" et "4" que l'on fait
correspondent & des éléments de GG) que 1'on avait ajouté dans la construction
de X. De plus, avec la remarque précédente, on a que « envoie les éléments de
G sur les éléments de (G, or étant un isomorphisme, il envoie les éléments qui
ne sont pas dans GG vers d’autres que ne sont pas dedans. Ainsi, en restriction
au sous-graphe X, « est un automorphisme. Donc, il envoie une composante
connexe de X sur une autre composante connexe. Soient g;,g; € G, si on

considére un sous-graphe H ’g1) (copie de Hy) de couleur g qui les relie :

-k ~2)

FIGURE 6 — H."

K étant une composante connexe de X il est envoyé sur une autre composante
connexe L et ainsi H ) est envoyé sur le graphe composé de a(g1), L et a(g).

()

Ce graphe ne peut étre qu'un H; par définition de X, on le notera H . On

(2) (2)

sait de plus que H,” est isomorphe a H;”, ainsi k = [. En résumé, on a

que la copie de Hy, H,gl) dans laquelle se trouve g; et g; est envoyé par «
sur une autre copie, H, ,EQ) dans laquelle se trouve a(g;) et a(g;). Mais on a
que Auterepn(Hy) = {id}, ainsi il n’y a qu’une fagon d’envoyer une copie de
Hj, sur une autre copie, c’est en considérant "l'identité" sur ces copies. Plus
précisément, les sommets correspondants a ceux numérotés 1 a 4 dans Hy, sont
envoyés sur les autres sommets correspondants dans I'autre copie et les lignes
de méme.

Finalement, il nous reste a faire correspondre Autg,qapn(X) et Autcouew (C(G)).
Pour cela on considére 'application :

Aut(;mph(X) — AUtCouleur(C(G))
o Qg

22



IIT GRAPHES FINIS

oll o, est la restriction de o aux sommets de X qui étaient des sommets de C(G)
avant la construction.

Montrons que cette application est bien définie, qu’elle définit un morphisme de
groupe et que ce morphisme est bijectif :

1. Bien définie : Soit @ € Autgrapn(X), il est aisé de voir que o e défini une
bijection grace a la premiére remarque précédente (les sommets de C(G) étant
les éléments de G ils sont envoyés sur des éléments de G et comme « est une
bijection e, aussi). Il nous reste a voir que ay, (, st bien un morphisme de
graphe de C(G) dans C(G), ce qui est aussi immédiat, car dans C(G) tous les
2-tuples sont des arétes. On en déduit la méme chose pour a[}(lG) et on a que

Q) €st bien un automorphisme donc x bien définie.

2. Morphisme : Soient («, 3) € Autgrapn(X)?, on doit montrer que :

x(ao B) = x(a) o x(B)

Ceci est une égalité d’application de Autcouenr(C(G)), ainsi soit A un sommet
de C(G), on a que :

x(aro B)(h) = (a0 B), (h)
= (a0 B)(h)
— o B(h)
= Qg © Blcm)(h)
= x(@) o x(B)(h)

Donc x est un morphisme.

3. Injectivité : Soient o € Autgrapn(X) tels que x(a) = idautgy.., (@) Alnsi
a fixe tous les sommets dans G. Soit A un sommet de X ~\ G alors h est un
sommet d’une copie d’'un Hj, qui correspond a une aréte de couleur g = ¢y, 4.
telle que g; et g; sont les extrémités de cette copie. Par les remarques, on a que
g; et g; sont fixés par a et que la copie de Hj, est envoyée sur une autre copie
de Hj connecté & a(g;) = g; et & a(g;) = g;, par le morphisme représentant
"I'identité" (mais ici pour les copies) du groupe Autgrapn(Hg), or dans C(G)
il n’y a qu'une aréte connectée a g; et g; de couleur g, donc on en déduit que
la copie de Hy dans laquelle h se trouve est envoyé sur elle-méme et donc que
le sommet h est envoyée sur lui-méme. Finalement « fixe tous les éléments de
X donc y est injective, car ¢’est un morphisme de groupes.

4. Surjective : Soit S € Autcoutenr(C(G)). On prend o € Autgrapn(X) tel que
pour h € V(X),
— si h € C(G), a(h) = B(h)
— sinon on sélectionne le sous graphe contenant un g;, un g; et qui est
une copie de Hy tel que h est dans cette copie et on définit 'image de
h comme 'unique élément correspondant dans l’autre copie de Hj qui

contient a(g;) et a(g;). On peut vérifier que a ainsi défini est bien un
automorphisme de X dans X.

On a donc défini un élément de o € Autgrapn(X) tel que x (o) = 5 donc x est
surjective.
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Donc x est un isomorphisme de groupe, ainsi :
AutG’raph(X) = AutCouleur(C(G)) = G

On a donc trouvé un graphe X réalisant GG, ce qui termine la preuve. 0

FIGURE 7 — Graphe du théoréme pour le groupe Z/37Z

Etendons un tout petit peu ce théoréme :

Corrolaire I11.5.2 Soit G un groupe fini. Il existe une infinité de graphes X, non
orientés, finis, tel que leur groupe d’automorphisme est isomorphe a G.

Preuve. On notera comme précédemment N = |G|. Séparons-nous de cas triviaux :

— Cas N=1:0n a que G = {lg}. Soit n € N, on construit le graphe X,
contenant un cycle de taille 3 avec un des sommets du cycle aussi connecté a
un autre sommet et un autre sommet du cycle connecté a une ligne de 2 4 n!
sommets.

({0000

Soit a € Autgrapn(X,) alors le 3-cycle est préservé par «, de plus on peut voir
que c est envoyé sur ¢ car le sous-graphe contenant c et la ligne connectée a
¢ ne peut étre envoyée que sur elle-méme. On en déduit pareil pour b et a et
ainsi a = idy,. Donc Vn € N, Autgqpn(X,) = G.
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— Cas N=2:0n a que G = Z/2Z. Soit n € N on construit X,, de la fagon
suivante :

(o)
e’@ OO0

Et on peut voir que si o € Autgrepn(X,) alors « est, soit idx soit est la
permutation qui échange a et c. Donc Vn € N, Autgqpn(X,) = G.

On se place maintenant dans le cas N > 3. De maniére générale, il suffit de dérouler
la méme démonstration que pour le Théoréme avec d’autres constructions de
"Hi". On a fait la remarque qu’il faut simplement s’assurer que l'on construit N
graphes connexes non isomorphes deux a deux et tel que le groupe d’automorphisme
est, {id} car ainsi les remarques faites au début de la démonstration du Théoréme
seront encore valables pour les nouveaux Hj et tout se passera bien. Pour définir
de nouveau "H;", on peut raisonner de la maniere suivante : Soit n € N, pour tout
k € [1, N], on pose ngn) = H, 1, ot "(Hy)," désigne la construction que 'on avait
faite dans la preuve du Théoréme et "(?[ ,E”))k" la nouvelle construction, et ainsi la
démonstration marche de la méme maniére avec les (Hy)y, ou les (H ,En)) k- O

IV  Ordinaux

Pour terminer la partie sur les graphes, nous allons nous intéresser a la réalisation
de groupe de cardinal infini, en montrant le théoréme établi par Sabidussi dans [10)].
Avant de s’intéresser au théoréme, il nous faut tout d’abord définir quelques notions
que nous utiliserons plus tard.

IV.1 Relations et propriétés

Definition IV.1.1 (Relation) Soient E, F' deux ensembles. Une relation binaire
R de E sur F est un sous-ensemble G de E x F. Si (z,y) € G on dit que z est en
relation avec y, noté "xRy".

On appelle relation interne une relation binaire d’un ensemble E sur lui-méme.

Remarque: Dans la suite, nous n’utiliserons que des relations internes a un ensemble
E, ainsi on simplifiera ’appellation en : "relation sur E".

Definition IV.1.2 Soit F un ensemble et R une relation sur £. On dit que R est
bien fondée si toute partie non vide X de F posséde un élément R-minimal, i.e.

VX C E,3m e X,Vz € X,zRm
Remarque: En particulier, si z € E, {x} C E et donc Rz

Cette notion de relation bien fondée nous permet d’introduire I'induction :
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Proposition IV.1.3 (Induction) Soit £ un ensemble et R une relation sur E
bien fondée et, soit P une propriété telle que pour tout x dans E on peut déterminer
si P(x) est vraie ou non (séparabilité). Si, pour tout x € E, si pour tout y € E
tel que yRx, P(y) est vraie, alors P(x) est vraie. Alors pour tout x € E, P(x) est
vraie. Plus précisément :

(Vx € E,((Vy € E,yRz = P(y)) = P(z))) = Vz € E,P(x)

Remarque: Par rapport a la récurrence classique, 'induction ne demande pas une
initialisation. Malgré tout, si la propriété "Vx € E,. ((Vy € E,yRx = P(y)) =
P(x))" est vérifiée, alors si on prend m 1’élément R-minimal de E, il n’existe pas
d’élément y € E tel que yRm ainsi P(m) est vraie.

Preuve. En reprenant les notations de 1’énoncé, on considére :
X ={x € E| P(z) n’est pas vrai }.

Si X n’est pas vide, F étant bien fondé, il existe m un élément R-minimal. Soit
y € E tel que yRm, par minimalité de m on sait que y ¢ X, donc P(y) est vraie.
Donc, on a que : Yy € E,yRm = P(y) est vraie, ce qui entraine que P(m) est vraie.
Donc m n’est pas dans X, ce qui est absurde donc X est vide. 0

Nous allons vouloir caractériser certaines propriétés de ces relations pour définir
la notion d’ordre.

Definitions IV.1.4 Soit E un ensemble et R une relation sur E. On dit que R

est :
a) réflerive si : Vo €B, 2Rax.

antiréflezive si : Vo €E, xRz

o o T

)
)
) antisymétrique si : V(z,y) € E?, (xRy et yRx) = x = y.
) transitive si : Vz,y,z € E, (xRy et yRz) = 2 Rz.

)

e) asymétrique si : Yo,y € E, 2Ry = non(yRz).

Remarque: L’asymétrie entraine I'antiréflexivité.

IV.2 Ordre

Definition IV.2.1 (Ordre) Soit £ un ensemble, un ordre sur E est une relation R
sur F qui est réflexive, antisymétrique et transitive. Un ordre strict est une relation
asymétrique et transitive.

A tout ordre, < on peut associer son ordre strict associé <, une autre relation
d’ordre stricte définie par :

Ve,ye BEix <y< (x <yetx#y)

Inversement, & tout ordre strict < on peut associer son ordre large associé <, définie
par :
Ve,ye Eix<ys (r<youzxz=y)
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Definition IV.2.2 (Bon ordre) Un ordre < sur un ensemble E est dit bon si pour
toute partie non vide de E posséde un plus petit élément (pour <). On dit alors que
(E, <) est un ensemble bien ordonné. On dira qu'un ordre strict est un bon ordre
strict si 'ordre large associé est bon.

Definition IV.2.3 (Total) Soit £ un ensemble. Un ordre < sur E est totalement
ordonné si :
Ve,ye E,x <youy< .

De méme, on dira qu’'un ordre strict est totalement ordonné si son ordre large associé
est totalement ordonné.

Lemme 1V.2.4 Pour tout ordre strict < sur F, il y a équivalence entre :
(i) la relation < est ordre total bien fondé ;

(it) la relation < est un bon ordre.

Preuve. Supposons que < est un ordre total bien fondé sur E, et soit X une partie
non vide de E. On prend donc m € X tel que pour tout z € X on a xxm. Comme
< est un ordre total, si z < m n’est pas vrai alors on a m < x, et donc m est le plus
petit élément de X. Donc < est un bon ordre.

Inversement, supposons que < est un bon ordre sur £. Montrons que < est total.
En effet, si a,b € E le sous-ensemble de E, défini par {a,b}, admet un plus petit
élément, donc on a a < b ou b < a. D’autre part, si X est une partie non vide de F
alors X posséde un plus petit élément et donc pour tout z € X on a m < z donc

on a xxm et donc m est un élément <-minimal pour X et < est une relation bien
fondée. OJ

Remarque: La proposition d’induction pour les relations bien fondées peut étre
appliquée aux bons ordres stricts.

IV.3 Catégorie sur les ordres

Nous allons enfaite voir qu’il est possible de définir la catégorie des ensembles
ordonnés munis des morphismes de la définition [V.3.1} Nous pourrions nous poser
également la question de la réalisabilité de groupe de cette catégorie. C’est en fait
assez simple de voir que tout groupe d’automorphisme associé a un élément est le
groupe trivial. C’est ce que nous allons voir dans la suite.

Definition IV.3.1 Soient A,B deux ensembles et <, < deux ordres stricts sur A
et, B respectivement. On appelle application strictement croissante (ou morphisme
d’ensemble ordonné) une application f: A — B qui vérifie :

Ve,ye Az <y= f(z) < f(y)

Lemme IV.3.2 Soient (A, <), (B, <) deur ensembles ordonnés. Supposons que <
est total et que f : A — B est une application strictement croissante. Alors f est
injective et x < y <> f(x) < f(y).

Grace a ces morphismes, on peut définir la catégorie des ensembles ordonnés
Ord. Et donc nous avons les définitions classiques qui s’ensuivent :
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Definition IV.3.3 Soient A,B deux ensembles et <, < deux ordres stricts sur A et
B respectivement. On appelle isomorphisme d’ensembles ordonnés une application
f A — B tel qu’il existe une application g : B — A strictement croissante telle
que :

fog=idg, gof=1ds.

Remarque: Les isomorphismes d’ensembles ordonnés sont en fait les applications
strictement croissantes et bijectives, car ce sont en particulier des morphismes pour
la catégorie Set, donc des bijections.

Notation : Comme dans les autres exemples, on peut donc, pour tout ensemble
ordonné, (A, <) définir le groupe d’automorphisme pour cette catégorie, contenant
les isomorphismes d’ensembles ordonnés de A dans lui-méme. Noté Autp,q(A).

Les énoncés suivants répondront a la question de la réalisabilité de groupe pour
une sous-catégorie de Ord que 'on notera bOrd qui est la catégorie des ensembles
bien ordonnés (les morphismes sont les mémes, juste restreints aux bons ordres).

Lemme IV.3.4 Soit (A, <) un ensemble bien ordonné et f : A — A une application
strictement croissante. Alors pour tout a € A, on a a < f(a).

Preuve. On pose X = {z € A | f(z) < x}. Si A est vide, on a le résultat
trivialement. Supposons donc maintenant que A est non vide. Supposons maintenant
par I'absurde que X est non vide alors X a un plus petit élément que I’on nommera
m. Puisque m € X, on a f(m) < m. Comme f est strictement croissante, on a :
f(f(m)) < f(m). De plus f(m) < m, donc f(m) n’est pas dans X car m est
I'élément minimal de X. Donc par définition de X : f(f(m)) £ f(m). On obtient
donc une contradiction et X est donc vide. U

Proposition IV.3.5 Soient (A, <), (B, <) deux ensembles bien ordonnés. Il existe
au plus un isomorphisme de (A, <) sur (B, <). En particulier, l’identité est le seul
automorphisme d’un ensemble bien ordonné. Ou encore, les ensembles bien ordonnés
sont des éléments rigides pour cette catégorie (Autyorq(A) = {ida}).

Preuve. Soient f et g deux isomorphismes de (4, <) sur (B, <). Etant des ensembles
bien ordonnés, par le Lemme ces ordres sont totaux. On peut donc appliquer
le Lemme 4 g pour montrer que g~ ' est strictement croissante.

En effet, soient (z,y) € B tels que x < y, comme ¢ est un isomorphisme, c’est
en particulier une bijection, donc il existe (u,v) € A tels que g(a) = z,g(b) = vy,
ainsi g(a) < g(b) et par le Lemme, on a a < b, c’est-a-dire g~ '(z) < g~'(y), donc
g~ ! strictement croissante.

On considére donc g7t o f : A — A qui est aussi une application strictement
croissante. Le Lemme implique donc que pour tout a € A, a < g~ ' o f(a),
on applique donc, a cette égalité, g qui est strictement croissante et on obtient :
Va € A, g(a) < f(a). En inversant le role de f et g on peut montrer que l'on a
aussi : Va € A, f(a) < g(a). Donc, on obtient le résultat. O
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IV.4 Opérations sur les ordres

Definition IV.4.1 (Somme) 1. Soient A, B deux ensembles. On définit leur
somme disjointe comme étant :

AWB = (A x {1}) U (B x {2}).

2. Soient A = (A, <) et B = (B, <) deux ensembles ordonnés. On définit leur
somme comme étant le couple A+ B = (AW B, C), ou [ est définie par : pour
tous (a, ), (b,j) € AW B,

(

i=j=1leta<b), ou
(a,i) C (b,j) & (i=j7=2eta=<b), ou
(t=1etj=2).
Definition IV.4.2 (Produit) 1. Soient A, B deux ensembles. On définit leur
produit cartésien de A et B ’ensemble :

Ax B:={(a,b) | a€ Abe B}

2. Soient A = (A, <) et B = (B, <) deux ensembles ordonnés. Leur produit est
le couple A x B = (A x B,C), ot C est définie par : pour tous (a,b), (a’,V') €
A x B,
(a,0) C () & (b<V)ou (b=1V et a<ad)

Definition IV.4.3 (Exponentiation) 1. Soient A, B deux ensembles.
L’ensemble des suites d’éléments de A indexé par B est :

AP = {(ap)een | Vb € B, a, € A}

2. Soit (A, <) un ensemble ordonné, B un ensemble. Supposons de plus que (A4, <)
posséde un plus petit élément noté 0. Soit s = (sp)pep une suite de A%. On
appelle le support de s 'ensemble {b € B | s, # 0}. On note A®) le sous-
ensemble de A® ne contenant que les suites & support fini.

3. Soient A = (A,<) et B = (B,<) deux ensembles ordonnés. On appelle
exponentiation de A par B, et on le note A%, le couple (AP, [C) ou CC est
définie par : pour tous s = (8p)pep, t = (tb)ven,

S[t@HbQEB,SbO < tp, et Vby < b, s, =ty

Remarque: 11 est possible de montrer que si A et B sont des ensembles totalement
ordonnés (resp. bien ordonnés) alors les constructions A + B, A x B et A® forment
des ensembles totalement ordonnés (resp. bien ordonnés). Pour plus de détails, nous
conseillons au lecteur de consulter les notes de cours : [3].

Finalement, avant de passer a la définition d’ordinal, nous énoncerons juste la
propriété suivante :
Proposition IV.4.4 Soient A, B et C des ensembles ordonnés.

— Il existe un isomorphisme de (A+ B) 4+ C sur A+ (B +C).

— I existe un isomorphisme de A x (B+C) sur (A x B) + (A x C).

— 1l eziste un isomorphisme de ABTC sur AB x AC.

— 1l existe un isomorphisme de AP*C sur (AP)C.

Preuve. Admis ici, voir la source [3]. O
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IV.5 Ordinaux

Definition IV.5.1 (Transitif) Un ensemble d’ensembles E est dit transitif si tout
élément d'un élément de E est un élément de E, c’est-a-dire si l’ensemble UyE BY
est inclus dans E. Ou encore si

reyelb=xck

Lemme IV.5.2 (i) () est transitif.
(it) Si E est un ensemble transitif, EU{E}, P(E) et U,y le sont.

(111) Toute union et toute intersection d’ensembles transitifs est transitive.

Preuve. (i) () n’a pas d’éléments, donc ces éléments vérifient bien la propriéteé.

(ii) Soit E un ensemble transitif.
Soient y € EU{E} et x € y alors soit y € F et donc x € E C EU{E} ou,
soity=Fetxe EC EU{E}.
Soit y € P(F) alors y C E donc si x € y alors x € F et donc Vz € x,2 € E
ie. x C F donc x € P(E).
Soit y € U,cp 2 alors y € £ donc si x € y alors x € y € E donc z € E et
€ U,ep 2

(iii) Soient (E;);e; une famille d’ensembles transitifs.
Soit y € J,c; Ei et, soit x € y alors il existe iy € I tel que y € Ej, et donc
comme [, est transitif on obtient que x € E;; C J,; E.

Definition IV.5.3 (Ordinal) On dit qu'un ensemble « est un ordinal, si v est un
ensemble transitif et que la restriction de € a a est un bon ordre strict.

Autrement dit, o est un ordinal si les quatre conditions suivantes sont vérifiées :
i) pour tout x € a, on a x C «,
ii) pour tout x € o, on a = ¢ x,

111) pour tous x,y,z €Ea,sionax €yety e 2z, alorson ax € z,

iv) pour tout A C «, il existe x € A vérifiant x € y pour tout y € A distinct de x.

Propriété IV.5.4 1. () est un ordinal
2. Si « est un ordinal, alors a ¢ «.

3. St a est un ordinal, alors o U {a} en est un aussi.

Preuve. (i) Les 4 propriétés d’un ordinal sont trivialement vérifiées car () est vide
et ne posséde aucun sous-ensemble non vide.

(ii) Soit v un ordinal. Par définition d’ordinal, pour tout x dans «, on a = ¢ z,
mais donc si a € «v alors a ¢ . Ce qui est absurde, donc « ¢ a.

(iii) Soit av un ordinal. « est en particulier un ensemble transitif et donc le Lemme
affirme que 8 := a U {a} est aussi un ensemble transitif, il vérifie donc
la propriété (i) de la Définition d’ordinal. Vérifions les autres points.
Soit # € f. Comme = a U {a}, on a ou bien = € a, ou bien, x = « car on
ne peut pas avoir les deux par le point (2) de la Propriété. Dans le premier
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cas, par définition de a ordinal x € z, dans le second cas, onar =« ¢ a = z,
toujours par (2). C’est donc le point (ii) de la Définition.

Soient x,y,z € [ tels que x € yet y € z. Si z,y,2 € a, alors on a z € 2
par définition de « ordinal. Supposons par I’absurde que x = a. Par (2), on
ne peut pas avoir y = «, donc a € y € «, ce qui est absurde, donc =z € «.
Supposons par I’absurde maintenant que y = «, comme précédemment, on a
que z # «, donc @ = y € z € a, ce qui est absurde, donc y € a. Il nous
reste donc a voir le cas z = «a, on a donc z € y € a, et comme « est transitif
r € a = z. On a donc montré le point (iii) de la Définition.

Soit A un sous-ensemble non vide de f. On commence d’abord par étudier
le cas AN a # (. En appliquant le point (iv) de la définition d’ordinal a «,
on a qu’il existe x € AN «a tel que x € y pour tout y € A N « distinct de
x. Puisque z € ANa, on a x € a et donc pour tout y € A distinct de x, si
y € «, alors on a déja vu que = € y, sinon y ¢ «, mais comme y € 5, y = «
ce qui donne x € y = «. Dans le cas ot ANa =, comme A C §=aU{a},
la seule possibilité est A = {a}. On peut donc poser z = « et il vérifie bien
la propriété, car il n’existe pas d’éléments différents de = dans A. On obtient
donc le point (iv) de la Définition.

Donc 8 = aU {a} est un ordinal. O

Ce Lemme nous permet donc d’exhiber un grand nombre d’ordinaux avec la
définition suivante :

Definition IV.5.5 L’application successeur est ’application qui & un ensemble A
renvoie S(A) := AU {A}. On peut donc définir les "n premiers" ordinaux grace a
() : pour tout n € N,

n = S™(().

On peut étudier un peu ces ordinaux n grace a la propriété suivante :

Propriété IV.5.6 Pour tout entier n, l’ordinal n a exactement n éléments qui sont
les ordinauz k pour k < n.

Preuve. Procédons par récurrence sur n € N.
e Pour n =0, n =0 =0, le résultat est trivialement vrai.

e Soit n > 0, supposons avoir montré le résultat pour m := n — 1. On a donc
n = S(m)=muU{m}. De plus, par la Propriété on a que m ¢ m, ainsi
nan=1+n+1 éléments qui sont les m pour m <n—1oum =n — 1,
c’est-a-dire m < n.

On en déduit le résultat par récurrence. [l
Remarque: 1l existe bien d’autres ordinaux que ceux de la forme n.

Finalement, nous allons voir des résultats valables sur tous les ordinaux.

Lemme IV.5.7 Soit (A, <) un ensemble bien ordonné. Si B est un sous-ensemble
de A, alors la restriction de < a B (<|,) est un bon ordre.
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Preuve. Si X est une partie non vide de B, alors X a dans A un plus petit élément a
pour <, et donc a € X C B, donc a est le plus petit élément de X pour (B, <|,).00

Proposition IV.5.8 Tout élément d’un ordinal o est un ordinal strictement inclus
dans .

Preuve. Soit o un ordinal et x € o. Comme « est transitif, x € a implique z C «
et on sait qu’il n’y a pas égalité par le Lemme (2). On veut montrer que x
est un ordinal, pour cela nous allons utiliser la caractérisation des ordinaux en tant
qu’ensemble transitif et tel que la restriction de € a a est un bon ordre strict.

Montrons d’abord qu’il est transitif : Soient z € y € x. Comme x C «, on déduit
Yy € a et méme z € « car « est transitif. Par la définition de a en tant qu’ordinal et
le fait que x,y,2z € v avec z € y € z, on a z € z, donc x est transitif.

Pour montrer que €|, est un bon ordre, on utilise le Lemme

Donc x est un ordinal. O

Proposition IV.5.9 Si A est un ensemble non vide d’ordinauz, (A 1= (),c4 * est
un ordinal.

Preuve. On pose a := (1A = {8 | Vo € A, € a}. Tout élément de A est un
ordinal, donc est transitif, on applique le Lemme (iii) pour obtenir que a est
transitif. Soit v un élément quelconque de A, tout élément de a est un élément de
a, donc un ordinal par la propriété TV.5.8 On peut voir que €, est un ordre strict.
En effet, soient 3,7, des éléments de a, donc de «, par le Lemme (2), on
a 3 ¢ B donc 8 € 7, ce qui donne v ¢ 3 sinon 3 € 3 ce qui est absurde, donc €,
est asymétrique. Et comme «a est un ordinal et § € v € § des éléments de a on
a que € ¢ donc €, est aussi transitive, donc €|, est un ordre strict. Finalement
montrons €, est un bon ordre, pour cela on utilise le Lemme [[V.5.7 Soit X une
partie non vide de a, c’est en particulier une partie non vide de a, donc elle posséde
un plus petit élément 8 par rapport a €, et Claj, =Cla donc comme les éléments
de X sont des éléments de a on en déduit aussi que [ est un plus petit élément par
rapport a €|,. Donc la relation €, est un bon ordre et a est un ordinal. U

Remarque: On peut définir un ordre sur les ordinaux défini par : si «,3 sont deux
ordinaux alors ao < 3 si o € 5.

De cette définition d’ordre, on peut déduire une proposition importante pour
I’étude des ordinaux.

Proposition IV.5.10 (i) Tout ordinal coincide avec l’ensemble contenant tous
les ordinauz strictements plus petits que lus.

(ii) L’ordre large associé a la restriction de € aux ordinaux est 'inclusion : si o3
sont des ordinauz, o C [ si et seulement on a soit a € B3, soit « = [ (i.e.
a<f).

(iii) Pour chaque ordinal o, Uordinal S(cv) est successeur immédiat de o - ov < S(v)

et « < B entraine S(a) < B. De plus S est strictement croissante sur les
ordinau.

Preuve. Soient «, deux ordinaux.
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(i) Le Lemme [IV.5.8 donne que « est I'ensemble de ses éléments qui sont des
ordinaux, i.e. ’ensemble des ordinaux plus petit que lui par la définition de
I'ordre.

(ii) Sion a o < 3. Alors ou bien o < fi.e. « € fi.e. a C [ car § est transitif, ou
bien « = g C .
Réciproquement, supposons a C 5. On a soit a = [ et donc a < 3, soit a C S.
Dans ce cas  \ a est une partie non vide de 8 et, comme (3, €|,) est bien
ordonné, 5\ a admet un plus petit élément o/, qui est un ordinal comme tout
élément de 8. On veut montrer v = o, qui donne o = o' € 3, donc o < [ et
en particulier o < .
Montrons que o/ = «a. Raisonnons par double inclusion. Soit v € «. Puisque
a C [,onavy € [ et donc on a l'un des relations suivantes : v € o/, v = o/,
o/ € v. Mais v = o' donnerait v ¢ « car o est dans  \ «, ce qui est absurde.
De méme, o/ € v entrainerait, par transitivité de a, o/ € a ce qui est absurde
par @ € f~ «a. Donc, on ay € o i.e. a C .
Inversement, soit v € o'. Comme [ est transitif, cela donne v € § et la
définition de o’ comme plus petit élément de S \ a empéche v d’étre dans
B~ a, donc v € a. On a que la double inclusion et o = o/.

(i) @ € aU{a} = S(a) donc a < S(a). Supposons que 'on a a < 3, on a alors
a € B et méme {a} C 3. Mais a < 8 implique aussi « < 3, donc par le point
(ii), o C . Si on regroupe, cela donne a U {a} C f, en appliquant toujours le
point (ii), S(«) < . Finalement pour la décroissance, on a : o < /3 entraine

S(a) < B < S(B). O
L’ordre sur les ordinaux est un bon ordre :

Proposition IV.5.11 Tout ensemble non vide d’ordinaux A posséde un plus petit
élément, a savoir () A.

Preuve. On rappelle que v = (A := (1,4 . Par la Proposition [[V.5.9 on sait que
() A est un ordinal. On sait que V3 € A, o C § et donc par la Proposition [[V.5.10
(ii), on obtient que o < . Supposons par l'absurde que, pour tout § € A, a < 8
(i.e. qu'il n’existe pas d’éléments dans A qui soit «), c’est-a-dire a € . Ceci étant
valable pour tout 8 € A, on a que a € (| A = «, ce qui est absurde par la Propriété
[V.5.4](2). Donc il existe 5 € A tel que f =a =[] A, donc[)A € A est un élément

minimal. O

En appliquant ce résultat a {«, 8}, on a :

Corrolaire 1V.5.12 Soient o, 8 deuz ordinaux. Alors, on a une des trois relations
sutvantes :

— a € f,

—a=5,

— B ea.

Il est important de vérifier si I’'on peut faire une induction sur les ordinaux.
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Proposition IV.5.13 (Induction) Soit P une propriété qui vérifie que, pour tout
ordinal o on peut déterminer si P(a) est vraie ou non (séparabilité).

(i) Soit 6 un ordinal. Si pour tout o < 0, la propriété P(«) est vraie dés que pour
tout f < a, P(f) est vraie. Alors P(«) est vraie pour tout ordinal v plus petit
que 6.

(ii) Supposons que P(«) est vraie des que P(5) lest pour f < «. Alors P est
vérifiée pour tout ordinal .

Preuve. (i) Ce point découle de la Proposition appliqué a ’ensemble bien
ordonné (0, <).

(ii) Supposons comme dans I’énoncé que P(«) est vraie dés que P(f) l'est pour

f < a et qulil existe a ordinal tel que P(«) soit fausse. On pose X = {5 €

a | P(5) est fausse} qui est bien défini par 'hypothése de séparabilité de P (il

y a enfaite ici un probléme sur la définition de séparabilité, mais admettons

que tout se passe bien). En appliquant la contraposée du point (i), on a que

X est non vide, il admet donc un plus petit élément ~. Alors P(v) est fausse

et v étant minimum on a qu’il n’existe pas d’élément plus petit que v tel que

la propriété soit fausse. Ce qui est absurde, car en appliquant le point (i) a

on obtient que P(7) est vraie. Ainsi il n’existe pas d’ordinal « tel que P(«)

soit fausse. O

Definition IV.5.14 (Borne supérieure) Soit A un ensemble d’ordinaux. Nous
allons définir (JA := (J,c4 2

Definition IV.5.15 (Ordinal limite, successeur) Un ordinal « est appelé un
successeur (resp. limite) s'il existe, 5 vérifiant o« = S(3) (resp. si « est distinct de 0
et vérifie « = (J ).

Proposition IV.5.16 Tout ensemble d’ordinaur A posséde une borne supérieure,
a savoir | J A.

Preuve. Admis ici, voir la source [3]. O

Proposition 1V.5.17 Pour tout ordinal o, on a la disjonction :
— ou bien B < « entraine S(B) < a pour tout 3, et on a alors |Ja = a.

— ou bien il existe 5 tel qu’on ait « = S(B), et on a alors | Ja = B.

Preuve. Soit o un ordinal, v est un ensemble transitif donc on a | Ja C «a. De plus

|J v est un ordinal par la Proposition , et donc par la Proposition
(ii), U < a. De plus, si on a f < «, par la Proposition (iii) on a que
S(5) < a. On a donc deux cas :

Ou bien S(f) < a pour tout § < «, et alors 8 < S(f) < a et donc 5 € S(f) € a,
et donc 3 € |Ja, et finalement étant valable pour tout 5 < a, a C |J«, ainsi on a
égalité o = J o

Ou bien, il existe Sy < « tel que S(By) = a, et donc on a l'égalité S(5y) = a.
Dans ce cas v < [ entraine v € € «, donc encore une fois, v € |Ja, cette
relation étant valable pour tout v < 5, on a 8 € |Ja. Et d'un autre coté on a :

Ua=US(8) =UBU{B}Y) = (UA UA C 8, on a donc l'égalite Ja = 8. O
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Proposition IV.5.18 Tout ensemble A bien ordonné est isomorphe & un unique
ordinal o.

Preuve. Admis ici, voir la source [3]. O

IV.6 Arithmétique ordinale

Definition IV.6.1 (Segment initial) Soit < un ordre sur A et a € A, on appelle
segment initial de (A, <) déterminé par a, 'ensemble :

I (a):={z e Al|lz<a},
muni de l'ordre induit par <.

Le lemme suivant nous permet de facilement construire les relations d’ordre entre
les ordinaux.

Lemme IV.6.2 Soient o, 5 deux ordinauz qui sont respectivement isomorphes aux
ensembles bien ordonnés A et B.

(i) Pour avoir o = f3, il suffit de construire une bijection strictement croissante

de A sur B.

(it) Pour avoir a < B, il suffit de construire une bijection strictement croissante
de A sur un segment initial de B.

(11i) Pour avoir a < [, il suffit de construire une injection strictement croissante

de A sur B.

Preuve. (i) Ce point vient simplement de I'unicité de la Proposition [[V.5.18|

(i) L’existence d’un tel isomorphisme entraine I’existence d’un morphisme de (o, <
) sur un segment initial de (5, <), qui eux, sont déterminés par des éléments
~v € B et le segment initial associé coincide avec 7. On a donc a = vy < .

(iii) Avec le présupposé de 1’énonce, on a une injection croissante f de (a, <) dans
(8,<). Si on avait § < a, alors Papplication f serait une injection croissante
de (3, <) dans un de ses segments initiaux v < 3, ce qui contredit le Lemme
[V.3.4] (ou plutot sa démonstration réécrite pour les ordinaux). Donc f < « est
faux, et comme 'ordre sur les ordinaux est un ordre total, la seule possibilité
est a < 5. OJ

On peut donc définir les opérations :

Definition IV.6.3 (Addition) Soient a, f deux ordinaux, on définit leur somme,
comme 'unique ordinal « tel que (v, €) soit isomorphe a (o, €) + (3, €) (en tant
qu’ensembles ordonnés).

Remarque: On peut faire plusieurs remarques, les démonstrations ne seront pas
faites mais, nous utiliseront, sans les plébisciter, ces résultats a I’avenir.

— Soient n,k e Nn+k=n+k.

— Si w est un ordinal limite, 1 + w = w = w+ 0. A\ Par contre, on a 1 # 0 ainsi,
on voit qu’on ne peut pas simplifier sans faire attention.
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— Soit a un ordinal quelconque, « +0+0+a=a; a+ 1= S(a) et :

l+04:{ S(a) st fini,

«Q si «¢ infini.
— L’addition ordinale est associative.

Definition IV.6.4 (Multiplication) Soient a, deux ordinaux, on définit «.f
comme 'unique ordinal v tel que (7, €) soit isomorphe a («, €) X (5, €).

Remarque: Comme précédemment pour l'addition, on peut lister arbitrairement
certaines propriétés utiles :

— Soient n, k € N, n.k = n.k.
— Soit w un ordinal limite, 2.w = w.

— Soit a un ordinal quelconque et n € N. Ona: a.0=0a=0;l.a=al=aqa;
an=oa-+- -+ .

— La multiplication ordinale est associative et distributive & gauche par rapport
a l'addition.

Definition IV.6.5 (Exponentiation) Soient «, 3 deux ordinaux. On définit o
comme 'unique ordinal 7 tel que (v, €) soit isomorphe & (o, €)(%€),

Remarque: Encore une fois, quelques propriétés :
— Soient n, k € N, nk = nk.

— Soit @ un ordinal quelconque. Ona: o2 =1; a0l = a; 1* =1 et 0 = 0 si
B # 0.

— Soient a, 3,7 trois ordinaux, on a : o’ = af.a7 et o7 = (F).

Finalement, pour une étude plus détaillée de toutes les propriétés associées aux
opérations définies ci-dessus, le lecteur pourra, encore une fois, se référer a la source

13]-

IV.7 Equipotents

Finissons ce paragraphe avec des propriétés sur les équipotents qui serviront dans
la démonstration de ’énoncé de la partie suivante.

Definition IV.7.1 (Equipotents) Soit F, [’ deux ensembles, ont dit qu’ils sont
équipotents s’il existe une bijection de £ dans F.

Théoréme IV.7.2 Soit E un ensemble de cardinalité infinie, on a une bijection
entre ) et £ X E.

Lemme IV.7.3 Soit E un ensemble de cardinalité infinie contient un ensemble
équipotent a N.
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Preuve (Lemme|IV.7.5). Soit ag € FE, pour tout n € N on prend a, € F \
{ag,...;an_1} # 0. On pose D = {a; | i € N} C F ainsi application :

N — D
n = Qap,

est une bijection de N dans un sous-ensemble de E, D C E équipotent a N. 0]

Lemme IV.7.4 N x N équipotent a N.

Preuve (Lemme|[V.7.4). On définit

- NxN — N
" (a,b) = 2%(204 1),
— Surjectivité : Soit n € N. On pose a = max{k > 0 | 2¥ divise n}, alors n/2°
est impair donc il existe b € N; tel que n/2% = 2b+ 1 et donc h(a,b) = n.
— Injectivité : Soient a,b,c,d € N, tels que h(a,b) = h(c,d) ainsi 2°(2b+ 1) =
2°(2d+1). On peut supposer sans perte de généralité que a > ¢, alors 2°7¢(2b+
1) = 2d + 1 impair donc a — ¢ = 0, il suit que a = ¢ et ensuite b = d.

On a donc le résultat. O

Avant de passer a la démonstration du Théoréme, on rappelle le Lemme de Zorn.

Definition IV.7.5 (Inductif) Soit (£, <) un ensemble ordonné. On dit que E est
inductif si toute partie de E totalement ordonnée admet un majorant.

Lemme IV.7.6 (Zorn) Tout ensemble inductif admet un élément maximal.

Preuve (Théoréeme . On note a = Card(F) et on prend D C E une partie
équipotente a N obtenue dans le lemme [[V.7.3] On sait qu'’il existe une bijection

Yo : D — D x D par le lemme [[V.7.4] On définit :
M={(X, )| DCXCEY:X—>XxX bijection, ¥, = o},
et ensuite la relation d’ordre :

(X1,91) < (Xo,99) & Xy C Xy et Py =ty

On vérifie simplement que cette relation d’ordre rend 9% inductif. Le Lemme [V.7.6]
de Zorn nous indique donc qu’il existe un élément (F, f) dans 9T un élément maximal
pour cette relation d’ordre. Supposons par I'absurde que Card(F') = b < a, on sait
que Ny < b et par ce qu’'on a vu sur les ordinaux précédemment, on a b < 2b < 3b <
b2 = b et, Card(E ~ F) > b car sinon, comme £ = (E~ F)UF onaa<2b=b,
mais c¢’est impossible car b < a. On peut donc prendre Y C E~ F équipotent a F', on
pose ensuite Z = F'UY. On veut montrer qu’il existe une bijection g : Z — Z x Z.
On a en effet :

IxZ=(FxF)U(FxY)U{Y xF)u((Y xY),
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réunion d’ensembles disjoints et comme F' et Y sont équipotents on a :
Card(F xY) = Card(Y x F) = Card(Y xY) = b*=b,

et ainsi,

Card(FxY)U(Y x F)U(Y xY))=3b=b.

On peut donc exhiber une application f; : Y — (FxY)U (Y x F)U (Y xY)
bijective, on pose donc :

Z — IXZ
g: v — f(zx), siz€F,
r — fi(x), siz ey,

Mais on a que g, = f,, = v donc (Z,g) € M et (F, f) < (Z,g) et (F,f) # (Z,9)
ce qui est absurde par maximalité de (F, f). Donc, on a bien b = a, donc il existe
un sous-ensemble de £ que l'on notera A tel que Card(A) = a et une bijection
a:A— Ax A Comme Card(A) = a = Card(FE), il existe une bijection f: A - E
et donc (3,8)oao 37! : E — E x E bijection. O

V  Graphes infini

Le but de cette section est de montrer le Théoréme suivant.

Théoréme V.0.1 (Sabidussi) Soit G un groupe et a un cardinal. 1l existe un
graphe X tel que Autgrepn(X) = G.

Pour cela, nous souhaitons raisonner de la méme facon que pour le Théoréme
de Frucht en cardinalité finie, mais avec un groupe de cardinal arbitraire,
nous devons introduire une famille assez grande de graphes distincts connexes avec
un groupe d’automorphisme trivial (idéalement autant de graphe que la cardinalité).
Pour faire cette construction, nous allons montrer le Lemme suivant :

Lemme V.0.2 Soit A une famille composée d’ordinaux. A chaque o € A on peut
associer H, un graphe tel que la famille (Hy)aea vérifie : pour tous a, B € A tel que

a#f,
(i) H, est connecté,
(ii) Autcrapn(Ha) = {1},
(ii1) H, et Hz ne sont pas isomorphes.
De plus, tout sommet de degré 2 dans ces graphes a pour voisins des sommets de

degré inférieur ou égal a Ng.

Preuve (Lemme). Commengons par créer un graphe Hy, dénombrable donc son
cardinal Ny, connecté avec Autcrapn(Ho) = {id}. Pour cela on peut poser :

Vi, = N,
B = {[1,2],12,3],[2,4], 3,4} U {[n,n +1] | n € N~ [0,3]}.

Pour obtenir le graphe que 'on peut représenter de la fagcon suivante :
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ea@@@ ........ o

C’est un graphe connexe, dénombrable et on a déja vu dans le corollaire du théoréme
de Frucht que ce genre de construction vérifie Auteapn(Ho) = {id}.

Pour obtenir, H,,a > 0 on précéde de la maniére suivante. On définit tout
d’abord la famille de cardinaux indexée sur les ordinaux (a, ), telle que :

2%-1 g o n’est pas un ordinal limite,
ap = Ro; Ve > 0, a4 = Z a¢ sinon.

On définit également une famille d’ensemble indexé par les ordinaux (M, ), tel
que :

2Ma—1 i o n’est pas un ordinal limit,
My = N;Va > 0, M, = U M sinon.

(<a

ot la notation "2M" si M est un ensemble désigne I’ensemble des applications de
M dans {0,1} : F(M,{0,1}), ou P'ensemble des parties de M : P(M), qui sont des
constructions en bijection. On peut donc remarquer que pour tout a la cardinalité
de M, est a,. On peut également supposer, en faisant la bonne identification, que
pour tout § < n, Mg C M,.

Soit mg € My, on définit H,,, = (V(Hup, ), E(Hp,)) de la fagon suivante :

V(Hm0> = {1’ -y Mo + 57tmO}7tmo ¢ MOa
E(Hp) =A{[i,i+1] |1 <i<mg+4}U{[mo+ 3,tm,]}-

On a que H,,, est connecté et Autgrapn(Hm,) = {id}, car le sommet mo+3 est envoyé
sur lui-méme par un automorphisme, car c’est le seul de degré 3 et toutes les branches
connectées a ce sommet sont différentes longueurs donc sont aussi stabilisées par un
automorphisme, ainsi le seul automorphisme de H,,, est id. On a donc une famille
(Humg)moen, de graphes et si mg, mg € Mo, mg # mg, alors H,,1 et H,2 n’ont pas le
méme nombre de sommets donc ne sont pas isomorphes.

Supposons par induction que pour tout £ < « et tout mg € M, on a déja défini
le graphe ng avec les propriétés suivantes sur la famille (Hm§)5<a7m§€ M, : pour tous
€, m < « et pour tous mg, mg € Mg, m,, € M,,

1. ng est connecté.
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2. Si & n’est pas un ordinal limite, tous les sommets de H,,, sont de degré au plus
ac—1 et il existe un sommet de degré a;_;.

Si € est un ordinal limite alors le graphe posséde un unique sommet de degré
«, les autres sont de degré inférieur.

3. AutGmph(ng) = {Zd}
4. Simg # mg, Hpy, et Hg; ne sont pas isomorphes.
5. Sin#¢&, Hpy, et Hy, ne sont pas isomorphes.

Soit m,, € M, on définit H,, comme ce qui suit. Soit N, un ensemble de cardinal
a, tel que M, N N, = 0, et, soit f, : M, — N, une fonction injective. On sépare
ensuite la construction en fonction de si « est un ordinal limite ou non :

— Cas 1 : a n’est pas un ordinal limite. On pose :

V(Hma) = {tma} U U Wing 1 |

Mma—1€EMa—1
ou

W — { ({ma—l} X V(Hmaﬂ» U {(foc—l(ma—l)vtmaﬂ)} si Ma—1 € My,
et {(ma—btma—l)} U ({fa—l(ma—l)} X V(Hma—1)) 1 Ma—1 g—f M,

et 1 V& < a,Vme € Mg, ty, & Wine et tim,_, € V(Hp,_,) est le sommet qui
avait été défini dans la définition de H,,__,.

E(Hp, ,)=AUBU U Gy Ultmes (a1t )11 |

Mma—1€EMa—1

ou

A ={[(Ma—1,tma 1), (Mo_1stmr, )],
[(fam1(ma—1)stm,1)s (fam1(mip_1) tmy, ]|
Ma1,Mh 1 € Ma_1,me_1 #m., 1},

B ={[(ma-1,tm._,); (fam1(ma-1),tm, )] | Mma—1 € Ma_1},

{[(ma—v,2), (ma—v,y)] | [2,y] € E(Hm,_,)},  simas € Ma,
Cmgy = {[(fa—}(ma—l)éﬂ?]\)é(fa—1(ma—1)7y)] | [z,y] € E(Hm,_,)},
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m

3
a—1

FIGURE 8 — Schéma du graphe de la construction. Cas 1.

— Cas 2 : « est un ordinal limite. Alors pour m, € M, = U Me, on pose

{<a
n = n(my,) le plus petit & < a tel que m, € M et on définit H,,, par :

V(Hma) = {tma} U V( Z ng)a
n<é<a

ouVE,n <& <a,me=mg € M, t, ¢ V(O Hy,) et :

n<é<a

E(Hp,) = {ltma: € tm)] |1 S E <Y UE( Y Hu,).

n<g<o
@) g 3) g3
€D, mRl €O Hd)

) g® @) @
£, 1) £, H3)

€, 17 tma ¢, 1)

¢, HE)

€®, 1)
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FIGURE 9 — Schéma du graphe de la construction. Cas 2.

Il nous reste a vérifier que cette construction de H,,_, vérifie les propriétés 1 & 5
de notre induction. Regardons-les une par une :

1. On souhaite voir que H,, est connexe.
— Cas 1 : On va montrer que tout sommet est connecté a t,,, , c'est-a-

dire que tous les sommets de U Wi,
Ma—1€EMa_1

Soit ma—1 € My_q. Soit (z,y) € W,,, ,, on a affaire & plusieurs cas :
Si Me_1 € My, alors, soit (z,y) = (fa—1(Ma—1),tm,_,), qui est connecté
a (Ma—1,tm,_,) grace a l'ensemble d’arétes B qui est connecté a t,,, _,,
soit (z,y) = (Ma_1,2) avec z € V(Hp,, ,), or H,, _, est connexe et
Ma-1 € M,_1 donc dans ’ensemble d’arétes C,, _, il existe une aréte de
(x,y) vers (Ma—1,tm, ,), qui est connecté & tp,, . Sima_1 ¢ m,, alors
soit (x,y) = (Ma—1,tm,_,) et est donc connecté a t,,, , soit (z,y) =
(fa—1(ma—1),2) et donc on a dans C,,, , une aréte qui le connecté a
(fac1(Mma—1),tm,_,) et donc a t,,,_.

— Cas 2 : Par la définition, les sommets de H,,, sont t,,, ou de la forme
(§,2) ot z € V(H,,,). De plus on sait que H,,, est connexe donc il existe
une aréte de (€, z) vers (€, 1y, ) et donc vers t,,, .

sont connectés a t,,, .

a—1

Dans tous les cas, tous les sommets sont connectés a t,,, et ainsi H,,, est
connexe.
2. Montrons les relations sur les degrés :
— Cas 1 : Soit x € V(H,,,) ¢tudions son degré en fonction de sa position
dans le graphe.
Six = t,,, alors ses voisins sont les sommets dans {(ma_1,tm,_,) | Ma_1 €
M, _1} donc = de degré a,_1.
Soit m,_1 € M,_1. Plagons-nous dans le cas ot my_1 € my, :
— Siz = (Mma-1,y) avec y € V(H,,, ,) ~ {tm,_,} alors ses voisins sont
ceux de y dans H,,_  , donc de degré au plus a,_s.

— Six = (mq-1,tm, ,) alors 'ensemble des sommets voisins de x est :

{tmcm (fa—l(moz—l)a tma71>}
U{(ma-1,2) | 2 € V(Hp,,)
tel que [(Mma-1, 2), (Ma—1,tm._,)] € E(Hp, 1)}

—

U{(ma—ht@) | n@: € Moc—l})

ainsi ’ensemble des sommets voisins est composé d’un ensemble de
cardinalité a,_1, un autre qui est ’ensemble des voisins d’un élément
dun H,,__,, donc de degré au plus a,_2 et d’un ensemble & 1 élément,
par le Lemme précédent on sait que la cardinalité de cette union est
Ap—1-

— Siz = (fa—1(Ma-1),tm, ,) alors ensemble de ses voisins est :

{(ma_17tma71)} U {(fa—1<7ﬁ0:1)7t@) ‘ Tﬁﬂ:l S Ma—l}a

donc z est de degré a,_;.
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Pour le cas m,_1 ¢ m,, les raisonnements sont les mémes en inversant
le role des sommets "(ma—1,tm, ;)" €t "(fa—1(Ma—1),tm, ,)". Ainsi, on
a montré la propriété et on a exhibé des sommets aillant le bon degré.

— Cas 2 : Dans ce cas, on doit montrer qu’il existe un sommet d’ordre « et
que celui-ci est de degré plus grand que tous les autres. Par définition on
a que le sommet ¢,,, & pour voisins : {(&,t,¢) | 7 < € < a} qui est en
bijection avec {§ | n < { < a} =, c., & or 7 contient tous les ordinaux
inférieurs a lui par done U,cecn § = Uecn € = @. Done tyy,, est
de degré a par la Proposition (i). De plus par induction tous les
autres sommets de H,,, sont inclus dans une copie de H,,, pour § < a,
donc sont de degré au pire £ + 1 =& < a. On a donc ce qu’on veut.

3. Montrons que Autgrapn(Hm, ) = {id}. Soit ¢ € Autgrapn(Hm,)-

— Cas 1 : Tout d’abord par un Lemme précédent, on a qu'un sommet et son
image par ¢ ont méme degré, plus précisément 1’ensemble des voisins d'un
sommet est en bijection avec I’ensemble des voisins de 'image par ¢. Or
on a qu'un ensemble de cardinal a,_; = 2% -2 et un ensemble de cardinal
a,_2 ne sont pas isomorphes. Donc, on peut dire que les ensembles de
sommets :

A — U ({ma-1} X (V(Hmy )~ {tma_1 }))

Ma—1EMa—1
Ma—1E€EMa

U U (Hamalma)} x (V(Hi ) S g, 1) -

mafleMafl

Ma—1¢Ma

et :

B = {tma} U {(mafbtma_l)a (fafl(mafl%tma_l) ’ Ma—1 € Ma71}7

sont fixés par ¢ par les notions de degré. On a de plus par construction
que les (Hy,,,_,)m,_, restent connexes méme si on enléve le sommet ¢, .

Notation : Soit G un graphe et S C V(G) un ensemble de sommets de
G. On notera G° le sous-graphe de G tel que :

V(G%) =5,
E(G®) = {lz,y] € E(Hy,) | 2.y € S}

Donc on peut en déduire que le sous-graphe H;ga, est un graphe qui
contient a,_; composantes connexes (qui sont toutes des copies du graphe
(Hm,_,)m._, sans les sommets t,, _,) et comme A est fixé par ¢ on
a la relation : ¢, € Autgrepn(Hy, ). Ainsi les différentes composantes
connexes de H;i sont envoyées sur d’autres composantes connexes. Soit
K une de ces composantes connexes (on a que c’est un "H,,, , Nt "),
on prend zg 1'unique sommet de degré a,_; connecté a K et donc le
graphe Hy Y ost envoye sur Hy, PR o o(ag) est un
sommet connecté a p(K), donc I'unique de degré a,_;.
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Donc si on considére C' := AU {(ma—1,tm,_,) | Ma—1 € Mo—1,me—1 €
Mo} U{(fac1(Ma-1),tma_y) | Ma—1 € My_1,mq_1 & my} alors Hn(’;a est
un sous-graphe de H,, contenant lui aussi a,_; composantes connexes
qui peuvent toutes étre mises en correspondance avec un élément de
(Humo)mo_1eMa_q OF, les (Hp.  )ma_ienm,_, e sont pas isomorphes deux
a deux par induction et leur groupe d’automorphisme est réduit a {id}.
On a donc que ¢, = idc. Regardons maintenant les sommets dans B.
On sait tout d’abord que B est stabilisé par ¢. Et on a que tous les
sommets qui sont rattachés a des copies de H,,_  , sont fixés par ¢. Donc
le sous-ensemble de B :

{(ma—la tmOﬁl) | Ma-1 € Ma—la Ma-1 € ma}
U{(fa—1<ma—1)7tma,1) | Ma-1 € Ma—lama—l ¢ ma}>

ne comporte que des sommets fixés par . On notera dans la suite : B™ :=
{tma} U {(mﬂ_l?tma—l) | Ma—1 € Ma—l} et Bf = {(fa—1<ma—1)7tma71) |
Ma-1 € Mq_1}. Alors, on voit que les graphes HP" et Hfii sont des
sous-graphes de Hﬁa qui sont complets. On sait qu’'un graphe complet
et envoyé sur un autre graphe complet par un isomorphisme. Tous les
sous-graphes complets de Hga sont soit inclus dans un de nos deux
graphes, soit admettent un nombre de sommets bien inférieur a a,_;. De
plus, si (sans perte de généralité) I'image Hﬁ;ﬂ a pour image un graphe
strictement inclus dans anii alors les sommets de Hﬁi qui n’ont pas
un antécédent dans Hﬁ;ﬂ posent un probléme, car ils ont une aréte en
commun avec chaque élément de ¢(H") mais il n’existe pas de tels
éléments pour H". Donc, on en déduit que HE est envoyé sur lui-
méme ou sur ng; (pareil pour Hgi). De plus, on sait que certains

sommets de B sont fixés par ¢. On en déduit donc que HE™ % HE"

et Hﬁi Rt Hﬁi. On peut également faire la remarque que si on considére
une aréte e = [(Ma_1,tm,_1)s (fa—1(Ma—1),tm,_,)] alors 'une des deux

extrémités est fixée par @, supposons que c’est (mq_1, tm,_, ), alors I'aréte
e est la seule aréte connectée a (ma—1,tm, ,) qui part de HE™ et qui va
dans Hﬁi donc elle est envoyé sur elle-méme. On en déduit donc que tous
les sommets de (B™ \ {t,...}) U B/ sont fixés par ¢, et ensuite que ,,,
est fixé par ¢. Donc ¢ = id et Autgrapn(Him,) = {id}.

— Cas 2 : Il est tout d’abord évident que t,, +> t,. . En effet, t,, est
le seul sommet de H,,, qui est de degré a. Considérons donc le sous-
graphe stabilisé par ¢ : H%&Hm“)\{tma}. Ce graphe a une composante

connexe par ¢ tel que n < § < «, qui est une copie de H,,, donc qui
n’est isomorphe a aucun autre ng pour & # E et n < E < a, et tel que
Autgropn(Hm,) = {id}. On en déduit facilement que Ply (Hom ) fima) = id.
Donc ¢ = id et Autgropn(Him, ) = {id}.
4. Soit mg € M, montrons que H,,_ et Hy= sont isomorphes seulement si m, =
Mg (00 Hy= est construit de la méme fagon que H,, ). Soit ¢ : H,,, — Hm=
un isomorphisme de graphes.
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Cas 1 : On note :

B = {tma} U {(ma—btma_l)? (fa—l(ma—l)atma_1) | Ma—1 € Ma—l}
B = {tmz} U{(Ma 1, tmy ) (fa1(ma1),tme ) | a1 € Mo 1}

ce sont des sous-ensembles de respectivement, V(H,,_ ) et V(m,). Les sommets
de ces ensembles sont de degré a,-1 ce qui n’est pas le cas de tous les sommets
de V(H,,,) ~ B et V(mgy) ~ B. Et en raisonnant de la méme fagon que dans
la partie 3 on a que toutes les copies de H,,,  , dans H,,_ sont envoyées sur
H,,, , dans Hs>, il nous reste juste a décider si le sommet représentant ¢, ,
dans ces copies est (mq_1,tm,_,) OU (fa—1(Ma—1),tm,_,). Pour cela on sait que
comme dans la partie 3 les sommets des ensemble B™ sont envoyés sur Bm
et Bf sur B/ (ot on garde 1a méme définition pour B™). Donc, on peut en
déduire que pour tout my,_1 € M,_1 :

Ma_1 € My & Me_1 € Mg

OF My, My € 2Me-1 = M, donc pour décrire un élément de M, il suffit de
décrire les éléments de M,_; qui lui sont inclus. On peut donc en déduire que
My = M-

Cas 2 : Dans les graphes H,,_ et Hz= on a a chaque fois un seul sommet de
degré a, donc ¢ envoie 'un sur l'autre : ¢,,_ 2 tm=. De plus, si on considere
les graphes privés de ces sommets H%&H’”a)\{tma} et H%H@)\{t@} alors ils

contiennent tous deux o composantes connexes et ces composantes connexes

sont envoyées par ¢ sur d’autres. Prenons donc H,,, une copie d’un des sous-
(Hmcx)\{t’ma}

{e3

graphes de H,, , ainsi on a que mg = m, vu dans My, il est envoyé

. V(Hm )t —
sur H,,. une copie d’un des sous-graphes de HmA( mia ) {tma } avec me = Mg VU
«

dans M. Mais par induction, on a que si m¢ # me alors les graphes H,, et
H,, ne sont pas isomorphes. Donc, on en déduit que mq, = mg = m¢ = ma.

5. Soient n < a, m,, € M,, montrons que H,,, et H,, ne sont pas isomorphes.

— Cas 1 : On sait par le point 2 que tous les sommets de H,,, sont de
degré au plus a,_;, alors que dans H,,, il existe un sommet de degré
ao-1. Bt comme n < «, alors a,_; < a,_1, ainsi H,,, et H,, ne sont pas
isomorphes.

— Cas 2 : De 1a méme facon, dans ce cas, on a que si, n # £ alors on peut les
comparer, ainsi on peut supposer sans perte de généralité que n < &, par
le Corollaire [IV.5.12 Ainsi dans H,,, il y a un sommet de degré &, alors
que dans H,, , tous les sommets sont de degrés strictement inférieurs
(pour l'ordre des ordinaux) a €.

On va donc maintenant construire les graphes qui nous intéressent dans 1’énoncé.
Soit o € A. Si o n’est pas un ordinal limite alors on prend m, € M, et on note :
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et si a est un ordinal limite on prend z, ¢ V(> H,,,) et on définit H, de la

facon suivante :

V(Ha) == {za} UV( Z Hp,),

ma€Mq

E(Hy) = {[Ta, (May tm,)] | Mo € Mo}UE( Y Hy,).

Ma€Ma

Mma €M

Dans tous les cas H, est connexe. Si a n’est pas un ordinal limite, on a déja vu que
Autgrapn(Ha) = {id}, si c’est un ordinal limite, on peut répéter la méme étude que
pour le point 3 de I'induction et obtenir également Autg,qpn(Ha) = {id}. De plus,
encore une fois grace a I'induction, si a, 5 € A et a # [ alors H, et Hg ne sont pas
isomorphes.

On peut également faire la remarque que tous les sommets de degré 2 dans ces
graphes proviennent de H,,, ot my € N et donc que tous les voisins sont de degré
inférieur ou égal a V. 0

Preuve (Théoréeme). Soit (G, *g) un groupe. Prenons A un ensemble contenant des
ordinaux tel que le cardinal de A est le cardinal de G. Ainsi G = {h, | @ € A}. On
prend pour tout a € A, le graphe H, et le sommet x, construit dans le Lemme.
Pour tout («,g) € A X G, on note HY le graphe isomorphe a H, tel que :

V(HS) = {(2,9) | v € V(Ha.)}
E(HI) =A{[(z,9), (v, 9)] | [z,y] € E(H.)}

Et on notera 29 = (z,,¢). Finalement, on construit le graphe H suivant :

V(H) =GUAxGUV( >  HY),

acA,geG
E(H) ={[g, (2, g)], [(ev, 9), 23], [22, 9 *c hal | @ € A, g € G}

UE( >  HY)

acA,geG

On a clairement que H est connexe. Il nous reste a& montrer que Autgapn(H) = G.
Pour cela, faisons tout d’abord la remarque que la construction de H est simplement
le graphe de Cayley C(G) coloré pour lequel on a remplacé chaque aréte orientée de
g a g et coloré g, (donc g~'g = h,,) par le graphe K9 = (V9, E9) définit par :

Vi = {(a,9)} UV(HY),
Ef = {l(e, 9), %]} U E(HY),

connecté au sommet g par 'aréte (o, g) et connecté a g par 2. On peut le représenter

comme ci dessus :

a3

FIGURE 10 — Le graphe K?
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On remarque que les graphes (KY)aca4ec vérifient bien les propriétés nécessaires
a l'application de la démonstration du théoréme de Frucht. En effet, ce sont des
graphes connexes, si @ # ( dans A alors par le Lemme précédent K2 et K 59 ne sont
pas isomorphes et Autgrqpn (K9) = {id} (en effet, on a déja vu que c¢’était vrai pour
HY et le sommet (a, g) est forcément stabilisé, car c’est le seul de degré 2 qui a un
voisin d’ordre supérieur & ¥y). Finalement, comme dans les théorémes précédents,
en reprenant la démonstration du théoréme de Frucht on a que Autgyqpn(H) = G.0O

VI Corps

VI.1 Les extensions de (Q en tant que catégorie

Definition VI.1.1 Un anneau est un triplet (A, +, x), ou A est un ensemble et +
et x des lois de composition interne telles que :

— (A, +) est un groupe abélien.

— X est associative, distributive par rapport a + et elle posséde un élément
neutre 14.

Comme pour les groupes, on notera A 'anneau au lieu de (A, +, X) et si x est
commutative et appellera A un anneau commutatif.

Definition VI.1.2 Un corps est un triplet (K, 4+, x), ot K est un ensemble, et on
vérifie :

— le triplet (K, +, X) est un anneau commutatif,

— tout élément non nul de K posséde un inverse par rapport a la loi X,

— Ox # 1k, ou O et 1x désignent le neutre de K pour respectivement, + et x.

Le but de cette section est de voir les extensions de QQ comme une catégorie.

Definition VI.1.3 Soit K un corps. Une extensions de corps de K est un couple
(L,7) ou L est un corps et j : K — L est un morphisme de corps (et donc injectif).
On la note L/K.

Remarque: 11 est toujours possible de voir une extension de corps comme un "sur"-
corps du corps de base. Pour faciliter les choses, nous confondrons dans la suite ces
deux notions et nous verrons une extension L/K comme une inclusion K C L.

Definition VI.1.4 Soient L/K ,M/K deux extensions et une application f : L —
M. On dit que f est un morphisme d’extensions si :

— f est un morphisme de corps, c’est-a-dire un morphisme d’anneauzr entre deux
corps, c’est-a-dire :

Va,be L, f(a+b) = f(a) + f(b) et f(ab) = F(a)f(B) et f(1a) = F(1p).
— [ stabilise K, c’est-a-dire : f|,. = idk.

Avec ces deux définitions, on voit que si 'on se fixe K un corps de base, alors
la classe de toutes les extensions de K est une catégorie, muni des morphismes
d’extensions. En particulier, les extensions de Q forment une catégorie et donc nous
pouvons nous poser la question de la réalisabilité de groupe sur cette catégorie.
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V1.2 Notions de théorie de Galois

L’objectif principal de cette section est de montrer I’énoncé suivant. Pour cela
nous allons réintroduire des notions élémentaires sur les corps et de théorie de Galois,
cependant pour plus détails auteur pourra se référer a la source [1].

Théoréme VI.2.1 (van der Waerden) Soit n € N. [l existe P € Q[X|, tel que
son groupe de Galois est isomorphe a &,,.

Pour cela, on commence par quelque généralités.

Definition VI.2.2 (Corps de décomposition) Soit K un corps, soit P € K[X]
un polynoéme et, soit L/K une extension de K. On dit que L est un corps de
décomposition de P sur K si :

— P est scindé dans L[X].

— L est engendré par les racines de P (qui existent dans L car P y est scindé).

Definitions VI1.2.3 (Groupe de Galois) Soit K un corps.

i) Soit L/K, L'/ K deux extensions. On définit un K-morphisme (resp.
K-isomorphisme) d’extension de L/K sur L'/K un morphisme (resp.
isomorphisme) de corps o : L — L' tel que oy, = idk-.

ii) Soit L/K une extension. On définit la groupe de Galois de L/K comme étant
le groupe de K-automorphismes (i.e. les K-isomorphisme de L/K dans lui-
méme) de extension L/K. On le note Gal(L/K)

iii) Soit P € K[X]. Le groupe de Galois de P est le groupe de Galois de son corps
des racines. On le note Galg (P).

Remarque: On confondra dans la suite la notion de K-automorphisme de L et celle
d’automorphisme de L/K.

Definitions VI.2.4 (Groupe de permutation) Soit X un ensemble et n € N.

i) On définit le groupe des permutations de X comme I’ensemble des bijections
de X dans X muni de la composition. On le note &(X). De fagon générale,
on notera &,, = &([1,n]).

ii) On définit un groupe de permutations sur X comme un sous-groupe de &(X).

iii) Soit 7 = (i1 ... i) € S, un m-cycle, on appelle {iy, ..., i, } son support.

iv) Soit 0 =71 0...07, € G, ou chaque 7; est un m;-cycle et ils ont deux a deux
supports disjoints. On dit dans ce cas que o est de type [my ... m,].

Definitions VI.2.5 Soit K un corps.

i) Soit P € K[X],P # 0 un polynome de degré n. Si L est un corps de
décomposition de P sur K on dit que P est séparable sur K si P posséde
n racines distinctes dans L.

ii) Si |K| = gq. Soit L/K une extension finie de K. L’application :

K — K

Fr,:
R

est appelée automorphisme de Frobenius de L/K.
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Definition VI.2.6 Soit G un groupe de permutations sur X et G’ un groupe de
permutations sur X’. S’il existe f : X — X’ une application bijective et X : G — G’
un isomorphisme tel que pour tout g € G et tout z € X, f(g(x)) = Mg)(f(x)),
alors G et G’ sont dis isomorphe en tant que groupes de permutations.

Aprés ces nombreuses définitions, il nous faut quelques énoncés pour arriver au
théoréme. On peut tout d’abord rappeler que si P € K[X] est un polynéme de degré
n > 1, alors on peut définir une action de Galg(P) sur I’ensemble des racines Xp
de P, définie par :

GalK(P) X Xp — Xp
(@, o) = o),

‘ ‘ ' ' Galg(P) — 6(X
et que cette action est fidéle, i.e. que le morphisme associé { alxe( s (%)

est injectif.

Definition VI.2.7 Soit L/K une extension de corps. On dit que L/K est une
extension galoisienne si :

— L/K est séparable : Pour tout a € L, le polynéme minimal de a est a racines
simples dans une cloture algébrique K de K.

— L/K est normale : L est le corps de décomposition d'un polynéme de K[X].

Pour le prochain énoncé nous auront besoin de rappeler un théoréme élémentaire
de théorie des corps, nous n’en donneront pas de démonstration ici, mais le lecteur
pourra en trouver une dans la source |[1].

Théoréme VI.2.8 (de prolongement des isomorphismes) Soit K un corps et
soit L/K une extension et soit o € L un élément algébrique sur K. Soit M un
corps quelconque et soit v : K — M un morphisme d’anneauz. Alors ’ensemble des
morphismes d’anneaux o : K (o) — M prolongeant v est en bijection avec l’ensemble
des racines de t(fia, ) dans M (00 pio k. désigne le polynéme minimal de o sur K ).

Lemme VI1.2.9 Soit K un corps et P € K[X] séparable de degré n. On prend L
un corps de décomposition de P sur K et on note S l'ensemble des racines de P
dans L. Alors G = Gal(L/K) agit transitivement sur S si et seulement si P est

irréductible sur K|[X].

Preuve. On peut rapidement vérifier que L/K est une extension galoisienne en tant
que corps de rupture d'un polynéme (donc normal) séparable (donc engendré par
racines de P qui sont des éléments séparables), de plus P étant irréductible on peut
appliquer le Théoréme [VI.2.§ et on obtient donc que G = Gal(L/K) = X(L/K) agit
sur S transitivement.

Inversement, supposons que P = QR ou @), R € K[X] sont de degré dans [[1,n —
1]. Si on note T l'ensemble des racines de @) alors on a également que G agit
sur T # S et donc forcément il existe plus d'une orbite donc l'action n’est pas
transitive. ([l
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Corrolaire VI.2.10 Soit K un corps et P = P,...P, € K[X] séparable, ou f; €
F[X] sont des polynomes irréductibles. Soient L est un corps de décomposition de
P, G =Gal(L/K), S l’ensemble des racines de P dans L et pour tout i € [1,7] ,S;
I’ensemble des racines de P; dans L. Alors S = Uiei )5 est une union disjointe et
chaque S; est une orbite sous l'action de G.

Preuve. Immédiat avec le Lemme [VI1.2.9] O

Lemme VI1.2.11 Soient K un corps fini et L/ K une extension finie de K de degré
n. Alors L/K est une extension galoisienne et Gal(L/K) est un groupe cyclique
d’ordre n engendré par l’automorphisme Fr, de Frobenius.

Preuve. Notons |K| = g et [L : K] = n (cela signifie en particulier que L = Fn).
Dans ce cas |L*| = |L*| = ¢" — 1, donc pour tout x € L* 27"~ = 1 et ainsi pour
tout z € L, 27" = x et donc Fry =idg.

Ainsi, on a que l'ordre de F'r, divise n, montrons que c’est n. Soit m € N, 1
m < n, si on suppose par I'absurde que F'r)" = idg alors pour tout x € L, Fr)’(z)
27" = x donc le polynome X" — X a |L| = ¢" > ¢™ racines, ce qui est impossible,
car ce polynome est de degré ¢™. Ainsi F'r,, est d’ordre n de plus (Fr,) est un sous-
groupe de Gal(L/K), donc on a n < |Gal(l/K)| < [L : K| = n. Ainsi L/K est
galoisienne est Gal(L/K) = Z/nZ. O

[N

Lemme V1.2.12 Soient K un corps fini et P € K[X] irréductible de degré n. Soit
L un corps de décomposition de P sur K. Alors Gal(L/K) est un groupe cyclique
engendré par le morphisme F'ry, de Frobenius.

Preuve. Soit o une racine de P dans L. On applique le Lemme a K(a)/K
une extension finie de K et on obtient quelle est galoisienne donc normale. De plus,
on sait que tout polynoéme irréductible admettant une racine dans une extension
normale est scindé (par définition). Donc P étant irréductible, P est scindé dans
K(a) et on en déduit que K(«) est un corps de décomposition de P, et comme
K(a)C Lyona L = K(«).
Toujours en appliquant le Lemme on obtient que :

Gal(L/K) = Gal(K(a)/K) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par o le
morphisme de Frobenius. [l

Corrolaire VI.2.13 Soient K un corps fini et P € K[X]| irréductible de degré n.
Soient L un corps de décomposition de P sur K, G = Gal(L/K) et S l'ensemble
des racines de P. Si on regarde G comme un groupe de permutations sur S alors
Fry, est un n-cycle.

Preuve. Une permutation d’ordre n sur un ensemble a n éléments est un n-cycle, le
reste suit du Lemme [VI.2.12] ([l

Finalement I’énoncé résumant tout ce que l'on vient de faire sur les corps finis
et les cycles :
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Lemme VI1.2.14 Soient K un corps fini et P € K[X] séparable. On suppose que
P = P,...P, ou les P; sont des polynomes irréductibles différents de F[X], on note
ensuite pour tout i € [1,r], m; = degP;. Soient L un corps de décomposition de P
sur K, G = Gal(L/K) et S l’ensemble des racines de P. Si on regarde G comme
un groupe de permutations sur S alors Fr, est une permutation de type [my ...m,]|.

Preuve. En appliquant les énoncés : [VI.2.10] [VI.2.11] et [VI.2.13] le résultat suit

immeédiatement. O

Lemme VI1.2.15 Le groupe G,, est engendré par [’ensemble des transpositions de
la forme (kn) pour k € [1,n — 1].

Preuve. On sait tout d’abord le fait que tout élément o € &,, peut se décomposer
en produit de transpositions, ainsi ’ensemble des transpositions engendre &,,. Soit
(a b) € &,, une transposition, si a ou b est égal a n alors (a b) € {(kn) | k € [1,n]} C
((kn) |k € [1,n]). Si maintenant a # n et b # n alors (a b) = (a n)(b n)(a n) €
((kn)| ke [l,n]). Donc ((kn) |k € [1,n]) = 6,. O

Lemme VI1.2.16 Soit G un groupe de permutations d’un ensemble fini X, n = |G/,
supposons que G agit transitivement sur X et que G contient une transposition et
un (n — 1)-cycle. Alors G est S(X).

Preuve. G est un sous-groupe de &,,. Comme X est fini, on peut supposer sans perte
de généralité que X = {1,...,n}. Onnote 7 = (1 ... n — 1), (i j) € G les éléments de
I'énoncé. Comme G O X est transitive, il existe o € G tel que o(j) = n. On note
k = o(i), donc k # n et on a o(i j)o~! = (kn) € G. On vérifie ensuite que pour
tout m € [1,n—1] :

(nm) TR (k) (7R sim >k,
nm)= Tn-i-m—k-‘r(k. n)(Tn-i-m—k)—l’ sim <k,

et donc par le Lemme [VI.2.I5 on a que G = G,,. O

Lemme VI1.2.17 Soient K un corps fini et n € N*. Alors, il existe un polynome de
degré n wrréductible dans K[X].

Preuve. Notons |K| = ¢ et prenons L un corps de décomposition de P = X" — X €
K[X]. On considére S I'ensemble des racines de P dans L. C’est un sous-corps de L
(facile a voir avec le morphisme de Frobenius sur K') contenant K (car les éléments
de K sont racines de X? — X). De plus, comme L est engendré par les racines de
P,donc S = L. P' = ¢"X9" "' —1 # 0 donc P est séparable et comme il est de
degré ¢" on a |S| = ¢" et donc [L : K] = n. De plus L étant un corps fini on
a que L* est cyclique, on prend a un générateur et on a L = K(a) (pour tout
x € L*, x = of). Finalement, y, x € K[X] est un polynéme irréductible de degré
[K(a): K] =[L: K] =n. O

Lemme VI1.2.18 Soient P € Z[X] un polynome unitaire et p un nombre premier.
Supposons que P mod p soit séparable dans Z/pZ[X], alors P est séparable dans

Q.
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Preuve. Raisonnons par contraposée et supposons que P n’est pas séparable dans
Q. Dans ce comme Q est parfait on sait que P n’est pas irréductible donc on
peut prendre Q € Z[X] un facteur irréductible unitaire de P tel que Q? divise
aussi P. Alors on a que deg@ > 0 et comme ) est unitaire, deg(Q) mod p) =
deg Q. Et comme Q> mod p divise P mod p on a que P mod p n’est pas non plus
séparable. O

L’énoncé suivant n’est pas évident, mais il contient en lui le nceud de la preuve.

Théoréme VI.2.19 Soit P € Z[X]| un polynéme unitaire. Soit p premier et, soit
P € F,[X] sa réduction modulo p. On suppose que P est séparable. Alors, il existe
un morphisme de groupes injectif

GalFP(P) — Galg(P).
De plus, si dy,...,d, sont les degrés des facteurs irréductibles unitaires de P, alors
Galg(P) contient une permutation de type [d;...d,].

Preuve. Admis ici, le lecteur pourra se référer a la source [1]. O

On arrive enfin & la démonstration du théoréme.

Preuve (Théoréme . Soit n € N*. Soit P; un polynoéme irréductible unitaire
de degré n dans Z/2Z[X] (par le Lemme [VI.2.17).

Soient ()y un polyndéme unitaire de degré 1 dans Z/3Z[X], Q1 # Qo un polynéme
unitaire irréductible de degré n — 1 dans Z/3Z[X]. On pose Py = Qp@;. Alors P,
est séparable, car ()1 irréductible et )y de degré 1.

Soit Ry un polyndme unitaire irréductible de degré 2 dans Z/5Z[X]. Si n — 2
est impair, soit R; un polynéme unitaire irréductible de degré n — 2 dans Z/5Z[X].
On pose P3 = RyR;.Supposons par ’absurde que P3 n’est pas séparable, Ry et R,
I’étant, on obtient qu’il existe o € W une racine de Ry et, Ry mais donc comme R
et Ry sont irréductibles on a fi4,7/57 = Ro = Ry mais leurs degrés étant différents, on
a Ry # R; donc on a une contradiction et P5 est séparable. Si n —2 est pair, il existe
un a € N impair tel que n — 1 =1 + a, soit Ry # Ry deux polyndémes irréductibles
unitaires de degré 1 et a respectivement dans Z/5Z[X]. On pose P; = RyR; Ry qui
est séparable (de la méme fagon que pour le cas n — 2 impair).

On pose P = —15P; + 10P; + 6 P5, comme les P; le sont, P est unitaire de degré
n. Alors, on a que :

P=PFP, mod?2
P=P, mod3
P=PFP; mod5

Py étant irréductible sur Z /27X |, P l'est sur Q[X]. On prend L un corps de rupture
de P sur Q, G = Gal(L/Q) et M I’ensemble des racines de P dans L. On regarde G
comme un groupe de permutations sur M. Par le Lemme [VI.2.9 on sait que, comme
P est irréductible, G agit transitivement sur M.

Comme P = P, mod 3 est irréductible de degré n — 1, G contient un (n — 1)-
cycle par le Théoréme De la méme maniére P = P; mod 5, G contient une
permutation 7 de type [2 a] ou de type [2 1 a] oil a est un entier impair. Alors 7¢

est une transposition qui est dans G. Donc G est le groupe symétrique sur M par
le Lemme [VI.2.16l 0
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VI.3 Reéalisabilité sur la catégorie des extensions de QQ

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la réalisabilité de groupe de
la catégorie des extensions finies de Q. Cette question a été introduite par Emmy
Noether dans le contexte plus général suivant :

Question : Pour tout groupe fini G existe-t-il un corps K¢ tel que Kg/Q est finie,
algébrique et normale, et tel que Auteprension(Kg) = G 7

Nous montrerons donc dans cette section un énoncé plus faible qui ne prend pas
en compte la notion d’extension normale :

Théoréme VI.3.1 Pour tout groupe fini G, il existe une extension finie algébrique
K¢ de Q tel que Autepiension(Kg) = G.

Pour arriver a ce résultat, nous avons besoin de deux Lemmes préliminaires, mais
avant ca commencons par une proposition plus générale.

Proposition VI1.3.2 Soient p un nombre premier et K un corps. Soit a € K. Si
XP —a € K[X] n'a pas de racine dans K, alors X? — a est irréductible sur L.

Preuve. Supposons par contraposée que X? —a = PQ avec P,Q € K[X] et deg(P),
deg(Q) € [1,p — 1]. Alors dans K on a que P = [[%,(X — a;), donc P(0) =
[1%, (=) et les a; sont des racines de a d’ordre divisant p (soit 1, soit p, car p
premier). Ainsi P(0)? = (—1)""[[\2, of = (=1)™a™ donc ((—1)"P(0))? = a™ et
donc on pose b = (—1)™P(0). De plus m € [1,p—1] donc pAm = 1 car p est premier.
Ainsi par le théoréme de Bézout, on a qu’il existe u,v € Z, tels que pu + mv = 1,
ce qui donne : WP? = ¢™ = a!P*. Finalement a = (Z—Z)p , donc Z_u € K est racine de
XP —qa. Mais on a supposé que X? —a n’a pas de racine dans K, ce qui est absurde,
donc on a que X? — a est irréductible sur L. O

Lemme VI1.3.3 Soient p un nombre premier et K un corps. Supposons qu’il existe
a € K tel que XP —a € K[X]| n‘admet pas de racines dans K. Si pour un b € K on
a Vb= K(¥a), alors il existe c € K,k € Nk < p tel que /b= c(¥/a)".

Preuve (Lemme[VI.3.3). Soit € une racine primitive p-éme de l'unité et, soit L =
K(e). Comme p est premier et que X”—a n’a pas de racines dans K, il est irréductible
dans K par la Proposition . L’extension L/K est galoisienne. En effet, cette
extension est déja séparable, car elle est engendrée par € qui est racine de X? — 1,
ainsi g x| X? — 1 et donc comme X? — 1 est séparable (en caractéristique différente
de p), pex lest aussi et donc e aussi. De plus elle est normale : elle contient e
racine primitive p-éme de 1'unité, donc l'ensemble {&* | k = 0,...,p — 1} contient
p éléments différents qui sont tous des racines de X? — 1, ce sont donc I'ensemble
de toutes ces racines et on voit ensuite que L est un corps de décomposition de
XP — 1 sur K, donc en particulier une extension normale. L’extension L/K est
également de degré strictement plus petit que p car [L : K| = degk(e) = deg(pe k) <
deg(XP1+...+x+1) = p—1. On en déduit que X?—a n’a pas de racines non plus sur
L, en effet supposons qu'il existe = € L tel que 2P —a = 0 alors comme X?—a € K|[X]|
est irréductible, on en déduit que ji, x = X? —a donc [K(z) : K] =p|[L : K] <p, ce
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qui est absurde, donc X? — a n’a pas de racines dans L et par la Proposition [V1.3.2]
XP — a est irréductible sur L.

Par I’énoncé, on sait que I'on a /b = P(y/a) ot P € K[X]., (ott P peut-étre
pris de degré strictement plus petit que p, car degy(¥/a) = p). De plus I'extension
L({/a)/K est galoisienne et donc on peut montrer que 'on a P(e.¢/a) = ()*.4/b
pour 0 < k < p. En effet, de ¥/b = P(/a) on déduit que P({/a)? —b = 0, donc
{/a est une racine de P(X)? —b € K[X] donc pgzx = XP — a|P(X)? — b, en
particulier toute racine de X? — a est une racine de P(X)? — b ainsi P(e.¥/a)? —
b = 0. Or les racines de X? — b sont les e*.¥/b pour 0 < k < p, donc on a bien
P(e.y/a) = (£)*.9/b pour 0 < ky < p. On en déduit que ¢/a est une racine de
Q(X) = P(e.X) — (e)®.P(X) € L[X] qui est un polynéme de degré strictement
plus petit que p. Or X? —a étant irréductible on a X? —a = 1y x|@ et ainsi Q = 0.
On note maintenant P = >~ a; X* et on a : S0~ 0 ap(e. X)F = (). 370~ 1 ap X*
et en regardant chaque degré on a : Vk € [0, p — 1], ax.c* = £*.a;, on en déduit que
Vk € [0,p—1], ar.™~* = a;, et donc Vk # kg, ap = 0, ce qui nous donne P = az, X*
et on en déduit facilement le résultat.

On introduit les définitions suivantes.

Definitions VI.3.4 — Un corps de nombres algébriques est une extension finie
L/Q de Q.
— Soit L un corps de nombres algébriques. Soit a € L. On dit que a est un entier
algébrique de L §'il existe P € Z[X] tel que P(a) = 0.
— Soit L un corps de nombres algébriques. L’ anneau des entiers de L est 'anneau
contenant tous les entiers algébriques de L.

Remarques: 1. Soit L un corps de nombres algébriques. En particulier L contient

Q et Z.

2. Soit n € N. Si on prend F' € Q[X] le polynéme fournit par le Théoréme
[VI.2.1] On prend L un corps de décomposition de F' sur Q et on dénomme
par aq, ..., a,, les racines de F' dans L. On a que L est un corps de nombres
algébriques (car L = Qlay, ..., a]) et méme que pour tout ¢ € [1,m], «; est
un entier algébrique de L.

En effet, F € Q[X] donc on peut écrire F = Y7, ax X", ou Vk € [0,n], ar =

B e Q, (pr,qk) € Z x Z*. Donc, on pose G = (ITi—o ax)-F € Z[X], et pour
tout i € [1,m] on a: G(o) = ([ 14—y qx)-F(cw) = 0.

On rappelle ici un Théoréeme qui est utilisé dans la démonstration du Lemme

[VI.3.6] Mais nous ne montrons pas ce Théoréme, car il a peu de rapports avec le

sujet.

Théoréme VI.3.5 (Siegel-Mahler 1929, admis) Pour toute courbe algébrique
lisse C de genre g > 0 définie sur un corps des nombres algébriques L, dans un
espace affine, il n’y a qu’un nombre fini de points sur C a coordonnées dans l’anneau
des entiers de L.

Lemme VI1.3.6 Soit L une extension finie de Q et R [anneau des entiers de L.
Soient Py, ..., P, € R[X] des polynomes unitaires et tels que pour un nombre premier
p, aucun des P; est une puissance de p. Alors il existe t € N tel qu’aucun des Pi(t)
n’est une puissance de p dans L.
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Preuve (Lemme[VI.3.6). Pour tout i € [1,m], on considére la courbe G; : {(z,y) |
y? — P;(x) = 0}, il est possible de voir que cette courbe est de genre 0, mais nous ne
le justifierons pas ici. Ainsi, on peut appliquer le théoréme de Siegel-Mahler [VI.3.5|
et on obtient que pour tout i € [[1, m] la courbe G; admet un nombre fini de points a
coordonnées dans R2. De plus on a que N? C R? donc on a également qu’il existe un
nombre fini de points de la courbe avec coordonnées dans N?, donc on a le résultat,
car les courbes sont en nombre fini et elles contiennent tous les points qui ont pour
coordonnées une racine p-éme de 1’évaluation d’'un P, 0

Nous pouvons donc maintenant passer a la démonstration du Théoréme.

Preuve (Théoréeme . Soit G un groupe. D’apreés le théoréme de Frucht, qui
a été démontré précédemment, il existe un graphe non orienté, fini, sans boucle,
connexe X = (V, E) tel que Autgrqpn(X) = G. Onnote V ={1,...,n} oun > 5 (par
la preuve du théoréme, il n’est pas difficile de supposer cela). On utilise le Théoréme
pour exhiber un polynéme F' € Q[X] de degré n n’ayant que des racines qui
sont des entiers algébriques (par la Remarque suivant la Définition tel que
son groupe de Galois est isomorphe & &,,. On prend L un corps de décomposition
de F' dans Q, et on prend R I’anneau des entiers de L. On dénote maintenant par
(a;)icpi,n] les racines de F' dans L, ce sont en particulier des éléments de R. Soit
p > 3 premier. On note E, = {(i,5) € [1,n]*> | 1 < i < j < n} et on considére
I'ensemble de polyndmes unitaires de R[X] :

) N g V(Z,j) € E,, ki,j S Hovp - 1]]
{KE@(X T i) € By ki 70 }

Chacun de ces polyndmes n’est pas une puissance de p dans R[X] car on a
directement une décomposition en tant que produit d’irréductibles dans R[X] et on
peut observer qu’aucun n’est une puissance de p dans R[X]. En effet, c’est évident
si 'on montre que pour tous 7, j, 7', j’, k tous différents (c’est-a-dire que le nombre de
racines est plus grand que 5, ce qui est le cas) on a a; +a; # ay +aj. Ce qui peut se
voir en faisant correspondre les indices des racines a;+a; avec des transpositions (7 j)
dans le groupe de Galois. On a que L)) = Ly € L | Vo € ((i§), (@ j)),0(x) =
x} sur Q est une sous-extension de L qui contient a; + a; mais pas a; + a;.

Ainsi toutes les conditions du Lemme [VI.3.6] sont réunies et il existe donc un
t € R tel que chacun des polynomes évalués en ce ¢t n’est pas une puissance de p
dans L.

On considere ensuite les polynomes de I'ensemble : {XP—(a;+a;+t) | (¢,7) € E,}
et on sait que |E,| = (}), ainsi on les ordonne de la facon suivante : {Gy € L[X] |
k € [1,(3)]} et on prend I'ensemble (bk)ke[[l,(g)ﬂ tel que Vk € [1,(3)], by est une

racine de G, (dans la suite, on prendra pour chaque k € [1, (3)], (ix, jx) € En tel
que b}, = a;, + aj, +t). On va montrer que pour tout k € [1, (5)] et pour tout ¢ tel
que e? =1,

€.bk ¢ L(bl, ceey bkfl). (1)

En effet, supposons par I'absurde que ce n’est pas vrai, prenons kg = min{k €
[1,(5)] | 3e,e? = leteby € L(by,....,by—1)} et g tel que ef = 1 et go.by, €
L(by, ..., bgo—1). Si kg = 1, alors gg.by, = v € L et donc (0.bg,)" = by, = Wiy, +
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aj,, +t = 1P. Or par définition, de ¢ par le Lemme VI.3.6| a;, + a;, +1t n'est
pas une puissance de p dans L donc ce n’est pas possible. Si kg > 1, on a donc
£0-by, € L(b1,...,bg,—1) et donc pour tout | € [1,ky — 1], on applique le Lemme
sur le corps L(by, ..., bj—1, bi41, .., beg—1) =1 Lj avec by et €9.by, qui vérifient :
— b = a;, + aj, + ¢t donc b; est une racine p-éme de a;, + a;, + t et le polynéme
XP — (a;, + aj, +t) n’a pas de racines dans L; car b; est une telle racine et les
autres sont donc les €.0; ot €” = 1 qui ne sont pas dans L; sinon comme [ < kg
cela contredirait la minimalité de k.

— (c0.by, )P =}, = iy, T aj,, +t donc 9.y, est une racine p-¢me de a;, +a;, +t
et 50.bk0 € L[(bl)

Le Lemme nous dit donc qu'il existe ¢; € Lj, b € N,k < p tel que €o.by, = ¢ bf .

Donc, on a, en regroupant le travail que ’on a fait pour chaque [, 4.0y, = 7. Hko ! bkl

ol vy € L(bl, ..., bg,—1) mais on a également que pour tout ly € [1,ky — 1], €0.bx, =

clo.b;% = . foll bkl donc ¢, = 7. Hfﬁ;}#o bfl et donc v € L; et ce pour tout [ €
[1, ko—1], donc v € ﬂfoo L i, = L. Mais dans ce cas, on a (£9.bx, )’ = 7" | AL

et pour tout I € [1, ko — 1], b; est racine de X? — (a;, + a;, +t), donc on a :

ko—1

H <t +a; + ajl)kl = (Eo'bk(ﬂ/_l)pa

=1

et comme £¢.by,7~' € L on a que le membre de gauche est une puissance de p dans
L ce qui est impossible par définition de ¢ par le Lemme Donc finalement
dans tous les cas, pour tout k € [1, (g)]] et e? =1, eby & L(by, ..., bp_1).

Ensuite, nous allons montrer par récurrence forte sur & € [0, (g)]], H,, : "Le corps
L(by,...,br) =: Kj ne contient pas de racine p-éme de I'unité différente de 1".

— Commencons par le cas k = 0. Dans ce cas, on voit que tout devient évident
si p est choisi tel que p — 1 > n!, or aucune condition sur p n’est exigé si ce
n’est qu’il soit premier, donc par l'infinitude des nombres premiers, on peut
prendre un p qui convient & notre condition et dans ce cas il n'y a pas, dans
L/Q (de degré divisant n!), de racine p-éme de 'unité si ce n’est 1.

— Soit k € [0, (g)]] Supposons que pour tout m < k, la propriété H,, est vérifiée.
On a que Ky = Kj_1(bx) et on sait que : b — (a; + a; +t) = 0, donc by, est
une racine de X? — (a; + a; +t) € L[X] C Kj_1[X], ainsi le degré de by est 1
ou p sur Kj_1. Or 1? = 1 donc par ce qu’'on a fait précédemment en , on a
que 1.by = by ¢ Kj_1, donc le degré de by sur Kj_; est égal a p.

Supposons maintenant qu’il existe x € Ky, tel que x # 1 et 2P = 1.

x € Kk—l(bk) = Kk

N

Pl Kiga(z)

/<pet > 1

z §§ Ky
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Le degré de @ sur Kj_q, qui est [K_1(x) : Ki_1], est strictement supérieur a
1 car x € Ki_1(x) mais x ¢ Kj_1, ainsi Ky_1 & Ki_1(x). De plus XP — 1 =
(X —1)(XP~'+ ..+ X +1), or z est racine de X? — 1 et comme = # 1 on a
que z est racine de XP~! + ..+ X + 1, donc [Ky_1(z) : Kj_1] < p. De plus,
par multiplicativité des degrés, on a que [Ky_1(z) : Kp_1]|[K) : Kj_1] ce qui
est impossible et donc on en déduit qu’il n’existe pas de x € Ky, tel que x # 1
et 2P = 1. Et donc on a obtenu H,,. [

On conclut donc par récurrence.

Il nous reste donc plus qu’a construire 'extension K de 1’énoncé. On considere
{br | k € [0, (3)]A3[i, 5] € E, b} = a;+a;+t}, on note m le cardinal de cet ensemble
(remarquons m < |E|) et on renomme les éléments de cet ensemble en : ¢y, ..., ¢,
(les ¢; jouent donc le méme role que les b; & permutation prés, mais dans tous les
cas ils ont les mémes propriétés que ce que 'on a vu pour les b; précédemment). On
pose ensuite Kg = L(cy, ..., ¢m) = Q(ay, ..., ap, 1, ..., ¢y ). Montrons maintenant que
AUtGraph(X) = AUtextension(KG/Q)~

Soit ¢ € Autgrapn(X). On prend le morphisme d’extension :

L — L
L a; ~> CL#,(@,VZ S V,
¢ est construit en appliquant le Théoréme de prolongement des isomorphismes[VI.2.§|
appliqué, un a un, a chaque a;, racine de F' irréductible sur QQ et en prolongeant idg.
Grace a ce procédé, on obtient d’abord naivement un plongement de L/Q mais on
remarque que son image est incluse dans L donc on en déduit facilement que ¢ est
un automorphisme et de plus par I'unicité dans le Théoréeme de prolongements des
isomorphismes, on a que ¢ est unique. On va maintenant prolonger ¢ a tout K.
On sait que ¢; est racine de X? — (a;, +a;, +1t) qui est un polynéme irréductible par
la Proposition car n’a pas de racine dans L, en effet, s’il y avait une racine
x € L alors les autres racines serait les éléments de {e.z | e? = 1} et donc ¢; = gg.x
avec e = 1, or on a vu précédemment en que gg.c; ¢ L, ce qui est absurde. On
peut donc appliquer encore une fois le théoréme de prolongement des isomorphismes
avec ¢, le polynome irréductible X? — (a;, + a;, +t) et la racine ¢; et on sait qu’il
existe une unique morphisme ¢; : L(c;) — L qui prolonge p et tel que ¢; est envoyé
sur une racine de o(X? — (a;, + a;, +1)) = XP — (ay@,) + ay@y) +t). De plus on
sait qu'il existe mg € [1,m] tel que ¢,y est une racine de X — (ay@,) + ay(y) + t)
et on sait que c’est la seule, car les autres racines sont les €*.c,,, mais on a vu que
dans L(by, ..., b(g)) il n’y avait que 1 comme racine de p donc forcément ¢; < Crmg s

) 1 .
on peut résumer cela en ¢/a;, +aj; +1 ~~ {/azp(il) + ayy) 1 (car on a a chaque
fois 1 seule racine p-éme dans les corps considérés). De la méme maniére, on fait la
méme étude pour co, ..., ¢, et on a donc :

KG — KG
QZI a; ~> aw(i),ViEV

Vai, +aj +1 ~ {/&w(il) + Ay (51) + t,V’i eV

qui est un automorphisme et on sait qu'un morphisme d’extension avec ces conditions
est unique. Pour chaque ¢ € Autgqpn(X) on a donc défini ¢, € Autesrensions(Ka)-
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Soit ¢ € Autegtension(Kg). Pour tout i € V, a; est une racine de F' qui est donc
envoyé sur une autre racine de F', ainsi il existe j € V' tel que ¢(a;) = a;. On définit
donc ¢ : V.=V tel que Vi € V,¢(a;) = ay), c’est une bijection. Montrons que 1)
est un morphisme. Soient [i, j] € F, alors par construction des (¢ )y il existe un ¢y,
tel que (ck)? = a; + a; +t, donc y/a; +a; +1 € K¢ qui est envoyé sur un élément
de K¢. De plus, on a que y/a;, + a; + ¢ est racine de X? — (a; + a; +t) et est donc
envoyé sur une racine de ¢(X? — (a; + a; +t)) = XP — (ay@) + apj) +t) donc de la
forme €. ¢/ay (i) + ay(;) +t avec e” = 1, qui est donc un €.¢,,, pour mg € [1,m]. Mais
on sait que dans K¢ il n’y a que 1 comme p-éme de 'unité. Ainsi ¢/a;, +a; +1 2
Y/ ay(iy + ayy +t, done [1(i), ¥ (j)] € E et ainsi ¢ est un automorphisme de K /Q.
Et donc pour tout ¢ € Autegtension(/) on peut définir 1, € Autgrapn(X).

On peut donc définir :

. AutGT&ph (X) — Autextension (KG)
X Yo oy ’
Autextenswn (KG’) — AUtG’Taph (X)

o = Yy '

On vérifie de méme que x 0 ¢ = Idaut, rension(Ka) €0 @0 X = Idausg,,,,(x)- Donc on a
finalement Autcyapn(X) = Auteptension(Ke/Q). Ce qui termine la preuve.

o :

VII Espaces topologiques

Definition VII.0.1 (Topologie) Soit F un ensemble. On appelle topologie sur E,
un ensemble T de parties de E vérifiant les propriétés suivantes :

1. ,EeT

2. Si (Oi)ier € T' est une famille quelconque d’éléments de 7, ot [ est un
ensemble quelconque, alors | J,.; O; € T.

3. Si (Oy)icp.ny € T' est une famille finie d’éléments de 7, alors (., O; € T

Un espace topologique est un couple (E,7T), ou E est un ensemble et 7 est une
topologie sur E.

Definition VII.0.2 (Continuité) Soient (X, Tx) et (Y, Ty) deux espaces
topologiques et f : X — Y une application. On dit que f est continue si toute image

réciproque d'un ouvert de Y est un ouvert de X, c’est-a-dire : VO € Tx, f~1(0) € Ty

Remarque: On peut donc définir une catégorie sur la classe des espaces topologiques
(notée T'opo), les morphismes de cette catégorie sont les homéomorphismes définis
ci-dessous :

Definition VII.0.3 (Homéomorphisme) Soient (X, Tx) et (Y, Ty) deux espaces
topologiques et f : X — Y une application. On dit que f est un homéomorphisme
si f continue, f bijective et f~! continue. Un homéomorphisme de X dans X est
appelé un autohoméomorphisme et I'ensemble des autohoméomorphisme sera noté

AutTOpo (X)
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Definitions VII.0.4 (Métrique) Soit M un ensemble non vide. Une distance sur
M est une application d : M x M — R, qui vérifie :

— Symétrie : Yo,y € M,d(z,y) = d(y, x)
— Séparation : Vx,y € M, d(z,y) =0z =y
— Inégalité triangulaire : Va,y, 2z € E,d(z,y) < d(x, 2) + d(z,y)

Le couple (M, d) est alors appelé un espace métrique.

Remarque: 11 serait "fou" de dire que nous avons présenté tout ce qu’il y a a dire
sur les espaces topologiques avec les 4 définitions ci-dessous, malheureusement nous
n’entreront pas plus dans les détails de ’étude de ces espaces et nous considérerons
comme acquis beaucoup de résultat sur ces espaces. Comme par exemple le fait
qu'un espace métrique est topologique.

L’objectif de cette section est de présenter une construction d’espace topologique
(en particulier ici métrique) qui serait en mesure de démontrer le théoréme suivant.
Nous ne ferons pas les preuves ici, mais le lecteur pourra trouver une étude plus
compléte avec la source [].

Théoréme VII.0.5 Soit G un groupe fini. Il existe un espace topologique (X, Tx)
tel que Autrop,(X) = G.

Nous allons méme faire un peu mieux en montrant qu’il existe un espace métrique
compact connexe composé de courbe de Peano dont nous décrivons la construction
ci-dessous :

Construction : On commence par considérer un disque ouvert du plan : D =
{(z, y) € R? | 22 + ¢? < 1}. On sait que Q? est denombrable et dense dans R? donc

C —-Dn Q? est une partie dénombrable dense dans D (et aussi D). On note donc

= {a; | i € N*}. On va définir une suite d’hélices dans D. On entend par hélice
une courbe par exemple composé de deux ou plusieurs ailes, on pourra avoir en téte
pour le cas de deux ailes la courbe suivante ou plutot une déformation de celle-ci :

[—2m,27] — R?

ES((ZOS(H ;k 57”)( szg)r)&(@ + 3 ), sin(0 + 57”)) sur %—27?(,)]—#],

30+ %),sin(0 sur [—, 0],

O N C I ) sur [0, ],
(3(cos(f — 25) + sign(0 — 21)),sin(d — 2)) sur [m, 2]

d N
N S

On ajoutera des ailes de la méme forme pour les hélices avec plus d’ailes.
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On commence pour ¢ = 1, on place au point a; une courbe hélice o avec 3 ailes,
centrée sur aq, qui est incluse dans D et dans la boule ouverte de centre a; et de
rayon 1 notée B(aj, 1). On procéde ensuite par induction. Supposons que les n — 1
premiéres courbes hélices ont été construites et on prend a, le premier élément de C'
(donc qui ne fait pas partie du bord de D) qui ne fait pas partie de l'intérieur d’une
courbe hélice ni du bord de ces hélices et on place, centrée en a/,, une hélice possédant
n + 2 ailes, qui ne touche pas l'intérieur des autres hélices déja construites et qui
est incluse dans la boule ouverte centrée en a/, et de rayon 1/n notée B(al,1/n), ce
qui est toujours possible, car les hélices sont des courbes dont le bord et 'intérieur
forme un compact a l'intérieur de D le disque fermé donc en enlevant ces compacts
on obtient toujours un ouvert. On définit donc I'espace P comme étant D privé de
tous les intérieurs des hélices (et non la courbe qui forme le bord de I'hélice).

On a que P et un espace métrique (hérité de la métrique sur R?), compact et
connexe comme intersection décroissante d’espaces compacts et connexes. De plus
P est un espace de dimension 1, car il ne contient pas d’ouvert du plan (la famille
C' étant dense, a proximité de chaque point de P se trouve une hélice).

Definition VII.0.6 Soit (F,7) un espace topologique, on dit qu'il est rigide si
AutTopo(E) = {ZdE}

Proposition VII.0.7 La courbe de Peano P est rigide.

Preuve. Idée de preuve :

Il s’agit d’étudier localement les composantes connexes de tous les points de P,
pour se rendre compte que les points qui ont un nombre de composantes connexes
(de P privé du point) plus grand qu’'une certaine constante sont les centres "a;" des
hélices dans la construction de P et que, de plus, chacun d’entre eux a un nombre
différent de composantes connexes localement et un nombre supérieur a la constante
de départ. Ainsi I’étude des espaces connexes nous dit que ces points de P qui sont
des centres "a;" sont fixés par tout homéomorphisme de P dans P et ceux-ci étant
dense dans P on en déduit que tout homéomorphisme fixe tout point de P. Donc
que P est rigide. O

Preuve (Théoreme[VIL.0.5). Idée de preuve :

Soit G un groupe fini. On considére pour tout g € G une copie d’une courbe de
Peano P que 'on notera R,.

On raisonne donc de la méme maniére que pour la démonstration du théoréme
de Frucht en considérant non pas des graphes rigides, mais des espaces rigides qui
sont les copies des courbes de Peano R,. On considére tout d’abord dans les R, deux
points hg, h; qui sont le plus éloignés possible (on peut voir qu’ils sont a distance
1). Puis, on prend X = (V| E) le graphe non orienté du Théoréme associé a
G et on remplace chaque aréte [z,y] € E par un espace R, différent ot on connecte
x a ho et y a hy. Notons M l'espace obtenu. Finalement il reste juste a voir que
I'image par un homéomorphisme d'un R, en tant que sous-espace de M est un
autre Ry, ce qui se voit en étudiant les propriétés topologiques des voisinages des
"sommets du graphe" de M. Si on a prouvé ceci, alors on peut faire complétement
correspondre les morphismes de graphes qui préservent les graphes rigides "H" de
la démonstration du Théoréme de Frucht et les homéomorphismes de M qui, eux,

60



VIII FONCTEURS & CONCLUSION

préservent les sous-graphes copie des courbes de Peano (aussi rigide). Donc, on en
déduit que Autyyp(M) = G. O

Remarque: Les idées de preuves données ci-dessus ne représentent, malheureusement,
méme pas la prémisse d’une preuve tant les détails manquants sont nombreux. Elles
ont simplement le mérite de présenter en quoi le Théoreme de Frucht est central
dans ces constructions.

VIII Foncteurs & Conclusion

Dans cette section, nous allons résumer les résultats obtenus lors de notre étude
et introduire la notion de foncteur afin de comprendre un peu mieux ce mécanisme
de la théorie des catégories qui apparait en fait dans certaines démonstrations.

VIII.1 Foncteurs

Tout d’abord, énongons la définition d’un foncteur.

Definition VIIL.1.1 (Foncteur) Soient C,D deux catégories. Un foncteur F' :
C — D est la donnée de deux fonctions Fy, et Fpor, OU :

— Fyp, associe a tout objet X de C, un objet Fy,(X) de D,
— Fhor associe a tout morphisme f : X — Y de C, un morphisme Fo(f) :
Fop(X) = Fop(Y) de D,
et telles que Fyp, et Flop -
— respectent les identités : pour tout objet X de C, Fiuo(idx) = idp,, (x),

— respectent la composition : pour tous objets XY et Z et tous morphismes
f: X —=>Yetg:Y = ZdeC,

Fmor(g © f) = Fmor(g) © Fmor(f)-

La premiére apparition d’un foncteur se situe dans la démonstration du Théoréme
de Frucht. En effet, lors de cette démonstration, nous avons pris le graphe
coloré orienté C(G) de Cayley d’un groupe G et nous I’avons fait correspondre avec

un graphe non orienté C(G) qui remplagait chaque aréte colorée orientée par un
type de sous-graphe "H". Cette construction peut se généraliser, en effet si ’on se
fixe A un ensemble de couleurs (et donc on fixe la catégorie Couleur 4, dans le cas
de la construction A doit étre dénombrable, mais nous avons vu que ce n’était
pas forcément nécessaire dans le Théoréeme de Sabidussi) alors pour tout
graphe X coloré orienté le fait de remplacer les arétes par des sous-graphes non
orientés correspondants peut également se faire et construire un graphe X de la
catégorie Graph. De plus, nous avons vu qu’a tout morphisme « de C(G) préservant

la couleur, on pouvait faire correspondre & un unique morphisme de C/(G\’) par notre
construction, ceci se généralise de la méme fagon et a tout morphisme o d’un graphe
de Couleur 4 on peut faire correspondre @ de la méme maniére. Ainsi, on définit un
foncteur par :

Couleur, — Graph
X 2 X
mor a

(07
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De la méme maniére, il doit étre possible de fabriquer un foncteur Graph —
Topo grace a la construction de la section [VIIl Par contre, dans la section qui
traite des extensions de Q, il n’y a pas moyen de construire un foncteur de maniére
évidente avec la démonstration, car nous utilisons dans la construction les racines
d’un polyndéme F' tel que son groupe de Galois est &,,, cependant cette construction
ne peut pas étre la méme pour tout graphe.

Finalement, & titre d’autre exemple, on peut revenir sur les définitions de graphe
orienté et non orienté. Nous avons défini les graphes non orientés comme étant des
graphes orientés pour lequel, pour chaque aréte orienté il existe la méme aréte dans
I’autre sens. Nous pourrions modifier cette définition pour définir les graphes non
orientés munis d’arétes, mais qui n’ont pas de sens. On peut donc définir un foncteur
entre cette nouvelle catégorie et la catégorie précédemment définie des graphes qui
fait correspondre les graphes non orientés et les graphes de Graph qui ont une aréte
de chaque sens pour chaque aréte.

VIII.2 Tableau résumé

Nous allons finir cette section par un tableau récapitulatif des catégories sur
lesquelles nous pouvons répondre au probléme de la réalisabilité de groupes.

Reéalise les groupes | Ne réalise pas les groupes
Couleury4 Grp
Graph Ord
Extensionsg Extensionsy,
Topo Set

On remarquera que la section [Vmontre méme que la catégorie Graph réalise tous
les groupes, méme ceux d’ordre infini et que la construction du graphe de Cayley
n’est pas spécifié comme étant réservé aux graphes finis, ainsi C'ouleur 4 et Graph
réalisent tous les groupes, méme ceux d’ordre infini.

Pour les extensions de F,, un corps fini, le Lemme nous dit que le groupe
de Galois (le groupe d’automorphismes) d’une extension d’un corps fini est cyclique.
Or il existe des groupes non cycliques, donc Extensionsy, ne réalise pas les groupes.

Finissons par ce par quoi nous avons commenceé : la catégorie Set des ensembles.
Soit E un ensemble. On rappelle que les isomorphismes pour cette catégorie sont les
bijections et les automorphismes forme bien un groupe qui n’est nul autre que &(FE)
le groupe symétrique. Or tout groupe fini n’est pas en groupe symétrique, donc en
particulier Set ne réalise pas tous les groupes.
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