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0 Introduction

Les courbes elliptiques sont des objets trés présent dans le paysage mathématique actuel. Que ce soit
par leurs usages en cryptographie ou encore en théorie des nombres, elles sont incontournables. Une
courbe elliptique peut étre définie de plusieurs manieres différentes :

1. Une courbe elliptique une cubique non-singuliere du plan projectif complexe P, (C).
2. Une courbe elliptique est le quotient de C par un réseau A.

3. Une courbe elliptique est une surface de Riemann homéomorphe a un tore.

Toute ces définitions semblent au premier abord tres différentes. Certaines sont de natures algé-
briques, d’autres géométriques. Pourtant, il n’en est rien! Toute ces définitions nous donnent en
effet le méme objet, a savoir une courbe elliptique.

Ce mémoire posséde deux objectifs. Le premier est de montrer I’équivalence de ces trois définitions.
Cette question occupera les trois premieres parties de ce dossier. Dans la premiére partie, on fera
une étude du tore complexe. On y verra notamment que tout tore complexe est bien le quotient de C
par un réseau A, et enfin une condition nécessaire et suffisante sur le réseau A pour que deux tores
complexes soient biholomorphes.

Dans la seconde partie, on introduira les fonctions elliptiques de Weierstrass et on en fera leur étude.
Ces fonctions nous serons utiles dans la suite afin de plonger explicitement un tore complexe dans

I'espace P, (C).

Dans la troisieme partie, nous ferons une étude de 'espace projectif P,,(C) et plus précisément du
plan projectif complexe P5(C). C’est en effet dans cet espace qu’il est le plus naturel de voir les
courbes elliptiques. Par la suite, nous introduirons des notions de géométrie algébrique dont nous
aurons besoin, puis nous démontrerons et énoncerons des propriétés et théorémes sur les courbes
projectives complexes. On démontrera, a la fin de cette partie, que tout tore complexe est biholo-
morphe a une courbe elliptique.

Le second objectif de ce mémoire est de démontrer le théoreme de Riemann-Roch dans le cas des
courbes de Py (C). Nous aurons besoin pour ¢a d’introduire le concept de différentielle holomorphe et
d’intégration sur une surface de Riemann. Nous énoncerons apres le théoreme et le démontrerons.
La principale motivation quant a I'introduction de ce théoréme est la suivante : si toute courbe
elliptique est le quotient de C par un réseau, alors toute courbe elliptique possede une structure
de groupe induite par celle du tore. Cependant, comment cette loi de groupe se traduit-elle sur
une courbe elliptique ? Pouvons-nous réaliser algébriquement cette loi de groupe ? Nous verrons
dans une derniere partie comment 'on peut munir toute courbe elliptique d’une loi de groupe. Le
théoréme de Riemann-Roch nous permettra de montrer que cette loi est bien définie.



1 Le tore complexe, le point de vue géométrique

Nous allons ici proposer une étude des tores complexes. On montrera en premiére partie que si A
est un réseau de C, alors C/A est un tore munit d’une structure de surface de Riemann. En deuxiéme
partie, on montrera que tout les tores complexes s’expriment comme quotient de C par un réseau.
Enfin, on proposera en dernieére partie une classification des tores complexes en tant que point d’'une
surface (recollée) de C appelée région fondamentale.

a principale motivation de I’étude des tores complexes arrivera en partie 3, ou nous montreront
L 1 tivat del
qu’il y a une correspondance biholomorphe entre les tores complexes et les cubiques sur Ps.

1.1 La structure de surface de Riemann du tore complexe

Nous allons ici montrer que le quotient de C par un réseau est une surface de Riemann qui est
homéomorphe a un tore. Pour le moment cependant, il n’est pas encore acquis que toute surface de
Riemann homéomorphe a un tore est bien le quotient de C par un réseau. Nous ferons donc, dans
cette premiere partie, la distinction entre le quotient de C par un réseau et ce que nous appelons un
tore complexe (une surface de Riemann homéomorphe a un tore).

Sans plus tarder, introduisons 'objet fondamental de cette premiere partie, a savoir les réseaux de

C.
Définition 1.1.1. Soient w; et wy deux complexes non-nuls tels que =* ¢ R. On appelle réseau de C
engendré par w; et wo l'ensemble

A = {nwy + mwq, n,m € Z}

On notera (w1, ws) le réseau de C engendré par w; et ws.

On remarque que si I'on considére un réseau A, alors il est isomorphe au groupe Z? et agit par
translation sur C de maniére proprement discontinue et sans point fixe. Comme C est un groupe
abélien, on peut passer au quotient. On obtient ainsi un espace quotient C/A. Plus exactement, on
remarque que C/A est homéomorphe a un tore.

Nous allons tout de suite montrer que le tore C/A est bien une surface de Riemannl[l]

Théoréme 1.1.2. Soit A un réseau de C. Le tore T = C/A posséde une structure de surface de Riemann.

Avant de montrer ce théoréme, nous aurons besoin d’'un lemme préliminaire sur les réseaux et d'un
lemme préliminaire sur les tores complexes.

1.1.3. Siw; et wy engendrent le réseau A, alors il existe d > 0 tel que pour tout réels x et y, on

|zwy + yws| > 5/ 22 + y?

1. On renvoie a ’annexe B qui donne les définitions et propriétés fondamentales des Surfaces de Riemann




Démonstration du lemme 1.1.3: On considére la fonction f : [0, 27r] — R* définie par
f(0) =|cos(0) wy + sin(f) wo|

La fonction f est strictement positive. En effet, si elle s’annule, on aurait g—; € R ce qui contredirait
le fait qu’ils sont des générateurs de A. Comme f est continue sur le compact [0, 27], il existe 6 > 0
tel que f(#) > ¢ pour tout 0 € [0, 27].

Si maintenant x et y sont deux réels, on a

|zwy + yws| = V2?2 + Y2 X ol > 0/ 2% 4 y?

X

2 2

En effet, on a (ﬁ) + (ﬁ) = 1, donc il existe 6 € [0, 27| tel que \/mgTzﬁ = cos(f) et
Y — =sin(f). O

Va2

1.1.4. Soit T = C/A un tore. Alors T est un espace compact. De plus, la projection canonique
7 est une application ouverte.

Démonstration du lemme 1.1.4 : Soit U, un recouvrement de T par des ouverts. Notons 7 :
C — T la projection canonique. Alors 7 (U, ) est un recouvrement de C par des ouverts. Or, si
I'on note A = (wy, ws), alors les ouverts 7~ *(U,) recouvrent I" 'enveloppe convexe délimitée par
les points 0, wy, ws et wy + wsy qui est un compact. Donc I est recouvert par un nombre fini d’ouverts
de la forme 7! (U,). Or, 7(T") = T, d’ou le premier résultat.

Soit U un ouvert de C. Alors 7~ (7(U)) = U U + w est un ouvert de C. Ainsi, 7(U) est un ouvert

weA
de T par caractérisation de la topologie quotient. []

Démonstration du théoréme 1.1.2 :  On considere le tore T = C/A munit de la topologie quo-
tient. On notera dans la suite 7 la projection canonique de C dans T.

Par le lemme 1.1.3, il existe 0 > 0 tel que

Vn,m e Z\{(0,0)}, |nwi+ mws| > 0vVn2+ m?

Soit a € C. On consideére la famille d’ouvert de C

Va:{zECHz—a|<g}

Par le lemme 1.1.4, a restriction de 7 a 'ouvert V,, induit un homéomorphisme de V, dans 7 (V).
Ainsi, la famille U, := 7(V,) est un recouvrement de T. Comme T est compact, ce recouvrement est

fini.

On note 7, = 7}y, (on a donc 7, qui est un homéomorphisme). On va montrer que (m,(V,), 7, ") est
un atlas holomorphe sur T. Ceci impliquera que T est un espace séparé.

Supposons que 7(V,) N 7(V;) # 0. Tout d’abord, s’il existe w € A tel que 'on ait |w +a — b < 2,
alors cet élément est unique. En effet, si w,w’ € A vérifient cette propriété, alors

4



lw—uw|<|w+a—bl+|w+a—b <o

et on en déduit par le lemme 1.1.3 que w = w'.

Soit maintenant z € 7 (U, N U}) et 2’ = m, ' o 7,(2). On a alors que 7(2') = 7(2) et donc que
2’ = z+4w,. Mais alors w, vérifie |w, +a —b| < g. Ainsi, w, ne dépend pas de 2 et donc 'application
7, ' o7, est une translation et donc est holomorphe. On a donc que (7(V}), 7; ') qu’est bien un atlas

holomorphe sur T. []

Ainsi, nous avons montré que le quotient de C par un réseau est bien une surface de Riemann
homéomorphe a un tore. Dans la partie suivante, nous allons montrer la réciproque a savoir que
tout tore complexe est bien le quotient de C par un réseau.

1.2 Revétement universel des tores complexes

Le but de cette section est de montrer que tout tore complexe est le quotient de C par un réseau.
Pour cela, on utilisera le fait que toute surface de Riemann est le quotient de son revétement universel
par une action de groupe. On verra dans les sous-sections qui viennent que ce revétement universel
est nécessairement biholomorphe a C.

Avant de montrer cela, nous avons besoin de plusieurs définitions et théorémes de topologie algé-
brique que nous admettrons. On renverra a [4], page 25 et 63 pour plus de détails concernant les
résultats de topologie algébriques que nous admettrons ici.

Définition 1.2.1. Soit Y une surface de Riemann. On dit quep : X — X est un revétement de Y si
et seulement si pour tout y € Y, il existe un voisinage V dey tel que p~'(V') soit une réunion disjointe
d’ouverts U; et tel que pjy, : U; — V' soit un biholomorphisme.

Définition 1.2.2. Soit Y une surface de Riemann. On dit que le revétement p : X — Y est un
revétement universel de Y si X est simplement connexe.

Théoréme 1.2.3. Soit X une surface de Riemann.
1. X posséde un unique revétement universel a biholomorphisme prés que I'on notera X.

2. Notons (X ) le groupe fondamental d’une surface de Riemann X. Alors m,(X) agit de maniére
proprement discontinue et sans point fixe sur X et X est homéomorphe au quotient de X par
st (X)

3. Si X est connexe, alors X est simplement connexe.
Ainsi, comme le tore T est connexe par arcs, il possede un unique revétement universel par le théo-

réme 1.2.3 que I'on notera T. On sait de plus que le groupe fondamental du tore est Z?. Ainsi, Z>
agit librement, de maniére proprement discontinue et sans point fixe sur T.

On admettra aussi le théoréme d’uniformisation de Riemannf} que nous énoncons ci-dessous.

Théoréme 1.2.4. Soit X une surface de Riemann simplement connexe. Alors X est biholomorphe a
Iune des trois surfaces de Riemann ci-dessous :

1. Le plan complexe C.

2. On pourra trouver une preuve de ce théoréme dans [5]], page 180



2. La droite projective complexe P, (C) = C U {o0}.
3. Le demi-plan de Poincaré H = {z € C|Im(z) > 0}.

La suite de cette section aura pour but de montrer que si T est un tore complexe, alors son revétement
universel est C, et donc que tout tore complexe est de la forme C/A avec A un réseau. Pour ce faire,
nous allons devoir étudier les groupes des biholomorphismes de C, de P;(C) et de H et montrer
que seul C posséde des biholomorphismes isomorphes a Z? qui agissent de maniére proprement
discontinue et sans points fixes. Notons qu’une telle action de Z? est I'action d’un réseau.

Biholomorphismes de C

On va ici déterminer I'ensemble des biholomorphismes de C ne possédant aucun point fixe. Plus
exactement, nous allons montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.2.5. Si f est un biholomorphisme de C, alors il existe a,b € C avec a # 0 tels qu
f(z) =az+0.

Démonstration On voit directement que les applications de la forme 2 +— az + b avec a,b € C
et a # 0 sont bien des biholomorphismes de C. Soit f un biholomorphisme de C. Alors f possede
un développement en série entiére donné par

f(z) = Z anz"

n>0

On considére la fonction z — f (i) Cette fonction posséde une unique singularité en 0 qui est un
podle d’ordre k > 1 (en effet, | f(z)| tend vers I'infini en 0). Il existe donc une fonction holomorphe
h, bornée au voisinage de 0, telle que

On renvoie a 'appendice A pour plus de détails. Notons Z b,z" le développement en série entiere
n>0
de h au voisinage de 0. On a alors, au voisinage de 0, que

Z bn2" = Z z:ik

n>0 n>0

Ainsi, on en déduit que a,, = 0 pour tout n > k + 1 et donc que f est un polynéme. Mais comme f
est injective, alors on a nécessairement que k = 1. Ainsi, f(2) = ag + a1z, qui est bien de la forme
que I'on voulait. [

I est maintenant aisé de trouver les biholomorphismes sans point fixe : ce sont ceux de la forme
2+ z+bavech € C.



Biholomorphismes de P;(C)

On va utiliser I’étude des biholomorphismes de C afin de montrer qu’il n’existe par de biholomor-
phismes de [P, (C) sans point fixe. On va tout d’abord montrer que les biholomorphismes de P, (C)

sont les fonctions de la forme
az+b

H
cz+d

ou, quitte a diviser par ad — bc, on peut prendre a,b, c,d € C vérifiant ad — bc = 1. En effet, une
telle fonction est bijective et donc ad — bc # 0.

Soit f un biholomorphisme de P, (C). Si f fixe I'infini, alors f se restreint en un biholomorphisme

de C et on a bien la forme voulu. Sinon, si x € C vérifie que f(z) = oo, alors z f(z—;_x est un
biholomorphisme qui fixe I'infini, donc est de la forme az + b. Ainsi, f(z) = %ﬁ“ et on a bien

la forme voulue.

On considére f un tel biholomorphisme. Si ¢ = 0, alors f fixe I'infini. Si maintenant ¢ # 0, alors f
posséde un point fixe dans C si et seulement si I’équation

c?+(d—a)z—b=0

admet des solutions dans C, ce qui est toujours le cas. Donc f posséde au moins un point fixe. Ainsi,
il n’existe pas de biholomorphisme de P; sans point fixe.

Biholomorphismes de [/

L’étude des biholomorphismes de H est plus complexef|que celle des biholomorphismes de C et de
[P, (C). Rappelons tout d’abord que le demi-plan de Poincaré H est définie par

H={2z€C|Im(z) >0}

Nous admettrons que les biholomorphismes de H sont les fonctions

az+b
H
cz+d

avec a, b, ¢, d € R vérifiant ad — bc = 1. On renvoie a [3]], page 23, pour une preuve de ce résultat.
Nous nous aideront principalement du chapitre 2 de [3] afin de mener a bien cette étude.

Soit f un biholomorphisme de H. Alors z est un point fixe de f si et seulement si z est racine du
polynéme

P(z)=cz*+(d—a)z—b

Le cas ou ce polynéme possede deux racines non-réelles est directement exclu, car dans ce cas le
biholomorphisme aurait un point fixe dans H. Il reste cependant le cas ou ce polynéme a une ou deux
racines dans RU{oo}. On voit donc que I'approche que nous avons eu précédemment ne fonctionne
pas et qu’il faut faire autre chose, ce que nous allons faire dans la suite. On a un morphisme de groupe
donné par

3. C’est le cas de le dire...



a b s _, 9% +0b
z
c d cz+d
oua,b,c,d € Rquivérifient ad—bc = 1. Ainsi, le groupe des biholomorphismes de H est isomorphe
a un sous-groupe de SLy(R)/ {£Id} que nous noterons PSL,y(R).

Afin d’étudier ces transformations, nous allons avoir besoin de plusieurs définitions propres aux
actions de groupes sur un espace topologique.

Définition 1.2.6. Soit X un espace topologique et A C X. On dit que A est localement fini si pour
tout a € A, il existe un voisinage U de a tel que U N A est fini.

Définition 1.2.7. Soit G' un groupe topologique agissant sur un espace topologique X. On dit que
Paction de G sur X est proprement discontinue si l'orbite de chaque point x € X est localement finie.

Définition 1.2.8. Soit G un sous-groupe de PSLy(R). On dira que G est un groupe Fuchsien si G est
discret[!| et si G agit de maniére proprement discontinue sur H.

Notons que dans toute la suite, nous ferons ’abus qui consiste 4 identifier un élément S € PSLy(RR)
a son action sur H. Notre étude se raméne donc a la recherche de sous-groupes discrets de PSLy(RR)
agissant sur H de maniére proprement discontinue et sans point fixe. On va dans la suite démontrer
qu’aucun groupe Fuchsien n’est isomorphe a Z>. Pour cela, on suivra le cheminement proposé dans
[3] au chapitre 2.

Nous allons maintenant introduire du vocabulaire sur les éléments de PSLy(R).

Définition 1.2.9. Soit S € PSLy(R). On dit que S est une transformation (ou matrice) :
— elliptique si Tr(S) < 2.
— parabolique si Tr(S) = 2.
— hyperbolique si Tr(S) > 2.

Soit S € SLy(R) une transformation hyperbolique. Son polyndme caractéristique est X2 —Tr(S) X +
det(S) posséde deux racines

—Tr(S) £ /Tr(S)2 — 4

>0
2

Ainsi, S posséde deux valeurs propres réelles distinctes dont le produit fait 1 et que nous noteront
Aet % Donc S est conjuguée a la matrice diagonale de diagonale

0!

et on voit ainsi que S va fixer deux éléments de R U {oo} (rappelons que le nombre de points fixes
est stable par conjugaison). On en déduit que toute transformation hyperbolique S est conjuguée a

>= O

Az
ZHT:)\QZ
Y

4. En fait, cette hypothése est superflue. On peut montrer qu’un sous-groupe de PSL2(RR) est discret si et seulement
si son action sur H est proprement discontinue. On trouvera davantage de détails a ce sujet dans [3]] p.26.



Donc S est conjuguée a une application de la forme z — C'z avec C' = 2. Une telle transformation
posséde deux points fixes sur la droite réelle R.

Soit S € SLy(R) une transformation elliptique. Ici, les deux valeurs propres seront complexes et
conjuguées, donc S va fixer un élément de H.

Enfin, si S € SLy(R) est une transformation parabolique, le polynéme caractéristique de S une
racine double de valeur 1. La matrice S est donc trigonalisable et est conjuguée a un élément de la

forme
1 b
01

avec b € R*. Donc une transformation parabolique est conjuguée a

z+b

=2z+b
qui posséde donc un unique point fixe sur R U {oo}.

Il faut donc étudier plus en détail le cas des transformations hyperboliques et paraboliques. En effet,
leur action sur H est sans point fixe. Nous allons montrer dans la suite qu'un groupe fuchsien ne
peut pas étre isomorphe a Z2. Pour ce faire, nous introduisons d’abord un lemme qui nous sera utile
dans la suite.

1.2.10. Soient S,T € PSLy(R). Si ST = T'S, alors S envoie les points fixes de T" sur l’'en-
semble des points fixes de T'.

Démonstration : Soit p un point fixe de 7. Alors on a
S(p) = ST(p) = TS(p)

donc S(p) est bien un point fixe de 7. Réciproquement, si p est un point fixe de 7', alors p =
S(S™'T(p)) et S™'T(p) est un point fixe de T (car S et T commutent) et ainsi tout point fixe de T’
est de la forme S(p) OJ

On va maintenant pouvoir montrer une condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments
de PSLy(R) commutent.

Propriété 1.2.11. Soient S, T € PSLy(R) distincts de £1. Alors on a ST = T'S si et seulement si S
et 'I" ont les mémes ensembles de points fixes.

Démonstration : Supposons que S, 7 € PSLy(R) commutent et sont distincts de I'identité. Si T
est parabolique, S aura un unique point fixe. En effet, supposons que S possede deux points fixes
notés z; et 2. Alors'un des deux, par exemple z; est un des points fixes de 7" par le lemme 1.2.9. Mais
on sait que 7" envoie les points fixes de S sur les points fixes de S. Comme 7" est une bijection, on a
nécessairement 7'(z) = xo. Or, T est différente de I'identité et est une transformation parabolique.
Ainsi, S ne peut posséder qu'un point fixe et est donc parabolique. Le lemme 1.2.9 donne ainsi que
S et T ont le méme point fixe.



SiT est hyperbolique, supposons par I’absurde que S n’a pas le méme ensemble de point fixe. Suppo-
sons dans un premier temps que S? est I'identité. Alors X2 — 1 est annulateur de S et donc S = 41
ce qui est absurde (7" ne peut pas étre conjugué a —I comme det(7") = 1).

Si S? est différente de I'identité, alors nécessairement S échange les deux points fixes de T'. Or, cela
voudrait dire que S? aurait trois points fixes, ce qui est impossible. Donc S et T ont les mémes
ensembles de points fixes.

Si T est elliptique, alors 7" a un unique point fixe dans H, qui sera par conséquent aussi un point
fixe pour S, donc T et S fixent les mémes éléments par le lemme 1.2.9. Ainsi, si deux éléments
commutent, ils auront bien les mémes ensembles de points fixes.

On va maintenant montrer la réciproque de la proposition. Si S et 1" sont deux éléments possédant
les mémes ensembles de points fixes.

Supposons que 1" soit parabolique et soit 2z, son point fixe. Alors il existe une transformation M &€
PSLy(R) telleque MTM ™! : z + z+apour a # 0 (rappelons que S et T sont distincts de I'identité).
On a donc, comme MT M ™! fixe I'infini, que M (c0) = 2. Ainsi, on a que M ~1SM (c0) = oo, donc
M~1SM est une transformation de la forme z +— z + b avec b # 0. Or, on voit directement que les
transformation 2z — z + a et 2 — z 4+ b commutent. On en déduit ainsi que 7" et S commutent.

Supposons maintenant que 7' soit hyperbolique et notons ses points fixes 2; et zo. Il existe donc
M € PSLy(R) telle que MTM~' : z — Az avec A\ # 1, donc MT M~ fixe 0 et 'infini. De ces
relations, on en déduit que M envoie z; et 29 sur I'infini et sur x € R. Ainsi, M ~1S M fixe 'infini
et 0, donc M~1SM est de la forme z — pz, et donc T et S commutent. On admettra que cette
proposition est aussi vrai dans le cas ou 7' est elliptique (nous n’en avons en réalité pas besoin,
comme nous le verrons dans la suite). []

On a quasiment tout les éléments pour montrer qu'un groupe Fuchsien ne peut étre isomorphe a
72. Avant cela, nous auront besoin d’'un résultat sur les sous-groupes discrets de R.

1.2.12. Si GG est un sous-groupe discret non-trivial de R, alors G est monogéne.

Démonstration : Comme G est un sous-groupe discret, G N R’ posseéde un plus petit élément
que l'on note z. On a clairement que 27Z C G. Supposons qu’il existe y € G tel que y ¢ xZ. Quitte
a considérer —y, on peut supposer y > 0. Alors, comme R est archimédien, il existe n € N tel que

nr<y<(n+1l)x

mais alors y —nz € Get() < y—nx < x, ce qui contredit la minimalité de z. Donc GG est monogene.
O

On va maintenant pouvoir montrer, avec tout ce que nous venons de montrer, que tout groupe fuch-
sien dont tout les éléments ont les mémes points fixes est cyclique. Dans notre étude, nous pouvons
nous limiter au cas ou le groupe ne contient que des éléments hyperboliques ou paraboliques, le cas
des éléments elliptiques ayant été traité au début de cette partie.

Théoreme 1.2.13. Soit G un groupe fuchsien dont tout les éléments non-triviaux ont les mémes points
fixes. Alors G' est monogéne.

10



On donne tout de suite les deux corollaires importants de ce théoréeme avant de le démontrer.

Corollaire 1.2.14. Tout groupe fuchsien abélien est monogene.

Démonstration : Soit G un groupe fuchsien abélien. Par la proposition 2.3.8, tout les éléments
de GG ont les mémes points fixes, donc par le théoreme 2.3.10, on en déduit directement que G est
monogene. []

Corollaire 1.2.15. Il n’existe pas de groupe fuchsien isomorphe a 7Z>. Ainsi, il n’existe pas de sous-
groupe discret de H agissant sans point fixe et de maniére proprement discontinue.

Démonstration du théoréme: Montrons en premier lieu que PSLy(R) est 2-transitif. Rappelons
qu’un groupe G agit de maniere 2-transitive sur un ensemble X si pour tout x # y € X, pour tout
a #be X,ilexiste g € Gtelque g -z = aetg-y = b. Pour montrer que PSLy(R) agit de
maniere 2-transitive sur H, il suffit de montrer que 'on peut envoyer toute paire d’élément sur la
paire (0, 00). Or, il est clair que si z,y € H, 'application

zZ—XT

Y

Z =

envoie la paire (z,y) sur (0, 00).

Soit GG un groupe fuchsien dont tout les éléments non-triviaux ont les mémes points fixes. Dans ce
cas, grace a la classification des éléments de PSLy(RR), tout les éléments de GG sont du méme type. On
ne montrera le théoréme que dans le cas ou G posséde des éléments hyperboliques ou paraboliques
(pour notre étude, nous n’avons pas a traiter le cas elliptique).

Supposons que tout les éléments de G sont hyperboliques et notons 21, z; leurs points fixes com-
muns. Quitte & conjuguer le groupe par un élément, on peut supposer que tout les éléments de G
fixent I'infini et 0. Ainsi, G est un sous-groupe discret du groupe K = {z — Az | A > 0} qui est
isomorphe a un sous-groupe discret de R*, lui-méme isomorphe a un sous-groupe discret de R par
I'isomorphisme de groupe topologique = — In(z). Ainsi, par le lemme 1.2.9, on en déduit que G est
monogene.

Supposons maintenant que tout les éléments de G sont paraboliques. Quitte a conjuguer le groupe
par un élément, on peut supposer que tout les éléments de G fixent I'infini. Alors G est un sous-
groupe discret de X' = {z+ 2+ b | b € R} et on conclue de la méme maniére que dans le cas
hyperbolique. [

Ainsi, si T est un tore complexe, alors T est nécessairement le quotient de C par un groupe isomorphe
a 72, c’est a dire un réseau.

1.3 Région fondamentale

L’objectif de cette section est de chercher a savoir sous quelles conditions deux tores complexes
sont biholomorphes. Nous avons vu précédemment qu’a un réseau, on pouvait associer un tore
complexe. Nous allons voir maintenant a quelle condition deux réseaux donnent le méme tore com-
plexe[] puis nous allons voir qu’il est possible de "classifier" tout les tores complexes en les voyant
comme une partie de C que 'on aura recollé.

5. On entend ici que les deux réseaux vont donner deux tores qui sont biholomorphes.

11



Nous aurons besoin avant cela d’un théoréme que nous allons admettre sur les revétements univer-
sels de deux surfaces de Riemann biholomorphe.

Théoréme 1.3.1. Soient X et X' deux surfaces de Riemann biholomorphes et notons leurs revétements
universels X et X'. Alors X et X' sont biholomorphes.

On commence par une proposition qui nous dit quand est-ce que deux réseaux sont associés au
méme tore.

Propriété 1.3.2. Soit A et A" deux réseaux tels que C/ A est biholomorphe a C/A’. Alors il existea € C
tel que N = a.

Démonstration: Si C/A est biholomorphe a C/A’, par le théoréme 1.3.1, il existe un biholomor-
phisme f de C qui envoie A sur A'f|et qui vérifie f(0) = 0. Mais par le théoréme 3.1.3, il existe
a,b € Ctels que f(z) = az + baveca # 0. On a ainsi A’ = aA. [

Ainsi, on dira que deux réseaux sont équivalents si ces derniers engendrent le méme tore com-
plexe. Avant de continuer notre étude, nous allons avoir besoin d’un lemme sur les réseaux qui nous
permettra de parler de la région fondamentale. Tout d’abord, notons que par multiplication par un
complexe de la forme ae?, on peut toujours se ramener au cas ot le réseau A est de la forme (1,w)
ou 1 est le plus petit vecteur en module du réseau.

1.3.3. Soit A un réseau de C et 7 le plus petit vecteur en module de A qui ne soit pas colinéaire
a1l et qui est de module > 1. Alors (1,7) = A.

Démonstration : Soit v € A. On considére ici 1 et 7 comme deux vecteurs de R?. Ainsi, (1, 7) est
une base de R? et il existe donc a,b € R tels que v = a + br. On note p, (resp py) la partie entiére
de a (resp de b) et on note aussi 7, (resp ;) la partie fractionnaire de a (resp de b).

Supposons dans un premier temps qu’il n’y a aucun vecteur de A dans le parallélogramme engendré
par 1 et par 7. Alors p, + py7 est un vecteur du réseau et donc il en est de méme pour v — (p, +pp7 =
re +7p7.Or, 7y < letr, <1, doncr, + 17 se trouve dans le parallélogramme formé par 1 et 7. La
seule possibilité est que r, = 7, = 0.

FIGURE 2 — Dessin de la situation décrite dans la démonstration du lemme 1.3.3.

Montrons qu’il n’y a qu’un seul point dans le parallélogramme formé par (1, 7). On consideére D;
le disque de centre (1,0) et de rayon |7|. On considére de méme D, le disque de centre 7 de rayon

6. Un tel f existe : il faut considérer un biholomorphisme fdeC /A sur C/A’ puis de le relever en un biholomor-
phisme f de revétements universels puis le translater afin que f(0) = 0.
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1. Le disque D; ne peut contenir, en dehors de sa frontiére, que des multiples de 1. En effet, si ce
n’était pas le cas, on trouverait un vecteur du réseau non-colinéaire a 1 de norme strictement plus
petite a celle de 7. De méme, il n’y a aucun vecteur dans l'intérieur de D, sinon il existerait des
vecteurs du réseau de norme strictement plus petite que 1. De plus, si v est un vecteur de 'intérieur
du parallélogramme, alors v est dans 'intérieur d’'un des deux disques (c.f figure 2).

Ainsi, il n’y a aucun vecteurs dans I'intérieur du parallélogramme (1, 7), et quatre vecteurs du réseau
formant les sommets du parallélogramme : 0, 1, 7 et 1 4+ 7. [

A partir de maintenant, 7 désignera le plus petit vecteur en norme qui ne soit pas colinéaire a 1.
Quitte a translater de nouveau le vecteur 7 a droite ou a gauche par 1 x n, on peut supposer que la
partie réelle de 7 est comprise entre —% et % Ainsi, tout réseau de C dont le plus petit élément est
1 est représenté par un vecteur se trouvant dans une région I' définie par

11
F:{TECHT\ZL Im(7)>0etRe(7)€}—§,§]}

ANN NN

IR

FIGURE 3 - La région I, hachurée en noir

On va montrer que si A est engendré par 1 et par un vecteur 7 € I', alors 7 est de norme minimal
(en dehors des éléments engendrés par 1).

Propriété 1.3.4. Soit 7 € I et soit A = (1,7) un réseau. Alors T est le plus petit élément de A qui ne
soit pas dans (1).

Démonstration : Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe un élément v € (1, 1) véri-
fiant |7| > |v|. Comme (1, 7) engendre A et que |7| > 1, on a pour tout n € Z \ {0} et pour tout
m € Z

|nT +m| > |7|

Mais alors on a, comme v € A, que |v| > |7], ce qui est absurde. [J

Une premiére condition nécessaire pour que (1, 7) ~ (1, 75) qui découle directement de proposition
est que |71| = |72|. Il faut cependant traiter a part le cas ou le complexe 7 est de module 1.

Propriété 1.3.5. Soient 1,7y € I tels que (1,71) ~ (1, 7o) et que Ty et T, soient les vecteurs minimaux
de leurs réseau respectif non-colinéaires d 1. Supposons de plus que |11| = 1. Alors Ty = 19 ouTy = —77.
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Démonstration : Soit A; = (1,77) et Ay = (1, 7). Supposons tout d’abord que A; est le réseau
hexagonal. Alors il y a un unique vecteur de A et Ay de norme 1 dans ' (il est de partie réelle 1 et
de norme 1) et donc 7, = 7o.

Supposons qu’aucun de ces réseaux ne soit le réseau hexagonal. Alors le cardinal de ’ensemble
Ay N'S (ou S est le cercle unité de C) est 4. En effet, par ’absurde, supposons que son cardinal
soit strictement plus grand que 4. Alors comme A; n’est pas le réseau hexagonal et que 73 € I', on a
arg() € | 5; 2 [. Ainsi, Re(1) < 1.Un élément de norme 1 vérifie alors qu’il existe m,n € {0, 41}
tels que |m71 + n| =1.Sim = 0,ontrouven = 1 oun = —1. Sinon, sim = 1, alors n = +1 et
[Re(m1 & 1)| = |[Re(r1)|. Mais |Re(my & 1)| = |Re(r1) £ 1| = |[Re(71)| et donc Re(r1) = £3 ce qui
donne que le réseau est hexagonal, ce qui est absurde.

Ainsi, il n’y a que 4 éléments de norme 1: £1 et +7y. Supposons maintenant que A; = A,. Alors il
existe a € C de norme 1 tel que a(1,77) = (1,72). Sia X 1 est envoyé sur 1, alorsa = 1 et 7 = 7o.
Supposons que a X 1 = 7. Alors 1y X 73 = £ etdonc 7 = £75. UJ

Ainsi, les ensembles

I'N{Re(r) <0et|r| =1} etI'N{Re(r) > 0et|r| =1}

qui sont des arcs de cercle, nous donnent les mémes réseaux. La propriété 1.3.5 n’est cependant plus
vraie lorsque l'on considére des réseaux vérifiant 7y > 1.

Propriété 1.3.6. Soient 71,75 € T tels que (1,71) ~ (1,72). Supposons de plus que || > 1. Alors
T = T2.

Démonstration: Supposons que (1,71) ~ (1, 7). Soita € C tel que (1,7) = a(1, 7). Si |a|] = 1,
alors 1 est envoyé sur un vecteur de longueur 1 de (1,7;) et donc a = +1 et ainsi 71 = 7o.

Supposons que |a| > 1. Alors, comme 1 est de norme minimal dans (1, 71), on a pour toutw € (1, 7)
que |aw| > 1 etdonc 1 € (1, 72) n’est 'image d’aucun vecteur de (1, 7). Ainsi, on a nécessairement
que 71 = To. U

On appellera ainsi région fondamentale la région I' ou on a recollé les demi-droite de partie réelle
:i:% et ol on a aussi recollé les deux arcs de cercles de I' de module 1 de maniére symétrique. Le
recollement des arcs de cercle vient de la propriété 1.3.4. Le recollement des demis-droites vient du
fait que si Re(7) = 1, alors 7 — 1 € (1, 7) est de méme norme que 7.
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2 Les fonctions © de Weierstrass, le point de vue analytique

Le but de cette section est de pouvoir immerger un tore complexe dans Py(C) afin de montrer
que tout tore complexe est une cubique de Py(C). La démonstration repose sur les fonctions o de
Weierstrass, dont nous allons démontrer plusieurs propriétés dans cette section avant d’y revenir
plus loin dans la partie 3.3.

2.1 Motivation

Soit C/A un tore complexe. Il est facile de voir qu’une fonction f : T — C est holomorphe si
et seulement si f o 7 est holomorphe aussi. Ainsi, les fonctions holomorphes du tore correspondent
aux fonctions doublements périodiques de C. Il est donc naturel d’essayer de les chercher.

Tout d’abord, si f est doublement périodique et est holomorphe, le théoréme de Liouville implique
qu’une telle fonction est constante. Pour en trouver, il faut donc étre moins restrictif et se permettre
de considérer des fonctions méromorphes. Ces dernieéres ne seront pas entierement définies sur C
et a valeur dans C, mais nous contourneront cette difficulté dans la section 3 en introduit le plan
projectif complexe Ps.

Essayons de construire une fonction f doublement périodique qui cette fois serait méromorphe. Soit
f une fonction méromorphe possédant un unique pdle (par exemple en 0), puis posons la fonction

g(z) = Z f(z —nwy — mws)

(n,m)€Z?

pour peu que f possede de bonnes propriétés de sommabilité, la fonction g sera méromorphe sur
C, ne sera pas constante et sera du type que 'on cherche. Reste a trouver une telle fonction f.
Considérons la fonction f(z) = zik avec k un entier. Si k > 2, notre fonction g sera bien définie. Par
contre, elle ne sera pas bien définie pour £ = 2. Mais si ’on introduit un terme correctif, alors la
fonction

1 1 1

z)=—+ —

9(2) 22 Z (z — nwy —mws)?  (nwy + mws)?
(n,m)eZ?

est bien définie, méromorphe sur C, invariante par ’action d’un réseau et elle posséde un pole double

aux points du réseau. Cette section servira a montrer cela.

Qu’en est-il du cas k£ = 1? De maniere plus générale, peut-on trouver une fonction méromorphe
invariante sous I’action d'un réseau et qui posséde un unique podle simple dans un parallélogramme ?
La réponse est négative. En effet, si une telle fonction méromorphe f existait, alors en considérant un
parallélogramme autour d’un de ses poles, de sorte a ce qu’il y en ai qu’un seul, on aurait d’une part,
par le théoreme des résidus, que son intégrale sur ce parallélogramme est non-nulle. Mais comme f
est doublement périodique, cette intégrale sera en fait nulle, ce qui est contradictoire.

Ainsi, on va définir les fonctions p de Weierstrass comme étant des fonctions méromorphes sur C
doublement périodiques qui possédent un unique pdle double en 0.
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2.2 Définitions et propriétés
On suivra ici le cheminement proposé dans [1]] p.115.
Définition 2.2.1. Soit A un réseau de C. On définit une fonction méromorphe sur C en posant
1 1 1
-5+ 2 (o)
weA\{0}

La fonction ¢ est appelée fonction de Weierstrass associée au réseau A ou encore fonction elliptique
de Weierstrass associée au réseau A. De plus, elle vérifie

0 =2 o

weA

Démonstration : La fonction 2 — Z% est méromorphe sur C. I suffit donc de montrer que
> (= a

(z —w)? w2
weA\{0}

définit bien une fonction méromorphe sur C. Afin de montrer cela, on va appliquer le critere de
Weierstrass en montrant que pour tout R > 0, il existe un ensemble fini Ay tel que la série

> el
— )2 2
werag GO
converge uniformément sur le disque fermé {|z| < R}. Posons
Ap={weA | |w| <2R}
On a alors 'inclusion que
9 ,  4R?
Ar C S nwy +mwe, n,m € Zetn®+m* < ¥E
En effet, si w = nw; + mwsy € Ag, on a par le lemme 1.1.3 que

2R > |w| > dvn? + m?

, , . . 2 . . . .
Et donc, en élevant au carré, on obtient bien que n?+m?< %. Ainsi, A g est bien fini.

. s 1 1 ,
On va donc majorer le terme général de Z ( — —- Remarquons que I'on a |z| < %

z—w)? w
UJEA\AR

Ainsi, on peut majorer le terme général de la série de la facon suivante :

1 1 |2(2w — 2)|
TP Ll e P
10R
= Jwp
< 10R o 1
T8 (24 m?)2
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Il suffit donc de regarder la convergence ou la divergence de la série de terme générale T
n<+m=)2
Mais on a

Z;‘g: v

(m,n)#£0 (n? +m?) k>1 max(|n|,|m|)=k (n? +m?)

—4 Z 1

2 2\
E>1 max(|n|,|m|)=k et n,m>1 (n +m )2

1
<4y e > 1

k>1 max(|n|,|m|)=k et n,m>1

Njw

On obtient ainsi par le critére de Riemann le résultat. []

Propriété 2.2.2. Soit A un réseau de C et p la fonction de Weierstrass associée a ce réseau.
1. La fonction g est paire.
2. Pourtout € Netz € C, p(z+ &) = p(z2).

Démonstration :

1. Ona

() L, 1 1
=2 =7 3 2
weA\{0} (z+w) w
1 1 1
=5+ D G_w? o

weA\{0}

= p(2)

2. On ne peut pas directement réarranger les termes de la somme dans p(z + &) car 'on ne sait
pas si cette somme est absolument convergente. Pour contourner ce probléme, on va travailler
sur ' qui elle est absolument convergente.

On a directement que pour tout £ € A, ¢'(z + &) = ¢'(2) et ce pour tout z € C. On a alors

que p(z 4+ &) = p(2) + ¢(&) ou ¢ est une fonction ne dépendant que de £. Mais ceci est vrai

pour tout z € C. En évaluant en =* et en utilisant la périodicité de p, on obtient le résultat

2
attendu. O

La propriété qui vient est fondamentale. C’est elle qui nous permettra de paramétriser les courbes
elliptiques par une certaine fonction de Weierstrass associée a un réseau.

Propriété 2.2.3. La fonction g associée au réseau \ vérifie U'équation différentielle
2

0 (2)? = 4p(2)" — g20(2) — g3

ou les quantités g, et g3, qui dépendent du réseau A, sont données par
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g2=60 ) i

weA\{0}

1
g3 =140 > —
weA\{0}

Démonstration: La fonction p(z) — Z% est définie en dehors de 0 et tend vers 0 en 0. De plus, elle
est paire (par parité de p). Donc p possede donc un développement limité en 0 et on a

1
p(z) = = + X224+ pzt 4 2Oh(2)
avec h une fonction holomorphe définie au voisinage de 0 et A\, # € C. On a donc aussi
' 2 oNedpst +6h Sp/
0(=) = 5 + 200 + 42 + 62°h(=) + 2K (2)

On consideére alors la fonction k(z) = ¢/(2)? — 49(2)? + g29(2) + g3 avec go = 20\ et g3 = 28.

Au voisinage de 0, on a

13X

0(2)? = = + = + 3u + o(2)
4 8\
o7 = &= 2 16+ o(2)

Ainsi, au voisinage de 0, on a que k(z) = o(z), dou £(0) = 0. Mais, comme @ est doublement

périodique, on a alors que k est une fonction holomorphe qu’est doublement périodique. Donc k = 0

et on a bien I'égalité ¢/ (2) = 4p(2)? — gop(2) — gs.

Pour trouver les expressions de g2 et g3, on remarque que A est la valeur de la seconde dérivée de
Z —— en 0, et que g3 est la valeur de la dérivée quatrieme en 0. [

weA\{0} (z—w)

Propriété 2.2.4. La fonction p : C\ A — C est surjective. De plus, on a p(z) = p(2') si et seulement
size A+ 2.

Démonstration: Soit ¢ € C et wy, wy les deux générateurs du réseau A. On consideére la fonction
f définie par f(z) = p(z) — c. Alors, parle théoréme de I'indice, fTI a des poles simples aux points
de A. Soit 7y le lacet délimitant le parallélogramme P(a) = {a + sw; + twy | s,t € [0, 1]}, avec a
choisi de sorte a ce que le bord du parallélogramme ne rencontre aucun point de A. Ainsi, on voit
qu’il existe un unique £ € P(a) N A. On a donc d’une part, par le théoréme de I'indice, que

1R,
QM/V f(z)d Z=F

et, d’autre part, comme f et f’ sont aussi doublement périodiques, on a que

/7 fflé;) dz =0
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et ainsi Z/ = P. Mais on sait que p n’a que des pdles d’ordre 2. Ainsi, comme on a un unique
Ee€Pla)NA,ona P =2 douZ =2 et ainsi p est surjective.

Notons wy un zéro de f. Par double périodicité de @, on sait que 'on a p(wy) = p(z) = ¢ pour
tout Vz € A 4 wy. On a ainsi la condition suffisante de I’énoncé. Montrons que cette condition est
nécessaire.

Par I’étude ci-dessus, il existe un élément w; € P(a) tel que f(w;) = 0. Si wy # w;y, alors on a
nécessairement que wy € A &+ wy. Si wy = wy, il faut montrer que wy est un zéro double de f. Mais
¢ est une fonction doublement périodique et impaire. Donc @' (wg) = —p(—wy) = —p(wy), e donc
¢ (wg) = 0, d’ou f'(wg) = 0.0

On aimerait pouvoir complétement paramétriser les courbes elliptiques a 1’aide des fonctions .
Seulement, pour cela, nous avons besoin de compacité. On a déja rencontré ce probléme lorsque 'on
cherchait des fonctions doublements périodiques du tore dans C. En effet, si I'on veut que p puisse
paramétriser un tore complexe, on va avoir un probleme avec les points envoyés a I'infini. Il nous
faut donc rendre compact C, ce qui nous amene a la troisiéme section de ce mémoire.
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3 Les cubiques de P, le point de vue algébrique

Dans cette partie, nous commencerons par définir le plan projectif complexe P5, puis nous in-
troduirons des notions élémentaires de géométrie algébrique afin de pouvoir définir ce que sont les
courbes projectives complexes. On verra enfin que 'on peut paramétrer de maniere biholomorphes
une cubique sur un tore complexe a ’aide des fonctions de Weierstrass.

3.1 Le plan complexe projectif P,

Dans toute la suite, C""! sera muni de sa topologie usuelle.

Définition 3.1.1. Soit n > 1 un entier. On appelle espace projectif complexe de dimension n, noté
P, I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension 1 de C"*'. Sin = 1, on Uappellera la droite
projective complexe. Sin = 2, on Uappellera le plan projectif complexe.

Définition 3.1.2. Soitn > 1.u = (zg,...,x,) € C""'\ {0} représente un unique élément de P,,. On

notera [z, . .., x,] cet élément que nous appelons des coordonnées homogénes de v dans P,,. Le choix
d’un représentant de [xy, . . ., T, est un choix de coordonnées homogénes pour .
A partir de ces définitions, on obtient directement le fait que [z, ..., z,] = [vo,. .., Y, dans P, si

et seulement si il existe A € C* tel que (x,...,x,) = (Ayo, ..., Ayy,). Le fait que 'espace PP, est de
dimensions n alors qu’il est construit a partir de C"*! peut se comprendre en un sens : on a contracté
les droites de C""! en des points, et on "perd" une dimension.

Par la suite, on va vouloir définir une topologie sur IP,,. Pour ce faire, on considere I’application
7 : C"1\ {0} — P, qui envoie (zy,...,T,) sur [zg,...,T,]. On remarque que 7 est en fait la
projection canonique de C"™! \ {0} dans P,,. On définit alors la topologie de P, comme étant la to-
pologie quotient induite par application 7, c’est a dire la topologie la plus fine rendant I'application
7 continue.

Remarques :

1. Par définition, U est ouvert dans IP,, si et seulement si 7 (U) est ouvert dans C"*!\ {0}. De
méme, F est fermé dans PP, si et seulement si 7' (F') est fermé dans C"*! \ {0}.

2. Si X est un espace topologique, une application f : P,, — X est continue si et seulement si
I’application f o : C"*!\ {0} — X est continue.

Nous allons maintenant étudier la topologie de IP,,. Nous allons entre-autre voir que c’est un espace
séparé et qui est un espace compact, contrairement a C".

On considére les ensembles

Uj:{[$0,...,xn]€Pn’Ij§é0}

pour 0 < j < n. On note que pour tout j, 'ensemble U; est un ouvert de P,, : 7~ '(U;) est un ouvert
de C"*1\ {0}, c’est ’ensemble {(xo, ..., z,) € C"**\ {0} | z; # 0} dont le complémentaire est un
fermé de C"*1\ {0}.

Montrons que chaque U; est homéomorphe a C". Définissons I'application ¢, : U; — C" donnée
par
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(o) = (2., 22)

Y
L Lj

ou on aura enlevé la j-iéme coordonnée. Cette application est bien définie (elle ne dépend pas que
de la classe d’équivalence de [z, ..., z,]) et est inversible d’inverse continue

(yla"‘ayn> — [y07'"7yj—1717yj+17"‘7yn]

Les coefficients de I'image de [y, ..., x,] sous 'application ¢, sont appelées les coordonnées inho-
mogénes sur U;. Les fonctions ¢; sont continues car les ¢; o 7 : 7~!(U;) — C" sont continues. De
plus, ¢; est la composition de 7 avec la fonction continue qui a (yo, . . ., ¥j—1, Yj+1, - - - » Yn) associe
(Yo, - -+ Yj—1, L, Yj+1, - . -, Yn). Ainsi, les ¢; sont des homéomorphismes.

Remarquons au passage que le complémentaire de U,, dans IP,, est
Vo =A{[x0,..., 2, € P, | x, =0}

qui est naturellement identifiable a IP,,_;. Cela donne une intuition sur la maniére de construire les
espaces [P, par récurrence. On a [Py qui est un point. [P; est le plan complexe possédant un point "a
I'infini" correspondant a Py. P, est C? possédant une droite "a I'infini" correspondant a ;. Cepen-
dant, on remarque aussi que I'on a, pour le cas de P, une infinité de droites possible qui soient "a
I'infini". En effet, P; posséde comme unique point a I'infini [1, 0]. Tandis que les points a I'infini de
IP, sont de la forme [z, y, 0] qui forment une droite.

Comme les ensembles U; sont des ouverts recouvrant IP,, et que les fonctions ¢; sont des homéo-
morphismes, une application f : [P,, — X est continue si et seulement si f o gbj_l est continue pour
tout0 < 5 < n.

Nous avons maintenant tout les outils afin d’étudier la topologie de P,.

Propriété 3.1.3. PP, est un espace compact.

Démonstration: Toutd abord, rappelons que I'image d’un ensemble compact par une application
continue est compact. On considére ’ensemble

S"™ = {(20,...,2n) € C"™ | |zo]* + -+ + |za* = 1}

C’est un ensemble fermé et borné de C"!, donc c’est un ensemble compact.

Puisque 7 est continue, il suffit donc de montrer que 7(S™) = P,. Soit [z, . . ., x,| € P,. Si |xo|* +
oo |z, = A > 0, alors
[ ] |: Lo T :|
Toyee oy Tp) = |—=, ..., —=
’ VATV
Mais |%|2 + - F |i”/—”x|2 = 1, on en déduit donc que [z, ..., x,] € 7(S"). On en déduit ainsi que

7(S™) = IP,, est compact. [J

u e, cette dé i us fournit aussi que P,, e exe, el e une ap-
Au passage, cette démonstration nous fournit aussi P,, est conn comme ima ar une a
plication continue d’un espace connexe.

Nous allons montrer une nouvelle propriété de IP,,, a savoir que c’est un espace topologique séparé,
c’est a dire que tout points distincts peuvent étre séparés par des ouverts disjoints. On va avoir besoin
avant cela de quelques lemmes et définitions.
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Définition 3.1.4. On appelle transformation projective ou application projective une application
f : P, — P, bijective tel qu’il existe une application linéaire u : C"™' — C"*L, on a I'égalité
fom = mou, ce qui revient a dire que f([zo, ..., xn]) = [Yo,- -, Yn) 0% (Yo, -, Yn) = u(xq, ..., T,)
pour tout [z, ..., z,] € P,.

Propriété 3.1.5. Une transformation projective est une application continue.

Démonstration : Soit f une transformation projective. Soit u : C"** — C"*! une application
linéaire telle que fom = mou. Alors wou est une application continue, donc f o7 est aussi continue.
Mais on sait que f est continue si et seulement si f o 7 I'est, d’ou le résultat. []

Définition 3.1.6. Un hyperplan de P,, est 'image par = d’un hyperplan de C"**, privé du point 0.

3.1.7. Soient py, ..., Pn,q € P, tels qu’aucuns (n+ 1) — uplets de ces éléments ne soient tous
dans un méme hyperplan de IP,,. Alors il existe une unique application projective qui transforme p; en
[0,...,0, 1 ,0,...,0letqen]l,... 1].

position i

Démonstration : L’idée est que 'on effectue un changement de base sur P,,. Mais PP, n’a pas
directement une structure d’espace vectoriel. On va donc se ramener a C"*1 \ {0}.

Montrons d’abord qu’une telle application existe. Soient uq, . . ., u,,v € C"™'\ {0} des antécédents
respectifs de py, . . ., p,, ¢ dans C* ™1\ {0} par 7. Alors uy, . . ., u,, ne sont pas nuls ni contenus tous
dans le méme hyperplan, sinon, on aurait n 4+ 1 points contenus dans le méme hyperplan ce qui
contredirait I'’hypothése de départ. Donc la famille (u;)o<;<, forment une base de C"*'. Ainsi, il

existe une unique application linéaire o qui envoie w; sur (0,..., _1 ..., 0). De plus, en notant
position i
a(v) = (Ao, ..., A\n), alors les \; sont non-nuls. En effet, si I'un d’eux était nul, cela voudrait dire

que la i-iéme composante de v serait nulle dans la base u; et donc que n + 1 points seraient dans le
méme hyperplan, ce qui contredit encore une fois I'hypothése de départ.

Ainsi, la composition de « par I'application linéaire

T T
($0,...,l’n>—> (}\—Z,,)\—n)

définie une application projective, qui envoie p; sur [0,...,5,...,0) et gsur [1,...,1]
Supposons que nous avons deux application f et f’ vérifiant les hypothéses de I’énoncé. On vérifie

alors que ces deux applications induisent le méme changement de base dans C" ! et ainsi elles seront
égales a multiplication par un scalaire pres, d’ou I'unicité. []

Propriété 3.1.8. P, est un espace séparé.

Démonstration : Soient p et ¢ deux points disjoints de P,,. Supposons d’abord que p,q € Uj.
Alors on sait que ¢y est un homéomorphisme de Uy dans C”, donc ¢ (p) et ¢o(q) sont disjoints.
Comme C" est séparé, on en déduit qu’il existe V' et W deux ouverts disjoints tels que ¢o(p) € V'
et ¢o(q) € W, donc ¢y ' (V) et ¢y (W) sont deux ouverts disjoints de P, qui séparent p et ¢. En
particulier, cela est vrai pour p = [1,0,...,0] etq =[1,...,1].
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Dans le cas général, prenons py, ..., pn,q € P, tels que py = p et tels que ces éléments vérifient
les hypotheses du lemme précédent. Alors, d’apres le lemme précédent, il existe f qui envoie py sur
[1,0,...,0] et g sur [1,...,1]. Mais donc il existe V' et W deux ouverts qui séparent f(p) et f(q).
Comme f est continue, ona f~!(V) et f~'(W) qui sont des ouverts disjoints séparant p et ¢. [J

3.2 Courbes projectives complexes

Nous allons ici introduire les notions de bases de géométrie algébriques dont nous aurons besoin
dans la suite, puis nous définirons et donnerons des propriétés des courbes projectives complexes
qui nous seront utiles dans la suite. Dans toute la suite, £ désignera les corps R ou C.

Définition 3.2.1. Soitn > 1 et S C k[Xy,..., X,]. L'ensemble défini par V(S) = {x € k" | VP €
S, P(x) = 0} est appelé I'ensemble algébrique affine défini par S. On peut aussi voir V' comme une
application qui d une partie S C k[X1, ..., X,] associe 'ensemble V (S).

Quelques remarques en vrac sur V' :
1. Sin =1, et si S n’est pas réduit a 0, alors V' (5) est un ensemble fini.
2. Sin = 2, alors V(.S) permet de définir les courbes du plan.
3. Si S C S alors V(S') C V(9).

Remarquons aussi que si S C k[X1, ..., X,], notons (S) I'idéal engendré par S dans k[ X, ..., X,].
Alors V(S) = V((S)) D’une part,on a S C (), donc V((S)) C V(S). Réciproquement, si x €
V(9) il est annulé par tout les polyndmes de .S, donc par tout les polynomes de (.5), d’ou 'inclusion
réciproque. Il suffit donc d’étudier les ensembles algébriques affines qui sont définis par des idéaux.
Il suffit méme de se limiter aux générateurs de I'idéal puisque k[ X7, ..., X,,] est noethérien. Ainsi, si
onnote [ = (f1,..., fr),alors V(I) =V (fi,..., fr) =V (fi)N---NV(f.). De plus, tout ensemble
algébrique affine est une intersection de V' (f) ot ona f € k[Xy,..., X,

Comme les polyndmes sont continues, les ensembles algébriques affines sont fermés pour la topolo-
gie usuelle sur £". Cependant, un tel ensemble n’est pas nécessairement compact. Ainsi, on aimerait
étendre la définition d’ensemble algébrique affine aux espaces projectifs. En effet, cela permettra de
rendre les courbes compactes.

Cependant, un probléme se pose. En effet, comme un point de P, est une classe d’équivalence de
points, I’évaluation d’un polynoéme est impossible. On peut cependant contourner cette difficulté
dans C en considérant des polyndmes homogenes. On dira qu’un polyndme de k[ X1, ..., X,,] s’an-
nule en un point z € P, si et seulement si il s’annule pour tout systéme de coordonnées homogenes
de z.

Définition 3.2.2. Soitn > 1 et P € k[Xy,...,X,]. On dit que P est un polyndme homogeéne de
degré d siVA € k, PIAX1, ..., AXg) = NP(X, ..., X,).

Définition 3.2.3. Soit P € k[X;,...,X,| etx € P,. On dira que x est un zéro de P si P s’annule
sur tout les systémes de coordonnées homogénes associés d x. On continuera de noter cela P(x) = 0. De
plus, si P est homogene, il suffit que P(x) = 0 pour un seul systéme de coordonné.

On a maintenant le bon cadre pour définir les ensembles algébriques projectifs.

Définition 3.2.4. Soit S C k[Xy, ..., X,]| un sous-ensemble de polynémes homogénes. On appelle
ensemble algébrique projectif définit par S I'ensemble V,,(S) = {z € P,, | VP € S, P(z) = 0}.
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Comme dans le cas affine, du fait que k[ X1, ..., X,,] est noethérien, on peut se ramener au cas ou
S est fini. En fait, on peut méme se ramener au cas ou .S est fini et ou tout les polyndomes sont
homogenes.

Nous sommes maintenant armés afin de pouvoir proprement définir une courbe projective sur 'en-
semble P;. Rappelons que ce dernier espace est construit comme étant 'espace projectif associé a

C?.

Définition 3.2.5. Soit P € C[X,Y, Z| un polynéme homogéne non-constant. On définit la courbe
projective complexe C associée a P comme étant I’ensemble

C= {[I,y,Z] S P2 | P(I7y,Z) = 0}
L’égalité est ici a comprendre au sens définit précédemment dans la partie 1.2.2.

A partir de cette définition, nous allons introduire différentes notations :

1. Le degré de la courbe projective complexe C associée au polynéme homogene P est le degré
du polynéme P.

2. La courbe projective complexe C est dite irréductible si son polynéme minimal associé est
irréductible.

3. Une courbe projective complexe irréductible D est une composante de la courbe projective
complexe C si le polynéme minimal associé a D divise le polyndme minimal associé a C.

On souhaite que la courbe projective complexe soit localement une sous-variété complexe. Pour cela,
il faut ajouter une hypothése de régularité sur la courbe, ce qui motive la définition suivante.

Définition 3.2.6. Soit C une courbe projective complexe de Py et soit P son polynome minimal associé.
On dit que [a, b, c] € C est un point singulier si

oP oP oPr
%[aabv C] - a_y[aa b> C] - 5[&717, C] =0

L’ensemble des points singuliers de C est noté Sing(C). La courbe est dite non-singuliére si Sing (C) = .

Remarquons que si C est une courbe projective complexe, si p ¢ Sing (C), alors C est une sous-variété
complexe de [Py dans un voisinage de p. Cet énoncé est loin d’étre immédiat et va étre démontré dans
la suite.

Exemples :

1. Soit P(z,y,z) = x* +y* — 2%. On voit que P définit bien une courbe C sur P;. De plus, on a:

oP . 0P oP

T gy, gy o
Ox “ oy Y 52 :

Ces expressions sont toutes nulles en méme temps dans C? si et seulement si (z,y,2) =
(0,0,0). Mais (0,0, 0) n’a pas d’image dans IP5, on en déduit donc que C est non-singuliére.

2. Soit P(x,y, z) = y?z — 3. P définit bien une courbe projective complexe C. On a :

opP , OP or
il L 9y =
Ox 3, dy oy T Y

Ces trois expressions s’annulent en méme temps au point (0,0, 1), dont 'image dans [P, est
[0, 0, 1]. On en déduit donc que C est singuliére.

24



FIGURE 4 - La courbe définie dans l'exemple 1 dans R. On voit que (0,0, 0) est un point singulier qui
n’est pas présent sur la courbe projective.

On va maintenant s’intéresser a une classe particuliére de courbes projectives complexes, a savoir
les cubiques.

Définition 3.2.7. Une cubique de [Py est une courbe projective complexe dont le polyndome homogeéne
associé est de degré 3.

Avant de continuer, on énonce une propriété des cubiques de P, non-singuliéres. Nous ne démon-
trerons pas ccette propriété, dont une démonstration peut se trouver dans [1]] p.73.

Propriété 3.2.8. Soit C une cubique de Py. Si C n’est pas singuliére, alors elle est équivalente a une
courbe définie par un polynome de la forme

v’z = (x — az)(x — b2)(x — c2)
avec a, b, c des nombres complexes distincts.

Nous allons maintenant démontrer un lemme sur les polynémes homogenes qui nous permettra
entre-autre de démontrer qu'une courbe projective complexe non-singuliere C est une surface de
Riemann.

Lemme 3.2.9. Soit P(z,y, z) un polynéme homogéne de degré d. Alors P vérifie

oP oP oP
x%@,%z) + y8_y<x7yaz) + Z&(I,?J,Z) - dP(I,y,Z)

Soit A € C. la fonction A — P(Ax, \y, \z) est dérivable et on a

OP(Ax, My, \z) 8_P
o\ -~ Ox

P P
(4220, 12) + Y5 (v, Ay ) + 25 (A 1)

Mais on sait aussi que P est homogeéne donc on a aussi que

OP(A\x, Ay, \z)
(3D

= dX""'P(z,y, 2)
et il suffit donc d’évaluer cette expression en A = 1. [J
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On va maintenant montrer un résultat qui nous sera fondamental dans la suite de cette partie, a
savoir qu'une cubique de P, posséde une structure de surface de Riemann. On montrera en fait un
résultat un peu plus général, qui est que toute courbe projective sur P, posséde une structure de
surface de Riemann, sauf en les singularités de la courbe.

Théoréme 3.2.10. Soit C une courbe projective de Py définie par le polynome homogéne P(X,Y, Z)
de degré d et soit S I’ensemble de ses singularités. Alors C \ S est une surface de Riemann.

Démonstration : On considere [a, b, c] € C, c’est a dire que P(a,b,c) = 0. Supposons dans un
premier temps que oy P (q,b,c) # 0. Par le lemme 1.3.5, on sait que

oP oP oP
a%(a, b,c) + ba—y(a, b,c) + cg(a, b,c) =0

Sionaa = ¢ =0, on en déduit que b = 0, ce qui est impossible car (0,0,0) n’a pas d’'image dans

P,. Ainsi,ona a # 0 ou ¢ # 0.

Supposons ici que ¢ # 0. Comme P est homogeéne de degré d, on a

aP(abl) 1 8P(abc)7é0

oy \ ¢’ ¢’ =1 9y
Par le théoréme des fonctions implicites holomorphe, il existe V' un voisinage de ¢ dans C, 1V un
voisinage de IE) dans C et une fonction g : V' — W holomorphe tels que pour tout x € V et pour
touty € W,

P(r,y,1)=0 & g(z) =y

Quitte a restreindre V' et W, on définit U 'ouvert de C \ S par

{xy, EC\z#O,EEV,QEW}
{l.yl]eClzeV, yeW}

Ainsi, la fonction ¢ : U — V' définit par

T

¢[x7y7z] =2

est un homéomorphisme d’inverse w — [w, g(w), 1].

De maniére similaire, on traite les cas ot a # 0, 2 (a b,c) # 0,2 (a b,c) # 0. Clest a dire que
dans tout voisinage de chaque point de C \ S, I'on peut trouver un ouvert UdeC\ S, un ouvert V'
de C et un homéomorphisme ¢ : U — V' de sorte que ¢[x, y, z] soit 'une des valeurs suivantes :

et un inverse de la forme w — [1, g(w), w], [g(w), w, 1], [g(w), 1, w], [w, 1, g(w)] ou [1,w, g(w)],
avec g : V' — C holomorphe. On obtient ainsi un atlas (U;, ¢;) de C \ S. Or, les fonctions

26



Loy L v g
v I ) )

sont biens définies et holomorphes aux voisinages des ouverts ou elles sont définies. Ainsi, on en

déduit de (U;, ¢;) est un atlas holomorphe de C \ S. OJ

La derniére chose qu’il nous faut faire dans cette partie est de définir ce qu’est un point de ramifi-
cation d’une fonction sur une courbe projective complexe C afin de pouvoir mieux appréhender la
topologie des courbes projectives complexes.

Commencons par un exemple. On considére la courbe C donnée par I’équation > = z2. On consideére
la fonction ¢ : C — P, donnée par

Oz, y, 2] = [z, 2]

On voit que ¢ est une fonction surjective. De plus, six # O et 2 # 0, on a

92571 = {[xathL [SL’,yQ,Z]}

ou y; et yo sont les deux racines carrées de xz. Dans 'autre cas, [0, 1] et [1, 0] ont un unique antécé-
dent par ¢.

Soit C une courbe projective complexe non singuliere définie par le polynéme homogeéne P de degré
d > 1. Quitte a changer les coordonnées en appliquant une transformation projective, on peut
supposer que [0, 1,0] ¢ C. Ainsi, I'application ¢ : C — [P, définie par

¢['CB7 Y, Z] = [Qf, Z]
est bien définie.
Définition 3.2.11. On appelle indice de ramification vy|a,b, c| de la fonction ¢ au point [a,b, c| €

C l’ordre du zéro du polynéme en y P(a,y,c) au point y = b. Le point |a, b, c| est appelé point de
ramification de ¢ sivgla, b, c] > 1.

Remarques :
1. Onawyla,b,c] > 0 si et seulement si [a, b, ] € C.

2. Ona vgla, b, c] > 1 si et seulement si

oprP
P(a,b,c) = —/(a,b,c) =0
(@.0.0) = G-(a.b.0

ce qui est équivalent au fait que [a, b, ¢|] € C et que la tangente a C au point [a, b, ¢| contient

le point [0, 1, 0].
Pour la suite, nous aurons besoin d’une version faible du théoréme de Bézout et de I'un de ses
corollaire. On renvoie a [[1]], page 54 et page 66, afin d’avoir une démonstration de ce théoréme et de
son corollaire.

Théoréme 3.2.12 (Forme faible du théoréme de Bézout). Soient C et D deux courbes projectives
complexes de Py de degré m et n. Si C et D n’ont aucune composante commune, alors elles ont au plus
mn points d’intersection.
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Corollaire 3.2.13. Soient C et D deux courbes projectives complexes de degré n et m. Supposons que
pour tout p € C N D, p est un point non-singulier de C et de D et que les tangentes en p de C et de D
sont distinctes. Alors il y a exactement nm points dans C N D.

Nous allons maintenant démontrer deux lemmes qui nous seront utiles dans la preuve du théoréeme
de Riemann-Roch en partie 4.3.

3.2.14. Soit C une courbe projective complexe non-singuliére et irréductible définie par un
polynéme homogene P de degré d. Soit ¢ : C — Py la ramification donnée par

olz,y, 2] = [z, 7]
On a alors les propriétés suivantes :

1. ¢ a au plus d(d — 1) points de ramification.
2. Sivgla,b,c] < 2 pour tout [a,b, c|] € C, alors C a exactement d(d — 1) points de ramification.

Démonstration: Par hypothése, onaque [0, 1,0] ¢ C. Ainsi, le coefficient de y* de P est non-nul.

Ainsi, le polynome irréductible %—}; est non-nul et est de degré d — 1 et il ne peut donc étre divisible

par P. Ainsi, la courbe D définie par le polyndme 88—1; n’a aucune composante en commun avec C.

Par le théoréme 3.2.12, ces deux courbes ont au plus d(d — 1 points d’intersection. Ainsi, on en déduit
directement que C a au plus d(d — 1) points de ramification.

Supposons que vy[a, b, ¢] < 2 pour tout [a, b, ¢] € C. D’apreés le corollaire 3.2.13, il suffit de montrer
que si p € C N D, alors p n’est pas un point singulier de D et que la tangente en p des courbes C et
D sont distinctes.

Supposons par I’absurde que les deux tangentes sont identiques. Alors un tel [a, b, c] € CND vérifie

Pla,b,c] = g—l;[a, b,c] =0

De plus, [a, b, ] est dans la tangente a D, qui est la méme que la tangente a C, donc [a, b, | vérifie
que la quantité

0*P 0*P 0*P
(ax—ay[a’a b7 C], a_yg[a7 b7 C]? az—ay[a7 ba C])

est soit nulle, soit un multiple de

OP OP OP
(%[a, b, ], 8_y[a’ b, ], %[a, b, c])

Dans tout les cas, cela implique que

Pla,b,c] = —
ce qui contredit le fait que v4[a, b, c] < 2.0
Nous admettrons le lemme suivant, dont une démonstration peut étre trouvée dans [1]], page 98.
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3.2.15. Soit C une courbe projective complexe non-singuliére. En appliquant une transforma-
tion projective adéquate, on a

vgla,b,c] <2

et ce pour tout [a, b, c| € C.

3.3 Paramétrisation des cubiques de P, par les fonctions de Weierstrass

Dans cette partie, nous allons montrer que les tores complexes sont biholomorphes a des cubiques
définies sur [P, et donc que les tores complexes sont exactement les courbes elliptiques.

Définition 3.3.1. Soit A un réseau et g9, g3 les fonctions défini a la proposition 2.2.3. On définit la
cubique Cy comme étant le lieu d’annulation du polynéme homogéne :

Qx,y,2) = Y’z — da® + gaw2® + g3’

Propriété 3.3.2. La cubique C, est non-singulieére.

Démonstration : D’apreés la propriété 3.2.8, il suffit de montrer qu’il existe a, b, c trois complexes
distincts tels que

v’z = 4(x — az)(z — bz)(x — cz)

Soit o la fonction de Weierstrass associée au réseau A. On considére les quantités a = (%), b =

P(%) et ¢ = p(“15#2). Par la proposition 2.1.6, ces trois nombres sont distincts et, de la méme

maniére que dans la preuve de la proposition 2.1.6, on a '(%-) = 0 (de méme pour les autres).

Mais on sait que ©'(2)? = p(2)® — gap(2) — g3. Ainsi, a est racine du polynéme 42> — gox — g3. On
montre aussi que b et ¢ sont racines de ce polynéme. On en déduit donc que az, bz et cz sont racines
du polynéme 423 — gox2? — g323. Ainsi, on a que y?z = 4(x — az)(z — bz)(x — c2). 0

Intéressons-nous maintenant de plus pres a A. L’ensemble C/A posseéde une structure de groupe
quotient, dont les éléments sont de la forme [A + z] avec z € C. On note 7 la projection canonique.
De plus, ce groupe posséde aussi une topologie quotient induite par celle de C. On a donc que U est
un ouvert de C/A si et seulement si 7! (U) est un ouvert de C.

L’application 7 est une application ouverte. En effet, si U est un ouvert de C, ’égalité 7~ *(7(U)) =

U (U 4+ w) nous donne directement que 7(U) est un ouvert.
weA

Topologiquement, C/A est un tore. En effet, en partant du parallélogramme de points 0, wy, wo et
w1 + wy, que 'on a identifié les bords des deux c6tés. On appelle cette objet un tore complexe. On va
maintenant pouvoir montrer que toute cubique non-singuliere sur [P, est un tore complexe.

Théoréme 3.3.3. Soit A un réseau de C et o sa fonction de Weierstrass associée. On définit ’application

u: C/A — Cy définie par

| si z¢ A

(A +z) = { [@(z),p'(zi,(l)] g

[07 )

Alors u est bien définie est un homéomorphisme sur son image.
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Démonstration : Dans un premier temps, montrons que u est bien définie.

Si A + z = A + w, alors de part la double périodicité de p, on a bien que u(A + z) = u(A + w). De
plus, on sait que ©(2)* = 4p°(2) — g2g(2) — g3, donc [p(2), ©'(2), 1] € Ca. Ainsi, u est bien définie.

Montrons que u est injective. Soient z,w € C \ A et supposons que 'on a u(A + z) = u(A + w).
Alors p(z) = p(w). On a alors que z € +w. Si z € A + w, alors on aura I'injectivité.

Supposons alors que z € A — w. Comme ¢’ est doublement périodique et est impaire, on a ©/(z) =
¢ (—w) = —¢'(w). Mais on a aussi que u(z) = u(w) donc ¢’(z) = 0. Donc, en reprenant la preuve
de la propriété 2.1.6,ona p € {a, b, c}. On a, par surjectivité, que w € %A etdonc que w—A = w—+A.
Ainsi, u est bien injective.

Montrons que u est surjective. Soit [«, 5,7] € Cy. Siy = 0, d’aprés I’équation qui définie C,, on a
que o = 0 et ainsi [, 3, 7] = [0, 1, 0], qui est bien dans 'image de w.

Supposons donc, sans perte de généralité, que v # 1. Par surjectivité de g, il existe z € C tel que
©(z) = a. Mais alors, ¢/ (2)? = 4a® — goa — g3 = 3% Donc ¢/(z) = . Si ¢/(z) = 3, alors on a bien
[, B, 1] qu’est dans I'image de u. Si ¢(2) = —f3, alors par imparité de ¢, on a que '(—2) = f, et
aussi que p(—z) = p(2) = a par parité de p, et on a donc [«, 3, 1] qu’est dans 'image de u. Ainsi,
u est bien surjective, et donc elle est bien bijective.

Comme g et ¢ sont continues sur C \ A, alors u est continue sur C/A \ {A + 0}. Au voisinage de

0,onap(z) = % et '(z) = % avec g et h des fonctions holomorphes bornées au voisinage de 0

et ne s’annulant pas en 0. Pour 2 proche de 0, on a alors

u(A+2) = [p(2),¢'(2), 1] = [2g(2), h(2), 2°]

qui tend vers [0, 1, 0] quand z tend vers 0. Ainsi, u est bien continue partout. De plus, on sait que Cy
est un sous-espace fermé d’un espace compact, donc il est séparé. De plus C/A est compact. Ainsi,
on en déduit que u est une application fermée, et donc que c’est un homéomorphisme. [

On va maintenant montrer que cet homéomorphisme est en réalité un biholomorphisme.
Théoreme 3.3.4. L’homéomorphisme

U(A+z):{ [@(Z)w’(zi, | si z¢ A

| si z€eA

O =

défini au théoreme 3.3.3 est un biholomorphisme.

Démonstration : On considére un tore C/A munit de I'atlas holomorphe défini comme dans la
démonstration du théoréme 1.1.2. On considére de méme la courbe projective complexe Cp associée
au réseau, munit de I’atlas holomorphe défini comme dans la démonstration du théoréme 3.2.10.

On notera p; : U; — V; et ¢p; : W; — Y] les applications de cartes de C/A et de Cy. On veut
montrer que 'application

Yiouop; ! oi(Uinu ' (W;) — Y
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est une application holomorphe. En effet, on aura ainsi une application holomorphe bijective, donc
son inverse sera automatiquement holomorphe. Par la démonstration du théoréme 1.1.2, on sait que
I’on peut prendre ; comme étant I'inverse de

m:Vi— U

ou V; est un disque ouvert suffisamment petit et 7 : C — C/A est la projection canonique.

Siw ¢ A, alors u(w + A) = [p(w), ¢'(w), 1] et par la preuve du théoréme 1.3.6, on sait que 1; est
de la forme

[y, 2] > —
z

2y, 2] > &
z

et ainsi ¥; o u o ¢; ! est la restriction de p ou de @’ qui est bien une fonction holomorphe.

Siw € A, en notant (), le polynéme homogene associé a la courbe C, (c.f la définition 3.3.1), la
démonstration du théoréme 3.2.10 et le fait que

OQ
5, (0,1,0)#0

nous donne que

Viouopi(z) = Osiz€eA

{ g,((zz)) siz g A

Mais, au voisinage de w, p posseéde un pdle d’ordre 2 et p' un pole d’ordre 3. Donc % est bien

défini et est holomorphe au voisinage de w, et donc 1); o u o ¢; est bien holomorphe dans ce cas. [J

Ainsi, chaque tore complexe est envoyé sur une courbe elliptique. Pour la réciproque, il nous faut
introduire 'intégration sur une surface de Riemann, qui est I'un des buts de la partie 4 de ce dossier.
Cette réciproque ne sera pas démontrée ici. On peut retrouver la démonstration sous la forme d’un
exercice dans [1]], page 181.
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4 Intégration sur une surface de Riemann et théoréme de Riemann-
Roch

Le but de cette section est double. Tout d’abord, étant donné un réseau A de C, on peut retrouver, a
I’aide du biholomorphisme u définit en 3.3.4, la courbe elliptique associée. Quand est-il du probleme
inverse ? Etant donné une courbe elliptique, est-il possible de retrouver le réseau A qui la caractérise ?
Cette question revient a expliciter »~!. Nous aurons besoin pour cela de la théorie de I'intégration
sur une surface de Riemann.

Le deuxieme but de cette section est de démontrer le théoréeme de Riemann-Roch. On sait qu’une
courbe elliptique est le quotient d’un tore par un réseau. Cela fournit ainsi a la courbe elliptique
une structure naturelle de groupe. Cependant, il est possible de donner une structure de groupe a la
courbe elliptique sans passer par cette description de la courbe et qui a un intérét en soi. Le théoreme
de Riemann-Roch permet de mettre en lumiére cette structure de groupe sur une courbe elliptique.

4.1 Différentielle holomorphe et intégration sur les surfaces de Riemann

Dans cette section, nous allons introduire les outils nécessaire afin de pouvoir définir une intégrale
sur une surface de Riemann quelconque. Si rien n’est précisé, C définira une courbe complexe pro-
jective sur P,.

De la méme maniere que dans le cas de C, nous allons intégrer sur des chemins. Il faut donc définir
la notion de chemin sur une surface de Riemann.

Définition 4.1.1. Soit [a, b] C R un intervalle et X une surface de Riemann. Un cheminC' par morceau
(ou juste chemin) ~y de X est une application continue~y : [a,b] — X telle que si¢p: U — V est une
carte de X, et si[c,d] C v~1(U), alors

pory:e,d —V
est un chemin C* par morceau de V- C C. On dire que y est un lacet de X siy(a) = ~(b).

On va maintenant définir la différentielle méromorphe, qui nous permettra de définir la différentielle
holomorphe afin de pouvoir intégrer sur des surfaces de Riemann.

Définition 4.1.2. Soit X une surface de Riemann munit d’un atlas ¢, : U, — V, indexé sur un
ensemble A. Une différentielle méromorphe 1 est une collection de fonctions méromorphes

{na : Va — CU{oo}}

telle que sia, b € A etu € U, N Uy, alors

Na(@a(w)) = m(ds(w))(d © &g ") (da(u))

Si f et g sont deux fonctions méromorphes sur X, on peut définir une différentielle holomorphen = fdg
en posant

Na=(fod," )god,")
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La chose a plus importante a comprendre ici est qu'une différentielle méromorphe fdg est entiére-
ment représentée par les fonctions méromorphes.

(foo™)(2)(goo™)(2)

Considérons 7 et ¢ deux différentielles méromorphes. Alors 2 définit une fonction méromorphe
indépendante du choix de a. En effet, on va avoir directement par définition que pour tout u € U,
ona

AN CAD)

Cal@a(w))  Go(dn(u))

et donc, en posant [ cette fonction méromorphe, on en déduit que n = f(. Cette remarque sera
importante dans la partie sur le théoréeme de Riemann-Roch.

Afin de pouvoir faire de I'intégration, il nous faut considérer le concept de différentielle holomorphe.

Définition 4.1.3. Soit fdg une différentielle méromorphe. On dit que fdg est une différentielle holo-
morphe si les fonctions (f o ¢~1)(2)(g o ¢~1)(2) ne possédent pas de poles.

Cette définition est indépendante du systéme de carté considéré. L’idée a avoir derriére le concept
de différentielle holomorphe est qu'on regarde f dans un systeme de coordonnées donné par g, dans
un sens qui sera précisé par la suite.

On peut maintenant définir une intégrale sur une surface de Riemann.

Définition 4.1.4. Soit fdg une différentielle holomorphe et soit v : [a,b] — X un chemin C' par
morceau de X. On définit I'intégrale de fdg le long du chemin v comme étant

/ fdg = / (f o 1)) (g o) (1)t

Afin que cette définition ait du sens, il faut vérifier qu’elle ne dépende pas du représentant choisi,
c’est a dire que si fdg = fdg, alors

b b
/ (f o7)(t)(g 0 1) (t)dt = / (Fo)(t)(G o) (t)dt

Soit ¢, une carte de X. Comme on sait que fdg = fdg, on a que

(fodaNgod,") =(fod,)goo,")

et ce pour toute carte ¢, : U, —> V, de X. De ce fait, il existe des réels

a=ap<---<a,=>b

et des indices v, . . . , o, qui vérifient

Y([ai-1, ai]) C Uy,

33



Ainsi,sil <7 <p,ona

[ro=>[" (o) (0)(g oY ()t

- Z/ © (90 2 (D0 03,") © (90 © 1) (D@ 07 (D)l

De méme, on peut faire la méme chose en partant de / fd§ et obtenir ainsi la méme expression

que précédemment. L’intégrale ne dépend donc pas du cho1x du représentant de la différentielle
holomorphe.

Remarquons que si ¢ : [c, d] — [a, b] est une application C' par morceau, alors yo 1 : [c,d] —>
X est un chemin de X. On a donc, en effectuant le changement de variable ¢ = () que

/ fdg = / (E)(g o) (t)dt

Ainsi, 'intégrale de fdg ne dépend pas de la paramétrisation de v choisi. On retrouve un résultat
similaire a ce que I’on connait sur C.

Définition 4.1.5. Soient X etY des surfaces de Riemann et 1) : X — Y une fonction holomorphe.
Soit fdg une différentielle holomorphe surY . On définit une différentielle holomorphe )*(fdg) sur X

par
V*(fdg) = (f e b)d(g o)
La définition a bien du sens car f o 1 et g o ¢) sont bien des fonctions holomorphes sur X.

De cette facon, étant donné fdg une différentielle holomorphe sur Y et ) : X — Y, on peut
calculer I'intégrale le long d’un chemin «y (de X) de ¢*(fdg) de la fagon suivante

b
/ ¥ (fdg) = / (fodor)t)govor)t)di= | fdg

oy

On considere C une courbe projective complexe irréductible qui n’est pas réduite a la ligne a I'infinie
définie par I'’équation z = 0. Soit g : [x,y,2] — Z. Alors g est une paramétrisation affine des
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coordonnées [z, y, z| en les coordonnées [z, y, 1]. En effet, si P(x,y, z) est une fonction rationnelle
de C \ Sing(C), onasi z # 0 que

P(z,y,z) =P (z, g, 1)
2z

et donc 'intégrale de fdg devient

A fdg = / R(z,y)dg

ou R(z,y) est une fonction rationnelle ou y est une fonction de = définie par I’équation P(z,y, 1) =
0. Ainsi, il existe une différentielle méromorphe donnée en coordonnée inhomogeéne par y~'du.

Considérons maintenant le cas particulier ou C est une cubique non-singuliere de P, définie par

T e

ou gs et g3 sont les constantes définies en 2.2.3 qui dépendent du réseau A. On sait dans ce cas qu’il
existe un biholomorphisme u : C/A — C,. Par ce qu’on a dit ci-dessus, il existe une différentielle
méromorphe sur C, donnée par y~'dz. Soit 7 : C — C/A la projection canonique. On considére
la différentielle holomorphe

n=u'(y ldr)

On a alors :

7y = m*u*(y dx)
— (wom)*(y'dz)
=u*(y~d)
= (¢)"'dp
= (¢)'¢ldz
=dz

avec z : C — C est I'identité complexe. Ainsi, comme dz est une différentielle holomorphe et
que 7 est localement une bijection holomorphe d’inverse holomorphe, on en déduit que 7 est une
différentielle holomorphe sur C/A. Comme u est un biholomorphisme, on en déduit que y~'dz est
une différentielle holomorphe sur C, et on peut donc intégrer par rapport ces différentielles.

On va montrer une caractérisation de A en terme d’intégrale dépendant de la différentielle 7.

Propriété 4.1.6. Soit A un réseau de C. On a

A= {/n | v est un lacet C* par morceau de C/A}

Y
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Démonstration : Considérons A € A et soit 4 : [0, 1] — C le chemin défini par 5(¢) = At. Soit
de plus v = 7 0 4. v est bien un chemin C* par morceau de C/A et on a

0)=A+0=A+X=n7(1)

et donc v est un lacet de C/A. On a donc

L”:AW*”:LdZ:?(l)—i(O):A

Ainsi, si A € A, on peut 'envoyer sur le lacet v et on a ainsi la premiére inclusion.

Pour la suite, on admettra le résultat suivant : soit 7 : ¥ — X un revétement de X et soit v :
[a,b] — X un chemin sur X issu de x et soity € Y tel que m(y) = x. Alors il existe une unique
application 7 : I — Y telle que v = 7 o 7 et telle que Y(a) = .

Soit 7y : [a,b] — C/A un lacet sur le tore complexe. Par le résultat ci-dessus, il existe un unique
lacet dans C noté 7 tel que m o ¥ = ~. 7 est C! par morceau car 7 est localement une bijection
holomorphe. Alors,

On a ainsi que

/V”:[?W*UZLdz:i(b)—ﬁ(a)eA 0

Comme 71 = u*(y~'dz) et que u est un biholomorphisme, on en déduit le corollaire suivant.
Corollaire 4.1.7. Soit A un réseau de C. On a
A= {/ y~'dx | v est un lacet C' par morceau surCA}
v

On peut ainsi facilement retrouver le réseau a I’aide d’intégration sur la courbe elliptique. En passant,
nous pouvons aussi expliciter I'inverse du biholomorphisme u sans trop d’efforts.

Propriété 4.1.8. Soit u le biholomorphisme définit au théoréme 3.3.3. Alors u™! est donné par
p

uHp) = A+/ y'dx

[0,1,0]
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Démonstration : Soit p = u(A + z) et soit v : [a,b] — C, un chemin continu allant de [0, 1, 0]
ap. Alors u™! o v est un chemin de C/A allantde A +0a A+ zetona

/y_ldx :/ u*(y tdr)
gl u~toy
u~loy

=(b) —7(a)

1

ou 7 est un chemin de C vérifiant m o ¥ = v~ o . Mais alors

On obtient alors que

ce qui démontre la propriété. []

4.2 Le théoréme de Riemann-Roch

Dans cette partie, nous allons introduire le vocabulaire et les propriétés qui vont nous permettre
d’énoncer le théoréme de Riemann-Roch, qui sera démontré au paragraphe 4.3. Cette étude se base
sur la partie 6.3 de [1]]. On va commencer par introduire la notion de diviseur sur une courbe pro-
jective complexe.

Définition 4.2.1. Soit C une courbe projective complexe. Un diviseur D est une somme formelle

D:anp

peC

tel que n, € Z etn, = 0 pour tout les p sauf un nombre fini d’entre-eux. On définit le degré d’un
diviseur D comme étant

deg(D) = Z Ny

peC

Soit D un diviseur et numérotons py, ..., pi € C les éléments tels que n,,, 7# 0. Alors on écrira aussi

k
D = Z m;P;
i=1

ou m; = n,,. Par convention, on écrira p; plutét que 1p; si m; = 1. Sin, = 0 pour tout p € C, alors
on écrira que D = 0. On peut, de plus, soustraire des diviseurs entre-eux. Ainsi, en notant Div(C)
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I’ensemble des diviseurs sur C, on vient de munir Div(C) d’une structure de groupe abélien. De plus,
il est clair que le degré d’un diviseur définit un morphisme deg : Div(C) — Z.

Sin, > 0 pour tout p € C, on dira que D est positif (ou effectif) et on le notera D > 0. On écrira
D>D"siD— D" >0.SiD > D', alors on a que deg(D) > deg(D’).

Soit f une fonction méromorphe non identiquement nulle sur C et soit p € C. Alors il existe ¢, :
U, — V, tel que p € U,. Dans ce cas, f o ¢, ' est une fonction méromorphe sur V, C C.Sim > 0,
on dit que f a un pole d’ordre m en psi fo ¢, aun pole d’ordre m au voisinage de ¢, (p). De méme,
f posséde un zéro d’ordre m en p si fo¢, ! aun zéro d’ordre m en ¢, (p). Notons que cette définition
ne dépend pas de la carte choisie.

De maniére similaire, si ) = fdg est une différentielle holomorphe non identiquement nulle, on dira
que 1) possede un pdle ou un zéro d’ordre m en p si la fonction

(fodaNgoes)
a un zéro ou un pole d’ordre m en ¢,(p). Encore une fois, cette définition ne dépend pas de la carte

choisie.

Notons que si X est une surface de Riemann compact, alors si f est une fonction méromorphe sur
X, elle ne possede qu'un nombre fini de poles ou de zéros. On peut ainsi définir le diviseur d’une
fonction méromorphe sur une courbe C.

Définition 4.2.2. SoitC une courbe projective complexe et f une fonction méromorphe non-identiquement
nulle sur C. On appelle diviseur de f le diviseur

(f) = anp

peC
oun, = m sip est un zéro d’ordrem de f etn, = —m sip est un pole d’ordre m de f.
A partir de cette définition, et en notant que si f a un péle (resp. un zéro) d’ordre m en p alors % a

un zéro (resp. un pole) d’ordre m en p, on a que

(fg) = (f) +(9)

Quelques remarques en vrac :

1. On dira d’un diviseur D qu’il est principal s’il existe une fonction méromorphe f telle que
(f) = D.

2. On dira de deux diviseurs D et D' qu’ils sont linéairement équivalents si D — D’ est un
diviseur principal. On notera cette relation D ~ D'.

3. On obtient une définition similaire a la définition 4.2.2 en remplacant la fonction méromorphe
f par une forme différentielle holomorphe 7. On appellera diviseur canonique tout diviseur
D qui est le diviseur d'une forme différentielle méromorphe.
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4. Sin et sont deux formes différentielles méromorphes, alors on a vu en partie 4.1 qu’il existait
une fonction méromorphe f telle que n = ( f. Ainsi, on a

(n) = () + (f) ~ ({)

et donc tout les diviseurs de formes différentielles méromorphes sont linéairement équiva-
lents. On appelle diviseur canonique le diviseur d’'une forme différentielle méromorphe et on
le notera en général .

On introduit ici une propriété qui donne une condition nécessaire pour qu'un diviseur soit un divi-
seur principal. On montrera cette propriété dans la section 4.2.3 du mémoire.

Propriété 4.2.3. Soit D un diviseur principal surC. Alorsdeg(D) = 0. Ainsi, une fonction méromorphe

sur C non-nulle a exactement le méme nombre de zéros et de poles en comptant la multiplicité.

Une conséquence directe de cette proposition est que tout les diviseurs linéairement équivalents ont
le méme degré. Ainsi, on obtient que tout les diviseurs canoniques ont le méme degré.

Dans la suite, nous aurons besoin de la notion de genre d’'une courbe. Nous n’irons pas trés en
profondeur dans cette notion[} L’idée intuitive & avoir par rapport a celle-ci est que le genre compte le
nombre de "trous" d’une surface. Ainsi, un tore complexe est une surface de genre 1. Nous admettrons
la formule suivante, qui donne le genre d’une courbe complexe projective.

Théoreme 4.2.4. Soit C une courbe complexe projective de degré d. Alors son genre g est donné par la
formule suivante

g=5(d—1)d~2)

Il nous reste que quelques définitions a donner avant de pouvoir énoncer le théoreme de Riemann-

Roch.

Définition 4.2.5. Soit D = Z n,p un diviseur surC. On note L(D) I'ensemble constitué de la fonction

peC
nulle et de toute les fonctions méromorphes f sur C qui vérifient

(f)+D>0

On remarque deés lors que £(D) est un C-espace vectoriel et on pose

I(D) = dim £(D) € NU {00}

Siw est une forme différentielle méromorphe et si f est une fonction méromorphe, alors (f)+ (w) >
0 si et seulement si fw est une différentielle holomorphe.

C’est direct en appliquant la définition d’un diviseur positif. Ainsi, on peut sans ambiguité défini
I'espace vectoriel des formes différentielles holomorphes de diviseur canonique x, dont on notera la
dimension [ (k).

Nous allons maintenant démontrer quelques propriétés qui découlent directement de la propriété
4.2.3.

Propriété 4.2.6. Soit D un diviseur de C tel que deg(D) < 0. Alors[(D) = 0.

7. On renvoie a [1I], page 85, pour plus d’information sur le genre d’une courbe
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Démonstration: Supposons par 'absurde que /(D) > 0. Alors il existe f € £(D) qui ne soit pas
identiquement nulle. Ainsi, on a
D+(f)=0
Or, on sait que deg(f) = 0 par la proposition 4.2.3. En utilisant le fait que le degré est un morphisme
de groupe, on a
deg(D) = deg(D) + deg(f) = deg(D + (f)) = 0

ce qui est en contradiction avec le fait que deg(D) < 0.

On va maintenant démontrer un lemme qui nous sera trés utile dans la suite.

4.2.7. Soient D et D" deux diviseurs tels que D ~ D'. On a alors (D) = I(D").

Démonstration : Plus précisément, on va montrer que £(D) est isomorphe a £(D'). Comme
D ~ D', il existe une fonction méromorphe g telle que D = D' + (g).

On consideére 'application ¢ : £(D) — L(D') définie par

o(f) = fyg

¢ est bien définie et est une application linéaire entre espaces vectoriels complexes. C’est de plus
une bijection d’inverse ¢! (f) = 5. Ainsi, £(D) et L(D') sont isomorphes et on obtient le résultat
attendu de I’énoncé. [

On peut maintenant énoncer le théoreme de Riemann-Roch dans le cadre des courbes projectives
non-singulieres de [P.

Théoreme 4.2.8 (Théoréeme de Riemann-Roch). Soit C une courbe projective non-singuliére de Ps.
Soit g son genre et soit k un diviseur canonique de C. On a alors

I(D)—1l(k—D)=deg(D)+1—g

4.3 Démonstration du théoréme de Riemann-Roch

Cette section sera entierement dédiée a la démonstration du théoréeme de Riemann-Roch. Celle-ci
s’effectuera en plusieurs étapes. On va d’abord énoncer deux lemmes puis montrer le théoréme dans
le cas ou ces deux lemmes sont vrais, puis nous démontrerons ces deux lemmes. Cette démonstration
se base sur ce qui est fait dans la partie 6.3 de [1].

Avant cela, nous auront besoin d’une définition.

Définition 4.3.1. 1. On appelle droite de Py tout ensemble L définit comme le lieu d’annulation
d’un polynéme homogéne R(x,y, z) de degré 1.
2. Soit C une courbe projective complexe donnée par le polynome P et [a, b, | un point de C. On écrit
P =P, +---+ P, comme somme de polyndme homogeéne de degrés i (on peut avoir P; = 0).
On définit la multiplicité du point [a, b, ¢| comme étant le plus petit i tel que P; # 0.
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3. Soitp € Py et L une droite de Py. On note 1,(C, L) la quantité définit comme la multiplicité de
Uintersection en p des courbes C et L.

Notons que la définition de multiplicité ne dépend que du polynéme P définissant la courbe. On
renvoie a [2]], page 113, afin d’en avoir une démonstration.

Nous allons étudier un exemple qui nous sera utile dans la preuve du corollaire 4.3.5. Nous aurons
besoin pour cela de plus d’ informations sur la quantité I,(C, L). Pour cela, on admettra le théoréme
de Bézoutfl

Théoréme 4.3.2 (Théoréme de Bézout). Soit C et D deux courbes projectives de degré n et m sur
Py qui n'ont pas de composantes communes. Alors C et D ont exactement mn points d’intersection, en
comptant la multiplicité i.e

Z L,(C,D) =mn

peECUD

Exemple : Soit L une droite donnée par le polyndme R(x,y, z) et C une courbe projective com-
plexe de degré d donnée par le polynéme P(z, vy, z). Considérons le diviseur

H=> 1,(CL)p

peC

D’apreés le théoréme de Bézout, deg(H) = d. Pour m € N, on a alors
deg(k — mH) = deg(k) — md
Pour m assez grand, on va avoir deg(x — mH) < 0, donc par la propriété 4.2.6 on aura

I(k—mH)=0

On considére dans la suite un tel entier m. Soit Q(z, y, z) un polynéme homogéne de degré m. Alors

Q('r7 y’ Z)

I= Ry, o)

définit une fonction méromorphe f sur C qui vérifie

(f)+mH >0

etdonc f € L(mH ). De plus, on sait que deux tels polynomes définissent la méme fonction sur C si
et seulement si leurs différence est divisible par P(z, y, z). On note Cy[z, y, z] 'espace vectoriel des
polynomes homogenes de degré d. On a alors, en utilisant notamment le théoreme 4.2.4, que

8. On renverra a [[1I], page 52, pour plus de détails quant a ce théoréme.
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I(mH) —l(k —mH) =1(mH) > dim(Cy, [z, y, 2]/ P(z,y, 2)Cp_alx, y, 2])

= dim Cy, [z, y, 2] — dim C,,,_4[z, y, 2]

_ %(m—i—l)(m—i—?) _ %(m—d+1)(m—d+2)
=md + %d(?) —d)

=md+1—yg
On obtient ainsi la premiére inégalité de Riemann-Roch dans un cas particulier. Notons que, grace au
théoréme de Riemann-Roch, I'inégalité devient une égalité et comme C,, [z, y, 2]/ P(x, y, 2)Cp—a|z, y, 2]

est un sous-espace vectoriel de dimension md + 1 — g, on en déduit que £L(mH) est exactement
constitué de fonctions rationnelles.

On va maintenant énoncer les deux lemmes qui nous permettront de démontrer le théoréme de
Riemann-Roch.

4.3.3. Soit D un diviseur de C, L une droite de Py et mo € N. On définit le diviseur

H=) IL(C,L)p

peC

Alors il existe m > my et des points py, ..., pr € C non nécessairement distincts tels que

D+pr+-+pg~mH

4.3.4. Soit D un diviseur de C, k un diviseur canonique et p € C. On a alors

0<ID+p) —l(k—D—p)—UD)+Il(k—D)<1

A l'aide de ces deux lemmes, on peut démontrer une des inégalités du théoréme de Riemann-Roch.

Corollaire 4.3.5. Avec les mémes notations que dans le théoréme 4.2.8, on a
(D) —l(k— D) >deg(D)+1—g

Démonstration du corollaire 4.3.5: Onavudans!’exemple suivant le théoréme 4.3.2 qu’il existe
un entier positif m tel que pour tout m > my, on a

I(mH)—1l(k —mH)>deg(mH)+1—g
Par le lemme 4.3.3, on peut choisir m > my et des points py, ..., pi € C tels que
D+pi+-+py~mH
Ainsi, par la propriété 4.2.3,
deg(mH) = deg(D + p1 + - - - + pr) = deg(D) + k
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et donc, par le lemme 4.2.7, on a
UmH) — U —mH) = (D +pr+ -+ py) — 15— D —pr — - — )

En utilisant le lemme 4.3.4 et par une rapide récurrence, on a

Ainsi, en combinant les inégalités, on obtient que

D)~ 15— D) > (D +p1 + -+ )
=Il(mH) —l(k —mH)
>deg(mH)+1—9g—Fk
— deg(D)+1—h

=D —py— - —pg) — k
k

Ce qui termine la preuve. []

On va maintenant énoncer une propriété qui lie le genre g d’une courbe avec le degré commun aux
diviseurs canoniques sur la courbe. Cette propriété sera démontrée plus tard dans cette section.

Propriété 4.3.6. Soit k un diviseur canonique sur C. On a alors

deg(k) =29 — 2

A noter que nous aurions trés bien pu définir le genre a I'aide de cette formule, étant donné que tout
les diviseurs canoniques ont le méme degré par la propriété 4.2.3.

On va maintenant pouvoir démontrer le théoréme de Riemann-Roch sachant les lemmes 4.3.3, 4.3.4,
le corollaire 4.3.5 et la propriété 4.3.6.

Démonstration du théoréeme de Riemann-Roch : Le corollaire 4.3.5 nous donne la premiere
inégalité dans le théoreme de Riemann-Roch. Il suffit donc de démontrer que

I(D)—l(k— D) <deg(D)+1—g

Or, le corollaire 4.3.5 nous donne que

I(k—D)—1(D)>deg(k — D) —g+1

Par la propriété 4.3.6, on a que

I(k —D)—1(d) >deg(k — D) —g+1
= deg(k) —deg(D) —g+1
=29 —2—deg(D)—g+1
= —deg(D)+g—1

D’ou la seconde inégalité de Riemann-Roch. [J

Il nous faut maintenant démontrer les propriétés 4.2.3, 4.3.6 et les lemmes 4.3.3 et 4.3.4. On va com-
mencer par la preuve du lemme 4.3.3.
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Démonstration du lemme 4.3.3 : Soit
D=3
peC
un diviseur de D. Il suffit de montrer la propriété dans le cas ou D > 0 et ot deg(D) > my. En effet,
supposant le lemme connu dans ce cas, on peut écrire
D=D"+D"

ou DT > 0 et D~ < 0. En appliquant le lemme deux fois & D" et & D™, on obtient bien le lemme

4.3.3 dans le cas général. Soit p € C tel que n,, > 0. Alors il existe une droite L qui coupe C en p. On

note les points d’intersections de L C (qui sont en nombre fini, et en comptant la multiplicité) q(p )

On considérera que qi(p ) = p.

On sait par le théoréme de Bézout que toute droite L coupe C en d points (comptés avec multiplicité)

ou d est le degré du polynéme homogeéne associé a C. Ainsi, siq, . . . , g4 sont les points d’intersection
de C avec n’importe quelle droite, on a

a+-+q~H

ou H est définit dans I’énoncé du lemme. Soit m = deg(D) > my. On a alors

mH ~ Xd: maq;
i? (p)
~ ; qu'p
~ Yo zd: ¢

np>0 1=1

=D+pi+-+pk
et ce pour des p; adaptés et ou k = m(d — 1). O

On va maintenant démontrer la propriété 4.3.6 sachant la propriété 4.2.3 afin de n’avoir qu’a montrer
la propriété 4.2.3.

Démonstration de la propriété 4.3.6 sachant la propriété 4.2.3 : D’apres la propriété 4.2.3, il
suffit de montrer qu’il existe une forme différentielle w telle que

deg(w) =29 — 2

Soit P un polynéme homogéne de degré d qui définit la courbe C. On suppose que 'on a choisi un
systéme de coordonné tel que [0, 1,0] ¢ C. Ainsi, le coefficient dans P de y? est non-nul et donc
%—5 = (. Par le théoréme de Bézout, comme %—5 # (0 et que P est irréductible, les courbes C et %—5 ont

un nombre fini de points d’intersections et dont %—1; ne s’annule qu’en un nombre fini de points.
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Comme [0, 1,0] ¢ C, x et z ne peuvent étre nuls en méme temps. Ainsi, en effectuant la transforma-
tion projective

T—=x, Y=y, —=ar+z

on peut supposer sans perte de généralité que si %—g(a, b,c) = 0, alors ¢ # 0.

Soit w la différentielle méromorphe d (f) . Auvoisinage d'un point [a, b, c] ot ¢ # 0 etou % (a,b,c) #
0, on peut choisir (c.f preuve du théoréme 3.2.10) Z comme carte holomorphe locale. Ainsi, w n’a pas
de zéros ou de pdles au voisinage de [a, b, c|.

Supposons que ‘?d—lyg(a, b,c) # 0 et que c = 0. Alors a # 0 et on a alors v = Z qui est une carte locale.

Or,
1 —d
)
v v

et ainsi w a un pdle de multiplicité 2. De plus, comme %—5(@, b,0) # 0 pour [a, b, 0] € C donne le fait
z = 0 n’est jamais tangent a C. Ainsi, par le corollaire 3.2.12, il y a exactement d points qui vérifient

%—g(a, b,0) # 0, et donc ce pole contribue & —2d au degré de w.

Soit maintenant [a, b, ¢| € C tel que

oP

—a,b,c] =0

Iy
D’apres 1'étude faire au paragraphe 3.2, ces points sont exactement les points de ramification de
I'application

Oz, y, 2] = [z, 2]

Par le choix de notre systéme de coordonnée, on a ¢ # 0 et donc % la, b, c] # 0. Par le lemme 3.2.9,

on a ainsi 22[a, b, c] # 0. Ainsi, 'application

_ Yy

u = =

z

est une carte holomorphe au voisinage de [a, b, c]. Par le théoréme des fonctions implicites, il existe
une fonction f(u) de £ telle que

P(f(u),u,1)=0

Soit ug tel que f*)(ug) = 0 pour tout 1 < k < m. On dérive I'identité précédente m fois. On obtient
alors

9L (f(uo), uo, 1)
07 () = — 2
S (uo) = 9E f(uo), uo, 1)

Ainsi, si 'on considére m le plus petit entier tel que f™ (ug) # 0, alors on a que
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Or, on sait que

et donc que la multiplicité du zéro de w est égale a I'indice de ramification de ¢ moins 1. Par les
lemmes 3.2.14 et 3.2.15, on peut supposer que les coordonnées ont été prises de sorte a ce qu’il y ait
exactement d(d — 1) points de ramification et que w a des zéros de multiplicité 1 en chacun de ces
points. Ainsi, ces points contribuent d(d — 1) fois au degré de w. Ainsi, on a

deg(w) =d(d—1) —2d = d(d — 3)

et on en déduit directement la formule attendue en utilisant, par le théoréeme 4.2.4, que g = w.

O

Il nous faut donc maintenant démontrer la propriété 4.2.3 et le lemme 4.3.4. Nous reviendrons a la
propriété 4.2.3 plus tard. Pour démontrer le lemme 4.3.4, nous allons d’abord énoncer un lemme et
montrer le lemme 4.3.4 sachant ce lemme.

4.3.7. Soit w une différentielle holomorphe sur C possédant un unique pole. Alors ce pole est
de multiplicité au moins deux.

Démonstration du lemme 4.3.4 sachant le lemme 4.3.7 :  Soient C une courbe non-singuliere,
D un diviseur quelconque de C, £ = (w) un diviseur canonique p € C. On veut montrer que

0<ID+p) —l(k—p—D)—UD)+Il(k—D)<1

Soit D = Z nqq. On a I'égalité

qeC
L(D+p)=L(D)
si et seulement si il n’existe pas de fonction méromorphe f sur C telle que

()+D+p>0

ou on a I’égalité si f posséde un pole d’ordre n,+ 1 en p ou un zéro d’ordre —n,, — 1. Sinon, L(D +p)
est un sous-espace vectoriel de £(D) de codimension 1. Ainsi, on a

0<I(D+p) —I(D)<1

et, de maniére équivalente, on a

0<l(k—D)—Uk—D-p)<1

II suffit donc de montrer que ’on ne peut pas avoir simultanément les égalités
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(D+p)—1l(D)=1
I(k—D)=U(k—D—-p)=1

Supposons par 'absurde que ces deux égalités soient en méme temps vérifiées. Alors il existe deux
fonctions méromorphes f et g telles que

()+D+p>0
(9)+Kx—D>0
g(p) # 0

Considérons la différentielle méromorphe fgw. Cette derniére vérifie

(fgw)=(f)+(9) +r>—p

et ainsi cette différentielle posséde un unique péle d’ordre 1 en p, ce qui contredit le lemme 4.3.7. [

Afin de démontrer le lemme 4.2.7, nous aurons besoin de la notion de triangularisation d’une courbe
projective complexe.

Définition 4.3.8. Soit C une courbe projective complexe. Une triangularisation de C est la donnée de

1. Un ensemble non-vide V' d’éléments appelés sommets.
2. Un ensemble non-vide E d’applications continues e : [0, 1] — C appelées arétes.

3. Un ensemble non-vide F' d’applications continues f : A — C appelées faces.

Ces trois ensembles doivent de plus vérifier les propriétés suivantes :

1. V={e(0)]ec E}U{e(l)|e€ E}.
2. Sie € E, alors la restriction de e a Uintervalle |0, 1| est un homéomorphisme sur son image dans
C, et cette image ne contient aucun point de V' et n’est pas dans I'image d’aucun autre € € E.

3. Sif € F, alors larestriction de f a A estun homéomorphisme de A surune composante connexe
KydeC\T ou

=[] e([0,1))

eck
est ['union des arétes. De plus, sir : [0,1] — [0,1] et sio; : [0,1] — A pour1 < i < 3 sont
définis par
r(t)=1—t, o1(t) =(t,0), o2(t)=(1—1t1), o3(t)=(0,1—1)

alors soit f o g; soit f o o; o r est une aréte e} pourl < < 3.
4. L’application f — Ky est une bijection.

5. Pour tout e € FE, il existe une unique face f;* € F telle que e = [ o o; pour un certain i. De
méme, il existe une unique face . € I telle que e = f o o; pour un certain 1.
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Remarque : Comme C est compacte, on peut se convaincre facilement que 'on peut supposer
sans perte de généralité que V, E et F' sont finis.

Nous allons maintenant énoncer et admettre un lemme sur les triangularisations de C, qui nous
permettra enfin (!) de prouver le lemme 4.3.7 et la propriété 4.2.3. Une preuve pourra étre trouvée
dans [1]], page 172.

4.3.9. Soient {p1,...,Pr,q1,--.,qs} un ensemble de r + s points de C avec r > 3. Alors
il existe une triangularisation (V, E, F') de C telle que V' = {p1,...,p,} et telle que les points q; se
trouvent dans une méme face i.e qu’il existe f : A — Py dans F' vérifiant

g; € f(A)

pour 1l < j < 's. De plus, on peut supposer que oo se trouve dans une autre face.

Preuve du lemme 4.3.7 :  Soit w = gdh une différentielle méromorphe possédant un unique pole
en ¢. Par 'absurde, supposons que ce pdle est simple. Quitte a changer de coordonnées, on peut
supposer que [0,1,0] ¢ C. Soit ¢ : [z,y, z] — [z, z]. Quitte & de nouveau changer de coordonnées,
on peut supposer que 0, 0o et ¢(q) sont distincts et que ce ne sont pas des points de ramification de

.

Par le lemme 4.3.9, on peut alors trouver une triangularisation (V, E, F') de IP; tel que tout les points
de ramification de ¢ soient dans V, que ¢(q) et 0 soient dans une face fj et que oo soit dans une face
foo (distinctes de fj). On admettraﬂ que les ensembles (V, £, F') donnés par

(V)

¢
{€:]0,1] — C | € est continue et po é € E}
{f A—>C|festcont1nueetgb0f€F}

e O <
Il

forment bien une triangularisation de C. Quitte a rediviser la triangularisation (‘7, E.F ), on peut
supposer que chaque triangle contient au plus un point de ramification parmi ses sommets. Ainsi,
I’application

¢ f(A) — f(A)

est un homéomorphisme et sa restriction a f(A\ {(0,0), (1,0), (0,1)}) est la restriction d’une carte

holomorphe si f # f. (c.fpreuve du théoréme 3.2.10).Si f = f., il faut composer ¢ par I'application
1

Z = =

La frontiére de f(A) est 'image des chemins 7 = f o 0, avec o; définit en 4.3.8. On voit ainsi que la
frontiére de f(A) est constitué de I'image des chemins v = ¢ o 4. Ainsi, par 4.1.5, on a que

9. On se reportera a [1]], page 108, pour la démonstration de ce résultat.
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[
;3/
_ -1 *
- / (91"
0l
_ -1 1y
Supposons que ¢ € f(A), alors f = f; et la fonction
-1 1y
(90 A70)) (10 7))

posséde un unique poéle simple en ¢(q). Comme le résidu d’une fonction ne possédant qu’un pole
simple ne peut étre nul, on en déduit du théoréme des résidus que

forn

Réciproquement, si ¢ ¢ f(A), alors la fonction

(90 7a)(hod7n)

ne posséde aucun péle et on en déduit que
/
¥

> fwro

et ainsi on a

bl
m
o5

De plus, on sait que

/w-i/w:l:/wi-/w
X 1 2 3
v €f €t €f

ou le signe dépend de si e} — foo; ousi 63} = f oo, or (c.f définition 4.3.8). De plus, par définition
d’une triangularisation, pour tout e € F, il existe une unique face f.© (resp il existe une unique face
f.7) telle que e = f.F o oy (resp telle que e = f.” o 0; o 7). Ainsi, les intégrales selon les différentes
arétes de

> e

fer 7

s’annulent entre elles et on en déduit donc que

Z/w:()
jer 77

ce qui est contradictoire. [J
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Démonstration de la propriété 4.2.3 : Soit D un diviseur principal. On considere une fonction
méromorphe f sur C associée a ce diviseur. Alors f est une fonction holomorphe de C sur [P;. On
note Z (resp P) I'ensemble de ses zéros comptés avec multiplicités (resp 'ensemble de ses poles
comptés avec multiplicité). On a alors d’une part

d(fy= > mult.(f) =|Z|
zef=1(0)
et, d’autre part, on a
d(f)y =Y mult(f) = |P|
z€f~1(00)

Ainsi, on a |Z| = |P| et donc deg(D) = 0.0

4.4 Conséquences du théoréme de Riemann-Roch

Nous allons ici montrer, a 'aide du théoréme de Riemann-Roch, que nous pouvons adjoindre a
une courbe elliptique une unique structure de groupe additif. Cette section a donc uniquement pour
but de mettre en avant cette structure de groupe.

Sans plus tarder, énongons le théoréme principal de cette section.

Théoréme 4.4.1. Soit C une cubique de Py et soit py € C un point d’inflexion de la courbe C. Il existe
une unique structure de groupe abélien sur C telle que le point p, soit I’élément neutre et tels que si
p,q,7 € C, alors on a

p+tq+r=20

si et seulement sip, q et r sont les trois points d’intersections entre une droite de P; et C.

Démonstration : Dans un premier temps, on va montrer que la structure de groupe abélien est
unique.

Supposons que l’on ait une autre structure de groupe abélien sur C qui admette p, comme élément
neutre et telle que si p, ¢, € C sont alignées, alors p + ¢ + r = 0. Alors si p € C, comme py = —py
(car pg est le neutre du groupe), on a

po+p+(=p) =0

et donc l'inverse de p est nécessairement —p. Soient maintenant p, ¢ € C tels que p # q. Alors

pPtq=-—r

ou —r est le troisieme point d’intersection de C avec la droite ou passe p et ¢ (par le théoreme de
Bézout). Ainsi, toute structure de groupe comme énoncée dans le théoréme doit vérifier cela. Enfin,

10. On renvoie a 'annexe B pour les définitions du degré d’une application holomorphe.
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sip = ¢, alors p + ¢ = 0 et on retrouve le cas précédent. Ainsi, la structure de groupe additif est
unique. Il faut maintenant montrer qu’elle existe.

Sip, q € C, alors la droite passant par p et g et la droite passant par ¢ et p sont les mémes, on a ainsi
la commutativité du groupe.

Soit p # po un point de P,. Par le théoréme de Bézout, il existe un point r € C tel que

pP+po=—r

ou r est le troisiéme point d’intersection entre C et la droite passant par p et pg (comme p, est un
point d’inflexion, on a r # pg). Ainsi, —r est aussi le troisiéme point d’intersection entre C et la
droite passant par p, et r et on a donc

T+po+(—7”)20

et on en déduit ainsi que p = —r. De plus, p + py = p et py + po = po. A I'aide de ces propriétés, on
en déduit donc que I’addition est bien définie et que tout élément est inversible et que I'inverse de p
est —p.

Il nous reste a prouver ’associativité du groupe. C’est la que nous avons besoin du théoréme de
Riemann-Roch. Considérons p, ¢, € C. Soient

a=p+q
b=a+r=(p+q) +r
c=q+r

d=p+c=p+(qg+r)

Afin de montrer que la loi est associative, il suffit de montrer que b = d. Comme p, g et —a sont
colinéaires, il existe un polynéme homogeéne P de degré 1 s’annulant en p, g et —a. De méme, a, —a
et po sont colinéaires donc il existe un polynome homogene () de degré 1 s’annulant en ces points.
On définit alors la fonction méromorphe

Cette derniére s’annule en p et g et posséde des pdles en a et py (comptés avec multiplicité). De la
méme facon que précédemment, il existe une fonction méromorphe ¢ s’annulant en a et r et ayant
des péles en b et py. Ainsi, le produit ¢1) est une fonction méromorphe sur C possédant des zéros
en p, q et r et un pdle en py (de multiplicité 2) et en b. De maniére similaire, il existe une fonction
méromorphe s’annulant en p, g et r, et possédant des poles en py (de multiplicité 2) et en d.

Supposons par I’absurde que b # d. Alors le ratio de ces deux fonctions méromorphes posseéde un
zéro d’ordre 1 en b et un pole simple en d, et aucun autre pole ou zéro. Par le théoreme 4.2.4, le genre

d’une cubique est 1. On considére b vu comme un diviseur sur C et x un diviseur canonique. Il résulte
de la propriété 4.3.6 que

deg(k) =2g—2=0
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et donc que deg(x — b) < 0. Ainsi, par la propriété 4.2.6, on a que

I(k—0)=0
Le théoréme de Riemann-Roch nous donne ainsi que
I(b) —l(k—b) =1(b) =deg(b)+1—-1=1
et donc que les seules fonctions méromorphes sur C sont les fonctions constantes, ce qui contredit

I'existence de la fonction méromorphe construite précédemment. Ainsi, b = d et 'associativité est
ainsi prouvée. [J
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A Rappels sur les fonctions holomorphes

Dans cette section, on rappellera sans démonstration des résultats d’analyse complexe que nous
utiliseront tout du long du document. Ces derniers proviennent tous de I'UE fonctions holomorphes
de M1.

Théoréme A.0.1 (de Liouville). Soit f une fonction holomorphe sur C. Si f est bornée, alors f est
constante.

Théoréme A.0.2 (critere de Weierstrass). Soit U C C un ouvert, et f,, : U — C une suite de
fonctions holomorphes sur U. Supposons qu’il existe une suite réelle (a,,)ncn telle que

Zan < o0 et que | f,(2)| < an pour tout z € U
n>0

Alors la série E fn(z) converge uniformément sur U vers une fonction f holomorphe sur U qui vérifie
n>0

VzeU, f'(z) =) ful2)

n>0

Définition A.0.3. Soit U un ouvert de C. Une fonction f : U — C U {oo} est dite méromorphe sur
U si f est holomorphe sur U \ f~'({oc}) et si tout les points de U \ f~({c0}) sont des poles de f.

Propriété A.0.4 (théoréme de l'indice). Soit U un ouvert étoilé, f une fonction méromorphe sur U
possédant un nombre fini de zéroswy, . . ., wy, et de poleswy, . . ., w, ety un lacetC' par morceau évitant
les zéros et les poles de f.

La fonction f7/ est méromorphe sur U et a des poles d’ordre 1 aux points z;, et on a

1 f/(Z) B k r
2im ), 7 © ;Indﬂwﬁ - ;Ind~,<zj>

En particulier, si tout les indices valent un, on a que

L[,
% 7f(z)dZ—Z—P

ot Z est le nombre de zéros dans le domaine délimité par -y et P le nombre de pédles dans le domaine
délimité par .
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B Surfaces de Riemann

On introduit ici du vocabulaire sur les surfaces de Riemann que nous utiliseront souvent dans ce
mémoire. On y retrouvera notamment une preuve du fait qu’un tore complexe est bien une surface
de Riemann.

Définition B.0.1. Soit X un espace topologique séparé et connexe. On dit que X est une surface Rie-
mann si :

1. Il existe (U;);ec; une famille d’ouverts de X au plus dénombrable qui recouvre X.
2. Il existe des fonction @; : U; — C telle que ©; est un homéomorphisme sur son image.

3. Pour touti,j € I tels quei # j et U; N U; # 0, Uapplication
g9i; =pio ;o (UsN ;) — @i(U; N U;)

est holomorphe.

Le couple (U;, p;)icr est un atlas holomorphe sur X. S’il n’y a pas d’ambiguité, on dira simplement que
c’est un atlas sur X.

Définition B.0.2. Soit X une surface de Riemann d’atlas (U;, ¢;), U C X un ouvertet f : U — C
une fonction. On dit que f est holomorphe si

Viel, fop':p(UNU)— C
est une fonction holomorphe.

Définition B.0.3. Soient X etY deux surfaces de Riemann possédant des atlas respectifs (U;, @;) et
(Vj,4;). On dit qu’une application continue f : X — Y est holomorphe en v € X si Uapplication

vio fop !t oi(Us) — v;(V))

est holomorphe en p; (). On dira que | est holomorphe sur X si elle est holomorphe en tout point de x.

On voit que la définition B.0.2 n’est qu’un cas particulier de cette définition, ou Y = C et ou I'atlas
considéré est uniquement constitué de C entier muni de 'identité.

Définition B.0.4. Soient X une surface de Riemann. On dit que deux atlas sur X (U;, @;) et (V;, ;)
sont compatibles si la fonction identité de X munit de I’atlas (U;, p;), d valeur dans X munit de I’atlas
(Vi, 1), est holomorphe.

On vérifie sans problémes que la relation "étre compatible” est une relation d’équivalence sur les atlas

holomorphes de X .

On considére que deux atlas holomorphes compatibles définissent la méme surface de Riemann.
Ainsi, quand on parlera de "surface de Riemann", il faudra comprendre "surface de Riemann a atlas
holomorphe compatible pres".

Définition B.0.5. Deux surfaces de Riemann X etY sont biholomorphes s’il existe une fonction f :
X — Y holomorphe bijective d’inverse holomorphe.

En réalité, on peut se passer de 'hypothése "d’inverse holomorphe".
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Définition B.0.6. Soit X une surface de Riemann. On dit que la fonction f : X — Py(C) est
méromorphe si [ est holomorphe au sens des surfaces de Riemann et si f n’est pas constante égale a 0o
sur toute composante connexe de X .

On énonce maintenant plusieurs propriétés quant a la multiplicité et au degré d’une application
holomorphe.

Propriété B.0.7 (Multiplicité d’'une application holomorphe). Soit f : X — Y une fonction holo-
morphe non-constante et soit x € X. Alors il existe m > 1 tel que, pour toute carte ) : V — C avec
f(z) € V et vérifiant (f(x)) = 0, il existe une carte p : U — C avec x € U tel que si

f(z)=dofop ™ pU) — (V)

alorson a

fz) = ="
L’entier m est appelé la multiplicité de f en x et on le note mult,(f).

Propriété B.0.8 (Degré d'une application holomorphe). Soit X et Y deux surfaces de Riemann com-
pactes et f : X — Y une fonction holomorphe non-constante. Pour touty € Y, on définit le degré de
f eny comme étant

Alors d,,(f) ne dépend pas du point considéré.
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