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TABLE DES MATIERES Probléme des moments

Introduction

Soit I un intervalle fermé de R. Soit (c,,) € R telle que co = 1.
Résoudre le probleme des moments sur I consiste a trouver des conditions d’existence et d"unicité
d’une mesure borélienne positive u portée par I telle que :

VneN, ¢,= / 2" dp(x)
R

La normalisation ¢y = 1 impose alors a p d’étre une mesure de probabilité sur I. Ainsi, cela revient
a chercher des conditions d’existence, et d"unicité en loi, d"une variable aléatoire presque stirement a
valeurs dans I, telle que pour tout n dans N, ¢, = E(Z").

Dans la littérature, on rencontre principalement trois cas dans lesquels ce probleme est résolu :
e lecasou I = [0, 1] : probleme des moments de Hausdorff,
e le casou I = R : probléme des moments de Hamburger,
e le casou I = R™ : probleme des moments de Stieltjes.

L’objectif de ce TER est de donner un critere d’existence et d'unicité pour le probleme de Hausdorff,
et d’établir des conditions suffisantes d"unicité pour les problemes de Hamburger et de Stieltjes. La
démarche proposée pour le probleme de Hausdorff est celle employée par William Feller (1906-1970)
dans [1]. Concernant les problemes de Hamburger et de Stieltjes, on citera sans démonstration les
résultats d’existence. Le principal critére d'unicité sera obtenu via le théoreme de Denjoy-Carleman
sur les classes quasi-analytiques.

Notations et définitions préalables

Notations

Commengons par des notations et conventions qui seront utilisées tout au long de ce mémoire.
On se donne pour tout le mémoire un espace probabilisé (Q, A, P).
L'expression « variable aléatoire » désigne une application mesurable de (Q, A, P) dans (R, Z(R)).
Si U est une variable aléatoire, on note ¢; sa fonction caractéristique et fi; sa densité si elle existe.

On confond les polyndmes de R[X] avec leurs fonctions polynomiales associées.

Définitions
Introduisons maintenant quelques notions commodes qui serviront a éviter un recours systématique
a des variables aléatoires en se contentant de travailler sur leurs lois. Cela permettra parfois d’allé-
ger la présentation de certains résultats, ou de mieux formuler certaines démonstrations. Il arrivera
toutefois que le langage des variables soit plus adapté. C’est pourquoi le lien entre ces deux points
de vue est explicité a la fin du paragraphe qui suit.
Soit 1 une mesure positive sur (R, Z(R)), I un intervalle de R et k € N*.

(i) Etant donnée une fonction f € Z'(R, #(R), ), on notera (u, f) l'intégrale de f sur R par

rapport a la mesure p.
(ii) On dit que u admet un moment d’ordre k lorsque / x|F dp(x) < oo.
R

Dans ce cas, on appelle moment d’ordre k de i la quantité :
my(p) == /R Kdu(x) = (u, X5).

(iii) On dit que p est portée par I lorsque (R \ I) = 0.
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Probléme des moments

Remarquons que si u est une probabilité portée par I, et Z une variable aléatoire de loi  :
e Z est presque slirement a valeurs dans I ;
e 1 admet un moment d’ordre k si et seulement si E(|Z|¥) < oo et on a alors m(u) = E(ZF);

o pour f € Z1(R, B(R), u), {1, f) = E(f(2)).

1 Premiers résultats

Nous allons, dans cette section, énoncer des résultats préliminaires sur le probleme des moments.

1.1 De la non-trivialité du probleme des moments

Il est tout d’abord nécessaire de justifier que la loi d"une variable aléatoire n’est pas toujours comple-
tement caractérisée par la suite de ses moments. A cet effet, établissons un petit lemme de calcul, qui
généralise légerement celui de la fonction caractéristique d"une gaussienne centrée réduite.

Lemme 1 (Transformée de Fourier de x — exp(—x%/2))

Quel que soitz € C,
3(2 H Z2
T dx =e 7.

ke

Démonstration: e Soit ¢ 1’application de C dans C définie par :

K2
o(z) :/e*Tezzxdx.
R

Montrons que ¢ est entiere. Soit r > 0.
Nous allons établir I'holomorphie de ¢ sur B, := {z € C / [Imz| < r}.

2
On pose pour tout (z,x) € C xR, F(z,x) := e~ Z ¢"*".
® Il est clair que pour tout x € R, F(-, x) est une fonction holomorphe sur B,.

® Soit z € B,. Pour tout x € R,

2 . 2
|P(Z,X)| — e—%eRe(zzx) — e—%e—xlmz e T =¢

De plus,

_ = 2
/e 2 dx:/e 2 dy < oo.
R R

Le théoreme d’holomorphie des intégrales dépendant d'un parametre montre que ¢ est holomorphe
sur B,. Comme r était arbitraire, ¢ est entiere.

2

z . N P . . ciz ez
e Comme z — e~ 7 est elle aussi entiére, on peut se contenter d’établir 1'identité souhaitée pour z
imaginaire pur, par prolongement analytique.

Pourz=it,t e R,ona:

2

_a 2 R £ 2 _(iH? _
(p(z):/eXTe txdx:/e 2 erx:eT/e 2T dy =vV2mem 2 =+2me 7.
R R R

Le résultat s’en déduit aussitot. [ |

A présent, nous allons exhiber un contre-exemple, qui justifiera ’existence de variables aléatoires
dont la loi n’est pas complétement déterminée par la seule donnée des moments de tous ordres.
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1.2 Moments et variables aléatoires bornées Probléme des moments

Fait 1
Soit Y := eY, o1 U est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Soit f la fonction
xz .
définie sur R par f(x) := —1-e~2 (1 + sin(7x)). Alors :

V2
(i) f estune densité de probabilité ;

(i) si V désigne une variable aléatoire de densité f, la variable aléatoire Z := ¢" a la méme suite
des moments que Y, mais n’a pas la méme loi que Y.

2

Démonstration: (i) f est clairement positive, et puisque x — e~ 2 sin(7rx) est impaire intégrable sur R,
/ x7(1+sm(7rx)) dx:/ T dx+/ XT in(7rx) dx = V2.
R

(ii) Soit V désigne une variable aléatoire de densité f et Z := ¢". Quel que soit k € N,

E(Zk> = ]E( kV \ﬁ/ em 7 (1 +sin(7rx)) dx = \/127” (/}Re’“ﬂexz2 dx+ [ e~ g sin(7rx) dx) :

Par ailleurs,

. k 2 k xz i k x2 H
21/ Yo~ 7 sin(x) dx = /e Yo~z dx—/ ereT T e
R R R

(rr—ik)?

(m+ik)?
= V2r (e_ T —e 2 > par le lemme précédent

—n2 k2 —n24k2
— /27'((6 > elnk_e T e ik

22
= 2iV2me 2" sin(7k) =
Ainsi :

]E(Zk e dx = E(eku) - E(Yk) .

7 e

De plus, puisque x — sin(7rx) est continue, positive et non identiquement nulle sur [0, 1],

P(Z € [1,¢]) — (Y € [1,¢]) = P(V € [0,1]) — B(U € [0,1]) sin(7x) dx > 0.

-7 h

Dong, Y et Z n’ont pas méme loi. |

Cela étant dit, une condition simple mais plutdt restrictive nous assure qu'une variable aléatoire est
completement déterminée par ses moments :

1.2 Moments et variables aléatoires bornées

La bornitude est en effet un critére suffisant, et il est relativement simple de le démontrer.
Proposition 1

Deux variables aléatoires bornées qui ont les mémes moments ont la méme loi.

Démonstration: Soient Y et Z deux variables aléatoires bornées. Il est clair que Y et Z admettent alors des
moments de tous ordres. On choisit A > 0 tel que |Y| < A et |Z] < A.

Supposons que pour tout n € N, E(Y") = E(Z").
Alors, par linéarité, quel que soit P € C[X], E(P(Y)) = E(P(Z)).

Fixons t € R, et soite > 0.
L’application x +— ¢'** est continue sur [— A, A], donc par le théoréme d’approximation de Weierstrass
(voir la proposition 3 dans la suite du mémoire pour une démonstration), il existe P, € C[X] tel que

Vx € [—A, A],

eitx . Pg(x)’ <

N ™
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Probléme des moments

Etant donné que Y et Z sont a valeurs dans [—A, A], on obtient :

‘E(eity) —E(7) ] - ‘E(e”y = P(Y)) +E(P(Y)) — E(P(2)) — B - Pg(z))’
- ‘E(e”y - Pg(y)) - E(eifz - Pe(Z)) ‘
< EletY - pg(y)‘ +E’e”z - Pe(Z)’ < % + % =

Comme ¢ > 0 était arbitraire, on en déduit que E(¢'*Y) = E(e/'?), et ce, quel que soit t € R.
Donc Y et Z ont méme fonction caractéristique, donc méme loi. u

Intéressons-nous a présent au probleme de Hausdorff, pour lequel nous allons établir une condition
nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité de la solution.

2 Probléme des moments de Hausdorff

La démarche proposée par W. Feller utilise abondamment des propriétés algébriques liées a un opé-
rateur aux différences finies. Nous allons donc commencer par établir quelques notations et lemmes
de calcul, apparemment sans rapport avec le probleme de Hausdorff, mais qui s’avéreront tant utiles
qu’agréables lorsque 1'on voudra énoncer et établir les résultats qui le résoudront.

2.1 Notations de calcul des différences finies
Etant donnée une suite a = (a,), € RY, on pose :

‘ Aa):=a  A(a):= (ans1—an),  puis pour toutk € N, AMl(a) := A (A¥(a)).

Afin d’alléger 'écriture, on notera, pour k,n € N, Akg, le terme de rang n de la suite Ak (a).

Lemme 2

Soit (a,), € RN.Ona:

VreN, Viel, Arlfli = Z <:) (—1)r_jlli+]‘.
j=0

Démonstration: Soit 7 € N. On définit I’opérateur de translation T sur RN par T((x)n) = (x,41)n- On ob-
tient alors la relation A = T — Idpy. Comme T et Idpny commutent dans I’anneau des endomorphismes
R-linéaires de RY, on peut leur appliquer la formule du bindme de Newton :

Ar:(TIdRN)rZZr:(;>Tjo( Tdgr)'™ zi:() Y =i,

j=0

1l est clair par récurrence immeédiate que, pour tout k € N, T%((a,)n) = (a,4)n. On applique alors la
relation ci-dessus a la suite (a,),, ce qui donne, avec les abus de notations adoptés, I'identité souhaitée. H

Lemme 3 (Formule de réciprocité et formule d'inversion)

Soient (a,)n, (cn)n € RY. Alors, pour touts € N :

G VvieN, Y cr< )A’al Z al+]< > 1) A Tey;
r=0

S . .
Qi) Vke N, = ) <j) (1) Ao .

j=0
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2.2 Généralisation aux fonctions Probléme des moments

Démonstration: Soits € N.
(i) Soiti € N.

Or,pour0<r<j<s:

(i> (;) - <s—r>!j'i<r—j>! N j!<s_]~§i§§:£§<r_j>! N (;) <:5>

Dong, pour j € [0,s],

s ) s— ]
Z <i> (;) (-1 e = <> ( —J changement d'indice k =r — j
r=j

s—j
_ (s) (s—]) —1) iRy
17 k=0

= (j) AT ]c] (lemme 2) .

D’ou1 I’égalité souhaitée.

(ii) Soit k € N. On pose pour tout n € N, d,, := ¢, . Il s’agit d’appliquer (i) pour (a,) valant constam-
ment 1 et en remplagant (¢, ) par (d,). On a alors, par le lemme 2 et la formule du bindme de Newton,
VieN,A%; =1et Akai =0desquek > 1.

o . > (s Cias—
La formule « de réciprocité » (i) permet d’obtenir que dy = 'ZE) ( ) (=1)°7 /A% d;.
]:
Le résultat vient aussitot en utilisant la définition de (d,). |

Exemple. Soit 6 € R. On pose pour toutr € N, ¢, := 0".
Alors par le lemme 2 et la formule du bindme, pour tous k,r € N,

Al = (=1)05(1—0)". 1)
La formule de réciprocité donne alors, pour (an)n € RNets,i € N:

i <r)Aral = Z”l+1< >9] (1-0)>"/

r=0

2.2 Généralisation aux fonctions

u(x+h) —u(x)
h

Etant donnés u : R — R une application, x € R et 1 € R*, on pose %u(x) =
(%u(x) est le taux d’accroissement de u entre x et x + h).
On remarque que, posant pour toutk € N, ai(u, x, h) := u(x + kh), on a la relation :
%u(x) = %Aao(u, x,h).
On définit alors, pour r € N,
Au(x) = lArao(u,x,h) — zr: <
h h

lemme 2 " i=0

]) (1) ux + jh). @

A présent cherchons a établir un petit lemme de calcul, qui servira a démontrer le fait (intuitif) que,
sous conditions (en fait par la seule dérivabilité r fois en x), %ru(x) — ul(x).
—>
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2.2 Généralisation aux fonctions Probléme des moments

Lemme 4

@ VreN*,VPeR, 4[x], } (;) (—1)"IP(j) = 0;

(i) vr e N, ) (;) (—1) T =,

j=0

Démonstration: On définit la suite (Ps)scy d’éléments de R[X] par :

Po:i=X(X—-1)--(X=s+1)=][](X—i)sis > Tet P := X".

(i) Soit r € N*. Alors, (Ps)o<s<r—1 est une base de R,_1[X] (polyndmes « de degrés échelonnés »).

Montrons que, pour tout s € [0, — 1], Z ( )(=1)""1Ps(j) = 0.

Soit s € [[0,r — 1]. Remarquons que, par (2)

i (r> (=1)"IPs(j) = A"Pi(0).

=0 \J
Par ailleurs, sis > 1:
s=2 —
%PS(X):PS(X+1)—PS(X):(X+1)H(X—i) X—s+1) H —i _sH —i) = sP,_1(X).
i=0 i=0

Et, sis = 0, on a clairement %VPS (X) = 0. Dong, par récurrence immédiate, pour k € N* :

(s —k+1)P_((X) sik<s

k [ s(s—=1)-
%PS(X)_{ 0 sik > s.

Ainsi, comme s < 1, %’Ps (0) = 0 et on a le résultat.

(ii) Soit r € N*. Alors le polynome X" — P, appartient a R,_1[X] et on peut lui appliquer le point (i)
pour obtenir :

% () i <o

soit encore :

"y iy Ly —in
y (7)uir =% () orre.
4 =0 j
Mais P;(j) vaut 0 pour 0 < j < r. D’otx :

y (r) (=1)j = Po(r) = 1.

=0 \J

Proposition 2 (lien entre différence d’ordre r et dérivée rome)

Soient [ un intervalle de R, x € I et u : I — R une application r fois dérivable en x. Alors :

r (r)
% u(x) o (x).

Démonstration: Par le théoreme de Taylor-Young, on a, pour tout j € [0, r] :

T
u(x+ jh) = Z Y+ o(h).
h—0
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2.3 Approximation de Bernstein Probléme des moments

Ainsi, par définition de %ru(x), il vient :

r N 1 X /r i u(k)(x) '
5, hr];)<]‘>(_1) ’(kgo i (]h)k>+o(1)
I ul®) (x) Ty o

h—0 Wkgo k! hk(};)(])(—l) ]]k>+0(1).

r .
Or, pour tout k € [0,7], ) (:) (—=1)"=1j* = r18;, par le lemme 4. Ainsi :
=0

r _ 1 ru(r)(x)| _
%u(x) o Wh P r.+o(1)h:Ou (x) +o(1). .

2.3 Approximation de Bernstein

Etant donnés f : [0,1] — R et n € N*, on définit I'élément( ') de R[X] suivant :

B.f := kgof(D (’,Z) X1 = x)" 3)

On peut alors énoncer le célebre résultat suivant :

Proposition 3 (Théoréme d’approximation de Bernstein)
Soit f € ¥([0,1],R). Alors (B, f), converge uniformément vers f sur [0, 1].

Démonstration: On choisit, pour 6 € [0,1] et n € N¥, Y}, 9 une variable aléatoire de loi binomiale de

parametres n et 0. On pose Z,, g := %’6. La variable aléatoire Z, g est a valeurs dans [0, 1], et :

B Zo) = ¥ 7(3) (1) -0t = Busco).

Donc, quels que soient n € N* et 0 € [0, 1],

|Buf(6) = f(0) = |E (f(Zne)) = f(O)]-

Soit € > 0. Par uniforme continuité de f sur le compact [0, 1], il existe 6 > 0 tel que :

Vre[0,1], VOe[0,1], |x—0]<s=|f(x)—f(0)] < %
On écrit alors, pour n € N* et 6 € [0,1],
Be—ag/ Z—BdP—i—/ Zno) — £(6)| dP
BO O < [ Uz = fOIa [ (a0 f10)
€
S SP(Zue — 0] < 8) +2[|fllooP(|Zn0 — 6] > 5)
= §+2Hf||oo]P’(|Zn,9 —E(Z,9)| > 9) en notant que E(Z,,9) = 0
Var(Z
< % + 2 fl oo % par l'inégalité de Bienaymé-Tchébychev
e 6(1—6)
= L2020
€ 2flls
=2 + nd? -

1. parfois appelé polynome de Bernstein d’ordre n associé a f
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2.4 Suites complétement monotones Probléme des moments

2
On choisit ny € N* tel que pour n > ny, |L]:S|L°° < % Alors, il vient :
Vn=ny, VOel0,1], |an(9)—f(9)\<§+§:g, .

Remarque 1

Une conséquence immédiate de cette proposition est le théoreme d’approximation de Weierstrass
qui affirme que toute fonction réelle continue sur un intervalle fermé borné est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales. On a méme ici une formule explicite pour les polyndmes
approchants.

2.4 Suites compléetement monotones

On est amené, pour résoudre le probleme des moments de Hausdorff, a introduire une certaine classe
de suites qualifiées de completement monotones.

Définition 1 (Suites complétement monotones)

Soit (ck)ken une suite réelle. On dit que (ci)ren est compleétement monotone lorsque :

VkeN, VreN, (=1)"A’¢ >0.

Exemple. Si6 € [0,1] et pour toutk € N, ¢, = 0%, alors par I'exemple (1), on a
Vk,r €N, (—1)"A’cy =0(1-0)" > 0.

Il apparait que ce critere de classification des suites semble intéressant pour notre probleme. En effet,
d’une part, la suite des moments d’une variable aléatoire est toujours completement monotone, et
d’autre part, il y a un moyen de reconstituer en un sens a préciser, par les propriétés de monotonie
complete, une variable aléatoire donnée a partir de la seule suite de ses moments. C’est ce qu’exprime
la proposition suivante.

Proposition 4
Soit p une probabilité portée par [0, 1]. Alors :

(i) (mr(u))ken est complétement monotone.
n . .
(ii) Notons, pour tout n € N*, i, := ) <n> (=D)" A" Tmi(u)s;.
j:O n
(n) est une suite de probabilités portées par [0, 1] ne dépendant que de la suite (1 (1) )ken
telles que (i, 1) — (u, u) pour toute u € €([0,1],R).
o0

Démonstration: Pour simplifier 'écriture, on note Z une variable aléatoire de loi p.

(i) Soient r et k dans N. Par le lemme 2, 0n a :

T X i 14 X X

(v amy(u) = (-1 § () (<1 () = <—1>’E<zk y () <—1>”2f> — B(Z5(1- 7)),
=0 =0

Comme Z est presque stirement a valeurs dans [0, 1], E(Z¥(1 — Z)") > 0, et on obtient le résultat.

(ii) Soient n € N* etu € €(]0, 1], R).
Par la formule d’inversion (lemme 3), on a :
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2.4 Suites complétement monotones Probléme des moments

Donc p,, est bien une probabilité ; elle est clairement portée par [0, 1]. En outre :

(u, Byu) = E(Bnu(Z

n
= Z u (i) (7) )1 iAn ]m](u) par le méme calcul qu’au (i)

De plus, comme B, u — uniformément sur [0, 1] par la proposition 3, alors
n—o00
(b, But) —— (p,u).
D’ou le résultat. [

Remarque 2

Le point (ii) signifie que 1’on peut réaliser une variable aléatoire Z de loi u comme limite en loi
d’une suite de variables aléatoires construites uniquement a partir de la suite de ses moments.

Bien stir, il ne s’agit pas la de la solution au probleme de Hausdorff, car aucune variable aléatoire ne
nous est donnée a 1’avance : il faudra en construire une directement a partir d"une suite possédant de
bonnes propriétés (donc au moins completement monotone). Toutefois, on déduit immédiatement
de cette proposition le résultat d"unicité en cas d’existence de la solution au probléme de Hausdorff.
Remarquons que ce résultat peut aussi étre obtenu de maniere immédiate par la proposition 1, en
invoquant le fait que toute variable aléatoire solution au probleme de Hausdorff est bornée.

Corollaire 1

Soient p et v deux probabilités portées par [0, 1].
Si, pour tout k € N, my () = my(v), alors u = v.

Démonstration: Supposons que pour toutk € N, my () = my(v). Soit Y (resp. Z) une variable aléatoire de
loi p (resp. v). On vient de voir que Y et Z sont chacune limite en loi d"une suite de variables aléatoires
construites exclusivement a partir de la suite de leurs moments respectifs. Les moments de Y et Z étant
les mémes, on en déduit que Y et Z sont limites en loi d’'une méme suite de variables aléatoires (T},).
¢y et ¢z sont donc toutes deux limites simples de ¢r,, d’oll py = ¢z. Ainsi Y et Z ont méme loi,
C'est-a-dire u = v. |

Il s’agit maintenant de parvenir, a partir d’une suite complétement monotone quelconque (ci)ken
(pas nécessairement celle des moments d’une probabilité donnée a ’avance) a reconstituer une va-
riable aléatoire dont la suite des moments coincidera avec (ci)xen. Nous allons essayer d’adapter la
preuve de la proposition précédente, tout d’abord en se restreignant au cas de u = X* (ce qui revient
par linéarité a u polynomiale). Puis, une extension partielle par densité a u € ¢ ([0, 1], R) quelconque
est proposée.

Lemme 5

Soit (cx)ken une suite réelle complétement monotone vérifiant cyp = 1. On pose pour tous n € N*
. n I n
etj e [0,n], Pgn) = ].> (=)™ A ), ety = Z{)pg.")éz. Alors :
j=
(i) pour toutn € N*, u, est une probabilité portée par [0, 1];
(ii) pour toutk € N, my(pun) — ck;
n—o0

(iii) pour toute u € €([0,1],R), la suite ({uy, 1) ),en+ converge dans R.
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2.4 Suites complétement monotones Probléme des moments

Démonstration: (i) Soit n € N*. Par monotonie complete de (¢ ) et par la formule d'inversion (lemme 3),

(n)
j 1

(i) Soit k € N*. On pose u := X. Alors, quel que soit n € N*, notant 1 := py il vient :

, j € [[0,n], sont des réels positifs de somme ¢y = 1.

les p

n

Y u(jn)p}”

j=0

<Hnl u>

n

= Fajt 0,0 () (-1 i

j=0

I
0-1=
o
S

n) %rao (u,0,h) par la formule de réciprocité (lemme 3)

! %ru(O) par la relation (2) .

I
0-1=
o
S

‘
Il
o
7N N
= 3
"
2
2

‘._
i
o

Montrons que pour r > k, %ru(O) =0.Sir > k,ona, par (2):
ATu(0) = n" Z "1y L) = Z "V (1) () otiuy = X R [X] C R, 1[X]
P ford ] n = ] n n- n k = Br— .

Par le point (i) du lemme 4, le résultat s’ensuit. Ainsi :

Vn>k ) c " lAru(O):zk:c " lAru(O)
AN X = "\ r)nh '

r=0

Or, pour tout r dans [0, k],

et par la proposition 2,

Par somme finie, on a donc :

k k
vne N,  (ug,u)=Y ¢ (n) lAru(O) — Y iy = o

n'n n—oo =
(iii) Soient u € € ([0,1],R) et e > 0.

Par le théoréme de Bernstein (proposition 3), il existe P, € R[X] tel que ||u — P|| 01 < 3
En particulier, pour tout n € N*,

£
KW#-E><AWW@%JH@MWWMM5WHW—HWM<3

Par ailleurs, la suite ({uy, P;))n étant convergente via le point (ii) étendu par linéarité,

dng €N*, Vp,qg2=ng |<Hp/P£> - <P‘q/P£>‘ <

W[ ™

Alors, pour tous p, q > ny,

[uap, ) = (pag, )| [(ttp, = Pe) + (pp, Pe) = (g, Pe) — (ug, u — Pe)|

< Kup,u—Pe)| + [{pg,u = Pe)| + [(1p, Pe) — (g, Pe)|
e €
< 2-+-=e¢
X 3+3 £ -
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2.5 Théoréme de Hausdorff Probléme des moments

2.5 Théoréme de Hausdorff

En fait, il apparait, comme le laissaient a penser les résultats que I'on vient d’obtenir, que le critere
de monotonie compleéte est le bon pour caractériser les suites (cx)ren @ partir desquelles on peut
reconstituer une loi de probabilité portée par [0, 1] dont la suite des moments coincide avec (¢k)ken-
Cejoli résultat est di1 a Felix Hausdorff.

Théoreme 1 (Hausdorff)

Soit (ck)ken une suite réelle completement monotone telle que ¢y = 1.
Alors il existe une unique probabilité u portée par [0, 1] telle que pour tout k € N, ¢ = my(u).

Nous allons proposer deux démonstrations différentes pour ce théoréme : la premiere, rapide, court-
circuite les arguments en invoquant un théoréme puissant de théorie de la mesure. Elle a I'avantage
d’étre facile a lire, mais masque la profondeur du résultat. La seconde, moins digeste, mais plus
réaliste, propose une construction « manuelle » de i en passant par la fonction de répartition associée.

2,51 Commencement de la démonstration

Donnons dés maintenant les premieres étapes du raisonnement, qui sont communes aux deux va-
riantes proposées ; nous nous arréterons au moment oti les versions commencent a diverger.

Soit (cx)ken une suite réelle completement monotone telle que ¢y = 1. Remarquons tout de suite que
"unicité en cas d’existence est déja établie (conséquence immédiate du corollaire 1). Nous allons donc
essayer de construire une probabilité qui répond au probleme.

On reprend les notations du lemme 5 : on pose pour tous n € N* et j € [0, n], p§.”) = (’]?)(—1)”*J'A”*J'c]-.

n
Alors pour tout n € N*, pt, := ) p§")5 ; est une probabilité portée par [0, 1].
=
Etant donnée u € ¢(]0,1],R), on pose, en vertu du point (iii) du lemme 5 :

M(u) := lim (uy,, u).

n—o00

Les propriétés de linéarité et de positivité de l'intégrale ainsi qu'un passage a la limite permettent
d’obtenir immédiatement la propriété suivante :

M est une forme linéaire positive sur ¢ ([0, 1], R). ()

2.5.2 Premiére version de la démonstration

La propriété () permet d’'invoquer le théoréeme de représentation de Riesz (cf. [2]), qui donne aus-
sitot 1’existence d’une mesure p sur [0, 1], positive finie sur les compacts, telle que :

Vu e €(0,1,R), M(u) :/[ k.
0,1
En particulier pour k € Netu = Xk ona, par le lemme 5,

M(u) = nlggo my(fn) = cx.

[ Tr—
[01]

Donc ¢, = my(p), d’otr le résultat.
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2.5 Théoréme de Hausdorff Probléme des moments

2.5.3 Deuxiéme version de la démonstration

Nous allons maintenant établir quelques résultats préliminaires qui seront utiles pour mener a bien
la seconde version de la démonstration.

Commengons par un petit lemme qui interviendra a la fin du raisonnement.

Lemme 6 (Moments et fonction de répartition)

Soient u une probabilité sur R et F la fonction de répartition d"une variable aléatoire de loi p.
Si u est portée par R, alors pour tout r € N*:

Et lorsque p est portée par [0,1] :

1

my(p) =1-— r/o X 1F(x) dx.

Démonstration: La preuve étrangement simple repose exclusivement sur le théoréme de Fubini-Tonelli.

[ tutmoehar = [Tt ([Tt du) ) ax

/ooo /(;Oo (rxr_lﬂ]x/oo[(y) dx) d“(y) par Fubini-Tonelli

/Ooo (/Oy a1 dx) du(y)

/Ooo y du(y)
my().

Si u est portée par [0, 1], alors en remarquant que pour x € R, u(]x,00[) = 1 — F(x) et vaut 0 pour
x > 1, on écrit :
] 1 1 1
/ rx" " tu(]x, oof) dx = / rd (1= F(x))dx = [x'], — r/ X 1F(x) dx.
0 0 0

ce qui donne le résultat. ]

Introduisons maintenant une famille de fonctions affines par morceaux sur [0, 1].
Etant donnés ¢ > O et t € [0, 1], on note u; . la fonction réelle définie sur [0, 1] par :
Upe(0) = upe(t) =1, upe(t +€) = upe(1) = 0 et uy, affinesur [0,¢], [t,t +¢] N[0, 1] et [t +¢,1]

Avec des formules, cela donne (?) :

1 six € [0,
Vx e [0,1], wupe(x):=q Fx+1+L sixe[tt+e]
0 six € [t+e¢1].

Donnons trois petites propriétés de cette famille de fonctions, qui nous seront utiles par la suite.

2. étant entendu que certains des intervalles mentionnés peuvent étre vides ou déborder de [0, 1], ce qui n’a pas d’inci-
dence sur la consistance de la définition (qui vaut uniquement pour x dans [0, 1])
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2.5 Théoréme de Hausdorff Probléme des moments

Fait 2

(i) Pour tous ¢ > Oett € [0,1], us, est continue positive et majorée par 1 sur [0, 1].
(i) Soientt € [0,1], et 0 < &1 < &3. Alors Uy, < Uy, .
T—t
(iii) Soiente > Oett, 7 € [0,1] avec t < 7. Alors u e < Ure et max(ur e — Use) < —

’

Démonstration: (i) est évident.
(ii) est graphiquement clair. Vérifions-le par le calcul :

0 six €[0,t]U[t+ep,1]
Vx €[0,1], (upe, —tpe)(x) = (% — %) (x—t) six €[t t+e] > 0.
;—jx—i—l—l—é six € [t+e1,t+ )

(iii) Le fait que u; ¢ < ur . est graphiquement clair ; on peut aussi ’observer sur les calculs suivants qui
vont servir a justifier que ma?(um —upe) < =L
0,1

’

e Sit+ e < 7 (voir figure 1), (ure — us)(T) = 1. Donc par (i), r[nai((um —upe) =1 < =L
0,1

e Sit+e > 7 (voir figure 2), alors quel que soit x € [0,1],

six e [0,t]U[Tt+¢1]
six € [t, 1] T—t

six € [1,t+¢] e
sixe[t+e1+¢ [ ]

v O
R
- e

(Ure —ute)(x) =

‘ _
&)

=

x+1+

|
™[

On définit, pour tous € > 0 et t € [0,1], Uc(t) := M(ue), ot uy . est définie ci-avant. On a alors :

(a) Pour tout e > 0, U, est positive croissante et continue sur [0, 1].

En effet, la positivité est claire, et pour ¢ > 0 fixé, si 0 < t < 7 < 1, on obtient par le fait 2, que
Upe < Ure. Puis on déduit de () que M est croissante, d’ott : M(ute) < M(ur,e), ce qui donne la
croissance de U,.

Pour la continuité, soient ¢y € [0,1] et 7 > 0. On cherche § > 0 tel que
Vi e [0,1], |t —to] < 6= |Uc(t) — Uc(to)| < 1.

Quel que soit f € [0,1], ona: |[Us(t) — Ue(to)| = [M(te — ttpy )| = nlgrolo | (tn, Upe — Upg,e) |-

: fait 2 Pt
Or, pour tous t € [0,1] et n € N*, {1y, e — tgye)| < / |t e — pye| dptn < | 0’.
[0,1] 1, ([0,1])=1 £
Ainsi, choisissant 6 := ¢n, on obtient bien le résultat.

(b) Pour toutt € [0,1], e — U,(t) a une limite finie en 0.
En effet, pour ¢ fixé dans [0,1],si 0 < & < &, on obtient, toujours par le fait 2, que u; ¢, < Uy, .

La croissance de M, donnée par (), indique aussitdt que 0 < U, () < U, (f). Par un argument
classique, il vient U, (t) 5 in(f] U:(t) € R.
£— £>

On pose, pour tout ¢ € [0,1],
F(t) := lim U,(¢).
(t) = lim U.(2)
Alors F est croissante (d’aprés (a) et un passage a la limite) et vérifie F(1) = 1 (car F(1) = M(1) =
lim tn(]0,1]) = 1). On sait qu’alors I'ensemble des points de discontinuité de F est au plus dénom-

brable En changeant éventuellement la valeur de F en ces points, on construit une application F
continue a droite égale F partout sauf aux possibles points de discontinuité de F.
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Probléme des moments

Notons pour chaque n € N*, F, la fonction de répartition d"une variable aléatoire de loi p, (3).
Soient 6 > ¢ > 0ett € [0,1].
On a clairement, de par les définitions de u;_s . et 1, l'encadrement :

Up-5e < Lpog S Utee
En l'intégrant par rapport a 1, on obtient pour tout n € N* :

<Fln/ ut75,5> < Fn(t) < <P‘n/ Mt,£>~

En passant a la limite inférieure dans l'inégalité de gauche et a la limite supérieure dans celle de
droite, on obtient :
U (t — 8) < liminf F,(t) < limsup F,(t) < Uc(t).

n—00 N—00

Faisant tendre ¢ vers 07, il vient :

F(t — 68) < liminf F,(t) < limsup F,(t) < F(#).

n—00 n—00
Puis, si F est continue en £, ce qui implique que F(t) = F(t), on obtient en passant a la limite § — 07 :

Ey(t) —— F(b).

n—00

Fixons k € N*. Par le lemme 6,
1
my(pn) =1 — k/ xF=1E, (x) dax.
0

Comme pour tout x € [0, 1], F,(x) — F(x) et 0 < x¥71F,(x) < 1, il est immédiat par convergence
n—oo
dominée que :

1 1
1-— k/ X 1F (x)dx —— 1 — k/ x*1F(x) d.
0 0

n—00

Or, on a montré au point (i) du lemme 5 que my () — Ainsi :
n—oo

1
1-— k/ A 1E(x) dx = .
0

On sait par ailleurs que, F étant croissante, continue a droite, tendant vers 0 en —oo et vers 1 en
0o, c’est la fonction de répartition d'une unique variable aléatoire réelle. On note u la loi de cette
variable aléatoire. i1 est portée par [0, 1] car, en tant que limite de F,, F est nulle sur | — co, 0 et vaut
1sur]1, oco[. Alors par le lemme 6, la derniére égalité devient :

my(p) = cx

et, cette égalité étant clairement vraie aussi pour k = 0, c’est précisément ce que 'on voulait obtenir !
La prochaine section de ce mémoire va aborder les deux autres problemes des moments principale-
ment présents dans la littérature.

3 Problemes des moments de Hamburger et de Stieltjes

3.1 Résultats d’existence pour les problemes de Hamburger et de Stieltjes

Comme annoncé dans l'introduction, nous nous contentons ici d’énoncer, sans justification, les résul-
tats d’existence concernant les problemes des moments de Hamburger et Stieltjes. On pourra trouver
dans [3] des démonstrations de ces résultats faisant appel a la théorie spectrale des opérateurs auto-
adjoints, qui dépasse le cadre de ce TER.

3. ou fonction cumulative de i, définie sur R par F,(t) = pu (] — 00, t]) = s ([0, 1])
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3.2 Une condition suffisante simple d’unicité Probléme des moments

Théoréme 2 (conditions d’existence d'une solution aux problémes de Hamburger et Stieltjes)

Soit (1, ),en une suite réelle.

(i) (m,) estla suite des moments d’une mesure positive sur (R, Z(R)) si et seulement si :
NN
YVNEN, V(Bo...,Bn) €CVN, YV Y BrBimys =0
k=01=0

(i) (m,) est la suite des moments d’une mesure positive sur (R, Z(R)) portée par R* si et
seulement si :

N N
VNeN, V(Bo,...,Bn)€CN, Z Z BiBimiyr >0 et Y Y BBy =0
k=01=0

Démonstration du fait que les conditions sont nécessaires: (i) Supposons qu’il existe une mesure p bo-
rélienne positive sur R telle que m, = (i, X") pour tout n € N. Soient N € Net (B, ..., By) € CN*L
Alors :

N
X BiBinss = / y Zﬁkmxk“du du > 0.

Rx=0/=

I Mz

(ii) Supposons qu’il existe une mesure p borélienne positive sur R, portée parRY, telleque m,, = (u, X")
pour tout n € N. Soient N € Net (By,...,Bn) € CN+1, Alors, la premiere relation est vérifiée pour les
méme raisons qu’en (i). En outre, le fait que u soit portée par R* permet d’écrire :

2
du(x) >0

HMZ

N 00
Z kﬁ/mk+1i+1 —/ Z Z BiBex T dp(x) = /0

N 1
Z ﬁkxk'i' 2
k=0 |

Nous allons a présent nous focaliser jusqu’a la fin du mémoire sur la recherche de conditions suffi-
santes, les moins restrictives possibles, d"unicité en cas d’existence des solutions aux problemes de
Hamburger et de Stieltjes.

3.2 Une condition suffisante simple d"unicité

Commengons par énoncer une propriété importante des fonctions caractéristiques.

Proposition 5
Soit T une variable aléatoire admettant des moments de tous ordres. On note pour tout n € N,
my = E(T") et u, := E|T"|. On suppose que la limite supérieure de (!mn/(n!)|1/") est finie, et

on désigne par R son inverse (R > 0). Alors :

e8]

(i) pour toutr € [0, R], Z
n=0

(ii) ¢7 se prolonge en une fonction holomorphe sur Bg := {z € C / [Imz| < R}.

'r < 00,

Démonstration: (i) Soitr € [0, R].
Par la formule de Hadamard, R est le rayon de convergence de la série entiére Z m—’:z”. De plus, on

n=0
m
sait que le rayon de convergence de Z n—-z" est aussi égal a R. Donc :
o nt
o0 o0
Man_2n Man+2 _on+2
< oo et (2n+2) 77’ < 00. 4
;0 2n)!” ; T ot 2) @

Par ailleurs, quel que soit n € N,
1

Hontl S 5 (moy + mopqa) .
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3.2 Une condition suffisante simple d’unicité Probléme des moments

Cela vient de ce que, pour tout x € R, 0 < (|x| — 1) = x? — 2|x| + 1, inégalité qu’on multiplie ensuite
par x> > 0, et qu’on intégre contre la loi de T.

On obtient ainsi, en supposant r # 0 (sinon le résultat est clair) :

i Hnon o _ f Hon_on | i _ Mol outd
o ™ = @2n)l &2+ 1)
00 00 00
Myn opn r Moy oy 1 M2pi2  yin
S 3 U 2n +2) st < ar (4).
,Eo (2n)! 2 Z‘O (2n)! 2r ,EO( )(Zn—i—z)! oo par (4)

(ii) On définit pour tout z € B, ¢1(z) := E(e?T). On va employer le théoréme d’holomorphie sous le
signe somme, qui montrera a la fois que ¢ est bien définie et qu’elle est holomorphe sur Bg.
Soitr € ]0,R[. On définit F: B, xQ — C
(z,w) — €27
e Il est clair que pour tout w € Q, F(-, w) est holomorphe sur B;.
e Quel que soit (z,w) € B, x Q,ona:

[F(z, w)| =

eizT(w)‘ = T(W)Imz  |T(w)Imz] o r|T(w)|,

Or, par le théoreme de Fubini-Tonelli et le point (i) :

E(e’m) :E<§ u;;r”) = i E':;ﬂr" = io: nTr” < 00,

n=0 n=0 n=0
et ainsi,
IF| <"l e 21 (Q).
On en déduit que ¢ est holomorphe sur By, et ce pour r € ]0, R[ quelconque. u

Cette propriété permet d’établir une condition simple d’unicité en cas d’existence, pour le probleme
de Hamburger ou de Stieltjes. Nous nous attacherons ensuite & donner une condition un peu moins
restrictive, mais plus délicate a établir.

Corollaire 2

Soit (my)en une suite réelle telle que my = 1.

Si lim sup |m,, /(n!)|*/"

n— 00
possede au plus une solution. Autrement dit, la suite des moments (,,) détermine la loi.

< o0, alors le probleme de Hamburger (ou de Stieltjes) associé a ()

Démonstration: Supposons que lim sup |m,,/(n!) |1/ " < 00. On pose
n—oo

_ 1

= /n > 0.
lim sup |m, /(n!)|
n—o0

Soient Y et Z deux variables aléatoires admettant des moments de tous ordres, telles que, pour tout
nde N, E(Y") = E(Z") =: my. On note encore ¢y (resp. ¢z) le prolongement holomorphe de la
fonction caractéristique de Y (resp. Z) & Bg := {z € C / |Imz| < R}, bien défini d’apres la proposition
précédente.

Pour toutn € N,
9V (0) = E((iY)") = i"mw = ¢(0).
Donc les fonctions ¢y et ¢z, coincident sur D(0, R), puisqu’elles ont le méme développement en série

entiere sur ce disque. Comme elles sont holomorphes sur 'ouvert connexe Bg, on a ¢y = ¢z sur Bg,
et a fortiori sur R. Donc Y et Z ont méme loi. |

Nous allons établir une condition suffisante d"unicité un peu plus générale reposant sur le théoreme

de Denjoy-Carleman. Pour cela, nous avons besoin d’introduire les notions de suites convexes et
log-convexes, ainsi que d’en établir certaines propriétés plus ou moins élémentaires.
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3.3 Suites convexes Probléme des moments

3.3 Suites convexes
Définition 2 (Suites convexes et log-convexes)

Soient (ay)ren une suite de réels et (My)ren une suite de réels strictement positifs.
On dit que (ay) est convexe lorsque :

1
Vk 6 N, ak+1 < E (ﬂk + ak+2) .

(M) sera dite log-convexe si la suite (log M) est convexe.

Enongons quelques propriétés découlant de cette définition, qui seront utilisées par la suite.

Proposition 6
Soient (ay)ren une suite de réels et (M )ren une suite de réels strictement positifs. Alors :

(i) (ay) est convexe si et seulement si (a1 — ay) est croissante ;

ﬂk*ﬂp
k—p

(ii) si (ax) est convexe, alors quel que soit p € N, ( >k est croissante ;
>p
(iii) si (ax) est convexe et % 5 0, alors (“—") est croissante a partir d'un certain rang;
k k—o00 k
(iv) (M) est log-convexe si et seulement si pour tout k € N, M2 1 < MM

(v) (M) est log-convexe si et seulement si (MMLZI> est croissante.

Démonstration: (i) (a5, — ai) est croissante si et seulement si :
VkeN, (agio—agi1) — (a1 —ax) =0 i.e. si et seulement si Vke N, ag,—a>2a,,
ce qui équivaut a dire que (a;) est convexe.

(ii) Supposons (i) convexe. Soit p € N. Quel que soitk > p,ona:

Gy —ap  ag—ap (A —ap)(k—p) — (e —ap)(k—p+1)

k+1-p k—p k—p)k—p+1)

Or:

k k-1

(@41 —ap)(k—p) = (@ —ap)(k—p+1) = (Z (@n+1 —ﬂn)> (k=p) - <Z (@011 —ﬂn)> (k=p+1)
n=p n=p

> (k—p+1)(apy1 —ap)(k—p)—(k—p)(ap1—ap)(k—p+1)=0  parcroissance de (a1 — a).

Donc (al’;:u” ) croit.
P Jk>p

(iii) Supposons (ax) convexe et % oot oo Alors il existe m € N* tel que 72 = kirg %, etsik e N*:
—00 eN*

g1k _ kagq — (k+1)ag

k+1 & k(k+1)

D’autre part :
((k + 1)ak+2 — (k + 2)5[k+1) — (k(lk+1 — (k + 1){1k) = (k + 1)(ak+2 + 20541 + {Zk) >0,
par convexité de (ax). Et donc pour tout k > m :

Am4-1 _airrl
m+1 m

kag 1 — (k+1ay > may1 — (m+1)ay, = m(m+1) ( ) >0 par choix de m.

Ainsi, ?{"ﬁ — ”7" > 0 pour tout k > m ; d’ot1 le résultat.
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3.3 Suites convexes Probléme des moments

(iv) s’obtient par simple passage a I’exponentielle dans la définition de la log-convexité de (My).

1 . P N . . Mo My _ MMy
(v) s’obtient immédiatement a partir de (iv) en notant que pour tout k € N, Mo Mo = M2 ]

k+1

Comme illustration du point (iv) de cette proposition, donnons un exemple de suite log-convexe qui
sera réutilisé plus loin.

Exemple. Soit Z une variable aléatoire positive.
La suite des moments de Z est log-convexe, car, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n+2

E(Z) =E(2%2}) <E(Z")E(2").

Nous arrivons maintenant a une notion importante que 1'on nommera « régularisée convexe ». Au
. - . . . . Ok .
moins intuitivement, il s’agit pour une suite (a;) telle que khm T = de construire 1’enveloppe
— 00

convexe du nuage de points de coordonnées (k, ay ).

Proposition 7 (Régularisée convexe)

Soit (4 )ken une suite de réels.

.q..4a . Ll
Si khm =k — o0, alors la suite (o) définie par:
— 00

Vk € N, oy := sup{Bx, (Bn) suite convexe de réels minorant (a,)}
vérifie les propriétés suivantes :
(i) (o) est une suite de réels, convexe, qui minore (ay) ;

(ii) il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que ¢(0) = 0, (k) = Xp(x) Pour tout keN,
et (o) est arithmétique sur [[¢(i), (i + 1)] pour chaque i € N.

On dira que (o) est la régularisée convexe de (ay).

On appellera régularisée log-convexe d’une suite (M) de réels strictement positifs 1’exponen-
tielle de la régularisée convexe de (log My).

. a
Démonstration: Supposons que khm * = .
— 00
(i) Soit k € N. Notons C := {pk, (Bx) suite convexe de réels minorant (a,,) }. Comme %" k—> 00,
— 00

alors, a fortiori, ay —— oo et donc il existe m € N tel que a,, = inf a;.
k—o00 keN

La suite constante et égale a a,, est une suite convexe minorant (a,), donc a,, € Cy et Cy # @.
En outre, Cj, est clairement majoré par a;. Ainsi o est réel.
La convexité de (o) et le fait qu’elle minore (a;) sont évidents par construction.

(ii) e Comme (o) est convexe, alors quel que soit p € N, (”l’z:ap”

) est croissante. Donc :
k>p

VpeN, Vk=p, an>oan=oap+ (api1—op)(k—p). (5)

e Soit p € N. Montrons qu'il existe g > p tel que a; = ay = p + (p 1 — ) (9 — p)-
La suite (

I,Zkflxp
k—p

) tend vers oo car :
k>p

g —Qp 4 % 7@k % =
k—p k—-p k—-p kk—p k—p ko

Ainsi, il existe r > p tel que “—" = inf X2 =: C.
r=p k>p r
lo?3 sik<r

La suite (hy) définie par hy = { est un minorant convexe de (ay).

ar+Clk—r) sik>r
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3.3 Suites convexes Probléme des moments

En effet, on a vu que hy = oy < a pour k < r. Et, pour k > 7, oy + C(k — r) < ay par définition de C.
Pour la convexité, on calcule pour tout k € N :

Koo — 2041+ sik+2<r
hk+2_2hk+l+hk: OCr_]—OCr+C sik=r—1
0 sik>r

Cette quantité est clairement positive pour k # r — 1. Etudions le cas restant.

Comme (ay) minore (a) et (‘x’,;:‘rx’ ) . est croissante par la proposition 6, on a :
>r

ak*“y > “k*ar

k>, k—r 7 k—r

Z 01— O

D'ouC > a1 — o 2 &y — 1, Cest-a-dire hy o — 2hyg 1 +hy > 0pourk =r— 1.
On obtient donc bien la convexité de (hy).

Dong, par définition de (o), il vient I, < o pour tout k € N.
En particulier, oy + C(r +1 —r) < ay11. Or,ona déja C > a1 — ar. D'otr :

C=o041— .
Dong, choisissant g := r, on obtient par (5) que :

Vk € [p,ql, o> ap+Clk—p),

4% __
qa—-p

avec égalité pour k = g, car, pu1sque Z ‘;‘P <

En particulier, oy = o + q (q p) = ag.

=Conan; <a,+C(q—p).

e Montrons que (o) arithmétique sur [[p, gq].
o —

Quel que soit k € [p,q], on a la relation : %(k —p)+ap < a, puisque “Z:“” > par la

proposition 6. Or, &; = a + C(g — p). D'oit C(k — p) + «, > ay, pour tout k € [[p,Z]]. Or, onpsalt déja
que o = ap + C(k — p). Ainsi (a) arithmétique sur [p, q].
e Posons enfin ¢(0) := 0, et
VkeN, o@(k+1):=min{qg > (k) t.q. a5 = a4 et (a,) arithmétique sur [@(k), ] }.
Par ce qui précede, @ est bien définie. Par construction, elle vérifie les propriétés voulues. |

On va maintenant établir une inégalité qui permettra d’établir ensuite un résultat important de
convergence ou divergence simultanée de trois séries numériques.

Lemme 7 (Inégalité de Carleman-Collingwood)

Soit (a,) € (R*)N. On a la relation :

Démonstration: Cette inégalité est en fait une conséquence de I'inégalité arithmético-géométrique (IAG).
Nous allons suivre la démonstration de Pélya donnée dans [4].
Pour toute suite (cn) strictement positive, on a :
1
C1a1CAp * - Cpldy \ "
( Cl C2 ... C )

,1 1
(c1ca -+~ cn "ﬁ Z CrAak

I
018

(alaz PN an)%

18

1

3
Il
—_

n

Il
E?)//\
gk

S

(c1cp---cn) ™,

I
18
i)
e

=

Il pglc

S| =

»
I
—

N
—_
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3.3 Suites convexes Probléme des moments

I'interversion des sommes étant justifiée par le fait que tous les termes sont positifs. En particulier si
(n+1)"

——, onobtient cicy - ¢y = (14 1)". Ainsi :
n

l'on prend, pour tout n de N*, ¢;, :=

i !
axCr
n:kn(fl-l-l)

<11
— \n n+1

(k+1)k1
U &

1 k

18
18

(mqap---an)n <

1

;v
Il
-

n

I
D18
)
)

I
I
—
3
~

|
18

=~
Il
-

|
D18

=~

o
g =
=

<

»
Il
—

i

la derniére ligne découlant de I'inégalité de convexité 1 + + < e*.

La proposition suivante jouera un role crucial dans la suite. En effet, 1'une des équivalences qu’elle
énonce sera utilisée pour la démonstration du résultat principal de cette section, a savoir le théoreme
de Denjoy-Carleman. Une autre sera utilisée pour déduire de ce théoréme la condition d"unicité
voulue pour les problemes de Hamburger et Stieltjes. Pour établir le résultat qui suit, nous allons
faire souvent appel aux préliminaires qui viennent d’étre établis a propos des suites log-convexes.

Proposition 8
Soit (My) € (R%)N telle que lim M;/ ¥ = 50. On note (M) la régularisée log-convexe de (My).

k—o0
On pose pour tout k € N*¥, B := ir>1f M,l/ P. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
P/

/

@) ;gﬁlk < 00 (ii) Z ;<00 (iii) Z MM < o0

k+1

Démonstration: Nous allons suivre la démonstration de Mandelbrojt donnée dans [4] p. 23.

On note (M(’p(n)) une sous-suite de (M) telle que ¢(0) = 0, My = M:p(k) pour tout k € N, et

(log M}) est arithmétique sur [¢(i), @(i + 1)] pour chaque i € N.

log M,

log M! ’ )
% Tk> est croissante

e Comme k—> oo et (M;) log-convexe, on sait, par la proposition 6, que (
—00

a partir d'un certain rang ko € N*. Ainsi :

Vk >k, B = }i1r>1£M3/” > ir;iM,’f/" > MR s 0.

Dot :
Vk>ky 0< <L
= R0, X E X W
e On pose, pour tout k € N*, ]\//I_(\p_(k/) = Moy k), ka = oosik & p(N), puis ¥, := inf ]\A/I;Un.
n=k
—1
Puisque, pour tout k € N*, 3; < l/n <M, /n, alors pour tout k € N*, B < vx
D’autre part, sii > koetn € Jo(i —1),¢(i)], alors v, = M(lp/(g(l) (car M, = 00 pourn € Jo(i—1),9(i)]

et (M,’{l/k);@ko est croissante). En outre, pour tous i > kg etn € (i — 1), p(i)] :

log My < log M) — log My (i_1)

: < =log M, —logM/
(i) o(i) —p(i—1) 8 &V -1
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3.4 Quasi-analyticité et théoreme de Denjoy-Carleman

log M, ; log M,,
En effet, on a Og(p(i‘)”() > o8 ol (1) par croissance de(

) . Donc,

(p(i_ 1)10gM(p( = (0( )logM(p(z 1)-
D’out
(@i —1) = (i) log My (i) = ¢(i) (log M(;_1) — log M)
On en déduit I'inégalité voulue, I'égalité qui suit étant due au fait que (log My) est arithmétique sur
[¢(i — 1), @(i)]. On obtient alors que MYPE < My pyoy

(p(l) = M1171
qf) 1 qﬁ) L qf) M, (p%_l M
n=@(i—1)+1 Vn n=p(i—1)+1 M(lp/(?;(l) n=@(i—-1)+1 Mél n=¢(i—1) Mi,’lJrl
Ainsi :
00 M;l 00 o(i) 1 00 o(i) 1 1
)y <Y X — < ) Z <Y @)
n=@(ko+1) M1/1+1 i=ko+1n=¢(i—1)+1 Yo Bu<vn  izkg+1n= e(i—1)+1 [3" n=1 Bn

e Enfin, on applique I'inégalité de Carleman-Collingwood (lemme 7) a a,, = M,y

i 1, et on obtient :

f MoMi M\ M
M) M) M/, e M

soit encore :

118

o -1
e 1M’1/” ez M’ ' ®)

e On obtient finalement la chaine d’implications suivante :
o0

1
o=y — < o0o=—
Z M1/<+1 (8) k; M,’(l/k (6) (=1 Pk ) k=1

La proposition s’en déduit aussitot.

3.4 Quasi-analyticité et théoréme de Denjoy-Carleman

Le
da

théoreme de Denjoy-Carleman, que nous allons démontrer en suivant la démarche de P.J. Cohen
ns [5], fournit un critére pour obtenir une propriété importante de certaines classes de fonctions

que nous allons définir.

Etant donnée une suite M = (M) de réels strictement positifs, on notera :

€ (M) :={f e €*R,C) / 3I(ab)e (R")?, VkeN, VxeR, [fP(x)]<abFM}.

Remarque 3

Soit M = (M) une suite de réels strictement positifs.
(i) € (M) est un sous-espace vectoriel de € (R, C);
(ii) € (M) est stable par composition a droite par les fonctions affines ;

(iii) si My = k! pour tout k € N, alors tout élément de ¥ (M) est une fonction analytique.

Démonstration: (i) Soient f,g € € (M), et u € C.
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Alors, il existe a1, a5, by, by > 0 tels que, pour tousn € Net x € R,

(f + ug)(”)(x)’ = ‘f(”)(x) + pg(”)(x) < mbI My, + |u|agbi M, < 2max(ay, |plap) max(by, by)" M,,.

Probléme des moments
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(ii) Soient f € ¥(M), («, B) € R?etp: R — R . Alors, il existe a,b > 0 tels que :
X — ax+f

vneN, VxeR, |[(fo (p)(”)(x)‘ = |&" ) (ax + B)| < a(|ex|b)" My
(iii) Soit f € €>(RR, C) telle qu'il existe a, b > 0 vérifiant :
vieN, ||f"|e <ab"n!.

Sia=0oub =0, f est nulle, donc analytique sur R. Supposons a,b > 0.
Montrons que f est analytique en 0.

Soitr € ] 0, % { Par la formule de Taylor avec reste intégral, on a, pour tout x € [0,7] :

X (x — )" 1
J e TARIOILY

X
ub"+1/ (n+1)(x — )" dt
0

abn+1xn+1 < a(br)"“.

e f19(0)

N

De maniére analogue, pour tout x € [—r,0],

< abn+1‘x|n+l < a(br)n—l—l.

n g(k)
’f(x) _ Z f (0) xk

Ainsi :

<a(br)"™ —— 0.
n—o0

xk

sup
|x|<r

- ¥ L2L0
k=0 '

Dong, la série de Taylor de f converge (uniformément) vers f au voisinage de 0 : f est analytique en 0.
Si xq est un réel quelconque, alors, en considérant f(- + x), qui vérifie les mémes hypotheses que f,
on en déduit que f est analytique en x(. Finalement, f est analytique sur R. u

Définissons maintenant la notion de quasi-analyticité, portant sur les classes de fonctions précédem-
ment introduites. Son appellation peut se justifier par la remarque 3 (iii) énoncée plus haut.

Définition 3 (Classes quasi-analytiques)

Soit M € (R%)N. On dit que la classe ¢’ (M) est quasi-analytique lorsque tout élément de €' (M)
s’annulant, ainsi que toutes ses dérivées, en un point de R, est identiquement nul sur R.

Il est un cas ot ’'on obtient immédiatement la quasi-analyticité a 1’aide d’une récurrence :
y

Lemme 8

Soit M € (R*)N. Si lim inf MY" < o, alors % (M) est quasi-analytique.

n—oo

Démonstration: Supposons que lirg inf M,l/ " < 0. Soit g € ¥(M). On suppose que g et toutes ses déri-
n—oo

vées s’annulent en un point xy de R. Il s’agit de montrer que g est identiquement nulle sur R.
On se rameéne en zéro en posant f : x — g(x 4 xg), de sorte que pour tout n € N, f(") = ¢(" (. 4 xp),
et ainsi il existe a,b € R tels que :

<L ab"M,. )

o0

vneN, fm(0)=o0et Hf(n)

<l

Soit n € N*. On va établir par récurrence finie « descendante » que pour tout k € [0, n] :

|x|”7k

n—k)

Vx € R, ] f(”)(x)‘ < Myab"
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3.4 Quasi-analyticité et théoréme de Denjoy-Carleman Probleme des moments

Cela est clairement vérifié pour k = n par (9). Supposons la relation vraie pour unk € [1, n]. Etablissons-
la alors au rang k — 1. Soit x € R™ (on raisonne symétriquement pour x € R™).

A Y W LCET BV ORT:
0
X
< [0 a
0
s
< Myab" / CEl par hypothese de récurrence
0 —k)!
; A—k+1 ; K= (k=1)
= M e M )
Ainsi, pour k = 0 on obtient :
n n
VxeR, [f(x)| < Myab”|x|"

n!
Fixons x € R. Si f(x) # 0, il vient :

1
b|x M anb|x .
1| | ~ "71|n| par la formule de Stirling.
T 00 T
n (27‘[) 2n e
Passant a la limite inférieure, on obtient I’absurdité 1 < 0. Donc f puis g sont identiquement nulles. W

Nous en arrivons maintenant a énoncer le théoreme principal de cette section, qui donne un critere
pour qu'une classe donnée soit quasi-analytique. Nous allons ensuite mentionner, en justifiant, ses
conséquences concernant le probleme des moments. Enfin, nous nous attacherons a le démontrer.

Théoreme 3 (Denjoy-Carleman)

Soit M € (R*)N. On pose pour tout k € N*, B, := gf M;/k. Alors :
>n

18

% (M) est quasi-analytique si et seulement si 0.

1
' B

n

Corollaire 3 (Lien avec les problémes des moments de Stieltjes et de Hamburger)

Soit (my,),en une suite réelle telle que my = 1 et mp, > 0 pour tout n € N.

X 1
(i) Sim, > 0 pour toutn € Netsi Zmn”

n=1

= 00, alors le probleme de Stieltjes associé a (m,,) a

au plus une solution.

X1
(ii) Si Z m,, 2 = oo, alors le probleme de Hamburger associé a (m,,) a au plus une solution.
n=1

< 1
Démonstration: (i) On suppose que m, > 0 pour tout n € N et Z m, " = oo.
n=1
Soient Y et Z deux variables aléatoires positives presque stirement, admettant des moments de tous
ordres, avec pour tout n € N, E(Y") = E(Z") = m,. Il s’agit de montrer que Y et Z ont méme loi.

S’il existe n € N tel que m, = 0, alors, comme Y" et Z" sont positives, elles sont nulles presque
stirement, donc Y = Z = 0 presque stirement.

Supposons a présent que pour tout n € N, m;; > 0. On sait que :
VneN, VteR, ¢\t = E[(m”ew} ) (10)
et ’'on a évidemment la méme formule pour Z. Donc, quels que soient n € Nett € R, on obtient :

oV 0| <EQ) et op) ()] <E(Z).
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Ainsi ¢y, ¢z € € ((my)), et donc ¢y — ¢z € € ((my)). De plus, pour tout n € N,

(dy — d2)™ (0) = " (E(Y") — E(2")) = 0.

Pour en déduire que ¢y — ¢z = 0 sur R, et donc que Y et Z ont méme loj, il suffit de vérifier que

% ((my)) est quasi-analytique.

Si lim inf m,,"
n—o0

la proposition 6, que la suite (1) est log-convexe comme suite des moments d’une variable aléatoire

positive. Elle est donc sa propre régularisée log-convexe. L'hypothése, combinée avec la proposition 8§,

montre alors que le critere de quasi-analyticité de Denjoy-Carleman est vérifié.

< o0, on peut appliquer directement le lemme 8. Sinon, on a déja justifié, pour illustrer

Ainsi Y et Z ont méme loi.

(ii) Le raisonnement est similaire mais nécessite I'emploi d une astuce pour pallier & ’absence de posi-
1
tivité. On suppose que Z m,,* = oo. Soient Y et Z deux variables aléatoires admettant des moments
n=1
de tous ordres, avec pour tout n € N, E(Y") = E(Z") = my,.

Il s’agit de montrer que Y et Z ont méme loi.

S’il existe n € N tel que my, = 0, alors, on conclut immédiatement comme en (i).

Supposons a présent que pour tout n € N, my, > 0. Pour n € N, notons

My sin est pair
M, == . . .
/My_1My41 sl n estimpair.

Alors, par (10), quels que soient n € Nett € R,

o ()] <E(Y") < M.

En effet, pour n pair c’est évident et pour n impair, cela découle de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E(Y]") < \/E(Y]"- ) E(Y[+).

Donc, ¢y € ¢ (M) et de méme ¢y € ¢ (M), d'out ¢y — ¢z € €(M). Comme pour tout n € N,
(by — d)z)(”> (0) = 0, il reste a vérifier que €' (M) est quasi-analytique.

Si lirg inf M,l/ " < o0, on applique le lemme 8.
n—o0

Dans le cas contraire, notant M’ = (Mj,) la régularisée log-convexe de (My), il suffit, par la proposi-
o0

tion 8 et le théoreme de Denjoy-Carleman, d’établir que : ) %/k =
M

k=1 IVl
Cela a bien lieu par hypotheése car :

= M]/(l/k = Ménl/ZH A m;{lZn

n=

Dot ¢y — ¢z =0sur R, et Y et Z ont méme loi. |

Les deux paragraphes qui suivent présentent une démonstration du théoreme de Denjoy-Carleman,
telle qu’elle est proposée dans [5].

3.4.1 La condition est nécessaire
|

Raisonnons par contraposée et supposons que Z — < o0. Alors 3, — 0 D’apres la proposi-
= Pn n—00

tion 7, on définit alors (Mj,) la régularisée log-convexe de (M,,) := M.

/

On a ainsi, par la proposition 8, Z M’ < o0.
k+1
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Il s’agit de montrer que ¢ (M) n’est pas quasi-analytique, autrement dit de trouver une fonction dans
% (M) qui s’annule, ainsi que toutes ses dérivées, en un réel, sans étre identiquement nulle sur R.

Avec la convention M’ ; = 1, on définit :

/

o0
VneN, uy,:= A7171 et A= kz We < o0.
n =0

On considere une suite (U, ),cy de variables aléatoires indépendantes, telle que pour tout n € N, U,
est a valeurs dans [—uy,, iy,] et suit la loi uniforme sur [—pu,, u,]. La série de variables aléatoires de
terme général U converge donc normalement sur (). On pose :

Vn>-1, S, := i Uy, R, = i Uy et S .= i uy.
k=0 k=n+1 k=0

Par passage a la limite, il est clair que S est a valeurs dans [—A, A].

e Pour toutn € N, R,,_1 = U, + R, avec U, et R, indépendantes.
Donc R;,—1 posseéde une densité donnée par :

W ER, fr, (1) = [ fu,(x— ) dPr,(y)

Comme fy;, = pona:0< R, < 2%" partout.

ﬁ LR
e Pour tout n € N, on a dong, par indépendance de U, et R :
TRy = fu, * R
Et, comme f;, € Z*(R) et fr, € Z*(R), fr,_, est continue.
e En particulier, S = R_; a une densité continue, nulle hors de [— A, A].

Pour m € N*, on pose Ay, := {—1,1}", un élément ¢ € A, étant toujours noté (o, ..., En—1)-
On peut alors démontrer le résultat suivant, qui va permettre de conclure.

Fait 3

(i) Quel que soitn dans N, fr , est dérivable sur R, avec :

Vx €R, fr, () = 5— (fr,(x 4+ pn) = fr, (X — 1)) -

2y

(ii) fs est de classe ¥ sur Retl’'ona:

VneN*, VreR fPuy)y=— -~
fS ( ) 2”“0"‘#7171 ER,

1=

1 n—1
Z 0 €En—1 fRnfl X+ Eilg ).
0

1
(iii) Quel que soit n dans N, fé") < EM; < EMn.
oo
Démonstration: (i) Soitn € N.Ona fr , = fu, * fr,- Ainsi, quel que soit x dans R :
o () = 5 [ f (2= )t = 5 (Bt ) = Far— )]
X) = X — = X - X — 7
Ry-1 2“—1’[ — ity Ry 2“71 n Hn n Hn

ou F, est une primitive de fr, sur R (qui existe par continuité de fz, ).
On obtient donc la dérivabilité de fr, , sur R, avec:

VEER, fh, (1) = 5o (f () = i, (5= ).
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(ii) On procede par récurrence. Le cas n = 1 est clair par (i). Supposons donc que pour un certain
n € N*, fs est n fois dérivable sur R, avec:

-1
OIS N e
VxeR, fJV(x)= TS E;\n €0 en—1fR, 4 <x+ l;) ez#z> .

Alors fé”) est dérivable sur R (car fr, , l'est), et pour tout réel x, 2" g - - - 1 fénﬂ) (x) vaut :

1 m—1 n—1
260---%—17 IR, x+26iﬂi+un — IR, x+2£iui—un
i=0

e, 2t i=0
1 n
= 3 Y, eoenfr, (Xt Y e
H ey i=0

(iii) Soit n € N. Quel que soit x réel,

-1
(m) ‘ 1 "
X S _— R,,,, x+ E.u.
‘fs ) @) 2"Ho " Hn-1 Sg\n LS ,;') i
1
< -
= 2”“_0...’11171 gez/\n HfRn—lHoo
1
= ——— /R
— Y,
< 1
h HO * " Hp—1 2Hp
1 1
= EM;I < EMTZI
ce qui donne le résultat. -

Finalement, par les points (ii) et (iii) du fait précédent, la fonction fs appartient a ¢’ (M). Etant a
support compact (inclus dans [—A, A]), elle s’annule avec toutes ses dérivées en un point de R, mais
elle n’est pas identiquement nulle en tant que densité de probabilité. Elle démontre donc que ¢ (M)
n’est pas quasi-analytique, comme voulu.

3.4.2 La condition est suffisante
o0

Supposons Z — = oo. Par définition de f3,;, lim 3, = liminf M;/ K
=1 Pn n—oo k—o00

Si 1i_>m Brn < o0, le probleme est déja résolu par le lemme 8.
n—,oo

On suppose maintenant que HILm Bn = 0. Soit (M,) la régularisée log-convexe de M (proposition 7).
o0

/
k

On a ainsi, par la proposition 8, Z Y
k=1 ""k+1
®(0) = 0, My = M:p(k) pour tout k € N, et (log M) est arithmétique sur [¢(i), ¢(i + 1)] pour

= 00. On note (M) une sous-suite de (M) telle que

chaque i € N. On veut montrer que ¢ (M) est quasi-analytique. Soit donc f dans € (M) telle que f

et toutes ses dérivées s’annulent en un point & de R. Quitte a remplacer f par f : x — 1 f(bx + &),
pour a,b > 0 convenables, on peut supposer que :

vneN, fmO)=0 et |f™]_ <M.

Commengons par introduire une famille de nombres.
Etant donné « € ]0, 1], on pose, pour tous 7, j € Navec j > i:

BO,j =0 Bi,i =1sii>1 Bl‘+1,]‘+1 = Bi,j+1 + “Bl'+1/]' Sij > 1.

Delamare Mathieu 28 mai 2011



3.4 Quasi-analyticité et théoréme de Denjoy-Carleman Probleme des moments

Remarque 4

[ Par récurrence immédiate, on établit que :
®Vizj=0,B;>0,

® VjeN*, By ;= o1,

® Sij>i>0,alors pourtoutk € [i,j — 1], By ; = B; .

Etablissons une propriété importante de cette famille de nombres.

Lemme 9

Soit oy := % < 1. Si a est choisi dans l'intervalle |0, ap], alors :

Vj>i>1, Bi,]-<2€oc.

i
Démonstration: Notons C := % et posons, pour tous i € N* et x € R, ¢;(x) := (—) et po(x) = 1.

e Montrons que, pourtous j =i > 1,¢;—1(j) + ¢i(j — 1) < ¢i()).
Soient j > i > 1. Alors,sii > 2:

s +eili-1) <1E]1>1+<C(]z_1)>

®i(/) (q)f

1[ig i\ j-1\' - -y
= clj (i — 1) +C <]> ] en simplifiant par raa
-1\ . V) o i\t . 1 _
Or,( i ) —exp(110g<1 j <e /et F— =exp((i—1)log 1—}——1,_l <e.

(Pi_l(j) +¢i(j_ 1) 1 /i =i e 1 E
s < g (o) <1 (Gt 1)

la derniére relation découlant de I'inégalité de convexité : e=* < 1+ (e~! — 1)x, valable pour x € [0, 1].

2
Comme C = %1, 0ona & +e ! —1 =0, d ot le résultat voulu.

Sii =1, le résultat a encore lieu, car :

() +¢(G-1) _1+CG-1) _, 1-C puisque C > 1.

b1(j) Cj Cj

e Définissons maintenant pour tout n € N, I’assertion :

i .
iy« Nj2i20, itj=n=— By <Y dix(i—Ka s,
k=0
et démontrons-la par récurrence.

% est clairement vraie, car By 1 = 1 = ¢(0)a.

Supposons a présent que %, est vraie pour un certain n € N.
Soient j > i > 0,telsquei+j=n-+1.

® Si (i, j) = (0,n+1),alors Bi 1,11 = By 2 = a1,

i .
® Sii=j,Bij1,i01=1=¢o(0)ap < Y i y(j— k)l K.
k=0
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® Sinon,i—1>0etj—12>i,etl'ona:

Bit1,j+1 = Bij+1 +aBij

i1 , i ,

< Y oiax(j-haF+ Y dii(j-1-kal*  pari
k=0 k=0
i-1 - -

= (i1 k(=) +dik(j—1—-k)a/ ™+ po(j —1—i)a/
k=0
i—1 . .o

< o x(j— k)oc]_k+<;b0(j —i)ad™! par le premier point et car ¢y = 1
k=0

bik(j— k)l 7,

I
rvjN

T
(e}

donc 7,1 est vraie, ce qui acheve la récurrence.

i

Vie N, Biiyiy2 < Z b x(i+1— k)oc”lfk.

k=0
Or pour tousi € Netk € [[0,{],
, Cli+1—k)\*
bik(i+1-k) = (()>
i—k
i—k
= CFexp ((z —k)log <1 + 1ik>)
< eCik.

Soit o := % Alors, pour « €10, ap] eti € N,

i
i—k i+1—k
Bit1it2 < Zecl ot

k=0
i
= e Z CZ(X€+1
=0
o
< ea) (Ca)’
(=0
e e
= < = 2eq.
1-Cax ~1-1
Finalement, siax < xpetj>i>1, B,',]« < ijl,j < 2ea. [ |

Lemme 10

Pour tout m € N*, tous réels &y < &1 < -+ < &1 < x, et toute fonction g € ¥ (R,C),ona:

m—1 | (k) £m7 B
o) < 7 i)

k=0

18| e,
(x—&mg 1)+ %(x — &)™,

Démonstration: Procédons par récurrence.
e Pour m = 1, soient des réels &y < x et g € €°(R,C). On a, par le théoreme des accroissements finis :

‘8(36)—8(50)
x—&

<18l gy

D’ou .
18" Iz

Tl

8(x)| < [g(&0)|(x — &) +
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e Supposons que la propriété soit vérifiée au rang m — 1 pour un certain m € N\ {0,1}. Soient des
réels &y < & < -+ <épyq < x,etg € €°(R,C). Appliquons 'hypothese de récurrence a ¢’. Il vient :

=2 |g k+1 ‘Smfk72)| k ||g(m) ||[§ ,x] -1
|g/(x)| < k;) Il (x = &m_k—2)" + ﬁ(x — &))"
Puis :
x k+1 o X Hg(m)H %
/ ()] dt < Z g k' t-2) /fs (t— Emg—) dt+ 1) [163]' } /5 (t—&)" " dt.
m—1 . m—1 . m—1

Or, pour tout k € [0, m — 2],

*o k x B kg (X = Eugo)fH!
/‘imil(f Em—k—2) dt < /-im ) z(f Em—k—2)" dt = Kt
Ainsi,
x 1| g (k) £m [l
/ém 1 (Bl < ; I8 1| (x = Emr—1) + m’[éo,x} (x — &)™

Etant donné que, par ailleurs :

18()| = 18(&m—1) < 18(x) — g(&m-1) ‘jﬁ

le résultat s’en déduit aussitot. [ |

X /
ma < [* 19w,
ém 1

ml —

Fait 4
(i) I existe a; €0, 1] tel que::

00 k
Va€]0,a1], ) u(xk <
= K

et Vji>i>1, B;j<2ea<

N[ =
N[ —

(ii) Soit a; comme ci-dessus. Fixons « € |0, 1] et n € @(N). On définit :

i M/
Vie[o,n], x; —“Z -k (xo=0).

n —k+1

Alors, pour toute f € (R, C) telle que pour n € N, || f()

< M, etf(”)(O) =0,ona:

) . o (k+2)F1 K k+2\k1 1 \*
D : = 14+ —— .
émonstration: (i) SRS P + P me

(k+1)F 4
Ko

1
Dong, par la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de ) st - La série de fonctions

k>1
11
associée converge alors normalement sur tout compact de | ——, — |, et en particulier sa somme (nulle
e'e

S (k41 1
en 0) est continue en 0. Ainsi il existe af > 0 tel que pour 0 < o < o], Z (k+1)¢ of <
k=1

k! v

-1 1
Par la lemme 9, il suffit alors de prendre 1 := min (ocﬂ, 627, 4€> .

(ii) Nous allons raisonner par récurrence.
On définit pour tout i € [0, n], 'assertion :

A Njeon—i+1], Yxelox] ‘f(j)(@‘ < Bip-jaM; >
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) est clairement vérifiée car xg = 0 et £/)(0) = 0 pour tout j.

Supposons %, . .., #;_1 vérifiées pour un certain i € [1,n]. 7% a lieu pour x € [0,x;_1]. En effet,
puisque, pour tout j € [0,n —i+ 1], j < n —i+ 2, alors, d’apres % _1, nous avons :

vre 0] [f9)]| < Bivu M) < By M),
Soit maintenant x € |x;_1, x;].

1) Montrons d’abord 7% pour j = n —i+ 1. Dans ce cas, B; ,_j+1 = B;; = 1.

e Si M;_H_l = M,,_;11, on a la majoration voulue puisque Hf("_i“) HOO < My_js.

e Sinon, on note p et q les termes consécutifs de la suite ((p(k))k ey tels que p <n—i+1 < g (ces
indices existent d’apres la proposition 7). Comme, par hypothese, n € ¢(N), on a donc g < n.
Onnotel:=q—(n—i+1)=i—1+(g—n).Onadoncl <i—1.

! !

M My _ . .
On pose R := M/P = ... = A‘Z,l. Ces rapports sont tous égaux car la suite (log M]’c) est
p+1 q

arithmétique sur [p, q].

On applique alors le lemme 10 avec n = £, & = x;_¢j pour toutk € [0,£ — 1], et g = f=i+1)

H (@)
7€![x[_é'x] (x —x;_0)".

/-1 ‘f(n7i+1+k) (xi—k—l)

k!

(x —x; 1)+

Par ailleurs, pour k € [0, /] :

® Commei—12>i—1—k >i—1—-/¢ = 0, on peut invoquer I'hypothese de récurrence
k-1, qui permet d’écrire que :

_i 1
‘f(" hLHk)(xifkq) < Bi71fk,iko,'1,iH+k < 5 :l—z‘+1+k-
M. M. M . .
® Xj—Xj_j_1 =0 (M;il_il + ﬁ +-+ M) = a(k + 1)R, puisque
ps<n—i<n—i+k<n—i+l=q-1 (11)

On obtient donc :

4 161 (a(k + 1)R) (a(£+1)R)"
(n—i+1) < = o A (q9) -
f @] < 3 kgo N i e
1 (-1 (a(k +1)R) (a(¢+1)R)"*
< EMLZ'H + Y Miip1x k! + M 0! '
k=1 : )

Or, par définition de R, et d’apres (11), on a, pour k € [[1, /], M;l—iﬂ = RkM;—i+1+k' Donc:

_; 1 =1 (au(k +1))k (a(£+1))"
’f(n ZH)(x)‘ < EM;—i—i-l +) M;—i+1T + M@—z‘ﬂT
k=1 ' :
1 (ox(k + 1))k
= Milfl—l-i-l (2 + Z k]
k=1
1 & (k+1)k
< Mlld—l-l-l (2 + Z k! @
k=1
< M car a <
= BiiM, i,

ce qui montre J4 pour j =n —i+ 1.

2) Montrons maintenant . pour j € [0,n — i].
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e Etablissons, par récurrence « descendante » sur j € [0, n — if], la propriété suivante :

/

n—i !
- Bijn—jMjyq ».

P «Vx € [xj1,xi], ’f(j)(x)‘ < ’f(j)(xifl)‘ ey

® Quel que soit x € [x;_1,x;],ona:

par accroissements finis

f(nfi)(x) —f("*i)(xi—l)‘ < (x—xi-1) Hf(n7i+1)H[o,xi]

< (x—x21)M), i, d’apres s pour j=n—i+1
My

zn (n— Z)M/ - (n—i)+1
n—i

car Bi,i =1.

Dong, par l'inégalité triangulaire, &7,,_; a lieu.

® Supposons &; vérifiée pour un certain j € [1,n —i]. Soit x € [x; 1, x;]. Ona donc:

. . M
vie [yl [FO0] <[]+ ag Bl M.
n—i+1
D’ou
FUD () — D (2 )‘ — ‘ / f(f)(t)‘ dt
Xi—1

. M,
< (x—xin(]f(f’(xu)\wM ~Bin- ,M,+1>
n—i+1
! !
< cxh B; 1M+ aB; My M ar
< M » i—1,n—j+14V; in— ]M;z i j+1 p i—1
n—i

M. M. M’

< a—" (Bi_yp—j+1+aBi,_j) M  car —"— <
M;/a—z‘+1 ! P M:z—i-&-l M;’-&-l

M;zfi /

R A )

Dong, par I'inégalité triangulaire, &?; 1 est vraie, ce qui acheve cette récurrence.
e On obtient ainsi, pour tout j € [0,n —{],

. ‘ M.
Vx € [x;j-1,xi, ‘f(])(x)’ < ‘f(])(xi—l)’+“#3i,n—j i1
n—i+1
!/

< Bl',lln,]'JrlM;‘ + «aB; ni M]+l par %,1

L,n—j 37
Mn i+1
M. M
/ n—i ]
< (Bisin—jr1taBinj) M;  ca Vi ) M’ )
n—i+ ]+

= Bi,n7j+1M;“
Donc /7 est vraie pour j € [0,n — i].

Finalement, on a établi que .7 est vraie quel que soit j € [0, n — i+ 1], ce qui acheve la démonstration. H

Comme conséquence immédiate de ce résultat, on obtient la conclusion de notre raisonnement, qui
clot la démonstration du théoreme de Denjoy-Carleman :

g)rollaire 4

Si f € €°(R,C) est telle que, pour tout n € N,
alors f est identiquement nulle sur R.

< My et fM(0) =0,

(n)
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Démonstration: On reprend toutes les notations du fait 4. Soit x > 0. Fixons « € ]0, a1 ].

n M’ ) n—1 M n M’ P
Comme ) M’L =) v L 00, 0na, pour tout 1 assez grand, « ) M’L > x.
k=1 Yu—k+1 =0 M1 "7 k=1 “n—k+1

On peut donc choisir n € ¢(N) vérifiant cette inégalité. En utilisant les notations et le résultat du fait 4
(pour i = n et j = 0), on obtient x, > x et |f(x)| < By 1M < 2eaM|. Cela étant valable pour
a € 10, a1] quelconque, on fait tendre « vers 0, pour obtenir que f(x) = 0.

Donc f est nulle sur R?, . Elle est de plus nulle en zéro par hypothese.

On considere alors f : x — f(—x), qui vérifie les mémes hypotheses que f, et qui est donc nulle sur
R’ . Finalement f est nulle sur R. |
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