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Introduction :

Le problème initial posé en 1917 est le suivant : Quelle est l'aire minimale
pour retourner une aiguille de longueur 1 de 180 degrés dans le plan ? Abram
Besicovitch (1891-1970) a démontré que l'on peut retourner l'aiguille de 180
degrés dans une aire aussi petite que l'on souhaite, grâce à la construction d'en-
sembles de mesure nulle qui contiennent des droites dans toutes les directions.

Cependant, l'histoire ne s'arrête pas là, puisque nous verrons que tout
ensemble de Besicovitch (c'est-à-dire qui contient une droite dans chaque direc-
tion) du plan est de dimension de Hausdor� 2, et il est naturel de se demander
ce qu'il en est en dimension supérieure. La réponse à cette question n'est pour
l'instant pas connue mais la conjecture actuelle dit que tout ensemble de Besi-
covitch de Rn est de dimension de Hausdor� égale à n.

Cela montre clairement la richesse du problème de Kakeya, qui plus de 100
ans après sa création n'a toujours pas été entièrement résolu. Cette conjecture
a néanmoins été résolue dans le cas des corps �nis, mais cette preuve ne semble
pas s'étendre au cas général car elle utilise des résultats très spéci�ques au corps
�nis.

Dans ce rapport, nous commencerons par étudier le cas des corps �nis,
car même s'il est très restrictif, il permet de comprendre les bases du problème.

Ensuite, nous passerons au cas euclidien, en commençant par introduire les
notions de mesures de Hausdor� et de dimensions de Hausdor� qui nous seront
fondamentales pour la suite.

Nous nous intéresserons après cela à la construction e�ective d'un ensemble
de Besicovitch de mesure nulle (ensemble de Kakeya) à partir de l'ensemble de
Cantor 4-coins, qui est un exemple d'ensemble purement non recti�able du plan.

En�n, nous parlerons de la conjecture actuelle de Kakeya, qui dit que tout
ensemble de Besicovitch de Rn est de dimension de Hausdor� n, et nous propo-
serons une démonstration dans le cas particulier de la dimension 2.
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Chapitre 1

Le cas des corps �nis

Dans ce chapitre, on s'intéresse au cas particulier des corps �nis, sur les-
quels la conjecture de Kakeya, dont nous avons parlé en introduction, est résolue.
Ceci est dû principalement, à un chercheur de l'université de Princeton nommé
Zeev Dvir, qui donna en 2008, une preuve surprenante de cette conjecture.

1.1 Une première borne intéressante

On considère V un Fq-espace vectoriel de dimension n. On note alors V = Fqn
qui est un corps �ni à qn éléments.

Dé�nition 1. On appelle ensemble de Besicovitch un sous ensemble E de V
qui contient une droite dans toutes les directions c'est-à-dire :

∀ e ∈ V \{0},∃ a ∈ V, a+ te ∈ E, ∀t ∈ Fq

L'intérêt de l'étude du problème de Kakeya dans le contexte restreint des corps
�nis, est qu'il permet d'avoir une borne pour le cardinal de E en qn, autrement
dit il existe une constante Cn tel que |E| ≥ C−1n qn (Preuve de Dvir). Cepen-
dant, on ne peut pas étendre cette borne au cas euclidien. Nous allons donc
commencer par nous intéresser à une borne moins forte de ce cardinal en q

n+2
n

qui s'étend au cas euclidien.

Théorème 1. Soit E un ensemble de Besicovitch, alors il existe une constante
Cn ne dépendant que de n tel que : |E| ≥ C−1n q

n+2
n

Démonstration.
Cas n=2 :

On commence par montrer un résultat plus fort dans le cas n = 2 qui nous sera
utile par la suite, pour le cas n ≥ 3.
On suppose donc que E contient au moins q

2 points sur m droites {lj}mj=1 dont
les directions sont toutes di�érentes, montrons qu'alors |E| & mq. On a d'abord :
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(
m∑
j=1

|E ∩ lj |

)2

=

( ∑
x∈E

(
m∑
j=1

1lj (x)

))2

≤ |E|

∑
x∈E

(
m∑
j=1

1lj (x)

)2


en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
< f, g >=

∑
x∈E

f(x)g(x) et en notant que |E| =
∑
x∈E

1lj (x)
2

Or
∑
x∈E

(
m∑
j=1

1lj (x)

)2

=
∑
x∈E

m∑
j=1

m∑
k=1

1lj (x)1lk(x) (propriétés de l'indicatrice)

=
∑

1≤j,k≤m

∑
x∈E

1lj∩lk(x) (sommes �nies)

≤
∑

1≤j,k≤m
|lj ∩ lk|

Donc

(
m∑
j=1

|E ∩ lj |

)2

≤ |E|
∑

1≤j,k≤m
|lj ∩ lk|

⇒
m∑
j=1

|E ∩ lj | ≤ |E|
1
2

 ∑
1≤j,k≤m

|lj ∩ lk|

 1
2

(1.1)

Ensuite, comme n=2 deux droites lj et lk j 6= k s'intersectent en un unique
point (car par hypothèse les directions sont toutes di�érentes) donc :

∑
1≤j,k≤m

|lj ∩ lk| =
m∑
j=1

|lj ∩ lj |+
m∑
j=1

∑
k 6=j

|lj ∩ lk|

= mq +m(m− 1)

= m(m− 1 + q) (1.2)

On remarque également que m ≤ q + 1. En e�et, on cherche a dénombrer le
nombre de directions possibles pour des droites dans F2

q. Tout d'abord, multi-
plier la direction par un λ appartenant à Fq conserve la même droite. Or, on
a q2 − 1 choix possibles de vecteurs (v1, v2) qui pourraient représenter nos m
directions (car on enlève le cas (0, 0)). A cela, on doit cependant diviser par le
nombre de λ tel que (λv1, λv2) nous donne la même direction. On obtient donc
q2−1
q−1 = q + 1 directions possibles di�érentes (car λ ∈ Fq et λ 6= 0).
Finalement on a donc montré que :

m ≤ q + 1⇔ m− 1 ≤ q (1.3)

On peut donc conclure :
1
2qm ≤

m∑
j=1

|E ∩ lj | car E contient au moins q
2 points sur chaque droite

⇒ 1
2qm ≤ |E|

1
2

( ∑
1≤j,k≤m

|lj ∩ lk|

) 1
2

d'après (1.1)

⇒ 1
2qm ≤ |E|

1
2 (m(m− 1 + q))

1
2 d'après (1.2)

⇒ 1
2qm ≤ |E|

1
2 (m(2q))

1
2 d'après (1.3)

⇔ 1
2qm ≤

√
2|E| 12 (mq)

1
2

⇔ |E| 12 ≥ 1
2
√
2
(mq)

1
2

⇔ |E| ≥ 1
8mq
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Finalement, on a bien montré que si E possède au moins q
2 points sur m droites

{lj}mj=1 dont les directions sont toutes di�érentes alors |E| & mq Le résultat du
théorème pour n = 2 se déduit en prenant m = q + 1.

Cas n ≥ 3 :

Traitons maintenant le cas n ≥ 3 : On se �xe µ > 0,
On commence par donner la dé�nition suivante :
On dit que lk est une droite de haute multiplicité (par rapport à µ) s'il existe
au moins q

2 points de lk parmi les q points de lk, qui appartiennent chacun a
au moins µ + 1 droites, c'est-à-dire si l'on note x un tel point, on doit avoir :
|{j, x ∈ lj}| ≥ µ+ 1. On distingue alors deux sous-cas :

1er sous-cas : il n'existe pas de droite de haute multiplicité :

On considère l'ensemble F des points de E qui appartiennent à moins de µ
droites lj :

F = {x ∈ E, |{j, x ∈ lj}| ≤ µ}

On remarque que F intersecte chaque lj en au moins q
2 points car sinon il y au-

rait une contradiction avec la non-existence d'une droite de haute multiplicité.
En e�et, si ce n'est pas le cas, il existe un j tel que lj intersecte le complémen-
taire de F en au moins q

2 points, c'est-à-dire que lj est une droite de haute
multiplicité.
On remarque également qu'il y a environ qn−1 droites di�érentes dans Fnq . En
e�et, on cherche a dénombrer le nombre de directions possibles pour des droites
dans Fnq . On a toujours, comme pour le cas n = 2, que multiplier la direction par
un λ appartenant à Fq conserve la même droite. Or, on a qn− 1 choix possibles
de vecteurs (v1, . . . , vn) qui pourraient représenter nos directions (car on enlève
le cas (0, . . . , 0)). A cela, on doit cependant diviser par le nombre de λ tel que
(λv1, . . . , λvn) nous donne la même direction. On obtient donc qn−1

q−1 ≈ qn−1

droites possibles di�érentes (car λ ∈ Fq et λ 6= 0).
Finalement on a donc montré qu'il y a environ qn−1 droites possibles.

On a : |E| ≥ |F |
or chaque point de F appartient à moins de µ droites lj donc

∑
j

|F ∩ lj | ≤ µ|F |

⇒ |E| ≥ µ−1
∑
j

|F ∩ lj | (or d'après la première remarque |F ∩ lj | ≥ q
2 )

⇒ |E| ≥ µ−1Cnqqn−1 d'après la deuxième remarque
avec Cn une constante ne dépendant que de n
⇒ |E| & µ−1qn

2eme sous-cas : il existe une droite de haute multiplicité lk :
On considère {πi} des plans contenant lk.
On commence par faire la remarque suivante. Par dé�nition de la haute multi-
plicité, il y a au moins µq

2 droites lj , j 6= k qui intersectent lk.
Chacune des lj est contenue dans un unique plan πi et contient q − 1 points de
lj non contenus dans lk (car deux droites s'intersectent en au plus un point et
une droite contient q points).
Soit Li l'ensemble des droites contenues dans un πi donné.
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On utilise le fait que les ensembles πi ∩ (V \lk) sont disjoints 2 à 2 pour dire
que :
|E| =

∑
i

|E ∩ πi ∩ (V \lk)|

Or le cas n = 2 nous donne : |E ∩ πi ∩ (V \lk)| & q|Li|
⇒ |E| & q

∑
i

|Li|

⇒ |E| & q µq2 d'après la remarque
⇒ |E| & µq2

Conclusion :

Maintenant, on prend µ de l'ordre de q
n−2
2 on a alors :

→ dans le premier sous-cas |E| & q−
n
2 +1qn = q

n+2
2

→ dans le deuxième sous-cas |E| & q
n−2
2 q2 = q

n+2
2

Donc dans les deux cas, on a bien montré que |E| & q
n+2
2 .

1.2 La preuve de Zeev Dvir

On s'intéresse maintenant à la preuve de Zeev Dvir qui permet de valider
la conjecture de Kakeya dans le cas des corps �nis. En e�et, on va montrer que
tout ensemble de Besicovitch sur Fnq est de cardinal au moins Cnqn où Cn est
une constante qui ne dépend que de n. Cette preuve consiste a trouver un lien
fort entre l'ensemble des zéros d'un polynôme à n indéterminées et son degré.
Pour cela, on commence par rappeler le cas n = 1, qui nous servira d'ailleurs par
la suite. On considère un corps K, et on note K[X] l'ensemble des polynômes à
une variable à coe�cients dans K.

Lemme 1. Soient x ∈ K et P ∈ K[X]
x est racine du polynôme P si et seulement si X − x divise P .

Démonstration.
Soient P ∈ K[X], x ∈ K.
On e�ectue la division euclidienne de P par X − x :
∃Q, R ∈ K[X], P = Q(X − x) +R avec deg(R) < 1
On a donc P = Q(X − x) +R avec R constante appartenant à K
On évalue l'égalité en x, et on a donc : P (x) = R
d'où le résultat : x est racine de P si et seulement si X − x divise P.

Corollaire 1. Soient P ∈ K[X], k ∈ N∗, (x1, ..., xk) ∈ Kk,
x1, ..., xk sont des racines distinctes du polynôme P
si et seulement si

∏k
i=1(X − xi) divise P.

Démonstration.
On procède par récurrence sur le nombre de racines :
-Initialisation : Il s'agit du lemme 1.
-Hérédité : On suppose que P a n racines distinctes x1, ..., xn et se factorise
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comme décrit.
On a : P (X) = Q(X)

∏n
i=1(X − xi) avec Q ∈ K[X]

On prend xn+1 une autre racine.
On a donc P (xn+1) = 0, c'est-à-dire Q(xn+1)

∏n
i=1(xn+1 − xi) = 0

Or les (xi)i∈{0,...,n} sont tous di�érents de xn+1 donc Q(xn+1) = 0
On applique le lemme 1 à Q et on obtient la factorisation souhaitée.
-Conclusion : On a donc montré que si x1, ...xk sont des racines distinctes du
polynôme P, alors

∏k
i=1(X − xi) divise P. La réciproque est triviale.

Théorème 2. Soit d ≥ 1 un entier.
1) Si P ∈ K[X] est un polynôme non nul de degré au plus d, alors l'ensemble
{x ∈ K, P (x) = 0} est de cardinal au plus d.
2) Réciproquement, étant donné un ensemble E ⊂ K de cardinal au plus d, il
existe un polynôme non nul P ∈ K[X] de degré au plus d qui s'annule sur E.

Démonstration.
1) Soit P un polynôme non nul de degré au plus d (d ≥ 1)
Supposons par l'absurde que l'ensemble {x ∈ K, P (x) = 0} est de cardinal au
moins d+ 1 ;
d'après le corollaire 1, on a donc l'existence d'un polynôme de degré d + 1 qui
divise P ce qui contredit le fait que P est de degré au plus d.
2) On considère un ensemble E de cardinal au plus d,
- Si E = ∅, on considère P (X) = 1 qui s'annule sur E et tel que deg(P ) = 1 ≤ d
- Si E 6= ∅, on considère P (X) =

∏
x∈E(X − x) qui s'annule sur E et tel que

deg(P ) ≤ d, par dé�nition de E et de P .

Ces deux résultats nous disent essentiellement que pour contrôler la taille d'un
ensemble E sur un corps K, il su�t de contrôler le degré d'un polynôme qui
s'annule sur E. Il existe des résultats similaires à ces deux énoncés en dimension
supérieur que nous allons voir maintenant, et qui nous serviront à démontrer la
conjecture de Kakeya dans le cas des corps �nis.

Lemme 2. Soit E ⊂ Fqn un ensemble de cardinal strictement inférieur à(
n+ d

n

)
pour d ≥ 0 un entier. Alors il existe un polynôme non nul

P ∈ Fq[X1, ..., Xn] de n variables et de degré au plus d qui s'annule sur E.

Démonstration.
Soit V l'espace vectoriel des polynôme P ∈ Fq[X1, ..., Xn] de degré inférieur ou
égal à d.
Une base de cet espace vectoriel est l'ensemble des Xk1

1 ...Xkn
n ,

avec (k1, ..., kn) ∈ Nn et
∑n
i=1 ki ≤ d

On remarque que |{(k1, ..., kn) ∈ Nn,
∑n
i=1 ki = d}| =

(
n+ d− 1

d

)
=

(
n+ d− 1

n− 1

)
Donc par récurrence sur d, et en utilisant la formule du triangle de Pascal, on

obtient que : |{(k1, ..., kn) ∈ Nn,
∑n
i=1 ki ≤ d}| =

(
n+ d

n

)
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Donc V est de dimension

(
n+ d

n

)
D'autre part, l'espace vectoriel FEq des fonctions f : E → Fq est de cardinal p|E|.
FEq est de dimension |E| en tant qu'espace vectoriel sur Fq car une base de FEq
est l'ensemble des fonctions de la forme

dei :


E −→ Fq

x 7−→

{
1 si x = ei

0 sinon

pour ei parcourant E.

Or par hypothèse |E| <
(
n+ d

n

)
donc FEq est de dimension <

(
n+ d

n

)
On considère l'application pr :

{
V −→ FEq
P 7−→ (P (x))x∈E

Cette application n'est pas injective car dim V > dim FEq
Donc le noyau de pr n'est pas réduit à {0} (car non injective et linéaire).
Donc il existe un polyôme non nul dans V (donc de degré inférieur ou égal à d)
tel que la projection sur FEq soit nulle, c'est-à-dire qui s'annule sur E.

Proposition 1. Soit P ∈ Fq[X1, ..., Xn] un polynôme de degré au plus |Fq| − 1
qui s'annule sur un ensemble de Besicovitch E, alors, P est le polynôme nul.

Démonstration.
On suppose par l'absurde que P n'est pas nul.
On décompose P comme somme de ses composantes homogènes :
P =

∑d
i=0 Pi où 0 ≤ d ≤ |Fq| − 1 est le degré de P et Pi est la ieme composante

homogène de P .
Comme P n'est pas le polynôme nul, on a que Pd n'est pas le polynôme nul.
De plus, par hypothèse, P s'annule sur E 6= ∅
Donc P ne peut pas être constant et donc d n'est pas nul.
Soit v ∈ Fnq \{0}. Comme E est un ensemble de Besicovitch,
E contient une droite Dv dans la direction v : Dv = {xv + tv, t ∈ Fq}
pour un certain xv ∈ Fnq . Or P s'annule sur E ⊃ Dv

Donc P (xv + tv) = 0 pour tout t ∈ Fq.
Le membre de gauche de l'égalité est un polynôme en t de degré au plus |Fq|−1
comme composition de polynômes.
On peut donc appliquer le théorème sur les polynômes à une indéterminée,

et on obtient que le polynôme

{
Fq −→ Fnq
t 7−→ P (xv + tv)

est le polynôme nul.

Le coe�cient en td de ce polynôme est Pd(v) qui est donc nul pour tout v ∈ Fnq .
Donc Pd est identiquement nul sur Fnq ce qui donne une contradiction.
On en conclut donc par l'absurde, que tout polynôme P ∈ Fq[X1, ..., Xn] de de-
gré au plus |Fq|−1, qui s'annule sur un ensemble de Besicovitch est le polynôme
nul.
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Corollaire 2. Soit E un ensemble de Besicovitch dans Fnq , alors |E| ≥
(
|Fq|+ n− 1

n

)
.

Démonstration.

Supposons par l'aburde que |E| <
(
|Fq|+ n− 1

n

)
, d'après le lemme 2, il existe

un polynôme non nul P ∈ Fq[X1, ..., Xn] de degré au plus |Fq| − 1 qui s'annule
sur E. On applique la proposition 1 à ce polynôme et on obtient que P est le
polynôme nul, ce qui donne une contradiction car P est supposé non nul.

On arrive ensuite au théorème majeur de cette partie qui répond véritablement
au problème de Kakeya dans le cas des corps �nis et qui s'avère être un corollaire
du résultat précédent.

Théorème 3. Soit E ⊂ Fnq un ensemble de Besicovitch. Alors, |E| ≥ Cn|Fq|n
où Cn est une constante ne dépendant que de n.

Démonstration.

D'après le corollaire 2 : |E| ≥
(
|Fq|+ n− 1

n

)
or

(
|Fq|+ n− 1

n

)
=

(|Fq|+n−1)(|Fq|+n−2)...(|Fq|)
n! =

|Fq|n
n! +On(|Fq|n−1|)

On a donc |E| ≥ Cn|Fq|n en prenant Cn = 1
n!

Malheureusement, cette méthode polynomiale est extrêmement dépendante de
la structure algébrique des corps �nis et ne semble pas s'étendre directement au
cas euclidien.
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Chapitre 2

Mesure et dimension de

Hausdor�

La notion de dimension de Hausdor� sur un espace métrique séparable a
été introduite pour la première fois en 1918 par Felix Hausdor�, puis développée
par Adam Besicovitch. Avant de dé�nir la notion de dimension de Hausdor�,
nous avons besoin de la notion de mesure de Hausdor�. Etant donné l'utilisation
souhaitée, on se restreint au cas euclidien Rn avec n ≥ 1 muni de la distance
euclidienne.
On commence par rappeler la notion de mesure extérieure :

Dé�nition 2. On appelle mesure extérieure sur Rn une application positive
µ : P(Rn)→ R+ telle que :
∗ µ(∅) = 0
∗ ∀A ⊂ B ⊂ Rn, µ(A) ⊂ µ(B)

∗ ∀ (Ak)k∈N ∈P(Rn)N, µ

( ⋃
k∈N

Ak

)
≤
∑
k∈N

µ(Ak)

Remarque 1. Pour une mesure extérieure, la propriété de σ-additivité de la
notion classique de mesure est remplacée par une propriété de σ-sous additivité.
Dans le cas d'une mesure extérieure, il n'y a pas à priori de tribu associée.
Cependant, si l'on considère l'ensemble des parties µ-mesurables de Rn :
Mµ = {A ⊂ Rn,∀ B ⊂ Rn, µ(B) = µ(B ∩A) + µ(B\A)}
alors Mµ est une tribu et la restriction de µ à Mµ est une mesure sur (Rn,Mµ).

2.1 Mesure de Hausdor�

Soient A ⊂ Rn, s > 0 et ε > 0
On appelle ε-recouvrement de A un recouvrement de A par des parties X ⊂ Rn
telles que diam(X) ≤ ε avec diam(X) = sup{d(x, y)|x ∈ X, y ∈ X}.
On note Rε(A) l'ensemble des ε-recouvrements au plus dénombrables de A .
On commence par remarquer que Rε(A) 6= ∅ :
En e�et, Rn est une réunion dénombrable de parties compactes :
Rn = ∪

m∈N
Km avec Km compact.
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Pour tout m ∈ N, comme Km est compact, on peut extraire du recouvrement
(B(x, ε2 ))x∈Km un sous-recouvrement �ni.
On peut donc écrire Rn comme réunion dénombrable d'ensembles de diamètres
inférieur ou égal à ε. On intersecte ensuite A avec chaque boule de ce recou-
vrement, et on obtient un ε-recouvrement de A au plus dénombrable donc
Rε(A) 6= ∅.
Avant d'introduire la mesure de Hausdor�, nous avons besoin de la notion sui-
vante :

On considère l'application H s
ε :

 P(Rn) −→ R+ ∪ {+∞}
A 7−→ inf

D∈Rε(A)

∑
X∈D

α(s)
(

diam(X)
2

)s
avec α(s) = π

s
2 Γ( s2 + 1) où Γ est la fonction gamma d'Euler.

Proposition 2. Les applications H s
ε sont des mesures extérieures sur Rn

Aussi, pour tout 0 < ε ≤ ε′ on a que H s
ε ≥H s

ε′

Démonstration.
Soit ε > 0, On veut montrer que H s

ε est une mesure extérieure :

∗ H s
ε (∅) = inf

D∈Rε(∅)

∑
X∈D

α(s)
(

diam(X)
2

)s
or {∅} ∈ Rε(∅) et

∑
X∈{∅}

α(s)
(

diam(X)
2

)s
= 0

donc H s
ε (∅) = 0

∗ Soient A ⊂ B ⊂ Rn,
Tout ε-recouvrement au plus dénombrable de B donne un ε-recouvrement au
plus dénombrable de A. (Rε(B) ⊂ Rε(A))
On a donc H s

ε (A) ≤H s
ε (B).

∗ Soit (Am)m∈N ∈P(Rn)N,
Pour tout l ∈ N, si (Am,l)l est un ε-recouvrement au plus dénombrable de Am
alors (Am,l)m,l est un ε-recouvrement au plus dénombrable de

⋃
m∈N

Am.

On a alors :

H s
ε

( ⋃
m∈N

Am

)
≤

∑
(m,l)∈N2

α(s)
(

diam(Am,l)
2

)s
=
∑
m∈N

(∑
l∈N

α(s)
(

diam(Am,l)
2

)s)
Ceci étant vrai quelque soit les ε-recouvrements au plus dénombrables (Am,l)l
de Am, on a donc que :

H s
ε

( ⋃
m∈N

Am

)
≤
∑
m∈N

inf
(Am,l)l∈Rε(Am)

(∑
l∈N

α(s)
(

diam(Am,l)
2

)s)
=
∑
m∈N

H s
ε (Am)

On a �nalement montré que les applications H s
ε sont des mesures extérieures

sur Rn.

Deuxièmement,
soient 0 < ε ≤ ε′ et A ⊂ Rn
on a alors Rε(A) ⊂ Rε′(A) donc H s

ε (A) ≥H s
ε′ (A).

On peut maintenant donner la dé�nition de s-mesure de Hausdor�. L'idée est la
suivante : on a dé�ni les applications H s

ε (A) comme des bornes inférieures sur un
ensemble de ε-recouvrements de A. Cette famille de fonctions étant décroissante
par rapport à ε, on dé�nit la s-mesure de Hausdor� comme la borne supérieure
sur ε de ces fonctions, c'est-à-dire la limite quand ε tend vers 0.
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Dé�nition 3. Soit s > 0, on appelle s-mesure de Hausdor� sur Rn,

l'application suivante : H s :

{
P(Rn) −→ R+ ∪ {+∞}
A 7−→ sup

ε>0
H s
ε (A)

Autrement dit, H s = sup
ε>0

H s
ε = lim

ε→0
ε>0

H s
ε d'après le second point de la proposi-

tion précédente.

Théorème 4. Soit s > 0, la s-mesure de Hausdor� est une mesure extérieure.

Démonstration.
D'après la proposition précédente, pour tout ε > 0, les applications H s

ε sont
toutes des mesures extérieures sur Rn, on a donc pour tout ε > 0 :
∗ H s

ε (∅) = 0
∗ ∀A ⊂ B ⊂ Rn,H s

ε (A) ⊂H s
ε (B)

∗ ∀ (Ak)k∈N ∈P(Rn)N,H s
ε

( ⋃
k∈N

Ak

)
≤
∑
k∈N

H s
ε (Ak)

En faisant tendre ε vers 0 dans les trois points ci-dessus, comme H s = lim
ε→0
ε>0

H s
ε ,

on a donc que la s-mesure de Hausdor� est une mesure extérieure.

Exemples :

· s = 0 : H 0 est la mesure de comptage.
· s = 1 : H 1(Γ) est la longueur d'une courbe Γ. (où Γ est un lacet simple)
· s = n : H n = L n (où L n est la mesure de Lebesgue sur Rn)
Ceci explique donc la normalisation en α(s)

2s .

2.2 Dimension de Hausdor�

Dans cette section, on considère toujours l'espace euclidien Rn avec n ≥ 1 �xé.
On va étudier le rôle de s > 0 que l'on a �xé jusqu'à maintenant. On va montrer
dans un premier temps que la s-mesure de Hausdor� est nulle pour s su�-
samment grand et vaut l'in�ni pour s su�samment petit. On va alors dé�nir
la dimension de Hausdor� comme le s "intermédiaire" entre les s grands qui
donnent une mesure nulle et les petits qui donnent une mesure in�nie. On com-
mence par le lemme suivant :

Lemme 3. Soient 0 ≤ s < t < +∞ et A ⊂ Rn, on a :
1) Si H s(A) < +∞ alors H t(A) = 0
2) Si H t(A) > 0 alors H s(A) = +∞

Démonstration.
1) Soit A ⊂ Rn tel que H s(A) < +∞, on veut montrer que H t(A) = 0
Soit ε > 0, on considère (Xi)i∈N un ε-recouvrement au plus dénombrable de A

tel que
∑
i∈N

α(s)
(

diam(Xi)
2

)s
≤H s

ε (A) + 1

(Ceci est possible car H s
ε (A) est dé�nie comme une borne inférieure).

On a alors :
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H t
ε (A) ≤

∑
i∈N

α(t)
(

diam(Xi)
2

)t
⇔H t

ε (A) ≤ α(t)
α(s)

∑
i∈N

α(s)
(

diam(Xi)
2

)s (
diam(Xi)

2

)t−s
⇔H t

ε (A) ≤ α(t)
α(s)

(
ε
2

)t−s ∑
i∈N

α(s)
(

diam(Xi)
2

)s
⇔H t

ε (A) ≤ α(t)
α(s)

(
ε
2

)t−s
(H s

ε (A) + 1)

En faisant tendre ε vers 0, on obtient que H t(A) = 0.
2) Il s'agit de la contraposée de 1).

Théorème 5. Soit A ⊂ Rn, il existe un unique d ∈ R+ ∪ {+∞} tel que :
· ∀ s < d,H s(A) = +∞
· ∀ s > d,H s(A) = 0
On appelle dimension de Hausdor� de l'ensemble A le réel d obtenu, on le note
dimH(A).

Démonstration.
· Pour l'existence, on pose d = inf{s ≥ 0,H s(A) < +∞}.
Par dé�nition, si s < d,H s(A) = +∞.
Si s > d, il existe t ∈ ]d, s[ tel que H t(A) < +∞,
par le lemme précédent, on a que H s(A) = 0.
· Pour l'unicité, supposons qu'il existe d 6= d′, par exemple d < d′, qui satis-
fassent les deux propriétés, alors il existe t ∈ ]d, d′[ tel que H t(A) = +∞ (car
t < d′) et H t(A) = 0 (car t > d) ce qui aboutit à une contradiction.

Exemple 1 : L'ensemble triadique de Cantor

En général, il n'est pas facile de calculer la dimension de Hausdor� d'un en-
semble. Commençons par un exemple relativement simple : l'ensemble triadique
de Cantor. On se place sur l'intervalle I0 := [0, 1], on découpe I0 en trois inter-
valles fermés de même longueur, on enlève la partie centrale et on garde les deux
parties restantes, et on note I1 cet ensemble. On a alors I1 :=

[
0, 13
]
∪
[
2
3 , 1
]
.

On réitère le procédé sur chaque composante connexe de I1 pour obtenir
I2 :=

[
0, 19
]
∪
[
2
9 ,

1
3

]
∪
[
2
3 ,

7
9

]
∪
[
8
9 , 1
]
et ainsi de suite.

Pour j ∈ N∗, on a alors Ij =
3j−1⋃
k=0
k pair

[
k
3j ,

k+1
3j

]
∩ Ij−1 et I0 = [0, 1]

On dé�nit l'ensemble triadique de Cantor par : E1 =
⋂
j∈N

Ij

Figure 2.1 � Les 6 premières étapes de la construction de l'ensemble triadique
de Cantor
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On a que dimH(E1) = log(2)
log(3) .

Bien que la preuve ne soit pas évidente, on peut essayer de se convaincre de la
pertinence de ce résultat :
On écrit Ij =

⋃
k

Ikj oú les Ikj sont les 2j intervalles de longueur 3−j donnés dans

la dé�nition de Ij .
Soit ε > 0, on considère l'ε-recouvrement au plus dénombrable (ici �ni)
de E1 dé�ni par les Ikj avec j ∈ N tel que diam(Ikj ) = 3−j ≤ ε.
On a alors :∑
k

α(s)

(
diam(Ikj )

2

)s
=
∑
k

α(s) (3−j)s

2s = α(s)2−s3−js2j

Pour que cette somme converge non trivialement, il faut que 2j3−js converge
non trivialement, et donc il faut que s = log(2)

log(3) .
On a donc une idée intuitive de ce que peut être la dimension de Hausdor�
dans le cas de l'ensemble triadique de Cantor, mais attention, ceci n'est pas une
preuve car nous n'avons considéré que des recouvrements particuliers alors que
la mesure extérieure H s

ε est dé�nie comme une borne inférieure sur l'ensemble
des ε-recouvrements au plus dénombrables.

Exemple 2 : L'ensemble de Cantor 4-coins

On s'intéresse maintenant à un deuxième exemple qui nous sera utile plus tard
lors de la construction d'un ensemble de Kakeya, c'est-à-dire d'un ensemble de
mesure nulle contenant une droite dans chaque direction, il s'agit de l'ensemble
de Cantor 4-coins. Voici la construction de cet ensemble :
Soit F0 = [0, 1]2 le carré unité de C.
On découpe F0 en 16 carrés identiques et on note F1 l'union des 4 carrés situés
dans les coins de F0. On refait le même découpage sur chacun des carrés de F1

et on note F2 l'union des carrés situés dans les coins des carrés de F1. En itérant
ce processus, on obtient une suite de sous ensemble (Fj)j∈N de C. On remarque
que chacun des Fj est formé de 4j carrés de coté 4−j qui sont situés dans les
coins des carrés de Fj−1.
On dé�nit : E2 =

⋂
j∈N

Fj que l'on appelle l'ensemble de Cantor 4-coins.

Un raisonnement analogue à celui concernant la dimension de Hausdor� de l'en-
semble triadique de Cantor permet de montrer intuitivement que dimH(E2) = 1.

Figure 2.2 � L'intersection des premières étapes de la construction de l'en-
semble de Cantor 4-coins
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Chapitre 3

Construction d'un ensemble

de Kakeya

3.1 Notions de recti�abilité

On commence par dé�nir la notion de recti�abilité d'un ensemble. Bien qu'il
soit possible de dé�nir la recti�abilité dans des espaces de dimension �nie quel-
conque, on se restreint au cas du plan complexe et des ensembles 1-recti�ables.

Soit E ⊂ C, on dit que E est 1-recti�able (ou simplement recti�able) s'il
existe une famille dénombrable d'applications lipschitziennes fi : R→ C tel que
H 1(E\∪

i
fi(R)) = 0. Autrement dit, E est 1-recti�able si E peut être recouvert

par une union dénombrable de courbes (localement) recti�ables, c'est-à-dire de
longueur �nie, à un ensemble de 1-mesure de Hausdor� nulle près.

Soit F ⊂ C. On dit que F est purement non 1-recti�able (ou simplement pu-
rement non recti�able) si pour toute application lipschitzienne f : R → C, on
a H 1(F ∩ f(R)) = 0. De façon équivalente, on a que F est purement non 1-
recti�able si pour tout ensemble recti�able E ⊂ C,H 1(F ∩ E) = 0.

On présente maintenant une caractérisation des ensembles recti�ables et des
ensembles purement non recti�ables en termes de taille des projections. Soit
θ ∈ [0, π], on note Pθ la projection orthogonale dans C sur la direction qui fait
un angle de θ avec l'horizontale.

Théorème 6. Soit E ⊂ C un ensemble H 1-mesurable tel que H 1(E) < +∞.
i) E est recti�able si et seulement si, pour tout sous ensemble H 1-mesurable F
de E avec H 1(F ) > 0, on a : H 1(Pθ(F )) > 0 pour presque tout θ ∈ [0, π].
ii) E est purement non recti�able si et seulement si, H 1(Pθ(E)) = 0 pour
presque tout θ ∈ [0, π].

La théorie de la recti�abilité n'étant pas le c÷ur du sujet, on admet ce théorème.
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Soit E ⊂ C, on dé�nit la longueur de Favard de E par :

Fav(E) =
1

π

∫
[0,π]

|Pθ(E)|dθ

où |.| est la mesure de Lebesgue.
On peut interpréter Fav(E) comme un "moyennage" des mesures de Lebesgue
des projections d'angle θ pour θ compris entre 0 et π. On remarque que
Fav(E) = 0 si et seulement si, pour presque tout θ ∈ [0, π], H 1(Pθ(E)) = 0.
Et donc d'après le point ii) du théorème 6, Fav(E) = 0 si et seulement si E est
purement non recti�able.
On peut naturellement se poser la question de l'existence de tels ensembles. Dans
ce qui suit, nous allons montré que l'ensemble de Cantor 4-coins est purement
non recti�able. On rappelle que l'ensemble de Cantor 4-coins est un ensemble
autosimilaire tel que :

E2 =

4⋃
i=1

(
1

4
E2 + ei

)
avec e1 = (0, 0) , e2 =

(
3

4
, 0

)
, e3 =

(
0,

3

4

)
, e4 =

(
3

4
,

3

4

)

on rappelle aussi qu'un ensemble autosimilaire est un compact invariant par un

système �ni de similitude (S1, ..., SN ) autrement dit : K =
N⋃
i=1

Si(K).

3.2 L'ensemble de Cantor 4-coins est puremement

non-recti�able

Le théorème qui suit montre que l'ensemble de Cantor 4-coins est purement
non recti�able car on a montré qu'un ensemble E est tel que Fav(E) = 0 si et
seulement si E est purement non recti�able.

Théorème 7. Pour presque tout θ ∈ [0, π], L 1(Pθ(E2)) = 0
ou de façon équivalente Fav(E2) = 0.

Démonstration.
On commence par remarquer que :

Pθ(E2) = Pθ

(
4⋃
i=1

(
1

4
E2 + ei)

)

=

4⋃
i=1

Pθ

(
1

4
E2 + ei

)

=

4⋃
i=1

(
1

4
Pθ(E2) + Pθ(ei)

)
⊂ R

On se ramène ainsi à étudier des ensembles auto-similaires sur la droite réelle,
c'est-à-dire des ensembles compacts K tel qu'il existe m ≥ 2 et d1, ..., dm tous

di�érents tel que K =
m⋃
i=1

Ki avec Ki = 1
mK + di.
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On utilisera ces notations dans la suite. On a besoin du lemme suivant :

Lemme 4. i) Si i 6= j,L 1(Ki ∩Kj) = 0
ii) Il existe i 6= j tel que Ki ∩Kj 6= ∅

Démonstration.
i) Soient i 6= j on veut montrer que L 1(Ki ∩Kj) = 0.
On a premièrement que :

∀ k ∈ [[1;m]], L 1(Kk) =
1

m
L 1(K) (3.1)

car Kk est obtenu par dilatation de rapport 1
m et translation de dk.

De plus :

L 1(Ki ∪Kj) = L 1(Ki) + L 1(Kj)−L 1(Ki ∩Kj) (3.2)

En e�et :

L 1(Ki ∪Kj) = L 1((Ki ∪Kj) ∩ (Ki ∩Kj)) + L 1((Ki ∪Kj)\(Ki ∩Kj))

= L 1(Ki ∩Kj) + L 1(Ki\(Ki ∩Kj)) + L 1(Kj\(Ki ∩Kj))

= L 1(Ki ∩Kj) + L 1(Ki) + L 1(Kj)− 2L 1(Ki ∩Kj)

= L 1(Ki) + L 1(Kj)−L 1(Ki ∩Kj)

On a donc :

L 1(K) = L 1

(
m⋃
k=1

Kk

)
≤ L 1(Ki ∪Kj) +

∑
k 6=i,j

L 1(Kk)

=
m∑
k=1

L 1(Kk)−L 1(Ki ∩Kj) d'après (3.2)

=

m∑
k=1

1

m
L 1(K)−L 1(Ki ∩Kj) d'après (3.1)

= L 1(K)−L 1(Ki ∩Kj)

On a donc montré que
L 1(K) ≤ L 1(K)−L 1(Ki ∩Kj)
⇔ L 1(Ki ∩Kj) ≤ 0
⇔ L 1(Ki ∩Kj) = 0
d'où le résultat.

ii) On veut montrer qu'il existe i 6= j tel que Ki ∩Kj 6= ∅.
Supposons par l'absurde que ∀ i 6= j, Ki ∩Kj = ∅.
Comme les Ki sont compacts, et en nombre �ni, il existe ε0 > 0 tel que
∀ i 6= j, d(Ki,Kj) > ε0. (d est la distance usuelle)
On a donc : ∀ i 6= j, V ε0

2
(Ki) ∩ V ε0

2
(Kj) = ∅
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avec V ε0
2

(Ki) un voisinage deKi de rayon
ε0
2 : V ε0

2
(Ki) = {x ∈ R, d(x,Ki) <

ε
2}.

On remarque ensuite que :

L 1(V ε0
2

(Kk)) = L 1

(
V ε0

2

(
1

m
K + dk

))
= L 1

(
V ε0

2

(
1

m
K

))
= L 1

({
x ∈ R, d

(
x,

1

m
K

)
<
ε0
2

})
= L 1

({
x ∈ R, d (mx,K) < m

ε0
2

})
=

L 1
(
Vmε0

2
(K)

)
m

(3.3)

On a donc :

L 1(V ε0
2

(K)) = L 1

(
m⋃
k=1

V ε0
2

(Kk)

)

=

m∑
k=1

L 1
(
V ε0

2
(Kk)

)
car l'union est disjointe

=

m∑
k=1

L 1
(
Vmε0

2
(K)

)
m

d'après (3.3)

= L 1
(
Vmε0

2
(K)

)
Ceci est une contradiction car Vmε0

2
(K) est un ouvert contenant strictement

l'ouvert V ε0
2

(K) donc on doit avoir L 1
(
Vmε0

2
(K)

)
> L 1

(
V ε0

2
(K)

)
On a besoin de quelques notations :
On pose I = [[1;m]] et ∀ k ∈ N∗, Ik = {p = (i1, ..., ik);∀ j ∈ [[1; k]], ij ∈ I},
autrement dit Ik est l'ensemble des k-uplets à valeurs dans I = [[1;m]].
On peut alors écrire que ∀ k ∈ N∗, K =

⋃
p∈Ik

Kp avec Kp = 1
mk
K + dp

pour des dp bien choisis car K =
m⋃
i=1

Ki avec Ki = 1
mK + di.

Soit ε > 0, on dit que Kp et Kq sont proches à ε près si :
i) p, q ∈ Ik pour un certain k et p 6= q
ii) Kq = Kp + x pour un x ∈ R et |x| ≤ εdiam(K).

On remarque que si p, q ∈ Ik, alors la deuxième condition ne nous apporte
que le côté petit de la translation de Kp vers Kq, l'existence étant déjà acquise.
Aussi, on note que d'après le lemme précédent que si p, q ∈ Ik, avec p 6= q, on a
L 1(Kp ∩Kq) = 0.
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Toujours dans l'idée de démontrer le théorème sur le côté purement non recti-
�able de l'ensemble de Cantor 4-coins, nous aurons besoin d'un lemme que nous
énoncerons plus tard, qui utilise un résultat de théorie de la mesure que nous
commençons donc par énoncer puis démontrer. Nous présentons ce résultat sous
la forme du lemme suivant :

Lemme 5. Soit F ⊂ R un compact tel que L 1(F ) > 0. Pour tout δ > 0, il
existe un intervalle J tel que :

L 1(F ∩ J) ≥ (1− δ)L 1(J)

Démonstration.
Soit F ⊂ R un compact tel que L 1(F ) > 0. Soit δ > 0, on veut montrer qu'il
existe un intervalle J tel que L 1(F ∩ J) ≥ (1− δ)L 1(J).
Tout d'abord, il existe n ∈ N tel que F ⊂ [−n, n] car F est compact dans R.
On regarde le complémentaire de F : F c est ouvert, donc F c s'écrit comme une
réunion disjointe dénombrable d'intervalles ouverts : F c =

⋃
i∈N

Oi.

On peut supposer, quitte à réordonner les Oi, que (L 1(On))n∈N est une suite
réelle positive décroissante tendant vers 0.
On choisit alors un nombre �ni N de Oi tel que :

L 1

(⋃
i∈N

Oi

)
−L 1

(
N⋃
i=1

Oi

)
< δL 1(F )

⇔ L 1

(⋃
i>N

Oi

)
< δL 1(F ) (3.4)

On comprendra plus tard pourquoi on choisit δL 1(F ), ceci étant vrai en rem-
placant δL 1(F ) par ε > 0 quelconque.

On regarde maintenant le complémentaire de
N⋃
i=1

Oi dans [−n, n].

Il s'agit d'une réunion d'au plus N+1 intervalles fermés J1, ..., Jn et F ⊂
N+1⋃
i=1

Ji

par dé�nition des Ji. Ensuite, on a :(
N+1⋃
i=1

Ji

)
∩ F c =

(
N⋃
i=1

Oi

)c
∩

(⋃
i∈N

Oi

)
=
⋃
i>N

Oi

Or d'après (3.4), L 1

( ⋃
i>N

Oi

)
< δL 1(F )

Donc L 1

((
N+1⋃
i=1

Ji

)
∩ F c

)
< δL 1(F )

⇔
N+1∑
i=1

L 1(Ji ∩ F c) < δL 1(F ) par union disjointe
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On dé�nit les ai, pour i allant de 1 à N + 1 par L 1(Ji ∩ F c) = aiL 1(Ji).
On a alors :

N+1∑
i=1

aiL
1(Ji) < δL 1(F ) (3.5)

On veut trouver un Ji tel que ;

L 1(Ji ∩ F ) ≥ (1− δ)L 1(Ji)

⇔ L 1(Ji)−L 1(Ji ∩ F c) ≥ L 1(Ji)− δL 1(Ji)

⇔ L 1(Ji ∩ F c) ≤ δL 1(Ji)

⇔ aiL
1(Ji) ≤ δL 1(Ji)

⇔ ai ≤ δ car on peut supposer L 1(Ji) > 0

Supposons alors par l'absurde qu'il n'en existe pas, c'est-à-dire

∀ i ∈ [[1;N + 1]], ai > δ. Comme F ⊂
N+1⋃
i=1

Ji on a :

L 1

(
N+1⋃
i=1

Ji

)
≥ L 1(F )

⇔
N+1∑
i=1

L 1(Ji) ≥ L 1(F ) (3.6)

Or d'après (3.5),
N+1∑
i=1

aiL 1(Ji) < δL 1(F ) et ∀i ∈ [[1;N + 1]], ai > δ donc :

N+1∑
i=1

δL 1(Ji) < δL 1(F )

⇔
N+1∑
i=1

L 1(Ji) < L 1(F ) (3.7)

(3.6) et (3.7) nous permettent d'aboutir à une contradiction.
On a donc l'existence d'un i0 ∈ [[1;N + 1]] tel que ai0 ≤ δ c'est-à-dire Ji0 est tel
que L 1(F ∩ Ji0) ≥ (1− δ)L 1(Ji0), d'où le résultat.

Grâce au résultat précédent, on peut maintenant démontrer le lemme suivant
qui nous permettra de faire la démonstration du théorème :

Lemme 6. Supposons que pour tout ε > 0, il existe k et p, q ∈ Ik avec p 6= q
tels que Kp et Kq sont proches à ε près. Alors, on a L 1(K) = 0

Démonstration.
Supposons par l'absurde que L 1(K) > 0.
D'après le lemme précédent, il existe un intervalle J ⊂ R tel que :

L 1(J ∩K) ≥ 0.9L 1(J)

On utilise l'hypothèse avec ε = L 1(J)
2mkdiam(K)

.
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Il existe k ∈ N, p, q ∈ Ik avec p 6= q tels que Kp et Kq soient proches à ε près,
c'est-à-dire Kp = 1

mk
+ dp, Kq = 1

mk
+ dq et |dp − dq| ≤ εdiam(K).

Si on pose :

Jp =
1

mk
J + dp et Jq =

1

mk
J + dq

alors Jp = Jq + (dp − dq) avec :
|dp − dq| ≤ εdiam(K) = L 1(J)

2mk
=

L 1(Jp)m
k

2mk
=

L 1(Jp)
2

On a également par les propriétés de L 1 :

L 1(Jp ∩Kp) ≥ 0.9L 1(Jp) et L 1(Jq ∩Kq) ≥ 0.9L 1(Jq)

Voyons désormais que nous pouvons aboutir à une contradiction en remarquant
que, comme 90% de Jp est dans Kq et que 50% de Jq est dans Jp, alors il y a
au moins 40% de Jp dans Kq. Mais on sait aussi qu'il y a 90% de Jp dans Kq,
donc il y a au moins 30% de Jp dans Kp ∩ Kq et on obtient la contradiction
voulue car L 1(Kp ∩Kq) = 0 d'après le lemme 4.i) donc :

0 = L 1(Kp ∩Kq) ≥ L 1(Kp ∩Kq ∩ Jp) ≥ 0.3L 1(Jp) > 0

On en conclut donc que L 1(K) = 0.

Désormais, nous pouvons démontrer le théorème 7 qui montre que l'ensemble
de Cantor 4-coins est purement non recti�able. À savoir, on veut montrer que
pour presque tout θ ∈ [0, π],L 1(Pθ(E2)) = 0.
Pour simpli�er, on pose Eθ2 = Pθ(E2) ⊂ R pour θ ∈ [0, π]. On utilise les no-
tations de la partie précédente en remplaçant K par Eθ2 , c'est-à-dire, on peut
écrire pour des dp ∈ R bien choisis et pour k ∈ N∗,

Eθ2 =
⋃
p∈Ik

Eθ2,p avec Eθ2,p =
1

mk
Eθ2 + dp

On �xe ε > 0 et on pose :
Vε = {θ ∈ [0, π],∃ k ∈ N∗,∃ p 6= q ∈ Ik tels que Eθ2,p et Eθ2,q sont proches à θ-près}
On commence par remarquer qu'il su�t de montrer que pour tout ε > 0,
L 1([0, π]\Vε) = 0. En e�et, on a alors :

L 1

(
[0, π]\

⋂
ε>0

Vε

)
= L 1

[0, π]\
⋂
j∈N∗

V 1
j


= L 1

 ⋃
j∈N∗

([0, π]\V 1
j
)


≤
∑
j∈N∗

L 1([0, π]\V 1
j
) par union dénombrable

= 0

Et donc, pour presque tout θ ∈ [0, π], pour tout ε > 0, ∃ k ∈ N∗,∃ p 6= q ∈ Ik
tels que Eθ2,p et E

θ
2,q sont proches à ε-près et on obtient d'après le lemme 6 que

pour presque tout θ ∈ [0, π], L 1(Pθ(E2)) = 0.
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Il reste donc à montrer que pour tout ε > 0, L 1([0, π]\Vε) = 0 : L'idée de la
preuve est de démontrer que pour tout intervalle de [0, π], il existe un pourcen-
tage �xe de sa longueur (qui dépend de ε mais pas de la longueur de l'intervalle)
qui est contenu dans Vε, puis d'utiliser la contraposée du lemme 5 pour conclure.
On considère ε > 0 et θ ∈ [0, π], par le lemme 4.ii), on a l'existence de i 6= j
tels que Eθ2,i ∩ Eθ2,j 6= ∅, autrement dit, il existe x ∈ E2,i et y ∈ E2,j tels que
Pθ(x) = Pθ(y). Soit k ∈ N∗, alors il existe p 6= q ∈ Ik tels que Pθ(x) ∈ Eθ2,p et
Pθ(y) ∈ Eθ2,q. Il existe toujours un θ0 ∈ [0, π] tel que les projections orthogonales

suivant la direction θ0 de E2,p et E2,q sont confondues, autrement dit, Eθ02,p et

Eθ02,q sont confondues.
Il vient que si C est une constante su�samment petite, pour tout φ ∈ [0, π] tel
que |φ− θ0| ≤ Cε4−k, Eφ2,p et E

φ
2,q sont proches à ε-près.

Par conséquent, par dé�nition de Vε, il existe donc une constante C ′ > 0 telle
que l'ensemble [θ − C ′4−k, θ + C ′4−k] ∩ Vε contient un intervalle de longueur
Cε4−k. k étant quelconque, on a donc montré que pour tout intervalle de [0, π]
il existe un pourcentage �xe de sa longueur (qui ne dépend pas de k) qui est
contenu dans Vε.
On a donc l'existence d'un δ > 0 tel que pour tout intervalle J :

L 1([0, π] ∩ J ∩ Vε) > δL 1(J)
⇒ L 1([0, π] ∩ J ∩ Vε) > L 1(J)− (1− δ)L 1(J)
⇔ L 1(J)−L 1([0, π] ∩ J ∩ Vε) < (1− δ)L 1(J)
⇔ L 1([0, π]\Vε ∩ J) < (1− δ)L 1(J)
⇔ L 1(F ∩ J) < (1− δ)L 1(J) en posant : F = [0, π]\Vε

Ainsi, en utilisant la contraposée du lemme 5, on a alors que L 1(F ) = 0 au-
trement dit L 1([0, π]\Vε) = 0. Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on peut donc
conclure la preuve d'après la remarque initiale.

On a donc montré que l'ensemble de Cantor 4-coins est purement non recti�able.

3.3 Construction d'un ensemble de Kakeya

Le but de cette partie est de construire un ensemble de Kakeya dans le plan,
c'est-à-dire un ensemble du plan de mesure de Lebesgue nulle, qui contient une
droite dans toutes les directions.
Pour cela, commençons par introduire quelques notions utiles :
Soient a, b ∈ R2, on note L(a, b) la droite d'équation : y = a+ bx
Si E ⊂ R2, on note L(E) =

⋃
(a,b)∈E

L(a, b)

c'est-à-dire l'ensemble de toutes les droites paramétrées par des points de E.
Attention, L(E) n'est pas l'ensemble des droites passant par des points de E.
Soit c ∈ R, on note Lc la droite d'equation x = c.
Suite à l'introduction de ces notations, nous allons voir un lien fort entre l'in-
tersection des droites paramétrées par un ensemble E avec une certaine droite
verticale et la projection orthogonale d'angle θ ∈ [0, π] de E.
Pour cela, commençons par remarquer que, si < , > désigne le produit scalaire
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usuel dans R2 : L(a, b) ∩ Lc = (c, a+ bc) = (c,< (1, c), (a, b) >).
Ainsi si E ⊂ R2 :

L(E) ∩ Lc = {(c,< (1, c), (a, b) >), (a, b) ∈ E}
Or le produit scalaire par rapport au vecteur (1, c) nous donne la projection
d'angle θ en prenant c = tan θ, car dans ce cas (1, c) est un vecteur directeur de
la droite d'angle θ suivant laquelle on souhaite projeter. Cependant, le vecteur
(1, c) n'étant pas unitaire, il y a un rapport de l'ordre de ||(1, c)|| =

√
1 + c2.

On a donc montré que L(E) ∩ Lc est similaire à Pθ(E) avec un rapport de√
1 + c2.

Cela implique donc que :

L 1(L(E) ∩ Lc) = 0⇔ L 1(Pθ(E)) = 0 (3.8)

On peut appeler ce résultat principe de dualité de Besicovitch.
Nous allons maintenant démontrer grâce à ce résultat le lemme suivant qui nous
servira pour la construction d'un ensemble de Kakeya dans le plan.

Lemme 7. Soit E ⊂ R2 avec H 1(E) < +∞. Alors L(E) est L 2-mesurable.
De plus, si E est purement non recti�able (Fav(E) = 0), alors L 2(L(E)) = 0.

Démonstration.
Commençons par remarquer que si E est ouvert (resp. fermé) alors L(E) est
ouvert (resp. fermé). Ainsi, si E est une intersection dénombrable d'ouverts
(resp. union dénombrable de fermés) alors L(E) est une intersection dénom-
brable d'ouverts (resp. union dénombrable de fermés).
∗ Supposons que H 1(E) = 0.
Par régularité de H 1, on peut trouver une intersection dénombrable d'ouverts
que l'on note E0 telle que E ⊂ E0 et H 1(E0) = 0.(
Se donner pour tout i ∈ N∗ une famille (Oi,j)j∈N∗ telle que

∞∑
j=1

|Oi,j | <

H 1
1
i

(E) + 1
i puis prendre E0 =

∞⋂
i=1

∞⋃
j=1

Oi,j
)

Or, la projection n'augmente pas les distances (1-lipschitzienne) :
∀ x, y ∈ E, |Pθ(x)− Pθ(y)| ≤ |x− y|

Donc ∀ θ ∈ [0, π],L 1(Pθ(E0)) ≤ L 1(E0) = 0
Ce qui est équivalent d'après (3.8) à : ∀c ∈ R, L 1(L(E0) ∩ Lc) = 0
Mais L(E0) est une intersection dénombrable d'ouverts d'après la remarque ini-
tiale donc L 2-mesurable.
On peut donc appliquer le théorème de Fubini, et on obtient que L 2(L(E0)) = 0
et comme L(E) ⊂ L(E0), on a alors que L(E) est mesurable et L 2(L(E)) = 0.
∗ Prenons maintenant E de 1-mesure de Hausdor� �nie (pas nécessairement
nulle). On peut écrire E = E0 ∪ F où E0 est une union dénombrable de fermés
et F est tel que H 1(F ) = 0.
On a alors que L(E) = L(E0) ∪ L(F ) est L 2-mesurable comme union de deux
ensembles L 2-mesurables.

Supposons que E est purement non recti�able,
on a alors pour presque tout θ, L 1(Pθ(E)) = 0.
On a donc par (3.8) que pour presque tout c ∈ R, L 1(L(E) ∩ Lc) = 0.
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L(E) étant L 2-mesurable, le théorème de Fubini nous permet de conclure que :

L 2(L(E)) =
∑
c∈R

L 1(L(E) ∩ Lc) = 0

Désormais, nous sommes en mesure de démontrer le théorème suivant concer-
nant l'existence d'un ensemble de Kakeya dans le plan.

Théorème 8. Il existe un ensemble du plan de mesure de Lebesgue nulle et qui
contient une droite dans toutes les directions.

Démonstration.
On commence par remarquer que si E ⊂ R2 et si b ∈ Pπ

2
(E) alors L(E) contient

une droite de coe�cient directeur b. En e�et, si (a, b) ∈ E, alors Pπ
2

(a, b) = b
qui est simplement le coe�cient directeur de la droite L(a, b) ∈ L(E).
Cette remarque est importante car elle implique que si Pπ

2
(E) = R alors L(E)

contient une droite dans toutes les directions.
On prend E une copie de l'ensemble de Cantor 4-coins obtenue à partir de l'ori-
ginal par rotation (d'angle 3π

8 ), de telle façon que Pπ
2

(E) contienne l'intervalle
[0, 1]. Ceci est possible car l'ensemble de Cantor 4-coins est un ensemble auto-
similaire tel que pour la première étape dans la construction de cet ensemble,
la projection d'angle π

8 contienne l'intervalle [0, 1] et donc par auto-similarité,
l'ensemble de Cantor 4-coins est un ensemble tel que la projection d'angle π

8
contienne l'intervalle [0, 1]. Ainsi, en faisant une rotation d'angle 3π

8 (et de centre
( 1
2 ,

1
2 )) de l'ensemble de Cantor 4-coins, on obtient un ensemble E tel que Pπ

2
(E)

contienne l'intervalle [0, 1]. On appelle toujours E l'union de cet ensemble avec
sa symétrie par rapport à l'axe des abscisses. On a alors que Pπ

2
(E) contient

l'intervalle [−1, 1].
D'après la remarque précédente, on a alors que L(E) contient une droite de
direction λ pour tout λ ∈ [−1, 1]. De plus, E est purement non recti�able, donc
d'après le lemme 7, L 2(L(E)) = 0. On a donc construit un ensemble du plan de
mesure nulle et qui contient une droite dans toutes les directions λ ∈ [−1, 1]. On
prend maintenant l'union de cet ensemble avec l'image de cet ensemble par la ro-
tation d'angle π

2 et de centre l'origine, pour avoir toutes les directions possibles.
En e�et, comme l'ensemble ne contient que des droites, on peut, sans pertes de
généralité, regarder comment se comporte une rotation sur une droite. Et, la
rotation d'angle π

2 envoie une droite sur une autre droite perpendiculaire à la
première. Ainsi, comme le premier ensemble contient des droites dans toutes les
directions λ ∈ [−1, 1] et que le deuxième est la rotation d'angle π

2 et de centre
l'origine du premier ensemble, l'union des deux est un ensemble qui contient
une droite dans toutes les directions du plan.
On a donc obtenu un ensemble de mesure nulle (union de deux ensembles de
mesure nulle) qui contient une droite dans toutes les directions, d'où l'existence
d'un ensemble de Kakeya.
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Nous allons terminer cette partie par un problème ouvert. On rappelle que l'en-
semble de Cantor 4-coins E2 est l'intersection des Fj pour j ∈ N où les Fj sont
obtenus à partir de Fj−1 en formant 4j carrés de coté 4−j qui sont situés dans
les coins des carrés de Fj−1 et F0 = [0, 1]2. Or on sait que :

Fav(E2) = 0 ⇔ Fav

( ⋂
j∈N

Fj

)
= 0 ⇒ lim

j→+∞
Fav(Fj) = 0

La question que l'on peut se poser est de savoir à quelle vitesse s'e�ectue cette
convergence. La conjecture actuelle est qu'il existe des constantes c, C > 0 telles
que pour tout j ∈ N∗ :

c
j ≤ Fav(Fj) ≤ C

j

L'inégalité de gauche est connue, tandis que celle de droite reste un problème
ouvert qui semble malheureusement avoir découragé tous les mathématiciens
qui s'y sont penchés.
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Chapitre 4

Le problème actuel de Kakeya

4.1 La conjecture actuelle

On se place maintenant dans Rn avec n ∈ N∗.
Soit k < n un entier. Un ensemble E ⊂ Rn est un (n, k)-ensemble de Kakeya
s'il est de n-mesure de Lebesgue nulle et s'il contient un translaté de tout sous
espace vectoriel de dimension k de Rn.
Dans la partie précédente, on a montré l'existence d'un ensemble du plan de
mesure nulle contenant une droite dans chaque direction c'est-à-dire un (2, 1)-
ensemble de Kakeya. En prenant le produit cartésien avec Rn−2, on voit bien
que l'on peut obtenir des (n, 1)-ensembles de Kakeya, cependant si k devient
trop grand, on ne peut pas toujours espérer trouver des (n, k)-ensembles de Ka-
keya.
Dans la suite, on s'intéresse aux (n, 1)-ensembles de Besicovitch (ensemble conte-
nant une droite dans chaque direction mais pas nécessairement de mesure nulle).
On appelle plus simplement ces ensembles : ensembles de Besicovitch (ou de Ka-
keya s'ils sont de mesure nulle). Le célèbre problème de Kakeya consiste en fait,
à valider ou à réfuter la conjecture suivante :

Conjecture 1. Tout ensemble de Besicovitch de Rn est de dimension de Haus-
dor� égale à n.

Remarque 2.

i) La conjecture n'a de l'intérêt que pour les ensembles de Kakeya, les autres
ayant une mesure de Lebesgue non nulle sont forcément de dimension de Haus-
dor� égale à n.
ii) Le résultat est connu en dimension 2, nous allons le démontrer dans la suite.

4.2 Le cas résolu de la dimension 2

On commence par énoncer deux résultats du livre de Falconer [1] que l'on ad-
met et qui nous permettent de démontrer la conjecture de Kakeya dans le cas
de la dimension 2. On énonce ces résultats dans des cas plus particuliers que
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ceux énoncés dans le livre de Falconer, mais su�sants pour l'utilisation que l'on
souhaite en faire.

Lemme 8. Soit E ⊂ R2 un ensemble dé�ni par une intersection dénombrable
d'ouverts et tel que dimH(E) = s. Si s ≤ 1, alors dimH(Pθ(E)) = s pour presque
tout θ ∈ [0, π].

Lemme 9. Soient E ⊂ R2 un ensemble, A un sous ensemble de l'axe des
abscisses et t, s > 0. Supposons qu'il existe une constante c > 0 telle que :
∀ x ∈ A, H t(E ∩ Lx) > c. Alors il existe une constante b > 0 telle que

H t+s(E) ≥ bcH s(A)

Théorème 9. Si F est un ensemble du plan qui contient une droite dans chaque
direction, alors sa dimension de Hausdor� est égale à 2.

Démonstration.
Soit F ⊂ R2 un ensemble du plan qui contient une droite dans chaque direction.
Tout ensemble étant inclus dans un ensemble de même dimension et dé�ni
comme une intersection dénombrables d'ensembles d'ouverts, on peut, sans perte
de généralité, considérer que F est un tel ensemble.
On pose E = {(a, b) ∈ R2, L(a, b) ⊂ F}, où L(a, b) est toujours la droite d'équa-
tion : y = a+ bx. E est donc l'ensemble des points qui paramètrent les droites
incluses dans F . On a alors L(E) ⊂ F .
Comme F contient une droite dans chaque direction, on a alors que Pπ

2
(E) est

l'axe des ordonnées tout entier.
Puisque pour tout θ ∈ [0, π] la projection d'angle θ est 1-lipschitzienne, on a en
particulier que H 1(Pπ

2
(E)) ≤H 1(E) et donc H 1(E) = +∞.

Ainsi la dimension de Hausdor� de E est au moins égale à 1. De plus, la dimen-
sion de Hausdor� de E ne peut pas être plus grande que 1, donc elle est égale à 1.
On remarque que E est un ensemble dé�ni comme une intersection dénombrable

d'ouverts car F l'est et : E =
+∞⋂
r=1
{(a, b) ∈ R2, L(a, b) ∩Br(0) ⊂ F ∩Br(0)}.

Donc on peut appliquer le lemme 8 et on a alors que dimH(Pθ(E)) = 1 pour
presque tout θ ∈ [0, π].
On a donc par le principe de dualité (3.8) que dimH(L(E)∩Lc) = 1 pour presque
tout c ∈ R. Ainsi, on a montré que presque toutes les "tranches verticales" de
L(E) sont de dimension de Hausdor� 1.
Cela implique grâce au théorème 9 (en prenant r = 1, s = 1, c = 1

2 et
A = {c ∈ R, dimH(L(E) ∩ Lc) = 1} de 1-mesure de Hausdor� in�nie) que
H 2(L(E)) = +∞ et donc dimH(L(E)) = 2.
Ce résultat, bien que di�cile, peut se comprendre intuitivement car presque
toutes les "tranches verticales" sont de dimension de Hausdor� 1, donc si on
intègre sur R pour avoir toutes les "tranches verticales", il est naturel de penser
que l'on obtient un ensemble de dimension de Hausdor� 2. On conclut en disant
que L(E) ⊂ F donc dimH(F ) = 2.
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Conclusion :

Le problème de Kakeya est un problème ancien de plus de 100 ans, qui a
fasciné de nombreux mathématiciens, à l'image de Terence Tao qui considère ce
problème comme l'un de ces problèmes préférés. La question initiale, proposée
par Kakeya en 1917, a évolué grandement au cours des décennies, grâce notam-
ment à Besicovitch, Tao, Bourgain, Dvir et tant d'autres.

Actuellement, la question est de savoir si tout ensemble de Besicovitch
de Rn est de mesure de Hausdor� égale à n. Nous avons montré deux choses
en rapport avec cette conjecture : la première est que ce résultat est vrai en
dimension 2 et la deuxième est qu'il existe un résultat analogue, dont la preuve
est relativement simple, dans le cas des corps �nis.

Cependant, le cas général reste à l'état de conjecture et semble même avoir
découragé les plus grands mathématiciens de notre génération, tant la di�culté
à résoudre ce problème paraît cyclopéenne.

Pour �nir, cette conjecture a été reliée à de nombreuses questions relatives
à d'autres domaines des mathématiques. L'application la plus connue du pro-
blème de Kakeya est due à Charles Fe�erman en 1971, qui a établi un lien avec
l'analyse harmonique. L'analyse harmonique est l'étude des représentations de
fonctions ou de signaux comme superposition d'ondes de bases et peut être vue
comme une généralisation des notions de séries de Fourier et de transformées de
Fourier.
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