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Avant-propos

Poincar¢ définit le groupe fondamental d'un espace topologique [12] en
1895. Viendront cnsuite, dans les années 30, la définition, par Hurewicz, des
groupes d'homotopies dordre suptricur ct le théoréme d'Hurewicz reliant
homotopic et homologic:

Théoreme 0.1 (Hurewicz). Seient X un espace topologique et n 2 2 un
entier: i m(X) = 0 powr i < n, alors 7 (X)) et H,(X) sont canoniquement
isomorphes,

Au début des années 50, Cartan ot Serre exposent une méthode de cal-
cul des groupes d’homotopice; cotte méthode, ou plutét sa version actuelle,
est appelée four de Cartan-Serre ou four de Whifehead. Elle comporte deux
difficultés majenres: le caleul des groupes d’homologic des K(m,n) et les
« ambiguités » de la suite speetrale de Serre (différenticlles supéricures dé-
finies non constrictivement, problémes d'extension a la limite). Puis, Edgar
Brown utilise la tour de Postnikov pour résoudre théoriguement le probleme
algorithmique du calcul des groupes d’homotopie; il signale lui-méme dans
son article [2] que sa méthode nest pas utilisable pour des calouls concrets,
appréciation qui reste valide aujourd hui.

A la fin des années 80, les lignes générales d'une approche de la {opo-
logie algébrigue constructive sont exposées dans [20]. Elle s’appuie sur le
théoreme de perturbation homologique, introduit par Ronnic Brown [3], et
sur les méthodes de programimation fonctionnelle. Le programime (machine}
E AT, dont la motivation principale est le caleul des groupes ('homologie
des cspaces de lacets 1téres, en est une conséquence direete.

La nouvelle version du programme (machine) de topologic algébrique
constructive, écrite en 1998-99 ot baptisée Kengo, utilise les mémeoes méthodes
pour construire les tours de Whitchead et Tostnikov dun ensemble simpli-
cial connexe a homologic effective: il s’agit de décomposer un cspace cn un
produit tordu d'espaces d'Eilenberg-MacLane.



Ce mémoire explicite Parchitecture mathématique, dans le cadre des ma-
thématicues constructives, du programme Kenzo. Un double travail doit étre
cntrepris pour obtenir des résultats mathématiquement valides, D une part,
nous devons présenter les diflérents objets machines que nous utiliserons sous
forme d’objets accessibles aux mathématiques constructives. En offet, les in-
extricables chaines de bits (i codent dans le programime Kenzo les ensembles
simpliciaux {souvent infinis), les équivalences d'homotopie, ete. nécessitent
une présentation mathématique pour pouvolr étre validées. Le travail de
modélisation associé, travail déerit dans le chapitre 1, est un opérateur:

objets constrictifs
{objets machines} — de la
topologie algébrique

Dautre part, nous devons égalenient structurer plus précisément gu’a
I'ordinaire les objets usuels de la topologic algébrique. En effet los enscnbles
simplicianx, les suites spectrales, ete. ne sont pas, dans le cas général, des
ohjets constructifs. Les définitions usuelles de la topologie algéhrique doivent
étre enrichies pour devenir coustructives. Quelyuefois plusieurs enrichisse-
ments diffétrents sont nécessaires ; ainsi a la définition usuelle des complexes
de chaines vont correspondre, dans notre cadre de travail, desr définitions:
A savoir celle des complexes de chaines cffectifs et celles des complexes de
chaines localement effectifs. Le chapitre 2 est consacré 4 cos questions; en
particulier; les choix indiciaires des opérateurs de torsion sont fixés daus ce
chapitre. Un foncteur d’oubli, done d’appauvrissement, st aussi defini des
objets constrictifs vers les objets Zormelo-Fraonkel :

ohjets constructils objets usuels
de la — de la
topologic algébrique topologie algébrigque

Il cst alors possible de définir mathématicquement le programme Kenzo
comme un cnsemble de définitions et théorémes constructifs énonceés dans
le cadre de notre machine Lisp. 11 fant tout d’abord definir des ensembles
mathématiques modélisant les différents types de données {complexes de
chaines, ensembles simpliciatx, ete.}: &’est Uobjet du chapitre 3.

Ensuite, le chapitre 4 redéfinit los opérateurs usuels de la topologie algé-
brique afin qu’ils conservent le caractére constructif des objets topologiques
manipulés : ¢’est le cas en particulier des produits tensoriels, des opérateurs
de torsions, des espaces de lacets ot de la construction Bar. Enfin, on déve
loppe deux méthodes pour le caleul des groupes d’homotopic.



La premiére s’appuic sur les travaux de Kan et sa définition des groupes
d’homotopic pour les ensembles simpliciaux simplement connexes vérifiant
la propriété dextension de Kan. On évite ainsi écucil rencontré par Edgar
Brown : le calcul de Phomologic des K{w,n) pour » > 1. Cependant, si la
proprieté d'extension de Kan pormet de conserver le caractére constructif
des objets topologiques, sa complexité combinatoire cn limite les résnltats
(cf. le chapitre 5).

La scconde méthode reprend Uidée I’Edgar Brown (1a towr de Postnikov
peut aussi étre utilisée mais, expérience faite, la tour de Whitehead est plus
cfficace). Edgar Brown utilisait des approximations relativement complexes
des K(m,n) par des cnsembles simpliciaux finis. Les méthodes exposées
dans ce mémoire permettent de procéder d'une facon différente ; si W oest la
construction espace classifiant, I'isomorphisine canonigue W (K({m, 1)) ~
K({r,n) produit une version qui n'est pas, a priord, de type fini de K(7,n),
mais qui est & homologie effective. La méthode ’Edgar Brown peut alors Gtre
reprise pour obtenir un résultat théorique de portée heancoup plus vaste: les
groupes d'homotopic des ensembles simpliciaux simplement connexes & ho-
mologic effective sont calculables; de plus la technique dont Uexistence est
ainsi démontrée pont étre utiliste conerdiement @ o'est le programme Kenzo
avee lequel un ensemble significatif de groupes d’homotopie d’espaces arbz-
traires sont accessibles (ef. le chapitre 6).

Cortaing points ne sont toutefois pas abordés par la version actuelle du
programme Kenzo. Clest le cas notamment de la construction de 'homolo-
gie effective des K(m, n), lorsque @ n'est ni Z, ni Z/2Z. Une premicre ap-
proche consisterait a définir des équivalences de chaines constructives entre
les groupes simpliciaux K{m, 1} ot des complexes de chaines de type fini
(de préférence minimaux d'un point de vue algébrique). Ensuite il suffirait
Q'utiliser la construction ospace classifiant W pour obtenir des versions i
homologie effective deos K (@, n). On peut aussi considérer los striuctures pro-
duits quand le groupe « n'est pas irréductible. Tout reste & faire dans ce
domaine.

La complexité combinatoire de la propriété d'extension de Kan pose éga-
lement un probleme ardit: Schon le mentionne déja dans [19]. Et si, comme
le mentionne Schon, la propricté d'extension de Kan est suflisamment souple
pour constituer 'essentiel de nombreuses définitions constructives, ancune
¢tude de complexité n'a ¢té entreprise, & notre connaissance.

La méthode utilisée ici pour le caleul des groupes d’homotopie est primi-
tive : clle n'utilise « que » les suites spectrales de Serre et Eilenberg-Moore
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ot plus précisément leur version & homologie effective. CUétait la premidre
¢tape obligatoire, mais la suivante est claire; il faut maintenant déterminer
la. version & homologie cffective de la suite spectrale CAdams @ un bean sujet.
en perspoective.
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Chapitre 1

Un modéle pour le programme
Kenzo

La validation des programmes machines en général ot du prograimme
Kenzo en particulier est un probléme de modélisaiion ; il s’agit. de définir un
méacanisme de correspondance entre deux espaces de travail © celud, classique,
de la topologic algébricque et celui, nouveau, qu'il est nécessaire de définie
pour la mise en oruvre sur machine. En fait, nous allons utiliser un espace
de travail infermédiosre : celui des mathématicues constructives tel quil est
defini par Treelstra ot Van Dalen dans [24]. Une axiomaticque strictement
plus fine que celle, usuelle, de Zermelo-Fraenkel v est définie, modélisant le
travail & effectuer sur machine et permettant néanmoins de conserver un
cadre mathématique.

Nous devons douc définir des ensembles (inathématiques) modelisant les
différents tvpes de données & manipuler sur machine, puis montrer exis-
tence dalgorithmes produisant les résultats escomptés. La validation des
algorithmes utilisés dans le programme Kenzo scra démontrée au fur ot
mesure, le long des differents chapitres. Ce chapitre ost consacré a lexposé
détailleé dCexemples élémentaires (groupes et anncaux) expliquant notre mé-
thode de travail.

1.1 Description du modéle utilisé

Une machine conerate (ordinatcur) a une unité centrale (CPUY ot une
niémoire. L'unité centrale pout exécuter un programme produisant un resul-
tat 4 partir de certaines données. Dans notre cadre de travail, I'unité centrale
est modélisée par I'évaluateur lisp dont nous allons présenter une version sim-
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plifice suffisante. La mémoire est (plus o moins} modélisée par Pensemble
(infini} de tous les ohjets machines possibles. Les programmies, au sens siiel,
sont. des objets machines particnuliers: les objets fonctionnels.

Il est ainsi possible de définir mathématicuement 1n modele de la ma-
chine lisp utilisée par le programme Kenzo. Le modale complet est celud de
la norme ANSI qui donne une définition mathématique u langage Common
Lisp [22]. La norme propose en particulier un systéme de programmation
objet, CLOS (Common Lisp Object Svstam). Clest dans le langage CLOS
que nous allons déerire les objets de la topologic algébrique tels que les en-
sembles simpliciaux, les groupes simpliciaux, les complexes de chaines, les
algébres de Hopl, ote. aingi que les foncteurs de la topologic algébrigue tels
que le foncteur 2 ospace de lacets, le foncteur W oelassifiant, ote.

Définition 1.1. Lg machine abstraite CLOS est un riplel (U, E, p) tel que -

1° Uensemble U (pour Undvers) contient tous les objets machines pos-

sibles : symboles, nombres, structures, objets fonclionnels, closses,
types... :

22 Uensemble £ est celut de tous les environnements possibles, notion
dont la définition, pen importante dans notre conterte, est donnde
wn peu plus loin ;

P Uévalnatenr p: U x & = (U x EYIL {1} modélise les exéeutions des
programmes.

Soit w € U et E € &, alors plu. B} cst e résultat du travail de objet
1, considéré comme un programme, oxécuté dans Uenvironnement E. La
deéfinition complete du triplet (U, £, p) n'est antre que le texte de Stecle [22]
(998 pages). Les quelques exemples qui suivent suffiront dans un premier
tonips.

Exemple 1.2, Liexdcution de Uinstruction lisp sommant de 2 ot 3

?(+ 2 3)
5

est modélisée dans le cadre de netre machine ebstraite comme suil. Sottl € U
Uolyjet lisp (+ 2 3) et soit By € £ un enwronnement (dans ce cas sans
incidence). Alors,

pll, Ey) = (5, L)

La premiére composaente du résnlted, est le résultat, au sens usuel, du

5,
celeul; Uenvivonnement n'est pas modifié.
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Définition 1.3. Un cnvironnement F est wne partie finie de § < U, ol
& C U est Uensemble des symboles ; chaque symbole s est présent au plus une
fois dans la composante qauche des couples de F:

E={E CPrinie(SxU) | Vs € S, #{(s,u) € E,u €U} €1}

Autrement dit, IJ est un graphe fonctionnel,

Exemple 1.4. Liexéeution de Uinstruction lisp associant auw symbole x Uen-
fier 7

7 (BETF x 7)
7

se traduit dans notre modeéle ainst: soit E € £ un environnement et | ={setf
x 7) notre olbjet & dvalner, alors :

ol E) = (1. E')

ot B est un novvel environnement dans lequel en particulier le couple (x,7)
€ I ; ee qu'on lit généralement « © prend pour valeur 7.

Remarque . Cette définition ('un envirennement est en fait trés simplifiée.
Elle ne tient compte cn particulier ni des valeurs fonetionnelles (ef. Vexemple
6). ni du mécanisme — relativement complexe — de portée lexicale des sym-
boles (cf. [22], §3). La définition détaillée d’un environnement, bien qu'utilisée
A maintes reprises dans le programme Kenzo, osl abandonnée icl au profit
de la définition simplifice - plus abordable - présentée précédemment.

Exemple 1.5. L'exécution de Uinstruction { =(+ x 4)

7 (+ z 4)
11

avee environnemenl E' ci-dessus se modélise par:

p(lLE") = (11, E")
Lenvironnement n'est pas modifié - nous avons toujours le couple (2,7) € F'.
Exemple 1.6. Soif Uinstruction lisp suivante :

7 (SETF = (+ x x))
14
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Seit { notre objet & évaluer of supposons que nous sommes toujours avee en-
wvironnement B on le couple (2,7) est présent. L évaluation erée un nounel
environnement B = (E"\{(z, )} U{(x, 14}}, cela donne dans notre modéle :

pll, B') = (14, B")

Exemple 1.7. L'exécution de Uinstruction qui associe cu symbole F Uobjet
Jfonctionnel associant & une variabie x lo valowr de x-3

? (SETF f
(LAMBDA (x)

- x3N
#<Anonymous Function #x46375EE>

se tradmt dans notre modéle comme suif: soit [ Uobjet (S8ETF £ (LAMBDA
(x) (- x 3))) ef E un envivonnement dans lequel [ n'o oucune valeur.
Posons ' = EU{(f, « Uobjet fonctionnel »)}, alors

o1, BY = (7 Anonymous Function #246375EE -, ')
Liinstruction lisp

? (FUNCALL F 2)
-1

demande & Uobjet fonctionnel associé au symbole' £ de travailler sur 2. Dans
nolre modéle, sil est Uobjet (FUNCALL F 2) et E Uenwvironnement ci-dessus,
on obtient :

Pl E) = (=1, E')

Exemple 1.8. En lisp chaque symbole posséde, ouire sa valeur classique,
une walewr fonctionnelle, Ldvaluation de Uinstruciion swivanie

7 (DEFUN f{x) (+ x 2))
F

définil comme volenr Jonctionnelle de £ Uobjel machine qui ajoute dewr & un
nomire. Dans notre modéle, si E' est Uenvironnement de Uecremple précédent
ct [ Pobjet ¢ évaluer, alors

p(l,E"Y=(F,E")

1. Dans notre modele de la machine lisp, il n'est falt suenne distinction entre les mi-
nuscules et les majuscules.
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oty E" = E'" U {{Fronctionnetic, ¢ {'oljet fonctionnel »)}. La voleur fonction-
nelle du symbole T est notée en lisp #°f ef peut étre utilisde comme suit

vt

#<Compiled-functicen F #x4AB81E0OE>
Tt 2

4

Ce qui, dans notre modéle, devient:

p(# f. E"Y = (4. Compiled-function F #2{A81E0E~ E")
A2 = ()

Un programme exéceuté sur machine pose le probleme de sa terminaison
(et aussi celul de gon temps d'exéention...). Les programmes se divisent en
deux catégorics : ceux qui terminent cf ceux qui ne terminent pas. Le théo-
réme de Post démontre qu’il ne peut exister d’algorithme concluant quant a
Ia terminaison d'un programine.

En fait, la. version mathématique de Uévaluateur g - ot il différe en ce
point de I'évaluateur informatique — n'est pas un algorithme; le mathéma-
ticien observateur « décide » de modéliser par 'objet T U'image par p d'un
programme ne terminant pas.

Exemple 1.9. L'objet machine swivant permet de colculer la somme des n
premiers entiers strictement positifs:

? (DEFUN scmme (n)
(SETF i 0)
(SETF resultat Q)
(LOOP
(SETF i (+ i 1))
{SETF resultat {(+ resultat i)}
(WHEN (= i n)
(RETURN resultat))))
SOMME

Seit I Uobjet ¢ évaluer et E wn environnement. Avec notre modéle nous obie-
nons p(l, E) = (SOMME, E") ot E' est le nouvel environnement qui associe
la partic fonctionnelle de SOMME & Uobjet 1.

Llexécution de Uinstruction lisp

? (somme 10}
55
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se traduit par p({somme 10), F'} = (55, E'Y. Par contre eréeution de {'ins-
truction lisp

7 (somme -1)
ne $'achéve pas. Dans notre modele, on obtient :
! 1
pl{somme =1L, E') = 7

Remargue . Pour des commodités de présentation, nous ne présenterons

o o e ot - ,‘}' !'f lf ! _!! ! L P
plus les cvaluations des objets I sous la forme p(f, ) = (I, E'), mais sous la
forme qu'clles prennent en lisp, & saveir:

71
1°?

L'environnement ne sera plus préciseé par la suite, saul indication contraire.

1.2 TUtilisation du modéle sur des exemples

Dans un premicr temps, nous allons illustrer notre modéle lisp avee des
cxemples simples {groupes abéliens, annecanx) afin d’expliciter organisation
adopiée dans le programme Kenzo pour que les catégories usuelles de la
topologic algébrique aient des équivalonts constructifs.

1.2.1 Les groupes abéliens

En mathématiques, un groupe abélien est un ensemble muni d'une loi de
composition (de groupe) commutative. En mathématiques constructives, un
groupe abélien est un ensermble muni d'une loi de composition commutative
constructive ; il est défini par un quadruplet (€, x,e,4) on

1° Valgorithme €: U — {vrai, faux} détermine Uensemble des éléments
du groupe (G = {u ¢ U|Eu) = wrai}), antrement dit € cst la
fonction caractéristioque de la propriété d'appartenance ;

2° Valgorithme x: G x G — G et la loi de composition {(usuelle) du
groupe;

3% lohjet e € i est I'élément neutre du groupe;

4° Talgovithine 4 G — G calcule Vopposé des éléments du groupe.

La notion CLOS de classe permet de définir un cadre analogie dans notre
modele de machine abstraite. Une classe C est définie par un ensemble fini
I d'imdices ; un objet de clagsse C est un ni-~uplet dont les composantes sont
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indexées par 1. Dans notre exemple, la classe « Groupe » ost définie a aide

de Vinstruction CLOS

7 (DEFCLASS Groupe-abélien ()

((APPR) : 17’indice de la fonction d’APPaRtenance
(ADDT) ; 1'indice de 1°ADDiTion du groupe
(ELNT) ; 1’indice de 1’EL&ment NeuTre du groupe
(OPPS))) ; 1l’indice de 1’0PPoSitien du groupe

#<STANDARD-CLASS GROUPE-ABELTEN>

L'ensemble dlindices de la classe est T = {appr, mitp, clnd, invr}.

Nous pouvons maintenant définir le groupe abélien de notre choix, par
cxemple le groupe deg entiers &, Powr ce faire, exécutons 'instruction Lisp
suivante :

7 (SETF Z (MAKE-INSTANCE ‘groupe-abélien
rappr #’integerp
raddt #°+
relnt O
ropps #7-))
#<GROUPE-ABELTEN #x3D88CBE>

L'objet crod, associé au symbole Z, est une modélisation du gronpe abélien
des entiers par le quadruplet (€. x,e,i) = (#2integerp, #'+, 0, #7-) o
#’integerp cst la fonction lisp déterminant si un objet est ou non un entier.
Lc groupe Z étant défind, nous pouvons effectucr des opérations le concernant :

? (FUNCALL (appr Z) 4/3)
NIL

7 (FUNCALL (appr Z) T7)
T

Les denx premidres instructions demandent si objet 473, puis Uobjet 7, sont
des éléments du groupe. Le programme répond « NIL » pour 473 (4/3 n’est
pas dans Z) ot « T » — T comme True — pour 7 (7 est dans Z).

Lalgorithme d’appartenance doit pouvoir travailler sur n'importe quel
objet de i1 & ce titre 1l peut travailler par exemple sur "Bonjour" ou sur le
groupe Z lui-méme.

7 (FUNCALL (appr Z) "Bonjour")
NIL

7 (FUNCALL (appr Z) Z)

NIL
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Les trois derniéres composantes, o « slots » dans la terminologie CLOS,
s"utilicent ainsi:

? (FUNCALL {addt Z) 5 3)
8
7 (elnt Z)
0
?

(FUNCALL {opps Z) 2)
-2

Remargue . Les instructions CLOS pernmettant d'atteindre les composantos
du groupe sont. présentées ici sous forme simplifice. 11 faut, pour rendre ces
formes simplifiées utilisables, inclure dans la définition de la classe quelques
dotails techniques supplémentaires 2.

Les quatre composantes définissant un objet de classe « Groupe-abélion »
doivent vérifier les relations de cohérence usuclles. Noter que la vérification
est & Uentiére responsabilité de Nutilisateur. En eoffet, rien n'oblige un objet
de classe « Groupce-abélien » a étre cffcctivement un groupe abélien; par
exemple, la premiére composante (la fonetion €) peut twés bien ne pas étre
une fonetion a valeurs dans {wrai, faux}.

Le théortme de Post implique gqu’aucun algorithime ne penx vérifier si un
objet de U est ou non un algorithme a valeurs dans {vradi, fawr}. Aucun
algorithme ne peut donc tester si € cst une fonction caractéristique. En
conséquence aucun algorithme ne peut controler les relations de cohérence
necessaires pour les groupes abéliens.

Remargue . Dans notre mocdéle, Punivers U est Uenscmble de tous les oh-
jets machines ; en quelque sorte les objets sont Lous « pré-consiruits » et le
mécanisime de construction {dun groupe abélien par exemple) seinble hors
stijet. La structure de Uévalunatenr p reéfute cette objoction :

pr UxE — UxEYTT{T}
(LEY —{',EYout
Ce qui a été présenté précédemment comme la construction de £ st en fait
Pexécution d'une instruction dont le résultat est {I', F).
1.2.2 Exemple de foncteurs entre groupes abéliens

Soient A ot B deux groupes abéliens, U'image du couple (4, B) par le
foncteur « X » est le groupe abélien A x 3. Ce foncteur peut se déhinir dans

2. Le lecteur désircux de précisions sur les classes en CLOS powrra se reporter i [7)
{chapitre 11) qui constitue une excellente introduction anx classes.
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notre cadre de travail; lalgorithme PRODUIT ci-dessous est une traduction
possible du foncteur.

7 (DEFUN produit {(groupel groupe2)
(MAKE-TNSTANCE ’groupe-abélien
; la composante appr a construire est (apprl, appr2)
rappr (LAMBDA (elmn)
(SETF elmnl (FIRST elmn)
elmn2 (SECOND elmn})
(AND (FUNCALL (appr groupel) elmnl)
(FUNCALL (appr groupe2) elmn2))}
; la composante addt & construire est (addtl, addt2)
raddt (LAMBDA (elmnl elmn2)
(SETF elmnll (FIRST elmnl)
elmnl2 (SECOND elmnl)
elmn21 (FIRST elmn2)
elmn22 (SECOND elmn2))
(LIST (FUNCALL (addt groupel) elmnil elmn21)
(FUNCALL (addt groupe2) elmnl2 elmn22)))
3 la composante elnt 3 construire est (elntl, elnt2)
telnt (LIST (elnt groupel)
(elnt groupe2))
; la composante opps & construire est (oppsl, oppa2)
:opps (LAMBDA (elnt)
(SETF elntl (FIRST elnt)
elnt2 (SECOND elnt))
(LIST (FUNCALL (opps groupel) elntl)
(FUNCALL {(opps groupe2} elnt2)})))
PRODUIT

Le groupe Z est déja construit ; 'algorithme PRODUIT permet alors de
constritire le produit cartésion de Z par Z, appelons le Z2.

7 (SETF z2 {(produit z z))
#<GROUPE-ABELIEN #x4BE1FB6>

Le groupe construit par lalgorithme ne se distingue en rien d’un groupe
construit par I'utilisateur; ses composantes s'utilisent de facon analogue:

7 (FUNCALL {appr z2) *(1 7/2))

NIL

7 (FUNCALL {appr =2} ’(1 3))

T

7 (FUNCALL {addt z2) *(1 5) *(3 -7))
(4 -2)

? (elnt z2)
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o
? (FUNCALL (opps z2) (2 -4))
(-2 4)

Lalgorithine PRODUIT construit un objet de classe « Groupe-abélien »,
mais il ne peut certifier que Uobjet construit est effectivernent un groupe
abélien (ce qui est impossible, ¢f. ci-dessus). Clest done a la responsabilité
du programmoewr de vérifier - par Uintermédiaire 'une démonstration ma-
thématique, ici trés facile — que Pobjet PRODULT est valide ; antrement dit que
Palgorithme travaillant sur deux groupes abélicns, retourne bien un groupe
abélien.

1.2.3 La catégorie des groupes abéliens et celle des anneaux

Intéressons nous maintenant aux catégories G des groupes abéliens ot A
des anncaux. Une catégorie contient une classe (a la Bernay - Von Neumann)
d’objets et une classe de morphismes. Nous allons aussi utiliser deux classes
(4 la CLOS) dans notre modeéle. Ainsi, pour travailler sur machine avee la
catégoric G des groupes abéliens, nous définissons les deux classes « Groupe-
abélien » ot « Alorphisme-groupe ».

7 (DEFCLASS Groupe-abélien ()
((APPR) ; 1’indice de la fonction d’APPaRtenance
(ADDT) ; 1’indice de 1?ADDiTion
(ELNT) ; 1’indice de 1’ELément NeuTre
(OPP3))») : 1*indice de 1°0PPoSition
#<STANDARD-CLASS GROUPE>
7 (DEFCLASS Morphisme-groupe ()
((SOURCE) : 1’indice de la SOURCE
(BUT} ; 1’indice du BUT
(TNTR)>») ; 1’indice de la partie INTeRne
#<STANDARD-CLASS MORPHISME-GROUPE>

La classe « Groupe-abélien » posséde les mémes composantes que précédem-
ment ; la classe « Morphisme-groupe » a les slots suivants

le slot SOURCE permet d’atteindre la source du morphisme considére;
— le slot BUT pormet d'atteindre le but dn morphisme considéré ;

— le slot INTR permet d'atteindre Paction du morplisme sur les élémeoents ;
cette action est un algorithme envoyant un objet de la source sur un
obyjet du but {nous appellerons la partie interne du morphisme).
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Exemple 1.10. Supposons que Pon venidle défini le morphisme f: v € 70—
T.x € Z. Le symbole Z est lid a Uobjet défint plus hawut, de classe « Groupe-
abélien », représentant le groupe Z . Le morphisine se présente dans notre
modéle lisp sous la forme

? (SETF f (MAKE-INSTANCE ’morphisme-groupe
:source Z
tbut Z
sintr #?(Qambda (x) (x 7 x)))
#<MORPHISME-GROUPE #x4DEF1DE>
7 (source f)
#<CROUPE-ABELIEN #x3D8SCBE>
7 (but £)
#<GROUPE-ABELIEN #x3D8SCBE>
? {(intr f)}
#<Anonymous Function #x4E2209E>

Considérons maintenant la catégorie des anmmeaux, A. Clest une sous-
catégorie de celle des groupes abéliens. Le systéme CLOS permet & Mutilisa-
teur de définir des sous-classes ; ce qui donne pour les classes « Anncau » et
¢ Anneat-morphisme » :

7 (DEFCLASS Anneau (Groupe-abélien)

((PRDT})) ; 1*'indice du PRoDuiT de 1’anneau
#<53TANDARD-CLASS ANNEAU>
7 (DEFCLASS Morphisme-anneau (Morphisme-groupe)

o)
#<STANDARD-CLASS MORPHISME-ANNEAU>

La classe « Anncau » est définie comme une sous-classe de la classe
« Groupe-abélien » avec un slot supplémentaire, celul de la composante
produit. La classe « Aorphismes-anncaux » ost une sous-classe de la classe
« Morphismes-groupes » ; le cas est assez particulier puisque ces deux classes
utilisent. le méme nombre de composantes. Un morphisime ('annecanx n'est
antre qu’un morphisme de groupes abéliens avee les propriééés additionnelles
suivantes: sa source et son but sont des anneanx et il doit étre compatible
avee les multiplications de la source ot du but.

Dans notre organisation, un objet ne doit étre de classe « Morphisme-
anmncau » que sl ces propriéeés sont satisfaltes; la vérification de ces pro-
pri¢tés est enticrement sous la responsabilité de [wbilisateur : a nouveau, le
théoréme de Post nous fait abandonner tout cspoir d'une vérification par
Iintermédiaire dun programme.,
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Chapitre 2

Rappels de topologie
algébrique

L'étude des espaces topologiques en géndéral cst un sujet trop vaste pour
étre intogree dans un modéle de machine abstraite. Cependant, les ensembles
simpliciaux définissent un cadre de travail combinatoire adéquat.

Dans ce chapitre, nous effectuions tout d’abord quelques rappels sur les
ensembles simplicianx (et préciserons nos conventions indiciaires), puis sur
les complexes de chaines. Enfin nons définissons la notion d’homologic cffec-
tive.

2.1 Topologie simpliciale

Cette section rappelle — sans aucune démonstration — les principales pro-
prictés et définitions de la topologice siimpliciale. Le lecteur désivant des in-
formations plus détaillées pourra se référer 4 [11].

2.1.1 La catégorie A

Définition 2.1. La caldgorie A a pour objels les ensembles n = {0,... 0}
avec n € N ef powr morphismes les applications croissantes {an sens lavge)
de e wers noavee n et m € N Liensemble des wmorphisme de m vers n est
noté A, 1n).

Clertains morphismes de cotte catégoric jouent un role particulicr. Ce sont
les morphismes 07 ot 7t

Deéfinition 2.2, Les morphismes OF € Aln— L p) et € A(n+ 1, 1) sont
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définis, pouwr 0 < 4 < n par:
OG) =g sii<g et () =4 Lsij i
M) =g <t =g Laig >

07 est le senl morphisme injectif de Aln — 1, n) qui dvite Uélément i de n.

07 est le seul morphisme surjectif de A(n + 1.n) qui dowble Uélément ¢ de n
fi el i+ 1 sond tous les dewr envoyds sur i).

Proposition 2.3. Tout morphisme ov de A(m, n) s'éorit dune unique fagon
sous la forme:
_ an on—Fk+41, m—{ m—I
=0 .. O T T T L

Oty i) > . > et < o< avee m—{ =n—k.

O Démonstration. CL[11, page 4]. 1

2.1.2 Ensembles simpliciaux

Définition 2.4. Un ensemble simplicial X est un foncteur contravariant de
la catégorie A vers la catégorie des ensembles.

Cela revient a définir pour tout o dans N, 'image X(n) de n par X ot
pour tout morphisme «, son image X (o). Traditionnellement, on note X,
lensemble X (n) et o le morphisme X () ; les éléments de X, s’appellent
des n-simplexes (ou simplexes abstraits de dimension ).

Exemple 2.5. Le simplexe standard A* (un tétracdre) est Uensemble sim-
plicial swivant:

- (Aj)objef.s = {é(ﬂn Q); n e N}
(AS)mm.pmsmw _ {(}.’* = A;i — o € A?nw e émm»phé.‘mm.‘:}

Exemple 2.6. Définissons ensemble simplicial S, pour k € N (S est une
version simpliciale de la spherve de dimension k).

- S;’: — éﬁ‘m‘jw:tif(u}EJ 1I {*n.JL

Ao st Boe est surjectif

* B, 7 b
— ik, a, et B ESE :
m ”’ f " *p, SO

Définition 2.7. Soit n un entier; le simplexe standard A™ est ensemble
stmplicial swivant:

- (An)objr’.fs = {é(ﬂ"ﬂ)’ pe N}
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- (‘/—\n)moir'ph.i,ma.n.s- = {ﬂ'*: -B < A; = ﬁa € AE’ RSN

Sanorphismes }

Le théoréme 2.3 implique Tunicité de la décomposition des morphismes
sous la forme o = ?y;-’f_l* - ?}7;’_[* f.?__“'l* c O ol >y > > gy ot

h—1
<. .<jravcem—I=n—k:

Proposition 2.8. Un ensemble simplicial X cst enticremen! défini par la
donnde d'une suite d'ensembles (X, )nex. des morphismes 081 X, = X,
et it Xy — Xopyq1. Les morphismes dowend vérifier les cing relations swi-
vantes :

d;“c):,“ = sty c}fnj = n?i)f_L st 2 i+2
m; =i sy 2 oy =mi_y 07
Ofnj =lsii=44+1

Les opérateurs 7 s'appellent les opérateurs de faces; le simplexe &7 @ est
la ¢ face de x. Les opérateurs 5] s’appellent les opérateurs de dégénéres-
cences ; le simplexe nfx est la 2" dégénérescence de x.

Définition 2.9. Soit X un ensemble stmplicial. Un simplere © de X, est
dégenére sl existe un simplexe y de Xp_y et € {0,... ,n — 1} tels que
T = nf*l*y,

Définition 2.10. Soit X un ensemble simplicial et soit k un entier. Le
k-squelette de X est le sous-ensemble simplicial de X contenant tous les
simplexes non-dégénérés de dimenston n avec 0 < n < k.

Définition 2.11. Soit X un ensemble simplicial, X est pointé si un sim-
pleze +y de dimension 0 est distingué ; le stmplexe +o s appelle alors le point
base de X,

Définition 2.12. Un ensemble simplicial X est véduit 5% ne posséde qu'un
scul simplexe en dimension (0,

Tn ensemble simplicial réduit est canoniquement pointé,

Définition 2.13. Un ensemble simplicial X est n-réduit, avee n € N, g%
est réduit et 'l ne posséde gue des simplexes dégénérés dans les dimensions
d pour 1 £d<n.

Définition 2.14. Un ensemble simpliciel X est n-connexe, avee n € N, s
pour fous simplezes v,w € X, il existe des simplezes og,... 00 € Xt
vérifiant

- e simplexe v est une face de oy ;
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— le simplere w est une foce de o ;

— au moins une des faces de o, est aussi une face de o, pour 0 L ¢ < 7.

Dans le cas oft n = 0, on parle d’ensemble simplicial connere plutot que
d’ensemble simplicial O-connexe.

Définition 2.15. Soient X et Y deux enseinbles simpliciouz. Un morplisme
simplicial f.: X, — Y, est un ensembie dCapplications {fa: Xp = Yaloen
vérifiant pour 0 < i< n:

fn = .fﬂ,—lai f n.i.fn = f-n-l—ln-i

Autrement dit, chague f, doit commader avec les opérateurs de face et de
dégénérescence ; f, n'est autre gu'un morphisme de foncteurs.

Deéfinition 2.16. [Un ensemble simpliciel X safisfait la proprioté d’exten-
sion de Kan 3% vérifie la propriélé sumeante :

PourneNO<ES<n+1 et pour To,... T 1 Fhalsr-rEn1 € Xp tels
que pour © < j,t # k et j # k nous avons dyr; = 0;_x; alors
dr € Xy | Yi £k, dir=ux;.

On dit alors que X est un ensemble simplicial de Kan.

Définition 2.17. Un groupe simplicial G est un foncieur contravariant de
la catégoric A wvers la catdgorie des groupes.

Remarque . Un groupe simplicial G est done un enscemble simplicial dont
chaque G, a une structure de groupe compatible avee les opérateurs de face
et de dégénirescence (le produit of les opérateurs commutent).

Proposition 2.18. Un groupe simplicial cst wn ensemble simplicial de Kan.
O Démonstration. Cf. [11, page 67]. a

Deéfinition 2.19. Seit p: E — I3 un morphisme simplictal. Considérons les
conditions swiventes pour une collection {ei}gg;gnH,#k de stmpleres de E
et pour un simplexe b de B :

la collection {e;}izr de n+ 1 simpleves de B, vérifie lo condition d'ex-
tension de Kan:;

le simplexe b de Bpy) vérific 0ib = ple;) s11 # k.
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Le morphisme p est une fibration de Kan s’ existe un simpleze ¢ de
Eyy vérifiant b = p(o) et o = e; pour 1 # k dés que les conditions ci-
dessus sont remplics.

La correspondance entre topologie classicue et topologie simpliciale est
¢tablie par les foncteurs de réalisation ||| [11, page 53] et de singularisation
S 11, page 2|.

2.1.3 Produits tordus

Définition 2.20. Seient X ot Y dewr ensembles simpliciaur; Uensemble
somplicial X <Y est défini par:

-pouwrneN, (X xV), =X, xY,:
= powr o m o, @ (5,9) € (X XV 5 (0 ().l (1) € (X <Y )

Définition 2.21. Soieni F ef B deur ensembles simpliciaur. Un opérateur
de torsion 7: B x F — F est une famille d’opératenwrs {1,: B, x F, —
F }??EN‘ vérifiant :

- pour (b, fY € (B x Fy, 7{0n_1b,0n J) = 7(00,7(0, f});
~pour 0 i<n—1, &b, f) =7(hb, 0. f);

—pour 0L i<n— 1, (b f) =r(mbomf)

— powr b € By f € Fy, 7(nab, f) = Onf.

Définition 2.22. Seit v: Bx F — F un opérateur de torsion, alors v déerit
un produit tordu, notéd I3 X, F': c'est Uensemble simplicial défind par

(Bx; FY, =B, xF, &b fl={(3b0f) otti<n
(b f) = (b f) oti < n
011(?)5 f) = (anb: T(!’), f))

Dans [11, §18, pages 70 4 74] P. May a une convention différente de la
nétre: il place la fibre & gauche de la base et fait agir la torsion sur la face 0.
Le choix différent adopté ici n’'est pas arbitraive @ il est justifié par U'asymétrie
des listes lisp ot aussi par la comparaison des cochaines de torsion de Shib
ct Szezarba [21, 23] expérience faite, celle de Szczarba cst considérablement
plus efficace.

Définition 2.23. Une action a, dun growpe simplicial G sur un ensemdble
sunplicial X est une famille d'opérateurs {on,: G, x X, = Xp hen vévifiant

e G X X = X est un morphisme simplictal ;
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- pld oo, 1)) = o (dg.2) et (lz) =z siz € Xy 9.9 € G,

Définition 2.24. Un tibre simplicial 7 = {7, Bp — Gp1 }new- de base B,
de fibre F' ¢t de groupe structurel G agqissont sur F, est une fomille d’opéra-
teurs vérifiant pour b € I3,,:

= Ta(B) = 1 (D) sii < n;

— O 1T (D) = T (O D)7 T () ;
= iTn(B) = Tpa (b)) sid < 0,

e =T {id).

Remargue . Lo fibré simplicial 7, indnit un produit tordu défini par Vopé-
rateur de torsion 7: B X F 3 (b, f) — (r,(b)- 0, f) € F.

Deéfinition 2.25. On appelle cspace total de la fibration ensemble simpli-
cial B %= F. noté plus fréquemiment B x. F.

Définition 2.26. Un fibre principal de bese B ef de fibre F oest un filrd
simplicial dont la fibre est le groupe structural bui-ménme.

Proposition 2.27. Un fibré simpliciel 1, de base B et de fibre F est une
fibration de Kanp: B x,  F — B.

O Démonsiration. CL [11, page 70, lemme 18.2]. (

2.2 Complexes de chaines

2.2.1 Deéfinitions

Définition 2.28. Un complexe de chaines (C,,d,) = {Ch,dp, baen est une
famille on, pour tout n € Z -

- chague C,, est un Z-module ;
- Uapplication dy: Cp — Cu_y est un morphisme de Z-modules;
- la composition d,, o d,,— est nulle.

Lensemble C,, est Uensemble des n-chaines et d = {d,, }nez est lo difféeren-
ticlle du compleze.
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Par abus de notation, un complexe de chalnes sera souvent noté par son
module gradue C,.

Définition 2.29. Soient C. et C deur compleres de chaines. Un mor-
phisme de complexes de chaines f.o: Co — CL est un morphisme de modules
gradués compatible avec les différenticlles

Jutlayl = d,:?,+|fn+1 pour Loul endier n

Définition 2.30. Soit X un ensemble simplicial. Notons C.{X) le Z-module
gradué o Cn(X) est le Z-module libre engendré par X,.

Proposition 2.31. L'endomorphisme de module gradué d,, = S0, (=1)10*
vérifie dod = (.

Le complexe de chaines canoniguement associé & Uensemble siimplicial
X, est le complexe de chaine C (X)) = {Ch(X),dp tnez- Nous utiliserons
souvent, cn particulier sur machine, une version allégée du complexe induit
le complexe de ¢haines normalisé,

Définition 2.32. Soit X un ensemble simplicial ; le module gradué CP(X)
est le Z-module bre engendré en chague degré n par les simpleves dégéndrds

de X,.

La diffarenticlle du théorenie ci-dessus munit naturellement C2(X) d'une
strictire de complexe de chaines [11, pages 94 4 93] ; il devient alors un sous-
complexe du complexe de chaines CL.(X).

Définition 2.33. Soit X un ensemble simplicial; le complexe de chaines
normalisé C¥ (X} est le quotient du compleze de chaines Co(X) par le sous-
compleze CP(X).

2.2.2 Groupes d’homologie et d’homotopie

Définition 2.34. Seoit C, = {Cy.dy } un complere de chaines et soitn € 7,
alors :

- 7, = Ker d, est Uensemble des cveles de degré n;
- B, =1Im d, | est Pensemble des bovds de degré n.

La diffarenticlle o vérifie d, o d, = 0 pour tout entier 12, I3, est done un
sons-module de Z,,, ce qui valide les définitions suivantes:

Définition 2.35. Soit n € Z,
le nm¢ groupe d’homologic de C, est H,(C) = Z,/ By ;
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- la classe déguivalence dun eyele s'appelle fo classe d'homologie de ce
cicle ;

- deun cyeles sont homologues §%ils ont la méme classe d’homologie.

Un complere de chaines est acyclique st fous ses groupes d homologie soni
nuls.

On appelle chaines, cveles, bords et groupes d’homologic d'un ensemble
simplicial X coux de son complexe de chaines induit C.(X).

Proposition 2.36. Soit X un ensemble simplicial, alors d ezxiste un iso-
morphisme canonigue entre les groupes d’homologie du compleze C,(X) et
ceur dw complexe normalisé C¥ (X)),

O Démonstration. Cf. [L1, page 95] ct [10, §6, page 236] . O

Définition 2.37. Soit X un ensemble simplicial pointd ; le n'"" groupe
d’homotopie de X est celud de son réalisé :

m(X) = m (|| X))

Définition 2.38. Soit X un ensemble simplicial. Dewr n-simplezes x el y
de X sont homatopes, ce gqu’on note 3 ~y, s e = Gy pour 0 €1 < n el
§'il existe un (n + 1)-simplere o vérifiant :

ha =z, g =y et o =nodh 1z =noth 1y pour 2K i< n+ 1.

Proposition 2.39. Si K est un ensemble simpliciel de Kan, alors la relation
d’homotopie ~ est une relation d’équivalence.

O Démonstration. CL. [L1, page 5, proposition 3.2]. O

Théoréme 2.40 (Kan). Soient K un ensemble simplicial de Kan pointé
el noun endier notons Ky, Uensemble des n-simplexes de K dont loules les
Jfaces sont le point base. Alors les groupes suivants sont isomorphes :

Tp{X) ~ [Kp ~
ot ~ est lo relation d'équivelence identefiant dews simplezes homotopes.

O Démanstration. Cf. [9]. M
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2.3 Homologie effective

La solution [20] powr la topologie algébrique constructive consiste es-
senticllernent & exiger des propriétés plus précises pour les équivalences de
chaines : il s’agit d'inclure dens la donnde de Véquivalence de chaines les
opérateurs d’homotopic dont 'existence cst supposée.

2.3.1 Equivalences de chaines et réductions

Définition 2.41. {n opératenr d’homotopie h,: C, — D, entre dewr com-
plexes de chatnes est un morphisme de modules gradués de degré +1.

Définition 2,42, Soient f., g C. — D, dewr morphismes de complexzes de
chatnes. Les morphismes [ et g sont (algtbriquenient) homotopes s'il existe
un opérateur d'homolopic hy: Cy — Dy tel que dPhe + hd$ = [ — 9.

S1 fi et g, sont homotopes alors les morphismes indults sur les groupes
d’homologic sont égaux.

Définition 2.43. Sovient C, et D, deur complexes de chaines. Une équiva-
Ience de chaines entre C, el . est un morphisme de complexres de chaines
for Co — Dy tel quiil existe wn autre morphisme de complezes de chaines
g1 D — C, vérifiani :

1. e composé f.g. est homotope ¢ 1p ;
2. e composé gu fo cst homotope a e,

La relation « équivalence de chaines » est une rclation d'équivalence. §°l
existe une équivalence de chaines entre deux complexes, alors ces complexes
ont des groupes d'homologic isomorphoes.

Définition 2.44. Une reduction du complexe de chaines D sur le complexe
de chaines C csi un triplet (fog h) o h: Do — D,y est un opérateur
d ' homotapie, f: D, = C, et g: Cy = D, sont des morphismes de compleres
de chafnes wérifiant :

fg=1¢ dh+hd=1p —gf
hh=0 fh=0
hg =10

Remarques .

— unc réduction p = (f,g.4) de D, sur C ost notée p: Dy, = Oy
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— les composantes f ot g dhne réduction D, = €, sont des équivalences
de chaines: les complexes de chaines D, ot ¢, ont done les mémes
groupes d’homologie.

Exemple 2.45. Soit D, le compleze de chaines suivant :

{1 =0 fo=id 1, =0
et e N e— 72T g g =

Soit C, le complexe de chaines Z concentré en dimension 0 :

{1 =0 la=0 {a=0
002 0T o

Alors (fe.ge b ) Dy = O, est une réduction, avec:

fu: Dhoxe— o sin=0c¢0 sinon
gn: Cp3y—yely
hot Dy 2 ax— 2 sion est impair ¢f ) sinon

Proposition 2.46. Seil X. un ensemble stmplicial, olors il exisle une vé-
duction C.(X) = CN(X).

O Démonstraiion. CL 18], page 52. O

Remargue . L'cxemple précédent est un cas particulicr de cette proposition.
11 présente la réduction du complexe, non normalisé, induit par un point sur
son complexe normalisé.

Proposition 2.47. Soient (f,g,h): C. = D, et (f'.¢'.h"}: C. = D! deur
réductions ; alors (f.§.h): C. ® Ct = D, @ DL défini par:

f=ief
g=g®¢g
h=hodf +1ah

est une réduction.

Llautre choix i = h®@ 14 gf @ IV est possible; ce n'est pas celui choisi
dang le programme.

Théoréme 2.48 (Eilenberg-Zilber)}., Soient X et Y deux ensembles sim-
pliciaur. Alovs on peut construire une réduction :

(Ffoa. ) CAX x V) = C(X) & C.(Y)
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O Démonstration. La composante f est définie par 1a formule d’Alexander-
Whitney [16]; la composante g est opérateur d’Eilenberg-AlacLane [L5];
une formule explicite pour la composante A est donnée par Rulbio, of. [17]
page 42, O

Deux choix sont possibles pour la formule d’Alexander-Whitney, un scul
pour celle d’Eilenberg-AlacLane ot quatre pour celle de Rubio. L'un de ces
choix méne d la cochaine de torsion de Shih et un autre & celle de Szezarbal21,
23].

Définition 2.49. Soit (C,,d.) un complere de chaines. Une perturbation
de la différenticlle est un endomorphisme de module gradué &, de degré -1
tel que dod+dod+dod=0.

Si 4 cst une perturhation de d., alors (Ci.d. + 4,) st un complexe de
chaines.

Définition 2.50. Soit v = (f.g,h): Do = C. une réduction el soit & une
perturbation de la différentielle d de D.. La perturbation & est localenient
nilpotente par rapport a r si pour towt x € Dy, il existe un entier k vérifiant :

(8 o BYe(z) = 0.

Théoréme 2.51 (Théoréme de perturbation homologique). Soitr =
(frg.h): Do = C, une véduction et soit §p une pertwrbation de la différen-
tielle de D.. St 0p est localement nilpotente par rapport & r, alors on peut
construire une réduction

(' . 1Yy (Dedp +dp) = (Codes + 8)

ot f'.q" sont des morphismes, I est un opératenr d homotopie et § est une
perturbation de la différentielle dee du complexe de chatnes C,.

O Démonstration. Cf. [3, 21| O

Théoréme 2.52 (Eilenberg-Zilber tordu). Soient X ¢t Y des ensembles
simpliciany et soit 70 X XY = Y un opératewr de torsion.
Alors on penl construire une réduction !

(fog.h): Cu(X %7 Y) = CL(X) @ Cu(Y)

ot C (X)) @; Ci(Y) est le modue gradué C,(X) @ CAY) muni de la diffé-

rentielle induite par Uopdrateur de torsion.
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O Démonstration. 11 s'agit d'appliquer le théoréme 2.51 4 la réduction du
théoréme 2.48.

Pour de plus amples détails (v comprls pour la formule de la différen-
ticlle), of. [21]. O

2.3.2 Complexes de chaines 4 homologie effective

Définition 2.53. Un complexe de chaines C, est de tvpe find 81 chague O,
est un Z-module libre de type find.

Définition 2.54. Une éguinalence de chaines constructive e: C, <= O
entre devx complezes de chaines C. et C est un couple de réductions (v, ")
onr: Dy = C..v": D. = ClL ou D, est un troisieme compleze de chaines.

Terminologie 2.55. Dorénavant les dquivalences de chaines considérdes se-
ront — seuf indication contraire — des équivalences de chaines constructives.

Deéfinition 2.56. Un complexe de chaines & homologic cffective est un couple
(C..€) 0it C, esl un complexe de chaines ¢l e: C, <= E, est une équivalence
de chaines {constructive) entre le complexe de chaines C, ef un complexe de
chaine de type find B, .

Définition 2.57. Un cnsemble simplicial & homologie offective est un couple
(X. e) oft X, est un ensemble simplicial et € est une dquivalence de chaines
enlre le complexe de chaines associé C,(X) el un complere de chaines de

type fing B,

Par abus de notation, un complexe de chaines 4 homologic effective sera
souvent noté C, et un ensemble simplicial & homologie effective sera souvent
de la méme facon noté X,.

Proposition 2.58. Soient C, et D, deus complezes de chaines o homologie
effective, alors le complexe de chaines C, ® Dy est 4 homologie effective.

Proposition 2.59. Soient X et Y deur ensembles simpliciauy a4 homologie
effective, alors Uensemble simplicial X xY est & homologie effective.

Théoréme 2.60. Soit 7 une fibvation simpliciale de base I3 réduite, de fibre
F et de growpe structural G. 51 B et F sont des ensembles simpliciawr 4
homologie cffective et si soit I est f-réduit, soit G est réduit alors Despace
total B x, F est & homologic effective.

O Démonstralion. Cf. le chapitre 4, page 61 O
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Théoréme 2.61. Si X est un ensemble simplicial n-réduit & homologie ef-
fective, alors Uensemble simplicicl Q"X est & homologie effective!.

O Démonstration. Cf. la these de J. Rubio [17], chapitre 4., O

1. L'ensemble simplicial ©27 X est la version de Kan du n'™® espace de lacets de X [9].
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Chapitre 3

Catégories en topologie
algébrique

Ce chapitre est consacré aux principales catégories de la topologie alge-
brique constructive. Celles-ci se divisent en deux groupes @ les catégorics pu-
rement algéhriques ot les catégories simpliciales. Elles sont mises en oouvre
dans le programme Kenzo par un traitement analogue a cclui dn premier
chapitre, ¢’est & dire a Palde d'une paire de classes (objets, morphismes).

3.1 Les catégories algébriques

Les catégorios algébhriques utilisées sont les suivantes:

- la catégoric des complexes de chaines

— la catégorie des algebres différentielles graduées ;

— la catégorie des coalgebres differentielles graduées;

— la catégorie des algebres differentielles graduses de Hopf.

Chaque catégorie doit donner naissance a dewz classes: nne pour les
objets et une pour les morphismes. Aais pour des raisons théoriques ot pra-
tigues, la sitnation pour les morphismes est en fait un peu plus compliquée
(point qui scra précisé ultéricurement).

3.1.1 La catégorie des complexes de chaines

Convention 3.1. Dorénavant, seuf mention contraire, tous les compleres
de chaines considirés seront des compleres de chaines de Z-modules libres,
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migis dune boase distinguée en chagque divension.

La version machine d'un complexe de chaines est relativement sophisti-
(uée pour en expliquer la nature, nous enrichirons ci-dessous, en six étapes
siccessives, la définition usuelle d'un conmplexe de chaines pour aboutir a la
définition adoptée dans le programme Kenzo:

12 Un complexe de chaines {Cs, d.) est mathématiquement décrit, puis-
qu'il est Z-libre, par la donnée d'une base en chague dimension et
par sa différenticlle. Notons B: Z — @,,on(C:)" 1a fonction don-
nant. pour chaque entier p la base distinguée de €y ot notons d la
différenticlle du complexe de chaines'. Le couple (B, d) décrit C,.

wos de chaines que $ considérons sont g des com-

2° Les complexes de chaines que nous considérons sont fous des com

plexes de chaines pointés: I'un des générateurs de degré 0 est choisi

pour jouer le réle de point base. Soit cg € Cy ce générateur ; puisque

YO0 e de chaines cost mté, | presente O, pe y triplet

le complexe de chaines ost pointé, on représente C, par le triplet
(B~ s d) :

3% Lo méme objet mathématique, un générateur par exemple, peut avoir

plusieurs représentations différentes comme objet machine. Nous de-
vons cone disposer d'une fonction relation d’équivalence permettant
de comparer deux objets machines générateurs afin de savoir s'ils
sont € égaux » ou non.
Exemple 3.2. Considérons le Z-module Z|Z[5Z] de vang 5. Si on
décide de représenter les ecing générateurs par n'importe lequel de
leurs représentants (la classe 3 est représentée indifféremment par
3.8, -2...), d faudra pouvoir déterminer, par ezemple, la somme
4[3]4+6[8]. C’est pourquoi. la définition de notre module Z[Z/5Z] com-
prend dewr ingrédiends : la base {un ensemble de roprésentants ma-
chine de la base distinguée, par ezemple {0,1,2.3,4}) el la fonetion
de comparaison entre géndratenrs (la fonction (a,b) — wrar si (b —
ay =0 modulo 5 ef faur sinon).

La définition d'un complexe de chaines dans notre modéle contient
une telle fonction de comparaison. Notons y celle de C) ; notre com-
plexe de chaines est done maintenant un quadruplet (x, 3, ¢o. d).

42 T1 est, e temps & autre, nécessaire de savoir que des complexes de
chaines différents par leur différentielle ont le méme meodule gradué
sous-jacent. La solution pratique adoptée dans le programime Kenzo

1. La mise en evee de la diffcrentielle dans le programme Wenze ost abordee dans la
section 3.1.5.



31 L

60

ES CATEGQRIES ALGEBRIQUES 39

consiste A choisir pour chaque complexe de chaines un autre complexe
de chaines qui servira de représentant di module gradué sous-jacent ;
ce complexe ¢ de référence » est en conséquence autc-référenceé.

Powr cette raison, notre complexe de chaines est un quintuplet O =
(v, B,co,d, M.} o M, est un complexe de chaines.

Sile complexe de chaines est a homologice cffective, il contient une
équivalence de chaines (constructive?) avee un complexe de chaines
de type fini. Notons & cette équivalence de chaines. Si C. n’est pas
i homologic coffective, le € slot » & ne sera pas Jéfini, pour te-
nir compte de cot ingrédient le complexe C, devient un sextuplet
(x,B.,cg.d, M, ).

Enfin pour des raisons technieqies, chagne complexe est immatriculé
par un numére d'identification, attribué séquenticllement ; de plus
un deseripteur d'origine est ajouté de sorte que la définition matlhé-
matique d'un complexe puisse étre retrouvée par Uobservateur.

Dans le programme Kenzo, la classe Chain-Complex est celle dont les
ohjots ont la structiure suivante: un octuplet (cmpr, hasis, hdgn, dffe, grmd,
cfhm, idnm, orgn) semblable & celui défind pour O, :

? (DEFCLASS Chain-Complex ()

(

{cmpr) ;; the CoMPaRison function slot
(basis} ; the BASIS function slot

(bsgn) :; the BaSe GeNerator slot

(dffr) ;; the DiFFeRential slot

(grmd) ;; the GRound MoDule slot

{(efhm) ;; the EFfective HoMology slot
(idnm) ;; the IDentification NuMber slot
(orgn))) ;: the ORIGiN slot

#<Standard-Class Chain-Complex>

Lorsque le complexe de chaines n'est pas & homologie offective, 1a com-
posantc efhm reste vide: dans la terminologie CLOS, ce slot st Unbound.

Dans le méme ordre d'idées, si le complexe de chaines n'est pas de type

fini, le

slot basis conticent lo mot-clof :locally-effective.

Les morphismes de complexes de chaines sont présentés comme des tri-
plets (8, B, f}: Pensemble simplicial § est la source du morphisme, en-

semble

simplicial Z est le but du morphisme et f est la partic fonction-

nel (pi’on dénomme ici partie interne) du morphisme. La classe « Chain-

2. cf.

la définition 2.54, page 34
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Complex-Alorphism » des morphismes de complexes de chaines est done
définie par:

7 (DEFCLASS Chain-Complex-Morphism ()
({sorc) ; the SOuRCe slot
(trgt) ; the TaRGeT slot
(2trt) ; the STRaTegy zlot
(intr} ; the morphism INTeRnal part slot
(idnm) ; the IDentification NuMber slot
{orgn))) ; the DRiGiN slot
#<Standard-Class Chain-Complex-Morphism>

Le slot strt indique si la partice interne de la fonction est. définie sur
les chaines (il contient alors le mot-clef :embn) on sur les générateurs (il
conticnt le mot-clel :gnrt). Les slots idnm ot orgn sont présents, tout comme
précedemment, pour des raisons technigues.

Exemple 3.3. Considérons le compleze de chaines (C,d.) o chaque C,
est le module Z[Z) ef chague d,, est nulle. La fonciion build-chem consiruil
un octuplet de classe « Chain-Complezr » ¢ partir de cing données ;

7 (build-chem :cmpr #°f-cmpr
tbasis :locally-effective
:bsgn 0
:strt :cmbn
tintr-dffr #!(lambda (cmbn}
{cmbn {1- (cmbn-degr cmbn))))

Lobjel machine (cmbn-degr cmbn) relowurne le degré dune combinaison : Pobjel
machine (cmbn 1) refourne pour un entier i fa chaine combinaison nulle de degrd
i la différentielle est done bien nulle et de degré —1.

iorgn ’(Exemple 3.3))
[K1 Chain-Complex]

Le programime Kenzo affiche les objets machines provenant des catégories sous la
forme [Kn Description] gui est & romprendre comme « Uobjel du programme
Kenzo numdro n ».

Llinstruction suivante permet d'observer ce complexe de chaines {« ins-
pecter » en jargon Lisp}!

7 (inspect (k 1))

(Kl Chain-Complex]

Class: #<Standard-Class Chain-Complex>
Instance slots

Copr: #<Compiled-function F-Cmpr #x4553ADE>
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Basis: :Locally-Effective

Bsgn: O

Dffr: [K2 Morphism (degree -1): K1 -> Ki]
Grmd: [K1 Chain-Complex]

Efhm: #<Unbound>

Idnm: 1

Orgn: (Exemple 3.3)

3.1.2 La catégorie des algébres différentielles graduées

Soil A, une algébre dilférendielle graduée et g son produit. Le produit. g
est associatif (ot unitaire), i.c. le diagramme suivant est commutatif:

A, GA @A —L A, A,

fril l lﬂ,

L
Aed, ——s A,

Une algebre différenticlle graduce nest antre quiun complexe de chaines
aver un ingrédient supplémentaire, le produit. La classe « Algebra » cst une
sous-classe de la classe « Chain-Complex » avee un slot supplémentaire pour
le produit

7 {DEFCLASS Algebra {(Chain-Complex)
((aprd)}) ;; the slot of the Algebra PRoDuct
#<Standard-Class Algebra>

La classe des algebres est done composée (’objets & neuf composantes. Les
huit premicres définissent la structure de complexes de c¢haines, la neuvicme
cst le produit d'algébre.

La classe des morphismes d'algébres, « Algebra-Norphism », est définie
par:

7 (DEFCLASS Algebra-Morphism (Chain-Complex-Morphism)
(2
#<Standard-Class Algebra-Morphism>

Remarque . Les objots de classe « Chain-Complox-Morphism » ot doe classe
« Algebra-Morphism » ont exactement les mémes slots ; la situation est iden-
tique a celle traitée a la fin du premier chapitre avec les morphismes de
groupes ot les morphismes d’anncaux (¢f. page 21).

Exemple 3.4. Considérons Ualgebre (A, d..). complexze de chaines non nor-
mnalisé du groupe sunplicial triviel ; chague A, est isomorphe ¢ &, avec comme
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HIE dégéncrescence de Dunigue

géndratenr g, Uentier n constdéré comme o n
sommet {générateur de degré ). La différenticlle d,, est Uidentité sin est im-
pair et la fonetion nulle sinon. La fonction build-algb construit un nonuplet
de classe « Algebra » & partir de six donndes :

? (build-algb :cmpr #°f-cmpr
:basis #’(lambda (degr) (list degr))
tbsgn O
idffr-strt :cmbn
rintr-dffr #’(lambda (cmbn)
(with-cmbn (degr list) cmbn
(if (and list (cddp degr))
(embn (L- degr)
(cffc (first list))
{1- degr))
(cmbn (1- degr)})))

Liinstruction (with-cmbrn (degr list) cmbn ertrail o 'une part le degré (degr) de
lo combinaison cmbn = Z;‘:U ey oy eb dantre part la Hste des termnes (list=
(coo %Yo ... Cnfa Nyn))
Liinstruction (cmbn d ¢0 x0 ... cn xn) permet de construire la combinaison
ST ety de degré d oit les cj sont les coefficients respectifs des générateurs xj :
Lj—o Gyt de degre s ¢ sont les coefficients respectifs des géncrateurs xj :
c’est en fait une d-chaine. L'évaluation de (ambn d) retourne done o combinai-
son nulle de degré d. Toi i v’y a qu'un seul générateuwr en chague dimension, la
combinaison cmbn posséde done 0 ou 1 terme.

raprd-strt :cmbn
rintr-aprd
#° (lambda (cmbn)
(with-embn {degr list) cmbn
{(do ((list list (rest list))
(sum O (+ sum (first (first 1list})))})
{(endp list) (if (zerop sum)
(cmbn degr)
(cmbn degr sum degr)))
{declare (list list)
(integer sum)})))

Dans notre cxemple. le produit d'algcbre p cst défind sur les génératewrs par plg, &
Gt} = Gptq; ln fonction ci-dessus élend la formule ¢ tous les éléments de Ualgebre.

rorgn °{trivial group))
[K3 Algebral

Llalgebre ainsi construite se présente sons la forme:

? (inspect (k 3)})
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(K3 Algebral

Class: #<Standard-Class Algebra>
Instance slots

Cmpr: #<Compiled-function F-Cmpr #x4553ADE>
Basis: #<Anonymous Function #x461382E>
Bsgn: 1

Difr: [K4 Morphism (degree -1): K3 -> K3]
Grmd: [K3 Algebral

Efhm: [K11 Hemotopy-Equivalence]

Idnm: 3

Orgn: (Trivial Group)

Aprd: [K7 Morphism (degree 0): K5 -> K3]

Le morphisme produtt de Dalgébre est le movrphisme (K71 de (K31 ® [K3]
dans [K3] :

? (kd B)
Object: [K5 Chain-Complex]
Origin: (Tnsr-Prdc [K3 Algebral] [K3 Algebrz])

Linstruction (kd 5) relowrne une description sommaire du 3%™° objel Kenzo
construit par lo programme. Par « oljels Kenzo » o foud comprendre les devers

ohjets et morphismes de nos calégories.
Voici quelques exemples de caleuls gu'on est 4 méme de pounvoir exéeuter
dans une algtbre (ici Ualgébre K3):

7 (setf cmbn (cmbn 5 2 {(tnpr 1 1 4 4)))

Liinstruction (tnpr di g1 d2 g2) construil le produil lensoriel du génératenr g1
de degré d1 et du générateur g2 de degré d2. qui est done & son tour un générateur
du produit tensoriel.

7 (7 (aprd (k 3)} cmbn)

Le symbole « #» du programme est une abrévietion (macreo} demandant Uirnage par
le morphisme (aprd (k 3)) de cmbn.

? (setf cmbn (cmbn 5 2 {tnpr 1 1 4 4) -3 (tnpr 2 2 3 3}

————————————————————————————————————————————————————— {CMBN 5}
<2 % <TnPr 1 4>>
<=3 * <TnPr 2 3»>
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3.1.3 La catégorie des coalgébres différentielles graduées

Considérons une coalgehre Cy 3 le coproduit A: ¢, — €, @ C, ost un
morphisme associatif, i.e. lo diagramme suivant ost commmutatif':

c. S ced

Al e l1®A
A
C«=®C* —r C*@ J's®(j$
5ide plus € est graduce, le coproduit doit étre gradué. La classe des
coalgdbres différenticlles graduces a une définition similaire & celle des al-
gehres différentielle gradiées ; ¢’est une sous-classe de celle des complexes de
chaines :

? (DEFCLASS Coalgebra {(chain-complex)
{(cprd)?}) ;; the CoPReDuct slot
#<Standard-Class Coalgebra>

La classe des morphismes de coalgebres, « Coalgebra-AMorphism », ost
définie par:
7 (DEFCLASS Coalgebra-Morphism (Chain-Complex-Morphism)

)
#<Standard-Class Cealgebra-Morphism>

3.1.4 La catégorie des algébres différentielles graduées de
Hopf

Une algebre de Hopf est une algébre munice dun coproduit; le produit
ct le coproduit doivent étre compatibles (cf. [11], page 136}, Cest done a la
fois une algébre ot une coalgébre. Une algébre différentielles graduée de Hopl
possede a la fois une structure d’algebre différonticlle graduée ot de coalgébre
différenticlle graduée.

La classe « Hopf » est done une sous-classe de la classe « Algebra » of
de 1a classe « Coalgebra », sans slot supplénmentaire :

? (DEFCLASS Hopf {(Coalgebra Algebra)

O
#<Standard-Class Hopf>
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Une algébre de Hopf a done dix composantes - huit sont communes aux
algebres ot coalgebres {ce sont celles des complexes de chaines), 'une est
celle du coproduit et la dernieére est celle du produit.

La classe des morphismes d'algébres de Hopf, « Hopf-Alorphism », est
définie par:

7 (DEFCLASS Hopf-Morphism (Algebra-Morphism Coalgebra-Morphism)
o)
#<5tandard-Class Hopf-Morphism>

3.1.5 La classe des morphismes « algébriques »

Toutes les classes de morphisnies présentées dans cette section ont exacte-
ment. les mémes composantes. Pour ces raisons, nous avons décidé de suivre
I'usage abusif de ne parler que de morphismes, sans préciser s'il sagit de
morphisines de complexes de chaines, de coalgébres ou autres. L'utilisateur
doit {comme a 'habitude) s’assurer, s'il manipule par exemple un morphisme
qu’il veut étre un morphisme d’algébres, que le morphisme cst bien comnpa-
tible avee les structures d'algebres.,

Pour des commodités de programmation, nous avons décidé de conside-
rer Ggalement les morphismes de modules gradoués {(op&rateurs d’homotopie,
differenticlles, cte.) comme des éléments de la classe « Morphism » 0 cola
nous a amené A introduire un nouveau slot pour le degré du morphisme:

? (DEFCLASS Morphism ()
{(sorc) ; the slot S0uRCe

(trgt) ; the slot TaRGeT

(degr) ; the slot DEGRee

{intr) ; the slot INTeRnal part

(idnm) ; the slot IDentification NuMber

{orgn)}) ; the slot ORiGiN
#<5tandard-Class Morphism>

3.2 Les catégories simpliciales
Intéressons nous maintenant aux catégories combinatoires des topologues

— la catégories des ensembles simpliciaux ;

la catégories des ensembles simpliciaux de Kan ;

la catégorios des groupes simpliciaux ;

- la catégories des groupes simpliciaux commutarifs.
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3.2.1 La catégorie des ensembles simpliciaux

La catégoric des ensembles simpliciaux est composée Censembles sim-
pliciaux ot de morphismes compatibles avee les opératenrs de face ot de
dégtnéresconce.

Classiquetnent un ensetnble simplicial X est représenté par une collection
densembles { X, },en ot par les morphismes d" ot ?;;" (ef. théoréeme 2.8,
page 25). Bien que dans une des toutes premiéres versions du programme
les enseinbles simpliciaux aient ¢té présentes de cette facon, 'expéricnce
incite & adopter un autre point de vue, voisin de celui des FD-complexes
de S. Eilenberg et S. Mac Lane [4] que nous allons développer en plusicurs
Gtapes:

12 Tout d'abord, il convient d’observer que la structure d'un ensemble
simplicial X enrichit celle de son complexe de chaines induit Cu (X)) :

—les (X)) sont des Z-modules libres ;

—le complexe CL{X) a une base distinguée B, en chaque dimen-
S101 ;

—les bases distinguées sont vides en degrés négatifs ;

—les morphismes de face et de dégénérescence de 'ensemble sim-
plicial s’é¢tendent au complexe de chaines induit (vérifiant les
formules usuelles de compatibilites®) ; ils envoient chaque élé-
ment d'une des bases distinguées Iy, sur un élément de la base
distinguée By, ; ces morphismes ne sont en général pas com-
patibles avec la dilférenticlle.

Daus le programme Kenzo, vu Porganisation adoptée, les complexes
de chaines vérifient. nécessairement les deux premicres conditions.
Par contre, dés quun complexe de chaines ¢, vérific les deux der-
nicres conditions, la famille B = { B, },cw de ses bases distinguées
est. munie dhme structure densemble simplicial ot ¢, n'est auntre
(ue le complexe de chaines canoniguement associé A B. Nous déci-
dons done de représenter un ensemble simplicial X comme un com-
plexe de chaines avee des morphismes de face ot de dégénérescence
X = (C 3{0;1}i£?15 {??}L}jﬁl)'

Par souci d’efficacité, nous préférons travailler avee les complexes de
chaines assocics normelisés (limitant ainsi les bases aux sculs sim-
ploxes non-dégéneres). Dans ces conditions, un cnsemble simplicial

9

3. C1f. les relations du théoréeme 2.8, page 25.
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X, est roprasentt par X = (O, {07 bign) ol :

a B, — H ésm-]{"‘"“ir(i,?a, — 1) x By

O jsn—1

les simplexes images, qui peuvent étre dégénérés, sont systématique-
ment représentés A I'aide de simplexes non-dégénéres ot d’opérateurs
de dégénérescence en utilisant la définition 2.9, page 25, En fait, les
{07 }ign sont représentés par une fonction 9: (i,n,0) — 9(o), sl
bien quun ensemble simplicial X est un couple (C., 8).

3 La diagonale d’Alexander-Whitney A définit une structure de coal-
géhre sur le complexe de chaines induit Cy(X):

Ar) = z Fhr © 0"
=0

avee ¢ € X, ot d le dernier opérateur de face en chaque dimension
{Lopératour ¢ en dimension 3, opératour & en dimension 4, ote.).

Un cnsemble simplicial se présente alors comme un couple (Cy, 8)
ol C, cst la coalgehre induite par X délinie par A, la diagonale
I’ Alexander-Whitney.

Dans le programme Kenzo, un ensemble simplicial est done une coalgébre
cnrichic par la structure simpliciale. Nous définissons donce la classe des en-
semnbles simpliciainx comme nne sous-classe de celle des coalgabres — avee un
nouveau slot pour les opérateurs de face —:

7 (DEFCLASS Simplicial-Set (Coalgebra)
((face)))
#<Standard-Class Simplicial-Set>

La classe des morphismes simpliciaux, « Simplicial-mrph », (qui sera,
comme pour les morphismes « algébriques », la classe commune 4 tous les
norphismes des catégories simpliciales) est définie par:

7 (DEFCLASS Simplicial-Mrph (morphism)
((sintr))) ;; the slot Simplicial INTeRnal part
#<Standard-Class Simplicial-Mrph>

Les morphismes « algéhriques » ont une partie interne (fournie par le slot
intr) qui opore sur des chaines. Avec l'organisation adoptée, les norphismes
simpliciaux doivent pouvoir agir sur les générateurs des bases distinguées:
un nouvean slot est done nécessaire, le slot sintr. Bicn st le contenu du slot
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intr pout se déduire de celui du slot sintr: ¢'est ce que fait le programme
si on construit un morphisme siimplicial sans préciser la valeur du slot intr
(cf. exemple 3.6).

Exemple 3.5. Considérons Uensemble simplicial S? constitué des dewx sim-
pleres non-degéndérés suivanis : le simplexe # en dimension et le simplexe
52 en dimension 2 {c'est une version simpliciele de la spheérve de dimension
2).

? (build-smst :cmpr #’{lambda (x y) :equal)}

La fonction de comparaison est missionnée pour comparer des générateurs de méme
degrd ; o 2-sphére comporte aw plus un génératewr por dimension, par conséquent
deur généraleurs de méme degré sond édgou.

:basis #’(lambda (dmns}
(case dmns
{0 (Qist **))
(2 (list ’s2})
{otherwise +empty-list+)))
:bspn ’*
:face #?(lambda (indx dmns gmsm)
{abam (mask (1- dmnz}) ?#*})

La fonction face caleule pouwr chague iriplei cohérent (i,n,z) la i face du
génératenr r de dimension n; pour lo 2-sphive le résultat est towjours lo (n —
Ly dégéndrescence du point base. Llinstruction {(mask (1- dmns)) construit
4 po
Vunigue élément de A™" (dmns — 1,0), et Uinstruction (absm 7 v) retourne
i : 7y

le simplere (abstrait) ty : ce simplere est appelé« abstrait » dans le programme
par opposition aur simplexes éléments de la base distinguée qu'on appelle simplezes
« géomdiriques ».

rorgn *(sphere 2))
[K16 Simplicial-Set]

? (inspect (k 16))

[K16 Simplicial-Set]

Class: #<Standard-Class Simplicial-Set>
Instance slots

Cmpr: #<Anonymous Function #x4620326>
Baszis: #<Anonymous Function #x4621738>
Bsgn: *

Dffr: [K17 Morphism (degree -1): K18 -> Ki6]
Grmd: [K16 Simplicial-Set]

Efhm: [K24 Homotopy-Equivalence]

Idnm: 186

Orgn: (Sphere 2)
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Cprd: [K20 Morphism (degree 0): K16 -> K18]
Face: #<Anonymous Function #x4622DA6>

L’image d’une combinaison (d’une cheine) par le différentielle ou par le coproduit de
Pensemble simplicial (& 18) s'obtient ainsi (en fail Uinslruction (7 £ %) coleule
Uimage par le morphisme £ de la chaine x):

? {setf chain (ecmbn 2 4 ‘s2))

————————————————————————————————————————————————————— {CMBN 2}
<4 % 82>

? (7 (dffr (k 18)) chain)
————————————————————————————————————————————————————— {CMBN 1}
? (7 (cprd (k 16)) chain)
_____________________________________________________ {CMBN 2}

<4 * <TnPr * S2>>
<4 % <TnPr 52 *>>

L'objet affiché sous la forme <TnPr x y> n'est antre que x50 y.

Considérons un ensemble simplicial X. Comme nous venons de le voir
dans U'exemple ci-dessus, les simplexes des bases distinguées B, nécessai-
rement non-dégénérés, sont de tvpe machine a priori quelcongque {entiers,
symbholes, listes, ete.) ;) les simplexes « abstraits » queleongues {dégénérés ou
pas) sont codés comme des objets de type absm, bien définis : on pratique des
couples formés d'un multi-opératour de dégénérescence n ot d'un simplexe
« géométrigue » b,

(n.b) € H és”rjm:"ir(i, n—1) x B;.

N ysn—I

Le théoréme 2.3 définit la décomposition canonique de 1 en morphismes
¢lémentaires 7y ; la connaissance des entiers § entrant dans la décomposition
suffit pour connaitre 5. C'est donce avec ces entiers que nous allons représenter
le morphisme 7 dans le programme.

En fait Vopérateur de multi-dégénérescence g = 5, ..., {avee j; >
.. > ji) ost représenté dans le programme par Iunigque entier § =) 0, LR
c’est-a~dire par le nombre dont 'éeriture binaire a un chiffre binaire 1 par
coniposant :

1 = 3770y ost codé par Pentier 13.

Un simplexe abstrait 2 est done en fait représent? par un couple (n.h) on

n est Uenticr dont I'éeriture binaire donne les indices de dégénérescence ol on



20 CHAPITRE 3. CATEGORIES EN TOPGLOGIE ALGEBRIQUE

& ost un élémoent d'une hase distinguée. Dans Uexomple ci-dessus, le simplexe
g 1 . I

=2 ... fo¥ st construit par (absm (mask {(1- dmns)) *#*) oh {mask {(1-

dmng) ) retourne Uentier 267 =1 _ | dont Pécriture binaire est 11...1:

? (mask 4)

15

7 (absm 156 *=*)
<AbSm 3-2-1-0 =*>

Un mécanisme CLOS relativernent sophistiqué ot qu'il n'v a pas licu de détailler
ic1! permet un affichage commode: les indices de dégenéroseence sont direetoment
visibles.

Exemple 3.6. Considérons Uapplication triviele de la 2-sphérve vers lo 2-
sphire

? (build-smmr :sorc (k 16) :trgt (k 16) :depgr C
:sintr #’(lambda (dmns gmsm)
{case duns
(0 (absm #b0 **))
(2 (absm #bl1l **)}})
torgn ’(null-morphism 2-sphere))
[K25 Simplicial-Morphism]

Le symbole #0 indigue que Dendier qui suit est éevit en bnaire, ainsi 0 = F#b0 et
3= #b1L.

7 (inspect (k 25))

[K25 Simplicial-Morphism]

Class: #<3tandard-Class Simplicial-Mrph>
Instance slots

Sorc: [K16 Simplicial-Set]

Trgrt: [K16 Simplicial-Set]

Degr: ©

3trt: :Gnreo

Intr: #<Compiled-Lexical-Closure Rslt #x46D4B4E>
Idnm: 25

Orgn: (Null-Morphism 2-Sphere)

Sintr: #<Ancnymous Function #x46D4A36>

3.2.2 La catégorie des ensembles simpliciaux de Kan

La catégorie des ensembles simpliciaux de Kan est une sous-catégotrie
de celle des ensembles simpliciaux. Un ensemble simplicial de Kan est un

4. Une méthode print-object.
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ensemble simplicial satisfaisant la propriété dextension de Kan?. Cette pro-
pricté se traduit dans le cadre constructif par 'ajout d'un elgorithme dans
la structure de ensemble simplicial, algorithme concrétisant la propriété
d’extension.

La classe des ensembles simpliciaux de Kan est done une sous-classe
de celle des ensembles simpliciaux avec un slot supplémentaire, k£11, pour
Ialgorithme de la propriécé dextension de Kan constructive.

7 (DEFCLASS KAN (simplicial-set)
((kf11))) ;; the slot Kan FiLL property
#<Standard-Class Kan>

Tn exemple simple d’ensemble simplicial do Kan est le groupe simplicial
K(Z,1}, présenté plus loin (dans la section des groupes abéliens).

3.2.3 La catégorie des groupes simpliciaux

Un groupe simplicial G est un ensemble simplicial dont chague G, est un
groupe. los opératenrs de face et de dégénérescence doivent &re compatibles
avec les structures de groupes.

Un groupe simplicial vérifie toujours la propriété d'extension de Kan;
une formule explicite de Palgorithme 1ié & cette propriété est donnee dans
[11]; un groupe simplicial est done un ensemble simplicial de Kan.

La coalgébre induite C,(G) d'un groupe simplicial G posséde naturel-
lement une structiure dlalgébre: le produit d'algébre est celui défini par
po EML o poest le produit du groupe étendu lindairement sur les chaines
et ou EM L cst Uopéraronr d'Eilenberg-AacLane [15].

Le produit ainsi défini est un morphisme de coalgébre, 'unité est la co-
augiientation et la counité est 'augmentation: C.(G) est donc une algébre
de Ilopf. La classe « Simplicial-Group » est donc une sous-classe des classes
« Kan » et « Hopf-Algebra »

? (DEFCLASS Simplicial-Group (Kan Hopf-Algebra)
((grml) ;; the slot GRoup Multiplication
(grin)})) ;; the slot GRoup INversion

#<Standard-Class Simplicial-Group>

Un exemple sera donné dans la prochaine section pour la méme raison
que précédemment.

3. La définition des ensembles simpliciaux de Kan est rappelée dans la section 2.1.2 du
chapitre 2.
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3.2.4 La catégorie des groupes simpliciaux abéliens

La classe des groupes simpliciaux abéliens est une sous-classe de celle des
groupes simpliciaux sans composante supplémentaire. Los groupes sont sim-
plement supposts étre abélicns (supposition qui reste sous la responsabilite
de I'utilisateur).

7 (DEFCLASS Ab-Simplicial-Group (simplicial-group) ()}
#<Standard-Class Ab-Simplicial-Group>

Exemple 3.7. Considérons le groupe simplicial abélien K(Z.1) tel qu’il esi
défine par Eilenberg-MacLane dans [{, 5. Le programme sait construire ce
groupe simplicial® el nous powvons calculer, par exemple, les faces 0, 1, 2 el
3 du simpleze [13] =3] de dimension 3):

7 (setf k (k-z 1))

[K26 Abelian-Simplicial-Group]

7 (face k 0 3 (absm 0 *(1 3 -3)})
<AbSm - (3 -3)>

? (face k 1 3 (absm 0 ({1 3 -3)))
<AbSm - (4 -33>

? {face k 2 3 {absm 0 *{(1 3 -3))})
<hbSm 1 (1)>

7 (face k 3 3 {(absm 0 *(1 3 -3}))
<AbSm - (1 3)>

Liinstruction (face 8 i n x) retourne la i face du simplene x de dimen-
sion n de Uensemble simplicial 8.

Exemple 3.8 (Propriété de Kan}. Considérons Uensemble K(Z, 1} ot les
simplexes zop = [3| =2 |3, my =4 | =2 |53, xa=[1|1|5] et zy=[1]3]| -2,
les simplezes xo, w1, T2 cb g vérifient lo condition d’exiension de Kan'
{powr Uentier k = 3). La propriété d’extension de Kan de Uensemble K(7.,1)

se traduit dans le programme comme suit:

7 (kf11 k 3 4 (list (absm 0 (3 -2 b))
(absm 0 {4 -2 B))
(absm 0 (1 1 b))
(absm 0 (1 3 -2)3))
<AbSm - (1 3 -2 5)>

G. Dans sa version actuelle, le programme RKenzo ne sait construire los K'{w, n) que pour
T=FZouZ/2Z.
7. cf la définition 2.16.
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ot k est Uensemble simplicial de Kan, 3 est Uentier lié & In condition d’exziension
de Kan et 4 est lo dimension du simplexe & construire. On vérifie que le simplexe
y constridt est bien compatible aves les simplexes 2o, 21, 22 ef 24, i.e. que
iy = @ pour £ £ 3

? {face k 0 4 (absm 0 (1 3 -2 B})})
<AbSm - (3 -2 5)>
7?7 {(face k 1 4 (absm O (1 3 -2 5}})
<AbSm - (4 -2 B)>
? {(face £ 2 4 (absm 0 *{1 3 -2 B}))
<AbSm - (1 1 5)>
? {face k 4 4 (absm 0 *{(1 3 -2 5)))
<AbSm - (1 3 -2)>

Exemple 3.9 (loi de composition d’un groupe). Soit k le groupe sim-
plicial K{Z,1). La multiplication du groupe est un morphisme simplicial du
produit cartisien k X k (Uensemble simplicial 31) vers k:

? {grml k)
[K36 Simplicial-Morphism: K31 -> K26]
7 (kd 21)
Object: [K31 Simplicial-Set]
Drigin: (Crts-Prdec [K26 Abelian-Simplicial-Groupl
(K26 Abelian-Simplicial-Groupl)

Le programme affiche le « produit cartésien » des deur simplezes sl et
382 de méme dimension sous lo forme <CrPr sl s2> - en omettont, pour
alléger Uéderiture, le texte AbSm devant s1 ef 32 —; ce « produit » n'est rien
d’autre que le simpleze du produit cartésien des ensembles simplicious dont
les projections sont sl ef 82, Linstruction (crpr sl 82) construit le « pro-
duil coridsien » de sl ef 82

7 {setf slxs2 (crpr (absm O (1 3 4)) (absm #b010 *(-1 7)}})
<CrPr - (1 34) 1 (-1 7)>

7 (7 {(grml k) 3 slxs2)

<AbSm 0 (3 11)>

Autrement dit: [L |34+ [-1]0]7]=[0]3]11].
L'inversion du groupe k est un morphisme de & dans k-

? {grin k)

[(¥37 Simplicial-Morphism]

? {7 (grin k) 5 (absm #b0010 (3 5 8 -2)))
<AbSm 1 (-3 -5 -8 2)>
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Chapitre 4

Constructeurs du programme
Kenzo

Dans ce chapitre, nous présentens un premier enscinble de construe-
teurs disponibles dans le programme Kenzo pour construire des complexes
de chaines, des ensembles simpliciaux, des algébres gradudes de Iopt, cte.
Nous étudicrons anssi comment les équivalences de chaines (constructives)
se propagent le long des différentes constructions.

4.1 Constructeurs élémentaires

Un objet topologicue quelconguie {complexe de chaines, algébre de Hopf,
gronpe simplicial, ete.) est un objet de classe « Chain-Conmplex » : les classes
topologiques (algébriques ou simpliciales) du programme Kenzo sont toutes

des sous-clagses do la classe « Chain-Complex » L.

Algorithme 4.1 (homology U n).
Soit U un complere de chaines o homaologie effective ef soil n un entier;
Palgorithme homology calcule le n™™¢ groupe d’homologie de U.

O Méthode. L'objet U est & homologie effective, 1la donnée de U contient done
celle d'un complexe de chaines E de type {ini ayant la méme homologic.

Le complexe de chaines E étant de type fini, un algorithnie peut étre (et
est.) construit caleulant, pour un degré donné quelconcue, U'image ot le noyan
des differentlelles concernées. Le guotient du noyan par 'image, obtenu par
des réductions de matrices entiéres & la forme de Smith, donne alors le groupe
d’homologic recherche. a

L. ef. chapitre 3
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Exemple 4.2. Calculons le septiéme groupe d’homologie du groupe simpli-
ciol ebélien K(Z,3) :

7 (setf k3 (k-z 3))

[K25 Abelian-Simplicial-Groupl

? {(homology k3 7)

Computing boundary-matrix in dimension 7.

e

Computing boundary-matrix in dimension 8.

Homology in dimension 7 :
Component Z/3Z
-—-done---

flemarque . Dans la version actuelle, le programme Kenzo ne sait construire
les ensembles simpliciaux K (m,n) cque pour 7 = Z ou Z/2Z a laide des
instructions (k-z n) et (k-z2 n). La construction de ces ensembles sera.
détaillée dans le chapitre 6.

Algorithme 4.3 (tnsr-prdc U V).

Soient U et V denx complexres de chaines  Ualgorithme tnsr-prdc permet
de construire le produit tensoriel U & V.

St, de plus, U et V sont & homologie cffective, alors le complexe de chaines
U © V consirurt est ansst & homologie effective.

O Méthode. Si U et V sont & homologie effective, nous disposons de deux
équivalences de chaines (constructives) ep: U <= Epr et 11 V <= Ey-,
ot By et By sont des complexes de chaines de type fin.

Le produit tensoriel de deux réductions donne une nouvelle réduction (cf.
théeoreme 2.47, page 32); un algerithme utilise ce fait pour construire une
¢quivalence de chaines e: (U®V) == (Ep®Er-). Le complexe (B @ Ey-) ost
toujours de type fini, le complexe (7 & V') est done 4 homologie coffective. O

Exemple 4.4. Construisons le produit tensoriel de lo sphére de dimension
2 et du groupe simplicial abilien K(Z.,2) et calculons son septiéme groupe
d’homologic :

? (tnsr-prdec (sphere 3} (k-z 2))
(K299 Chain-Complex]
? (homelogy (k 299) 7)

Homology in dimension 7 :
Component Z
---done---
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e |

Algorithme 4.5 (crts-prde U V).

Sotent U et V deur ensembles simpliciawr ; Uelgorithme crts-prdc permet
de construive Uensemble simplicial produit cartésien U X V.

St, de plus, U et V sont & homologie effective, alors Uensemble simplicial
U x V consirwit est aussi & homologie effective.

O Méthode. 1l existe e raduction p: C (U x V) = Co(Uy@C (V) : c'est la
réduction du théoréeme d’Eilenberg-Zilber (théoreme 2,48, page 32). SiUet V
sont A& homologie effective, algorithine précédent construit une éguivalence
de chaines e: (CL(U) ® C.(V)) == (Fy- ® Eyr).

Un algoritlinie juxtapose la réduction p ot U'équivalence de chaines £ ot
construit une nouvelle équivalence de chaines £ CL. (U x V) &= (Ey @ Ei-);
Iensemble simplicial construit U x V' oest bien & homologic effective. O

Exemple 4.6. Construisons le produit cartésien de la sphére de dimension
1 et de Lo sphere de dimension 3

? (setf slxs3 (crts-prdc (sphere 1) (sphere 3)))
(K324 Simplicial-Set]

Leelgorithine echem permet d'oblenir le complexe de chaines de type fini associé
a un compleze de chaines & homologie effective. Les instructions suivantes montrent
Uéconomie en terme de géndratenrs rénlisée par la réduction d’Eilenfierg-Zilber dans
un cas particulier o les complexes de chaines U et ¥ sont de type fini.

? (basis s1xs83 3)

(«CrPr 1-0 81 - 83> <CrPr 2-0 81 - 83> <CrPr 2-1 81 - 83>
<CrPr 2-1-0 % - 33»)

? (basis (echcm slxs3) 3}

(<TnPr * 33>)

Algorithme 4.7 (chml-clss X n).
Soit X wun ensemble stmplicial véduit, n — 1 connexe (n 2 2) ef a ho-
mologic cffective ; Ualgorithme chml-clss permet de construive un cocycle

e: Cp(X) — mu{X).

O Méthode. Soit X un ensemble simplicial rédult ot soit n € Nyn 2 2;
supposons de plus gque X est 1w — 1 connexe, Le théoréme de Hurewicz énonce
qu'alors les H;{X) ot les m (X)) sout nuls pour 0 < ¢ < n ot que H(X) =
7 (X).

Dans cos conditions, leg clagses dhomologie des n-cyeles pormettent do
définir une n-cochiaine Z,(X) — 7, (X)) qui, en fait, est un n-cocyvele. Un tel
cocycle s'étend en un cocycle ¢ O (X} — mp( X)) grace a la décomposition
de Ch{X) en Z,(X) & R, décomposition qui n’est pas canonique.
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Dans le programme Kenzo le choix de cotte décomposition est détermi-
niste: pour un méme Gy, (X)) elle donnera toujours le méme résultat. Ce choix
ost lie & la fagon dont le programime détermine Phomologic de X ; il ne pent
atre fait que si X est a homologie offective?. O

L'ensemble des p-simplexes du groupe simplicial X (7, (X),n) peut étre
défini? comme le groupe des ncocveles de A, a coefficients dans 7, (X).
Ceel permet de définir une application de X dans K(7,(X),n) ct comme ¢
est un cocyele, nous obtenons une application ¢: X — K{(m,(X),n).

Proposition 4.8. Soit X' un ensemble simplicial de Kan véduit et n — 1
conqete.
Liapplication ¢ X = K(m,(X),n) est une fibration de Kan.

O Démonstration. Ce résultat découle directement de la structure particn-
licre de K{m,(X),n) ot de la propriéeé d'extension de Kan de X O

4.2 Théoréme de perturbation homologique

Le théoréme de perturbation homologique (théoréme 2.51, page 33) est
disponible dans le programime Kenzo 4 travers I'algerithme suivant

Algorithme 4.9 (basic-perturbation-lemma p 4).

Sowt p: Cy = D, une réduction et soit § une perturbation de lo différen-
telle d de O, vérifiant la condition de adlpotence locale par rapport & p (cf.
2.51, page 33).

L algorithme basic-perturbation-lemma construit le perturbation in-
duite sur la différenticlle de D, et une nouvelle réduction o1 CL — D! oi
Cf et D) sont les compleves de chaines définis par les perturbations, C, ef
D..

O Méthode. La démonstration du théoréme de perturbation homologique
permet d’obtenir les formules de la perturbation de la différenticlle de D, ot
de la nouvelle reduction p’ (CF. [3, 21]). a

2. Dans le programme, ce travail n'est pas fait sur Pensemble shinplicaial X imais sur
le complexe de chaines de tvpe find fournl par Péquivalence de chaines de homologie
effective; pour obtenir le cocycle ¢, il faut le construire « & la main ».

3. Les K (mw, n) sont definis a la page 71.
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Pour ne pas compliquer exagérément la rédaction a ce point di toxte,
hotlls nous contenterons d'un exemple sans intérét théoriqie correspondant
au doublement de la différentielle.

Exemple 4.10. Reprenons lo réduction de Uezemple 2.45 ¢

- soit C,. le compleze de chaines suivant:

{1 =0 {o=id
e — 00— 2T 7

- soit Dy le compleze de chaines Z concentré en demension 0

a=l} . ds=0
— — ...

00—z ¥ 0%y

— el sofd (fu, g i) O = Dy est une réduction, avee :

fnt Cpox—xsin=0et0 sinon
g Dhody—yel,
By: Oy D@z osion est impair ef O sinon.

La différentielle d de C, est une perturbation de d. Calculons lo nouvelle
réduction et la nowvelle perturbation :

7 (zetf C (build-chem :cmpr #° (lambda (x ¥) :equal)
:basis #?(lambda (degr) (list degr))
tbsgn 0
tintr-dffr #° (lambda (degr gmsm)
(if {oddp degr)
(embn (1- degr))
(cmbn (1- degr) 1 (1- degr))))
tstrt gnrt
torgn ’(dégénérescence du point)))
[K358 Chain-Complex]
? (setf D (build-chcm :cmpr #’{lambda (x y) :equal)
tbasis #’(lambda (degr) (if (zerop degr)
(list 0)
+empty-list+))
tbsgn 0
sintr-dffr #°(lambda (degr gmsm)
(embn (1- degr)))
rstrt gnrt
torgn '(dégénérescence du point normalisée)))
(X360 Chain-Complex]
7 (setf rho
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(build-rdct :f (build-mrph

:g (build-mrph

:h (build-mrph

(K365 Reduction]
7 (setf delta (dffr c))

tsorc ¢ :trgt d :degr ©
:intr #?(lambda (degr gnrt)

(if (zerop degr)
{cmbn 0 gnrt)
{cmbn degr)})

tstrt :gnrt :orgn *'{f de 1l’exemple))
:sorc d :trgt ¢ :degr C

rintr #7identity

istrt rembn :orgn *{g de 1’exzemple))
'sorc ¢ :trgt ¢ :degr 1

:intr #?(lambda (degr gnrt)

{if (oddp degr)
(embn (1+ degr) (1+ degr))
{cmbn (1+ degr))))

istrt :gnrt :orgn *(h de 1l’exemple)))}

[K35¢ Morphism (degree -1): K353 -> K358]
? (basic-perturbation-lemma rhe delta)

[K382 Reduction]

(K375 Morphism (degree -1): K380 -> K360]

4.3 Fibrations

Le programime Kenzo, dans sa version actuelle, ne considére que des fi-
brations principales. Une fibration est représentée par un € morphisme sim-
plicial » de degré —1; a savoir la torsion qui la définit 7: B — F, de degré
—1. L’opérateur 7 ne peut pas étre un morphisme simplicial ; en particulier
il ne commute pas en général avee les opérateurs de face.

Exemple 4.11. Considérons le produit tordu de la 2-sphére 85 par K(Z,1)
donl la lorsion associde ¢ Uunigue 2-simpleze de Sy est le gindrateur cano-

nique de K(Z, 1), :

? (setf fibration (build-smmr

[K341 Fibration]
? (7 fibration 2 (absm 0 ’82))
<AbSm - (1)>

:sorc (sphere 2)

itrgt (k-z 1)

rdegr -1

:sintr #'{lambda {(dmns gmsm)

(absm 0 (list 1)))

torgn ' {s2-tw-kz)))
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Algorithme 4.12 (fibratien-kfll 7).

Soient A et B des ensembles simpliciaur de Kan ef soit 71 A — I3 un
opératenr de lorsion. Alors A« B est wn ensemble simplicial de Kan cf
Uolgorithme fibration-kfll construit [algorithme associd @ la propricte
d’extension de Kan de cet ensemble simplicial.

O Méthode. Lalgorithme associt 4 la propriété de Kan du produit tordu se
déduit naturellement de ceux associts & A ot & B il suffit de corriger les
cffets de la torsion. 0

Théoréme 4.13 (Suite spectrale de Serre pour ’'homologie effective).

Soieni B el F' deuz ensemdbles simpliciaur & homologic effective cf soit T
wn. fibrd simplicial de bose B, de fibve F' el de groupe structural G agissant
sur F. Supposons de plus que une de ces conditions soit satisfaite

1. le groupe simplicial G cst réduit ;
2. la base B du fibré est 1-réduite.
Alors Uespace totol B < F du fibré est fui-aussi & homologic effective.

O Démonstration. On construiit, grace au théorome d'Eilenberg-Zilber tordu
{theoreme 2.52, page 33), une réduction de Co(B x, F) sur Co(B) @, C(F)

induisant la perturbation §* suivante:

o
st :Z(_l)iAWogo(RoﬁﬁoEML (4.1}
=0

00

- lopérateur d’Alexander-Whitney est défini pour un n-simplexe {z, y)
par

e
AW (x,y) = Z O @ Xy
=0
la perturbation 4 est définie pour un n-simplexe (@, %) par

a,y) = (—1)" [(f}:r:,r(:r:).éjg;) - (é:ﬂ,é’j})] :

lopérateur d'homotopie R est celui défind par J. Rubio [17, page 42];
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— T'opérateur ’Lilenberg-Alac Lance est défini pour un g-simplexe # et
un p-simplexe ¥ par

EML{z®y)= Z (—1)7 (nle, ny)
cesShnfe(p.g)

oit (—1)7 est la signature de ¢ et les morphismes 7 et 72 sont respee-
tivement Aolpra— 1o (prg=2) - - - Tal(p) CF Toip=1) - - - Der(0}-

Il suffit done de montrer que le complexe C.(B3) ®, Co(F) cst a homolo-
gic offective. Puisque B ot F sont a homologie effective, nous disposons de
complexes de chaines Dy, Dr.. Fp. ot Er, ot d’équivalences de chaines
C.(B) « Dp, = Ep, ot C,(F) & Dp, = Ep, avec Ep, ot Er, de type
fini.

Notons {(f1,g1, M) la réduction Dp, & Dr, = C.(D)®C.(F); la pertur-
bation §* sur C.{3) ® C.{F) induit naturellement la perturbation §, = ¢, o
# o f| sur Dg, ® Dr,. Sile théoréme de perturbation homologique {théoréme
2.01} s"applique, nous obtenons une réduction Dp,e Qq Dy = Fre @4 Ers
et done une équivalence de chaines entre CL(B) ®; C.(F} et un complexe de
chaines de type fini: C.(B) ®; C.(F) csi & homologic effective.

Pour vérifier I'hypothése de nilpotence locale de la perturbation d, par
rapport & la réduction (fa. g9, h0): Dp. @ Dr. = Ep. ® Er,, nous allons
utiliser la filtration de Pensemble simplicial 7 par ses p-squelettes.

De par sa définition, opératenr d'homotopie Ay auginente l'indice de
filtration d'une unité:

ho(Dgon, @ Dry) C Dy, @ Dy pour p entier naturel,

I reste & montrer que 6 = g, o #' o f| diminue Vindice de filtration d’an
moins deuz nnités: hs o 8" diminuera alors strictement Uindice de filtration,
ce qui assurera la condition de nilpotence (le complexe C,(B) ost nul en
degré strictement négatif). Or ni fi, ni g; ne madifie Uindice de filtration,
cest done 8° qui doit faire chuter indice de filtration de deux.

La formule 4.1 donnant 6* est composée des opératenrs AW, EML ot R
ainsi que de la perturbation §. La naturalité de AW, EML ot R implique
quaucun de ces opératers n'angmente indice de filtration ; la perturbation
4, quant 3 elle, diminue indice de filtration ’an moins une unité. Tous les
termes de la somme {de la formule 4.1} ditinuent done indice de filtration
d’au moins deux unités, sauf éventuellement le terme correspondant a ¢ = .
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Soit b & f € Cp(B) ® Cy(F): alors le torme AW o d o EML(b® f) est la
SOMMmMe :
pi—1
S (0TI lbeaf T ((nlb)dntf - a2y
1 =10
o € shuffie(p, ¢)

Qi 0

Dés que la torsion n'intervient plus, autrement dit dos que 7(nlb) = 1¢,
le terme @i ost nul; si 6;, # O Popérateur 7,44 n'est done pas préscnt
dans Peeriture de b qui 8'écrit alors sous la forme:

I i
Mo = Nptq—2 -+« Mptg—h— 1Ty ++ - Ty, POUT DLk <y,
Deux cas se prosentent alors:
Soit ¢ < & ot alors:

Aped—i—1 hi—i k_¢x —h—1
oy T(nlh) = ()3 ”nér(f)gﬂ Wit - Njo_i O}

/

-

C
Le simplexe ¢ est de dimension 1; si B est L-récduit, le simplexe ¢ est
fo* ot T(¢) est U'élement neutre de G Sinon G est. réduit et le simplexe
7{e} de dimension 0 ne peut qu’étre I'élément neutre de G

Par suite: a;, = (.
— Soit i > k et alors:
ET)HI?}('J) = 5%,7},5(}
= (‘}fﬁ*k*l?}j, Ty b
I'indice de filtration chute d'au moins deux unités,

Nous avons done montré que d* diminue Uindice de fileration d’au moins
denx unités et done que Aed™ est localement nilpotent. L

Algorithme 4.14 (fibration-total f).

Soit £ wne fibration (principale) de base B et de fibve F; Ualgorithme
fibration-total permet de construdre Uespoce total E de la fibration.

Si de plus B ef F sont & homologie effective ef s1 B est I-réduwit ow bien si
F esl réduil, alors E est & homologie effeclive.

O Méithode. CI. le théoréme 4.13. Tl est, A noter que 'algorithine ne vérific pas
— ¢t ne peut pas vérifier en général — les hvpothéses s le caractére véduit ou
I-réduit de F ou B. L'utilisatemnr doit done s’assurer quue les hypothéses sont
vérifices avant d'utiliser ce mécanisme pour obtenir homologie effective de
E. O
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4.4 Espaces de lacets

Une version simpliciale du fonctenr espace de lacets 2 est la construction
G de Kan [11., page 118]. La misc en ceuvre de cette construction dans le
programme a abouti & 'algorithme ci-desseus.

Algorithme 4.15 (loop-space X).

Sout X un ensemble simplicial k-réduit (k
permet de construire un ensemble simplicial (
de Kan de Uespace de lacets de X

Si de plus X est d homologic effective, alors GX est aussi & homologie
effective.

2 1} ; Ualgorithme loop-space
k—1)-réduit ¢X qut est la version

O Méthode. T.a construction de homologie effective d'un espace de lacets
d'n enscanble simplicial & homologice cffective s'appuie, dans le programme,
sur la construction ¢ de Kan, le lemime de perturbation et la construction
cobar [1, 6, 8, 17]. [l

Remargue . Un second argument entier, optionnel, peut anssi étre utilise
pour construire un cspace de lacets [tore.

Exemple 4.16. Calcuions Q8% le deuriéme espace de lacets de lo sphere
de dimension 7, son newvieme groupe d’homologic est.

7 (setf sb {sphere 5))

[K342 Simplicial-Set]

7 (setf 0285 (loop-space sb 2))
[K359 Simplicial-Group]

? (homology 0235 9)

Homology in dimension 9 :
Component Z/2Z
---done---

4.5 Construction bar d’une algébre

On suppose désormais que, sauf mention contraive, les (Z-) algébres consi-
dércées sont connexes, 1.e. leur composante de degré 0 est isomorphe & Z.

Définition 4.17. Soit A, wune algébre différenticlle gradude et soit M, un
A, -module o droile.
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Le complexe de chaines Bar™- (M) est défini par:

Bor*(M,) =Y M, @ A7
peN

oty Ay est Didéal d'augmentation.
Les éléments de Bar''~(M,) sonl généralement notés mlay] .. . |ay] an biew
dem®@ay @ ... @ ay. Le degrd de cet élément est -

P
Imlal...|apll = degar. (m) +p+>_ dega, 6.
i=1
La différentielle d = d, + d), est définie par:
do(mlar] .. apl) = dmla].. . |ap]
-5r, (=yleleldei—dlfoy | ... |day] . .. ] ;
du(mlar] .. Jap]) = (=)™ (m - an)fug] . .. |ay)

+ =yl el oy L Ja @]y,
Tei A est connexe ot done Ag =0 ct 4; = A; si4 > 0.

Algorithme 4.18 (bar 4).

Soit & une algébre différenticlle gradude ; Ualgorilhme bar conslruil e
compleze de chaines Bar - (7).

De plus, 5i A, est & homologie effective, le complexe de chaines Bar'-(Z)
{'est anssi.

O Méthode. 11 8™agit <le construire dans un premicr temps le bicomplexe gra-
dué B, suivant:

Bp‘q= Z Ajl®"'®gjp

= tip=y

avee la différenticlle dp, = =30 (-1} 'l @.. . @ledole... 1

i Soit B le complexe de chaines défini par ), = @, ,—,, Bpg. Puisque
Ay est nul si j < 0, les B, sont tous des sommes finics. L'homologie cffec-
tive de A, permet dans ces conditions de constimire sans véritable difficulte
I'homologie effective de 5.

Crest une nouvelle fois 1o théoréme de perturbation homologique qui va
construire Phomologic cffective de Bar?-(Z). La perturbation a appliquer
pour passer de B’ & Bar'-(Z) n'est autre que d;,. Elle diminue d'une unité
la longucur des produits Lensoricls tandis que les morphisnies el opérateurs
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d’homotopie régissant 'homologie effective de B ne modifient pas cette lon-

gucur. La perturbation dy, vérific done Phypothése de nilpotence locale.
Cela perimet done de construire les réductions conduisant & 1'homologic

cffective de Bar-'- (7). |

Proposition 4.19. Soit A, une algébre différenticlle gradude connexe (4
est isomorphe o Z); alors on pent consiruive une réduction

Bar'-{A.) = Z.

O Démonstration. Cf. [10, page 306]; la formule de Popératcur dhomotopic
hoest:
hala ... Jen]) = Halay] - .. ag)

O

Proposition 4.20. Soit A, une algébre différenticile graduée connexe ef soii
M., un A.-module & droite.

Le complexe de chaines Bar - (M,) s'oblienl en perturbant lo différen-
tielle du complexe de chatnes M, @ Bar-(Z) par § oi:

Mg ®@... @) =D "m0, 00 %...Qq,.

O Démeonstralion. Il suffit de vérifier. |
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Chapitre 5

Construction de la tour de
Whitehead

Soit X un cspace topologique simplement connexe. Postnikov [13, 14]
a démonurd que pour toul n 2 L, Pespace X admet une présentation sous
forme de fibration X < X' = X, ot X' a lo méme type d’homatopie que
X. La projection X, est ce qui reste de X quand tous les m{X) (¢ = n) ont
ete annulés ; symétriquement la fibre X0 est ce qui reste de X quand les
m (X)) (i < n) sont annules.

Si X est un enscmble simplicial de Kan, la fibre X® n’est autre que
e cous-complexe d'Eilenberg dont la définition est rappelée dans la
soction 5.3 1.

le n

Cette décomposition de X est Poutil essenticl pour le caleul des groupes
d’homotopic; la famille des X () ost la tour de Whitchead de X ot la famille
des X, ost la towr de Postnikov de X

Les méthodes exposées dans ce chapitre montre que si X est un groupe
simplicial & homologie offective, alors los X lo sont aussi. On obtiont en

définitive un algorithme pour atteindre les groupes d'lhomotopie de X

On considére seulement le cas oft X est un groupe simplicial, mais aucune
difficulté majeure n'empéche d'étendre ces resultats au cas o X est un
cnscimble simplicial de Kan.

La complexité des algorithmes nécessaires, constatée a posteriori, n'a pas
permis pour le moment, Caller trés loin dans cette direction ; cependant ce
premicr exeinple de réalisation sur machine des méthodes « 4 la Kan » ason
intérdt propre ot ce chapitre y ost consacré.
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5.1 Contraction prismatique

5.1.1 Définition et propriétés

Une contraction prismatigue de Uensemble simplicial 3 sur Uensemble
simplicial 4 est une forme forte de contraction au scns fopologique. Tout
gimplexe de B doit « descendre » sur un simplexe de A5 les simplexes de A
restent fixes dans la contraction.

Définition 5.1. Soieni A C I3 deur ensembles simplicionr. Une contraction
prismatique de I sur 4 est un opératenr T vérifiant ppur n € N et bc B, -

T:ncN- {Tf,... . T} By > Bpy } (5.1
KIF M =betd (THD)eA (5.2
KT = 0T (B pouri >0 (5.3
Sibe Ay, alorasT) by = mib powr 0 <4 < n (5.4

oy | IR0 {(b) stz g +2
OT7(0) = { T” (iby sii < -1

. Tipioa(b) sii 24+ 1 )
DY = .. ; .6
T J() {T;E;.|?.-’1(',) sii < (L’ )
n+1lon _ L ?ILI (b) g1 > Jr - -
R R 5-7)

Remarques .

— Les T7(D), 0 € ¢ € n, sont & rapprocher des simplexes de la triangu-
E;. b e C “; M - . < ‘.(.,. -l-). : G A7 ast l
lation usuclle du prisme A™ x I. La relation {5.2) concerne la hase et
le sommet du prisme; la relation (5.3) deéerit les relations d’adjacence
principales entre cos sinplexes. Los antres relations sont naturelles dans
le contexte simplicial pour la compatibilité avec les opératenrs de face
ot de dégénérescence.

- Désormais, les T seront notés ;.
Exemple 5.2. Sout X un ensemble simplicial ; Uopératenr T défini par T; =
1 est o contraction prismatique triviale de X sur X

Dans le programme Kenzo, une contraction prismatique T de B sur A
ost définie comme un oxemplaire de la clagse suivante ; le slot sorc désigne
I'ensemble simplicial B, le slot trgt ensemble simplicial A ot le slot coface
pointe vers la fonction T (n,i,x) — T/M2):

7 (DEFCLASS Prismatic-Contraction ()
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{(sorc)
(trgt)
(cofaces)
(idnm)
(orgn) })

#<Standard-Class Prismatic-Contraction>

Proposition 5.3, Soient A e B dewr ensembles simpliciawr ot soil T une
contraction prismatique de B sur A ; alors T définit une réduction de C,(3)

sur C.(A).

O Démonstration. La contraction prismatique définit le morphisme simpli-
cial suivant.:

f: B = Aavee f(b) = 1 Th(b) ;

la compatibilité entre f et les morphismes de face et de dégénérescence résulte
des conditions (5.5) et (5.6) ; par excmple, pour b € I3, :

c'_)nf(b) - OvzanJrlﬂr.(b)
= 00 T (b)
= 3,0, T 1 (b) (ef. relation (5.5))
= a1 T 1 (B)
— 3Ty (O
= f{0:b)

Notons g le morphisme simplicial de Uinclusion de A dans B. Lopérateur
d'homotopic & est défini par:

23

hib) = Z(—l)i(rﬂ:(f?) —n:.f(B)}-

=0

Les diverses relations imposées par la définition d'une contraction prisma-
tique (définition 3.1) impliquent que (f, g, /i) est une réduction de 13 sur
A. d

Algorithme 5.4 (prsm-cntr-rdct T).
L olgorithme prsm-cntr-rdet construit powr une contraction prisma-
tigue donnde T, la réduction mduste par T.

Algorithme 5.5. Soient A C B C C trois ensembles simpliciour de Kan,
soit T une contraction prismatique de C sur B et soit U une contraction
prismatigue de I3 sur A,



70 CHAPITRE 5. CONSTRUCTION DE LA TOUR DE WHITEHEAD

Alors un algorithme construit une contraction prismatigue W de C' sur
A wvérifiant

Ot Whie) = Oy 1 Un@n1 Ti(e) pour ¢ € C,

O Mcéthode. Si e est un simplexe de Gy, notons b = oy Th(c) € By, le sim-
plexe induit par T et o = 8, | Up2 (b)) € A, le simplexe induit par U, Pour
tout simplexe s de €, notons s(ig,... .#) la r-face de s définie par les som-
mets ig. ... L4 elle est obtenie & partir de s par application des opérateinrs
de face &, l'indice 7 parcourant les indices complémentaires. En particulier,
3(#) note le M sommet de .

Si = 0, alors soit 25 = Tale) et soit x» = Uy(b). Les simplexes g,
o verifient la condition d’extension de Kan par rapport a4 Uindice & = 1;
on obtient ainsi un simplexe o de dimension 2, ce qui permet de définir
T’V()(C) = 0[0’.

Sinon, definissons les Wile) par récurrence ot a I'aide de la propriété
dPextension de Kan -

- Soient xg = e et x; = Wi{0;_2¢) pouri 2 2; les x; vérifient la condition
d’extension de Kan par rapport & lindice & = 1. L’algorithme kf11
(associt & la propri¢té d’extension de Kan) construit alors un simplexc
de dimension n+ 1 qu’on appelle Wy(e).

— La construction des Wi pour 0 € ¢ € n— 1 suit un schéma identique;
ce o donne en particulier pour la construction de Wi, :

Soit a; = Wy pouri < n—1, 2y = e Wihole) ot oy =
Wi (8,0) 1 on construit alors le simplexe Wi, . {e) grice 4 la propriété
d’extension de Kan appliquée aux simplexes @; par rapport & Uindice
E=n.

— La construction de W, par la méme méthode rencontre une obstruction

(due & ce quon impose en plus que G, W, (e) = a) qui nécessite wne
approche différente.
Pour 4 < n, soit 3 lo simplexe défini par les sommets a(§), b(n) ot
e{n) powr § # 4 (qui est coustruit 4 U'aide de la propriéte d’extension
de Kan) et yp42 = U, (D). La propricté extension de Kan fournit un
simplexe y vérifiant d;y = y;, on définit Wy, {e) par:

T’V;;,(C) = 0;1—5—[?/ -
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Si A est un ensemble simplicial de Kan minimal, le simplexe W, (¢)
s'abtient. également en applicuant la propriété ('extension de Kan aux
simplexes #; = W,,_ 1 (8;¢) pour 4 < 1 ot £p—) = a.

On vérifie ensuite que Wovérifie les sept relations de la définition 5.1, O

5.1.2 Contraction prismatique de E{wx,n)

Deéfinition 5.6. Soit m un groupe abélien et n un entier le groupe simplicicl
abélien E(mw,n) esi défini par:

E(m,n}y = C™(AP, x} = Hom(C,(AF), ),

Hom désigne dans ce cas les morphismes de groupes. Les opératenrs de face
et de dégéndéreseence sont induits par A.

éfiniti 7. Le wpe simpliciol abélien 1) est le sous-groupe sim-
Définition 5.7. Le groupe simpliciel ebélien K(m,n) esi le sous-groupe sim
plicial des coeyeles de E{m,n):

K(m,n), = Z"(AP, 7).

Proposition 5.8. Lopérateur 7: K{m,n + 1) = K(w,n) défini ci-dessous,
pour y € K(m,n+ L)1 (avee p 2 n), est un opérateur de torsion :

Y((dge. .. tpp+ 1)) —y({fo,. .. siqp)) sty <p

T(y): (G ... ip) — ) . ..
y((io,. .. vinp+ 1)) 8t iy = p

O Démonstration. Il faut montrer tout d’abord que 7(y) € K(m,n), pour
y € K{m.n + 1)p41, autrenment dit

P
Y (1Y or(y) =0.

Jj=0

Il suffit en fait de le vérifier pour p = n+ 1, ce qui ne pose pas de difficulté.
Les relations entre 7 et les opérateurs de face et de dégénérescence se
vérifient aussl mécaniquement. O

L'opérateur de torsion 7 ost compatible avee la structure de groupe: Ie
produit. tordu est done un groupe simplicial abélien. Son produit de groupe
eat défini par:

(wo.y0) + (z1.3n) = (B0 + rayo + 1)

Proposition 5.9. Les groupes simplicieur E{w,n) et K(m,n+1) %, K{m,n)
sont isomorphes.
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O Démanstration. Cf. le théoréme 23.10 de [11, page 103]. O

Convention 5.10. Dans le programme Kenzo, Uensemble simplicial E(x, n)
est défini comme étant le produit tordu K{m,n+ 1) x; K{m,n). C’est ce pro-
duit tordun gque représentere dorénavant, seuf indication contraire, Uensemble
simplicial E(m.n).

E(w,n) est contractile, mals la sulte nécessite une forme forte de ce ré-
sultat.

Théoréme 5.11. Soit 7 wn groupe. soit n > 1 un cntier, soit T Uopérateur
de torston décril ei-dessus et so0il * Ira?:r,smrn,bhz simpliciel ponctuel point base
de E(myn) = K(n,n + 1) x; K{m,n).

Alors E(m,n) se coniracte prismatiqguement sur .

O Démonstration. Soit (x,y) € K(a,n + 1) x; K{n,n} un simplexe de di-
mension p.

1. Sin = palors (r.y) = (x ,;,.'y avee y € . Posons a = u{*””H

ot
b=mnoy-my L-. nnif( D" le simplexe (a,b) est de dimension i+ 1
dans FE(m, n). Ld contraction prismaticue cst définie pour le simplexe
(2, y) par:

Tilx,y) = ?;E")i?f (e, 8).

En particulier les velations SgTo{e, ) = e, b) = (z.y) et Tz, y) =

1+ 1

ng = pour i > 0 (et done G To{z, y) = nh+) sont satisfaites.

2. Sin > p,alors, en utilisant la propri¢cté dextension de Kan, on construit.
un simplexe o vérifiant

he = (x,y) et Gio = Tydi [z, y) pour i = 2.
La contraction prismaticue est définie powr le simplexe (x,y) par:

Ti(r.y) = nidio

Une verification mécanique des relations de la definition 3.1 permet Caffirmor
que Uopérateur T est bien une contraction prismatique de E{m,n) sur . 0O
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5.1.3 Contractions prismatiques et fibrations de Kan

. . .. P . »
Soient F', E et B des ensembles simplicianx réduits et soit F — F = B
une {ibration de Kan. Une forme forte de la propricté de relévenient des
homotopics nons est nécessaire.

Théoréme 5.12. Soil A C B un ensemble simplicial of soit T une conlrac-
tion prismatique de B sur A. Notons E' = A xp E le pull-back induit par

Vinclusion A C B
E —> E

Ll

A—— D

Alors il eziste une conlraction prismaligue T de E sur E' compalible avec
les projections sur A ef B.

O Démonstration. Procédons par réctirrence. Posons To(#) = n+.
Soit n € N, supposons qu’on ait déja construit les Ty, ..., T, pour tout
o € E,. Soit maintcnant o € E,. ; posons x5 = e ct xf = T(d— ¢) pour

12 2

Les {x%},) vérifient la condition d’extension de Kan, done les {p(x?) }ixz)
aussi. Comme p(zf) = ple) et 29 = Ty{di—e) pour i > 2, le simplexe Typ(e)
verifie 9;Typle) = p(z?) pour i # 1. Puisque p est une fibration de Kan,
le simplexe Typ(e) se « remonte » dans £ en un simplexe que lon baptise
Tople).

On procede de facon analogue, en utilisant la relation {3.3), pour les
autres T, ce qui permet de remonter les Tip(e) les uns apres les autres en
Ti(e). Il s’agit en fait de remplir dans E' le prisme ¢reux construit grace a
la condition (5.5) simplexe par simplexe.

Vérifions les six conditions de la contraction prismatique :

— par construction les conditions (5.3), (5.2) et (5.3) sont vérifices;

— soit ¢ € E' C E; alors Tip(e') = mip(e’) et on montre que T;(e’) = e,

ce qui vérifie (5.4) ;

- la condition (5.6} découle des deux égalités suivantes:

WTimimi(e) = dmTile) pouri > jet k#i+ 1
T jrimle) =0Ty pouri < jet b #i+1
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— en distinguant les difftrents {et nombreux!) cas ordonnant z, § et &,
on vérifie que les O TT;(e) sont ¢gaux soit anx denTio (€) soit aux
T (e} 1 co qui implique la relation (5.7).

T est une contraction prismatique de & sur B
O

Dans le cas particulier on Uensemble simplicial A est le point base, la
contraction prismaticque T contracte I'espace total K sur la fibre F

5.2 Homotopie effective

Soit G un groupe simplicial (n — 1)-réduit ot n-connexe {(n 2 1) et soit x
un simplexe de dimension n. Tl résulte du travail de Kan [9] existence dun
simplexe g, dont la face 0 est o ot dont les autres faces sont triviales: @ est
combinatoirement homotope a zéro. Cette section detaille la construction de
Oy

Le ni® groupe dhomologic de G est. nul, il existe done une (n+1)-chaine
>, oo dont le bord est 2.

La structure de groupe permet de transformer unc combinaison additive
en une combinaison multiplicative:

Algorithme 5.13. Soit >, a,g; une n-chaine d'un groupe simplicial, alovs
un algorithme construit le simplexe [, ¢

On construit le simplexe y = [T, 07 ; il vérifie [Toe;c, O™V = 2 2w
commiutateur pres.
Posons maintenant

r _ - _ - _1yn—1 - _
z=ndy "y by~ L (mdny( D 10y ”)

alors toutes les faces de z sont des degénérescences du point base sauf la face
1 qui est ¢gale a 27" & un commulatenr prés

Algorithme 5.14. Un algorithme construit le simpleze z & partir du sim-

plexe y, du produit el de Uinversion du groupe.

Le sitmplexe x~ - 31271 est done un commutateur; il résulte des hvpo-
théses que chague face de ce simplexe est triviale.

Algorithme 5.15. Un algorithme construit, ¢ partir d’un commuteteur de
dimension n d'un groupe simplicial (n— 1}-réduit, un semplexe de dimension
n+1 dont toutes les faces sont triviales sauf la foce 1 égale & ce commautateur,
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=
(14

O Méthode. Sinotre commutateur est un commutateur élémentaire aba ™51
avee a ot b des simplexes de dimension n, le simplexe suivant cst solution :

ma - mbnoa”' b7t

Dans le cas général on décompose le commutateur en un produit de com-
nutateurs élémentaires, on construit pour chacun d'eux le siimplexe solution
ci-dessus et enfin on offectiie le produit de ces solutions. O

Algorithme 5.16. Soit G un groupe simplicial (n — 1)-réduit et n-connexe
et soil & un simplexe de G de dimension n.

Un algorithie consiruil un simplexe o, de dimension v+ 1 donl lo face
0 est x ef dont les antres faces sont triviales.

O Méthode. Tout d’abord lalgorithme construit une n + 1 chaine dont le
hord est x et utilise les deux premiers algorithmes e cette section pour
obtenir un simplexe z dont scule la face 1 n'est pas dégénéréc.

Lalgorithime 5.15 constriit alors un simplexe m dont toutes los faces sont
degonerdes sauf la face 1 égale a 27! - 927",

Il voste & cffectuer le produit rpx - z - sn pour obtenir le simiplexe o,
désire. a

Le simplexe o, construit par Palgorithine 5.16 réalise Uhomotopie de «
ct de la dégénérescence du point base de dimension 7.

5.3 La tour de Whitehead

5.3.1 Les sous-complexes d’Eilenberg

Définition 5.17. Soit X un ensemble simplicial ; soienl n el p deur enbiers.
La relation déquivalence ~ identific deur simpleres de Xy s7ils ond le méme
n-squelette.

Lientier n étant fird, la relation ~ sur les X, est compatible avee la
structure simpliciole ; par passage au quotient, on obtient wn nowvel ensemble
simplicial Y = X/ .

Proposition 5.18. Si X est un ensemble simplicial de Kan, alors Y = X/,
est un ensemble simplicial de Kan et le morphisme noturel pp: X — X/»n
est une fibration de Kon.

O Démonstration. Cf. [11, proposition 8.2, page 32]. O
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Définition 5.19. Soit X un ensemble simplicial pointé et soit n un entier.
Le 1% sous-complexe d'Eilenberg de X est la fibre de la projection de

Pn-1: X — ‘X/n-—-l-_ LJ esl nold X('T?.).

T ’ensemble simplicial XU est done (n — 1)-réduit.

Proposition 5.20. Soient F et B devwx ensembles simpliciour pointds, soit
7. B —= F un opératenr de torsion ef soit n wn entier.

Soit E = B x; F l'espace total de lo fibration, on obtient alors le corré
fibrd suivant :

E{?H—I] B(n—H}
1 +
o= B - B
) )

Flo, = E[y — By

O Démonstration. Soicnt {b, f) ot (Y, f} deux éléments de Uespace total E
vérifiant b~ & et f < f'; nous allons montrer que (b, f) ~ (¥, f1)

— Si deg(b, f) < n, alors (b, f) = (¥, F).

— Sidegh, f) =n+1,alors pour i <n+1:

Oib. [y =0, 0:f) ot Gua (0 f) = {Dnirbo7(D) - Ony f)
SO O f) ~ O U, 7(B) - D 1)
= o(b. ')

2

- . K '
Une récurrence permet de montrer que 7(b) ~ () ot par suite:

(b, f) ~ (', 7).

5.3.2 Homologie effective des sous-complexes d’Eilenberg

Soit X un ensemble simplicial de Kan (n — L}-réduit (n 2 2), soit 7 son
1M groupe d’homotopic (7 = 7, (X)) ot soit ¢: X — K (7, n) le morphisme
défind par le coovele ¢ de algorithme 4.7,

Le fibr¢ universel K(m,n — 1) — E{m,n — 1} — K{m,n) induit par &
un fibre K{m,n — 1) — FE — X. Tl résulte directement de la définition du
modele canonique de K (w7 — 1), of la définition 5.7, que K(x,n—1)/» =
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K{r.n —1); le carré fibré de la proposition 5.20 dans le cas de fibration
K{r,n—1) = F — X donne alors ce diagramme en fibrations induites :

E(n+l) X(1L+1)
] }
Kimn—1) — E — X
! 1

Kiron—1) = E/» — X/»
L¢galité des fibres K(m,n — 1) implique Pégalite ECHD = X 0D x4

Lemme 5.21. La projection canonigue K(m,n—1) — E{r.n—1) = K(7.n)
induit ¢ partir de la fibration de Kan & X/» — K{mw,n) une nouvelle fibra-
tion pe: Ef» — E{m,n — 1) ; soit Fr, sa fibre buse.

Alors on peut construire une contraction prismatique de Fr sur le point
hase.

O Démonstration. Soit x € Ef» et soit d la dimension du simplexe z, défi-
nissons Ty} :

S Si0<dgn—1, aors Ty{x) = r,r)g"" %

- St d = n, alors p.(x}) = 0. Le simplexe 2 est done homotope & la
dégenerescence du point base, ce qui implique Uexistence {¢f. la section
3.2) d'in simplexe y € E/, de degeé n + L verifiant dyy = 2 ot diy =
Toldi—12) pour i # 0. Or pofy) = *, ce qui permet de poser Th(x) = y.

- Sid 2 n+1, alors les shmplexes o = To{dyx), ... coqe = To(dgr)
vérifient la condition d’extension de Kan pour lindice 0 la fibre F
vérifie la propricte dextension de Kan qui prodult done un simplexe y
de degré d + 1. Le simplexe dyy est de degré d et ses faces 4 sont

()t((f)g?j) = 5?05)i+|?1 = (()UTD(()LT) = ()LT

Les simplexes de I sont définis par leur n-squelette et done 2 = dyy.
On pose alors Ty(r) = y.

On définit ensuite Tj(x) = i@ Tp(x) pour i > 1 ct on obtient ainsi la
contraction prismatique recherchée. A

Proposition 5.22. L’ensemble simplicial E/» du carvé fibvé ci-dessus se
contracte prismatiguement sur le point base.
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O Démonstration. Considérons le carré fibré sulvant :

Fy; Fp

1 l
K{n.n—1) — E/» - X/»

1 l

K(im.n=1) — Emn-1) — K{r,n)

L’ensemble simplicial E(x,n — 1) se contracte prismatiquement sur le point
base (¢f. le théoreme 5.11 page 72); le théoréme 5.12 (page 73) fournit alors
une contraction prismatique de £/, sur Fg.

Le lemme 5.21 fournit une contraction prismaticque de Fe osur *; on
obtient alors par composition une contraction prismatique e E/lL sur #
(cf. lalgorithme 3.5.). O

Théoréme 5.23. Seit X un ecnsemble simplicial de Kan (n— 1)-réduit (n >

2).
Si X est ¢ homologie effective, alors Uensemble simplicial X+ egt 4
homologie effective.

O Démonstration. Considérons le carré fibré sulvant :

Fin+1) X ()
1 )
K(m,n—1) — E — X
1 1

K(non-1) = E/, - X/»

Puisque X et K{m.n — 1} sont a homologie cffective ot que de plus
K{m.n — 1) est réduit, Ualgorithime 4.13 construit un ensemble simplicial
F 4 homologie effective.

La proposition ci-dessus donne une contraction prismatique de E/q ; le
théoréme 5.12 (page 73) construit, i partiv de cette contraction, une contrac-
tion prismatique de B sur B = X010 s s On obtient ainsi 'homologic
offective de X0+ O

5.3.3 Construction de la tour de Whitehead

Soit. X un ensemble simplicial de Wan T-réduait ; la four de Whitehead est
le diagramme suivant,:

X=X « x® “ Xt -

T
K (m(X). 1) K(m(X),2)
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Supposons que X soit & homologie effective. La section précédente décrit
la construction de Phomologie cffective de X8 Tinclusion de K (ma(X). 1)
dans un enscimmble simplicial B = X X,o: K (m2(X ). 1) ot la réduction de £ sur
X3 On obtient ainsi un morphisme K(m(X),1) —= X ot on construit
ainsi le premier dtage de la tour de Whitchicad :

X=X + X

y
K(m(X),1)

La construction de la tour se poursuit ¢n appliquant la méme méthode a
Pensemble simplicial X, puis XM ete,

Dans le programme Kenzo, scule la premicre étape de la construction
de la tour est disponible. En effet Pintértt que nous portons a la tour de
Whitchead est lié an caleul des groupes dhomotopic d'un ensemble simpli-
cial, groupes qui peuvent alors étre alteint en n'ulilisant que le début de
la construction de la tour, les K{m, 1) ot le fonctenr espace de lacets (déja
disponible) :

m(X) = Hi(X)

m3(X) = Hy(X™)
(X)) = Hy(QQXH®)
m5(X) =

Posons m = ma(X). Les algorithmes ci-dessous décrivent la pretniere étape
de la construction de la tour dans le programme Kenzo, dans le cadre des
groupes simpliciaux:

Algorithme 5.24 (hmlg-clss X).

Sott X un groupe simplicial réduit, l-conneze et & homologic effective.
Alors Ualgorithme hmlg-clss construit une fonction associant 4 tout élément
her=HyX) un veprésentant o de la classe d’homologie k.

(1 Méthode. Définissons la valeur de la fonction construite par Palgorithme
sur wn élément & de 7 = Ho(X): on construit un 2-cycle > . aue; dont la
classe d*homologie st k. Lo simplexe souhaité est

T = H "

¢
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Algorithme 5.25 (prsm-cntr-2 X).

Soit X un groupe simplicial 1-réduit, & homologic effective. Alors Ualgo-
rithme prsm-cntr-2 construit une contraction prismatique de X x; K(m, 1}
sur la fibve X' x, % de X x, K{m, 1) = E(x.1).

O Méthode. Soit y = (. [ky] ... Jkn]) un simplexe de X x. K(m, 1} de dimen-
sion n.

— Sin =0, alors To{y) = no*.

- Sin =1, alors y = (*.[k(]). L'algorithme hmlg-clss construit nn
simplexe gy, ; posons :

Toly) = (op,i=ki]k1])
) - i

— Sin =2, alors les simplexes z, ap . g, €t 0p o) VErifient la propriété
d’extension de Kan pour l'indice 1: cela permet de construire un sim-
plexe 7' de dimension 3. Les simplexes ag,, S8 ot 3+ vérifient anssi
la propriété d'extension de Kan pour Uindice 1: on obtient un nouvean
simplexe #”. La contraction prismatique cst définic sur i par:

Toly) = (V. [=ki = kalka|ko])
Ti(yy = ", no[—kolks])
Tolyy = n(3d, m5%)

- Sin =3, alors:

Toly) = Efllp(Lin+ Ly, To(O1x).... ,To(Onr))
Ti{y) = EflpG+ Lo+ 1y T (o), ... Tio i (1),

STy TG y), - - - ;Ti(an:ff))

Too1(y) = kfllpnon+ Ly, Th2(0oy)s ..., Tu2(@n_ay).
Oy ITR—Q(?I)e Th-i ((‘)n?f))
T-n-(y ) = T (x)

On vérifie que T définit bien une contraction prismatique de X x K(, 1}
sur X7 % = O
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Remarque . Par Eflig(k,n+ 1,a0.... ;001,051 ,... ,an) 00 cntend :

¢ le simplexe de dimension n + 1 construit par Palgorithme associé 4 la
propriété d’extension de Kan de lensemble simplicial de Kan 72 pour
I'indice & ot logs ni-simplexes a; pour ¢ # & ».

Algorithme 5.26. L’algorithme technical-rdct construil une réduction
de Y x % sur Y pour un ensemble ssmplicial Y donné,

Algorithme 5.27. Soit X un ensemble simplicial de Kan I-réduit i homo-
logie effective ; soit X' la fibre de X — K(7m,2).

L algorithme prem-cntr-4 construit une contraction prismatigue de QX'
sur (X))

(1 Méthode. Construisons 1me contraction prismaticue 7' pour un simplexe
z de X' de dimension 7.

— Sin =10, alors Ty(z) = m+.

- Sin = 1, alors puisque H(QX") = Hy(X') = 0 D'algorithme 5.16
construit un simplexe y vérifiant dyy = = ot dy = thy = -r;%*. On posc
To(xr) = y ot Ti(x) = ng*.

— Sin 2z 2, alors on définit les T;(x) avec les memes formules de récur-
rence que dans algorithme prsm-cntr-2.

On vérific que T définit bien une contraction prismatique de QX7 sur
(X1, |

L'ensemble simplicial X est & homologie effective et K{m, 1} est réduit
ct & homologic cffective, done 'algorithme 4.14 permet de construire I'ho-
mologie effective du produit tordu K{(m.1) x> X. A laide des algorithmes
prsm-cntr-2 ot technical-rdct on construit une réduction de X x, K (7, 1)
vers X7, ce qui fournit 'homologic effective de X', L'ensemble simplicial X’
est L-rédiit, ce qui n'est a priori pas le cas pour le complexe de type fini que
nous lui avens associé. Un algorithme que nous ne détaillerons pas construit
alors un nouveau complexe de type fini 1-réduit et une équuivalence de chaines
entre ce nonveau complexe ot X7,

L'ensemble simplicial X7 est 1-raduit, on peut done utiliser ["algorithme
loop-space pour construire Pensemble simplicial 3 homologie effective QX7
[’algorithme prsm-cntr-4 construit nne réduction QX' = (QX')?2, ce qui
permet. Catteindre homologie effective de (X)), Le méme algorithme
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cue celud utilisé au paragraphe précédent construit une équivalence de chaines
entre (X2 et un complexe de type fini 1-réduit.

Comme (X2 = (X0 ot X = X nous venons de construire
Ihomologic offective de Q(X ™)), ce qui acheve la premiére étape. Pour avoir
les groupes d’homotopie suivants, il suffit d'itérer le procadé.

Remarque . Les promices calculs des groupes d’homotopie ont donné does
résultats satisfaisants d'un point de vue théorique, mais mitigeés en pratigue:
le nombre ot la taille des générateurs des complexes coffectifs donnant les
grounes d'homeoetopic explosent d'un point de vue combinatoire.

L'explosion combinateire de la construction de la tour de Whitchead vient
d'une part des algorithmes associés aux proprietés de Kan ot d'autre part
de la factorisation des commutaieurs : deux problémes gui ont éLé résolus ici
« nalvement ». 11 n'est pas exclu qu'nne étude plus fine de ces algorithmes
donne de meilleurs résultals.

Tour cette raison, les algorithmes utilisés dans ce chapitre ne sont pas
intégrés dans la vorsion finale du programme Kenzo!. Une autre méthode
est utilisée pour obtenir les groupes ’homotopies et donne des résultats plus
officaces (cf. chapitre suivant).

1. IIs restent cependant a disposition des intéresses.
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Chapitre 6

Calculs de groupes
d’homotopie

Considérons un ensemble simplicial X rédult, & homologic offective ot
(. — 1}-connexe (n = 2); le théoréme d’Hurewicz assure isomorphisme
o (X) =~ II,(X). Puisque X est 3 homologie effective, I'algorithme homology
peut calculer H,(X) et done m,(X).

Ce chapitre décrit. une méthode permetiant de construire les groupes
simpliciaux abéliens K{m,p) avee leur homologie effective. II aborde aussi
la constriiction dun ensemble simplicial F réaduit, & homologie effective, n-
connexe et dont les groupes d’homotopie sont identiques 4 ceux de X & partir
de la dimension n + 1. L'enscemble siinplicial E est une version simpliciale, a
homologic effoctive, de Potage suivant de la tour de Whitchead.

D'une certaine facon, le travail de ce chapitre évite soigneuscment d’uti-
liser le théoreme de Kan concernant les groupes d’homotopic, en ce sens
que Tutilisation de la condition d'extension de Kan powr caleuler combi-
natoirement les groupes d’homotopie des ensembles simpliciaux usuels est
totalement proscrite, a la différence du chapitre 5.
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6.1 Classifiant d’un groupe

Définition 6.1. Soit G un groupe simplicial ; on note W(G) Uensemble sim-
plicial swivant @

Wo(G) = {[ 1} :

WolG) =Gt X ... X Gp pourn >0 ;

Nlg] = dolgo] =[]

Oﬂ[gﬂ.a'” :gﬂ] = [Q’-n—l:--- egO] :

Kilgns - 0] = [Digns -+ igir1s gim1 - Lihis Gim2s -+ 1 G0) 3
7?-:1-[5‘3?,—!e~ . e.O’U] = [1('«',1-.‘ . 590] ;

Nilgn—1.+. v Go] = -1+ s mGi Ly Gizise o+ 0]

Lensemble simplicial W(G) est le classifiant de G.
Remargues .

— L’ensemble simplicial WG} est celud défini dans |11, page 87| aux opé-
ratoirs de face et de dégénéresconce pres. Nos choix indiciaires (page
27) imposent des adaptations évidentes.

— Une autre définition de Popératenr de face d; de Uensemble simplicial
WG} est possible:

Ity 0] = [Gign. - Osig 1. g - Gimt, Gim2y .-+ 5 0)

Dans le programme Kenzo, c¢’est U'opératenr de face de la définition
ci-dessus qui a été retenu.

— Si G est un groupe simplicial abélien, alors W(G) ost atssi un groupe
simplicial abélien (le produit naturel est compatible avee la structire
simpliciale).

Proposition 6.2. Lopéralenr 7: W(G) — G de degré —1 défini par

([9n:--+ +90]) = G

est wn opératenr de torsion.
De plus, le produit tordu W(G) x; G est contractile.

O Démonstration. La vérification des propriétés requises pour la torsion 7
est élémentaire.
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La contractibilité e espace total est bien connue, mais par la suite une
contraction algéhrigue du complexe de chaines associé sera nécessaire. Elle
cst définie A Taide de Popératenr ’homotopic b suivant :

h([gn—'lv”' 390]59) = ([gag'n-—'l:”' ﬁgﬂ]:l(h}) .
L

Considérons maintenant la constriction de 'homologie effective de I'en-
semble simplicial WG

La torsion de la proposition ¢i-dessus induit une perturbation 4, sur la dif-
ferenticlle de Co{WG) ® C,(G) par intermédiaire du théoréme d’Eilenberg-
Zilber tordu {théoréme 2.52). Nous appellerons cette percurbation la torsion
nafurelle de C.(WG) ® C,(G). Elle est définic par:

& = Z(—l)“"(AW od;o(Red.) o EML)
i=(

ol b, AW, EML et B sont coux définis an théoréme 2,52,

Algorithme 6.3. Consitdérons G un groupe simplicial rédust; un algorithme
construit une réduction

Bar"-INCL(WG) @ C.(G)) = C.(WG)

oi t est la torsion naturclle de CL(WG) @ C,(G).
La structure d’algébre de Cu(G) esi celle qui esl induite par lo struciure
de groupe simplicial (ef. 3.2.4).

O Mcéthode. A partiv de la reduction (fo, g0, ho): Bar®-CNCUG)) = Z
fournie par la proposition 4.19 ct de Pégalite Bar-NC (W) @ C{G)) =

-

C.(WG) @ Bur™(9(C,(G)), on construit une nonvelle réduction :
(f.9.h}: Bar™(C(WEF) @ C.(G)) = CL(WG)

ol f=1R fo,0=1®@gact i =13® hy.

Aodifions maintenant. cette derniore perturbation par une application di
théoreme de perturbation. La torsion naturelle §; définit une perturbation
&, modifiant Iensemble simplicial Bar{(E(C, (WG R C, (@) en 1m nouvel
ensemble simplicial Bar®(HO.(WEG) ®; C.(G)). Si b= w @ zfz(]...|xn)
est un générateur de la construction bar, alors:

Sw @ afz]. .. |z,]) = &{w @) e |- .. o]
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Vérifions la condition de nilpotence locale par le blais d'une filtration sur
le degré de C,(WG) @ C(G). Notons () le degré de w® z ¢ alors, d’apros
la formule précedente afd (D)) € a(b) — 1. De plus, Popérateur d’lhiomotopic
Ao nlaugmente pas le degre de cette composante; la pertirbation vérifie done
la condition de nilpotence locale. N

Un examen attentif de la pertorbation § induite sur le complexe de

chaines C,(WG) montre que celle-ci est nulle. En effet :
—— w - .
§ = Z(—l)?‘(f od o(hod)og)
i=0

ot nons allons montrer que f o 8 = 0. D'aprés la définition de 47, il suffit de
niontrer ¢uie
FUAW 0§ (a,0)) & [2,]...|zs]) =0

pour (a,5)@[z,]...|z,]) dans Bar" CHC(WE X, G)). Or, si p est la dimen-
sion de {a,b), §:(a,0) = (Ha, T(a).0pb) — (Dpa, 3pb) ot, de par sa définition,
le morphisme f est nul st tout simplexe w @ x| ... |7,] dés que le degré
de x[z1] ... |x,] est strictement positif; par suite:

FllAW i {a, b))y @ x| ... |zn]) = F(Dpae ® (?g_l('r(a,).c')pb — by @z, .. |ea)
=f(Ga®(x—+) @ [n]...|z])
=10

III

Lemme 6.4, Soit ¢ un groupe simplicial, alors on peut construive une 7é-
duction

C.WG) e, C.(G) > 7
ot t est la torsion naturelle de C.(WG) @ CL(G).

O Démonstration. Le théoreme 2.52 (Eilenberg-Zilber tordu) construit la
rédietion

(EZ.EML,R): C, (W(G) x, G) = O, (W(G)) & Cu(G).

La contraction de W(G) x, G donne (proposition 6.2) une récdction
(fo, 00, ko) de W(G) %G sur Z. Les deux réductions permettens de construire
la. réduction cherchée:
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olt f, g ot L sont définies par:

f=foo EML g=FEZog
h=FEZchyo EML

O

Algorithme 6.5. Un algorithme construit, pour tout groupe simplicial G
donnd, une réduction

Bar®- (0, (WG) @, C.(G)) = Bar®{D(7)
ot b est la lorsion nalurelle de C, [WG) & C.(GY.

U Méthode. De la réduction du lemme 6.4, on déduit aisément une réduction
CWE) ®, C.AG) @ Bar"CNZ) = Bar™( (7).

La perturbation 8 de la proposition 4.20 vérifie la condition de nilpotence
locale par rapport ala réduction ci-dessus. En effet, la perturbation & diminue
la longueur du produic tensoriel dune unité ot 'opérateur d’homotopic de
la réduction ne la modific pas.

L'algorithme associ¢ au théordane de perturbation peut done construire
la rédnction souhaitée; un examen attentit de la perturbation induite sur le
complexe de chaines Bar®-(FNZ) montre que cette perturbation ost nulle :
la différenticlle n'est pas modiliée. O

Théoréme 6.6 (classifying-space G).

Seoil G un groupe simplicial ; Ualgorithme classifying-space permel de
construive Uensemble simplicial W(G), le classifiant de G.

De plus, 81 G est & homologie effective et réduit, Uensemble simpliciol
WI(G) est aussi & homologie effective.

O Démonsiration. L'ensemble simplicial W(G) cst construit & Iaide des for-
mules de la définition 6.1.

Si (¢ est réduit et A homologic eflective, alors les algorithmes 6.3 ot 6.5
construisent une équivalence de chaines ¢

e: CLWG) < Bar- "N (WG @ Cu(G)) = Bar (7).
L’algorithme 4.18 construit une équivalence de chaines entre Bar®+(@) of
un complexe de chaines de type fini. La juxtaposition des deux équivalences
de chaines fournit I'homologie effective de W{G). -
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6.2 Homologie effective des K{n,n)

Soit 7 un groupe abélien. Un p-simplexe o de K, 1} v'est autre qu’un
I-cocvele sur AP: notons alors o la valeur de o sur Iaréte définie par
les sommets ip < 2. De méme pour un simplexe o de K{m,n}, notons
(g, ... yin) la valeur du n-cocvele ¢ sur la face définie par les sommets
i < ... < Ay

Définition 6.7. Soit w un gmoupe abélien, on définid le groupe simplicial
abélien K(m, 1) par:

- K(m, 1)) = [ko|. .. |kp] avec by € 7
kol .. 1kp] = [kl .- k) s

— Oilkol .- Nkp) = Thol - A + Eir] - - [hy] pour 0 < < p;
olkol - .- [kn] = (ko] - - - Jkp—i] :

— kol .. Thp) =Tkl [his O] - LK)

On note ici [ka| . .. |kp] Vélement & de Z' (AP, x} défini par o (i,i+1) = ;.
Dans le programme Kenzo, ¢'est la liste (kg &y ... &,) qui code le simplexe
r.

Algorithme 6.8 (k-z-1). Llalgorithme k-z-1 construit le growpe simpli-
ctal abdlien défini ci-dessus pour m = Z. Le groupe simplicial constrivt est a
homologie effective.

O Méthode. Lhomologic effective du groupe simplicial abélien vient de la
réduction (f, g, h) de K(Z,1) sur le complexe de chaine S' défind en 2.6. Le
complexe de chaine S a deux génératenrs non dégénérés : le point base * ot
le générateur s de degre 1.

Le morphisme f est défind par f{[]) = =, f([k]) = k.5, ¢t pour n 2 1 par
F([ko| - [ka]) = 01 le morphisme g cst défini par g(x) =[] et g(s)) = [1]).

L'opératenr 'homotopic i cst défini sur les simplexes non dégénérés
[Fo]- - [kn] de dimension 2+ 1 par:

SR plk | .. |kn)s  siko >0

p=I
Sk [Uplbil . kal, stk < 0

h(lkol|...|kn]) = {
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Algorithme 6.9 (k-z2-1). L algorithme k-z2-1 construit le groupe sim-
plicial abélien défini ci-dessus pour m = Z./2Z. Le groupe simplicial construit
est & homologic effective,

O Méthode, La situation cst beancoup plus favorable : le modéle standard de
K(Z/2Z,1) donne un complexe de chaines a homologic cflective et minimal
méme an sens algébrigue. |

Remargue . Dans sa version aciuelle, le programme Kenzo ne sait pas
construire les K{m. 1) si m & [Z,Z/27}.

Exemple 6.10. Considérons le groupe simplicial K{Z.,1):

7 {(setf k (k-z-1))

[K1 Abelian-Simplicial-Group)

? (face k 3 4 (absm 0 *'{1 3 2 -3)))
<AbSm - (1 3 -1)>

Intéressons nous maintenant aux groupes simpliclaux abéliens K(w, n)
pour n > 1,

Théoréme 6.11. Pour loid groupe abilien m ef pour loul enlier n = 1, les
deur groupes simplicteur abéliens swvants sont isomorphes:

WI(K(r,n)) ~ K{m,n+1)

La démonstration du théoréme s’appuic sur celle de Ellenberg ot Mac
Lane [4, page 89]; clle nécessite le lemme suivant :

Lemme 6.12. Soient n et p des entiers. n >0, et soit © un groupe abélien.
Liapplication ¢: K(m,n), = K{(m.n+ 1)py définie sur le p-simpleze o par:

‘7(7’501 sen JITL) §i ’f’:n+1 =p-+ 1

()0, vy} = .
0 sinon

est un morphisme de groupes. Le morphisme @ vérifie en outre les relations
sutvantes

hola) =@{do) pour 0 £ i < p
hripla) =0
melo) = (o) pouwr 0<i<p

O Démonstration. On vérific aistment que ¢ st un morphisme de groupes
de K(x,n), dans E(x,n+ 1),41. Soit o € K{n,n),: montrons que ¢(a) cst
1n cocvele.
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Soit # la n-cochaine définie par:

. . U(’{:n—_l_,...??:,H_|—])Si 1o > 0
iy vt = 0 sinon

Alors, s1 4 est la codifferenticlle de E{w,n) dans F{m,n + 1), on obtient la
relation

dz = (o)
et done @{o} est un (n + 1}-cobord, done un (1 + 1)-cocyele.

On déduit les relations du lemme entre @, les & et les 7 'un examen
minutieux des valeurs des cocyeles sur les faces ig.. . 401, - |

O Démonstration du théertme ci-dessus. Soit m un groupe abélion ot no > 0
un entier. Construisons, par récurrence sur la dimension des simplexes, les
isomorphismes wy,: W, (K (m,n)) = K(m,n+ 1),.

- Tour p < n, les deux groupes sont triviaux.
-Tourp=n+1:

Wil (K(mn)) = K(m.on)y X0 X ... x0
~ K{m,n),
~oq

Kirn+ Ly

1R

- Supposons (ui‘on alt construit, poar un entier p = n + 1, lisomorphisme
wp. Alors W1 (K (n,n)) = K(x,n), x W,(K(m, n)) ct on pose:

ot ([gps - 5 90)) = ©lgp) + Bpwp[gp—1. -+ > 90))

oll i est le morphisme défini an lemme précédent o [gp,... .go] un
simplexe de W, (K (r,n)). L'application w,,, ainsi définie est bien
un morphisme de groupes & valewrs dans K(m,n + 1)1,

Montrons que un,) est injectif. Soit (g, ... , go] un simplexe du novan
de wpy 1. De Tegalite 8,1 1¢(gp) = 0, on déduit la relation 0 = 0 +
wWpllgp—1.--+ v g0}, PUis [gp—1,... ,90] = *. Par suite (g,) = 0 ct,
comme gp(ig, ... i) = @{gp}do, ... in,p + 1), on obtient 'égalité
gp = 0.
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Montrons que wpy st surjectif. Considérens maintenant un cocycle @
de K (m,n+ 1)p41 ot notons [gp—i, ... . go) U'image réciproque de 8,113
par w,. Soit gp la n-cochaine définie par:

.‘fp(?:fh cen n"':n) = 37(7’501 ceinsp+ 1) — ﬂpap+'l.m(7';[)a Y 1)-

La cochaine g, est en fait un cocycle puisque @ en est un; on pose alors
y=wpy1{[gps-- - 90)) = @lgp) +1p0p 1. 11 vient

_?,A'(’.‘:n1 R e 1) = g;;,(’.‘:()1 e J‘En) + 'T}pap_.;_m:(in, A e 1)
2l Stn.p+ 1)

0+ 70p+12(20, -+ v Eng 1) POUT fpey <p+1
padllo,. .. gy 1) Car ipy € p

.’L'(?:.[J._ s 1"':'r;n+])

i}('i':[)- FN a?:?).+|)

Ceo qui implique la surjoctivité de w1 ot achove la récurrence.

Il reste & vérifier que w,oy est bien compatible avee les structures sim-
pliciales de W{K{m, %)) et de K{m,n + 1), cc qui ne pose pas de difficulté
majeure. l:l

Corollaire 6.13. Les groupes simplicious Wn_l'(K(w, 1)}y et Kim,n) sond
isomorphes.

Dans le programme Kenzo, les groupes simpliciaux K(m,n) (n 2= 2) sont
définis, non pas comme les Z™*(AP, 7}, mais comme les groupes W (K (m, 1)).
Les isomorphismes du corollaire ci-dessus sont présents dans le programme
pour utiliser la définition & base de cocycles si néeessaire.

Algorithme 6.14 (k-z n)}. L'algorithme k-z construit, pour un entier po-
sitif donné, le groupe simplicial abélien K{(Z,n). Ce groupe simplicial est &
homologic effective.

O Méthode. Lalgorithme k-z-1 construit un groupe simplicial a homolo-
gie effective. On utilise V'algorithme c¢lassifying-space pour construire le
. o = . . . .

groupe simplicial W (K{Z.1)), qui conseruit alors un groupe simplicial

ahélien & homologic offective, O

Algorithme 6.15 (k-z2 n). L'algorithme k-z2 construit, pour un entier
positif donné, un groupe simplicial abélien de type K(7Z./27..n). Ce groupe
simplicial est ¢ homologie effective.

O Méthode. On procéde comme powr algorichme ci-dessus en partant avec
le groupe simplicial construit par k-z2-1. [
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Exemple 6.16. Considérons le groupe simplicial abélien K(Z,2). Un élé-
ment de Z2(A%, 1) est wn 2-cocycle = il est défini par ses velewrs sur les
faces 123, 013 et 012. Soit = wn 2-cocyele de degré 3 tel que x(123) = 2,
2(013} =7 ef 2(012) = —11.

Dans le programme Kenzo, lo foce 123 est représenide dans ce cas par le
nombre binaire #0111, la face 013 par #b1101 ef o face 012 par #51110 ;
le cocycle & est done défini par! -

? (setf k-z-2 (k-z 2))

(K13 Abelian-Simplicial-Group]

?7 (setf x *((#bOLL1 . 2) (#bl101 . 7) (#bl110 . -11)))
(7 .2y (13 . 7 (14 . -11))

Notons o le 3-simpleze de K(Z,2) défini par 2 :

? (setf sigma (z-cocycle-gbar 2 3 xJ)

<AbSm - <<GBar<- (18 2)><- (-11)><- Nil>>>>
? (face k-z-2 0 3 sigma)

<AbSm - <<GBar<- (2}><- Nil>>>>

7 {face k-2-2 1 3 aignma)

<AbSm - <<GBar<- (20)><- Nil>>>>

? (face k-2-2 2 3 sigma)

AbSm - <<GBar<- (7)><- Nil>>>>

? (face k-z-2 3 3 sigma)

<AbSm - <<GBar<- (-11)><- Nil>>>>

Les faces 0, 2 et 3 du ssmplexe o ont bien les valeurs souhaitées ef celle
de Do est compatible avee la condition de cocycle.

6.3 Groupes d’homotopie

Soit X un cnsemble simplicial réduit, (n — 1)-connexe (n 2 2) et a ho-
mologice offective. Alors (X)) =0s11 < n—1 ¢t (X)) = H,(X),

Considérons la torsion 7: X — K {(m, (X}, n—1) définie a laide du cocycle
c: Cp(X) = m,(X) (ef. Talgorithme L.7) et de la torsion K(m,(X),n) —
Km, (X),n — 1), Alors le produit tordu £ = K{m, (X}, n — 1) x; X cst a
homologie offoctive (cf. théoreme 4.13, page 61).

1. En fait le premicr 1 (en partant de la gauche) ecst supprimé dans le programme
Konzo: la face 123 ost donc reprosentée par #6011 = 3, la face 013 par #0101 = 5 ot la
face 012 par #0110 = 6, L'indétermination entre les faces 123 (codée #0011 ot 1a face 023
(codée #b011) ne posc pas de difficulte puisque la face 023 n’a pas besoin 'étre codée.
Pour une exécution correcte, il faut done prévoir ((3 . 2) (5 . 7) (6 . -11)).
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La fibration ¥ — X, induite par 1a torsion 7, produit la suite exacte de
Sorre:

coe = T (X} = (K (mp (X, n = 1)) = mp(E) = mp(X) —
Tp—t (K (mp(X).n — 1)) = 7 (B} = mp— (X)) — ...

Or les groupes d’homotopie de K (m,(X),n — 1) vérifient:

- T (K {(m (X)on — 1)) = mn (X)),

- m(K{m(X)yn—1)=0sii#n—1.

On déduit ainsi de la suite exacte les isomorphismes siuivants :

m () ~ m{X) pouri>n
mi( E) ~ 0 pour ¢ < 7
On applique ensuite le procédé sure ensemble simplicial E ot on construit

un nouvel ensemble simplicial &', puis E”, etc.
Par suite, on obtient les groupes d'homotopie de X :

mlX) = H(X)
Tupt (X)) = Hyy (F)
ﬂ‘n-l—?(){) = H11+2(E!)
Tn+3 X) = H17,+3(E”)

Exemple 6.17. Considérons Uensemble simpliciol X définissant la sphére
de dimension 3 présenté dans Uexemple 2.6, Uensemble simplicial X est com-
posé du point base et d’un simpleze de dimension 3, noté s3.

? (setf X (sphere 3))
[K25 Simplicial-Set]

7 (homolegy X 0 4)
Homology in dimension O :
Component 2

---done---

Homelogy in dimension 1 :
---done---

Homology in dimension 2 :
---done---

Homology in dimension 3 :
Component Z

---done---
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Le groupe my(X) est Z. On appligue alors la méthode décrite ci-dessus:

? (setf ¢l (chml-clss X 3))

[X36 Cohomology-Class (degree 3)]
? (setf taul (z-whitehead X cl1))
[X37 Fibration]

? (setf E1 (fibraticon-total taul))
(K43 Simplicial-Set]

? (homology E1 0 5}

Homology in dimension O :
Component Z

---done---

Homology in dimensicn 1 :
~--done-—-

Homology in dimension 2 :
---done---

Homology in dimension 3 :
---done---

Homology in dimensicn 4 :
Component Z/2Z2

---done---

On trowve mi(X) est Z/2Z el on continue :

7 (setf c¢2 (chml-clss E1 4})

[K253 Cohomology-Class (degree 4)]
? (setf tau2 (z2-whitehead E1 ¢2))
(K292 Fibration]

7 (setf E2 (fibration-total tau2))
(K298 Simplicial-Set]

7 (homology E2 5)

Homology in dimension & :
Component Z/22

---done---

m(X) = Z/27,

7 (setf ¢3 (chml-clss E2 5))

(K609 Cohomology-Class (degree 5)
? (setf tau3 (z2-whitehead E2 c3))
(K624 Fibratiom]

? (setf E3 (fibration-total tau3))
(X830 Simplicial-Set]

? (hemology E3 6)

Homology in dimension 6 :
Component Z/12Z

---done---
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Et wo(X) = Z/127.. Le programme ne permet pas d’aller plus loin (il
faudrait définir les K(Z/12Z, 1) pour cela).

Bien que ne disposant que des groupes simpliciaux K (7, n) et K(Z/27.,n),
le programme Kenzo peut effectuer le caleul de groupes d’homotopie néces-
sitant de « tuer » des groupes dChomotopie se présentant sous la forme d’une
somme directe de Z /287 et de Z:

Exemple 6.18. Considérons Uensemble simpliciel M = Moore(Z./27..3) et
calenlons ses premiers groupes d homolopic !

7 (setf M (Moore 2 3))
(K841 Simplicial-Set]

7 (homology M O 4)
Homology in dimensiocn O :
Component Z

---done---

Homology in dimension 1 :
---done---

Homology in dimension 2 :
---done---

Homology in dimension 3 :
Component Z/2Z
~~-done---

n3(M) = Z)2Z

7 (setf cl (chml-clss m 3))

(K850 Cohemology-Class (degree 3)]
? (setf taul (z2-whitehead M c1)})
(K851 Fibration]

7 (setf E1 (fibratien-teotal taul))
(K857 Simplicial-Set]

7 (homology E1 4)

Hemology in dimensien 4 :
Component Z/27

---done---

ns(M) =7 /27.

7 (setf ¢2 (chml-clss El1 4))

(K936 Cohomology-Class (degree 4)]
? (setf tau? (z2-whitehead E1 ¢2))
(K939 Fibration]

7 (setf EZ (fibration-total tau2))
(K945 Simplicial-Set]
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? (homelogy E2 5)
Homelogy in dimension 5 :
Component Z/4Z
~-~done---

(M) = Z/47.

Le coeycle construdl (of. Ualgorithme 4.7) par le programme est un cocyele
¢ Cs{Es) = Z/4Z. La fibration construite par Ualgorithme 22-whitehead
est eelle donnée par lo torsion 3« By — K(Z/27); notens By son espace
total. La suite ezacte de Serre nous assure alors que mi{Fs ) = m(Fa) pour
i > D oef que:

0— m5(B3,) = m3(Ey) = Z/47 — (K (Z]27,4) = ZJ2Z — 0
est une siite exacte. On en déduit: 75(Es,) = Z/27.

7 (setf ¢3-1 (chml-c¢lss E2 5))

[K1028 Cohomology-Class (degree 5)]

? (zetf taul-1 (z2-whitehead E2 ¢3-1))
[KL1031 Fibration]

7 (setf E3-1 (fibration-total tau3-1))
[K1037 Simplicial-Set]

? (homology E3-1 5)

Homelogy in dimension 5 :

Component Z/27

---done---

m5(I03 1) = Z./27, et on continue

? (setf c3-2 (chml-clss E3-1 B))
[K1120 Cohomology-Class (degree 5))
? (setf tau3-2 (z2-whitehead E3-1 ¢3-2))
[K1123 Fibration]

7 (setf E3 (fibration-total tau3-2))
[K1129 Simplicial-Set)

7 (homology E3 5)

Homology in dimension 5 :

---done---

7 (homology E3 6)

Homelogy in dimensien 6 :

Component Z/4Z

Component Z/27

---dene---

mo(M)=Z/AZ®Z
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Au moment ol ce texte est rédigé, le w5 de Uensemble simplicial de
I'exemple ci-dessous ne samble pas connu (7).

Exemple 6.19. Considérons Q8% Uespace de lacets de la sphere de dimen-
sion 3. Attachons & ce groupe simpliciel un 3-simpleze o de la sorte ! soit 53 e
2-simplexe fondamental de Q5% on pose Oya = sy = Pysy et o = o = *.
Cmfgcw.lons les premicrs groupes dhomologic de ce novvel ensemble simplicial
QS Uy o

? (setf o383 (loop-space (sphere 3)))
[K1212 Simplicial-Groupl
7 (setf os3d
{(disk-pasting o83 3 ’sipgma
(list (loop3 0 *s3 1)
(abam 3 +null-loocp+)
(loop3 0 *s3 1)
(absm 3 +null-loop+)}})
[K1224 Simplicial-Set]
7 (homclogy os3d 0 3)
Hemology in dimension O :
Compecnent Z
---dcne---
Hemology in dimension 1
---dene---
Homology in dimension 2 :
Compenent Z/2Z
---done---
? (setf ¢1 {(chml-clss os3d 2))
[K1339 Cohomology-Class (degree 2)]
7 (setf taul (22-whitehead os3d cl))
[K1342 Fibration]
7 (setf E1 (fibration-total tauil))
[K1348 Simplicial-Set]
? (hamclogy E1 3)
Homology in dimension 3 :
Component Z/27
---done---
7 (setf ¢2 {(chml-clss EL 3))
[K1428 Cohomelogy-Class (degree 3)}]
7 (setf tau2 (z2-whitehead El c¢2))
[X1431 Fibration]
7 (setf E2 (fibration-total tau2))
[X1437 Simplicial-Set]
7 (homology E2 4)
Homology in dimension 4 :
Compcnent Z/4Z
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Component Z
---done---

Le cocyele construit (cf. Ualgorithme 4.7) par le programme est un cocycle
& valeur dans la premiére composante du groupe ¢ Cy(Fy) — Z/4E. 51 B
est Uespace total de la torsion 73,1 Lo — K(Z/2Z, la suite exacte de Serve
nous assure olors que m;(Ey, ) = mi(Es) pour i > 5 ef que:

0 m5(Es) > ZJMAZBL — )T — 0

est une suite eracte.

7 (setf ¢3-1 (chml-clss E2 4))

[X1520 Cohomology-Class (degree 4)]

7 (setf tau3-1 (z2-whitehead E2 ¢3-1))
[K1523 Fibration]

? (setf E3-1 (fibration-total tau3-1))
[K1529 Simplicial-Set]

? (homology E3-1 4)

Homology in dimension 4 :

Component Z/2Z

Component Z

---done---

7 (setf ¢3-2 (chml-clss E3-1 4))
[K1612 Cohomology-Class (degree 4)]

7 (setf tzu3-2 (z2-wyhitehead E3-1 ¢3-2))
[K1615 Fibration]

7 (setf E3-2 (fibration-total tau3-2))
[K1621 Simplicial-Set]

? (homology E3-2 4)

Homology in dimensicn 4 :

Component Z

---done---

? (setf ¢3-3 (chml-clss E3-2 4))
[K1704 Cohomology-Class (degree 4)]

? (setf tau3-3 (z-whitehead E3-2 ¢3-3))
[K1719 Fibration]

? (setf E3 (fibration-total tau3-3))
[(K1725 Simplicial-Set]

7 (homology E3 5)

Hemology in dimensicn 5 :

Component Z/2Z

Component Z/22

Component Z/2Z

Component Z/27

---done---
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Et ainsi:

(08 Uy o) = Z/2Z
m3{05 Uy o) = Z/27
{05 Uy o) = Z/4Z0 T
(08 Uy o) = (Z/22)°

99
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