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Introduction

Les chapitres 1 et 2 de cette thèse traitent de la construction géométrique à l’aide

d’images directes et inverses de potentiels presque plurisousharmoniques associés naturelle-

ment aux courants positifs fermés de l’espace projectif. Le premier de ces potentiels intervient

dans l’étude de l’analogue pour les courantsdes coordonnées de Chow, le second sert à établir

des inégalités d’auto-intersection qui permettent de borner le degré des strates de multiplicité

constante d’un courant positif fermé.

Dans le chapitre 3, le problème de la définition de l’image inverse d’un courant positif

fermé quelconquepar une applicationanalytique surjective est étudié et réduit à des problèmes

d’intersection de courants.

Je voudrais exprimer ma gratitude à Jean-Pierre Demailly qui m’a proposé l’étude de ces

questions et dont les remarques et les conseils ont aidé à l’élaborationde ce travail.Mes remer-

ciements s’adressent aussi à Arlette Guttin-Lombard pour le soin et la diligence avec lesquels

elle a effectué la saisie dumanuscrit.

1. Coordonnées de Chow et géométrie intégrale

On étudie ici la transformation intégrale qui permet d’étendre aux courants positifs fer-

més la définition des coordonnées de Chow des cycles effectifs d’une variété projective. Pour la

définir, on considère la famille des cycles de dimension q � 1 qui sont des ensembles-bases de
systèmes linéaires d’un diviseur très ample donné et la projection sur l’espace des paramètres

du graphe qui lui est associé. La transformée de Chow d’un courant quelconque de bidegré(q, q) est alors le courant de bidegré (1, 1) obtenu par intégration le long des fibres de cette fi-
bration.

Pour les courants fermés d’ordre 0, on donne une autre façon de calculer cette transfor-

mée qui consiste, sachant que le degré est conservé, à exprimer d’abord son potentiel : pour un

tel courant T défini dans une variété projective X , ce dernier est à une constante près égal à la

fonction qui à un cycle Y obtenu comme précédemment associe la masse
R
XrY T ^ γY où γY
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est une forme de Green explicite de Y . Dans le cas où T est le courant associé à un cycle effectif

Z , on retrouveen fait la fonction log kfZk avec fZ désignant une forme de Chow de Z .
On vérifie ensuite l’injectivité de la transformation de Chow. Après s’être ramené au cas

de l’espace projectif en plongeant la variété, la démonstration repose sur une formule d’inver-

sion due àHelgason pour la transformationde Radondes fonctions. Cette formule donne direc-

tement l’injectivité de la transformationde Chowdans le cas des courantsde dimension 0. Pour

les courants de bidegré (q, q) quelconque qui sont localement plats, il suffit alors de la com-
biner avec un tranchage. Dans le cas général, on la combine avec des calculs en coordonnées

effectués pour les formes C1 dans [GGG] et qui s’étendent directement aux courants.

2. Potentiel de Lelong-Skoda et théorie de l’intersection

Dans cette partie, notre but est de démontrer des inégalités d’auto-intersectionpour les

courantspositifs fermés définis sur une variétéprojective. On se ramène au cas de l’espace pro-

jectif par un argument de plongement et on utilise alors un potentiel qu’on peut calculer expli-

citement de plusieurs façons.

Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) défini dans une variété complexe
X de dimension n et, pour c > 0, Ec le sous-ensemble analytique formé des points en lesquels

le nombre de Lelong de T est supérieur ou égal à c. On suppose X compacte et munie d’une

métrique kählérienne ω et on s’intéresse à une majoration du degré par rapport à ω des com-

posantes irréductibles de dimension q donnée apparaissant dans les Ec en termes de la classe

de cohomologie de T .

On rappelle le résultat obtenu par Demailly (cf. [De3]). Soit 0 = bp � � � � � b�1 la suite
des valeurs de saut de dimension des Ec . Autrement dit bq = inffc > 0, dim Ec � qg avec en
particulier b�1 = max

x2X ν(T, x) et pour c 2]bq , bq�1] la dimension de Ec est q. Soit (Zq,k)k�1 la
famille au plus dénombrable des composantes irréductibles de dimension q des Ec pour c 2]bq , bq�1] et νq,k = min

x2Zq,k ν(T, x) 2]bq, bq�1] le nombre de Lelong générique de T le long de Zq,k .
Lorsque p = n� 1 c’est-à-dire T de bidegré (1, 1), l’inégalité suivante est vérifiée(1) X
k�1(νq,k � bn�1) � � � (νq,k � bq)fZq,kgfωgq � (fTg+ bn�1fug)� � � (fTg+ bqfug)fωgq

où fug est une classe de cohomologie dans X semi-positive (i.e. dans l’adhérence du cône de
Kähler) telle que c1(OTX (1)) + π�Xfug soit semi-positive, OTX (1) désignant le fibré en droites
tautologique associé au fibré tangent TX au-dessus du fibré des hyperplans P(T�X ) et πX :

P(T�X ) ! X la projection. La démonstration utilise le résultat de régularisation suivant, qui

est vrai d’ailleurs avec une métrique hermitienneω quelconque (cf. [De3] et [De5]).
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On supposeOTX (1)muni d’unemétrique hermitienne dont la forme de courbure vérifie
i
2πΘ(OTX (1))+π�Xu � 0 pour une certaine forme C1 positiveu dans X de bidegré (1, 1). SoitT
un courant fermé de bidegré (1, 1) vérifiantT � γ pour une certaine forme réelle continue γ et θ

une forme réelle C1 fermée dans la même classe de ddc -cohomologieque T i.e. T = θ+ ddcU
avecU une fonction presque plurisousharmonique. Alors, pour tout c > 0, il existe une suite de

courants fermés (Tc ,ℓ)ℓ�1 qui converge faiblement vers T et vérifie
(i) Tc ,ℓ = θ + ddcUc ,ℓ où (Uc ,ℓ)ℓ�1 est une suite décroissante de fonctions presque plu-

risousharmoniquesC1 dans X r Ec qui converge versU .
(ii) Tc ,ℓ � γ � min(λℓ, c)u � δℓω où (λℓ)ℓ�1 est une suite décroissante de fonctions

continues telle que λℓ(x) ! ν(T, x) pour tout x 2 X et (δℓ)ℓ�1 est une suite décroissante de
constantes positives qui converge vers 0.

(iii) ν(Tc ,ℓ, x) = (ν(T, x) � c)+ pour tout x 2 X .
L’idée pour en déduire l’inégalité d’intersection est de considérer pour des valeurs cj !

b+j , j variant de n�2 à q, le produitT ^�Tcn�2 ,ℓ + cn�2u+ δℓω
�^� � �^�Tcq ,ℓ + cqu+ δℓω

�
qui

est bien défini à l’aide de la théorie des opérateurs de Monge-Ampère puisque les singularités

de Tcj ,ℓ + cju+ δℓω sont contenues dans un sous-ensemble analytique de dimension j.

LorsqueX est l’espace projectifPn, on peut prendre u = 0 et l’inégalité (1) s’écrit simple-

ment X
k�1(νq,k � bn�1) � � � (νq,k � bq)δ(Zq,k) � δ(T)n�q

en désignant par δ(� ) les degrés relativement àω la métrique de Fubini-Study.
Un de nos objectifs est d’établir l’inégalité analogue pour un courant positif fermé T de

bidimension (p, p) quelconque dansPn(2) X
k�1(νq,k � bp) � � � (νq,k � bq)δ(Zq,k) � δ(T)p+1�q .

L’idée est de considérer un courant positif fermé T1 de bidegré (1, 1) dans Pn qui possède le
même degré que T et le même nombre de Lelong en tout point et d’utiliser de la même façon

l’opérateur de Monge-Ampère T ^ �T1,cn�2 ,ℓ + δℓω
� ^ � � � ^ �T1,cq ,ℓ + δℓω

�
.

Ensuite, lorsque T est défini dans une variété projective X et ω est une métrique käh-

lérienne dans X définissant une classe de cohomologie entière, un plongement dans un es-

pace projectif effectué grâce au théorème de Matsusaka (cf. [KM]) implique l’existence d’une

constanteC ne dépendant que de n, fωgn et fωgn�1 � c1(X ) telle que(3) X
k�1(νq,k � bp) � � � (νq,k � bq)δ(Zq,k) � Cδ(T)p+1�q .

Pour définir T1 on peut utiliser comme Lelong et Skoda (cf. [Le2] et [Sk1]) un potentiel.

Soit π : C n+1 � f0g ! Pn l’application canonique, on considère dans C n+1 le courant positif
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fermé(4) ddc
�
z !� 1(p + 1)2p+2 ZCn+1 � 1jz � xj2p+2 � 1(1+ jxj2)p+1�(π�T)(x) ^ �ddc jxj2�p+1� .

Il est invariant par homothéties et donc provient d’un courant défini dansPn qui a les mêmes
nombres de Lelong que T et comme le montre un calcul facile le même degré que T .

Demailly en a remarqué une constructiongéométrique. On projette T orthogonalement

sur un sous-espace projectif de dimension p + 1 puis on considère l’image inverse. Sauf pour

un ensemble négligeable dans la grassmannienne G(p + 2, C n+1 ) des sous-espaces projectifs
de dimension p + 1 son degré est le même que celui de T mais l’évaluation de ses nombres

de Lelong n’est pas aisée. On définit T1 comme la moyenne relativement à G(p + 2, C n+1) de
ce courant. Remontant à C n+1 on voit que π�T1 est de la même façon la moyenne de l’image
inverse de la projection orthogonale de T sur un sous-espace vectoriel de dimension p + 2.

Son nombre de Lelong en un point z0 s’obtient donc comme la limite lorsque ε tend vers 0 de

l’intégrale
RCn+1(π�T)(z0 + z) ^ φ1(z/ε) avecφ1 une forme de bidegré (p + 1, p + 1) qui est la

moyenne de l’image réciproquede la projectionorthogonale de
�
ddc log jzj�njB(0,1). Cette forme

est invariante par le groupe unitaire et s’écrit simplement f
�jzj��ddc log jzj�p+1 avec f (0) = 1

et f (1) = 0. Un passage à la limite permet alors de conclure à la conservation du nombre de

Lelong.

Ensuite, on a cherchéà exprimer le potentiel de T1 en fonctionde T en des termes intrin-

sèques à l’espace projectif. Un simple calcul d’image directe à partir de la formule (4) permet

d’y arriver.Mais si on raisonne géométriquement en restant dansPn, on voit que T1 s’obtient à
partir de T à l’aide d’un noyau eK qui est la moyenne relativement à G(p + 2, C n+1 ) de l’image
réciproque dans Pn � Pn du courant d’intégration sur la diagonale associée à un sous-espace
projectif de dimension p + 1. Il se pose alors la question d’exprimer une forme de Green de ce

sous-ensemble.

On peut s’y prendre de la façon suivante. Soitβ : C � �C p+2 rf0g�C p+2rf0g ! C p+2
définie par β(t , z, x) = tz+x etα la projection sur les deux derniers facteurs. L’image réciproque
dans C p+2 r f0g � C p+2 r f0g du courant d’intégration sur la diagonale ∆ dePp+1�Pp+1 est
alors égale àα�β�δ0 = α��ddc log jtz+xj�p+2. On peut ensuite l’exprimer comme somme de la
forme

p+1P
j=0 �ddc log jzj�j ^ �ddc log jxj�p+1�j qui représente la classe de cohomologie de ∆ dansPp+1�Pp+1 et d’un terme qui est le ddc d’une forme singulière le long de ∆ se calculant à l’aide

de la quantité jz^xjjzjjxj .
On a en fait procédé autrement en interprétant ∆ comme le lieu des zéros de la section

du fibré vectoriel pr1
�O(1) 
 pr2

�(C p+2/O(�1)) au-dessus de Pp+1 � Pp+1 qui associe z� 
(zmod C x) à ([z], [x]).
De façongénérale, étant donnés E unfibré vectoriel hermitien de rang r au-dessus d’une
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variété complexe X et Z une sous-variété lisse de X définie comme l’ensemble des zéros d’une

section s de E transverse à la section nulle, on explicite une forme différentielleψ0 à coefficients
dominés par 1jsj2(r�2) telle que[Z ] = cr(Θ) + �ddc log jsj�r + ddcψ0
Θ désignant la forme de courbure de E et cr(Θ) sa forme de Chern de degré maximum. Pour
cela il suffit de remarquer la formule de King (cf. [Kin])[Z ] = �ddc log jsj�r � �ddc log jsj�rjXrZ
puis d’exprimer

�
ddc log jsj�rjXrZ en suivant une méthode due à Bott-Chern (cf. [BC1]).

Revenant à l’expression de [∆], on trouve donc que dansPp+1�Pp+1[∆] = p+1X
j=0 pr1� �ωjjPp+1� ^ pr2� �ωp+1�jjPp+1 �+ �ddc log jsj�p+1 + ddcψ0

avec jsj = jz^xjjzjjxj et ψ0 une forme à coefficients O� 1jsj2p�2

�
. Pour expliciter eK , il ne reste main-

tenant plus qu’à calculer la moyenne de l’image réciproquedansPn �Pn des différents termes
figurant au secondmembre !

3. Image inverse d’un courant positif fermé par
une application analytique surjective

Dans cette partie, on s’intéresse au problème de définir l’image inverse d’un courantpo-

sitif fermé quelconque par une application analytique surjective. Pour les courants de bidegré

(1,1) on a une bonne théorie en passant par les fonctions plurisousharmoniques. Dans le cas

d’un bidegré quelconque, on remarquequ’il suffit d’après le théorèmede platificationde consi-

dérer uniquement le cas d’une application ouverte (c’est-à-dire à fibres équi-dimensionnelles)

et celui d’un éclatement.

Dans le cas d’une applicationouverte onmontre que l’image inverse existe toujours. On

se ramène par un tranchage au cas d’un morphisme fini et on définit alors l’image inverse en

utilisant un potentiel local.Dans le casd’un éclatement onmontre qu’on ne peut pas en général

définir d’image inverse : on donne, en toute codimension supérieure ou égale à 2, un exemple de

courant dont l’image inverse dans le complémentaire du diviseur exceptionnel est localement

demasse infinie au voisinage de celui-ci. La construction repose sur un exemple dû à Kiselman

(cf. [Kis2]) d’une fonction plurisousharmonique dont la masse de Monge-Ampère est infinie

localement au voisinage du lieu des pôles.

Enfin on vérifie que lorsque l’image inverse f �T d’un courant positif fermé T par une
application f quelconque existe, elle vérifie en un point x la minoration du nombre de Lelong

ν(f �T, x) � ν(T, f (x)). Dans le cas d’une application ouverte, on a aussi une majoration de
ν(f �T, x) par le produit de ν(T, f (x)) et d’une multiplicité convenable attachéeà f au point x.
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Chapitre 0RAPPELS SUR LES COURANTS POSITIFS
1. Courant d’intégration sur un ensemble analytique

On rappelle d’abord la définition de la positivité introduite dans [Le 1]. Un courantT de

bidimension (p, p) défini dans une variété complexe X est dit (faiblement) positif si pour tout
choixde (1, 0)-formesα1, . . . , αp de classe C1 dansX , la distribution T^iα1^ᾱ1^� � �^iαp^ᾱp
est positive. Alors, dans toute carte, les coefficients TIJ de T sont des mesures complexes et, à

des constantes près, sont dominés par la mesure trace
P
I

TII qui est positive.

On voit facilement qu’un courantT = i
P

1�j,k�n Tjkdzj ^dz̄k , n = dimX , de bidegré (1, 1)
est positif si et seulement si la distribution

P
λj λ̄kTjk est positive pour tout choix de nombres

complexes λ1, . . . , λn. Ainsi, si u est une fonction plurisousharmonique qui n’est pas identique-

ment �1, le courant i∂∂u est positif. Réciproquement, tout courant positif fermé de bidegré(1, 1) s’écrit sous cette forme localement (en fait sur tout ouvertΩ � X tel queH2
DR(Ω,R) = 0).

L’exemple géométrique fondamental de courant positif fermé est le courant [Z ] associé
à un sous-ensemble analytique Z de X de dimension pure p, obtenu par intégration sur l’en-

semble de ses point réguliers : h[Z ], αi = Z
Zreg

α, α 2 Dp,p(X ).
Ce courant est bien défini car Zreg est de masse finie au voisinage d’un point singulier de Z

comme on peut le voir à l’aide du théorème de paramétrisation locale des ensembles analy-

tiques. Il est clairement positif et le fait qu’il soit fermé a été vérifié initialement dans [Le1].

C’est aussi une conséquence du théorème de prolongement de Skoda-El Mir (cf. [Sk2],

[EM], [Sib]): l’extension trivialed’uncourant positif fermédéfini horsd’un sous-ensemble fermé

pluripolaire complet E � X et localement de masse finie près de E est encore fermée. Rappe-

lons qu’un sous-ensemble de X est dit pluripolaire complet s’il est donné localement comme

l’ensemble des pôles d’une fonction plurisousharmonique. En particulier, un sous-ensemble

analytique est pluripolaire complet. Le fait que [Z ] soit fermé s’obtient alors en appliquant le
résultat cité au courant [Zreg] défini dans X r Zsing.
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Enfin dans le cas particulier du diviseur des zéros Zf d’une fonction holomorphe f défi-

nie dans X , on a la relation de Poincaré-Lelong[Zf ] = i

π
∂∂ log jf j.

2. Nombres de Lelong

On rappelle d’abord l’existence de nombres-densité pour les courantspositifs fermés (cf.

[Le1]). Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans un ouvertΩde Cn . On désigne
par

σT = T ^ 1

p!
β
p avec β = i

2
∂∂jzj2

la mesure trace de T et par ν(T, x, r) = σT (B(x,r))
πpr2p/p! le quotient de l’aire de T dans une boule

B(x, r) �� Ω par l’aire de l’intersection de cette boule avec un sous-espace affine de dimen-

sion p passant par x. On peut alors montrer que pour 0 < r 0 < r
ν(T, x, r)� ν(T, x, r 0) = Z

r0�jz�xj<r T(z) ^� iπ∂∂ log jz � xj�p .
Cette relation implique la croissance par rapport à r de ν(T, x, r) et donc l’existence de
lim
r!0

ν(T, x, r) appelée nombre de Lelong de T en x et notée ν(T, x).
Par exemple, lorsque u est une fonction plurisousharmonique,

ν( i
π
∂∂u, x) = supfγ � 0, u(z) � γ log jz � xj+ O(1) en xg

et donc faisant u = log jf j avec f holomorphe, on obtient
ν([Zf ], x) = maxfk 2 N, Dµf (x) = 0 si jµj < kg

qui n’est autre que l’ordre de f en x.

Plus généralement, le nombre de Lelong en un de ses points x du courant d’intégration

associé à un sous-ensemble analytique Z coïncide avec la multiplicité de Z en x qui est définie

comme le degré du revêtement ramifié obtenu en projetant un voisinage de x dans Z sur un

sous-espace affine générique passant par x (cf. [Th]).

Par ailleurs, les nombres de Lelong sont invariants par biholomorphisme (cf. [Siu1]) ce

qui permet de les définir pour les courantspositifs fermés donnés sur des variétés.

Le résultat fondamental concernant les nombres de Lelong est le théorème de Siu (cf.

[Siu1]) affirmant la semi-continuité supérieure des nombres de Lelong pour la topologie de Za-

riski analytique. En d’autres termes, pour T un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur
une variété complexe X , les ensembles de sur-niveau Ec(T) = fx 2 X , ν(T, x) � cg avec
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c > 0 sont analytiques dans X . La démonstration utilise de façon cruciale les estimations L2

pour l’opérateur ∂, précisément le théorème de Hörmander-Bombieri-Skoda.

Signalons que Demailly a donné pour les résultats énoncés précédemment des démons-

trations notablement simplifiées grâce à l’introduction de nombres de Lelong associés à des

poids plurisousharmoniquesquelconques (cf. [De2]).

Rappelons enfin la formule de décomposition de Siu (cf. [Siu1]) : tout courant positif

fermé T de bidimension (p, p) s’écrit T = P
k�1λk[Zk] + R avec (Zk)k�1 la famille des compo-

santes irréductibles de dimension exactement p apparaissant dans les Ec(T), λk = min
x2Zk ν(T, x)

le nombre de Lelong générique de T sur Zk et R un courant positif fermé tel que dim Ec(R) < p
pour tout c > 0.

3. Opérateurs de Monge-Ampère

On donne ici quelques résultats sur l’intersectiondes courantspositifs fermés extraits de

[De4] (cf. également [FS]).

Par extension de la définition de l’opérateur deMonge-Ampère classique, qui à une fonc-

tionu de classe C2 dans un ouvert de C n associe (i∂∂u)n, le terme opérateur deMonge-Ampère
désigne un produit de la forme T ^ i∂∂u avec T un courant positif fermé et u une fonction plu-
risousharmonique définis sur une variété X . Un tel produit est bien défini (cf. [BT]) lorsque u

est localement bornée en posant T ^ i∂∂u = i∂∂(uT). En effet, T étant à coefficientsmesure et
u borélienne localement bornée, le produit uT existe et on calcule ensuite son ∂∂ au sens des

courants. On voit aisément en régularisant localement uque T^i∂∂u est encore positif. Les opé-
rateurs de Monge-Ampère ainsi définis vérifient le théorème de convergence monotone : pour

toute suite décroissante de fonctions plurisousharmoniquesuk qui converge vers u, la suite de

courantsT ^ i∂∂uk converge faiblement vers T ^ i∂∂u.
Lorsque u n’est pas supposée bornée, les produitsT ^ i∂∂u ne sont pas nécessairement

définis dans X . Par exemple, il existe des fonctions plurisousharmoniques u définies dans des

ouverts de C n telles que (i∂∂u)n soit de masse infinie au voisinage des pôles de u (cf. [Siu2]
où figure une construction due à Shiffman et B.A. Taylor ; [Kis2]). Cependant, on peut défi-

nir des opérateurs de Monge-Ampère pour certaines fonctions u ayant des pôles de telle sorte

que le théorème de convergence monotone soit encore vérifié. En fait, le courant T ^ i∂∂u est
alors défini comme la limite faible des T ^ i∂∂uk avec uk = max(u,�k). Pour que cette li-
mite existe, on a besoin d’une hypothèse sur la dimension des pôles de u par rapport à la di-

mension de T . Précisément, supposons que T est de bidimension (p, p) et u localement bor-
née dans le complémentaire d’un ensemble analytique A vérifiant dimA < p, alors T ^ i∂∂u
existe dans X . Donnons le principe de la démonstration. Il suffit de considérer le cas où X est
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un voisinage ouvert de 0 dans C n . On se ramène alors par un argument de tranchage au cas
où A est fini : on choisit des coordonnées x = (x0, x00) dans C n = C p�1 � C n�p+1 telles que
pour x0 proche de 0, l’intersection A \ x0 � Cn�p+1 est finie et on définit alors les tranches(T ^ i∂∂u)jx0�Cn�p+1 = Tjx0�Cn�p+1 ^ i∂∂ujx0�Cn�p+1 . Supposons donc seulement X = B(0,R)
est une boule ouverte dans C n et A = f0g. Il s’agit de voir que T ^ i∂∂u est de masse finie au
voisinage de 0. Pour cela, on utilise la convergence faible dans B(0,R) r f0g des T ^ i∂∂uk vers
T ^ i∂∂u : pour r < R, on aZ

B(0,r)rf0g T ^ i∂∂u ^ βp�1 � limIk avec Ik = Z
B(0,r) T ^ i∂∂uk ^ βp�1.

La suite Ik est en fait stationnaire. En effet, si k > C = � infjzj=r u, la fonction uk coïncide avec u
dans un voisinage du bord dans la boule B(0, r). Pour k, ℓ > C , la différence Ik � Iℓ s’exprime

donc comme la masse sur B(0, r) du ∂∂ d’un courantà support compact dans cette boule et est
bien nulle.

On prolonge alors T ^ i∂∂u en 0 en posantZf0g T ^ i∂∂u ^ α = lim
r!0

lim

Z
B(0,r) T ^ i∂∂uk ^ α

pour toute forme positiveα de classe C1.
Dans [De4] il est démontré plus généralement que le produit T ^ i∂∂u existe dès que

l’intersection du support de T et de l’ensemble des points au voisinage desquels u n’est pas

bornée est de mesure de Hausdorff (2p � 1)-dimensionnelle nulle. En fait, il suffit que cette
intersection soit de mesure de Hausdorff 2p-dimensionnelle nulle (cf. [FS]).

Signalons aussi la minoration du nombre de Lelong ν(T ^ i
π
∂∂u, x) � ν(T, x)ν(u, x) en

un point x quelconque. La démonstration (cf. [De4]) utilise le calcul des nombres de Lelong à

l’aide de la formule

ν(T, x) = Zfxg T(z) ^� i

π
∂∂ log jz � xj�p .

Rappelons enfin la notation dc = 1
2πi (∂ � ∂) qui permet d’écrire de façon condensée

i
π
∂∂ = ddc .
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Chapitre 1COORDONNÉES DE CHOW ET GÉOMÉTRIE INTÉGRALE
1. Rappels sur les coordonnées de Chow

On note P(V ) l’espace projectif des droites d’un espace vectoriel complexe V de dimen-
sionN + 1, [x] le point de P(V ) associé à un vecteur non nul x de V , G(q,V ) la grassmannienne
des sous-espaces vectoriels de V de dimension q où 1 � q � N , P(s) le sous-espace projectif
de P(V ) associé à s 2 G(q,V ).

(1.1) P. — Pour Z sous-ensemble algébrique irréductible de P(V ) de codi-
mension q, l’ensemble Σ des s 2 G(q,V ) tels que Z \ P(s) 6= ; est une hypersurfacealgébrique
irréductible de G(q,V ).

Démonstration. — Soit Γ la sous-variété de G(q,V ) � P(V ) formée des couples (s, [x])
vérifiant s 3 x etψ : Γ ! G(q,V ),ϕ : Γ ! P(V ) les restrictionsàΓdes projections canoniques.
Alors Σ = ψ(ϕ�1(Z)).

(1.2) L. — Soient A et B des espaces complexes, B étant irréductible, F : A ! B

une application holomorphe propre surjective telle que pour tout b 2 B la fibre F�1(b) au-
dessus de b soit irréductible de dimension r . Alors A est irréductible et dimA = dimB + r .

On applique (1.2) à l’application ϕ�1(Z) ϕ�! Z . La fibre au-dessus de [x] est G(q �
1,V /Cx) � f[x]g qui est de dimension (q � 1)(N + 1 � q). On a donc ϕ�1(Z) irréductible de
dimension q(N + 1� q) � 1.

(1.3) L. — Soient A et B des espace complexes, A étant irréductible, F : A ! B

une applicationholomorphe surjective. Alors B est irréductible et

dim B = max
b2B (dimA � dim F�1(b)).

On applique (1.3) à l’application ϕ�1(Z) ψ�! Σ. Soit W un sous-espace vectoriel de

V de dimension q + 1 tel que P(W ) intersecte Z transversalement donc en d points dis-

tincts [x1], . . . , [xd] où d désigne le degré de Z dans P(V ). Si s est un sous-espace vectoriel
15



de W de dimension q contenant une droite C xj , la fibre au-dessus de s est finie et donc
dimΣ = dimϕ�1(Z) = dimG(q,V ) � 1.

(1.4) P. — Le fibré en droitesO(Σ) au-dessus de G(q,V ) associé au divi-
seur Σ est isomorphe à (detQ)
d oùQ désigne le fibré quotient universel de rangN + 1� q.

Démonstration. — Le groupe de Picard de G(q,V ) étant engendré par detQ,O(Σ) est
isomorphe à (detQ)
d0 où d0 est un entier � 1 et Σ est le diviseur des zéros d’une section

f 2 H0
�
G(q,V ), (detQ)
d0�. Soit W un sous-espace vectoriel de V de dimension q + 1 tel

que P(W ) intersecte Z transversalement. L’ensemble des s 2 Σ contenus dans W est réunion

de d hyperplans projectifs dans l’espace projectif P(W �) des s 2 G(q,V ) contenus dans W .
Mais c’est aussi le diviseur des zéros de fjP(W�) qui est de degré d0 puisque (detQ)
d0jP(W�) =OP(W�)(d0)
 (det V /W )
d0 . On a donc bien d0 = d.

L’espace vectorielH0(G(q,V ), (det Q)
d) s’identified’après le théorèmedeBott (cf. [Bo])
à l’espace vectoriel V d ,q des fonctions polynomiales f (ξ�1 , . . . , ξ�N+1�q) sur V � � � � � � V �, ho-
mogènes de degré d en chaque ξ�k et vérifiant

f (ξ�1 , . . . , ξ�j + ξ
�
k , . . . , ξ

�
N+1�q) = f (ξ�1 , . . . , ξ�k , . . . , ξ�N+1�q) pour j < k.

Une forme de Chow (ou forme de Cayley) de Z est alors une section f 2 V d ,q telle

que f �1(0) = Σ autrement dit une fonction polynomiale f 2 V d ,q telle que Σ = n
s 2

G(q,V ), f (ξ�1 , . . . , ξ�N+1�q) = 0 lorsque s est défini comme l’ensemble des zéros communs aux

ξ�j o. Une forme de Chowd’un cycle effectifm1Z1 + � � �+mℓZℓ de codimension q et de degré d

est f m1
1 � � � f mℓ

ℓ 2 V d ,q et son point de Chow est le point correspondant dans P(V d ,q).
(1.5) P. — Pour Σ hypersurface algébrique irréductible de G(q,V ) soit Z

l’ensemble des [x] 2 P(V ) tels queϕ�1([x]) � ψ�1(Σ). Alors
(i) Z est un sous-ensemble algébrique de P(V ) de codimension supérieure ou égale à q.
(ii) Si Σ est la forme de Chow d’un sous-ensemble algébrique Z ,Z = Z .

(iii) Réciproquement, si codimZ = q, Z est irréductible et Σ est sa forme de Chow.

Démonstration.

(i) Les fibres deϕ étant de dimension (q� 1)(N + 1� q),Z s’interprète comme étantf[x] 2 P(V ), dimϕ�1([x]) \ ψ�1(Σ) � (q � 1)(N + 1 � q)g. On voit qu’il est algébrique en
appliquant àψ�1(Σ) ϕ�! P(V ) la propriété suivante :

(1.6) L. — Soient A et B des espaces complexes, F : A ! B une application ho-

lomorphe propre. Pour tout entier r , l’ensemble des b 2 B tels que dim F�1(b) � r est un

sous-ensemble analytique.
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Ensuite, si on avait codimZ < q tout s 2 G(q,V ) vérifierait P(s) \ Z 6= ; et donc
appartiendrait à Σ, ce qui est absurde.

(ii) On a clairement Z � Z . D’autre part, pour [x] /2 Z , l’ensemble des s 2 G(q,V )
contenant x et intersectant Z est seulement une hypersurface deϕ�1([x]) puisque c’est la forme
de Chowde l’image de Z par la projectionP(V ) r f[x]g ! P(V /C x) et donc [x] /2 Z .

(iii) On a toujours ψ(ϕ�1(Z)) � Σ. Lorsque codimZ = q, on note Z une compo-

sante irréductible de codimension q de Z . Alors Σ contient aussi la forme de Chow de Z . Étant
irréductible, elle lui est en fait égale. (ii) implique ensuiteZ = Z etZ est bien irréductible.

2. Extension aux courants

Elle se fait par la transformation qui à un courant T défini dans P(V ) de bidegré (q, q)
associe le courantψ�ϕ�T défini dansG(q,V ) et de bidegré (1, 1).

On munit V d’un produit scalaire et on note ω = i
2πΘ(O(1)) et Ω = i

2πΘ(detQ) les
formes fondamentales des métriques induites sur P(V ) et sur G(q,V ).

(2.1) P. — Le volume de Ω est Dq,N = rq,N !
Q

0�j�q�1 j!(N�j)! avec rq,N =
q(N + 1� q) désignant la dimension de G(q,V ).

Démonstration. — Vérifions d’abord l’égalité

ψ
��Ωrq,N

rq,N !

�^ ϕ�� ωq�1(q � 1)!� = ψ
��Ωrq�1,N�1

rq�1,N�1!�^ ϕ��ωN

N !

�
entre formes-volumes sur Γ. Ceci permettra de conclure par récurrence sur q.

Soit (e0, . . . , eN ) une base orthonormée de V et s = vect(ej)j<q. Une carte de Γ centrée en(s, [e0]) est l’application qui aux zjk pour j < q � k et aux λj pour 1 � j < q associe le couple

formé par le sous-espace vect
�
ej + P

q�k zjkek�j<q et la droite engendrée par le vecteur
e0 +X

q�k z0kek + X
1�j<q λj0@ej +Xq�k zjkek1A .

En ce point,

ψ
�Ω = i

2π

X
j<q�k dzjk ^ dz̄jk

et

ϕ
�
ω = i

2π

0@X
q�k dz0k ^ dz̄0k + X

1�j<q dλj ^ dλ̄j1A
17



de sorte que les deux membres de l’égalité sont égaux à� i

2π

�dimΓ Y
j<q�k dzjk ^ dz̄jk ^ Y

1�j<q dλj ^ dλ̄j .
Intégrant ensuite sur Γ on a l’égalité entreZ

G(q,V ) Ωrq,N

rq,N !
ψ�ϕ�� ωq�1(q � 1)!� = Dq,N

rq,N !

1(q � 1)!
et Z

P(V ) ϕ�ψ��Ωrq�1,N�1

rq�1,N�1!� ωN

N !
= Dq�1,N�1
rq�1,N�1! 1N !

et on est alors ramené au calcul de D1,N�q+1 qui vaut 1.
(2.2) P. — On a l’identité

ψ�ϕ�T ^Ωrq,N�1 = 1

rq,N
ψ�ϕ�(ΛT)Ωrq,N

oùΛT désigne la contractionde T parω.

Démonstration. — Elle s’obtient en projetant l’identité

ϕ
�T ^ ψ�(Ωrq,N�1) = 1

rq,N
ϕ
�(ΛT) ^ ψ�(Ωrq,N ).

Pour établir cette dernière, il suffit, par continuité, de considérer le cas où T est le courant as-

socié à une forme u de classe C1. Dans la carte de P(V ) qui aux λk pour 1 � k � N associe

la droite engendrée par e0 + λ1e1 + � � � + λNeN , écrivons u = PjIj=jJ j=q uI ,JdλI ^ dλ̄J . Alors

Λu = 2πi(�1)q PjI 0j=jJ 0j=q�1

1�k�N uI0k ,J 0kdλI0 ^ dλ̄J 0 en [e0] et les deuxmembres de l’égalité sont égaux
en (s, [e0]) à(�1)q�1� i

2π

�rq,N�1 (rq,N � 1)!0@X
q�k uf1,...,q�1,kg,f1,...,q�1,kg1A dλ1 ^ � � � ^ dλq�1^dλ1 ^ � � � ^ dλq�1 ^ Y

j<q�k dzjk ^ dz̄jk . �
En particulierψ�ϕ�(ωq) = Ω. En effet ψ�ϕ�(ωq) est une forme sur G(q,V ) invariante

par l’action du groupe unitaire donc est harmonique. Étant de bidegré (1, 1) elle est égale à λΩ
où λ est un réel qu’on identifie à l’aide de (2.2).

(2.3) P. — Le degré de ψ�ϕ�T c’est-à-dire sa valeur sur
1

Dq,N
Ωrq,N�1 est le même que celui de T .
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Démonstration. — Il s’agit de vérifier que 1
Dq,N

ϕ�ψ�(Ωrq,N�1) = ωN�q . Il suffit de dire
queϕ�ψ�(Ωrq,N�1) est une forme sur P(V ) invariantepar l’actiondu groupeunitairede V donc
égale à λωN�q où λ est un réel et ensuite on a l’égalité entreZ

P(V )ωq ^ ϕ�ψ�(Ωrq,N�1) = λ

et Z
G(q,V ) ψ�ϕ�(ωq) ^Ωrq,N�1 = Dq,N . �

Avec les notations de (1.1) on a alors ψ�ϕ�[Z ] = [Σ]. En effet ψ�ϕ�[Z ] est un courant
positif fermé de bidegré (1, 1) dont le support est contenu dans l’hypersurface irréductible Σ
donc il est proportionnel à [Σ] et de plus il a le même degré.

Remarquons que la relation précédente entraîne qu’une fibre générique de l’application

ϕ�1(Z) ψ�! Σ est réduite à un point. En effet, puisqueϕ�[Z ] = [ϕ�1(Z)], on a aussiψ�ϕ�[Z ] =
m[Σ] en désignant parm le degré de cette application.

(2.4) L. — Soit L un fibré en droites hermitien au-dessus d’une variété complexe

X et h1, . . . , hr des sections holomorphes de L dont les diviseurs des zéros définissent une inter-

section complète Y . Alors [Y ] = � i
2πΘL + ddc log jhj�r en notant h = (h1, . . . , hr) 2 L�r etΘL

la forme de courbure de L.

Démonstration. — Notant ζ un repère holomorphe de L, [Y ] s’obtient localement
comme image réciproque par la submersion

�
h1
ζ
, . . . ,

hr
ζ

�
de la masse de Dirac à l’origine dansC r qui n’est autre que �ddc log jtj�r , t 2 C r .

On peut en particulier exprimer pour s 2 G(q,V ) le courant d’intégration sur le sous-
espace projectif P(s). On obtient[P(s)] = �ω+ 1

2
ddc log ρs

�N�q+1
avec ρs([x]) = fdist(x,s)g2jxj2 . Développant à l’aide de la formule du binôme, il vient[P(s)] = ω

N�q+1 + N�qX
k=0 �N�q+1k+1 �

2k+1 (ddc log ρs)k+1 ^ωN�q�k
.

Comme (ddc log ρs)k+1 = ddc
�� 1

k

�
ddcρs
ρs

�k�
pour k � 1, on peut ensuite écrire[P(s)] = ω

N�q+1 + ddcγs

avec γs = 1
2(N � q + 1)(log ρs)ωN�q � N�qP

k=1 �N�q+1k+1 �
k2k+1 �

ddcρs
ρs

�k ^ωN�q�k .
À cause de l’invariance de ω par l’action du groupe unitaire, l’intégrale

R
P(V ) γs ^ ωq ne

dépend pas de s. Ajoutant un multiple de ωN�q à l’expression précédente de γs, on peut donc
supposer que cette intégrale est toujours égale à 1.
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(2.5) P. — Si T est fermé d’ordre 0 la fonctionU(s) = R
P(V )rP(s) T ^ γs est

localement intégrable et vérifie, δ(T) désignant le degré de T ,
ψ�ϕ�T = δ(T)Ω + ddcU .

Démonstration. — On suppose d’abord que T est le courant associé à une forme u de

classe C1 fermée et on écrit u = δ(u)ωq + ddcv avec v de classe C1 . Alorsψ�ϕ�u = δ(u)Ω +
ddcψ�ϕ�v avec(ψ�ϕ�v)(s) = Z

P(V ) v ^ [P(s)] = Z
P(V ) v ^ωN�q+1 + Z

P(V )(u� δ(u)ωq) ^ γs
et puisque

R
P(V )ωq ^ γs = 1 on a bien la formule annoncée.

Soit maintenant T un courant d’ordre 0. On désigne par µ = 1
Dq,N

Ωrq,N l’unique mesure

sur G(q,V ) invariante par l’action du groupe unitaire et de masse totale égale à 1. Alors l’inté-
grale

R
G(q,V )Udµ qui est égale par la formule de Fubini à RP(V ) T ^ �Rs2G(q,V ) γsdµ(s)� est finie

puisque
R
s2G(q,V ) γsdµ(s) est uncourant surP(V ) invariantpar l’actiondu groupeunitairedonc

proportionnel à ωN�q et en fait égal. La relation annoncée s’obtient ensuite en régularisant T
à l’aide d’une suite (χj)j2Nd’approximations C1 de la masse de Dirac à l’origine du groupe

unitaire de V :

Soit Tj = R
g2U(V ) χj(g)g�Tdν(g) avec ν la mesure de Haar dans U(V ) de masse totale

égale à 1. Les Tj sont des formes C1 qui convergent faiblement vers T et sont fermées si T l’est.

SoitUj le potentiel deψ�ϕ�Tj construit précédemment, autrement ditUj(s) = RP(V )rP(s) Tj^γs.
Il s’agit de vérifier queUj tend faiblement versU . Mais

Uj(s) = Z
g2U(V ) χj(g) ZP(V )rP(s) g�T ^ γs! dν(g)

et comme Z
P(V )rP(s) g�T ^ γs = ZP(V )rP(g(s)) T ^ γg(s) = U

�
g(s)�

on a en fait

Uj = Z
g2U(V ) χj(g)g�Udν(g). �

Dans le cas où T est le courant d’intégration associé à un cycle effectif Z , la formule de

Lelong-Poincaré entraîne que la différenceU � log jf j est constante pour toute forme de Chow
f de Z . Pour un courant fermé d’ordre 0, le potentiel U joue donc le même rôle que les formes

de Chow.
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3. Résultats d’injectivité

a. Cas des courants fermés d’ordre 0.

On va maintenant montrer que l’application qui à un courant T fermé d’ordre 0 associe

le potentielU défini en (2.5) est injective.

On appelle transformation de Chow et on note C l’opérateurψ�ϕ� lorsqu’on le fait agir
sur des courants de bidegré (q, q). Il suffit de montrer que C est injective dans l’ensemble des
courants fermés d’ordre 0. En effet siU = 0 on a grâce à la relation (2.5) que C(T�δ(T)ωq) = 0.

L’injectivité de C entraîne que T = δ(T)ωq. Comme U est alors égal à la constante δ(T), on a
nécessairement T = 0.

On considère d’abord le cas q = N . Soit u une forme différentielle de classe C1 et de

bidegré (N ,N ) dans P(V ) et f la fonction telle que u = fωN . La transformée C(u) est définie
dans P(V �) et désignant parω� la forme fondamentale de la métrique induite sur P(V �) on a,
d’après la relation (2.2), C(u) ^ (ω�)N�1 = R(f )(ω�)N
oùR : C1(P(V )) ! C1(P(V �)) vérifieR(f )(s) = R

P(s) fωN�1 pour tout hyperplan s de V . Ce
n’est autre que la classique transformationde Radon obtenue par intégration des fonctions sur

les hyperplans.

Un résultat de Helgason (cf. [He1] et [He2]) dit queR est injective et possède un inverse

à gauche de la formeP(∆)R� avecR� la transformationduale, ∆ le laplacien sur P(V ) associé
àω etP un polynôme de degré N � 1 dont les coefficients ne dépendent que de N .

Notant trC(u) la forme trace C(u) ^ (ω�)N�1, on a donc
u = (P(∆) � tr C� � tr C)uC� désignant la transformationduale et ∆ le laplacien agissant sur les formes de bidegré (N ,N )

qui se déduit immédiatement de celui agissant sur les fonctions. Par continuité cette identité

s’étend aux courants, autrement dit

(3.1) P. — La transformation tr C est injective dans l’ensemble des cou-
rants de bidegré (N ,N ) de P(V ) et un inverse à gauche estP(∆) � tr C�.

On suppose maintenant q quelconque. On considèreW un sous-espace vectoriel de V

de dimension q + 1 et on identifie l’ensemble des s 2 G(q,V ) contenus dans W à l’espace

projectifP(W �). Alors
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(3.2) L. — Pour toute forme différentielle u de classe C1 et de bidegré (q, q) dans
P(V ), on a C(u)jP(W�) = C(ujP(W )).

Démonstration. — L’image directe par submersion d’une forme différentielle se calcu-

lant par intégration le long des fibres, on a la formule suivante pour σ1 et σ2 dans TsG(q,V )C(u)s(σ1, σ2) = Z[x]2P(s) u[x] j� (ξ1,[x] ^ ξ2,[x])
où ξj,[x] est la projection sur T[x]P(V ) d’un relevé de σj par ψ, autrement dit un vecteur tel que(σj , ξj,[x]) 2 T(s,[x])Γ.

La relation annoncée en découle alors clairement.

Soit maintenant T un courant de bidegré (q, q) dans P(V ) localement plat. Alors C(T)
est aussi localement plat et la théorie du tranchage (cf. [Fe]) dit que pour presque toutW dans

G(q + 1,V ) les courants C(TjP(W )) et C(T)jP(W�) sont définis. Appliquant le lemme (3.2) à une
suite de formes différentielles de classe C1 qui converge vers T pour la topologie plate, on voit

qu’ils sont égaux pour presque toutW .

(3.3) P. — La transformation C est injective dans l’ensemble des courants
de bidegré (q, q) de P(V ) localement plats.

Démonstration. — Lorsque la dimension est nulle c’est-à-dire q = N cela résulte de

(3.1). Lorsque qest quelconque, on se ramène à ce cas-là. En effet si C(T) = 0 on a, pour presque

toutW , C(TjP(W )) = 0 et TjP(W ) est de dimension 0 donc TjP(W ) = 0 et ainsi T = 0.

b. Cas général.

On vamontrer en toute généralité que la transformationC est injective.
Soit d’abord u une forme différentielle de bidegré (q, q) de classe C1 dans P(V ). On dé-

signe toujours par (e0, . . . , eN ) une base orthonormée de V et par xj les coordonnées dans cette
base d’un point x de V . L’image réciproquede u par l’application canoniqueπ : V P(V )
s’écrit alorsπ�u = PjIj=jJ j=q uIJdxI ^dx̄J avec des fonctionsuIJ qui ont en particulier la propriété
d’être homogènes de degré�2q.

On note τ : V q G(q,V ) l’application qui à z = (z1, . . . , zq) dans le produit associe
le sous-espace vectoriel τ(z) = vect(z1, . . . , zq). L’image réciproque par τ de la transformée de
Chow C(u) s’écrit alors τ�C(u) = P

0�j,ℓ�N
1�k,m�q Ckmjℓ (u)dzkj ^ dz̄mℓ . On va exprimer les coefficientsCkmjℓ (u) à l’aide des uIJ .
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Pour tout vecteur ζ = (ζ1, . . . , ζq) dans V q, on a�
τ
�C(u)�

z
(ζ, ζ̄) = C(u)τ(z)�dτz(ζ), dτz(ζ)� = Z[x]2P(τ(z)) u[x] j� �ξ[x] ^ ξ[x]�

où, pour xde coordonnées t=(t1, . . . , tq) dans la base z, on prend ξ[x]=dπx(t� ζ) en notant t� ζ=
t1ζ

1+ � � �+tqζq.
En particulier Ckmjℓ (u)(z)= R

P(τ(z)) F kmjℓ ωq�1 avec F kmjℓ une fonction qu’on calcule sa-

chant que les restrictions à P(τ(z)) de F kmjℓ ωq�1 et de u[x] j� �
dπx(tkej), dπx (tmeℓ)� sont

égales : remontant à τ(z) et utilisant la relationπ�ωq�1 ^ i∂jxj2^∂jxj2jxj4 = 1
q(2π)q�1

�
i∂∂jxj2jxj2 �q qui y

est alors vérifiée, on obtient l’égalité

αq∆(z)Fkmjℓ ([x])jxj2q = X
1�k0 ,m0�q
0�j0 ,ℓ0�N (�1)k0+m0 x̄j0 zk0j0 xℓ0 z̄m0ℓ0jxj4 (π�u)x �tkej , tmeℓ, z1 , . . . ,czk0 , . . . , zq , z̄1 , . . . , c̄zm0 , . . . , z̄q�

avec αq = (q�1)!iq2(2π)q�1 et ∆(z) le déterminant de Gram de z. Comme les contractions radiales de

π�u sont nulles, on a(π�u)x �ej , ēℓ, z1, . . . , tkzk , . . . ,czk0 , . . . , zq , z̄1, . . . , tmzm, . . . , c̄zm0 , . . . , z̄q�= (π�u)x(ej , ēℓ, z1, . . . ,�tk0zk0 , . . . ,czk0 , . . . , zq , z̄1, . . . ,�tm0zm0 , . . . , c̄zm0 , . . . , z̄q)= (�1)k+m+k0+m0 tk0 t̄m0 (π�u)x �ej , ēℓ, z1, . . . , bzk , . . . , zq , z̄1, . . . , c̄zm, . . . , z̄q� .
Cela permet d’écrire

αq∆(z)F kmjℓ ([x]) = (�1)k+mjxj2q(π�u)x(ej , ēℓ, z1, . . . , bzk , . . . , zq , z̄1, . . . , c̄zm, . . . , z̄q)= (�1)k+m XjIj=jJ j=q�1 zk̂I z̄m̂J fjI ,ℓJ ([x])
en notant zk̂I = det(zk0iα ) 1�α�q�1

1�k0�q,k0 6=k et fjI ,ℓJ ([x]) = jxj2qujI ,ℓJ(x) .
On note Rq�1(fjI ,ℓJ ) la transformée de Radon de fjI ,ℓJ obtenue par intégration de cette

fonction sur les sous-espaces projectifs de P(V ) de dimension q � 1. Le lemme suivant va per-
mettre d’exprimerRq�1(fjI ,ℓJ)τ(z) comme une intégrale sur un domaine fixe.

(3.4) L. — Soit θ une forme différentielle de bidegré (q � 1, q � 1) de classe C1
dansPq�1. On désigne encore parπ : C q Pq�1 l’applicationcanonique.

(i) On a l’égalité ZPq�1

θ = ZS2q�1

π
�
θ ^ dc jtj2/2 .

(ii) Plus généralement,Σ étant une hypersurface compacte lisse orientée homologue àS2q�1
dans C q � f0g, on a ZPq�1

θ = Z
Σ
π
�
θ ^ dc jtj2

2jtj2 .
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Démonstration.

(i) Il s’agit de voir que (πjS2q�1)��(dc jtj2/2)jS2q�1

� = 1. Or dc jtj2/2 = 1
4πi (∂ � ∂)jtj2 =

1
4πi

 P
1�k�q t̄kdtk � tkdt̄k! et donc si t = eiαx avec α un nombre réel et x un point dansS2q�1

fixé, on obtient dα/2π.

(ii) Vérifions que π�θ ^ dc jtj2
2jtj2 est fermée. Comme dc jtj2

2jtj2 = dc log jtj et que par ailleurs
θ est fermée on a d

�
π�θ ^ dcjtj2

2jtj2 � = π�θ ^ ddc log jtj. Puisque θ est proportionnelle en tout
point àωq�1 dont l’image réciproquepar π est égale à (ddc log jtj)q�1 et que (ddc log jtj)q = 0

dans C q � f0g, cette différentielle extérieure est bien nulle.
Soit y = (y1, . . . , yq) une base orthonorméede τ(z) et A la matrice de passage de y vers z.

La transforméeRq�1(fjI ,ℓJ )τ(z) qui s’exprime comme l’intégrale surPq�1 de l’image réciproque
de fjI ,ℓJω

q�1 par l’application [t] ! [t� y] est donc aussi égale grâce au lemme précédent à
l’intégrale

R
A(S2q�1) fjI ,ℓJ([t� y])(ddc log jtj)q�1^ dcjtj2

2jtj2 . Écrivantensuite (ddc log jtj)q�1^ dc jtj2
2jtj2 =

αq
Φ(t)jtj2q avec

Φ(t) = 1

4π

X
1�k�q(�1)k�1 �tkdt1 ^ � � � ^ cdtk ^ � � � ^ dtq ^ dt̄1 ^ � � � ^ dt̄q+(�1)q t̄kdt1 ^ � � � ^ dtq ^ dt̄1 ^ � � � ^ cdt̄k ^ � � � ^ dt̄q�

on trouve queRq�1(fjI ,ℓJ )τ(z) = αq
R
A(S2q�1) ujI ,ℓJ(t� y)Φ(t). Faisant le changement de variable

t ! A�1t dans cette dernière intégrale, il vientRq�1(fjI ,ℓJ)τ(z) = αqũjI ,ℓJ (z)∆(z)
avec ũjI ,ℓJ (z) = RS2q�1 ujI ,ℓJ (t� z)Φ(t).

Combinant ceci avec les calculs antérieurs, on conclut que(3.5) Ckmjℓ (u)(z) = (�1)k+m XjIj=jJ j=q�1 ũjI ,ℓJ (z)zk̂I z̄m̂J .

Dans [GGG] (cf. également [GGS]) il est remarqué qu’inversement ũjI ,ℓJ s’obtient à par-

tir de la famille (Ckmjℓ (u))1�k ,m�q à l’aide d’un opérateur différentiel linéaire à coefficients
constants. Notant ∂k̂I = det

�
∂

∂zk
0
iα

�
1�α�q�1

1�k0�q,k0 6=k , on a en effet l’égalité(3.6) ũjI ,ℓJ = 1((q � 1)!)2 X
1�k ,m�q(�1)k+m∂k̂I ∂m̂J Ckmjℓ .

Redonnons-en la vérification. Calculons d’abord
P

1�k�q(�1)k∂k̂I Ckmjℓ . Grâce à la formule
(3.5), cette fonction est égale àZS2q�1

8<: X
1�k�q ∂k̂I �(π�u)t�z(ej , z1, . . . , bzk , . . . , zq , ēℓ, z̄1, . . . , c̄zm, . . . , z̄q)�9=;Φ(t) .
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Comme ∂k̂I =P ε(α1, . . . , αq�1) ∂
q�1

∂z1
iα1
���∂zk�1

iαk�1
∂zk+1
iαk

���∂zq
iq�1

où (α1, . . . , αq�1) parcourt l’en-
semble des permutations de f1, . . . , q � 1g, on a

∂
k̂
I

�(π�u)t�z(ej , z1, . . . , bzk , . . . , zq , ēℓ, z̄1, . . . , c̄zm, . . . , z̄q)� =X
ε(α1, . . . , αq�1)((π�u)t�z �ej , eiα1 , . . . , eiαq�1

, ēℓ, z̄
1
, . . . , c̄zm, . . . , z̄q�+ X

1�k0�q�1 ∂π�u
∂xiα

k0 !t�z �ej , eiα1 , . . . , trk,k0 zrk,k0 , . . . , eiαq�1
, ēℓ, z̄

1
, . . . , c̄zm, . . . , z̄q�)

en notant rk ,k0 = k0 si k0 � k � 1 et rk ,k0 = k0 + 1 si k0 � k. Dans ce calcul n’interviennent

pas les dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal à 2 des coefficients de π�u à cause de la
commutativitédes dérivations partielles.

L’expression obtenue est en fait égale à(q � 1)!(π�u)t�z �ej , ei1 , . . . , eiq�1 , ēℓ, z̄
1
, . . . , c̄zm, . . . , z̄q�+(q � 2)! X

1�α�q�1

1�k0�q,k0 6=k �∂π�u∂xiα

�
t�z �ej , ei1 , . . . , tk0zk0 , . . . , eiq�1 , ēℓ, z̄

1
, . . . , c̄zm, . . . , z̄q� .

Sommant sur k compris entre 1 et q, on trouve

q!(π�u)t�z �ej , ei1 , . . . , eiq�1 , ēℓ, z̄
1
, . . . , c̄zm, . . . , z̄q�+(q � 1)! X

1�α�q�1�∂π�u∂xiα

�
t�z �ej , ei1 , . . . , t� z, . . . , eiq�1 , ēℓ, z̄

1
, . . . , c̄zm, . . . , z̄q� .

Par ailleurs, en dérivant la relation exprimant que la contractionradiale deπ�u est nulle,
on obtient en un point x de V �f0g la relation� ∂π�u

∂xiα

�
x
(x, . . .) = �(π�u)x(eiα , . . .). L’expression

précédente est donc égale à (q � 1)!(π�u)t�z �ej , ei1 , . . . , eiq�1 , ēℓ, z̄
1, . . . , c̄zm, . . . , z̄q� .

On termine la démonstration en appliquant ensuite de la même façon l’opérateurP
1�m�q(�1)m∂m̂J à cette fonction.

On va maintenant vérifier que les résultats précédents s’étendent au cas d’un courant

T de bidegré (q, q) défini dans P(V ). Pour cela on écrit le relevé de T dans V � f0g sous la
formeπ�T = PjIj=jJ j=q TIJdxI ^dx̄J avec TIJ des courantsde degré 0. Le courant jxj2qTIJ est alors
invariant par homothéties et c’est donc l’image réciproque par π d’un courant fIJ défini dans

P(V ).
OnnoteRq�1(fIJ ) le courantψ�ϕ�(fIJωq�1)qui est défini dansG(q,V ). Alors, pour jI j =jJ j = q � 1, τ�Rq�1(fjI ,ℓJ ) est un courant de degré 0 dans V q qui, identifié à une distribution,

est égal à
αq∆((q�1)!)2 P

1�k ,m�q(�1)k+m∂k̂I ∂m̂J Ckmjℓ où les Ckmjℓ sont les coefficientsde τ�C(T) eux-aussi
identifiés à des distributions.
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Il reste à savoir que Rq�1 est injective. Dans [Gr] (cf. également [He2]) est démontrée,
pour f 2 C1(P(V )), la relation(3.7) f = Pq�1(∆)R�

q�1Rq�1f
avec ∆ le laplacien sur P(V ), Pq�1 un polynôme de degré (q � 1) dont les coefficients ne
dépendent que de q et N et R�

q�1 la transformation de Radon duale, définie de la façon sui-
vante : pourh 2 C1(G(q,V )) la valeur deR�

q�1h au point [x] est l’intégrale de h sur l’ensemble
des s 2 G(q,V ) contenant x. L’opérateurR�

q�1 s’étend de façon immédiate au cas où h est un
courant de degré 0 dans G(q,V ) en posantR�

q�1h = ψ�ϕ� �hΩrq�1,N�1

Dq�1,N�1

�
. La relation (3.7) est

donc encore vraie si f est un courant de degré 0.

Toute ceci entraîne bien l’injectivité de C. On a ensuite les deux corollaires suivants :
(3.8) P. — La transformation tr C est injective dans l’ensemble des cou-

rants fermés de P(V ).
Démonstration. — Puisque C(T) possède même degré que T , on peut écrire C(T) =

δ(T)Ω+ddcU pour une certaine distributionU . On a ensuite trC(T) = �δ(T)� 1
4πrq,N

∆U
�

Ωrq,N

en désignant aussi par ∆ le laplacien sur G(q,V ) associé à Ω. Si trC(T) = 0 alors ∆U =
4πrq,Nδ(T). Or, sur une variété compacte, la masse totale du laplacien d’une distribution est
nulle donc δ(T) = 0 etU est constante. Cela entraîne que C(T) = 0 puisT = 0.

(3.9) P. — Pour tout courant S de bidegré (q � 1, q � 1) dans P(V )tel que
ψ�ϕ�S = 0, il existe des courantsα, β tels que S = ∂α+ ∂β.

Démonstration. — ψ�ϕ�S = 0 implique C(∂∂S) = 0 puis ∂∂S = 0. On utilise alors le

résultat classique suivant :

(3.10) L. — Soit X une variété kählérienne compacte et S un courant de bidegré(k, ℓ) qui est ∂∂-fermé dans X . Alors on peut écrire S = h + ∂α+ ∂β avec h une forme harmo-

nique de bidegré (k, ℓ) etα et βdes courantsdansX de bidegrés respectifs (k�1, ℓ) et (k, ℓ�1).
Démonstration. — Puisque ∂S est ∂-fermé, on peut écrire ∂S = θ1+∂S1 avec θ1 harmo-

nique et S1 de bidegré (k� 1, ℓ+ 1) qui est encore ∂∂-fermé. Si on suppose S1 = h1+∂α1+∂β1

avec h1 harmonique alors ∂S = θ1 + ∂∂β1 autrement dit ∂(S + ∂β1) est harmonique donc nul
et on peut écrire S + ∂β1 = h + ∂α avec h harmonique. On peut donc procéder par récurrence

puisque le degré par rapport aux dzj décroît lorsqu’on passe de S à S1.

On écrit donc S = λωq�1 + ∂α+ ∂β avec une constante λ. Cela impliqueψ�ϕ�S = λ et

nécessairement λ = 0.
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L’analogue pour les formes C1 de la proposition (3.9) dit que si v est une forme de bi-

degré (q � 1, q � 1) de classe C1 dans P(V ) dont l’intégrale sur tout sous-espace projectif est
nulle alors il existe des formes α, β de classe C1 dans P(V ) telles que v = ∂α+ ∂β.

La démonstration de (3.9) permet par ailleurs de caractériser les courantsqui sont dans

le noyau de tr C. D’après la formule (2.2) ce sont en effet les courantsT tels queψ�ϕ�(ΛT) = 0.

Mais cette relation équivautaux conditions∂∂ΛT = 0 et
R
P(V ) ΛT ^ωN�q+1 = 0. La formule de

commutation [∂,Λ] = i∂� permet ensuite d’écrire la première de ces conditions sous la forme
Λ∂∂T � i∂�∂T + i∂∂�T = 0, la seconde s’écrivant aussi δ(T) = 0.

c. Cas des courants définis dans une variété projective.

Soit X une variété projective de dimension n, L un fibré en droites très ample au-dessus

de X , V l’espace vectoriel dual de H0(X , L) et j : X ! P(V ) le plongement défini par L. Pour T
courant de bidimension (p, p) dans X on définit CL(T) = C(j�T) qui est un courant de bidegré(1, 1) dans la grassmannienneG(N � p,V ).

On peut aussi formuler cette définition de la façon suivante : soitM un sous-espace vec-

toriel de dimension p + 1 de V � = H0(X , L) et YM l’ensemble base du système linéaire de

diviseurs dans X défini parM autrement dit YM = T
h2M h�1(0). PourM générique, YM est une

sous-variété de X de codimension p + 1. Soit Γ0 la sous-variété de G(p + 1,V �) � X associée à

la famille des YM autrement dit l’ensemble des couples (M , z) avec z 2 YM et ψ0 et ϕ0 les res-
trictions à Γ0 des projections canoniques sur G(p + 1,V �) et X . Alorsϕ0 est une submersion et
identifiantG(p + 1,V �) et G(N � p,V ) on a CL(T) = ψ0�ϕ0�T .

L’application j� étant injective, ce qui précède implique que CL est injective dans l’en-
semble des courantsde bidimension (p, p) de X .

4. Questions

(4.1). — Expliciter, pour un bidegré (q, q) quelconque, une formule d’inversion pour
la transformation C qui exprime l’inverse comme le produit d’un polynôme en le laplacien de
P(V ) agissant sur les formes de bidegré (q, q) et d’une transformation intégrale duale. Lorsque
q = N , la formule de Helgason rappelée en (3.1) est bien de ce type là.

(4.2). — Lorsque T est un courant positif fermé, exprimer le nombre de Lelong de C(T)
en un point s de G(q,V ) à l’aide de ceux de T le long de P(s).

(4.3). — L’application C permet-elle de caractériser les cycles algébriques de l’espace
projectif ? En d’autres termes, si T est un courant de bidegré (q, q) – éventuellement supposé
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localement plat – tel que C(T) est le courant associé à un diviseur de G(q,V ), T est -il lui-même
le courantassocié à un cycle algébrique de P(V ) de codimension q ?

On peut aussi imposer une condition plus forte. Au lieu d’intégrer T seulement sur les

sous-espaces projectifs de dimension q � 1, on peut l’intégrer sur d’autres cycles algébriques

de dimension q � 1 de P(V ) : pour k entier � 1, on considère, avec les notations du x 3.c,
la transformation Ck = COP(V )(k) obtenue en composant l’image directe par le plongement
P(V ) ! P(SkV ) et la transformation de Chow définie sur P(SkV ). Si Ck(T) est, pour tout k,
le courant associé à un diviseur, T est-il lui-aussi le courant associé à un cycle algébrique de

P(V )?
Enfin, dans le cas où le courant T est positif fermé, on doit pouvoir répondre à la question

envérifiant la relationentre supports suppC(T) = ψ(ϕ�1(supp T))qui entraîneque siC(T) est
un diviseur alors la mesure de Hausdorff (2N � 2q)-dimensionnelle de suppT est finie. Il s’agit
alors de vérifier que cela implique que T est le courant associé à un cycle. Un raisonnement du

même genre que celui mené dans [HS] devrait permettre d’arriver à cette conclusion.
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Chapitre 2POTENTIEL DE LELONG-SKODA ETTHÉORIE DE L'INTERSECTION
1. Courant de bidegré (1,1) associé à un courant

positif fermé de l’espace projectif

Soit P(V ) l’espace projectif des droites d’un espace vectoriel complexe V de dimension
N + 1. On munit P(V ) de la métrique de Fubini-Study induite par un produit scalaire sur V et
on note ω = i

2πΘ(O(1)) sa forme fondamentale. Étant donné un courant positif fermé T de
bidimension (p, p) dans P(V ) avec p � N � 1, on va définir un courant positif fermé T1 de

bidegré (1, 1) dans P(V ) ayant même degré que T par rapport àω et même nombre de Lelong
que T en tout point de P(V ).

On note G(p + 2,V ) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de V de dimension
p+ 2. PourW 2 G(p+ 2,V ) on désigne parσW : V W la projectionorthogonale surW et

par σ̃W : P(V ) P(W ) l’applicationméromorphe induite. Les considérations qui suivent
concernant les images inverses et directes par σ̃W de courantspositifs fermés seront utiles à la

définition de T1.

(1.1) P. — L’image inverse par σ̃W d’un courantS de P(W ) est définie dans
P(V ) et est positive fermée si S l’est.

Démonstration. — Soit Y = f([z], [x]) 2 P(V ) � P(W ), σW (z) et x colinéairesg et η, τ
les restrictions à Y des projections de P(V ) � P(W ) sur P(V ), P(W ). En fait η représente l’écla-
tement de P(V ) de centre P(W?) et permet d’éliminer les singularités de σ̃W i.e. le diagramme

suivant

η τ

P(V) P(W)

Y

σ̃W
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est commutatif. On pose alors σ̃W �S = η�τ�S qui est bien défini, τ étant une submersion puis-
qu’elle s’identifie à la projectiondu fibré projectiviséP

�
W? � OP(W )(�1)� sur P(W ).

De la même façon l’image directe par σ̃W d’une formeu de classe C1 dansP(V ) est bien
définie en posant σ̃W �u = τ�η�u et vérifie la relationZ

P(V ) σ̃W �S ^ u = Z
P(W ) S ^ σ̃W �u pour tout courant S dans P(W ).

En particulier

(1.2) L. — Pour ℓ � p + 1, l’image directe σ̃W �(ωℓ+N�p�1) est égale àωℓjP(W ).
Démonstration. — σ̃W �(ωℓ+N�p�1) est une forme sur P(W ) invariante par l’action du

groupe unitaire U(W ) ' U(W ) � fidW?g � U(V ). Elle est donc égale à CωℓjP(W ) pour une
certaine constanteC . Pour tout courant S de bidimension (ℓ, ℓ) dans P(W ), on alorsZ

P(V ) σ̃W �S ^ωℓ+N�p�1 = C

Z
P(W ) S ^ωℓjP(W ).

Si on choisit en particulier pour S le courant d’intégration sur un sous-espace projectif de di-

mension ℓ, σ̃W �S est alors le courant d’intégration sur un sous-espace projectif de dimension
ℓ+ N � p � 1 et les deux intégrales ci-dessus sont égales à 1. On a donc bien C = 1.

On note µ l’unique mesure positive sur G(p + 2,V ) invariante par le groupe unitaire de
masse égale à 1.

(1.3) L. — Pour ℓ � p + 1, l’intégrale
R
W2G(p+2,V ) σ̃W ��ωℓjP(W )�dµ(W ) existe et

est égale àωℓ.

Démonstration. — Cette intégrale est faiblement convergente car si u est une forme

différentielle continue de bidegré (N�ℓ,N�ℓ) dans P(V ), la fonction W ! R
P(W ) σ̃W �u ^

ωℓjP(W ) est bornée dansG(p+2,V ). En effet, on peut supposer upositive et écrivant u� CωN�ℓ
avec une constante C > 0, il suffit de considérer le cas où u = ωN�ℓ mais alors cette fonction
est égale à 1 par le lemme (1.2).

Maintenant
R
W2G(p+2,V ) σ̃W ��ωℓjP(W )�dµ(W ) est un courant sur P(V ) invariant par l’ac-

tion de U(V ) donc est égal à Cωℓ pour une constante C . En l’évaluant sur ωN�ℓ on trouve
C = 1.

(1.4) P. — L’image directe par σ̃W de la restriction à P(V ) r P(W?) d’un
courant positif fermé T défini dans P(V ) existe pour toutW 2 G(p + 2,V ) et c’est un courant
positif fermé dans P(W ).

Démonstration. — Il s’agit de justifier l’existence de
R
P(V )rP(W?) T ^ σ̃W �u pour u une

forme différentielle continue de bidegré (p, p) dans P(W ) . Il suffit de considérer le cas où u =
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ω
pjP(W ). Soit g la fonction dans P(V ) égale à log jσW (z)jjzj en [z]. Alors(1.5) σ̃W

��
ωjP(W )� = ω+ ddcg .

Soit, pour ε > 0, ωε = ω + ddcgε avec gε([z]) = 1
2 log

jσW (z)j2+εjσ
W?(z)j2jzj2 . C’est une forme C1

qui, lorsque ε ! 0, converge faiblement dans P(V ) vers σ̃W ��ωjP(W )�. Par conséquent T ^ ωp
ε

converge faiblement dans P(V ) r P(W?) vers T ^ σ̃W ��ωpjP(W )� et doncZ
P(V )rP(W?) T ^ σ̃W ��ωpjP(W )� � lim inf

ε!0

Z
P(V )rP(W?) T ^ωp

ε .

Or
R
P(V )rP(W?) T ^ ω

p
ε = R

P(V ) eT ^ ω
p
ε en désignant par eT l’extension triviale à P(V ) de

TjP(V )rP(W?). Par le théorème de prolongement de Skoda (cf. [Sk2]), eT est fermée et puisque
ωε est cohomologue àω dans P(V ) on a RP(V )rP(W?) T ^ωp

ε = R
P(V )rP(W?) T ^ωp et donc(1.6) Z

P(V )rP(W?) T ^ σ̃W ��ωpjP(W )� � Z
P(V )rP(W?) T ^ωp

.

On note σ̃W �T l’image directe par σ̃W de eT . Pour vérifier que dσ̃W �T = 0, on reprend

l’idée de la démonstration du théorème de prolongement de Skoda-ElMir (cf. [EM] et [Sib]). k

étant un entier� 1, soitϕk = χ
�
1
k
g
�
avec χ une fonction C1 à support compact dans ]�1, 0]

valant 1 en 0 et convexe croissante. Cette suite de fonctions vérifie les propriétés suivantes :

ϕk est C1 dans P(V ) et 0 � ϕk � 1,

ϕk tend vers 1 uniformément sur tout compact de P(V ) r P(W?),
ϕk = 0 au voisinage de P(W?).

On va aussi estimer le hessien deϕk . On a

ddcϕk = 1

k2
χ
00� 1
k
g
�
dg ^ dcg + 1

k
χ
0� 1
k
g
�
ddcg .

Compte-tenu de la convexité de χ le premier terme est positif. Pour le second, on utilise que

ddcg � �ω d’après (1.5) et que χ0 est positive et majorée par une constanteC . D’où la minora-
tion ddcϕk � �C

k
ω.

Puisque σ̃W �T est réel, il suffit de vérifier qu’il est d0-fermé. Comme c’est la limite de
σ̃W �(ϕkT) il s’agit de voir que σ̃W �(d0ϕk ^ T) tend vers 0.

Comme toute forme C1 dans P(W ) de bidegré (p � 1, p) est une somme de formes
s’écrivant i(p�1)2θ ^ θ̄ ^ β̄ avec θ de classe C1 d-fermée de bidegré (p � 1, 0) et β de classeC1 de bidegré (1, 0), cela revient à montrer que la suite R

P(V ) d0ϕk ^ T ^ σ̃W ��i(p�1)2θ ^ θ̄� ^
σ̃W

�β tend vers 0. Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarzpour la forme hermitienne qui associeR
P(V ) T ^ σ̃W ��i(p�1)2θ ^ θ̄� ^ iγ1 ^ γ̄2 à γ1 et γ2 dans C11,0(P(V )), le carré de sa valeur absolue
est inférieur à Z

P(V )rP(W?) T ^ σ̃W
��ip2θ ^ β ^ θ ^ β

�! Z
P(V ) T ^ σ̃W

��ip�1)2θ ^ θ̄
� ^ id0ϕk ^ d00ϕk! .
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Compte-tenu de la relation d0ϕk ^ d00ϕk = 1
2d
0d00ϕ2k � ϕkd

0d00ϕk , la dernière intégrale est
égale àZ

P(V ) T ^ σ̃W ��i(p�1)2θ ^ θ̄� ^ ϕk(�id0d00ϕk) � CC 0
k

Z
P(V )rP(W?) T ^ σ̃W ��ωp�1jP(W )� ^ω

aprèsmajoration de i(p�1)2θ ^ θ̄ par C 0ωp�1jP(W ) et utilisation de l’estimation de hessien deϕk .
Enfin, l’intégrale

R
P(V )rP(W?) T ^ σ̃W

��ωp�1jP(W )� ^ ω est convergente puisque par

un raisonnement analogue à celui effectué pour établir (1.6) on voit qu’elle est inférieure àR
P(V )rP(W?) T ^ωp.

Il résulte de tout ceci que σ̃W �σ̃W �T est, pour toutW 2 G(p + 2,V ), un courant positif
fermé de bidegré (1, 1) bien défini dans P(V ). De plus, d’après (1.2),Z

P(V ) σ̃W �σ̃W �T ^ωN�1 = Z
P(V )rP(W?) T ^ σ̃W ��ωpjP(W )�

et d’après (1.6) le second membre est inférieur au degré de T . Autrement dit, le degré de

σ̃W
�σ̃W �T est toujours inférieur à celui de T . La formule(1.7) Z

W2G(p+2,V ) dµ(W ) Z
P(V )rP(W?) T ^ σ̃W ��ωpjP(W )� = Z

P(V ) T ^ωp

qui est une conséquence de la formule de Fubini et de (1.3) implique alors que pour presque

toutW il y a égalité.

Enfin, l’intégrale
R
W2G(p+2,V ) σ̃W �σ̃W �Tdµ(W ) est faiblement convergente. En effet,

les courants σ̃W �σ̃W �T étant positifs, cela résulte du fait que la fonction qui à W associeR
P(V ) σ̃W �σ̃W �T ^ωN�1 est, comme on vient de le voir, majorée. On note

T1 = Z
W2G(p+2,V ) σ̃W �σ̃W �Tdµ(W ).

Alors

(1.8) P. — T1 est un courant positif fermé de bidegré (1, 1) dans P(V ) qui
possède même degré que T .

2. Conservation des nombres de Lelong

On noteπ : V P(V ) l’applicationcanonique.
(2.1) L.

(i) Pour toute forme différentielle u de classe C1 à support compact dans V , l’image

directeπ�u calculée par intégration le long des fibres de π existe et est une forme différentielle
de classe C1 dans P(V ).
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(ii) L’image inverse parπ d’un courantS de P(V ) est définie dans V et est positive fermée
si S l’est.

Démonstration. — On considère le fibré Y = OP(V )(�1) τ�! P(V ) et l’application
η : Y �! V qui est en fait l’éclatement de V en 0. η résout la singularité de π i.e. le diagramme

suivant

η τη τ

π

Y

V P(V)

est commutatif. On pose alorsπ�u = τ�η�u etπ�S = η�τ�S.
En fait en notant ℓ le degré deπ�u, on a la formule(2.2) (π�u)[z](ζ1, . . . , ζℓ) = ZC utz(z, iz, tζ1(z), . . . , tζℓ(z)) dλ(t)

pourζ1, . . . , ζℓ dans T[z]P(V ) = Hom(C z,V /C z), λ désignant la mesure de Lebesgue dans C .
(2.3) P. — Les nombres de Lelong d’un courant positif fermé sont conser-

vés par image réciproquepar submersion.

Démonstration. — Il suffit de considérer le cas d’une projection C n � Cm �! C n .
L’image réciproque d’un courant de C n est alors égale à son produit tensoriel avec le courant
d’intégration sur Cm et on conclut grâce au fait suivant.

(2.4) L. — Si T et S sont des courants positifs fermés définis au voisinage de 0

respectivement dans C n et Cm , on a l’égalité ν(T 
 S, 0) = ν(T, 0)ν(S, 0).
Démonstration. — Appelons (p, p) et (q, q) les bidimensions respectivesdeT et S. Alors
ν(T 
 S, 0, r) = �p+ q

p

�� 1

πqr2q

�Zjzj<r �1� jzj2
r2

�p
ν(T, 0,pr2 � jzj2)S(z) ^ � i

2
∂∂jzj2�q� ν(T, 0)�p+ q

p

�� 1

πqr2q

�Zjzj�r �1� jzj2
r2

�p
S(z) ^� i

2
∂∂jzj2�q .

Notons τ la mesure trace de S et τ(r) la masse de τ sur la boule B(0, r). Pour toute fonctionw
de classe C1 dansR+, on aZ

B(0,r) w(jzj) dτ(z) = w(r)τ(r)� Z r

0

w0(t)τ(t) dt .
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En effet, lorsque S est une forme différentielle continue, τ s’obtient à partir de la mesure de

Lebesgue à l’aide d’une densité h et la relation

τ(r) = Z
B(0,r) h dV = Z r

0

�Zjzj=t h(z) dA(z)� dt
implique que τ(r) est dérivable de dérivée égale à Rjzj=r h(z) dA(z). On a alorsZ

B(0,r) w(jzj) dτ(z) = Z r

0

w(t)�Zjzj=t h(z) dA(z)� = Z r

0

w(t)τ0(t) dt
puis l’égalité annoncée après une intégrationpar parties. Lorsque S est quelconque, on effectue

une régularisation et on utilise le fait suivant.

(2.5) L. — Soit ρℓ une suite de mesures positives dans V convergeant faiblement

vers unemesure ρ. AlorsZ
B(0,r) ρ = lim

ε!0
lim inf

ℓ

Z
B(0,r+ε) ρℓ = lim

ε!0
lim sup

ℓ

Z
B(0,r+ε) ρℓ .

Démonstration. — Cela résulte des inégalitésZ
B(0,r) ρ � lim inf

ℓ

Z
B(0,r) ρℓ � lim sup

ℓ

Z
B(0,r) ρℓ � ZB(0,r) ρ. �

Ainsi
1

πqr2q

Zjzj�r �1� jzj2
r2

�p
S(z) ^ � i

2
∂∂jzj2�q = Z 1

0

2pt(1� t2)p�1 τ(rt)
πq

q! r
2q
dt

qui tend vers ν(S, 0) R 10 2pt2q+1(1� t2)p�1 dt , la dernière intégrale valant 1�
p+q
p

� .
Les considérations suivantes vont permettre, T étant un courant positif fermé dansP(V ),

d’exprimer le courantπ�σ̃W �σ̃W �T à l’aide de π�T . On note πW : W � f0g �! P(W ) l’appli-
cationcanonique et on considère le diagramme

V π P(V )
σW σ̃W

W
πW P(W ) .

(2.6) L. — Pour toute forme différentielle u de classe C1 à support compactdans

W , l’image directeπ�σW �u calculée par intégrationde σW �u le long des fibres de π existe dans
P(V ) r P(W?) et y est égale à σ̃W �πW �u.

Démonstration. — Le support deσW �u est contenu dans suppu+W?. Puisque suppu
est compact, pour z hors deW?, l’ensemble des t tels que tz appartienne à suppu + W? est
borné. On peut alors calculer (π�σW �u)[z] à l’aide de la formule (2.2) :(π�σW �u)[z](ζ1, . . . , ζℓ) = ZC utσW (z)�σW (z), iσW (z), tσW (ζ1(z)), . . . , tσW (ζℓ(z))�dλ(t)
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pour (ζ1, . . . , ζℓ) dans T[z]P(V ). C’est la même chose que (σ̃W �πW �u)[z](ζ1, . . . , ζℓ).
(2.7) P. — L’image directe σW �π�T existe pour toutW 2 G(p + 2,V ) et

est égale à πW �σ̃W �T .
Démonstration. — Soitu une formedifférentielle continueà support compactdansW .

Il s’agit de voir que la mesure π�T ^ σ�Wu est de masse finie dans V . D’une part, d’après (2.6),
on a Z

VrW? π�T ^ σW �u = Z
P(V )rP(W?) T ^ σ̃W �πW �u= Z
P(W ) πW �σ̃W �T ^ u.

D’autre part Z
W? π�T ^ σW �u = Z

W

σW �(1IW? �π�T) ^ u = 0

par le résultat suivant (cf. [Fe], x 4.1.15).
(2.8) L. — Soit S un courant localement plat,Ψ etΨ0 deux applicationsde classeC1 dont les restrictions au support de S sont égales à une même application propre. Alors les

images directesΨ�S etΨ0�S sont égales.
Par (2.7) on a pour tout W dans G(p+2,V ) la relation π�σ̃W �σ̃W �T=σW �σW �π�T et

donc(2.9) π
�T1 = Z

W2G(p+2,V ) σW �σW �π�T dµ(W ) .
On vamaintenant calculer le nombre de Lelong de T1 au point [z0] en utilisant la propo-

sition (2.3) :

ν(T1, [z0]) = ν(π�T1, z0) = lim
r!0

ν(π�T1, z0, r)
où, en notantα = ddc log jzj l’image réciproquedeω dans V ,

ν(π�T1, z0, r) = Z
B(0,r)(π�T1)(z0 + z) ^ αN(2.10) = Z
V

(π�T)(z0 + z) ^ φr
avecφr = RW2G(p+2,V ) σW �σW �(1IB(0,r) �αN ) dµ(W ).

Remarquons que la forme différentielle φr vérifie la relation φr = hr�φ1 en désignant
par hr l’homothétie de rapport r .

L’inégalité 1IB(0,r)�αN � αN et les lemmes (1.2) et (1.3) impliquent par ailleurs φr �
αp+1 .
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Ceci assure que l’intégrale (2.10) converge a priori . En effetZ
B(0,R)(π�T)(z0 + z) ^ αp+1 = 1

R2p+2 ZB(z0,R) π�T ^ �12ddc jzj2�p+1
et la seconde intégrale est majorée par la masse de π�T ^ � 12ddc jzj2�p+1 sur B(0,R + jz0j) qui,
à cause de l’invariance de π�T par homothétie, est proportionnelle à (R + jz0j)2p+2.

Maintenant,φ1 étant une formepositive invariante par l’action du groupe unitaire s’écrit

f (jzj)αp+1 + g(jzj)αp ^ d log jzj ^ dc log jzj avec des fonctions f et g positives dans R�+. La
croissance de φr par rapport à r implique la décroissance de f et g . Le fait que lim

r!1φr = α
p+1

implique f (0) = 1 et g(0) = 0. En particulier g est nulle et donc

ν(π�T1, z0, r) = Z
V

f

� jzj
r

�(π�T)(z0 + z) ^ αp+1.
La forme αN étant à coefficients localement intégrables, on a lim

r!0
φr = 0 et donc f (1) = 0.

Grâce au théorèmede convergencemonotone on obtient finalement

ν(π�T1, z0) = Zf0g(π�T)(z0 + z) ^ αp+1 = ν(π�T, z0).
3. Inégalités d’auto-intersection

On va maintenant utiliser le courant construit précédemment pour établir le résultat

suivant :

(3.1) P. — Étant donné T un courant positif fermé de bidimension (p, p)
dans P(V ) on a, avec les notations de l’Introduction, l’inégalité suivante pour q � pX

k�1(νq,k � bp) � � � (νq,k � bq)δ(Zq,k) � δ(T)p+1�q .
Démonstration. — On écrit T1 = δ(T)ω + ddcU où U est une fonction dans P(V ).

Le théorème d’atténuation des singularités des fonctions presque plurisousharmoniques (cf.

[De3] et [De5]) donne l’existence pour tout c > 0 d’une suite décroissante (Uc ,ℓ)ℓ�1 de fonctions
convergeant versU telles que

(i) Uc ,ℓ est C1 dans P(V ) r Ec ;
(ii) ddcUc ,ℓ+(δ(T)+δℓ)ω � 0 où δℓ est une suite décroissante de constantes positives

convergeant vers 0 ;

(iii) en tout point [z] de P(V ), ν�Uc ,ℓ, [z]� = �ν(T, [z])� c�+.
Pour cj > bj l’ensemble des points au voisinage desquels Ucj ,ℓ n’est pas minorée est

contenu dans Ecj qui est de dimension inférieure ou égale à j.
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Le courant T ^ �ddcUcp�1 ,ℓ + (δ(T) + δℓ)ω� ^ � � � ^ �ddcUcq ,ℓ + (δ(T) + δℓ)ω� est
alors bien défini d’après la théorie des opérateurs de Monge-Ampère et son nombre de Lelong

en un point [z] est supérieur à ν(T, [z])�ν(T, [z]) � cp�1�+ � � ��ν(T, [z]) � cq
�+. La formule de

Siu entraîne que ce courantest supérieur à
P
k

νq,k(νq,k � cp�1)+ � � � (νq,k � cq)+[Zq,k].
En comparant les degrés, on obtientX

k

νq,k(νq,k � cp�1)+ � � � (νq,k � cq)+δ(Zq,k) � δ(T)(δ(T) + δℓ)p�q
puis l’inégalité annoncée par passages à la limite.

Le résultat précédent souffre de la critique suivante :

L’inégalité (3.1) fournit certes une borne pour
P
k

(νq,k � bp) � � � (νq,k � bq)δ(Zq,k). Ce-
pendant celle-ci doit pouvoir être améliorée au moins dans le cas où T est le courant asso-

cié à un sous-ensemble algébrique. Par exemple, pour une courbe irréductible de P2 de degré
d et de genre g , l’inégalité (3.1) s’écrit

P
k

νk(νk � 1) � d2 , les νk étant les multiplicités des

points singuliers, alors qu’on a en fait l’inégalité
P
k

νk(νk � 1) � (d � 1)(d � 2) � 2g . Pour

un sous-ensemble algébrique A de dimension quelconque dans Pn une borne analogue pourP
k

(νq,k � bp) � � � (νq,k � bq)δ(Zq,k) faisant intervenir la topologie de A serait intéressante.
(3.2) C. — Soit X une variété projective de dimension n etω une métrique

kählérienne sur X dont la classe de cohomologie est entière. Il existe une constanteC ne dépen-

dant que den, fωgnet fωgn�1�c1(X ) telle que pour tout courant positif fermé T de bidimension(p, p) dans X on a l’inégalité suivante pour q � pX
k�1(νq,k � bp) � � � (νq,k � bq)δ(Zq,k) � Cδ(T)p+1�q

en désignant par δ(� ) les degrés calculés par rapportàω.
Démonstration. — Puisque fωg est entière, c’est la première classe de Chernd’un fibré

en droites ample L. Il existe un entierm ne dépendant que de n, fωgn et fωgn�1 � c1(X ) tel que
mL soit très ample (cf. [KM]). On applique alors l’inégalité (3.1) à l’image directe de T par le

plongement dans l’espace projectif défini par les sections de ce fibré et on obtientX
k

(νq,k � bp) � � � (νq,k � bq)δ(Zq,k) � m(p+1)(p�q)
δ(T)p+1�q . �

Dans l’inégalité précédente, la présence d’une constante dépendant notamment defωgn�1� c1(X ) est naturelle comme le montre déjà le cas où X est une surface et T le courant
associé à une courbe irréductible A : on a alorsX

k

νk(νk � 1) � fAg2 � c1(X )� fAg+ 2� 2g .
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4. Calcul du potentiel

(4.1) L. — Soit X une variété complexe, pr1 et pr2 les projections de X � X sur X

et ∆X la diagonale de X � X . Pour tout courant S dans X , le produit pr2
�S ^ [∆X ] est bien défini

et on a l’égalité S = pr1 �(pr2�S ^ [∆X ]).
Démonstration. — On note i : X �! X � X l’injection définie par i(x) = (x, x). Alors[∆X ] = i�1 et pr2�S ^ [∆X ] = i�S.
T désignant un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans P(V ), la relation (2.9)

entraîne queπ�T1 s’obtient à partir de π�T à l’aide de la formule(π�T1)(z) = Z
V

(π�T)(x) ^ K (z, x)
où

K = Z
W2G(p+2,V )(σW � σW )�[∆W ] dµ(W )= Z
W2G(p+2,V ) �ddc log jσW (z) � σW (x)j�p+2 dµ(W )= �ddc log jz � xj�p+2

grâce au lemme (1.3).

Écrivant de plus que�
ddc log jz � xj�p+2 = ddc

�� C (ddc jz � xj2)p+1jz � xj2p+2 �
avec C = 1(p + 1)2p+2

on obtient l’expression(π�T1)(z) = ddc
��CZ

V

�
1jz�xj2p+2 � 1(1+jxj2)p+1� (π�T)(x) ^ �ddc jxj2�p+1� .

On vamaintenant exprimer T1 à partir de T . La formule précédente peut s’écrire(4.2) (π�T1)(z) = lim
r!1 ddc

 �C Zjxj<r(π�T)(x) ^ �ddc jxj2�p+1jz�xj2p+2 !
et il s’agit de calculer l’image directeπ��C 1B(0,r)(x)�ddcjxj2�p+1jz�xj2p+2 �

. Par la formule (2.2), sa valeur au

point [x] est � 1

2π

Zjtj<r jtj2pjz�t xjxj j2p+2dλ(t)�ωp([x]).
Mais ��z � t

xjxj��2 = jzj2 � 2 Re� hzjxijxj t̄�+ jtj2= jzj2�1� jhzjxij2jzj2jxj2 + ��� hzjxijzjjxj � tjzj���2�
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et l’intégrale ci-dessus s’écrit donc, en notant a = jhzjxijjzjjxj ,Z
B(0,r) jtj2pjzj2p+2�1� a2 + ja � tjzj j2�p+1dλ(t)

puis après le changement de variables t 0 = 1p
1�a2 �a � tjzj�Z

B

�
ap
1�a2 , rjzjp1�a2 � ja� t 0p1� a2j2p(1� a2)p(1+ jt 0j2)p+1 dλ(t 0).

Compte tenu du fait que lorsque r !1Z
B

�
ap
1�a2 , rjzjp1�a2 � dλ(t 0)

1+ jt 0j2 = 2π log
rjzjp1� a2 + o(1)

on obtient T1 = δ(T)ω+ ddcU avec

U([z]) = Z
P(V )K([z], [x])(T ^ωp)([x])

et K([z], [x]) = log
p
1� a2 � 1

2π

ZCn ja � t 0p1� a2j2p(1� a2)p(1 + jt 0j2)p+1 � 1

1+ jt 0j2o dλ(t 0).
Ce noyau est singulier lorsque a = 1 c’est-à-dire le long de la diagonale de P(V ) � P(V ) et il a
pour partie principale lorsque a! 1�� 1

2π

ZC 1(1+ jt 0j2)p+1 dλ(t 0)� 1(1 � a2)p = � 1

2p(1� a2)p .
Pour déterminer l’expression de T1 en fonction de T on peut aussi appliquer le lemme

(4.1) directement à P(V ). On trouve que
T1([z]) = Z

P(V ) eK ([z], [x])^ T([x])
avec(4.3) eK = Z

W2G(p+2,V )(σ̃W � σ̃W )�[∆P(W )] dµ(W ) .
Se pose alors la question d’exprimer le courant [∆P(W )]. Pour cela on considère, au-

dessus de P(W ) � P(W ), le fibré vectoriel E = pr1
�OP(W )(1) 
 pr2�F avec F le fibré quotient

W /OP(W )(�1). La fibre de E au-dessus de ([z], [x]) est Hom(C z,W /C x) et ∆P(W ) s’interprète
comme l’ensemble des zéros de la section s de E définie par s([z], [x]) : z �! zmod C x. On
munit E de la métrique induite par le produit scalaire induit surW et on a alors jsj = jz^xjjzjjxj =p
1� a2 .

Afin d’appliquer les calculs généraux du x 5, on calculemaintenant la forme de Chern de
degré maximal de ce fibré hermitien. On écrit pour cela

cp+1(Θ) = p+1X
j=0 c1�pr1�ΘO(1)�j ^ cp+1�j(pr2�ΘF ).
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Puis, grâce à la suite exacte 0 �! O(�1) �! W �! F �! 0, on a l’égalité entre formes de

Chern totales

c(ΘF ) = c
�
ΘO(1)��1 = (1 � c1(ΘO(1))��1

qui fournit cp+1�j(ΘF ) = c1(ΘO(1))p+1�j puis, comme c1(ΘO(1)) = ωjP(W ),
cp+1(Θ) = p+1X

j=0 pr1��ωjjP(W )� ^ pr2��ωp+1�jjP(W ) �.
Grâce à la proposition (5.10), on peut alors écrire[∆P(W )] = p+1X

j=0 pr1��ωjjP(W )� ^ pr2��ωp+1�jjP(W ) �+ �ddc log js��)p+1 + ddcψ0
avec une forme différentielleψ0 à coefficientsO� 1jsj2p�2

�
.

Il reste pour obtenir eK à faire la moyenne par rapport à W 2 G(p + 2,V ) de l’image
réciproquedans P(V )� P(V ) des différents termes du secondmembre de l’égalité précédente.
Onne l’a pas faitmais tout laisse penser que ce noyaupeut s’écrire comme la sommedu courant
p+1P
j=0 pr1�ωj^pr2�ωp+1�j+�ddc log jsj)p+1 et d’un terme qui est le ddc d’une forme à coefficients
O

�
1jsj2p�2

�
.

5. Formes d’Euler-Green

Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r au-dessus d’une variété complexe X et

s une section holomorphe de E transverse à la section nulle. L’ensemble Z des zéros de s est

une sous-variété lisse de X de codimension r dont la classe de cohomologie est la rème classe

de Chern – aussi appelée classe d’Euler – de E . On munit E d’une métrique hermitienne et on

va expliciter une forme différentielle ψ à coefficients localement intégrables dans X , C1 dans

X r Z telle que(5.1) [Z ] = cr(Θ) + ddcψ

où Θ désigne la forme de courbure de la connexion de Chern de E et cr(Θ) sa rème forme de
Chern.

a. Formule de King.

Lorsque E est de rang 1, la formule de Poincaré-Lelong dit précisément que ψ = log jsj
satisfait l’équation (5.1). Le cas général s’y ramène en éclatant X le long de Z .

Soitπ : P(E) �! X le fibré des droites de E , eX = �a 2 P(E), a 3 s(π(a))	, η : eX �!
X la restriction de π et H = η�1(Z). L’application η réalise bien l’éclatement : elle induit un
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biholomorphismede eXrH surXrZ etH étant le fibré des droitesde EjZ est isomorpheaufibré
normal à Z dans X à cause de la suite exacte 0 �! TZ �! TX

ds�! E �! 0. Soit LE le fibré en

droites tautologique sur P(E)muni de la métrique induite par celle de E , L sa restriction à eX et
ξ la première forme de Chern de L. Puisque LE jP(Ex) = OP(Ex)(�1) on a �ηjH���(�ξ)r�1jH � = 1

et donc [Z ] = η��(�ξ)r�1 ^ [H]�. MaisH est précisément le diviseur des zéros de la section de
L induite par s donc [H] = ddc log jη�sj+ ξ puis[Z ] = ddcη��(�ξ)r�1 log jη�sj�� η��(�ξ)r�.
Or l’image directe par η de (�ξ)r�1 log jη�sj (respectivement de (�ξ)r ) est une forme à coeffi-
cients localement intégrables dans X , de classe C1 dans X r Z où elle est égale à�
ddc log jsj�r�1 log jsj (respectivement à �ddc log jsj�r ). Ainsi[Z ] = ddc

���
ddc log jsj�r�1 log jsj�jXrZ� � �ddc log jsj�rjXrZ

ou encore(5.2) [Z ] = �ddc log jsj�r � �ddc log jsj�rjXrZ .
On vamaintenant exprimer

�
ddc log jsj�rjXrZ en suivant la méthode de [BC1].

b. Rappels sur les classes de Chern d’une suite exacte.

On considère une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes 0 �! S
j�! E

g�!
Q �! 0. Lamétrique surE induit desmétriques sur S etQ et onnoteD,DS etDQ les connexions

de Chern. j� � g est un isomorphisme C1 de E sur S � Q et permet de définir une connexion

hermitienne D0 sur E comme image réciproque de DS � DQ. On noteΘ0 la forme de courbure

de D0. Alors

(5.3) P. — Soit P un polynôme surMr(C ) de degré k invariant par conju-
gaison. On a P(Θ) � P(Θ0) = �d0d00ϕ où

ϕ = Z 1

0

2k

t

n
P
�
σ,Θt , . . . ,Θt

�� P
�
σ,Θ0, . . . ,Θ0

�o
dt

avecσ = jj� la projectionorthogonale sur S etΘt la forme de courburedeDt = (1� t)D0+ tD.
Démonstration. — On écrit tout d’abord P(Θ) � P(Θ0) = R 10 ∂

∂t
P(Θt ) dt puis

∂

∂t
P(Θt ) = kP

�
∂

∂t
Θt ,Θt , . . . ,Θt

�
.

SoitΓ = D � D0 2 C11 (X ,Hom(E , E)) de sorte queDt = D0 + tΓ et
∂

∂t
Θt = � ∂

∂t
Dt

� � Dt + Dt � � ∂
∂t
Dt

� = Γ � Dt + Dt � Γ = DtΓ.

Alors
∂

∂t
P(Θt) = kP(DtΓ,Θt , . . . ,Θt)= kdP(Γ,Θt , . . . ,Θt)
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compte-tenu de la relation de BianchiDtΘt = 0 puis(5.4) P(Θ) � P(Θ0) = d

�Z 1

0

kP
�
Γ,Θt , . . . ,Θt

�
dt

�
.

Il s’agit maintenant d’expliciter Γ. Pour cela on écrit, v étant une section locale C1 de E ,

D0v = jDS(j�v) + g�DQ(gv)= j
�
j�Dv + Dj� 
 v

	+ g��gDv + Dg 
 v
	

où onnote encore parD les connexions de Chern induites sur Hom(E, S) et Hom(E,Q). Ceci fait
apparaîtreΓ = �(jDj� + g�Dg). De plus, le fait que j et g soient holomorphes s’écrit d00j = 0

et d00g = 0 ou en prenant les adjoints D0j� = 0 et D0g� = 0. Ainsi Γ = �(jd00j� + g�D0g) =�(d00(jj�) + D0(g�g)) puis, compte-tenu du fait que g�g = idE �jj� , il vient(5.5) Γ = �d00σ+ D0σ.
Les relations (5.4) et (5.5) suggèrent maintenant de considérer

dP(σ,Θt , . . . ,Θt) = P(Dσ,Θt , . . . ,Θt) + (k � 1)P(σ,DΘt ,Θt , . . . ,Θt).
On va exprimer différemment le second terme. Le fait que D = Dt + (1 � t)Γ et la relation de
Bianchi appliquée àΘt impliquentDΘt = (1 � t)[Γ,Θt ] puis(k � 1)P(σ,DΘt ,Θt , . . . ,Θt) = (k � 1)(1� t)P�σ, [Γ,Θt],Θt , . . . ,Θt

�
.

L’invariance de P par conjugaison entraîne après dérivation la relationX
j

P(A1 , . . . , [B, Aj], . . . , Ak) = 0

pourA1, . . . , Ak , B dansMr(C ). LorsqueA1, . . . , Ak , B sont des matrices r � r de formes de degrés
respectifs p1, . . . , pk , q, on en déduit queX

j

(�1)q(p1+���+pj�1)P(A1, . . . , [B, Aj ], . . . , Ak) = 0.

Appliquant cette dernière relation, on obtient(k � 1)P(σ,DΘt ,Θt , . . . ,Θt) = (t � 1)P�[Γ, σ],Θt , . . . ,Θt

�
.

Or [Γ, σ] = [D � D0, σ] = (D � D0)σ etD0σ = 0 donc(k � 1)P(σ,DΘt ,Θt , . . . ,Θt) = (t � 1)P(Dσ,Θt , . . . ,Θt)
puis(5.6) dP(σ,Θt , . . . ,Θt) = tP(Dσ,Θt , . . . ,Θt).

Pour identifier les composantes de bidegrés (k, k � 1) et (k� 1, k) des deuxmembres de
cette dernière égalité, il faut vérifier queΘt est de bidegré (1, 1). En effet

Θt = D2t = (D � (1� t)Γ)2 = Θ� (1� t)DΓ + (1� t)2Γ2.
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Ensuite (5.5) permet d’écrire que(5.7) DΓ = �D0d00σ + d00D0σ
et(5.8) Γ2 = �d00σD0σ� D0σd00σ
car d00σd00σ = �(�d00g�)g	(jd00j�) = 0 en vertu de gj = 0 et par conséquent D0σD0σ =(d00σd00σ)� = 0 aussi.

La relation (5.6) s’écrit donc�
d0P(σ,Θt , . . . ,Θt) = tP(D0σ,Θt , . . . ,Θt)
d00P(σ,Θt , . . . ,Θt) = tP(d00σ,Θt , . . . ,Θt)

et fournit (d0 � d00)P(σ,Θt , . . . ,Θt) = tP(Γ,Θt , . . . ,Θt).
Comme d(d0 � d00) = �2d0d00 et P(σ,Θ0, . . . ,Θ0) est fermée, on a bien la formule an-

noncée.

Pour exploiter cette formule dans le cas des classes de Chern, on utilise les notations

suivantes (cf. [Fl]et [BC2]) : Hom(E , E) = E 
 E� s’injecte dans l’algèbre extérieureV(E � E�)
et la forme de Chern totale deΘ s’écrit alors c(Θ) = (I + eΘ)r en identifiantVr

E 
Vr
E� avecC à l’aide de I r et en notant par ailleurs � la multiplication par i

2π . Ainsi ck(Θ) = �
r
k

�
I r�k eΘk

puis ck(σ,Θt , . . . ,Θt) = �
r
k

�
σ̃I r�k eΘk�1

t et
rP

k=1 kck(σ,Θt , . . . ,Θt) = rσ̃(I + eΘt)r�1 de sorte que
c(Θ)� c(Θ0) = �ddcϕ avec

ϕ = rσ

Z 1

0

�(I + eΘt)r�1 � (I + eΘ0)r�1	dt
t
.

c. Cas d’un sous-fibré de rang 1.

SupposonsS de rang 1 et soit v une section holomorphe locale de S, v� 2 E� l’adjoint, de
sorte que σ = vv�jvj2 . On noteα = DvDv�jvj2 et on va exprimer, en utilisant (5.7) et (5.8), les quantités

σDΓ et σΓ2 à l’aide de σα. On a d’abord

D0σ = (D0v)v�jvj2 + vD0v�jvj2 + vv�d0 1jvj2= (Dv)v�jvj2 + vv�d0 1jvj2
car d00v = 0 et D0v� = (d00v)� = 0;

d00σ = vd00v�jvj2 + vv�d00 1jvj2= vDv�jvj2 + vv�d00 1jvj2 .
Ensuite

D0d00σ = α+ termes contenant v ou v�,
d00D0σ = �α + termes contenant v ou v�,
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et considérant les produits avec σ on obtient σDΓ = �2σα.
Demême, d00σD0σ est une somme de termes contenant tous v ou v� et

D0σd00σ = α+ termes contentant v ou v�
de sorte que σΓ2 = �σα.

Tout ceci permet finalement d’écrire, j étant un entier,

σΘj
t = σ

�
Θ + 2(1� t)α� (1� t)2α�j = σ

�
Θ + (1� t2)α�j

puis

ϕ = rσ

Z 1

0

��
I + eΘ + (1� t2)α̃�r�1 � (I + eΘ + α̃)r�1	dt

t= r

2
σ

Z 1

0

��
I + eΘ + (1� t)α̃�r�1 � (I + eΘ + α̃)r�1	dt

t
.

Écrivant�
I + eΘ + (1� t)α̃�r�1 � (I + eΘ + α̃)r�1 = �tα̃ r�1X

j=1 �I + eΘ + (1� t)α̃�j�1(I + eΘ + α̃)r�j�1
et intégrant il vient

ϕ = r

2
σ

r�1X
j=1 1j �(I + eΘ)j � (I + eΘ + α̃)j	(I + eΘ + α̃)r�j�1= r

2
σ

r�1X
j=1 1j (I + eΘ)j(I + eΘ + α̃)r�j�1 � r

2

� r�1X
j=1 1j �σ(I + eΘ + α̃)r�1 .

Pour j compris entre 0 et r�1, les formesσI j(I + eΘ+ α̃)r�j�1 = σI j(I+ eΘ0)r�j�1 sont fermées
d’après (5.6) et on peut donc prendre(5.9) ϕ = r

2

r�1X
j=1 1j σ�(I + eΘ)j � I j

	(I + eΘ + α̃)r�j�1.
Le fait d’avoir retranché I j dans le crochet permettra d’assurer par la suite que les singularités

des composantes bihomogènes deϕ sont convenablement dominées.

d. Application.

Tout ceci permet maintenant d’exprimer
�
ddc log jsj�rjXrZ en considérant au-dessus de

X r Z le sous-fibré en droites de E engendré par s et la suite exacte 0 ! C s ! E ! Q ! 0

avec Q = E/C s. On a alors c(Θ0) = c(ΘCs)c(ΘQ) puis, avec ϕ donnée par (5.9), c(Θ) �
c(ΘCs)c(ΘQ) = �ddcϕ qui s’écrit aussi c(ΘQ) = c(ΘCs)�1c(Θ) + ddc

�
c(ΘCs)�1ϕ�. On ex-

prime alors le fait que cr(Θ) = 0. Comme c(ΘCs) = 1 � ddc log jsj et donc c(ΘCs)�1 =P
k�0 �ddc log jsj�k il vient dans X r Z

0 = rX
k=0 �ddc log jsj�k ^ cr�k(Θ) + ddcψ
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avecψ = r�1P
k=0 �ddc log jsj�k ^ϕr�k�1 etϕr�k�1 la composante de bidegré (r�k�1, r�k�1) de

ϕ.

Or ϕ est une combinaison linéaire des σI j�ℓeΘℓI r�j�1�ℓ0�ℓ00 eΘℓ0α̃ℓ00 avec ℓ � 1 dont

le degré est 2(ℓ + ℓ0 + ℓ00) et dont la singularité est dominée par 1jsj2ℓ00 . Ainsi la singularité de
ϕr�k�1 est dominée par 1jsj2(r�k�2) et donc celle deψ l’est par 1jsj2(r�2) . On peut alors écrire dansX��ddc log jsj�rjXrZ = cr(Θ) + r�1X

k=1 �ddc log jsj�k ^ cr�k(Θ) + ddcψ.

Puis, comme �
ddc log jsj�k = ddc

n 1

2(k � 1)�ddc jsj22jsj2 �k�1o
pour k � 2, on a ��ddc log jsj�rjXrZ = cr (Θ) + ddcψ0
avec

ψ
0 = (log jsj)cr�1(Θ) + r�1X

k=2 1

2(k � 1)�ddc jsj22jsj2 �k�1 ^ cr�k(Θ) + ψ ,

qui est à coefficients dominés par 1jsj2(r�2) .
En combinant avec (5.2) on obtient la conclusion suivante :

(5.10) P. — Il existe une forme différentielle ψ0 à coefficients dominés par
1jsj2(r�2) telle que [Z ] = cr(Θ) + �ddc log jsj�r + ddcψ0.

Signalons qu’un calcul explicite des formes d’Euler-Green est aussi effectué dans [BGS]

et que les formes de Green pour des sous-ensembles analytiques quelconques sont étudiées

dans [So].
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Chapitre 3IMAGE INVERSE D'UN COURANT POSITIF FERMÉ PAR UNEAPPLICATION ANALYTIQUE SURJECTIVE
1. Cas d’un courant de bidegré (1; 1)

Soit f : X ! Y une application holomorphe surjective entre variétés complexes

connexes de dimensions respectives dimX = n et dim Y = m. Pour T un courant positif

fermé dans Y de bidegré (1, 1) on définit l’image inverse f �T de la façon suivante.
SoitΩ un ouvert de Y sur lequel TjΩ = i∂∂u avec u une fonction plurisousharmonique

dansΩ. L’application f étant de ranggénérique égal àm, la fonctionplurisousharmoniqueu � f
est, sur toute composante connexe de f �1(Ω), non identique à�1 et on définit (f �T)jf�1(Ω) =
i∂∂(u � f ). Si Ω0 est un autre ouvert de Y sur lequel on a une écriture analogue TjΩ0 = i∂∂u0,
la fonctionu � u0 est pluriharmonique surΩ \ Ω0 et il en est de même pour u � f � u0 � f sur
f�1(Ω) \ f �1(Ω0) de sorte que la définition précédente est indépendante du choix de l’ouvert
Ω et du potentiel u.

(1.1) P. — Le courant f �T est positif fermé et appartient à la classe de co-
homologie f �fTg.

Démonstration. — On peut écrire T = θ+ i∂∂u avec θ une forme C1 de bidegré (1, 1)
et u une fonctionpresque plurisousharmoniquedans Y . En effet, soit (Ωα) un recouvrement de
Y par des ouverts biholomorphes à une boule et (λα) une partition C1 de l’unité associée. On

écrit TjΩα
= i∂∂uα pour chaqueα et on considère u = P

α

λαuα. Alors, pour α0 fixé, uα0 � uα

est pluriharmonique surΩα0 \Ωα et donc uα0 � ujΩα0
=P

α

λα(uα0 � uα)jΩα0\Ωα
est C1 dans

Ωα0 de sorte que T � i∂∂u l’est aussi.

On a alors f �T = f �θ+ i∂∂(u � f ) .
(1.2) P. — Pour toute suite de courantspositifs fermés Tj convergeant fai-

blement dans Y vers T , la suite des images inverses f �Tj converge faiblement dans X vers f �T .
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Démonstration. — En raisonnant localement, on est amené à considérer le cas d’une

application f : U ! V de rang génériquem entre des ouvertsU � C n et V � Cm . Soit alors
χ une fonction C1 à support compact dans V vérifiant 0 � χ � 1 et χ � 1 sur un ouvert

Ω � V . On note v le potentiel local associé à T , défini par v = (χσT) � N avec σT la mesure

T ^ (i∂∂jzj2)m�1 etN (z) = � cmjzj2m�2 , cm = 1(m�1)(2π)m , le noyau de Newton dans Cm .
Alors la suite des potentiels vj associés aux Tj converge vers v pour la topologie L1loc. En

effet, vj tend vers v faiblement et il résulte du lemme suivant que l’ensemble des vj est relative-

ment compact pour la topologie L1loc :

(1.3) L. — Pour tout noyau N localement intégrable dans Rk, l’ensemble des
fonctions µ � N avec µ une mesure positive à support compact dans Rk de masse totale in-
férieure à une constante donnée est relativement compact pour la topologie L1loc.

Enparticuliervj converge vers v presque partout.L’application f étant de rang générique

égal àm, la suite vj � f converge vers v � f presque partout dansU .
Par ailleurs, les fonction vj étant sous-harmoniques négatives, l’inégalité de moyenne

implique, r étant fixé, l’existence d’une constanteC>0 telle que, pour tout z, vj(z)�C RB(z,r) vjdλ
en désignant par dλ la mesure de Lebesgue dans Cm . On en déduit pour z 2 B(z0, r/2) l’inéga-
lité vj(z)�C RB(z0 ,r/2) vjdλ qui entraîne, comme lim RB(z0 ,r/2) vjdλ� RB(z0 ,r/2) v dλ, que les vj sont
localement uniformément majorées.

Écrivonsmaintenant TjjΩ = i∂∂vjjΩ + γj avec des γj 2 C11,1(Ω) qui s’obtiennent à partir
des Tj par convolution à l’aide d’un même noyau C1 . Ces formes γj convergent dans C11,1(Ω)
vers γ = (T � i∂∂v)jΩ. Sur une boule B(z, r) � Ω écrivons γj = i∂∂wj respectivement γ =
i∂∂w avec wj respectivement w de classe C1 obtenue en combinant l’opérateur d’homotopie

de Poincaréet le noyaude Bochner-Martinelli. Leswj convergent alors dans C1(B(z, r)) versw.
Le lemme suivant implique finalement la convergence L1loc dans f

�1(B(z, r)) de la suite(vj + wj) � f vers (v + w) � f .
(1.4) L. — Soitϕj une suite de fonctions sous-harmoniquesdéfinies dans un ou-

vert connexe de Rk, qui sont localement uniformément majorées. Alors ou bien ϕj ! �1
localement uniformément ou bien il existe une suite qui en est extraite et qui converge pour la

topologie L1loc.

Remarquons enfin que si Z est un diviseur de Y , on a f �[Z ] = �
f�1(Z)� où f �1(Z) dé-

signe le diviseur image inverse. Cette égalité s’obtient en appliquant localement la formule de

Poincaré-Lelong.
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2. Cas d’une application ouverte

a. Cas d’unmorphisme fini.

On considère une application surjective f : U ! V entre des ouverts U et V de Cm
qui est propre et finie. On note Σ le sous-ensemble analytique strict de U formé des points en

lesquels le rang de f est strictement inférieur àm et V0 l’image f (U r Σ) qui est un ouvert de V .
(2.1) P. — Pour tout courant positif fermé T dans V , l’image inverse

f �(TjV0 ) de T dansU r Σ est de masse finie localement près de Σ.

Démonstration. — Désignant par (p, p) la bidimension de T et parK un compactdeU ,
on a Z

KrΣ
f ��TjV0� ^ �i∂∂jzj2�p = Z

f (KrΣ) T ^ f�n(i∂∂jzj2)pjUrΣ

o
.

La formedifférentielle f�n(i∂∂jzj2)pjUrΣ

o
qui est de classe C1 dans V0 estmajorée par la restric-

tion à V0 du courant f��(i∂∂jzj2)p� lui-même majoré par (i∂∂ϕ)p avecϕ = f�(jzj2) qui est une
fonction plurisousharmonique continue dans V . L’opérateur de Monge-Ampère T ^ (i∂∂ϕ)p
est bien défini dans V d’après [BT] et l’intégrale du second membre est majorée par

R
f (K ) T ^(i∂∂ϕ)p .

Pour prolonger f ��TjV0� à travers Σ on va utiliser un potentiel local associé à T . Soit χ
une fonction positive C1 à support compact dans V telle que χ � 1 sur un ouvertΩ �� V . On

définit dans Cm une forme différentielle S de bidegré (m� p � 1,m� p� 1) par
S(z) = �cm ZCm(χT)(x) ^ (i∂∂jz � xj2)m�1jz � xj2m�2

le ∂∂ étant calculé par rapportà (z, x).
Cette forme est négative, à coefficients L1loc et γ = (T � i∂∂S)jΩ est C1 .
Pour ε > 0, on note

Sε(z) = �cm ZCm(χT)(x) ^ (i∂∂jz � xj2)m�1(jz � xj2 + ε)m�1 .
Les Sε forment une famille croissante de formes C1 qui convergent vers S lorsque ε ! 0 et

vérifient :

(2.2) L. — Pour ϕ1, . . . , ϕq des fonctions plurisousharmoniques localement bor-

nées dans Ω, le produit S ^ i∂∂ϕ1 ^ � � � ^ i∂∂ϕq est bien défini dans Ω comme limite faible

lorsque ε! 0 des courantsSε^ i∂∂ϕ1^ � � �^ i∂∂ϕq (cf. [BMEM] pour l’étude de cet opérateur).
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Il en résulte que la forme différentielle f �S est à coefficients L1loc dans f �1(Ω). En effet,
avec les notations de (2.1), on a� Z

K

f �S ^ (i∂∂jzj2)p+1 = � Z
KrΣ

f �S ^ (i∂∂jzj2)p+1= � Z
f (KrΣ) S ^ f�n(i∂∂jzj2)p+1jUrΣ

o� � Z
f (K ) S ^ (i∂∂ϕ)p+1 .

On définit alors f �T à l’aide de la relation(2.3) (f �T)jf�1(Ω) = i∂∂
�(f �S)jf�1(Ω)	+ f �γ .

Considérons une autre fonction C1 positive à support compact dans V identique à 1 sur un

autre ouvertΩ0 �� V . Soit S0 le potentiel local associé à T construit à partir de cette fonctionet
γ0 = (T � i∂∂S0)jΩ0 qui est une forme C1. Alors la restriction de S � S0 àΩ \Ω0 est une forme
différentielle C1 dont le i∂∂ est (γ0�γ)jΩ\Ω0 de sorte que les courants i∂∂�(f �S)jf�1(Ω)	+ f �γ
et i∂∂

�(f �S0)jf�1(Ω0)	 + f �γ0 coïncident sur f �1(Ω) \ f �1(Ω0). La définition précédente est
donc indépendante du choix deΩ et de χ.

Vérifions que f �T est positif. On introduit pour cela les formes différentielles
Tε(z) = ZCm (χT)(x) ^ n i

2π
∂∂ log

�jz � xj2 + ε
�om

qui sont positives C1 et qui convergent faiblement vers χT . Il s’agit de vérifier que f �Tε tend fai-
blement dans f�1(Ω) vers f �T . Or, dansΩ, on peut écrire Tε = i∂∂Sε + γε avec γε qui converge

dans C1m�p,m�p(Ω) vers γ. Les formes f �γε convergent alors faiblement vers f �γ et le théorème
de convergencemonotone entraîne par ailleurs la convergence de f �Sε vers f �S pour la topolo-
gie L1loc.

(2.4) L. — Pour tout compactK deU on a l’inégalitéZ
K

f �T ^ (i∂∂jzj2)p � Z
f (K ) T ^ (i∂∂ϕ)p .

Démonstration. — Pour tout ouvertΩ �� V contenant f (K ) on aZ
K

f �T ^ (i∂∂jzj2)p � Z
f�1(Ω) f �T ^ (i∂∂jzj2)p � lim

Z
f�1(Ω) f �Tε ^ (i∂∂jzj2)p .

Or Z
f�1(Ω) f �Tε ^ (i∂∂jzj2)p = Z

Ω
Tε ^ f�(i∂∂jzj2)p � Z

Ω
Tε ^ (i∂∂ϕ)p

et, commeϕ est continue, les Tε ^ (i∂∂ϕ)p convergent faiblement vers T ^ (i∂∂ϕ)p doncZ
K

f �T ^ (i∂∂jzj2)p � Z
Ω
T ^ (i∂∂ϕ)p .

Faisant décroîtreΩ vers K , on obtient l’inégalité annoncée.

Enfin, il reste à montrer que la définition (2.3) est indépendante du choix des coor-

données. Pour cela, il faudrait vérifier que si (Tj) est une suite de courants positifs fermés qui
converge faiblement vers T , la suite des images inverses f �Tj converge faiblement vers f �T .
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b. Cas général.

Considéronsmaintenant f : X �! Y une application holomorphe surjective entre des

variétés complexes connexes de dimensions respectives dim X = n et dimY = m telle que

pour tout y 2 Y la dimension de la fibre f �1(y) est n �m. Soit Σ le sous-ensemble analytique
strict de X formé des points en lesquels le rang de f est strictement inférieur àm et Y0 l’image

f (X r Σ) qui est un ouvert de Y .
(2.5) P. — Pour tout courant positif fermé T dans Y , l’image inverse

f �(TjY0 ) est de masse finie localement près de Σ.

Démonstration. — L’hypothèse faite sur la dimension des fibres de f signifie que f est

ouverte. Il suffit de considérer le cas d’une application f : U �! V surjective et ouverte entre

des ouverts U � C n et V � Cm . On suppose alors 0 2 U et on considère un système de

coordonnées z = (z0, z00) dans C n = C n�m � Cm ayant la propriété suivante : il existe des

boules B0 � Cn�m et B00 � Cm centrées en 0 telles que pour tout z0 2 B0, la restriction
de f à z0 � B00 est propre, finie et surjective à valeurs dans un ouvert de Cm . L’image inverse
par fjz0�B00 de la restriction de T à cet ouvert est alors bien définie. On la note (f �T)jz0�B00 .
Le lemme (2.4) et l’inégalité de Chern-Levine-Nirenberg entraînent, pour K 0 � B0 et K 00 �
B00 des compacts, que la fonction R

K 00(f �T)jz0�B00 ^ (i∂∂jz00j2)p est majorée pour z0 2 K 0. La
convergence de l’intégrale

R
K 0(i∂∂jz0j2)n�m RK 00(f �T)jz0�B00 ^ (i∂∂jz00j2)p entraîne alors celle

de
R
K 0�K 00rΣ f

�(TjV0) ^ (i∂∂jz0j2)n�m ^ (i∂∂jz00j2)p .
Enfin la propriété vérifiée par le système de coordonnées (z0, z00) reste vraie après per-

turbation.On conclut en considérant suffisamment de systèmes de coordonnées (zα1 , . . . , zαn�m,
zαn�m+1, . . . , zαn ) ayant cette propriété et tels que les idzα1 ^ dz̄α1 ^ � � � ^ idzαn�m ^ dz̄αn�m respec-
tivement les

� P
n�m<j�n idzαj ^ dz̄αj �p engendrent toutes les formes de bidegré (n � m, n � m)

respectivement de bidegré (p, p).
On étend f �(TjV0 ) à U par un courant noté f �T vérifiant, u étant une fonction continue

à support compact dans B0 � B00, la relationZ
B0�B00 f �T ^ u(z0, z00)(i∂∂jz0j2)n�m ^ (i∂∂jz00j2)p= Z

B0 (i∂∂jz0j2)n�m ZB00 (f �T)jz0�B00 ^ u(z0, z00)(i∂∂jz00j2)p
pour chacun des systèmes de coordonnées précédents.

Mais il reste là aussi à vérifier que cette définition est indépendante des choix qui sont

faits.
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3. Cas d’un éclatement

Tous les éclatements ayant le même modèle local, il suffit de considérer le cas de l’écla-

tement du polydisque unitéDm � Cm = C k � Cm�k le long de Dk = Dk � 0.
Pour un point z 2 Cm on désigne par z0 et z00 ses projections sur C k et Cm�k . Soit X =�(z, [ξ]) 2 Dm � Pm�k�1, z00 et ξ colinéaires	, µ : X �! Dm la projection sur le premier

facteur,E = Dk�Pm�k�1 le diviseur exceptionnel etω la restrictionà X de i∂∂jzj2+ i∂∂ log jξj.
La restriction X r E

µ�! Dm r Dk est un biholomorphisme dont l’inverse est l’application

z �! (z, [z00]).
Pour T un courantpositif fermé de bidimension (p, p) dans Dm, la question est de savoir

si l’image inverse µ�(TjDmrDk ) est de masse finie au voisinage de tout point de E . Soit z00 2 Dk

et r > 0 tel que l’adhérence de Dz00 ,r = z00 + Dmr soit contenue dans D
m. Alors µ�1(Dz00 ,r) est

relativement compact dans X etZ
µ�1(Dz0

0
,r )rE µ�(TjDmrDk ) ^ωp = Z

Dz0
0
,rrDk T ^ µ�ωp

.

DansDmrDk on a µ�ω = i∂∂jzj2+ i∂∂ log jz00j. Par ailleurs on peut après translationsupposer
z00 = 0 de sorte qu’on est ramené à étudier la convergence de l’intégrale(�) Z

Dmr rDk T ^ �i∂∂jzj2 + i∂∂ log jz00j�p .
a. Cas où p = m� 1.
Le produit T ^ (i∂∂ log jz00j)j est alors bien défini d’après la théorie des opérateurs de

Monge-Ampère pour tout j � m� 1� k. D’autre part, pour j � m� k, on a (i∂∂ log jz00j)j = 0

si jz00j 6= 0. Il y a donc convergence.

b. Cas où T est le courant associé à un ensemble analytique irréductible A non contenu

dans Dk .

Le courantµ�(TjDmrDk) est alors la restrictionà X r E du courant d’intégration associé à
la transformée stricte µ�1(A r Dk) = µ�1(A) r E qui est un sous-ensemble analytique de X de
dimensionp. Ceci impliquedirectement la convergencede l’intégrale

R
µ�1(Dmr )rE µ�(TjDmrDk )^

ωp.

c. Exemple où l’intégrale (�) diverge dans le cas où k � p � m� 2.
On s’est inspiré d’un exemple d’opérateur de Monge-Ampère de masse infinie donné

dans [Kis2]. Pour 0 < a < 1 on considère la fonctionua(z) = (jz0j2 � 1)(� log jz00j)a.
Vérifions que ua est plurisousharmonique dans un voisinage de 0 (dépendant de a). On

écrit pour cela ua(z) = ga
�
log jz0j, log jz00j� avec ga(t1, t2) = (e2t1 � 1)(�t2)a . Pour t1 et t2
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négatifs, ga est croissantepar rapportà chaquevariable et pour vérifier qu’elle est convexe pour

t1 et t2 dans un voisinage de�1, considérons son hessien�
4e2t1(�t2)a �2ae2t1(�t2)a�1�2ae2t1(�t2)a�1 �a(1�a)(e2t1�1)(�t2)a�2� = e2t1(�t2)a�2� 4t22 2at2

2at2 a(1�a)(e�2t1�1)� .
La trace de la seconde matrice est 4t22 + 4at2 + a(1�a)(e�2t1�1) et son déterminant est
4a(1�a)(e�2t1�1)t22 � 4a2t22 = 4a

�(1�a)e�2t1�1�t22 . Ils sont bien tous deux strictement po-
sitifs pour t1 et t2 tendant vers�1.

Calculons le hessien de ua :

i∂∂ua = �i∂∂jz0j2��� log jz00j�a�i∂jz0j2 ^ ∂(� log jz00j)a + i∂jz0j2 ^ ∂�� log jz00j�a+�jz0j2�1�i∂∂�� log jz00j�a
avec

∂
�� log jz00j�a = �a�� log jz00j�a�1∂ log jz00j

et

i∂∂
�� log jz00j�a = �a�� log jz00j�a�1i∂∂ log jz00j�a(1�a)�� log jz00j�a�2i∂ log jz00j ^ ∂ log jz00j.
Considérons maintenant le courant T = (i∂∂ua)2 ^ �i∂∂ log jz00j�m�p�2 qui est bien

défini à l’aide de la théorie des opérateurs de Monge-Ampère puisque p � k. Soit r > 0 un

nombre réel assez petit. On aZ jz0j<r
0<jz00j<r T ^ �i∂∂jzj2 + i∂∂ log jz00j�p� � p

k � 1�Z jz0j<r
0<jz00j<r T ^ �i∂∂jz0j2�k�1 ^ �i∂∂ log jz00j�p�k+1.

La dernière intégrale qui s’écrit aussiZ jz0j<r
0<jz00j<r (i∂∂ua)2 ^ �i∂∂jz0j2�k�1 ^ (i∂∂ log jz00j�m�k�1

se calcule en développant (i∂∂ua)2. Les seuls termes du développement qui contribuent à l’in-
tégrale sont 2

�
i∂∂jz0j2��� log jz00j�a^�jz0j2�1�i∂∂�� log jz00j�a et�2i∂jz0j2^∂�� log jz00j�a^

i∂jz0j2 ^ ∂�� log jz00j�a. On trouve doncnZjz0j<r 2a(a � 1)�jz0j2 � 1��i∂∂jz0j2�k � 2a2i∂jz0j2 ^ ∂jz0j2 ^ �i∂∂jz0j2�k�1o�nZ
0<jz"j<r �� log jz00j�2a�2i∂ log jz00j ^ ∂ log jz00j ^ �i∂∂ log jz00j�m�k�1o.

L’intégrale du premier facteur est > 0 et celle du second qui est proportionnelle àZ
0<jz00j<r �� log jz00j�2a�2jz00j2(m�k) �

i∂∂jz00j2�m�k
est infinie si a � 1

2 .
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4. Nombres de Lelong d’une image inverse

Soit f : X ! Y une applicationholomorphe entre variétés complexes.

(4.1) P. — On désigne par Γ � X � Y le graphe de f et par pr1 et pr2 les

projectionsde X � Y respectivement sur X et Y .
i) Pour tout courantT dans X , le produit [Γ]^ pr�1 T est bien défini et lorsque fj supp T est

propre, on a f�T = pr2��[Γ]^ pr1�T�.
ii) Pour toute forme différentielle θ de classe C1 dans Y , on a f �θ = pr1��[Γ]^ pr2�θ�.
Démonstration.

i) On a Γ = g(X ) avec g : X ! X � Y définies par g(x) = (x, f (x)). Autrement dit[Γ] = g�1 ce qui permet d’écrire[Γ] ^ pr1�T = g�(g�pr1�T) = g�T .
Maintenant si fj supp T est propre, la restriction de pr2 à Γ \ (supp T � Y ) l’est aussi et on

peut donc calculer

pr2��[Γ]^ pr1�T� = pr2�g�T = f�T .
ii) Cette formule s’obtient par dualité à l’aide de celle de i).

Soit maintenant f : U ! V une application holomorphe entre des ouvertsU � C n et
V � Cm et T un courant positif fermé dans V .

(4.2) P. — Supposons qu’il existe une suite (θj) de formes différentiellesC1 positives fermées convergeant vers T telle que (f �θj) possède une limite notée f �T . Alors
i) le courant [Γ] ^ pr2�T est bien défini comme limite de la suite des [Γ] ^ pr2�θj et la

relation f �T = pr1��[Γ]^ pr2�T� est vérifiée.
ii) On a l’inégalité entre nombres de Lelong ν(f �T, x) � ν(T, f (x)) en tout point x deU .
Démonstration.

i) On a [Γ]^ pr2�θj = g�(g�pr2�θj) = g�f �θj qui converge vers g�f �T .
ii) L’application pr1jΓ : Γ ! U étant un biholomorphisme on a d’abord l’égalité

ν(f �T, x) = ν
�[Γ] ^ pr2�T, g(x)�. Ensuite on écrit [Γ] = (ddcu)m en notant u(z, y) la fonc-

tion log jf (z) � yj et on applique l’inégalité rappelée dans le x 3 du chapitre 0. On obtient
ν(f �T, x) � ν(u, g(x))mν(pr2�T, g(x)). Or ν(u, g(x)) = 1 et les nombres de Lelong sont conser-

vés par submersion (cf. chap. 2, x 2) donc ν�pr2�T, g(x)� = ν
�
T, f (x)�.
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Pour les courants de bidegré (1,1), l’inégalité ii) de (4.2) figure dans [Kis1] sous la forme

ν
�
u � f , x) � ν(u, f (x)� avec u une fonction plurisousharmonique.

Supposons f surjective, propre et finie etU connexe. f est un revêtement ramifié dont on

note s le degré. La relation f�(f �T) = (f�1)T = sT et les résultats de [De1] et [De4] entraînent

alors l’inégalité X
x2f�1(y)µp(f , x)ν(f �T, x) � sν(T, y)

où µp(f , x) = ν
�(ddc log jf � yj)p , x�. Cesmultiplicités sont en fait des entiers non nuls et on a

donc X
x2f�1(y) ν(f �T, x) � sν(T, y) .

Supposons maintenant f surjective et ouverte. Considérant un point x dans U et la

tranche de f �T sur un sous-espace affine générique de dimension m passant par x, on déduit

de l’inégalité précédente que ν(f �T, x) � µm(f , x)ν(T, f (x)).
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