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Introduction

Les chapitres 1 et 2 de cette thése traitent de la construction géométrique a l'aide
d’'images directes et inverses de potentiels presque plurisousharmoniques associés naturelle-
ment aux courants positifs fermés de 1'espace projectif. Le premier de ces potentiels intervient
dans I'étude de I'analogue pour les courants des coordonnées de Chow, le second sert a établir
des inégalités d’auto-intersection qui permettent de borner le degré des strates de multiplicité
constante d'un courant positif fermé.

Dans le chapitre 3, le probléme de la définition de I'image inverse d'un courant positif
fermé quelconque par une applicationanalytique surjective est étudié et réduit a des problémes
d’intersection de courants.

Je voudrais exprimer ma gratitude a Jean-Pierre Demailly qui m’a proposé I'étude de ces
questions et dont les remarques et les conseils ont aidé a I'élaboration de ce travail. Mes remer-
ciements s’adressent aussi a Arlette Guttin-Lombard pour le soin et la diligence avec lesquels
elle a effectué la saisie du manuscrit.

1. Coordonnées de Chow et géométrie intégrale

On étudie ici la transformation intégrale qui permet d’étendre aux courants positifs fer-
més la définition des coordonnées de Chow des cycles effectifs d'une variété projective. Pour la
définir, on considere la famille des cycles de dimension g — 1 qui sont des ensembles-bases de
systémes linéaires d'un diviseur trés ample donné et la projection sur 'espace des parametres
du graphe qui lui est associé. La transformée de Chow d'un courant quelconque de bidegré
(g, q) est alors le courant de bidegré (1, 1) obtenu par intégration le long des fibres de cette fi-
bration.

Pour les courants fermés d’ordre 0, on donne une autre facon de calculer cette transfor-
mée qui consiste, sachant que le degré est conservé, a exprimer d’abord son potentiel : pour un
tel courant T défini dans une variété projective X, ce dernier est a une constante pres égal a la
fonction qui a un cycle Y obtenu comme précédemment associe la masse | xwy T ANyyoluyy
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est une forme de Green explicite de Y. Dans le cas ou T est le courant associé a un cycle effectif
Z, onretrouve en fait la fonction log ||fz|| avec f7 désignant une forme de Chow de Z.

On vérifie ensuite I'injectivité de la transformation de Chow. Apres s’étre ramené au cas
de 'espace projectif en plongeant la variété, la démonstration repose sur une formule d’'inver-
sion due a Helgason pour la transformation de Radon des fonctions. Cette formule donne direc-
tement l'injectivité de la transformation de Chow dans le cas des courants de dimension 0. Pour
les courants de bidegré (g, g) quelconque qui sont localement plats, il suffit alors de la com-
biner avec un tranchage. Dans le cas général, on la combine avec des calculs en coordonnées
effectués pour les formes C*° dans [GGG] et qui s’étendent directement aux courants.

2. Potentiel de Lelong-Skoda et théorie de l'intersection

Dans cette partie, notre but est de démontrer des inégalités d’auto-intersection pour les
courants positifs fermés définis sur une variété projective. On se rameéne au cas de |'espace pro-
jectif par un argument de plongement et on utilise alors un potentiel qu’on peut calculer expli-
citement de plusieurs fagons.

Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) défini dans une variété complexe
X de dimension 7 et, pour ¢ > 0, E, le sous-ensemble analytique formé des points en lesquels
le nombre de Lelong de T est supérieur ou égal a c. On suppose X compacte et munie d'une
métrique kdhlérienne w et on s’intéresse a une majoration du degré par rapporta w des com-
posantes irréductibles de dimension g donnée apparaissant dans les E; en termes de la classe
de cohomologie de T.

On rappelle le résultat obtenu par Demailly (cf. [De3]). Soit0 = b, < --- < b_, la suite
des valeurs de saut de dimension des E.. Autrement dit b; = inf{c > 0, dim E; < q} avec en
particulier b_; = max v(T, x) et pour ¢ €]bg, by—1] la dimension de E est g. Soit (Z;)x>1 la
famille au plus dénombrable des composantes irréductibles de dimension g des E. pour ¢ €
1bg bg—1]l etvgr = xlélglk v(T, x) €]bg bg—1] le nombre de Lelong générique de T le long de Z«.

Lorsque p = n — 1 c’est-a-dire T de bidegré (1, 1), 'inégalité suivante est vérifiée
(1) D (vak—bama) - (Var — b){ZgiH{w} T < ({T} + b {u})
k>1
({1 + b{ub){w}?

olt {u} est une classe de cohomologie dans X semi-positive (i.e. dans I'adhérence du cone de
Kahler) telle que ¢; (Orx(1)) + mx{u} soit semi-positive, Orx (1) désignant le fibré en droites
tautologique associé au fibré tangent TX au-dessus du fibré des hyperplans P(T* X) et mx :
P(T*X) — X la projection. La démonstration utilise le résultat de régularisation suivant, qui
est vrai d’ailleurs avec une métrique hermitienne w quelconque (cf. [De3] et [De5]).
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On suppose O7x(1) muni d'une métrique hermitienne dont la forme de courbure vérifie
s-0(Or1x(1)) +myu > 0 pour une certaine forme C* positive u dans X de bidegré (1, 1). Soit T
un courant fermé de bidegré (1, 1) vérifiant T > y pour une certaine forme réelle continue y et 6
une forme réelle C*> fermée dans la méme classe de dd®-cohomologieque Ti.e. T = 6 4+ dd°U
avec U une fonction presque plurisousharmonique. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe une suite de
courants fermés (T;¢)¢>1 qui converge faiblement vers T et vérifie

() Tee = 6+ dd°Uge ot (Uge) £>1 est une suite décroissante de fonctions presque plu-
risousharmoniques C* dans X ~. E qui converge vers U.

(i) T.e > y — min(Ag c)u — Sew oll (Ag)e>1 est une suite décroissante de fonctions
continues telle que Az (x) — v(T, x) pour tout x € X et (¢)¢>1 est une suite décroissante de
constantes positives qui converge vers 0.

(iii) v(Tge x) = (v(T, x) — ¢)4 pourtoutx € X.

Lidée pour en déduire I'inégalité d’intersection est de considérer pour des valeurs ¢; —
b;r,jvariant de n—2agq,leproduit TA (Te,_, ¢ + ca—ot+ Sew) A+ -A(Tee + Cqi+ Sew) qui
est bien défini a I'aide de la théorie des opérateurs de Monge-Ampere puisque les singularités
de Tee + cju+ S¢w sont contenues dans un sous-ensemble analytique de dimension j.

Lorsque X estl'espace projectif I, on peut prendre u = 0 et I'inégalité (1) s’écrit simple-
ment

Z(Vq,k — bu_1) -+ (Vak — bg)8(Zgx) < 8(T)"1
k>1

en désignant par &(- ) les degrés relativement a w la métrique de Fubini-Study.

Un de nos objectifs est d’établir I'inégalité analogue pour un courant positif fermé T de
bidimension (p, p) quelconque dans P,

2) D (Vi = bp) -+ (Vai = b)(Zgy) < 3(1)7*10

k>1
Lidée est de considérer un courant positif fermé 77 de bidegré (1, 1) dans P, qui possede le
méme degré que T et le méme nombre de Lelong en tout point et d'utiliser de la méme fagon
I'opérateur de Monge-Ampere T A (Tiq,_,e + Sew) A -+ A (Tic,e + Sew).

Ensuite, lorsque T est défini dans une variété projective X et w est une métrique kih-
lérienne dans X définissant une classe de cohomologie entiére, un plongement dans un es-
pace projectif effectué grace au théoreme de Matsusaka (cf. [KM]) implique !'existence d'une
constante C ne dépendant que de n, {w}" et {w}"~! - ¢;(X) telle que

®) Z(V’%k —by) - (Vgr — bg)6(Zgx) < cs(T)P+=1,
k>1

Pour définir T on peut utiliser comme Lelong et Skoda (cf. [Le2] et [Sk1]) un potentiel.
Soit rr : C"*1 — {0} — P, l'application canonique, on considére dans C"*! le courant positif
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fermé

@ ar (=i [ A e
(1)) A (dlaf) ).

11 est invariant par homothéties et donc provient d'un courant défini dans IP,, qui a les mémes
nombres de Lelong que T et comme le montre un calcul facile le méme degré que T.

Demailly en a remarqué une construction géométrique. On projette T orthogonalement
sur un sous-espace projectif de dimension p + 1 puis on considere 'image inverse. Sauf pour
un ensemble négligeable dans la grassmannienne G(p + 2, C"*') des sous-espaces projectifs
de dimension p + 1 son degré est le méme que celui de T mais I'évaluation de ses nombres
de Lelong n'est pas aisée. On définit 7; comme la moyenne relativement a G(p + 2, C"*!) de
ce courant. Remontant a2 C"*! on voit que 7* T; est de la méme fagon la moyenne de I'image
inverse de la projection orthogonale de T sur un sous-espace vectoriel de dimension p + 2.
Son nombre de Lelong en un point z, s’'obtient donc comme la limite lorsque ¢ tend vers 0 de
lintégrale ... (" T)(2 + 2) A ¢1(2/€) avec ¢, une forme de bidegré (p + 1, p+ 1) quiest la

moyenne de 'image réciproque de la projection orthogonale de (ddc log |z|) . Cette forme

n
[B(0.1)
est invariante par le groupe unitaire et s'écrit simplement f (|z|) (dd® log |2|)”*" avec f(0) = 1
et f(co) = 0. Un passage a la limite permet alors de conclure a la conservation du nombre de
Lelong.

Ensuite, on a cherché a exprimer le potentiel de T; en fonction de T en des termes intrin-
seques a l'espace projectif. Un simple calcul d'image directe a partir de la formule (4) permet
d’y arriver. Mais si on raisonne géométriquement en restant dans IP,,, on voit que T s’obtient a
partir de T a I'aide d'un noyau K qui est la moyenne relativement 2 G(p + 2,C"!) de I'image
réciproque dans P, x P, du courant d’intégration sur la diagonale associée a un sous-espace
projectif de dimension p + 1. Il se pose alors la question d’exprimer une forme de Green de ce
sous-ensemble.

On peut s’y prendre de la fagon suivante. Soit 8 : C* x CPT2 ~ {0} x CPT2\ {0} — CP*2
définie par B(1, z, x) = tz+x et o la projection sur les deux derniers facteurs. Limage réciproque

dans CP*2 < {0} x CP*? \ {0} du courantd’intégration sur la diagonale Ade P 41 x [Pp4 est

2 . y .
alors égale a . f* 69 = o, (ddc log|tz+ x|) i . On peut ensuite I'exprimer comme somme de la

p+1 . .

forme 3" (dd®log|z])’ A (dd®log|x|)""" ™ quireprésentela classe de cohomologie de A dans
j=0

P p41 % P py1 et d'un terme qui est le dd® d'une forme singuliere le long de A se calculant al'aide

|znx|
EIE

de la quantité

On a en fait procédé autrement en interprétant A comme le lieu des zéros de la section
du fibré vectoriel pr,;*O(1) @ pr,*(CP+2/O(—1)) au-dessus de P41 x P11 qui associe z* @
(zmod Cx) a ([z], [x]).

De facon générale, étant donnés E un fibré vectoriel hermitien de rang r au-dessus d'une
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variété complexe X et Z une sous-variété lisse de X définie comme 'ensemble des zéros d'une

section s de FE transverse a la section nulle, on explicite une forme différentielle ¢/ a coefficients
1

dominés par FEC]

telle que
[Z] = ¢/(©) + (dd“log|s|)" + dd‘y/

O désignant la forme de courbure de E et c¢(O) sa forme de Chern de degré maximum. Pour

cela il suffit de remarquer la formule de King (cf. [Kin])

[Z] = (da‘log|s|)" — (dd‘log|s|)

r
|X~Z

puis d’exprimer (ddc log |s|) en suivant une méthode due a Bott-Chern (cf. [BC1]).

r
|X~Z

Revenant a I'expression de [A], on trouve donc que dans P41 X Py
p+
* j * 1—j +1
A=Y pr, (w{m) A pr, (wfgw f) + (dd®log|s))”™ + da°y/
j=0

A N . P = . .
avec |s| = % et @' une forme a coefficients O (ISI‘%) Pour expliciter K, il ne reste main-
tenant plus qu’a calculer la moyenne de I'image réciproque dans P, x [P, des différents termes

figurant au second membre !

3. Image inverse d'un courant positif fermé par
une application analytique surjective

Dans cette partie, on s'intéresse au probléme de définir I'image inverse d’'un courant po-
sitif fermé quelconque par une application analytique surjective. Pour les courants de bidegré
(1,1) on a une bonne théorie en passant par les fonctions plurisousharmoniques. Dans le cas
d’un bidegré quelconque, on remarque qu’il suffit d’apres le théoréme de platification de consi-
dérer uniquement le cas d’'une application ouverte (c’est-a-dire a fibres équi-dimensionnelles)
et celui d'un éclatement.

Dans le cas d'une application ouverte on montre que 'image inverse existe toujours. On
se rameéne par un tranchage au cas d'un morphisme fini et on définit alors I'image inverse en
utilisant un potentiel local. Dans le cas d'un éclatement on montre qu’on ne peut pas en général
définir d'image inverse : on donne, en toute codimension supérieure ou égale a 2, un exemple de
courant dont I'image inverse dans le complémentaire du diviseur exceptionnel est localement
de masse infinie au voisinage de celui-ci. La construction repose sur un exemple di a Kiselman
(cf. [Kis2]) d'une fonction plurisousharmonique dont la masse de Monge-Ampere est infinie
localement au voisinage du lieu des péles.

Enfin on vérifie que lorsque I'image inverse f* T d’'un courant positif fermé T par une
application f quelconque existe, elle vérifie en un point x la minoration du nombre de Lelong
v(f*T,x) > v(T,f(x)). Dans le cas d'une application ouverte, on a aussi une majoration de
v(f* T, x) parle produitde v(T, f(x)) et d'une multiplicité convenable attachéea f au point x.
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Chapitre O

RAPPELS SUR LES COURANTS POSITIFS

1. Courant d’intégration sur un ensemble analytique

On rappelle d’abord la définition de la positivité introduite dans [Le 1]. Un courant T de
bidimension (p, p) défini dans une variété complexe X est dit (faiblement) positif si pour tout
choixde (1, 0)-formes «j, ..., &, de classe C* dans X, la distribution TAici AG 1A+ - Al A&y
est positive. Alors, dans toute carte, les coefficients Tj; de T sont des mesures complexes et, a
des constantes pres, sont dominés par la mesure trace » | Tj; qui est positive.

T

Onvoitfacilement quuncourantT = i >  Tidz; Adz, n = dim X, de bidegré (1, 1)
1<jk<n
est positif si et seulement si la distribution >~ A;A; Tj; est positive pour tout choix de nombres

complexes Ay, ..., A,. Ainsi, si u est une fonction plurisousharmonique qui n’est pas identique-
ment —oo, le courant i9d u est positif. Réciproquement, tout courant positif fermé de bidegré
(1, 1) s’écrit sous cette forme localement (en fait sur tout ouvert Q C X tel que H,(Q,R) = 0).

Lexemple géométrique fondamental de courant positif fermé est le courant [Z] associé
a un sous-ensemble analytique Z de X de dimension pure p, obtenu par intégration sur I'en-
semble de ses point réguliers :

(2], &) :/Z «, o € DPP(X).

Ce courant est bien défini car Z., est de masse finie au voisinage d'un point singulier de Z
comme on peut le voir a I'aide du théoréme de paramétrisation locale des ensembles analy-
tiques. 1l est clairement positif et le fait qu’il soit fermé a été vérifié initialement dans [Lel].

C’est aussi une conséquence du théoréme de prolongement de Skoda-El Mir (cf. [Sk2],
[EM], [Sib]): I'extension triviale d'un courant positif fermé défini hors d’'un sous-ensemble fermé
pluripolaire complet E C X et localement de masse finie prés de E est encore fermée. Rappe-
lons qu'un sous-ensemble de X est dit pluripolaire complet s’il est donné localement comme
I'ensemble des podles d'une fonction plurisousharmonique. En particulier, un sous-ensemble
analytique est pluripolaire complet. Le fait que [Z] soit fermé s’obtient alors en appliquant le
résultat cité au courant [ Z,] défini dans X \ Zng.
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Enfin dans le cas particulier du diviseur des zéros Zy d'une fonction holomorphe f défi-
nie dans X, on a larelation de Poincaré-Lelong

i -
Z] = ;aa log |f]-

2. Nombres de Lelong

Onrappelle d’abord I'existence de nombres-densité pour les courants positifs fermés (cf.
[Lel]). Soit T'un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans un ouvert Q de C*. On désigne
par

1 i=
or=TA —B" avec B = -00|7|

p! 2
or(B(xr))

P r?P /p!
B(x, r) CC Q par l'aire de I'intersection de cette boule avec un sous-espace affine de dimen-

la mesure trace de T et par v(T,x, 1) = le quotient de 'aire de T dans une boule

sion p passant par x. On peut alors montrer que pour0 < r’ < r

V(Lx,r)—v(Tx 1) = / T(z) A <£a5log|z— x|)p.

r'<|z—x|<r
Cette relation implique la croissance par rapport a r de v(T, x, r) et donc l'existence de
lin}) v(T, x, r) appelée nombre de Lelong de T en x et notée v(T, x).

r—

Par exemple, lorsque u est une fonction plurisousharmonique,
v(£a5u, x) = sup{y > 0, u(z) < ylog|z— x| + O(1) en x}
et donc faisant u = log |f| avec f holomorphe, on obtient
v([Zs), x) = max{k € N, D*f(x) = 0si|u| < k}
qui n’est autre que 'ordre de f en x.

Plus généralement, le nombre de Lelong en un de ses points x du courant d’'intégration
associé a un sous-ensemble analytique Z coincide avec la multiplicité de Z en x qui est définie
comme le degré du revétement ramifié obtenu en projetant un voisinage de x dans Z sur un
sous-espace affine générique passant par x (cf. [Th]).

Par ailleurs, les nombres de Lelong sont invariants par biholomorphisme (cf. [Siul]) ce
qui permet de les définir pour les courants positifs fermés donnés sur des variétés.

Le résultat fondamental concernant les nombres de Lelong est le théoréme de Siu (cf.
[Siul]) affirmant la semi-continuité supérieure des nombres de Lelong pour la topologie de Za-
riski analytique. En d’autres termes, pour T un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur
une variété complexe X, les ensembles de sur-niveau E.(T) = {x € X, v(Tx) > c} avec
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¢ > 0 sont analytiques dans X. La démonstration utilise de fagon cruciale les estimations >
pourl'opérateur 9, précisément le théoréme de Hérmander-Bombieri-Skoda.

Signalons que Demailly a donné pour les résultats énoncés précédemment des démons-
trations notablement simplifiées grace a I'introduction de nombres de Lelong associés a des
poids plurisousharmoniques quelconques (cf. [De2]).

Rappelons enfin la formule de décomposition de Siu (cf. [Siul]) : tout courant positif
fermé T de bidimension (p, p) s'écrit T = >~ Ax[Z;] + R avec (Z;)i>1 la famille des compo-
k>1

santes irréductibles de dimension exactement p apparaissant dans les E(T), Ay = miZn v(T, x)
xXeZy

le nombre de Lelong générique de T sur Z et R un courant positif fermé tel que dim E;(R) < p
pour tout ¢ > 0.

3. Opérateurs de Monge-Ampere

On donne ici quelques résultats sur l'intersection des courants positifs fermés extraits de
[De4] (cf. également [FS]).

Par extension de la définition de I'opérateur de Monge-Ampere classique, qui a une fonc-
tion u de classe C? dans un ouvert de C" associe (i00u)", le terme opérateur de Monge-Ampére
désigne un produitde la forme T A iddu avec T un courant positif fermé et u une fonction plu-
risousharmonique définis sur une variété X. Un tel produit est bien défini (cf. [BT]) lorsque u
est localement bornée en posant T A i00u = i90(uT). En effet, T étant a coefficients mesure et
u borélienne localement bornée, le produit uT existe et on calcule ensuite son 30 au sens des
courants. On voit aisément en régularisant localement u que TAi00 u est encore positif. Les opé-
rateurs de Monge-Ampere ainsi définis vérifient le théoréme de convergence monotone: pour
toute suite décroissante de fonctions plurisousharmoniques uy qui converge vers u, la suite de
courants T A i0duy. converge faiblement vers T A id0 u.

Lorsque u n'est pas supposée bornée, les produits T A id9 u ne sont pas nécessairement
définis dans X. Par exemple, il existe des fonctions plurisousharmoniques u définies dans des
ouverts de C" telles que (i0du)" soit de masse infinie au voisinage des poles de u (cf. [Siu2]
ol figure une construction due a Shiffman et B.A. Taylor; [Kis2]). Cependant, on peut défi-
nir des opérateurs de Monge-Ampere pour certaines fonctions u ayant des poles de telle sorte
que le théoréme de convergence monotone soit encore vérifié. En fait, le courant T A id0 u est
alors défini comme la limite faible des T A i0duy avec ux = max(u, —k). Pour que cette li-
mite existe, on a besoin d'une hypothése sur la dimension des poles de u par rapport a la di-
mension de T. Précisément, supposons que T est de bidimension (p, p) et u localement bor-
née dans le complémentaire d'un ensemble analytique A vérifiant dimA < p, alors T A iddu
existe dans X. Donnons le principe de la démonstration. I suffit de considérer le cas ou1 X est
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un voisinage ouvert de 0 dans C". On se rameéne alors par un argument de tranchage au cas
ol1 A est fini: on choisit des coordonnées x = (x/,x”') dans C" = CP~! x C"=P*! telles que
pour x’ proche de 0, I'intersection A N x’ x C*~P*! est finie et on définit alors les tranches
(T A i00u)|yxcn-ptr = Tjyyn-pti A 100Uy cr-p+1. Supposons donc seulement X = B(0, R)
est une boule ouverte dans C" et A = {0}. Il s’agit de voir que T A i90u est de masse finie au
voisinage de 0. Pour cela, on utilise la convergence faible dans B(0, R) ~. {0} des T A i0d uy vers
T A iddu:pourr <R, ona

/ T ANidouABP~! < liml; avec I = / T A idoup ABP~L.
B(0,r)~{0} B(0,r)

La suite I est en fait stationnaire. En effet, si k > C = — inf u, la fonction u; coincide avec u
lz|=r

dans un voisinage du bord dans la boule B(0, r). Pour k, £ > C, la différence Iy — I, s’exprime
donc comme la masse sur B(0, r) du 99 d’un couranta support compact dans cette boule et est
bien nulle.

On prolonge alors T A id9u en 0 en posant
/ T Aiddu A « = lim lim T Aiddug A o
{0} =0 Jaon)

pour toute forme positive « de classe C*°.

Dans [De4] il est démontré plus généralement que le produit T A 99 u existe des que
I'intersection du support de T et de I'ensemble des points au voisinage desquels u n’est pas
bornée est de mesure de Hausdorff (2p — 1)-dimensionnelle nulle. En fait, il suffit que cette
intersection soit de mesure de Hausdorff 2p-dimensionnelle nulle (cf. [FS]).

Signalons aussi la minoration du nombre de Lelong v(T A £33, x) > v(T, x)v(u, x) en
un point x quelconque. La démonstration (cf. [De4]) utilise le calcul des nombres de Lelong a

V(T x) = /{x} T(z) A (%aﬂog |z — x|)p.

Rappelons enfin la notation d° = %m(a — 0) qui permet d’écrire de fagon condensée

I'aide de la formule

00 = dd°.

i
™
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Chapitre 1
COORDONNEES DE CHOW ET GEOMETRIE INTEGRALE

1. Rappels sur les coordonnées de Chow

On note P(V) I'espace projectif des droites d'un espace vectoriel complexe V de dimen-
sion N + 1, [x] le point de P(V) associé a un vecteur non nul x de V, G(q, V) la grassmannienne
des sous-espaces vectoriels de V de dimension goi1 1 < g < N, P(s) le sous-espace projectif
de P(V) associéa s € G(q, V).

(1.1) ProPosITION. — Pour Z sous-ensemble algébrique irréductible de P(V) de codi-
mension ¢, 'ensemble X des s € G(q, V) tels que Z N P(s) # () est une hypersurface algébrique
irréductible de G(q, V).

Démonstration. — Soit " la sous-variété de G(q, V) x P(V) formée des couples (s, [x])
vérifiants 5 xety : T — G(q V), @ : [ — P(V)lesrestrictionsal” des projections canoniques.
Alors X = y(p~'(Z2)).

(1.2) LEMME. — Soient A et B des espaces complexes, B étant irréductible, F : A — B
une application holomorphe propre surjective telle que pour tout b € B la fibre F~'(b) au-
dessus de b soit irréductible de dimension r. Alors A est irréductible et dim A = dim B + r.

On applique (1.2) a I'application ¢p~'(Z) -2+ Z. La fibre au-dessus de [x] est G(q —

1, V/Cx) x {[x]} qui est de dimension (g — 1)(N + 1 — g). On a donc ¢~ !(Z) irréductible de
dimension g¢(N + 1 — g) — 1.

(1.3) LEMME. — Soient A et B des espace complexes, A étant irréductible, F : A — B
une application holomorphe surjective. Alors B est irréductible et

dim B = max(dim A — dim F‘l(b)).
beB

On applique (1.3) a I'application p~!(Z) 4, 5. Soit W un sous-espace vectoriel de
V de dimension g + 1 tel que P(W) intersecte Z transversalement donc en d points dis-
tincts [x1],..., [xg] ot d désigne le degré de Z dans P(V). Si s est un sous-espace vectoriel
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de W de dimension g contenant une droite Cx;, la fibre au-dessus de s est finie et donc
dimZ = dim@~!(Z) = dim G(q, V) — 1. ]

(1.4) PrRoPOSITION. — Le fibré en droites O(X) au-dessus de G(q, V) associé au divi-
seur % est isomorphe a (det Q)?“ oi1 Q désigne le fibré quotient universel de rang N + 1 — q.

Démonstration. — Le groupe de Picard de G(g, V) étant engendré par det Q, O(ZX) est
isomorphe a (det Q)®“’ ot1 d’ est un entier > 1 et T est le diviseur des zéros d’une section
f € H°(G(q, V), (det Q)®d'). Soit W un sous-espace vectoriel de V de dimension g + 1 tel
que P(W) intersecte Z transversalement. Lensemble des s € X contenus dans W est réunion
de d hyperplans projectifs dans 'espace projectif P(W*) des s € G(g, V) contenus de}ns w.
) =
Opw+y(d') @ (det V/W)®?' On a donc bien d' = d. n

Mais c’est aussi le diviseur des zéros de fjp(w+) qui est de degré d’ puisque (det Q)

Lespace vectoriel H'(G(q, V), (det Q)?¢) s'identifie d’apreés le théoréme de Bott (cf. [Bo])
a 'espace vectoriel V% des fonctions polynomiales f(Z},..., ENq1-g) SUT V™ x - x V¥, ho-
mogenes de degré d en chaque &7 et vérifiant

FE & & Evgi_g) = F(EL - 8 Engi_g) POUrj<k.

Une forme de Chow (ou forme de Cayley) de Z est alors une section f € V%9 telle
que f~1(0) = X autrement dit une fonction polynomiale f € V%9 telle que & = {s €
G(q V), f(&],--., ENt1-4) = 0lorsque s est défini comme I'ensemble des zéros communs aux
E}‘ } Une forme de Chow d’un cycle effectif m; Z; + - - - + myZ, de codimension g et de degré d

estfi™ - f, € V%4 et son point de Chow est le point correspondant dans P(V44).

(1.5) ProposITION. — Pour X hypersurface algébrique irréductible de G(g, V) soit Z
I'ensemble des [x] € P(V) tels que p~'([x]) C w~1(Z). Alors

(i) Z est un sous-ensemble algébrique de P(V) de codimension supérieure ou égale a q.
(ii) SiZ estla forme de Chow d’'un sous-ensemble algébrique Z, Z = Z.

(iii) Réciproquement, sicodim Z = g, Z est irréductible et 2 est sa forme de Chow.

Démonstration.

(i) Les fibres de @ étant de dimension (g — 1)(N + 1 — g), Z s'interpréte comme étant
{[x] € P(V), dime~([x]) N ¢~ (Z) > (¢ — 1)(N + 1 — g)}. On voit qu'il est algébrique en
appliquanta y~1(2) %+ P(V) la propriété suivante:

(1.6) LEMME. — Soient A et B des espaces complexes, F : A — B une application ho-
lomorphe propre. Pour tout entier r, I'ensemble des b € B tels que dim F~'(b) > r est un
sous-ensemble analytique.
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Ensuite, si on avait codim Z < g touts € G(q, V) vérifierait P(s) N Z # § et donc
appartiendraita 2, ce qui est absurde.

(i) On a clairement Z C Z. D’autre part, pour [x] ¢ Z, I'ensemble des s € G(g, V)
contenant x et intersectant Z est seulement une hypersurface de ¢ ~'([x]) puisque c’est la forme
de Chow de I'image de Z par la projection P(V) ~ {[x]} = P(V/Cx) etdonc [x] € Z.

(i) On a toujours ¢(p~'(Z)) C Z. Lorsque codimZ = ¢, on note Z une compo-
sante irréductible de codimension g de Z. Alors S contient aussi la forme de Chow de Z. Etant
irréductible, elle lui est en fait égale. (ii) implique ensuite Z = Z et Z est bien irréductible. W

2. Extension aux courants

Elle se fait par la transformation qui a un courant T défini dans P(V) de bidegré (g, q)
associe le courant g, @* T défini dans G(q, V) et de bidegré (1, 1).

On munit V d’'un produit scalaire et on note w = ;-0(0(1)) et Q = ;-O(det Q) les
formes fondamentales des métriques induites sur P(V) et sur G(g, V).
(2.1) ProposITION. — Le volume de Q est Dyn = 74n! I1 N%]), avec ryn =

0<j<g—1
q(N + 1 — g) désignant la dimension de G(q, V).

Démonstration. — Vérifions d’abord I'égalité

(quYN) ( wq_l ) (qu_]YN_] ) (wN)
Y AN | —— | =¥ | ——— | "o’ | —
I‘q,N! (q — 1)! I‘q_l,N_ll N!

entre formes-volumes sur I". Ceci permettra de conclure par récurrence sur q.

Soit (e, ..., ex) une base orthonormée de V et s = vect(e;) j<4. Une carte de I" centrée en
(s, [eo]) est I'application qui aux zj; pour j < g < ketauxA; pourl < j < g associe le couple

formé par le sous-espace vect (ej + > zik ek) ~etladroite engendrée par le vecteur
a<k Jj<a

eo+Zz0kek+ Z Aj ej+szkek

q<k 1<j<q q<k
En ce point,
i
* _ . .
W Q= ZT Z dzjk/\dzjk
Jj<q<k
et

*

P w = > dzok Adzok+ Y dAj A dA;

q<k 1<j<q

i
21
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de sorte que les deux membres de I'égalité sont égaux a

i \diml
(2—) II dzix ndzn J] ar A da;
™ <k 1<j<q

Intégrant ensuite sur [ on a I'égalité entre

Q'an " wia! Dq,N 1
/ [V 1) ! !
G(q,V) TqN: (6]— 1). TqN: (6]— 1).

/ . (Q’q—lv’\’—l) wV'  Dy_yn-i1 1
P | —— | =
P(V) rq_l,N_ll N! rq_l,N_ll N!

et on est alorsramené au calcul de Dy y_ 441 qui vaut 1. [ |

et

(2.2) PROPOSITION. — On a l'identité
1
Y@ T AQNT! = —y, @* (NT) QN
I‘q,N

ou/\T désigne la contractionde T par w.

Démonstration. — Elle s'obtient en projetant I'identité
1
P TA Y QN = —@* (AT) A g*(Q#N).
I‘q,N
Pour établir cette derniére, il suffit, par continuité, de considérer le cas ot T est le courant as-
socié a une forme u de classe C*°. Dans la carte de P(V) qui aux Ag pour 1 < k < N associe

la droite engendrée par ey + Aje; + - - + Ayeyn, écrivons u = > ugydA; A dAj. Alors
l=l/I=q
Au=2mi(—1)7 > uprprdAp AdAp en|e) etles deux membres de I'égalité sont égaux
[|=1J! |=q—1
1<k<N

en (s [e]) a

q—1 ! ! !
(1) o (rgn — 1)! Z UgL,g= 1k} A Lg—1k) | AALA - NdAgy
q<k

N AN AT daie A dzie |
j<q<k

En particulier ¢.@* (w?) = Q. En effet ¢, @* (w9) est une forme sur G(g, V) invariante
par l'action du groupe unitaire donc est harmonique. Etant de bidegré (1, 1) elle est égale a AQ
ol A est un réel qu’on identifie a I'aide de (2.2).

(2.3) ProprosiTION. — Le degré de y.p*T cest-a-dire sa valeur sur
ﬁQ’%N‘I est le méme que celuide T.
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Démonstration. — 11 s'agit de vérifier que ﬁ(p* W* (QaN=1) = wN=9. 1l suffit de dire
que @, y*(Q"#V~!) est une forme sur P(V) invariante par'action du groupe unitaire de V donc
égale 2 Aw™V =9 ol1 A est un réel et ensuite on a I'égalité entre

/ W A @ p* (QeN~1) = A
P(V)
et
/ Y@ (W) A QN = Dgn . |
(a.V)

Avec les notations de (1.1) on a alors g, @*[Z] = [Z]. En effet g, @*[Z] est un courant
positif fermé de bidegré (1, 1) dont le support est contenu dans I'hypersurface irréductible >
donc il est proportionnel a [Z] et de plus il a le méme degré.

Remarquons que la relation précédente entraine qu'une fibre générique de I'application
p~(2) ¥4 5 est réduite 2 un point. En effet, puisque @*[Z] = [@~! (Z)], onaaussi g,.p*[Z] =
m[Z] en désignant par m le degré de cette application.

(2.4) LEMME. — Soit L un fibré en droites hermitien au-dessus d’une variété complexe
X et hy,..., hy des sections holomorphes de L dont les diviseurs des zéros définissent une inter-
section compléte Y. Alors [Y] = (-0 + dd°log|h|)" ennotanth = (hy,..., h,) € L9 et Oy,
la forme de courbure de L.

Démonstration. — Notant { un repere holomorphe de L, [Y] s'obtient localement
comme image réciproque par la submersion ( T T ) de la masse de Dirac a I'origine dans
C" qui nest autre que (dd“log|t|)’, t € C". |

On peut en particulier exprimer pour s € G(q, V) le courant d’intégration sur le sous-
espace projectif P(s). On obtient

1 N—qg+1
[P(s)] = (w + Eddc logps)
avec ps([x]) = W Développant a I'aide de la formule du bindme, il vient

N q+1
[P(s)] = ™™o 4 Z zk,::l ) (dd° logps)k+1 A wN=a=k,

N
Comme (dd¢ logps)**! = da° {_% (%) } pour k > 1, on peut ensuite écrire

[P(s)] = @™~ + dd°y,

1 N N2 () (ado\E L gk
— 1 —d—
avecys = 3(N — -+ L){logp)w™0 = 5 25 (452) naN=e

A cause de I'invariance de w par I'action du groupe unitaire, 'intégrale /, p(v) Vs A w7 ne
dépend pas de s. Ajoutant un multiple de w”™~7 a 'expression précédente de y;, on peut donc
supposer que cette intégrale est toujours égale a 1.
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(2.5) ProposiTION. — Si T est fermé d’ordre 0 la fonction U(s fp T Ays est
localement intégrable et vérifie, 5(T) désignant le degré de T,

Y. T = 8(T)Q + dd°U.

Démonstration. — On suppose d’abord que T est le courant associé a une forme u de
classe C* fermée et on écrit u = 6(u)w? + dd°v avec v de classe C*>°. Alors . @*u = §(u)Q +
ddy.p*vavec
wo i@ = [ onel= [ wne s [ e swet) ax,
P(V) P(V) P(V)
et puisque |, (V) w? A ys = 1 on abien la formule annoncée.
Soit maintenant T un courant d’ordre 0. On désigne par u = Q’fﬂ\’ I'unique mesure

sur G(g, V) invariante par I'action du groupe unitaire et de masse totale égale a 1. Alors l'inté-
grale |, G(qv) Ud qui est égale par la formule de Fubinia |, pv) TA ( I cGlav) ysdy(s)) est finie
puisque | Glav) ysdu(s) estun courantsur P(V) invariant par'action du groupe unitaire donc
proportionnel 2 w¥~9 et en fait égal. La relation annoncée s’obtient ensuite en régularisant T
a l'aide d’une suite (x;)icy d’approximations C*° de la masse de Dirac a l'origine du groupe

j)je ppP g g
unitairede V:

Soit T; ng u(v) Xj(8)8" Tdv(g) avec v la mesure de Haar dans U(V) de masse totale
égaleal. Les j sont des formes C® qui convergent faiblement vers T et sont fermées si T I'est.
Soit Ujle potentlel de g, @* T construit précédemment, autrement dit U] f PV T iAYs.
Il s’agit de vérifier que U; tend faiblement vers U. Mais

Uj(s) :/ xi(8) (/ gTA ys) dv(g)
geu(v) P(V)~P(s)

/ fTAm:/ T Aygs = U(8(s))
P(V)~P(s) P(V)~P(g(s))

U; :/ Xxj(8)g" Udv(g). u
geu(v)

et comme

on a en fait

Dans le cas ol T est le courant d’intégration associé a un cycle effectif Z, la formule de
Lelong-Poincaré entraine que la différence U — log|f] est constante pour toute forme de Chow
f de Z. Pour un courant fermé d’ordre 0, le potentiel U joue donc le méme role que les formes
de Chow.
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3. Résultats d’injectivité

a. Cas des courants fermés d’ordre 0.

On va maintenant montrer que 'application qui a un courant T fermé d’ordre 0 associe
le potentiel U défini en (2.5) est injective.

On appelle transformation de Chow et on note C 'opérateur ¢, @* lorsqu’on le fait agir
sur des courants de bidegré (g, g). Il suffit de montrer que C est injective dans I'ensemble des
courants fermés d’ordre 0. En effet si U = 0 on a grace alarelation (2.5) que C(T—6(T)w?) = 0.
Linjectivité de C entraine que T = §(T)w9. Comme U est alors égal a la constante §(T), on a
nécessairement T = 0.

On considere d’abord le cas g = N. Soit u une forme différentielle de classe C* et de
bidegré (N, N) dans P(V) et f la fonction telle que u = fw". La transformée C(u) est définie
dans P(V*) et désignant par w* la forme fondamentale de la métrique induite sur P(V*) on a,
d’apresla relation (2.2),

C(u) A (@)1 = R(F) (@)™

OUR : C=(P(V)) — C(P(V*)) vérifie R(f)(s) = [y, fw" " pour touthyperplan s de V. Ce
n'est autre que la classique transformation de Radon obtenue par intégration des fonctions sur
les hyperplans.

Un résultat de Helgason (cf. [Hel] et [He2]) dit que R est injective et possede un inverse
a gauche de la forme P(A)R* avec R* la transformation duale, A le laplacien sur P(V) associé
a w et P un polynéme de degré N — 1 dont les coefficients ne dépendent que de N.

Notant tr C(u) la forme trace C(u) A (w*)¥~1, ona donc
u=(PQ)otrC*otrClu

C* désignant la transformation duale et Ale laplacien agissant sur les formes de bidegré (N, N)
qui se déduit immédiatement de celui agissant sur les fonctions. Par continuité cette identité
s’étend aux courants, autrement dit

(3.1) ProposITION. — La transformation tr C est injective dans I'ensemble des cou-
rants de bidegré (N, N) de P(V) et un inverse a gauche est P(A) o tr C*.

On suppose maintenant g quelconque. On considére W un sous-espace vectoriel de V
de dimension g + 1 et on identifie 'ensemble des s € G(q, V) contenus dans W a I'espace
projectif P(W*). Alors
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(3.2) LEMME. — Pour toute forme différentielle u de classe C* et de bidegré (q, q) dans
P(V),ona

Clu)ipewe) = Cluppw))

Démonstration. — Limage directe par submersion d’'une forme différentielle se calcu-
lant par intégration le long des fibres, on a la formule suivante pour o et o, dans T;G(q, V)

C(u)s(on, 02) = / upg L (&1 A Ea)

[x]€P(s)
o &/, est la projection sur T[x]P( V) d’'un relevé de o par g, autrement dit un vecteur tel que
(0 Ejrq) € Tispl™
La relation annoncée en découle alors clairement. ]

Soit maintenant T un courant de bidegré (g, g) dans P(V) localement plat. Alors C(T)
est aussi localement plat et la théorie du tranchage (cf. [Fe]) dit que pour presque tout W dans
G(q + 1, V) les courants C(Tjpw)) et C(T)p(w+) sont définis. Appliquant le lemme (3.2) & une
suite de formes différentielles de classe C* qui converge vers T pour la topologie plate, on voit
qu’ils sont égaux pour presque tout W.

(3.3) PrRoPOSITION. — La transformation C est injective dans I'ensemble des courants
de bidegré (q, q) de P(V) localement plats.

Démonstration. — Lorsque la dimension est nulle c’est-a-dire ¢ = N cela résulte de
(3.1). Lorsque gest quelconque, on se ramene a ce cas-1a. En effet si C(T) = 0 on a, pour presque
tout W, C(Tjp(w)) = 0et Tjp(y) est de dimension 0 donc 7jpyy = 0 et ainsi T = 0. [ ]

b. Cas général.
On va montrer en toute généralité que la transformation C est injective.

Soit d’abord u une forme différentielle de bidegré (q, ) de classe C*° dans P(V). On dé-
signe toujours par (ey, ..., ey) une base orthonormée de V et par x; les coordonnées dans cette
base d’un point x de V. Limage réciproque de u par 'application canonique w: V ---= P(V)

s'écritalorsm* u = Y.  uydx;Adx; avec des fonctions uy; quionten particulierla propriété
[1=11=q
d’étre homogenes de degré —2gq.

Onnotet: V7 ---= G(g, V) l'applicationqui a z = (Z',..., z7) dans le produit associe
le sous-espace vectoriel T(z) = vect(z', ..., z7). Limage réciproque par T de la transformée de
Chow C(u) s'écrit alors T°C(u) = ). Cjf"(u)dzf A dz. On va exprimer les coefficients

0<jL<N
1<km<q

C]kgm(u) al’aide des uy;.
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Pour tout vecteur ¢ = (Z',..., %) dans V9, ona

(+C(0),(€.8) = Cwo (ar@ @) = [ uygL (591
[x]€ P((2))
oll, pour xde coordonnées t=(1,,..., t;) danslabase z, on prend Eg=drmx (t-C)ennotantt- § =
nC'+ - 4157
En particulier C}“Em(u)(z): /, P(r(2)) IJjIj{’qu_1 avec F]’jem une fonction qu’on calcule sa-

chant que les restrictions a P(t(z)) de Fi"w™" et de ujy L (dmy(txe;), dmy(tmer)) sont

T2 AT ]2 PP AN
. . N o1s . %, q—1 p B]X°Ad|x" 1 i00]x] .
égales : remontant a 7(z) et utilisant la relation m* w A FQ = JomE EE quiy
est alors vérifiée, on obtient I'égalité
F!Cm([x]) )_C‘I ZIFIXe/EmI — o~
e _ Z Km' O ( T k! gz Zm -q)
agl\(z) =V——= = -1 ——(mTu tiei, tmep, 2. .., FA zl,z,..., FAL z
q ( ) |x|2q ( ) |x|4 ( )x k€jr tmeg
1<k!,m' <q
0L jl e <N
( 1)n-q2
avec &g = (’JZ;T'_’] et A(z) le déterminant de Gram de z. Comme les contractions radiales de

™ u sont nulles, on a

(" u)x (ej, ég,zl,...,tkzk,...,zk',...,zq,zl,...,tmzm,...,zm',...,zq)

* = K Y 1 o gy -
= (mu)s(ej &0 2,..., —twz",....,2", ..., 292, ..., —tw2™,..., 2", ..., 27)

7 / - ——
(—l)k+m+k e T (T 1) (ej, e, 2',..., 25 ..., 2, 21,...,2’",...,2’7) .

Cela permet d’écrire
a,,A(z)Fj’zm([x]) (=)™ %29 u) o (e, 2, 2, ., k.., 2 z7)

=DM ST 2 ()

=1/1=g-1

en notant Zlk = det(zlko:) <]%Io(<qu—ll . etfj],g]([x]) = |x|2liuj,,£](x) .
1<ki <q ki

On note R4_1(fir¢s) 1a transformée de Radon de fj;¢; obtenue par intégration de cette
fonction sur les sous-espaces projectifs de P(V) de dimension g — 1. Le lemme suivant va per-
mettre d’exprimer R 4—1(fjres)+(;) comme une intégrale sur un domaine fixe.

(3.4) LEMME. — Soit 0 une forme différentielle de bidegré (q — 1, q — 1) de classe C*°
dansP,_;. On désigne encore parm : C? ---= P,_, I'application canonique.

/ 9:/ ™0 A d|t]*/2.
Py §2q-1

(i) Plus généralement, T étant une hypersurface compacte lisse orientée homologue a4 S%9~!
dansC7 — {0}, ona
vy AP
0= [ TOA > -
Pyes 3 2|1]
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Démonstration.
(i) 11 s'agit de voir que (mjgzg-1) ((d°|t]*/2)jg29-1) = 1. Or d°|t]*/2 = ;=8 —9)|e]* =

= ( S fdty — tedi | et doncsit = e™x avec o un nombre réel et x un point dans S29-!
1<k<q

fixé, on obtient do/21r.
d°|t
2[¢]

0 est fermée on a d (Tr* 0N ’Zl%) = "0 A dd°log|t|. Puisque 0 est proportionnelle en tout

dt‘ltlz

2
L est fermée. Comme AE

(ii) Vérifions que w6 A

= d°log|t| et que par ailleurs

pointa w?~! dontl'image réciproque par m est égale a (dd® log |])7~" et que (dd® log|t])7 = 0
dans C7 — {0}, cette différentielle extérieure est bien nulle. [ |

Soity = (y',..., y7) une base orthonormée de T(z) et Ala matrice de passage de y vers z.
La transformée R 4—1(fjr.es) () qui s'exprime comme l'intégrale sur P ;_; de I'image réciproque
de fijeyw?" par l'application [f] — [t ] est donc aussi égale grace au lemme précédent a

Vintégrale [, s.4-1 fires ([t ¥])(ddC log |¢])7=' A G . Ecrivantensuite (dd® log |¢])1=! A G- =

(1)
O(qltl—zq avec
1 —
(1) = — > (-pH! (tkdt1 Ao Ndte A ANdtg AdR A - A diy
1<k<q

+(—UqhdnA~~w\d@Acﬁpﬂ~~A3ﬂ/\~~Ad%)
on trouve que R g—1(fires)+(z) = %q fA(qu_]) ujres(t- y)®(t). Faisant le changement de variable
t — A~'t dans cette derniére intégrale, il vient

Ra-1(firer)«(z) = Xqltjres (2)A(z)
avec ftj],g](z) = szq_] Ltj],g](l“ Z)CD(I)
Combinant ceci avec les calculs antérieurs, on conclut que
(35) CRw(z) = (=" ST wyey(2)z7
[=l/|=g-1

Dans [GGG] (cf. également [GGS)) il est remarqué qu’inversement iy ¢; s’obtient a par-
tir de la famille (C]Z‘gm(u))lsk,msq a l'aide d'un opérateur différentiel linéaire a coefficients

constants. Notant 9% = det ( ajk’ ) ,on a en effet 'égalité

i 1<a<q—1

ARG o

1 _ 5
5 _ k+mykz ok
(3.6) Ujrey = 7(( EEIE Z (—1)*™aya, Ci".
9= ) 1 <emeq
Redonnons-en la vérification. Calculons d’abord (—1)kafckm. Grace a la formule
1<k<q

(3.5), cette fonction est égale a

/ Z a?((Tr*u)t.z(ej,zl,...,zAk,...,zq,ég,zl,...,z/’\",...,zq)) P(r).
g2q-1

1<k<q
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297!

0zl aZF 1 aZft. 927
oy gy e ‘q-1

semble des permutationsde {1,...,q— 1},ona

Comme 3 = S e(ay, ..., ag_1)

ol (&y,..., ®g—1) parcourtl’en-

ok ((Tr* u);.z(ej, 2 2 zl,...,zAm,...,z’f)) =

* - -1 fand _
g g(ay, ..., 0g1) (T U)rz (ej,e,-m,...,e,-aq_],eg,z,...,z’”,...,zq)

ot u —~
T 5 3l Z =
+ €, iyt 2R e R0 Z,..., 2., 2]
ox; 7 Hle &k g=1
1<k’<qg—1 Y J rg

ennotant rg = k' sik’ < k— letrgp = k' + 1si K > k. Dans ce calcul n'interviennent
pas les dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal a 2 des coefficients de * u a cause de la
commutativité des dérivations partielles.

Lexpression obtenue est en fait égale a

g— DT u). e ei..., e 80, 2., zm .. 71
P Eh G—1

o u k' - 21 s =q
+(g —2)! e,e,..., w2z ,...,e _,e,z,...,z2M...,z7) .
0x; Ion a-!
I t-z

1<a<q—1
1<k <q.k! 2k

Sommant sur k compris entre 1 et ¢, on trouve

* — fand _
g u),.. (ej, Cirs--er iy €0 2 ,...,zm,...,zq)

o u _ .1 = -q
+(g—1)! e,e,...,t-z...,e _,e,2,...,2M...,z27) .

a K ] 1 q—1

xm t-z

1<a<g-1

Par ailleurs, en dérivant la relation exprimant que la contraction radiale de " u est nulle,

on obtienten un pointx de V— {0} la relation (aaT; ) (x,...) = —(1*u)x(ej, - ..). Lexpression
o/ x

2 2 2 N - =1 - _
précédente est donc égale a (g — 1)!(7* u) ., (ej, Cirs-+er Cig_yr 80, 2 ,...,zm,...,z’i) .

On termine la démonstration en appliquant ensuite de la méme facon I'opérateur

S (=1)"3;" acette fonction.
1<m<q
On va maintenant vérifier que les résultats précédents s’étendent au cas d'un courant
T de bidegré (q, q) défini dans P(V). Pour cela on écrit le relevé de T dans V — {0} sous la

formen* T = 5  Tydx; A dx; avec Ty des courantsde degré 0. Le courant | x|27Tj; est alors
=11=q
invariant par homothéties et c’est donc I'image réciproque par m d'un courant f;; défini dans

P(V).

Onnote R ;—1 (fiy) le courant , @* (fiyw7~") qui est défini dans G(qg, V). Alors, pour |I| =
V| = g — 1, ™R 4-1(fires) est un courant de degré 0 dans V9 qui, identifié a une distribution,

. s ogh kt+makamp k N k . .
est égal a W Y. (=1)"™aja)"C;;" oules Cjy" sontles coefficientsde 7C(T) eux-aussi
1<km<q
identifiés a des distributions.
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Il reste a savoir que R4, est injective. Dans [Gr] (cf. également [He2]) est démontrée,
pour f € C*°(P(V)), larelation

(3.7) [ =Paa(B)RG A\ Rg-rf

avec A le laplacien sur P(V), P4_; un polynome de degré (q — 1) dont les coefficients ne
dépendent que de g et N et R7_, la transformation de Radon duale, définie de la fagon sui-
vante: pour h € C*°(G(q, V)) lavaleur de R} _, hau point [x] est I'intégrale de h sur I'ensemble
des s € G(q, V) contenant x. Lopérateur R7—, s'étend de facon immédiate au cas ot 1 est un

courant de degré 0 dans G(q, V) en posantRj_;h = y.p* (h%) . La relation (3.7) est

donc encore vraie si f est un courant de degré 0.

Toute ceci entraine bien l'injectivité de C. On a ensuite les deux corollaires suivants:

(3.8) ProPoOSITION. — La transformation tr C est injective dans I'ensemble des cou-
rants fermés de P(V).

Démonstration. — Puisque C(T) possede méme degré que T, on peut écrire C(T) =
8(T)Q+dd° U pour une certaine distribution U. On aensuite trC(T) = (6(T)— 4ninAU) Q'aN
en désignant aussi par A le laplacien sur G(q, V) associé a Q. Si trC(T) = 0 alors AU =

41trgnS(T). Or, sur une variété compacte, la masse totale du laplacien d’'une distribution est
nulle donc 6(T) = 0 et U est constante. Cela entraine que C(T) = 0 puis T = 0. |

(3.9) ProposITION. — Pour tout courant S de bidegré (q — 1, g — 1) dans P(V)tel que
W, @*S = 0, il existe des courants , § tels que S = dox + 0.

Démonstration. — ¢.@*S = 0 implique C(30S) = 0 puis 23S = 0. On utilise alors le
résultat classique suivant:

(3.10) LEMME. — Soit X une variété kdhlérienne compacte et S un courant de bidegré
(k,€) qui est 00 -fermé dans X. Alors on peut écrire S = h + d« + 9B avec h une forme harmo-
nique de bidegré (k, £€) et « et B des courants dans X de bidegrés respectifs (k—1,£) et (k,£—1).

Démonstration. — Puisque 0 S est d-fermé, on peut écrire 3S = 6,40, avec 6; harmo-
nique et S; de bidegré (k— 1, € + 1) qui est encore 90 -fermé. Si on suppose S$; = Iy + 9o + 01
avec h; harmonique alors 9S = 6; + 908, autrement dit 9(S + 9f;) est harmonique donc nul
et on peut écrire S + 9B, = h+ d« avec h harmonique. On peut donc procéder par récurrence
puisque le degré par rapport aux dz; décroitlorsqu’on passe de Sa S;. [ |

On écritdonc S = Aw9~! 4+ d« + 9B avec une constante A. Cela implique y, p*S = A et
nécessairement A = 0. |
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Lanalogue pour les formes C* de la proposition (3.9) dit que si v est une forme de bi-
degré (q — 1, g — 1) de classe C*° dans P(V) dont I'intégrale sur tout sous-espace projectif est
nulle alors il existe des formes «, 8 de classe C* dans P(V) telles que v = d + 0.

La démonstration de (3.9) permet par ailleurs de caractériser les courants qui sont dans
le noyau de tr C. D’apres la formule (2.2) ce sont en effet les courants T tels que @.@*(AT) = 0.
Mais cette relation équivaut aux conditions 90AT = Oet | prv) NTA wN~9*+! = 0. Laformule de
commutation [3, A\] = id* permet ensuite d’écrire la premiére de ces conditions sous la forme
NO3T — i0"3T + i09* T = 0, la seconde s'écrivant aussi §(T) = 0.

c. Cas des courants définis dans une variété projective.

Soit X une variété projective de dimension 7, L un fibré en droites trés ample au-dessus
de X, V I'espace vectoriel dual de H°(X, L) et j : X — P(V) le plongement défini par L. Pour T
courant de bidimension (p, p) dans X on définit C;(T) = C(j. T) qui est un courant de bidegré
(1, 1) dans la grassmannienne G(N — p, V).

On peut aussi formuler cette définition de la facon suivante : soit M un sous-espace vec-
toriel de dimension p + 1 de V* = H°(X, L) et Y) I'ensemble base du systéme linéaire de

diviseurs dans X défini par M autrement dit Yy = (| h~'(0). Pour M générique, Yj est une
he M
sous-variété de X de codimension p + 1. Soit I’ la sous-variété de G(p + 1, V*) x X associée a

la famille des Yy, autrement dit 'ensemble des couples (M, z) avec z € Y et ¢’ et @ les res-
trictions a I'" des projections canoniques sur G(p + 1, V*) et X. Alors ¢’ est une submersion et
identifiant G(p + 1, V*) et G(N — p, V) ona Cr(T) = g, @™ T.

Lapplication j, étant injective, ce qui précéde implique que C;, est injective dans l'en-
semble des courants de bidimension (p, p) de X.

4. Questions

(4.1). — Expliciter, pour un bidegré (¢, g) quelconque, une formule d’inversion pour
la transformation C qui exprime I'inverse comme le produit d'un polynéme en le laplacien de
P(V) agissant sur les formes de bidegré (g, g) et d'une transformation intégrale duale. Lorsque
q = N, laformule de Helgason rappelée en (3.1) est bien de ce type la.

(4.2). — Lorsque T est un courant positif fermé, exprimer le nombre de Lelong de C(T)
en un point s de G(g, V) al'aide de ceuxde T le long de P(s).

(4.3). — Lapplication C permet-elle de caractériser les cycles algébriques de I'espace
projectif? En d’autres termes, si T est un courant de bidegré (g, g) — éventuellement supposé
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localement plat - tel que C(T) est le courant associé a un diviseur de G(g, V), T est -il lui-méme
le courantassocié a un cycle algébrique de P(V) de codimension g?

On peut aussi imposer une condition plus forte. Au lieu d’intégrer T seulement sur les
sous-espaces projectifs de dimension g — 1, on peut 'intégrer sur d’autres cycles algébriques
de dimension g — 1 de P(V): pour k entier > 1, on considére, avec les notations du § 3.c,
la transformation C = C@P(V)( k) obtenue en composant I'image directe par le plongement
P(V) — P(S*V) et la transformation de Chow définie sur P(S¥V). Si Ci(T) est, pour tout k,
le courant associé a un diviseur, T est-il lui-aussi le courant associé a un cycle algébrique de
P(V)?

Enfin, dansle cas oli le courant T est positif fermé, on doit pouvoir répondre a la question
en vérifiantla relation entre supports supp C(T) = ¢(¢@~'(supp T)) qui entraine que si C(T) est
un diviseur alors la mesure de Hausdorff (2N — 24)-dimensionnelle de supp T est finie. Il s’agit

alors de vérifier que cela implique que T est le courant associé a un cycle. Un raisonnement du
méme genre que celui mené dans [HS] devrait permettre d’arriver a cette conclusion.
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Chapitre 2

POTENTIEL DE LELONG-SKODA ET
THEORIE DE L'INTERSECTION

1. Courant de bidegré (1,1) associé a un courant
positif fermé de I'espace projectif

Soit P(V) I'espace projectif des droites d’'un espace vectoriel complexe V de dimension
N + 1. On munit P(V) de la métrique de Fubini-Study induite par un produit scalaire sur V et
onnote w = ;-O(O(1)) sa forme fondamentale. Etant donné un courant positif fermé T de
bidimension (p, p) dans P(V) avec p < N — 1, on va définir un courant positif fermé T; de
bidegré (1, 1) dans P(V) ayant méme degré que T par rapporta w et méme nombre de Lelong
que T en tout point de P(V).

On note G(p + 2, V) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de V de dimension
p+2.Pour W € G(p+2, V) ondésigne parow : V —— W la projection orthogonale sur W et
parGw : P(V) ----~ P(W) l'application méromorphe induite. Les considérations qui suivent
concernant les images inverses et directes par & de courants positifs fermés seront utiles a la
définition de T;.

(1.1) PrRoPoSsITION. — Limage inverse par &y d’'un courant S de P(W) est définie dans
P(V) etest positive fermée si S I'est.

Démonstration. — Soit Y = {([z], [x]) € P(V) x P(W), ow(z) et x colinéaires} etn, T
les restrictions a Y des projections de P(V) x P(W) sur P(V), P(W). En fait n représente I'écla-
tement de P(V) de centre P(W*) et permet d’éliminer les singularités de &y i.e. le diagramme

suivant
Y



est commutatif. On pose alors Gy * S = n. TS qui est bien défini, T étant une submersion puis-
qu’elle s'identifie a la projection du fibré projectivisé P(W+ & Op(yy)(—1)) sur P(W). |

De la méme faconl'image directe par 6 d'une forme u de classe C* dans P(V) est bien
définie en posant Gy u = T.n* u et vérifie la relation

/ Gw SAu= / S A Gw.u pour tout courant S dans P(W).
P(V) P(W)

En particulier
(1.2) LEMME. — Pour® < p + 1, I'image directe & (w*+tN=P~1) est égale a wa(W)'
Démonstration. — Gy (w“N ~P=1) est une forme sur P(W) invariante par I'action du
groupe unitaire U(W) ~ U(W) x {idy.} C U(V). Elle est donc égale a wap(w) pour une

certaine constante C. Pour tout courant S de bidimension (£, £) dans P(W), on alors

/ Fw S A wttN-P=1 — C/ S/\wfp(w).
P(V) P(W)

Si on choisit en particulier pour S le courant d’'intégration sur un sous-espace projectif de di-
mension £, gy S est alors le courant d’intégration sur un sous-espace projectif de dimension
£+ N — p — 1etles deux intégrales ci-dessus sont égales a 1. On a donc bien C = 1. ]

On note p 'unique mesure positive sur G(p + 2, V) invariante par le groupe unitaire de
masse égalea 1.

ye 2 - V) .
(1.3) LEMME. — Pour£ < p + 1, I'intégrale fWEG(p+2,V) Fw* (wlp(w)) du(W) existe et
est égale a w*.

Démonstration. — Cette intégrale est faiblement convergente car si u est une forme

différentielle continue de bidegré (N—£, N—£) dans P(V), la fonction W — | p(w) Tw=lt A

estbornée dans G(p+2, V). En effet, on peut supposer upositive et écrivant u < Caw¥—*

N—-£

£
©lp(w)

avec une constante C > 0, il suffit de considérer le casott u = w mais alors cette fonction

est égale a 1 par le lemme (1.2).

Maintenant [, ¢4, ) Gw” (@[pyy)) di(W) estun courantsur P(V) invariant par I'ac-

tion de U(V) donc est égal a Cw® pour une constante C. En I'évaluant sur w™~* on trouve
cC=1 ]
(1.4) PROPOSITION. — Limage directe par G de la restriction a P(V) ~. P(W1) d’un

courant positif fermé T défini dans P(V) existe pour tout W € G(p + 2, V) et c’est un courant
positif fermé dans P(W).

Démonstration. — 11s'agit de justifier 'existence de || p(v)~p(wr) TA Ow™ upour uune
forme différentielle continue de bidegré (p, p) dans P(W) . Il suffit de considérer le cas ol u =
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wl’” p(w)- Soit g lafonction dans P(V) égale alog % en [z]. Alors
(1.5) ow* (w)p(w)) = w + dd’g.

Soit, pour € > 0, w, = w + dd°g: avec g([z]) = 3 logM

2
=3 EE . C’est une forme C*°
qui, lorsque ¢ — 0, converge faiblement dans P(V) vers Gy* (w| p(W)). Par conséquent T A w?

converge faiblement dans P(V) ~ P(W*) vers T A 6w (w],,) et donc

TAGw* (wh <1iminf/ T A w?.
/P(V)\P(WJ-) W lp(W)) =20 Jp(v)sp(wi)

Or fP(V)\P(WJ-) TA ! = fp(v) T A w? en désignant par T I'extension triviale a P(V) de
Tip(v)~ p(w+)- Par le théoréme de prolongement de Skoda (cf. [Sk2]), T est fermée et puisque
w, est cohomologue & w dans P(V) ona fP(V)\P(WJ—) TAwf = fP(V)\P(WJ-) T A wP et donc

(1.6) / TAGw™ (@) < / T A w”.
P(V)~P(W+L) P(V)~P(WL)

On note ow. T 'image directe par & de T. Pour vérifier que déw.T = 0, on reprend
I'idée de la démonstration du théoréme de prolongement de Skoda-El Mir (cf. [EM] et [Sib]). k
étantun entier > 1, soit @i = x(1g) avec x une fonction C** a support compact dans | — oo, 0]
valant 1 en 0 et convexe croissante. Cette suite de fonctions vérifie les propriétés suivantes:

prestC™ dans P(V) et 0 < @ < 1,
@ tend vers 1 uniformément sur tout compactde P(V) ~. P(W+1),
@k = 0 au voisinage de P(W1).

On va aussi estimer le hessien de @. On a
C 1 1 1 C 1 / 1 C
dd‘pi = 15X (]—Cg)dgA d'g+ X (,—Cg)dd g
Compte-tenu de la convexité de x le premier terme est positif. Pour le second, on utilise que
dd‘g > —w d’apres (1.5) et que x’ est positive et majorée par une constante C. D’ot1 la minora-

tion dd°pi > — S w.

Puisque &, T est réel, il suffit de vérifier qu'il est d'-fermé. Comme c’est la limite de
dw« (@i T) il s’agit de voir que Gw. (d' @ A T) tend vers 0.

Comme toute forme C* dans P(W) de bidegré (p — 1, p) est une somme de formes
s'écrivant i(P=1°9 A & A B avec 0 de classe C™ d-fermée de bidegré (p — 1,0) et B de classe
C® de bidegré (1, 0), cela revient a montrer que la suite fp(v) Ao ANTAGw* (N’—l)ze A 9) A
&w* B tend vers 0. Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarzpour la forme hermitienne qui associe
fp(v) TAGw (N’—l)ze A B) Aiy1 Ay ay; ety, dans Cg(P(V)), le carré de sa valeur absolue
est inférieur a

/ TAGw* (i”ze/\ﬁ/\m) / T AGw* (ﬂ’—l)ze/\é) NidopAd'op | .
P(V)~P(W<L) P(V)

31



Compte-tenu de la relation d'p; A d’ @ = %d’ d'pi — prd d’ g, la derniere intégrale est
égale a
cc’

/p<v> TAGw ({770 N 0) A pi(—id d'py) < /P(V)\P(WL) Thew (i) A

Pl ) et utilisation de I’estimation de hessien de @y.

apreés majoration de ir=on 0 par C’wlp(w

Enfin, l'intégrale fp(v) T A ow* (wl’] p(rlxv)) A w est convergente puisque par

~P(wi)
un raisonnement analogue a celui effectué pour établir (1.6) on voit qu’elle est inférieure a

fP(V)\P(WJ-) TAwP. u
Il résulte de tout ceci que Gy ™ Gw. T est, pour tout W € G(p + 2, V), un courant positif

fermé de bidegré (1, 1) bien défini dans P(V). De plus, d’apres (1.2),

Gw* *T/\wN_lz/ TAGw (w0
/P(V) wEw P(V)~P(WL) W< |P(W))

et d’apres (1.6) le second membre est inférieur au degré de T. Autrement dit, le degré de
ow*dw. T esttoujoursinférieur a celui de T. La formule

(1.7) / dy(W)/ TAow" (wl”p(w)) :/ TAw”
WeG(p+2,V) P(V)~P(WL) P(V)

qui est une conséquence de la formule de Fubini et de (1.3) implique alors que pour presque
tout Wil y a égalité.

e e .

Enfin, l'intégrale fWe Gpta,v) TW Twx Tdu(W) est faiblement convergente. En effet,
les courants oy *ow. T étant positifs, cela résulte du fait que la fonction qui a W associe
fp(v) Gw Fw«T A w1 est, comme on vient de le voir, majorée. On note

T :/ ow” ows Tdu(W).
WeG(p+2.V)

Alors

(1.8) PRoPOSITION. — T est un courant positif fermé de bidegré (1, 1) dans P(V) qui
possede méme degré que T.

2. Conservation des nombres de Lelong

Onnoter: V ---~ P(V) l'application canonique.

(2.1) LEMME.

(i) Pour toute forme différentielle u de classe C*° a support compact dans V, I'image
directe 1, u calculée par intégration le long des fibres de T existe et est une forme différentielle
de classe C* dans P(V).
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(ii) L'image inverse par d’'un courantS de P(V) est définie dans V et est positive fermée
si S lest.

Démonstration. — On considere le fibré Y = Op(yy(—1) — P(V) et 'application
n:Y — V quiest en fait'éclatement de V en 0. n résout la singularité de  i.e. le diagramme

suivant
Y
n T
Voo = PV
T
est commutatif. On pose alors m, u = T.n*uet S = n,t*S. [ |

En fait en notant £ le degré de . u, on a la formule
(22) (s u)[z](cl,..., CE) = / uiz(z, iz, tCl(z),..., tCE(z)) dA(t)
C

pourg’,..., ¢ dans TjP(V) = Hom(Cz, V/Cz), A désignant la mesure de Lebesgue dans C.

(2.3) PrRoPOSITION. — Les nombres de Lelong d’'un courant positif fermé sont conser-
vés par image réciproque par submersion.

Démonstration. — 1l suffit de considérer le cas d'une projection C" x C" — C".
Limage réciproque d’'un courant de C" est alors égale a son produit tensoriel avec le courant
d’intégration sur C™ et on conclut grace au fait suivant. ]

(2.4) LEMME. — Si T et S sont des courants positifs fermés définis au voisinage de 0
respectivement dans C" et C", on a I'égalité v(T @ S, 0) = v(T, 0)v(S,0).

Démonstration. — Appelons (p, p) et (g, g) les bidimensions respectivesde T et S. Alors
_ptaq 1 2>\ ? i)\
v(resor) =( ) ) (nqrzq) /|z|<r (1 - r_z) W(T,0,\/7 — |22)8(2) A (Eaa|z|2)

v(T,0) (’Hp' 9 (Trqerq) /|z|gr (1 - f—lz) ps(z) A (£a5|z|2)q.

Notons T la mesure trace de S et 7(r) la masse de T sur la boule B(0, r). Pour toute fonction w
de classe C' dansIRt, ona

/ w(|z|) dt(z) = w(r)t(r) — /Or w'(1)T(z) dt.

B(0,r)

33



En effet, lorsque S est une forme différentielle continue, T s’obtient a partir de la mesure de
Lebesgue a l'aide d'une densité F et la relation

T(r):/E(O,r)hdvz/or(/ldzth(z) aA(z)) di

implique que 7(r) est dérivable de dérivée égale a fl d=r h(z) dA(z). On a alors

L, et = [Cwi( [ neae) = [ utwra

puis I’égalité annoncée apres une intégration par parties. Lorsque S est quelconque, on effectue
une régularisation et on utilise le fait suivant.

(2.5) LEMME. — Soit p, une suite de mesures positives dans V convergeant faiblement
vers une mesure p. Alors

/_ p = lim liminf/ pe = lim lim sup/_ pe.
B(o.r) =0 £ B(0,r+¢) =0 ¢ B(0,r+¢)

Démonstration. — Cela résulte des inégalités
/ p< liminf/ pe < lim sup/ pe < / p. [ |
B(0,r) £ B(0,r) ¥4 B(o,r) B(o,r)
Ainsi
1 z|2\ P i - q ! T(rt
> / (1 - %) S(z) A (—aa|z|2) = / 2pt(1 — #)P~! 5 ) dt

T2 <, r 2 0 %rz’f

qui tend vers v(S, 0) fol 2pt?Tt1(1 — #)P~1 dt, 1a derniere intégrale valant ﬁ. [ |
P

Les considérations suivantes vont permettre, T étant un courant positif fermé dans P(V),
d’exprimer le courant m* Gy *Gw. T al'aide de m* T. On note my : W — {0} — P(W) I'appli-
cation canonique et on considére le diagramme

Q
S

ow

Voo P(V)
v

wo T p(w).

(2.6) LEMME. — Pour toute forme différentielle u de classe C*° a support compactdans
W, I'image directe mt. ow* u calculée par intégration de ow* u le long des fibres de 1 existe dans
P(V) ~ P(W*) etyest égale a6w* mw. u.

Démonstration. — Le support de o™ u est contenu dans supp u+ W+, Puisque supp u
est compact, pour z hors de W+, 'ensemble des ¢ tels que ¢z appartienne a supp u + W+ est
borné. On peut alors calculer (m, o™ u)[z] al’aide de la formule (2.2) :

(Teow™ u)[z](Cl, .Y = /<c Usoy () (0w (2), iow(2), tow (T (2)),..., tow(T4(2))) dA(z)
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pour (Z',...,T%) dans Tr,;P(V). C’est laméme chose que (Gw* mw. u)1(C ..., T). ]
(] (]

(2.7) PROPOSITION. — L'image directe o, w* T existe pour tout W € G(p + 2, V) et
estégale amy ™ Gy, T.

Démonstration. — Soit u une forme différentielle continue a support compactdans W.
Il s’agit de voir que la mesure ™ T' A o7, u est de masse finie dans V. D’une part, d’apres (2.6),

/ Tr*T/\UW*u:/ TAGW Tw.u
VWi P(V)~P(WL)

= / T ow.T A u.
P(W)

ona

D’autre part
/ Tr*T/\UW*u:/ ows(Lyr- T TYAu=0
wi w

par le résultat suivant (cf. [Fe], §4.1.15). ]

(2.8) LEMME. — Soit S un courantlocalement plat, ¥ et W' deux applications de classe
C! dont les restrictions au support de S sont égales a une méme application propre. Alors les
images directes W,. S et W’ S sont égales.

Par (2.7) on a pour tout W dans G(p+2, V) la relation m*6w*6w. T=ow” ow, 7T et
donc

(2.9) ™ = / ow ow. T T du(W).
WeG(p+2,V)

On va maintenant calculer le nombre de Lelong de T; au point [z] en utilisant la propo-
sition (2.3) :

v(T, [2]) = v(m" T1, ) = lin}) V(" Ty, 2z, 1)
r—
oli, en notant « = dd° log|z|'image réciproque de w dans V,

(2.10) V(T Ty, 20, 7) 2/ (7" T1) (20 + 2) A o™
B(0,r)

- /V(Tr*T)(zo—I—z) A

avec br = fyye paa,v) W W< (Lnor) - o) du(W).
Remarquons que la forme différentielle ¢, vérifie la relation ¢, = h,,¢p; en désignant
par h 'homothétie de rapport r.

N

Linégalité Ip, - o < oV et les lemmes (1.2) et (1.3) impliquent par ailleurs ¢, <

aPtl,
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Ceci assure que I'intégrale (2.10) converge a priori . En effet
1 1 p+1
(" T) (20 + 2) A P! = / ™ T A (—ddc|z|2)
/B(O,R) RePY2 Jpn) 2

p+1
et la seconde intégrale est majorée par la masse de 7" T A (%ddc |z|2) sur B(0, R + |%]) qui,

a cause de I'invariance de 7" T par homothétie, est proportionnelle & (R + |z|)?" 2.
p prop

Maintenant, ¢; étant une forme positive invariante par I’action du groupe unitaire s’écrit
F(lz])a”t! + g(|z])a” A dlog|z| A dlog|z| avec des fonctions f et g positives dans R7. La
croissance de ¢, par rapport a r implique la décroissance de f et g. Le fait que lim ¢, = «”*!

r— 00

implique f(0) = 1 et g(0) = 0. En particulier g est nulle et donc
vt = [ (B o2 o
v

La forme o étant a coefficients localement intégrables, on a lin}) ¢r = 0etdonc f(oo) = 0.
r—
Gréace au théoréme de convergence monotone on obtient finalement

v(m* Ty, z) = / (" T) (20 + 2) A P = (1" T, z0).
{0}

3. Inégalités d’auto-intersection

On va maintenant utiliser le courant construit précédemment pour établir le résultat

suivant:

(3.1) ProposiTioN. — Etant donné T un courant positif fermé de bidimension (p, p)
dans P(V) on a, avec les notations de I'Introduction, I'inégalité suivante pour g < p

Z(Vq,k — bp) -+ (vak — bg)8(Zgr) < 8(T)PH0.
k>1

Démonstration. — On écrit T} = §(T)w + dd°U ol U est une fonction dans P(V).
Le théoréme d’atténuation des singularités des fonctions presque plurisousharmoniques (cf.
[De3] et [De5]) donne I'existence pour tout ¢ > 0 d’'une suite décroissante (Uy) ¢>1 de fonctions
convergeantvers U telles que

()  UgeestC™ dans P(V) \ Eg;

(i)  dd°Uce+(6(T)+6¢)w > 00l 8, estune suite décroissante de constantes positives
convergeantvers 0;

(i) en toutpoint [z] de P(V), v(Uee [2]) = (V(T [2]) — ¢) .-

Pour ¢; > b; I'ensemble des points au voisinage desquels U,¢ n'est pas minorée est
contenu dans E; qui est de dimension inférieure ou égale a j.
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Le courant T A (ddc Ue,_re + (6(T) + 6g)w) A A (ddc Ueye + (8(T) + 6g)w) est
alors bien défini d’apres la théorie des opérateurs de Monge-Ampeére et son nombre de Lelong
L (V(T[2]) = ¢4) - La formule de
Siu entraine que ce courantest supérieura )  vgi(vVgk — Cp—1)+ - - - (Vg — Cq)+[Zgk)-

k

en un point [z] est supérieur a v(T, [2]) (V(T, [2]) — ¢p—1)

En comparant les degrés, on obtient
Y Var(Vak = -1+ - (Vak — ¢q)+8(Zgr) < 8(T)(8(T) + 6¢)P~1
k

puis 'inégalité annoncée par passages a la limite. ]
Le résultat précédent souffre de la critique suivante:
Linégalité (3.1) fournit certes une borne pour > " (vgr — bp) - - - (Vg — bg)6(Zyk). Ce-
k

pendant celle-ci doit pouvoir étre améliorée au moins dans le cas ol T est le courant asso-

cié a un sous-ensemble algébrique. Par exemple, pour une courbe irréductible de P, de degré

d et de genre g, I'inégalité (3.1) s'écrit >_ vi(vik — 1) < d?, les vy étant les multiplicités des
k

points singuliers, alors qu’on a en fait 'inégalité > vi(vy — 1) < (d — 1)(d — 2) — 2g. Pour
k

un sous-ensemble algébrique A de dimension quelconque dans IP,, une borne analogue pour
> (Vgk — bp) - - - (Vg — by)6(Z4 ) faisant intervenir la topologie de A serait intéressante.
k

(3.2) CorOLLAIRE. — Soit X une variété projective de dimension n et w une métrique
kéhlérienne sur X dont la classe de cohomologie est entiére. Il existe une constante C ne dépen-
dantqueden, {w}"et{w}"~'-c|(X) telle que pour tout courant positif fermé T de bidimension
(p. p) dans X on a I'inégalité suivante pourq < p

+1-
Z(Vq,k —bp) -+ (vak — bg)6(Zgx) < CS(T)PT 19
k>1

en désignant par §(- ) les degrés calculés par rapporta w.

Démonstration. — Puisque {w} est entiére, c’est la premiére classe de Chern d’un fibré
en droites ample L. Il existe un entier m ne dépendant que de n, {w}" et {w}"~! - ¢;(X) tel que
mlL soit trées ample (cf. [KM]). On applique alors I'inégalité (3.1) a I'image directe de T par le
plongement dans I'espace projectif défini par les sections de ce fibré et on obtient

Z(Vq,k — by) -+ (Vak — bg)8(Zgx) < mPTIP=Ds(T)pH1=4, u
k

Dans l'inégalité précédente, la présence d'une constante dépendant notamment de
{w}"'. ¢(X) est naturelle comme le montre déja le cas ol X est une surface et T le courant
associé a une courbe irréductible A: on a alors

> vive = 1) < {AY — a(X)-{A} +2 - 2g.
k
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4. Calcul du potentiel

(4.1) LEMME. — Soit X une variété complexe, pr, et pr, les projectionsde X x X sur X
et Ay la diagonale de X x X. Pour tout courant S dans X, le produit pr,*S A [Ax] est bien défini
eton al’égalité S = pr, .(pr,*S A [Ax]).

Démonstration. — Onnote i : X — X x X l'injection définie par i(x) = (x, x). Alors
[Ax] = i.letpr,*S A [Ax] = i.S. [ |

T désignant un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans P(V), la relation (2.9)
entraine que " T} s’obtient a partir de 7v* T a I'aide de la formule

(m*T)(z) = /V(Tr* T)(x) A K(z, x)

K = / (O'W X Uw)*[Aw] dy(W)
WeG(p+2,V)

p+2

- /WEG(p+2,V) (dd*loglow(z) — ow(x)[)"" du(W)
= (dd‘log |z — x|)p+2
grace au lemme (1.3).
Ecrivant de plus que
<ddc log|z — x|)p+2 = dd’ ( - C%) avec C = W

on obtient I'expression

(rTi){z) = ad (‘C/v { |z—x1|2ﬂ+2 B <1+|x1|2>ﬂ+1 } D)) A “’”’C"“'ZW) '

On va maintenant exprimer T; a partir de T. La formule précédente peut s’écrire

(ddc|x[2)"*"
4.2 ™ T)(z) = lim dd° —C/ ™ T)(x) A —mF——
(42) () (2) = lim ( T A
¢ q2) P!
et il s’agit de calculer I'image directe (C%) . Parla formule (2.2), sa valeur au

point [x] est

(%T /|t|<r %d}\(l‘)) w?([x])

[

Mais

|z — zri|2 =|z]*—2Re (<Z|x> Z‘) + |t
|x] |x]

= |Z|2(1 |<Z|x>|2 n ‘<Z|x> t

|2?|x® - lellx] [l

)
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et 'intégrale ci-dessus s’écrit donc, en notanta = |<ZZ|">|

/ i an(1)
Bor) 2|22 (1 — @ + la— & 2)p+1

El

puis apreés le changement de variables ¢ = ﬂ (a— %)

|2]

a— V=@
) =@ e

B( a I
Vi—a |2\ 1—a
Compte tenu du fait que lorsque r — oo

;‘D\L/)Z = 27'r10g;2 + o(1)
B =) LI 2V —a

onobtient Ty = §(T)w + dd°U avec

A= [ KEETA e

et

K([2) [d) = log VI— @ ——/{1'“‘” e Y

— a\r +|t/| )p+1 1+|t/|2
Ce noyau est singulier lorsque @ = 1 c’est-a-dire le long de la diagonale de P(V) x P(V) etila
pour partie principale lorsque a — 1

(‘%T/@W”’M) (R e

Pour déterminer I'expression de 7; en fonction de T on peut aussi appliquer le lemme
(4.1) directement a P(V). On trouve que

Ti([e]) = /P(V) K([2], [x]) A T([])

avec

(4.3) K = /WEG(p+2 V)(6W X 6-W)*[AP(W)] d[J(W) .

Se pose alors la question d’exprimer le courant [AP(W)]' Pour cela on considere, au-
dessus de P(W) x P(W), le fibré vectoriel E = pr;*Op(y(1) @ pr,*F avec F le fibré quotient
W/Opwy(—1). La fibre de E au-dessus de ([z], [x]) est Hom(Cz, W/Cx) et Ap(y) s'interpréte

comme l'ensemble des zéros de la section s de E définie par s([z], [x]) : 2 — zmod Cx. On
|z/\x|

munit E de la métrique induite par le produit scalaire induit sur W et on a alors |s| = A =

V1 — d?.

Afin d’appliquer les calculs généraux du § 5, on calcule maintenant la forme de Chern de
degré maximal de ce fibré hermitien. On écrit pour cela

p+1

&p1(0) = Y a(pr;"@o 1))’ A cpri1-j(pr," OF).
j=0
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Puis, grace a la suite exacte 0 — O(—1) — W — F — 0, on a 'égalité entre formes de
Chern totales
—1 —1
c(OF) = C(®O(l)) =(1- Cl(®0(l)))
qui fournit ¢,41_j(OF) = ¢1(Qp1y)P*'~/ puis, comme ¢;(Op (1)) = w|p(w),

p+1
() = Sy () 1 (f )

Grace a la proposition (5.10), on peut alors écrire
p+1
Z:pr1 ) A pr* (w I;El )]) + (ddlog|s|)"*! + da‘y/

avec une forme différentielle ¢’ a coefficients O ( W%) )

1l reste pour obtenir K 2 faire la moyenne par rapporta W € G(p + 2, V) de I'image
réciproquedans P(V) x P(V) des différents termes du second membre de I'égalité précédente.

On nel'a pas fait mais tout laisse penser que ce noyau peut s’écrire comme la somme du courant
p1 . .

> pry" @/ Apry* wPt!=I+ (dd€ log |s|)Pt! et d'un terme qui est le dd® d’'une forme a coefficients
=0

1

5. Formes d’Euler-Green

Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r au-dessus d'une variété complexe X et
s une section holomorphe de E transverse a la section nulle. Lensemble Z des zéros de s est
une sous-variété lisse de X de codimension r dont la classe de cohomologie est la 7™€ classe
de Chern — aussi appelée classe d'Euler — de E. On munit E d'une métrique hermitienne et on
va expliciter une forme différentielle ¢ a coefficients localement intégrables dans X, C* dans
X . Ztelle que

(5.1) [Z] = ¢(0) + dd°y

ot1 O désigne la forme de courbure de la connexion de Chern de E et ¢,(©) sa r*™€ forme de
Chern.

a. Formule de King.

Lorsque E est de rang 1, la formule de Poincaré-Lelong dit précisément que ¢ = log |s|
satisfait’équation (5.1). Le cas général s’y raméne en éclatant X le long de Z.

Soit : P(E) — X le fibré des droitesde E, X = {a € P(E), a > s(n(a))},n: X —
X la restriction de et H = n~'(Z). Lapplication n réalise bien l’eclatement. elle induit un
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biholomorphisme de X ~. H sur X . Z et H étant le fibré des droites de Ejz estisomorpheau fibré

normal a Z dans X a cause de la suite exacte 0 — TZ — TX £> E — 0. Soit Lg le fibré en
droites tautologique sur P(E) muni de la métrique induite par celle de E, L sa restriction a X et
£ la premiere forme de Chern de L. Puisque Lg)p(z,) = Op(g,)(—1) ona (njm). (=€) (;1) =1
etdonc [Z] = n.((—&)"~' A [H]). Mais H est précisément le diviseur des zéros de la section de
Linduite par s donc [H] = dd°log|n*s| + € puis

[2) = ddn. ((~&)"~" log|n"s]) — n.((~8)").
Or I'image directe par n de (—&)"~" log |n*s| (respectivement de (—&)") est une forme a coeffi-

cients localement intégrables dans X, de classe C* dans X ~. Z ou elle est égale a
(ddlog|s|)" " log|s| (respectivement a (dd® log|s|)"). Ainsi

(7] = dd° { ((ddc log|s|)"™" log|s|)|x\z} — (dd° log|s|)|rx\z
ou encore

(52) [2] = (dd’log|s|)" — (dd’log|s|)

r
|X~Z"

On va maintenant exprimer (dd° log|s|) en suivant la méthode de [BC1].

r
|X~Z

b. Rappels sur les classes de Chern d’une suite exacte.

On consideére une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes 0 — S g &
Q — 0. Lamétrique sur E induit des métriques sur Set Q et onnote D, Ds et D les connexions
de Chern. j* @ g est un isomorphisme C* de E sur S @ Q et permet de définir une connexion
hermitienne Dy sur E comme image réciproque de Ds & Dg. On note ©, la forme de courbure
de Dy. Alors

(5.3) PRoPOSITION. — Soit P un polynéme sur M ,(C) de degré k invariant par conju-
gaison. Ona P(Q) — P(Qy) = —d'd" p o1

Lok
o= [ E{06,...0)  pe0n.r 00 i
o [

aveco = jj* la projection orthogonale sur S et ©, la forme de courburede D; = (1 — t)Dy + tD.

Démonstration. — On écrit tout d’abord P(©) — P(©,) = fol 2 P(©;) dt puis
0 0
ZP(©)) = kP(+-0,,0,..., ©;).
ot ( t) ot t £ t
Soitl' = D — Dy € C{° (X, Hom(E, E)) de sorte que D; = Dy + 1T et
0 0 0
a@t: (aDt) ODt—|—DtO (aDI) :rth—i—Dtor:Dtr.

Alors 5
—P(@t) = kP(Dtr, @t, seay @[)

ot
= de(r, @[,...,@[)
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compte-tenu de la relation de Bianchi D;©; = 0 puis
1
(5.4) P(©) — P(Q) = d(/ kP(T,0,...,0) dt).
0

11 s’agit maintenant d’expliciter I". Pour cela on écrit, v étant une section locale C*° de E,
Dyv = jDs(j"v) + &" Do(gv)
= j{j"Dv+ Dj* ©® v} + g"{gbv+ Dg @ v}
ol on note encore par D les connexions de Chern induites sur Hom(E S) et Hom(E Q). Ceci fait
apparaitre[ = —(jDj* + g* Dg). De plus, le fait que j et g soient holomorphes s’écrit d”’j = 0
et d’g = 0 ou en prenant les adjoints I'j* = O et D'g* = 0. Ainsil" = —(jd"j* + g*D'g) =
—(d"(jj*) + D'(g*g)) puis, compte-tenu du fait que g*g = idg —jj*, il vient

(5.5) r=-d'o+Do.

Les relations (5.4) et (5.5) suggerent maintenant de considérer
dP(O’, @[,...,@[) = P(DO', @[,...,@[) + (k— I)P(O', D@t, @[,...,@t).

On va exprimer différemment le second terme. Le fait que D = D, + (1 — 1)I" etla relation de
Bianchiappliquée a ©, impliquent DO, = (1 — ¢)[I", ©,] puis

(k—1)P(0, DO, ©y,...,0;) = (k— 1)(1 — )P(0,[[, O, Oy,..., Oy).

Linvariance de P par conjugaison entraine apres dérivation la relation

> P(Ay.. [BAL... A) =0
j
pourA4y, ..., Ay, Bdans M,(C). Lorsque 4, ..., Ay, Bsont des matrices r x r de formes de degrés
respectifs py, ..., pk, g, on en déduit que

> (=) APt p(Ay, L [B A AR) = 0.
J
Appliquant cette derniere relation, on obtient
(k—1)P(0, D0, 0,,...,0,) = (t— 1)P([[, 0], 0,...,0,).
Or[l, o] = [D— Dy, o] = (D— Dy)o et Dyo = 0 donc
(k—1)P(0, DO, 0,,...,0;) = (t = 1)P(D0c, ©,,...,0,)

puis
(5.6) dP(0,0,,...,0,) = tP(Do, ©,,...,0,).

Pour identifier les composantes de bidegrés (k, k — 1) et (k — 1, k) des deux membres de
cette derniere égalité, il faut vérifier que O; est de bidegré (1, 1). En effet

©,=D}=(D-(1-0N?*=0—(1—)Dl + (1 — 1)’
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Ensuite (5.5) permet d’écrire que

(5.7) Dr=-Dd'oc+d'Do
et
(5.8) M =-d'odo—Dod'c

card'od'oc = {(—d’"g*)g}(jd"j*) = 0 envertude gj = 0 et par conséquent D'oD'oc =
(d"od"c)* = 0aussi.

Larelation (5.6) s’écrit donc

d/P(O', @t,...,@t) = tP(D/O', @[,...,@[)
d//P(O', @t,...,@t) = tp(d//O', @[,...,@t)

et fournit (d' — d”)P(0,©,...,0;) = tP([,0,,...,0).
Comme d(d — d') = —2d'd" et P(c,©,,..., ) est fermée, on a bien la formule an-

noncée. u

Pour exploiter cette formule dans le cas des classes de Chern, on utilise les notations
suivantes (cf. [Fllet [BC2]) : Hom(E, E) = E ® E* s'injecte dans l'algébre extérieure A\ (E & E¥)
et la forme de Chern totale de © s'écrit alors ¢(©) = (I + ©)” en identifiant A" E @ A" E* avec
C alaide de I" et en notant par ailleurs ~ la multiplication par 5. Ainsi ¢x(©) = (};)I'~*©F

~ r ~
puis ce(0,Oy,...,0;) = (})GI'*Of et 3 ke(0,O,...,0;) = r5(I + ©,)""! de sorte que
=1

c(©) — ¢(6y) = —dd‘p avec

Q= ro/0 {(I—l—é,)r_l - I+ éo)’_l}%.

c. Cas d’un sous-fibréde rang 1.

Supposons S de rang 1 et soit v une section holomorphelocale de S, v* € E* I'adjoint, de

sorte que o = % Onnotex = 2 f’lfl)f " etonva exprimer, en utilisant (5.7) et (5.8), les quantités

oDl et oT? al’aide de ox. On a d’abord

o (D'v)v* N vD'v* +oovd 1
o= —F—+—t+wd—
|vf? |vf? |vf?
= (Dv)vr + vv*d’L
|v]? |vf?

card’'v=0etD'v* = (d'v)* = 0;

d// _ | |2 + Uy*d//W
v
D *
BRCT

Ensuite
D'd’o = « + termes contenant v ou v*,

d'D'oc = —a + termes contenant v ou v,
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et considérant les produits avec o on obtient DI = —20«.
De méme, d”’ oD o est une somme de termes contenant tous v ou v* et
D'od’o = « + termes contentant v ou v*
de sorte que oT? = —oa.
Tout ceci permet finalement d’écrire, j étant un entier,

o ,.: U(@—l— 21— t)a— (1= t)zcx)j = U(@—l— (1-— tz)cx)j

puis
1
P = rcf/ {(1+6+(01-Aa) ' - (I—l—é—i—&)’_l}%
0
1
N r— ~ d
= go/ {I+0+(1-1na) 1—(I+®+&)"1}Tt.
0
Ecrivant
r—1 ) _ .
(I+0+(1-08)"" —(1+0+&) ' =—&y (I+0+(1- &) 1+ 0+ &)~/
j=1

et intégrant il vient
r—1
r 1 ~ . ~ . ~ .
9 =300 AU+ —(1+0+a/}(1+0+a)~
=1

r—1 r—1
r 1 ~ ~ . r 1 ~
_ - J Nr—j—1_ - ~\T—1
_ZUEj_ljj(ure) (I+0+ &) 2(?_1:],)0([—1—@—1—0() .
Pour j compris entre 0 et 7 — 1, les formes o /(1 + © + &)"~i~! = ¢ /(14 ©,)"~/~! sont fermées
d’apres (5.6) et on peut donc prendre

r—1
r 1 ~ . ~ .
(5.9) p=1-> -o{(I+0) - F}(1+0+&) /"
2 = J
Le fait d’avoir retranché I/ dans le crochet permettra d’assurer par la suite que les singularités

des composantes bihomogeénes de @ sont convenablement dominées.

d. Application.

Tout ceci permet maintenant d’exprimer (ddc log |s|) en considérant au-dessus de

.
X ~ Z le sous-fibré en droites de E engendré par s et la suittlexe;flcte 0—-Cs—=E—>Q—0
avec Q = E/Cs. On a alors ¢(Qg) = ¢(Ogs)c(Oq) puis, avec ¢ donnée par (5.9), ¢(O) —
¢(Ocs)c(©q) = —dd e qui s'écrit aussi ¢(Oq) = ¢(Ocs)~'¢(©) + dd*(c(Ocs) ™ ). On ex-
prime alors le fait que ¢,(©) = 0. Comme ¢(Og;) = 1 — dd°log|s| et donc ¢(O¢)~! =

> (dd‘log |s|)k il vient dans X . Z
k>0
- k
0= (dd"log|s|)" A cr—i(O) + dd‘w
k=0

44



r—1
avecy = Y (ddc log |s|) k A @r_k_1et@,_r_1lacomposante de bidegré (r—k—1, r—k—1) de
k=0

®.
Or @ est une combinaison linéaire des o I/=¢@¢["~/=1-¢~¢" 8¢ 5¢" avec £ > 1 dont
le degré est 2(£ + £’ 4 £") et dont la singularité est dominée par ISI% Ainsi la singularité de
@,__1 estdominée par ISI‘(+"“) et donc celle de g l'est par ISI‘(+‘) On peut alors écrire dans X
r—1 r
—(ddlog|s])|y_, = cx(©) + Y (ddlog|s|)" A cr—(®) + ddd°y.
k=1

Puis, comme )
1 dd° k-1
(o)) = aae{ - L (44IEY
2(k—1)\ 2|s|

pourk > 2,0ona

—(dd’logls])y, = ¢+(©) + dd°y/
avec )
r—
1 dde|sey k-
(Ij/ — (10g|8|)cr_1(®)+2m( 2|s|2 ) /\Cr_k(®)+(lj,
k=2

1

qui est a coefficients dominés par FEGDR

En combinant avec (5.2) on obtient la conclusion suivante :

(5.10) PrRoPosITION. — Il existe une forme différentielle ¢’ a coefficients dominés par
ISI‘(+‘) telle que

[Z] = ¢/(©) + (dd“log|s|)" + dd°y/'.

Signalons qu'un calcul explicite des formes d’Euler-Green est aussi effectué dans [BGS]
et que les formes de Green pour des sous-ensembles analytiques quelconques sont étudiées
dans [So].
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Chapitre 3

IMAGE INVERSE D'UN COURANT POSITIF FERME PAR UNE
APPLICATION ANALYTIQUE SURJECTIVE

1. Cas d'un courant de bidegré (1,1)

Soit f : X — Y une application holomorphe surjective entre variétés complexes
connexes de dimensions respectives dimX = net dimY = m. Pour T un courant positif
fermé dans Y de bidegré (1, 1) on définit 'image inverse f* T de la fagon suivante.

Soit Q un ouvert de Y sur lequel Tjq = 100 u avec u une fonction plurisousharmonique
dans Q. Lapplication f étant de rang générique égal a m, la fonction plurisousharmonique u o f
est, sur toute composante connexe de f~'(Q), non identique & —oc et on définit (f* T) IF-1(Q) =
i00(u o f). Si Q' est un autre ouvert de Y sur lequel on a une écriture analogue Tjq: = i00u/,
la fonction u — u' est pluriharmonique sur Q N Q' et il en est de méme pour uo f — v’ o f sur
F7HQ) N f~1(Q’) de sorte que la définition précédente est indépendante du choix de I'ouvert
Q et du potentiel wu.

(1.1) ProrosITION. — Le courantf* T est positif fermé et appartient a la classe de co-
homologie f*{T}.
Démonstration. — On peut écrire T = 6 + i00 u avec 6 une forme C*° de bidegré (1, 1)

et u une fonction presque plurisousharmonique dans Y. En effet, soit (Q4) un recouvrement de
Y par des ouverts biholomorphes a une boule et (A,) une partition C* de I'unité associée. On
écrit T, = iddu, pour chaque « et on consideére u = >~ Axly. Alors, pour o fixé, Uy, — Uq

[0
est pluriharmonique sur Qq, N Qy et donc ug, — uQ,, = > Aal(tta, — uo‘)|QaUﬂQo{ est C*° dans
[0
Q,, de sorte que T — id9u l'est aussi.

Onaalors f*T = f*0 + i0d(uo f) . [ |

(1.2) ProPOSITION. — Pour toute suite de courants positifs fermés T; convergeant fai-
blement dans Y vers T, la suite des images inverses f* T; converge faiblement dans X vers f* T.
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Démonstration. — En raisonnant localement, on est amené a considérer le cas d'une
application f : U — V de rang générique m entre des ouverts U C C" et V C C™. Soit alors
x une fonction C*° a support compact dans V vérifiant0 < x < 1et x = 1 sur un ouvert
Q C V.On note v le potentiel local associé a T, défini par v = (xor) * N avec o la mesure

T A (i00]2*)" " et N'(2) = — =z, em = m, le noyau de Newton dans C™.

Alors la suite des potentiels v; associés aux T; converge vers v pour la topologie L} .. En
effet, v; tend vers v faiblement et il résulte du lemme suivant que 'ensemble des v; est relative-
ment compact pour la topologie L. :

(1.3) LEMME. — Pour tout noyau N localement intégrable dans R¥, 'ensemble des
fonctions yu * N avec u une mesure positive a support compact dans R* de masse totale in-
férieure & une constante donnée est relativement compact pour la topologie L. ..

En particulier v; converge vers v presque partout. Lapplication f étant de rang générique
égal a m, la suite v; o f converge vers v o f presque partout dans U.

Par ailleurs, les fonction v; étant sous-harmoniques négatives, I'inégalité de moyenne
implique, r étant fixé, I'existence d’'une constante C>0 telle que, pour tout z, v;(z)<C | B(zr) VidA
en désignant par dA la mesure de Lebesgue dans C™. On en déduit pour z € B(Z/, r/2) I'inéga-
lité v;(z)<C [ B(2',1/2) vjdA qui entraine, comme lim || B(2',1/2) vidA< | B2V dA, que les vj sont
localement uniformément majorées.

Ecrivons maintenant Tjjq = iddv;jq + yj avec des y; € Cf3(Q) qui s'obtiennent a partir
des T; par convolution a I'aide d'un méme noyau C*. Ces formes y; convergent dans C75(Q)
versy = (T — id0v)|q. Sur une boule B(z r) C Q écrivons y; = id0w; respectivement y =
i00w avec wj respectivement w de classe C*> obtenue en combinant I'opérateur d’homotopie
de Poincaré et le noyau de Bochner-Martinelli. Les w; convergent alors dans C*° (B(z, r)) vers w.

Le lemme suivant implique finalement la convergence L, . dans f~'(B(z, r)) de la suite
(vj+ wj) o fvers (v+ w) o f.

(1.4) LEMME. — Soit @; une suite de fonctions sous-harmoniques définies dans un ou-
vert connexe de R¥, qui sont localement uniformément majorées. Alors ou bien @ i = —00
localement uniformément ou bien il existe une suite qui en est extraite et qui converge pour la
topologie L}, . ]

Remarquons enfin que si Z est un diviseur de Y, on a f*[Z] = [f‘1 (Z)] ou f~(Z) dé-
signe le diviseur image inverse. Cette égalité s’obtient en appliquant localement la formule de
Poincaré-Lelong.
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2. Cas d’'une application ouverte

a. Cas d’'un morphisme fini.

On considére une application surjective f : U — V entre des ouverts U et V de C™
qui est propre et finie. On note Z le sous-ensemble analytique strict de U formé des points en
lesquels le rang de f est strictement inférieur a m et V; 'image f( U ~. Z) qui est un ouvertde V.

(2.1) ProposITION. — Pour tout courant positif fermé T dans V, I'image inverse
f*(Tjy,) de T dans U ~ Z est de masse finie localement prés de Z.

Démonstration. — Désignant par (p, p) la bidimension de T et par K un compactde U,

/K\Zf*(TWU) A (032" = /f(K\Z)T/\ﬁ{(ia5|z|2)|pu\z}.

ona

La forme différentielle f. { (ia5|z|2)|p U\Z} quiest de classe C* dans V; est majorée parla restric-
tion a V; du courant f; ((i09]z|*)?) lui-méme majoré par (i0d )" avec @ = fi(|z|*) qui est une
fonction plurisousharmonique continue dans V. Lopérateur de Monge-Ampere T A (idd@)”
est bien défini dans V d’apres [BT] et l'intégrale du second membre est majorée par | o TA
(ioo@)P. [

Pour prolonger f* (T| Vu) a travers 2 on va utiliser un potentiel local associé a T. Soit x

N

une fonction positive C* a support compact dans V telle que x = 1 sur un ouvert Q CC V.On
définit dans C™ une forme différentielle S de bidegré (m — p — 1, m — p— 1) par

(i0d]z — x|*)™=!
2 — x[2m—2

S(z) = —cm/ (xT)(x) A
le 90 étant calculé par rapporta (z, x).

Cette forme est négative, a coefficients L), ety = (T — id0S)jq estC™.

Pour ¢ > 0, on note

Se(2) = —cm/m(xT)(x) A

Les S; forment une famille croissante de formes C* qui convergent vers S lorsque ¢ — 0 et

(i0d]z — x|?)™!
(o= <+ ey

vérifient :

(2.2) LEMME. — Pour @y,..., @4 des fonctions plurisousharmoniques localement bor-
nées dans Q, le produit S A id0@y A -+ - A 109, est bien défini dans Q comme limite faible
lorsquee — 0 des courantsS; A i0d@; A - - - A\ 100, (cf. [BMEM] pour!'étude de cet opérateur).
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Il en résulte que la forme différentielle f*S est a coefficients L. dans f~'(Q). En effet,
avec les notations de (2.1),on a

—/f*S/\(ia5|z|2)”+1 = _/ S A (i03)z]*)Pt!
K K~Z
—/ sarf (@312 5 }
FKSE)
< —/ SA (i0dg)Pt!.
f(K)

On définit alors f* T a 'aide de la relation

Considérons une autre fonction C* positive a support compact dans V identique a 1 sur un

autre ouvert Q' CC V. Soit S le potentiel local associé a T construit a partir de cette fonction et
Y = (T — i295')|q’ qui est une forme C*. Alorsla restrictionde S — §' 2 Q N Q' est une forme
différentielle C>° dontle id3 est (y' — y)|anq: de sorte que les courants idd { (f*S);-1(q) } +*¥
et 83 { (f*S') ;-1 } + [y coincident sur f=(Q) N f~!(Q’'). La définition précédente est
donc indépendante du choixde Q et de .

Vérifions que f* T est positif. On introduit pour cela les formes différentielles

i _ m
T.(z) = / (xT)(x) A {—aa log (|z — x|* + 5)}
cm 21
qui sont positives C°° et qui convergent faiblement vers x T. Il s’agit de vérifier que f* T, tend fai-
blement dans f~! (Q) vers f*T. Or, dans Q, on peut écrire T, = i09S; + y. avec y. qui converge
dans C;_ pm—p
de convergence monotone entraine par ailleurs la convergence de f* S, vers f* S pour la topolo-

(Q) vers y. Les formes f*y, convergent alors faiblement vers f*y et le théoréeme

gie L} .
(2.4) LEMME. — Pour tout compactK de U on a I'inégalité
/f*T/\ (i03)2|%)* < / T A (i00@)”.
K JK)
Démonstration. — Pour tout ouvert Q CC V contenant f(K) ona

/f*T A (i03)z2]%)P < / 5T A (i09)2]%)P < h_m/ [T A (i03]2)%)P.
K ~1(Q) F=1Q)
Or

/ [T A (0023 = / T: A f.(i00|2)*)P < / T A (i00@)”

=1(Q) Q Q
et, comme @ est continue, les T, A (id0@)? convergent faiblement vers T A (iddg)” donc

/ AT A (i00]2)%)P < /_ T A (i00@)P.
K Q

Faisant décroitre Q vers K, on obtient I'inégalité annoncée. [ |

Enfin, il reste a montrer que la définition (2.3) est indépendante du choix des coor-
données. Pour cela, il faudrait vérifier que si (T}) est une suite de courants positifs fermés qui
converge faiblement vers T, la suite des images inverses f* T; converge faiblement vers f* T.
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b. Cas général.

Considérons maintenant f : X — Y une application holomorphe surjective entre des
variétés complexes connexes de dimensions respectives dimX = net dimY = m telle que
pour touty € Y la dimension de la fibre f~!(y) est n — m. Soit  le sous-ensemble analytique
strict de X formé des points en lesquels le rang de f est strictement inférieur a m et Y, 'image
f(X ~ Z) quiest unouvertde Y.

(2.5) ProPOSITION. — Pour tout courant positif fermé T dans Y, I'image inverse
f*(Tjy,) est de masse finie localement prés de 2.

Démonstration. — Lhypotheése faite sur la dimension des fibres de f signifie que f est
ouverte. Il suffit de considérer le cas d'une application f : U — V surjective et ouverte entre
des ouverts U C C" et V. C ™. On suppose alors 0 € U et on consideére un systeme de
coordonnées z = (Z/,2"") dans C" = C"~™ x C™ ayant la propriété suivante: il existe des
boules B C "™ et B' C (C™ centrées en 0 telles que pour tout z € B, la restriction
de f 4z x B est propre, finie et surjective a valeurs dans un ouvert de C™. Limage inverse
par fizr«p» de la restriction de T a cet ouvert est alors bien définie. On la note (f* T)|. xp».
Le lemme (2.4) et I'inégalité de Chern-Levine-Nirenberg entrainent, pour K’ C B et K" C
B" des compacts, que la fonction [, (f*T)jzxpr A (i09]z""|*)P est majorée pour 2’ € K'. La
convergence de l'intégrale [y, (i03|2'[*)"="™ [, (f*T)|zxp+ A (i09]2"|*)” entraine alors celle
de [z £ (Tiv) A (i23]2[2)"=" A (i03]2"2)P.

Enfin la propriété vérifiée par le systeme de coordonnées (z/, z') reste vraie aprés per-

turbation. On conclut en considérant suffisamment de systemes de coordonnées (zf,..., z5_,,,

Zn_ i1+ -0 2 ) ayant cette propriété et tels que les idz* A dz{ A - - - A idzy_,, A dz_,, respec-

p
tivement les ( > idzt A dZ]f") engendrent toutes les formes de bidegré (n — m, n — m)
n—m<j<n

respectivement de bidegré (p, p). n

On étend f*(Tjy,) a U par un courant noté f* T vérifiant, u étant une fonction continue
a support compact dans B’ x B”, la relation

/ FT A u(2, 2')(i23]2])"~™ A (232" [2)P
B x B
= [ @3 [ (T a2 0312
BI BII

pour chacun des systemes de coordonnées précédents.

Mais il reste la aussi a vérifier que cette définition est indépendante des choix qui sont
faits.
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3. Cas d'un éclatement

Tous les éclatements ayant le méme modele local, il suffit de considérer le cas de I'écla-
tement du polydisque unité D" C C™ = C* x C"™ ¥ lelong de D* = D* x 0.

Pour un point z € C™ on désigne par z’ et z” ses projections sur C* et C”"—*. Soit X =
{(2[8]) € D™ x Pp_r_1, 2 et € colinéaires}, u : X — D™ la projection sur le premier
facteur, E = D* x P,,,_j_, le diviseur exceptionnel et w la restriction a X de 03 |z|* + 03 log |E|.
La restriction X . E - D™ ~_ D* est un biholomorphisme dont I'inverse est I'application
z— (& [2"]).

Pour T un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans D", la question est de savoir
sil'image inverse u* (Tjpm._ pr) est de masse finie au voisinage de tout point de E. Soit z, € Dk
et r > 0 tel que I'adhérence de D, = 7 + D} soit contenue dans D" Alors y‘l(DZ[/y,) est
relativement compact dans X et

/ ] H*(TiD’”\Dk)/\wp:/ kT/\/J*(,Up.
u- (Dz[’J,r)\E Dz[’J,r\D

Dans D"~ D¥ onap,w = idd|z

24 i90 log|2"|. Par ailleurs on peut apres translation supposer

28z

z, = 0 de sorte qu'on est ramené & étudier la convergence de l'intégrale

(%) / T A (i03]2|* + 03 log |2"])" .
D'~ DK

a.Casoitp=m— 1.

Le produit T A (idd log|2z"|)/ est alors bien défini d’apres la théorie des opérateurs de
Monge-Ampére pour toutj < m — 1 — k. D’autre part, pourj > m — k, ona (idd log|z"|)/ = 0
si|z"| # 0.1y a donc convergence.

b. Cas ot T est le courant associé a un ensemble analytique irréductible A non contenu
dans D¥.

Le courantu™ (T} pm. pk) est alorsla restrictiona X . E du courant d'intégration associé a

la transformée stricte u='(A . D¥) = pu=1(A) \ E qui est un sous-ensemble analytique de X de
dimension p. Ceciimplique directement la convergence del'intégrale | J=1 (D) E 1 (T pmpk) A\
wP.

c. Exemple ot lintégrale (+) divergedansle casoitk < p < m— 2.

On s’est inspiré d'un exemple d’opérateur de Monge-Ampere de masse infinie donné
dans [Kis2]. Pour 0 < a < 1 on considere la fonction u,(z) = (|z'|* — 1)(— log |z"|)“.

Vérifions que u, est plurisousharmonique dans un voisinage de 0 (dépendant de a). On
écrit pour cela us(z) = ga(log|2|,log|z"|) avec ga(n, &) = (e* — 1)(—5)“ Pour f et 5,
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négatifs, g, est croissante par rapporta chaque variable et pour vérifier qu’elle est convexe pour
1 et , dans un voisinage de —co, considérons son hessien

( 462t‘(—t2)a —Zaezt](—ﬂ)a_l , ) = e2t1(_t2)a—2 4’:22 2aty
)=t) '

—2ae*" (-p)*"  —a(1-a)(e®"-1)(-1 2a, a(l-a)(e=?"-1)

La trace de la seconde matrice est 4 + 4at, + a(l-a)(e=?"-1) et son déterminant est
4a(l-a)(e"*-1)& — 4a®Z = 4a((1-a)e*"—1)z. Ils sont bien tous deux strictement po-
sitifs pour 4 et , tendant vers —co.

Calculonsle hessien de u, :
i00u, = (i03|2'%) (- log|2"|)“~id|Z'|> Ao (- log|2"|)* + id|2'|* A 3 (- log|2"|)"
+(|2'[-1)i03 (- log|2")"

avec

a(~log|2’))" = —a(-1log|Z’|)" "2 log|2"|

et

a—

i3 (- log|2’|)" = —a(-1log|2"|)" 83 log|2’|-a(1-a) (- log|2"|)" *id log |2"| A 3 log|2"].

Considérons maintenant le courant T = (i0dua)* A (i00 log |z |)m_p_2 qui est bien
défini a l'aide de la théorie des opérateurs de Monge-Ampere puisque p > k. Soit r > 0 un
nombre réel assez petit. On a

e TA (i032|* + i03 log |2"|)”

o<|z!!|<r

p AT oy k—1 AT p—k+1
> (k— 1) /'f"jr TA (i03|Z|°)" A (iddlog|z"|) .
o<|z!!|<r

La derniere intégrale qui s’écrit aussi

., (103uq)® A (03] )" A (07 log |2") """
o<|z!!|<r

se calcule en développant (iddu,)?. Les seuls termes du développement qui contribuent a l'in-

tégrale sont2(i03|2'|?) (—log |2”|)“ A (|2'|* —1)i0d (—log |2”])“ et —2id|2'|> Ad (—log |2]) “ A

i0|2/|> A3 ( —log|z"|)". On trouve donc
{/ 2a(a— 1)(|Z 1) (@3] ) - 2|2 A3l A (10312 ) "}
|2’ |<r

X{ / (- 108|Z//|)2a_2ia log|z”’| Adlog |2 A (ia5log|z”|)m_k_1}_
0<|2"|<r

Lintégrale du premier facteur est > 0 et celle du second qui est proportionnelle a

2a—2
(—log|z"|)™"" . 5 mek
/0<|z”|<r |z//|2(m_k) (laa|z | )

estinfiniesia > 1.
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4. Nombres de Lelong d’'une image inverse

Soitf : X — Y une application holomorphe entre variétés complexes.

(4.1) ProPOSITION. — On désigne par[T C X x Y le graphe de f et par pr; et pr, les
projectionsde X x Y respectivementsurX etY.

i) Pour tout courant T dans X, le produit[['] A pri T est bien défini et lorsque fj qupp 1 €St
propre,onaf, T = pro. ([[] A pn*T).

ii) Pour toute forme différentielle 0 de classe C* dansY,onaf*0 = pry. ([F] A pro* 9).

Démonstration.

) Onal = g(X)avecg : X — X x Y définies par g(x) = (x, f(x)). Autrement dit
[l = g1 ce qui permet d’écrire

MApn™T=g.(g"pn*T) = &T.

Maintenant si fj ,pp 7 €t propre, la restriction de pr, al” N (supp T x Y) 'est aussi et on
peut donc calculer

Pras ([r] A prl*T) =pr.gT=[T.

ii) Cette formule s’obtient par dualité a ’aide de celle de i). [ |

Soit maintenant f : U — V une application holomorphe entre des ouverts U C C" et
V C C™ et T un courant positif fermé dans V.

(4.2) PROPOSITION. — Supposons qu'il existe une suite (6;) de formes différentielles
C* positives fermées convergeant vers T telle que (f*0;) posséde une limite notée f* T. Alors

i) le courant[['] A pry* T est bien défini comme limite de la suite des [['] A pr,*6; et la
relationf*T = pr. ([[] A pro* T) est vérifiée.

ii) On al'inégalité entre nombres de Lelong v(f* T, x) > v(T, f(x)) en tout point x de U.

Démonstration.

) Ona[l]A pr*0; = g (g*pr*0;) = g f*0; qui converge vers g.f* T.

ii) Lapplication pryr : I — U étant un biholomorphisme on a d’abord I'égalité
v(f*T,x) = v([[] A pr2*T, g(x)). Ensuite on écrit [[] = (dd°u)™ en notant u(z y) la fonc-
tion log|f(z) — y| et on applique l'inégalité rappelée dans le §3 du chapitre 0. On obtient

v(f* T, x) > v(u, g(x))"v(pr* T, g(x)). Or v(u, g(x)) = 1 etles nombres de Lelong sont conser-
vés par submersion (cf. chap. 2, § 2) donc v(pr* T, g(x)) = v(T, f(x)). [ ]
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Pour les courants de bidegré (1,1), I'inégalité ii) de (4.2) figure dans [Kis1] sous la forme
v(uo f,x) > v(u, f(x)) avec u une fonction plurisousharmonique.

Supposons f surjective, propre et finie et U connexe. f est un revétement ramifié dont on
note s le degré. La relation £, (f*T) = (fi1)T = sT et les résultats de [Del] et [De4] entrainent
alors I'inégalité

S wp( VT x) < sU(TY)
x€f=1(y)

ol pp(f, x) = v((dd®log|f — y|)”, x). Ces multiplicités sont en fait des entiers non nuls et on a
donc

Z v(f* T, x) < sv(Ty).
xef='(y)

Supposons maintenant f surjective et ouverte. Considérant un point x dans U et la
tranche de f* T sur un sous-espace affine générique de dimension m passant par x, on déduit
de I'inégalité précédente que v(f* T, x) < pm(f, x)v(T, f(x)).
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