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Introdu
tion 7La 
ourbure de Ri

i d'une variété riemannienne (Mn, g) est le 2-tenseur symétriquedé�ni sur TxM par la formule :
Ric(X,Y ) =

∑

i

R(X, ei,Y, ei),où (ei)1≤i≤n est une base orthonormée quel
onque de (TxM,gx) et R désigne le 4-tenseurde 
ourbure de la variété. On dit qu'une variété riemannienne est de 
ourbure de Ri

iminorée (resp. majorée) par un réel k lorsque les deux formes quadratiques Ric et g véri�entl'inégalité Ric ≥ k.g (resp. Ric ≤ k.g), 
e qui signi�e que, en restri
tion à TxM les valeurspropres de la forme bilinéaire symétrique Ric(x) par rapport au produit s
alaire gx sontminorées (resp. majorées) par k. Il est évident qu'une borne sur la 
ourbure de Ri

iest une hypothèse plus faible qu'une borne sur la 
ourbure se
tionnelle : par exemple,supposer la 
ourbure se
tionnelle négative ou nulle est une hypothèse très restri
tive qui,par le théorème de Cartan-Hadamard, implique en parti
ulier que la variété est revêtuepar R
n. Au 
ontraire, des résultats de J. Lohkamp (voir [68℄) prouvent que toute variétédi�érentiable 
ompa
te (de dimension n ≥ 3) admet un gros ensemble (en fait C0-dense)de métriques de 
ourbure de Ri

i négative (ou plus généralement majorée par un nombre

k �xé). Si l'hypothèse de "
ourbure de Ri

i majorée par k" ne donne au
une informationsur la stru
ture di�érentiable (et peu de renseignements sur la géométrie), en revan
he, unehypothèse de "
ourbure de Ri

i minorée par une 
onstante k" donne des informations qui
ommen
ent à être à peu près 
omprises, surtout depuis les travaux ré
ents de T. Coldinget J. Cheeger [38℄, [39℄, [40℄, [29℄, [30℄, [31℄ et [32℄ qui ont fourni une version "en moyenne"du théorème de Toponogov 
omplétant e�
a
ement l'arsenal te
hnique déjà disponible,
omposé essentiellement des théorèmes de 
omparaison sur le volume à la Bishop-Gromov(et de leurs extensions que sont, par exemple, l'inégalité de Heintze-Kar
her, le 
ontr�ledu pro�l isopérimétrique à la Gromov-Bérard-Besson-Gallot), de la formule de Bo
hner etdes estimées analytiques à la Abres
h-Gromoll.Dans 
ette thèse, on s'intéresse aux propriétés géométriques des variétés riemanniennesdont la 
ourbure de Ri

i véri�e 
ertaines hypothèses intégrales qui s'avèrent beau
oup plusfaibles que l'hypothèse de 
ourbure de Ri

i minorée. Plus pré
isément, on note Ric(x) laplus petite valeur propre de la forme bilinéaire symétrique Ric(x) sur TxM relativementau produit s
alaire gx et, pour tout réel k, on dé�nit la fon
tion ρk =
(
Ric− k(n−1)

)−
=

max
(
0,−Ric + k(n−1)

) ; les variétés riemanniennes étudiées dans 
ette thèse seront dedimension n ≥ 2 et telles que la fon
tion ρk admette une norme Lp (pour au moinsun p > n/2) lo
ale ou globale plus petite qu'une 
onstante �xée. On parlera alors devariétés de 
ourbure de Ri

i presque minorée par k(n− 1) (remarquez toutefois que 
etteappellation revêt plusieurs sens possibles qui seront pré
isés dans les énon
és ultérieurs denos résultats).



8 Les premiers travaux sur les variétés 
omplètes véri�ant 
e type d'hypothèses furentréalisés par S. Gallot (notons que, dans le même temps, M. Anderson et L. Gao établis-saient des résultats de 
onvergen
e sur les variétés dont la 
ourbure se
tionnelle est ma-jorée en norme Ln
2 ) ; en parti
ulier, il a montré dans [50℄ que toute variété riemannienne
omplète de diamètre plus petit que D et dont la 
ourbure de Ri

i véri�e l'inégalité(

1
VolM

∫
M ρpk

) 1
p ≤ ζ(n, p, k,D) (où p est un réel stri
tement plus grand que n

2 , k est unréel négatif et ζ(n, p, k,D) est une 
onstante universelle stri
tement positive) voit 
ertainesde ses 
onstantes isopérimétriques minorées par des 
onstantes universelles. S. Gallot endéduit alors des majorants universels des 
onstantes de Sobolev de 
es variétés et des ma-jorations universelles du premier nombre de Betti des variétés de diamètre majoré par Det de 
ourbure de Ri

i presque positive. L'étude de 
e type d'hypothèse intégrale sur la
ourbure de Ri

i a été poursuivie, plus ré
emment, par P. Petersen et G. Wei dans [81℄et [82℄ lorsque la 
ourbure de Ri

i est presque supérieure à une 
onstante négative ounulle1 et par P. Petersen et C. Sprouse dans [79℄ lorsque la 
ourbure de Ri

i est presquesupérieure à une 
onstante positive2.
1Les auteurs démontrent dans [81℄ des minorations des volumes relatifs des boules géodésiques à laBishop-Gromov : le volume relatif d'une boule géodésique de rayon R1 dans une boule 
on
entrique derayon R2 plus grand est minoré (à un fa
teur 
orre
tif près qui tend vers 1 lorsque la norme Lp de ρksur la boule de rayon R2 tend vers 0) par le rapport des volumes des boules de rayons R1 et R2 dansla variété riemannienne simplement 
onnexe de 
ourbure se
tionnelle 
onstante égale à k. Ce résultatpermet essentiellement de démontrer la pré
ompa
ité pour la distan
e de Gromov-Haudsor� de l'ensembledes variétés riemanniennes de diamètre majoré par D et de 
ourbure de Ri

i presque minorée par k.P. Petersen et G. Wei ont ensuite démontré dans [82℄ un équivalent de la majoration de Cheng et Yaudu gradient des fon
tions harmoniques et un équivalent des estimées d'Abres
h et Gromoll sur la fon
tionex
ès x 7→ d(x, x0) + d(x, x1) − d(x0, x1) d'un 
ouple de points x0 et x1.2les auteurs démontrent alors (modulo une erreur, dans leur démonstration de la majoration du diamètredes variétés de 
ourbure de Ri

i presque minorée par une 
onstante k(n−1) > 0, dont il sera fait mentiondans le 
hapitre 4 de 
ette thèse) que le résultat à la Bishop-Gromov de [81℄ s'étend aux variétés de
ourbure de Ri

i presque minorée par k(n − 1) > 0 ; 
ependant, sans la majoration du diamètre, leurméthode ne 
on
lut que pour des boules de rayon inférieur à ( π√

k
− α), ave
 un terme 
orre
teur quitend vers l'in�ni lorsque α tend vers zéro). Les auteurs démontrent aussi (ave
 la même restri
tion) queleur méthode permet de généraliser l'inégalité de Heintze-Kar
her sur le volume des voisinages tubulairesdes hypersurfa
es de 
ourbure moyenne 
onstante dans le 
as où 
es voisinages sont de rayon inférieur à

(
π√
k
− α

). Mais, en l'absen
e d'une démonstration du fait que le diamètre de 
es variétés est majoré parune 
onstante pro
he de π√
k
, 
es résultats ne peuvent être appliqués de manière intéressante.
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i presque supérieure à 
elle de la sphèreInégalités géométriques optimalesDans le 
hapitre 4 de 
ette thèse, on répond à une question posée par les travaux deP. Petersen et C. Sprouse sur les variétés de 
ourbure de Ri

i presque minorée par une
onstante stri
tement positive (voir [79℄). Plus pré
isément, on s'intéresse à l'extension, au
as où la 
ourbure de Ri

i est presque minorée par (n − 1), des inégalités géométriquesoptimales suivantes, qui sont 
lassiques lorsque la 
ourbure de Ri

i est supérieure ou égaleà (n− 1) (rappelons que la 
ourbure de Ri

i de la sphère est égale à n− 1) :Théorème 0 (Myers, Bishop, Gromov, Li
hnerowi
z, Gallot-Meyer). � Toutevariété riemannienne 
omplète (Mn, g) de 
ourbure de Ri

i supérieure ou égale à (n−1)véri�e les inégalités suivantes :(Myers) Diam(Mn, g) ≤ Diam(Sn, can) = π,(Bishop) pour tout R > 0 et tout point x ∈ M , VolB(x,R) ≤ A1(R) ; en parti
ulier
Vol(Mn, g) ≤ Vol(Sn, can),(Bishop-Gromov) pour tout 
ouple (r,R) tels que 0 < r ≤ R et tout point x de M ona VolB(x,r)
V olB(x,R) ≥

A1(r)
A1(R) ,(Li
hnerowi
z) λ0
1(M

n, g) ≥ λ0
1(S

n, can) = n,(Gallot-Meyer) λ1
1(M

n, g) ≥ λ1
1(S

n, can) = n,où A1(r) est le volume d'une boule géodésique de rayon r de la sphère 
anonique (Sn, can),où λ0
1(M

n, g) est la plus petite valeur propre non nulle du lapla
ien usuel de (Mn, g) etoù λ1
1(M

n, g) est la plus petite valeur propre du lapla
ien de Hodge sur les 1-forme de
(Mn, g).Lorsqu'on 
her
he à généraliser 
es inégalités aux variétés de 
ourbure de Ri

i presquesupérieure à n−1 on se rend 
ompte que l'obtention d'une généralisation optimale de l'in-égalité de Myers est déterminante pour obtenir une généralisation des autres inégalités sous
ette hypothèse (les démonstrations 
lassiques des inégalités de Bishop et Bishop-Gromovutilisent également le résultat de Myers, sans quoi 
es inégalités ne seraient valables quelorsque les boules 
onsidérées sont de rayons inférieurs à π√

k
, 
omme dans le résultat de[79℄ ; de plus, pour généraliser les estimées spe
trales, on a besoin d'un bon 
ontr�le dela fon
tion "pro�l isopérimétrique" ou des 
onstantes de Sobolev des variétés de 
ourbure



10de Ri

i presque supérieure à n−1, 
e 
ontr�le ne devant pas dépendre d'une borne apriori sur le diamètre de 
es variétés, voir le théorème 4.17). Or la démonstration 
lassiquedu théorème de Myers 
onsiste à 
onstruire (n − 1) 
hamps de ve
teurs le long de toutegéodésique de sorte que, si la variété est de 
ourbure de Ri

i supérieure à n − 1 et si lagéodésique est de longueur stri
tement supérieure à π, 
es 
hamps de ve
teurs permettentde montrer que la moyenne du Hessien de la fon
tionnelle énergie de 
ette géodésique dans
es dire
tions est stri
tement négative. Cette géodésique est alors d'indi
e non nul, et nepeut don
 pas être minimisante. Ce s
héma de preuve se prête bien à des généralisationsdu théorème de Myers où l'on rempla
e l'hypothèse globale sur la 
ourbure de Ri

i parune hypothèse de positivité des intégrales de la 
ourbure de Ri

i le long de toutes lesgéodésiques d'une variété riemannienne 
omplète (
ha
une de 
es intégrales étant géné-ralement 
al
ulée par rapport à la mesure de longueur dt de la géodésique), ou par deshypothèses qui permettent de s'y ramener (voir, par exemple, les résultats de Ambrose,Calabi, Avez, Markvorsen, Cheeger-Gromov-Taylor, Itokawa, Rosenberg, Wu et Sprouse[2℄, [24℄, [14℄, [70℄, [34℄, [63℄, [91℄, [89℄). Sous les hypothèses qui nous intéressent, on ne
ontr�le pas l'intégrale de la 
ourbure de Ri

i le long de 
haque géodésique, mais seule-ment la moyenne de 
es intégrales dans toutes les dire
tions de géodésiques issues d'unmême point x0. Plus pré
isément, on ne minore que la moyenne, par rapport aux ve
teurs
v ∈ S

n−1
x0

, de l'intégrale, le long des géodésiques γv (de ve
teur vitesse initiale v) et pourla mesure θ(t, v)dt, de la 
ourbure de Ri

i ; 
e qui revient à 
al
uler la moyenne de la
ourbure de Ri

i sur S
n−1
x0
×]0, R0[, par rapport à la mesure riemannienne θ(v, t) dv dt (où

S
n−1
x0

est la sphère unitaire de (Tx0M,gx0), où R0 est un réel positif �xé et où θ(v, t) est leja
obien de l'appli
ation (v, t) 7→ expx0
(tv)). Si on se refuse (
omme 
e sera notre 
as) àfaire une hypothèse supplémentaire de minoration uniforme de la 
ourbure de Ri

i (unetelle hypothèse est faite dans le travail de C. Sprouse [89℄ qui utilise les travaux de J. Chee-ger et T.Colding pour majorer le diamètre des variétés de 
ourbure de Ri

i supérieure à

−(n − 1) et telles qu'une norme L1 de (Ric − (n − 1)
)− soit petite), on ne peut déduire,de la donnée d'un minorant de 
ette moyenne globale, une minoration de l'intégrale dela 
ourbure de Ri

i sur 
haque géodésique (ou, plus pré
isément, sur au moins une desgéodésiques qui joignent les paires de points de (Mn, g) situés à une distan
e pro
he dudiamètre), qui est la 
ondition né
essaire au fon
tionnement de l'argument sur l'indi
e duHessien de l'énergie évoqué 
i-dessus (remarquons que la di�
ulté est de 
ontr�ler l'inté-grale de la 
ourbure de Ri

i le long de 
es géodésiques à la mesure de longueur dt, et nonpas par rapport à la mesure θ(v, t) dt). C'est pourquoi, dans le 
hapitre 4 de 
ette thèse, ongénéralise le théorème de Myers en passant par l'inéquation de Ri

ati qui relie la 
ourburemoyenne d'une sphère-géodésique en un de ses points aux valeurs de la 
ourbure de Ri

ile long du rayon géodésique passant par 
e point : 
ette 
ourbure moyenne étant la dérivée
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tion 11logarithmique de la forme volume des sphères géodésique, un bon 
ontr�le intégral de 
ette
ourbure moyenne sur les sphères permet d'obtenir un 
ontr�le du volume des boules etdes sphères géodésiques (du type Bishop et Bishop-Gromov) assez �n pour 
on
lure. Onobtient alors le résultat suivant :Théorème A. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > n
2et R > 0. Il existe des 
onstantes universelles C(p, n) et α(p, n) (
al
ulées au 
hapitre 4),telles que :(i) Si R ≤ 4π, toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n, telle que

supx∈M
(

1
VolB(x,R)

∫
B(x,R)

[(
Ric− (n− 1)

)−]p) 1
p ≤ ǫ ≤ α(p, n), véri�e l'inégalité :

Diam(Mn, g) ≤ π
(
1 + C(p, n)ǫ

p
2p−1

)En parti
ulier, M est 
ompa
te.(ii) Si R > 4π, les mêmes 
on
lusions sont valables sous l'hypothèse plus restri
tive
R2 supx∈M

(
1

VolB(x,R)

∫
B(x,R)

[(
Ric− (n− 1)

)−]p) 1
p ≤ ǫ ≤ α(p, n).Nous verrons aussi qu'à 
ondition de rempla
er R par 6π, l'hypothèse intégrale duthéorème A (i) n'a besoin d'être véri�ée que pour un seul point x de M . Cette majorationdu diamètre des variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à n − 1 nous permetd'obtenir des généralisations optimales des inégalités géométrique 
itées plus haut :Théorème B. � Sous les mêmes hypothèses que 
elles du théorème pré
édent, il existeune 
onstante C(p, n), 
al
ulée au 
hapitre 4, telle qu'on ait les inégalités :

Vol(Mn, g) ≤ Vol S
n
(
1 + C(p, n)ǫ

p
4p−n−1

)

λ0
1(M

n, g) ≥ n
(
1− C(p, n)ǫ

)

λ1
1(M

n, g) ≥ n
(
1−C(p, n)ǫ

)
, et don
 H1(M) = {0}où λ0

1 est la première valeur propre non nulle du lapla
ien usuel, où λ1
1 est la premièrevaleur propre du lapla
ien de Hodge sur les 1-formes et où H1(M) est le premier groupe de
ohomologie réelle de Mn. De plus, en posant δ = 1−C(p, n)ǫ

p
4(2p−1) , on a les inégalités :(i) pour tous les rayons r > 0, et tous les points x de Mn :

Vol
(
B(x, r)

)
≤
(
1 + C(p, n)ǫ

p
4p−n−1

)
A1(r)

”Voln−1

(
∂B(x, r)

)
” ≤

(
1 + C(p, n)ǫ

p
2(2p−1)

)
L1(δr)où ”Voln−1

(
∂B(x, r)

)
” désigne le volume (n−1)-dimensionnel de la partie régulière de lasphère ∂B(x, r) (voir la se
tion 4.1.2 pour une dé�nition pré
ise), et où L1(r) (resp. A1(r))



12est le volume (n−1)-dimensionnel d'une sphère (resp. le volume d'une boule) géodésiquede rayon r de la sphère 
anonique (Sn, can).(ii) pour tous les 
ouples de nombres réels tels que 0 < r ≤ R, et tous les points x de Mn,
Vol
(
B(x, r)

)

Vol
(
B(x,R)

) ≥
(
1− C(p, n)ǫ

p
4p−n−1

) A1(r)

A1(R)

(”Voln−1

(
∂B(x,R)

)
”

L1(δR)

) 1
2p−1 −

(”Voln−1

(
∂B(x, r)

)
”

L1(δr)

) 1
2p−1 ≤ C(p, n)ǫ

p
2(2p−1) (R− r)

2p−n
2p−1Les 
onstantes qui interviennent dans 
es inégalités sont pré
isées dans le 
hapitre 4.Dans le 
hapitre 4 de 
ette thèse, on 
onstruit de plus une suite de variétés rieman-niennes qui 
ontredit les énon
és des théorèmes A et B lorsqu'on prend p = n/2 (et n ≥ 3)dans l'hypothèse intégrale sur la 
ourbure de Ri

i.Métriques presqu'extrémalesDans le 
hapitre 5, on s'intéresse aux variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieureà n − 1 dont les invariants riemanniens, bornés par les théorèmes A et B qui pré
èdent,prennent des valeurs presque extrémales. Rappelons que les inégalités géométriques opti-males du théorème 0 sont telles que, si une variété riemannienne 
omplète de 
ourburede Ri

i supérieure ou égale à (n − 1) réalise le 
as d'égalité dans l'une de 
es inégalités,alors 
ette variété est né
essairement isométrique à la sphère 
anonique (
'est une 
onsé-quen
e des travaux de S.Y. Cheng [35℄ et M. Obata [73℄). Une autre manière d'exprimer
ette propriété est de dire que, sur l'ensemble des variétés de 
ourbure de Ri

i supérieureou égale à n−1 (modulo isométries), la fon
tionnelle qui, à 
haque variété riemannienne

(Mn, g), asso
ie son diamètre (resp. son volume, resp. son λ0
1, resp. son λ1

1) atteint son ex-tremum absolu pour la sphère 
anonique, et pour la sphère seulement. De plus, J. Cheegeret T. Colding ont démontré le résultat suivant de stabilité des métriques presqu'extrémalesde 
ourbure de Ri

i supérieure ou égale à (n−1) (
f [38℄, [39℄ et [30℄) :Théorème (J. Cheeger-T. Colding [30℄). � Il existe une 
onstante ε = ε(n) telleque toute variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de 
ourbure de Ri

i supérieure à n-1 etvéri�ant l'inégalité :
Vol(Mn, g) ≥ (1− ε)Vol(Sn, can)soit di�éomorphe à S

n.La 
onstante universelle ε(n) (qui n'est pas expli
itable par la preuve) ne dépend pasde bornes a priori sur la 
ourbure se
tionnelle. Ce point est l'amélioration fondamentaleapportée par T. Colding et J. Cheeger aux travaux antérieurs de Shiohama, Perelman,
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tion 13Otsu-Shiohama, Yamagu
hi, et
. (
f [88℄). T. Colding et J. Cheeger ont aussi démontréles variantes de 
e théorème 
onsistant à rempla
er l'hypothèse de presque maximalité duvolume par la presque maximalité du Radius ou la proximité, en distan
e de Gromov-Hausdor�, ave
 la sphère 
anonique. P. Petersen [77℄ a, quant à lui, rempla
é l'hypothèsesur le volume par l'hypothèse λ0
n+1 ≤ n+ ǫ.La preuve de 
e théorème par T. Colding et J. Cheeger se dé
ompose en deux étapes :1) La première étape est un résultat de 
o-stabilité de 
ertains invariants géométriques dela sphère 
anonique en 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1). Plus pré
isément, T. Coldinga montré dans [38℄ et [39℄ que, sur l'ensemble des variétés riemanniennes 
omplètes de
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1), il équivalent d'être de volume pro
he de 
elui dela sphère, d'être de radius pro
he de 
elui de la sphère ou d'être pro
he de (Sn, can) endistan
e de Gromov-Hausdor�. P. Petersen 
omplète 
es équivalen
es dans [77℄ en montrantque 
ha
une de 
es 3 
onditions est équivalente à 
e que λ0

n+1 soit pro
he de n.2) Dans un se
ond temps, T. Colding et J. Cheeger ont démontré dans [30℄ que, si unesuite de variétés riemanniennes, 
ompa
tes et de 
ourbure de Ri

i uniformément minorée,
onverge (en distan
e de Gromov-Hausdor�) vers une variété riemannienne 
ompa
te �xéede même dimension, alors tous ses éléments sont di�éomorphes à la variété-limite à partird'un 
ertain rang.Dans un premier temps, le 
hapitre 5 est 
onsa
ré à l'extension de la première étape dela preuve du théorème de Colding-Cheeger au 
as des variétés de 
ourbure de Ri

i presquesupérieure à (n−1). On démontre le résultat de 
o-stabilité suivant :Théorème C.� Il existe des 
onstantes C(p, n) et β(n) telles que, si l'on 
onsidère toutesles variétés riemanniennes 
omplètes (Mn, g) qui véri�ent les hypothèses de 
ourbure duthéorème A et l'une des trois inégalités suivantes :
Vol(Mn, g) ≥ (1− ǫ)Vol(Sn, can) ou λ0

n(M
n, g) ≤ n+ ǫou Radius(Mn, g) ≥ (1− ǫ)Radius(Sn, can),toutes 
es variétés sont à distan
e de Gromov-Hausdor� de (Sn, can) plus petite que

C(p, n)ǫβ(n).Ré
iproquement, si la distan
e de Gromov-Hausdor� entre (Mn, g) et (Sn, can) est pluspetite que ǫ, alors V ol(Mn, g) ≥
(
1 − C(p, n)ǫβ(n)

)
Vol(Sn, can), λ0

n+1(M
n, g) ≤ n +

C(p, n)ǫβ(n) et Radius(Mn, g) ≥
(
1− C(p, n)ǫβ(n)

)
Radius(Sn, can).Les 
onstantes C(p, n) et β(n) sont expli
itables.On remarquera que, pour prouver que la distan
e de Gromov-Hausdor� entre (Mn, g)et (Sn, can) est petite, il n'est pas né
essaire de supposer que le lapla
ien de la variété



14possède (n+ 1) valeurs propres presque inférieures à n : en e�et, il su�t que la variété enpossède n pour obtenir la même 
on
lusion. Appliqué dans le 
as parti
ulier où la 
ourburede Ri

i est supérieure à (n−1), 
e
i améliore le résultat de P. Petersen en établissant le :Corollaire D.� Soit n un entier (n ≥ 2). Il existe des 
onstantes universelles stri
tementpositives ǫ(n), β(n) et C(n) (expli
itement 
al
ulables) telles que, si (Mn, g) est une variétériemannienne de dimension n qui véri�e Ric(Mn, g) ≥ (n−1) et λ0
n(M

n, g) ≤ n+ǫ(n), alors
M est di�éomorphe à S

n et dGH((Mn, g), (Sn, can)
)
≤ C(n)

(
λ0
n − n

)β(n).On montre que 
e 
orollaire est optimal, au moins en 
e qui 
on
erne la deuxième
on
lusion, en 
onstruisant une suite de métriques gk sur S
n, de 
ourbure de Ri

i supé-rieure à (n−1), telle que la suite (Vol(Sn, gk)

)
k
tende vers 0, la suite (Rad(Sn, gk)

)
k
tendevers π

2 et la suite ((Sn, gk))k tende (au sens de Gromov-Hausdor�) vers l'hémisphère dedimension n−1 munie de sa métrique 
anonique, mais telle que la suite (λ0
i (S

n, gk)
)
k
tendevers n pour tout i ≤ n− 1. C'est en
ore un problème ouvert de savoir si n est le plus petitdes entiers p tels que toute suite (Mk)k∈N de variétés riemanniennes de dimension n et de
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1), telles que λ0

p(Mk) tende vers n lorsque k → +∞,soit formée de variétés qui sont toutes di�éomorphes à S
n à partir d'une 
ertain rang (rap-pelons que M. Anderson [4℄ et Y. Otsu [74℄ ont 
onstruit des variétés de 
ourbure de Ri

isupérieure à (n−1), non homotopes à S

n, dont le λ1 est arbitrairement pro
he de n).La méthode de démonstration du théorème C est une appli
ation des résultats de
omparaison du 
hapitre 4 et d'estimées analytiques (démontrées dans la première partiede la thèse, au 
hapitre 3) sur les 
ombinaisons linéaires de se
tions propres des opérateurs(lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions d'un �bré riemannien. Par exemple, dans lasous-se
tion 5.4.2, on s'inspire des travaux de S. Gallot dans [46℄ et de P. Petersen dans[77℄ en dé�nissant une appli
ation :
{

Φ : M → S
n ⊂ R

n+1

x 7→ Φ(x) = F (x)/‖F (x)‖où F (x) =
(
f1(x), . . . , fn+1(x)

) et où (fi)1≤i≤n+1 est une famille L2-orthonormée de fon
-tions propres du lapla
ien de (Mn, g) asso
iées à des valeurs propres pro
hes de n. Pourmontrer que l'appli
ation Φ est 
orre
tement dé�nie et étudier ses propriétés, on 
onstruitun �bré riemannien E →M de rang (n+1) et des se
tions Si de 
e �bré asso
iées aux fon
-tions fi. On montre alors que, sous nos hypothèses, les se
tions Si sont des se
tions propresasso
iées à des petites valeurs propres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel) de potentielpresque positif ; une version faible du prin
ipe de Bo
hner, démontrée dans le 
hapitre 3 de
ette thèse, implique que les se
tions Si forment un repère presqu'orthonormé du �bré E en
ǫ-presque tout point de la variété M (i.e. sur une partie Mǫ de M telle que VolMǫ

VolM > 1− ǫ).Les Si permettent ainsi de dé�nir une appli
ation linéaire de R
n+1 dans Ex, qui est une
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tion 15presque-isométrie pour ǫ-presque tout point x de M et dont la restri
tion à TΦ(x)S
n estpartout pro
he de tdxΦ ; on en déduit que Φ est une fon
tion dé�nie sur tout M , surje
-tive, de degré ±1, qui réalise une C(p, n)ǫβ(n)-approximation de Hausdor� de (Mn, g) sur

(Sn, can) (notez que, 
ontrairement à 
e qui est fait dans les travaux de T. Colding, nous
onstruisons expli
itement l'approximation de Hausdor�).Dans la se
tion 5.5, nous étudions (en l'état a
tuel de nos re
her
hes) les extensionspossibles aux variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) de la deuxièmeétape de la démonstration du théorème de Colding et Cheeger. En parti
ulier, nous dis-
utons d'un outil qui joue un r�le fondamental dans les travaux de Colding et Cheegersur la �nitude du type di�érentiable en 
ourbure de Ri

i minorée (voir par exemple lerésultat 
ité 
i-dessus) ; 
et outil nous semble di�
ile à étendre au 
as de 
ourbure de Ri

ipresque minorée par (n−1). Toutefois, nous démontrons dans 
ette se
tion que, si on sup-pose l'existen
e d'une borne Lp a priori sur la 
ourbure se
tionnelle (i.e. ‖R‖Lp(M) ≤ A)ou L∞ sur la 
ourbure de Ri

i (i.e. ‖Ric ‖∞ ≤ A), alors l'appli
ation Φ devient un dif-féomorphisme de 
onstante de Lips
hitz C(p, n,A)ǫβ(n,A)-pro
he de 1. Ce
i dé
oule en
oredes résultats analytiques de la première partie de la thèse où on démontre que des 
ombi-naisons linéaires de se
tions propres asso
iées à des petites valeurs propres d'un opérateur(lapla
ien+potentiel) presque positif sont presque parallèles si on suppose le potentiel etla 
ourbure du �bré bornés en norme intégrale.On �nit le 
hapitre 5 en étendant au 
as des variétés de 
ourbure de Ri

i presquesupérieure à (n−1) un résultat de S. Ilias [62℄. En fait, nous montrons le :Théorème E. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, R et A des nombres réels arbitrairestels que p > n/2, R > 0 et A > 0. Il existe une fon
tion α(p, n,A) (universelle et 
al
ulable)telle que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, qui véri�e
supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ α(p, n,A) et ‖R‖2p ≤ A, on ait :Si λ1 ≤ n+ α(p, n,A), alors M est homéomorphe à S
n.Si Diam(M) ≥ π − α(p, n,A), alors M est homéomorphe à S

n.Les 
ontre-exemples de M. Anderson ([4℄) et Y. Otsu ([74℄) déjà 
ités 
i-dessus prouventqu'on ne peut, dans 
e 
as, s'a�ran
hir de l'hypothèse sur la 
ourbure se
tionnelle.Courbure de Ri

i presque positiveDans le 
hapitre 2 de 
ette thèse, on s'intéresse à la généralisation d'un résultat derigidité en 
ourbure de Ri

i positive ou nulle dû à Bo
hner :



16Théorème (Bo
hner). � Soit (Mn, g) une variété riemannienne 
ompa
te telle que
Ricg ≥ 0. Alors son premier nombre de Betti b1 = dimH1(M,R) est inférieur à n. Si deplus b1 = n alors (Mn, g) est isométrique à un tore plat.La démonstration de 
e théorème 
ombine le prin
ipe de Bo
hner sur les opérateurs(lapla
ien+potentiel positif) et l'utilisation de l'appli
ation d'Albanese : soit (αi) une base
L2-orthonormée de 1-formes harmoniques, il existe une appli
ation Alb : M → T

b1 dontla di�érentielle est donnée par les αi. De la positivité de l'opérateur D∗D on déduit quetoute 1-forme harmonique est parallèle en 
ourbure de Ri

i supérieure ou égale à 0, puisque l'appli
ation d'Albanese Alb est un isométrie si b1 = n.Ce résultat a déjà été généralisé par T. Colding et J. Cheeger de la manière suivante :Théorème du tore (Colding [40℄ ; Colding-Cheeger [30℄). � Il existe une 
onstante
ǫ(n) > 0 telle que pour toute variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) véri�ant la 
ondition
Diam(M)2Ric ≥ −ǫ, on ait b1 ≤ n. Si de plus b1 = n, alors (Mn, g) est ǫ-pro
he d'un tore
T
n plat en distan
e de Gromov-Hausdor� et M est di�éomorphe à T

n.I
i, 
'est la 
ara
térisation du 
as où b1 = n qui est le résultat nouveau, la majoration
b1 ≤ n était un résultat antérieur de M. Gromov et de S. Gallot. Le s
héma de preuve de
e résultat (tel qu'il est revisité dans [51℄) est le suivant : sous 
es hypothèses de presquepositivité de la 
ourbure de Ri

i, les estimées analytiques de la première partie de la thèsenous donnent que ‖α‖∞

‖α‖2
≃ 1 et Diam(M)‖Dα‖2 ≤ ǫ pour toute 1-forme harmonique dela variété (Mn, g). On en déduit que (αi) est une famille ǫ-presque orthonormée au-dessusd'un ensemble de volume presque égal à 
elui de M . Grà
e au lemme de Toponogov L2,on montre que, dans un ǫ-voisinage de tout 
ouple de points de M , il existe un 
ouple depoints reliés par une géodésique minimisante sur laquelle (αi) est ǫ presque-orthonorméesur ǫ-presque toute sa longueur. On en déduit que l'appli
ation d'albanese Alb est une

ǫ-approximation de Hausdor�. Le di�éomorphisme dé
oule du théorème de �nitude dugenre di�érentiable (en 
ourbure de Ri

i minorée) de Colding et Cheeger 
ité plus haut.Remarquez que, dans 
e théorème, on ne 
ontr�le plus la métrique au sens Lips
hitz et onne 
onnait pas le di�éomorphisme. Toutefois, si on rajoute une borne Lp sur la 
ourburese
tionnelle, les estimées analytiques de la première partie de 
ette thèse nous donnent que
Diam(M)‖Dα‖∞ ≤ ǫ pour toute 1-forme harmonique, et don
 la famille (αi) est partout
ǫ-presque-orthonormée. Alb devient alors un di�éomorphisme presque-isométrique.Il dé
oule des travaux de S. Gallot sur les variétés 
ompa
tes de 
ourbure de Ri

ipresque positive que leur lapla
ien de Hodge sur les 1-formes a au plus n petites valeurspropres. Si on suppose qu'il en a exa
tement n, on obtient le résultat suivant (
f la deuxièmepartie de 
ette thèse) :
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tion 17Théorème F. � Pour tout n ∈ N \ {0, 1}, pour tout p > n et tout ǫ ∈]0, 1], il existedes 
onstantes ζ(p, n) > 0 et β(p, n) > 0 telles que toute variété riemannienne 
ompa
te
(Mn, g) véri�ant :

{
Diam(M)2‖Ric−‖p/2 < ǫ.ζ(p, n)

(
1 + Diam(M)2‖R‖q/2

)−β(p,n)

Diam(M)2λ1
n < ǫ.ζ(p, n)

(
1 + Diam(M)2‖R‖q/2

)−β(p,n)(où q = max(p, 4), ǫ ∈]0, 1] et λ1
n est la n-ième valeur propre du lapla
ien de Hodgesur les 1-formes di�érentielles) est di�éomorphe à une nilvariété, i.e. à un quotient d'ungroupe nilpotent simplement 
onnexe G par un sous groupe dis
ret Γ. De plus, il existeune métrique g0, invariante à gau
he sur G, qui passe au quotient sur M = Γ \ G en unemétrique ǫ-pro
he de g.Dans le 
as où le lapla
ien de Hodge sur les 1-formes de (Mn, g) admet seulement n − 1petites valeurs propres, alors soit M est di�éomorphe à une nilvariété, soit M est di�éo-morphe à une infra-nilvariété non-orientable. Dans les deux 
as, la métrique est pro
hed'une métrique invariante à gau
he.Ce théorème semble beau
oup plus faible que le résultat de T. Colding et J. Cheegerpuisqu'il suppose une borne sur la 
ourbure se
tionnelle ; pourtant 
ette faiblesse n'estqu'apparente : l'hypothèse supplémentaire (i.e. la borne L q

2 sur la 
ourbure se
tionnelle)est en quelle que sorte le prix à payer pour un problème qui s'avère beau
oup plus 
omplexeque les théorèmes de la sphère et du tore de T. Colding et de J. Cheeger et T. Colding (
fles deux énon
és 
i-dessus). En e�et, dans le théorème de la sphère, on 
omparait la variété
(Mn, g) à un modèle géométrique unique : la sphère 
anonique. La situation est déjà plus
ompliquée dans la théorème du tore : i
i le modèle géométrique (un tore plat à 
hoisir enfon
tion de (Mn, g)) n'est plus unique, 
'est son revêtement universel (l'espa
e eu
lidien)qui est unique ; une grande partie de la di�
ulté dans la preuve de T. Colding, vient dufait qu'une fois prouvé que le revêtement universel de (Mn, g) est pro
he (en distan
e deGromov-Hausdor� pointée) de l'espa
e eu
lidien, il faut dé�nir et 
ontr�ler métriquementl'a
tion induite par Π1(M) sur R

n de sorte que l'approximation de Hausdor� passe auquotient en une approximation de Hausdor� de (Mn, g) sur un tore plat.Dans le théorème F, la situation est en
ore plus 
omplexe, puisque toute nilvariété est unmodèle qui doit être pris en 
onsidération : en e�et, toute nilvariété admet une métriqueinvariante à gau
he qui véri�e les hypothèses du théorème F, 
e qui apporte une justi�
ationà 
es hypothèses (voir la proposition 5.1 de la deuxième partie de 
ette thèse). En fait, 
ettehypothèse supplémentaire sur la 
ourbure se
tionnelle est indispensable : en adaptant des
ontre-exemples dus à M. Anderson, nous prouvons (dans la proposition 4.1 de la deuxièmepartie de 
ette thèse) que, pour tout n ≥ 4 et tout ǫ > 0, il existe une in�nité de variétésriemanniennes (non homotopes entre elles), de dimension n, de diamètre inférieur à 1,



18de 
ourbure de Ri

i minorée par −ǫ et telles que les n premières valeurs propres dulapla
ien de Hodge soient inférieures à ǫ. On aura 
ompris qu'une des di�
ultés nouvellesren
ontrées dans la preuve de notre théorème F (si on la 
ompare à 
elle du théorème dutore de T. Colding et J. Cheeger) réside dans le fait que les formes propres du lapla
ien deHodge 
orrespondant à des petites valeurs propres non nulles ne sont plus fermées, mais
ofermées.Le théorème F 
i-dessus (et la dis
ussion et les 
ontre-exemples qui le suivent) est lefruit d'une 
ollaboration ave
 B. Colbois, P. Ghanaat et E. Ruh. Ce théorème se pla
edans l'esprit du théorème de M. Gromov sur les variétés presque-plates (
f [23℄ pour uneréda
tion 
omplète, due à P. Buser et H. Kar
her) ; rappelons que 
e théorème dit quetoute variété riemannienne qui véri�e Diam(M)2‖R‖L∞ < ǫ(n) (où ǫ(n) est une 
onstanteuniverselle stri
tement positive) est di�éomorphe à une nilvariété. Cependant la preuve enest di�érente, puisqu'elle repose sur des arguments d'analyse. En revan
he, le fait que toutenilvariété admette une famille gǫ de métriques invariantes à gau
he qui véri�ent (pour lamême valeur de ǫ) les hypothèses du théorème G repose sur un 
al
ul fait par M. Gromov(
f [23℄ p. 126). Pour démontrer 
e
i, M. Gromov prouve que, si ω : T (Γ \ G) → R
n estla 1-forme de Maurer-Cartan de la Nilvariété, elle véri�e Diam(gǫ)‖dω‖∞ ≤ ǫ pour unemétrique gǫ bien 
hoisie. Notre preuve du théorème F s'appuie sur une ré
iproque de 
erésultat, due à P. Ghanaat, qui étend aux variétés trivialisables un théorème prouvé parZassenhauss, Kazhdan, Margulis dans le 
as des groupes de Lie :Théorème (Ghanaat [54℄). � Il existe des 
onstantes ǫ(n) > 0, C(n) > 0 tellesque toute variété 
ompa
te admettant une trivialisation ω : TM → Rn qui véri�e

Diam(M)‖dω‖∞ ≤ ǫ(n) (pour la métrique gω = ω∗can) est di�éomorphe à une nilvariété
Γ \G. De plus, il existe alors une trivialisation ω de T (Γ \G) = TM qui est invariante par
G et telle que :

‖ω − ω‖∞ + Diam(M)‖dω − dω‖∞ ≤ C(n)Diam(M)‖dω‖∞.Pour montrer que les variétés qui véri�ent les hypothèses de notre théorème F satisfontles hypothèses du théorème 0.5 de Ghanaat, nous 
onstruisons une appli
ation de TMdans R
n dont les 
omposantes sont les n formes propres {αi}1≤i≤n 
orrespondant aux npetites valeurs propres du lapla
ien de Hodge. La preuve du fait que 
e
i 
onstitue unetrivialisation repose sur nos estimées du 
hapitre 3 de la première partie de 
ette thèse :sous les hypothèses du théorème F, toute 
ombinaison linéaire α des αi véri�e :

1− inf |α|
sup |α| < C ′(p, n)ǫβ

′(p,n),
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tion 19où β′(p, n) et C ′(p, n) sont des 
onstantes universelles positives. La preuve du fait que les
‖dαi‖L∞ sont petits repose sur le fait (banal) que ‖dαi‖2L2 ≤ λn‖αi‖2L2 et sur la majorationdu rapport ‖dαi‖L∞

‖dαi‖L2
donnée au 
hapitre 3 de la première partie de 
ette thèse.La première partie de 
ette thèse (
orrespondant aux 
hapitres 1, 2 et 3) met en pla
eles outils analytiques né
essaires dans les autres parties de la thèse et dans le preprint[11℄. Son aspe
t te
hnique la rend un peu austère, 
'est pourquoi nous 
onseillons au le
-teur spé
ialiste de géométrie de 
ommen
er la le
ture de 
ette thèse par les parties II etIII, et de revenir sur 
ette partie I lorsque le besoin des démonstrations l'exige. C'estaussi pourquoi, pour la des
ription des résultats de 
ette première partie (des estiméesanalytiques du type Sobolev ou Harna
k sur les se
tions des �brés riemanniens qui, lors-qu'elles sont appliquées à des 
ombinaisons linéaires de se
tions propres d'un opérateur(lapla
ien+potentiel), donnent des généralisations de la te
hnique de Bo
hner au 
as où lepotentiel est de signe quel
onque) nous renvoyons à l'introdu
tion du premier 
hapitre de
ette thèse.Notez en�n que, parmi les appli
ations de 
es estimées analytiques, nous avons déve-loppé une te
hnique d'approximation expli
ite des valeurs propres d'une variété rieman-nienne 
ompa
te, mais nous n'avons pas pu rédiger 
ette partie dans les temps impartis(nous renvoyons don
 le le
teur intéressé au preprint [11℄ en 
ours de réda
tion). Pourdé
rire brièvement 
ette méthode, disons qu'on utilise les résultats du 
hapitre 3 de lapremière partie pour borner (en norme L∞) le gradient et le Hessien des éléments f ap-partenant à la somme des espa
es propres asso
iés aux k premières valeurs propres dulapla
ien d'une variété riemannienne (Mn, g). Ces résultats permettent de 
ontr�ler pré-
isément les variations de f et de df au voisinage des points d'un ǫ-réseau dis
rétisant lavariété (Mn, g), et de 
al
uler des approximations des normes L2 de f et de df sur la variétéà partir des valeurs prises par la fon
tion dis
rétisée aux di�érents points du réseau. Le butest de 
al
uler des approximations de 
haque valeur propre du lapla
ien de (Mn, g) pardiagonalisation d'une matri
e (
onstruite par une méthode de dis
rétisation de la variété àpartir d'un ǫ-réseau) et de pouvoir assurer a priori (sans 
onnaître la variété) que l'erreurfaite sur le 
al
ul de la k-ième valeur propre est inférieure à une fon
tion universelle Ck(ǫ)de la taille ǫ de la maille du réseau (
e qui signi�e que Ck(ǫ) ne dépend ni de la variéténi de sa dis
rétisation par un ǫ-réseau, pourvu que 
elles-
i appartiennent à un ensemblede variétés et de dis
rétisations délimitées par 
ertaines bornes géométriques) ; on 
her
hedon
 une majoration absolue Ck(ǫ) de l'erreur, valable pour tout ǫ inférieur à une 
onstante

α, déterminée de manière universelle, et non simplement une estimation asymptotique de
ette erreur, valable pour des ǫ in�niment petits3.3Plus pré
isément, les méthodes développées dans [11℄ 
onsistent à 
onsidérer des dis
rétisations de la
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variété sous forme de graphes �nis géodésiquement plongés ou de triangulations ou de pseudo-triangulationset de 
onstruire, sur l'ensemble R
S des fon
tions dé�nies sur le ǫ-réseau S formé par les sommets de ladis
rétisation donnée, deux formes quadratiques dis
rètes et géométriques qui approximent respe
tivementla norme L2 des 
ombinaisons linéaires �nies de fon
tions propres de (Mn, g) et la norme L2 de leur gradient.C'est le spe
tre de la deuxième forme quadratique dis
rète par rapport à la première (qui s'avère être unproduit s
alaire) qui sert d'approximation des valeurs propres de la variété riemannienne. Le majorant del'erreur sur le 
al
ul de la i-ième valeur propre est alors une fon
tion universelle de i, de 
ertaines bornessur la géométrie de la variété (Mn, g) (bornes sur la 
ourbure se
tionnelle et le diamètre, minorant durayon d'inje
tivité) et de sa dis
rétisation (minorant des angles entre les arêtes et majorant ǫ de la taillede la maille du graphe plongé) ; il tend vers 0 ave
 ǫ.
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Chapitre 1Introdu
tion, Notations etDé�nitions
1.1 Introdu
tionCette première partie de la thèse met en pla
e les outils fondamentaux et prin
ipes
ommuns aux deux autres parties qui suivent. Il s'agit de généralisations de la te
hniquede Bo
hner et de ses dérivées.Plus pré
isément, la situation à laquelle on s'intéresse est 
elle d'un �bré riemannien
E →M au-dessus d'une variété riemannienne (Mn, g) 
ompa
te sans bord1 de dimension
n et d'un opérateur (lapla
ien+potentiel) △+V agissant sur les se
tions de E (où V est un
hamp d'endomorphismes symétriques de la �bre, généralement exprimable, dans les ap-pli
ations géométriques visées, en fon
tion de la 
ourbure de (M,g)). L'étude des se
tionspropres de tels opérateurs est un problème fé
ond en appli
ations géométriques et topo-logiques. En e�et, beau
oup d'invariants topologiques et géométriques peuvent s'exprimer
omme le noyau d'un opérateur (lapla
ien+potentiel) (nous parlerons alors d'invariantharmonique) agissant sur les se
tions d'un �bré ad ho
 : 
'est le 
as, par exemple, desgroupes de 
ohomologie réelle, des 1-jets d'isométries, des 1-jets de transformations biho-lomorphes, 
onformes, proje
tives, et
. D'autres invariants sont majorés par le nombre devaleurs propres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel) inférieures à un nombre λ donné (onparle alors d'invariants sous-harmoniques) : 
'est le 
as de la dimension des espa
es demodules (par exemple de l'espa
e des modules des métriques d'Einstein sur une variétédonnée), de l'indi
e de l'opérateur "variation se
onde" d'une sous-variété minimale (ou de
ourbure moyenne 
onstante), du nombre de valeurs propres du lapla
ien situées dans un1Les propositions de 
ette partie ont des analogues dans le 
as de variétés (Mn, g) 
omplètes ou à bord,mais les appli
ations qui sont données dans les parties II et III ne 
on
ernant que les variétés 
ompa
tes,nous n'avons pas jugé utile de les énon
er, pour ne pas alourdir une partie déjà assez te
hnique.25



26 Inégalités analytiquesintervalle [0, λ] donné, ou des invariants donnés par le théorème de l'indi
e d'Atiyah-Singer(par exemple, l'indi
e de l'opérateur de Dira
, ou Â-genre).La méthode de Bo
hner 
lassique permet de 
ontr�ler la dimension du noyau d'unopérateur (lapla
ien+potentiel) de potentiel positif ou nul. Dans 
e 
as, la positivité del'opérateur △ implique immédiatement que toute se
tion harmonique de l'opérateur △+Vest parallèle. Toute famille L2-orthonormée de se
tions harmoniques est don
 orthonorméeen restri
tion à la �bre de E au-dessus de tout point m de la variété M , et on obtient quela dimension de Ker(△+V
) est majorée par la dimension de la �bre de E. L'étude des 
asoù le potentiel V est de signe quel
onque a été initiée par P. Li dans le 
as de l'opérateurde Hodge sur les p-formes di�érentielles ([66℄), améliorée et généralisée par S. Gallot, etS. Gallot et D. Meyer, aux �brés et opérateurs (lapla
ien+potentiel) quel
onques ([46℄, [48℄,[49℄, [50℄, [47℄ et [53℄). Leur appro
he 
onsiste à remarquer que la dimension d'un sous-espa
e F de se
tions de E peut-être majorée par une fon
tion universelle du rang rg(E) de

E et des variables supS∈F\{0}
‖S‖p

‖S‖2
et p (p étant un réel de ]2,+∞]). Pour majorer le nombrede valeurs propres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel) (
omptées ave
 leur multipli
ité)inférieures à un réel λ donné (on note Eλ le sous-espa
e de E engendré par les se
tionspropres asso
iées à 
es valeurs propres), il su�t de majorer (uniformément sur Eλ \ {0})le rapport ‖S‖p

‖S‖2
. Cela se fait aisément par un pro
édé d'itération d'inégalités de Sobolev àla De Giorgi-Moser.Dans 
ette partie, nous généralisons et systématisons 
e genre d'estimées. Notre mé-thode s'applique aux se
tions S du �bré qui sont des 
ombinaisons linéaires de se
tionspropres de l'opérateur (lapla
ien+potentiel) △ + V 
orrespondant à des valeurs propresinférieures ou égales à 0 (ou à un nombre λ donné) ou, plus généralement, à des se
tions

S de E telles que la norme ‖(△ + V
)
S‖n+α

2
soit bornée (pour α > 0 arbitraire). On ob-tient alors, pour de telles se
tions, une majoration expli
ite des rapports ‖S‖∞

‖S‖2
(voir lespropositions 2.1 et 3.1), ‖DS‖∞

‖DS‖2
(voir les propositions 2.2 et 3.6), ‖DS‖r

‖DS‖2
(voir entre autresles propositions 2.4 et 3.7) et sup |S|

inf |S| (voir entre autres les propositions 2.10 et 3.11). Pour
es majorations, nous nous sommes imposé de respe
ter les deux 
ontraintes suivantes, parailleurs né
essaires à la plupart des appli
ations visées dans 
ette thèse :(i) Ces majorants doivent être �universels�, i.e. ils doivent se 
al
uler (expli
itement)a priori, sans avoir à pré
iser quelle est la variété sur laquelle on travaille ni sa métrique.Les seules informations né
essaires étant un majorant d'une 
onstante de Sobolev d'unplongement H1,2(M) → L
2q

q−2 (pour au moins un q ≥ n), un majorant du diamètre de lavariété (M,g) et une borne Ln+α
2 de la partie négative du potentiel V (dans le 
as de lamajoration du rapports entres normes Lp et L2 de DS, il faut rajouter une norme Ln+α

2de la 
ourbure du �bré et du potentiel V , et pour les inégalités de Harna
k, il faut rajouterun majorant d'une 
onstante de Sobolev d'un plongement H1,q(M) → L∞). Les travaux



Notations 27de S. Gallot ([48℄, [49℄, [50℄) permettent de se dispenser des hypothèses sur les 
onstantesde Sobolev, qui sont alors rempla
ées par une hypothèse intégrale sur la 
ourbure de Ri

i.Un des impératifs auxquels doit obéir, en parti
ulier, 
ette 
ondition d'universalité est quele majorant du rapport entre normes intégrales de S (resp. DS) reste uniformément bornésur une suite de variétés riemanniennes qui s'e�ondrent (i.e. dont le volume ou le rayond'inje
tivité tend vers 0 tout en étant de 
ourbure et de diamètre bornés).(ii) Ces majorants doivent être �optimaux�, 
e qui signi�e qu'il doit être possible dedéterminer a priori (i.e. indépendamment de la variété 
onsidérée, 
omme au point (i)) unefon
tion universelle η(ǫ) (tendant vers 0 ave
 ǫ) telle que les rapports entres les normes Lp(2 < p ≤ ∞) et L2 de S et DS soient majorés par (1 + η(ǫ)) quand les normes Ln+α
2 de

(
△+ V

)
S et de la partie négative de V sont inférieures à ǫ.A titre de point de repère, les résultats de P. Li ([66℄) 
ités plus haut n'obéissaient àau
un des deux impératifs (i) et (ii), 
eux de S. Gallot y obéissaient uniquement dans le
as de la majoration de ‖S‖p

‖S‖2
.Parmi les généralisations du prin
ipe de Bo
hner (dé
rit plus haut) que permet 
etteméthode, on peut 
iter les résultats géométriques et qualitatifs suivants : la majorationdu rapport entre les normes L∞ et L2 de S permet de montrer qu'un opérateur (lapla-
ien+potentiel) à potentiel presque positif (
'est à dire dont la norme Ln+α

2 de la partienégative du potentiel est universellement petite) ne peut avoir un nombre de petites va-leurs propres (i.e. inférieures à une 
onstante universelle stri
tement positive) plus grandque la dimension de la �bre de E (voir les propositions 3.2 et 3.4 pour des énon
és pré
is).De plus, toute famille L2-orthonormée de se
tions propres asso
iées à des petites valeurspropres est presque-orthonormée en restri
tion à la �bre au-dessus de 
haque point d'unensemble M ′ de volume presqu'égal au volume de M (voir le lemme 3.5 pour un énon
épré
is). En�n, si on se �xe un majorant d'une norme Ln+α
2 de la 
ourbure du �bré E,alors toute 
ombinaison linéaire de se
tions propres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel)à potentiel presque positif (la notion de petitesse dépendant maintenant de la borne sur la
ourbure de E) asso
iées à des petites valeurs propres est presque parallèle et toute famille

L2-orthonormée de se
tions propres asso
iées à des petites valeurs propres est presque-orthonormée en restri
tion à la �bre au-dessus de 
haque point m de la variété M (voir lespropositions 2.5 et 3.12).La plupart des résultats de 
ette partie ne sont que des extensions de résultats déjà
ontenus dans les travaux de de P. Li et S. Gallot 
ités plus haut, ou dans les travaux deS. Ilias [62℄ et de M. Le Couturier et G. Robert [65℄, majorant le rapport ‖DS‖p/‖DS‖2.Par exemple les propositions 3.1, 3.2 et 3.4 sont déjà 
ontenues dans 
es travaux, maissont redémontrés dans 
ette partie dans le but de fournir un exposé 
omplet et uni�é desoutils te
hniques utilisés dans la suite. La prin
ipale originalité de 
ette partie réside dans



28 Inégalités analytiquesles énon
és du 
hapitre 
onsa
ré aux se
tions quel
onques et dans l'extension, aux 
om-binaisons linéaires quel
onques de se
tions propres de l'opérateur (lapla
ien+potentiel),des majorations des rapports entre les normes Lp et L2 de DS (et du rapport sup |S|
inf |S| quien dé
oule), qui n'étaient valables que pour les se
tions harmoniques dans [62℄ et [65℄.On remarquera (
e qui est important pour les appli
ations) que les majorants que nousdonnons i
i (quand on les applique à des 
ombinaisons linéaires de se
tions propres) nedépendent pas du nombre de valeurs propres mises en jeu, mais uniquement d'une bornede 
es valeurs propres. Nous avons également du modi�er la preuve de la majoration de

‖DS‖p

‖DS‖2
donnée dans [65℄, de manière à 
e qu'elle reste valable en dimension inférieure à 4.1.2 Fibrés eu
lidiens et opérateurs (lapla
ien+potentiel)Dans toute la thèse (sauf mention expli
ite du 
ontraire) (Mn, g) désignera une variétériemannienne 
ompa
te sans bord de dimension n. Dans 
ette partie, on se donne aussiun �bré ve
toriel riemannien E → M sur M (
'est-à-dire un �bré ve
toriel muni d'unproduit s
alaire < ., . >E lisse et d'une 
onnexion linéaire D 
ompatible ave
 < ., . >E) et

W =
∑
k∈N

(⊗k T ∗M
)
⊗E le �bré des tenseurs 
ovariants de M à valeurs dans E. On note

l la dimension de la �bre de E.Notez que W est lui même 
anoniquement muni d'une stru
ture de �bré riemannien.En e�et, le produit s
alaire de E s'étend 
anoniquement à W par :
< T, T ′ >W (m) =

∑

i1,... ,ik

< T (i1, . . . , ik), T
′(i1, . . . , ik) >E ,où T (i1, . . . , ik) est une notation abrégée pour T (ei1 , . . . , eik) et où {ei}1≤i≤n est une baseorthonormée de (TmM,gm). La 
onnexion riemannienne de E s'étend aussi de manièreunique en une 
onnexion linéaire sur W qui 
ommute ave
 la 
ontra
tion : 
'est-à-direqu'on 
onvient que, pour toute se
tion α de W ,

DE
X(α(Y1, . . . , Yn)) = (DW

X α)(Y1, . . . , Yn) +

k∑

i=1

α(Y1, . . . ,D
M
X Yi, . . . , Yn),où DM est la 
onnexion de Levi-Civita de la variété (M,g). La 
onnexion DW ainsi
onstruite est 
ompatible ave
 le produit s
alaire < ., . >W dé�ni 
i-dessus.On note RE (resp. RW ) le tenseur de 
ourbure asso
ié à la 
onnexion DE (resp. DW ).Rappelons que, par dé�nition, on a :

RE(X,Y )S = D2
X,Y S −D2

Y,XS = DE
X(DE

Y S)−DE
Y (DE

XS)−DE
[X,Y ]S.Le produit s
alaire sur E (ou sur W ) et la mesure riemannienne de (M,g) permettentde dé�nir un produit s
alaire L2 sur l'ensemble des se
tions C∞ de E (ou de W ) par :

(
T |T ′) =

1

VolM

∫

M
< T, T ′ > dvg



Notations 29(toutes les normes Lp, notées ‖.‖p, seront relatives à la mesure de probabilité riemannienne
dvg

VolM surM). Soit D∗ l'adjoint formel de l'opérateur D pour 
e produit s
alaire (la notation
D étant i
i utilisée pour DW ). On a don
 :

(D∗T )(i1, . . . , ip−1) = −
n∑

k=1

DT (ek, ek, i1, . . . , ip−1)pour tout p-tenseur à valeurs dans E. On dé�nit alors le lapla
ien brut agissant sur Wpar :
△T = D∗DT = −

n∑

k=1

D2T (ek, ek; · , . . . , ·)On note Sym(E) le �bré des endomorphismes symétriques de E. On appelle opéra-teur (lapla
ien+potentiel) un opérateur agissant sur les se
tions C∞ de E de la forme
△+V, où V est un élément de Sym(E). Parmi les exemples standards d'opérateurs (lapla-
ien+potentiel) intervenant en géométrie riemannienne signalons le 
as où E est le �bré
otangent T ∗M et où l'opérateur (lapla
ien+potentiel) est △g = △ + Ric (où Ric est la
ourbure de Ri

i de (M,g)) agissant sur les 1-formes di�érentielles de M . D'après la for-mule de Bö
hner, 
et opérateur est le lapla
ien de Hodge, plus souvent dé�ni par la formule
△g = dδ+δd où d est la di�érentielle extérieure des formes di�érentielles et δ est l'adjointe
L2 de d. De façon plus générale, l'opérateur de Hodge sur les p-formes di�érentielles estun opérateur (lapla
ien+potentiel) (voir [52℄ pour le 
al
ul exa
t du potentiel et quelques-unes de ses propriétés ; voir aussi [64℄ pour une introdu
tion aux formules de Weitzenbo
ken général). Cette famille d'opérateurs 
ontient en parti
ulier tous les lapla
iens naturelsagissant sur les �brés ve
toriels de M asso
iés au même O(n)-�bré prin
ipal que le �brétangent de M (dans 
e 
as V dépend linéairement du tenseur de 
ourbure R de E, 
f[21℄, Se
tions 1.134 à 1.156). En dehors des lapla
iens naturels, on peut 
iter trois grandessour
es d'opérateurs (lapla
ien+potentiel) intéressants en géométrie riemannienne :1) l'étude des transformation in�nitésimales de métriques. L'algèbre de Lie du groupedes isométrie d'une variété riemannienne peut s'identi�er au noyau de l'opérateur △ −
Ric agissant sur les 
hamps de ve
teur sur TM . Ces 
hamps sont appelés les 
hamp deKilling de la variété riemannienne. De façon générale, les 1-jets des déformations 
onformes,Einstein, biholomorphes, proje
tives, et
. peuvent s'identi�er au noyau d'un opérateur(lapla
ien+potentiel).2) le 
al
ul des variations. L'équation d'Euler Lagrange (ou formule de la variationse
onde d'une fon
tionnelle �énergie� au voisinage d'un point 
ritique) donne naissan
eà un opérateur (lapla
ien+potentiel) dont l'indi
e renseigne sur la stabilité du point 
ri-tique. Par exemple, les 
hamps de Ja
obi sont les se
tions harmoniques d'un opérateur(lapla
ien+potentiel) sur le �bré "tiré en arrière" γ∗TM au-dessus d'une géodésique γ de
(Mn, g), 
et opérateur intervient dans le 
al
ul de la variation se
onde de la fon
tionnelle



30 Inégalités analytiquesénergie au voisinage du 
hemin minimisant γ. On peut également interpréter à partir d'unopérateur (lapla
ien+potentiel) la variation se
onde de l'aire d'une sous-variété minimale.La formule de Eells-Sampson pour les appli
ations harmoniques est un autre exemple deformule de variation où intervient un opérateur (lapla
ien+potentiel). Signalons aussi leproblème de Yamabe (trouver une métrique de 
ourbure s
alaire 
onstante dans 
haque
lasse de 
onforme ou minimiser la 
ourbure s
alaire totale) qui donne naissan
e au lapla-
ien 
onforme 4n−1
n−2△+Scal(Mn, g) agissant sur les fon
tions deM (aussi appelé opérateurde Yamabe).3) les opérateurs �
lassiques�. Outre le lapla
ien de Hodge sur les formes di�érentielles,on peut 
iter le 
arré de l'opérateur de Dira
 des variétés spinorielles ou le lapla
ien 
om-plexe des variétés Kählériennes. (voir [22℄ et [21℄ pour plus de détails).En�n, pour �nir ave
 les notations de 
ette se
tion, pour toute se
tion V du �bré desendomorphismes symétriques, on notera V (m) sa plus petite valeur propre pour l'a
tion res-treinte à la �bre Em et, pour toute fon
tion f : M → R, on notera f−(m) = max(0,−f(m))sa partie négative (Resp. f+(m) = max(0, f(m)) sa partie positive). La fon
tion V − estalors appelée la partie négative du potentiel V .1.3 Outils analytiques1.3.1 Inégalité d'interpolationPar sou
i de simpli�er la le
ture de 
ette première partie de la thèse, nous rappelonset démontrons un 
orollaire 
lassique de l'inégalité de Hölder qui servira beau
oup dans lasuite (rappelons que nous nous plaçons dans le 
as d'une mesure de probabilité) :Lemme 1.1. � Soient a, b, c des nombres réels stri
tement positifs et α, β, γ des nombresde ]0,+∞] tels que a = b + c et a

α = b
β + c

γ . Alors, pour toute fon
tion u ∈ Lmax(β,γ), ona :
‖u‖aα ≤ ‖u‖bβ‖u‖cγDémonstration. � On se ramène fa
ilement au 
as a = 1. On suppose don
 qu'il existedes réels b et c tels que b+ c = 1 et b
β + c

γ = 1
α . On a alors 1

α 
ompris entre 1
β et 1

γ , 
e donton déduit l'existen
e d'un réel t de [0, 1] tel que α = tβ+ (1− t)γ. On peut alors exprimer
b et c en fon
tion de t, α, β et γ. On trouve b = βt

α et c = γ(1−t)
α . L'inégalité de Hölder,pour les 
ouples p = 1

t et q = 1
1−t nous donne alors :

‖u‖α = ‖u‖tβ+(1−t)γ ≤ ‖u‖
tβ
α
β ‖u‖

γ(1−t)
α

γd'où le résultat.
�
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ette première partie de la thèse, on 
her
he à majorer des rapports de la forme ‖S‖p

‖S‖qpour des 
ouples p > q. On déduit de l'inégalité pré
édente que, si on a une majorationdu type ‖S‖p ≤ C‖S‖q, alors on a une majoration du même type pour tout 
ouple (p, q′).C'est évident si q′ ≥ q. Si on suppose que q′ < q (< p), il existe alors une 
onstante
t ∈ [0, 1] telle que ‖S‖q ≤ ‖S‖tq′‖S‖1−tp et 1

q = t
q′ + 1−t

p d'après le lemme pré
édent (i.e.
t = q′(p−q)

q(p−q′) ). On en déduit que ‖S‖p ≤ C
q(p−q′)
q′(p−q) ‖S‖q′ si q′ < q. Dans 
e qui suit, on se
ontentera don
 d'énon
er des majorations du rapport ‖S‖p

‖S‖2
(ou ‖DS‖p

‖DS‖2
) 
e qui, d'après 
equi pré
ède, est su�sant pour obtenir des majorants des rapports ‖S‖p

‖S‖q
(ou ‖DS‖p

‖DS‖q
) pourtout 
ouple p > q ≥ 1.1.3.2 Inégalités de Sobolev et de Harna
kPour toute variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g), on notera Sq(M,g) la plus petite
onstante telle que toute fon
tion u de H1,2(M) véri�e l'inégalité de Sobolev :

‖u‖ 2q
q−2
≤ Sq(M,g)Diam(M)‖du‖2 + ‖u‖2.On notera de même, S′

q(M,g) la plus petite 
onstante telle que toute fon
tion u de
H1,q(M) véri�e l'inégalité de Harna
k :

sup u− inf u ≤ S′
q(M,g)Diam(M)‖du‖q .On sait que la 
onstante Sq(M,g) existe pour tout réel q ≥ n (q > n si n = 2) d'aprésle théorème plongement de Sobolev (voir par exemple [7℄, théorème 2.10 page 35). La
onstante S′

q(M,g) existe quant à elle pour tout réel q > n. Dans la suite, les résultatsénon
és seront valables pour toute une famille de variétés riemanniennes 
ompa
tes véri-�ant Sq(M,g) ≤ C et S′
q′(M,g) ≤ C ′ pour q ≥ n, q′ > n, C > 0 et ∞ ≥ C ′ > 0 des réels�xés. Toutefois, dans les appli
ations pratiques, il est souvent plus satisfaisant de travaillersur des familles de variétés riemanniennes 
ompa
tes véri�ant des inégalités (a priori) surdes invariants métriques plus 
ourants, 
omme le diamètre et la 
ourbure (voire le volumeet le rayon d'inje
tivité). Pour ramener nos énon
és à 
e 
adre, on peut utiliser plusieursrésultats fournissant des majorants des 
onstantes Sq(M,g) et S′

q′(M,g) en fon
tions debornes sur les invariants 
ités plus-haut. Parmi 
es résultats, nous pouvons 
iter un résultatde S. Gallot (dans [48℄, amélioré dans [50℄), qui sera utilisé dans la partie II de 
ette thèse,et qui a l'avantage de respe
ter la 
ontrainte (i) (
itée en introdu
tion) imposée à nos ma-jorations (
'est-à-dire de majorer universellement les 
onstantes de Sobolev utilisées dansnos énon
és sur une famille de variétés ; 
ette famille de variétés 
ontenant en parti
ulierdes suites qui s'e�ondrent ou qui 
onvergent vers des variétés-limite singulières) :



32 Inégalités analytiquesThéorème 1.2. � Pour tout entier n (n ≥ 2) et pour tout 
ouple de réels (p, q) tels que
q ≥ p > n, il existe des 
onstantes ζ(p, n) > 0 C(p, n) et C ′(p, q, n) telles que, si (Mn, g)est une variété riemannienne 
ompa
te qui véri�e Diam(M)2‖Ric−‖p

2
≤ ζ(p, n), alors,pour toute fon
tion u de H1,2(M), on a :

‖u‖ 2q
q−2
≤ C(p, n)Diam(M)‖du‖2 + ‖u‖2et, si de plus q > p pour toute fon
tion u de H1,q(M), on a :

supu− inf u ≤ C ′(p, q, n)Diam(M)‖du‖qRemarquer que, dans le 
as où on s'intéresse à des variétés dont on suppose pin
ée (ennorme intégrale) la partie de la 
ourbure de Ri

i inférieure à (n−1), on démontre dans lapartie III de 
ette thèse que le diamètre est automatiquement borné par 2π. On obtientalors, 
omme 
orollaire du résultat pré
édent, le théorème 4.17, qui sera utilisé dans lapartie III de 
ette thèse et qui permet de s'a�ran
hir d'une borne a priori sur le diamètre.En utilisant l'inégalité de Hölder, on obtient immédiatement la version plus généralesuivante :Corollaire 1.3. � Pour tout entier n (n ≥ 2) et tous les réels p, q tels que p > n et
q > n, il existe des 
onstantes ζ(p, q, n) > 0 C(p, q, n) et C ′(p, q, n) telles que, si (Mn, g)est une variété riemannienne 
ompa
te qui véri�e Diam(M)2‖Ric−‖p

2
≤ ζ(p, q, n), alors,pour toute fon
tion u de H1,2(M), on a :

‖u‖ 2q
q−2
≤ C(p, q, n)Diam(M)‖du‖2 + ‖u‖2et pour toute fon
tion u de H1,q(M), on a :

supu− inf u ≤ C ′(p, q, n)Diam(M)‖du‖qPour d'autres résultats du même type, en parti
ulier des résultats permettant de borner
Sn(M,g), on pourra 
onsulter [48℄ et [61℄ (où des majorations optimales sont établies en
ourbure de Ri

i minorée (au sens usuel)), ou [60℄ pour le 
as des sous-variétés plongées(les majorations des 
onstantes Sn et S′

q dépendent alors de la 
ourbure de la variétéambiante et de la 
ourbure moyenne de la sous-variété).



Chapitre 2Se
tions quel
onques
2.1 Majoration de ‖S‖∞/‖S‖2Nous 
ommençons par une proposition permettant de majorer le rapport ‖S‖∞

‖S‖2
d'unese
tion S quel
onque du �bré E, en fon
tion d'une norme Lp de (△+V )S, d'un majorantd'une 
onstante de Sobolev de la baseM du �bré et d'un �minorant� du potentiel V . Cetteproposition est une appli
ation de la méthode d'itération à la De Giorgi-Moser dé
rite dans[17℄.Proposition 2.1. � Soit n un entier (n ≥ 2), soient p, q et C des nombres réels tels que

∞ ≥ p > q ≥ n (q > n si n = 2). Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus d'unevariété riemannienne 
ompa
te (Mn, g), de dimension n, qui véri�e Sq(Mn, g) ≤ C, alors,pour toute se
tion S de E et tout opérateur (lapla
ien+potentiel) △+ V sur E, on a :
‖S‖∞ ≤

(
1 + a(p, q, C)Λ

) pq
2(p−q) ‖S‖2où a(p, q, C) = 1 + e

Cq

(ν1/2−1)(q−2)
(2+

q(p−2)
2(p−q)

)
1
2 , ν = q(p−2)

p(q−2) si p < +∞ (le 
as p=∞ s'obtientpar passage à la limite) et où :
Λ = Diam(M)

√√√√
(
‖(△+ V )S‖p/2

‖S‖∞
+ ‖V −‖p/2

)

Remarque 1. � Au vu de la démonstration qui suit, il su�t que la se
tion S soit dans
L2(E) et (△+ V )S dans Lp/2(E) pour que l'inégalité annon
ée ait lieu.Remarque 2. � Cette estimation est optimale dans la mesure où le rapport ‖S‖∞

‖S‖2
tendvers 1 lorsque Λ tend vers 0 (si Λ = 0, alors V est positif ou nul et (△ + V )S = 0. Onen déduit que ‖DS‖22 +

∫
M (V S, S) = 0, et don
 DS = 0. Autrement dit, lorsque Λ = 0,33
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‖S‖ est une fon
tion 
onstante et don
 ‖S‖∞ = ‖S‖2). De plus elle implique l'inégalitésuivante :

‖S‖1+γ/2∞[
A‖S‖1/2∞ +B

]γ ≤ ‖S‖2,où  γ = pq
2(p−q)

A = 1 + a(p, q, C)DiamM‖V −‖1/2p/2

B = a(p, q, C)Diam(M)‖(△+ V )S‖1/2p/2Le membre de gau
he de 
ette inégalité étant une fon
tion 
roissante de ‖S‖∞, on obtientune majoration de ‖S‖∞ par une fon
tion M(A,B,X) dès que ‖S‖2 est majoré par X (
emajorant tend vers 0 quand X tend vers 0). D'aprés le théorème des fon
tions impli
ites,on a ∂
√
M

∂A = γM

2A
√
M+B(2+γ)

et ∂
√
M

∂B = γ
√
M

2A
√
M+B(2+γ)

, 
e majorant est don
 une fon
tion
roissante des variables A et B. En d'autres termes, ‖S‖∞ est majorable par une fon
tionuniverselle, que l'on peut 
al
uler a priori en fon
tion de majorants de ‖S‖2, de A et de B(
ette fon
tion 
onvergeant uniformément vers 0 lorsque sa première variable tend vers 0,et que les autres variables restent �xées).Démonstration. � Le 
as p = +∞ se déduit fa
ilement du 
as �ni par passage à lalimite. On suppose don
 dans la suite que p est �ni.Posons u =
√
|S|2 + ǫ2 pour ǫ > 0. D'aprés l'inégalité de Kato :

u△u = 1
2△(u2) + |du|2 ≤ 1

2△(|S|2) + |DS|2 =< △S, S >
≤ |(△+ V )S|u+ V −u2.Cette inégalité, la formule de Green et l'inégalité de Hölder nous donnent alors, pour toutréel k > 1/2 :

‖d(uk)‖22 =
k2

2k − 1

∫

M
< du, d(u2k−1) >=

k2

2k − 1

∫

M
(u△u)u2k−2

≤ k2

2k − 1

[
‖(△+ V )S‖p

2
‖u‖2k−1

(2k−1)p
p−2

+ ‖V −‖p
2
‖u‖2k2kp

p−2

]En appliquant à la fon
tion uk l'inégalité de Sobolev donnée par l'hypothèse Sq(M) ≤ C,puis en faisant tendre ǫ vers 0, on obtient :
‖S‖k2kq

q−2

≤ ‖S‖k2k +
CkDiam(M)√

2k − 1

√
‖(△+ V )S‖p

2
‖S‖2k−1

(2k−1)p
p−2

+ ‖V −‖p
2
‖S‖2k2kp

p−2

(∗)En utilisant l'inégalité de Hölder, on obtient les inégalités suivantes, valables pour tout
k > 1/2 :
‖S‖ 2kq

q−2
≤
(
‖S‖1/2∞ +

CkDiam(M)√
2k − 1

√
‖V −‖p/2‖S‖∞ + ‖(△+ V )S‖p

2

)1/k

‖S‖1−1/2k
(2k−1)p

p−2

(∗∗)
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tions quel
onques 35Remarquer que, sous l'hypothèse p > q, l'inégalité pré
édente donne un 
ontr�le d'unenorme Lq′ de S par une norme Lp′ de S où q′ > p′. L'idée (de De-Giorgi et Moser) pour
ontr�ler la norme L∞ de S par sa norme L2 est d'itérer l'inégalité pré
édente pour desvaleurs de k bien 
hoisies. Pour 
ela on pose ν = q(p−2)
p(q−2) > 1 et k = an

(p−2)
2p + 1

2 , où (an)n∈Nest la suite dé�nie par la relation de ré
urren
e : a0 = 2p
p−2 et an+1 = νan+ q

q−2 (on a alors
an = a0ν

n +
(
νn−1
ν−1

)
q
q−2). L'inégalité (∗∗) se réé
rit :

(‖S‖an+1

‖S‖∞

) an+1

νn+1

≤
(

1 + C

√
an
p− 2

p
Λ

) 2q

(q−2)νn+1
(‖S‖an

‖S‖∞

) an
νnoù on a utilisé l'inégalité k√

2k−1
≤
√

2k − 1, valable du fait que k ≥ 3
2 . D'où, puisque(

an
νn

)
n∈N

est 
roissante et tend vers une limite �nie :
1 = lim

n→+∞

(‖S‖an

‖S‖∞

) an
νn

≤




+∞∏

i=1

(
1 +C

√
ai
p− 2

p
Λ

) 2q

(q−2)νi



(‖S‖a0
‖S‖∞

)a0Or, on a :
‖S‖ 2p

p−2
≤ ‖S‖2/p∞ ‖S‖

1−2/p
2d'aprés l'inégalité d'interpolation rappelée en introdu
tion (lemme 1.1). On en déduit que :

‖S‖∞ ≤




+∞∏

i=1

(
1 +C

√
ai
p− 2

p
Λ

) 1
νi




q
(q−2)

‖S‖2En�n, pour obtenir la forme plus maniable de l'énon
é, on utilise la 
on
avité de lafon
tion ln :
ln

[ ∞∏
i=1

(
1 + Ca

1/2
i

√
p−2
p Λ

) 1

νi

]
=

∞∑
i=1

1
νi ln

(
1 + Ca

1/2
i

√
p−2
p Λ

)

=
∞∑
i=1

1
νi

[
ln(1 + Λ) + ln

(
1 + (C

√
p−2
p a

1/2
i − 1) Λ

1+Λ

)]

≤
∞∑
i=1

1
νi

[
ln(1 + Λ) + C

√
p−2
p a

1/2
i

Λ
1+Λ

]

≤ 1
ν−1 ln(1 + Λ) + C

√
p−2
p

∞∑
i=1

a
1/2
i

νi
Λ

1+ΛOr, on a a
1/2
i

νi ≤ ( 2p
p−2

+ pq
2(p−q)

)1/2

νi/2 . Si on pose b(p, q, C) = C q
q−2

√
p−2
p

( 2p
p−2

+ pq
2(p−q)

)1/2

ν1/2−1
, onobtient l'inégalité :

‖S‖∞ ≤ (1 + Λ)
pq

2(p−q) (1 + a′(p, q, C)
Λ

1 + Λ
)‖S‖2,où a′(p, q, C) = eb(p,q,C). Pour 
ela, on utilise la 
on
avité de la fon
tion x 7→ ln(1 + x) etla 
roissan
e de ln, qui impliquent que :

ln
(
1 + eb

Λ

1 + Λ

)
≥ Λ

1 + Λ
ln
(
1 + eb

)
≥ b Λ

1 + Λ



36 Inégalités analytiquesEn�n, en remarquant que 1+ a′ Λ
1+Λ = 1+(1+a′)Λ

1+Λ et que pq
2(p−q) ≥ 1, on déduit de l'inégalitépré
édente :

‖S‖∞ ≤
(
1 + (1 + a′)Λ

) pq
2(p−q) ‖S‖2,

�Variantes1. On pourrait rempla
er le rapport ‖(△+V )S‖p/2

‖S‖∞ par ‖((△+V )S,S)‖p/2

‖S‖2∞
dans la proposition2.1.2. Si on a seulement besoin d'un majorant du rapport ‖S‖r/‖S‖2 ave
 r < +∞, il ya une méthode plus dire
te (sans itération), mais plus restri
tive sur les valeurs de p et q,à partir de l'inégalité (∗) de la démonstration de la proposition 2.1 : en posant k = r(p−2)

2pdans 
ette inégalité (mais alors l'inégalité qui suit n'est valable que si r > p
p−2 , pour que

k > 1
2) et en remplaçant alors l'argument d'itération de l'inégalité (∗∗) par l'usage del'inégalité de Hölder ‖S‖1+1/γ

r ≤ ‖S‖1/γ2 ‖S‖ rq(p−2)
p(q−2)

(où γ = q(p−2)(r−2)
4(p−q) d'après l'inégalitéd'interpolation 1.1) on obtient �nalement :

‖S‖r
(

1 + r
2

√
p−2
p

1√
r− p

p−2

C Diam(M)

√
‖V −‖p/2 +

‖(△+V )S‖ p
2

‖S‖r

) pq(r−2)
2(p−q)r

≤ ‖S‖2.Nous revenons plus en détail sur 
ette méthode dans la démonstration de la proposition2.4.3. Dans la démonstration de la proposition 2.1, on utilise p > q pour pouvoir 
ontr�lerune norme intégrale de S par une norme intégrale de S d'indi
e plus petit (inégalité (∗∗)).Toutefois, dans le 
as limite p = q ≥ n (q > n si n = 2), on peut utiliser l'inégalité (∗)pour établir l'inégalité :
‖S‖ 2kq

q−2
≤
(
1− C Diam(M)k√

2k − 1

√

‖V −‖ q
2

+
‖(△+ V )S‖ q

2

‖S‖∞

)− 1
k ‖S‖2kInégalité que l'on peut itérer 
omme pré
édemment (en partant de k ≥ 1), tant que la
ondition √kCΛ =

√
kC Diam(M)

√
‖V −‖ q

2
+

‖(△+V )S‖ q
2

‖S‖∞ < 1 est véri�ée. On peut ainsiobtenir une majoration du rapport ‖S‖r

‖S‖2
(où r est �ni) dès que CΛ est plus petit qu'une
onstante dépendant de r (
e majorant du rapport ‖S‖r

‖S‖2
tendant vers 1 lorsque Λ tend vers

0).2.2 Majoration de ‖DS‖∞ en fon
tion de ‖DS‖2En appliquant de nouveau une te
hnique d'itération de De Giorgi-Möser, nous allonsmajorer ‖DS‖∞ en fon
tion de ‖DS‖2. Le résultat obtenu est une généralisation d'un
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tions quel
onques 37résultat du même type de M. Le Couturier et G. Robert dans [65℄ (notez que dans leur
as, S doit être une se
tion harmonique pour un opérateur (lapla
ien+potentiel) et qu'ilsne majorent que la norme ‖DS‖r pour r �ni (Voir aussi la se
tion 2.3)) et de S. Ilias dans[62℄ (
elui-
i s'intéresse au 
as où S = df , où f est une fon
tion propre du lapla
ien surles fon
tions. S. Ilias obtient dans 
e 
as une estimée analogue à 
elle de la proposition2.2, à 
e
i près que les normes intégrales de 
ourbure qui interviennent dans le 
al
ul du
oe�
ient Λ de l'inégalité de la proposition 2.2 sont, dans les travaux de S. Ilias, rempla
éespar des normes L∞) :Proposition 2.2. � Soit n un entier (n ≥ 2), soient p, q et C des nombres réels tels que
∞ ≥ p > q ≥ n (q > n si n = 2). Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus d'unevariété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n, qui véri�e Sq(M,g) ≤ C. Alors,pour toute se
tion S de E, on a :
Diam(M)‖DS‖∞

‖S‖∞
≤
(
1 + a′(p, q, C)Λ1/2

) pq
p−q

×max


Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
,

(
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 2(p−q)
2(p−q)+pq


 ,où a′(p, q, C) = 1 + a(p, q, 2

√
2C) (a est la même fon
tion que dans la proposition 2.1), etoù :

Λ = Diam(M)

√√√√‖Ric−‖p
2

+ ‖RE‖p
2

+ Diam(M)2

[
‖△S‖2p
‖S‖2∞

+
‖RES‖2p
‖S‖2∞

]
.Remarque. � Dans 
et énon
é, Λ peut-être rempla
é par :

Diam(M)
√
‖Ric−‖p

2
+ ‖RE‖p

2
+ Diam(M)2

[‖△S‖p
‖S‖∞

+
‖RES‖p
‖S‖∞

]

La démonstration de 
ette proposition suit le même s
héma que 
elle de la proposition2.1, bien qu'elle soit toutefois 
ompliquée par le fait que l'opérateur △ ne 
ommute pasave
 la dérivée 
ovariante. Si on note 
ette fois u =
√
|DS|2 + ǫ2, la formule de Kato nesu�t plus à majorer △u par un polyn�me en u. Commençons don
 par établir un lemmepréliminaire qui nous permettra de majorer le terme < △DS,DS >. Ce lemme, qui 
al
ulele défaut de 
ommutation entre D et △ est déjà présent dans les travaux de S. Gallot [46℄et S. Ilias [62℄ sous une forme parti
ulière (voir à 
e propos la �n de 
ette se
tion) et esténon
é sous sa forme générale dans [65℄ :Lemme 2.3. � Pour toute se
tion S de E, on a :

1

2
△
(
|DS|2

)
+ |D2S|2 ≤ < D∗RES,DS > +Ric−|DS|2+ < D△S,DS > +‖RE‖.|DS|2,



38 Inégalités analytiquesoù ‖RE‖ est la norme de l'appli
ation linéaire induite par RE :
RE :

{ ∧2 TmM →
∧2 E∗

m

u ∧ v 7→ RE(u, v)où RE(u ∧ v)(T, S) =< RE(u, v)T, S >.Démonstration du Lemme 2.3. � On déduit de la formule 
lassique < △T, T >=
1
2△|T |2 + |DT |2, valable pour tout tenseur à valeur dans E, que :

1

2
△
(
|DS|2

)
+ |D2S|2 =< (△D −D△)S,DS > + < D△S,DS > .Or, si DS, RES et D3S sont 
onsidérés (respe
tivement) 
omme des 1, 2 et 3-tenseurs àvaleurs dans E, et si < ., . > désigne le produit s
alaire dans E, on a :

< (△D −D△)S,DS > =
∑

i,j

< D3S(i, j, j) −D3S(j, j, i),DS(i) >

=
∑

i,j

< D3S(i, j, j) −D3S(j, i, j),DS(i) >

+ < D3S(j, i, j) −D3S(j, j, i),DS(i) >et :




D3S(i, j, j) −D3S(j, i, j) =
∑

k R
M(i, j, j, k)DS(k) +RE(i, j)(DS(j))

∑
j
D3S(j, i, j) −∑

j
D3S(j, j, i) =

∑
j
D(RES)(j, i, j) = D∗RES(i)On obtient don
 :

< (△D −D△)S,DS > = −
∑
i,k

Ric(i, k) < DS(i),DS(k) > + < D∗RES,DS >

+
∑

i,j < RE(i, j)(DS(j)),DS(i) >, (2.1)dont on déduit aisément le résultat annon
é.
�Démonstration de la proposition 2.2. � Pour la suite, nous adoptons les notationssuivantes :

B1(s) = ‖Ric−‖s + ‖RE‖s, B2(s) =
‖△S‖2s
‖S‖2∞

+
‖RES‖2s
‖S‖2∞

.Posons u =
√
|DS|2 + ǫ2. En pro
édant 
omme dans la démonstration de la proposition2.1, on montre que :

u△u ≤ 1

2
△
(
|DS|2

)
+ |D2S|2
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onques 39Don
, d'après le lemme 2.3 :
∫

M
|d(uk)|2 ≤ k2

2k − 1

∫

M
(
1

2
△|DS|2 + |D2S|2)u2(k−1)

≤ k2

2k − 1

(∫

M
Ric−u2k +

∫

M
< D△S,DS > u2(k−1)

+

∫

M
< D∗RES,DS > u2(k−1) +

∫

M
‖RE‖u2k

)
(∗)Nous allons maintenant appliquer le théorème de la divergen
e aux deuxième et troi-sième termes du membre de droite de 
ette inégalité a�n d'obtenir des estimées qui nedépendent pas de la dérivée 
ovariante de la 
ourbure du �bré E, ni de dérivées d'ordre su-périeur à 2 de S. Le théorème de la divergen
e, appliqué au 
hamp u2(k−1) < △S,D•S >#,nous donne, pour tout k ≥ 1 :

∫

M
< D△S,DS > u2(k−1) =

∫

M
|△S|2u2(k−1) − 2(k − 1)

∑

i

∫

M
< △S,DS(i) > du(i).u2k−3

≤
∫

M
|△S|2u2(k−1) + 2(k − 1)

∫

M
|△S||du|u2(k−1)

≤ k − 1

2

∫

M
|du|2u2(k−1) + (2k − 1)

∫

M
|△S|2u2(k−1)En faisant de même ave
 le 
hamp u2(k−1)(tr1,3(< RE(•,•)S,D•S >))# (où on dé�nit la1-forme tr1,3(< RE(•,•)S,D•S >) 
omme la tra
e par rapport aux première et troisièmevariables du 3-tenseur 
ovariant < RE(•,•)S,D•S >) et en remarquant que, par antisymétriede RE, on a : ∑

i,j

< RES(i, j),D2S(i, j) >=
1

2
|RES|2,on trouve :

∫

M
< D∗RES,DS > u2(k−1) =

∫

M

1

2
|RES|2u2(k−1)

+2(k − 1)
∑

i,j

∫

M
< RE(i, j)S,DjS > du(i)u2k−3

≤ k − 1

2

∫

M
|du|2u2(k−1) + (2k − 1)

∫

M
|RES|2u2(k−1)En remarquant que ∫M |du|2u2(k−1) = 1

k2

∫
M |d(uk)|2, et en reportant 
es deux estiméesdans l'inégalité (∗), on obtient :

‖d(uk)‖22 ≤ k
(∫

M
Ric−u2k +

∫

M
‖RE‖u2k

)
+k(2k− 1)

(∫

M
‖RES‖2u2k−2 +

∫

M
‖△S‖2u2k−2

)De l'inégalité de Hölder nous déduisons l'inégalité suivante, valable pour tout k ≥ 1 :
‖d(uk)‖2 ≤ 2k

(√
B1(p/2)‖u‖2k2kp

p−2

+B2(p)‖S‖2∞‖u‖
2(k−1)
2(k−1)p

p−2

)



40 Inégalités analytiquesEn se servant de l'inégalité de Sobolev donnée par hypothèse (appliquée à la fon
tion
uk) et en faisant tendre ǫ vers 0, on obtient l'inégalité :
‖DS‖k2kq

q−2

≤ ‖DS‖k2k + C Diam(M)2k

(√
B1(p/2)‖DS‖2k2kp

p−2

+B2(p)‖S‖2∞‖DS‖
2(k−1)
2(k−1)p

p−2

)
ombinée à l'inégalité ‖DS‖2k ≤ ‖DS‖ 2kp
p−2
≤ ‖DS‖1/k∞ ‖DS‖(1−1/k)

2(k−1)p
p−2

, nous en déduisons :
(‖DS‖ 2kq

q−2

‖DS‖∞

) 2kq
q−2

≤
[
1 + 2kC Diam(M)

√
B1(p/2) +

B2(p)‖S‖2∞
‖DS‖2∞

] 2q
q−2
(‖DS‖ 2(k−1)p

p−2

‖DS‖∞

)ν 2(k−1)p
p−2

,où on a posé ν = q(p−2)
p(q−2) > 1.En pro
édant exa
tement 
omme dans la démonstration de la proposition 2.1 (en posant
ette fois-
i k = an(p−2)

2p + 1 où (an) est dé�nie par a0 = 2p
p−2 et an+1 = νan + 2q

q−2), ontrouve :
1 ≤




∞∏

i=1

(
1 + 2Cai

p− 2

p
Diam(M)

√
B1(p/2) +

B2(p)‖S‖2∞
‖DS‖2∞

)1/νi


2q
q−2 (‖DS‖a0

‖DS‖∞

)a0d'où :
‖DS‖∞ ≤




∞∏

i=1

(
1 + 2Cai

p− 2

p
Diam(M)

√
B1(p/2) +

B2(p)‖S‖2∞
‖DS‖2∞

)1/νi

ν

‖DS‖a0En utilisant l'inégalité d'interpolation ‖DS‖a0 ≤ ‖DS‖1− 2
p

2 ‖DS‖
2
p
∞, on obtient :

‖DS‖∞ ≤




∞∏

i=1

(
1 + 2Cai

p− 2

p
Diam(M)

√
B1(p/2) +

B2(p)‖S‖2∞
‖DS‖2∞

)1/νi


q
q−2

‖DS‖2, (∗∗)En 
onsidérant séparément le 
as où Diam(M)‖DS‖∞ ≤ ‖S‖∞ et le 
as où
Diam(M)‖DS‖∞ ≥ ‖S‖∞, on trouve :
Diam(M)‖DS‖∞

‖S‖∞
≤
[ ∞∏

i=1

(
1 + 2Cai

p− 2

p
Λ

)1/νi
] q

q−2

×max


Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
,

(
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 2(p−q)
2(p−q)+pq


 .C'est évident dans le 
as où Diam(M)‖DS‖∞ ≥ ‖S‖∞. Dans l'autre 
as, on réé
rit (∗∗)sous la forme :

‖DS‖∞ ≤
( ‖S‖∞

Diam(M)‖DS‖∞

) q
(ν−1)(q−2)

[ ∞∏

i=1

(
1 + 2Cai

p− 2

p
Λ

)1/νi
] q

q−2

‖DS‖2
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onques 41Dont on déduit :
Diam(M)‖DS‖∞

‖S‖∞
≤
[ ∞∏

i=1

(
1 + 2Cai

p− 2

p
Λ

)1/νi
] q

q−2 (
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 2(p−q)
2(p−q)+pq(où on a utilisé le fait que le produit in�ni entre 
ro
het est plus grand que 1).En�n, pour majorer le produit in�ni, on pro
ède 
omme dans la démonstration de laproposition 2.1, en 
ommençant par 1 + 2Cai

p−2
p Λ ≤

(
1 + (2C)1/2

√
ai
p−2
p Λ1/2

)2.
�Autres opérateurs (lapla
ien+potentiel)Cette majoration de ‖DS‖∞ a été é
rite à partir du lapla
ien brut, mais en remarquantque :

‖△S‖p
‖S‖∞

≤ ‖(△+ V )S‖p
‖S‖∞

+ ‖V ‖p et ‖DS‖22
‖S‖2∞

≤ < (△+ V )S, S >

‖S‖2∞
+ ‖V −‖1,on voit qu'on peut é
rire 
ette majoration à partir de n'importe quel opérateur (lapla-
ien+potentiel). Cette idée sera reprise systématiquement dans le 
hapitre 3, lorsqu'ils'agira de travailler ave
 des 
ombinaisons linéaires de se
tions propres d'un opérateur

△+ V .A propos des travaux de P. Petersen et C. Sprouse sur 
e sujetOn peut 
omparer la proposition pré
édente ave
 le théorème 4.2 de [80℄ :Théorème (P. Petersen, C. Sprouse). � Soit E un �bré riemannien sur M . Onsuppose que Diam(M) ≤ D et que :
R̃ ≥ −K1 RicM ≥ −K2 −K3 ≤ D∗RE ≤ K3où K1, K2, K3 sont des 
onstantes positives (et où R̃ est l'opérateur de 
ourbure induit par

RM, 
onsidéré 
omme 
hamp d'endomorphismes symétriques du �bré ∧2(T ∗M)). Alors,toute se
tion de E telle que △S = λS véri�e :
‖DS‖∞ ≤ C(n,K1,K2,K3,D, λ, ‖S‖2)et don
 ‖DS‖p ≤ τ(n,K1,K2,K3, p,D, λ, ‖S‖2) pour tout 1 < p <∞. De plus,

‖DDS‖2 ≤ C(n,K1,K2,K3,D, λ, ‖S‖2, ‖DS‖2)



42 Inégalités analytiques(remarquer que notre méthode donne, de 
ette dernière inégalité, une version améliorée etplus générale. En e�et, en appliquant le théorème de la divergen
e à l'inégalité donnée parle lemme 2.3, nous obtenons :
‖D2S‖22 ≤

1

2
‖RES‖22 + ‖△S‖22 + (‖Ric−‖1 + ‖RE‖1)‖DS‖2∞,on 
on
lut alors en appliquant la proposition 2.1 au tenseur DS). P. Petersen et C. Sprouseobtiennent le même type de bornes pour les se
tions propres de △ agissant sur T ∗M ,mais 
elles-
i dépendent d'un majorant de |D∗R|. Non seulement nous étendons 
ettepropriété à tout opérateur (lapla
ien+potentiel) et à n'importe quelle se
tion d'un �bré

E, mais surtout, nous nous débarrassons de la dépendan
e par rapport aux dérivées de la
ourbure par l'utilisation du théorème de la divergen
e (les auteurs de [80℄ proposent des'en débarrasser dans leur 
adre par un argument de régularisation de la métrique par le�ot de Ri

i assez déli
at à utiliser (et qui reste à démontrer) puisqu'il faut approximer
g par une autre métrique arbitrairement C1-pro
he qui admet une borne universelle surles dérivées de la 
ourbure, tout en 
onservant des minorants universels de R̃ et de RicManalogues à 
eux donnés dans les hypothèses du théorème. Voir aussi la partie II de 
ettethèse pour des remarques à 
e propos).Autres défauts de 
ommutationDans le lemme 2.3, on a 
al
ulé le défaut de 
ommutation de D et △ (formule 2.1) où
D△ et△D sont 
onsidérés 
omme des appli
ations linéaires de l'ensemble Γ(E) des se
tionsde E à valeur dans l'ensemble T ∗M ⊗ E des tenseurs 1-
ovariants de M à valeur dans E.Remarquer que 
ela se généralise dire
tement au 
as où on 
onsidère deux opérateurs(lapla
ien+potentiel) △0 = △+ V0 sur E et △1 = △+ V1 sur T ∗M ⊗E. La formule (2.1)nous donne alors :
(△1D −D△0)S = −

∑

i

RicM (i, .)DiS +D∗RES +
∑

i

RE(., i)(DiS) + V1(DS)−D(V0S)Remarquer que, dans le 
as où △0 et △1 sont des lapla
iens naturels, l'utilisation depropriétés de symétrie de V1 et V0 (par exemples des identités de Bian
hi) peuvent amenerdes simpli�
ations dans la formule pré
édente.Considérons par exemple le 
as parti
ulier où E est le �bré des 1-formes di�érentiellesdeM ,△0 = △H = △+RicM est le lapla
ien de Hodge et△1 = △L = △+R est le lapla
iende Li
hnerowi
z sur les 2-tenseurs 
ovariants de M (R est dé�ni pour tout 2-tenseur h parla formule R(h)(i, j) =
∑

k RicM (i, k)h(k, j)+RicM (j, k)h(i, k)−2
∑

klR
M(i, k, j, l)h(k, l)).Pour toute 1-forme α de M , on a :

(△LD −D△H)α = (△D −D△)α+R(Dα)−D(Ric(α))
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tions quel
onques 43La formule (2.1) nous donne alors :
(△D −D△)α(i, j) =

∑

k

−Ric(i, k)Dα(k, j) +
(
R(i, k)(Dkα)

)
(j) + D(Rα)(k, i, k, j)Or, on a :

∑

k

(
R(i, k)(Dkα)

)
(j) = −

(
Dkα

)(
RM(i, k)j

)
= −

∑

k,l

Dα(k, l)RM(i, k, l, j) (1)et :
∑

k

D(Rα)(k, i, k, j) =
∑

k

−Dk(α(RM(i, k)j))

=
∑

k

−Dα
(
k,RM(i, k)j

)
− α

(
(DkR)(i,k)j

)

= −
∑

k,l

Dα(k, l)RM(i, k, l, j) −
∑

k

α
(
(DkR)(i,k)j

)Par symétrie du tenseur de 
ourbure RM, on a :
α
(
(DkR)(i,k)j

)
=
∑

l

α
[
Dk

(
RM(i, k, l, j)l

)]

=
∑

l

α
[
Dk

(
RM(l, j, i, k)l

)]
=
∑

l

g
(
(DkR)(l,j)k, i

)
α(l)Don
, en utilisant la relation DR(X,Y,Z) +DR(Y,Z,X) +DR(Z,X, Y ) = 0 (deuxièmeindentité de Bian
hi), on trouve :

∑

k

D(Rα)(k, i, k, j) =
∑

k,l

α(l)g
(
(DlR)(j,k)k, i

)
+ α(l)g

(
(DjR)(k,l)k, i

)
−Dα(k, l)RM(i, k, l, j)

= DRic(α#, j, i) −DRic(j, α#, i)−
∑

k,l

Dα(k, l)RM(i, k, l, j) (2)En�n (rappelons que les 
al
uls, en un point x de M , sont faits relativement à un repèrelo
al (ei), orthonormal et de dérivée 
ovariante nulle au point x. Don
 DM
v ei(x) est nulpour tout v ∈ TxM), on a :

DRic(α)(i, j) =
∑

k

Di(Ric(k, j)α(k)) =
(
DRic

)
(i, α#, j) +

∑

k

RicM (k, j)Dα(i, k) (3).En regroupant les 
al
uls pré
édents ((1), (2) et (3)), et en utilisant la dé�nition de R, onobtient la formule de 
ommutation :
(△LD−D△H)α(i, j) = −DRic(i, α#, j)−DRic(j, α#, i)+DRic(α#, j, i) = � Ric(α#; i, j)où l'opérateur � est l'opérateur opérant sur les 2-tenseurs et à valeurs dans les trois ten-seurs, introduit par M. Berger et D. Ebin dans [19℄ et dé�ni par �h(X,Y,Z) = Dh(X,Y,Z)−
Dh(Z,X, Y )−Dh(Y,Z,X). La formule de 
ommutation ainsi obtenue est 
elle établie etutilisée dans [46℄ et [62℄ pour démontrer un 
as parti
ulier de la proposition 2.2.



44 Inégalités analytiques2.3 Majoration de ‖DS‖r (r > n) en fon
tion de ‖DS‖2Dans 
ertaines appli
ations (en parti
ulier pour majorer le rapport sup |S|
inf |S| , voir la se
tion2.4), on peut se 
ontenter de majorer le rapport ‖DS‖r

‖DS‖2
ave
∞ > r > n. Dans 
e 
as, il n'estpas né
essaire de faire appel à un argument d'itération à la De Giorgi-Moser. L'utilisationdire
te d'une seule inégalité de Sobolev, appliquée à la fon
tion |DS|, et de l'inégalité deHölder su�t. On peut aussi a�aiblir le 
ontr�le des normes des termes △S et RES qui étaitné
essaire à l'obtention de l'estimée. En e�et, dans la proposition 2.2, les normes Lp de 
esdeux quantités, né
essaires pour faire mar
her l'itération, devaient véri�er p > n. Dans laproposition suivante, p peut des
endre jusqu'à 2 (voir aussi le 
orollaire 2.5 pour un énon
éplus parlant et su�sant pour les appli
ations visées dans la suite de 
ette thèse).Proposition 2.4. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient q, p1, p2, r et C des nombres réelstels que p1 > q ≥ p2 ≥ 2, q ≥ n (q > n si n = 2) et 2 < r < p2q

q−p2 . Soit E → Mn un �brériemannien au-dessus d'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n, quivéri�e Sq(M,g) ≤ C. Alors, pour toute se
tion S de E, on a :
Diam(M)‖DS‖r

‖S‖∞
≤
(
1 +

(
2 +

r′(p2 − 2)

p2

)
CΛ
)1/γ
×

max

[
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
,

(
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) γ
1+γ

]
,où γ =

2
[
1−r′

(
q−p2
p2q

)]

r′−2 , r′ = max(r, p1p2
p1−p2 ) et où :

Λ = Diam(M)

√√√√‖Ric−‖p1
2

+ ‖RE‖p1
2

+ Diam(M)2

[
‖△S‖2p2

‖S‖2∞
+
‖RES‖2p2

‖S‖2∞

]
.Remarque. � Le 
as le plus intéressant est le 
as 2q ≥ p1 = p = 2p2 > q, la 
onditionsur r s'é
rit alors r < pq

2q−p et il est possible de 
hoisir r stri
tement supérieur à p, i.e.
p < r < pq

2q−p .On a en parti
ulier le 
orollaire suivant, qui généralise aux se
tions quel
onques le théo-rème 1.4.1 de [65℄ (démontré pour les se
tions harmoniques d'opérateurs (lapla
ien+potentiel)) :Corollaire 2.5. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soit E →Mn un �bré riemannien au-dessusd'une variété riemannienne (Mn, g) 
ompa
te qui véri�e Sq(M,g) ≤ C pour un réel q ≥ n.Alors, pour toute se
tion S de E et pour tout réel p ∈]q, 2q], on a :
Diam(M)‖DS‖p

‖S‖∞
≤ (1 + (p − 2)CΛ)

1
γ max

[
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
,
(Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) γ
1+γ

]
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onques 45où γ = 2(p−q)
q(p−2) et où
Λ = Diam(M)

√√√√√‖Ric−‖p
2

+ ‖RE‖p
2

+ Diam(M)2



‖△S‖2p

2

‖S‖2∞
+
‖RES‖2p

2

‖S‖2∞


.Le même énon
é vaut pour n = 2, 3 et pour tous les 
ouples (p, q) tels que n ≤ q < p < 4(q > n si n = 2), en remplaçant γ par p−q

q et Λ par
Diam(M)

√
‖Ric−‖p

2
+ ‖RE‖p

2
+ Diam(M)2

(‖△S‖22
‖S‖2∞

+
‖RES‖22
‖S‖2∞

)
.Démonstration du 
orollaire. � Si n ≥ 4, on applique la proposition 2.4 en faisant

p1 = p et p2 = p
2 . On 
hoisit aussi r = p (
'est permis, 
ar p < pq

2q−p) et on obtient alors
r′ = r = p.Si n ≤ 3, l'hypothèse n ≤ q < p < 4 implique qu'on peut poser p1 = p et p2 = 2et appliquer la proposition 2.4. On 
hoisit r = p (
'est possible, 
ar q < 4 implique que
2q
q−2 > 4 > p), 
e qui donne r′ = 2p

p−2 et γ = p−q
q .

�Démonstration de la proposition 2.4. � On obtient le 
as p2 = 2 par passage à lalimite. On suppose dans la suite que p2 > 2.En pro
édant 
omme dans la démonstration de la proposition 2.2, on pose u =
√
|DS|2 + ǫ2,

B1(s) = ‖Ric−‖s + ‖RE‖s, B2(s) = ‖△S‖2
s

‖S‖2∞
+ ‖RES‖2

s
‖S‖2∞

et on obtient, pour tout k ≥ 1 :
‖d(uk)‖2 ≤ 2k

(√
B1(p1/2)‖u‖2k2kp1

p1−2

+B2(p2)‖S‖2∞‖u‖
2(k−1)
2(k−1)p2

p2−2

)d'où, en utilisant l'inégalité de Sobolev donnée par l'hypothèse Sq ≤ C :
‖u‖k2kq

q−2

≤ ‖u‖k2k + 2kC Diam(M)

√
B1(p1/2)‖u‖2k2kp1

p1−2

+B2(p2)‖S‖2∞‖u‖
2(k−1)
2(k−1)p2

p2−2

. (∗)De plus, par l'inégalité de Hölder, on a :
‖u‖k2k ≤ ‖u‖k2kp1

p1−2On pose alors k = 1 + r′(p2−2)
2p2

. On a alors k > 1 (
ondition de validité de l'inégalité (∗)),
‖u‖ 2(k−1)p2

p2−2

= ‖u‖r′ et 2kp1
p1−2 ≤ r′, puisque par hypothèse r′ ≥ p1p2

p1−p2 . L'inégalité (∗) devientalors :
‖u‖k2kq

q−2

≤
(

1 + 2kC Diam(M)

√
B1(

p1

2
) +

B2(p2)‖S‖2∞
‖u‖2r′

)
‖u‖kr′



46 Inégalités analytiquesMais, on a aussi 2kq
q−2 > r′ (
ar r′ < qp2

q−p2 ) et l'inégalité d'interpolation (rappelée dans lelemme 1.1) permet d'en déduire que ‖u‖k+γr′ ≤ ‖u‖γ2‖u‖k2kq
q−2

, où γ est solution de l'équation
γ+k
r′ = γ

2 + (q−2)
2q (don
 γ =

2
[
1−r′

(
q−p2
qp2

)]

r′−2 ). On a don
 :
(

Diam(M)‖DS‖r′
‖S‖∞

)

≤
(

1 + 2kC Diam(M)

√
B1(p1/2) +

B2(p2)‖S‖2∞
‖DS‖2r′

)1/γ
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
.En 
onsidérant les 2 
as Diam(M)‖DS‖r′

‖S‖∞ ≤ 1 et Diam(M)‖DS‖r′
‖S‖∞ ≥ 1, 
omme dans la preuvede la proposition 2.1, on obtient le résultat annon
é (en notant aussi que r ≤ r′ et que

1
γ+1 <

1
γ ). �D'après le théorème 1.2 de S. Gallot, rappelé en introdu
tion, un pin
ement (su�sam-ment petit) d'une norme L q

2 de la partie négative de la 
ourbure de Ri

i su�t à majorer
Sq(M

n, g) par une 
onstante universelle (pour q > n). On peut don
 se demander si laproposition 2.4 s'adapte dans le 
as limite p1 = q = 2p2 > n, de manière à 
e que lesnormes intégrales utilisées et la 
onstante de Sobolev soient du "même ordre". En fait, enmodi�ant légérement la preuve de la proposition 2.4, on obtient la proposition suivante :Proposition 2.6. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soient p, q et C des nombres réels telsque 2n ≥ q > p ≥ n. Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variété rieman-nienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n, variété qui véri�e les 
onditions Sq(M,g) ≤ Cet Diam(M)2
(
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖ q

2

)
< 1

(C(q−2))2
alors, pour toute se
tion S de E, on a :

Diam(M)‖DS‖p
‖S‖∞

≤


 1 + (q−2) Diam(M)2C

‖S‖∞
(
‖△S‖ q

2
+ ‖RES‖q

2

)

1− (q − 2)Diam(M)C
√
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖q

2



a(p,q)

×max

(
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
,
(Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 1
1+a(p,q)

)où a(p, q) = q[p(q−4)+4]
2(q−4)(q−p) .Le même énon
é vaut pour n = 2, 3 et pour tous les réels q tels que n < q < 4. Si

Sq(M) ≤ C et Diam(M)2
(
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖ q

2

)
< 1

4C2 , alors :
Diam(M)‖DS‖q

‖S‖∞
≤


 1 + 2Diam(M)2C

‖S‖∞
(
‖△S‖2 + ‖RES‖2

)

1− 2Diam(M)C
√
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖q

2



a(q)

×max

(
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
,
(Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 1
1+a(q)

)ave
 a(q) = (q−2)
4−q .
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tions quel
onques 47Remarque. � D'après le théorème 1.2 rappelé en introdu
tion, si une variété rieman-nienne véri�e une 
ondition du type Diam(M)2
(
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖ q

2

)
≤ ζ(q, n) (où ζ(q, n)est une 
onstante universelle su�samment petite), alors la 
onstante Sq(M,g) est automa-tiquement majorée par une fon
tion universelle de q et n.Démonstration. � Nous posons en
ore une fois :

B1(
q

2
) = ‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖q

2
, B2(

q

2
) =
‖△S‖2q

2

‖S‖2∞
+
‖RES‖2q

2

‖S‖2∞Commençons par le 
as n ≥ 4. D'après l'inégalité (∗) de la démonstration de la proposition2.4, on a :
‖DS‖k2kq

q−2

≤ ‖DS‖k2k+2kC Diam(M)

(√
B1(q/2)‖DS‖k2qk

q−2

+‖S‖∞
√
B2(q/2)‖DS‖k−1

2q(k−1)
q−4

)De plus, l'inégalité d'interpolation 1.1, nous donne :
‖DS‖k2k ≤ ‖DS‖ 2kq

q−2
‖DS‖k−1

γoù γ est solution de l'équation 1
2 = q−2

2kq + k−1
γ (on a don
 γ = 2kq(k−1)

(k−1)q+2). Pour tout réel
k ≥ q−2

4 , on a γ ≤ 2(k−1)q
q−4 et don
 l'inégalité plus haut se réé
rit :

(
1−2kC Diam(M)

√
B1(

q

2
)

)
‖DS‖k−1

2kq
q−2

≤
(

1+
2kC Diam(M)‖S‖∞

‖DS‖ 2kq
q−2

√
B2(

q

2
)

)
‖DS‖k−1

2q(k−1)
q−4On pose k = 1 + p(q−4)

2q . On a bien k ≥ q−2
4 
ar p ≥ q

2 ≥
q
2

( q−6
q−4

), et l'inégalité pré
édentedevient :
‖DS‖ 2kq

q−2
≤




1 + 2kCDiam(M)‖S‖∞
‖DS‖ 2kq

q−2

√
B2(

q
2 )

1− 2kC Diam(M)
√
B1(

q
2)




1
k−1

‖DS‖pDe plus, on a 2kq
q−2 > p > 2 (
ar p < q). D'après le lemme 1.1, on en déduit l'existen
e d'une
onstante γ telle que ‖DS‖p ≤ ‖DS‖γ2‖DS‖1−γ2kq

q−2

, où γ véri�e l'équation 1
p = γ

2 + (1−γ)(q−2)
2kq(on trouve γ = 4(q−p)

p
(
p(q−4)+4

)), 
e qui, 
ombiné ave
 l'inégalité pré
édente, nous donne :
‖DS‖p ≤




1 + 2kCDiam(M)‖S‖∞
‖DS‖p

√
B2(

q
2 )

1− 2kC Diam(M)
√
B1(

q
2)



a(p,q)

‖DS‖2En 
onsidérant séparément, 
omme pré
édement, les deux 
as Diam(M)‖DS‖p ≥ ‖S‖∞et Diam(M)‖DS‖p ≤ ‖S‖∞ on obtient le résultat annon
é.



48 Inégalités analytiquesSi n = 2 ou 3 et n < q < 4, on note p2 > 2 un nombre réel su�samment pro
he de 2pour que q > p2. On a alors
‖DS‖k2kq

q−2

≤ ‖DS‖k2k + 2kC Diam(M)

√
B1(

q

2
)‖DS‖k2kq

q−2

+2kC Diam(M)
√
B2(p2)‖S‖∞‖DS‖k−1

2(k−1)p2
p2−2Posons k = 1 + q(p2−2)

2p2
alors on a 2k < 2(k−1)p2

p2−2 = q < 2kq
q−2 , et don
 :

‖DS‖ 2kq
q−2
≤




1 +
2kCDiam(M)‖S‖∞

√
B2(p2)

‖DS‖q

1− 2kC Diam(M)
√
B1(

q
2 )




1
k

‖DS‖qOn fait alors tendre p2 vers 2, 
e qui revient à poser k = 1 dans l'inégalité pré
édente.Mais, le lemme 1.1 nous donne ‖DS‖q ≤ ‖DS‖1−γ2 ‖DS‖γ2q
q−2

ave
 γ = q−2
2 , et don
 :

‖DS‖q ≤




1 +
2C Diam(M)

√
B2(2)‖S‖∞

‖DS‖q

1− 2C Diam(M)
√
B1(

q
2)




q−2
4−q

‖DS‖2On 
on
lut de nouveau en 
onsidérant séparement les deux 
as Diam(M)‖DS‖q ≥ ‖S‖∞et Diam(M)‖DS‖q ≤ ‖S‖∞.
�S. Gallot a montré, par des exemples (
f [50℄), que le théorème 1.2 ne peut pas s'étendreau 
as p=n. C'est à dire qu'au
une borne, aussi petite soit-elle, de la norme Ln

2 de lapartie négative de la 
ourbure de Ri

i ne donne de majorant uniforme de la 
onstante
Sn(M,g). Toutefois, si les variétés étudiées admettent par ailleurs un majorant de leur
onstante de Sobolev Sn(M,g) (n ≥ 3), on peut se demander si une majoration du rapport
‖DS‖q/‖DS‖2 (pour q ≥ n), du type de 
elles qui pré
édent, peut s'obtenir en fon
tionde normes Ln

2 des 
ourbures qui interviennent dans le majorant (l'intérêt de 
e type derésultat est expliqué plus en détails dans le 
hapitre suivant). En fait, dans le 
as p1 = q = net 2p2 > n, on peut adapter 
e qui pré
ède pour obtenir :Proposition 2.7. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soient q et C des nombres réels telsque 2n > q > n. Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variété rieman-nienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n, qui véri�e les 
onditions Sn(M,g) ≤ C et
Diam(M)2(‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2
) < n2

(Cq(n−2))2
, alors, pour toute se
tion S de E, on a :

Diam(M)‖DS‖q
‖S‖∞

≤




1 + q(n−2)C Diam(M)2

n‖S‖∞

(
‖△S‖ q

2
+ ‖RES‖q

2

)

1− q(n−2)
n C Diam(M)

√
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2



a(q,n)

max

(
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
,
(Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 1
1+a(q,n)

)
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tions quel
onques 49où a(q, n) = n(q−2)
2(q−n) .Le même énon
é vaut pour n = 3 et pour les q tels que 3 < q < 6 : Si la variété (Mn, g)véri�e Sn(M,g) ≤ C et Diam(M)2

(
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2

)
< 1

4C2 , alors :
Diam(M)‖DS‖q

‖S‖∞
≤




1 + 2C Diam(M)2

‖S‖∞

(
‖△S‖2 + ‖RES‖2

)

1− 2Diam(M)C
√
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2



a(q)

×

max

(
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞
,
(Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 1
1+a(q)

)où a(q) = 3(q−2)
6−q .Démonstration.� Commençons par le 
as n ≥ 4. On part de l'inégalité (∗) de la preuvede la proposition 2.4 (page 45), dans laquelle on pose p1 = n, p2 = q

2 et k = q(n−2)
2n , et oùon rempla
e 2kq

q−2 par 2kn
n−2 (on a bien k > 1, 
ar q > n ≥ 4). Cela nous donne l'inégalité :

‖DS‖kq ≤ ‖DS‖kq(n−2)
n

+
q(n− 2)

n
C Diam(M)

(√
B1(

n

2
)‖DS‖kq+

√
B2(

q

2
)‖S‖∞‖DS‖k−1

2(k−1)q
q−4

)Or, d'après le lemme 1.1, on a ‖DS‖kq(n−2)
n

≤ ‖DS‖q‖DS‖k−1
γ , où γ = 2q(k−1)

q−2 ≤ 2q(k−1)
q−4 .On en déduit que :

(
1− q(n− 2)

n
C Diam(M)

√
B1(

n

2
)

)
‖DS‖k−1

q

≤
(

1 +
q(n− 2)

n
C Diam(M)2

√
B2(

q

2
)

‖S‖∞
Diam(M)‖DS‖q

)
‖DS‖k−1

2q(k−1)
q−4

(∗)Or 2 < 2q(k−1)
q−4 < q (
ar q > n ≥ 4), le lemme 1.1 nous donne don
 :

‖DS‖k−1
2q(k−1)

q−4

≤ ‖DS‖γ′2 ‖DS‖(k−1)−γ′
q ,ave
 γ′ = 2(q−n)

n(q−2) . On déduit don
 de (∗) que
(

1− q(n− 2)

n
C Diam(M)

√
B1(

n

2
)

)
‖DS‖k−1

q

≤
(

1 +
q(n− 2)

n
C Diam(M)2

√
B2(

q

2
)

‖S‖∞
Diam(M)‖DS‖q

)
‖DS‖γ′2 ‖DS‖(k−1)−γ′

qEt don
 :
‖DS‖q ≤




1 + q(n−2)
n C Diam(M)2

√
B2(

q
2) ‖S‖∞

Diam(M)‖DS‖q

1− q(n−2)
n C Diam(M)

√
B1(

n
2 )




n(q−2)
2(q−n)

‖DS‖2



50 Inégalités analytiquesOn 
on
lut alors en 
onsidérant séparement le 
as ‖S‖∞ ≤ Diam(M)‖DS‖q et le 
as
‖S‖∞ ≥ Diam(M)‖DS‖q .Dans le 
as n = 3, pour tout réel q tel que 3 < q < 6, on a :
‖DS‖k6k ≤ ‖DS‖k2k + 2kC Diam(M)

(√
B1(

3

2
)‖DS‖k6k +

√
B2(p2)‖S‖∞‖DS‖k−1

2(k−1)p2
p2−2

)où p2 est un réel pro
he de 2. On pose alors k = 1 + q(p2−2)
2p2

, alors 2k < 2(k−1)p2
p2−2 = q < 6k.On a don
 :

‖DS‖6k
(
1− 2kC Diam(M)

√
B1(

3

2
)
) 1

k

≤
(
1 + 2kC Diam(M)2

√
B2(p2)

‖S‖∞
Diam(M)‖DS‖q

) 1
k ‖DS‖qOn fait alors tendre p2 vers 2, et on utilise l'inégalité ‖DS‖q ≤ ‖DS‖1−γ2 ‖DS‖γ6 , ave


γ = 3(q−2)
2q . On obtient :
‖DS‖q ≤


1 + 2kC Diam(M)2

√
B2(p2)

‖S‖∞
Diam(M)‖DS‖q

1− 2kC Diam(M)
√
B1(

3
2)




3(q−2)
6−q

‖DS‖2On a
hève la preuve 
omme dans les démonstrations pré
édentes, en distinguant le 
as où
‖S‖∞

Diam(M)‖DS‖q
est inférieur ou égal à 1 et le 
as où il est supérieur à 1.

�Pour en �nir ave
 les 
as limites, on a la proposition suivante :Proposition 2.8. � Soient n un entier (n ≥ 4), C un nombre réel et E → Mn un �brériemannien au-dessus d'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n, quivéri�e Sn(M,g) ≤ C, alors pour toute se
tion S de E, on a :Si
Diam(M)2

(
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2
+
‖△S‖n

2

‖S‖∞

)
<

1

12[C(n − 2)]2
,alors

‖DS‖n
‖S‖∞

≤

max

(
‖DS‖2

‖S‖∞
[
1− 2(n − 2)C Diam(M)

(√
‖Ric−‖n

2
+
√
‖RE‖n

2
+

√
‖△S‖n

2
‖S‖∞

)]n−2
2

,

√
‖RE‖n

2
+

√
‖△S‖n

2

‖S‖∞

)
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tions quel
onques 51Lorsque n = 3, on obtient l'énon
é suivant :Si Sn(M,g) ≤ C et si Diam(M)2
(
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖2 + ‖△S‖2

‖S‖∞
)
< 1

48C2 , alors :
‖DS‖6
‖S‖∞

≤

max

(
1

1− 4C Diam(M)
(√
‖Ric−‖n

2
+
√
‖RE‖2 +

√
‖△S‖2

‖S‖∞

)
‖DS‖2
‖S‖∞

,

√
‖RE‖2 +

√
‖△S‖2
‖S‖∞

)Démonstration. � Pour traiter le 
as n > 4, on part de l'inégalité (∗) de la preuve dela proposition 2.4 (page 45), en posant q = n = p1 = 2p2, on obtient :
‖DS‖k2kn

n−2

≤ ‖DS‖k2k + 2kC Diam(M)
(√

B1(
n

2
)‖DS‖k2kn

n−2

+

√
B2(

n

2
)‖S‖∞‖DS‖k−1

2(k−1)n
n−4

)On pose alors k = n−2
2 . on a alors 2kn

n−2 = n = 2(k−1)n
n−4 , d'où :

‖DS‖kn ≤ ‖DS‖kn−2 + (n− 2)C Diam(M)
(√

B1(
n

2
)‖DS‖kn +

√
B2(

n

2
)‖S‖∞‖DS‖k−1

n

)et don

(
1− (n− 2)C

(
Diam(M)

√
B1(

n

2
) + Diam(M)2

√
B2(

n

2
)

‖S‖∞
Diam(M)‖DS‖n

)
‖DS‖kn

≤ ‖DS‖kn−2De plus, d'après le lemme 1.1, ‖DS‖n−2 ≤ ‖DS‖γn‖DS‖1−γ2 , pour γ = n(n−4)
(n−2)2

. A partirde 
ette inégalité, soit on est dans le 
as où Diam(M)‖DS‖n

‖S‖∞ ≤ Diam(M)
(
B2(

n
2 )
) 1

4 , 
e quiimplique le résultat annon
é, soit on est dans le 
as où Diam(M)‖DS‖n

‖S‖∞ ≥ Diam(M)
(
B2(

n
2 )
) 1

4 ,et don
 :
‖DS‖n ≤ ‖DS‖2

(
1

1− C(n− 2)Diam(M)
(√

B1(
n
2 ) +

(
B2(

n
2 )
) 1

4

)
)n−2

2On 
on
lut en remarquant que, d'après les dé�nitions de B1 et B2, on a les inégalités
√
B1(

n
2 ) ≤ ‖Ric−‖

1
2
n
2

+ ‖RE‖
1
2
n
2
et (B2(

n
2 )
) 1

4 ≤ ‖RE‖
1
2
n
2

+
(‖△S‖n

2
‖S‖∞

) 1
2 . Pour obtenir le 
as

n = 4, remarquer que 
e qui pré
éde reste valable pour tout réel n > 4. On peut don
obtenir le 
as n = 4 par passage à la limite.Si n = 3, on repart de l'inégalité (∗) de la page 45, en posant q = n = p1 et p2 = p < 3,on obtient :
‖DS‖k6k ≤ ‖DS‖k2k + 2kC Diam(M)

(√
B1(

3

2
)‖DS‖k6k +

√
B2(p)‖S‖∞‖DS‖k−1

2(k−1)p
p−2

)



52 Inégalités analytiquesOn pose k = p
6−2p . on a alors :

‖DS‖k6k ≤ ‖DS‖k2k + 2kC Diam(M)
(√

B1(
3

2
)‖DS‖k6k +

√
B2(p)‖S‖∞‖DS‖k−1

6k

)et don

(

1−2kC
(
Diam(M)

√
B1(

3

2
)+Diam(M)2

√
B2(p)

‖S‖∞
Diam(M)‖DS‖6k

))
‖DS‖k6k ≤ ‖DS‖k2kPuis, on fait tendre p vers 2 (alors k tend vers 1), et on obtient :

(
1− 2C

(
Diam(M)

√
B1(

3

2
) + Diam(M)2

√
B2(2)

‖S‖∞
Diam(M)‖DS‖6

))
‖DS‖6 ≤ ‖DS‖2.On 
on
lut alors 
omme le 
as pré
édent.

�2.4 Majoration de sup|S|−inf |S|, résultats de non annulationDes résultats de la se
tion pré
édente et de la donnée d'un majorant de la 
onstantede Sobolev S′
r, nous déduisons immédiatement un majorant de 1 − infM |S|

supM |S| . Les résul-tats obtenus généralisent 
elui de M. Le Couturier et G. Robert (
f [65℄), qui établissentune inégalité pro
he de la proposition 2.10 pour les se
tions harmoniques des opérateurs(lapla
ien+potentiel).En appliquant la proposition 2.2, et le théorème des a

roissements �nis, on obtientdire
tement une inégalité de Harna
k qui ne né
essite pas de majorant sur une 
onstantede Sobolev S′
q(M,g), mais qui demande de 
ontr�ler △S et RES en norme Lp, ave
 p > n :Proposition 2.9. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, q et C des nombres réels telsque ∞ ≥ p > q ≥ n (q > n si n = 2). Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessusd'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g), qui véri�e Sq(M,g) ≤ C. Alors, pour toutese
tion S de E, on a :

1− inf |S|
sup |S| ≤

(
1 + a′(p, q, C)Λ1/2

) pq
p−q

(
Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 2(p−q)
2(p−q)+pq

,où a′ est la 
onstante universelle donnée dans la proposition 2.2 et où :
Λ = Diam(M)

√√√√‖Ric−‖p
2

+ ‖RE‖p
2

+ Diam(M)2

[
‖△S‖2p
‖S‖2∞

+
‖RES‖2p
‖S‖2∞

]
.Si on a un majorant de la 
onstante de Sobolev S′

q′(M,g), alors on peut appliquer laproposition 2.4 pour obtenir la proposition suivante :
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tions quel
onques 53Proposition 2.10. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p1, p2, q, q′, C et C ′ des nombresréels tels que p1 > q ≥ p2 ≥ max(2, q2), q ≥ n (q > n si n = 2), p2 >
n
2 et n < q′ < p2q

q−p2 .Soit E →Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g)de dimension n, qui véri�e Sq(M,g) ≤ C et S′
q′(M,g) ≤ C ′. Alors, pour toute se
tion Sde E, on a :

1− inf |S|
sup |S| ≤ C

′
(
1 + (2 +

r′(p2 − 2)

p2
)CΛ

)1/γ
(

Diam(M)‖DS‖2
‖S‖∞

) γ
1+γ

,où γ =
2
[
1−r′

(
q−p2
p2q

)]

r′−2 , r′ = max(q′, p1p2
p1−p2 ) et où :

Λ = Diam(M)

√√√√‖Ric−‖p1
2

+ ‖RE‖p1
2

+ Diam(M)2

[
‖△S‖2p2

‖S‖2∞
+
‖RES‖2p2

‖S‖2∞

]
.On remarquera que, pour prouver les propositions 2.9 et 2.10, nous avons appliqué lespropositions 2.2 et 2.4 dans le 
as où Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞ ≤ 1, les inégalités des propositions 2.9et 2.10 étant trivialement véri�ées dans le 
as 
ontraire.Le 
orollaire 2.5, nous permet d'obtenir le résultat suivant, qui est la généralisation auxse
tions quel
onques du théorème 1.4.1 de [65℄ (démontré pour les se
tions harmoniquesd'opérateurs (lapla
ien+potentiel)) :Corollaire 2.11. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soient p, q, C et C ′ des nombres réelstels que 2q ≥ p > q ≥ n. Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variétériemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n, qui véri�e Sq(M,g) ≤ C et S′
p(M,g) ≤

C ′. Alors, pour toute se
tion S de E, on a :
1− inf |S|

sup |S| ≤ C
′
(
1 + (p− 2)CΛ

)1/γ
(

Diam(M)‖DS‖2
‖S‖∞

) γ
1+γ

,où γ = 2(p−q)
q(p−2) et où :
Λ = Diam(M)

√√√√√‖Ric−‖p
2

+ ‖RE‖p
2

+ Diam(M)2



‖△S‖2p

2

‖S‖2∞
+
‖RES‖2p

2

‖S‖2∞


.Le même énon
é vaut pour n = 2, 3 et pour tous les 
ouples (p, q) tels que n ≤ q < p < 4(q > n si n = 2), en remplaçant γ par p−q

q et Λ par :
Diam(M)

√
‖Ric−‖p

2
+ ‖RE‖p

2
+ Diam(M)2

(‖△S‖22
‖S‖2∞

+
‖RES‖22
‖S‖2∞

)
.En�n, on peut aussi appliquer les propositions 2.6 et 2.7 pour obtenir les deux propo-sitions suivantes :



54 Inégalités analytiquesProposition 2.12. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soient p, q, C et C ′ des nombres réelstels que 2n ≥ q > p > n. Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variétériemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n, qui véri�e Sq(M,g) ≤ C, S′
p(M,g) ≤ C ′et Diam(M)2

(
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖ q

2

)
< 1

(C(q−2))2 alors, pour toute se
tion S de E, on a :
1− inf |S|

sup |S|

≤ C ′


 1 + (q−2)C

‖S‖∞ Diam(M)2
(
‖△S‖ q

2
+ ‖RES‖q

2

)

1− (q − 2)Diam(M)C
√
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖q

2



a(p,q) (Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 1
1+a(p,q)où a(p, q) = q[p(q−4)+4]

2(q−4)(q−p) .Le même énon
é vaut pour n = 2, 3 et pour tous les réels q tels que n < q < 4. Si
Sq(M,g) ≤ C et si Diam(M)2

(
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖ q

2

)
< 1

4C2 , alors :
1− inf |S|

sup |S|

≤ C ′


1 + 2C

‖S‖∞ Diam(M)2
(
‖△S‖2 + ‖RES‖2

)

1− 2Diam(M)C
√
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖q

2



a(q) (Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 1
1+a(q)ave
 a(q) = (q−2)

4−q et où C ′ est un majorant de S′
q(M

n, g).Proposition 2.13. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soient p, q, C et C ′ des nombres réelstels que 2n > q > n. Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variété rieman-nienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n, qui véri�e Sn(M,g) ≤ C, S′
q(M,g) ≤ C ′ et

Diam(M)2(‖Ric−‖n
2

+ ‖RE‖n
2
) < 1

(C(q−2))2
, alors pour toute se
tion S de E, on a :

1− inf |S|
sup |S|

≤ C ′


1 + q(n−2)C

n‖S‖∞ Diam(M)2
(
‖△S‖ q

2
+ ‖RES‖q

2

)

1− q(n−2)
n C Diam(M)

√
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2



a(q,n) (Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 1
1+a(q,n)où a(q, n) = n(q−2)

2(q−n) .Le même énon
é vaut pour n = 3 et pour tous les réels q tels que 3 < q < 6. Si
Sn(M,g) ≤ C, si S′

q(M,g) ≤ C ′ et si Diam(M)2
(
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2

)
< 1

4C2 , alors :
1− inf |S|

sup |S| ≤ C
′


1 + 2C

‖S‖∞ Diam(M)2
(
‖△S‖2 + ‖RES‖2

)

1− 2Diam(M)C
√
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2



a(q) (Diam(M)‖DS‖2

‖S‖∞

) 1
1+a(q)où a(q) = 3(q−2)

6−q .
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tions quel
onques 55Il y a une perte d'information dans le fait d'utiliser une hypothèse qui porte sur DSentier pour établir un 
ontr�le de inf |S|
sup |S| , puisqu'une se
tion S peut être de norme 
onstantesans être parallèle. On devrait pouvoir déduire 
es inégalités de Harna
k d'une majorationd'une norme Lp (p > n) de la di�érentielle du de la fon
tion u = |S|. Toutefois, l'inégalitéde Kato, que nous utilisons pour transformer des hypothèses sur △S en renseignementsde nature elliptique sur u, ne nous fournit qu'une majoration de △u, mais ne permet pasde minorer △u. Une telle majoration est insu�sante pour minorer le rapport inf |S|

sup |S| etdémontrer que |S| ne s'annule nulle part : en e�et, il est fa
ile de montrer (voir [65℄) que,pour tout ǫ > 0, on peut 
onstruire une fon
tion fǫ positive, prenant les deux valeurs 1et 0 et dont le lapla
ien veri�e △fǫ ≤ ǫ. Il ne semble don
 pas possible d'appliquer 
etteméthode plus dire
te, et 
'est pourquoi nous avons été 
ontraints d'appliquer l'inégalitéde Kato au tenseur DS, a�n de 
ontr�ler la fon
tion u = |DS| (
e qui nous a amenés à
ontr�ler △(DS) en fon
tion de △S). Les termes de 
ourbure supplémentaires, qui sontné
essaires pour assurer 
e 
ontr�le (
f le lemme 2.3), sont 
ependant inévitables, 
ommenous le prouverons dans la partie II de 
ette thèse (voir la proposition 4.1 de la deuxièmepartie qui montre, indire
tement, que la 
on
lusion de la proposition 2.4 ne peut tenir sans
ontr�le a priori de la 
ourbure se
tionnelle).Notre méthode pourrait toutefois être améliorée si on savait tirer parti de l'observationsuivante : partout où S ne s'annule pas, on a DS = d(|S|)⊗ S
|S| + |S|.D S

|S| , don
 DS rend
ompte à la fois de la variation de |S| par proje
tion sur S, et de la façon dont la se
tion S
|S|tourne dans la �bre, par proje
tion sur l'orthogonale de S. On voit don
 que le 
ontr�le dela proje
tion de DS sur S devrait su�r à établir l'inégalité de Harna
k. Des améliorationsde l'inégalité de Kato (fondées sur 
ette observation) existent dans la littérature (travauxde J. P. Bourguignon, de D. Calderbank, M. Herzli
h et P. Gaudu
hon [25℄), mais ils sontpour l'instant de peu de 
onséquen
es sur notre inégalité de Harna
k.En�n, on devrait pouvoir déduire du 
ontr�le de ‖DS‖p des informations sur l'holo-nomie du �bré E. Voir les travaux de W. Ballman, J. Brünning et G. Carron [15℄ pourun premier résultat dans 
e sens et remarquer que les estimées 
i-dessus permettent de
ourt-
ir
uiter une large partie de leur preuve.
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Chapitre 3
Combinaisons linéaires de se
tionspropres

Un 
hamp parti
ulièrement intéressant d'appli
ations (géométriques et topologiques)des inégalités établies dans le paragraphe pré
édent sur les se
tions S d'un �bré rieman-nien E →M est 
elui où S est une 
ombinaison linéaire de se
tions propres d'un opérateur(lapla
ien+potentiel) △+V . Dans 
e 
hapitre nous énonçons (et redémontrons lorsqu'unelégère adaptation des preuves du 
hapitre pré
édent permet de renfor
er la 
on
lusion) lesformes parti
ulières que prennent 
es inégalités dans le 
as de telles se
tions et donnonsquelques appli
ations à l'étude des valeurs propres et se
tions propres de l'opérateur (lapla-
ien+potentiel) qui serviront dans les parties II, III et IV de 
ette thèse. Il s'agit, essentielle-ment, de généralisations de la "te
hnique de Bo
hner". Celui-
i a remarqué que les se
tionsharmoniques d'opérateurs (lapla
ien+potentiel) de potentiel positif sont parallèles (en ef-fet, pour une telle se
tion on a 0 =
∫ (

(△+V )S, S
)

= ‖DS‖22+
∫

(V S, S) et les deux termesde la somme sont positif, don
 nuls). On peut en déduire, entre autres 
onséquen
es, quesi (Si)i∈I est une famille L2-orthonormée de se
tions harmoniques de 
et opérateur alors,pour tout point x de M , (Si(x))i∈I est une famille orthonormée de ve
teurs de la �bre Exau-dessus du point x (trivialisation d'un sous �bré de dimension dim(Ker(△+V ))) et don
la dimension de Ker(△+V ) est majorée par la dimension l de la �bre. Dans 
e 
hapitre, onétend 
es deux propriétés aux opérateurs (lapla
ien+potentiel) de potentiel presque positif(
'est à dire tels que Diam(M)2‖V −‖p
2
soit petit pour au moins un p supérieur à la di-mension de la variété) et aux se
tions propres de l'opérateur asso
iées à des petites valeurspropres (des dé�nitions pré
ises sont données plus loin). On montre que le nombre de petitesvaleurs propres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel) de potentiel presque positif est ma-joré par la dimension de la �bre de E (version analytique du prin
ipe de Bo
hner ; voir les
orollaires 3.2 et 3.4). On montre aussi qu'une famille L2-orthonormée de se
tions propres57
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iées à des petites valeurs propres est presque orthonormée dans 
haque �bre au-dessusde 
haque point d'un ensemble de mesure presqu'égale au volume de M (version géomé-trique du prin
ipe de Bo
hner ; voir le lemme 3.5). On montrera aussi que, si on se donneun majorant A des quantités Diam(M)2‖RE‖p, Diam(M)2‖V ‖p et Diam(M)2‖Ric−‖p
2(resp. des quantités Diam(M)2‖RE‖p

2
, Diam(M)2‖V ‖p

2
et Diam(M)2‖Ric−‖p

2
) pour unréel p > n, alors les se
tions propres, asso
iées à des petites valeurs propres d'un opéra-teur (lapla
ien+potentiel) de potentiel presque positif, sont presque parallèles d'après laproposition 3.6 (resp. toute famille L2-orthonormée de se
tions propres, asso
iées à des pe-tites valeurs propres d'un opérateur de potentiel presque positif, est presque orthonorméeen restri
tion à toute �bre de E ; voir les se
tions 3.3 et 3.4) ; où les notions de petitesvaleurs propres et de potentiel presque positif dépendent, pour 
es deux derniers typesrésultats, du majorant A.Dans la suite, on note (Si)i∈I une famille L2-orthonormale de se
tions propres de l'opé-rateur (lapla
ien+potentiel) (i.e. (△ + V )Si = λi.Si). Si I est une sous-partie �nie de N,on note alors EI = Vect ({Si}i∈I) le sous-espa
e ve
toriel de E engendré par 
ette famille.On appellera sous-espa
e de se
tions propres un tel espa
e EI (on rappelle que I est supposé�ni).3.1 Majoration de ‖S‖∞/‖S‖2, spe
tre et quasi-trivialisationsLa proposition suivante donne une estimation du rapport entres les normes L∞ et L2des 
ombinaisons linéaires de se
tions propres de EI en fon
tion d'un "minorant intégral"du potentiel V , des valeurs propres {λi}i∈I et d'un majorant d'une 
onstante de Sobolev

Sq(M) (q ≥ n). Toutefois, 
omme l'appli
ation dire
te de la proposition 2.1 nous fourniraitun majorant qui dépend du nombre de se
tions propres impliquées dans la 
ombinaisonlinéaire (
e qui est fatal pour 
ertaines des appli
ations que l'on souhaite en faire), on valégèrement modi�er la méthode de démonstration. Cette proposition est une généralisationd'une majoration, due à P. Li ([66℄), de la norme L∞ des p-formes di�érentielles propres(pour le lapla
ien de Hodge) sur une variété, en fon
tion des valeurs propres, de la norme
L2 des formes propres et d'un minorant du potentiel de l'opérateur de Hodge, 
onsidéré
omme un opérateur (lapla
ien+potentiel) sur les p-formes. Elle avait déjà été généralisée(sous une forme quasi-similaire à 
elle de notre énon
é) par S. Gallot dans [48℄, [49℄,[47℄, et surtout [50℄, au 
as des 
ombinaisons linéaires de se
tions propres d'opérateurs(lapla
ien+potentiel) quel
onques :Proposition 3.1. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, q et C des nombres réels telsque ∞ ≥ p > q ≥ n (q > n si n = 2). Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus



Se
tions propres 59d'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n qui véri�e Sq(Mn, g) ≤ C.Soit △ + V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E et EI unsous-espa
e de se
tions propres de 
et opérateur. Alors, pour toute se
tion S de EI , on a :
‖S‖∞ ≤

(
1 + a(p, q, C)Λ

1
2

) pq
2(p−q) ‖S‖2où a(p, q, C) = 1 + e

pC
p−2

√
ν√

ν−1 , ν = q(p−2)
p(q−2) et où :

Λ = Diam(M)2
(
‖V −‖p/2 + sup

i∈I
|λi|
)
.Remarque. � Dans le 
as où S est une se
tion harmonique d'un opérateur (lapla-
ien+potentiel) de potentiel positif, on retrouve que S est de norme 
onstante.VariantePuisque, pour tout réelK, EI est aussi un sous-espa
e de se
tions propres de l'opérateur

△+ V −K, la proposition 3.1 reste valable en remplaçant Λ par :
Diam(M)2

(
‖
(
V −K

)−‖p/2 + sup
i∈I
|λi −K|

)
.Le fait que le majorant du rapport ‖∑αiSi‖∞

‖∑αiSi‖2
, donné par 
ette proposition, ne dé-pende pas du nombre de se
tions propres Si qui entrent dans la 
ombinaison linéaire,permet, en utilisant une te
hnique développée dans [66℄ par P. Li, de majorer la dimensionde EI , et d'en déduire plusieurs estimées intéressantes sur le spe
tre de l'opérateur △+V :Corollaire 3.2. � Soient n et l des entiers (n ≥ 2). Soient p, q et C des nombres réelstels que ∞ ≥ p > q ≥ n (q > n si n = 2). Notons a(p, q, C) la 
onstante universelleintroduite dans la proposition 3.1. Soit E → Mn un �bré riemannien, dont la �bre estde dimension l, au-dessus d'une variété riemannienne (Mn, g) 
ompa
te, de dimension n,qui véri�e Sq(Mn, g) ≤ C. Soit △+ V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur lesse
tions de E. On a alors :(i) Si on note λ1

(
△+ V

) la plus petite valeur propre de l'opérateur △+ V , alors :
λ1

(
△+ V

)
≥ −

(
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p

2

) pq
p−q ‖V −‖1.(ii) La multipli
ité mult(λ) d'une valeur propre λ de l'opérateur (△+ V ), véri�e :

mult(λ) ≤ l.

(
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖ (V − λ)− ‖p/2

) pq
p−q



60 Inégalités analytiques(iii) Si on note Ind(△+ V ) le nombre de valeurs propres négatives (
omptées ave
 multi-pli
ités) de l'opérateur △+ V , on a :
Ind(△+ V ) ≤ l

(
1 + 2Λ(1 + Λ)

pq
2(p−q)

) pq
p−qoù Λ = a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p/2.(iv) La ieme valeur propre λi du spe
tre de (△+ V ) véri�e :

λi − λ1 ≥
1

a(p, q, C)2 Diam(M)2

[(
i

l

) 1
q
− 1

p

− 1

]2

− ‖
(
V − λ1

)−‖p
2
,On en déduit :

λi ≥
1

a(p, q, C)2 Diam(M)2

[(
i

l

) 1
q
− 1

p

− 1

]2

−
[
1 +

(
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p

2

) pq
p−q

]
‖V −‖p

2
.(estimée qui s'améliore en

λi ≥
1

a(p, q, C)2 Diam(M)2

[(
i

l

) 1
q
− 1

p

− 1

]2

− ‖V −‖p
2
,si λ1 ≥ 0).En parti
ulier, si Diam(M)2‖V −‖p

2
≤

[(
1+ 1

l

) 1
q − 1

p −1

]2

2
(
1+2

pq
p−q
)
a2(p,q,C)

, alors :
λl+1

(
△+ V

)
≥

[(
1 + 1

l

) 1
q
− 1

p − 1
]2

2a2(p, q, C)
.Opérateurs à potentiel presque positif et petites valeurs propresCe 
orollaire donne l'existen
e de deux fon
tions universelles ζ(l, p, q, C) et η(l, p, q, C)stri
tement positives (qui ne dépendent que des variables indiquées entre parenthèses, etpas de (Mn, g) ou de E) telles que, si △+V est un opérateur (lapla
ien+potentiel) dont lepotentiel véri�e l'inégalité Diam(M)2‖V −‖p/2 ≤ η(l, p, q, C) (on parlera alors d'opérateurà potentiel presque positif), alors le nombre de valeurs propres de 
et opérateur qui sontinférieures à ζ(l, p, q, C) (on parlera de petites valeur propres) est majoré par la dimensionde la �bre de E (
'est la version analytique du prin
ipe de Bo
hner). Remarquer en�nque, par translation, le 
orollaire 3.2 s'applique en remplaçant λi par (λi −K) et V − par

(
V −K

)−, oùK est une 
onstante réelle quel
onque. En parti
ulier, s'il existe une 
onstante
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K telle que Diam(M)2‖(V − K)−‖p/2 ≤ η(l, p, q, C) (on peut alors parler d'opérateur àpotentiel presque supérieur à K) alors l'opérateur △+ V admet au plus l valeurs propresinférieures à K + ζ(l, p, q, C).Démonstration de la proposition 3.1. � De nouveau on suppose que p est �ni. Onpose, pour la suite, Ak(I) = sup

S∈EI\{0}

‖S‖k
‖S‖2

, où k est un réel plus grand que 1 ou égal à
+∞.Soit S un élément de EI . Nous posons u =

√
|S|2 + ǫ2 pour ǫ > 0. De même que dansla démonstration de la proposition 2.1, on obtient, pour tout réel k > 1/2 :

‖d(uk)‖2 ≤
k√

2k − 1

√
‖V −‖p/2‖u‖2k2kp

p−2

+ ‖(△+ V )S‖2k‖u‖2k−1
2k .En utilisant l'inégalité de Sobolev donnée par hypothèse (appliquée à la fon
tion uk), enfaisant tendre ǫ vers 0 et en utilisant l'inégalité de Hölder, on obtient l'inégalité suivante,valable pour tout k > 1/2 :

‖S‖k2kq
q−2

≤ Ck√
2k − 1

√
Diam(M)2(‖V −‖p/2‖S‖2k2kp

p−2

+ ‖(△+ V )S‖2k‖S‖2k−1
2kp
p−2

) + ‖S‖k2kp
p−2Or EI est un espa
e stable par (△+ V ), on a don
 :

‖(△+ V )S‖2k ≤ A2k(I)‖(△ + V )S‖2.

≤ A 2kp
p−2

(I) sup
i∈I
|λi|.‖S‖2. (∗)On en déduit l'inégalité :

‖S‖ 2kq
q−2
≤
(

1 +
Ck√
2k − 1

Λ
1
2

)1/k

A 2kp
p−2

(I)‖S‖2.Comme S a été 
hoisi quel
onque dans l'espa
e ve
toriel EI , on obtient :
A 2qk

q−2
(I) ≤

(
1 +

Ck√
2k − 1

Λ
1
2

)1/k

A 2kp
p−2

(I)Si on pose su

essivement k = νj dans 
ette inégalité, ave
 ν = q(p−2)
p(q−2) > 1 et j ∈ N,on obtient :

A 2p
p−2

νj+1(I) ≤
(

1 +
Ck√
2k − 1

Λ
1
2

)1/k

A 2p
p−2

νj(I)En multipliant membre à membre les inégalités ainsi obtenues, en remarquant que Am(I)tend vers A∞(I), lorsque m tend vers +∞, et que le produit in�ni 
onverge, on obtient :
A∞(I) ≤

∞∏

j=0

(
1 +

Cνj√
2νj − 1

Λ
1
2

) 1

νj

A 2p
p−2

(I).



62 Inégalités analytiquesEn�n, 
omme 2p
p−2 > 2, on a ‖S‖ 2p

p−2
≤ ‖S‖

2
p
∞.‖S‖

p−2
p

2 (inégalité d'interpolation 1.1), 
e quise traduit en termes des Ak(I) par A 2p
p−2

(I) ≤ A
2
p
∞(I). On en déduit :

A∞(I) ≤
∞∏

j=0

(
1 +

Cνj√
2νj − 1

Λ
1
2

) p
p−2

. 1

νj

.En utilisant la même méthode que dans la démonstration de la proposition 2.1 pourmajorer le produit in�ni, on obtient le résultat annon
é.
�Démonstration du 
orollaire 3.2. � Posons, pour simpli�er, λ1 = λ1

(
△ + V

). Nous
ommençons par prouver la propriété (i). On peut supposer λ1 ≤ 0 (
ar sinon l'inégalité
(i) est trivialement véri�ée). Soit S une se
tion telle que (△ + V

)
S = λ1S. On pose

u =
√
|S|2 + ǫ2. L'inégalité de Kato nous donne alors :

u△u ≤
(
△S, S

)
= λ1|S|2 −

(
V S, S

)
≤ λ1u

2 + V −u2et don
 u△u ≤ V −u2 par hypothèse sur λ1. En 
alquant la preuve de la proposition 2.1,on obtient :
‖S‖∞ ≤

(
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p

2

) pq
2(p−q) ‖S‖2Or, l'inégalité plus haut nous donne (△S, S) ≤ (λ1 + V −)|S|2, d'où :

0 ≤
∫
|DS|2 =

∫ (
△S, S

)
≤ λ1‖S‖22 + ‖V −‖1‖S‖2∞

≤
(
λ1 + ‖V −‖1

(
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p

2

) pq
p−q

)
‖S‖22
e qui 
on
lut.Pour toute partie �nie I de N, nous notons toujours EI le sous-espa
e ve
toriel engendrépar l'ensemble des se
tions propres Si, où i∈I. Posons F (m) =

∑
i
|Smi (m)|2, où (Smi ) estune base L2-orthonormée de EI qui diagonalise la forme bilinéaire symétrique donnée par

(t, s) 7→< t(m), s(m) >Em . Cette forme bilinéaire symétrique est de rang au plus égal à ladimension l de Em. On en déduit que F (m) est la somme d'au plus l termes non nuls, ona don
 :
‖F‖∞ ≤ l sup

m,i
‖Smi ‖2∞ ≤ lA∞(I)2D'autre part, remarquons que F est la tra
e de la forme bilinéaire dé�nie plus haut rela-tivement au produit s
alaire L2 de EI , on a don
 F (m) =

∑
i |Si(m)|2 pour toute base

(Si)i∈I L2-orthonormée de EI . On en déduit :
dim(EI) =

1

VolM

∫

M

∑

i

|Si(x)|2 =
1

VolM

∫

M
F (x) ≤ ‖F‖∞ ≤ l.A∞(I)2.
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tions propres 63En remarquant que (△+V −K
)
(Si) = (λi−K)Si, la proposition 3.1 permet d'en déduireque, pour toute 
onstante K et tout 
ouple de réels p > q > n, on a :

dim(EI) ≤ l
(

1 + a(p, q, C)Diam(M)
√
‖(V −K)−‖p/2 + sup

i∈I
|λi −K|

) pq
p−q

.La propriété (ii) du 
orollaire se déduit de 
ette inégalité, en 
hoisissant I = {i/λi = λ}et K = λ. La partie (iii) du 
orollaire s'en déduit également en 
hoisissant I = {j/λj ≤ 0},
K = 0 et en remarquant qu'alors supi∈I |λi −K| ≤ |λ1|, 
e qui 
on
lut d'après (i). En�n,la propriété (iv) du 
orollaire s'en déduit en 
hoisissant I = {j/λj ≤ λi}, K = λ1, eten remarquant qu'alors dim(EI) = i. Ce qui donne la première inégalité. La deuxièmeinégalité se déduit de la première, de la propriété (i) et de ‖(V − λ1)

−‖p/2 ≤ ‖V −‖p/2 si
λ1 ≤ 0. Pour démontrer la troisième inégalité, on pose I = {j/λj ≤ λi} et K = 0. On aalors sup

j∈I
|λj | = λi puisque les valeur propres sont numérotées par ordre 
roissant et que,par hypothèse, λ1 ≥ 0.

�Remarque. � Dans la démonstration de la minoration de λ1

(
△ + V

) du 
orollaire3.2 (i), on a utilisé la positivité de ‖DS‖22. Plus loin (partie III de 
ette thèse), dansla démonstration du théorème 4.18 (où la te
hnique de Li
hnerowi
z est adaptée pourminorer la première valeur propre non nulle du lapla
ien des variétés telles que la quantité
‖
(
Ric−(n − 1)

)−‖p
2
soit universellement petite), on aura S = df , où f est une fon
tionpropre asso
iée à la première valeur propre. Dans 
e 
as, on a la minoration plus forte

‖DS‖22 = ‖Ddf‖22 ≥
λ2
1
n ‖f‖22, 
e qui nous permettra de minorer λ1 par n plut�t que n−1.Dans le 
as limite où p = q ≥ n (q > n si n = 2), on peut adapter 
e qui pré
èdepour obtenir une majoration du rapport entre normes Lr et norme L2 des 
ombinaisonslinéaires de se
tions propres :Proposition 3.3. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient q, r et C des nombres réels telsque r ≥ 2q

q−2 et q ≥ n (q > n si n = 2). Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessusd'une variété riemannienne (Mn, g) 
ompa
te, de dimension n, qui véri�e Sq(M) ≤ C.Soit △+ V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E et qui véri�e
Diam(M)2‖V −‖ q

2
< 4q2

r2(q−2)2C2 et EI un sous-espa
e de se
tions propres de 
et opérateur.Alors, pour toute se
tion S de EI , on a :
‖S‖r ≤


1 + r(q−2)

2q C Diam(M)
√

supI |λi|

1− r(q−2)
2q C Diam(M)

√
‖V −‖ q

2




q(r−2)
2r

‖S‖2



64 Inégalités analytiquesLa te
hnique de P. Li ([66℄) ne permet pas de déduire de la proposition 3.3 un équivalentdu 
orollaire 3.2. Il faut pour 
ela utiliser le ra�nement développé par S. Gallot et D. Meyerdans [53℄ (théorème 1) qui majore la dimension d'un espa
e de se
tions en fon
tion de ladimension l du �bré et d'un majorant du rapport entre les normes L2 et L1 des se
tionsde l'espa
e (et don
 également en fon
tion du rapport entre les normes Lp et Lq pour tout
ouple p > q d'après l'inégalité d'interpolation du lemme 1.1 rappelée en introdu
tion).On obtient alors le résultat suivant :Corollaire 3.4. � Soit n et l des entiers (n ≥ 2). Soient q et C des nombres réels tels que
q ≥ n (q > 2 si n = 2). On pose γ(x) =

√
2
x

Γ(x+1
2

)

Γ(x
2
) , où Γ est la fon
tion d'Euler (rappelonsque, d'après l'appendi
e de [53℄, γ est une fon
tion stri
tement 
roissante, qui tend vers 1lorsque x tend vers +∞).Soit E → Mn un �bré riemannien, dont la �bre est de dimension l, au-dessus d'unevariété riemannienne (Mn, g) 
ompa
te, de dimension n, qui véri�e Sq(M) ≤ C. Soit

△+ V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E. On a alors :(i) On note λ1

(
△+V

) la plus petite valeur propre de l'opérateur △+V . S'il existe un réel
α ∈]0, 1[ tel que la 
ondition Diam(M)2‖V −‖ q

2
< α2

4C2 soit véri�ée, alors :
λ1

(
△+ V

)
≥ −(1 + α)‖V −‖ q

2(ii) Si on note Ind(△ + V ) le nombre de valeurs propres négatives (
omptées ave
 multi-pli
ité) de l'opérateur △+ V , et si Diam(M)2‖V −‖ q
2
< α2

4C2 (où α ∈]0, 1[), alors :
γ
(
Ind(△+ V )

)
≤ (1 + α)

q
2 γ(l)(iii) Si on note λi(△+ V

) la i-ème valeur propre de l'opérateur △+ V et si la 
ondition
Diam(M)2‖V −‖ q

2
< 1

C2

[
1−

( γ(l)
γ(l+1)

) 1
q
]2 est véri�ée, alors :

Diam(M)2λl+1

(
△+ V

)
≥ 1

C2

[(γ(l + 1)

γ(l)

) 1
q − 1

]2(les opérateurs de potentiel presque positif n'admettent pas plus de l petites valeurs propres).Un défaut de 
et énon
éLa fon
tion γ est 
roissante et tend vers 1 à l'in�ni. L'inégalité (ii) n'est don
 non videque si son membre de droite est stri
tement plus petit que 1, et don
 si Diam(M)2‖V −‖ q
2est plus petit que 1

C2

(
1− γ(l)

1
q

)2. Remarquer que, dans la proposition 3.2, l'existen
ed'une majoration de l'indi
e de l'opérateur △+ V ne dépendait pas de la dimension de la
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tions propres 65�bre. De même, on aurait pu é
rire une majoration de la multipli
ité d'une valeur propre
λ de l'opérateur △+ V de la forme :si Diam(M)2‖V −‖ q

2
< 1

C2 , alors :
γ
(
mult(λ)

)
≤ γ(l)


 1 + C Diam(M)

√
|λ|

1− C Diam(M)
√
‖V −‖ q

2




q
2

,mais le fait que γ tende vers 1 à l'in�ni fait que 
ette majoration est vide pour les valeursde λ plus grandes qu'une 
onstante (indépendante de l). Pour la même raison, on n'a pasé
rit de minoration de λi en fon
tion de γ(i).Résultats à la Gauss-Bonnet-ChernLes estimées universelles sur le spe
tre (se
tions propres et valeurs propres) d'opérateurs(lapla
ien+potentiel) données par la proposition 3.1 et son 
orollaire 3.2 sont valables (sansmodi�
ation des 
onstantes) sur la 
lasse des variétés riemanniennes 
ompa
tes satisfaisantune 
ertaine inégalité sur la norme Lp/2 de la partie négative de leur 
ourbure de Ri

i(d'après le théorème de S. Gallot sur le 
ontr�le des 
onstantes de Sobolev rappelé ense
tion 1.3.2). En étudiant le 
as parti
ulier du lapla
ien de Hodge, que l'on 
onsidérera(via les formules de Weitzenbö
k) 
omme un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant surles k-formes di�érentielles, et en majorant, par le 
orollaire 3.2, la multipli
ité de la valeurpropre nulle, on retrouve la majoration des nombres de Betti bi(M) donnée par S. Gallotdans [50℄.Remarquer que le 
orollaire 3.4 s'applique dans le 
as q = n (lorsque Sn(M,g) ≤ C)et estime alors l'indi
e et les petites valeurs propres de l'opérateur (△ + V
) en fon
tionde la norme Ln

2 de V − (
ontrairement au 
orollaire 3.2, où 
es estimations se font enfon
tion d'une norme L p
2 de V −, où p est toujours stri
tement supérieur à n, même lorsque

Sn(M,g) ≤ C). En parti
ulier, il donne une majoration uniforme du premier nombre deBetti des variétés riemanniennes 
ompa
tes qui ont leur 
onstante de Sobolev Sn(M,g)uniformément bornée et dont la partie négative de la 
ourbure de Ri

i a une norme Ln
2su�samment petite (i.e. inférieure à une 
onstante universelle). Cet indi
e n

2 est exa
tementla puissan
e à laquelle apparaissent les termes de 
ourbure dans la formule de Gauss-Bonnet-Chern. Dans [50℄, S. Gallot 
ontr�le uniformément les 
onstantes Sq(M,g) pour p ≥
q > n dès qu'une norme L p

2 de la partie négative de la 
ourbure de Ri

i est su�sammentpetite. Toutefois, il montre par des 
ontre-exemples que le premier nombre de Betti ne peut-être universellement majoré si l'hypothèse sur la 
ourbure de Ri

i porte sur une norme Ln
2 .Ce
i est dû au fait que, dans ses 
ontre-exemples, les 
onstantes de Sobolev Sn(M,g) nesont plus bornées universellement. On peut 
ontourner 
ette obstru
tion en remarquant que



66 Inégalités analytiquesle résultat de Ho�man-Spru
k [60℄ permet de majorer les 
onstantes de Sobolev Sn(M,g)uniformément sur les variétés minimales plongées dans des variétés de 
ourbure se
tionnellebornée ; 
ouplé au 
orollaire pré
édent, 
ela permet de majorer universellement, en fon
tiond'une norme Ln
2 de la partie négative de la 
ourbure de Ri

i, le premier nombre de Bettides sous-variétés minimales des variétés de 
ourbure se
tionnelle bornée (on peut aussi serestreindre aux plongements dans une variété donnée). C'est un exemple, non trivial endimension impaire, de théorème à la Gauss-Bonnet-Chern.Démonstration de la proposition 3.3. � En prenant p = q dans le début de la preuvede la proposition 3.1, on obtient l'inégalité :

‖S‖k2kq
q−2

≤ CkDiam(M)

(√
‖V −‖ q

2
‖S‖k2kq

q−2

+
√
‖
(
△+ V

)
S‖2k‖S‖

2k−1
2

2k

)
+ ‖S‖k2kDont on déduit l'inégalité suivante :

Ak2kq
q−2

(I)
(
1− CkDiam(M)

√
‖V −‖ q

2

)
≤
(

1 + CkDiam(M)
√

sup
I
|λi|
)
Ak2k(I)En�n, on pose k = r(q−2)

2q (on a don
 k ≥ 1 si r ≥ 2q
q−2) et on remarque que l'inégalité 1.1donne A2k(I) ≤ A1−γ

2kq
q−2

(I) pour γ = 2
(k−1)q+2 , d'où :

Ar(I) ≤


1 + r(q−2)

2q C Diam(M)
√

supI |λi|

1− r(q−2)
2q C Diam(M)

√
‖V −‖ q

2



q( 1

2
− 1

r
)

�Démonstration du 
orollaire 3.4. � Comme dans la preuve du 
orollaire 3.2, onsuppose λ1 ≤ 0 et on pose u =
√
|S|2 + ǫ2, où S est une se
tion propre telle que

(
△ + V

)
S = λ1S. On a toujours ∫ u△u ≤ ‖V −‖ q

2
‖u‖22q

q−2

. Or, par hypothèse sur C,on a ‖u‖ 2q
q−2
≤ C Diam(M)‖du‖2 + ‖u‖2 ≤ C Diam(M)

√
‖V −‖ q

2
‖u‖ 2q

q−2
+ ‖u‖2, dont ondéduit que ‖S‖ 2q

q−2
≤ ‖S‖2

1−C Diam(M)
√

‖V −‖ q
2

. En�n, on 
on
lut en utilisant l'inégalité :
0 ≤

∫ (
△S, S

)
≤ λ1‖S‖22 + ‖V −‖ q

2
‖S‖22q

q−2

≤
(
λ1 +

‖V −‖ q
2

(1− C Diam(M)
√
‖V −‖ q

2
)2

)
‖S‖22On en déduit le résultat (i) en remarquant que 1

(1−α
2
)2
≤ (1 + α).Pour démontrer les autres assertions, remarquer que 2q

q−2 ≥ 2. Don
 l'inégalité d'in-terpolation du lemme 1.1 assure que, pour toute se
tion L 2q
q−2 , on a ‖S‖2 ≤ ‖S‖α1 ‖S‖1−α2q

q−2pour α = 2
q+2 . On déduit de la proposition 3.3 (où on pose r = 2q

q−2) que, si EI est un
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e de se
tions propres de l'opérateur △+V , alors pour toute se
tion S de EI , ona :
‖S‖2 ≤


 1 + C Diam(M)

√
supI |λi −K|

1− C Diam(M)
√
‖
(
V −K

)−‖ q
2




q
2

‖S‖1.D'après le théorème 1 de [53℄, on a alors :
γ(dimEI) ≤ γ(l)


 1 + C Diam(M)

√
supI |λi −K|

1− C Diam(M)
√
‖
(
V −K

)−‖ q
2




q
2la �n de la démonstration du 
orollaire est la même que 
elle du 
orollaire 3.2 (on pose

I = {i/λi ≤ 0}, K = 0 et on 
ombine ave
 (i) pour démontrer l'inégalité (ii)). Pourdémontrer (iii), on pose I = J1, l + 1K et K = 0. On a alors sup
i∈I
|λi| = max

(
|λ1|, λl+1

).Supposons que sup
i∈I
|λi| = |λ1| (et don
, en parti
ulier, que λ1 ≤ 0). Alors, |λ1| est majorépar l'inégalité (i), et on obtient :
[γ(l + 1)

γ(l)

] 2
q ≤ 1

(
1− C Diam(M)

√
‖V −‖ q

2

)2 ,
e qui 
ontredit l'hypothèse faite sur Diam(M)2‖V −‖ q
2
. On a don
 sup

i∈I
|λi| = λl+1 (et don


λl+1 ≥ 0) et :
(γ(l + 1)

γ(l)

) 2
q ≤ 1 + C Diam(M)

√
λl+1

1−C Diam(M)
√
‖V −‖ q

2

≤
(
1 + C Diam(M)

√
λl+1

)(γ(l + 1)

γ(l)

) 1
qd'où le résultat annon
é.

�Nous allons maintenant démontrer une extension du prin
ipe de Bo
hner géométrique(qui montre qu'une famille L2-orthonormée de se
tions harmoniques d'un opérateur (la-pla
ien+potentiel) à potentiel positif forme un repère partout orthonormé) aux 
as desopérateurs de potentiels presque positif. Le lemme suivant dé
oule de la proposition 3.1 etsera beau
oup utilisé dans la démonstration des théorèmes de stabilité de la partie III de
ette thèse. Il a�rme qu'une famille L2-orthonormée de se
tions propres (
orrespondant àdes petites valeurs propres) d'un opérateur (lapla
ien+potentiel) à potentiel presque posi-tif est presqu'orthonormée dans 
haque �bre au-dessus d'un ensemble de mesure presqueégale à VolM :Lemme 3.5.� Soit n un entier (n ≥ 2). Soit (Mn, g) une variété riemannienne 
ompa
tede dimension n qui véri�e Sq(M,g) ≤ C pour au moins un réel q ≥ n (q > n si n = 2).



68 Inégalités analytiquesSoit E →M un �bré riemannien et △+V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant surl'espa
e E des se
tions de 
e �bré. Notons EI n'importe quel sous-espa
e de E engendré parune famille �nie et L2-orthonormée (Si)i∈I de se
tions propres de 
et opérateur. Pour toutnombre p ∈]q,+∞], notons M ′ l'ensemble des points de M tels que :
∀i,∀j ∈ I, | < Si(x), Sj(x) > −δij | ≤ b(p, q, C)

[
Diam(M)2(‖V −‖p

2
+ sup

k∈I
|λk|)

] 1
4où b(p, q, C) =

(
1 + a(p, q, C)

) pq
p−q − 1 et où a(p, q, C) est la 
onstante universelle de laproposition 3.1. Alors on a :

VolM ′

VolM
≥ 1− (#I)2b(p, q, C)

[
Diam(M)2(‖V −‖p

2
+ sup

k∈I
|λk|)

] 1
4 .De plus, si l=rg(E) désigne la dimension de la �bre du �bré E, et si l'hypothèse sup-plémentaire Diam(M)2‖V −‖p

2
≤ 1(

C+
√

2(l+1)4b(p,q,C)2
)2 est véri�ée, il ne peut y avoir plusde l valeurs propres qui véri�ent :

Diam(M)2λi ≤
1

2(l + 1)8b(p, q, C)4
.Si toutes les valeurs propres (λi)i∈I véri�ent 
ette inégalité, on peut rempla
er #I par ldans la minoration du volume de M ′ donnée plus haut.

Démonstration. � Posons Λ = Diam(M)
√
‖V −‖p

2
+ supk∈I |λk|. Nous pouvons suppo-ser dans la suite que Λ < 1, sinon le lemme est trivialement véri�é. On note M ′′ l'ensembledes points de M tels que :





|Si(x) + Sj(x)|2E ≥ 2(1−
√

Λ) ∀i < j,

|Si(x)− Sj(x)|2E ≥ 2(1−
√

Λ) ∀i < j,

|Si(x)|2E ≥ 1−
√

Λ
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tions propres 69Posons k = #I. On a alors, d'après la proposition 3.1 :
2k2 =

∑

i<j

‖Si + Sj‖22 + ‖Si − Sj‖22 +
∑

i

2‖Si‖22

≤ 1

VolM

∫

M ′′

(∑

i<j

|Si + Sj |2E + |Si − Sj|2E +
∑

i

2|Si|2E
)

+
1

VolM

∫

M\M ′′

(∑

i<j

|Si + Sj|2E + |Si − Sj|2E +
∑

i

2|Si|2E
)

≤ VolM ′′

VolM

(∑

i<j

‖Si + Sj‖2∞ + ‖Si − Sj‖2∞ +
∑

i

2‖Si‖2∞
)

+

(
1− VolM ′′

VolM

)(
(k2 − 1) max

1≤i<j≤k

[
‖Si + Sj‖2∞, ‖Si − Sj‖2∞, 2‖Si‖2∞

]
+ 2(1−

√
Λ)
)

≤ 2k2
(
1 + a(p, q, C)Λ

) pq
p−q

VolM ′′

VolM

+
[
2(k2 − 1)

(
1 + a(p, q, C)Λ

) pq
p−q + 2(1 −

√
Λ)
](

1− VolM ′′

VolM

)

≤ 2(k2 − 1)
(
1 + b(p, q, C)Λ

)
+ 2(1 −

√
Λ) + 2

(
b(p, q, C)Λ +

√
Λ
)VolM ′′

VolMoù la majoration de (1 + a(p, q, C)Λ
) pq

p−q par (1 + b(p, q, C)Λ
) provient de la 
onvexité dela fon
tion f(x) = (1 + ax)

pq
p−q (en e�et, 
omme pq

p−q > q > 1, on obtient que f(Λ) estmajoré par f(0) + Λ
(
f(1)− f(0)

)). On en déduit la minoration :
VolM ′′

VolM
≥ 1− k2b(p, q, C)

√
Λ

1 + b(p, q, C)
√

ΛDon
 VolM ′′
VolM ≥ 1 − k2b(p, q, C)

√
Λ. En�n, par dé�nition de M ′′ et d'après la proposition3.1, on a, pour tout point x de M ′′ :

< Si(x), Sj(x) >E =
|Si(x) + Sj(x)|2 − |Si(x)− Sj(x)|2

4

≤ 2(1 + a(p, q, C)Λ)
pq

p−q − 2(1−
√

Λ)

4

≤
√

Λ + b(p, q, C)Λ

2

≤ b(p, q, C)
√

ΛDe même, < Si(x), Sj(x) >E≥ −b(p, q, C)
√

Λ et ∣∣‖Si(x)‖2E − 1
∣∣ ≤ b(p, q, C)

√
Λ, et don


M ′′ ⊂M ′.Pour démontrer la remarque �nale sur #I, on pourrait utiliser le 
orollaire 3.2 (iv) (quidonnerait une forme plus 
ompliquée à l'énon
é). On préfère montrer que le résultat de 
elemme 
ontient un résultat du même type que le 
orollaire 3.2 (iv), qui se démontre sansavoir à passer par la méthode de P. Li ou 
elle de S. Gallot et D. Meyer. En e�et, supposons



70 Inégalités analytiquesque Diam(M)2‖V −‖p
2
≤ 1(

C+
√

2(l+1)4b(p,q,C)2
)2 et notons I l'ensemble {i/Diam(M)2λi ≤

1
2(l+1)8b(p,q,C)4}. Le 
orollaire 3.4 (i) implique que, si λ1 < 0, alors :
Diam(M)2|λ1

(
△+ V

)
| ≤

Diam(M)2‖V −‖ q
2

(1− C Diam(M)
√
‖V −‖ q

2
)2

≤ 1
(
C +

√
2(l + 1)4b(p, q, C)2 − C

)2 =
1

2(l + 1)8b4(remarquer qu'on a utilisé q ≤ p). On en déduit que Diam(M)2|λk| ≤ 1
2(l+1)8b4

pour tout
k ∈ I (le 
as λ1 ≥ 0 est trivial). On obtient don
 que Λ = Diam(M)

√
‖V −‖p

2
+ supk∈I |λk|est majoré par 1

(l+1)4b(p,q,C)2
pour 
ette famille. Si #I > l, on restreint I en extrayant unefamille de (l + 1) se
tions propres. Pour 
e nouveau sous-ensemble (en
ore appelé I), ona V olM ′

VolM ≥ 1 − (l + 1)2b(p, q, C)
√

Λ > 0 et don
 M ′ est non vide. En un point x0 de
M ′, on a | < Si(x0), Sj(x0) > −δij| < 1

(l+1)2 . On en déduit que la matri
e de Gramm
A =

(
< Si(x0), Sj(x0) >

)
ij
véri�e ‖A−Il+1‖ < 1 et est don
 inversible. Ce qui est absurde
ar, en tant que matri
e de Gramm d'une famille de ve
teurs de Ex0 , son rang doit êtreégal à 
elui de la famille, et don
 inférieur à la dimension l de l'espa
e Ex0 . On en déduitque #I ≤ l.

�Variantes utilisées dans la partie III de la thèseLa proposition 3.1 et le lemme 3.5 se généralisent quasi dire
tement au 
as où S estune 
ombinaison linéaire de se
tions d'une famille (Si)i∈I qui est L2-orthonormée et véri�e
(
△+V

)
Si = λiA(Si), où A est un 
hamp d'endomorphismes de E. Il faut juste remarquerque le seul passage à adapter dans la preuve de la proposition 3.1 est la série d'inégalités

(∗) de la page 61. Or on a :
‖(△+V )S‖2k ≤ ‖A‖∞‖

∑
λiSi‖2k ≤ ‖A‖∞A2k(I)‖

∑
λiSi‖2 ≤ ‖A‖∞A2k(I) sup |λi|‖S‖2pour tout élément S de EI , 
e qui est exa
tement le type d'inégalité permettant de 
on
lure.Le seul 
hangement dans l'énon
é étant alors que supI |λi| est rempla
é par ‖A‖∞ supI |λi|(ou éventuellement ‖A‖p

2
supI |λi|). Pour 
e qui est du lemme 3.5, il s'adapte sans problèmeen utilisant la variante de la proposition 3.1. Ces variantes seront utilisées dans la partie IIIde 
ette thèse, pour un 
hamp A d'isométries. Dans 
e 
as, on a |A| ≡ 1, et don
 les énon
ésde la proposition 3.1 et du lemme 3.5 sont valables sans modi�
ation des 
onstantes.3.2 Majoration de ‖DS‖∞ en fon
tion de ‖DS‖2Dans 
ette se
tion on démontre une majoration de ‖DS‖∞ dans le 
as où S est une
ombinaison linéaire de se
tions propres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel). La proposi-
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ée dans 
ette se
tion est essentielle pour la quatrième partie de 
ette thèse. Ene�et, appliquée à df , où f est une 
ombinaison linéaire de fon
tions propres d'une variété
(M,g), elle permet de borner en norme L∞ le Hessien de f , et don
 d'approximer le quo-tient de Rayleigh de f par une quantité qui ne dépend que des valeurs de f aux sommetsd'un bon graphe plongé dans la variété. Pour d'autres appli
ations de 
ette propositionvoir [62℄ (dont 
ette proposition généralise un des résultat) ou [15℄, dont la démonstrationdes résultats peut être largement 
ourt-
ir
uitée par 
ette proposition. Cette propositionest une appli
ation dire
te des propositions 2.2 et 3.1) :Proposition 3.6. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, q et C des nombres réels telsque +∞ ≥ p > q ≥ n (q > n si n = 2). Soit E → M un �bré riemannien au-dessusd'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n et qui véri�e Sq(M,g) ≤ C.Soit △ + V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E et EI unsous-espa
e de se
tions propres de 
et opérateur. Alors, pour toute se
tion S de EI , on a :
Diam(M)‖DS‖∞

‖S‖∞
≤
(
1 + a′(p, q, C)Λ1/4

) pq
p−q

×max


Diam(M)

√
‖
(
V −max

i∈I
λi
)−‖1,

(
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi
)−‖1

) 2(p−q)
2(p−q)+pq


 ,où a′ est la 
onstante universelle dé�nie dans la proposition 2.2 et où :

Λ = Diam(M)2
[
‖Ric−‖p

2
+ ‖RE‖p

2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖2p + 2‖V ‖2p

]

+2Diam(M)4 sup
i∈I
|λi|2

[
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p

2
+ sup

i∈I
|λi|
] pq

(p−q)

.Remarque. � Cette inégalité redonne et généralise un résultat de la méthode 
lassiquede Bö
hner qui a�rme que les se
tions harmoniques des opérateurs (lapla
ien+potentiel) àpotentiel positif sont parallèles. Dans notre 
as, les se
tions propres asso
iées à de "petites"valeurs propres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel) à potentiel "presque" positif, sont"presque" parallèles.Démonstration. � On a :
‖△S‖p ≤ ‖

(
△+ V

)
S‖p + ‖V S‖p ≤ Ap(I)‖

(
△+ V

)
S‖2 + ‖V ‖p‖S‖∞

≤
(
Ap(I) sup

I
|λi|+ ‖V ‖p

)
‖S‖∞où, d'après la proposition 3.1, Ap(I) est majoré par :

(
1 + a(p, q, C)

√
‖V −‖p

2
+ sup

i∈I
|λi|
) pq

2(p−q)
.



72 Inégalités analytiquesDe plus, ‖RES‖p ≤ ‖RE‖p‖S‖∞. En�n, on a :
‖DS‖22 =

∫

M

(
△S, S

)
=

∫

M

((
△+ V

)
S, S

)
−
∫

M

(
V S, S

)

≤ −
∫

M
(V −max

i∈I
λi)|S|2 ≤ ‖(V −max

i∈I
λi)

−‖1‖S‖2∞.Ce qui permet de déduire le résultat annon
é de la proposition 2.2.
�3.3 Majoration de ‖DS‖r en fon
tion de ‖DS‖2Dans 
ette se
tion, nous établissons des analogues de la proposition 3.6 moins exigeantssur les normes de RE et de V (
omparer par exemple la proposition 3.6 au 
orollaire 3.8).Cependant, nous ne 
ontr�lons plus que la norme Lr (pour un réel r �ni) de DS. Ce
ontr�le sera toutefois su�sant pour obtenir, via la donnée d'un majorant d'une 
onstantede Sobolev S′

q(M,g), les inégalités de Harna
k de la se
tion suivante.De même que pour la proposition 3.6, on déduit la proposition suivante de la proposition2.4 :Proposition 3.7. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient q, p1, p2, r et C des nombres réelstels que p1 > q ≥ p2 ≥ 2, q ≥ n (q > n si n = 2) et 2 < r < p2q
q−p2 . Soit E → Mn un�bré riemannien au-dessus d'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n,qui véri�e Sq(M,g) ≤ C. Soit △ + V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur lesse
tions de E et EI un sous-espa
e de se
tions propres de 
et opérateur. Alors, pour toutese
tion S de EI , on a :

Diam(M)‖DS‖r
‖S‖∞

≤
(
1 + (2 +

r′(p2 − 2)

p2
)CΛ

1
2

)1/γ
×

max

[
Diam(M)

√
‖
(
V −max

i∈I
λi
)−‖1,

(
Diam(M)

√
‖
(
V −max

i∈I
λi
)−‖1

) γ
γ+1

]
,où γ =

2
[
1−r′

(
q−p2
p2q

)]

r′−2 , r′ = max(r, p1p2
p1−p2 ), et où :

Λ = Diam(M)2
[
‖Ric−‖p1

2
+ ‖RE‖p1

2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖2p2+2‖V ‖2p2

]

+2Diam(M)4 sup
i∈I
|λi|2

[
1+a(p1, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p1

2
+ sup

i∈I
|λi|
] p1q

(p1−q)

.Démonstration. � On pro
ède en adaptant la proposition 2.4 au 
as des 
ombinaisonslinéraires de se
tions propres 
omme dans la démonstration de la proposition 3.6. Enremarquant toutefois que A(p2)(I) est majoré par A(p1)(I) qui lui même est majoré enutilisant la proposition 3.1.
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�On en déduit le 
orollaire suivant (
e résultat, sous 
ette forme mais ne s'appliquantqu'aux se
tions harmoniques, a été démontré par M. Le Couturier et G. Robert dans [65℄) :Corollaire 3.8. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soit E →Mn un �bré riemannien au-dessusd'une variété riemannienne (Mn, g) 
ompa
te, qui véri�e Sq(M,g) ≤ C pour au moins unréel q ≥ n. Soit △+V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E et

EI un sous-espa
e de se
tions propres de 
et opérateur. Alors, pour toute se
tion S de EI ,et pour tout réel p ∈]q, 2q], on a :
Diam(M)‖DS‖p

‖S‖∞
≤ (1 + (p − 2)CΛ

1
2 )

1
γ

×max

[
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1,

(
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1

) γ
γ+1

]
,où γ = 2(p−q)

q(p−2) et où :
Λ = Diam(M)2

[
‖Ric−‖p

2
+ ‖RE‖p

2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖2p

2
+ 2‖V‖2p

2

]

+2Diam(M)4 sup
i∈I
|λi|2

[
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p

2
+ sup

i∈I
|λi|
] pq

(p−q)

.Le même énon
é vaut pour n = 2, 3 et pour tous les 
ouples (p, q) tels que n ≤ q < p < 4(q > n si n = 2), en remplaçant γ par p−q
q et Λ par :

Diam(M)2
[
‖Ric−‖p

2
+ ‖RE‖p

2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖22 + 2‖V‖22 + 2 sup

i∈I
|λi|2

]
.Démonstration. � Si n ≥ 4, on applique la proposition 3.7 en faisant p1 = p, p2 = p

2 et
r = p, 
e qui donne r′ = p. Si n ≤ 3, on applique la proposition 3.7 en modi�ant la preuvede manière à exploiter le fait que A2(I) = 1 et en posant p1 = p, p2 = 2 et r = p.

�Dans les 
as limites on obtient, 
omme 
orollaires des propositions 2.6 et 2.7, les deuxénon
és suivants (on rempla
e la majoration de A q
2
(I) donnée par la proposition 3.1 par
elle donnée par la proposition 3.3) :Proposition 3.9. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soit (Mn, g) une variété riemannienne
ompa
te de dimension n, qui véri�e Sq(M,g) ≤ C pour au moins un réel q ∈]n, 2n].Soit E → Mn un �bré riemannien qui véri�e Diam(M)2

(
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖ q

2

)
< 1

C2(q−2)2



74 Inégalités analytiqueset soit △ + V un opérateur (lapla
ien+potentiel), agissant sur les se
tions de E et quivéri�e Diam(M)2‖V −‖ q
2
< 4

(q−2)2C2 . Alors, si EI un sous-espa
e de se
tions propres de
et opérateur, pour toute se
tion S de EI et pour tout réel p ∈ [n, q[, on a :
Diam(M)‖DS‖p

‖S‖∞
≤


1 + (q − 2)C Diam(M)2

(
‖RE‖q

2
+ ‖V‖q

2
+ A q

2
(I) supI |λi|

)

1− (q − 2)C Diam(M)
√
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖q

2



a(p,q)

×max

[
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1,

(
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1

) 1
1+a(p,q)

]
,où a(p, q) = q[p(q−4)+4]

2(q−4)(q−p) , et où :
A q

2
(I)2 ≤ Aq(I)2 ≤


2 + (q − 2)C Diam(M)

√
supI |λi|

2− (q − 2)C Diam(M)
√
‖V −‖ q

2



q−2Le même énon
é vaut pour n = 2, 3 et pour tous les réels q tels que n < q < 4. Si

Diam(M)2
(
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖ q

2

)
< 1

4C2 , alors :
Diam(M)‖DS‖q

‖S‖∞
≤


1 + 2Diam(M)2C

(
‖RE‖2 + ‖V ‖2 + maxI |λi|

)

1− 2Diam(M)C
√
‖Ric−‖ q

2
+ ‖RE‖ q

2



a(q)

×

max

[
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1,

(
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1

) 1
1+a(q)

]
,ave
 a(q) = (q−2)

4−q .Proposition 3.10. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soient q et C des nombres réels tels que
2n > q > n. Soit E →Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variété riemannienne 
om-pa
te (Mn, g), de dimension n, qui véri�e Sn(M,g) ≤ C. On suppose, de plus, la 
ondition
Diam(M)2(‖Ric−‖n

2
+‖RE‖n

2
) < 1

(C(q−2))2
. Soit △+V un opérateur (lapla
ien+potentiel)agissant sur les se
tions de E qui véri�e Diam(M)2‖V −‖n

2
< 4

(n−2)2C2 et EI un sous-espa
ede se
tions propres de 
et opérateur. Alors, pour toute se
tion S de EI , on a :
Diam(M)‖DS‖q

‖S‖∞
≤


1 + q(n−2)

n C Diam(M)2
(
‖RE‖q

2
+ ‖V‖q

2
+ A q

2
(I) supI |λi|

)

1− q(n−2)
n C Diam(M)

√
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2



a(q,n)

max

[
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1,

(
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1

) 1
1+a(q,n)

]
,où a(q, n) = n(q−2)

2(q−n) et où :
A q

2
(I) ≤ An(I) ≤


2 + (n− 2)C Diam(M)

√
supI |λi|

2− (n− 2)C Diam(M)
√
‖V −‖n

2




n−2
2

.
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tions propres 75Le même énon
é vaut pour n = 3 et pour tous les réels q tels que 3 < q < 6. Si lavariété (Mn, g) véri�e Diam(M)2
(
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2

)
< 1

4C2 , alors :
Diam(M)‖DS‖q

‖S‖∞
≤


1 + 2Diam(M)2C

(
‖RE‖2 + ‖V‖2 + maxI |λi|

)

1− 2Diam(M)C
√
‖Ric−‖n

2
+ ‖RE‖n

2



a(q)

×

max

[
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1,

(
Diam(M)

√
‖(V −max

i∈I
λi)−‖1

) 1
1+a(q)

]
.où a(q) = 3(q−2)

6−q .3.4 Majoration de sup|S| − inf |S| et trivialisation des �brésDans 
ette se
tion, nous établissons des inégalités de Harna
k (pour les 
ombinaisonslinéaires de se
tions propres) qui fournissent des 
ritères de non annulation de telles se
tionslorsque les se
tions propres qui entrent dans la 
ombinaison linéaire 
orrespondent à desvaleurs propres su�samment petites de l'opérateur (lapla
ien+potentiel) 
onsidéré. Cesrésultats sont à 
omparer ave
 le lemme 3.5 et seront utilisés dans la partie II de 
ettethèse.La proposition qui suit est un 
orollaire de la proposition 2.9 :Proposition 3.11. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, q et C des nombres réels telque ∞ ≥ p > q ≥ n (q > n si n = 2). Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessusd'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n qui véri�e Sq(M,g) ≤ C.Soit △ + V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E et EI unsous-espa
e de se
tions propres de 
et opérateur. Alors, pour toute se
tion S de EI , on a :
1− inf|S|

sup|S| ≤
(
1 + a′(p, q, C)Λ1/4

) pq
p−q

(
Diam(M)2‖

(
V −max

i∈I
λi
)−‖1

) (p−q)
2(p−q)+pqoù a′(p, q, C) est la 
onstante universelle dé�nie dans la proposition 2.2, où :

Λ = Diam(M)2
[
‖Ric−‖p/2 + ‖RE‖p/2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖2p + 2‖V ‖2p

]

+2Diam(M)4 sup
i∈I
|λi|2

[
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p

2
+ sup

i∈I
|λi|
] pq

p−q

.et où a(p, q, C) est la 
onstante universelle dé�nie dans la proposition 3.1.Démonstration. � La proposition 2.9 et le fait que ‖△S‖2p soit majoré par la quantité
2
(
Ap(I)

2 supi∈I |λi|2 + ‖V ‖2p
) (
f la preuve de la proposition 3.6) prouvent une version de



76 Inégalités analytiquesla proposition 3.11 où Λ serait rempla
é par :
Diam(M)2

[
‖Ric−‖p/2 + ‖RE‖p/2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖2p + 2‖V ‖2p + 2Ap(I)

2 sup
i∈I
|λi|2

]
.La majoration de Ap(I) = supS∈EI\{0}

‖S‖p

‖S‖2
donnée par la proposition 3.1 permet de
on
lure.

�Retour sur la te
hnique de Bo
hner quand la 
ourbure du �bré est bornéeOn peut déduire de la proposition 3.11 un 
orollaire qui renfor
e le lemme 3.5, etfournit une vraie trivialisation (presqu'orthonormée) du �bré E (où d'un sous-�bré) par lesse
tions propres asso
iés aux petites valeurs propres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel)à potentiel presque positif. Notez toutefois que, dans 
e 
as, les notions de petites valeurspropres et de potentiel presque positif dépendent d'un majorant de la norme de la 
ourburedu �bré et du potentiel.Pour tout entier k, nous posons Ek = Vect{Si, 1 ≤ i ≤ k} et pour tout point m de Mnous notons Ek(m) = Vect{Si(m), 1 ≤ i ≤ k}. On sait alors qu'on a toujours les relationssuivantes pour les dimensions de 
es espa
es :
{

Dim(Ek) = k

Dim(Ek(m)) ≤ inf(l, k)où l est la dimension de la �bre de E.Le 
orollaire suivant nous donne une 
ondition su�sante, en termes de 
ourbure dela variété (M,g), pour que les dimensions des espa
es Ek et Ek(m) asso
iés aux petitesvaleurs propres soient égales :Corollaire 3.12. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, q, C et η des nombres réels tel que
∞ ≥ p > q ≥ n (q > n si n = 2) et η ∈ [0, 1[. Soit E →Mn un �bré riemannien au-dessusd'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de dimension n qui véri�e Sq(M,g) ≤ C.Soit △+V un opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E et Ek le sous-espa
e des se
tions propres de 
et opérateur asso
iées aux k-premières valeurs propres. Onsuppose de plus que le potentiel V et λk véri�ent :

Diam(M)2‖ (V − λk)− ‖1 ≤
η

2+ pq
(p−q)

(
1 + a′(p, q, C)Λ

1
4

) pq
p−q

(
2+ pq

(p−q)

)(où a′ et Λ sont les mêmes que dans la proposition 3.11), alors, pour tout élément S de
Ek, on a : ∣∣∣∣

inf|S|
sup|S| − 1

∣∣∣∣ ≤ η.
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ulier, on a Dim(Ek(m)) = Dim(Ek) = k, pour tout point m de M, et la famille
(Si)1≤i≤k est presque-orthonormale en tout point deM (i.e. | < Si, Sj > −δij| <

2η

(1− η)2 ).Démonstration du 
orollaire. � La première inégalité est une réé
riture de la propo-sition 3.11. Pour les autres inégalités, posons fi,j = |Si + Sj |. On a alors, d'après 
e quipré
ède, on a :
(1− η) sup fi,j ≤ inf fi,j.De plus ‖fi,j‖22 = 2(1 + δij). On en déduit :

|Si + Sj |2 ≤ sup f2
i,j ≤

inf f2
i,j

(1− η)2 ≤
2(1 + δij)

(1− η)2 ,

|Si + Sj|2 ≥ inf f2
i,j ≥ sup f2

i,j(1− η)2 ≥ 2(1 + δij)(1 − η)2En faisant de même ave
 la fon
tion |Si − Sj|, on obtient :
|Si − Sj|2 ≤

2(1− δij)
(1− η)2 ,

|Si − Sj|2 ≥ 2(1− δij)(1− η)2En prenant la di�éren
e des deux pin
ements obtenus, on trouve (après simpli�
ations) :
| < Si, Sj > −δij| <

2η

(1− η)2 . �Remarque. � Le fait (établi dans la preuve 
i-dessus) :"Si (Si)i∈I est une famille L2-orthonormée de se
tions quel
onques d'un �bré, véri�ant la
ondition 1− inf |S|
sup |S| ≤ η pour toute 
ombinaison linéaire S des Si, alors on a les inégalités

‖<Si, Sj>−δij‖∞ < 2η
(1−η)2 pour tout 
ouple (i, j)"est une propriété générale dont nous nous reservirons dans la suite.En pro
édant 
omme dans le 
hapitre 2 de 
ette première partie, on peut déduire touteune série d'inégalité de Harna
k des propositions de la partie pré
édente. On obtient alorsles résultats suivants (on a omis délibérément les 
as limites, mais les énon
és 
orrespon-dants peuvent être é
rits) :Proposition 3.13. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient q, q′, p1, p2, C et C ′ des nombresréels tels que p1 > q ≥ p2 ≥ max(2, q2), q ≥ n (q > n si n = 2), p2 >

n
2 et n < q′ < p2q

q−p2 .Soit E →Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g)de dimension n, qui véri�e Sq(M,g) ≤ C et S′
q′(M,g) ≤ C ′. Soit △ + V un opérateur
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ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E et EI un sous-espa
e de se
tions propresde 
et opérateur. Alors, pour toute se
tion S de EI , on a :
1− inf |S|

sup |S| ≤ C
′
(
1 + (2 +

r′(p2 − 2)

p2
)CΛ

1
2

)1/γ
(

Diam(M)2‖
(
V −max

i∈I
λi
)−‖1

) γ
2(γ+1)où γ =

2
[
1−r′

(
q−p2
p2q

)]

r′−2 , r′ = max(q′, p1p2
p1−p2 ) et où :

Λ = Diam(M)2
[
‖Ric−‖p1/2 + ‖RE‖p1/2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖2p2 + 2‖V ‖2p2

]

+2Diam(M)4 sup
i∈I
|λi|2

[
1 + a(p1, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p1

2
+ sup

i∈I
|λi|
] p1q

p1−q

.En parti
ulier, s'il existe η ∈ [0, 1[ tel que :
Diam(M)2‖

(
V −max

i∈I
λi
)−‖1 ≤ η2+ 2

γ

(
C ′
(
1 + (2 +

r′(p2 − 2)

p2
)CΛ

1
2

)1/γ
)−2

(
1+ 1

γ

)alors, DimEI(m) = DimEI , pour tout point m de M , et la famille (Si)I est presqu'ortho-normée en tout point de M (i.e. ‖ < Si, Sj > −δij‖∞ < 2η
(1−η)2 ).Démonstration.� On applique la proposition 3.7 (en y remplaçant r par q′) et l'inégalitéde Sobolev de la se
tion 1.3.2, qui donne 1− inf |S|

sup |S| ≤ C ′ Diam(M)
‖DS‖q′
‖S‖∞ .La presque-orthonormalité dé
oule de la remarque pré
édente et du fait que la dernièrehypothèse implique que 1− inf |S|

sup |S| ≤ η, en utilisant le début de la proposition 3.13.
�On en déduit, 
omme pré
édemment, le 
orollaire :Corollaire 3.14. � Soit n un entier (n ≥ 4). Soient p, q, C et C ′ des nombres réelstels que 2q ≥ p > q ≥ n. Soit E → Mn un �bré riemannien au-dessus d'une variétériemannienne (Mn, g) 
ompa
te qui véri�e Sq(M,g) ≤ C et S′

p(M,g) ≤ C ′. Soit △ + Vun opérateur (lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E et EI un sous-espa
e dese
tions propres de 
et opérateur. Alors, pour toute se
tion S de EI , on a :
1− inf |S|

sup |S| ≤ C
′(1 + (p− 2)CΛ

1
2 )

1
γ

(
Diam(M)2‖

(
V −max

i∈I
λi
)−‖1

) γ
2(γ+1)

,où γ = 2(p−q)
q(p−2) et où

Λ = Diam(M)2
[
‖Ric−‖p

2
+ ‖RE‖p

2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖2p

2
+ 2‖V‖2p

2

]

+2Diam(M)4 sup
i∈I
|λi|2

[
1 + a(p, q, C)Diam(M)

√
‖V −‖p

2
+ sup

I
|λi|
] pq

p−q

,
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tions propres 79où a(p, q, C) est la 
onstante universelle dé�nie dans la proposition 3.1.Le même énon
é vaut pour n = 2, 3 et pour tous les 
ouples (p, q) tels que n ≤ q < p < 4(q > n si n = 2), en remplaçant γ par p−q
q et Λ par

Diam(M)2
[
‖Ric−‖p

2
+ ‖RE‖p

2

]
+ Diam(M)4

[
‖RE‖22 + 2‖V‖22 + 2 sup

i∈I
|λi|2

]
.En parti
ulier, s'il existe η ∈ [0, 1[ tel que :

Diam(M)2‖
(
V −max

i∈I
λi
)−‖1 ≤ η2+ 2

γ

(
C ′(1 + (p− 2)CΛ

1
2
)1/γ)−2

(
1+ 1

γ

)alors, DimEI(m) = DimEI , pour tout point m de M , et la famille (Si)i∈I est presqu'or-thonormée en tout point de M (i.e. ‖ < Si, Sj > −δij‖∞ < 2η
(1−η)2 ).Démonstration. � Dans le 
as n ≥ 4, le 
orollaire 3.14 dé
oule de la proposition 3.13en posant p1 = p, p2 = p

2 et q′ = p. Dans le 
as où n = 2, 3, le 
orollaire 3.14 dé
oule du
orollaire 3.8 et de l'inégalité de Sobolev de la se
tion 1.3.2, qui donne :
1− inf |S|

sup |S| ≤ C
′ Diam(M)

‖DS‖p
‖S‖∞

.

�Remarque. � Ce 
orollaire est une généralisation aux 
as des 
ombinaisons linéaires dese
tions propres du théorème de non-annulation de M. Le Couturier et G. Robert (théorème1.4.1. de [65℄, valable pour les se
tions harmoniques). Dans leur résultat, l'inégalité deSobolev est une 
onséquen
e du théorème de S. Gallot 
ité dans la se
tion 1.3.2, et la
ondition q ≥ max(p, 4) a été omise dans leur énon
é, mais elle semble né
essaire pourque leur démonstration soit 
orre
te. Le 
orollaire 3.14 permet d'obtenir l'existen
e d'unetrivialisation d'un sous-�bré, non plus seulement par des se
tions harmoniques relativementà un opérateur (lapla
ien+potentiel), mais aussi par des se
tions propres asso
iées à depetites valeurs propres de 
et opérateur. On peut espérer qu'une telle généralisation deste
hniques "à la Bo
hner" donne une méthode générale pour 
lassi�er les variétés quiréalisent 
ertaines hypothèses de pin
ement de la 
ourbure et des valeurs spe
trales d'unopérateur (lapla
ien+potentiel). Deux exemples de résultats de 
lassi�
ation de 
e typesont donnés dans les partie II et III de 
ette thèse.
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Cara
térisation spe
trale des Nilvariétés 83Curvature, Harna
k's Inequality, and aSpe
tral Chara
terization of NilmanifoldsPublished in Ann. of Glob. Anal. and Geom. 23 (2003) p. 227-246Erwann Aubry, Bruno Colbois, Patri
k Ghanaat, Ernst A. RuhAbstra
t. For 
losed n�dimensional Riemannian manifolds M with almostpositive Ri

i 
urvature, the Lapla
ian on one�forms is known to admitat most n small eigenvalues. If there are n small eigenvalues, or if M isorientable and has n− 1 small eigenvalues, then M is di�eomorphi
 to anilmanifold, and the metri
 is almost left invariant. We show that our resultsare optimal for n ≥ 4. 1. Introdu
tionA 
lassi
al theorem of Bo
hner states that the �rst real Betti number of a 
losed n�dimensional Riemannian manifold M with positive semi�de�nite Ri

i 
urvature tensor
Ric satis�es the inequality b1(M) ≤ n, with equality only if M is isometri
 to a �at torus.This result is a 
onsequen
e of Weitzenbö
k's formula for the Hodge�de Rham�Lapla
ian
∆ = dδ + δd on one�forms α,

∆α = ∇∗∇α+ Ric(α♯, ·). (1.1)The formula implies that all harmoni
 one�forms on M are parallel with respe
t to theLevi�Civita 
onne
tion of the metri
. Sin
e the spa
e of parallel one�forms has dimensionat most n, Bo
hner's Betti number estimate is a 
onsequen
e of the Hodge theorem onharmoni
 forms. And if b1(M) = n, then the Albanese map obtained by integrating an
L2-orthonormal basis of the spa
e of harmoni
 forms yields an isometry of M with itsAlbanese torus.Bo
hner's inequality for b1(M) has been extended by Gallot ([49℄ Cor. 3.2) and Gromov([57℄ p. 73) to in
lude manifolds whose Ri

i tensor and diameter satisfy

Ric Diam2(M) ≥ −ǫ(n) (1.2)for suitably small positive ǫ(n) depending only on n. The 
ase of equality was settled onlyre
ently by Cheeger and Colding ([29℄ p. 459) to the e�e
t that (1.2) and b1(M) = n



84 Cara
térisation spe
trale des Nilvariétésstill imply that M is di�eomorphi
 to the torus. But it appears to be unknown whether adi�eomorphism is given by the Albanese map.Gallot and Meyer ([53℄) extended Bo
hner's theorem in a di�erent dire
tion by givingan expli
it bound for the number of small eigenvalues of the Lapla
ian, instead of onlythe multipli
ity b1(M) of the zero eigenvalue. Consider a 
ompa
t 
onne
ted Riemannianmanifold (M,g) without boundary, of dimension n and diameter Diam(M,g) ≤ d. Let
0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . .denote the spe
trum of ∆ on one�forms, with ea
h eigenvalue repeated a

ording to itsmultipli
ity. Assuming a Ri

i 
urvature bound Ric d2 ≥ −ǫ for a real number ǫ, the resultof Gallot and Meyer ([53℄ p. 574, see also [47℄), when spe
ialized to λn+1, states that

λn+1d
2 ≥ λ∗d2

8(n+ 1)2
− ǫ. (1.3)Here λ∗ denotes the smallest positive eigenvalue of the Lapla
ian on fun
tions. Lowerbounds for λ∗ in terms of Ri

i 
urvature and diameter were obtained by Li and Yau. Inparti
ular, Theorem 10 in [67℄ states that

λ∗d2 + max{0, ǫ} ≥ π2/4. (1.4)Combined with (1.3), this yields a positive lower bound on λn+1, provided ǫ is not toopositive. So ∆ 
an have at most n small eigenvalues.In [80℄ and [33℄, the authors 
onsidered what happens when ∆ a
tually does have nsmall eigenvalues. Petersen and Sprouse showed in [80℄ that, under an additional boundon the 
urvature tensor R, M has to be di�eomorphi
 to an infra�nilmanifold. In [37℄,under bounds on R and its 
ovariant derivative ∇R, M was shown to be di�eomorphi
 toa nilmanifold. In this paper, we generalize and sharpen both results.Re
all that an infra�nilmanifold is a quotient Λ\G of a nilpotent Lie group G bya dis
rete group Λ of isometries of some left invariant Riemannian metri
. The indu
edmetri
 on the quotient is 
alled left invariant by abuse of language. A nilmanifold isa quotient Γ\G of a nilpotent Lie group by a dis
rete subgroup Γ of G. In parti
ular,every nilmanifold is an infra�nilmanifold. Conversely, a

ording to Auslander's Bieberba
hTheorem ([13℄, Theorem 1), every 
ompa
t infra�nilmanifold admits a �nite 
overing spa
ethat is a nilmanifold.For m ∈ M , let Ric(m) denote the lowest eigenvalue of the Ri

i tensor Ric(m),
onsidered as a symmetri
 operator on TmM . For a fun
tion f : M → R, we denoteby f−(m) = max{0,−f(m)} its negative part. Our main result is the following
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térisation spe
trale des Nilvariétés 85Theorem 1.1. For every dimension n and real number p > n, there is a positive
onstant ǫ(n, p) su
h that the following is true. Suppose (Mn, g) is a 
ompa
t Riemannianmanifold satisfying Diam(M,g) ≤ d and
‖Ric−‖p/2 d2 ≤ ǫ(n, p)

(
1 + ‖R‖q/2 d2

)−β(n,p)
(1.5)

λnd
2 ≤ ǫ(n, p)

(
1 + ‖R‖q/2 d2

)−β(n,p)
(1.6)with q = max{p, 4} and

β(n, p) =
(p+ n)(q − 2)

p− n .Then M is di�eomorphi
 to a nilmanifold. If instead of (1.6) we have
λn−1d

2 ≤ ǫ(n, p)
(
1 + ‖R‖q/2 d2

)−β(n,p)
, (1.7)thenM is di�eomorphi
 to a nilmanifold or to a non�orientable infra�nilmanifold. In either
ase, the metri
 g is 
lose to a left invariant metri
 g0 for the nilpotent stru
ture in thesense that, for k = n or n− 1 respe
tively,

‖g − g0‖∞ ≤ δ
(
‖Ric−‖p/2 d2 + λkd

2, n
)for some fun
tion δ su
h that δ(t, n)→ 0 as t tends to zero.The volume�normalized Lp/2�norms used in this statement are de�ned in se
tion 2,and ‖ · ‖∞ denotes the maximum norm on tensor �elds. We note that little would be lost ifwe normalized the diameter bound to d = 1. In the form given, our inequalities are s
alinginvariant.Remarks 1.2. (i) It is well known, and will be explained in se
tion 5, that every
ompa
t nilmanifold admits left invariant metri
s with ‖R‖∞d2 and λnd2 arbitrary small,so that a 
onverse of our result holds. This is not true for general infra�nilmanifolds.(ii) Instead of pointwise 
urvature bounds, only integral norms of the 
urvature enterour hypotheses. This is a less restri
tive assumption, as Gallot [50℄ and Yang [94℄ haveshown that there are sequen
es of Riemannian manifolds of diameter one with uniformbounds on ‖Ric−‖p/2 or ‖R‖q/2, that do not admit Riemannian metri
s with diameter oneand uniform pointwise lower bounds on Ric, or upper bounds on ‖R‖∞, respe
tively.(iii) In addition to a Ri

i 
urvature bound, our assumptions involve the norm ‖R‖q/2of the full 
urvature tensor. Counterexamples given in se
tion 4 show that the result doesnot hold without a bound on R, even if we assume smallness of the Ri

i tensor in the

L∞�norm.(iv) Compa
t nilmanifolds with �rst Betti number equal to n are known to be tori.In fa
t, a result of Nomizu (see [83℄ p. 123) states that the real 
ohomology of a 
ompa
tnilmanifold Γ\G is isomorphi
 to the 
ohomology of the Lie algebra of G ; so b1(Γ\G) = n
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térisation spe
trale des Nilvariétésimplies that G is abelian. As a 
onsequen
e, our result in
ludes a weak form of the theoremof Cheeger and Colding, weak as it involves a bound on R. Under the present assumptions,our proof shows that the Albanese map is a di�eomorphism. The statement on λn−1 extendsand sharpens a theorem of Yamagu
hi (see [92℄).(v) The proof of Theorem 1.1 remains of use when there are only k < n− 1 smalleigenvalues, in the sense that hypothesis (1.6) in Theorem 1.1 is repla
ed by
λkd

2 ≤ ǫ(n, p)
(
1 + ‖R‖q/2 d2

)−β(n,p)
.In that 
ase, our proof shows that TM 
ontains a trivial subbundle of rank k. In parti
ular,we obtain a lower bound on the �rst eigenvalue λ1 of the Lapla
ian on one�forms in termsof dimension, diameter and ‖R‖q/2 for manifolds with Ric ≥ 0 and non�vanishing Euler
hara
teristi
.For manifolds with non�negative Ri

i tensor, (1.3) and (1.4) imply that

λn+1d
2 ≥ π2

32(n + 1)2
.If, in addition, (1.7) holds, then g is a metri
 of non�negative Ri

i 
urvature on a 
ompa
tinfra�nilmanifold. The splitting theorem of Cheeger and Gromoll (see [33℄ p. 126) impliesthat su
h metri
s are �at, and we obtain the followingCorollary 1.3. Suppose (M,g) satis�es Ric ≥ 0. If

λn−1d
2 ≤ ǫ(n, p)

(
1 + ‖R‖q/2 d2

)−β(n,p)then (M,g) is isometri
 to a eu
lidean spa
e form ; and if
λnd

2 ≤ ǫ(n, p)
(
1 + ‖R‖q/2 d2

)−β(n,p)then (M,g) is isometri
 to a �at torus.Our proof of Theorem 1.1 is based on a Harna
k inequality for generalized S
hrödingeroperators. This inequality allows us to employ a result from [54℄ 
hara
terizing nilmanifoldsinstead of the L2�pin
hing theorem of [72℄ used in [80℄. Unlike the gradient estimates givenin [80℄ and [33℄, this method does not require bounds on the 
ovariant derivative ∇R ofthe 
urvature tensor.While su
h bounds 
an be obtained using a smoothing argument (in fa
t, [80℄ p.81refers to [16℄ for this purpose), the issue here is somewhat deli
ate : It is ne
essary toretain su�
ient 
ontrol of the eigenvalues while gaining a bound on ∇R. Our presentmethod avoids ∇R and smoothing arguments.The arti
le is stru
tured as follows. Se
tion 2 
ontains the Harna
k and regularityestimates required for the proof of Theorem 1.1. The proof proper is given in the following
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tion. In se
tion 4, we des
ribe examples explaining our 
urvature assumptions, whilese
tion 5 is devoted to spe
tral properties of infra�nilmanifolds.We refer to the monograph [87℄ for notation and general ba
kground in Riemanniangeometry, and to [17℄ for an introdu
tion to Bo
hner methods and eigenvalue estimates.This paper 
ombines the preprints [10℄ and [37℄. Colbois and Ghanaat had the oppor-tunity to work on [37℄ at the Fors
hungsinstitut für Mathematik at ETH Züri
h ; theythank Mar
 Burger and the Fors
hungsinstitut for their hospitality and support. The fourauthors thank Christian Bär, Sylvestre Gallot and Chadwi
k Sprouse for helpful remarks.2. Curvature and ellipti
 estimatesIn this se
tion we prepare general Harna
k and regularity estimates for S
hrödinger opera-tors in a form suitable for the proof of Theorem 1.1. Similar estimates have been obtainedin [65℄ and [49℄.In what follows, (M,g) will be a 
ompa
t 
onne
ted Riemannian manifold of dimension
n and diameter Diam(M,g) ≤ d. We 
onsider a Riemannian ve
tor bundle E on M ,equipped with a 
onne
tion ∇ that is 
ompatible with the �ber metri
 〈 , 〉. The innerprodu
t on E and the Riemannian measure µ onM are used to de�ne normalized Lp�norms

‖S‖p =

(
1

Vol(M)

∫

M
|S|p dµ

)1/pfor se
tions S ∈ Lp(E) of E, as well as Sobolev norms on the 
orresponding spa
es Lpk(E)of se
tions with p�integrable k�th 
ovariant derivatives. Hölder's inequality implies that
‖S‖q ≤ ‖S‖p for 1 ≤ q ≤ p.Our estimates require 
ertain Sobolev inequalities on M . The following version due toGallot (see [50℄ p. 203) is adequate for the present purpose. We note that suitable 
onstants
C(n, p, q) and ζ(n, p, q) 
an be determined expli
itly.Lemma 2.1. For every dimension n and every pair of real numbers p ≥ q > n, thereare 
onstants ζ(n, p, q) > 0 and C(n, p, q) su
h that the following is true. If (Mn, g) is a
ompa
t Riemannian manifold su
h that Diam(M,g) ≤ d and

‖Ric−‖p/2 d2 ≤ ζ(n, p, q),then every fun
tion u ∈ L2
1(M) satis�es
‖u‖2q/(q−2) ≤ C(n, p, q)d ‖du‖2 + ‖u‖2, (2.1)and every u ∈ Lq1(M) satis�es

supu− inf u ≤ C(n, p, q)d ‖du‖q. (2.2)
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ian operating on se
tions of E is de�ned as ∆̄S = ∇∗∇S. Here ∇∗ isthe adjoint of ∇ with respe
t to the L2�inner produ
t. We 
onsider S
hrödinger operatorsof the form ∆̄ + V , where the potential V ∈ C∞(Sym(E)) is a smooth �eld of symmetri
endomorphisms of E. Weitzenbö
k's formula (1.1) shows that the de Rham�Lapla
ian ∆on 1-forms is an operator of this type.The next result is a regularity estimate for linear 
ombinations of eigense
tions ofS
hrödinger operators. For m ∈ M , let ν(m) be the lowest eigenvalue of V (m) a
tingon the �ber Em. Consider an L2�orthonormal system Si, (i = 1, 2, . . . ) of eigense
tionsof ∆̄ + V , and let λi denote the 
orresponding eigenvalues. For a �nite set I of positiveintegers, let EI ≤ L2(E) be the ve
tor spa
e spanned by {Si | i ∈ I}. As before, f− denotesthe negative part of a real valued fun
tion f .Theorem 2.2. For every integer n ≥ 2 and all real numbers p > q > n, there are expli-
it 
onstants ζ(n, p, q) > 0 and a(n, p, q) su
h that the following is true. Suppose (Mn, g)satis�es Diam(M,g) ≤ d and
‖Ric−‖p/2 d2 ≤ ζ(n, p, q).Then for every S ∈ EI and κ ∈ R we have

‖S‖∞ ≤
(

1 + a(n, p, q)
Λ

1 + Λ

)
(1 + Λ)pq/(2(p−q)) ‖S‖2, (2.3)where

Λ =
(
‖(ν − κ)−)‖p/2 + supi∈I |λi − κ|

)1/2
d.Proof. For k ∈ [1,∞] de�ne

Ak = Ak(I) = sup { ‖S‖k/‖S‖2 | S ∈ EI − {0} } .Then Ak is in
reasing as a fun
tion of k. We shall use the 
lassi
al Moser iteration methodto obtain an upper bound for A∞.Let S ∈ EI and κ ∈ R. Fix ǫ > 0 and let f =
√
|S|2 + ǫ2. The Cau
hy�S
hwarzinequality implies that

|df |2 ≤ |∇S|
2|S|2

|S|2 + ǫ2
≤ |∇S|2,and therefore

f∆f =
1

2
∆(f2) + |df |2

≤ 1

2
∆(|S|2) + |∇S|2
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= 〈 ∆̄S, S 〉
≤

〈
(∆̄ + V − κ)S, S

〉
+ (ν − κ)−|S|2

≤ |(∆̄ + V − κ)S| f + (ν − κ)−f2.So for any real k > 1/2,
∫

M
|d(fk)|2 =

k2

2k − 1

∫

M

〈
df, d(f2k−1)

〉

=
k2

2k − 1

∫

M
(∆f)f2k−1

≤ k2

2k − 1

(∫

M
|(∆̄ + V − κ)S| f2k−1 +

∫

M
(ν − κ)−f2k

)and using Hölder's inequality we obtain
‖d(fk)‖22 ≤

k2

2k − 1

(
‖(ν − κ)−‖p/2 ‖f‖2k2kp/(p−2) + ‖(∆̄ + V − κ)S‖2k ‖f‖2k−1

2k

)
.The Sobolev inequality (2.1), applied to the fun
tion u = fk yields an estimate on thenorm ‖u‖2q/(q−2) = ‖S‖k2kq/(q−2). Letting ǫ tend to zero we get

‖S‖k2kq/(q−2)

≤ ‖S‖k2k +
Ckd√
2k − 1

(
‖(ν − κ)−‖p/2 ‖S‖2k2kp/(p−2) + ‖(∆̄ + V − κ)S‖2k ‖S‖2k−1

2k

)1/2with a 
onstant C = C(n, p, q) depending only on the quantities indi
ated. Sin
e ∆̄+V −κmaps EI into itself, we have
‖(∆̄ + V − κ)S‖2k ≤ A2k ‖(∆̄ + V − κ)S‖2

≤ A2kp/(p−2) sup
i∈I
|λi − κ| ‖S‖2,and ‖S‖2k ≤ ‖S‖2kp/(p−2) ≤ A2kp/(p−2) ‖S‖2 then implies

‖S‖2kq/(q−2) ≤
(

1 +
CkΛ√
2k − 1

)1/k

A2kp/(p−2) ‖S‖2.This is true for every S ∈ EI , so we get
A2kq/(q−2) ≤

(
1 +

CkΛ√
2k − 1

)1/k

A2kp/(p−2)for every k > 1/2. We use this inequality for k = βj with β =
q(p− 2)

p(q − 2)
> 1 and with

j = 0, 1, 2, . . . to obtain �rst
A2pβm/(p−2) ≤

m−1∏

j=0

(
1 +

CβjΛ√
2βj − 1

)β−j

A2p/(p−2),
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A∞ ≤

∞∏

j=0

(
1 +

CβjΛ√
2βj − 1

)β−j

A2p/(p−2).The inequality ‖S‖2p/(p−2) ≤ ‖S‖2/p∞ ‖S‖(p−2)/p
2 translates into

A2p/(p−2) ≤ A2/p
∞and we obtain

A∞ ≤
∞∏

j=0

(
1 +

CβjΛ√
2βj − 1

)β−jp/(p−2)

. (2.4)To simplify this estimate, we note that ln (1 + ax) < ln (1 + x) + ax/(x + 1), provided aand x are positive. Therefore,
lnA∞ ≤ p

p− 2

∞∑

j=0

1

βj

(
ln (1 + Λ) + Cβj/2

Λ

1 + Λ

)

=
pq

2(p − q) ln (1 + Λ) + C ′(n, p, q)
Λ

1 + Λ
.For any x ∈ [0, 1], we have eax ≤ ax ea + 1, and we 
on
lude that

A∞ ≤
(

1 + a(n, p, q)
Λ

1 + Λ

)
(1 + Λ)pq/(2(p−q)).Lemma 2.3. Every smooth se
tion S of E satis�es the pointwise inequality

1
2∆(|∇S|2) + |∇2S|2 ≤ 〈∇∗RES,∇S〉+ Ric−|∇S|2

+ 〈∇∆̄S,∇S〉+ |RE | |∇S|2,
(2.5)where, for ve
tor �elds X and Y on M , REX,Y = ∇2

X,Y −∇2
Y,X is the 
urvature of Eand, in abstra
t index notation,

〈∇∗RES,∇S〉 :=
〈
−∇j(REijS),∇iS

〉
. (2.6)Proof. A standard 
al
ulation inter
hanging 
ovariant derivatives shows that

1

2
∆(|∇S|2)+|∇2S|2 = 〈∇∗RES,∇S〉−Ricij 〈∇iS,∇jS〉+〈∇∆̄S,∇S〉+

〈
REij(∇jS),∇iS

〉
.Lemma 2.3 is an immediate 
onsequen
e.The following Harna
k inequality is essentially due to Le Couturier and Robert. It isstated as Theorem 1.4.1 in [65℄ for solutions S of a S
hrödinger equation (∆̄ + V )S = 0.We note that the hypothesis q ≥ 4 was omitted in [65℄.
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it
onstants ζ(n, p) > 0 and A(n, p) su
h that the following holds. If (M,g) satis�es
‖Ric−‖p/2 d2 ≤ ζ(n, p),then for every smooth se
tion S of E

1− inf |S|
sup |S| ≤ A(n, p)

(‖∇S‖2 d
‖S‖∞

)τ (
1 + ‖RE‖q/2 d2 +

‖∆̄S‖q/2 d2

‖S‖∞

)1−τ

,where q = max{p, 4} and τ =
2(p− n)

pq + n(q − 4)
. In parti
ular, 0 < τ < 1.Proof. The idea of the proof (see [65℄) is to apply Lemma 2.3 and the Sobolev inequality(2.1) to obtain a bound on a suitable integral norm of ∇S. Then inequality (2.2) yieldsthe result.Let u =

√
|∇S|2 + ǫ2. As in the proof of Theorem 2.2, we obtain that

u∆u ≤ 1

2
∆|∇S|2 + |∇2S|2.This inequality and Lemma 2.3 imply

∫

M
|d(uk)|2 =

k2

2k − 1

∫

M

〈
du, d(u2k−1)

〉

=
k2

2k − 1

∫

M
u∆u u2k−2

≤ k2

2k − 1

∫

M

(
Ric−u2k + 〈∇∆̄S,∇S〉u2k−2

+ 〈∇∗RES,∇S〉u2k−2 + |RE |u2k
)
.The relation |ab| ≤ a2 +

b2

4
and the divergen
e theorem applied to the ve
tor �eld

u2k−2〈∆̄S,∇· S〉♯imply that for k ≥ 1

∫

M
〈∇∆̄S,∇S〉u2k−2 =

∫

M
|∆̄S|2 u2k−2 − (2k − 2)

∫

M
〈∆̄S,∇grad uS〉u2k−3

≤
∫

M
|∆̄S|2 u2k−2 + (2k − 2)

∫

M
|∆̄S| |du|u2k−2

≤ k − 1

2

∫

M
|du|2 u2k−2 + (2k − 1)

∫

M
|∆̄S|2 u2k−2.From the skew symmetry REX,Y = −REY,X we have

∑
i,j

〈
REijS,∇2

ijS
〉

= 1
2 |RES|2.
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ause of (2.6), the divergen
e theorem applied to the ve
tor �eld
∑

i u
2k−2〈RE(i,·)S,∇iS〉♯yields

∫

M
〈∇∗RES,∇S〉u2k−2 ≤ k − 1

2

∫

M
|du|2u2k−2 + (2k − 1)

∫

M
|RES|2 u2k−2

=
k − 1

2k2

∫

M

∣∣∣d(uk)
∣∣∣
2
+ (2k − 1)

∫

M
|RES|2 u2k−2.If we set k = (q − 2)/2 and apply Hölder's inequality, we obtain for q ≥ 4

‖d(u(q−2)/2)‖2 ≤
q − 2√

2

( (
‖(Ric−‖p/2 + ‖RE‖p/2

)
‖u‖q−2

p(q−2)/(p−2)

+
(
‖∆̄S‖2q/2 + ‖RES‖2q/2

)
‖u‖q−4

q

)1/2Now let p > n and r = (p+ n)/2. Hölder's inequality implies that
‖u‖ρ+σb ≤ ‖u‖ρa ‖u‖σcif 1 ≤ a ≤ b ≤ c, and if ρ and σ are positive numbers su
h that (ρ + σ)/b = ρ/a + σ/c.We apply this inequality, and use the Sobolev inequality (2.1) for the fun
tion u(q−2)/2.Setting γ := 2(p−r)(q−2)

(q−4)pr+4r we obtain that for q ≥ 4

‖u‖−γ2 ‖u‖γ+(q−2)/2
p(q−2)/(p−2) ≤ ‖u‖

(q−2)/2
(q−2)r/(r−2) = ‖u(q−2)/2‖2r/(r−2)

≤ ‖u‖(q−2)/2
q−2 + C ′(n, p) d

((
‖(Ric−‖p/2 + n ‖RE‖p/2

)
‖u‖q−2

p(q−2)/(p−2)

+
(
‖∆̄S‖2q/2 + ‖RES‖2q/2

)
‖u‖q−4

q

)1/2If we set q = max{p, 4}, then γ = 2(p− r)/(r(q− 2)) and p(q− 2)/(p− 2) ≥ q ≥ p. Letting
ǫ tend to zero, we get

‖∇S‖γ2 ≥ f
(
‖∇S‖p(q−2)/(p−2)

)
(2.7)where f is given by

f(x) =
xγ+1

x+ C ′(n, p)d
√
ax2 + bwith

a = ‖Ric−‖p/2 + ‖RE‖p/2 and
b = ‖∆̄S‖2q/2 + ‖RES‖2q/2.Sin
e the fun
tion f is in
reasing, we 
an repla
e ‖∇S‖p(q−2)/(p−2) by ‖∇S‖p on the righthand side of (2.7), and then, using the Sobolev inequality (2.2), by (sup |S| − inf |S|) /C(n, p)dto obtain

(‖∇S‖2 d)γ ≥
(sup |S| − inf |S|)1+γ

C ′′(n, p)
(
‖S‖∞ +

√
a‖S‖2∞d2 + bd4

)
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onstant C ′′(n, p). By hypothesis, we have ‖Ric−‖p/2 d2 ≤ 1. Theorem 2.4follows using
‖RES‖2q/2 ≤ ‖RE‖2q/2 ‖S‖∞ and
‖RE‖p/2d2 ≤ 1 + ‖RE‖2q/2d4.3. Proof of Theorem 1.1The estimates obtained in se
tion 2 
an be applied to the 
otangent bundle E = T ∗M ofa Riemannian manifold, together with its de Rham�Lapla
ian ∆ = ∆̄ + V on one�forms

α. In this 
ase, the 
urvature RE is the 
urvature tensor R of M a
ting on forms, andthe potential is given by V (α) = Ric(α♯, ·). In parti
ular, the lower bound ν is equal to
Ric−. We 
hoose the index set I = {1, . . . , k} and let q = (p + n)/2 in Theorem 2.2.Then by inequality (2.3), linear 
ombinations α of eigenforms 
orresponding to the �rst keigenvalues λ1, . . . , λk satisfy

‖α‖∞ ≤ c1 ‖α‖2, (3.1)where
c1 =

(
1 + a(n, p)

Λ

1 + Λ

)
(1 + Λ)p(p+n)/(2(p−n))

≤ a1(n, p)(1 + Λ)p(p+n)/(2(p−n))

Λ =
(
‖Ric−‖p/2 + λk

)1/2
d.On the other hand, Theorem 2.4 yields an estimate

sup |α| − inf |α| ≤ A(n, p) (‖∇α‖2 d)τ
(
(1 + ‖R‖q/2 d2) ‖α‖∞ + ‖∆̄α‖q/2 d2

)1−τ
(3.2)for every smooth one�form α, where q = max{p, 4}, and where 0 < τ < 1 depends only on

n and p.It is su�
ient to prove Theorem 2.1 under the assumption that d = 1, as the general
ase is then obtained by res
aling the metri
. We will also assume that
Λ2 = ‖Ric−‖p/2 + λk ≤ ǫ0

(
1 + ‖R‖q/2

)−β(n,p)
(3.3)and then impose restri
tions of the form ǫ0 ≤ ǫ(n, p) 
onsistent with our hypotheses (1.5)and (1.6). Let ω1, . . . , ωk be eigenforms 
orresponding to the �rst k eigenvalues λ1, . . . , λk,orthonormal with respe
t to the volume normalized L2 inner produ
t. Our goal ist to showthat, for suitably small ǫ0, the forms ωi are nearly orthonormal at every point of M , andthat their exterior derivatives are small in the maximum norm. First we apply (3.2) to

α = ωi. Weitzenbö
k's formula (1.1) shows that
‖∇ωi‖22 = λi‖ωi‖22 +

1

Vol(M)

∫

M
(−Ric)(ωi, ωi)
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≤ 1

Vol(M)

∫

M
(λk − Ric) |ωi|2

≤ 1

Vol(M)

∫

M
(Ric− λk)− |ωi|2

≤ ‖ (Ric− λk)− ‖1 ‖ωi‖2∞,and (3.1) then implies
‖∇ωi‖2 ≤ c1 ‖ (Ric− λk)− ‖1/21 . (3.4)Again using (1.1) and (3.1), we get

‖∆̄ωi‖q/2 ≤ ‖∆ωi‖q/2 + ‖Ric ‖q/2 ‖ωi‖∞
≤ (λk + ‖Ric ‖q/2) ‖ωi‖∞
≤ (λk + ‖Ric ‖q/2)c1.

(3.5)We substitute these inequalities into (3.2), assuming an initial restri
tion ǫ0 ≤ 1, so that
λk ≤ 1, to obtain
sup |ωi| − inf |ωi|

≤ A(n, p)
(
c1 ‖ (Ric− λk)− ‖1/21

)τ (
(1 + ‖R‖q/2)c1 + (λk + ‖Ric ‖q/2)c1

)1−τ

≤ 21−τ c1A(n, p) ‖(Ric − λk)−‖τ/21 (1 + ‖R‖q/2)1−τ . (3.6)If we simplify this using ‖(Ric − λk)−‖1 ≤ ‖Ric−‖1 + λk ≤ Λ2, the de�nition of c1 from(3.1), and Λ ≤ 1, we get
sup |ωi| − inf |ωi| ≤ a2(n, p) (1 + Λ)p(p+n)/(2(p−n))Λτ (1 + ‖R‖q/2)1−τ

≤ a3(n, p)Λτ (1 + ‖R‖q/2)1−τ

≤ a3(n, p) ǫ
τ/2
0 .As a 
onsequen
e,

sup |ωi| − inf |ωi| ≤ ǫ1, (3.7)where ǫ1 = a3(n, p)ǫ
τ/2
0 
an be made as small as we wish by requiring that ǫ0 ≤ ǫ(n, p) forsuitably small ǫ(n, p).Sin
e ‖ωi‖2 = 1, there are points in M where |ωi| = 1, and we obtain

1− ǫ1 ≤ |ωi(p)| ≤ 1 + ǫ1for every p ∈M . We now 
onsider the inner produ
ts 〈ωi, ωj〉 for i 6= j. Applying (3.2) asbefore, but now to α = ωi − ωj instead of ωi, we obtain, using the triangle inequality
sup |ωi − ωj| − inf |ωi − ωj| ≤ 4 ǫ1.Sin
e ‖ωi − ωj‖2 =

√
2, there are points in M where |ωi − ωj | = √2, and so
√

2− 4 ǫ1 ≤ |ωi(p)− ωj(p)| ≤
√

2 + 4 ǫ1
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2〈ωi, ωj〉 = |ωi|2 + |ωj |2 − |ωi − ωj |2,we obtain

−10 ǫ1 ≤ 〈ωi, ωj〉 ≤ 10 ǫ1.We have shown that there is a pointwise inequality
|〈ωi, ωj〉 − δij | ≤ ǫ2, (3.8)for i, j = 1, . . . , k, where ǫ2 = 10 ǫ1 = 10 a3(n, p) ǫ

τ/2
0 .For ǫ2 < 1/n, it follows that the ωi are linearly independent everywhere, so that TMhas a trivial subbundle of rank k. In parti
ular, we have k ≤ n. And if k = n, then

λn+1 > λn.We now 
onsider the 
ase k = n. Then ω = (ω1, . . . , ωn) is a 
oframe. Also, by (3.8),the Riemannian metri

gω =

∑n

i=1
ωi ⊗ ωiindu
ed by ω on M is 
lose to the original metri
 g. We apply the following result from[54℄ (see Theorem A in [55℄ for a more detailed statement).Theorem 3.1. There is a 
onstant ε(n) > 0 su
h that the following is true. If M isa 
ompa
t n�manifold with a 
oframe ω : TM → Rn whose exterior derivative satis�es

‖dω‖∞d < ε(n), where Diam(M,gω) ≤ d, then M is di�eomorphi
 to a nilmanifold Γ\G.One 
an 
hoose a Maurer�Cartan form ω0 on Γ\G and a di�eomorphism φ : M → Γ\Gsu
h that
‖ω − φ∗ω0‖∞ ≤ c(n) ‖dω‖∞d, (3.9)with a 
onstant c(n) depending only on n.In this result, the norms and diameter are with respe
t to gω. Be
ause of (3.8), thedi�eren
e between gω and the given g is negligible for our purpose.In order to use Theorem 3.1, we need a bound on ‖dωi‖∞ analogous to (3.1) for thetwo�forms α = dωi. We apply Theorem 2.2 to the bundle of two�forms and its de Rham�Lapla
ian. The 
orresponding Weitzenbö
k formula (see [87℄, p. 303) has the form ∆ =

∆̄ + V , where the potential V satis�es ‖ν−‖p/2 ≤ c(n)‖R‖p/2. As in (3.1), Theorem 2.2with κ = 0 then yields
‖dωi‖∞ ≤ c2‖dωi‖2 ≤ c2

√
λn, (3.10)where

c2 ≤ a3(n, p)(1 + Λ)p(p+n)/(2(p−n)),but this time
Λ =

(
‖R‖p/2 + λn

)1/2
.
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térisation spe
trale des NilvariétésTheorem 1.1 under hypothesis (1.6) is an immediate 
onsequen
e.Now 
onsider the 
ase of n− 1 small eigenvalues, hypothesis (1.7). We �rst show thatif M is orientable, then the n�th eigenvalue is also small, so that we 
an apply the resultwe already proved. Choose L2�orthonormal eigenforms ω1, . . . , ωn−1 
orresponding to theeigenvalues λ1, . . . , λn−1. Sin
e M is orientable, we 
an use the Hodge star operator tode�ne
η = ∗(ω1 ∧ · · · ∧ ωn−1). (3.11)This form is L2�orthogonal (in fa
t pointwise orthogonal) to ω1, . . . , ωn−1. By the minimaxprin
iple, its Rayleigh quotient,
R(η) =

‖dη‖22 + ‖δη‖22
‖η‖22is an upper bound for λn. In terms of a lo
al orthonormal frame �eld e1, . . . , en for M , the
odi�erential of η is given by δη = −ιei∇eiη. Therefore, using (3.4),

‖dη‖2 = ‖δ(ω1 ∧ · · · ∧ ωn−1)‖2
≤ c(n)

∑
i

(
‖∇ωi‖2

∏
j 6=i
‖ωi‖∞

)

≤ c(n) cn−1
1

(
‖Ric−‖1 + λk

)1/2
.On the other hand, ‖dωi‖2 ≤ ‖∇ωi‖2 and again (3.4) imply

‖δη‖2 = ‖d(ω1 ∧ · · · ∧ ωn−1)‖2
≤

∑
i
‖dωi‖2‖ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωn−1‖∞

≤ (n− 1) cn−1
1

(
‖Ric−‖1 + λk

)1/2
.Inequality (3.8) yields a lower bound on the denominator of the Rayleigh quotient, and weobtain

λn ≤ R(η) ≤ (1 + c(n) ǫ2) c(n) cn−1
1

(
‖Ric−‖1 + λk

)1/2
, (3.12)whi
h is the required smallness of λn.IfM is not orientable, then our argument implies that the twofold orientable 
overing M̃is a nilmanifold. This is not quite su�
ient, as we need to show that the de
k transformation

σ : M̃ → M̃ is an isometry of some left invariant Riemannian metri
 on M̃ . We thereforepro
eed as follows.The pullba
ks ω̃1, . . . , ω̃n−1 of the eigenforms to M̃ are eigenforms of the pullba
kmetri
 g̃. By (3.8), these forms are almost orthonormal at every point. Considering theRayleigh quotient for the form ∗(ω̃1 ∧ · · · ∧ ω̃n−1) as before, we 
on
lude that the n�theigenvalue λ̃n of M̃ is small. Now let ω̃n be an eigenform 
orresponding to λ̃n, su
h that
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ω̃1, . . . , ω̃n are L2�orthonormal. Our previous argument shows that the Rn�valued one�form ω̃ = (ω̃1, . . . , ω̃n) is a 
oframe with small exterior derivative. The transformation σleaves the sum of the eigenspa
es for the �rst n eigenvalues invariant, be
ause it is anisometry of g̃ and sin
e λ̃n+1 > λ̃n. Therefore, σ a
ts as an a�ne isometry of the 
oframe
ω̃, i.e. satis�es

σ∗ω̃ = a ◦ ω̃for some 
onstant orthogonal map a of Rn. By [55℄, a�ne isometries of ω̃ are a�ne isome-tries of the Maurer�Cartan 
oframe φ∗ω0 in Theorem 3.1 as well, and the proof is 
omplete.4. Anderson's examplesIn this se
tion, we show that Theorem 1.1 does not hold without an assumption involvingthe full 
urvature tensor R. More pre
isely, we haveProposition 4.1. For every dimension n ≥ 4, there are 
losed n�manifolds with arbi-trary large se
ond real Betti numbers b2 that admit Riemannian metri
s of diameter onewith ‖Ric ‖∞ + λn ≤ ǫ for any given ǫ > 0.Nomizu's theorem mentioned in Remark 1.2(iv) implies that manifolds with b2 >

n(n− 1)/2 are not homotopy equivalent to infra�nilmanifolds. The examples we use havebeen 
onstru
ted by Anderson. Theorem 0.4 of [3℄ exhibits manifolds M with diameterone, ‖Ric ‖∞ ≤ ǫ, �rst Betti number b1 = n− 1 (so that λn−1 = 0), and b2 arbitrary large.This shows that our result on λn−1 does not hold if we repla
e (1.5),(1.6) by 
onditionsnot involving R.For the proof of Proposition 5.1, we now des
ribe Anderson's simplest examples inmore detail (see p. 73 and Remark 2.1 on p. 75 of [3℄). These examples are obtained byperforming surgery killing a generator of the fundamental group of a �at n�torus. Onestarts with a Riemannian produ
t M0 = S1
δ × T n−1 of a 
ir
le of suitable diameter δ anda �at (n− 1)�torus. Removing a subset of the form S1

δ ×Ba, where Ba ⊆ T n−1 is a ball ofradius a less than half the inje
tivity radius of T n−1, we are left withM1 = S1
δ×
(
T n−1\Ba

),a manifold with boundary S1
δ × Sn−2

a . To this one glues a 
opy of D2 × Sn−2, 
arrying asuitably s
aled Riemannian S
hwarzs
hild metri
 gaR, to obtain
M =

(
S1
δ × (T n−1\Ba)

)
∪
(
D2 × Sn−2

)equipped with a Riemannian metri
 ga,R that has diameter less than nπ and satis�es
‖Ric ‖∞ → 0 as aR → ∞ . The 
onstru
tion involves parameters a, R and δ thatneed to be related by δ = c0/aR, where c0 depends only on the dimension n. We may
hoose the radius a = R−1/2 and then let R tend to in�nity to obtain metri
s gR satisfying
‖Ric ‖∞ ≤ ǫ and Diam(M,gR) ≤ nπ, that 
oin
ide with our original �at metri
 on M0
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δ × Ba. Here ǫ as well as a 
an be made as small as required by 
hoosing Rlarge.We now 
laim that the n�th eigenvalue λn(gR) tends to zero as R → ∞. To showthis, we exhibit n one�forms β1, . . . , βn on M that are almost orthonormal in L2(M) andwhose Rayleigh quotients tend to zero. The minimax prin
iple then implies our 
laim. Theforms βi are obtained as follows (see for example [84℄). Let ϕ ∈ C∞(T n−1) be a fun
tionsu
h that 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 0 on Ba, ϕ = 1 outside B2a, and su
h that its di�erentialsatis�es ‖dϕ‖ ≤ 1/3a. Sin
e the dimension n − 1 > 2, the L2-norm ‖dϕ‖2 = O(a) as atends to zero. De�ne a 
uto� fun
tion ψ on M0 = S1

δ ×T n−1 by ψ(t, x) = ϕ(x). We 
hoosean L2�orthonormal basis α1, . . . , αn for the harmoni
 forms on our �at torus M0, and let
α̃i = ϕαi. The forms αi are in fa
t parallel and, if we use volume normalized L2 innerprodu
ts as in se
tion 4, pointwise orthonormal. For the exterior derivatives we obtain

‖dα̃i‖2 = ‖dϕ ∧ αi‖2 ≤ ‖dϕ‖2 ‖αi‖∞,and this tends to zero if a does. A 
orresponding inequality holds for ‖δα̃i‖2, while ‖α̃i‖2 =

‖ϕ‖2 tends to one. Therefore, the Rayleigh quotients of the α̃i 
onverge to zero with a.Sin
e these forms vanish on the domain a�e
ted by our surgery, they 
an be transplanted to
M extending by zero on D2×Sn−2 without 
hanging their L2 norms or Rayleigh quotients.In this way, we obtain the required forms βi on M . Finally, this operation 
an be repeatedon several disjoint balls Ba to yield examples with arbitrary large se
ond Betti numbers.5. Spe
tra of infra�nilmanifoldsTheorem 1.1 
an be illustrated by the well known spe
tral behavior of almost �at leftinvariant metri
s on infra�nilmanifolds (see [54℄ p. 68). The left invariant Maurer�Cartanform ω : TG→ G of a Lie group G des
ends to a 
oframe ω : TM̄ → G on any left quotient
M̄ = Γ\G of G by a dis
rete subgroup. Inner produ
ts on the Lie algebra G imply, via
ω, left invariant Riemannian metri
s on M̄ . If, in parti
ular, M̄ is a 
ompa
t nilmanifold,then there are families of inner produ
ts on G su
h that the 
orresponding left invariantmetri
s gǫ, ǫ > 0 have the properties that ‖dω‖∞,gǫ → 0 and Diam(M̄, gǫ)→ 0 as ǫ tendsto zero (see [23℄ p. 126), and standard formulas then imply that R also tends to zero.Take an orthonormal basis for G with respe
t to gǫ and de
ompose ω = (ω1

ǫ , . . . , ω
n
ǫ )a

ordingly. Sin
e G is unimodular, we have δωiǫ = 0, and the Rayleigh quotients for ωiǫare

‖(d + δ)ωiǫ‖22,gǫ

‖ωiǫ‖22,gǫ

= ‖dωiǫ‖2∞,gǫ
→ 0 (ǫ→ 0).As a 
onsequen
e, λn(gǫ) tends to zero with ǫ, while inequalities (1.3) and (1.4) show that

λn+1d
2 admits a lower bound 
onverging to π2/32(n + 1)2. We summarize these remarksin
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ompa
t n�dimensional nilmanifold admits families gǫ (ǫ > 0)of Riemannian metri
s su
h that the diameter Diam(gǫ), the 
urvature tensor ‖R(gǫ)‖∞,gǫand the eigenvalue λn(gǫ) 
onverge to zero as ǫ→ 0.By Theorem 1.1, su
h metri
s do not exist on infra�nilmanifolds that are not nilmani-folds. All 
ompa
t infra�nilmanifolds are obtained as quotients M = F\M̄ of nilmanifolds
M̄ by �nite groups F of a�ne transformations, and one 
an see how the small eigenvaluesof M̄ are lost when passing to the quotient. In fa
t, a�ne transformations ϕ are 
hara
te-rized by the property that ϕ∗ω = a ◦ ω for some 
onstant linear map a = rot(ϕ) : G → G,the rotational part of ϕ. Left translations by elements of G are those a�ne transformationsthat have rot(ϕ) = 1. So unlessM is itself a nilmanifold, dividing by F will eliminate someof the small eigenvalues λ1, . . . , λn of M̄ . And it will eliminate all of them, when rot(F )a
ts irredu
ibly on G.This is the 
ase for the three dimensional eu
lidean spa
e forms labelled G6 on p. 122of [90℄. The �rst real Betti number of this spa
e is zero, whi
h means that all three of thesmall eigenvalues (
orresponding to the harmoni
 forms) are lost when passing to M = G6from its torus 
overing spa
e M̄ .The eu
lidean spa
e form G6 provides an example for another problem in spe
traltheory. A theorem of Cheng ([35℄) states that for 
losed Riemannian n�manifolds (M,g)with Ric ≥ −(n − 1) and diameter Diam(M,g) ≤ d, the �rst non�zero eigenvalue λ(0)

2 ofthe Lapla
ian on fun
tions satis�es
λ

(0)
2 (M,g) ≤ (n − 1)2

4
+
c(n)

d2
,where c(n) depends only on n. It may be asked (see [69℄) whether results of this kind holdfor the eigenvalues of the Lapla
ian on p�forms. For one�forms, this is true and a dire
t
onsequen
e of Cheng's result, by applying exterior di�erentiation to an eigenfun
tion
orresponding to λ(0)

2 . However, the following 
ounterexample shows that some 
aution isrequired for two�forms.Example 5.2. Let M = G6 be as before. If we equip M with any �at metri
 g and
onsider the family Mǫ = (M, ǫg), then as ǫ→ 0, all Mǫ have zero 
urvature and diameter
onverging to zero. The �rst eigenvalue λ(1)
1 (Mǫ) of the Lapla
ian on one�forms, and byduality that on two�forms, tend to in�nity.Consider Nǫ = S1 ×Mǫ with S1 a 
ir
le of diameter one. Then Nǫ, endowed with theprodu
t metri
, is a �at manifold with diameter 
onverging to one as ǫ→ 0. The Künnethformula ∆(α∧ β) = ∆α∧ β + α ∧∆β implies that the �rst eigenvalue of Nǫ on two-formsis

λ
(2)
1 (Nǫ) = min

{
λ

(0)
1 (S1) + λ

(2)
1 (Mǫ), λ

(1)
1 (S1) + λ

(1)
1 (Mǫ)

}
,
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h tends to in�nity as ǫ → 0. Res
aling the metri
, we obtain a family of 
ompa
t�at four�manifolds of any given diameter d whose �rst eigenvalues on two-forms tend toin�nity.Erwann Aubry,Laboratoire de Mathématiques,Institut Fourier,BP 74,F�38402 Saint-Martin-d'Hères,Fran
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Chapitre 4Théorèmes de 
omparaison en
ourbure de Ri

i presque-minorée
4.1 Introdu
tion, Notations et Dé�nitions4.1.1 Introdu
tionDans la suite, à toute fon
tion f on asso
iera les fon
tions f+= max(f, 0) et f−=(−f)+.
(Mn, g) désignera une variété riemannienne 
omplète de dimension n. On notera Ric son2-tenseur de Ri

i. Sa restri
tion à TxM est une forme bilinéaire symétrique, dont on notera
Ric(x) la plus petite valeur propre relativement au produit s
alaire gx. Pour tout réel k, onpose ρk =

(
Ric−k(n−1)

)− ; 
ette fon
tion, dé�nie surM , mesure pon
tuellement le défautde la métrique g à être de 
ourbure de Ri

i supérieure ou égale à k(n − 1) (remarquerque ρk = 0 si et seulement si la 
ourbure de Ri

i de (Mn, g) est supérieure ou égale à
k(n− 1)). Pour tout 
ouple (R, p) de nombres réels stri
tement positifs et tout point x deM, on notera ‖ρk‖Lp(B(x,R)) =

(
1

VolB(x,R)

∫
B(x,R) ρ

p
k

) 1
p (où l'intégration se fait par rapportà la mesure riemannienne) et ‖ρk‖p,R = supx∈M ‖ρk‖Lp(B(x,R)). Le but de 
e 
hapitre estde généraliser les théorèmes de 
omparaison (de Bishop-Gromov, Myers, Li
hnerowi
z), quisont 
lassiques en 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1), au 
as des variétés pour lesquellesla quantité ‖ρ1‖p,R est plus petite qu'une quantité universelle α(p, n,R) déterminée dansla suite (on parlera alors de variétés à 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) oupresque minorée par (n−1)). Plus pré
isément, les prin
ipaux résultats de 
e 
hapitre sontles :Théorème A. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > n

2et R > 0. Il existe des 
onstantes universelles C(p, n) et α(p, n) 
al
ulables expli
itement(pour plus de pré
ision et pour le 
al
ul de 
es 
onstantes, voir les énon
és 
orrespondants103
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omparaisondans le texte à suivre), telles que :(i) Si R ≤ 4π, toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n, telle que
‖
(
Ric − (n − 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫ ≤ α(p, n) pour tout point x de M , véri�e les inégalitéssuivantes :
Diam(Mn, g) ≤ π

(
1 + C(p, n)ǫ

p
2p−1

)

Vol(Mn, g) ≤ Vol Sn
(
1 + C(p, n)ǫ

p
4p−n−1

)

λ1(M
n, g) ≥ n

(
1−C(p, n)ǫ

)

H1(M) = {0}où λ1 est la première valeur propre non nulle du lapla
ien de la variété (Mn, g) et H1(M)est le premier groupe de 
ohomologie réelle de Mn. En parti
ulier, M est 
ompa
te.(ii) Si R > 4π, les mêmes 
on
lusions sont valables sous l'hypothèse plus restri
tive
R2‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫ ≤ α(p, n) pour tout point x ∈Mn.Ce théorème (plus parti
ulièrement la majoration du diamètre), 
ombiné au théorèmede S. Gallot rappelé en se
tion 1.3.2, sur la majoration des 
onstantes de Sobolev en
ourbure de Ri

i presque positive et diamètre majoré, permet d'obtenir un analogue duthéorème de S. Gallot qui nous donne des majorants des 
onstantes de Sobolev en 
our-bure de Ri

i presque supérieure à (n−1) sans avoir à supposer le diamètre borné (voir lethéorème 4.17). Ce résultat est 
ru
ial pour rendre appli
ables les résultats de la premièrepartie de 
ette thèse à l'étude des théorèmes de stabilité des invariants géométriques dela sphère en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) (objet du 
hapitre suivant de
ette thèse). L'optimalité de 
e théorème est dis
utée dans le 
orps du texte à la suitede la démonstration des di�érentes propriétés énon
ées (voir les remarques et 
ommen-taires qui suivent les théorèmes 4.12, 4.18 et 4.19). En parti
ulier, il est démontré que
es résultats restent valable en dimension 2 sous une hypothèse de petitesse de la norme
L1 de (K − 1)−, mais qu'en dimension supérieure, il est possible de 
onstruire une suitede variétés (Mn

i , gi) de dimension n et telles que supxR
2‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖
L

n
2 (B(x,R))

(etmême Diam(Mi)
2‖
(
Ric−(n−1)

)−‖
L

n
2 (Mi)

) tende vers 0, tandis que le diamètre, le nombrede valeurs propres non nulles (du lapla
ien) pro
hes de 0 et le premier nombre de Bettitendent vers +∞ (voir l'exemple 4.14 et la �n de la se
tion 4.3.5).Pour l'énon
é suivant, on note L1(R) (resp. A1(R)) le volume (n−1)-dimensionnel(resp. n-dimensionnel) de la sphère géodésique (resp. de la boule géodésique) de rayon Rsur la sphère S
n, munie de sa métrique 
anonique. On a alors le théorème suivant (quiregroupe des versions simpli�ées des théorèmes 4.15 et 4.16) :



Introdu
tion et Notations 105Théorème B. � Sous les mêmes hypothèses que 
elles du théorème pré
édent, en posantde plus δ = 1− C(p, n)ǫ
p

4(2p−1) , on a :(i) pour tous les rayons r > 0, et tous les points x de Mn :
Vol
(
B(x, r)

)
≤
(
1 + C(p, n)ǫ

p
4p−n−1

)
A1(r)

”Voln−1

(
∂B(x, r)

)
” ≤

(
1 + C(p, n)ǫ

p
2(2p−1)

)
L1(δr)où ”Voln−1

(
∂B(x, r)

)
” désigne le volume (n−1)-dimensionnel de la partie régulière de lasphère ∂B(x, r) (voir la se
tion 4.1.2 pour une dé�nition pré
ise).(ii) pour tous les 
ouples de nombres réels tels que 0 < r ≤ R, et tous les points x de Mn,
Vol
(
B(x, r)

)

Vol
(
B(x,R)

) ≥
(
1− C(p, n)ǫ

p
4p−n−1

) A1(r)

A1(R)

(”Voln−1

(
∂B(x,R)

)
”

L1(δR)

) 1
2p−1 −

(”Voln−1

(
∂B(x, r)

)
”

L1(δr)

) 1
2p−1 ≤ C(p, n)ǫ

p
2(2p−1) (R − r)

2p−n
2p−1Les 
onstantes qui interviennent dans 
es inégalités seront pré
isées dans la suite.De façon générale, on démontre le résultat de 
omparaison suivant pour les variétésde 
ourbure de Ri

i presque supérieure à k(n− 1) (où k est un réel de signe quel
onque,

Ak(r) est le volume de la boule géodésique de rayon r dans l'espa
e de 
ourbure se
tionnelle
onstante égale à k et Lk(r) le volume de la sphère géodésique de rayon r dans le mêmeespa
e) :Théorème C. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, k et R0 des nombres réels tels que
p > n

2 , k ≤ 0 et R0 > 0. On pose αk(r) =





1, si k = 0
(
n
∫ r
0 sh

n−1t dt

rn

) 1
2p−1

si k ≤ 0
. Il existe une
onstante universelle C(p, n) > 1 (voir les énon
és 4.6, 4.8 et 4.9 pour plus de pré
isions)telle que, sur toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n qui véri�e

R2
0‖
(
Ric− k(n− 1)

)−‖Lp(B(x,R0)) ≤ ǫ ≤ 1

C(p,n)2αk(
√

|k|R0)2
et pour tout point x de Mn, onait :(i) pour tout réel r ≤ R0

Vol
(
B(x, r)

)
≤
(
1 +C(p, n)αk(

√
|k|R0)ǫ

p
2p−1

)
Ak(r)(ii) pour tout réel r ≤ R0

”Voln−1

(
∂B(x, r)

)
” ≤

(
1 + C(p, n)αk(

√
|k|R0)ǫ

p
2p−1

)
Lk(r)
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omparaison(iii) pour tout 
ouple (r,R) de nombres réels tels que 0 < r ≤ R ≤ R0,
Vol
(
B(x, r)

)

Vol
(
B(x,R)

) ≥
(
1− C(p, n)αk(

√
|k|R0)ǫ

p
2p−1

) Ak(r)
Ak(R)(iv) pour tout 
ouple (r,R) de nombres réels tels que 0 < r ≤ R ≤ R0,

[”Voln−1

(
∂B(x,R)

)
”

Lk(R)

] 1
2p−1−

[”Voln−1

(
∂B(x, r)

)
”

Lk(r)

] 1
2p−1 ≤ C(p, n)αk(

√
|k|R0)ǫ

p
2p−1

Ces théorèmes de 
omparaison sont indispensables pour étendre au 
as des variétés de
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) les théorèmes de la sphère de T. Colding ([38℄et [39℄), revus par P. Petersen dans [77℄. A l'origine, 
ette troisième partie de la thèse devaitêtre 
onsa
rée seulement à 
ette extension des théorèmes de la sphère, par une te
hniquequi en fait une appli
ation dire
te des inégalités de Harna
k de la première partie. Pour lesthéorèmes de 
omparaison en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à n−1, nous 
omptionsnous appuyer sur des travaux de P. Petersen, S. Shteingold, G. Wei et C. Sprouse ([81℄ et[79℄ prin
ipalement, mais aussi [78℄ et [82℄). Toutefois, la partie de 
es travaux 
onsa
réeplus parti
ulièrement aux variétés de 
ourbure presque minorée par (n−1) (prin
ipalement[79℄) nous semble 
ontenir une erreur rédhibitoire (voir la �n de la se
tion 4.3.1 de 
e
hapitre pour un exposé détaillé des prin
ipales erreurs), 
ette erreur se situant dans lapreuve de la généralisation du théorème de Myers en 
ourbure presque minorée par (n−1)(
e théorème 
orrespondrait à la majoration du diamètre donnée plus haut dans le théorèmeA). De plus, 
e résultat est fondamental pour la généralisation des autres théorèmes de
omparaison. Par exemple, sans la majoration du diamètre, la généralisation du théorèmede Bishop-Gromov aux variétés de 
ourbure de Ri

i presque-supérieure à (n−1) (et, defaçon plus générale, l'intégralité du théorème B) n'existe que pour des boules de rayonplus petits que π. De plus, sans 
ette majoration du diamètre on n'aurait pas de bornessur les 
onstantes de Sobolev (à moins de rajouter une hypothèse de majoration a prioridu diamètre ou de minoration a priori du volume des boules géodésiques de rayon 1, 
eque nous voulons éviter i
i). Rappelons que, sans 
es bornes sur les 
onstantes de Sobolev,les inégalités de la première partie de 
ette thèse perdent leur 
ara
tère universel.C'est pourquoi nous insérons dans la thèse 
e 
hapitre sur les théorèmes de 
omparaisonen 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1), où nous exposons notre preuve desthéorèmes 
ités plus haut (ainsi que des exemples illustrant l'optimalité des hypothèsesdes théorèmes A et B). Dans notre s
héma de preuve, nous 
ommençons par démontrer
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omparaison à la Bishop-Gromov du théorème C, en nous appuyant sur lamême inéquation de Ri

ati (véri�ée par la 
ourbure moyenne des sphères) que dans lestravaux de P. Petersen et al. (remarquer que 
ette inéquation de Ri

ati est équivalenteaux estimées sur le lapla
ien de la fon
tion distan
e utilisées dans les travaux antérieursde S. Gallot [50℄). Mais, en suivant une méthode analytique di�érente, nous aboutissons,dans le 
as où la 
ourbure de Ri

i est presque supérieure à une 
onstante stri
tementpositive, à des estimées optimales sur la 
ourbure moyenne et le volume de la partie régulièredes sphères-géodésiques (voir par exemple les lemmes 4.3 et 4.11). Notre preuve de lamajoration du diamètre en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1), n'est alors plusfondée, 
omme dans [79℄, sur un prin
ipe du maximum généralisé (appliqué à une fon
tion"ex
ès" dé�nie par e(z) = d(x, z) + d(y, z) − d(x, y), où x et y sont deux points de Msu�samment éloignés), mais sur une estimée pré
ise du volume des sphères de grand rayon.Une fois la majoration du diamètre a
quise, nous déduisons fa
ilement les autres résultatsdes théorèmes A et B 
ités plus haut.4.1.2 Forme volume, Boules et Sphères géodésiquesSoit x0 un point deM . On note expx0
: Tx0M →M la fon
tion exponentielle en x0, vgla mesure riemannienne de (Mn, g)et ω = exp∗

x0
vg la mesure induite par expx0 sur Tx0M .Le domaine d'inje
tivité de expx0

(l'intérieur de Cutx0) sera noté Ux0 . C'est un ouvert de
Tx0M , étoilé en 0. On identi�era souvent les points de Ux0 \ {0x0} ave
 leurs 
oordonnéespolaires (r, v) ∈ R

∗
+ × S

n−1. La mesure riemannienne ω peut s'exprimer en un point (r, v)de Ux0 \ {0} sous la forme :
ω(r, v) = θ(r, v)dr · dSn−1 ,

θ(r, v) =
√

det
(
g(Yi(r), Yj(r))

)
,où dSn−1 (resp. dr) est la mesure riemannienne 
anonique de S

n−1 (resp. de R
∗
+), et où

(Yi)1≤i≤n−1 est une famille de 
hamp de Ja
obi le long de la géodésique c : r 7→ expx0
(rv)telle que Yi(0)=0 et telle que (∇ċY1(0), · · · ,∇ċYn−1(0), v) forment une base orthonormée de

Tx0M (
f [87℄ p. 65). Pour simpli�er, il nous arrivera de noter dv pour d
Sn−1 . Dans la suite,on notera en
ore θ le prolongement à tout R

∗
+ × S

n−1 de la fon
tion θ par 0 en dehors de
Ux0 , on appellera Ax0(r) (ou A(r) quand il n'y aura pas d'ambiguité) le volume de la boulegéodésique de 
entre x0 et de rayon r, et Lx0(r) (ou L(r)) le volume (n−1)-dimensionnel de
S(0, r)∩Ux0 pour la mesure θ(r, .) dSn−1 , qui 
oïn
ide ave
 le volume (n−1)-dimensionnel del'interse
tion de expx0

(
Ux0

) ave
 la sphère-géodésique de rayon r 
entrée en x0 (remarquerque 
e n'est pas toujours le volume (n−1)-dimensionnel de toute la sphère géodésique
∂B(x0, r), ni de sa partie régulière : par exemple, dans le 
as de l'espa
e proje
tif réel PR

n
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omparaisonmuni de sa métrique 
anonique, on a L(π2 ) = 0 alors que Voln−1

(
∂B(x0,

π
2 )
)

= Vol Sn−1/2).Mais, 
omme tous les points de expx0

(
S(0, r)∩Ux0

) sont des points réguliers de ∂B(x0, r),et même des points réguliers de la fon
tion d(x0, .), on parlera malgré tout, pour désigner
Lx0(r), de volume de la partie régulière de la sphère de rayon r. Pour des raisons te
hniques,on dé�nit aussi (pour tout entier m ≥ 1) U (m)

x0 =(1− 1
m)Ux0 ⊂ Ux0 , l'image de Ux0 parl'homothétie de 
entre 0 est de rapport (1− 1

m) dans Tx0M , et les fon
tions A(m)(r) et
L(m)(r) qui sont, respe
tivement le volume de B(0, r)∩U (m)

x0 , et le volume, pour la mesureriemannienne (n−1)-dimensionnelle, de (S(0, r)∩U (m)
x0

). On a alors les relations suivantes :




L(r) =
∫

Sn−1 θ(r, v) dSn−1(v),

L(m)(r) =
∫

Sn−1 1l
U

(m)
x0

θ(r, v) dSn−1(v),

A(r) =
∫ r
0

∫
Sn−1 θ(t, v) dt · dSn−1(v) =

∫ r
0 L(t) dt,

A(m)(r) =
∫ r
0

∫
Sn−1 1l

U
(m)
x0

θ(t, v) dt · dSn−1(v) =
∫ r
0 L

(m)(t) dt.L'égalité A(r) =
∫ r
0 L(t) dt est due au fait que le 
ut-lo
us de x0 est de mesure nulle, 
equi implique que Vol
[
B(x, r)

]
= Vol

[
B(x, r) ∩ expx0

(
Ux0

)]. Notez que, par le théorèmede 
onvergen
e monotone, on a L(r)= limm→∞ L(m)(r) et A(r)= limm→∞A(m)(r) (voir lelemme 4.4 pour l'étude des propriétés de régularité des fon
tions L(m), L, A(m) et A quenous utiliserons dans la suite).Pour tout réel k �xé, on notera θk, Ak et Lk les fon
tions 
orrespondant à θ, A et Lsur la variété (Snk , gk) simplement 
onnexe, de dimension n et de 
ourbure 
onstante égaleà k (
es fon
tions ne dépendent pas du point x0 
hoisi). Les fon
tions Ak et Lk sont C∞,quant à la fon
tion θk, elle vaut sk(r)n−1 sur R
∗
+ × S

n−1 où :
sk(r) =

sh(
√
|k|r)√
|k|

pour k < 0, sk(r) = r pour k = 0,

sk(r) =





sin(
√
kr)√
k

si r ≤ π√
k

0 si r > π√
k
,

pour k > 0.4.1.3 Courbure moyenne des SphèresPour tout point (r, v) de Ux0 \ {0}, on notera h(r, v) la 
ourbure moyenne au point
expx0

(rv) de la sphère de 
entre x0 et de rayon r (qui par 
onvention, sera la tra
ede la se
onde forme fondamentale II pour la normale extérieure N = ∂
∂r , dé�nie par

II(X,Y ) =< ∇XN,Y >, où X et Y sont tangents à la sphère de rayon r). Cette fon
tion
h est dé�nie sur le domaine d'inje
tivité de la fon
tion expx0

et est reliée à la densité dela forme volume par la formule :
∂θ

∂r
(t, v) = h(t, v)θ(t, v) ,
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tion et Notations 109valable en tout point (t, v) de Ux0 (
f [87℄ p. 329). On note hk la fon
tion 
ourbure moyennedes sphères sur l'espa
e (Snk , gk) (
ette fon
tion ne dépend pas du 
entre des sphères 
onsi-dérées, ni de la dire
tion v 
hoisie). On a alors hk(r) = (n − 1)
s′k(r)
sk(r) . Sur Ux0 , (resp. sur

Ux0 ∩B(0, π√
k
) si k > 0) on dé�nit la fon
tion ψk = (h−hk)+. La fon
tion ψk sera 
entraledans nos 
al
uls. Le lemme suivant résume les propriétés de ψk qui seront utilisées dansla suite (notez que 
ette inéquation de Ri

ati est aussi l'outil 
entral des théorèmes de
omparaison sur le volume obtenus par P. Petersen, S. Shteingold, G. Wei et C. Sprousedans [78℄, [81℄, et [79℄) :Lemme 4.1. � Soit u un élément de la sphère unitaire S

n−1
x0

de (Tx0M,gx0), on notepar Iu=]0, r(u)[ (resp. Iu=]0, inf(r(u), π√
k
)[ si k > 0) l'intervalle des valeurs de t tellesque (t, u) ∈ Ux0 (resp. (t, u) ∈ Ux0 ∩ B(0, π√

k
)). La fon
tion ψk : Iu → R+ dé�nie par

t 7→ ψk(t, u) est 
ontinue, dérivable à droite et à gau
he en tout point de Iu et véri�el'inéquation di�érentielle :




1. lim
t→0+

ψk(t, u) = 0,

2. ∂ψk
∂r +

ψ2
k

n−1 + 2ψkhk
n−1 ≤ ρk,(où l'inéquation di�érentielle est véri�ée par les dérivées à droite et à gau
he de ψk).Démonstration. � Pour ne pas alourdir les notations, on ne fait la démonstration quedans le 
as le plus déli
at où k > 0. Le 
al
ul de la limite 1. est 
lassique et dé
oule (entreautres référen
es possibles) de [44℄ (ou [45℄). Les auteurs de 
es deux arti
les démontrentaussi que la se
onde forme fondamentale des sphères ∂B(x0, t) aux points expx0(tu) véri�eune équation de Ri

ati matri
ielle, qui, une fois tra
ée, implique que la fon
tion h véri�el'inéquation di�érentielle ∂h

∂r+ h2

n−1+Ric ≤ 0 sur Ux0 , l'égalité étant atteinte si on rempla
e hpar hk, Ric par k(n−1) et Ux0 par B(0, π√
k
). On en déduit qu'on a l'inéquation di�érentielle

∂(h−hk)
∂r + (h−hk)2

n−1 + 2(h−hk)hk

n−1 ≤ ρk sur Ux0 ∩B(0, π√
k
).Au voisinage d'un point (r, u) où h(r, u) > hk(r, u), on a ψk = h − hk, et don
 ψk estdérivable par rapport à r, et l'inégalité di�érentielle 2. dé
oule de l'inégalité pré
édente.Au voisinage d'un point (r, u) où h(r, u) < hk(r, u), ψk est nulle, et don
 dérivable, etl'inéquation di�érentielle 2. est alors trivialement véri�ée (le membre de gau
he étant alorsnul). En un point (r, u) où h(r, u) = hk(r, u), on a ψk(r, u) = 0. Si ∂h

∂t (r, u) = ∂hk
∂t (r, u)alors ψk(t, u) = O

[
(t − r)2

] au voisinage de r, et don
 t 7→ ψk(t, u) est dérivable en r etde dérivée nulle. En
ore une fois, l'inégalité est trivialement véri�ée 
ar le premier membreest nul. Si ∂h∂t (r, u) 6= ∂hk
∂t (r, u), alors ψk est nulle du 
�té de r où hk ≥ h et égale à h− hkdu 
�té où hk ≤ h. On en déduit que ψk est dérivable à droite et à gau
he de r et que 
esdérivées véri�ent l'inéquation di�érentielle 2.

�
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omparaisonEn�n, pour en �nir ave
 les notations et rappels, nous démontrons tout de suite lagénéralisation suivante du théorème des a

roissements �nis dont il sera fait un usageintensif dans la suite :Lemme 4.2. � Une fon
tion f : [a, b]→ R est dé
roissante si et seulement si elle véri�e :(i) ∀x ∈ [a, b[, limh→0+
f(x+h)−f(x)

h ≤ 0,(ii) ∀x ∈]a, b], limh→0−f(x+ h) ≥ f(x).où lim et lim désignent respe
tivement les limites supérieure et inférieure.Démonstration.� Si f est dé
roissante, elle véri�e évidemment les propriétés (i) et (ii).Ré
iproquement, soient x ≤ y deux points de [a, b]. Pour tout ǫ > 0, on note Iǫ = {r ∈
[x, y]/f(t) ≤ f(x) + ǫ(t− x),∀t ∈ [x, r]}. Alors Iǫ est un sous-intervalle de [x, y] 
ontenant
x, ouvert d'après (i) et fermé d'après (ii). Par 
onnexité, on en déduit que Iǫ = [x, y]. Enparti
ulier, on a f(y) ≤ f(x) + ǫ(y − x) pour tout ǫ, d'où f(y) ≤ f(x) par passage à lalimite.

�4.1.4 Lemme fondamental et Volume des SphèresNous 
ommençons par établir un lemme fondamental pour tous nos théorèmes de 
om-paraison. Il donne une majoration de ψk en fon
tion d'une intégrale de ρk. On retrouveen parti
ulier que, si la 
ourbure de Ri

i est supérieure à n−1, alors h ≤ hk (
omme hest un multiple du lapla
ien de la fon
tion distan
e à x0, 
ette inégalité est équivalenteau théorème de 
omparaison, dû à R. L. Bishop, sur les lapla
iens des fon
tions distan
esen 
ourbure de Ri

i supérieure à n−1. 
f [87℄ p.158). On pourra 
omparer 
e lemme ave
le lemme 2.2 de [81℄ et le théorème 2.1 de [79℄. Les deux di�éren
es prin
ipales, sont pre-mièrement, que notre estimée est pon
tuelle sur ψk (alors que l'estimée donnée par lesdeux arti
les [81℄ et [79℄ est une majoration de ∫ r0 ψ2p
k ω) et deuxièmement que, dans le
as k > 0, l'explosion du majorant, lorsque r tend vers π√

k
, est polyn�miale dans notre
as, alors que l'explosion est exponentielle pour le majorant donné par le théorème 2.1 de[79℄ (de plus, le 
ontr�le polyn�mial que nous donnons i
i de 
ette explosion est optimal,voir la remarque qui suit la démonstration du lemme 4.3). Cette deuxième améliorationest 
ru
iale pour notre preuve de la majoration du diamètre des variétés de 
ourbure deRi

i presque-supérieure à n−1 (théorème 4.12).Lemme 4.3. � Soient k, p et r des nombres réels tels que p > n/2 et r > 0 (r ≤ π

2
√
k
si

k > 0). On a alors :
ψ2p−1
k (r, v) · θ(r, v) ≤ (2p − 1)p

(
n− 1

2p− n

)p−1 ∫ r

0
ρpk(t, v)θ(t, v) dt.
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omparaison 111Si k > 0 et π
2
√
k
< r < π√

k
, alors on a :

sin4p−n−1(
√
kr) · ψ2p−1

k (r, v) · θ(r, v) ≤ (2p − 1)p
(
n− 1

2p − n

)p−1 ∫ r

0
ρpk(t, v)θ(t, v) dtCes deux inégalités sont valables pour tout point x0 ∈ M et tout ve
teur unitaire v de

(Tx0M,gx0).Remarque. � Remarquer que, par dé�nition du prolongement de θ, on a θ = 1lUx0
.θ ;
'est pourquoi, lorsque r /∈ Iv (i.e. lorsque r.v /∈ Ux0), nous avons donné un sens et unevaleur (la valeur nulle) au membre de gau
he des deux inégalités du lemme 4.3, bien que

ψk(r, v) n'ait alors pas de sens. Dans le même ordre d'idée, la dé
roissan
e de la fon
tion
r 7→ 1l

U
(m)
x0

(r, v) prouve que les deux inégalités du lemme 4.3 restent valables si on yrempla
e θ par 1l
U

(m)
x0

(r, v).θ. C'est 
ette version du lemme 4.3 qui sera utilisée dans lasuite.Cas parti
ulier de la dimension 2Si n = 2, alors la fon
tion h 
oïn
ide ave
 la se
onde forme fondamentale des sphères,don
 elle véri�e l'équation de Ri

ati ∂h∂r +h2+K = 0 oùK est la 
ourbure se
tionnelle de lavariété. En intégrant, on obtient hθ+
∫ r
0 Kθ = 1, et don
 l'inégalité hθ ≤ 1+

∫ r
0 (K−1)−θ.Don
, lorsque n = 2, une norme Ln

2 de (Ric − (n − 1)
)− su�t à 
ontr�ler la 
ourburemoyenne des sphères. Remarquer d'ailleurs que n=2 est le seul 
as où on peut faire tendre

p vers n/2 dans les inégalités du lemme 4.3 sans que le membre de droite ne tende vers
+∞ (on obtient alors le 
ontr�le de ψk par une intégrale L1 de ρk).Démonstration du lemme 4.3. � Soit φ une fon
tion positive de 
lasse C1 dé�niesur Ux0 \ {0} et bornée au voisinage de 0. D'après le lemme 4.1, la fon
tion t 7→ φ(t, v) ·
ψ2p−1
k (t, v) · θ(t, v) est 
ontinue et dérivable à droite sur Iv, de dérivée véri�ant l'inégalité :
∂

∂r
(φψ2p−1

k θ) =
∂φ

∂r
ψ2p−1
k θ + (2p − 1)φ

∂ψk
∂r

ψ2p−2
k θ + φψ2p−1

k

∂θ

∂r

≤ ∂φ

∂r
ψ2p−1
k θ − (2p − 1)

n− 1
φψ2p

k θ −
(4p− 2)

n− 1
φhkψ

2p−1
k θ + φψ2p−1

k

∂θ

∂r
+ (2p − 1)ρkφψ

2p−2
k θ

≤ (2p − 1)ρkφψ
2p−2
k θ −

(
2p − n
n− 1

)
φψ2p

k θ +

(
∂φ/∂r

φ
− 4p− n− 1

n− 1
hk

)+

φψ2p−1
k θOù la première inégalité dé
oule de l'inéquation di�érentielle véri�ée par ψk (lemme 4.1)et la deuxième inégalité de ∂θ

∂r = hθ ≤ hkθ + ψkθ. Le lemme 4.2, appliqué à la fon
tion :
f(t) = φψ2p−1

k θ(t)

−
∫ t

0

[
(2p − 1)ρkφψ

2p−2
k θ −

(
2p− n
n− 1

)
φψ2p

k θ +

(
∂φ/∂r

φ
− 4p− n− 1

n− 1
hk

)+

φψ2p−1
k θ

]
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omparaisonimplique que f est dé
roissante. Le fait que φ(t, v) · ψ2p−1
k (t, v) · θ(t, v)→ 0 lorsque t→ 0implique que f(0) = 0, et don
 f est une fon
tion négative. L'inégalité de Hölder donnealors :

0 ≤ φψ2p−1
k θ(r) ≤ (2p−1)

(∫ r

0
φρpkθ dt

)1/p (∫ r

0
φψ2p

k θ dt

)1− 1
p

−
(

2p− n
n− 1

)(∫ r

0
φψ2p

k θ dt

)

+



∫ r

0

[(
∂φ/∂r

φ
− 4p− n− 1

n− 1
hk

)+
]2p

φθ dt




1/2p (∫ r

0
φψ2p

k θ dt

)1− 1
2p

(∗)Dans un premier temps, on en déduit :
2p−n
n−1

·X2 −
(∫ r

0

[(∂φ/∂r
φ

− 4p−n−1

n−1
hk
)+]2p

φθ

)1/2p

·X − (2p−1)

(∫ r

0
φρpkθ dt

)1/p

≤ 0,où on a posé X =

(∫ r

0
φψ2p

k θ dt

)1/2p

. Or l'inégalité AX2−BX−C ≤ 0 (A, B et C positifs)implique X ≤ B+
√
B2+4AC
2A ≤ B

A +
√

C
A . Don
 :

(∫ r

0
φψ2p

k θ dt

) 1
2p

≤ n−1

2p−n

(∫ r

0

[(∂φ/∂r
φ

− hk
2p−1+(2p−n)

n−1

)+]2p
φθ dt

)1/2p

+

√
(n−1)(2p−1)

2p−n

(∫ r

0
φρpkθ dt

)1/2p

.On prouve la première inégalite de la proposition 4.3 en posant φ(r, v) = 1. En e�et,l'inégalité pré
édente et la positivité de hk donnent :
∫ r

0
ψ2p
k θ dt ≤

(
(2p − 1)(n− 1)

2p− n

)p ∫ r

0
ρpkθ dt.Et don
, un retour à l'inégalité (∗), nous donne l'estimée pon
tuelle :

ψ2p−1
k θ(r) ≤ (2p−1)p

( n−1

2p−n
)p−1

(∫ r

0
ρpkθ dt

)
.On prouve la se
onde inégalité de la proposition 4.3 en posant φ = sin4p−(n+1)(

√
kr). Ontrouve alors, pour tout r < π√

k
:

sin4p−(n+1)(
√
kr)ψ2p−1

k θ ≤ (2p−1)p
( n−1

2p−n
)p−1

∫ π√
k

0
ρpkθ dt.

�Explosion du majorant lorsque r tend vers π√
k
, dans le 
as où k > 0Ce résultat de 
omparaison entre ψk et ρk ressemble à 
eux établis par P. Petersen et al.dans [78℄, [81℄, [82℄ et [79℄. On remarque 
ependant que la preuve 
i-dessus est plus simple



Lemme fondamental de 
omparaison 113et, surtout, que la majoration donnée par le lemme 4.3 est optimale dans le sens suivant :le fait que tout majorant universel du rapport entre ψ2p−1
k et l'intégrale de ρk doive tendrevers l'in�ni lorsque r tend vers π√

k
(
as k > 0) est inélu
table. En e�et, 
onsidérons parexemple le 
as où la variété (Mn, g) est la sphère 
anonique de rayon 1√

(1−ǫ)
(pour ǫ petitmais �xé). Un 
al
ul dire
t donne ρ1 = (n − 1)ǫ et ψ1 = (n−1)

( √
(1−ǫ)

tg(
√

(1−ǫ)t)
− 1

tg(t)

)+, etpar 
onséquent, φ(r)ψ2p−1
1 θ(r)∫ r

0 ρ
p
1·θ dt

≥ C(p, n)ǫn−1−p φ
(π−r)2p−1

(
1 − O(π − r)

), lorsque r est dansl'intervalle ]π − ǫ, π[. Il en ressort qu'une inégalité du type φ(r)ψ2p−1θ ≤ C(p, n)
∫ r
0 ρkθ dtn'est possible que si φ(r) est un O[(π−√kr)2p−1

] au voisinage de π√
k
. Notre 
hoix de φ dansla preuve du lemme 4.3, à savoir φ(r) = sin(π−

√
kr)(2p−1)+(2p−n), est don
 quasi-optimalpuisque le 
as qui nous intéresse est le 
as où 2p est arbitrairement pro
he de n (on pourraitra�ner les 
al
uls pour rempla
er la puissan
e 4p−n− 1 du sinus dans l'énon
é du lemmepar une 
onstante α > 2p−1 indépendante de p et n et arbitrairement pro
he de 2p−1).Au 
ontraire, l'estimée donnée par [79℄ ne vaut que pour un 
hoix de φ exponentiellementpetit au regard de (π −

√
kr). Nous verrons que 
ette di�éren
e est essentielle, et 
'est 
equi nous permettra d'améliorer de manière quantitative, mais surtout qualitative (voir lesthéorèmes 4.9, 4.12,...) les théorèmes de 
omparaison énon
és dans [79℄.Nous allons tout de suite utiliser la proposition 4.3 pour obtenir un premier théorème de
omparaison entre les fon
tions L et Lk qui représentent les volumes des parties "régulières"(voir les dé�nitions pré
ises données en se
tion 4.1.2). Pour 
ela, nous aurons besoin dulemme suivant qui résume les propriétés de régularité des fon
tions A, A(m), L et L(m) :Lemme 4.4.� On suppose la variété riemannienne 
omplète. Soit α un réel de l'intervalle

]0, 1] et m un entier non nul. Soit f la fon
tion dé�nie sur R
∗
+ (sur ]0, π√

k
[ si k > 0) par

f(r) =
(
L(m)(r)
Lk(r)

)α. On a alors :(i) L et L(m) sont des fon
tions 
ontinues à droite et semi-
ontinues inférieurement àgau
he,(ii) A et A(m) sont des fon
tions 
ontinues et dérivables à droite,(iii) limh→0+
f(r+h)−f(r)

h ≤ α
(L(m)(r)
Lk(r)

)α−1
1

Vol Sn−1

∫
Sn−1 1l

U
(m)
x0

ψk
θ
θk

(r, v) dSn−1(v),(iv) limh→0−f(r + h) ≥ f(r).Démonstration. � Pour démontrer (i) remarquer que, 
omme le domaine Ux0 est étoiléen 0, la fon
tion r 7→ θ(r, v) (où v est un ve
teur unitaire �xé de (Tx0M,gx0)), est unefon
tion stri
tement positive sur un intervalle de la forme ]0, r(v)[ et nulle sur [r(v),+∞[(r(v) est le rayon de 
oupure dans la dire
tion v ; il peut éventuellement être in�ni),elle est de plus C∞ sur ]0, r(v)[ et sa borne supérieure sur tout intervalle [0, R] ne dé-pend que de R et pas de v (
ar θ(r, v) est le produit de rn−11lUx0
(r, v) par le ja
obien



114 Théorèmes de 
omparaisonde expx0
, qui est une fon
tion C∞ sur Tx0M tout entier). Don
, à r �xé, la fon
tion

v 7→ θ(r, v) est une fon
tion intégrable sur la sphère unitaire de (Tx0M,gx0). Le théo-rème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue nous assure don
 la 
ontinuité à droite de lafon
tion L(r) =
∫

S
n−1
x0

θ(r, v)dSn−1(v). Le théorème de Fatou nous donne, quant à lui, que
lims→r−L(s) ≥

∫
S

n−1
x0

lims→r−θ(s, v)dSn−1(v) et, par dé�nition du prolongement de θ (qui,à v �xé, est une fon
tion semi-
ontinue inférieurement à gau
he de la variable r), on a
∫

S
n−1
x0

lims→r−θ(s, v)dSn−1(v) ≥
∫

S
n−1
x0

θ(r, v)dSn−1(v) = L(r). La fon
tion L(m) étant obte-nue en remplaçant la fon
tion θ par 0 en dehors du domaine étoilé U (m)
x0 , on montre don
,de la même manière que pour L, qu'elle est 
ontinue à droite et semi-
ontinue inférieure-ment à gau
he (il su�t de 
hanger r(v) en (1 − 1

m

)
r(v) dans le raisonnement 
i-dessus).On déduit immédiatement l'inégalité (iv) de (i) et de la 
ontinuité de Lk. La propriété

(ii) dé
oule dire
tement de (i) et des égalités A(r)=
∫ r
0 L(t)dt et A(m)(r)=

∫ r
0 L

(m)(t) dt (ene�et, θ étant bornée sur tout 
ompa
t de Tx0M \ {0}, on en déduit que L(m) et L sont desfon
tions de la variable r bornées sur tout 
ompa
t. Les mesures L(t) dt et L(m)(t) dt sontdon
 sans atomes).Pour tout réel r > 0 donné, on note S
(m)
r l'ensemble des dire
tions v ∈ S

n−1
x0
⊂ Tx0M en

x0 telles que ( m
m−1rv

)
∈ Ux0 , i.e. S

(m)
r =1

r

[
U

(m)
x0 ∩ S(0x0 , r)

]. Posons S(m)(r)=expx0
(rS

(m)
r )(
'est l'interse
tion de la sphère-géodésique de rayon r ave
 U (m)

x0 et L(m)(r) est le volumeriemannien n−1-dimensionnel de l'hypersurfa
e régulière S(m)(r)). Un 
hamp normal à
ette hypersurfa
e au point expx0
(rv) étant donné par γ̇v(r) (où γv est la géodésique

t 7→ expx0
(tv)), on obtient une déformation normale Ht de S(m)(r) en posant :

Ht[γv(r)] = expγv(r)[tγ̇v(r)] = expx0

(
(r + t)v

)Si 0 ≤ η < 1
m−1r, les ensembles Hη

[
S(m)(r)

] sont des hypersurfa
es régulières (
ar, pourtout v ∈ S
(m)
r , (r + η)v ∈ Ux0) et on dé�nit L̃(m)(r + η) = Voln−1

(
Hη

[
S(m)(r)

]). Remar-quons que r.S(m)
r est d'adhéren
e 
ompa
te, in
luse dans Ux0 : 
e
i dérive de la 
ontinuité(voir [87℄) de la fon
tion qui à un ve
teur unitaire v de Tx0M asso
ie r(v) (longueur maxi-male d'une géodésique minimisante issue de x0 et de ve
teur vitesse v) ; les éléments del'adhéren
e de r.S(m)

r dans Tx0M sont de la forme r.v, où v est la limite d'une suite d'élé-ments vn de S
(m)
r . On a don
 r(vn) ≥ m

m−1r, d'où r(v) ≥ m
m−1r > r. Il s'ensuit que r.v ∈ Ux0 ,et don
 l'adhéren
e de r.S(m)

r est dans Ux0 . Cette adhéren
e est 
ompa
te, puisque ferméebornée dans Tx0M . Posons d0 = d
(
r.S

(m)
r , Tx0M \Ux0

). Ce qui pré
ède prouve que d0 > 0.La fon
tion h = 1
θ
∂θ
∂r étant régulière sur Ux0 , elle est bornée sur le d0

2 -voisinage tubulairefermé de S(m)(r), don
 uniformément bornée sur 
ha
une des hypersurfa
es Hη

[
S(m)(r)

],pourvu que η ≤ d0
2 . Si k ≤ 0, la fon
tion ψk est également uniformément bornée sur 
eshypersurfa
es. Si k > 0, elle l'est en
ore, sous la 
ondition r < π√

k
et η ≤ 1

2 min
(
d0,

π√
k
−r
).Il s'ensuit que ψk, est intégrable sur S(m)(r) (lorsque r < π√

k
, si k > 0). La formule de
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omparaison 115variation première du volume des déformations normales des hypersurfa
es (
f [87℄ p. 329)nous donne :
lim
η→0+

L̃(m)(r + η)−L̃(m)(r)

η
=

∫

S
n−1
x0

h(r, v)1l
U

(m)
x0

θ(r, v) dSn−1(v) ≤
∫

S
n−1
x0

(ψk +hk)1lU (m)
x0

θ dSn−1(v)(remarquer que 
ette inégalité serait plus déli
ate à obtenir pour la fon
tion L, 
ar alorsil pourrait y avoir des problèmes d'intégrabilité de la fon
tion h sur S(0, r) ∩ Ux0 , 
elle-
i n'étant généralement plus bornée ; nous avons 
ontourné 
ette di�
ulté en travaillantave
 les fon
tions L(m)). D'autre part, S(m)(r + η) ⊂ S̃(m)(r + η) lorsque η ≥ 0 etdon
 L(m)(r + η) ≤ L̃(m)(r + η) (ave
 égalité lorsque η = 0). On en déduit don
 que
limη→0+

L(m)(r+η)−L(m)(r)
η ≤ hk(r)L

(m)(r) +
∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

ψkθ dSn−1 . On obtient alors fa
ile-ment le 
as α = 1 de (iii), puisque Lk est dérivable de dérivée hkLk et que :
lim
η→0+

L(m)(r+η)
Lk(r+η) −

L(m)(r)
Lk(r)

η

= lim
η→0+

L(m)(r + η)− L(m)(r)

ηLk(r)
+ lim
η→0+

[
L(m)(r + η)

1

η

( 1

Lk(r + η)
− 1

Lk(r)

)]

= lim
η→0+

L(m)(r + η)− L(m)(r)

ηLk(r)
− L(m)(r)hk(r)

Lk(r)

≤ 1

Vol Sn−1

∫

Sn−1

1l
U

(m)
x0

· ψk ·
θ

θk
dSn−1Notons B la quantité 1

Vol Sn−1

∫
Sn−1 1l

U
(m)
x0

·ψk · θθk
dSn−1 (on a B ≥ 0). Alors, d'après 
e quipré
ède, pour tout ǫ > 0, il existe ηǫ > 0 tel que pour tout η ∈]0, ηǫ[, on ait l'inégalité

L(m)(r+η)
Lk(r+η) ≤

L(m)(r)
Lk(r) + η(B+ǫ). Si α < 1 alors (x+ η)α ≤ xα + αηxα−1 (pour tout x > 0 ettout η ≥ 0, par inégalité de 
on
avité), d'où :

(
L(m)

Lk

)α
(r + η)−

(
L(m)

Lk

)α
(r) ≤

(
L(m)

Lk
(r) + η(B + ǫ)

)α
−
(
L(m)

Lk

)α
(r)

≤ α

(
L(m)

Lk

)α−1

(r) η(B + ǫ)On en déduit que limη→0+
f(r+η)−f(r)

η ≤ α(B + ǫ)
(
L(m)

Lk

)α−1
(r) pour tout ǫ > 0. On obtientl'inégalité annon
ée en faisant tendre ǫ vers 0.

�Le lemme pré
édent et le lemme 4.3 nous permettent de démontrer un premier résultatde 
omparaison entre les fon
tions L et Lk, qui sera beau
oup utilisé dans la suite :Lemme 4.5. � Soit (Mn, g) une variété riemannienne 
omplète de dimension n. Soient
k et p des nombres réels tels que p > n/2 et soit m un entier non nul. Les fon
tions L(m),
L et Lk véri�ent les inégalités suivantes :
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omparaison(i) Pour tout t ≤ r (ave
 r < π√
k
si k > 0) :

L(m)

Lk
(r)− L(m)

Lk
(t) ≤ 1

Vol Sn−1

∫ r

t

∫

Sn−1

(
1l
U

(m)
x0

· ψk ·
θ

θk

)
ds · dSn−1(v)(ii) Pour tout t ≤ r (ave
 r ≤ π

2
√
k
si k > 0) :

(
L

Lk

) 1
2p−1

(r)−
(
L

Lk

) 1
2p−1

(t) ≤
(

n− 1

(2p− 1)(2p − n)

) p−1
2p−1 (∫

B(x0,r)
ρpk

) 1
2p−1

∫ r

t

ds

L
1

2p−1

k (s)(iii) Si k > 0, et π
2
√
k
≤ t ≤ r < π√

k
alors :

(
L

Lk

) 1
2p−1

(r)−
(
L

Lk

) 1
2p−1

(t) ≤
(

n− 1

(Vol Sn−1)
1

p−1 (2p − 1)(2p − n)

) p−1
2p−1

×
(∫

B(x0,r)
ρpk

) 1
2p−1 π2(

√
k)

n−1
2p−1 (r − t)

4(π −
√
kr)(π −

√
kt)

.

Cas de la dimension 2En
ore une fois, dans le 
as n = 2, les 
on
lusions du lemme valent en
ore pour p = 1,par passage à la limite.Démonstration. � Posons Ik =]0,+∞[ si k ≤ 0 et Ik =]0, π√
k
[ si k > 0. Soit v unve
teur unitaire donné de Tx0M , rappelons que la fon
tion s 7→ 1l
U

(m)
x0

· ψk · θθk
(s, v) est
ontinue et positive sur un intervalle de la forme ]0, r(v)[∩Ik et nulle sur [r(v),+∞[∩Ik(où r(v) peut-être in�ni). Toujours par 
ontinuité de la fon
tion r(v), l'ensemble U (m)
x0 estd'adhéren
e in
luse dans Ux0 . Comme la fon
tion (ψk θ

θk

) est 
ontinue sur Ux0∩
(
Ik×S

n−1
),elle est uniformément bornée sur Ū (m)

x0 ∩
(
I ′k×S

n−1
), pour tout intervalle 
ompa
t I ′k in
lusdans Ik. Il s'ensuit que (1lU (m)

x0

ψk
θ
θk

) est uniformément bornée sur I ′k × S
n−1. Notons queson intégrale sur Sn−1 est uniformément bornée sur I ′k. De même que pour L (
f lemme4.4), les théorèmes de 
onvergen
e dominée de Lebesgue et de Fatou impliquent don
 quela fon
tion r 7→

∫
S

n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψk · θθk
(r, v) dSn−1(v) est 
ontinue à droite et semi 
ontinueinférieurement à gau
he sur Ik, et la fon
tion r 7→

∫ r
0

∫
S

n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψk · θθk
est 
ontinue,et dérivable à droite sur Ik (remarquer que ψk · θθk

tend vers 0 ave
 r). D'après le lemme4.4 (pour α = 1), on peut appliquer le lemme des a

roissements �nis 4.2 à la fon
tion
f(r) = L(m)

Lk
(r)− 1

Vol Sn−1

∫ r
0

∫
S

n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψk · θθk
et ainsi obtenir l'inégalité (i).
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omparaison 117De même, le lemme 4.4 (où on pose α= 1
2p−1) nous permet d'appliquer le lemme 4.2 àla fon
tion :

f(r) =
(L(m)

Lk

) 1
2p−1 (r)− 1

2p− 1

1

Vol Sn−1

∫ r

a

(L(m)

Lk

) 1
2p−1

−1
∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψk ·
θ

θk
(t, v) dvdt,(rappelons que nous avons démontré 
i-dessus que l'intégrant du se
ond terme est bornéuniformément sur tout intervalle 
ompa
t in
lus dans Ik). Ce
i nous donne :

(L(m)

Lk

) 1
2p−1 (r)−

(L(m)

Lk

) 1
2p−1 (t)

≤ 1

2p− 1

∫ r

t

(L(m)

Lk

) 1
2p−1

−1 1

Vol Sn−1

∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψk ·
θ

θk
(s, v) dvdsOr, l'inégalité de Hölder nous donne :

(L(m)

Lk

) 2(1−p)
2p−1 1

Vol Sn−1

∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψk ·
θ

θk
=

(
L(m)

) 2(1−p)
2p−1

(
Lk
) 1

2p−1

∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψk · θ

≤
(
L(m)

) 2(1−p)
2p−1

(
Lk
) 1

2p−1

(∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

θ
) 2(p−1)

2p−1
(∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

ψ2p−1
k θ

) 1
2p−1

=
1

(
Lk
) 1

2p−1

(∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

ψ2p−1
k θ

) 1
2p−1Dont on obtient :

(∗)
∫ r

t

(L(m)

Lk

) 1
2p−1

−1 1

Vol Sn−1

∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψk ·
θ

θk

≤
∫ r

t

1

Lk(s)
1

2p−1

(∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

· ψ2p−1
k · θ(s, v) dSn−1(v)

) 1
2p−1

ds.Or, d'après le lemme fondamental de 
omparaison 4.3, on a :
1

2p − 1

∫ r

t

1

L
1

2p−1

k (s)

(∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

ψ2p−1
k θ(s, v)

) 1
2p−1

≤
[ n− 1

(2p − 1)(2p − n)

] p−1
2p−1

∫ r

t

1

L
1

2p−1

k

(∫

S
n−1
x0

∫ s

0
1l
U

(m)
x0

ρpkθ
) 1

2p−1
ds

≤
[ n− 1

(2p− 1)(2p − n)

] p−1
2p−1

(∫ r

t

ds

L
1

2p−1

k (s)

)(∫

B(x0,r)
ρpk

) 1
2p−1

.On en déduit l'inégalité (ii) pour les fon
tions L(m). Pour t< injx0
2 et m assez grand, on a

L(m)(t) = L(t) et don
 (L(m)

Lk

) 1
2p−1 (t) →

t→ 0
1. L'inégalité (ii) pour les fon
tions L(m) nousdonne alors la majoration uniforme :

L(m)(r) ≤ Lk(r)
[
1 +

( n− 1

(2p − 1)(2p − n)

) p−1
2p−1

(∫

B(x0,r)
ρpk

) 1
2p−1

∫ r

0

ds

L
1

2p−1

k (s)

]
.
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omparaisonPar passage à la limite, on en déduit que L(r) est �ni. On peut don
 passer à la limitedans l'inégalité (ii) obtenue plus haut pour les fon
tions L(m), et établir ainsi la propriété
(ii) pour la fon
tion L.Pour prouver (iii), remarquons d'abord que pour k > 0, on a Lk(r) = Vol S

n−1
(

sin(
√
kr)√
k

)n−1,don
, d'après (∗) :
1

Vol Sn−1

∫ r

t

(L(m)(s)

Lk

) 2−2p
2p−1

∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

ψk
θ

θk
dvds

≤
∫ r

t

(
√
k)

n−1
2p−1

sin2(
√
ks)

(∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

sin4p−n−1(
√
ks)ψ2p−1

k θ

Vol Sn−1
dv
) 1

2p−1
ds,et don
, d'après le lemme fondamental 4.3, on obtient, 
omme dans la démonstration de

(ii) :
(L(m)

Lk

) 1
2p−1

(r)−
(L(m)

Lk

) 1
2p−1

(t)

≤
( (n− 1)

(Vol Sn−1)
1

p−1 (2p − 1)(2p − n)

) p−1
2p−1

(∫

B(x0,r)
ρpk

) 1
2p−1

∫ r

t

(
√
k)

n−1
2p−1

sin2(
√
ks)

dsOr remarquez que, par 
on
avité du sinus, pour tout π
2
√
k
≤ t ≤ r < π√

k
, on a :

∫ r

t

(
√
k)

n−1
2p−1

sin2(
√
ks)

ds ≤ π2

4
(
√
k)

n−1
2p−1

∫ r

t

ds

(π −
√
ks)2

≤ π2(
√
k)

n−1
2p−1

4
√
k

∫ π−
√
kt

π−
√
kr

du

u2
≤ π2(

√
k)

n−1
2p−1 (r − t)

4(π −
√
kr)(π −

√
kt)

.On obtient l'inégalité (iii), pour les fon
tions L(m), en 
ombinant les 2 dernières inégalitéspré
édentes ; puis l'inégalité (iii) pour les fon
tions L en faisant tendre m vers +∞.
�4.2 Minorant négatif de la 
ourbure de Ri

i4.2.1 Comparaison des volumesDans 
ette se
tion, nous donnons des théorèmes de 
omparaison sur les fon
tions A et

L (où A(r) = VolB(x, r) et L(r) est le volume n−1-dimensionnel de la partie régulièrede la sphère S(x, r)) du type Bishop-Gromov et du type Bishop qui ne seront �optimaux�que pour k ≤ 0 (voir la se
tion suivante pour des énon
és optimaux dans le 
as k > 0).En dehors du théorème 4.9, les résultats exposés dans 
ette se
tion ne présentent pasd'originalité notable par rapport à 
eux de [81℄, si 
e n'est dans la forme que nous leurdonnons (et peut-être dans l'optimalité des 
onstantes). Toutefois, puisque nous nous enservons dans la suite, et par sou
i de 
omplétude, nous les énonçons et en donnons unepreuve :



k ≤ 0 Comparaison des Volumes 119Théorème 4.6. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, R0 et k des nombres réels tels que
p > n/2 et R0 > 0 (R0 ≤ π

2
√
k
si k > 0). Alors, pour toute variété riemannienne 
omplète

(Mn, g) de dimension n, on a, pour tout point x ∈M :(i) Pour tout 
ouple (r,R) de nombres réels tels que 0 < r ≤ R ≤ R0 :
[

VolB(x, r)

VolB(x,R)

] 1
2p−1

≥ (1−B(p, n)αk(
√
|k|R)R

2p
2p−1 ‖ρk‖

p
2p−1

p,R )

[
Ak(r)

Ak(R)

] 1
2p−1

,où αk(r) =





1 si k ≥ 0
(
n
∫ r
0 shn−1t dt

rn

) 1
2p−1

sinon
et B(p, n) =

(
(n−1)p−1(2p−1)3p−1

(2p−n)3p−2

) 1
2p−1(ii) Si R0‖ρk‖

1
2
p,R0
≤ ǫ < inf(1, 1(

2B(p,n)αk(
√

|k|R0)
) 2p−1

2p

), alors :
VolB(x, r)

VolB(x,R)
≥
(
1− 2B(p, n)αk(

√
|k|R0)ǫ

2p
2p−1

)2p−1
[
Ak(r)

Ak(R)

]
.Remarque. � Les fon
tions αk sont optimales dans la mesure où αk(√|k|R) tend vers

α0(
√
|k|R) = 1 lorsque k → 0. Remarquer aussi que αk est 
roissante et tend vers ∞ ave


√
|k|R lorsque k < 0. En�n, B(p, n) tend vers +∞ lorsque p tend vers n

2 (y 
ompris pour
n = 2).VarianteSoit Cx0 un 
�ne de dire
tions de Tx0M . On peut rempla
er, dans le théorème de 
om-paraison pré
édent, les boules géodésiques par les 
�nes géodédiques de même 
entre etmême rayon engendrés par Cx0 (i.e. les domaines de la forme B(x0, R) ∩ expx0

Cx0 quel'on 
ompare aux domaines de B(y0, R) ∩ expy0(Cy0) dans la variété simplement 
onnexe
S
n
k de 
ourbure 
onstante égale à k, où Cy0 est l'image du 
�ne Cx0 par une isométrielinéaire indenti�ant Tx0M et Ty0Snk). Mais il faut alors rempla
er le terme R‖ρ‖ 1

2
p,R par

R
( ∫

B(x0,R)∩expx0(Cx0 ) ρ
p

VolB(x0,R)∩expx0
(Cx0 )

)1/2p ou par R‖ρ‖ 1
2
p,R

(
A(R)

VolB(x0,R)∩expx0
(Cx0 )

)1/2p. Ce type de résul-tats de 
omparaison permet de 
ontr�ler les 
onstantes de Sobolev en 
ourbure de Ri

ipresque positive, en faisant l'hypothèse supplémentaire que toutes les variétés 
onsidéréesadmettent un même minorant pour le volume des boules géodésique de rayon 1. A 
epropos, on peut 
onsulter les travaux de D. Yang [94℄, étendus dans [82℄.Démonstration du théorème 4.6. � Comme dans la démonstration du lemme 4.5, onétablit d'abord l'inégalité énon
ée pour les fon
tions A(m), puis on fait tendre m vers +∞.Le lemme 4.5 (i) et l'inégalité de Hölder nous donnent, pour tout 
ouple de réels (t, r) tels
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omparaisonque t ≤ r ≤ R0 :
L(m)(r)

Lk(r)
− L(m)(t)

Lk(t)
≤
∫ r

t

1

Lk(s)

(∫

S
n−1
x0

1l
U

(m)
x0

ψ2p−1
k θ dSn−1

) 1
2p−1 (

L(m)(s)
)1− 1

2p−1
ds. (∗)Don
, d'après le lemme fondamental 4.3, l'inégalité de Hölder et l'égalité A(r) =

∫ r
0 L(t) dt,on obtient :

L(m)(r)

Lk(r)
−L

(m)(t)

Lk(t)
≤ (2p−1)

[
n− 1

(2p − 1)(2p − n)

] p−1
2p−1

∫ r

t

L(m)(s)1−
1

2p−1

Lk(s)

(∫

B(x0,s)
ρpk

) 1
2p−1

ds

≤ (2p − 1)

[
n− 1

(2p− 1)(2p − n)

] p−1
2p−1

(∫

B(x0,r)
ρpk

) 1
2p−1 1

Lk(t)

∫ r

t
L(m)(s)

1− 1
2p−1 dsla dernière inégalité dé
oulant du fait que Lk est 
roissante sur [0, R0]. En utilisant l'in-égalité de Hölder, qui nous donne :

∫ r

t
L(m)(s)1−

1
2p−1 ds ≤ (r − t)

1
2p−1

(
A(m)(r)−A(m)(t)

)1− 1
2p−1 ,en multipliant l'inégalité par Lk(r)Lk(t) et en intégrant 
ette inégalité par rapport à lavariable t entre 0 et r, on obtient :

L(m)(r)Ak(r)− Lk(r)A(m)(r)

≤ (2p− 1)

[(
n− 1

(2p− 1)(2p − n)

)p−1 ∫

B(x0,r)
ρpk

] 1
2p−1 (∫ r

0
(r − t)

1
2p−1 dt

)
Lk(r)(A

(m)(r))
2(p−1)
2p−1

≤ (2p− 1)2

2p

[(
n− 1

(2p − 1)(2p − n)

)p−1 ∫

B(x0,r)

ρpk
Ak(r)

] 1
2p−1

r
2p

2p−1Lk(r)Ak(r)

[
A(m)(r)

Ak(r)

] 2(p−1)
2p−1La fon
tion A(m)(r) =

∫ r
0 L

(m)(t) dt est dérivable à droite en tout point et de dérivée
L(m)(r) (
ar L(m) est 
ontinue à droite), Ak est C1 de dérivée Lk(r), on en déduit que A(m)

Akest dérivable à droite en tout point. De plus, d'après l'inégalité pré
édente, sa dérivée àdroite véri�e l'inégalité :
d

dr

(
A(m)

Ak

)
(r) ≤

(
A(m)

Ak

)1− 1
2p−1

(r) C ′(p, n)

(∫

B(x0,r)
ρpk

) 1
2p−1

(2p − 1)
r

2p
2p−1Lk(r)

Ak(r)
1+ 1

2p−1

.où C ′(p, n) = 2p−1
2p

(
n−1

(2p−1)(2p−n)

) p−1
2p−1 . Comme la fon
tion [A(m)

Ak

] 1
2p−1 est dérivable à droite(
f le lemme 4.4 (ii)), on en déduit, en multipliant l'inégalité pré
édente par le fa
teur

1
2p−1

(
A(m)

A

) 1
2p−1

−1 et en intégrant (en appliquant le lemme 4.2) que :
[
A(m)(R)

Ak(R)

] 1
2p−1

−
[
A(m)(r)

Ak(r)

] 1
2p−1

≤ C ′(p, n)

(∫

B(x0,R)
ρpk

) 1
2p−1 ∫ R

0

t
1+ 1

2p−1Lk(t)

A
1+ 1

2p−1

k (t)

dt (∗∗)



k ≤ 0 Comparaison des Volumes 121Il su�t, pour 
on
lure, d'estimer le dernier terme de l'inégalité. Une intégration par partiedonne : ∫ R

0

t1+
1

2p−1Lk(t)

A
1+ 1

2p−1

k (t)

dt = −(2p− 1)
R1+ 1

2p−1

Ak(R)
1

2p−1

+ 2p

∫ R

0

t
1

2p−1

A
1

2p−1

k (t)

dt(remarquer qu'il n'y a pas de problème de 
onvergen
e en zéro 
ar Ak(t) ∼0 cn.t
n et

2p − n > 0). Si k ≥ 0 (resp. si k < 0), on minore Ak(t) par ( tR)nAk(R) (resp. par
A0(t) = Vol Sn−1

n tn) en vertu de la 
on
avité de la fon
tion sinus (resp. de la 
onvexité dela fon
tion sh). On en déduit, en posant α′ = min
(

Vol Sn−1

n , Ak(R)
Rn

) :
∫ R

0

t1+
1

2p−1Lk(t)

A
1+ 1

2p−1

k (t)

dt ≤ 2p(2p − 1)

(2p − n)(α′)
1

2p−1

R
2p−n
2p−1On en déduit que :

[
A(m)(R)

Ak(R)

] 1
2p−1

−
[
A(m)(r)

Ak(r)

] 1
2p−1

≤ B(p, n)R
2p

2p−1 ‖ρk‖
p

2p−1

Lp(B(x0,R))

( A(R)

Ak(R)

) 1
2p−1

max
(Ak(R)

A0(R)
, 1
) 1

2p−1où B(p, n) =
(

(2p−1)3p−1(n−1)p−1

(2p−n)3p−2

) 1
2p−1 . Or Ak(R)

A0(R) =
n
∫ R

√
|k|

0 (sht)n−1dt

(R
√

|k|)n
si k < 0, 
e qui 
on
lut,en faisant tendre m vers +∞ et A(m) vers A.Pour démontrer (ii), remarquer que l'inégalité (∗∗) reste véri�ée si on y rempla
e Rpar R0 dans le se
ond membre uniquement. Le même 
al
ul que 
i-dessus donne alors :

[
A(R)

Ak(R)

] 1
2p−1

−
[
A(r)

Ak(r)

] 1
2p−1

≤ B(p, n)R
2p

2p−1

0 ‖ρk‖
p

2p−1

Lp(B(x0,R0))
αk(
√
|k|R0)

( A(R0)

Ak(R0)

) 1
2p−1

(∗ ∗ ∗)En appliquant (i), on obtient :
[
A(R)

Ak(R)

] 1
2p−1

≥
[
A(R0)

Ak(R0)

] 1
2p−1

(
1−B(p, n)αk(

√
|k|R0)

(
R2

0‖ρk‖Lp(B(x0,R0))

) p
2p−1

)

≥ 1

2

( A(R0)

Ak(R0)

) 1
2p−1

,la dernière inégalité dé
oulant de l'hypothèse faite sur ǫ. On 
on
lut en remplaçant le terme(
A(R0)
Ak(R0)

) 1
2p−1 par 2

(
A(R)
Ak(R)

) 1
2p−1 dans l'inéquation (∗ ∗ ∗).Cas de la dimension 2Dans le 
as n = 2 et p = 1, on peut établir la version faible suivante du théorème 4.6,qui nous servira pour démontrer notre théorème de type Myers pour les surfa
es telles que

‖ρ1‖1,4π soit petit :



122 Théorèmes de 
omparaisonLemme 4.7. � Pour tout 
ouple (r,R) de réels tels que 0 < r < R et pour toute surfa
eriemannienne 
omplète (S, g), dont on note K la 
ourbure se
tionnelle, on a, pour toutpoint x de S :
VolB(x, r)

VolB(x,R)
≥
( r
R

)2 − r2(lnR− ln r)
1

VolB(x,R)

∫

B(x,R)
K−Démonstration.� On reprend dans la preuve pré
édente l'inégalité di�érentielle véri�éepar A(m)

A0
et on fait tendre p vers 1 dans 
ette inégalité (ave
 n = 2), on obtient alors :

d

dr

(A(m)

A0

)
(r) ≤ 1

πr

∫

B(x0,r)
K−qui s'intègre en :

A(m)(R)

πR2
− A(m)(r)

πr2
≤ 1

π
(lnR− ln r)

∫

B(x0,R)
K−En faisant tendre m vers +∞ et en multipliant l'inégalité par πr2

A(R) , on obtient le résultatannon
é.
�On obtient immédiatement le 
orollaire suivant (théorème de type Bishop), en faisanttendre r vers 0 dans le théorème 4.6 :Théorème 4.8. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, R0 et k des nombres réels tels que

p > n
2 et R0 > 0 (R0 ≤ π

2
√
k
si k > 0). Alors, pour toute variété riemannienne 
omplète

(Mn, g) de dimension n, pour tout nombre réel R tel que 0 ≤ R ≤ R0 et pour tout point
x ∈M , on a :(i) (

1−B(p, n)αk(
√
|k|R)

(
R2‖ρk‖p,R

) p
2p−1

)
VolB(x,R)

1
2p−1 ≤ Ak(R)

1
2p−1 .(ii) Si R0‖ρk‖

1
2
p,R0
≤ ǫ ≤ inf

(
1,
(
4B(p, n)αk(

√
|k|R0)

) 1−2p
2p
), alors :

VolB(x,R) ≤
(
1 + 4B(p, n)αk(

√
|k|R0)ǫ

2p
2p−1

)2p−1
Ak(R),où B(p, n) et αk sont les mêmes 
onstantes que dans le théorème 4.6.Le théorème suivant est une version du théorème de Bishop portant sur le volume dessphères (ou plus pré
isément sur le volume de la partie régulière des sphères géodésiques).Il n'est pas présent dans les travaux de P. Petersen, G. Wei et C. Sprouse [81℄ et [79℄.



k ≤ 0 Comparaison des Volumes 123Théorème 4.9. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, R0 et k des nombres réels tels que
p > n

2 et R0 > 0 (R0 ≤ π
2
√
k
si k > 0). Alors, pour toute variété riemannienne 
omplète

(Mn, g) de dimension n, qui véri�e R0‖ρk‖
1
2
p,R0
≤ inf

(
1,
(
4B(p, n)αk(

√
|k|R0)

) 1−2p
2p
), pourtout 
ouple de nombres réels (r,R) tels que 0 ≤ r ≤ R ≤ R0 et pour tout point x ∈M , ona : ( L(R)

Lk(R)

) 1
2p−1 −

( L(r)

Lk(r)

) 1
2p−1 ≤ 2

1
2p−1

2p

2p − 1
B(p, n)αk(

√
|k|R0)ǫ

2p
2p−1On en déduit :

L(R) ≤
(

1 + 2
1

2p−1
2p

2p− 1
B(p, n)αk(

√
|k|R0)ǫ

2p
2p−1

)2p−1

Lk(R),où les 
onstantes B(p, n) et αk on été dé�nies au théorème 4.6.Démonstration. � Ce théorème dé
oule dire
tement du lemme 4.5 et du théorème 4.8puisque ∫B(x0,r)
ρpk ≤ ‖ρk‖

p
p,R0

A(R0) ≤ 2‖ρk‖pp,R0
Ak(R0) d'après le théorème 4.8 (ii). Lelemme 4.5 (ii) donne alors :

(
L

Lk

) 1
2p−1

(r)−
(
L

Lk

) 1
2p−1

(t)

≤
(

n− 1

(2p − 1)(2p − n)

) p−1
2p−1

2
1

2p−1 (R0‖ρk‖
1
2
p,R0

)
2p

2p−1
1

R0

∫ R0

0

(
Ak(R0)

R0Lk(s)

) 1
2p−1

dsEn�n, Lk est une fon
tion 
roissante sous nos hypothèses et Ak(r) =
∫ r
0 Lk(s) ds, don


( Ak(r)
rLk(r)

) 2p
2p−1 ≤ 1, or ( Ak(R0)

R0Lk(s)

) 1
2p−1

=

(
Ak(R0)s2p

) 1
2p−1 Lk(s)

(
R0A

2p
k (s)

) 1
2p−1

×
( Ak(s)
sLk(s)

) 2p
2p−1 , d'où (en réutili-sant une estimée de la démonstration du théorème 4.6), on obtient :

1

R0

∫ R0

0

(
Ak(R0)

R0Lk(s)

) 1
2p−1

ds ≤ 2p(2p − 1)

(2p − n)
αk(
√
|k|R0),et don
 la première inégalité par dé�nition de B(p, n). Le deuxième inégalité s'en déduiten faisant tendre r vers 0. �4.2.2 Retour sur les hypothèses intégrales de 
ourbureLe théorème pré
édent nous permet de 
omparer entres elles des hypothèses de mino-ration intégrale de la 
ourbure de Ri

i asso
iées à des rayons di�érents. La propositionsuivante sera un des ingrédients essentiels des démonstrations d'équivalents, dans le 
as

k > 0, des théorèmes de 
omparaison pré
édents.Lemme 4.10. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, k, r et R des nombres réels telsque p > n
2 et 0 < r ≤ R. Notons B(p, n) et αk(r) les 
onstantes universelles dé�nies au



124 Théorèmes de 
omparaisonthéorème 4.6. Alors pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n, ona : (i) Si k ≤ 0 et R‖ρk‖ 1
2
p,R ≤ inf

[
1,
(
4B(p, n)αk(

√
|k|R)

) 1−2p
2p

], alors
r‖ρk‖

1
2
p,r ≤ 2

[
Ak(R)r2p

R2pAk(r)

] 1
2p

×R‖ρk‖
1
2
p,R ≤ 2

[
Ak(R)

A0(R)

] 1
2p

×R‖ρk‖
1
2
p,R.(ii) Si k ≤ 0 et r‖ρk‖ 1

2
p,r ≤ inf

[
1,
(
4B(p, n)αk(

√
|k|r)

) 1−2p
2p

], alors
R‖ρk‖

1
2
p,R ≤ 2

R

r

[
Ak(r)

Ak(r/3)

] 1
2p

× r‖ρk‖
1
2
p,r.(iii) Si k ≥ 0, et R‖ρk‖ 1

2
p,R ≤ inf

[
1,
(
4B(p, n)

) 1−2p
2p

], alors
r‖ρk‖

1
2
p,r ≤ 2

( r
R

)1− n
2p× R‖ρk‖

1
2
p,R ≤ 2R‖ρk‖

1
2
p,R.(iv) Si k ≥ 0, et r‖ρk‖ 1

2
p,r ≤ inf

[
1,
(
4B(p, n)

) 1−2p
2p

], alors
R‖ρk‖

1
2
p,R ≤ 2

R

r
3

n
2p r‖ρk‖

1
2
p,r ≤ 6

R

r
r‖ρk‖

1
2
p,r,où B(p, n) a été dé�ni au théorème 4.6.Démonstration. � La démonstration des inégalités (i) et (iii) est immédiate à partir duthéorème 4.6 (remarquer que, lorsque k ≥ 0, on a ‖ρ0‖p,R ≤ ‖ρk‖p,R, 
e qui permet dese débarrasser de la 
ontrainte R < π√

k
et de majorer A(R)

A(r) par 2p(Rr )n ; on 
on
lut enremarquant que r2p

Ak(r) ≤ r2p

A0(r)
≤ R2p

A0(R) dans le 
as (i)). Pour les inégalités (ii) et (iv), onutilise la te
hnique 
lassique qui 
onsiste à 
onsidérer un remplissage maximal (Bi)i∈I d'uneboule B de 
entre x0 �xé et de rayon R par des boules Bi = Bi(xi,
r
3 ) de rayon r/3, in
lusesdans B, deux à deux disjointes. On a alors B(x0, R) ⊂ ∪iB(xi, r) : en e�et, s'il existe unpoint x dans B(x0, R) \ ∪iB(xi, r), notons c un segment géodésique minimisant joignant

x0 à x et posons x′ = c(t0), où t0 = min[d(x0, x), R − r
3 ] ; on aurait alors les inégalités

d(x0, x
′) ≤ R − r

3 , d(x, x′) < r
3 et d(x, xi) ≥ r pour tout indi
e i, 
e qui impliquerait que

B(x′, r3 ) est entièrement in
luse dans B(x0, R) et ne ren
ontre au
une des boules B(xi,
r
3 ),
e qui 
ontredirait la maximalité du remplissage (B(xi,

r
3)
)
i∈I . On a don
 :

1

VolB(x0, R)

∫

B(x0,R)
ρpk ≤

∑

i∈I

VolB(xi, r)

VolB(x0, R)

1

VolB(xi, r)

∫

B(xi,r)
ρpk

≤ max
i∈I

VolB(xi, r)

VolB(xi, r/3)
‖ρk‖pp,r
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ar VolB(x0, R) ≥ ∑
i∈I

VolB(xi, r/3), puisque ∪
i∈I

B(xi, r/3) ⊂ B(x0, R) et que les boules
B(xi, r/3) sont deux à deux disjointes. On 
on
lut alors en utilisant le théorème 4.6.

�Remarques qualitatives sur les hypothèses intégrales de 
ourbureFixons R et supposons que R2‖ρk‖p,R est su�samment petit. Le lemme 4.10 (i) et
(iii) montre que 
e
i implique que r2‖ρk‖p,r est petit pour tout r inférieur à R (plus rsera petit, plus r2‖ρk‖p,r sera petit). Inversement, si on �xe r et si ‖ρk‖p,r est petit, alors
‖ρk‖p,R est petit pour tout R supérieur à r. En revan
he, un 
ontr�le sur r2‖ρk‖p,r (quiest une quantité invariante pas homothéties, don
 a priori plus intéressante que la quantité
‖ρk‖p,r) pour un r donné ne donne un bon 
ontr�le sur R2‖ρk‖p,R que pour des rayons Rpas trop grands par rapport à r (
f le lemme 4.10 (ii) et (iv)). En fait, il ne peut exister de
ontr�le de R2‖ρk‖p,R en fon
tion de r2‖ρk‖p,r qui soit indépendant du rapport R

r : en e�et(en nous plaçant, pour simpli�er, dans le 
as k = 1) l'hypothèse r2‖ρ1‖p,r ≤ ǫ est véri�éepour tout r ≤√ ǫ
2(n−1) et sur toute variété de 
ourbure de Ri

i minorée par −(n−1) (
aron a alors ρ1 =
(
Ric− (n−1)

)− ≤ 2(n−1), d'où r2‖ρ1‖p,r ≤ 2r2(n−1)). Cette hypothèsen'implique don
 au
une restri
tion sur le diamètre ou sur la topologie de la variété, elleest don
 non signi�ante, alors que, par exemple, l'hypothèse R2‖ρ1‖p,R ≤ ǫ (pour R = 2π)implique, 
omme nous allons le voir, de fortes restri
tions sur les variétés qui la véri�ent.C'est la raison pour laquelle, dans la se
tion suivante, pour obtenir une majoration dudiamètre, il faut faire une hypothèse du type r2‖ρ1‖p,r

inf(1,r2)
≤ ǫ (qui est équivalente, d'après lelemme 4.10, aux hypothèses du théorème 4.12).4.3 Minorant positif de la 
ourbure de Ri

iDans 
ette se
tion, nous démontrons les théorèmes de 
omparaison en 
ourbure de Ri

ipresque supérieure à (n−1) dont nous aurons besoin dans le 
hapitre 5. Nous 
ommençonspar montrer que, si une variété riemannienne 
omplète supporte une métrique de 
ourburepresque minorée par (n−1), alors 
ette variété est 
ompa
te et son diamètre est presquemajoré par π (théorème 4.12). C'est une extension du théorème de 
omparaison de Myers.Cette majoration du diamètre nous permet, par la suite, d'obtenir des versions optimalesdu théorème de 
omparaison de Bishop-Gromov sur le volume des boules et des sphèresgéodésiques (théorèmes 4.15 et 4.16). La majoration du diamètre nous permet aussi dedéduire du théorème 1.2 de S. Gallot une majoration des 
onstantes de Sobolev sans ma-joration a priori du diamètre (théorème 4.17). Cette majoration des 
onstantes de Sobolevnous permettra d'appliquer les résultats de la première partie de 
ette thèse à la démons-
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omparaisontration des théorèmes de la sphère (en 
ourbure de Ri

i presque minorée par (n−1)) du
hapitre 5. Avant de 
lore 
e 
hapitre, nous utiliserons la majoration des 
onstantes deSobolev pour montrer que les variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) ontleur première valeur propre (non nulle) du spe
tre du lapla
ien presque minorée par n etleur premier groupe de 
ohomologie réelle trivial.4.3.1 Majoration du DiamètreOn démontre i
i que, si le pin
ement intégral ‖ρ1‖p,R sur la 
ourbure de Ri

i estsu�samment petit alors la variété est 
ompa
te et de diamètre majoré par une 
onstantequi tend vers π lorsque ‖ρ1‖p,R tend vers 0. Notre stratégie pour démontrer 
ela est des'appuyer sur une étude pré
ise de la fon
tion L (on rappelle que L(r) est le volume (n−1)-dimensionnel de la partie régulière de la sphère-géodésique 
entrée en un point x0 et derayon r). Pour démontrer que le diamètre d'une variété est majoré par D, il su�t demontrer que L(D) est nul pour tout 
hoix de x0. Dans la partie pré
édente, on a montréque la fon
tion L est majorée par la fon
tion Lk multipliée par un terme qui tend vers 1lorsque la norme Lp de ρk tend vers 0. Toutefois, 
ette majoration n'est valable pour toutrayon r que dans le 
as k < 0, et dans le 
as k > 0, elle est seulement valable pour desrayons inférieurs à π
2
√
k
. Cela ne permet pas de 
on
lure à l'annulation de L. On pourrait
her
her à étendre 
ette majoration de L par Lk au 
as k = 1 et π

2 ≤ r ≤ π, en utilisantla deuxième partie du lemme fondamental de 
omparaison 4.3 (voir aussi le lemme 4.5
(iii)) ; mais le majorant de L(r)

L1(r)
, ainsi obtenu, tend vers +∞ lorsque r tend vers π (
ettesituation est normale, puisque l'exemple des sphères de rayon arbitrairement pro
he de

1, mais stri
tement supérieur à 1 nous montre qu'un majorant universel du diamètre desvariétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à n−1 ne peut être que stri
tement plusgrand que π. Cet exemple prouve d'ailleurs aussi que, dans 
e 
as, L(r)
L1(r) →r→π

+∞, puisque
L1(π) = 0). L'idée de notre preuve est en fait de majorer L(r) en fon
tion de Lk(r) pourun k < 1 dépendant de r et 
hoisi de manière à 
e que, lorsque ‖ρ1‖p,4π est su�samment(et universellement) petit, le majorant de L(r) soit, non pas nul, mais arbitrairement petitpour tout rayon r 
ompris entre π et 3π

2 . On en déduit alors que les 
ouronnes 
omprisesentre deux sphères 
on
entriques de rayons π et 3π
2 ont un volume relatif, dans la boule derayon 3π

2 , qui tend vers 0 ave
 le pin
ement intégral de ρ1. Or, si le diamètre de la variétéest e�e
tivement beau
oup plus grand que π, une des 
ouronnes 
itées plus haut 
ontientune boule de rayon minoré, dont le volume relatif (dans une boule de même 
entre et derayon 4π) tend don
 vers 0 ave
 ‖ρ1‖p,4π. Ce
i est en 
ontradi
tion ave
 le théorème detype Bishop-Gromov 4.6 (appliqué en posant k = 0), démontré dans la se
tion pré
édente.Une version moins pré
ise de 
e résultat de majoration du diamètre est énon
ée dans[79℄, mais la démonstration 
ontient plusieurs erreurs fondamentales, et il s'avère que la



k > 0 Majoration du Diamètre 127stratégie sur laquelle elle s'appuie (prin
ipe du maximum généralisé) ne peut pas fon
-tionner. Voir la remarque à la �n de 
ette sous-se
tion pour une analyse détaillée de la"preuve" de 
e résultat dans [79℄.Nous 
ommençons par établir le lemme suivant, qui est une majoration du volume
(n−1)-dimensionnel de la partie régulière des sphères (i.e. de L) de rayons plus grand que
π :Lemme 4.11. � Soient n un entier (n ≥ 2) et p un nombre réel tel que p > n/2.Soit (Mn, g) une variété riemannienne 
omplète de dimension n, et x un point de M .Si ‖(Ric − (n − 1)

)−‖Lp(B(x,2π)) ≤ ǫ ≤
(
π
6

)2− 1
p , alors, pour tout rayon r de l'intervalle

[π, 2π − ǫ], on a :
Lx(r) ≤ C(p, n)Ax(2π)ǫ

p(n−1)
2p−1 ,où C(p, n) = 3

π22p+n−3 + (2π2)2p−1 1
(2p−n)p−1 (et on a mis, pour mémoire, en indi
e auxfon
tions L et A, le 
entre x des sphères-géodésiques et des boules 
onsidérées).Cas de la dimension 2On a la même 
on
lusion dans le 
as n = 2 et p = 1 par passage à la limite dans lapreuve qui suit.Démonstration. � Par sou
i de simpli
ité, nous revenons aux notations L et A sansindi
e dans la preuve qui suit. Posons ǫ′ = ǫ

p
2p−1 et, pour tout réel �xé r de l'intervalle

[π, 2(π−ǫ)], nous posons kr = (π−ǫ′)2
r2

. On a alors kr ≤ 1 (puisque π−ǫ′
π < 1). En appliquantle lemme 4.5 (iii) ave
 k = kr (et l'égalité Lkr = Vol S

n−1
( sin(

√
krr)√
kr

)n−1), on obtient, pourtout réel t véri�ant π
2(π−ǫ′) ≤ t

r ≤ 1 :
L(r)

1
2p−1

(sin(
√
krr))

n−1
2p−1

− L(t)
1

2p−1

(sin(
√
krt))

n−1
2p−1

≤
(

n− 1

(2p − 1)(2p − n)

) p−1
2p−1

(∫

B(x,2π)
ρp1

) 1
2p−1

π2(r − t)
4(π −

√
krt)(π −

√
krr)Où on a utilisé le fait que ρkr ≤ ρ1. Or, sous nos hypothèses, on a :

π2(r − t)
4(π −

√
krt)(π −

√
krr)

=
π2(r − t)

4(π − (π−ǫ′)t
r )ǫ′

≤ π2r

4ǫ′(π − ǫ′) ≤
πr

2ǫ′
≤ π2

ǫ′On en déduit que :
L(r)

1
2p−1

(sin(
√
krr))

n−1
2p−1

− L(t)
1

2p−1

(sin(
√
krt))

n−1
2p−1

≤
(

n− 1

(2p − 1)(2p − n)

) p−1
2p−1

(∫

B(x,2π)
ρp1

) 1
2p−1 π2

ǫ′

≤ π2

(
n− 1

(2p − 1)(2p − n)

) p−1
2p−1 ǫ

p
2p−1

ǫ′
A(2π)

1
2p−1
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omparaisonEn multipliant 
ette inégalité par (sin(r
√
kr))

n−1
2p−1 ≤ (ǫ′)

n−1
2p−1 , on obtient que, pour tout

t ∈ [ π
2(π−ǫ′)r, r], on a :

L(r)
1

2p−1 ≤ L(t)
1

2p−1

(
ǫ′

sin((π − ǫ′) tr )

) n−1
2p−1

+ π2

(
n− 1

(2p − 1)(2p − n)

) p−1
2p−1 A(2π)

1
2p−1 ǫ

p
2p−1

ǫ′
2p−n
2p−1

.En utilisant l'inégalité (a + b)α ≤ 2α−1(aα + bα) lorsque a, b ≥ 0, pour α = 2p − 1, et lefait que, si on se restreint aux valeurs de t 
omprises dans l'intervalle [ π
2(π−ǫ′)r,

5π
6(π−ǫ′)r],alors on a l'inégalité sin[(π − ǫ′) tr ] ≥ sin(π6 ) = 1

2 , on obtient :
L(r) ≤ 22p+n−3ǫ

p(n−1)
2p−1 L(t) + (2π2)2p−1

(
n− 1

(2p − 1)(2p − n)

)p−1

A(2π)ǫ
p(n−1)
2p−1 ,pour tout t ∈ [ π

2(π−ǫ′)r,
5π

6(π−ǫ′)r] (noter que 5π
6(π−ǫ′)r ≤ r, don
 t

r ≤ 1).Par le théorème de la moyenne il existe au moins une valeur de t dans l'intervalle
[ π
2(π−ǫ′)r,

5π
6(π−ǫ′)r], telle que L(t) soit majoré par 3(π−ǫ′)

πr

∫ 5πr
6(π−ǫ′)

πr
2(π−ǫ′)

L(s) ds que l'on majorepar 3
π

∫ 2π
0 L = 3

πA(2π). Ce
i donne :
L(r) ≤

[
3

π
22p+n−3 + (2π2)2p−1

(
n− 1

(2p − 1)(2p − n)

)p−1
]
A(2π)ǫ

p(n−1)
2p−1 .

�Le lemme pré
édent nous permet de montrer que le volume relatif des boules de rayoninférieure à π/4, dont le 
entre est situé à une distan
e de x pro
he de 3π
4 , est petit.Combiné au théorème 4.6 qui minore 
e volume relatif, on en déduit qu'il n'existe pasde point situé trop loin de x. En ra�nant 
et argument, nous obtenons la généralisationsuivante du théorème de Myers :Théorème 4.12 (type Myers). � Soit n un entier (n ≥ 2). Soit p et R des nombresréels arbitraires tels que p > n/2 et R > 0. On pose C ′(p, n) =

[
(12)2p(4π)nC(p, n)

] 1
n−1(où C(p, n) a été dé�nie au lemme 4.11) et α(p, n) = inf

(
π2

16C′(p,n)2
, 1

(24π)2[4B(p,n)]
2p−1

p

), où
B(p, n) a été dé�ni au théorème 4.6. Alors, on a :(i) Si R ≤ 4π, toute variété riemannienne 
onnexe 
omplète (Mn, g) de dimension n, quivéri�e supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫ ≤ α(p, n), est de diamètre majoré par :
π
(
1 + C ′(p, n)ǫ

p
2p−1

)
,En parti
ulier, M est 
ompa
te.(ii) Dans le 
as où R ≥ 4π, on a les mêmes 
on
lusions sous l'hypothèse plus restri
tive

R2 supx ‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫ ≤ α(p, n).



k > 0 Majoration du Diamètre 129Démonstration. � Les hypothèses de (i) et (ii) et le 
hoix de α(p, n) impliquent queles hypothèses des lemmes 4.10 (iv) et (iii) de 
omparaison des hypothèses intégrales surla 
ourbure de Ri

i sont véri�ées. On a don
 ‖ρ1‖p,4π ≤ 36ǫ et ‖ρ1‖p,2π ≤ 36ǫ.Soit x et y deux points situés à une distan
e égale à (π + δ) sur M (ave
 δ ≤ π
4 ). Ona alors B(y, δ) ⊂ B(x, π + 2δ) \ B(x, π), et le lemme 4.11 nous donne alors la majorationsuivante VolB(y, δ) ≤

∫ π+2δ
π L ≤ 2.6

2p(n−1)
2p−1 C(p, n)δVolB(x, 2π)ǫ

p(n−1)
(2p−1) .Par ailleurs, d'après le théorème 4.6 (que l'on applique en faisant k = 0), on obtient :

VolB(y, δ) ≥
(
δ

4π

)n (
1−B(p, n)(24π)

2p
2p−1 ǫ

p
2p−1

)2p−1
VolB(y, 4π)

≥
(
δ

4π

)n VolB(x, 2π)

22p−1
.Ce qui implique que :

2.6
2p(n−1)

2p−1 C(p, n)δVolB(x, 2π).ǫ
p(n−1)
2p−1 ≥

(
δ

4π

)n VolB(x, 2π)

22p−1
,
e qui donne δ ≤ C ′(p, n)ǫ

p
2p−1 < π

4 . Don
 la distan
e entre deux points de (Mn, g) nepeut dépasser π + C ′(p, n)ǫ
p

2p−1 , sinon, par 
onnexité de M , il serait possible de 
hoisirdeux points x et y tels que d(x, y)=π+ δ, ave
 C ′(p, n)ǫ
p

2p−1 < δ < π
4 , 
e qui est ex
lu parl'inégalité pré
édente. Ce
i donne la majoration du diamètre annon
ée.

�VariantePar renormalisation de la métrique, on obtient le même résultat sous l'hypothèse d'unpin
ement de ‖ρk‖p, 4π√
k

(pour k > 0). La borne sur le diamètre est alors 
hangée en :
π√
k

[
1 + C ′(p, n)

(‖ρk‖p, 4π√
k

k

) p
2p−1

]
.

Cas de la dimension 2Dans le 
as n = 2 et p = 1, on a le résultat similaire suivant :Proposition 4.13. � Il existe une 
onstante δ0 > 0 telle que pour toute surfa
e rie-mannienne 
omplète (S, g) véri�ant supx ‖(K − 1)−‖L1(B(x,4π)) ≤ ǫ ≤ δ0
2(1+192π+64π4) , ona :

Diam(S, g) ≤ π(1 + Cǫ),où C = 65π(1 + π2).



130 Théorèmes de 
omparaisonDémonstration.� En e�et, notons δ0 un réel assez petit pour que δ(ln 4π− ln δ) ≤ 1
16π2pour tout δ ≤ δ0 <

π
4 . S'il existe des points x et y de M tels que d(x, y) ≤ π + δ (ave


δ ≤ δ0), alors, d'après le lemme 4.7, on a :
VolB(y, δ) ≥ VolB(y, 4π)

( δ2

16π2
− δ2(ln 4π − ln δ)ǫ

)

≥ δVolB(y, 4π)

16π2
(δ − ǫ) ≥ δVolB(x, 2π)

16π2
(δ − ǫ)D'autre part, la remarque qui suit le lemme 4.11 montre que, pour tout r ∈ [π, 2(π − ǫ)],

Lx(r) ≤
(

6
π + 2π2

)
VolB(x, 2π)ǫ. En pro
édant 
omme dans la preuve du théorème 4.12,on a VolB(y, δ) ≤
∫ π+2δ
π L(t) dt ≤ 2δ

(
6
π+2π2

)
VolB(x, 2π)ǫ, d'où δ ≤ [1+32π2

(
6
π+2π2

)]
ǫ.
�A propos du revêtement universelOn peut se demander si, sous 
es hypothèses, on a ou non 
ompa
ité du revêtementuniversel, ou au moins �nitude du groupe fondamental (
omme 
'est le 
as en 
ourburede Ri

i supérieure à (n−1)). Toutefois, on voit tout de suite que la propriété d'être de
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) passe mal au revêtements riemanniens.C. Sprouse dans [89℄ a montré un analogue du théorème 4.12 sous l'hypothèse supplé-mentaire Ric ≥ −(n− 1). Cette minoration L∞ de la 
ourbure de Ri

i permet de releveraux revêtements riemanniens l'hypothèse de minoration Lp : en e�et, Si R est un nombreréel > 3π, et si N désigne le nombre minimal de domaines fondamentaux de Diri
hlet durevêtement π : M̃ →M qui re
ouvrent une boule B(x̃, R) de M̃ , alors on a :

‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x̃,R))

≤
(N VolB(x,R)

VolB(x̃, 2R)

) 1
p
(VolB(x̃, 2R)

VolB(x̃, R)

) 1
p ‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R))

≤
(VolB(x̃, 2R)

VolB(x̃, R)

) 1
p ‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R))On notera 
ependant que, pour montrer que N VolB(x,R) ≤ VolB(x̃, 2R), il faut avoirmontré au préalable qu'un domaine fondamental ne peut ren
ontrer à la fois B(x̃, R)et le 
omplémentaire de B(x̃, 2R), don
 que le diamètre de (M,g) est inférieur à R/2(
e qui dé
oule de notre théorème 4.12). On voit don
 que, si le rapport VolB(x̃,12π)
VolB(x̃,6π) estuniversellement borné (
e qui est le 
as sous les hypothèses de C. Sprouse) pour au moinsun point x̃ de M̃ , alors un pin
ement de ‖ρ1‖p,4π permet de 
on
lure à la 
ompa
ité de M̃(et don
 à la �nitude de π1(M)).Remarquons 
ependant que le fait d'avoir supposé que Ric ≥ −(n−1) diminue gran-dement l'intérêt de l'hypothèse intégrale de 
ourbure, 
ar par inégalité d'interpolation,



k > 0 Majoration du Diamètre 131supposer ‖(Ric−(n−1)
)−‖p petit et Ric ≥ −(n−1), pour p arbitrairement grand, est équi-valent à supposer ‖(Ric− (n−1)

)−‖1 assez petit et Ric ≥ −(n−1). Or, le 
ontre-exemple4.14 
i-dessous montre qu'on n'a pas de borne du diamètre sous la seule hypothèse que
‖
(
Ric − (n−1)

)−‖n
2
est petit. L'hypothèse supplémentaire Ric ≥ −(n−1) est don
 tropbrutale puisqu'elle masque la di�éren
e essentielle entre le 
as p > n

2 et le 
as p = n
2 . Lesphénomènes analytiques sont don
 plus �ns sans l'hypothèse Ric ≥ −(n−1).Autres hypothèses intégrales sur la 
ourbure de Ri

iRemarquer que les théorèmes de 
omparaison sur le volume de la se
tion pré
édente etle théorème 4.11 sont en fait valables sous des hypothèses plus générales que 
elles qui ontété énon
ées i
i. En e�et, soit (Mn, g) une variété riemannienne 
omplète et x0 un point�xé de M , alors l'hypothèse ‖(Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x0,R0)) < ǫ est su�sante pour avoir les
on
lusions des théorèmes 4.6, 4.8, 4.9 et du lemme 4.11, à 
ondition de se restreindre auxboules et aux sphères 
entrées en x0. Maintenant, si le diamètre de (Mn, g) est supérieurà π+ δ, alors il existe un 
ouple de points (x, y) de B(x0, π+ 2δ) à distan
e égale à π+ δ,où x 6= x0 lorsque la variété est toute entière in
luse dans la boule ouverte B(x0, π + δ).De plus, on a les majorations suivantes :
‖ρ1‖Lp(B(x,2π)) ≤

( VolB(x0, 6π)

VolB(x0, π/2)

) 1
p ‖ρ1‖Lp(B(x0,6π)),

‖ρ1‖Lp(B(y,4π)) ≤
(VolB(x0, 6π)

VolB(x0, 2π)

) 1
p ‖ρ1‖Lp(B(x0,6π))).On peut don
 refaire la preuve du théorème 4.12 sous la seule hypothèse qu'il existe unpoint x0 tel que ‖ρ1‖Lp(B(x0,6π)) soit su�samment (et universellement) petit (qui rempla
el'hypothèse pré
édente sup

x∈M
‖ρ1‖Lp(B(x,6π)) < ǫ). En a�nant la méthode, il semble êtrepossible de 
on
lure sous la seule hypothèse ‖ρ1‖Lp(B(x0,2π)) petit pour au moins un point

x0. A 
ontrario, l'hypothèse ‖ρ1‖Lp(B(x0,R)) = 0 pour au moins un x0 ∈ M ne su�raitpas pour 
on
lure à la 
ompa
ité de Mn lorsque R < π (il su�t pour s'en 
onvain
re defaire une somme 
onnexe de S
n et de R

n). Il est alors naturel de se demander quelle est laborne inférieure des rayons R0 tels que la petitesse de ‖ρ1‖Lp(B(x0,R0)) pour au moins unpoint x0 de M su�se pour 
on
lure à la 
ompa
ité (et à la majoration du diamètre parune valeur pro
he de π). On peut aussi se demander si la petitesse de ‖ρ1‖Lp(M) su�t pour
on
lure, et sinon, quelle est la borne inférieure des exposants α tels qu'un pin
ement de
Rα supx ‖ρ1‖Lp(B(x,R)) (pour R ≥ 1 �xé) su�se pour 
on
lure.Dans le théorème pré
édent, il est évident que ‖ρ1‖p,4π doit être supposé petit (et passeulement borné) pour espérer obtenir une borne sur le diamètre de (Mn, g) (ou même la
ompa
ité de M) ; il su�t pour s'en 
onvain
re de 
onsidérer la variété (Rn, can). Nous
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omparaisondonnons maintenant un 
ontre-exemple qui montre que, si (Ric − (n − 1))− est supposépetit en norme Ln
2 , alors on ne peut pas donner de borne a priori sur le diamètre de lavariété (sauf dans le 
as n = 2, 
f la proposition 4.13) :Exemple 4.14. � Soit n un entier (n > 2). Pour tout ǫ > 0, il existe une variétériemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n, de diamètre in�ni et telle que :

sup
x∈M

1

VolB(x, 1)

∫

B(x,1)
[(Ric − (n− 1))−]

n
2 ≤ ǫ.Remarque. � On peut de même 
onstruire des variétés 
ompa
tes de diamètre arbitrai-rement grand et telles que Diam(M)2‖(Ric − (n − 1))−‖Ln/2(M) soit arbitrairement petit.Remarquer que, dans les 
al
uls qui suivent, 
'est en fait la norme Ln

2 de (σ−1)− (où σ(x)désigne la plus petite 
ourbure se
tionnelle en x) qui est arbitrairement petite.Démonstration. � L'idée est de faire des sommes 
onnexes de sphères reliées par despetits 
ylindres munis d'une métriques de 
ourbure de Ri

i 
ontrolée. Pour 
ela, on 
onsi-dère un 
ylindre I×S
n−1 muni de la métrique de révolution g = dt2 + b2(t)d2

Sn−1 , où d2
Sn−1est la métrique 
anonique de S

n−1 et b est une fon
tion C1 stri
tement positive dé�niepar :
b(t) =

{
η(t2 + ν2)α/2, sur [0,

√
ν]

η′ sin(t−√ν + θ), sur [
√
ν, π2 +

√
ν − θ]où on pose α = 1+ 1√

−ln(ν)
, η = 1

α(ν+ν2)
α−1

2
, η′ =

√
α2+ν(1+ν)2

α
√

(1+ν)
, θ = tan−1(

√
ν
α (1+ν)) et où

ν est un petit paramètre. On véri�e fa
ilement qu'ave
 un tel 
hoix la fon
tion b est C1. Lavariété à bord ainsi obtenue 
orrespond à un demi-fuseau dont on a enlevé une petite boule
entré sur la singularité 
onique, et à laquelle on a 
ollé un petit 
ylindre (ressemblant àun 
ylindre hyperbolique). En 
onsidérant deux exemplaires de 
ette variété, on voit qu'onpeut les re
oller de façon C∞ soit sur le bord des demi-fuseaux (en identi�ant les deuxexemplaires de l'hypersurfa
e {π2 +
√
ν − θ} × S

n−1), 
réant ainsi 
e que nous appelleronsun fuseau, soit sur le bord des petits 
ylindres. En re
ollant en 
haine une in�nité (resp.
2N) de 
es variétés (resp. plus 1 demi-fuseau à 
haque extrémité), on obtient une variété(resp. quitte à régulariser la métrique aux deux p�les singuliers situés aux deux extrémités)qui véri�e la 
ondition de petitesse de la norme Ln

2 de (Ric− (n− 1))− sur toute boule derayon 1, quitte à 
hoisir ν assez petit. En e�et, 
al
ulons l'intégrale de la partie négative dele 
ourbure se
tionnelle de M . Si (X,Y ) est une famille orthonormée de ve
teurs tangentsà S
n−1, on a −σ(X,Y ) =

(
b′
b

)2
− 1

b2
don
 :

−σ(X,Y ) =





α2t2

(t2+ν2)2
− 1

η2(t2+ν2)α = α2

t2+ν2 − 1
η2(t2+ν2)α − ν2α2

(t2+ν2)2
, si t ∈ [0,

√
ν]

η′2 cos2(t−√
ν+θ)−1

η′2 sin2(t−√
ν+θ)

=
(
1− 1

η′2

)
1

sin2(t−√
ν+θ)

− 1 si t ∈ [
√
ν,
√
ν + π

2 − θ].
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hoix de η, du fait que ν2α2

(t2+ν2)2
≥ 1 pour tout t ∈ [0,

√
ν], et du fait que η′ < 1 pour tout

ν < 1, on déduit que la 
ourbure se
tionnelle σ(X,Y ) est supérieure ou égale à 1 en toutpoint de la variété. En revan
he, si X est un ve
teur tangent à S
n−1, on a −σ(X, ∂∂r ) = b′′

b ,d'où :
−σ(X,

∂

∂r
) =

{
α(α−2)t2

(t2+ν2)2
+ α

t2+ν2 = α(2−α)ν2

(t2+ν2)2
+ α(α−1)

t2+ν2 , si t ∈ [0,
√
ν]

−1 si t ∈ [
√
ν,
√
ν + π

2 − θ].Les 
ourbures mixtes prennent des valeurs intermédiaires 
ar on a R(X,Y,Z, ∂∂r) = 0 et
R(X, ∂∂r , Y,

∂
∂r ) = − b′′

b < X,Y >. On en déduit que (σ − 1
)−

=
(
b′′
b + 1

)+
(t)1l[0,

√
ν](t), où

σ(x) désigne la plus petite 
ourbure se
tionnelle au point x, 
e qui donne la majorationsuivante de la norme Ln/2 de |(σ − 1
)−| :

∫

B(x,1)
|
(
σ − 1

)−|n2 ≤ C(n)ηn−1

[
νn
∫ √

ν

0
(t2 + ν2)

α(n−1)
2

−n dt +

∫ √
ν

0
(t2 + ν2)

α(n−1)
2 dt

+(α− 1)n/2
∫ √

ν

0
(t2 + ν2)

α(n−1)
2

−n
2 dt

]

≤ C(n)ηn−1

[
νn
∫ √

ν

0
(t+ ν)α(n−1)−2n dt +

∫ √
ν

0
(t+ ν)α(n−1) dt

+(α− 1)n/2
∫ √

ν

0
(t+ ν)α(n−1)−n dt

]

≤ C(n)ηn−1
[
ν(α−1)(n−1) + (ν +

√
ν)(n−1)α+1 + (α− 1)

n
2
−1(ν +

√
ν)(α−1)(n−1)

]
ar, pour tout ν assez petit, la boule B(x, 1) ne peut 
ontenir qu'au plus 1 petit 
ylindrehyperbolique. Remarquons aussi que 
ette boule inter
epte une partie non négligeable desfuseaux dont on a fait la somme 
onnexe, on obtient don
 :
VolB(x, 1) ≥ C ′(n)η′n−1

.Comme on sait par ailleurs que :
1

VolB(x, 1)

∫

B(x,1)

[
(Ric− (n− 1))−

]n
2 dvg ≤

(n− 1)
n
2

VolB(x, 1)

∫

B(x,1)
|
(
σ − 1

)−|n2 dvg,on en déduit de 
e qui pré
ède que :
1

VolB(x, 1)

∫

B(x,1)

[
(Ric − (n− 1))−

]n
2

≤ C ′′(n)

(
η

η′

)n−1 (
ν(α−1)(n−1) + (α− 1)

n
2
−1(
√
ν + ν)(α−1)(n−1) + (

√
ν + ν)α(n−1)+1

)Des valeurs 
hoisies pour η et η′ on déduit :
1

VolB(x,1)

∫
B(x,1) [(Ric− (n − 1))−]

n
2 ≤ C ′′(n)(ν

(α−1)(n−1)
2 + (α− 1)

n
2
−1 + ν

n
2 )

≤ C ′′(n) 1

(− ln ν)
n−2

4
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omparaisonPour démontrer l'a�rmation de la remarque pré
édente, il su�t, pour 
onstruire (M,g),de 
oller 2N exemplaires de la variété de révolution dé
rite plus haut et de 
oller à 
haqueextrémité des demis-fuseaux (ave
 leur singularités) on retire alors les deux singularitésen lissant les bouts de la variété ainsi obtenue (
e qui ne fait qu'augmenter la plus petitevaleur propre de la 
ourbure de Ri

i au voisinage des deux points limites). En 
hoisissant
ν su�samment petit, la norme ‖ρ1‖Ln/2(M) est majorée par ‖ρ1‖Ln

2 (B(x,1))
, si x est surle méridien 
entral d'un des petits 
ylindres "hyperboliques", don
 par (− ln ν)

2−n
4 . Enfaisant tendre N vers +∞ moins vite que (− ln ν)

n−2
8 , on obtient une suite de variétés

(Mν , gν) telles que Diam(Mν)
2‖
(
Ric − (n − 1)

)−‖
L

n
2 (Mν)

tende vers 0 ave
 ν. D'où lerésultat annon
é.
�A propos des travaux de P. Petersen et C. Sprouse [79℄Dans [79℄, P. Petersen et C. Sprouse proposent une démonstration du théorème 4.12 de
ette thèse. Leur preuve se dé
ompose en deux parties. La première étape (qui 
orrespondau lemme 3.2 de [79℄) 
onsiste à montrer que, lorsque ‖ρ1‖p,4π est su�samment petit,le diamètre de la variété est majoré par une 
onstante pro
he de 2π. Ils en déduisentalors une majoration des 
onstantes de Sobolev pour les variétés de 
ourbure de Ri

ipresque supérieure à (n−1) (
omme 
orollaire du théorème 1.2 de S. Gallot). Une te
hniqued'itération d'une inégalité de Sobolev à la De Giorgi-Moser, développée par P. Petersenet G. Wei dans [81℄, permet alors de démontrer un prin
ipe du maximum généralisé pourles fon
tions dont le lapla
ien a une partie positive petite en norme Lp. En appliquant
e prin
ipe à la fon
tion ex
ès e(.) = d(x, .) + d(y, .) − d(x, y) asso
iée à un 
ouple depoints (x, y) situés à une distan
e plus grande que π dans la variété, ils 
onstruisent unefon
tion e + u, dé�nie sur une petite boule B 
entrée sur le milieu x0 d'un des segmentsgéodésiques minimisants qui joignent x et y, positive sur le bord de 
ette boule, presquesur-harmonique au sens Lp et qui est majorée en x0 par une 
onstante K qui est de l'ordrede cotan

(
d(x0, x)

)
= cotan

(
d(x0, y)

). Si la distan
e de x à y était "beau
oup" plus grandeque π, on en déduirait que le minimum sur B de (e + u) est inférieur à K, lui-mêmenettement négatif, don
 nettement inférieur à inf
z∈∂B

(
e+u

)
(z). Ce
i 
ontredirait le prin
ipedu maximum généralisé de [81℄.En fait, la première étape de leur preuve est 
ru
iale 
ar, sans majoration a prioridu diamètre, il est impossible d'obtenir l'inégalité de Sobolev, indispensable au prin
ipedu maximum généralisé ; et 
'est justement dans 
ette première étape que se trouve, ànotre avis, le défaut de leur preuve1. En e�et, pour prouver que le diamètre des variétés1on peut toutefois rempla
er le lemme 3.2 de [79℄ par un majorant a priori du diamètre ou un minoranta priori du volume des boules géodésiques de rayon 1, pour retrouver la majoration des 
onstantes de
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omplètes, de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à n−1, est majoré par
2π, les auteurs de [79℄ 
onsidèrent de nouveau deux points x et y de la variété situés à unedistan
e supérieure à 2π, et notent toujours e la fon
tion ex
ès asso
iée. Ils notent en
ore
x0 le milieu d'une géodésique minimisante reliant x et y. Leur preuve est alors fondée surl'a�rmation suivante : "Sur toute Boule B(x0, r) de rayon r su�samment petit, on a :

△e ≤ −n2n+5

r
+ ψ1,où ψ1(z) =

(
hy(z) − hk(d(y, z))

)+
+
(
hx(z) − hk(d(x, z))

)+, où hk(t) = (n−1)
√
k

tan(
√
kt)

, et où
hy(z) (resp. hx(z)) est la 
ourbure moyenne de la sphère géodésique 
entrée en y (resp. en
x) et passant par z." (
f la dis
ussion qui suit l'inéquation (3.6) p.283 de [79℄). Dans 
ettedis
ussion, nous adoptons les notations de [79℄, le lapla
ien utilisé 
i-dessus est don
 "
eluides analystes", à savoir △e = Tr(Dde).Preuve du fait que 
ette a�rmation est fausse en général :Considérons la sphère S

n(R) (de rayon R ≥ 2), identi�ée à ]0, πR[×S
n−1 par les 
oor-données sphériques, munie d'une métrique g de révolution qui s'é
rit, dans 
e système de
oordonnées, (dt)2 + b(t)2gSn−1 (les distan
es t et πR− t aux p�les Nord et Sud sont don
les mêmes pour la métrique g et pour la métrique 
anonique de la sphère de rayon R), ave


b(πR − t) = b(t). Notons x le p�le nord et y le p�le sud. Comme tous les méridiens sontdes géodésiques minimisantes de x à y, on a e ≡ 0. Par ailleurs, x0 étant un point de lasphère équatoriale "t = πR
2 ", la parité de b entraîne que hx(x0) = hy(x0) = b′

b (πR2 ) = 0.Pour que les boules B(y, π√
k
) et B(x, π√

k
) s'interse
tent, il faut et il su�t que k < 4

R2 . Si
r est su�samment petit (en fait si r < π√

k
− πR

2 ), alors B(x0, r) ⊂ B(y, π√
k
) ∩B(x, π√

k
) eton a :

ψ1(x0) = (n− 1)
√
k
[ −1

tan(πR
√
k

2 )
+

−1

tan(πR
√
k

2 )

]

= (n− 1)
√
k

2

tan[π(1− R
√
k

2 )]
≤ 2(n − 1)

√
k

tan(r
√
k)

≤ 2(n − 1)

rOn en déduit que :
−n2n+5

r
+ ψ1 ≤

1

r

[
−n2n+5 + 2(n − 1)

]
< 0 = △eDon
, on n'a pas △e ≤ −n2n+5

r + ψ1 sur toute la boule B(x0, r). Remarquer de plus que,si e = 0 (
e qui est le 
as dès que, 
omme pré
édement, x et y sont les extrémités d'uneSobolev (d'après les travaux de D. Yang [94℄ et S Gallot [50℄), 
e qui permet de retrouver la majorationoptimale du diamètre sous l'une de 
es hypothèses supplémentaires. Mais si 
es hypothèses sont naturellesen 
ourbure de Ri

i minorée par une 
onstante négative, 
e n'est pas le 
as en 
ourbure de Ri

i positive.
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omparaisonvariété de révolution), alors l'égalité (3.3) de leur preuve se réduit à 0=0. Il est don
 asseznaturel qu'on ne puisse pas tirer d'obstru
tion forte d'une égalité aussi banale.Revenons au 
as général où (Mn, g) est une variété quel
onque, où x0 est le milieu d'unsegment géodésique minimisant [x, y] qui joint deux points x et y situés à une distan
e D.Nous allons prouver que, dans 
e 
as également, il est faux qu'on puisse avoir l'inégalité
△e ≤ −n2n+5

r + ψ1 véri�ée sur une boule B(x0, r) de rayon r su�samment petit. En e�et,la géodésique ]x, y[ étant in
luse dansM \Cut(x) = expx(Ux) etM \Cut(y) = expy(Uy), etles fon
tions hx et hy étant C∞ sur 
es deux ouverts, elles sont majorées par des 
onstantespositives Cx et Cy sur une boule fermée B(x0, r0) (où r0 est positif et ne dépend que de x et
y). Pour tout r ≤ r0, pour pouvoir utiliser les estimées intégrales sur ψ1 données dans [79℄,il faut que B(x0, r) soit in
lus dans B(x, π√

k
) ∩B(y, π√

k
), don
 il faut 
hoisir k ≤ 4π2

(D+2r)2
.La dé�nition de ψ1 (
f 
i-dessus) donne alors (puisque √kr ≤ π − D

√
k

2 ) :
ψ1(x0) ≤ Cx + Cy −

2(n − 1)
√
k

tan
(
D
√
k

2

) ≤ Cx + Cy +
2(n − 1)

√
k

tan(
√
kr)

≤ Cx + Cy +
2(n− 1)

r
.Par ailleurs, puisque e est partout non négative et s'annule sur [x, y], on a △e ≥ 0 en toutpoint de [x, y]. L'inégalité △e ≤ −n2n+5

r + ψ1 impliquerait don
, si elle était véri�ée :
n2n+5

r
≤ Cx + Cy +

2(n − 1)

r
,
e qui est faux lorsque r est su�samment petit.Plus fondamentalement, la stratégie de la preuve du lemme 3.2 de [79℄ repose sur deuxpropriétés que les auteurs a�rment (dans un premier temps) être simultanément véri�éespour ensuite (dans un se
ond temps) les mettre en 
ontradi
tion ave
 l'inégalité (3.3) :(i) le fait que la 
onstante K(r) = inf

x∈B(x0,r)

(
−△e+ ψ1

) tende vers +∞ quand r→ 0,(ii) le fait que ( 1
VolB(x0,r)

∫
B(x0,r)

ψ2p
1 dvg

) 1
2p soit borné quand r → 0.Nous avons dis
uté 
i-dessus l'emploi que les auteurs de [79℄ font de la propriété (i) (enobje
tant que 
e n'est pas par
e que K(r) tend vers +∞ qu'il devient t�t au tard supérieurà n2n+5

r ). On pourrait dis
uter également leur preuve de la propriété (ii), qui s'appuie surleurs estimées de la norme L2p de ψ1 sur les boules B(x,R) et B(y,R), où on doit avoir
D
2 + r < R < π√

k
. En e�et, pour que K(r) soit grand, il faut 
hoisir k de sorte que π√

ksoit voisin de D
2 + r, 
e qui oblige à 
onsidérer des valeurs de R voisines de π√

k
; or leursestimées de la norme L2p de ψ1 explosent exponentiellement vite lorsque 1

π−R
√
k
tend vers

+∞, 
e qui ne permet plus d'établir la propriété (ii). Plus pré
isément, si k et R sont
hoisis (en fon
tion de r) de telle sorte que la propriété (i) soit véri�ée (i.e. de telle sorte
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k
soient voisins de D

2 + r), alors la propriété (ii) n'est jamais véri�ée, et 
e pourau
une valeur de p ≥ 1
2 . En e�et, puisque e est C∞ sur (M \ Cut(y)

)
∩
(
M \ Cut(x)

),
|d(△e)| est bornée par une 
onstante Cx,y sur la boule fermée B(x0, r0) (
f 
i-dessus). Lethéorème des a

roissements �nis et le fait (établi 
i-dessus) que △e ≥ 0 en x0 impliquentque△e ≥ −Cx,y.r sur tout B(x0, r). On en déduit que, ψ1(z) ≥ K(r)−Cx,y.r en tout point
z ∈ B(x0, r), don
 que, pour tout point p, ( 1

VolB(x0,r)

∫
B(x0,r)

ψ2p
1 dvg

) 1
2p ≥ K(r)− Cx,y.r.Il y a don
 
ontradi
tion entre le fait que le membre de gau
he soit borné et le fait que lemembre de droite tende vers +∞.4.3.2 
omparaison des volumesLa majoration du diamètre démontrée dans le paragraphe pré
édent va nous permettred'obtenir des théorèmes de 
omparaison, sur le volume des boules et des sphères géodé-siques, qui sont optimaux lorsque k > 0 et qui (à la di�éren
e des résultats 
orrespondantsde [79℄, du lemme 4.5 et des théorèmes 4.6, 4.8 et 4.9) sont valables sans restri
tion sur lesvaleurs des rayons 
onsidérés. Nous 
ommençons par un théorème de type Bishop sur levolume des sphères et des boules :Théorème 4.15. � Sous les mêmes hypothèses que 
elles du théorème 4.12, on a :(i) pour tout 
ouple de réels (t, r), tels que t ≤ r ≤ π√

k′
, où k′ =

(1− ǫ

p
4(2p−1)

π
)2

(1+C′(p,n)ǫ
p

2p−1 )2
:

( L(r)

Lk′(r)

) 1
2p−1 −

( L(t)

Lk′(t)

) 1
2p−1 ≤ C2(p, n)ǫ

p
2(2p−1) (r − t)

2p−n
2p−1 ,où C2(p, n) est une 
onstante universelle 
al
ulable (
f 
i-dessous).(ii) Pour tout r :

L(r) ≤
(
1 + C ′

2(p, n)ǫ
p

2(2p−1)

)2p−1
Lk′′(r),où k′′ =

(
1−

(
1
π +C ′(p, n)

)
ǫ

p
2(2p−1)

)2, où C ′
2(p, n) est une 
onstante universelle 
al
ulable(
f 
i-dessous) et où C ′(p, n) est la 
onstante dé�nie au théorème 4.12.Remarque 1. � Les majorations (i) et (ii) ne permettent pas de 
omparer le volumedes sphères-géodésiques des variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) ave
les volumes des sphères-géodésiques 
orrespondantes de la sphère 
anonique de 
ourburese
tionnelle égale à 1. Cela provient du fait que le diamètre D peut-être, dans 
ertains 
as,légérement plus grand que π (
f le théorème 4.12) et que, dans 
es 
as, pour r = π, on a

L(r) > 0, Lk′(r) > 0 et L1(r) = 0, d'où L(r)
L1(r) = +∞.Remarque 2.�L'hypothèse r ≤ π√

k′
, faite dans le théorème 4.15 (i), n'est pas restri
tive :en fait, elle n'é
arte au
une sphère-géodésique (non vide) de la variété (Mn, g) du domaine
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omparaisond'appli
ation de 
e théorème. En e�et, le théorème 4.12 implique que, pour toute boule
B(x, r) de (Mn, g) qui est di�érente de M entier, on a r ≤ Diam(M,g) < π√

k′
.Démonstration. � D'après le théorème 4.12, sous nos hypothèses, les variétés véri�ent

Diam(M) ≤ π
(
1 + C ′(p, n)ǫ

p
2p−1

) où la 
onstante C ′(p, n) est pré
isée dans l'énon
é duthéorème 4.12. Posons alors k′ =
(1− ǫ

p
4(2p−1)

π
)2

(1+C′(p,n)ǫ
p

2p−1 )2
≤ 1. On a alors ‖ρk′‖p,R ≤ ‖ρ1‖p,R, etdon
 ( π√

k′

)2‖ρk′‖p, π√
k′
≤ 4(4π)2

(
1

4
√
k′

) 2p−n
p ‖ρk′‖p,4π ≤ (48π)2

(
1

4
√
k′

) 2p−n
p ǫ, d'après le lemme4.10 de 
omparaison des hypothèses intégrales, soit ‖ρk′‖ p

2p−1

p, π√
k′
≤ (48)

2p
2p−1 (

√
k′)

n
2p−1 ǫ

p
2p−1 .D'après le lemme 4.5, on a alors :

( L(r)

Lk′(r)

) 1
2p−1 −

( L(t)

Lk′(t)

) 1
2p−1

≤ (48)
2p

2p−1

(2p − n)
p−1
2p−1

(
√
k′)

n
2p−1 ǫ

p
2p−1

(
A(

π√
k′

)
) 1

2p−1

×
( √k′n−1

Vol Sn−1

) 1
2p−1 ×

∣∣∣∣∣∣

∫ r
t

ds

sin
n−1
2p−1 (

√
k′s)

si t ≤ r ≤ π
2
√
k′

π2(r−t)
4(π−

√
k′r)(π−

√
k′t)

si π
2
√
k′
≤ t ≤ r ≤ π√

k′De plus, d'après le lemme 4.10, on a π2

k′ ‖ρ0‖p, π√
k′
≤ (48π)2ǫ. Quitte à réduire α(p, n),on peut don
, d'après le théorème 4.8, supposer que le volume A( π√

k′
) est majoré par

(1 + 192B(p, n)π
√
ǫ)2p−1 Vol B

n
(
π√
k′

)n. En�n, on a la minoration sin(
√
k′s) ≥

(
2
√
k′s
π

)pour s ≤ π
2
√
k′
, d'où la majoration :
∫ r

t

ds

sin
n−1
2p−1 (

√
k′s)

≤
( π

2
√
k′

) n−1
2p−1 2p− 1

2p − n(r
2p−n
2p−1 − t

2p−n
2p−1 )

≤
( π

2
√
k′

) n−1
2p−1 2p− 1

2p − n(r − t)
2p−n
2p−1En 
ombinant les inégalités obtenues, on obtient alors :

(
L(r)
Lk′(r)

) 1
2p−1 −

(
L(t)
Lk′ (t)

) 1
2p−1

≤ C ′
2(p, n)ǫ

p
2p−1 ×

∣∣∣∣∣∣
(r − t)

2p−n
2p−1 si t ≤ r ≤ π

2
√
k′(√

k′
) n−1

2p−1 (r−t)
(π−

√
k′r)(π−

√
k′t)

si π
2
√
k′
≤ t ≤ r ≤ π√

k′

≤ C ′
2(p, n)ǫ

p
2p−1

(r−t)
2p−n
2p−1 +(r−t)

(π−
√
k′r)(π−

√
k′t)





(∗)

Notons que la dernière inégalité est également valable lorsque t ≤ π
2
√
k′
≤ r (à un fa
teur π2

2près) ; en e�et, on majore dans 
e 
as la di�éren
e ( L(r)
Lk′(r)

) 1
2p−1 −

( L(t)
Lk′ (t)

) 1
2p−1 par la somme

( L(r)
Lk′(r)

) 1
2p−1 −

( L( π

2
√

k′
)

Lk′ (
π

2
√

k′
)

) 1
2p−1 +

( L( π

2
√

k′
)

Lk′(
π

2
√

k′
)

) 1
2p−1 −

( L(t)
Lk′(t)

) 1
2p−1 . Remarquons alors que, d'unepart, L(s) = 0 pour s plus grand que π(1+C ′(p, n)ǫ

p
2p−1 ) et que d'autre part, ave
 le 
hoix
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(π−

√
k′r)(π−

√
k′t)
≤ ǫ

−p
2(2p−1) pour tout 
ouple r, t ≤ π(1+C ′(p, n)ǫ

p
2p−1 ). Ondéduit que, si t ≤ r ≤ π√

k′
, on a :

( L(r)

Lk′(r)

) 1
2p−1 −

( L(t)

Lk′(t)

) 1
2p−1 ≤ C ′′

2 (p, n)ǫ
p

2(2p−1)

([
(r − t)

] 2p−n
2p−1 + (r − t)

)
.Dont on déduit la première a�rmation. La se
onde a�rmation se démontre en faisanttendre t vers 0 dans l'équation (∗) ; 
omme L(t)

Lk′(t)
→ 1 et 
omme (π −

√
k′t) → π, onobtient :

( L(r)

Lk′(r)

) 1
2p−1 ≤ 1 + C ′

2(p, n)
ǫ

p
2p−1

(π −
√
k′r)

.Si on 
hoisit maintenant k′ =
(

1− 1
π
ǫ

p
2(2p−1)

1+C′(p,n)ǫ
p

2p−1

)2, le théorème 4.12 donne :
π −
√
k′r ≥ π −

√
k′ Diam(M) ≥ ǫ

p
2(2p−1) ,d'où ( L(r)

Lk′ (r)

) 1
2p−1 ≤ 1+C ′

2(p, n)ǫ
p

2(2p−1) . Cette inégalité reste valable, en vertu de la 
on
a-vité de la fon
tion sinus, si on rempla
e k′ par n'importe quelle valeur k′′ inférieure à k′. Onpeut par exemple 
hoisir k′′ égale à [1− ( 1
π + C ′(p, n)

)
ǫ

p
2(2p−1)

]2, 
e qui prouve l'inégalité
(ii) du théorème 4.15

�On va en�n établir un analogue "optimal" (dans le même sens que pour le théorème4.15) du théorème de Bishop-Gromov dans le 
as où k > 0 :Théorème 4.16. � Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 4.12, on a, pourtout point x de M :
VolB(x, r)

VolB(x,R)
≥
[(

1− C1(p, n)ǫ
p

4p−n−1

)+]2p−1
[
A1(r)

A1(R)

]
,pour tout 
ouple de réels 0 ≤ r ≤ R, et où C1(p, n) est une 
onstante universelle 
al
ulable(voir la preuve). En parti
ulier, si ǫ < 1

C1(p,n)
4p−n−1

p
, on a :

VolB(x,R) ≤
( 1

1− C1(p, n)ǫ
p

4p−n−1

)2p−1
A1(R).et

Vol (Mn, g) ≤
( 1

1− C1(p, n)ǫ
p

4p−n−1

)2p−1
Vol S

n.Démonstration. � On pose 
ette fois-
i k′ =
(1− ǫα

π
)2

(1+C′(p,n)ǫ
p

2p−1 )2
≤ 1, où α = p

4p−n−1 . Soit
r ≥ π

2
√
k′

et t ∈ [0, r]. D'après l'inégalité (i) du lemme 4.5 (dans laquelle on fait tendre m
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omparaisonvers +∞) et l'inégalité de Hölder, on a :
L(r)

Lk′(r)
− L(t)

Lk′(t)

≤ (
√
k′)n−1

Vol Sn−1

∫ r

t

∫

Sn−1

ψk′
θ

sinn−1(
√
k′u)

du

≤ (
√
k′)n−1

Vol Sn−1

[∫ π

2
√

k′

min(t, π

2
√

k′
)

(∫

Sn−1

ψ2p−1
k′ θ

) 1
2p−1 (L(u))

1− 1
2p−1

sin(n−1)(
√
k′u)

du

+

∫ r

max(t, π

2
√

k′
)

(∫

Sn−1

sin4p−(n+1)(
√
k′u)ψ2p−1

k′ θ

) 1
2p−1 (L(u))

1− 1
2p−1

sin
n−1+ 4p−n−1

2p−1 (
√
k′u)

du

]Le lemme fondamental de 
omparaison 4.3 et de nouveau l'inégalité de Hölder nous donnentalors :
L(r)

Lk′(r)
− L(t)

Lk′(t)

≤ (
√
k′)n−1

Vol Sn−1

2p− 1

(2p − n)
p−1
2p−1

(∫

B(x0,
π√
k′

)
ρpk′
) 1

2p−1

[(∫ π

2
√

k′

min(t, π

2
√

k′
)

L(u)1−
1

2p−1

sinn−1(
√
k′u)

du
)

+
(∫ r

max(t, π

2
√

k′
)

L(u)1−
1

2p−1

sinn−1+ 4p−n−1
2p−1 (

√
k′u)

du
) 1

2p−1

]

≤ C(p, n)
(∫

B(x0,
π√
k′

)
ρpk′
) 1

2p−1
A(r)

1− 1
2p−1

[(∫ π

2
√

k′

min(t, π

2
√

k′
)

1

L2p−1
k′ (u)

du
) 1

2p−1

+
(∫ r

max(t, π

2
√

k′
)

1

L2p−1
k′ (u) sin4p−n−1(

√
k′u)

du
) 1

2p−1

]
,Comme dans la démonstration du théorème pré
édent, le lemme de 
omparaison des hy-pothèses intégrales 4.10 nous donne ‖ρk′‖p, π√

k′
≤ 4

p+n
p k′

n
2p 36ǫ 
ar, sous les hypothèses duthéorème 4.12, ‖ρk′‖p,4π ≤ 36ǫ. En multipliant l'inégalité pré
édente par Lk′(r)Lk′(t), eten utilisant la 
roissan
e de Lk′ sur [0, π

2
√
k′

], et sa dé
roissan
e sur [ π
2
√
k′
, π√

k′
], on obtient :

L(r)Lk′(t)− Lk′(r)L(t)

≤ C3(p, n)(
√
k′)

n
2p−1 ǫ

p
2p−1A(r)1−

1
2p−1

( π

2
√
k′
) 1

2p−1

[
Lk′(r) +

Lk′(t)

sin
4p−n−1

2p−1 (
√
k′r)

]
(
A(

π√
k′

)
) 1

2p−1 .En intégrant 
ette inégalité par rapport à la variable t, entre 0 et r (voir la preuve duthéorème 4.6), on trouve :
L(r)Ak′(r)− Lk′(r)A(r)

≤ C ′
3(p, n)(

√
k′)

n−1
2p−1 ǫ

p
2p−1A(r)

1− 1
2p−1

[
rLk′(r) +

Ak′(r)

sin
4p−n−1

2p−1 (
√
k′r)

]
(
A(

π√
k′

)
) 1

2p−1 .



k > 0 Comparaison des Volumes 141Dont on déduit l'inéquation di�érentielle (toujours en utilisant le lemme 4.2, 
omme dansles preuves de 4.5 ou de 4.6) :
d

dr

(
A

Ak′

)
(r)

≤ C3(p, n)(
√
k′)

n−1
2p−1 ǫ

p
2p−1

(
A

Ak′

)1− 1
2p−1

(r)

[
rLk′(r)

Ak′(r)
+

1

sin
4p−n−1

2p−1 (
√
k′r)

](A( π√
k′

)

Ak′(r)

) 1
2p−1

.On en déduit que :
d

dr

[( A

Ak′

) 1
2p−1

]
≤ C ′

3(p, n)(
√
k′)

n−1
2p−1 ǫ

p
2p−1

[
rLk′(r)

Ak′(r)
+

1

sin
4p−n−1

2p−1 (
√
k′r)

](A( π√
k′

)

Ak′(r)

) 1
2p−1

.Or, pour tout nombre de réel s de l'intervalle [ π
2
√
k′
, π√

k′
], on a :

sLk′(s)

Ak′(s)
≤ πL1(

π
2 )

A1(
π
2 )

et
1

sin
4p−n−1

2p−1 (
√
k′s)

≤
( π

2(π −
√
k′s)

) 4p−n−1
2p−1Et don
, pour tout 
ouple de réels r ≤ R de l'intervalle [ π

2
√
k′
, π√

k′
], on a :

∫ R

r

ds

sin
4p−n−1

2p−1 (
√
k′s)

≤
(π

2

) 4p−n−1
2p−1

∫ R

r

ds

(π −
√
k′s)

4p−n−1
2p−1

≤
(π

2

) 4p−n−1
2p−1 (2p − 1)

(2p− n)

1√
k′

( 1

π −
√
k′R

) 2p−n
2p−1On déduit de 
ette estimée qu'il existe une 
onstante universelle C3(p, n) telle qu'en in-tégrant l'inéquation di�érentielle pré
édente, entre r et R (où π

2
√
k′
≤ r ≤ R ≤ π√

k′
), onait :

[
A(R)

Ak′(R)

] 1
2p−1

−
[
A(r)

Ak′(r)

] 1
2p−1

≤ (
√
k′)

n−2p
2p−1C ′′

3(p, n)ǫ
p

2p−1

(
1 +

1

(π −
√
k′R)

2p−n
2p−1

)[A( π√
k′

)

Ak′(r)

] 1
2p−1Et don
 :

[
A(R)

Ak′(R)

] 1
2p−1

[
1− (

√
k′)

n−2p
2p−1C ′′

3(p, n)ǫ
p

2p−1

(
1 +

1

(π −
√
k′R)

2p−n
2p−1

)Ak′(R)A( π√
k′

)

Ak′(r)A(R)

]

≤
[
A(r)

Ak′(r)

] 1
2p−1De plus, d'après le théorème 4.6 (ii) (que l'on applique en donnant à R0 la valeur 2π) etla 
on
avité de la fon
tion sinus, on a :

Ak′(R)A( π√
k′

)

Ak′(r)A(R)
≤
RnA( π√

k′
)

rnA(R)
≤
(R
r

)n
22p−1

A0(
π√
k′

)

A0(R)
≤ 2n+2p−1
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omparaisonEn�n, sous nos hypothèses, et d'après le théorème 4.12, le diamètre de la variété est inférieurà π(1 +C ′(p, n)ǫ
p

2p−1 ) = π−ǫα√
k′
, on a π−√k′R ≥ ǫα pour tout rayon R ≤ Diam(M). On endéduit que, pour tout 
ouple (r,R) de nombres réels, tels que π

2
√
k′
≤ r ≤ R ≤ Diam(M),on a :

[
A(R)

Ak′(R)

] 1
2p−1 (

1− C4(p, n)ǫ
p−α(2p−n)

2p−1

)
≤
[
A(r)

Ak′(r)

] 1
2p−1

.D'autre part, en utilisant le lemme 4.10 et le théorème 4.6, on obtient que, pour r ≤ π
2
√
k′
,on a :

[
A( π

2
√
k′

)

Ak′(
π

2
√
k′

)

] 1
2p−1 (

1−C5(p, n)ǫ
p

2p−1

)
≤
[
A(r)

Ak′(r)

] 1
2p−1

.En 
ombinant 
es deux inégalités, on obtient pour tout 
ouple (r,R) de nombres réels,
0 < r ≤ R ≤ Diam(M) :

[
Ak′(r)

A(r)

] 1
2p−1 (

1− C6(p, n)ǫ
p−α(2p−n)

2p−1

)
≤
[
Ak′(R)

A(R)

] 1
2p−1

.La fon
tion A étant 
onstante au delà du diamètre, on obtient pour tout r ≤ R :
[
Ak′(r)

Ak′(R)

] 1
2p−1

(
1− C6(p, n)ǫ

p−α(2p−n)
2p−1

)
≤
[
A(r)

A(R)

] 1
2p−1

.On 
on
lut en remarquant que, puisque k′ ≤ 1, on a :
Ak′(r)

Ak′(R)
=

A1(
√
k′r)

A1(
√
k′R)

≥ A1(
√
k′r)

A1(R)
≥
(
k′
)n

2
A1(r)

A1(R)
,et en posant C1 = C6 + 2

π + 2C ′(p, n). Ce
i prouve la première inégalité du théorème 4.16.La majoration de VolB(x,R) s'obtient en faisant tendre r vers 0 dans la première inégalitédu théorème 4.16 ; 
e
i prouve la se
onde inégalité du théorème 4.16. La majoration duvolume de (Mn, g) s'obtient en faisant R = Diam(Mn, g) dans la se
onde inégalité duthéorème 4.16.
�4.3.3 Constantes de SobolevS. Gallot ([50℄) (resp. D. Yang ([94℄)) a donné des majorants universels des 
onstantes deSobolev Sq et S′

q (
f le paragraphe 1.3.2 pour la dé�nition de 
es 
onstantes) sur la 
lasse desvariétés riemanniennes 
omplètes dont la 
ourbure de Ri

i admet un pin
ement intégralpetit en dessous d'une 
onstante négative donnée (l'hypothèse exa
te est : 1
|k|‖ρk‖Lp(M) ≤

α(p, n) lorsque k < 0 et ‖ρ0‖Lp(M) ≤ α(p, n) lorsque k = 0), et dont le diamètre estmajoré (resp. et dont le volume des boules de rayon 1 est minoré) par une 
onstante �xée.



k > 0 Constantes de Sobolev, λ1 et b1 143Remarquer que, dans notre 
as, si la 
ourbure de Ri

i est presque supérieure à (n−1),alors elle est presque supérieure à 0, de plus le diamètre est automatiquement majoré par lethéorème 4.12. On déduit don
 des résultats de S. Gallot (
f le théorème 1.2) la majorationsuivante des 
onstantes de Sobolev en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) :Théorème 4.17. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient R, p et q des nombres réels tels que
R > 0, p > n/2 et q > n. Il existe des 
onstantes universelles C(p, q, n) et α(p, q, n) > 0telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n, on a :Si R ≤ 4π et ‖(Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ α(p, q, n), pour tout point x de M , alors(i) toute fon
tion u de H1,2(M) véri�e :
‖u‖ 2q

q−2
≤ Diam(M)C(p, q, n)‖du‖2 + ‖u‖2(ii) toute fon
tion u de H1,q(M) véri�e :

supu− inf u ≤ Diam(M)C(p, q, n)‖du‖q .Dans le 
as R ≥ 4π, les mêmes 
on
lusions sont valables sous l'hypothèse plus restri
tive
R2‖

(
Ric − (n − 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ α(p, q, n) pour tout point x de M , ou en
ore, quitte àréduire la 
onstante universelle α(p, q, n), sous l'hypothèse qu'il existe une point x0 de Mtel que ‖(Ric− (n − 1)
)−‖Lp(B(x0,6π)) ≤ α(p, q, n).Remarquons que, en vertu du théorème 4.12, Diam(M) ≤ 2π, et don
 que les 
onstantesqui interviennent dans 
es deux inégalités de Sobolev sont majorées indépendamment de

(Mn, g).Remarque 1. � Ce théorème sera très utilisé dans le 
hapitre suivant, 
ar, en nousdonnant des majorants des 
onstantes de Sobolev, il rend possible l'appli
ation, aux variétésde 
ourbure de Ri

i presque supérieure à n−1, des résultats de la première partie de 
ettethèse sur le 
omportement des 
ombinaisons linéaires de se
tions propres asso
iées à despetites valeurs propres d'opérateurs (lapla
ien+potentiel) de potentiel presque positif.Remarque 2. � En fait, des travaux de S. Gallot dans [50℄ et de notre théorème 4.12,nous déduisons, sous les mêmes hypothèses que 
elles du théorème 4.17, une minoration dela 
onstante isopérimétrique infΩ
Vol ∂Ω

min(Vol Ω,VolM\Ω)
1− 1

p (VolM)
1
p
. Toutefois 
ette minorationn'est pas optimale dans le 
as k > 0. Pour obtenir un résultat du même type, qui soit à lafois plus fort et optimal en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1), on peut adapterla méthode de [18℄ et ainsi obtenir une minoration du pro�l isopérimétrique des variétés
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omparaisonde 
ourbure de Ri

i presque minorée par (n−1) par le pro�l isopérimétrique d'une sphère
anonique (de rayon pro
he de 1). Cette méthode utilise un théorème de 
omparaison surle volume des voisinages tubulaire des hypersurfa
es de 
ourbure moyenne minorée à laHeintze-Kar
her. Ce théorème de 
omparaison peut se redémontrer dans notre 
adre dansle même esprit que 
e qui a été fait pour les théorèmes de 
omparaisons sur le volumedans la se
tion pré
édente. La démonstration de [79℄ d'un théorème de 
omparaison à laHeintze-Kar
her qui soit optimal en 
ourbure presque minorée par (n−1) fon
tionne unefois démontré le théorème 4.12 (la preuve est basée sur un prin
ipe du maximum généraliséqui né
essite le théorème 4.17 de 
ette thèse pour démontrer le résultat annon
é).4.3.4 minoration du λ1En utilisant les majorations universelles des inégalités de Sobolev données par le résultatpré
édent, on obtient la généralisation suivante de l'inégalité de Li
hnerowi
z. Ce théorèmeest un 
orollaire du théorème 5.2 de [79℄ (qui est plus général, mais n'est valable que sil'on admet notre théorème 4.12). Toutefois la preuve proposée i
i est plus simple ; ene�et, plut�t que d'adapter la preuve de [18℄ 
omme dans [79℄, nous adaptons la preuve deLi
hnerowi
z :Théorème 4.18. � Sous les mêmes hypothèses que 
elles du théorème 4.12, on a :
λ1(M

n, g) ≥ n
(
1− C2(p, n)ǫ

)
,où λ1(M

n, g) désigne la première valeur propre non nulle de (Mn, g), et où C2(p, n) estune 
onstante universelle.Démonstration. � Soit f une fon
tion propre du lapla
ien de M asso
iée à la premièrevaleur propre non nulle (notée λ) et de norme L2 égale à 1. La formule de Bo
hner sur les1-formes de M nous donne :
g(△df, df) = g(△df, df) + Ric(df, df)

= 1
2△(|df |2) + |Ddf |2 + (Ric−(n− 1))(df, df) + (n− 1)|df |2.En intégrant 
ette égalité sur la variété M , on obtient :

1

VolM

∫

M
g(△df, df) = ‖Ddf‖22 +

1

VolM

∫

M
(Ric−(n− 1))(df, df) + (n− 1)‖df‖22En utilisant les égalités 1

VolM

∫
M g(△df, df) = λ2 et (n− 1)‖df‖22 = (n− 1)λ, et l'inégalitéde Hölder, on trouve :

λ2 ≥ ‖Ddf‖22 − ‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖p‖df‖22p
p−1

+ (n− 1)λ



k > 0 Constantes de Sobolev, λ1 et b1 145Or, d'après le théorème 4.12, le diamètre est plus petit que 2π sous nos hypothèses, don
,d'après le lemme 4.10, on a :
‖
(
Ric− (n − 1)

)−‖p ≤ ‖ρ1‖p,4πde plus, d'après le théorème 4.17 (que l'on applique en faisant q = 2p), il existe une
onstante C(p, n) telle qu'on ait ‖u‖ 2p
p−1
≤ Diam(M)C(p, n)‖du‖2 + ‖u‖2 pour toute fon
-tion u de H1,2(M). En appliquant 
ette inégalité à |df | on obtient :

‖df‖22p
p−1

≤ 2Diam(M)2C(p, n)2‖Ddf‖22 + 2‖df‖22On déduit de 
e
i et de la majoration du diamètre donnée par le théorème 4.12 l'inégalité :
λ2 ≥

(
1− 4π2C(p, n)2‖ρ1‖p,4π

)
‖Ddf‖22 + (n−1− 2‖ρ1‖p,4π)λEn�n, en remarquant que les 2-tenseurs symétriques Ddf + △f

n g et △f
n g sont orthogonaux,on déduit du théorème de Pythagore l'inégalité ‖Ddf‖22 ≥ ‖△fn g‖22 ≥ λ2

n . D'où l'on tire :
λ ≥ n

[ (n − 1) − 2‖ρ1‖p,4π
(n− 1) + 4π2C(p, n)2‖ρ1‖p,4π

]
≥ n

(
1− C2(p, n)ǫ

)
�4.3.5 Annulation du premier groupe de 
ohomologieEn remplaçant dans la preuve du théorème pré
édent df par n'importe quelle 1-formedi�érentielle α � ou en appliquant le 
orollaire 3.2 (i) de la première partie de 
ette thèseà l'opérateur (lapla
ien+potentiel) △ + Ric−(n − 1) de potentiel V = Ric−(n − 1) (re-marquer toutefois que l'hypothèse de presque positivité du potentiel des opérateurs (la-pla
ien+potentiel) faite dans les théorèmes de la première partie de 
ette thèse porte surl'intégrale de la partie négative du potentiel sur toute la variété M , alors que les hypo-thèses de 
ourbure du théorème 4.12, et de façon plus générale de tous les théorèmes de
omparaison de 
ette partie, portent sur l'intégrale de (Ric − (n − 1)

)− sur les boules derayon R ; le théorème 4.12 et le lemme 4.10 permettent toutefois de montrer que, sousles hypothèses du théorème 4.12, l'opérateur △ + Ric−(n − 1) est de potentiel presquepositif) � on obtient que la plus petite valeur propre du lapla
ien de Hodge sur les 1-formesest minorée par une 
onstante pro
he de (n−1) sous les hypothèses du théorème 4.12. Enparti
ulier, on a le :Théorème 4.19. � Pour toute variété Mn qui admet une métrique riemannienne g vé-ri�ant la 
ondition supx∈M ‖
(
Ric− (n−1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ α(p, n) pour au moins un p > n
2et au moins un R ≤ 4π (où la 
onstante universelle α(p, n) est dé�nie au théorème 4.12),on a :

H1(Mn) = {0}
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omparaisonoù H1(Mn) désigne le premier groupe de 
ohomologie réelle de la variété Mn.Le même résultat vaut lorsque R > 4π, sous l'hypothèse (plus restri
tive) :
R2 sup

x∈M
‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ α(p, n).En�n, le même résultat vaut (quitte à diminuer α(p, n)) sous l'hypothèse :
‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,6π)) ≤ α(p, n),pour au moins un p > n
2 et au moins un point x de M .Remarque. � Sous les mêmes hypothèses que 
elles du théorème 4.12, la plus petitevaleur propre du lapla
ien de Hodge sur les 1-formes est minorée par n[ (n−1)−72ǫ

(n−1)+(12π)2C(p,n)2ǫ

],où C(p, n) est le majorant de la 
onstante de Sobolev donné par le théorème 4.17 (i) (quel'on a appliqué dans le 
as q = 2p). Cette remarque implique évidemment le théorème4.19. En fait, on notera que la démonstration 
i-dessous prouve que la plus petite valeurpropre du lapla
ien de Hodge est minorée par n(1 − C ′(p, n)ǫ
) si on se restreint aux 1-formes fermées et par 2(n− 1)

(
1−C ′(p, n)ǫ

) si on se restreint aux 1-formes 
ofermées, 
esestimées sont optimales, puisque que les valeurs 
orrespondantes pour la sphère 
anoniquesont n et 2(n − 1).Preuve de la remarque. � On reprend la démonstration du théorème 4.18 en rempla-çant df par une 1-forme di�érentielle α qui est un ve
teur propre du lapla
ien de Hodge
orrespondant à la plus petite propre, notée λ. Le même raisonnement donne :
(
λ− (n− 1) + 2‖ρ1‖p,4π

)
‖α‖22 ≥

(
1− 4π2C(p, n)2‖ρ1‖p,4π

)
‖Dα‖22 (∗)Posons h = Dα− tr(Dα)

n g. En pro
édant 
omme dans le lemme 6.8 de [52℄, le théorème dePythagore donne |Dα|2 = |h|2 + 1
n

(
tr(Dα)

)2. Or, si (ei) est un repère orthonormé, on a :
|dα|2 =

∑

i<j

(
h(ei, ej)− h(ej , ei)

)2 ≤ 2
∑

i6=j
h(ei, ej)

2 ≤ 2|h|2.D'où on déduit que ‖Dα‖22 ≥ 1
n‖δα‖22 + 1

2‖dα‖22 ≥ λ
n‖α‖22. En réinje
tant 
ette estiméedans l'inéquation (∗), nous obtenons :

λ ≥ n
[ (n− 1)− 2‖ρ1‖p,4π
(n− 1) + 4π2C(p, n)2‖ρ1‖p,4π

]
;on 
on
lut en rappelant que, sous les hypothèses du théorème 4.12, on a ‖ρ1‖p,4π ≤ 36ǫ.

�
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ontre-exemple 4.14 permet de 
onstruire des 
ontre-exemples aux résultats de 
ettese
tion. Pour 
ela, il su�t de 
oller un nombre N (grand mais �xé) de fuseaux par despetits 
ylindres de 
ourbure négative (tels que dé
rits dans le 
ontre-exemple 4.14) et derefermer la 
haîne en re
ollant les deux fuseaux des extrémités par un dernier petit 
ylindrede 
ourbure négative. On obtient ainsi une famille de variétés riemanniennes (Mν , gν),di�éomorphes à S
1 × S

n−1, munies de métriques dont la norme Ln
2 de la partie ρ1 de la
ourbure de Ri

i qui est inférieure à (n−1) est arbitrairement petite, et dont le premiergroupe de 
ohomologie réelle est de dimension 1. De plus, 
es variétés admettent au moins

N−1 valeurs propres (non nulles) pro
hes de 0 pour le lapla
ien sur les fon
tions. En e�et,à 
ha
un des fuseaux de la 
haîne, on peut asso
ier une fon
tion f , qui est nulle en dehorsdu fuseau et égale à 1 sur la plus grande partie du fuseau, de la manière suivante : 
haquedemi-fuseau étant identi�é à I × S
n−1, muni de la métrique gν = (dt)2 + b2(t)gSn−1 dé�niedans l'exemple 4.14, en tout point (t, x) ∈ I × S

n−1, on pose :
f(t, x) =

{
t√
ν

si t ≤ √ν,
1 si t ≥ √ν;on prolonge f par symétrie au fuseau tout entier (f s'annule don
 sur les deux hypersurfa
esqui limitent le fuseau : à savoir {t = 0} et sa symétrique ). On prolonge ensuite f par zéroen dehors du fuseau 
hoisi. Un 
al
ul dire
t, utilisant les données de l'exemple 4.14, donnealors : ∫

M |∇f |2∫
M |f |2

≤ 1

C ′(n)

( η
η′

)n−1
∫ √

ν

0

∣∣∣∂f
∂t

∣∣∣
2
(t2 + ν2)

α(n−1)
2 dt ≤ C ′′(n)ν

n−2
2(rappelons que la 
ondition de petitesse de ‖(Ric − (n − 1)

)−‖p,4π n'est satisfaite par le
ontre-exemple que si n ≥ 3). De plus si on 
onsidère deux fuseaux di�érents, alors lesfon
tions asso
iées sont L2-orthonormées. Le prin
ipe du min-max nous permet don
 de
on
lure à l'existen
e de N petites valeurs propres du lapla
ien, y 
ompris la valeur proprenulle, et don
 à l'existen
e de N−1 petites valeurs propres non nulles sur la famille devariétés 
onsidérée (rappelons que N peut-être 
hoisi arbitrairement grand). On en déduitune 
ontradi
tion ave
 une version du théorème 4.18 qui prétendrait rester valable lorsque
‖ρ1‖n

2
,4π est petit, mais aussi ave
 la version analogue du théorème 4.17 
ar, si la 
onstantede Sobolev Sn(M,g) était majorée uniformément sur la famille des variétés de 
ourbure deRi

i presque minorée par (n−1) en norme Ln

2 , le 
orollaire 3.4 (i) de la première partie,appliqué à l'opérateur △+ Ric−(n−1), permettrait de minorer la première valeur propredu lapla
ien de Hodge sur les 1-formes par (n−3
2 ) (on peut en e�et 
onstruire les exemplesde sorte que Diam(Mν , gν)

2‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖
L

n
2 (Mν)

tende vers 0, 
omme expliqué dansla remarque à l'exemple 4.14), or la 1-forme df , où f est la fon
tion propre asso
iée à lapremière valeur propre non nulle du lapla
ien usuel, génère une petite valeur propre d'après
e qui pré
ède.
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omparaisonRemarquer que les 
ontre-exemples pré
édents peuvent en
ore s'adapter de la manièresuivante : on peut 
ouper les petits 
ylindres de 
ourbure négative le long de leur méridien
entral pour y insérer un petit 
ylindre plat (de manière à 
e que la variété ainsi modi�éesoit en
ore de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) en norme Ln
2 ). De plus, onpeut aussi prendre 
omme nouvelles valeurs de η et η′ :

η =

√
1 + ν

α(ν + ν2)
α−1

2

et η′ =

√
α2 + ν(1 + ν)2

α
=

1

cos θAinsi on a b′=1 le long des méridiens extrémaux des petits 
ylindres de 
ourbure négative.Remarquer toutefois qu'alors :
(
σ − 1

)−
(t, x) =

(b′′
b

+ 1
)+

1l[0,
√
ν[(t) + u(t)1l[0,

√
ν[(t) +

sin2 θ

sin2(t−√ν + θ)
1l[

√
ν,π

2
−√

ν−θ](t),où u est une fon
tion positive ou nulle, majorée par α2. Comme le petit 
ylindre est devolume négligeable par rapport à 
elui du fuseau, on en déduit que (σ − 1
)− 
ontinue àêtre de norme Ln

2 petite lorsque ν tend vers 0. Prenons alors un premier anneau, 
onstruit
omme plus haut mais ave
 
es maillons modi�és, pour une valeur de ν = ν0 petite mais�xée. On peut alors lui re
oller une autre 
haîne, asso
iée à une valeur de ν = ν1 su�sam-ment petite par rapport à ν0, en re
ollant les deux petits 
ylindres C1 et C ′
1 de 
ourburenégative extrémaux de la nouvelle 
haîne à deux 
ylindres plats C0 et C ′

0 de la variétéde départ, 
e re
ollement se faisant de la manière suivante : on ex
ise de C0 et C ′
0 deuxboules-géodésiques (eu
lidiennes) B0 et B′

0, de rayon r1 = 1
α1

√
ν1(1 + ν1) (où on pose

αi = 1 + 1√
− ln(νi)

), et on identi�e les bords extérieurs de C1 et C ′
1 ave
 ∂B0 et ∂B′

0 res-pe
tivement (
e
i est possible lorsque r1 << η0 ν
α0
0 � où on pose ηi =

√
1+νi

αi(νi+ν2
i )

αi−1
2

� , parexemple lorsque ν1 ≤ ν4
0). Ce re
ollement est alors C1 
ar, après re
ollement, en 
oordon-nées normales à l'hypersurfa
e H = ∂C1 = ∂B0 (resp. H ′ = ∂C ′

1 = ∂B′
0) [
e qui revient àparamétrer un voisinage tubulaire de H (resp. de H ′) par ]0, ν

1
3
1 [×S

n−1, où ]0,
√
ν1]× S

n−1s'identi�e à la moitié de C1 (resp. de C ′
1), où [

√
ν1, ν

1
3
1 [×S

n−1 s'identi�e à une 
ouronneen
lidienne dans C0 (resp. C ′
0) et où {√ν1} × S

n−1 s'identi�e à H = ∂C1 = ∂B0 (resp. à
H ′ = ∂C ′

1 = ∂B′
0)℄, la métrique s'exprime sous la forme (dt)2 + β(t)2gSn−1 , où :

β(t) =





η1(t
2 + ν2

1)
α1
2 sur ]0,

√
ν1]

t−√ν1 + r1 sur [
√
ν1, ν

1
3
1 [Il est 
lair que β est C1 et que la métrique est 
elle du 
ylindre C1 (resp. C ′

1) lorsque
t <
√
ν1 et est eu
lidienne lorsque t > √ν1. On peut alors itérer le pro
édé un nombre �nide fois en 
hoisissant une suite νi telle que la norme Ln

2 de la partie (σ−1
)− de la 
ourburese
tionnelle inférieure à 1 reste arbitrairement petite. On 
onstruit ainsi des variétés detopologie toujours plus 
ompliquée dont la 
ourbure de Ri

i est presque minorée par (n−1)
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2 (en parti
ulier le premier nombre de Betti b1 n'est pas borné sous la seulehypothèse de petitesse de la norme Ln

2 de la partie (σ − 1
)− de la 
ourbure se
tionnellequi est inférieure à 1).
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Chapitre 5
Théorèmes de la Sphère ave
hypothèses intégrales de 
ourbure
5.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, on applique les estimées du 
hapitre 3 (qui donnent un 
ontr�le desvariations d'une se
tion S d'un �bré, lorsque 
elle-
i est une 
ombinaison linéaire de se
tionspropres d'un opérateur (lapla
ien+potentiel)) et les théorèmes de 
omparaison du 
hapitre4 pour obtenir des théorèmes à la T. Colding (i.e. des théorèmes prouvant la stabilité de
ertains invariants géométriques de la sphère) en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à
(n−1). De manière générale, il existe de nombreux théorèmes en géométrie riemannienne(par exemple les théorèmes de Myers, Bishop, Li
hnerowi
z-Obata, Gromov, Margulis) quiprouvent qu'un invariant géométrique donné (
onsidéré 
omme une fon
tionnelle dé�niesur l'ensemble des variétés riemanniennes et parfois normalisé de manière à être insensibleaux homothéties) est majoré ou minoré par une 
onstante universelle lorsqu'il est restreintà un ensemble de variétés réalisant 
ertaines 
onditions de 
ourbure ; lorsque 
e majorant(ou 
e minorant) est optimal, le 
as d'égalité éventuel 
orrespond aux extrema (absolus)de la fon
tionnelle 
onsidérée.Ces théorèmes d'extrémalité ont souvent pour pendant un théorème de rigidité : les va-riétés riemanniennes pour lesquelles l'extremum de la fon
tionnelle est atteint ont générale-ment été 
ara
térisées (sphères, tores, espa
es symétriques, variétés d'Einstein, nilvariétés,et
.).Étudier la stabilité des métriques extrémales asso
iées à 
e type de problème de rigidité(
ara
térisé par la donnée d'une fon
tionnelle géométrique et par les 
onditions de 
our-bure qui dé�nissent l'ensemble de variétés sur lequel la fon
tionnelle est étudiée) 
onsistealors à trouver les variétés riemanniennes véri�ant les 
onditions de 
ourbure du problème151



152 Théorèmes de la sphèrede rigidité (ou éventuellement des 
onditions a�aiblies) pour lesquelles la fon
tionnellegéométrique est ǫ-pro
he de son extremum (ǫ devant être dé�ni de manière universelle).Dans 
e 
hapitre on s'intéresse au problème suivant : soit (Mn, g) une variété rieman-nienne 
ompa
te, son volume, son diamètre, son radius1 et la k-ième valeur propre de sonlapla
ien (pour un k donné) sont des invariants riemanniens. Prise isolément, la valeurd'un seul de 
es invariants (toujours vu 
omme une fon
tionnelle dé�nie sur l'ensemble desvariétés riemanniennes 
ompa
tes) ne permet pas d'identi�er la topologie (et en
ore moinsla métrique) d'une variété donnée et de la distinguer des autres topologies ou géométriespossibles. Toutefois, si on restreint 
es fon
tionnelles à un sous-ensemble de variétés sa-tisfaisant 
ertaines hypothèses de 
ourbure, et si la variété donnée est un extremum de
es fon
tionnelles sur 
e sous-ensemble, la situation peut devenir radi
alement di�érente.Par exemple, si on restreint les fon
tionnelles évoquées 
i-dessus à l'ensemble des variétésde 
ourbure de Ri

i supérieure ou égale à (n−1), la sphère 
anonique (Sn, can) est unextremum et est 
ara
térisée par le résultat de rigidité suivant :Théorème. � Toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de 
ourbure de Ri

i supé-rieure ou égale à (n−1) véri�e les inégalités suivantes :(i) Diam(Mn, g) ≤ Diam(Sn, can) = π,(ii) Vol(Mn, g) ≤ Vol(Sn, can),(iii) Rad(Mn, g) ≤ Rad(Sn, can) = π,(iv) λ1(M
n, g) ≥ λ1(S

n, can) = n.De plus, si l'égalité est réalisée dans une de 
es inégalités, alors la variété (Mn, g) estisométrique à la sphère 
anonique (Sn, can).On remarquera que, 
omme 
e 
hapitre ne s'intéresse plus au lapla
ien de Hodge, et 
ommele seul lapla
ien invoqué sera le lapla
ien sur les fon
tions, nous avons abandonné la nota-tion λ0
k(M

n, g) pour la k-ième valeur propre non nulle du spe
tre de 
e dernier lapla
ienpour revenir à la notation (plus 
lassique) λk(Mn, g).Ces inégalités sont les versions 
lassiques des théorèmes de 
omparaison étudiés dansle 
hapitre 4 (ils sont dûs à S.B. Myers pour (i) et (iii), à R.L. Bishop pour (ii) et àA. Li
hnerowi
z pour (iv)). Les 
as d'égalités dé
oulent du théorème de S.Y. Cheng ([35℄)pour les 
as (i), (ii) et (iii), et du théorème de M. Obata ([73℄) pour le 
as (iv) (dans le 
asde variétés de 
ourbure de Ri

i presque-supérieure à (n−1), 
es inégalités restent presque1par dé�nition, le radius est la borne inférieure des rayons des boules géodésiques re
ouvrant M . On adon
 toujours les inégalités Diam(M)
2

≤ Rad(M) ≤ Diam(M)
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tion 153vraies d'après les théorèmes 4.12, 4.16 et 4.18, mais il n'y a plus de rigidité dans le 
asd'égalité).Au vu de 
e résultat, il est naturel de se demander quelles propriétés (topologiques,di�érentiables ou métriques) de (Sn, can) sont 
onservées par les variétés riemanniennes
ompa
tes, de 
ourbure de Ri

i supérieure ou égale à (n−1), pour lesquelles les valeursprises par l'un des invariants riemanniens 
onsidérés 
i-dessus (diamètre, volume, radius,première valeur propre non nulle du spe
tre du lapla
ien) est su�samment pro
he de savaleur extrémale (donnée par le théorème pré
édent). On peut aussi 
onsidérer la situationoù on a�aiblit l'hypothèse de 
ourbure dé�nissant l'ensemble de variétés étudié.Toute variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de 
ourbure de Ri

i supé-rieure ou égale (resp. presque supérieure) à (n−1), dont le volume (ou le dia-mètre, ou le radius, ou la k-ième valeur propre du lapla
ien, notée λk(Mn, g) ou
λk) est ǫ-pro
he de 
elui de la sphère 
anonique, est-elle Hausdor�-pro
he2 de
(Sn, can) ? est-elle di�éomorphe à la sphère S

n ?Bien sûr, une réponse a�rmative à 
ette question sera d'autant plus satisfaisante quela 
onstante ε dépendra du moins d'hypothèses supplémentaires possible sur la stru
turedi�érentiable de M ou sur sa métrique ; l'idéal étant que ε ne dépende que de la dimension
n de la variété (Mn, g) (
e qu'on notera ε = ε(n)). Dans le 
as des variétés de 
ourbure deRi

i presque supérieure à (n−1), qui nous intéressera plus parti
ulièrement dans la suite,on demandera à ǫ de ne dépendre que de la dimension n et du paramètre p (p > n

2 ) quiintervient dans nos hypothèses intégrales de 
ourbure (rappelons que, selon 
es hypothèses,la norme Lp de la partie (Ric− (n−1)
)− de la 
ourbure de Ri

i qui est inférieure à (n−1)est supposée inférieure à ǫ : plus pré
isément, on suppose qu'il existe un R > 0 tel que

supx ‖
(
Ric− (n−1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin
(
1, 16π2

R2

)).Remarquons tout de suite qu'il n'y a pas de stabilité des types di�érentiable, topo-logique ou homotopique (ave
 ε = ε(n)) lorsque les invariants qui sont astreints à être
ǫ-pro
hes de leur valeur extrémale sont le diamètre ou la première valeur propre non nulle2Soient (A, dA) et (B, dB) deux espa
es métriques 
ompa
ts, dGH

(
(A,dA), (B, dB)

) désigne la distan
ede Gromov-Hausdor� entre les espa
es (A,dA) et (B, dB). Elle est dé�nie 
omme l'in�mum des distan
es deHausdor� entres les parties IA(A) et IB(B), où IA : A → C et IB : B → C par
ourent l'ensemble des plon-gements isométriques de (A, dA) et (B, dB) dans un espa
e métrique quel
onque (C, dC). On trouvera des
ompléments d'information sur 
ette métrique dans [57℄. On utilisera aussi beau
oup la notion d'approxi-mation de Hausdor�. Une ǫ-approximation de (A, dA) sur (B, dB) est un 
ouple (F, (C, dC)
) tel que (C, dC)est un espa
e métrique 
ontenant (B, dB) et F est une appli
ation de A dans C telle que dC

(
F (A),B

)
≤ ǫet telle que, pour tout 
ouple (x, y) de points de A, on ait |dA(x, y) − dC(F (x), F (y))| ≤ ǫ. L'in�mumdes valeurs de ǫ telles qu'il existe une ǫ-approximation de (A,dA) sur (B, dB) est une fon
tion du 
ouple

(
(A, dA); (B, dB)

) qui n'est pas une distan
e, mais qui est équivalente à la distan
e dGH

(
(A, dA), (B, dB)

).La notion d'approximation de Hausdor� est très pratique pour montrer la 
onvergen
e d'une suite devariétés vers une variété-limite donnée. Pour plus d'information sur 
ette notion, voir [87℄.
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tre du lapla
ien de la variété (Mn, g) (des 
ontre-exemples ont été donnés parM. Anderson dans [4℄ et Y. Otsu dans [74℄ ; voir aussi la sous-se
tion 5.6.2 pour plus dedétails à 
e propos) ; en revan
he, pour 
es deux invariants, il y a stabilité du type to-pologique de la sphère si on admet que ε puisse dépendre de n et d'un majorant de la
ourbure se
tionnelle des variétés 
onsidérées (
f S. Ilias [62℄ pour le 
as de 
ourbure deRi

i supérieure à (n-1) et le théorème 5.24 de 
e 
hapitre pour le 
as de 
ourbure de Ri

ipresque-supérieure à (n−1) ; il faut aussi 
iter le travail de G. Perelman qui montre dans[76℄ le même résultat en 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1), en faisant dépendre ǫ de ladimension n et d'un minorant de la 
ourbure se
tionnelle). Nous nous intéresserons dansla suite à la stabilité métrique (au sens de la distan
e de Gromov-Hausdor�) ou à la stabi-lité du genre di�érentiable vis-à-vis du volume, du radius ou de la n+1-ième (ou n-ième)valeur propre non nulle du lapla
ien au voisinage de leur valeur extrémale (prin
ipalementen 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1)).De nombreuses réponses partielles à 
es problèmes de stabilité (stabilité du type to-pologique, ave
 une valeur de ǫ dépendant du rayon d'inje
tivité ou d'autres quantitésgéométriques) existaient dans la littérature (on peut se référer à l'arti
le de K. Shiohama[88℄ pour un historique de la question) avant que J. Cheeger et T. Colding ne démontrentle résultat général suivant en 
ourbure de Ri

i supérieure ou égale à (n−1) (
f [38℄, [39℄et [30℄), améliorant 
onsidérablement les résultats pré
édents :Théorème (J. Cheeger-T. Colding [30℄). � Il existe une 
onstante ε = ε(n) telleque toute variété riemannienne 
ompa
te (Mn, g) de 
ourbure de Ri

i supérieure à n-1 etvéri�ant l'inégalité :
Vol(Mn, g) ≥ (1− ε)Vol(Sn, can)soit di�éomorphe à S

n.Remarque. � La 
onstante ε(n) est universelle et ne dépend que de la dimension, maiselle n'est pas expli
itable. Bien entendu, elle ne dépend pas deM ... mais elle ne dépend pasnon plus de bornes a priori qui seraient imposées à la 
ourbure se
tionnelle. Ce point estl'amélioration fondamentale apportée par T.Colding et J. Cheeger aux travaux antérieursde Shiohama, Perelman, Otsu-Shiohama, Yamagu
hi, et
. (
f [88℄). T. Colding et J. Cheegeront aussi démontré les variantes de 
e théorème 
onsistant à rempla
er l'hypothèse sur levolume par Rad(M) ≥ π(1 − ǫ) ou dGH((Mn, g), (Sn, can)
)
≤ ǫ. P. Petersen [77℄ a, quantà lui, rempla
é l'hypothèse sur le volume par l'hypothèse λn+1 ≤ n+ ǫ.La preuve de 
e théorème par T. Colding et J. Cheeger se dé
ompose en deux étapes :1) La première étape est un résultat de 
o-stabilité de 
ertains invariants géométrique dela sphère 
anonique en 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1). Plus pré
isément, T. Colding
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tion 155a montré dans [38℄ et [39℄ que, sur l'ensemble des variétés riemanniennes 
omplètes de
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1), il équivalent d'être de volume pro
he de 
elui dela sphère, d'être de radius pro
he de 
elui de la sphère ou d'être pro
he de (Sn, can) endistan
e de Gromov-Hausdor�. P. Petersen 
omplète 
es équivalen
es dans [77℄ en montrantque 
ha
une de 
es 3 
onditions est équivalente à 
e que λn+1 soit pro
he de n.2) Dans un se
ond temps, T. Colding et J. Cheeger ont démontré dans [30℄ que, si unesuite de variétés riemanniennes, 
ompa
tes et de 
ourbure de Ri

i uniformément minorée,
onverge (en distan
e de Gromov-Hausdor�) vers une variété riemannienne �xée de mêmedimension, alors tous ses éléments sont di�éomorphes à la variété-limite à partir d'un
ertain rang.Dans un premier temps, 
e 
hapitre est 
onsa
ré à l'extension de la première étape dela preuve du théorème de Colding-Cheeger au 
as des variétés de 
ourbure de Ri

i presquesupérieure à (n−1). Dans la se
tion 5.4, nous démontrons le résultat de 
o-stabilité suivant :Théorème A. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > n
2et R > 0. Il existe des 
onstantes universelles stri
tement positives α(p, n), β(n) et C(p, n)(expli
itement 
al
ulables) telles que, si l'on 
onsidère toutes les variétés riemanniennes
omplètes (Mn, g) qui véri�ent supx‖(Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (0 < ǫ ≤
α(p, n)), et l'une au moins des trois inégalités suivantes :

Vol(Mn, g) ≥ (1− ǫ)Vol(Sn, can) ou λn+1(M
n, g) ≤ n+ ǫou Radius(Mn, g) ≥ (1− ǫ)Radius(Sn, can),toutes 
es variétés sont à distan
e de Gromov-Hausdor� de (Sn, can) plus petite que

C(p, n)ǫβ(n).Ré
iproquement, si la distan
e de Gromov-Hausdor� entre (Mn, g) et (Sn, can) est pluspetite que ǫ, alors V ol(Mn, g) ≥
(
1 − C(p, n)ǫβ(n)

)
Vol(Sn, can) et λn+1(M

n, g) ≤ n +

C(p, n)ǫβ(n) et Radius(Mn, g) ≥
(
1− C(p, n)ǫβ(n)

)
Radius(Sn, can).Remarque. � Cet énon
é est en
ore valable si, on rempla
e l'hypothèse de 
ourbure

supx ‖
(
Ric − (n − 1)

)
‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) par l'hypothèse : il existe un point x0de M tel que ‖(Ric − (n − 1)
)
‖Lp(B(x0,6π)) ≤ ǫ. Toutefois, tous les énon
és et toutes lesdémonstrations de 
e 
hapitre se pla
eront sous la première hypothèse.La méthode de démonstration de 
e théorème est une appli
ation des résultats de
omparaison du 
hapitre 4 et des estimées du 
hapitre 3. Par exemple, dans la sous-se
tion 5.4.2, on s'inspire des travaux de S. Gallot dans [46℄ et de P. Petersen dans [77℄ en
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ation :
{

Φ : M → S
n ⊂ R

n+1

x 7→ Φ(x) = F (x)/‖F (x)‖où F (x) =
(
f1(x), . . . , fn+1(x)

) et où (fi)1≤i≤n+1 est une famille L2-orthonormée de fon
-tions propres du lapla
ien de (Mn, g) asso
iées à des valeurs propres pro
hes de n. L'étudedes propriétés de Φ est une appli
ation des résultats du 
hapitre 3 via la 
onstru
tion d'un
ertain �bré E →M et de se
tions Si asso
iées aux fon
tions fi. On déduira des résultatsdu 
hapitre 3 que si λn+1 ≤ n + ǫ, alors Φ est une fon
tion dé�nie sur tout M , surje
-tive, de degré ±1 et réalisant une C(p, n)ǫβ(n)-approximation de Hausdor� de (Mn, g) sur
(Sn, can) (notez que, 
ontrairement aux travaux de T. Colding, nous 
onstruisons expli
i-tement l'approximation de Hausdor�).Dans la se
tion 5.5, nous étudions (en l'état a
tuel de nos re
her
hes) les extensionspossibles aux variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) de la deuxième étapede la démonstration du théorème de Colding et Cheeger. En parti
ulier, nous dis
utonsd'un outil qui joue un r�le fondamental dans les travaux de Colding et Cheeger sur la�nitude du type di�érentiable en 
ourbure de Ri

i minorée (voir par exemple le résultat
ité 
i-dessus) ; 
et outil nous semble di�
ile à étendre au 
as de 
ourbure de Ri

i presqueminorée par (n−1). Toutefois, nous démontrons dans 
ette se
tion que, si on supposel'existen
e d'une borne a priori sur la 
ourbure se
tionnelle (‖R‖Lp(M) ≤ A) ou sur la
ourbure de Ri

i (‖Ric ‖∞ ≤ A), alors l'appli
ation Φ est un di�éomorphisme si (Mn, g)véri�ent l'hypothèse sur la 
ourbure de Ri

i faite dans le théorème A pour ǫ ≤ α(p, n,A)(Φ est même, dans 
e 
as, de 
onstante de Lips
hitz C(p, n,A)ǫβ(n,A)-pro
he de 1).Pour �nir 
e 
hapitre, nous étudions l'optimalité de la 
ondition λn+1 ≤ n+ ǫ dans lethéorème A. Plus pré
isément, nous démontrons dans la se
tion 5.6 qu'on a le théorèmesuivant :Théorème B.� Il existe des 
onstantes universelles stri
tement positives α(p, n), β(n) et
C(p, n) (expli
itement 
al
ulables) telles que sous les hypothèses de 
ourbure du théorèmeA, on ait :Si λn(Mn, g) ≤ n+ ǫ alors λn+1(M

n, g) ≤ n+C(p, n)ǫβ(n).D'aprés le théorème A, le théorème B a pour 
orollaire que, si λn(Mn, g) ≤ n + ǫ, alorsd'une part la distan
e de Gromov-Hausdor� entre (Mn, g) et (Sn, can) est inférieure à
C(p, n)ǫβ(n), d'autre part le volume, le radius et le diamètre de (Mn, g) sont C(p, n)ǫβ(n)-pro
hes de 
eux de (Sn, can) (la preuve de 
ette dernière propriété utilisant également lesthéorèmes 4.12 et 4.16). Remarquez que le théorème B est déjà nouveau en 
ourbure deRi

i supérieure ou égale à (n−1) et nous permet de déduire, du théorème de stabilité



Notations 157de Colding et Cheeger rappelé plus haut, le 
orollaire suivant qui est une amélioration duthéorème de la sphère de P. Petersen ([77℄) :Corollaire. � Soit n un entier (n ≥ 2). Il existe des 
onstantes universelles stri
tementpositives ǫ(n), β(n) et C(n) (expli
itement 
al
ulables) telles que, si (Mn, g) est une variétériemannienne de dimension n qui véri�e Ric(Mn, g) ≥ (n−1) et λn ≤ n + ǫ(n), alors Mest di�éomorphe à S
n et dGH((Mn, g), (Sn, can)

)
≤ C(n)

(
λn − n

)β(n).On montre que 
e théorème est optimal, au moins en 
e qui 
on
erne la deuxième
on
lusion, en 
onstruisant une suite de métriques gk sur S
n, de 
ourbure de Ri

i supé-rieure à (n−1), telles que la suite λn−1(S

n, gk) tende vers n sans que λn(Sn, gk) ne tendevers n. En fait la suite Vol(Sn, gk) tend vers 0, Rad(Sn, gk) tend vers π
2 et (Sn, gk) tend(au sens de Gromov-Hausdor�) vers l'hémisphère de dimension n−1 muni de la métrique
anonique. C'est en
ore un problème ouvert de savoir si n est le plus petit des entiers ptels que toute suite (Mk)k∈N de variétés riemanniennes de dimension n et de 
ourbure deRi

i supérieure à (n−1), telles que λp(Mk) tende vers n lorsque k → +∞, soit forméede variétés qui sont toutes di�éomorphes à S

n à partir d'une 
ertain rang (rappelons queM. Anderson [4℄ et Y. Otsu [74℄ ont 
onstruit des variétés de 
ourbure de Ri

i supérieureà (n−1), non di�éomorphes à S
n, dont le λ1 est arbitrairement pro
he de n). On �nit enétendant au 
as des variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) un résultatde S. Ilias [62℄ en montrant le :Théorème C. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, R et A des nombres réels arbitrairestels que p > n/2, R > 0 et A > 0. Il existe une fon
tion α(p, n,A) (universellement
al
ulable) telle que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n,qui véri�e supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ α(p, n,A) et ‖R‖2p ≤ A, on ait :Si λ1 ≤ n+ α(p, n,A), alors M est homéomorphe à S
n.Si Diam(M) ≥ π − α(p, n,A), alors M est homéomorphe à S

n.Nous 
ommençons 
e 
hapitre par deux 
ourtes se
tions 
onsa
rées aux notations et àdes rappels sur quelques propriétés spe
trales de la sphère 
anonique.5.2 NotationsRappelons que (Mn, g) désigne une variété riemannienne 
omplète de dimension n,munie de la métrique g. Nous 
al
ulerons, 
omme pré
édemment, les normes Lp par rapportà la mesure de probabilité riemannienne dvg

VolM , i.e. :
‖f‖p =

( 1

VolM

∫

M
|f |p(x) dvg(x)

) 1
p
.



158 Théorèmes de la sphèreCes normes seront toujours bien dé�nies dans la suite, puisque nos variétés seront toujoursde 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) (au sens du théorème 4.12), et don
toujours de volume �ni (d'après le théorème 4.16).Quant au lapla
ien utilisé, 
e sera (dans tout 
e 
hapitre) 
elui des géomètres qui, par
onvention, en font un opérateur positif en posant △f(x) = − trDdf .En�n, dans la suite, on notera souvent C(p, n) ou α(p, n) des fon
tions universelles(ne dépendant que des variables p et n). Pour simpli�er la le
ture des 
al
uls, nous no-terons parfois de la même manière, au sein d'un même 
al
ul, des 
onstantes pourtantdi�érentes. Ainsi, 
ontrairement au 
hapitre pré
édant, nous ne 
al
ulerons pas expli
ite-ment les 
onstantes universelles du type C(p, n) ou α(p, n) (bien que, dans tous les 
as,nos preuves permettraient un tel 
al
ul).Nous 
ommençons 
ette partie par quelques remarques simples sur la sphère 
anonique,faites par P. Petersen dans [77℄, qui inspireront notre démar
he pour la démonstration duthéorème A de stabilité des invariants géométriques de la sphère en 
ourbure de Ri

ipresque supérieure à (n−1) :5.3 Rappels sur la sphère (Sn, can)Les démar
hes de S. Gallot, dans [46℄, et de P. Petersen, dans [77℄, partent de laremarque élémentaire suivante : les fon
tions propres de la sphère 
anonique, asso
iées àla première valeur propre non nulle n, fournissent un plongement isométrique de (Sn, can)dans l'espa
e Eu
lidien de dimension n+1 (rappelons que la sphère 
anonique (Sn, can) estnotre variété de référen
e 
ar elle joue un r�le extrémal, pour tous les invariants que nous
onsidérons, et elle est de 
ourbure de Ri

i 
onstante égale à (n-1)). Les fon
tions propresdu lapla
ien de (Sn, can) sont les restri
tions à S
n des polyn�mes homogènes harmoniquesde R

n+1 (voir par exemple [56℄). En parti
ulier, le sous-espa
e propre Eλ1 asso
ié à la valeurpropre λ1 =n est l'espa
e des formes linéaires de R
n+1. Ses éléments peuvent s'é
rire sousla forme x 7→< x, r.x0 >Rn+1 = r. cos(d

Sn(x, x0)), où x0 est un élément quel
onque de S
n,r un élément quel
onque de R

+, < ., . >Rn+1 le produit s
alaire 
anonique de R
n+1 et d

Snla distan
e riemannienne sur (Sn, can).Rappelons que, pour tout endomorphisme A de R
n+1, on a la formule :

1

n+ 1
Trace(A) =

1

Vol Sn

∫

Sn

< A(x), x > dx (5.1)Soit alors {ei} une base orthonormée de R
n+1 et xi l'extrémité, dans R

n+1, du ve
teur ei(i.e. −→oxi = ei). D'après (5.1), les fon
tions fi= cos
(
d

Sn(xi, .)
)
= < ei, . >Rn+1 forment unebase L2-orthogonale de Eλ1 telle que ‖fi‖2L2(Sn,can) = 1

n+1 pour tout indi
e i ≤ n + 1. On
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anonique 159en déduit que, si x0 est un point quel
onque de S
n et si l'on pose :

αi|x0
=

(
n+ 1

Vol Sn

)∫

Sn

cos
(
dSn(x0, x)

)
fi(x) dx,on a alors, en posant A(x)= < x, x0 >Rn+1 .x0 et en appliquant (5.1) :





cos
(
d

Sn(x0, .)
)

=
n+1∑
i=1

αi|x0
.fi

n+1∑
i=1

α2
i|x0

= n+1
Vol Sn

∫
Sn < x0, x >

2
Rn+1 dx = Trace(A) ≡ 1.Par ailleurs, en posant A(x)= < x, ei >Rn+1 .x0, (5.1) nous donne :

αi|x0
=

(
n+ 1

Vol Sn

)∫

Sn

< x0, x >Rn+1 . < ei, x >Rn+1 dx =< x0, ei >Rn+1 = fi(x0),et don
 n+1∑
i=1

fi(x0)
2 = 1 pour tout point x0 de S

n. On a don
 en fait démontré que l'appli-
ation :
F :

{
S
n → S

n →֒ R
n+1

x 7→ (f1(x), . . . , fn+1(x))est bien dé�nie. De plus 
'est une isométrie puisque, pour tous les x0, x ∈ S
n, on a :

cos [dSn(F (x0), F (x))] = < F (x0), F (x) >Rn+1 =

n+1∑

i=1

fi(x0).fi(x)

=

n+1∑

i=1

αi|x0
.fi(x) = cos

[
dSn(x0, x)

]
.Bien entendu, il y a une démonstration beau
oup plus rapide du fait que F est une iso-métrie : elle 
onsiste à re
onnaitre que F est le plongement 
anonique de S

n dans R
n+1 etque 
e plongement identi�e la métrique 
anonique de S

n ave
 la métrique induite de sous-variété de R
n+1. Cependant 
ette preuve, extrinsèque, n'a au
une 
han
e de se généraliserà une variété riemannienne abstraite, 
'est pourquoi nous lui avons préféré la premièrepreuve, intrinsèque, que nous allons généraliser, en prouvant que les égalités exhibées 
i-dessus restent vraies à ε-près dans le 
as d'une variété riemannienne de 
ourbure de Ri

ipresque supérieure à (n−1) et dont l'un des invariants géométriques 
ités dans le théorèmeA est presque égal à la valeur du même invariant pour (Sn, can). Cette stratégie est déjà
elle de la preuve de P. Petersen (
f [77℄) dans le 
as où la 
ourbure de Ri

i est supposéesupérieure ou égale à (n−1). Nous allons 
i-dessous la simpli�er et la généraliser au 
asoù (Mn, g) est une variété riemannienne de 
ourbure de Ri

i presque-minorée par (n−1),dont le lapla
ien admet n+1 valeurs propres non nulles (λi)1≤i≤n+1 (
omptées ave
 leursmultipli
ités) inférieures à n+ǫ. Dans 
e 
as, on dé�nit l'appli
ation Φ = F

‖F‖ , où F est dé-�nie 
omme plus haut à partir d'une famille de fon
tions (fi)i∈J1,n+1K telle que △fi = λifi



160 Théorèmes de la sphèreet telle que la famille (
√
n+ 1fi) soit L2-orthonormée. On montrera plus loin que, sousnos hypothèses, Φ est bien dé�nie et est une approximation de Hausdor� surje
tive sur

(Sn, can).5.4 Stabilité des invariants géométriquesLe but de 
ette se
tion est de prouver le théorème A de 
ostabilité des invariantsgéométrique de la sphère en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1). Pour 
ela, onsuivra le s
héma de preuve suivant :
dGH

(
M,Sn

) 5.2−→ Rad(M)
5.1←− VolM Rad(M)

5.6 ↓ 5.7ր
+

VolM
5.16−→ dGH

(
M,Sn

)

λn+1(M)
+

λn+1(M)Il faut 
omprendre 
e diagramme de la manière suivante : 
haque �è
he du diagrammereprésente une impli
ation qui sera démontrée dans la suite ; la signi�
ation d'une �è
hedonnée est la suivante : "si la (les) quantité(s) géométrique(s) située(s) au départ de la�è
he prend (prennent), sur une variété (Mn, g) (de 
ourbure de Ri

i presque supérieureà n−1), une (des) valeur(s) ǫ-pro
he(s) de 
elle(s) qu'elle(s) prend (prennent) sur (Sn, can),alors il en est de même pour la quantité géométrique située à l'arrivée de la �è
he" (quitteà rempla
er, à l'arrivée, ǫ par C(p, n)ǫα(p,n)). De plus, le numéro a�e
té à 
haque �è
he estle numéro de la proposition qui prouve l'impli
ation 
orrespondante dans le texte qui suit.Nous 
ommençons par les deux impli
ations les plus fa
iles du théorème A, à savoir lefait qu'une variété de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) et de volume presquemaximal (resp. pro
he en distan
e de Gromov-Hausdor� de (Sn, can)) admet un radiuspresque maximal :Lemme 5.1. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > n/2et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (universelles et expli
itement 
al
ulables)telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, qui véri�eles deux hypothèses supx ‖
(
Ric − (n − 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (où ǫ ≤ α(p, n)) et
Vol(Mn, g) ≥ (1− ǫ 1

4 )Vol(Sn, can), on ait :
Rad(Mn, g) ≥ Rad(Sn, can)

(
1− C(p, n)ǫ

1
4n
)
.Démonstration. � D'après le théorème de type Myers 4.12 du 
hapitre 4, la variété Mest 
ompa
te sous nos hypothèses. Il existe don
 un point p deM tel que la boule de 
entre
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p et de rayon Rad(M) re
ouvre tout M . Or, d'après le théorème de type Bishop 4.16 du
hapitre 4, il existe une 
onstante universelle C(p, n) telle que :

A1(π)(1 − ǫ 1
4 ) ≤ VolM = VolB(p,Rad(M)) ≤ A1(Rad(M))(1 − C(p, n)ǫ

1
4 )−1don
 A1(Rad(M)) ≥ A1(π)(1 − C(p, n)ǫ

1
4 )2. Cette inégalité, où l'on rempla
e A1(R) parla formule Vol Sn−1

∫ R
0 (sin t)n−1dt, implique que ∫ (π−Rad(M))+

0
(sin t)n−1 dt∫ π

0
(sin t)n−1 dt

≤ C(p, n)ǫ
1
4 . Enparti
ulier, si α(p, n) ≤

(
1

2C(p,n)

)4, alors (π − Rad(M))+ ≤ π
2 et la 
on
avité du sinussur [0, π2 ] nous donne ∫ (π−Rad(M))+

0

(
2t
π

)n−1
dt =

(
2
π

)n−1
(
(π−Rad(M))+

)n

n ≤ C(p, n)ǫ
1
4 . Onobtient don
 Rad(M) ≥ π

[
1−C(p, n)ǫ

1
4n

].
�Lemme 5.2. � Si (Mn, g) est une variété riemannienne 
omplète, de dimension n, quivéri�e dGH((Mn, g), (Sn, can)) ≤ ǫ alors Rad(M) ≥ Rad(Sn, can)− 2ǫ.Démonstration. � (Mn, g) est bornée, et don
 
ompa
te d'après le théorème de Hopf-Rinow. En remarquant que tout point p de M est pro
he d'un point de Sn dont l'antipodeest lui-même ǫ-pro
he d'un point q de M , on montre que, pour tout point p de M , il existeun point q de M tel que dM (p, q) ≥ π − 2ǫ. Ce qui permet de 
on
lure.
�Dans la sous-se
tion qui suit, nous nous intéressons aux variétés de Radius presquemaximal. Nous démontrons que le lapla
ien des variétés de 
ourbure de Ri

i presque su-périeure à (n−1) et de Radius pro
he de π admet au moins n+1 valeurs propres pro
hesde n (on montrera plus loin, 
omme appli
ation du 
orollaire 3.2, qu'en 
ourbure de Ri

ipresque supérieure à (n−1), on a au plus n+1 valeurs propres pro
hes de n). Nous démon-trons au passage d'autres estimées qui serviront dans la suite.5.4.1 Variétés de Radius presque maximalDans 
e qui suit, on dit qu'un point x0 ∈ M admet un ǫ-presqu'antipode s'il existe

y0 ∈ M tel que d(x0, y0) ≥ π − ǫ. Nous 
ommençons par un lemme très utile dans notre
adre, qui permet, sur une variété de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1), de
omparer la valeur moyenne d'une fon
tion quel
onque de la distan
e à un point donnéave
 la valeur moyenne de la même fon
tion de la distan
e à un point �xé sur la sphère
anonique. C'est une généralisation (au 
as des variétés de 
ourbure de Ri

i presquesupérieure à (n−1)) du lemme 1.3 (p. 131) de [9℄, qui est lui-même une généralisation d'unargument de la preuve d'un lemme (le lemme 1.10) de T. Colding dans [38℄ :



162 Théorèmes de la sphèreLemme 5.3. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que p >
n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) telles que, pour toute variétériemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n, pour tout point x0 ∈ M et pour toutefon
tion u : [0, 2π]→ R de 
lasse C1, si supx ‖

(
Ric−(n−1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 )(ave
 ǫ ≤ α(p, n)), alors :
∣∣∣∣

1

VolM

∫

M
u ◦ dM (x0, .) dvg −

1

Vol Sn

∫

Sn

u ◦ dSn(x̄0, .) dvcan

∣∣∣∣

≤ ‖u′‖∞C(p, n)
[
ǫ

1
4 + (π −Rad(x0))

+
]
,où Rad(x0) = max{dM (x0, x), x ∈M} et où x̄0 est un point quel
onque de Sn.Démonstration. � Les fon
tions A, L, A1 et L1 sont les mêmes que 
elles dé�nies dansle 
hapitre 4, mais on les prolonge par 0 sur R

−. La fon
tion r → u(r)A(r) est 
ontinue etdérivable à droite sur R
+, de dérivée égale à u′A+ uL. Le lemme des a

roissements �nis4.2, appliqué à u(r)A(r)−
∫ r
0 (u′A+ uL) et −u(r)A(r) +

∫ r
0 (u′A+ uL), et le théorème detype Myers 4.12, nous donnent :

{
u
(
Rad(x0)

)
VolM =

∫ Rad(x0)
0 u(r)L(r) dr +

∫ Rad(x0)
0 u′(r)A(r) dr

u(π)Vol S
n =

∫ π
0 u(r)L1(r) dr +

∫ π
0 u′(r)A1(r) drD'où, en remarquant de plus que ∣∣ A1(r)

Vol Sn − 1
∣∣ ≤ 1, on a :

∣∣∣∣
1

VolM

∫

M
u ◦ dM (x0, x) dvg −

1

Vol Sn

∫

Sn

u ◦ dSn(x̄0, x) dvcan

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫ Rad(x0)

0

u(r)L(r)

VolM
dr −

∫ π

0

u(r)L1(r)

Vol Sn

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ u
(
Rad(x0)

)
− u(π) +

∫ π

0

u′A1

Vol Sn
−
∫ Rad(x0)

0

u′A
VolM

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫ Rad(x0)

0
u′(r)

(
A1(r)

Vol Sn
− A(r)

VolM

)
dr +

∫ π

Rad(x0)
u′(r)

(
A1(r)

Vol Sn
− 1

)
dr

∣∣∣∣∣ ,

≤ ‖u′‖∞
(∫ Rad(x0)

0

∣∣∣∣
A1(r)

Vol Sn
− A(r)

VolM

∣∣∣∣ dr +
∣∣π − Rad(x0)

∣∣
)Soit y0 un point de M tel que d(x0, y0) = Rad(x0). Les théorèmes 4.16 et 4.12, nousdonnent alors (pour tout r ≤ Rad(x0)) :

(1−C(p, n)ǫ
1
4 )
A1(r)

Vol Sn
≤ A(r)

VolM
≤ 1− VolB(y0,Rad(x0)− r)

VolM

≤ 1− (1− C(p, n)ǫ
1
4 )
A1(Rad(x0)− r)

Vol Sn

≤ A1(r + π − Rad(x0))

Vol Sn
+ C(p, n)ǫ

1
4 (5.2)



Radius presque-maximal 163(rappelons que A1(R) = Vol S
n lorsque R ≥ π et qu'on a prolongé la fon
tion A1 par 0pour les valeurs négatives de R).D'où ∣∣ A(r)

VolM
− A1(r)

Vol Sn
∣∣ ≤ C(p, n)ǫ

1
4 +

(
A1(r + π − Rad(x0))−A1(r)

)+

Vol Sn
. En�n, on a fa-
ilement que supr

(
A1(r+h)−A1(r)

)+
Vol Sn =

∫ h+/2

−h+/2
(cos t)n−1dt

∫ π/2
−π/2

(cos t)n−1dt
≤ h+ Vol Sn−1

Vol Sn . On en déduit don
que :
∣∣∣∣

1

VolM

∫

M
u ◦ dM (x0, x) dvg −

1

Vol Sn

∫

Sn

u ◦ dSn(x̄0, x) dvcan

∣∣∣∣

≤ ‖u′‖∞C(p, n)
[
ǫ

1
4 +

(
π − Rad(x0)

)+](où on a utilisé la majoration ∣∣π − Rad(x0)
∣∣ =

(
π − Rad(x0)

)+
+
(
π − Rad(x0)

)− ≤
(
π − Rad(x0)

)+
+ C(p, n)

√
ǫ, valable d'après le théorème 4.12).

�Remarquons déjà que 
e lemme permet de donner fa
ilement un équivalent du théorèmede Cheng [35℄ pour les variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1). Ce
orollaire a�rme que, si au moins un point d'une variété riemannienne de 
ourbure deRi

i presque supérieure à n−1 admet un ǫ-presqu'antipode, alors 
ette variété admet aumoins une valeur propre pro
he de n :Corollaire 5.4. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soit p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (expli
itement 
al
ulables)telles que pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n et qui véri�e
supx ‖

(
Ric− (n−1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫ.min(1, 16π2

R2 ) (où ǫ ≤ α(p, n)), on ait :Si Diam(M) ≥ π(1 − ǫ 1
4 ) alors n(1− C2(p, n)ǫ

)
≤ λ1 ≤ n

(
1 + C(p, n)ǫ

1
4
)
,où λ1 est la première valeur propre non nulle du lapla
ien de (Mn, g) et où C2(p, n) est la
onstante universelle dé�nie dans le théorème 4.18.Remarque. � Cet énon
é est une version faible d'un résultat de P. Bérard, G. Bessonet S. Gallot (
f le 
orollaire (17) de [18℄) et de son extension aux variétés de 
ourbure deRi

i presque supérieure à (n−1) par P. Petersen et C. Sprouse (
f [79℄).Démonstration.� PuisqueM est 
ompa
te d'après le théorème 4.12, il existe un 
ouplede points (x0, y0) de M tels que d(x0, y0)= Rad(x0)= Diam(M). On 
onsidère la fon
tion

f = cos d(x0, .). On sait, d'après les rappels de la se
tion 5.3, que 
ette fon
tion de ladistan
e à un point est une fon
tion propre, asso
iée à la valeur propre n, dans le 
asparti
ulier où (Mn, g) est la sphère 
anonique. On va montrer que 
e n'est pas loin d'êtrele 
as sur toute variété (Mn, g) véri�ant les hypothèses du 
orollaire 5.4.
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VolM

∫
M f , d'après le lemme 5.3 et l'égalité 1

Vol Sn

∫
Sn cos d(x̄0, .) = 0, ona :

|f̄ | ≤ C(p, n)(ǫ
1
4 + (π −DiamM)+) ≤ C(p, n)ǫ

1
4 .De plus, on a :

∣∣‖f − f̄‖22 −
1

n+ 1

∣∣

≤
∣∣‖f‖22 −

1

n+ 1

∣∣+ |f̄ |2

≤
∣∣∣∣

1

VolM

∫

M
cos2

(
dM (x0, .)

)
− 1

Vol Sn

∫

Sn

cos2
(
dSn(x̄0, .)

)∣∣∣∣+ |f̄ |
2

≤ C(p, n)ǫ
1
4où la dernière inégalité dé
oule du théorème de Pythagore ‖f− f̄‖22 = ‖f‖22− f̄2, du lemme5.3 appliqué à la fon
tion cos, de la majoration pré
édente de |f̄ | et du fait (rappelé dansla se
tion 5.3) que 1

Vol Sn

∫
Sn cos2 d

Sn(x̄0, .) = 1
n+1 . On en déduit que, si α(p, n) est assezpetite (universellement), alors :

‖f − f̄‖22 ≥
1

n+ 1

(
1− C(p, n)ǫ

1
4
)
> 0.En appliquant de même le lemme 5.3 à la fon
tion u = sin2, on obtient :

‖d(f − f̄)‖22 =
1

VolM

∫

M
sin2

(
d(x0, .)

)
≤ n

n+ 1

(
1 + C(p, n)ǫ

1
4
)
,où on a utilisé l'égalité 1

Vol Sn

∫
Sn sin2

(
d

Sn(x̄0, .)
)

= n
n+1 . On obtient don
 l'estimée suivantedu quotient de Rayleigh de la fon
tion f−f̄ :

‖d
(
f−f̄

)
‖22

‖f−f̄‖22
≤ n1 + C(p, n)ǫ

1
4

1− C(p, n)ǫ
1
4

≤ n
(
1 + C(p, n)ǫ

1
4

)
.On 
on
lut en utilisant le prin
ipe du min-max. Ce
i nous donne la majoration de λ1. Laminoration dé
oule du théorème 4.18.

�Pour la suite, nous notons (fi)i∈N une famille orthogonale de fon
tions propres dulapla
ien de (M,g) telle que
{
△fi = λifi

‖fi‖2L2 = 1
n+1 ,où (λi)i∈N est la suite des valeurs propres du lapla
ien de (M,g) 
lassées dans l'ordre 
rois-sant, 
ha
une de 
es valeurs propres étant répétée un nombre de fois égal à sa multipli
ité.Pour tout point x0 de M, nous notons (αi|x0
) la suite des 
oe�
ients de Fourier de lafon
tion cos

(
d(., x0)

) relativement à la base hilbertienne (fi)i∈N, i.e. :
αi|x0

=
(n+ 1)

VolM

∫

M
cos
(
d(x0, x)

)
fi(x) dx.



Radius presque-maximal 165Le lemme suivant a�rme que, si le point x0 deM admet un ǫ 1
4 -presqu'antipode surM , alorsla fon
tion cos

(
d(x0, .)

) est pro
he (au sens L2) d'une 
ombinaison linéaire des fon
tionspropres du lapla
ien asso
iées à des valeurs propres pro
hes de n (
omparer ave
 le 
as de lasphère 
anonique dé
rit en se
tion 5.3). C'est une généralisation d'un lemme de P. Petersen([77℄) au 
as des variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) :Lemme 5.5. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels arbitraires telsque p > n/2 et R > 0. Il existe des 
onstantes α(p, n) et C(p, n) (universelles et expli
ite-ment 
al
ulables) telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimen-sion n, qui véri�e supx ‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), etpour tout point x0 de M admettant un ǫ 1
4 -presqu'antipode (i.e. tel que Rad(x0) ≥ π− ǫ

1
4 ),on ait :(i) ‖cos(d(x0, .))−

∑k(ǫ)
i=1 αi|x0

fi‖L2(M) ≤ C(p, n)ǫ
1
16 , où k(ǫ) = sup{i / λi ≤ n+ ǫ

1
8 },(ii) ∣∣∣∣∣k(ǫ)∑i=1

α2
i|x0
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ C(p, n)ǫ
1
8 .Démonstration.� En appliquant le lemme 5.3 aux fon
tions u= sin2 et u= cos2, 
ommedans la démonstration du 
orollaire 5.4, on obtient l'existen
e d'une 
onstante C(p, n) telleque :

∣∣∣ 1

VolM

∫

M
sin2 dM (x0, .) −

1

Vol Sn

∫

Sn

sin2 dSn(x̄0, .)
∣∣∣ ≤ C(p, n)ǫ

1
4

∣∣∣ 1

VolM

∫

M
cos2 dM (x0, .) −

1

Vol Sn

∫

Sn

cos2 dSn(x̄0, .)
∣∣∣ ≤ C(p, n)ǫ

1
4d'où :

∣∣‖∇cos dM (x0, .)‖22 − n‖cos dM (x0, .)‖22
∣∣

≤
∣∣∣‖∇cos dM (x0, .)‖22 −

1

Vol Sn

∫

Sn

sin2 dSn(x̄0, .)
∣∣∣

+
∣∣∣ 1

Vol Sn

∫

Sn

sin2 dSn(x̄0, .)− n‖cos dM (x0, .)‖22
∣∣∣

≤ C(p, n)ǫ
1
4 + n

∣∣∣ 1

Vol Sn

∫

Sn

cos2 dSn(x̄0, .)− ‖cos dM (x0, .)‖22
∣∣∣

≤ C(p, n)ǫ
1
4 .où on a utilisé la relation 1

Vol Sn

∫
Sn sin2 dSn(x̄0, .) = n

Vol Sn

∫
Sn cos2 dSn(x̄0, .) (rappelons quela fon
tion cos

(
d

Sn(x̄0, .)
) est une fon
tion propre de (Sn, can) asso
iée à la valeur propre
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n). En notant k(ǫ) le plus grand des indi
es i tels que λi ≤ n+ ǫ

1
8 , on obtient l'estimée :

∑

i∈N

(λi − n)

n+ 1
α2
i|x0

=
∑

i≤k(ǫ)

(λi − n)

n+ 1
α2
i|x0

+
∑

i>k(ǫ)

(λi − n)

n+ 1
α2
i|x0

≥
∑

i≤k(ǫ)

(λi − n)

n+ 1
α2
i|x0

+ ǫ
1
8

∑

i>k(ǫ)

α2
i|x0

n+ 1

≥ − n

n+ 1
α2

0|x0
− C(p, n)ǫ

∑

1≤i≤k(ǫ)
α2
i|x0

+ ǫ
1
8

∑

i>k(ǫ)

α2
i|x0

n+ 1

≥ − n

n+ 1
α2

0|x0
− ‖ cos d(x0, .)‖22C(p, n)ǫ+ ǫ

1
8

∑

i>k(ǫ)

α2
i|x0

n+ 1où on a utilisé le théorème de type Li
hnerowi
z 4.18 pour la deuxième inégalité. Or lelemme 5.3 nous donne :
∣∣∣
∑

i∈N

(λi − n
n+ 1

)
α2
i|x0

∣∣∣ =
∣∣∣‖∇ cos dM (x0, .)‖22 − n‖ cos dM (x0, .)‖22

∣∣∣ ≤ C(p, n)ǫ
1
4 ,puis ‖ cos(d(x0, .)

)
‖22 ≤ 1

n+1 + C(p, n)ǫ
1
4 et en�n |α0|x0

| =
√
n+1

VolM |
∫
M cos d(x0, x)dx| ≤

C(p, n)ǫ
1
4 , 
omme dans la preuve du 
orollaire 5.4. Des quatre dernières inégalités, ondéduit l'estimée :

ǫ
1
8

∑

i>k(ǫ)

α2
i|x0

n+ 1
≤ C(p, n)ǫ

1
4 ,et don
 :

‖cos dM (x0, .)−
k(ǫ)∑

i=1

αi|x0
.fi‖22 =

∑

i>k(ǫ)

α2
i|x0

n+ 1
≤ C(p, n)ǫ

1
8 .En�n, on obtient (ii) en appliquant le lemme 5.3 à la fon
tion u = cos2, 
e qui nous donne :

∣∣∣
∑

i∈N

α2
i|x0
− 1
∣∣∣ = (n+ 1)

∣∣∣ 1

VolM

∫

M
cos2 dM (x0, .)−

1

Vol Sn

∫

Sn

cos2 dSn(x̄0, .)
∣∣∣

≤ C(p, n)ǫ
1
4d'où :

∣∣∣
k(ǫ)∑

i=1

α2
i|x0
− 1
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∑

i∈N

α2
i|x0
− 1
∣∣∣+

∑

i>k(ǫ)

α2
i|x0

+ α2
0|x0
≤ C(p, n)ǫ

1
8 .

�Le théorème suivant a�rme que, si (Mn, g) est une variété de 
ourbure de Ri

i presquesupérieure à (n−1), dont le Radius est plus grand que π−ǫ 1
4 , alors la variété admet n+1valeurs propres pro
hes de n :Théorème 5.6. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels arbitrairestels que p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (universellement
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al
ulables) telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension nqui véri�e supx ‖
(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on ait :Si Rad(M) ≥ π − ǫ 1
4 alors λn+1 ≤ n

(
1 + C(p, n)ǫ

1
8
)
.Démonstration.� Soit x0 un point quel
onque deM . De l'inégalité de Cau
hy-S
hwarzet du lemme 5.5 (i) (qui s'applique, puisque tout point x0 de M admet un ǫ

1
4 -presqueantipode, i.e. véri�e Rad(x0) ≥ π − ǫ

1
4 ), on déduit que, pour tout η ≤ Diam(M), on a :

1

VolB(x0, η)

∣∣∣
∫

B(x0,η)

k(ǫ)∑

i=1

αi|x0
.fi −

∫

B(x0,η)
cos
(
d(x0, .)

)∣∣∣

≤
(

VolM

VolB(x0, η)

) 1
2

‖
k(ǫ)∑

i=1

αi|x0fi − cos
(
d(x0, .)

)
‖2

≤ 1
(
1− C(p, n)ǫ

1
2

)
(
π + C(p, n)ǫ

1
2

η

)n/2
C(p, n)ǫ

1
16

≤ C(p, n)
ǫ

1
16

ηn/2
,où l'avant-dernière inégalité dé
oule des théorèmes de 
omparaison 4.6 et 4.12. En prenant

η = ǫ
1

8(n+4) et en appliquant l'inégalité |1−cos x| ≤ x2

2 , on obtient, pour un 
hoix 
onvenablede α(p, n) :
∣∣∣∣1−

1

VolB(x0, η)

∫

B(x0,η)

k(ǫ)∑

i=1

αi|x0
.fi(x)dvg(x)

∣∣∣∣

≤ 1

VolB(x0, η)

∫

B(x0,η)
| cos d(x0, .)− 1|

+
1

VolB(x0, η)

∣∣∣
∫

B(x0,η)

k(ǫ)∑

i=1

αi|x0
.fi −

∫

B(x0,η)
cos
(
d(x0, .)

)∣∣∣

≤ C(p, n)ǫ
1

4(n+4) .Par ailleurs, d'après le lemme 5.5 (ii), on a :
0 ≤ 1

VolB(x0, η)

∫

B(x0,η)

k(ǫ)∑

i=1

(
αi|x0

− fi(x)
)2
dx

≤ (1 + C(p, n)ǫ
1
8 )− 2

VolB(x0, η)

∫

B(x0,η)

k(ǫ)∑

i=1

αi|x0
.fi(x)dx

+
1

VolB(x0, η)

∫

B(x0,η)

k(ǫ)∑

i=1

f2
i (x)dx
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édentes nous donnent don
 :
∫

B(x0,η)

k(ǫ)∑

i=1

f2
i (x) dx ≥

(
1− C(p, n)ǫ

1
4(n+4)

)
VolB(x0, η),lorsque ǫ est inférieur à une 
onstante α′(p, n). En intégrant 
ette dernière inégalité parrapport à x0 (les deux membres de l'inégalité sont des fon
tions 
ontinues de x0) :

(
1− C(p, n)ǫ

1
4(n+4)

) ∫

M

VolB(x, η)

VolM
≤ 1

VolM

∫

M

(∫

B(x,η)

k(ǫ)∑

i=1

f2
i (y) dy

)
dx

=
1

VolM

∫

M

k(ǫ)∑

i=1

f2
i (x)VolB(x, η) dx (∗)(la dernière égalité s'obtient en intégrant la fon
tion (x, y) 7→
k(ǫ)∑
i=1

fi(y)
2.1l[0,η[

(
d(x, y)

) sur
M ×M et en appliquant le théorème de Fubini). Les inégalités (5.2) de la démonstrationdu lemme 5.3 et l'égalité A1(π−r)

Vol Sn = 1 − A1(r)
Vol Sn , nous donnent (en 
hoisissant ǫ assez petitpour que η ≤ π − ǫ 1

4 ) :
(
1− C(p, n)ǫ

1
4

)A1(η)

Vol Sn
≤ VolB(x, η)

VolM
≤ C(p, n)ǫ

1
4 +

A1(η + π − Rad(x))

Vol Sn

≤ C(p, n)ǫ
1
4 +

A1(η + ǫ
1
4 )

Vol SnSi on utilise 
es estimées du rapport VolB(x,η)
VolM dans l'inégalité (∗), on obtient :

(
1− C(p, n)ǫ

1
4(n+4)

)A1(η)

Vol Sn
≤
[
A1(η + ǫ

1
4 )

Vol Sn
+C(p, n)ǫ

1
4

]
‖
k(ǫ)∑

i=1

f2
i ‖1En remarquant que A1(η + ǫ

1
4 ) ≤ A1(η) + C(p, n)ǫ

1
4 et que ǫ 1

4 ≤ C(p, n)ǫ
1
8A1(η) si η ≤ π

2et en utilisant le fait que ‖fi‖22 = 1
n+1 , on en déduit :

k(ǫ)

n+ 1
=

1

VolM

∫

M

k(ǫ)∑

i=1

f2
i (x) dx ≥ (1− C(p, n)ǫ

1
4(n+4) ),et don
 k(ǫ) ≥ n+1 si la 
onstante α(p, n) est 
hoisie assez petite (rappelons que k(ǫ) estun entier).

�5.4.2 Variétés véri�ant λn+1 ≤ n+ǫDans 
ette sous-se
tion, nous passons à la démonstration du fait que, si une variétériemannienne (Mn, g) 
omplète est à 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) et si sonlapla
ien admet n+1 valeurs propres pro
hes de n, alors son volume est presque maximal.



λn+1 ≤ n + ǫ 169Plus pré
isément, on va démontrer le théorème suivant, qui est une généralisation au 
asdes variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) d'un théorème de P. Petersen(voir [77℄) :Théorème 5.7.� Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels arbitraires telsque p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (expli
itement 
al
ulables)telles que pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, qui véri�e
supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on ait :Si λn+1 ≤ n+ ǫ alors VolM ≥
(
1− C(p, n)ǫ

1
2(n+1)

)
Vol Sn.Remarque. � Ce théorème a
hève de démontrer que, pour une variété riemannienne
ompa
te de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1), il est équivalent d'être devolume presque maximal, de Radius presque maximal ou de (n+1)-ième valeur propre(non nulle) du lapla
ien presque minimale.Pour démontrer 
e théorème, nous allons 
onstruire une appli
ation Φ de M dans S

n,à partir de la famille (fi)1≤i≤n+1 des fon
tions propres de (Mn, g) asso
iées aux valeurspropres pro
hes de n, en posant :
Φ : M → S

n →֒ R
n+1

x 7→ 1
(∑

j fj(x)
2
)1/2 .

(
f1(x), . . . , fn+1(x)

) (5.3)Nous démontrerons que Φ est bien dé�nie, presque 
ontra
tante et surje
tive, 
e quidonnera la presque maximalité du volume de (Mn, g). On montrera même, dans la sous-se
tion suivante, que Φ réalise une approximation de Hausdor� sur S
n de degré ±1. Notres
héma de preuve est une adaptation de 
elui de P. Petersen dans [77℄ (voir aussi [9℄ pourune démonstration du théorème de P. Petersen en 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1),suivant le s
héma de preuve qui suit), mais les outils analytiques utilisés par P. Petersendans [77℄ (des inégalités à la Abres
h-Gromoll) sont rempla
és par les résultats de la pre-mière partie de la thèse appliqués à des se
tions Si (
onstruites à partir des fon
tions fi)d'un 
ertain �bré riemannien E au-dessus de la variété M . Commençons don
 par dé�nirle �bré E et les se
tions Si :Fibré augmenté et opérateur △sphSoit (Mn, g) une variété riemannienne 
ompa
te. On note E le �bré ve
toriel au dessusde M obtenu 
omme somme dire
te de TM et d'un �bré trivial en droite. Une fois 
hoisie
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tion non nulle e du �bré en droite, nous noterons 
e �bré TM ⊕ R e et nous iden-ti�erons TM a un sous-�bré de E d'où l'appellation de "�bré augmenté" pour le �bré E.On peut alors munir E d'une stru
ture de �bré riemannien en prenant 
omme métrique :
< X + fe, Y + he >E= g(X,Y ) + fhpour tout 
ouple de se
tions (X,Y ) de TM et tout 
ouple de fon
tions (f, h) sur M . Pourmunir E d'une 
onne
tion linéaire 
ompatible ave
 la métrique < ., . >E, on note DM la
onne
tion de Levi-Civita de (M,g), on a alors :Lemme 5.8. � L'appli
ation

DE : Γ(M)⊗ Γ(E) → Γ(E)

(Z,X + fe) 7→ DE
Z (X + fe) = DM

Z X + fZ +
(
df(Z)− g(Z,X)

)
.edé�nit une 
onne
tion linéaire sur E qui est 
ompatible ave
 la métrique < ., . >E.Remarque. � À propos de 
e �bré augmenté et de ses liens ave
 les théorèmes de lasphère, on pourra 
onsulter les travaux de E. Ruh [86℄ et S. Gallot [46℄.Démonstration. � Le fait que DE véri�e les axiomes d'une 
onnexion linéaire ne poseau
un problème. Soit S1 = X1 + f1e et S2 = X2 + f2e des se
tions quel
onques de E et Zun 
hamp de ve
teurs de M , on a :

Z. < S1, S2 >E = Z.
(
g(X1,X2) + f1f2

)

= g
(
DM
Z X1,X2

)
+ g
(
X1,D

M
Z X2

)
+ df1(Z).f2 + f1.df2(Z)D'autre part :

< DE
ZS1, S2 >E = g

(
DZX1 + f1Z,X2

)
+
(
df1(Z)− g(Z,X1)

)
.f2

= g
(
DM
Z X1,X2

)
+ df1(Z).f2 + f1.g(Z,X2)− f2.g(Z,X1)D'où Z. < S1, S2 >E=< DE

ZS1, S2 >E + < S1,D
E
ZS2 >E. �Dans la suite, on note π la proje
tion orthogonale de E sur le sous �bré TM (dé�niepar π(X + fe) = X) et A la symétrie orthogonale d'hyperplan TM (dé�nie par la relation

A(X+fe) = X−fe). Le tenseur de Ri

i de (M,g) pouvant être 
onsidéré 
omme un 
hampd'endomorphismes symétriques sur TM , on obtient un 
hamp, Ric′ de même nature sur
E, en posant Ric′(X+fe) = RicM (X)− (n−1)X. On notera par la suite △sph l'opérateur(lapla
ien+potentiel) agissant sur les se
tions de E de potentiel Ric′. Autrement dit, onpose :

△sph =
(
DE
)∗
DE + V = △E

+ Ric′ .
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tions SiNous 
ommençons par le 
as où (Mn, g) est une variété riemannienne de 
ourbure deRi

i presque supérieure à (n−1) et qui admet k valeurs propres non nulles plus petitesque n+ǫ. Le lemme suivant nous permettra d'obtenir des estimées sur le 
omportementdes fon
tions propres de M :Lemme 5.9. � Soit f : M → R telle que △f = λf . On pose Sf = ∇f + f.e, on a alors :
△sph(Sf ) = (λ− n)A(Sf )Démonstration.� On 
hoisit (ei)1≤i≤n un repère lo
al de TM orthonormal et de dérivée
ovariante nulle en x, alors :

△E(Sf )(x) = −
n∑

i=1

(
DE
)2
Sf (ei, ei) =

n∑

i=1

−DE
ei

(DE
ei
Sf )

=

n∑

i=1

−DE
ei

(
DM
ei
∇f + fei − g(ei,∇f).e+ df(ei).e

)

=
n∑

i=1

−DM
ei
DM
ei
f + g

(
DM
ei
∇f, ei

)
.e− df(ei).ei + f.e

= △M∇f −∇f + nf.e−△f.eoù △M est le lapla
ien brut de TM pour la 
onne
tion de Levi Civita DM . D'autre part,on a Ric′(Sf ) = Ric(∇f) − (n − 1)∇f . En�n, l'opérateur △M + RicM n'est autre quel'opérateur de Hodge △H sur les 1-formes, dont l'a
tion est transplantée sur les 
hampsde ve
teurs par l'identi�
ation de T ∗M et de TM donnée par la métrique g. On en déduitque (△M + RicM
)
(∇f) = △H(∇f) = ∇(△f), et don
 :

△sph(Sf ) =
(
△M + RicM −n IdTM

)
(∇f)− (△f − nf).e

= (λ− n)(∇f − f.e) = (λ− n)A(Sf ).
�L'opérateur △sph est à potentiel presque positif sur les variétés de 
ourbure de Ri

ipresque supérieure à (n−1) ; en e�et l'hypothèse sur la 
ourbure de Ri

i s'é
rit pluspré
isément : il existe un R > 0 tel que sup

x
‖
(
Ric− (n − 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ).Comme Ric′ =
(
Ric−(n − 1)

)
◦ π, le lemme 4.10 permet d'en déduire qu'on a l'inégalité

supx ‖
(
Ric′

)−‖Lp(B(x,4π)) ≤ 36ǫ, don
 que ‖(Ric′
)−‖Lp(M) ≤ 36ǫ, puisque le théorème detype Myers 4.12 prouve que M = B(x, 4π). Or le théorème 4.17 nous donne un majorantuniversel des 
onstantes de Sobolev des variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à

(n−1). Ce
i nous permet d'appliquer le 
orollaire 3.4 (iii) et d'en déduire le :



172 Théorèmes de la sphèreLemme 5.10. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des 
onstantes stri
tement positives α(p, n), α′(p, n) et C(p, n)(expli
itement 
al
ulables) telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g),de dimension n, qui véri�e la 
ondition supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 )(ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on ait :
(i) Le nombre de valeurs propres non nulles λi(Mn, g) du lapla
ien usuel qui sont infé-rieures à n+α′(p, n) est au plus égal à n+ 1. Le nombre de valeurs propres de l'opérateur
△sph qui sont inférieures à α′(p, n) est au plus égal à n+ 1.
(ii) Si λk(Mn, g) ≤ n + ǫ, alors 0 ≤ λk(△

E
) ≤ 146ǫ et −72ǫ ≤ λ1(△sph) ≤ . . . ≤

λk(△sph) ≤ ǫ.Démonstration. � Nous avons vu 
i-dessus (
f la dis
ussion qui pré
ède le lemme 5.10)que l'hypothèse faite sur la 
ourbure de Ri

i implique que le diamètre de (Mn, g) estmajoré par 2π (par le théorème 4.12), que la 
onstante de Sobolev S2p(M
n, g) est majoréepar une 
onstante C(p, n) (en appliquant le 
orollaire 1.3, où l'on rempla
e q par 2p) et que

‖
(
Ric′

)−‖Lp(M) ≤ 36ǫ. On en déduit que l'opérateur△sph = △E
+Ric′ véri�e les hypothèsesdu 
orollaire 3.4 (pour un 
hoix 
onvenable de la 
onstante α(p, n)), où l'on rempla
e q par

2p. Le 
orollaire 3.4 (i) implique que λ1(△sph) ≥ −72ǫ. Le 
orollaire 3.4 (iii) prouve que,si on pose α′(p, n) = 1
4π2C(p,n)2

[(γ(n+2)
γ(n)

) 1
2p − 1

], alors λn+2(△sph) ≥ α′(p, n) > 0, don

△sph n'a pas plus de n+1 valeurs propres inférieures à α′(p, n).Soit (fi)1≤i≤k une famille L2-orthonormée de fon
tions propres du lapla
ien usuel, 
or-respondant à des valeurs propres non nulles λi, que nous supposerons 
lassées par ordre
roissant et inférieures ou égales à n + ǫ (i.e. 0 < λ1 ≤ . . . ≤ λi ≤ . . . ≤ λk ≤ n+ ǫ), alorsles se
tions S̃fi

= 1√
λi+1

Sfi
forment une famille L2-orthonormée de se
tions de E qui (envertu du lemme 5.9) a aussi la propriété d'orthogonalité suivante, par rapport à la formequadratique asso
iée à △sph :

< △sph(S̃fj
), S̃fi

>L2= (λi − n) < A(S̃fj
), S̃fi

>L2

=
(λi − n)(λi − 1)

λi + 1
δij ,
ar les familles (fi)i et (∇fi)i sont orthogonales 2 à 2 pour les produits s
alaires L2 asso
iés.Le théorème 4.18 implique que, si α(p, n) est 
hoisi plus petit que n−1

nC2(p,n) (où C2(p, n) estla 
onstante dé�nie dans le théorème 4.18), alors λi ≥ λ1(M
n, g) ≥ n(1 − C2(p, n)ǫ) > 1,don
 (λi−n)(λi−1)

λi+1 < ǫ pour tout indi
e i de J1, kK. On déduit de 
e qui pré
ède que toute
ombinaison linéaire S (à 
oe�
ients 
onstants) des se
tions S̃fi
véri�e :

< △sph(S), S >L2

‖S‖2
L2

≤ sup
1≤i≤k

(λi − n)(λi − 1)

λi + 1
< ǫ
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ipe du min-max permet d'en déduire que λk(△sph) < ǫ.Si ǫ ≤ α′(p, n), il n'existe pas plus de n+1 valeurs propres de △sph qui véri�ent 
ettedernière inégalité ; on en déduit que k ≤ n + 1 et que le lapla
ien de (Mn, g) n'a pas plusde n+1 valeurs propres inférieures à n+ǫ. Ce
i prouve (i).Par ailleurs, on a :
‖DES‖22 =< △E

S, S >L2=< △sphS, S >L2 − < Ric′(S), S >L2

≤ ǫ‖S‖22 + ‖
(
Ric′

)−‖p ‖S‖22p
p−1

.L'inégalité de Sobolev du théorème 4.17 (appliquée en y remplaçant q par 2p) donne :
‖S‖ 2p

p−1
− ‖S‖2 ≤ C(p, n)‖d(|S|)‖2 ≤ C(p, n)‖DES‖2,la se
onde inégalité étant l'inégalité de Kato. En inje
tant 
e
i dans l'inégalité pré
édente,on obtient :
(1− 72C(p, n)2ǫ)‖DES‖22 ≤ 73ǫ‖S‖22.Si α(p, n) est 
hoisi plus petit que 1

144C(p,n)2 , le prin
ipe du min-max permet d'en déduireque λk(△E
) ≤ 146ǫ.

�Dans la suite, à tout élément d'une famille (fi)i∈N, L2-orthogonale, de fon
tions propresdu lapla
ien de (M,g) telles que
{
△fi = λifi

‖fi‖2L2 = 1
n+1 ,on asso
ie une se
tion Si du �bré E en posant Si = Sfi

= ∇fi + fi.e. On se pla
e main-tenant dans le 
as où le lapla
ien usuel △ de la variété riemannienne (Mn, g) (
omplète,de dimension n et de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1)) admet un nombremaximal (n+1) de valeurs propres pro
hes de n. On obtient alors les estimées analytiqueset géométriques suivantes, qui nous serviront dans la suite à étudier l'appli
ation Φ dé�nieplus haut :Lemme 5.11. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (expli
itement 
al
ulables)telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, qui véri�eles 
onditions supx ‖

(
Ric − (n − 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) et λn+1 ≤ n + ǫ (ave

ǫ ≤ α(p, n)), on ait :

(i) ‖
n+1∑

i=1

αiSi‖∞ ≤ (1 + C(p, n)
√
ǫ)‖

n+1∑

i=1

αiSi‖2
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n+1. De plus, il existe un sous-ensemble Mǫ de M tel que :

(ii)

{
VolMǫ ≥

(
1− C(p, n)ǫ

1
4

)
VolM

| < Si(x), Sj(x) >E −δij | ≤ C(p, n)ǫ
1
4 pour tout x ∈MǫDe plus, pour tout réel A > 0, il existe des 
onstantes universelles C(p, n,A) et α(p, n,A)telles pour tout variété (Mn, g) qui véri�e supx ‖

(
Ric−(n−1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 )(ave
 ǫ ≤ α(p, n,A)) et ‖R‖p′ ≤ A (où p′ = max(p, 2)), on ait :
(iii) ‖ < Si, Sj >E −δij‖∞ ≤ C(p, n,A)ǫβ(p,n),où β(p, n) = 2p−n

2(2p2+pn−2n)
si n ≥ 4 et β(p, n) = 2p−n

8p si n = 2 ou n = 3.Remarque. � Le lemme 5.11 regroupe toutes les estimées qui seront né
essaires pour�nir la preuve du théorème 5.7.Démonstration. � D'après le lemme 5.9, la famille de se
tions (
√

n+1
λi+1Si) est L2-orthonormée et véri�e △sphSi = (λi − n)A(Si) pour tout indi
e i de {1, . . . , n + 1}, où

A est un 
hamp d'isométries de E. D'après la variante dé
rite p. 70, on peut appliquer laproposition 3.1 et le lemme 3.5 à l'opérateur △sph = △E+Ric′ et à la famille (
√

n+1
λi+1Si) eny remplaçant p par 2p et q par 2p+n

2 (rappelons que la 
onstante de Sobolev Sp+ n
2
(Mn, g)et le diamètre sont majorés (en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1)) par les théo-rèmes 4.17 et 4.12, que l'hypothèse intégrale sur B(x,R) véri�ée par Ric′ = Ric−(n−1)implique une propriété intégrale analogue sur M tout entier, d'après la dis
ussion qui pré-
ède le lemme 5.10, et don
 que l'opérateur △sph est presque positif, les valeurs "propres"

(λi − n) étant petites par hypothèse).Pour démontrer (iii), on applique la proposition 2.11. Si S =
∑

i αiSi, la proposition2.11 (où on rempla
e p par 2p et q par 2p+n
2 ) nous donne :

1− inf |S|
sup |S| ≤ C

′(1 + (p− 2)CΛ
) 1

γ

(Diam(M)‖DS‖2
‖S‖∞

) γ
1+γ

,où C est un majorant de la 
onstante Sp+ n
2
(Mn, g), où C ′ est un majorant de la 
onstante

S′
2p(M

n, g), où γ = (2p−n)
(2p+n)(p−1) si n ≥ 4 (γ = 2p−n

2p+n si n = 2 ou n = 3), et où :
Λ = Diam(M)

√

‖Ric−‖p + ‖RE‖p + Diam(M)2
[‖△S‖2p′

‖S‖2∞
+
‖RES‖2p′

‖S‖2∞

]Or, la 
ourbure RE du �bré E est la di�éren
e des 
ourbures RM de M et de la 
ourbure
RSn de S

n (agissant sur (TM)3 selon la formule RSn
(X,Y)Z = g(X,Y)Z − g(X,Z)Y, don


‖Ric‖p, ‖Ric′‖p et ‖RE‖p′ sont majorés par C(n)(A + 1). Par ailleurs, par dé�niton de
△sph, on a :

|△S| ≤ |
∑

i

(λi − n)αiA(Si)|+ |Ric′ ||S| = |
∑

i

(λi − n)αiSi|+ |Ric′ ||S|



λn+1 ≤ n + ǫ 175puisque A est une isométrie. L'inégalité (i) nous donne alors :
‖△S‖p′ ≤ ‖

∑

i

(λi − n)αiSi‖∞ + ‖Ric′ ‖p′‖S‖∞

≤ (1 + C(p, n)
√
ǫ)
(
‖
∑

i

(λi − n)αiSi‖2 + ‖Ric′ ‖p′‖S‖∞) ≤ C(p, n)(ǫ+A+ 1)‖S‖∞De plus, en utilisant le même raisonnement que dans la preuve du lemme 5.10, on a :
‖DS‖22 =< △sph(S), S >L2 − < Ric′(S), S >L2

≤
∑

i

(λi − n)αiαj < A(Si), Sj >L2 +

∫

M

(
Ric− (n−1)

)−|S|2

≤ ǫ
∑

i

α2
i ‖Si‖22 + ‖(Ric − (n−1)

)−‖p‖S‖2∞

≤ 37ǫ‖S‖2∞En�n, les 
onstantes de Sobolev Sp+ n
2
(Mn, g) et S′

2p(M
n, g) sont majorées par le théo-rème 4.17. On déduit des inégalités qui pré
èdent et du théorème 4.12 que, pour toute
ombinaison linéaire S des se
tions Si, on a :

1− inf |S|
sup |S| ≤ C(p, n,A)ǫ

2p−n

2(2p2+pn−2n)(remarquez que la preuve est la même dans les 
as où la dimension n vaut 2 ou 3, maisqu'alors ǫ apparait à la puissan
e 2p−n
8p ). On 
on
lut alors en utilisant la remarque qui suitla proposition 3.12.

�Retour à la fon
tion Φa) Φ est bien dé�nie sous nos hypothèses :Bien entendu, telle quelle, l'appli
ation Φ (dé�nie en (5.3)) n'est pas 
orre
tementdé�nie sur toute la variété riemannienne (Mn, g), 
ar les fon
tions fi peuvent toutess'annuler au même point. Mais, sous nos hypothèse de 
ourbure de Ri

i presque supérieureà (n−1), en appliquant le lemme 5.11, on obtient l'estimée suivante, qui implique que Φest dé�nie en tout point de M :Lemme 5.12. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (expli
itement 
al
ulables)telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n qui véri�e la
ondition supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on a :Si λn+1 ≤ n+ ǫ alors ‖ n+1∑

i=1

f2
i − 1‖∞ ≤ C(p, n)ǫ

1
2(n+1) .



176 Théorèmes de la sphèreDémonstration. � Soit x0 un point quel
onque de M . On applique le lemme 5.11 ave

αi = fi(x0), on a alors ‖ n+1∑

i=1
fi(x0)Si‖∞ ≤ (1 + C(p, n)

√
ǫ)‖

n+1∑
i=1

fi(x0)Si‖2. En projetantorthogonalement la se
tion n+1∑
i=1

fi(x0)Si sur R.e et sur TM au point x0, on obtient les deuxinégalités :
|
n+1∑

i=1

fi(x0)
2|2 ≤ |

n+1∑

i=1

fi(x0)Si(x0)|2E ≤
(
1 + C(p, n)

√
ǫ
)2‖

n+1∑

i=1

fi(x0)Si‖22

≤
(
1 + C(p, n)

√
ǫ
)2(n+1∑

i=1

fi(x0)
2λi + 1

n+ 1

)
≤
(
1 + C(p, n)

√
ǫ
)2

(
n+1∑

i=1

fi(x0)
2)
n+ ǫ+ 1

n+ 1et
|dx0(

n+1∑

i=1

f2
i )|2 = 4|

n+1∑

i=1

fi(x0)∇fi(x0)|2 ≤ 4|
n+1∑

i=1

fi(x0)Si(x0)|2E

≤ 4
(
1 + C(p, n)

√
ǫ
)2(n+1∑

i=1

fi(x0)
2
)n+ ǫ+ 1

n+ 1
.On en déduit que la fon
tion h =

n+1∑
i=1

f2
i véri�e les inégalités ‖h‖∞ ≤ (1 + C(p, n)

√
ǫ
),

‖h‖1 = 1 et ‖dh‖∞ ≤ C(p, n). Le résultat annon
é dé
oule don
 dire
tement du lemmesuivant :Lemme 5.13. � Soit (Mn, g) véri�ant les hypothèses du lemme 5.12 et h : M → R unefon
tion véri�ant les inégalités ‖h‖∞ ≤ (1 + ǫ)‖h‖1 et ‖dh‖∞ ≤ C‖h‖1, alors, on a :
∥∥‖h‖1 − |h|

∥∥
∞ ≤ 4(Cπ)

n
n+1 ǫ

1
n+1 ‖h‖1.Démonstration.� La preuve 
ombine 
elle du 
orollaire 3.5 et le théorème 4.6. Si ‖h‖1 =

0, le résultat annon
é est trivialement véri�é. On suppose don
 dans la suite que ‖h‖1 > 0.Soit a = inf |h| et x0 un point où 
et in�mum est atteint. Sur la boule B(x0, η), on a (parle théorème des a

roissements �nis) |h| ≤ a+ Cη‖h‖1. D'où :
‖h‖1 =

1

VolM

∫

B(x0,η)
|h|+ 1

VolM

∫

M\B(x0,η)
|h|

≤ VolB(x0, η)

VolM

(
a+ Cη‖h‖1

)
+

(
1− VolB(x0, η)

VolM

)
(1 + ǫ)‖h‖1.On en déduit que ǫ‖h‖1 ≥ VolB(x0,η)

VolM

(
(1 + ǫ)‖h‖1 − a−Cη‖h‖1

). On pose η = (1+ǫ)‖h‖1−a
2C‖h‖1(η est alors positif par hypothèse). En utilisant la majoration du diamètre donnée par lethéorème 4.12, puis le théorème 4.6 (en remarquant que les hypothèses du lemme 5.12



λn+1 ≤ n + ǫ 177impliquent que ‖Ric−‖p,4π ≤ ‖
(
Ric − (n−1)

)−‖p,4π ≤ 36ǫ, 
f la dis
ussion qui pré
ède lelemme 5.10), on obtient VolB(x,η)
VolM ≥ VolB(x,η)

VolB(x,π+C(p,n)
√
ǫ)
≥ ηn(1−C(p,n)

√
ǫ)

(π+C(p,n)
√
ǫ)n , dont on déduit :

ǫ‖h‖1 ≥
(
(1 + ǫ)‖h‖1 − a

)n+1(
1−C(p, n)

√
ǫ
)

2n+1‖h‖n1Cn
(
π + C(p, n)

√
ǫ
)n .Lorsque C(p, n)

√
ǫ ≤ 1

2 , on obtient ǫ‖h‖1 ≥ ((1+ǫ)‖h‖1−a)n+1

4n+1‖h‖n
1C

nπn , 
e dont on déduit l'inégalité
a ≥ (1 + ǫ)‖h‖1 − 4(πC)

n
n+1 ǫ

1
n+1 ‖h‖1. On obtient don
 |h| − ‖h‖1 ≥ −4(πC)

n
n+1 ǫ

1
n+1 ‖h‖1.Or |h| − ‖h‖1 ≤ ǫ‖h‖1 par hypothèse, d'où le résultat annon
é.

�Maintenant que l'appli
ation Φ est bien dé�nie, on va exprimer sa di�érentielle dΦ enfon
tion des se
tions Si :b) Cal
ul de dΦ :Soit x un point de M , alors dxΦ est une appli
ation de TxM dans TΦ(x)S
n ⊂ R

n+1.On va en fait 
al
uler tdxΦ, l'appli
ation transposée de dxΦ vue 
omme une appli
ationde (TxM,gx) à valeurs dans R
n+1 muni de son produit s
alaire 
anonique, qu'on notera

< ., . >
Rn+1 :Soit (εi)1≤i≤n+1 la base 
anonique de R

n+1 alors, pour tout ve
teur X de TxM , on a
g(tdΦ(εi),X) = < εi, dxΦ(X) >

Rn+1

=
1

(
∑

j f
2
j )

1
2

(
dxfi(X) − fi

(
∑

j f
2
j )

1
2

n+1∑

k=1

fk

(
∑

j f
2
j )

1
2

dxfk(X)
)

=
1

(
∑

j f
2
j )

1
2

(
dxfi(X) − Φi

n+1∑

k=1

Φkdxfk(X)
)

=
1

(
∑

j f
2
j )

1
2

g
(
∇fi − Φi

n+1∑

k=1

Φk.∇fk,X
)On en déduit que tdxΦ(εi) =

∇fi−Φi
∑n+1

k=1 Φk.∇fk

(
∑

j f
2
j )

1
2

=
Si−Φi

∑n+1
j=1 ΦjSj

(
∑

j f
2
j )

1
2

(moyennant l'identi�-
ation de TM ave
 un sous-�bré riemannien de E), 
ar Φi(x)
∑n+1

k=1 Φk(x)fk(x) = fi(x).On en déduit le :Lemme 5.14. � Pour tout ve
teur v de TΦ(x)S
n(= Φ(x)⊥), on a tdxΦ(v) =

∑n+1
i=1 viSi

(
∑
f2

j )
1
2
, où

TM est identi�é à un sous-�bré riemannien de E.
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) Φ est presque 
ontra
tanteOn déduit tout de suite du lemme 5.14 que, pour tout 
ouple (u, v) de ve
teurs tangentsà S
n en Φ(x), on a :

|g(tdxΦ(v),t dxΦ(u))− < u, v >Rn+1 | ≤ |
∑

ij

viuj

(< Si, Sj >E∑
k f

2
k

− δij
)
|. (∗)Le lemme 5.11 se traduit alors en un résultat de pin
ement autour de 1 des valeurs propresde l'endomorphisme dxΦ ◦t dxΦ. La version du lemme 5.11 ave
 majoration de la 
ourburese
tionnelle nous permettra d'obtenir le théorème 5.18 de la se
tion 5.5 (qui a�rme quedans 
e 
as Φ est un di�éomorphisme presque isométrique de (Mn, g) sur (Sn, can)).Si on ne suppose plus de borne a priori sur ‖R‖p, alors les lemmes 5.11 (i) et 5.12 nousdonnent quand même que :

∣∣g(tdxΦ(v),t dxΦ(v))
∣∣ ≤ ‖

∑
i viSi‖2∞

inf
∑

k f
2
k

≤ (1 + C(p, n)
√
ǫ)2

(1− C(p, n)ǫ
1

2(n+1) )
‖
∑

i

viSi‖22

≤ (1 + C(p, n)ǫ
1

2(n+1) )‖v‖2
Rn+1 .Si u et v par
ourent respe
tivement les sphères unitaires de TxM et de R

n+1, on a
sup
u,v

g
(t
dxΦ(v), u

)
= sup

u,v
< v, dxΦ(u) >

Rn+1 , d'où ‖tdxΦ‖ = ‖dxΦ‖. On en déduit le :Lemme 5.15. � Sous les hypothèses du théorème 5.7, l'appli
ation Φ est presque-
on-tra
tante. Plus pré
isément, on a :
‖dΦ‖∞ ≤

(
1 + C(p, n)ǫ

1
2(n+1)

)Nous allons maintenant prouver que, sous nos hypothèses, Φ est surje
tive sur S
n. Pour
ela, nous allons d'abord supposer que M est orientable. Nous montrerons, par la suite,que M est né
essairement orientable sous nos hypothèses.d) Si M est orientable, alors Φ est surje
tive et le volume est presque maximalPlus pré
isément, nous allons 
al
uler le degré de Φ. On suppose pour 
ela que M estune variété orientable. Soit x un point de M et (Xi) une base orthonormée dire
te de

TxM . Pour tout point x de M , on munit Ex de l'orientation induite par TM telle que
(X̃i)1≤i≤n+1 = (X1, · · · ,Xn, e) soit une base orthonormée dire
te de Ex. On note Lx et L̃xles appli
ations linéaires dé�nies par :

Lx : TΦ(x)S
n → TxM

v 7→
n+1∑

i=1

viSi(x)
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L̃x : R

n+1 → Ex

v 7→
n+1∑

i=1

viSi(x)et on dé�nit les fon
tions h et h̃ par h(x) = detLx et h̃(x) = det L̃x (les déterminants étant
al
ulés relativement à des bases orthonormées dire
tes des espa
es de départ et d'arrivée).On a immédiatement que h(x) =
(∑

j f
2
j (x)

)n
2 det dxΦ. En faisant le 
al
ul en 
hoisissant

(v1, · · · , vn,Φ(x)) 
omme base orthonormée dire
te de R
n+1 (où (v1, · · · , vn) est une baseorthonormée dire
te de TΦ(x)S

n), on obtient :
h̃(x) = det

(
L̃x(v1), · · · , L̃x(vn),

∑

i

ΦiSi
)

= det
(
Lx(v1), · · · , Lx(vn),

∑

i

Φi∇fi
)

︸ ︷︷ ︸
=0

+det
(
Lx(v1), · · · , Lx(vn),

∑

i

Φifie
)

=
(∑

i

f2
i

) 1
2 det

(
Lx(v1), · · · , Lx(vn)

)

=
(∑

i

f2
i

) 1
2h(x) =

(∑

j

f2
j (x)

)n+1
2 det dxΦCommençons par estimer ‖h‖2. On a h2(x) ≤ |Lx|2n. Or, d'après le lemme 5.11 (i), on a,pour tout point x de M et tout ve
teur v de TΦ(x)S

n :
|Lx(v)|2E ≤ ‖

n+1∑

i=1

viSi‖2∞ ≤
(
1 + C(p, n)

√
ǫ
)
‖
n+1∑

i=1

viSi‖22

≤
(
1 + C(p, n)

√
ǫ
)λn+1 + 1

n+ 1
‖v‖2

Rn+1 .On en déduit que ‖h2‖∞ ≤
(
1+C(p, n)

√
ǫ
). Par ailleurs, pour tout 
ouple (u, v) de ve
teursde TΦ(x)S

n, on a :
∣∣∣<t Lx ◦ Lx(u), v >Rn+1 − < u, v >

Rn+1

∣∣∣ =
∣∣∣
∑

ij

uivj
(
< Si, Sj >E −δij

)∣∣∣

≤ max
ij

∣∣< Si, Sj >E −δij
∣∣‖u‖

Rn+1‖v‖Rn+1D'après le lemme 5.11 (ii), ∥∥tLx ◦ Lx − IdTΦ(x)S
n

∥∥ ≤ C(p, n)ǫ
1
4 , pour tout point x dusous-ensemble Mǫ, et don
 |h2(x)− 1| ≤ C(p, n)ǫ

1
4 sur Mǫ. On obtient alors l'estimée :

∣∣∣ 1

VolM

∫

M
h2 − 1

∣∣∣ ≤
∣∣∣ 1

VolM

∫

Mǫ

(h2 − 1)
∣∣∣+
(
1− VolMǫ

VolM

)
max

(
1, |‖h2‖∞ − 1|

)

≤ C(p, n)ǫ
1
4Le raisonnement et le 
al
ul pré
édents restent valables si on rempla
e Lx par L̃x, quitteà prendre u et v dans R

n+1 ; on en déduit que h̃ véri�e aussi l'estimée | 1
VolM

∫
M h̃2 − 1| ≤

C(p, n)ǫ
1
4 .



180 Théorèmes de la sphèrePour obtenir le degré de Φ, 
'est l'intégrale 1
VolM

∫
M h̃ que l'on doit estimer. Notre idéeest d'utiliser l'inégalité de Poin
aré de manière à montrer que la moyenne de h̃ est pro
hede sa norme L2. En
ore faut-il pour 
ela que la norme L2 du gradient de h̃ soit petite. Onva don
 estimer dh̃ :En prenant la base 
anonique de R

n+1 
omme base orthonormée au départ, et une baseorthonormée dire
te quel
onque (X̃i(x)) de Ex à l'arrivée, on obtient la formule h̃(x) =

det
(
< X̃i, Sj >E

), qui nous permet de 
al
uler dxh̃. En e�et, soit x un point donné de M ,
X ∈ TxM et γX la géodésique passant par x ave
 le ve
teur vitesse X. On note (X̃i(x))un repère orthonormé dire
t de Ex et (X̃i) le repère transporté parallèlement le long de
γX . On a alors :
dxh̃(X) = dx

(
det
(
< X̃i, Sj >E

)
ij

)
(X)

=
∑

j

det




<X̃1, S1> . . . <X̃1, Sj−1> X.<X̃1, Sj> <X̃1, Sj+1> . . . <X̃1, Sn+1>∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
<X̃n+1, S1>. . . <X̃n+1, Sj−1>X.<X̃n+1, Sj><X̃n+1, Sj+1>. . . <X̃n+1, Sn+1>




=
∑

j

det




<X̃1, S1> . . . <X̃1, Sj−1> <X̃1,D
E
XSj> <X̃1, Sj+1> . . . <X̃1, Sn+1>∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
<X̃n+1, S1>. . . <X̃n+1, Sj−1><X̃n+1,D

E
XSj><X̃n+1, Sj+1>. . . <X̃n+1, Sn+1>


D'où ∣∣dxh̃(X)

∣∣ ≤ C(n)maxi ‖Si‖n∞ maxi |DE
XSi(x)|E . D'après le lemme 5.11 (i), on a

‖Si‖2∞ ≤
(
1 + C(p, n)

√
ǫ)2 (λn+1+1)

n+1 , d'où :
‖dh̃‖22 =

1

VolM

∫

M
|dh̃|2 ≤ C(p, n)max

i

1

VolM

∫
|DESi|2(x).Or, nous avons vu dans la preuve du lemme 5.10 (ii) que les hypothèses sur λn+1 et sur la
ourbure de Ri

i impliquent que ‖DESi‖22 ≤ C(p, n)ǫ, don
 que ‖dh̃‖22 ≤ C(p, n)ǫ.D'après le théorème 4.18, et sous nos hypothèses de 
ourbure de Ri

i presque supé-rieure à (n−1), on a λ1 ≥ n(1 − C2(p, n)ǫ) ≥ n − 1 si α(p, n) est 
hoisi plus petit que

1
nC2(p,n) . L'inégalité de Poin
aré, qui s'é
rit :

‖h̃− 1

VolM

∫

M
h̃‖22 ≤

1

λ1
‖dh̃‖22,nous donne alors 0 ≤ ‖h̃‖22−

(
1

VolM

∫
M h̃

)2 ≤ C(p, n)ǫ. Or, on a montré plus haut l'inégalité
∣∣‖h̃‖22 − 1

∣∣ ≤ C(p, n)ǫ
1
4 , on en déduit que :

1− C(p, n)ǫ
1
4 ≤

( 1

VolM

∫

M
h̃
)2
≤ 1 + C(p, n)ǫ

1
4
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on
lure, on a degΦ Vol S
n =

∫
M det dΦ =

∫
M

(∑
k f

2
k

)−n+1
2 h̃, d'où :

∣∣|deg Φ|Vol Sn

VolM
− 1
∣∣ =

∣∣∣
∣∣ 1

VolM

∫

M

(∑

k

f2
k

)−n+1
2 h̃
∣∣− 1

∣∣∣

≤
∣∣∣
∣∣ 1

VolM

∫

M

(∑

k

f2
k

)−n+1
2 h̃
∣∣−
∣∣ 1

VolM

∫

M
h̃
∣∣
∣∣∣+
∣∣∣
∣∣ 1

VolM

∫

M
h̃
∣∣− 1

∣∣∣

≤
∣∣∣ 1

VolM

∫

M

[(∑

k

f2
k

)−n+1
2 − 1

]
h̃
∣∣∣+
∣∣∣
∣∣ 1

VolM

∫

M
h̃
∣∣− 1

∣∣∣et, toujours d'après le lemme 5.12 et la majoration de ‖h‖∞ donnée 
i-dessus, on a :
∣∣∣ 1

VolM

∫

M

[(∑

k

f2
k

)−n+1
2 − 1

]
h̃
∣∣∣ ≤

∥∥∥(
∑

k

f2
k

)−n+1
2 − 1

∥∥∥
∞
‖h̃‖∞

≤ C(p, n)ǫ
1

2(n+1) ‖h‖∞ max
[ 1

(infx
∑

i f
2
i (x))

n+1
2

, 1
]
≤ C(p, n)ǫ

1
2(n+1) .On en déduit que : ∣∣∣|deg Φ|Vol S

n

VolM
− 1
∣∣∣ ≤ C(p, n)ǫ

1
2(n+1) .Si α(p, n) a été 
hoisi inférieur à 1

C(p,n)2(n+1) (où C(p, n) est la 
onstante qui intervientdans la dernière inégalité), on en déduit que deg Φ 6= 0 dès que ǫ < α(p, n), don
 que Φ estsurje
tive. De plus, d'après le théorème 4.6, on a :
VolM ≤

(
1 + C(p, n)ǫ

1
4
)
Vol Sn,et don
 Φ est de degré ±1, et l'inégalité sur le degré devient :

∣∣∣Vol S
n

VolM
− 1
∣∣∣ ≤ C(p, n)ǫ

1
2(n+1)d'où VolM ≥ Vol Sn

(
1 − C(p, n)ǫ

1
2(n+1)

). Ce
i a
hève la preuve du théorème 5.7 si onsuppose Mn orientable.e) M est orientableSi Mn est non-orientable, on peut toujours 
onstruire l'appli
ation Φ et remarquerqu'elle se relève en une appli
ation Φ̃ du revêtement riemannien orientable à deux feuillets
M̃n de M dans S

n. De plus, le diagramme suivant 
ommute :
M̃

Φ̃−→ S
n

π ↓ րΦ

MOn a don
 deg2 Φ̃ = deg2 π deg2 Φ = 0 (où deg2 désigne le degré modulo 2). Or, ona degΦ̃ ≡ deg2 Φ̃ modulo 2. On en déduit que Φ̃ est de degré né
essairement pair. Or
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(M̃n, g̃) est aussi de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) (
ar le revêtement est àdeux feuillets), et les fon
tions propres fi de (Mn, g) se relèvent en des fon
tions propres
f̃i de (M̃n, g̃) asso
iées aux mêmes valeurs propres λi. Don
 (M̃n, g̃) admet n+1 valeurspropres pro
hes de n, et l'appli
ation Φ̃, relevée de Φ, n'est autre, par uni
ité du relevé,que l'appli
ation étudiée en e) asso
iée à la variété (M̃ , g̃) et à ses fon
tions propres f̃i. Onen déduit que Φ̃ doit être de degré ±1, 
e qui est 
ontradi
toire. On a don
 montré que, si
(Mn, g) est à 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) et admet n+1 valeurs proprespro
hes de n, alors elle est né
essairement orientable (on montrera dans la suite qu'il enest de même si M admet seulement n valeurs propres pro
hes de n).5.4.3 L'approximation de Hausdor�Pour �nir la démonstration du théorème A, il ne nous reste plus qu'à montrer que l'unedes hypothèses de pin
ement du volume, du Radius ou de λn+1 implique que (Mn, g) estpro
he de (Sn, can) en distan
e de Gromov-Hausdor�. Il su�t même, d'après 
e qui pré
ède,de démontrer la proposition suivante a priori plus faible (mais dont la démonstration estplus aisée, 
ar on peut utiliser toutes les estimations des se
tions 5.4.1 et 5.4.2) :Proposition 5.16. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (expli
itement 
al
ulables)telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n, qui véri�ela 
ondition supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on a :Si VolM ≥ (1− ǫ
1

8(n+1)2 )Vol S
n, RadM ≥ π − ǫ

1
8(n+1)2 et λn+1 ≤ n+ ǫ

1
8(n+1)2 alors

dGH
(
(M,g), (Sn, can)

)
≤ C(p, n)ǫ

1
384(n+1)3 .Plus pré
isément, l'appli
ation Φ dé�nie en (5.3) (se
tion 5.4.2) est une approximation deGromov-Hausdor�, surje
tive et de degré ±1.Démonstration. � Nous allons montrer que la fon
tion Φ est une approximation deGromov-Hausdor�. On sait déjà que l'appli
ation Φ est surje
tive lorsque ǫ < α(p, n), ilne reste don
 qu'à montrer que, pour tout 
ouple (x, y) de points de M , on a :

|dSn(Φ(x),Φ(y)) − dM (x, y)| ≤ C(p, n)ǫ
1

384(n+1)3 . (∗)Mais, en remarquant que pour tout 
ouple (t, s) de nombres réels 
ompris dans l'intervalle
[
0, π + C(p, n)

√
ǫ
], on a soit |t − s| ≤ ǫ

1
384(n+1)3 , soit |t − s| ≥ ǫ

1
384(n+1)3 et que, dans 
e
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as, on a t+s
2 ≤ π+C(p, n)

√
ǫ− ǫ

1
384(n+1)3

2

], d'où (par 
on
avité du sinus sur [0, π]) :
| cos t− cos s| = 2| sin(

t+ s

2
)| sin(

|t− s|
2

)

≥ 1

2
|t+ s||t− s|sin(π2 + C(p, n)

√
ǫ) sin( ǫ

1
384(n+1)3

2 − C(p, n)
√
ǫ)

(
π + C(p, n)

√
ǫ− ǫ

1
384(n+1)3

2

)
(π2 + C(p, n)

√
ǫ)

≥ C(p, n)|t− s|2ǫ
1

384(n+1)3 ,on en déduit (d'après le théorème 4.12) que, pour démontrer l'inégalité (∗), il su�t demontrer que
∣∣cos

(
dSn(Φ(x),Φ(y))

)
−cos

(
d(x, y)

)∣∣ =
∣∣< Φ(x),Φ(y) > − cos

(
d(x, y)

)∣∣ ≤ C(p, n)ǫ
1

128(n+1)3 .Pour montrer 
ela, on a besoin dans un premier temps d'établir l'équivalent L∞ dulemme 5.5 (i) :Lemme 5.17. � Sous les hypothèses de la proposition 5.16, on a :
‖ cos

(
d(x0, .)

)
−
n+1∑

i=1

αi|x0
fi‖∞ ≤ C(p, n)ǫ

1
64(n+1)3 .Démonstration. � Pour démontrer 
e lemme, on applique la même méthode que dansla démonstration du lemme 5.12. On pose f = cos(d(x0, .)) −

n+1∑
i=1

αi|x0
fi. On a alors, si

α(p, n) est 
onvenablement 
hoisi :
‖df‖∞ ≤ | sin d(x0, .)|+

∥∥∥d
(n+1∑

i=1

αi|x0
fi
)∥∥∥

∞
≤ 1 +

∥∥
n+1∑

i=1

αi|x0
Si
∥∥
∞ ≤ 1 + 2‖

n+1∑

i=1

αi|x0
Si‖2

≤ 1 + 2
√∑

α2
i|x0
‖Si‖22 ≤ 1 + 2

√√√√
n+1∑

i=1

α2
i|x0

λi + 1

n+ 1
≤ C(p, n)où la se
onde inégalité dé
oule du fait que n+1∑

i=1
αi|x0
∇fi est la proje
tion de n+1∑

i=1
αi|x0

Si sur
TxM , la troisième du lemme 5.11 (i), et la dernière du lemme 5.5 (ii). D'après le lemme5.5 (i), on a :

‖f‖22 ≤ C(p, n)ǫ
1

32(n+1)2 .Don
, pour tout r > 0 et tout point x1 de M tel que |f(x1)| = ‖f‖∞, on a (en utilisantle fait que |f |2 ≥ ‖f‖∞(‖f‖∞ −C(p, n)r) sur B(x1, r) par le théorème des a

roissements�nis) :
C(p, n)ǫ

1
32(n+1)2 ≥ ‖f‖22 ≥

1

VolM

∫

B(x,r)
|f |2 ≥ ‖f‖∞ (‖f‖∞ − C(p, n)r)

VolB(x1, r)

VolM
.En posant r = ǫ

1
64(n+1)3 et en utilisant le théorème de Bishop-Gromov 4.6, on obtient

C(p, n)ǫ
1

32(n+1)2 ≥ ‖f‖∞
(
‖f‖∞−C(p, n)ǫ

1
64(n+1)3

)
ǫ

n
64(n+1)3

(2π)n et don
 ‖f‖∞ ≤ C(p, n)ǫ
1

64(n+1)3 .
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�Démonstration de la proposition 5.16.� Pour 
on
lure, on voit que, à l'instar de lasphère 
anonique (
f la se
tion 5.3), il su�t de montrer que |αi|x−fi(x)| ≤ C(p, n)ǫ

1
64(n+1)3 .En e�et, on aura alors :

∣∣cos
(
d(x0, x)

)
− cos

(
dSn [Φ(x0),Φ(x)]

)∣∣ =
∣∣cos

(
d(x0, x)

)
− < Φ(x),Φ(x0) >Rn+1

∣∣

≤
∣∣cos

(
d(x0, x)

)
−
∑

i

αi|x0
.fi(x)

∣∣+
∣∣∑

i

(
αi|x0

− fi(x0)
)
.fi(x)

∣∣

+
∣∣∑

i

fi(x0).fi(x)− < Φ(x),Φ(x0) >Rn+1

∣∣

≤ C(p, n)ǫ
1

64(n+1)3 +
∑

i

∣∣αi|x0
− fi(x0)

∣∣|fi(x)|

+
∣∣∣1− 1

(
∑

k f
2
k (x))

1
2 (
∑

k f
2
k (x0))

1
2

∣∣∣
∣∣∑

i

fi(x0).fi(x)
∣∣

≤ C(p, n)ǫ
1

64(n+1)3 +

√∑

i

(
αi|x0

− fi(x0)
)2(∑

k

f2
k (x)

) 1
2

+
∣∣∣1− 1

(
∑

k f
2
k (x))

1
2 (
∑

k f
2
k (x0))

1
2

∣∣∣
(∑

k

f2
k (x0)

) 1
2
(∑

k

f2
k (x)

) 1
2

≤ C(p, n)
1

128(n+1)3où on a utilisé également les lemmes 5.17 (dans la deuxième inégalité) et 5.12 (dans ledernière inégalité).Or, on a :
n+1∑
i=1

(
αi|x − fi(x)

)2
=

n+1∑
i=1

α2
i|x +

n+1∑
i=1

fi(x)
2 − 2

n+1∑
i=1

αi|x.fi(x)

≤ 2 + C(p, n)ǫ
1

64(n+1)3 − 2cos(d(x, x)) = C(p, n)ǫ
1

64(n+1)3 .d'après le lemme 5.5 (ii), le lemme 5.17 et la proposition 5.12, 
e qui 
on
lut la démons-tration de la proposition 5.16 et, par là, la démonstration du théorème A.
�Dans 
ette se
tion, on a montré l'équivalen
e entre : la presque maximalité du volume,
elle du Radius, le pin
ement des n+1 premières valeurs propres non nulles du lapla
ienet la proximité ave
 la sphère (Sn, can) au sens de Gromov-Hausdor� pour une variété de
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1).5.5 Cara
térisation du type di�érentiableLe but de 
ette se
tion est de dis
uter, dans l'état a
tuel de nos re
her
hes, du genredi�érentiable des variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) et dont les inva-



Genre différentiable 185riants géométriques (Radius, Volume, λn+1, distan
e de Gromov-Hausdor� ave
 la sphère
anonique), étudiés dans la se
tion pré
édente, sont presque extrémaux. Les résultats deT. Colding, J. Cheeger et P. Petersen montrent que, si on se restreint aux variétés rieman-niennes de 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1) et si l'un des invariants géométriques 
itésplus haut est presque extrémal, alors la variété 
onsidérée est né
essairement di�éomorpheà la sphère S
n.Cette 
ara
térisation de la sphère 
anonique dé
oule d'un résultat (dû à T. Colding etJ. Cheeger), de 
ontinuité (pour la distan
e de Gromov-Hausdor�) du type di�érentiablesur l'ensemble des variétés riemanniennes 
ompa
tes de dimension n et de 
ourbure deRi

i minorée par −(n−1). Plus pré
isément, T. Colding et J. Cheeger démontrent dans[30℄ le théorème suivant :Théorème (J. Cheeger et T. Colding). � Soit (Mn

i , gi)i∈N une suite de variétésriemanniennes 
omplètes, de dimension n, telles que Ric(gi) ≥ −(n−1) pour tout indi
e
i. Si la suite (Mn

i , gi)i∈N 
onverge en distan
e de Gromov-Hausdor� vers une variété lisse,riemannienne, 
ompa
te (Mn, g) de même dimension n, alors Mn
i est di�éomorphe à Mnpour tout indi
e i su�samment grand.Pour un s
héma de preuve simpli�é de 
e théorème, le le
teur intéressé peut se référerà [28℄ ou [51℄. Une grande partie du s
héma de la preuve de 
e théorème a été étendupar P. Petersen et G. Wei dans [82℄ aux variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieureà −(n−1) et qui admettent un minorant uniforme v0 > 0 pour le volume de leur boulesgéodésiques de rayon 1 (remarquer que les résultats de 
et arti
le sont valables sur lesvariétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieur à n−1, sans hypothèse supplémentaire surle volume des boules de rayon 1). Toutefois, pour appliquer telle quelle, aux 
as variétésde 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1), l'intégralité du s
héma de preuve duthéorème de J. Cheeger et T. Colding 
ité 
i-dessus, il manque en
ore un outil, fondamentaldans 
es travaux, appelé "segment inequality" dans [28℄ et qui s'énon
e ainsi :Étant donnée une fon
tion positive f sur M , x1 et x2 deux points de M , on note

Ff (x1, x2) = infγ
∫ d(x1,x2)
0 f(γ(s)) ds, où l'inf est pris sur l'ensemble des géodésiques mi-nimisantes γ (paramétrées par leur longueur) allant de x1 à x2. On a alors le théorèmesuivant (théorème (2.15) de [28℄) :Théorème. � Soit (Mn, g) une variété riemannienne 
ompa
te de dimension n qui véri�e

Ric(Mn, g) ≥ −(n−1). Soient A1 et A2 deux parties de B(p, r), alors :
∫

A1×A2

Ff (x1, x2) dvg(x1)dvg(x2) ≤ 2nr(chr)n−1
(
VolA1 + VolA2

) ∫

B(p,2r)
f.



186 Théorèmes de la sphèreCe théorème est utilisé dans les travaux de Colding et Cheeger pour 
onvertir leshypothèses sur le Hessien de 
artes harmoniques en propriétés métriques de 
es 
artes.La preuve de 
e théorème est une appli
ation de la version pon
tuelle du théorème de
omparaison de Bishop-Gromov (i.e. le fait que θ
θ−1

(r, v) soit une fon
tion dé
roissante de
r à v �xé). Or, pour une variété de 
ourbure de Ri

i presque minorée par (n−1), le mieuxqu'on puisse obtenir (dans l'état a
tuel de nos re
her
hes) est une presque dé
roissan
ede la fon
tion ∫Cx0⊂S

n−1
x0

θ
θ−1

(r, v)dv sur un intervalle [0, R0], à la 
ondition que le rapport
Vol
(
expx0

([0,R0]×Cx0 )
)

VolB(x0,R0) soit minoré. Savoir si, sous les hypothèses du théorème A, les variétésriemanniennes sont di�éomorphes à la sphère S
n reste don
 en
ore un problème ouvert.Courbure se
tionnelle majoréeSi on se donne une borne a priori sur le tenseur de 
ourbure, alors l'estimée 5.11

(iii) nous donne tout de suite que l'appli
ation Φ donnée par les fon
tions propres etétudiée plus haut (voir (5.3)) est une presqu'isométrie sous les hypothèses de la se
tionpré
édente (remarquer que le résultat de Colding et Cheeger qui permet, en 
ourbure deRi

i supérieure à n−1, de 
on
lure que les variétés de Volume presque maximal sontdi�éomorphes à la sphère, ne donne pas expli
itement le di�éomorphisme, ni au
une bornesur la norme de Lips
hitz de 
e di�éomorphisme). C'est le but du :Théorème 5.18.� Soit n un entier (n ≥ 2). Soient A et p des nombres réels tels que A >

0 et p > n/2. Il existe des fon
tions α(A, p, n) et C(A, p, n) telles que, pour toute variétériemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, qui véri�e les 
onditions de 
ourbure
supx ‖

(
Ric − (n−1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫ.min(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(A, p, n)) et ‖R‖p ≤ A, onait :Si VolM ≥ (1 − ǫ)Vol S
n alors l'appli
ation Φ : x 7→ 1√

n+1∑
i=1

f2
i (x)

(f1(x), . . . , fn+1(x)),donnée par les n+1 premières fon
tions propres fi du lapla
ien, est un di�éomorphisme de
M sur S

n.De plus Φ est une presque-isométrie, i.e., pour tout u ∈ TM \ {0}, on a :
|< dΦ(u), dΦ(u) >Rn+1

g(u, u)
− 1| ≤ C(A, p, n)ǫ

β(p,n)
32n ,où β(p, n) est la 
onstante universelle dé�nie dans le lemme 5.11.VariantesCe théorème est énon
é ave
 l'hypothèse de presque maximalité du volume mais, d'aprèsla se
tion pré
édente (théorème A), on pourrait tout aussi bien l'énon
er sous l'hypothèse



Genre différentiable 187de presque maximalité du radius, du pin
ement des n + 1 premières valeurs propres nonnulles de (Mn, g) ou en supposant que la distan
e de Gromov-Hausdor� entre (Mn, g) et
(Sn, can) est inférieure à un ǫ = ǫ(p, n) universel.Démonstration. � D'après les lemmes 5.11 (iii) et 5.12 et la formule (∗) de la se
tion5.4.2 
), on a, sous nos hypothèses :

∣∣∣g
(t
dxΦ(u),t dxΦ(u)

)
− < u, u >Rn+1

∣∣∣ ≤ C(A, p, n)ǫ
β(p,n)
32n < u, u >Rn+1pour tout u ∈ TΦ(x)S

n. Si ǫ < 1

C(A,p,n)
32n

β(p,n)
, on en déduit que tdxΦ est inversible (en tantqu'appli
ation de TΦ(x)S

n dans TxM) et que ‖dxΦ‖ = ‖tdxΦ‖ ≤
(
1+C(A, p, n)ǫ

β(p,n)
32n

) 1
2 et

‖(dxΦ)−1‖ = ‖t[dxΦ]−1‖ = ‖[tdxΦ]−1‖ ≤
(
1− C(A, p, n)ǫ

β(p,n)
32n

)− 1
2 . D'où :

[
1−C(A, p, n)ǫ

β(p,n)
32n

] 1
2 ≤ ‖dxΦ(u)‖

‖u‖ ≤
[
1 + C(A, p, n)ǫ

β(p,n)
32n

] 1
2 .On en déduit l'existen
e de α(A, p, n) telle que pour tout ǫ ≤ α(A, p, n), l'appli
ation Φsoit un di�éomorphisme lo
al véri�ant |Φ∗can − g| ≤ C(A, p, n)ǫ

β(p,n)
32n g. De plus M est
ompa
te d'après le théorème 4.12, don
 Φ est un revêtement de M sur S

n. S
n étantsimplement 
onnexe, on en déduit que Φ est un di�éomorphisme.

�Courbure de Ri

i pin
ée en norme L∞Pour �nir 
ette se
tion, remarquons qu'en utilisant un résultat, du à M. Anderson [5℄,de pré
ompa
ité C1,α (α < 1) des variétés riemanniennes de dimension n véri�ant leshypothèses |Ric | ≤ 1 et dont le volume des boules géodésiques de rayon r ≤ 1 véri�e
VolB(p, r) ≥

(
1 − ǫ(n)

)
VolBnrn (pour une 
onstante ǫ(n) > 0 ne dépendant que de n),T. Colding prouve, dans [40℄ que, si une variété riemannienne 
omplète (Mn, g) véri�e leshypothèses A ≥ Ric(Mn, g) ≥ n − 1 et Vol(Mn, g) ≥

(
1 − ǫ

)
Vol S

n (lorsque ǫ ≤ ǫ(n,A),où ǫ(n,A) > 0 est une 
onstante universelle ne dépendant que de n et A), alors la variétériemannienne (Mn, g) est pro
he de (Sn, can) en topologie C1,α. Ce résultat est de nouveauabstrait puisqu'il ne fournit pas expli
itement un di�éomorphisme. En revan
he, l'arti
le [5℄pré
ise que toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g) véri�ant A ≥ Ric(Mn, g) ≥ n− 1et Vol(Mn, g) ≥
(
1−ǫ(n,A)

)
Vol S

n voit son rayon harmonique C1,α, noté rH(1, α), minorépar une 
onstante universelle r(n,A) > 0 (ne dépendant que de n et A), 
e qui, d'aprèsla remarque (0.10) p.270 de [6℄, implique l'existen
e d'une 
onstante C(q, n,A) telle quepour toute fon
tion f dé�nie sur une boule B de rayon r(n,A)/2, on ait :
‖f‖

C
1,1− n

q
≤ C(q, n,A)‖△f‖Lq(B) + ‖f‖L2(B)où q est un réel stri
tement supérieur à n et ‖f‖C1,β est la norme hölderienne C1,β de frelativement à la 
arte harmonique 
ontenant B. En appliquant 
e
i aux fon
tions propres
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fi asso
iées à des valeurs propres pro
hes de n, on en déduit que les fon
tions g(∇fi,∇fj)et fifj sont universellement bornées en norme hölderienne, et il en est don
 de mêmedes fon
tions < Si, Sj >E. Si on fait tendre le paramètre ǫ vers 0 dans l'hypothèse surle volume, les variation des fon
tions < Si, Sj >E restent bornées. On en déduit quesi la fon
tion det

(
< Si, Sj >E

)
ij

s'annule en un point x0 alors elle reste pro
he de 0sur une boule de rayon minoré (et don
 de volume minoré) lorsque ǫ tend vers 0. Ce
i
ontredit le fait (montré plus haut) que, lorsque ǫ tend vers 0, |det(< Si, Sj >E
)
ij
| doitêtre pro
he de 1 sur un ensemble de volume presque total. On peut ra�ner l'argumentpré
édent pour montrer que ‖ < Si, Sj >E −δij‖∞ est en fait petit. Ce
i montre qu'ona les mêmes 
on
lusions que dans le théorème 5.18 sous l'hypothèse A ≥ Ric ≥ n − 1(on a alors seulement proximité C0 des métriques, mais 
ela fournit un di�éomorphismeexpli
ite). Toutefois, l'existen
e d'un analogue du théorème de minoration universelle durayon harmonique C1,α (ou même C0,α), sous des hypothèses intégrales sur la 
ourbure deRi

i et en volume presque maximal, reste un problème d'analyse non résolu (et qui nesemble pas dé
ouler dire
tement des travaux antérieurs de M. Anderson et J. Cheeger).5.6 Autres théorèmes de la sphèreDans 
ette se
tion, nous utilisons des propriétés spé
i�ques des objets 
onstruits dansles se
tions pré
édentes (
omme le �bré E, l'opérateur △sph et la fon
tion Φ) pour étendre
ertains théorèmes de la sphère (prin
ipalement le théorème de P. Petersen [77℄). Ce
imontre que 
es objets n'ont pas seulement l'intérêt te
hnique de permettre une redémons-tration (et une extension aux variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1))des théorèmes de la sphère de T. Colding et de P. Petersen, mais qu'ils apportent denouvelles possibilités (parti
ulièrement dans l'exploitation des propriétés d'équivarian
e del'appli
ation Φ relativement aux a
tions des groupes d'isométries de (Mn, g) et (Sn, can)).5.6.1 Variétés véri�ant λn ≤ n + ǫLe but de 
e paragraphe est de montrer que l'existen
e de n valeurs propres pro
hes de

n, sur une variété de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1), implique l'existen
ed'une n+1-ième valeur propre pro
he de n. Ce résultat est nouveau, même en 
ourbure deRi

i supérieure à (n−1). Commençons par dé�nir, dans le 
as où M est orientable, unproduit extérieur sur E :Supposons que M soit une variété orientable. Soit x un point de M et (X1, · · · ,Xn)une base orthonormée dire
te de TxM . On munit Ex de l'orientation 
ompatible ave

elle de TxM telle que le repère (X1, · · · ,Xn, e(x)) soit dire
t (
e
i fournit une orientationdu �bré E 
ompatible ave
 
elle de M). Si (S1, · · · , Sn) est une famille de ve
teurs de
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Ex, on dé�nit un nouveau ve
teur S de Ex, noté S = S1 ∧ · · · ∧ Sn, en prenant le dual(relativement à la métrique de Ex) de la 1-forme S 7→ det(S1, · · · , Sn, S) (où le déterminantest 
al
ulé relativement à la base orthonormée dire
te (X1, · · · ,Xn, e(x))). On dé�nit ainsiun ve
teur de Ex indépendamment du 
hoix du repère orthonormé dire
t (X1, · · · ,Xn).De plus S1 ∧ · · · ∧ Sn est orthogonal à Si pour tout i. Si (S1, . . . , Sn) sont des se
tions de
E, alors on obtient une autre se
tion S en posant S(x) = S1(x) ∧ · · · ∧ Sn(x). On notera
S = S1 ∧ · · · ∧ Sn 
ette se
tion, elle est bien évidemment L2-orthogonale aux se
tions Sipour tout i. En�n, en pro
édant 
omme dans le 
al
ul de dxh̃(X), on montre que, pourtout X ∈ TM , on a DE

X(S1 ∧ · · · ∧ Sn) =
∑n

i=1 S1 ∧ · · · ∧ DE
XSi ∧ · · · ∧ Sn. On a aussifa
ilement l'inégalité ‖S1 ∧ . . .∧Sn‖ ≤ ‖S1‖ . . . ‖Sn‖. On peut alors démontrer un premierrésultat :Lemme 5.19.� Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > n/2et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (expli
itement 
al
ulables) telles quepour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), orientable, de dimension n et qui véri�ela 
ondition supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on ait :Si λn(△E
) ≤ ǫ alors λn+1(△

E
) ≤ C(p, n)ǫ.Démonstration. � Soit (S1, · · · , Sn) une famille L2-orthonormée de se
tions propres de

△E asso
iée aux n premières valeurs propres. On pose Sn+1 = S1 ∧ · · · ∧ Sn. On obtientainsi une famille L2-orthogonale de n+ 1 se
tions de E. De plus, on a :
‖DESn+1‖22 ≤ n2(max

i≤n
‖Si‖∞)2n−2 max

i≤n
‖DESi‖22et don
 ‖DESn+1‖22 ≤ C(p, n)ǫ, par hypothèse sur les se
tions Si, en utilisant la proposition3.1 (où l'on fait V = 0, p = +∞ et où on majore la 
onstante de Sobolev et le diamètreà l'aide des théorèmes 4.17 et 4.12) pour borner le rapport entre normes L∞ et L2 des Si.Pour 
on
lure par le prin
ipe du min-max, il ne reste plus qu'à montrer que la norme L2 de

Sn+1 est pro
he de 1. Or, on a ‖Sn+1‖∞ ≤
∏
i≤n ‖Si‖∞ ≤ 1 +C(p, n)

√
ǫ (toujours d'aprèsla proposition 3.1 et les majorations du diamètre et de la 
onstante de Sobolev Sq(M,g)des théorèmes 4.12 et 4.17). De plus, d'après le lemme 3.5, il existe un sous-ensemble Mǫde M tel que : {

| < Si, Sj >E −δij | ≤ C(p, n)ǫ
1
4

VolMǫ ≥
(
1− C(p, n)ǫ

1
4

)
VolMSoit (X1, . . . ,Xn+1) un repère orthonormé dire
t de Ex tel que Vect

(
X1, . . . ,Xn

) et
Vect

(
S1(x), . . . , Sn(x)

) 
oïn
ident, on a alors S1∧ . . .∧Sn = cXn+1, où c est une 
onstante
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c2 = < S1 ∧ . . . ∧ Sn,Xn+1 >

2
E= det

(
S1, . . . , Sn,Xn+1

)2

= det




< S1,X1 >E . . . < Sn,X1 >E 0∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
< S1,Xn >E . . . < Sn,Xn >E 0

0 . . . 0 1




2

= det




< S1,X1 >E . . . < Sn,X1 >E∣∣∣
∣∣∣

< S1,Xn >E . . . < Sn,Xn >E




2

On en déduit que |c2 − 1| =
∣∣det

(
< Si, Sj >E

)
ij
− det In

∣∣ ≤ C(p, n)ǫ
1
4 en tout point x de

Mǫ, et don
, par dé�nition de c, ∣∣|Sn+1(x)|2− 1
∣∣ ≤ C(p, n)ǫ

1
4 pour tout point x de Mǫ. Onobtient don
 :

∣∣‖Sn+1‖22 − 1
∣∣ ≤

∣∣ 1

VolM

∫

Mǫ

(
|Sn+1|2 − 1

)∣∣+
∣∣ 1

VolM

∫

M\Mǫ

(
|Sn+1|2 − 1

)∣∣

≤ C(p, n)ǫ
1
4 +

(
1− VolMǫ

VolM

)
2C(p, n)

≤ C(p, n)ǫ
1
4On en déduit que ‖DESn+1‖2

2

‖Sn+1‖2
2
≤ C(p, n)ǫ et que la même inégalité vaut si on rempla
e Sn+1par n'importe quelle 
ombinaison linéaire des se
tions S1, . . . , Sn et Sn+1. Ce
i a
hève lapreuve.

�Le lemme suivant montre que, si△E admet k petites valeurs propres, alors la variétéMadmet k valeurs propres pro
hes de n pour le lapla
ien sur les fon
tions (
'est la ré
iproquedu lemme 5.10) :Lemme 5.20. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (universellement 
al
ulables)telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, qui véri�e
supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on ait :Si λk(△E
) ≤ ǫ, alors λk(Mn, g) ≤ n+ C(p, n)ǫ

1
2 .Démonstration.� Soit (Si)1≤i≤k une famille L2-orthonormée de se
tions propres (asso-
iées aux k premières valeurs propres) de △E . On pose fi =< Si, e >E . La démonstrationdu lemme 
onsiste à appliquer le prin
ipe du min-max aux formes quadratiques f 7→ ‖df‖22et f 7→ ‖f‖22, et à la famille de fon
tions (fi).
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e ve
toriel engendré par les se
tions (Si)1≤i≤k, muni du produit s
alaireinduit par le produit s
alaire L2 de E. Pour toute se
tion S de E , nous noterons Φ(S) = fSla fon
tion x 7→< S(x), e(x) > (on a don
 fSi
= fi), et F l'espa
e ve
toriel de fon
tionsqui est l'image de E par l'appli
ation linéaire Φ.Commençons par montrer que les fon
tions de F sont d'intégrale nulle. Ce
i dé
oule dufait que △E

e = n.e. En e�et, si ek est un repère lo
al de M , dé�ni au voisinage du point
x où l'on 
al
ule, orthonormé et de dérivée 
ovariante nulle au un point x de M , on a :

(
△E

e
)
(x) =

∑

1≤k≤n
−DE2

ek,ek
e =

∑

1≤k≤n
−DE

ek

(
DE
ek
e
)

=
∑

1≤k≤n
−DE

ek
ek = n.e(
e
i dé
oule aussi du lemme 5.9, où on pose λ = 0 et f = 1). On en déduit que :

1

VolM

∫

M
fi =

1

VolM

∫

M
< Si, e >E= 0
ar deux se
tions propres 
orrespondant à deux valeurs propres di�érentes sont L2-orthogo�nales. En�n, on 
on
lut en remarquant que F est engendré par les fon
tions fi.On montre alors que Φ est une appli
ation inje
tive, et don
 que F est un espa
e defon
tions de dimension k. En e�et, si S est une se
tion de E telle que φ(S) = 0, alors ilexiste un 
hamp de ve
teur X de M tel que S = X. On a alors DE

Y S = DM
Y X − g(X,Y )e,et don
 :

‖DES‖22 = ‖DMX‖22 + ‖X‖22 ≥ ‖X‖22 = ‖S‖22.Or, par dé�nition, on a ‖DES‖22 ≤ ǫ‖S‖22 pour toute se
tion S de E . On en déduit que si
Φ(S) = 0 alors S = 0.Pour 
on
lure, il ne reste plus qu'à montrer que le quotient de Rayleigh des fon
tions de
F est presque plus petit que n. Soit don
 fS une fon
tion non nulle de F . Il existe don
un 
hamp de ve
teur X de M tel que S = X + fS .e soit un élément de E , 
e qui donne :

DE
• S = DM

• X + fS.IdTM + (dfS − α).e,où on a noté α la 1-forme asso
iée à X par la dualité induite par g. Par dé�nition de E etde sa métrique, on obtient don
 :
‖DMX + fS.IdTM‖22 ≤ ‖DES‖22 ≤ ǫ‖S‖22 ≤ ǫ(‖α‖22 + ‖fS‖22)et de même :

‖dfS − α‖22 ≤ ǫ(‖α‖22 + ‖fS‖22).Or, on a :
dα(ei, ej) = g

(
DM
ei
X, ej

)
− g
(
DM
ej
X, ei

)
= g
(
DM
ei
X + fSei, ej

)
− g
(
DM
ej
X + fSej , ei

)
,
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δα(x) = −

∑

i

g
(
DM
ei
X, ei

)
= nfS −

∑

i

g
(
DM
ei
X + fSei, ei

)
,où (ei) est une base orthonormée de TxM . On en déduit :

(△α,α) = ‖dα‖22 + ‖δα‖22 ≤
(
n+ 2 +

n√
ǫ

)
ǫ(‖α‖22 + ‖fS‖22) + (1 +

√
ǫ)n2‖fS‖22.D'après la remarque qui suit le théorème 4.19 on a, sous nos hypothèses de 
ourbure,

(△α,α) ≥ n
(
1− C(p, n)ǫ

)
‖α‖22. En 
ombinant les deux dernières inégalités, on obtient :
‖α‖22 ≤

(
1 + C(p, n)

√
ǫ
)
n‖fS‖22.En�n, on a ∣∣‖α‖2 − ‖dfS‖2∣∣ ≤ ‖α− dfS‖2 ≤ √ǫ(‖α‖2 + ‖fS‖2), d'où :

‖dfS‖2 ≤
√
ǫ‖fS‖2 + (1 +

√
ǫ)‖α‖2 ≤

√
n
(
1 + C(p, n)

√
ǫ
)
‖fS‖2,
e qui permet de 
on
lure.

�On a dire
tement le 
orollaire suivant :Corollaire 5.21. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (universellement 
al
ulables)telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, qui véri�e
supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on ait :Si λk(△E
+ V ) ≤ ǫ et ‖V −‖p ≤ ǫ, alors λk(Mn, g) ≤ n+C(p, n)ǫ

1
2 .En parti
ulier si △sph admet k valeurs propres inférieures à ǫ, alors (Mn, g) admet kvaleurs propres ǫ 1

2 -pro
hes de n.Démonstration. � D'après le lemme 5.20, il su�t de démontrer que les deux inégalités
λk(△

E
+V ) ≤ ǫ et ‖V −‖p ≤ ǫ impliquent que λk(△E

) ≤ C(p, n)ǫ. Ce fait est prouvé, dansla démonstration du lemme 5.10, dans le 
as où V = Ric′. La preuve est identique quand
V est quel
onque. �On peut alors en déduire le théorème suivant (remarquer qu'on n'a plus besoin desupposer que M est orientable) :Théorème 5.22. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fon
tions α(p, n) et C(p, n) (universellement 
al
ulables)telles que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, et qui véri�e
supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ ǫmin(1, 16π2

R2 ) (ave
 ǫ ≤ α(p, n)), on ait :Si λn(Mn, g) ≤ n+ ǫ alors λn+1(M
n, g) ≤ n+ C(p, n)ǫ

1
2 .



Autres théorèmes de la Sphère 193Démonstration. � Le théorème 5.10 implique que △E admet n petites valeurs propressous nos hypothèses. Si M est orientable, le lemme 5.19 implique alors que △E admet une
n+1-ème petite valeur propre, et don
 le résultat dé
oule du lemme 5.20.Montrons, par l'absurde, que M est orientable sous nos hypothèses. Si M n'est pasorientable, soient (fi)i≤n une base L2-orthonormée de fon
tions propres asso
iées aux npremières valeurs propres non nulles de (Mn, g), (M̃n, g̃) le revêtement riemannien orien-table (à 2 feuillets) de M , et (f̃i)i≤n les relevées des fon
tions (fi)i≤n à M̃ (qui sont nfon
tions propres asso
iées à des valeurs propres pro
hes de n). Le raisonnement pré
édentnous permet d'obtenir une n+1-ème fon
tion propre f̃n+1 sur M̃ asso
iée à une valeurpropre pro
he de n (
ar (M̃ , g̃) est à 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1)). On
hoisit f̃n+1 de manière à 
e que la famille (f̃i)i≤n+1 soit L2-orthonormée. On note alors
Φ̃ l'approximation de Hausdor� de M̃ sur S

n 
onstruite à partir des fon
tions propres
(f̃i)i≤n+1 (
f (5.3)). Soit σ l'élément non trivial du groupe du revêtement de M̃ sur M .Alors σ agit par isométrie sur M̃ , et don
 f̃i ◦ σ est aussi une fon
tion propre de M̃ asso-
iée à une valeur propre pro
he de n. Or, on a montré plus haut que, d'après le 
orollaire3.2 (iii), les variétés de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) admettent au plus
n+1 valeurs propres pro
hes de n, don
 toute fon
tion propre asso
iée à une valeur proprepro
he de n est dans l'espa
e ve
toriel engendré par les fon
tions (f̃i)i≤n+1. L'appli
ation
f̃ 7→ f̃ ◦ σ préserve don
 
et espa
e ve
toriel, son produit s
alaire L2, ainsi que les f̃i pour
i ≤ n (par 
onstru
tion) et leur orthogonal. On a don
 f̃n+1◦σ = ±f̃n+1. Si f̃n+1◦σ = f̃n+1,alors f̃n+1 passe au quotient et donne une fon
tion propre de (Mn, g) 
orrespondant à une
n+1-ème valeur propre pro
he de n ; M serait alors une variété orientable d'après le e) dela se
tion 5.4.2. Dans le 
as 
ontraire, on a f̃n+1 ◦ σ = −fn+1, et Φ̃ est une appli
ationéquivariante pour les a
tions des groupes {id, σ} sur M̃ et {Id,A} sur S

n, où A est larestri
tion à S
n de la symétrie de R

n+1 par rapport à l'hyperplan horizontal ; on a aussi
deg(Φ̃) = ±1 d'après la proposition 5.16 et le théorème A. On en déduit que Φ̃ passe auquotient en une appli
ation Φ deM sur la demi-sphère 1

2S
n dont le degré modulo 2 est égalà 1. Or M est une variété sans bord et 1

2S
n est une variété à bord (et même 
ontra
tile),le degré modulo 2 de Φ ne peut don
 être que nul, d'où une 
ontradi
tion.

�Remarque. � On peut ainsi, dans tous les résultats pré
édents en 
ourbure de Ri

ipresque supérieure à (n−1), rempla
er l'hypothèse λn+1 ≤ n + ǫ par l'hypothèse (a prioriplus faible) λn ≤ n+ ǫ.Le théorème pré
édent, 
ombiné au théorème de �nitude du genre di�érentiable en
ourbure de Ri

i minorée de J. Cheeger et T. Colding [30℄, nous permet d'obtenir leprolongement suivant du théorème de P. Petersen :



194 Théorèmes de la sphèreCorollaire 5.23. � Il existe une 
onstante universelle ǫ(n) telle que, toute variété rie-mannienne 
omplète (Mn, g) de dimension n qui véri�e les inégalités Ric(Mn, g) ≥ n−1et λn(Mn, g) ≤ n+ ǫ(n), est di�éomorphe à S
n.Démonstration. � Le théorème 5.22 prouve que λn+1(M

n, g) ≤ C(n)ǫ(n)
1
4 . La propo-sition 5.16 permet d'en déduire que dGH((Mn, g); (Sn, can)

)
≤ C(n)ǫ(n)

1
384(n+1)3 . Si ǫ(n)est 
hoisi su�samment petit, le théorème de J. Cheeger et T. Colding 
on
lut.

�VariantesBien évidemment, on peut dé
liner 
e 
orollaire en remplaçant la 
on
lusion par l'unedes inégalités :
Rad(Mn, g) ≥

(
1− C(n)ǫβ(n)

)
π ou Vol(Mn, g) ≥

(
1− C(n)ǫβ(n)

)
Vol S

nou
dGH

(
(Mn, g), (Sn, can)

)
≤ C(n)ǫβ(n) ou λn+1(M

n, g) ≤ n
(
1 + C(n)ǫβ(n)

)(où C(n) et β(n) sont des 
onstantes universelles expli
itement 
al
ulables).Dans 
e qui pré
ède, on a utilisé une méthode algébrique de produit extérieur dansun �bré ve
toriel ad-ho
 pour 
onstruire, à partir de n fon
tions propres asso
iées à desvaleurs propres pro
hes de n (d'une variété de 
ourbure de Ri

i presque supérieure à
(n−1)) une n+1-ième fon
tion propre asso
iée à une valeur propre pro
he de n. On peutse demander si l'existen
e de 0 < k ≤ n − 1 valeurs propres pro
hes de n implique l'exis-ten
e de n+1 valeurs propres pro
hes de n en 
ourbure de Ri

i presque supérieure à n−1.En fait, pour 
lore 
ette se
tion, on va dé
rire une suite de variétés riemanniennes 
om-pa
tes (Sn, gk) de 
ourbure de Ri

i supérieure à n−1 et telles que λn−1(S

n, gk) → n et
V ol(Sn, gk)→ 0. D'après 
e qui pré
ède, on en déduit que λn(Sn, gk) est minorée par une
onstante stri
tement supérieure à n (sinon, à partir d'un 
ertain rang, les variétés de lasuite admettraient n+1 valeurs propres arbitrairement pro
hes de n d'après le théorème5.22, et don
 la suite des volumes devrait tendre vers 
elui de la sphère 
anonique d'aprèsle théorème 5.7). Remarquer aussi que notre suite tend en distan
e de Gromov-Hausdor�vers une demi-sphère de dimension n−1 et que, par 
onséquent, la suite des Radius tendvers π

2 . En revan
he nous n'avons pas réussi à 
onstruire d'exemple de variétés de 
ourburede Ri

i supérieure à (n−1), admettant (n−1) valeurs propres pro
hes de n, qui soientnon di�éomorphes (voire non homéomorphes) à la sphère S
n (pour des 
ontres-exemplesde 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1), non di�éomorphes à S

n et admettant une valeurpropre pro
he de n, voir les travaux de M. Anderson [4℄ ou de Y. Otsu [74℄)



Autres théorèmes de la Sphère 195Exemple. � Soit k un entier non nul. Sur la variété M = Ik × S
1 × S

n−2 (où Ik est unintervalle pré
isé plus loin), on 
onsidère la métrique gk = dr2 + ak(r)
2gS1 + bk(r)

2gSn−2 ,où gS1 et gSn−2 sont les métriques 
anoniques des sphères S
1 et S

n−2, et où ak et bk sontdes fon
tions dé�nies sur Ik =]0, π2 − θk[ par les formules :
ak(r) =

{
1
k sin(kr) sur ]0, ǫk]

ηk sin(r + θk) sur [ǫk,
π
2 − θk[ et

bk(r) =

{
ǫk

ǫk+θk
cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

+ θk
ǫk+θk

cos
(
θk + ǫk

) sur ]0, ǫk]

cos(r + θk) sur [ǫk,
π
2 − θk[ave
 ηk =

√
sin2( 1√

k
) + 1

k2 cos2( 1√
k
), ǫk =

π
2
− 1√

k

k et θk = arctan
(

1
k tan 1√

k

)
− π

2k + 1
k
√
k
.Remarquer que les fon
tions ak (resp. bk) est C1 sur Ik, C2 en dehors de π

2
− 1√

k

k et tend vers
0 en 0 (resp. en π

2 − θk). On en déduit que la variété di�érentiable M peut-être 
onsidérée
omme l'ouvert obtenu en retirant à la sphère S
n une sous-sphère S

n−2 et le 
er
le S
1 qui estle Cut-lo
us de la sous-sphère S

n−2 pour la métrique 
anonique : si S
n−2 est l'interse
tionde S

n et d'un sous-espa
e de R
n+1 de dimension (n−1), alors le 2-plan orthogonal à 
esous-espa
e interse
te Sn le long du 
er
le S

1, le paramétrage de S
n \

(
S

1 ∪ S
n−2
) par

]0, π2 [×S
1 × S

n−2 est alors l'appli
ation :
{

]0, π2 [×S
1 × S

n−2 → S
n \
(
S

1 ∪ S
n−2
)

(r, u, v) 7→ cos(r)v + sin(r)uet la métrique 
anonique de S
n s'é
rit, dans 
e paramétrage, (dr)2+sin2 r(du)2+cos2 rgSn−2 .Ainsi, la métrique dé
rite sur M se prolonge en une métrique C1 sur S

n pour laquelle le
er
le S
1 reste le 
ut-lo
us de la sous sphère S

n−2 ; la régularité de la métrique gk en
r = 0 se déduit du fait que bk(r) est une série entière en les puissan
es de r2, de rayon de
onvergen
e in�ni et du fait que ak(r) est une série entière en r de rayon de 
onvergen
ein�ni, ne 
ontenant que des termes d'ordre impair et telle que a′k(0) = 1. La régularitéau voisinage de r =

(
π
2 − θk

) se prouve de la même manière, en posant t = π
2 − θk − ret en remarquant que gk s'é
rit alors (dt)2 + (sin t)2 gSn−2 + η2

k cos2 t gS1 . La sphère S
nmunie de la métrique gk est en fait l'équivalent des fuseaux de révolution utilisés dans le
ontre-exemple 4.14 du 
hapitre 4. En e�et, 
es fuseaux peuvent-être vus 
omme étantune déformation de la métrique 
anonique de S

n, vue en 
arte exponentielle normale, parrapport à une sous sphère S
0. La déformation 
onsiste à é
raser la métrique dans le fa
teurnormal à la sous sphère S

0 en la multipliant par un fa
teur η petit. Toutefois, 
ela généredes singularités le long de la sous-sphère S
0, d'où la né
essité de régulariser la métriqueobtenue en la modi�ant au voisinage de S

0. On pourrait faire la même 
hose en é
rivant lamétrique de S
n en 
arte exponentielle normale par rapport à une sous-sphère de dimension
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l ≤ n− 2 (il faut alors régulariser la métrique aussi au voisinage du Cut-lo
us de la sous-sphère, 
omme il est fait plus haut dans le 
as de S

n−2) ; notons que, dans le 
as d'unesous-sphère de dimension n−1, il n'est pas possible d'é
raser la métrique dans le fa
teurnormal (et don
 de 
ontredire le théorème 5.22).Pour minorer la 
ourbure de Ri

i, on applique les formules de 
al
ul de la 
ourbure deRi

i des doubles-produits tordus (voir par exemple [74℄), qui nous disent que, dans notre
as, si en un point x �xé de M on note ∂
∂r un ve
teur tangent au fa
teur I, u un élémentde TxS1, v un élément de TxSn−2 et Rick la 
ourbure de Ri

i de M , muni de la métrique

gk, alors Rick
(
∂
∂r , u

)
= Rick

(
∂
∂r , v

)
= Rick

(
u, v
)

= 0, et :
Rick

( ∂
∂r
,
∂

∂r

)
= −a

′′

a
− (n− 2)

b′′

b

=





k2 + (n− 2)
( ǫk+θk

ǫk

)2 cos
(
(

ǫk+θk
ǫk

)r
)

cos
(
(

ǫk+θk
ǫk

)r
)
+

θk
ǫk

cos
(
θk+ǫk

) ≥ k2 sur ]0, ǫk]

n− 1 sur [ǫk,
π
2 − θk[

Rick
(
u, u

)

gk(u, u)
= −a

′′

a
− (n− 2)

a′b′

ab

=





k2 + (n− 2)k cos(kr)
sin(kr)

(
ǫk+θk
ǫk

) sin
(
(

ǫk+θk
ǫk

)r
)

cos
(
(

ǫk+θk
ǫk

)r
)
+

θk
ǫk

cos
(
θk+ǫk

) ≥ k2 sur ]0, ǫk]

n− 1 sur [ǫk,
π
2 − θk[et

Rick
(
v, v
)

gk(v, v)
= −b

′′

b
− a′b′

ab
+ (n− 3)

(1− b′2
b2

)Don

Rick

(
v, v
)

gk(v, v)
=
(ǫk + θk

ǫk

)2 cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

+ θk
ǫk

cos
(
θk + ǫk

)

+
k cos(kr)

sin(kr)

(ǫk + θk
ǫk

) sin
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

+ θk
ǫk

cos
(
θk + ǫk

)

+(n− 3)
(ǫk + θk

ǫk

)2 1− sin2
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

(
cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

+ θk
ǫk

cos
(
θk + ǫk

))2 sur ]0, ǫk]

≥
(ǫk + θk

ǫk

)2 cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

+ θk
ǫk

cos
(
θk + ǫk

)

≥ θk
ǫk

(
1 +

ǫk
θk

)2 cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

ǫk
θk

cos
(
( ǫk+θk

ǫk
)r
)

+ cos
(
θk + ǫk

) ≥ ǫk + θk
ǫk

∼ 2

π

√
k sur ]0, ǫk](
ar θk + ǫk ≥

( ǫk+θk
ǫk

)
r) et

Rick
(
v, v
)

gk(v, v)
= 2 + (n− 3)

1− sin2(r + θk)

cos2(r + θk)
= n− 1 sur [ǫk,

π

2
− θk[.
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al
uls pré
édents que (Sn, gk) est de 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1)pour k assez grand.Il est évident que la suite des volumes tend alors vers 0 
ar ηk → 0. De même, on voitque la suite de variétés ainsi obtenue tend (en distan
e de Gromov-Hausdor�) vers une deshémisphères de dimension n−1 que borde la sphère S
n−2 
hoisie plus haut. Notons (Nk, hk)la variété ]ǫk,

π
2 − θk[×S

n−2, munie de la métrique hk = (dr)2 + cos2(r + θk) gSn−2 ; elleest isométrique à la boule géodésique de S
n−1, 
entrée au p�le Nord (noté e0) et de rayon

π
2 −(ǫk+θk) (privée de son 
entre) : en e�et, si on identi�e S

n−2 ave
 l'équateur, l'isométries'é
rit (r, v) 7→ cos(r+ θk).v+ sin(r+ θk).e0. Don
 (Nk, hk) 
onverge, au sens de Gromov-Hausdor�, vers l'hémisphère Nord de S
n−1, munie de sa métrique 
anonique. Par ailleurs,

(Nk, hk) se plonge dans (M,gk) de manière isométrique, via l'appli
ation (r, v) 7→ (r, u0, v),où u0 est un point �xé de S
1. De plus, la distan
e dans M entre deux points p = (r, u0, v)et q = (r′, u0, v

′) 
oïn
ide ave
 la distan
e dans Nk entre (r, v) et (r′, v′). En e�et, si
t 7→

(
r(t), u(t), v(t)

) est une 
ourbe qui joint p à q, la 
ourbe t 7→ (
r(t), u0, v(t)

) est toujoursplus 
ourte. Comme dgk

[
(r, u, v); (r, u0 , v)

]
≤ π ηk, on a dGH((Nk, hk); (M,gk)

)
≤ ǫk+πηk.On en déduit que (M,gk) 
onverge vers l'hémisphère de S

n−1 au sens de Gromov-Hausdor�.Il nous reste à montrer que le lapla
ien de 
es variétés admet au moins n−1 valeurs proprespro
hes de n.Les 
al
uls pré
édents prouvent également que :
dgk

[
(ǫk, u0, v); (ǫk, u0,−v)

]
= dhk

[
(ǫk, v); (ǫk ,−v)

]

= dSn−1

[
cos(ǫk + θk)v + sin(ǫk + θk)e0;− cos(ǫk + θk)v + sin(ǫk + θk)e0

]

= π − 2(ǫk + θk).Ce
i montre que, pour tout point v ∈ S
n−2, le point ṽ = (0, u0, v) véri�e Radgk

(ṽ) ≥
π−2(2ǫk+θk). Choisissons des points x0, . . . , xn−2 sur S

n−2 de sorte que dSn−2(xi, xj) = π
2si i 6= j. Notons en
ore xi le point (0, u0, xi) de M ; 
omme Rad(xi) est pro
he de π, sion pose fi(x) = cos

(
dk(xi, x)

), on obtient, d'après la démonstration du 
orollaire 5.4, n−1fon
tions de quotient de Rayleigh pro
he de n. Pour 
on
lure à l'existen
e de n−1 valeurspropres pro
hes de n par le prin
ipe du min-max, il su�t de montrer que la famille desfon
tions (√n+ 1.fi
) est presque orthonormée pour le produit s
alaire L2. En e�et, si 
'estle 
as, on note Q(f) = ‖df‖22 la forme quadratique dé�nie sur l'espa
e de dimension n−1engendré par les fon
tions fi, et sa tra
e relativement au produit s
alaire L2 tend vers

n(n− 1) (en évaluant 
ette tra
e sur la base donnée par les fon
tions √n+ 1.fi). De plus,la variété est de 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1), don
 la première valeur propre nonnulle du lapla
ien est minorée par n. On en déduit que toutes les valeurs propres de Qrelativement au produit s
alaire L2 sont supérieures à n et don
 toutes ses valeurs proprestendent vers n. Le prin
ipe du min-max nous donne don
 que λn−1 tend vers n. Or, pour
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ouple (i, j), on a :
(fi, fj)L2(gk)

=
1

Vol(Sn, gk)

∫

S1

∫

Ik×Sn−2

cos
(
dk(xi, (r, u, v))

)
cos
(
dk(xj , (r, u, v))

)
ak(r)b

n−2
k (r) drdvS1dvSn−2

=
1

Vol S1 Vol Sn−2

∫

S1

∫

Ik×Sn−2

cos
(
dk(xi, (r, u, v))

)
cos
(
dk(xj , (r, u, v))

) ak(r)b
n−2
k (r)∫

Ik
ak(s)b

n−2
k (s) ds

drdudvOr, ak(r)bn−2
k (r)∫

Ik
ak(s)bn−2

k (s) ds
→ (n − 1) sin(r) cosn−2(r) lorsque k tend vers +∞. Nous avons vu
i-dessus que :

cos dgk

[
(ǫk, u0, xi); (r, u0, v)

]

= cos dSn−1

[
cos(ǫk + θk)xi + sin(ǫk + θk)e0, cos(r + θk)v + sin(r + θk)e0

]
.Nous en déduisons (toujours en identi�ant xi ave
 (0, u0, xi)) que la fon
tion

cos dgk

[
xi; (r, u0, v)

]
cos dgk

[
xj ; (r, u0, v)

] tend vers cos2 r < xi, v >< xj, v > quand k tendvers +∞ (où < ., . > désigne le produit s
alaire dans R
n−1 entre deux éléments de S

n−2).On en déduit, par le théorème de 
onvergen
e dominée de Lebesgue, que (fi, fj)L2(gk)
onverge vers :
n− 1

Vol Sn−2

∫

[0,π
2
]×Sn−2

< xi, v >< xj, v > sin r cosn r drdSn−2(v) =
1

n+ 1
< xi, xj >,en utilisant la formule (5.1). On en 
on
lut que (fi, fj)L2(gk) 
onverge vers δij
n+1 lorsque ktend vers∞, 
e qui termine la preuve de l'existen
e des n−1 valeurs propres arbitrairemantpro
hes de n.Remarque. � J. Bertrand a ré
emment démontré (voir [20℄) que si une variété rieman-nienne 
omplète (Mn, g) de 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1) admet k valeurs propresplus petites que n+ ǫ (où ǫ ≥ α(n), où α(n) est une 
onstante universelle stri
tement posi-tive et où k ∈ J1, nK), alors la variété (Mn, g) 
ontient une sous-partie A ǫ-pro
he au sens deHausdor� de la sphère 
anonique S

k−1 (où la fon
tion distan
e sur A est la restri
tion de lafon
tion distan
e géodésique de (Mn, g)). Dans le 
ontre exemple pré
édent, on 
onstruitun fuseau en "
ontra
tant" sur un 
�ne très �n le �bré normal d'une sous sphère S
n−2dans S

n. En faisant la même 
onstru
tion à partir de la 
ontra
tion sur un 
�ne très �ndu �bré normal d'une sous-sphère S
k−1 de S

n (pour k ∈ J1, n− 1K), on obtient une variétéde 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1), admettant au moins k valeurs propres pro
hesde n (données par les 
osinus des fon
tions distan
es à k points de distan
e mutuelle égaleà π/2 de la sous-sphère S
k−1) et Hausdor� pro
he d'une demi-sphère de dimension k. Lerésultat de J. Bertrand implique alors que 
ette métrique de S

n n'admet que k valeurspropres pro
hes de n, 
ar une demi-sphère de dimension k ne peut 
ontenir une partie
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he d'une sphère de dimension k : en e�et, dans le 
ontraire la demi-sphère
1
2S

k de dimension k 
ontiendrait une famille B de k+ 1 points à distan
e mutuelle égale à
π/2 et telle que 
ha
un de 
es points admette, sur la demi-sphère 1

2S
k, un point à distan
epresque π. Si on identi�e 
ette demi-sphère 1

2S
k à la demi-sphère supérieure de 
entre 0de R

k+1, et qu'on note par ~u le ve
teur de 1
2S

k orthogonal au sous-espa
e ve
toriel R
kengendré par le bord de 1

2S
k, alors (~u,~v) est positif pour tout élément ~v de la famille B
ar ~v est dans 1

2S
k et (~u,−~v) est presque positif 
ar 1

2S
k 
ontient un élément pro
he de

−~v (on rappelle que le produit s
alaire 
anonique de deux points de S
k est égal au 
osinusde la distan
e géodésique entre 
es deux points). On en déduit que la famille B ∪ {u} deve
teurs de R

k+1 est presque-orthonormée (don
 libre) et 
ontient k + 2 ve
teurs, 
e quiest 
ontradi
toire.5.6.2 λ1 ≤ n + ǫ ou Diam(M) ≥ π − ǫLe but de 
ette se
tion est de montrer que toute variété riemannienne 
omplète de
ourbure de Ri

i presque supérieure à (n−1) et de 
ourbure se
tionnelle majorée, admet-tant une première valeur propre non nulle λ1 du lapla
ien usuel presqu'égale à n ou undiamètre presqu'égal à π, est homéomorphe à la sphère S
n. C'est une généralisation d'unrésultat de S. Ilias [62℄ au 
as d'hypothèses intégrales sur la 
ourbure :Théorème 5.24. � Soit n un entier (n ≥ 2). Soient p, R et A des nombres réels tels que

p > n/2, R > 0 et A > 0. Il existe une fon
tion α(p, n,A) (universellement 
al
ulable)telle que, pour toute variété riemannienne 
omplète (Mn, g), de dimension n, qui véri�e
supx ‖

(
Ric− (n− 1)

)−‖Lp(B(x,R)) ≤ α(p, n,A)min(1, 16π2

R2 ) et ‖R‖2p ≤ A, on ait :Si Diam(M) ≥ π
(
1− α(p, n,A)

)
, alors M est homéomorphe à S

n.Démonstration. � Sous les hypothèses du théorème 5.24 (pour un 
hoix 
onvenablede α(p, n,A)), on a λ1(M
n, g) ≤ n

[
1 + C(p, n)α(p, n,A)

], d'après le 
orollaire 5.4. Soit
f une fon
tion propre de M asso
iée à la valeur propre λ1. Rappelons que, si on note
Sf = ∇f + fe, alors on a △sphSf = (λ1 − n)A(Sf ) (voir la se
tion 5.4.2). On applique laproposition 2.2 à la se
tion Sf , en y remplaçant p et q respe
tivement par 2p et 2p+n

2 et eny majorant la 
onstante de Sobolev S 2p+n
2

(Mn, g) par C(p, n) (à l'aide du théorème 4.17),
e qui donne :
‖DESf‖∞
‖Sf‖∞

≤
(
1 + C(p, n)Λ

1
2
) 2p(2p+n)

2p−n max
[‖DES‖2
‖S‖∞

,
1

Diam(M)1−γ

(‖DES‖2
‖S‖∞

)γ]
, (∗)où γ = 2p−n

2p−n+p(2p+n) et où :
Λ = Diam(M)

√
‖Ric−‖p + ‖RE‖p + Diam(M)2

[‖△S‖2p
‖S‖∞

+ ‖RE‖2p
]
.
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ourbure RE du �bré E est la di�éren
e entre la 
ourbure RM de M et la 
ourbure
RSn de S

n (agissant sur (TM)3 selon la formule RSn
(X,Y)Z = g(Y,Z)X − g(X,Z)Y),don
 ‖Ric‖p, ‖Ric′ ‖2p, ‖RE‖p et ‖RE‖2p sont majorés par C(n)(A+ 1). Par ailleurs, pardé�nition de △sph, on a :

|△Sf | ≤ |λ1 − n||A(Sf )|+ |Ric′ ||Sf |,dont on déduit :
‖△Sf‖2p ≤ |λ1 − n|‖Sf‖∞ + (A+ 1)‖Sf‖∞.En ajoutant à 
es estimées la majoration du diamètre par 2π donnée par le théorème 4.12,nous obtenons une majoration de Λ par C(n)(1 +A).Par ailleurs, on a :

‖DESf‖22 =< △sph(Sf ), Sf >L2 − < Ric′(Sf ), Sf >L2

≤ |λ1 − n| | < A(Sf ), Sf >L2 |+
∫

M

(
Ric− (n−1)

)−|Sf |2

≤ C(p, n)α(p, n,A)‖Sf‖2∞(où on a en
ore une fois utilisé le fait que l'hypothèse intégrale sur B(x,R) implique unepropriété intégrale analogue sur M entier, 
f la dis
ussion qui pré
ède le lemme 5.10).L'hypothèse faite sur le diamètre implique que Diam(M) ≥ π
2 > 1. Si α a été 
hoisisu�samment petit, en inje
tant les estimées qui pré
èdent dans (∗), nous obtenons :

‖DESf‖∞ ≤ C(p, n,A)α(p, n,A)
γ
2 ‖Sf‖∞,dont on déduit :

inf |Sf | ≥
(
1− C(p, n,A)α(p, n,A)

γ
2 Diam(M)

)
‖Sf‖∞
> C(p, n,A)α(p, n,A)

γ
2 ‖Sf‖∞ ≥ ‖DESf‖∞d'après le théorème des a

roissements �nis, le théorème 4.12 et quitte à 
hoisir α(p, n,A)su�samment petite. On obtient don
 qu'en tout point 
ritique p de f , on a |f(p)| >

‖DESf‖∞. Or, pour tout ve
teur unitaire X de TpM , on a, d'après le lemme 5.8 :
|Ddfp(X,X) + f(p)| = | < DE

XSf ,X >E | ≤ ‖DESf‖∞ < |f(p)|.On a don
 les inégalités −|f(p)|−f(p) < Ddfp(X,X) < |f(p)|−f(p) valables en tout point
ritique de f . Don
 f n'admet 
omme points 
ritiques que des maxima ou des minimalo
aux. Par 
onnexité de M , et d'après le théorème de Morse, on en déduit que f n'a quedeux points 
ritiques. Le lemme de Reeb permet de 
on
lure que M est homéomorphe à
S
n (pour le théorème de Morse et le lemme de Reeb, nous renvoyons le le
teur au livre deJ. Milnor [71℄).
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�Remarque 1. � Un théorème analogue, où on rempla
e l'hypothèse Diam(M) ≥ π

(
1 −

α(p, n,A)
) par l'hypothèse λ1(M

n, g) ≤ n
(
1 + α(p, n,A)

), peut-être démontré. Il su�tpour 
ela de remarquer que 
ette hypothèse sur λ1 implique 
elle sur le diamètre : 
'estune appli
ation de la généralisation, au 
as des variétés de 
ourbure de Ri

i presquesupérieure à (n−1) (théorème 5.2 de [79℄), d'une minoration de λ1−n par une fon
tion del'é
art entre π et le diamètre, qui améliore l'inégalité de Li
hnerowi
z en 
ourbure de Ri

iminorée par (n−1) (l'existen
e théorique d'une telle minoration est due à C.B. Croke [42℄,la minoration est spé
i�ée par P. Bérard, G. Besson et S. Gallot dans [18℄).Remarque 2. � Le fait que la fon
tion α dépende de p, n et d'une borne de la 
ourburese
tionnelle est inélu
table 
omme le montre une série de 
ontre-exemples dé
rits dans [62℄.Par exemple, le produit riemannien de 2 sphères 
anoniques de dimension j et de rayons
√

(j − 1)/(2j − 1) est de 
ourbure de Ri

i égale à 2j−1 et de diamètre égal à π√2j−2
2j−1qui tend vers π quand j tend vers +∞. Par ailleurs, les travaux de M. T. Anderson [4℄et Y. Otsu [74℄ donnent des exemples de variétés 
omplètes de dimension n ≥ 4 (n ≥ 5dans [74℄), de 
ourbure de Ri

i supérieure à (n−1) et de diamètre arbitrairement pro
hede π (dans [4℄, il s'agit d'une suite de métriques bien 
hoisies sur une somme 
onnexe

CPn#CPn).
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