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La courbure de Ricci d’une variété riemannienne (M™, g) est le 2-tenseur symétrique

défini sur T, M par la formule :

Ric(X,Y) =) R(X,e;, Y, ),

ou (e;)1<i<n est une base orthonormée quelconque de (T,M, g;) et R désigne le 4-tenseur
de courbure de la variété. On dit qu’une variété riemannienne est de courbure de Ricci
minorée (resp. majorée) par un réel k lorsque les deux formes quadratiques Ric et g vérifient
I'inégalité Ric > k.g (resp. Ric < k.g), ce qui signifie que, en restriction a T, M les valeurs
propres de la forme bilinéaire symétrique Ric(z) par rapport au produit scalaire g, sont
minorées (resp. majorées) par k. Il est évident qu’une borne sur la courbure de Ricci
est une hypothése plus faible qu’une borne sur la courbure sectionnelle : par exemple,
supposer la courbure sectionnelle négative ou nulle est une hypothése trés restrictive qui,
par le théoréme de Cartan-Hadamard, implique en particulier que la variété est revétue
par R™. Au contraire, des résultats de J. Lohkamp (voir [68]) prouvent que toute variété
différentiable compacte (de dimension n > 3) admet un gros ensemble (en fait C-dense)
de métriques de courbure de Ricci négative (ou plus généralement majorée par un nombre
k fixé). Si 'hypotheése de "courbure de Ricci majorée par k" ne donne aucune information
sur la structure différentiable (et peu de renseignements sur la géomeétrie), en revanche, une
hypothese de "courbure de Ricci minorée par une constante £" donne des informations qui
commencent & étre a peu prés comprises, surtout depuis les travaux récents de T. Colding
et J. Cheeger [38], [39], [40], [29], [30], [31] et [32] qui ont fourni une version "en moyenne"
du théoréme de Toponogov complétant efficacement ’arsenal technique déja disponible,
composé essentiellement des théorémes de comparaison sur le volume a la Bishop-Gromov
(et de leurs extensions que sont, par exemple, I'inégalité de Heintze-Karcher, le controle
du profil isopérimétrique a la Gromov-Bérard-Besson-Gallot), de la formule de Bochner et
des estimées analytiques & la Abresch-Gromoll.

Dans cette theése, on s’intéresse aux propriétés géométriques des variétés riemanniennes
dont la courbure de Ricci vérifie certaines hypothéses intégrales qui s’avérent beaucoup plus
faibles que ’hypothése de courbure de Ricci minorée. Plus précisément, on note Ric(x) la
plus petite valeur propre de la forme bilinéaire symétrique Ric(x) sur T, M relativement
au produit scalaire g, et, pour tout réel k, on définit la fonction p = (M — k:(n—l))_ =
max(O, —Ric + k(n—l)) ; les variétés riemanniennes étudiées dans cette thése seront de
dimension n > 2 et telles que la fonction p; admette une norme LP (pour au moins
un p > n/2) locale ou globale plus petite qu’une constante fixée. On parlera alors de
variétés de courbure de Ricci presque minorée par k(n — 1) (remarquez toutefois que cette
appellation revét plusieurs sens possibles qui seront précisés dans les énoncés ultérieurs de

nos résultats).



Les premiers travaux sur les variétés complétes vérifiant ce type d’hypothéses furent
réalisés par S. Gallot (notons que, dans le méme temps, M. Anderson et L. Gao établis-
saient des résultats de convergence sur les variétés dont la courbure sectionnelle est ma-
jorée en norme L%) ; en particulier, il a montré dans [50| que toute variété riemannienne
compleéte de dliamétre plus petit que D et dont la courbure de Ricci vérifie I'inégalité
(W I pi)g < ¢(n,p, k, D) (ou p est un réel strictement plus grand que %, k est un
réel négatif et ((n, p, k, D) est une constante universelle strictement positive) voit certaines
de ses constantes isopérimétriques minorées par des constantes universelles. S. Gallot en
déduit alors des majorants universels des constantes de Sobolev de ces variétés et des ma-
jorations universelles du premier nombre de Betti des variétés de diameétre majoré par D
et de courbure de Ricci presque positive. L’étude de ce type d’hypothése intégrale sur la
courbure de Ricci a été poursuivie, plus récemment, par P. Petersen et G. Wei dans [81]
et [82] lorsque la courbure de Ricci est presque supérieure a une constante négative ou
nulle! et par P. Petersen et C. Sprouse dans |79] lorsque la courbure de Ricci est presque

supérieure & une constante positive?.

'Les auteurs démontrent dans [81] des minorations des volumes relatifs des boules géodésiques a la
Bishop-Gromov : le volume relatif d’'une boule géodésique de rayon R; dans une boule concentrique de
rayon R plus grand est minoré (& un facteur correctif prés qui tend vers 1 lorsque la norme LP de pyg
sur la boule de rayon R» tend vers 0) par le rapport des volumes des boules de rayons R; et Rz dans
la variété riemannienne simplement connexe de courbure sectionnelle constante égale & k. Ce résultat
permet essentiellement de démontrer la précompacité pour la distance de Gromov-Haudsorff de ’ensemble
des variétés riemanniennes de diamétre majoré par D et de courbure de Ricci presque minorée par k.
P. Petersen et G. Wei ont ensuite démontré dans [82] un équivalent de la majoration de Cheng et Yau
du gradient des fonctions harmoniques et un équivalent des estimées d’Abresch et Gromoll sur la fonction

exceés x — d(z,x0) + d(z,71) — d(x0,z1) d'un couple de points zo et x1.

%les auteurs démontrent alors (modulo une erreur, dans leur démonstration de la majoration du diamétre
des variétés de courbure de Ricci presque minorée par une constante k(n —1) > 0, dont il sera fait mention
dans le chapitre 4 de cette thése) que le résultat a la Bishop-Gromov de [81] s’étend aux variétés de
courbure de Ricci presque minorée par k(n — 1) > 0; cependant, sans la majoration du diamétre, leur
méthode ne conclut que pour des boules de rayon inférieur a (% — «), avec un terme correcteur qui
tend vers l'infini lorsque a tend vers zéro). Les auteurs démontrent aussi (avec la méme restriction) que
leur méthode permet de généraliser 'inégalité de Heintze-Karcher sur le volume des voisinages tubulaires
des hypersurfaces de courbure moyenne constante dans le cas ou ces voisinages sont de rayon inférieur a
(% - a). Mais, en 'absence d’une démonstration du fait que le diamétre de ces variétés est majoré par
une constante proche de ﬁ, ces résultats ne peuvent étre appliqués de maniére intéressante.
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Courbure de Ricci presque supérieure & celle de la sphére

Inégalités géométriques optimales

Dans le chapitre 4 de cette thése, on répond a une question posée par les travaux de
P. Petersen et C. Sprouse sur les variétés de courbure de Ricci presque minorée par une
constante strictement positive (voir [79]). Plus précisément, on s’intéresse a I’extension, au
cas ou la courbure de Ricci est presque minorée par (n — 1), des inégalités géométriques
optimales suivantes, qui sont classiques lorsque la courbure de Ricci est supérieure ou égale

a (n — 1) (rappelons que la courbure de Ricci de la sphére est égale a n — 1) :

Théoréme 0 (Myers, Bishop, Gromov, Lichnerowicz, Gallot-Meyer). — Toute
variété riemannienne compléte (M",g) de courbure de Ricci supérieure ou égale a (n—1)

vérifie les inégalités suivantes :

(Myers) Diam(M™, g) < Diam(S", can) =,

(Bishop) pour tout R > 0 et tout point x € M, Vol B(z,R) < Aj(R); en particulier
Vol(M™, g) < Vol(S™, can),

(Bishop-Gromov) pour tout couple (r, R) tels que 0 < r < R et tout point x de M on

a Vol B(z,r) Aq(r)
VolB(z,R) = Ai(R)’

(Lichnerowicz) \)(M™,g) > \Y(S", can) = n,
(Gallot-Meyer) A\ (M",g) > A\ (S", can) = n,

ou Aj(r) est le volume d’une boule géodésique de rayon r de la sphére canonique (S", can),

-t
ou A

(M",g).

ot \)(M™, g) est la plus petite valeur propre non nulle du laplacien usuel de (M™,g) et
(M™, g) est la plus petite valeur propre du laplacien de Hodge sur les 1-forme de

Lorsqu’on cherche & généraliser ces inégalités aux variétés de courbure de Ricci presque
supérieure & n—1 on se rend compte que 'obtention d’une généralisation optimale de l'in-
égalité de Myers est déterminante pour obtenir une généralisation des autres inégalités sous
cette hypothese (les démonstrations classiques des inégalités de Bishop et Bishop-Gromov
utilisent également le résultat de Myers, sans quoi ces inégalités ne seraient valables que
lorsque les boules considérées sont de rayons inférieurs a %, comme dans le résultat de
[79]; de plus, pour généraliser les estimées spectrales, on a besoin d’un bon controle de

la fonction "profil isopérimétrique" ou des constantes de Sobolev des variétés de courbure
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de Ricci presque supérieure & n—1, ce controle ne devant pas dépendre d’une borne a
priori sur le diameétre de ces variétés, voir le théoréme 4.17). Or la démonstration classique
du théoreme de Myers consiste & construire (n — 1) champs de vecteurs le long de toute
géodésique de sorte que, si la variété est de courbure de Ricci supérieure & n — 1 et si la
géodésique est de longueur strictement supérieure a 7, ces champs de vecteurs permettent
de montrer que la moyenne du Hessien de la fonctionnelle énergie de cette géodésique dans
ces directions est strictement négative. Cette géodésique est alors d’indice non nul, et ne
peut donc pas étre minimisante. Ce schéma de preuve se préte bien a des généralisations
du théoréme de Myers ol I'on remplace ’hypothése globale sur la courbure de Ricci par
une hypothése de positivité des intégrales de la courbure de Ricci le long de toutes les
géodésiques d’une variété riemannienne compléte (chacune de ces intégrales étant géné-
ralement calculée par rapport a la mesure de longueur dt de la géodésique), ou par des
hypothéses qui permettent de s’y ramener (voir, par exemple, les résultats de Ambrose,
Calabi, Avez, Markvorsen, Cheeger-Gromov-Taylor, Itokawa, Rosenberg, Wu et Sprouse
2], |24], [14], [70], [34], |63], [91], [89]). Sous les hypothéses qui nous intéressent, on ne
contrdle pas l'intégrale de la courbure de Ricci le long de chaque géodésique, mais seule-
ment la moyenne de ces intégrales dans toutes les directions de géodésiques issues d’un
méme point xg. Plus précisément, on ne minore que la moyenne, par rapport aux vecteurs
v e Sy 1 de I'intégrale, le long des géodésiques v, (de vecteur vitesse initiale v) et pour
la mesure 0(t,v)dt, de la courbure de Ricci; ce qui revient a calculer la moyenne de la
courbure de Ricci sur Sgo_l x]0, Ry[, par rapport a la mesure riemannienne 6(v,t) dv dt (ou
Szt est la sphere unitaire de (T, M, gz, ), ot Ry est un réel positif fixé et ou 6(v,t) est le
jacobien de I'application (v,t) — exp,,(tv)). Si on se refuse (comme ce sera notre cas) a
faire une hypothése supplémentaire de minoration uniforme de la courbure de Ricci (une
telle hypothese est faite dans le travail de C. Sprouse [89] qui utilise les travaux de J. Chee-
ger et T.Colding pour majorer le diameétre des variétés de courbure de Ricci supérieure a
—(n — 1) et telles qu'une norme L' de (Ric — (n — 1)) soit petite), on ne peut déduire,
de la donnée d’un minorant de cette moyenne globale, une minoration de l'intégrale de
la courbure de Ricci sur chaque géodésique (ou, plus précisément, sur au moins une des
géodésiques qui joignent les paires de points de (M™,g) situés a une distance proche du
diameétre), qui est la condition nécessaire au fonctionnement de ’argument sur I'indice du
Hessien de l'énergie évoqué ci-dessus (remarquons que la difficulté est de contrdler I'inté-
grale de la courbure de Ricci le long de ces géodésiques a la mesure de longueur dt, et non
pas par rapport a la mesure 6(v,t) dt). C’est pourquoi, dans le chapitre 4 de cette thése, on
généralise le théoreme de Myers en passant par 'inéquation de Riccati qui relie la courbure
moyenne d’une sphére-géodésique en un de ses points aux valeurs de la courbure de Ricci

le long du rayon géodésique passant par ce point : cette courbure moyenne étant la dérivée
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logarithmique de la forme volume des sphéres géodésique, un bon controle intégral de cette
courbure moyenne sur les sphéres permet d’obtenir un contréle du volume des boules et
des spheéres géodésiques (du type Bishop et Bishop-Gromov) assez fin pour conclure. On

obtient alors le résultat suivant :

Théoréme A. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > 5
et R > 0. 1l existe des constantes universelles C(p,n) et a(p,n) (calculées au chapitre 4),

telles que :

(i) Si R < 4, toute variété riemannienne compléte (M",g) de dimension n, telle que
1

SUPe (m JB(e.my [(Bic = (n = 1)) ] )5 < e < a(p,n), vérifie I'inégalité :
Diam(M", g) < m(1+ C(p, n)ezl’p;—l)

En particulier, M est compacte.

(ii)) Si R > 4m, les mémes conclusions sont valables sous I'hypothése plus restrictive
1

R? supxeM<m foR [(Rlc—(n—l)) ] ); <e<a(p,n).

Nous verrons aussi qu’a condition de remplacer R par 6w, I’hypothése intégrale du
théoréeme A (i) n’a besoin d’étre vérifiée que pour un seul point x de M. Cette majoration
du diameétre des variétés de courbure de Ricci presque supérieure & n — 1 nous permet

d’obtenir des généralisations optimales des inégalités géométrique citées plus haut :

Théoréme B. — Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme précédent, il existe

une constante C(p,n), calculée au chapitre 4, telle qu’on ait les inégalités :
Vol(M", g) < Vol S™ (1 + C(p, n)e=-1)
A(M",g) = n(1 = C(p,n)e)
)‘1( )>n(1—0(p,n)e), et donc H'(M) = {0}

ol )\(1) est la premiére valeur propre non nulle du laplacien usuel, ot )\% est la premiére
valeur propre du laplacien de Hodge sur les 1-formes et ot H'(M) est le premier groupe de

cohomologie réelle de M™. De plus, en posant § = 1 — C(p, n)e4(2§—1), on a les inégalités :

(i) pour tous les rayons r > 0, et tous les points x de M™ :
Vol(B(z,r)) < (1 + C(p,n)e‘lp—pn—l)Al(r)

" Vol,,_1(0B(z,7))" < <1+C(p n)ex@- 1>L1(5r)

ot 7 Vol,_1 (0B(x,r))” désigne le volume (n—1)-dimensionnel de la partie réguliére de la

sphére OB(z,r) (voir la section 4.1.2 pour une définition précise), et ou L1(r) (resp. Ai(r))
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est le volume (n—1)-dimensionnel d’une sphére (resp. le volume d’une boule) géodésique
de rayon r de la sphére canonique (S™, can).

(ii) pour tous les couples de nombres réels tels que 0 < r < R, et tous les points x de M™,

Vol(B(z, 1))
Vol(B(z, R))

- (-G

2p—n

)7 < Con)er T (R — )

(Yols (OB )"yt (TNOhs(9Bte, )
L1(6R) Ly(o7)

Les constantes qui interviennent dans ces inégalités sont précisées dans le chapitre 4.

Dans le chapitre 4 de cette theése, on construit de plus une suite de variétés rieman-
niennes qui contredit les énoncés des théorémes A et B lorsqu’on prend p = n/2 (et n > 3)

dans ’hypothése intégrale sur la courbure de Ricci.

Meétriques presqu’extrémales

Dans le chapitre 5, on s’intéresse aux variétés de courbure de Ricci presque supérieure
a n — 1 dont les invariants riemanniens, bornés par les théorémes A et B qui précedent,
prennent des valeurs presque extrémales. Rappelons que les inégalités géométriques opti-
males du théoréme 0 sont telles que, si une variété riemannienne compléte de courbure
de Ricci supérieure ou égale & (n — 1) réalise le cas d’égalité dans I'une de ces inégaliteés,
alors cette variété est nécessairement isométrique a la sphére canonique (c’est une consé-
quence des travaux de S.Y. Cheng [35] et M. Obata [73]). Une autre maniére d’exprimer
cette propriété est de dire que, sur I’ensemble des variétés de courbure de Ricci supérieure
ou égale & n—1 (modulo isométries), la fonctionnelle qui, & chaque variété riemannienne
(M™, g), associe son diamétre (resp. son volume, resp. son A{, resp. son A1) atteint son ex-
tremum absolu pour la sphére canonique, et pour la sphére seulement. De plus, J. Cheeger
et T. Colding ont démontré le résultat suivant de stabilité des métriques presqu’extrémales

de courbure de Ricci supérieure ou égale a (n—1) (cf [38], [39] et [30]) :
Théoréme (J. Cheeger-T. Colding [30]). — II existe une constante ¢ = £(n) telle

que toute variété riemannienne compacte (M", g) de courbure de Ricci supérieure a n-1 et
vérifiant I'inégalité :
Vol(M™,g) > (1 —¢) Vol(S", can)

soit difféomorphe a S™.
La constante universelle e(n) (qui n’est pas explicitable par la preuve) ne dépend pas

de bornes a priori sur la courbure sectionnelle. Ce point est 'amélioration fondamentale

apportée par T. Colding et J. Cheeger aux travaux antérieurs de Shiohama, Perelman,



INTRODUCTION 13

Otsu-Shiohama, Yamaguchi, etc. (cf [88]). T. Colding et J. Cheeger ont aussi démontré
les variantes de ce théoréme consistant & remplacer ’hypothése de presque maximalité du
volume par la presque maximalité du Radius ou la proximité, en distance de Gromov-
Hausdorff, avec la sphére canonique. P. Petersen [77] a, quant & lui, remplacé '’hypothése

sur le volume par 'hypothése ), ;| < n +e.

La preuve de ce théoréme par T. Colding et J. Cheeger se décompose en deux étapes :

1) La premiére étape est un résultat de co-stabilité de certains invariants géométriques de
la sphére canonique en courbure de Ricci supérieure a (n—1). Plus précisément, T. Colding
a montré dans [38] et [39] que, sur I'ensemble des variétés riemanniennes complétes de
courbure de Ricci supérieure & (n—1), il équivalent d’étre de volume proche de celui de
la spheére, d’étre de radius proche de celui de la sphére ou d’étre proche de (S™, can) en
distance de Gromov-Hausdorff. P. Petersen compléte ces équivalences dans [77] en montrant

que chacune de ces 3 conditions est équivalente & ce que \! 41 soit proche de n.

2) Dans un second temps, T. Colding et J. Cheeger ont démontré dans [30] que, si une
suite de variétés riemanniennes, compactes et de courbure de Ricci uniformément minorée,
converge (en distance de Gromov-Hausdorff) vers une variété riemannienne compacte fixée
de méme dimension, alors tous ses éléments sont difféomorphes a la variété-limite & partir

d’un certain rang.

Dans un premier temps, le chapitre 5 est consacré a ’extension de la premiére étape de
la preuve du théoréme de Colding-Cheeger au cas des variétés de courbure de Ricci presque

supérieure & (n—1). On démontre le résultat de co-stabilité suivant :

Théoréme C. — Il existe des constantes C(p,n) et 3(n) telles que, si 'on considére toutes
les variétés riemanniennes complétes (M™, g) qui vérifient les hypothéses de courbure du

théoréme A et 'une des trois inégalités suivantes :
Vol(M™"™,g) > (1 —¢€) Vol(S", can) ou AN (MM g)<n+e
ou Radius(M",g) > (1 — €) Radius(S", can),

toutes ces variétés sont a distance de Gromov-Hausdorfl de (S™,can) plus petite que
C(p,n)ed),

Réciproquement, si la distance de Gromov-Hausdorff entre (M™,g) et (S, can) est plus
petite que €, alors Vol(M™,g) > (1 — C(p,n)eﬁ(”)) Vol(S™, can), A2, (M™, g) < n+
C(p,n)e’™ et Radius(M™, g) > (1-C(p, n)eﬁ(”)) Radius(S™, can).

Les constantes C(p,n) et 3(n) sont explicitables.

On remarquera que, pour prouver que la distance de Gromov-Hausdorff entre (M", g)

et (S™, can) est petite, il n’est pas nécessaire de supposer que le laplacien de la variété
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posséde (n + 1) valeurs propres presque inférieures a n : en effet, il suffit que la variété en
posseéde n pour obtenir la méme conclusion. Appliqué dans le cas particulier ou la courbure

de Ricci est supérieure & (n —1), ceci améliore le résultat de P. Petersen en établissant le :

Corollaire D. — Soit n un entier (n > 2). Il existe des constantes universelles strictement
positives €(n), B(n) et C(n) (explicitement calculables) telles que, si (M™, g) est une variété
riemannienne de dimension n qui vérifie Ric(M™, g) > (n—1) et \)(M™, g) < n+e(n), alors
M est difféomorphe a S™ et dgr ((M™, g), (S, can)) < C(n)(A) — n)ﬁ(n).

On montre que ce corollaire est optimal, au moins en ce qui concerne la deuxiéme
conclusion, en construisant une suite de métriques g, sur S™, de courbure de Ricci supé-
rieure & (n—1), telle que la suite (Vol(S”,gk))k tende vers 0, la suite (Rad(S”,gk))k tende
vers 5 et la suite ((S", gk))k tende (au sens de Gromov-Hausdorff) vers I’hémisphére de
dimension n—1 munie de sa métrique canonique, mais telle que la suite ()\? (S™, gk)) . tende
vers n pour tout ¢ < n — 1. C’est encore un probléme ouvert de savoir si n est le plus petit
des entiers p tels que toute suite (My)ren de variétés riemanniennes de dimension n et de
courbure de Ricci supérieure & (n—1), telles que )\S(Mk) tende vers n lorsque k — 400,
soit formeée de variétés qui sont toutes difféomorphes & S™ a partir d’une certain rang (rap-
pelons que M. Anderson [4] et Y. Otsu [74] ont construit des variétés de courbure de Ricci
supérieure & (n—1), non homotopes & S™, dont le A; est arbitrairement proche de n).

La méthode de démonstration du théoréme C est une application des résultats de
comparaison du chapitre 4 et d’estimées analytiques (démontrées dans la premiére partie
de la thése, au chapitre 3) sur les combinaisons linéaires de sections propres des opérateurs
(laplacien+potentiel) agissant sur les sections d’un fibré riemannien. Par exemple, dans la
sous-section 5.4.2, on s’inspire des travaux de S. Gallot dans [46] et de P. Petersen dans

[77] en définissant une application :

{ d: M — SPcRet!
r = O(z) = F(z)/||[F(2)|

ou F(z) =(f1(2),..., fap1(z)) et ot (fi)1<i<n+1 est une famille L?-orthonormée de fonc-
tions propres du laplacien de (M™,g) associées a des valeurs propres proches de n. Pour
montrer que l'application ® est correctement définie et étudier ses propriétés, on construit
un fibré riemannien £ — M de rang (n+1) et des sections S; de ce fibré associées aux fonc-
tions f;. On montre alors que, sous nos hypotheéses, les sections S; sont des sections propres
associées a des petites valeurs propres d'un opérateur (laplacien+potentiel) de potentiel
presque positif ; une version faible du principe de Bochner, démontrée dans le chapitre 3 de

cette thése, implique que les sections .S; forment un repére presqu’orthonormé du fibré £ en

e-presque tout point de la variété M (i.e. sur une partie M, de M telle que \\//%11]‘]\446 >1—e).

Les S; permettent ainsi de définir une application linéaire de R**! dans E,, qui est une
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presque-isométrie pour e-presque tout point x de M et dont la restriction a Tg(,)S™ est
partout proche de *d,®; on en déduit que ® est une fonction définie sur tout M, surjec-
tive, de degré £1, qui réalise une C(p, n)e?™-approximation de Hausdorff de (M", g) sur
(S™, can) (notez que, contrairement a ce qui est fait dans les travaux de T. Colding, nous
construisons explicitement ’approximation de Hausdorff).

Dans la section 5.5, nous étudions (en l’état actuel de nos recherches) les extensions
possibles aux variétés de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) de la deuxiéme
étape de la démonstration du théoréme de Colding et Cheeger. En particulier, nous dis-
cutons d’un outil qui joue un role fondamental dans les travaux de Colding et Cheeger
sur la finitude du type différentiable en courbure de Ricci minorée (voir par exemple le
résultat cité ci-dessus) ; cet outil nous semble difficile & étendre au cas de courbure de Ricci
presque minorée par (n—1). Toutefois, nous démontrons dans cette section que, si on sup-
pose l'existence d’une borne L a priori sur la courbure sectionnelle (i.e. [[Rppary < A)
ou L sur la courbure de Ricci (i.e. || Ric|jo < A), alors Papplication ® devient un dif-
féeomorphisme de constante de Lipschitz C(p, n, A)eﬁ(”’A)—prOChe de 1. Ceci découle encore
des résultats analytiques de la premiére partie de la thése oli on démontre que des combi-
naisons linéaires de sections propres associées a des petites valeurs propres d’un opérateur
(laplacien+potentiel) presque positif sont presque paralléles si on suppose le potentiel et
la courbure du fibré bornés en norme intégrale.

On finit le chapitre 5 en étendant au cas des variétés de courbure de Ricci presque

supérieure & (n—1) un résultat de S. Ilias [62]. En fait, nous montrons le :

Théoréme E. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, R et A des nombres réels arbitraires
tels quep > n/2, R > 0 et A > 0. Il existe une fonction a(p,n, A) (universelle et calculable)
telle que, pour toute variété riemannienne compléte (M™,g), de dimension n, qui vérifie

sup, [|(Ric — (n — 1)) || Lo (B(a.r)) < @(p;n, A) et |[Rll2p < A, on ait
Si A\ <n+a(p,n,A), alors M est homéomorphe a S™.
Si Diam(M) > 7 — a(p,n, A), alors M est homéomorphe a S™.
Les contre-exemples de M. Anderson (|4]) et Y. Otsu ([74]|) déja cités ci-dessus prouvent
qu’on ne peut, dans ce cas, s’affranchir de ’hypothése sur la courbure sectionnelle.

Courbure de Ricci presque positive

Dans le chapitre 2 de cette thése, on s’intéresse & la généralisation d’un résultat de

rigidité en courbure de Ricci positive ou nulle dit & Bochner :
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Théoréme (Bochner). — Soit (M",g) une variété riemannienne compacte telle que
Ric, > 0. Alors son premier nombre de Betti by = dim H*(M,R) est inférieur a n. Si de

plus by = n alors (M™, g) est isométrique & un tore plat.

La démonstration de ce théoréme combine le principe de Bochner sur les opérateurs
(laplacien+potentiel positif) et 1'utilisation de I'application d’Albanese : soit («;) une base
L?-orthonormée de 1-formes harmoniques, il existe une application Alb : M — T® dont
la différentielle est donnée par les «;. De la positivité de 'opérateur D*D on déduit que
toute 1-forme harmonique est paralléle en courbure de Ricci supérieure ou égale a 0, puis
que 'application d’Albanese Alb est un isométrie si by = n.

Ce résultat a déja été généralisé par T. Colding et J. Cheeger de la maniéere suivante :

Théoréme du tore (Colding [40] ; Colding-Cheeger [30]). — II existe une constante
e(n) > 0 telle que pour toute variété riemannienne compacte (M™, g) vérifiant la condition
Diam(M)?Ric > —e¢, on ait by < n. Si de plus by = n, alors (M", g) est e-proche d’un tore
T™ plat en distance de Gromov-Hausdorff et M est difféomorphe a T™.

Ici, c’est la caractérisation du cas ot by = n qui est le résultat nouveau, la majoration
b1 < n était un résultat antérieur de M. Gromov et de S. Gallot. Le schéma de preuve de
ce résultat (tel qu'il est revisité dans [51]) est le suivant : sous ces hypothéses de presque

positivité de la courbure de Ricci, les estimées analytiques de la premiére partie de la thése

o
llel2

la variété (M™,g). On en déduit que (o) est une famille e-presque orthonormée au-dessus

nous donnent que ~ 1 et Diam(M)||Da|2 < € pour toute 1-forme harmonique de
d’un ensemble de volume presque égal & celui de M. Grace au lemme de Toponogov L2,
on montre que, dans un e-voisinage de tout couple de points de M, il existe un couple de
points reliés par une géodésique minimisante sur laquelle (o) est € presque-orthonormée
sur e-presque toute sa longueur. On en déduit que I'application d’albanese Alb est une
e-approximation de Hausdorff. Le difféomorphisme découle du théoréme de finitude du
genre différentiable (en courbure de Ricci minorée) de Colding et Cheeger cité plus haut.
Remarquez que, dans ce théoréme, on ne contrdle plus la métrique au sens Lipschitz et on
ne connait pas le difféomorphisme. Toutefois, si on rajoute une borne L? sur la courbure
sectionnelle, les estimées analytiques de la premiére partie de cette thése nous donnent que
Diam(M)||Dal|s < € pour toute 1-forme harmonique, et donc la famille («;) est partout
e-presque-orthonormée. Alb devient alors un difféomorphisme presque-isométrique.

Il découle des travaux de S. Gallot sur les variétés compactes de courbure de Ricci
presque positive que leur laplacien de Hodge sur les 1-formes a au plus n petites valeurs
propres. Si on suppose qu’il en a exactement n, on obtient le résultat suivant (cfla deuxiéme

partie de cette thése) :
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Théoréme F. — Pour tout n € N\ {0,1}, pour tout p > n et tout € €]0,1], il existe
des constantes ((p,n) > 0 et B(p,n) > 0 telles que toute variété riemannienne compacte
(M™, g) vérifiant :

Diam(M)?||Ric™ ||,z < e.C(p,n) (1 + Diam(M)2|[Rl|q/s) ~*®"
Diam (M)}, < €¢(p, 1) (1 + Diarm(M)* [Rlly/2) """

(o ¢ = max(p,4), € €]0,1] et AL est la n-iéme valeur propre du laplacien de Hodge
sur les 1-formes différentielles) est diffécomorphe a une nilvariété, i.e. a un quotient d’un
groupe nilpotent simplement connexe G par un sous groupe discret I'. De plus, il existe
une métrique gy, invariante a gauche sur G, qui passe au quotient sur M =T\ G en une
métrique e-proche de g.

Dans le cas ou le laplacien de Hodge sur les 1-formes de (M",g) admet seulement n — 1
petites valeurs propres, alors soit M est difféomorphe & une nilvariété, soit M est difféo-
morphe & une infra-nilvariété non-orientable. Dans les deux cas, la métrique est proche

d’une métrique invariante a gauche.

Ce théoréme semble beaucoup plus faible que le résultat de T. Colding et J. Cheeger
puisqu’il suppose une borne sur la courbure sectionnelle; pourtant cette faiblesse n’est
qu’apparente : ’hypothése supplémentaire (i.e. la borne L3 sur la courbure sectionnelle)
est en quelle que sorte le prix & payer pour un probléme qui s’avére beaucoup plus complexe
que les théorémes de la sphére et du tore de T. Colding et de J. Cheeger et T. Colding (cf
les deux énoncés ci-dessus). En effet, dans le théoréme de la sphére, on comparait la variété
(M™, g) & un modele géométrique unique : la sphére canonique. La situation est déja plus
compliquée dans la théoréeme du tore : ici le modeéle géométrique (un tore plat a choisir en
fonction de (M™, g)) n’est plus unique, c’est son revétement universel (I’espace euclidien)
qui est unique; une grande partie de la difficulté dans la preuve de T. Colding, vient du
fait qu’une fois prouvé que le revétement universel de (M™,g) est proche (en distance de
Gromov-Hausdorff pointée) de 'espace euclidien, il faut définir et controler métriquement
Paction induite par II;(M) sur R™ de sorte que 'approximation de Hausdorff passe au
quotient en une approximation de Hausdorff de (M™, g) sur un tore plat.

Dans le théoréme F, la situation est encore plus complexe, puisque toute nilvariété est un
modéle qui doit étre pris en considération : en effet, toute nilvariété admet une métrique
invariante & gauche qui vérifie les hypothéses du théoréme F, ce qui apporte une justification
a ces hypothéses (voir la proposition 5.1 de la deuxiéme partie de cette thése). En fait, cette
hypothése supplémentaire sur la courbure sectionnelle est indispensable : en adaptant des
contre-exemples dus & M. Anderson, nous prouvons (dans la proposition 4.1 de la deuxiéme
partie de cette thése) que, pour tout n > 4 et tout € > 0, il existe une infinité de variétés

riemanniennes (non homotopes entre elles), de dimension n, de diamétre inférieur & 1,
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de courbure de Ricci minorée par —e et telles que les n premiéres valeurs propres du
laplacien de Hodge soient inférieures a €. On aura compris qu'une des difficultés nouvelles
rencontrées dans la preuve de notre théoréme F (si on la compare a celle du théoréme du
tore de T. Colding et J. Cheeger) réside dans le fait que les formes propres du laplacien de
Hodge correspondant & des petites valeurs propres non nulles ne sont plus fermées, mais
cofermées.

Le théoréeme F ci-dessus (et la discussion et les contre-exemples qui le suivent) est le
fruit d’une collaboration avec B. Colbois, P. Ghanaat et E. Ruh. Ce théoréme se place
dans 'esprit du théoréme de M. Gromov sur les variétés presque-plates (cf [23] pour une
rédaction compléte, due a P. Buser et H. Karcher); rappelons que ce théoréme dit que
toute variété riemannienne qui vérifie Diam (M)?||R||L~ < e(n) (ot €(n) est une constante
universelle strictement positive) est diffécomorphe & une nilvariété. Cependant la preuve en
est différente, puisqu’elle repose sur des arguments d’analyse. En revanche, le fait que toute
nilvariété admette une famille g. de métriques invariantes a gauche qui vérifient (pour la
méme valeur de €) les hypothéses du théoréme G repose sur un calcul fait par M. Gromov
(cf [23] p. 126). Pour démontrer ceci, M. Gromov prouve que, si w : T(I'\ G) — R" est
la 1-forme de Maurer-Cartan de la Nilvariété, elle vérifie Diam(g.)||dw||oc < € pour une
meétrique g. bien choisie. Notre preuve du théoréme F s’appuie sur une réciproque de ce
résultat, due & P. Ghanaat, qui étend aux variétés trivialisables un théoréme prouvé par

Zassenhauss, Kazhdan, Margulis dans le cas des groupes de Lie :

Théoréme (Ghanaat [54]). — II existe des constantes e(n) > 0, C(n) > 0 telles
que toute variété compacte admettant une trivialisation w : TM — R"™ qui vérifie
Diam(M)||dwl||s < €(n) (pour la métrique g,, = w*can) est difféomorphe a une nilvariété

'\ G. De plus, il existe alors une trivialisation @ de T(F \ G) = TM qui est invariante par
G et telle que :

lw — @||oo + Diam(M)||dw — d@||oc < C(n) Diam(M)||dw||oc-

Pour montrer que les variétés qui vérifient les hypothéses de notre théoréme F satisfont
les hypothéses du théoréme 0.5 de Ghanaat, nous construisons une application de T'M
dans R™ dont les composantes sont les n formes propres {«;}i<i<p correspondant aux n
petites valeurs propres du laplacien de Hodge. La preuve du fait que ceci constitue une
trivialisation repose sur nos estimées du chapitre 3 de la premiére partie de cette thése :

sous les hypothéses du théoréme F, toute combinaison linéaire o des «; vérifie :

inf |

< C”(p, n)eﬁ’(p,n)7
sup |al
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ou #'(p,n) et C'(p,n) sont des constantes universelles positives. La preuve du fait que les
||dov;|| Lo sont petits repose sur le fait (banal) que ||de;||32 < Anllas]|32 et sur la majoration

lldei[| oo
du rapport Tl 2
La premiére partie de cette thése (correspondant aux chapitres 1, 2 et 3) met en place

donnée au chapitre 3 de la premiére partie de cette thése.

les outils analytiques nécessaires dans les autres parties de la thése et dans le preprint
[11]. Son aspect technique la rend un peu austére, c’est pourquoi nous conseillons au lec-
teur spécialiste de géomeétrie de commencer la lecture de cette thése par les parties II et
III, et de revenir sur cette partie I lorsque le besoin des démonstrations Iexige. C’est
aussi pourquoi, pour la description des résultats de cette premiére partie (des estimées
analytiques du type Sobolev ou Harnack sur les sections des fibrés riemanniens qui, lors-
qu’elles sont appliquées & des combinaisons linéaires de sections propres d’un opérateur
(laplacien+potentiel), donnent des généralisations de la technique de Bochner au cas ou le
potentiel est de signe quelconque) nous renvoyons a l'introduction du premier chapitre de

cette thése.

Notez enfin que, parmi les applications de ces estimées analytiques, nous avons déve-
loppé une technique d’approximation explicite des valeurs propres d’'une variété rieman-
nienne compacte, mais nous n’avons pas pu rédiger cette partie dans les temps impartis
(nous renvoyons donc le lecteur intéressé au preprint [11] en cours de rédaction). Pour
décrire briévement cette méthode, disons qu’on utilise les résultats du chapitre 3 de la
premiére partie pour borner (en norme L) le gradient et le Hessien des éléments f ap-
partenant & la somme des espaces propres associés aux k premiéres valeurs propres du
laplacien d’une variété riemannienne (M™,g). Ces résultats permettent de controler pré-
cisément les variations de f et de df au voisinage des points d'un e-réseau discrétisant la
variété (M™, g), et de calculer des approximations des normes L? de f et de df sur la variété
a partir des valeurs prises par la fonction discrétisée aux différents points du réseau. Le but
est de calculer des approximations de chaque valeur propre du laplacien de (M™,g) par
diagonalisation d’une matrice (construite par une méthode de discrétisation de la variété a
partir d’'un e-réseau) et de pouvoir assurer a priori (sans connaitre la variété) que l'erreur
faite sur le calcul de la k-iéme valeur propre est inférieure a une fonction universelle Ck(¢)
de la taille € de la maille du réseau (ce qui signifie que C(€) ne dépend ni de la variété
ni de sa discrétisation par un e-réseau, pourvu que celles-ci appartiennent & un ensemble
de variétés et de discrétisations délimitées par certaines bornes géométriques) ; on cherche
donc une majoration absolue Cy(¢€) de l'erreur, valable pour tout € inférieur & une constante
a, déterminée de maniere universelle, et non simplement une estimation asymptotique de

cette erreur, valable pour des e infiniment petits3.

3Plus précisément, les méthodes développées dans [11] consistent & considérer des discrétisations de la
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variété sous forme de graphes finis géodésiquement plongés ou de triangulations ou de pseudo-triangulations
et de construire, sur ensemble R des fonctions définies sur le e-réseau S formé par les sommets de la
discrétisation donnée, deux formes quadratiques discrétes et géométriques qui approximent respectivement
la norme L? des combinaisons linéaires finies de fonctions propres de (M™, g) et la norme L? de leur gradient.
C’est le spectre de la deuxiéme forme quadratique discréte par rapport a la premiére (qui s’avére étre un
produit scalaire) qui sert d’approximation des valeurs propres de la variété riemannienne. Le majorant de
Perreur sur le calcul de la i-iéme valeur propre est alors une fonction universelle de i, de certaines bornes
sur la géométrie de la variété (M™,g) (bornes sur la courbure sectionnelle et le diamétre, minorant du
rayon d’injectivité) et de sa discrétisation (minorant des angles entre les arétes et majorant € de la taille

de la maille du graphe plongé) ; il tend vers 0 avec e.
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Chapitre 1

Introduction, Notations et

Définitions

1.1 Introduction

Cette premiére partie de la thése met en place les outils fondamentaux et principes
communs aux deux autres parties qui suivent. Il s’agit de généralisations de la technique
de Bochner et de ses dérivées.

Plus précisément, la situation & laquelle on s’intéresse est celle d’un fibré riemannien
E — M au-dessus d’une variété riemannienne (M", g) compacte sans bord! de dimension
n et d’un opérateur (laplacien-+potentiel) A+ V agissant sur les sections de E (o1 V est un
champ d’endomorphismes symétriques de la fibre, généralement exprimable, dans les ap-
plications géométriques visées, en fonction de la courbure de (M, g)). L’étude des sections
propres de tels opérateurs est un probléme fécond en applications géométriques et topo-
logiques. En effet, beaucoup d’invariants topologiques et géométriques peuvent s’exprimer
comme le noyau d'un opérateur (laplacien+potentiel) (nous parlerons alors d’invariant
harmonique) agissant sur les sections d’un fibré ad hoc : c’est le cas, par exemple, des
groupes de cohomologie réelle, des 1-jets d’isométries, des 1-jets de transformations biho-
lomorphes, conformes, projectives, etc. D’autres invariants sont majorés par le nombre de
valeurs propres d’un opérateur (laplacien+potentiel) inférieures & un nombre A donné (on
parle alors d’invariants sous-harmoniques) : c’est le cas de la dimension des espaces de
modules (par exemple de ’espace des modules des métriques d’Einstein sur une variété
donnée), de l'indice de 'opérateur "variation seconde" d’une sous-variété minimale (ou de

courbure moyenne constante), du nombre de valeurs propres du laplacien situées dans un

!Les propositions de cette partie ont des analogues dans le cas de variétés (M™, g) complétes ou a bord,
mais les applications qui sont données dans les parties IT et IIT ne concernant que les variétés compactes,

nous n’avons pas jugé utile de les énoncer, pour ne pas alourdir une partie déja assez technique.
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intervalle [0, A\] donné, ou des invariants donnés par le théoréme de 'indice d’Atiyah-Singer

(par exemple, l'indice de l'opérateur de Dirac, ou fl—genre).

La méthode de Bochner classique permet de controler la dimension du noyau d’un
opérateur (laplacien+potentiel) de potentiel positif ou nul. Dans ce cas, la positivité de
lopérateur A implique immeédiatement que toute section harmonique de I'opérateur A+V
est paralléle. Toute famille L2-orthonormée de sections harmoniques est donc orthonormeée
en restriction & la fibre de E au-dessus de tout point m de la variété M, et on obtient que
la dimension de Ker (Z—H/) est majorée par la dimension de la fibre de E. L’étude des cas
ol le potentiel V' est de signe quelconque a été initiée par P. Li dans le cas de l'opérateur
de Hodge sur les p-formes différentielles ([66]), améliorée et généralisée par S. Gallot, et
S. Gallot et D. Meyer, aux fibrés et opérateurs (laplacien+potentiel) quelconques ([46], [48],
[49], [50], [47] et [53]). Leur approche consiste a remarquer que la dimension d’un sous-
espace F' de sections de E peut-étre majorée par une fonction universelle du rang rg(F) de
E et des variables supge g {0y % et p (p étant un réel de |2, 400]). Pour majorer le nombre
de valeurs propres d'un opérateur (laplacien-+potentiel) (comptées avec leur multiplicité)
inférieures & un réel A donné (on note E) le sous-espace de E engendré par les sections
propres associées a ces valeurs propres), il suffit de majorer (uniformément sur Ejy \ {0})

le rapport Hg”z . Cela se fait aisément par un procédé d’itération d’inégalités de Sobolev a

la De Giorgi-Moser.

Dans cette partie, nous généralisons et systématisons ce genre d’estimées. Notre mé-
thode s’applique aux sections S du fibré qui sont des combinaisons linéaires de sections
propres de 'opérateur (laplacienpotentiel) A + V correspondant & des valeurs propres
inférieures ou égales 4 0 (ou & un nombre A donné) ou, plus généralement, a des sections
S de E telles que la norme [|(A + V)S||n+Ta soit bornée (pour « > 0 arbitraire). On ob-

tient alors, pour de telles sections, une majoration explicite des rapports |IEQ|I|Z° (voir les

propositions 2.1 et 3.1), % (voir les propositions 2.2 et 3.6), Hgg“; (voir entre autres

les propositions 2.4 et 3.7) et S;?“;' (voir entre autres les propositions 2.10 et 3.11). Pour

ces majorations, nous nous sommes imposé de respecter les deux contraintes suivantes, par

ailleurs nécessaires a la plupart des applications visées dans cette thése :

(i) Ces majorants doivent étre «universelsy, i.e. ils doivent se calculer (explicitement)
a priori, sans avoir & préciser quelle est la variété sur laquelle on travaille ni sa métrique.
Les seules informations nécessaires étant un majorant d’une constante de Sobolev d’un
plongement H2(M) — Li (pour au moins un ¢ > n), un majorant du diamétre de la
variété (M, g) et une borne L™ de la partie négative du potentiel V' (dans le cas de la
majoration du rapports entres normes LP et L? de DS, il faut rajouter une norme L
de la courbure du fibré et du potentiel V', et pour les inégalités de Harnack, il faut rajouter

un majorant d’une constante de Sobolev d’un plongement H9(M) — L*). Les travaux
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de S. Gallot (48], [49], [50]) permettent de se dispenser des hypothéses sur les constantes
de Sobolev, qui sont alors remplacées par une hypotheése intégrale sur la courbure de Ricci.
Un des impératifs auxquels doit obéir, en particulier, cette condition d’universalité est que
le majorant du rapport entre normes intégrales de S (resp. D.S) reste uniformément borné
sur une suite de variétés riemanniennes qui s’effondrent (i.e. dont le volume ou le rayon
d’injectivité tend vers 0 tout en étant de courbure et de diamétre bornés).

(ii) Ces majorants doivent étre «optimaux», ce qui signifie qu’il doit étre possible de
déterminer a priori (i.e. indépendamment de la variété considérée, comme au point (i)) une
fonction universelle 7(e) (tendant vers 0 avec €) telle que les rapports entres les normes LP
(2 < p<o0)et L2 de S et DS soient majorés par (1 + 7n(e)) quand les normes L™ de
(Z + V)S et de la partie négative de V sont inférieures a e.

A titre de point de repére, les résultats de P. Li ([66]) cités plus haut n’obéissaient a
aucun des deux impératifs (i) et (i7), ceux de S. Gallot y obéissaient uniquement dans le

cas de la majoration de Hg“;’

Parmi les généralisations du principe de Bochner (décrit plus haut) que permet cette
méthode, on peut citer les résultats géométriques et qualitatifs suivants : la majoration
du rapport entre les normes L™ et L? de S permet de montrer qu’un opérateur (lapla-
cien+potentiel) a potentiel presque positif (c’est a dire dont la norme L™ de la partie
négative du potentiel est universellement petite) ne peut avoir un nombre de petites va-
leurs propres (i.e. inférieures & une constante universelle strictement positive) plus grand
que la dimension de la fibre de E (voir les propositions 3.2 et 3.4 pour des énoncés précis).
De plus, toute famille L2-orthonormée de sections propres associées a des petites valeurs
propres est presque-orthonormeée en restriction & la fibre au-dessus de chaque point d’un
ensemble M’ de volume presqu’égal au volume de M (voir le lemme 3.5 pour un énoncé
précis). Enfin, si on se fixe un majorant d’une norme L"%* de la courbure du fibré E,
alors toute combinaison linéaire de sections propres d’un opérateur (laplacien-+potentiel)
a potentiel presque positif (la notion de petitesse dépendant maintenant de la borne sur la
courbure de E) associées a des petites valeurs propres est presque paralléle et toute famille
L?-orthonormée de sections propres associées a des petites valeurs propres est presque-
orthonormée en restriction a la fibre au-dessus de chaque point m de la variété M (voir les

propositions 2.5 et 3.12).

La plupart des résultats de cette partie ne sont que des extensions de résultats déja
contenus dans les travaux de de P. Li et S. Gallot cités plus haut, ou dans les travaux de
S. Ilias [62] et de M. Le Couturier et G. Robert [65], majorant le rapport ||DS]||,/||DS]|2-
Par exemple les propositions 3.1, 3.2 et 3.4 sont déja contenues dans ces travaux, mais
sont redémontrés dans cette partie dans le but de fournir un exposé complet et unifié des

outils techniques utilisés dans la suite. La principale originalité de cette partie réside dans
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les énoncés du chapitre consacré aux sections quelconques et dans 1’extension, aux com-

binaisons linéaires quelconques de sections propres de l'opérateur (laplacien+potentiel),

des majorations des rapports entre les normes LP et L? de DS (et du rapport S;?"g“ qui

en découle), qui n’étaient valables que pour les sections harmoniques dans [62] et [65].
On remarquera (ce qui est important pour les applications) que les majorants que nous
donnons ici (quand on les applique & des combinaisons linéaires de sections propres) ne
dépendent pas du nombre de valeurs propres mises en jeu, mais uniquement d’une borne
de ces valeurs propres. Nous avons également du modifier la preuve de la majoration de

DS ) s : e X
H o) SH;’ donnée dans |65, de maniére & ce qu’elle reste valable en dimension inférieure a 4.

1.2 Fibrés euclidiens et opérateurs (laplacien+potentiel)

Dans toute la thése (sauf mention explicite du contraire) (M™,g) désignera une variété
riemannienne compacte sans bord de dimension n. Dans cette partie, on se donne aussi
un fibré vectoriel riemannien £ — M sur M (c’est-a-dire un fibré vectoriel muni d’un
produit scalaire < .,. > lisse et d'une connezxion linéaire D compatible avec < .,. >p) et

W=> (®k T*M) ® E le fibré des tenseurs covariants de M a valeurs dans E. On note
keN
l la dimension de la fibre de E.

Notez que W est lui méme canoniquement muni d’une structure de fibré riemannien.
En effet, le produit scalaire de F s’étend canoniquement & W par :
<T,T' >w (m)= Y <T(ir,...,ix),T'(i,... ,ix) >p,
ou T'(i1,... ,i) est une notation abrégée pour T'(e;,, ... ,e;, ) et ou {e;}1<i<n est une base
orthonormée de (7),M, gn,). La connexion riemannienne de E s’étend aussi de maniére
unique en une connexion linéaire sur W qui commute avec la contraction : c’est-a-dire

qu’on convient que, pour toute section o de W,
k
DX (a(M1,... . Y2)) = (DX a)(M1,... . Ya) + > _a(Vi,... . DYYi,... ,Yo),
i=1
ot DM est la connexion de Levi-Civita de la variété (M,g). La connexion DV ainsi
construite est compatible avec le produit scalaire < .,. >y défini ci-dessus.
On note RE (resp. RW) le tenseur de courbure associé a la connexion D (resp. D).

Rappelons que, par définition, on a :
RE(X,Y)S = D% yS — D} xS = DX(D{S) — DY (DX S) — D&’Y]S.

Le produit scalaire sur £ (ou sur W) et la mesure riemannienne de (M, g) permettent

de définir un produit scalaire L? sur ’ensemble des sections C* de E (ou de W) par :

1
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(toutes les normes LP, notées ||.||,, seront relatives a la mesure de probabilité riemannienne

dvg
Vol M

D étant ici utilisée pour D). On a donc :

sur M). Soit D* ’adjoint formel de l'opérateur D pour ce produit scalaire (la notation

(D*T)(i, ... yip-1) = — Y _ DT(ex, epyit,. .. yip-1)
k=1

pour tout p-tenseur & valeurs dans E. On définit alors le laplacien brut agissant sur W
par : .
AT = D*DT = =Y D*T(eg, k-, )
k=1

On note Sym(E) le fibré des endomorphismes symétriques de E. On appelle opéra-
teur (laplacien+potentiel) un opérateur agissant sur les sections C*° de E de la forme
A+V, ot V est un élément de Sym(F). Parmi les exemples standards d’opérateurs (lapla-
cien+potentiel) intervenant en géométrie riemannienne signalons le cas ou E est le fibré
cotangent T*M et ot 'opérateur (laplacien+potentiel) est Ay, = A + Ric (o Ric est la
courbure de Ricci de (M, g)) agissant sur les 1-formes différentielles de M. D’apreés la for-
mule de Bochner, cet opérateur est le laplacien de Hodge, plus souvent défini par la formule
Ay = dd+0d ou d est la différentielle extérieure des formes différentielles et 0 est l'adjointe
L? de d. De facon plus générale, 'opérateur de Hodge sur les p-formes différentielles est
un opérateur (laplacien-+potentiel) (voir [52] pour le calcul exact du potentiel et quelques-
unes de ses propriétés ; voir aussi [64] pour une introduction aux formules de Weitzenbock
en général). Cette famille d’opérateurs contient en particulier tous les laplaciens naturels
agissant sur les fibrés vectoriels de M associés au méme O(n)-fibré principal que le fibré
tangent de M (dans ce cas V dépend linéairement du tenseur de courbure R de E, cf
[21], Sections 1.134 & 1.156). En dehors des laplaciens naturels, on peut citer trois grandes
sources d’opérateurs (laplacien+potentiel) intéressants en géométrie riemannienne :

1) I’étude des transformation infinitésimales de métriques. L’algébre de Lie du groupe
des isométrie d’une variété riemannienne peut s’identifier au noyau de lopérateur A —
Ric agissant sur les champs de vecteur sur T'M. Ces champs sont appelés les champ de
Killing de la variété riemannienne. De fagon générale, les 1-jets des déformations conformes,
Einstein, biholomorphes, projectives, etc. peuvent s’identifier au noyau d’un opérateur
(laplacien+potentiel).

2) le calcul des variations. L’équation d’Euler Lagrange (ou formule de la variation
seconde d’une fonctionnelle «énergie» au voisinage d'un point critique) donne naissance
a un opérateur (laplacien+potentiel) dont I'indice renseigne sur la stabilité du point cri-
tique. Par exemple, les champs de Jacobi sont les sections harmoniques d’un opérateur
(laplacien+potentiel) sur le fibré "tiré en arriére" v*T'M au-dessus d'une géodésique v de

(M™, g), cet opérateur intervient dans le calcul de la variation seconde de la fonctionnelle
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énergie au voisinage du chemin minimisant . On peut également interpréter & partir d’un
opérateur (laplacien+potentiel) la variation seconde de l'aire d’une sous-variété minimale.
La formule de Eells-Sampson pour les applications harmoniques est un autre exemple de
formule de variation ou intervient un opérateur (laplacien+potentiel). Signalons aussi le
probléme de Yamabe (trouver une métrique de courbure scalaire constante dans chaque
classe de conforme ou minimiser la courbure scalaire totale) qui donne naissance au lapla-
cien conforme 42—:%&—#5 cal(M™, g) agissant sur les fonctions de M (aussi appelé opérateur
de Yamabe).

3) les opérateurs «classiques». Outre le laplacien de Hodge sur les formes différentielles,
on peut citer le carré de 'opérateur de Dirac des variétés spinorielles ou le laplacien com-
plexe des variétés Kahlériennes. (voir [22] et [21] pour plus de détails).

Enfin, pour finir avec les notations de cette section, pour toute section V du fibré des
endomorphismes symétriques, on notera V. (m) sa plus petite valeur propre pour l'action res-
treinte & la fibre E, et, pour toute fonction f : M — R, on notera f~(m) = max(0, — f(m))
sa partie négative (Resp. fT(m) = max(0, f(m)) sa partie positive). La fonction V.~ est

alors appelée la partie négative du potentiel V.

1.3 Outils analytiques

1.3.1 Inégalité d’interpolation

Par souci de simplifier la lecture de cette premiére partie de la thése, nous rappelons
et démontrons un corollaire classique de I’inégalité de Holder qui servira beaucoup dans la

suite (rappelons que nous nous plagons dans le cas d’'une mesure de probabilité) :

Lemme 1.1. — Soient a, b, ¢ des nombres réels strictement positifs et o, 3, v des nombres
de 0, +00] tels que a =b+c et & = % + £. Alors, pour toute fonction u € Lmax(B:7) o,
a:

| < flullG )l

Démonstration. — On se rameéne facilement au cas a = 1. On suppose donc qu’il existe

des réels b et c tels que b+c =1 et % —1—% = é On a alors é compris entre % et %, ce dont

on déduit l'existence d’un réel ¢ de [0, 1] tel que o = t8+ (1 — t)y. On peut alors exprimer

b et ¢ en fonction de ¢, , § et . On trouve b = % et c = % L’inégalité de Holder,
1

pour les couples p = % et ¢ = 1=; nous donne alors :

tB y(1—t)
[ulla = llulligra—oy < llullg llully

d’ou le résultat.



INEGALITES DE SOBOLEV 31

I51lp
151lq

pour des couples p > ¢q. On déduit de 'inégalité précédente que, si on a une majoration

Dans cette premiére partie de la thése, on cherche a majorer des rapports de la forme

du type ||S||, < C||S]l4, alors on a une majoration du méme type pour tout couple (p,q’).
C’est évident si ¢’ > ¢. Si on suppose que ¢ < ¢q(< p), il existe alors une constante

t € [0,1] telle que ||S|y < ||S||Z,||S||117_t et % = % + % d’apres le lemme précédent (i.e.

’ a(p—d)
t = M). On en déduit que ||S|, < C7@-9||S|, si ¢ < g. Dans ce qui suit, on se

ap—d)
/ . . S DS . N
contentera donc d’énoncer des majorations du rapport H SHZ (ou H DS|||p ) ce qui, d’aprés ce
|

2
qui précede, est suffisant pour obtenir des majorants des rapports dg”p (ou ”gg”p) pour
q q

tout couple p > ¢ > 1.

1.3.2 Inégalités de Sobolev et de Harnack

Pour toute variété riemannienne compacte (M™,g), on notera Sq(M,g) la plus petite

constante telle que toute fonction u de HY?(M) vérifie l'inégalité de Sobolev :
lull 20, < S4(M, g) Diam(M)l|dullz + [|ull2-

On notera de méme, S(’I(M, g) la plus petite constante telle que toute fonction u de

HY9(M) vérifie inégalité de Harnack :
sup u — inf u < S} (M, g) Diam (M)]|dul,.

On sait que la constante Sy(M, g) existe pour tout réel ¢ > n (¢ > n si n = 2) d’aprés
le théoréme plongement de Sobolev (voir par exemple [7], théoréme 2.10 page 35). La
constante S(’](M ,g) existe quant & elle pour tout réel ¢ > n. Dans la suite, les résultats
énoncés seront valables pour toute une famille de variétés riemanniennes compactes véri-
fiant Sy(M,g) < C et S;,(M,g) < C" pour ¢ >n, ¢" >n, C >0 et oo > C’ > 0 des réels
fixés. Toutefois, dans les applications pratiques, il est souvent plus satisfaisant de travailler
sur des familles de variétés riemanniennes compactes vérifiant des inégalités (a priori) sur
des invariants métriques plus courants, comme le diamétre et la courbure (voire le volume
et le rayon d’injectivité). Pour ramener nos énoncés a ce cadre, on peut utiliser plusieurs
résultats fournissant des majorants des constantes Sy(M, g) et S;,(M,g) en fonctions de
bornes sur les invariants cités plus-haut. Parmi ces résultats, nous pouvons citer un résultat
de S. Gallot (dans [48], amélioré dans [50]), qui sera utilisé dans la partie II de cette thése,
et qui a Pavantage de respecter la contrainte (i) (citée en introduction) imposée & nos ma-
jorations (c’est-a-dire de majorer universellement les constantes de Sobolev utilisées dans
nos énoncés sur une famille de variétés; cette famille de variétés contenant en particulier

des suites qui s’effondrent ou qui convergent vers des variétés-limite singuliéres) :
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Théoréme 1.2. — Pour tout entier n (n > 2) et pour tout couple de réels (p,q) tels que
q > p > n, il existe des constantes ((p,n) > 0 C(p,n) et C'(p,q,n) telles que, si (M",g)
est une variété riemannienne compacte qui vérifie Diam(M)QHE_Hg < ((p,n), alors,

pour toute fonction u de HY2(M), on a :
lull 20, < Clp,n) Diam(M)l|dull2 + [|u2
et, si de plus ¢ > p pour toute fonction u de H“(M), on a :

supu — infu < C’(p, ¢,n) Diam(M)||dul|,

Remarquer que, dans le cas ot on s’intéresse a des variétés dont on suppose pincée (en
norme intégrale) la partie de la courbure de Ricci inférieure a (n—1), on démontre dans la
partie III de cette thése que le diameétre est automatiquement borné par 27w. On obtient
alors, comme corollaire du résultat précédent, le théoréme 4.17, qui sera utilisé dans la
partie III de cette thése et qui permet de s’affranchir d’une borne a priori sur le diamétre.

En utilisant I’inégalité de Holder, on obtient immédiatement la version plus générale

suivante :

Corollaire 1.3. — Pour tout entier n (n > 2) et tous les réels p, q tels que p > n et
q > n, il existe des constantes ((p,q,n) >0 C(p,q,n) et C'(p,q,n) telles que, si (M™,g)
est une variété riemannienne compacte qui vérifie Diam(M)QHM_H% < {(p,q,n), alors,

pour toute fonction u de HY2(M), on a :
lull 20, < C(p, g,n) Diam(M)]|dullz + [[ul:2
et pour toute fonction u de HV(M), on a :

supu — infu < C’(p, ¢,n) Diam(M)||dul|,

Pour d’autres résultats du méme type, en particulier des résultats permettant de borner
Sn(M,g), on pourra consulter [48] et [61] (ou des majorations optimales sont établies en
courbure de Ricci minorée (au sens usuel)), ou [60] pour le cas des sous-variétés plongées
(les majorations des constantes S, et S(’I dépendent alors de la courbure de la variété

ambiante et de la courbure moyenne de la sous-variété).



Chapitre 2

Sections quelconques

2.1 Majoration de [|S|«/[|S||2

Nous commencons par une proposition permettant de majorer le rapport % d’une
section S quelconque du fibré E, en fonction d’une norme LP de (A +V)S, d’un majorant
d’une constante de Sobolev de la base M du fibré et d’un «minorant» du potentiel V. Cette
proposition est une application de la méthode d’itération & la De Giorgi-Moser décrite dans
[17].

Proposition 2.1. — Soit n un entier (n > 2), soient p, q et C' des nombres réels tels que
co>p>qg>n(¢g>nsin=2) Soit E — M" un fibré riemannien au-dessus d’une
variété riemannienne compacte (M™, g), de dimension n, qui vérifie Sq(M™, g) < C, alors,

pour toute section S de E et tout opérateur (laplacien+potentiel) N+ V sur E, on a :

pq

1Sl < (1+ alp, g, C)A) 2= || S|,

Cq 94 2(P=2) %
ot a(p,q,C) = 1+ e("1/2—1>(q—2>( 2-0)) LU= gg:g; st p < +oo (le cas p=oco s’obtient

par passage a la limite) et ou :

. (A 4+ V)S||,/2 _
A = Diam (M) <—HSH 2/ + |V ”p/z

Remarque 1. — Au vu de la démonstration qui suit, il suffit que la section S soit dans
L*(E) et (A 4 V)S dans LP/?(E) pour que l'inégalité annoncée ait lieu.

Remarque 2. — Cette estimation est optimale dans la mesure ot le rapport ””%””f’; tend

vers 1 lorsque A tend vers 0 (si A = 0, alors V est positif ou nul et (A +V)S = 0. On
en déduit que |DS|3 + [,,(VS,S) =0, et donc DS = 0. Autrement dit, lorsque A = 0,

33
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IIS|| est une fonction constante et donc ||S||cc = [|S]|2). De plus elle implique I'inégalité
suivante : y
14~/2
[151loc
v < ISl
|Al181L% +
_ _pq
T T 9
1/2

ou A = 1+a(p7qac)Dla’mMHK_Hp/2

B = alp,g,C)Diam(M)|(& +V)S||,);

Le membre de gauche de cette inégalité étant une fonction croissante de ||.S]|o0, on obtient
une majoration de ||S||o par une fonction M (A, B, X) dés que ||S||2 est majoré par X (ce

majorant tend vers 0 quand X tend vers 0). D’aprés le théoréme des fonctions implicites,

on a M — M et WM — VM
9A = 2AVM+B(2+) OB 2AvVM+B(2+7)’

croissante des variables A et B. En d’autres termes, ||S|| est majorable par une fonction

ce majorant est donc une fonction

universelle, que 1’on peut calculer a priori en fonction de majorants de ||.S||2, de A et de B
(cette fonction convergeant uniformément vers 0 lorsque sa premiére variable tend vers 0,

et que les autres variables restent fixées).

Démonstration. — Le cas p = 400 se déduit facilement du cas fini par passage a la
limite. On suppose donc dans la suite que p est fini.
Posons u = /|S|? + €2 pour € > 0. D’aprés I'inégalité de Kato :

ubu = AW+ |dul? < 3A(|S)?) +|DS|2 =< AS, S >
(A +V)S|u+ Vu.

A

Cette inégalité, la formule de Green et ’'inégalité de Holder nous donnent alors, pour tout
réel k> 1/2:

k2 k2
1|2 2%—1 %2
pumy — A
)l = i [ <dnd N >= 2 [ s
k2 —
= %1 [||(A+V)S||§||“|2<§kll>p + 1V g lul m]

En appliquant a la fonction u* I'inégalité de Sobolev donnée par 'hypothése S,(M) < C,

puis en faisant tendre € vers 0, on obtient :

Ck Diam(M)
V2k —1

En utilisant l'inégalité de Holder, on obtient les inégalités suivantes, valables pour tout
k>1/2:

HSH'%% < (IS5 + \/II(Z+V)5|!g|!5|2(’§;§_11)p HI e 1S1% iy (%)
2%

p—2

Ck Diam(M
2k —

1/k
k
151122, < (nsnm 2D STl + ||<A+V>S||p) 181 ()

p—2
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Remarquer que, sous '’hypothese p > ¢, l'inégalité précédente donne un contrdle d’une
norme LY de S par une norme L? de S ou ¢’ > p'. L’idée (de De-Giorgi et Moser) pour

controler la norme L>® de S par sa norme L? est d’itérer I'inégalité précédente pour des

valeurs de k bien choisies. Pour cela on pose v = ;Ep 2; >letk=an (p2p2) + %, ol (an)ney

. o . , 2p
est la suite définie par la relation de récurrence : ag = E et ap41 = va, + q_% (on a alors

an = agV™ + (”n_l) = —L5). L’inégalité (sx) se réécrit :

v—1
S anes \ 2\ @ ([l \
ant1 \ " p— (g=2)v7 an \ V"
I _ (0 [T (18
( [15]]o > ( "p [151]o
ou on a utilisé I'inégalité \/% < V2k — 1, valable du fait que & > % D’ou, puisque

(l‘f—z)n N est croissante et tend vers une limite finie :

an [e’s) 2q -
(121" : (1 0y fal=2a) ] (15ke)"
1= lim n < 1+Cy/a;——A
i (e 11 . 15T

=1

Or, on a :

181 2 < IISIEPIS ;™"
d’aprés l'inégalité d’interpolation rappelée en introduction (lemme 1.1). On en déduit que :

q
“+00 1 (a—2)
P—2,\"
I8l < |TT (14 0yfa™22) "] s
i=1

Enfin, pour obtenir la forme plus maniable de I’énoncé, on utilise la concavité de la

fonction In :

T|,_.

@
Il
—

m[ﬁ (1+ca1/2 %A)ﬁ] - (1+01/2 PT?A)

i=1

o 1 2 ol A
- Z;V_[ (1+A)+ln(1+(0 al 1)—1+A)}
OO
1 _ 1/2
< Z;{ (1+A)+C 1+A}
=1
1/2
_2 i A
< gahl+A)+0 p—Z“W- b
=
1/2 2711_’_ 1/2 + 1/2
Or, on a a;ji < % Si on pose b(p,q,C) = C’quQ pp2( 2V12/(2P ‘17)) , on
obtient l'inégalité :
1]l < (14 M) (1 +d/(p, g, C)—) 5]
pP—q
x = a\p,dq, 1—|—A 25

ou d(p,q,C) = e’@2C) Pour cela, on utilise la concavité de la fonction x — In(1 + z) et
la croissance de In, qui impliquent que :

, A A A
i1+ g) 2 g+ e) 2 by
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A 14+(1+a’)A

Enfin, en remarquant que 1+a'g35 = ——751~— et que ﬁ > 1, on déduit de I'inégalité

précédente :

ISllse < (14 (1+ a')A) 20 ||S]l5,

Variantes

1. On pourrait remplacer le rapport ||(AT|F;/”)5||p/2 par ||((A+||\Q|S,S)

2.1.

2. Si on a seulement besoin d’un majorant du rapport ||S||,/||S]|2 avec r < 400, il y

/2 dans la proposition

a une méthode plus directe (sans itération), mais plus restrictive sur les valeurs de p et g,

. . NSRRI ) . o . _ r(p=2)
a partir de 'inégalité () de la démonstration de la proposition 2.1 : en posant k= —5
dans cette inégalité (mais alors l'inégalité qui suit n’est valable que si r > pour que

p— 2’
k > %) et en remplacant alors argument d’itération de 'inégalité (xx) par l'usage de
I'inégalité de Holder ||S||1+1/7 ||S||2/7||S||Tq(p 2) (ou v = % d’apres l'inégalité
d’interpolation 1.1) on obtient finalement : e

51l

5]z

pg(r—2) —‘

IE+V)Sll )2(P o

C Diam (M \/IIV lp/2 + —7—=

(1 5/P

Nous revenons plus en détail sur cette méthode dans la démonstration de la proposition
24.

3. Dans la démonstration de la proposition 2.1, on utilise p > ¢ pour pouvoir controler

une norme intégrale de S par une norme intégrale de S d’indice plus petit (inégalité (xx)).

Toutefois, dans le cas limite p = ¢ > n (¢ > n si n = 2), on peut utiliser I'inégalité (x)

pour établir 'inégalité :

C Diam(M V)S|le —
< — 2
151 224 < (1 \/II_ Iy +— ||S||oo _) 15112

Inégalité que l'on peut itérer comme précédemment (en partant de & > 1), tant que la
I(A+V)S||
condition VECA = VEC Diam(M)\/HK_Hg + Ww% < 1 est vérifiee. On peut ainsi

obtenir une majoration du rapport ”g”; (on 7 est fini) dés que C'A est plus petit qu’une

constante dépendant de r (ce majorant du rapport Hg”; tendant vers 1 lorsque A tend vers

0).

2.2 Majoration de ||DS||» en fonction de ||DS||2

En appliquant de nouveau une technique d’itération de De Giorgi-Moser, nous allons

majorer ||DS||s en fonction de ||DS|o. Le résultat obtenu est une généralisation d’un
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résultat du méme type de M. Le Couturier et G. Robert dans [65] (notez que dans leur
cas, S doit étre une section harmonique pour un opérateur (laplacien+potentiel) et qu’ils
ne majorent que la norme ||DS]||, pour r fini (Voir aussi la section 2.3)) et de S. Ilias dans
[62] (celui-ci s’intéresse au cas ou S = df, ou f est une fonction propre du laplacien sur
les fonctions. S. Ilias obtient dans ce cas une estimée analogue a celle de la proposition
2.2, & ceci prés que les normes intégrales de courbure qui interviennent dans le calcul du
coefficient A de 'inégalité de la proposition 2.2 sont, dans les travaux de S. Ilias, remplacées

par des normes L) :

Proposition 2.2. — Soit n un entier (n > 2), soient p, q et C' des nombres réels tels que
co>p>q>n(qg>nsin=2) Soit E — M" un fibré riemannien au-dessus d’une
variété riemannienne compacte (M™, g) de dimension n, qui vérifie Sq(M,g) < C. Alors,
pour toute section S de E, on a :

Diam(M) | DS]|us
151

< (1 +d'(p, q, C)A1/2) v

2(p—q)

Diam(M)HDSHQ <D1am(M)HDSH2> 2(p—a)+rgq
1Slloe 15100 ’

X max

o a'(p,q,C) =1+ a(p,q,2v2C) (a est la méme fonction que dans la proposition 2.1), et

ou :

IAS|Z IRFS|3
ISIZ— IISIi3

A = Diam(M), | [Ric™ ||y + [R¥|[p + Diam(M)? [

Remarque. — Dans cet énoncé, A peut-étre remplacé par :

1551, | RS,
Bl * T5Too0

Diawn (1), [Ric” [y + [R¥]; + Diem(31)? |

La démonstration de cette proposition suit le méme schéma que celle de la proposition
2.1, bien qu’elle soit toutefois compliquée par le fait que lopérateur A ne commute pas
avec la dérivée covariante. Si on note cette fois u = \/[DS[? + €2, la formule de Kato ne
suffit plus & majorer Awu par un polynoéme en u. Commencons donc par établir un lemme
préliminaire qui nous permettra de majorer le terme < ADS, DS >. Ce lemme, qui calcule
le défaut de commutation entre D et A est déja présent dans les travaux de S. Gallot [46]
et S. Ilias [62] sous une forme particuliére (voir & ce propos la fin de cette section) et est

énoncé sous sa forme générale dans [65] :

Lemme 2.3. — Pour toute section S de E, on a :

1 _
5O (IDSP?) +|D*S|* < < D*RPS,DS > +Ric™|DS|*+ < DAS, DS > +||R¥|.| DS,



38 INEGALITES ANALYTIQUES

ot |RF|| est la norme de Uapplication linéaire induite par R® :

RE | NTnM — N Ef
uNv — RE(u,v)

ott RE(u Av)(T,S) =< RF(u,v)T, S >.

Démonstration du Lemme 2.3. — On deéduit de la formule classique < AT, T > =

SA|T[? +|DT|?, valable pour tout tenseur & valeur dans E, que :
1 _ _ _
54 (IDS|?) +|D?*S|* =< (AD — DA)S,DS > + < DAS,DS > .

Or, si DS, RFS et D3S sont considérés (respectivement) comme des 1, 2 et 3-tenseurs a

valeurs dans FE, et si < .,. > désigne le produit scalaire dans E, on a :
<(AD-DA)S,DS> = > < DS(i,j,j) — D*S(j,4,i), DS(i) >
i,J
= > < D?S(i,j,§) — D*S(j,4,5), DS(i) >
’ + < D3S(34,4,5) — D*S(4,4,1), DS(i) >
et :

> D38(j,i,) — > D3S(5,4.9) = 3. D(RPS)(5,1,§) = D*R”S(i)
J J J

On obtient donc :

< (AD - DA)S,DS > = -3 Ric(i,k) < DS(i),DS(k) > + < D*RFS, DS >
ik
+325; < RE(,)(DS(5)), DS(i) >, 2.1)

dont on déduit aisément le résultat annoncé. 0

Démonstration de la proposition 2.2. — Pour la suite, nous adoptons les notations

sutvantes :

_IBS|2 | IRES|

Bu(s) = [Ric” | + [Rlls Ba(s) = g™ + gy

Posons u = /|DS|? + €2. En procédant comme dans la démonstration de la proposition

2.1, on montre que :

wlu < %A(\DSF) + D282
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Donc, d’aprés le lemme 2.3 :

ky|2 <
[ e < Zk_l

<

+ |D28)?) k1)

( Ric u? + / < DAS,DS > 321
M

+/ <D*RES,DS>u2<k—1>+/ HRE|yu2k> (%)
M M

Nous allons maintenant appliquer le théoréme de la divergence aux deuxiéme et troi-
siéme termes du membre de droite de cette inégalité afin d’obtenir des estimées qui ne
dépendent pas de la dérivée covariante de la courbure du fibré F, ni de dérivées d’ordre su-
périeur a 2 de S. Le théoréme de la divergence, appliqué au champ v2~1 < AS DS >#,

nous donne, pour tout k > 1 :

/<DASDS>uk1 /|AS|2M1 —1Z/<ASDS > du(i).u?
M

g/ [AS2y2k=D +2(k—1)/ |AS||dufu?*—D
< / \du\2 2(k—1) 2k / ‘AS|2 2(k—-1)

En faisant de méme avec le champ u2(k_1)(tr1’3(< Rg .)S DoS >))# (o on définit la

1-forme try 3(< RE )S De¢S >) comme la trace par rapport aux premiére et troisiéme

(o,0
variables du 3-tenseur covariant < R(. _)S, DoS >) et en remarquant que, par antisymeétrie
de R¥, on a :

.. .. 1
> <RFS(0,3),D?S(1.§) >= S[R"SP?,
2%

on trouve :

/ < D*RES, DS > u2(k—1) —_ / 1|RES|2U2(1{_1)
M M 2

k—-1)) /M < R¥(i,5)S, D;S > du(i)u®*~3

< ko1 / 22D 4 (2% — 1) / RES 22D
2 Ju M

|2u2(k—1) _ 1

En remarquant que [, |du = 5 [, |d(u")|?, et en reportant ces deux estimeées

dans l'inégalité (x), on obtient :

() 3 < k( / Ric™u? + / IRP[u*) + (2 — 1)/ / |RPS|2u?2 4 / )
M M M M

De 'inégalité de Holder nous déduisons I'inégalité suivante, valable pour tout £ > 1 :

ld(u®)]l2 < 2k <\/B1(p/2)HUH B, + Ba2(p)IIS]3Ilu |22§’Z 11)p>

p—2
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En se servant de I'inégalité de Sobolev donnée par hypothése (appliquée & la fonction

uF) et en faisant tendre e vers 0, on obtient I'inégalité :

IDS||% 2ky < IDS|[3, + C Diam(M)2k <\/Bl(p/2)HD5| 2%, + Bap)[IS 121 DS, >

p—2 p72

1/kHDSH lk 11/12 , nous en déduisons :
p—2

combinée a l'inégalité || DS||ox < [|DS] 200 < ||DS]|
p—2

DS g\ 24
q—2
<||DS||;>
(k—1)
S A SITTEN L= AN
1 4 2kC Diam (M), | B, (p/2) + 222110 ]loe S ,
IDSTE D51

\ 55, — 4(p=2)
ol on a posé v = =5 > 1.

En procédant exactement comme dans la démonstration de la proposition 2.1 (en posant

cette fois-ci k = %}:2) + 1 ou (ay) est définie par ag = Z% et apy1 = va, + (]2__‘12)7 on
trouve :
X 2q
> 2 oIS\ " 1ps|
p— . 2P a
1< 1+2Ca; Diam(M)y | By1(p/2) + ———2 -2 < 0>

g ( \/ | DS||%, DS oo

d’ou :
XS
-2
DS < H(ump Diam<M>\/Bl<p/2>+%> DS,

1—2 2
En utilisant l'inégalité d’interpolation ||DS|q, < [[DS||y "]/ DS|/%, on obtient :

i

1/v q%Q
9 Ba(p)|SI
D1am<M>\/Bl<p/2>+%> DS, ()

[e.e]

IDS|s < |T] (1 +2Ca, 7=

i=1

En considérant séparément le cas ou Diam(M)||DS|lec < S|l et le cas on

Diam(M)||DS||oo > ||S]|co, On trouve :

Diam(M)|| DS _ [{3 ( p—2 >1/”i
< 14 2Ca; A
15]1o0 <11 “p

i=1

q
q—2

X max

)
Diam(M)||DS||2 <Diam( )||DS||2>m
[15loo ’ 1510

C’est évident dans le cas ou Diam(M)||DS||cc > ||S]|co- Dans autre cas, on réécrit (k)

_ 1/vt
2A>

sous la forme :

115 ]|oc The |2 »
< .
[DSoo < <Diam(M)IIDS||oo 11 14 2Ca;

_4q_
q—2

1DS]]2
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Dont on déduit :

(p—q)

9 2
- (Diam(M)||DS||2>72(p—q)ipq
[15loo

Diam(M) | DS|los

00 1/vt
p—2
1+ 2Ca; A
B —b1< T >

=1

A

(on on a utilisé le fait que le produit infini entre crochet est plus grand que 1).

Enfin, pour majorer le produit infini, on procéde comme dans la démonstration de la
2
proposition 2.1, en commencant par 1 + 20(1#%2A < (1 + (20)1/2 /aip—;QA1/2) .

Autres opérateurs (laplacien+potentiel)

Cette majoration de || DS||s a été écrite a partir du laplacien brut, mais en remarquant

que :

&5l _ 1B+ V)8l

| DS|3 < (A+V)S, S >
[Slee = [1Slloo

1513~ 15113

+ IVl et + 1V

on voit qu’on peut écrire cette majoration a partir de n’importe quel opérateur (lapla-
cien+potentiel). Cette idée sera reprise systématiquement dans le chapitre 3, lorsqu’il
s’agira de travailler avec des combinaisons linéaires de sections propres d’un opérateur
A+ V.

A propos des travaux de P. Petersen et C. Sprouse sur ce sujet

On peut comparer la proposition précédente avec le théoréeme 4.2 de [80] :

Théoréme (P. PETERSEN, C. SPROUSE). — Soit E un fibré riemannien sur M. On

suppose que Diam(M) < D et que :
R > —K; RicM > -K, — K3 <DRP <Kj

ot K1, Ky, K3 sont des constantes positives (et ot R est DVopérateur de courbure induit par
RM| considéré comme champ d’endomorphismes symétriques du fibré N2(T*M)). Alors,
toute section de F telle que AS = \S vérifie :

||DS||OO < C(n7K1’K2’K37D7)" ||S||2)
et donc ||DS||, < 7(n, K1, Ko, K3,p, D, A, ||S||2) pour tout 1 < p < oo. De plus,

IDDS|lz < C(n, Ky, K2, K3, D, A, [|S]l2, [ DS]|2)
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(remarquer que notre méthode donne, de cette derniére inégalité, une version améliorée et
plus générale. En effet, en appliquant le théoréme de la divergence & I’'inégalité donnée par

le lemme 2.3, nous obtenons :
1 — .
1D?S3 < §HRE5H§ +[IAS3 + (IRic™ [y + [|1RF[1)[DS]%,

on conclut alors en appliquant la proposition 2.1 au tenseur DS). P. Petersen et C. Sprouse
obtiennent le méme type de bornes pour les sections propres de A agissant sur T*M,
mais celles-ci dépendent d’un majorant de |D*R|. Non seulement nous étendons cette
propriété a tout opérateur (laplacien+potentiel) et & n’importe quelle section d’un fibré
E, mais surtout, nous nous débarrassons de la dépendance par rapport aux dérivées de la
courbure par l'utilisation du théoréme de la divergence (les auteurs de [80]| proposent de
s’en débarrasser dans leur cadre par un argument de régularisation de la métrique par le
flot de Ricci assez délicat & utiliser (et qui reste & démontrer) puisqu’il faut approximer
¢ par une autre métrique arbitrairement C'-proche qui admet une borne universelle sur
les dérivées de la courbure, tout en conservant des minorants universels de R et de RicM
analogues a ceux donnés dans les hypotheses du théoréme. Voir aussi la partie II de cette

thése pour des remarques a ce propos).

Autres défauts de commutation

Dans le lemme 2.3, on a calculé le défaut de commutation de D et A (formule 2.1) ot
DA et AD sont considérés comme des applications linéaires de I’ensemble I'(E) des sections
de E a valeur dans 'ensemble T*M ® E des tenseurs 1-covariants de M & valeur dans F.
Remarquer que cela se généralise directement au cas ot on considére deux opérateurs
(laplacien+potentiel) Ag = A+ Vg sur E et Ay = A+ V; sur T*M ® E. La formule (2.1)

nous donne alors :

(81D — DAG)S = = > RicM(i,.)D;S + D'RES + Y RF(,,i)(D;S) + V1(DS) — D(V,S)

Remarquer que, dans le cas ou Ay et A1 sont des laplaciens naturels, I'utilisation de
propriétés de symétrie de Vi et Vj (par exemples des identités de Bianchi) peuvent amener
des simplifications dans la formule précédente.

Considérons par exemple le cas particulier ott E est le fibré des 1-formes différentielles
de M, Ng = A = A+RicM est le laplacien de Hodge et A = A = A+R est le laplacien
de Lichnerowicz sur les 2-tenseurs covariants de M (R est défini pour tout 2-tenseur h par
la formule R(R)(i,§) = >, Ric™ (i, k)h(k, j)+RicM (5, k)h(i, k) —2 3, RM (i, k, j, Dh(k, 1)).

Pour toute 1-forme o de M, on a :

(ALD — DAg)a = (AD — DA)a + R(Da) — D(Ric(a))



SECTIONS QUELCONQUES 43

La formule (2.1) nous donne alors :

(AD — DA)a(i,j) = > —Ric(i, k) Da(k, j) + (R(1, %) (Dka)) (§) + D(Ra)(k, i, k, )
k
Or, on a :
> (R, k) (Dxe)) (§) = — (Dxer) (RM(3,%)j) = = > Da(k, )RM(i,k,1,j) (1)
k k,1
et :

> DRa)(k,ik,j) = Z —Di((RM (1, k)j))

k
- Z —Da(k, RM(i, k)j) — a((DxR)1.10])
= — " Da(k,)RM(,k,Lj) — > a((DkR) (i)
kil k

Par symétrie du tenseur de courbure RM, on a :
a((DkR)md) =Y a[Dr(RM(,k,1,1)1)]
l
—Z [Dr(RM (14,1, K1) ] = g((DiR) ki) a(l)
1

Donc, en utilisant la relation DR(X,Y,Z)+ DR(Y,Z,X) + DR(Z,X,Y ) = 0 (deuxiéme
indentité de Bianchi), on trouve :
> DRa)(k,i,k,j) =Y a®)g((DR)gnk i) + al)g((DR) gk, i) — Dak, DRM (1, k, 1, )
k k1
= DRic(o#, j,i) — DRic(j,0®,i) = > Da(k, )RM(i,k,1,j) (2)
k,l

Enfin (rappelons que les calculs, en un point z de M, sont faits relativement & un repére
local (e;), orthonormal et de dérivée covariante nulle au point x. Donc DMe;(z) est nul
pour tout v € T, M), on a :
D Ric(a) ZD Ric(k, j)a(k)) = (DRic)(i,o®,j) + > _Ric" (k, j)Da(i, k) (3).
k
En regroupant les calculs précédents ((1), (2) et (3)), et en utilisant la définition de R, on

obtient la formule de commutation :
(ApD—DA)a(i,j) = —D Ric(i, o, j)— D Ric(j, ¥, i)+D Ric(a¥, j,i) = ORic(a™; i, 5)

ou 'opérateur [J est I'opérateur opérant sur les 2-tenseurs et a valeurs dans les trois ten-
seurs, introduit par M. Berger et D. Ebin dans [19] et défini par Oh(X,Y, Z) = Dh(X,Y, Z)—
Dh(Z,X,Y)— Dh(Y,Z,X). La formule de commutation ainsi obtenue est celle établie et

utilisée dans [46] et [62] pour démontrer un cas particulier de la proposition 2.2.
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2.3 Majoration de ||DS||, (r > n) en fonction de ||DS||;

. . . . . . sup |S . .
Dans certaines applications (en particulier pour majorer le rapport PISI Soir 1a section

inf|S]?
2.4), on peut se contenter de majorer le rapport Hgg”; avec oo > r > n. Dans ce cas, il n’est

pas nécessaire de faire appel & un argument d’itération & la De Giorgi-Moser. L’utilisation
directe d’une seule inégalité de Sobolev, appliquée a la fonction |DS|, et de I'inégalité de
Holder suffit. On peut aussi affaiblir le controle des normes des termes AS et RFS qui était
nécessaire & ’obtention de I'estimée. En effet, dans la proposition 2.2, les normes LP de ces
deux quantités, nécessaires pour faire marcher l'itération, devaient vérifier p > n. Dans la
proposition suivante, p peut descendre jusqu’a 2 (voir aussi le corollaire 2.5 pour un énoncé

plus parlant et suffisant pour les applications visées dans la suite de cette thése).

Proposition 2.4. — Soit n un entier (n > 2). Soient q, p1, p2, r et C' des nombres réels

p2gq 1 n 5
. Soit E— M™ un fibré

riemannien au-dessus d’une variété riemannienne compacte (M™, g) de dimension n, qui

vérifie Sq(M, g) < C. Alors, pour toute section S de E, on a :

tels quep1 >q>pa>2,q>n(g>nsin=2)et2<r<

Diam(M)|| DS/,
[151l0o

/ p—
<(1+ @+ 7’(p;iz))CA)mx
2

151l 15100

Diam(M)||DS||2 <Diam(M)||DS||2>%]

i (2)]

r’—2

S r_ pip2 -
oy = T —max(r,m) et ou :

AS||2 RES||2
A = Diam(M), | [[Ric™ [z + HREH% + Diam(M)? [H 5 Hml

IS[1% IS[1%

Remarque. — Le cas le plus intéressant est le cas 2¢ > p; = p = 2p2 > ¢, la condition

rq

e
sur r s’écrit alors r
< 2q9—p

et il est possible de choisir r strictement supérieur a p, i.e.
Pg
r < s,
p<r <y —p
On a en particulier le corollaire suivant, qui généralise aux sections quelconques le théo-

réeme 1.4.1 de [65] (démontré pour les sections harmoniques d’opérateurs (laplacien-+potentiel)) :

Corollaire 2.5. — Soit n un entier (n > 4). Soit E — M™ un fibré riemannien au-dessus
d’une variété riemannienne (M™, g) compacte qui vérifie Sy(M, g) < C pour un réel ¢ > n.
Alors, pour toute section S de E et pour tout réel p €]q,2q], on a :

Diam(M)|| DS, <

1
15T (14 (p—2)CA)» max

Diam(M)|[D5])s (Diam<M>||DS||2)ﬂ
Sl '\ 18]~
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2(p—q)

=2 et ou

ol Yy =

IASIE IRES|E
2 + 2
ISI% - IISI%

A = Diam(M) | |Ric™ [y + [R¥| 5 + Diam(M)?

Le méme énoncé vaut pour n = 2,3 et pour tous les couples (p,q) tels que n < g <p <4

(g >n sin=2), en remplagant par =4 et A par

251 LIRS

Diam(M Ric7||» + REp+DiamM2<‘
( )\/H I + IRy + Diama? (et + Ll

Démonstration du corollaire. — Si n > 4, on applique la proposition 2.4 en faisant
p1 = p et po = L. On choisit aussi r = p (c’est permis, car p < 2 ) et on obtient alors
r=r=np.

Si n < 3, Phypothése n < g < p < 4 implique qu’on peut poser p; = p et po = 2

et appliquer la proposition 2.4. On choisit » = p (c’est possible, car ¢ < 4 implique que

: I 2p — p—q

q_2>4>p) cequldonner—met'y——. .

Démonstration de la proposition 2.4. — On obtient le cas ps = 2 par passage a la
limite. On suppose dans la suite que py > 2.

En procédant comme dans la démonstration de la proposition 2.2, on pose u = /|DS|? + €2,

~N E
Bi(s) = |Ric™||s + [|RE|ls, Ba(s) = ””%ﬁ;” + ”ﬁ{S“SQHS et on obtient, pour tout k > 1 :

P1—2 po—2

ld(u®)]l2 < 2k <\/Bl(p1/2)||u|| sk, + Ba(po) IS 12 [l 36e- 1>p2)

d’ou, en utilisant I'inégalité de Sobolev donnée par I'hypothese S, < C':

k—
||u||qu < ||u||2k+2kCDlam(M)\/Bl(pl/2)Hu| 5+ Baa)lISI% ul 3, (%)

p1—2 po—2

De plus, par I'inégalité de Holder, on a :

ullse < lull’sip,
p1—2

On pose alors k =1+ M On a alors k£ > 1 (condition de validité de I'inégalité (x)),

2k
o 201, = Il e 2y
alors :

§ r’, puisque par hypothese v’ > %' L’inégalité (x) devient

-2 2 [l

| B(po) IS
Jull, < (1 + 2ch1am<M>\/Bl<’i> + M) Jull®



46 INEGALITES ANALYTIQUES

Mais, on a aussi 5% > 7’ (car 1’ < %) et I'inégalité d’interpolation (rappelée dans le

lemme 1.1) permet d’en déduire que |Ju]|%7 < /|3 ]|u||%y , 011 ¥ est solution de 'équation

q—2
2|1—r'(£22
V%k =3+ (q2_qQ) (donc v = %) On a donc :
(Diam(M)HDSHT/>
1510

1/
Bz<p2>|rsuzo> Diam(M)|| DS

< | 1+ 2kCDiam(M), | B1(p1/2) +
( ( )\/ N T 5T

Diam(M)||DS]||,s Diam(M)|| DS,
[0 l1Sloo
de la proposition 2.1, on obtient le résultat annoncé (en notant aussi que r < ' et que

1 1
71 <3) 0

En considérant les 2 cas <1let > 1, comme dans la preuve

D’apres le théoréme 1.2 de S. Gallot, rappelé en introduction, un pincement (suffisam-
ment petit) d’une norme L% dela partie négative de la courbure de Ricci suffit & majorer
Sq(M™, g) par une constante universelle (pour ¢ > n). On peut donc se demander si la
proposition 2.4 s’adapte dans le cas limite p; = ¢ = 2py > n, de maniére & ce que les
normes intégrales utilisées et la constante de Sobolev soient du "méme ordre". En fait, en

modifiant 1égérement la preuve de la proposition 2.4, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.6. — Soit n un entier (n > 4). Soient p, q et C' des nombres réels tels
que 2n > q > p > n. Soit E — M™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété rieman-
nienne compacte (M™,g) de dimension n, variété qui vérifie les conditions Sy(M,g) < C

et Diam(M)z(H@_H% + HREH%) < m alors, pour toute section S de E, on a :

—2) Diam(M)2C /& a(p,q)
Diam(M)[Ds], _ [ 1+t (1885 + IRS|)
18l =\ 1= (¢ - 2) Diam(M)C /IRic |4 + [RF g
Diam(M)||DS||2 /Diam(M)||DS|2\ trat.0)
X max ,
( 15T ( 157100 )

ot a(p,q) = %'

Le méme énoncé vaut pour n = 2,3 et pour tous les réels q tels que n < q < 4. Si
Sq(M) < C et Diam(M)%H@_H% + HREH%) < 1oz, alors :

a(q)

. iam 2C i~
Diam(M)|DS], _ [ 1+ 2DEEtMEC (B8], + IRES]l,)
[Ei 1— :zDiam(M)c\/n@—n% +IRE(q
Diam(M)|DS]|, Diam(M)[ DS, riw
Xmax( [/ G e
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Remarque. — D’aprés le théoréeme 1.2 rappelé en introduction, si une variété rieman-
nienne vérifie une condition du type Diam(M)%HM_H% + HREH%) < ((g,n) (ou ¢(q,n)
est une constante universelle suffisamment petite), alors la constante Sg(M, g) est automa-

tiquement majorée par une fonction universelle de q et n.

Démonstration. — Nous posons encore une fois :

TSN Lol OO el
1(g) = IBic”lly + R7lg. Ba3) = g + s

Commengons par le cas n > 4. D’aprés l'inégalité () de la démonstration de la proposition

24,o0n a:

D5y < DS +24C Do (01)(VBr(a/B DS+ 1w/ Bala DS
L
De plus, I'inégalité d’interpolation 1.1, nous donne :

IDS|I5, < ||DS||%||DS||§‘1

ol v est solution de I’équation % = % + % (on a donc vy = %). Pour tout réel

k> %, ona~y< 2(’;%%1 et donc 'inégalité plus haut se réécrit :

) 2kC Diam (M) ||S||so
1-2kC Dian (M) Bu(3) ) 1DS ) < (14 DI e () V08t
HDSH% q—4

On pose k =1+ p(qz—;ﬂ‘). On a bien k > % car p > 4 > %(q—4) et I'inégalité précédente

devient :
1
2%C Diam(M)[|S]|oc =
L+ 1557 oy Bs(3)
HDSH&% < =2 DS,
2%

1 — 2kC Diam (M), /B (%)

De plus, on a @ > p > 2 (car p < q). D’apreés le lemme 1.1, on en déduit I'existence d’une

constante ~y telle que | DS|, < ||DS||3 |DS|5n 25%, ou +y vérifie I’équation % =3+ %
(on trouve v = M), ce qui, combiné avec 'inégalité précédente, nous donne :
p(p(q—4)+4)

_ a(p,q)
2kC Diam(M)||S|so
L+ =—1Ds1, Ba(3)

1 — 2kC Diam(M),/Bi (%)

En considérant séparément, comme précédement, les deux cas Diam(M)||DS|, > ||S]/so

DSl < [1DS]l2

et Diam(M)||DS||, < ||S]lc on obtient le résultat annonceé.
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Sin=2ou3detn<q<4, onnote ps > 2 un nombre réel suffisamment proche de 2

pour que g > p2. On a alors

|DS|k, < DS, +2kC Diaan(M)y | By (3) DS sy

q—2 q—2

+2kC Diam (M) /Bs(p2) 15|00 | DS 5t 1,0,
p2—2
Posonskzl—l—% alorsona2k<%:q<%,et donc :

14 2kC Diam(M)||S||oor/ B2 (p2)
IDSllq

1 — 2kC Diam (M), / B1(%)

D8] 22y < DSl

On fait alors tendre py vers 2, ce qui revient & poser k& = 1 dans 'inégalité précédente.

Mais, le lemme 1.1 nous donne [|[DS||, < DSy " IIDS|| %, avec v = %, et donc :
==

q—2

2C Diam(M)/B2(2)[|S]loe \ 479
I1DS]lq

1 — 2C Diam(M), /By (%)

I1DS]lg < [1DS]l2

On conclut de nouveau en considérant séparement les deux cas Diam(M)[|DS|g > ||S]|oc
et Diam(M) [ DS |y < [1S]]oc- -

S. Gallot a montré, par des exemples (cf[50]), que le théoréme 1.2 ne peut pas s’étendre
au cas p=n. C’est & dire qu’aucune borne, aussi petite soit-elle, de la norme Lz de la
partie négative de la courbure de Ricci ne donne de majorant uniforme de la constante
Sn(M, g). Toutefois, si les variétés étudiées admettent par ailleurs un majorant de leur
constante de Sobolev S, (M, g) (n > 3), on peut se demander si une majoration du rapport
| DS|lq/[|1DS||l2 (pour ¢ > n), du type de celles qui précédent, peut s’obtenir en fonction
de normes L2 des courbures qui interviennent dans le majorant ('intérét de ce type de
résultat est expliqué plus en détails dans le chapitre suivant). En fait, dansle casp; = ¢ =n

et 2ps > n, on peut adapter ce qui précéde pour obtenir :

Proposition 2.7. — Soit n un entier (n > 4). Soient q et C des nombres réels tels
que 2n > q > n. Soit E — M"™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété rieman-
nienne compacte (M™, g) de dimension n, qui vérifie les conditions S, (M,g) < C et

Diam(M)Q(H@_H% + ||RE||%) < W, alors, pour toute section S de E, on a :

a(g;n)

(n—2)C Diam(M)? (|~
Diam(M) || DSl _ L+ 5T (HASHgH!RESHg)
150 = \ 1 = 2220 Diam (M), fIRic™ 15 + [R5

. <Diam<M>||Dsn2 (Diam<M>||DS||2)m@,n>>
Sl '\ 18]~
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ot a(q,n) = g(q:n).

Le méme énoncé vaut pour n = 3 et pour les q tels que 3 < q < 6 : Si la variété (M™, g)

vérifie Sp(M,g) < C et Diam(M)Q(H@_H% + ||RE||%) 402, alors :
2C Diam(M)? E a(q)
Diam(M) || DSl _ L (HASHz +[|R SHz) .
187\ 1 — 2Diam(M)C /|| Ric™ | + [R5
(Diam(M)IIDSHz (Diam(M)IIDSII2)1+i(q>>
[151]o ’ [15loo

ot a(q) = 3(6%_;).
Démonstration. — Commencons par le cas n > 4. On part de l'inégalité () de la preuve
de la proposition 2.4 (page 45), dans laquelle on pose p1 = n, p2 = et k = q(g;2)7 et ol

on remplace qzk% par % (on a bien k > 1, car ¢ > n > 4). Cela nous donne l'inégalité :

qg(n—2 .
D815 < 1081 o+ =20 Diam(an) (1 BUDIDSIE+ Ba(DS I DS I,

q—4

Or, d’apreés le lemme 1.1, on a HDSHq(n 5 < [1DS]lq HDSH Lony = 2qé]i_21) < Qqé]:l).

On en déduit que :

n

(1—MCDiam(M) Bi(= )>||DS||k !

gin—2) . 5 q 115100
< - —_—
< (1 + == C Diam(M) BQ(Z)Diam(M)HDSHq IIDSII2qqk41 (*)

Or 2 < ( ) < q (car ¢ > n > 4), le lemme 1.1 nous donne donc :

IDS|5-ry < IDSIZ DS,
q—

4

avec v/ = i((‘;:gg. On déduit donc de (*) que

n

(1—MCDiam(M) Bi(= )>||DS||k !

qin—2) , . 9 q 15| 0o 5 (k—1)—
< 4 Y
< <1 + 202 iy [ Wl s s
Et donc :
g(n—2) s =
1+ "T_C Diam(M) BQ( )Dlam( )TDSH !
DS < DSz

1 @C Diam(M)./B1(%)
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On conclut alors en considérant séparement le cas [|S|o < Diam(M)||DS||, et le cas
[5loc = Diam(M)[|DS][-

Dans le cas n = 3, pour tout réel q tel que 3 < ¢ < 6,on a:

DS, < IDS |, + 2kC Diam(0) (1 B I DSIy + v/ Bolp) NSleclIDS 5Ly, )

ol po est un réel proche de 2. On pose alors k =1+ Q(p; 2) , alors 2k < M =q < 6k.

On a donc :

. 3\ 1
IDS|6x (1 — 2kC Diam(M) Bl(E)) %

1510
D
Diam(M)||DS||q) 1DSlq

< (1 + 2kC Diam(M)?\/Ba(p2)

On fait alors tendre py vers 2, et on utilise Vinégalité | DS||, < ||DS|ly "||IDS||Z, avec
3(q 2) . On obtient :

3(a=2)
; [[5]lo0 6=
||DS||q < 1 +2k‘0D1am(M)2 Bz(pz)m ¢
1 — 2kC Diam(M)y/B1(3)

D52

On achéve la preuve comme dans les démonstrations précédentes, en distinguant le cas ol

ISl oo <o . R - L. R
=1 est inférieur ou égal & 1 et le cas ou il est supérieur & 1.
Diam(M)[[DST, o) P 0

Pour en finir avec les cas limites, on a la proposition suivante :

Proposition 2.8. — Soient n un entier (n > 4), C un nombre réel et E — M"™ un fibré
riemannien au-dessus d’une variété riemannienne compacte (M™,g) de dimension n, qui

vérifie S, (M, g) < C, alors pour toute section S de E, on a :

Si
' o HZS”E 1
Dlam(M)z(H@ ||% + HREH% + I1S]| 2 ) = 12[C(n —2)]2’
alors
DSl _
15| oo

DS][

max( _
HSHoo[l —2(n — 2)C Diam(M (\/HRIC |z + \/”REH_ \/@)}2

IREls + [IAS||2
? 15100
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Lorsque n = 3, on obtient l’énoncé suivant :

Si Sy (M, g) < C et si Diam(M)?(||Ric™ ||z + IR" |2 + ”@ﬁlf) < wez alors :
DSl <
[15loo

1 | DS]|2

max
i ic™ A Slloo
(14CD1am(M)(,/R1c I3 + VIRET + /gt ) 151

|AS] |2
\ IRFl2 +
[15loo
Démonstration. — Pour traiter le cas n > 4, on part de l'inégalité (x) de la preuve de

la proposition 2.4 (page 45), en posant ¢ = n = p; = 2ps, on obtient :

|DS s, < DS + 2kC Diaan () ({/Ba(3)I DSy, + 4/ Ba(IS el DS I )
n— 4

2kn 2(k—1)n

On pose alors k = ”T_2 on a alors -5 =n = = ——, d’ou :
IDS|5 < DSy + (n— Q)CDiam(M)<\/ 1(5 )HDSHk +y/ B2 SNl DS )
et donc
(1— (n—2)C’<Diam(M) Bi(= )+D1am(M)2 By(l)— 1Sl )HDSH
2’ Diam(M)||DS]||» "
< |DS|l5-2
De plus, d’aprés le lemme 1.1, |DS|,—2 < [|[DS|[AIDS|5™", pour v = 7(1(" ;1) A partir
de cette inégalité, soit on est dans le cas ou W < Diam(M)(Ba(% )) , ce qui
. 1
implique le résultat annoncé, soit on est dans le cas ou W > Diam(M)(Ba(%))*,
et donc :
n—2

||DS||nsnDsn2< : . )
1—C(n—2)Diam(M)( Bl(g)+(B2(g))4)

On conclut en remarquant que, d’aprés les définitions de By et Bg, on a les inégalités

1 1 1 1 AS
Bi(3) < HM_H% + HREH§ et (Ba(%))* < HREH% + (””S”H ) Pour obtenir le cas

n = 4, remarquer que ce qui précéde reste valable pour tout réel n > 4. On peut donc

obtenir le cas n = 4 par passage a la limite.

Si n = 3, on repart de l'inégalité (%) de la page 45, en posant ¢ =n = p; et py = p < 3,

on obtient :

DS, < IDS|, + 2kC Diam(2) (1) B I DSIb + v/ Bal) 1Sl DS L)
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On pose k = 6%}). on a alors :
. 3 _
DS, < IDSI, + 260 Dism(a) (y B ) DS + VBl I1DS 85
et donc

. 3 . 2 ”S”oo k k
_ _ <
(1 2kC<D1am(M) Bi(5)+ Diam(M)* v/ Balp) g )HDSHGk) IDS|E, < | DS|IE,

Puis, on fait tendre p vers 2 (alors k tend vers 1), et on obtient :

15l
Diam(M)|DSs

<1—20(Diam(M) Bl(g)—i—Diam(M)2 Ba(2) )>||DS||6§||DS||2.

On conclut alors comme le cas précédent.

O

2.4 Majoration de sup|S|—inf|S|, résultats de non annulation

Des résultats de la section précédente et de la donnée d’'un majorant de la constante
supyy |S]”

tats obtenus généralisent celui de M. Le Couturier et G. Robert (cf [65]), qui établissent

de Sobolev S, nous déduisons immeédiatement un majorant de 1 — Les résul-
une inégalité proche de la proposition 2.10 pour les sections harmoniques des opérateurs
(laplacien+potentiel).

En appliquant la proposition 2.2, et le théoréme des accroissements finis, on obtient
directement une inégalité de Harnack qui ne nécessite pas de majorant sur une constante

de Sobolev S(’](M ,g), mais qui demande de controler AS et R¥S en norme LP, avec p > n :

Proposition 2.9. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, q et C des nombres réels tels
que o0 > p>q>n (@q>mnsin=2) Soit E — M"™ un fibré riemannien au-dessus
d’une variété riemannienne compacte (M", g), qui vérifie Sq(M, g) < C. Alors, pour toute

section S de E, on a :

2(p—q)

inf S| / 1/2\ pod <Diam(M)HDSH2> 2-atpa

1-— < (1+d(p,q C)AY ,
sup 9| (1+@0.001) 157100

ot a' est la constante universelle donnée dans la proposition 2.2 et o :

IAS|Z IRFS]3
ISIZ IISII3

AZDMMM)H&§M+MWM+DWMMP[

Si on a un majorant de la constante de Sobolev S’.(M, g), alors on peut appliquer la

proposition 2.4 pour obtenir la proposition suivante :
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Proposition 2.10. — Soit n un entier (n > 2). Soient p1, p2, q, ¢, C et C' des nombres

p2q
q—p2"
Soit E — M™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété riemannienne compacte (M™, g)

de dimension n, qui vérifie Sq(M,g) < C et S;,(M, g) < C'. Alors, pour toute section S

réels tels que py > ¢ > pp > max(2,4), ¢>n (g>nsin=2), pp > 5 etn<qg <

de E, on o :

.
inf|S| _ 72 =2) ) (DmIDSL )
- <C'(1+ (24 ——>)CA ,
sup | S| ( ( D2 ) ) [15]]o
2|1—7'( £=P2
ol y = %7 r = max(q’, pT_p;Q) et ou :

AS||2 RES||2
A = Diam(M) HM_H% + HREH% + Diam(M)? [H s ||p2]

IS[1% IS[1%

On remarquera que, pour prouver les propositions 2.9 et 2.10, nous avons appliqué les
propositions 2.2 et 2.4 dans le cas ou W < 1, les inégalités des propositions 2.9
et 2.10 étant trivialement vérifiées dans le cas contraire.

Le corollaire 2.5, nous permet d’obtenir le résultat suivant, qui est la généralisation aux
sections quelconques du théoréme 1.4.1 de [65] (démontré pour les sections harmoniques

d’opérateurs (laplacien-+potentiel)) :

Corollaire 2.11. — Soit n un entier (n > 4). Soient p, q, C et C' des nombres réels
tels que 2qg > p > q > n. Soit E — M"™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété
riemannienne compacte (M", g) de dimension n, qui vérifie Sy(M,g) < C et S, (M, g) <

C'. Alors, pour toute section S de E, on a :

- D e
L inf |5 <C'/<1—|—(p—2)CA> /v <D1am(M)||DS||2> ¥ |

sup|S] = 15| oo
ouy = gggzgg et ot :
1S3 IRPS|
A = Diam(M) ||Ric”[|z + [|RE|/s + Diam(M)? HSH22 MNTE 2

Le méme énoncé vaut pour n = 2,3 et pour tous les couples (p,q) tels quen < g <p <4

(g >n sin=2), en remplagant v par % et A par :

AS|%2  |IRES|3

Diamn(M) [ [Bie” 1 + R, + Diam(u2(12512 4 I 51y,
’ ’ 1S113 1S113
o0 o)

Enfin, on peut aussi appliquer les propositions 2.6 et 2.7 pour obtenir les deux propo-

sitions suivantes :
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Proposition 2.12. — Soit n un entier (n > 4). Soient p, q, C' et C' des nombres réels
tels que 2n > g > p > n. Soit E — M™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété
riemannienne compacte (M™, g) de dimension n, qui vérifie Sy(M, g) < C, S,(M,g) < C"
et Diam(M)z(H@_H% + HREH%) < m alors, pour toute section S de E, on a :

_ inf|S]
Sup 9]
(¢=2)C 2(K E 9
<o 1+ NE Diam(M) (||AS||% + R SH%) (Dlam(M)HDSHQ)m
B [151l0o

1~ (g —2) Diam(M)C /[ Ric™[|g + [REy

ot a(p,q) = %'

Le méme énoncé vaut pour n = 2,3 et pour tous les réels q tels que n < q < 4. Si

Sq(M,g) < C et si Diam(M)z(H@_H% + HREH%) 15z, alors
_ inf|S]
—
— a(q)
< 1+ ||s|| Diam (M )2(||AS||2+ ||RES||2) <Diam(M)HDSH2>H+(q)
N 1— 2D1am(M)C’\/HM_H% + [RE|g 1Sl
avec a(q) = (Z:? et ou C' est un magorant de Sy(M",g).

Proposition 2.13. — Soit n un entier (n > 4). Soient p, q, C et C' des nombres réels
tels que 2n > q¢ > n. Soit E — M™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété rieman-
nienne compacte (M",g) de dimension n, qui vérifie S,(M,g) < C, S(M,g) < C" et
Diam(M)Q(H@_Hg + ||RE||g) < m, alors pour toute section S de E, on a :

inf | S|
sup | S|
g(n—2)C 2 (1 E algn)
<o [ 1L il Diam(M)?([[AS]|s + [R"S]s) (Dlamﬁgﬁ')llDSllz)m

1 - 4220 Diam(M), /[Ric[|5 + [RF|;

ot a(q,n) = g((g:s;.

Le méme énoncé vaut pour n = 3 et pour tous les réels q tels que 3 < q¢ < 6. Si

Sn(M,g) < C, si 8'y(M,g) < C" et si Diam(M)?(|Ric™ ||z + [R"|=) <

402 , alors :

— a(q)
inf|S] _ 1+ 2z Diam(M)?([[AS]2 + [R®S]|2) <Diam(M)|yDS|yg>H+@
s IST T\ 1 - 2Diam(M)C f[Ric [l + [R5 150
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Il y a une perte d’information dans le fait d’utiliser une hypothése qui porte sur DS
inf | S|
sup [S]’

entier pour établir un controle de puisqu’une section S peut étre de norme constante
sans étre paralléle. On devrait pouvoir déduire ces inégalités de Harnack d’une majoration
d’une norme LP (p > n) de la différentielle du de la fonction u = |S|. Toutefois, l'inégalité
de Kato, que nous utilisons pour transformer des hypothéses sur AS en renseignements

de nature elliptique sur u, ne nous fournit qu'une majoration de Awu, mais ne permet pas
inf | S|
supls ©F

de minorer Au. Une telle majoration est insuffisante pour minorer le rapport
démontrer que |S| ne s’annule nulle part : en effet, il est facile de montrer (voir [65]) que,
pour tout € > 0, on peut construire une fonction f. positive, prenant les deux valeurs 1
et 0 et dont le laplacien verifie Af. < e. Il ne semble donc pas possible d’appliquer cette
méthode plus directe, et c’est pourquoi nous avons été contraints d’appliquer l'inégalité
de Kato au tenseur DS, afin de controler la fonction u = |DS| (ce qui nous a amenés a
controler A(DS) en fonction de AS). Les termes de courbure supplémentaires, qui sont
nécessaires pour assurer ce controle (cf le lemme 2.3), sont cependant inévitables, comme
nous le prouverons dans la partie IT de cette these (voir la proposition 4.1 de la deuxiéme
partie qui montre, indirectement, que la conclusion de la proposition 2.4 ne peut tenir sans
controdle a priori de la courbure sectionnelle).

Notre méthode pourrait toutefois étre améliorée si on savait tirer parti de 'observation
suivante : partout ot S ne s’annule pas, on a DS = d(|S]) ® |—§‘ + |S|.D|—§‘, donc DS rend
compte a la fois de la variation de |S| par projection sur S, et de la facon dont la section %
tourne dans la fibre, par projection sur ’orthogonale de S. On voit donc que le controle de
la projection de DS sur S devrait suffir a établir 'inégalité de Harnack. Des améliorations
de l'inégalité de Kato (fondées sur cette observation) existent dans la littérature (travaux
de J. P. Bourguignon, de D. Calderbank, M. Herzlich et P. Gauduchon [25]), mais ils sont
pour l'instant de peu de conséquences sur notre inégalité de Harnack.

Enfin, on devrait pouvoir déduire du controle de ||DS||, des informations sur 1’holo-
nomie du fibré E. Voir les travaux de W. Ballman, J. Briinning et G. Carron [15| pour
un premier résultat dans ce sens et remarquer que les estimées ci-dessus permettent de

court-circuiter une large partie de leur preuve.
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Chapitre 3

Combinaisons linéaires de sections

propres

Un champ particuliérement intéressant d’applications (géométriques et topologiques)
des inégalités établies dans le paragraphe précédent sur les sections S d’un fibré rieman-
nien £ — M est celui ou S est une combinaison linéaire de sections propres d’un opérateur
(laplacien+potentiel) A + V. Dans ce chapitre nous énoncons (et redémontrons lorsqu’une
légeére adaptation des preuves du chapitre précédent permet de renforcer la conclusion) les
formes particuliéres que prennent ces inégalités dans le cas de telles sections et donnons
quelques applications & I’étude des valeurs propres et sections propres de 'opérateur (lapla-
cien+potentiel) qui serviront dans les parties IT, IIT et IV de cette thése. Il s’agit, essentielle-
ment, de généralisations de la "technique de Bochner". Celui-ci a remarqué que les sections
harmoniques d’opérateurs (laplacien+potentiel) de potentiel positif sont paralleles (en ef-
fet, pour une telle section on a0 = [((A+V)S,S) = ||[DS|3+ [(VS,S) et les deux termes
de la somme sont positif, donc nuls). On peut en déduire, entre autres conséquences, que
si (S;)ier est une famille L?-orthonormée de sections harmoniques de cet opérateur alors,
pour tout point x de M, (S;(z))icr est une famille orthonormée de vecteurs de la fibre E,
au-dessus du point z (trivialisation d’un sous fibré de dimension dim(Ker(A+V))) et donc
la dimension de Ker(A+V) est majorée par la dimension [ de la fibre. Dans ce chapitre, on
étend ces deux propriétés aux opérateurs (laplacien+potentiel) de potentiel presque positif
(c’est a dire tels que Diam(M )2||K_||§ soit petit pour au moins un p supérieur a la di-
mension de la variété) et aux sections propres de 'opérateur associées a des petites valeurs
propres (des définitions précises sont données plus loin). On montre que le nombre de petites
valeurs propres d'un opérateur (laplacien+potentiel) de potentiel presque positif est ma-
joré par la dimension de la fibre de E (version analytique du principe de Bochner ; voir les

corollaires 3.2 et 3.4). On montre aussi qu'une famille L?-orthonormée de sections propres

o7



58 INEGALITES ANALYTIQUES

associées a des petites valeurs propres est presque orthonormée dans chaque fibre au-dessus
de chaque point d’un ensemble de mesure presqu’égale au volume de M (version géomé-
trique du principe de Bochner ; voir le lemme 3.5). On montrera aussi que, si on se donne
un majorant A des quantités Diam(M)2|RE|,, Diam(M)?||V|, et Diam(M)QHﬂ_Hg
(resp. des quantités Diam(M)QHREHg, Diam(M)2||V||§ et Diam(M)2||@_||g) pour un
réel p > n, alors les sections propres, associées a des petites valeurs propres d’un opéra-
teur (laplacien+potentiel) de potentiel presque positif, sont presque paralleles d’aprés la
proposition 3.6 (resp. toute famille L2-orthonormée de sections propres, associées & des pe-
tites valeurs propres d’un opérateur de potentiel presque positif, est presque orthonormée
en restriction a toute fibre de E'; voir les sections 3.3 et 3.4); ou les notions de petites
valeurs propres et de potentiel presque positif dépendent, pour ces deux derniers types

résultats, du majorant A.

Dans la suite, on note (S;)icr une famille L?-orthonormale de sections propres de I’opé-
rateur (laplacien+potentiel) (i.e. (A +V)S; = X;i.S;). Si I est une sous-partie finie de N,
on note alors E; = Vect ({S;}ier) le sous-espace vectoriel de E engendré par cette famille.

On appellera sous-espace de sections propres un tel espace Er (on rappelle que I est supposé

fing).

3.1 Majoration de ||S||~/||S||2, spectre et quasi-trivialisations

La proposition suivante donne une estimation du rapport entres les normes L> et L?
des combinaisons linéaires de sections propres de E en fonction d’un "minorant intégral"
du potentiel V', des valeurs propres {\;}ics et d’un majorant d’une constante de Sobolev
Sq(M) (g > n). Toutefois, comme I'application directe de la proposition 2.1 nous fournirait
un majorant qui dépend du nombre de sections propres impliquées dans la combinaison
linéaire (ce qui est fatal pour certaines des applications que l'on souhaite en faire), on va
légérement modifier la méthode de démonstration. Cette proposition est une généralisation
d’une majoration, due a P. Li ([66]), de la norme L* des p-formes différentielles propres
(pour le laplacien de Hodge) sur une variété, en fonction des valeurs propres, de la norme
L? des formes propres et d'un minorant du potentiel de 'opérateur de Hodge, considéré
comme un opérateur (laplacien+potentiel) sur les p-formes. Elle avait déja été généralisée
(sous une forme quasi-similaire & celle de notre énoncé) par S. Gallot dans [48], [49],
[47], et surtout [50], au cas des combinaisons linéaires de sections propres d’opérateurs

(laplacien+potentiel) quelconques :

Proposition 3.1. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, q et C des nombres réels tels

que oo > p>qg>n (q>mnsin=2) Soit E — M"™ un fibré riemannien au-dessus
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d’une variété riemannienne compacte (M"™,g) de dimension n qui vérifie Sq(M™,g) < C.
Soit A\ + V' un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E et Er un

sous-espace de sections propres de cet opérateur. Alors, pour toute section S de Ey, on a :

1\ 72
18lee < (14 a(p,0.C)A2 )7 |15]),

pC v
) - P2 V- _ a(p—2) .
ot a(p,q,C) =1+er2vv-1 v = =2 et ot :

A = Diam(M)? (Hz-up/g + sup \)\i\).
el

Remarque. — Dans le cas ou S est une section harmonique d’un opérateur (lapla-

cien+potentiel) de potentiel positif, on retrouve que S est de norme constante.

Variante

Puisque, pour tout réel K, E'r est aussi un sous-espace de sections propres de ’opérateur

A +V — K, la proposition 3.1 reste valable en remplacant A par :

Diam(M)?* (|(V = K)o -+ sup |\ — K1),

| 2= aiSilloo
122 aiSil2

pende pas du nombre de sections propres S; qui entrent dans la combinaison linéaire,

Le fait que le majorant du rapport , donné par cette proposition, ne dé-
permet, en utilisant une technique développée dans [66] par P. Li, de majorer la dimension

de Er, et d’en déduire plusieurs estimées intéressantes sur le spectre de I'opérateur A4V :

Corollaire 3.2. — Soient n et | des entiers (n > 2). Soient p, q et C des nombres réels
tels que o0 > p > q > n (q > n sin = 2). Notons a(p,q,C) la constante universelle
introduite dans la proposition 3.1. Soit E — M™ un fibré riemannien, dont la fibre est
de dimension l, au-dessus d’une variété riemannienne (M"™, g) compacte, de dimension n,
qui vérifie Sy(M", g) < C. Soit A +V un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les

sections de E. On a alors :
(i) Si on note A\ (Z + V) la plus petite valeur propre de Uopérateur N+ V, alors :
(& +V) = ~(1+a(p,a,€) Diam(a) IV ) V.

(ii) La multiplicité mult(\) d’une valeur propre \ de Uopérateur (AN + V), vérifie :

pq

mult(\) < 1. (1 +a(p,q,0) Diam(M)\/H V=" ”p/2> o
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(iii) Si on note Ind(A + V) le nombre de valeurs propres négatives (comptées avec multi-
plicités) de lopérateur N +V, on a :

rq

nd(S + V) <11+ 24(1+ A)z050 )™

ot A = a(p,q,C)Diam(M ),/ ”K_HP/Q.

(iv) La i°™ valeur propre \; du spectre de (AN + V) vérifie :

11 2
1 i\a »p _
- > Z _ _ _ »
NN L 4 O) Diam (M) [(z) 1] I = 20) s,

On en déduit :

-1+ (1-+ atp.a. ) Diwmn(an) ) 11

(estimée qui s’améliore en

2

1_1

1 i1 ®
i > . : 1 v,
4 a(p,q,C)? Diam(M)? [<l> ] 1V ||12’

St )\1 Z 0).

En particulier, si Diam(M)2||K_||g <
2

Opérateurs a potentiel presque positif et petites valeurs propres

Ce corollaire donne ’existence de deux fonctions universelles ((,p, ¢, C) et n(l,p,q,C)
strictement positives (qui ne dépendent que des variables indiquées entre parentheéses, et
pas de (M", g) ou de E) telles que, si A+ V est un opérateur (laplacien-+potentiel) dont le
potentiel vérifie I'inégalité Diam(M)QHK_Hp/Q < n(l,p,q,C) (on parlera alors d’opérateur
a potentiel presque positif), alors le nombre de valeurs propres de cet opérateur qui sont
inférieures a ((I,p,q,C) (on parlera de petites valeur propres) est majoré par la dimension
de la fibre de E (c’est la version analytique du principe de Bochner). Remarquer enfin
que, par translation, le corollaire 3.2 s’applique en remplagant \; par (A; — K) et V™ par

(K—K ) ~, ou K est une constante réelle quelconque. En particulier, s’il existe une constante
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K telle que Diam(M)?||(V — K)7lp/2 < n(l,p,q,C) (on peut alors parler d’opérateur a
potentiel presque supérieur a K) alors I'opérateur A + V admet au plus [ valeurs propres

inférieures & K + ((I,p,q,C).

Démonstration de la proposition 3.1. — De nouveau on suppose que p est fini. On

S
pose, pour la suite, Ax(I) = sup 1511k
serr\{oy 15]l2

, oil k est un réel plus grand que 1 ou égal a

+00.
Soit S un élément de E;. Nous posons u = +/|S]? + €2 pour € > 0. De méme que dans

la démonstration de la proposition 2.1, on obtient, pour tout réel k > 1/2 :

ld(u")ll2 < ——= Qk \/HV Hp/?Hu”%p + (A + V) Sl flulize "

En utilisant l'inégalité de Sobolev donnée par hypothése (appliquée a la fonction u*), en
faisant tendre € vers 0 et en utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient l'inégalité suivante,

valable pour tout £ > 1/2 :

Ck . _
Diam (M)?(|[V.~ Hp/2HSH2kp +H(A+V)S’H%HS’H%]‘@1)+HSszpé

S
H Hqu = \/%—_ s

Or E; est un espace stable par (A + V), on a donc :

(A +V)S|lae < As(DII(A + V)S]f2.
< Aoy (1) sup [Nl [|S]]2- ()
p—2 iel
On en déduit l'inégalité :
Ck  1\VF
< — A2 .
||S||% = <1+ mA2> A}%(I)HSHQ

Comme S a été choisi quelconque dans I'espace vectoriel Er, on obtient :

ck  \*
< Uk 1
A%(I)_<1+ml\2> A%(I)

on obtient :

Si on pose successivement k = 17/ dans cette inégalité, avec v = gg:;; >1letjeN,
Ck
AP%VJ'H(I) < <1 + A

1/k
i) A

En multipliant membre & membre les inégalités ainsi obtenues, en remarquant que A, (I)

NI

tend vers Ao (I), lorsque m tend vers 400, et que le produit infini converge, on obtient :

1

H < A%> " A, (D).
2w —1 p—2
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2 p—2
Enfin, comme z% >2,0na Sz <|S|&.IS|l,7 (inégalité d’interpolation 1.1), ce qui
p—2

2
se traduit en termes des Ag(I) par A 2 (I) < A% (I). On en déduit :
p—2

P 1

N

e CvI p—2"0u7
A (D) < 1+ ——A .
() ]1;[0< V2vl —1 >

En utilisant la méme méthode que dans la démonstration de la proposition 2.1 pour

majorer le produit infini, on obtient le résultat annoncé. 0

Démonstration du corollaire 3.2. — Posons, pour simplifier, Ay = Ay (Z + V). Nous
commencons par prouver la propriété (7). On peut supposer A\; < 0 (car sinon l'inégalité
(i) est trivialement vérifice). Soit S une section telle que (A + V)S = A\1S. On pose
U= \/m . L’inégalité de Kato nous donne alors :

ubu < (AS,8) = M|S]2 = (VS,S) < \u? + Vo

et donc uAu < V- u? par hypothése sur A;. En calquant la preuve de la proposition 2.1,
on obtient : .
1lloe < (1+ a(p, q,C) Diam (M) 1V~ [ ) ™7 IS,

Or, l'inégalité plus haut nous donne (ZS, S) < (M +V7)|S?, dou

0< / DS|? = / (55.5) < MISIE + VI 1SIE

< (A IV I (1 + ap, 0, C) Diam(M) L7 [1) 7)) 1S3
ce qui conclut.

Pour toute partie finie I de N, nous notons toujours Fy le sous-espace vectoriel engendré
par 'ensemble des sections propres S;, ot i€1. Posons F(m) =3 |S™(m)|?, out (S") est
une base L?-orthonormée de E; qui diagonalise la forme bilinéairze symétrique donnée par
(t,s) —< t(m),s(m) >p, . Cette forme bilinéaire symétrique est de rang au plus égal a la
dimension [ de E,,. On en déduit que F(m) est la somme d’au plus [ termes non nuls, on
a donc :

1F oo < Usup |S7]|3 < 1A(I)?

m,i
D’autre part, remarquons que F' est la trace de la forme bilinéaire définie plus haut rela-

tivement au produit scalaire L? de Ej, on a donc F(m) = Y, [Si(m)[?

(S:)icr L?-orthonormée de E7. On en déduit :

| 1 |
dim(Er) = i /MZ S = gy /M F(2) < | Flloo < LA ()2,

pour toute base
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En remarquant que (A+V — K)(S;) = (\; — K)S;, la proposition 3.1 permet d’en déduire
que, pour toute constante K et tout couple de réels p > ¢ > n, on a :

Pq
pP—q

dim(Ey) <1 (1 +a(p,q,C) Diam(M)\/H(K — K)7|lpj2 +sup |\ — K|>
el

La propriété (ii) du corollaire se déduit de cette inégalité, en choisissant I = {i/\; = A}
et K = \. La partie (iii) du corollaire s’en déduit également en choisissant I = {j/\; <0},
K =0 et en remarquant qu’alors sup;cs |\ — K| < |\1], ce qui conclut d’apres (7). Enfin,
la propriété (iv) du corollaire s’en déduit en choisissant I = {j/\; < AN}, K = Aq, et
en remarquant qu’alors dim(FEj;) = i. Ce qui donne la premiére inégalité. La deuxiéme
inégalité se déduit de la premiere, de la propriété (i) et de |[(V. — A1) (|2 < [[V7[,/2 si
A1 < 0. Pour démontrer la troisiéme inégalité, on pose I = {j/A; < A\;} et K =0. On a
alors s'uII) |X\j| = A; puisque les valeur propres sont numeérotées par ordre croissant et que,

je

par hypothése, Ay > 0. -

Remarque. — Dans la démonstration de la minoration de A\; (Z + V) du corollaire
3.2 (i), on a utilisé la positivité de ||DS||3. Plus loin (partie IIT de cette thése), dans
la démonstration du théoréme 4.18 (ou la technique de Lichnerowicz est adaptée pour
minorer la premiére valeur propre non nulle du laplacien des variétés telles que la quantité
| (Ric —(n — 1))_H§ soit universellement petite), on aura S = df, ou f est une fonction
propre associée & la premiére valeur propre. Dans ce cas, on a la minoration plus forte

2
|DS||% = || Ddf||3 > ﬁ||f||%, ce qui nous permettra de minorer A\; par n plutdt que n—1.

Dans le cas limite ou p = ¢ > n (¢ > n si n = 2), on peut adapter ce qui précéde
pour obtenir une majoration du rapport entre normes L” et norme L? des combinaisons

linéaires de sections propres :

Proposition 3.3. — Soit n un entier (n > 2). Soient q, r et C des nombres réels tels
que > q2_—q2 etq>mn (g >nsin=2) Soit E — M" un fibré riemannien au-dessus
d’une variété riemannienne (M",g) compacte, de dimension n, qui vérifie Sq(M) < C.
Soit N+ V un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E et qui vérifie
Diam(M)QHK_H% < % et E1 un sous-espace de sections propres de cet opérateur.

Alors, pour toute section S de Er, on a :

a(r=2)
1+ 22 Diam(M)y/sup; [N 7
1— ’“(‘12_;2)0 Diam (M), /[|V"[4

1Sl < S]]
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La technique de P. Li ([66]) ne permet pas de déduire de la proposition 3.3 un équivalent
du corollaire 3.2. Il faut pour cela utiliser le raffinement développé par S. Gallot et D. Meyer
dans [53] (théoréme 1) qui majore la dimension d’un espace de sections en fonction de la
dimension ! du fibré et d’un majorant du rapport entre les normes L? et L' des sections
de l’espace (et donc également en fonction du rapport entre les normes LP et L? pour tout
couple p > ¢ d’aprés I'inégalité d’interpolation du lemme 1.1 rappelée en introduction).

On obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 3.4. — Soitn et l des entiers (n > 2). Soient q et C' des nombres réels tels que

x+1
g>n (q>2sin=2). On pose y(z) = \/gré(;))’ ou T' est la fonction d’Euler (rappelons
2

que, d’apres Uappendice de [53], v est une fonction strictement croissante, qui tend vers 1
lorsque x tend vers +00).

Soit E — M™ un fibré remannien, dont la fibre est de dimension I, au-dessus d’une
variété riemannienne (M™,g) compacte, de dimension n, qui vérifie Sq(M) < C. Soit

A+ V un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E. On a alors :

(i) On note A\ (Z—l— V) la plus petite valeur propre de Uopérateur AN+ V. Sil existe un réel

a €]0,1[ tel que la condition Diam(M)QHK_H% < % soit vérifiée, alors :

MA+V) > —-(1+a)V|

q

2

(ii) Si on note Ind(A + V) le nombre de valeurs propres négatives (comptées avec multi-
plicité) de Uopérateur N +V, et si Diam(M)2HK_H% < % (ou « €]0,1]), alors :

Y(Ind(A + V) < (1+a)iy()

(113) Si on note \; (Z + V) la i-éme valeur propre de Uopérateur /N +V et si la condition

1
Diam(M)?(|[V.7||s < &= [1— (5345)7]° est vérifice, alors :

. — l 1 2
Diam(M)? X\ 41 (A+V) > % [(%) 7 — 1}

(les opérateurs de potentiel presque positif n’admettent pas plus de | petites valeurs propres).

Un défaut de cet énoncé
La fonction v est croissante et tend vers 1 a I'infini. L’inégalité (i) n’est donc non vide
que si son membre de droite est strictement plus petit que 1, et donc si Diam(M)?||V || g

1\ 2
est plus petit que C% (1 —’y(l)E) . Remarquer que, dans la proposition 3.2, I'existence

d’une majoration de l'indice de 'opérateur A + V ne dépendait pas de la dimension de la
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fibre. De méme, on aurait pu écrire une majoration de la multiplicité d’une valeur propre
A de l'opérateur A + V de la forme :
si Diam(M)2HK_H% < %, alors :

[N

St (V) < 2() 1+CPmmM@¢?T |
1 = CDiam (M), |V

mais le fait que v tende vers 1 & l'infini fait que cette majoration est vide pour les valeurs
de A plus grandes qu’une constante (indépendante de [). Pour la méme raison, on n’a pas

écrit de minoration de \; en fonction de ~y(i).

Résultats a la Gauss-Bonnet-Chern

Les estimées universelles sur le spectre (sections propres et valeurs propres) d’opérateurs
(laplacien+potentiel) données par la proposition 3.1 et son corollaire 3.2 sont valables (sans
modification des constantes) sur la classe des variétés riemanniennes compactes satisfaisant
une certaine inégalité sur la norme LP/? de la partie négative de leur courbure de Ricci
(d’apres le théoreme de S. Gallot sur le controle des constantes de Sobolev rappelé en
section 1.3.2). En étudiant le cas particulier du laplacien de Hodge, que l'on considérera
(via les formules de Weitzenbock) comme un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur
les k-formes différentielles, et en majorant, par le corollaire 3.2, la multiplicité de la valeur
propre nulle, on retrouve la majoration des nombres de Betti b;(M) donnée par S. Gallot
dans [50].

Remarquer que le corollaire 3.4 s’applique dans le cas ¢ = n (lorsque S, (M,g) < C)
et estime alors l'indice et les petites valeurs propres de 'opérateur (Z + V) en fonction
de la norme L2 de ¥V~ (contrairement au corollaire 3.2, o ces estimations se font en
fonction d’une norme L% de V7, ot p est toujours strictement supérieur & n, méme lorsque
Sn(M,g) < C). En particulier, il donne une majoration uniforme du premier nombre de
Betti des variétés riemanniennes compactes qui ont leur constante de Sobolev S, (M, g)
uniformément bornée et dont la partie négative de la courbure de Ricci a une norme Lz
suffisamment petite (i.e. inférieure & une constante universelle). Cet indice 4 est exactement
la puissance a laquelle apparaissent les termes de courbure dans la formule de Gauss-
Bonnet-Chern. Dans [50], S. Gallot contréle uniformément les constantes Sq(M, g) pour p >
g > n dés qu’une norme L% dela partie négative de la courbure de Ricci est suffisamment
petite. Toutefois, il montre par des contre-exemples que le premier nombre de Betti ne peut-
étre universellement majoré si ’hypothese sur la courbure de Ricci porte sur une norme Lz,
Ceci est da au fait que, dans ses contre-exemples, les constantes de Sobolev S, (M, g) ne

sont plus bornées universellement. On peut contourner cette obstruction en remarquant que
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le résultat de Hoffman-Spruck [60] permet de majorer les constantes de Sobolev S, (M, g)
uniformément sur les variétés minimales plongées dans des variétés de courbure sectionnelle
bornée ; couplé au corollaire précédent, cela permet de majorer universellement, en fonction
d’une norme L2 de la partie négative de la courbure de Ricci, le premier nombre de Betti
des sous-variétés minimales des variétés de courbure sectionnelle bornée (on peut aussi se
restreindre aux plongements dans une variété donnée). C’est un exemple, non trivial en

dimension impaire, de théoréme a la Gauss-Bonnet-Chern.

Démonstration de la proposition 3.3. — En prenant p = ¢ dans le début de la preuve

de la proposition 3.1, on obtient 'inégalité :
— 2k—1 .
HSszq < Ck Diam(M )( (A% HqHSszq (A + V) Sll2i 1S4 >+HSH2k

Dont on déduit I’inégalité suivante :

Al (1 ) (1 - CrDiam(aM) [V lg) < <1—|—CkDiam(M) /SL}p|A,-|> A (1)

Enfin, on pose k = T(qu) (on adonc k> 1sir> _q2) et on remarque que l'inégalité 1.1

donne Ag (1) < A%q (I) pour v = m, d’ou :

-2

(5-1)
A1) < 1+T(q2—;2)CDiam(M)\/supI\)\i\ ’
T - r(qg—2 . —
1 — 120 Diam (M), /| V| 4
(|

Démonstration du corollaire 3.4. — Comme dans la preuve du corollaire 3.2, on

suppose A7 < 0 et on pose u = \/|S|2 +¢€2, ou S est une section propre telle que
(A+V)S = X\S. On a toujours [ulu < ||K_||%||u||227q Or, par hypothése sur C,
q—2
on a [Jull 2o < C Diam(M)|dully + llulls < € Diam(M), IV lgllull 2o, + llull, dont on
p

[1Sl2
déduit que ||.S]| 2q2 < G Dem() \/||V Ty

. Enfin, on conclut en utilisant 'inégalité :

adlP
(1 - CDiam(M),/|[V"]|3)?

0< [(@5,5) < MlISIE+ Iy, < (A + )isiz

On en déduit le résultat (i) en remarquant que ﬁ < (1+a).
2
Pour démontrer les autres assertions, remarquer que ffqz > 2. Donc l'inégalité d’in-

2
terpolation du lemme 1.1 assure que, pour toute section Lq%?, on a ||Sll2 < [|SI§IS] 12;3‘

q—2
pour o = q+2 On déduit de la proposition 3.3 (oil on pose r = q2—q) que, si Ef est un
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sous-espace de sections propres de l'opérateur A + V| alors pour toute section S de Er, on

a
q

2
1+ C Diam(M)+/sup; |\; — K|
1512 < L 1515

1 — C Diam (M), /[ (V. ~ K) s

D’aprés le théoréeme 1 de [53], on a alors :

. i i —
(dimEy) < (1) 1+ C Diam(M)+/sup;y |A _K|
1 — CDiam(M),/|[(V — K) 4

la fin de la démonstration du corollaire est la méme que celle du corollaire 3.2 (on pose
I = {i/\; <0}, K =0 et on combine avec (i) pour démontrer 'inégalité (i7)). Pour

démontrer (), on pose I = [1,1 + 1] et K = 0. On a alors sup |[A;| = max(|A1|, \i41)-
i€l
Supposons que sup |A\;| = |[A1| (et donc, en particulier, que Ay < 0). Alors, |A\{| est majoré
i€l
par U'inégalité (i), et on obtient :

)

(I +1)73 1
[ (1) ] : (1_CDiam(M) 1V )2

q
2

ce qui contredit ’hypothése faite sur Diam (M )?||V ~ H% On a donc sup |A;| = A1 (et donc
iel

)\l+1 > O) et :

Yl +1)\2 1+ CDiam(M)+/Aj+1 o ~—— Y+ 1)\3
( v(1) ) Sl—CDiam(M) Hz—”gS(HCD (M) Al“)( v(1) )

d’ou le résultat annoncé.

Nous allons maintenant démontrer une extension du principe de Bochner géométrique
(qui montre qu’une famille L?-orthonormée de sections harmoniques d’un opérateur (la-
placien+potentiel) a potentiel positif forme un repére partout orthonormé) aux cas des
opérateurs de potentiels presque positif. Le lemme suivant découle de la proposition 3.1 et
sera beaucoup utilisé dans la démonstration des théorémes de stabilité de la partie III de
cette these. Il affirme qu’une famille L2-orthonormée de sections propres (correspondant
des petites valeurs propres) d’un opérateur (laplacien+potentiel) a potentiel presque posi-
tif est presqu’orthonormée dans chaque fibre au-dessus d’'un ensemble de mesure presque
égale a Vol M :

Lemme 3.5. — Soit n un entier (n > 2). Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte

de dimension n qui vérifie Sq(M,g) < C pour au moins un réel ¢ > n (¢ >n sin = 2).
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Soit E — M un fibré riemannien et A+ V un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur
lespace € des sections de ce fibré. Notons Er n’importe quel sous-espace de € engendré par
une famille finie et L?-orthonormée (S;)icr de sections propres de cet opérateur. Pour tout

nombre p €lq, +o0], notons M’ l’ensemble des points de M tels que :

N

Vi,Vj eI, | < Si(x),Sj(xz) > —b;;| <b(p,q,C) [Diam(M)Q(HK—Hg —i—iu];)\)\ﬂ)]
€

ot b(p,q,C) = (1 + a(p, q, C))% — 1 et ot a(p,q,C) est la constante universelle de la

proposition 3.1. Alors on a :

Vol M’
Vol M

=

> 1 — (#1)*b(p, ¢, C) [Diam(M)*(|V " ||z + sup X )]

De plus, si l=rg(E) désigne la dimension de la fibre du fibré E, et si I’hypothése sup-

lémentaire Diam(M)2||V ||z < 1 est vérifice, il ne peut y avoir plus
p M)Vl < (Crvat D a0r)’ fice, peut y p
de I valeurs propres qui vérifient :

1
Diam(M)2)\; < ,
am(M)" A < o b, .0

Si toutes les valeurs propres (\;)ier vérifient cette inégalité, on peut remplacer #I1 par

dans la minoration du volume de M' donnée plus haut.

Démonstration. — Posons A = Diam(M)\/HK_Hg + suppcr | Ak|. Nous pouvons suppo-
ser dans la suite que A < 1, sinon le lemme est trivialement vérifie. On note M” I’ensemble

des points de M tels que :
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Posons k = #1. On a alors, d’aprés la proposition 3.1 :

2k% = IS+ S5lI5 + 15 — S;l3 + Y 21183

i<j p
1
= Vol M Ju (g 19+ 8l +19: = SilE + Xi:QISiI%)
1 . |2 . _ g2 2
+ o] M\M”(;|SZ+SJIE+|SZ SJIE+;2|SZ|E)

< oIl (Z 15; + Si12 + 11Si — S511% +zi:2usiugo)

Vol M"” 9 9 9 9
+<1— WM) (062 = 1) max IS+ 851, 15: = Sili%.20Sil1% ] + 201 = V&)

1<i<j<k
va Vol M”
< 2k (1 + a(p,q, C)A) ™0 s
e Vol M”
4 [2(@2 —1)(1+a(p.q, C)A) 0 +2(1 — \/K)} (1 - VoolM >

Vol M"

< 2(k? = 1)(1 + b(p,q, O)A) +2(1 — VA) + 2(b(p, ¢, C)A + VA) Vol i

ou la majoration de (1 + a(p, q, C)A) p-a par (1 + b(p, q, C)A) provient de la convexité de
la fonction f(z) = (1 + a:c)ﬁ (en effet, comme % > ¢ > 1, on obtient que f(A) est
majoré par f(0) + A(f(1) — f(0))). On en déduit la minoration :

Vol M . k%b(p, q,C)VA

Donc \%1]‘1/\[4” > 1 — k%b(p, q, C)V/A. Enfin, par définition de M” et d’aprés la proposition

3.1, on a, pour tout point x de M" :

O . ot 1€ B 1)

4
_ 2(1+a(p.g,C)N)7 —2(1 — VA)
- 4
VA +b(p, g, O)A
- 2
< b(p,q.C)VA

De méme, < Sj(z),S;(x) >g> —b(p,q, C)VA et [1Ss(@)[1% — 1| < b(p, g, C)VA, et donc
M" c M.

Pour démontrer la remarque finale sur #1, on pourrait utiliser le corollaire 3.2 (iv) (qui
donnerait une forme plus compliquée a I’énoncé). On préfére montrer que le résultat de ce
lemme contient un résultat du méme type que le corollaire 3.2 (iv), qui se démontre sans

avoir & passer par la méthode de P. Li ou celle de S. Gallot et D. Meyer. En effet, supposons
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que Diam(M)QHK_Hg < ! 5 et notons I I’ensemble {i/Diam(M)2); <
(CHVE(+1)1b(p.g.C)2)

W} Le corollaire 3.4 () implique que, si A; < 0, alors :

Diam(M [V s

Diam(M)?(A; (A + V)| <
(1 — C'Diam(M), /[[V"]|4)?

1 1
= (C+V2(1 +1)%(p,q,C)? — 0)2 20+ 1%t

(remarquer qu’on a utilisé ¢ < p). On en déduit que Diam(M)?|\;| <

T)Sb‘l pour tout

k€ I (le cas A1 > 0 est trivial). On obtient donc que A = Diam(M )\/HK 2 + supger [Ax]

est majoré par mbl(pw pour cette famille. Si #1 > [, on restreint I en extrayant une
famille de (I + 1) sections propres. Pour ce nouveau sous-ensemble (encore appelé I), on
a ‘\/,Oijj\\/[/[ > 1— (14 1)%b(p,q,C)vA > 0 et donc M’ est non vide. En un point zq de
M/, on a | < Si(aj‘o),Sj(.’L‘o) > _5ij| < W
A = (< Si(zo), Sj(z0) >)Z.j vérifie ||[A—I;41|| < 1 et est donc inversible. Ce qui est absurde

On en déduit que la matrice de Gramm

car, en tant que matrice de Gramm d’une famille de vecteurs de FE,,, son rang doit étre
égal & celui de la famille, et donc inférieur a la dimension [ de 'espace E,,. On en déduit

que #1 < I. 0

Variantes utilisées dans la partie III de la thése

La proposition 3.1 et le lemme 3.5 se généralisent quasi directement au cas ou S est
une combinaison linéaire de sections d’une famille (S;);c; qui est L2-orthonormeée et vérifie
(Z—i— V)S = NA(S;), ou A est un champ d’endomorphismes de E. Il faut juste remarquer
que le seul passage & adapter dans la preuve de la proposition 3.1 est la série d’inégalités

(%) de la page 61. Or on a :
IA+V)S 2 < N Allool Y NisSillak < [|Alloc Azi(DIl D AiSSillz < [|Aloo A2k (1) sup | Ail[1S]l2

pour tout élément S de Fy, ce qui est exactement le type d’inégalité permettant de conclure.
Le seul changement dans I’énoncé étant alors que sup; |\;| est remplacé par || A||oo sup; |\
(ou éventuellement HAHg sup;y |Ai]). Pour ce qui est du lemme 3.5, il s’adapte sans probléme
en utilisant la variante de la proposition 3.1. Ces variantes seront utilisées dans la partie II1
de cette thése, pour un champ A d’isométries. Dans ce cas, on a |A| = 1, et donc les énoncés

de la proposition 3.1 et du lemme 3.5 sont valables sans modification des constantes.

3.2 Majoration de ||DS||» en fonction de ||DS||2

Dans cette section on démontre une majoration de [[DS||s dans le cas ou S est une

combinaison linéaire de sections propres d’un opérateur (laplacien-+potentiel). La proposi-
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tion énoncée dans cette section est essentielle pour la quatriéme partie de cette thése. En
effet, appliquée & df, ot f est une combinaison linéaire de fonctions propres d’une variété
(M, g), elle permet de borner en norme L le Hessien de f, et donc d’approximer le quo-
tient de Rayleigh de f par une quantité qui ne dépend que des valeurs de f aux sommets
d’un bon graphe plongé dans la variété. Pour d’autres applications de cette proposition
voir [62] (dont cette proposition généralise un des résultat) ou [15], dont la démonstration
des résultats peut étre largement court-circuitée par cette proposition. Cette proposition

est une application directe des propositions 2.2 et 3.1) :

Proposition 3.6. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, q et C des nombres réels tels
que +oo > p >q>n (@ >n sin = 2). Soit E — M un fibré riemannien au-dessus
d’une variété riemannienne compacte (M", g) de dimension n et qui vérifie Sqy(M,g) < C.
Soit A\ + V' un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E et Er un
sous-espace de sections propres de cet opérateur. Alors, pour toute section S de Er, on a :

Diam(M) | DSl
151

pq
p—q

< (1 +d (p, q, C’)Al/4)

2(p—q)

_ _ 2(p—q)+prq
X max Diam(M)\/H(K—maIX)\i) I, <Diam(M)\/H(K—maIX)\i) H1> + ’
1€ 1€

ot a' est la constante universelle définie dans la proposition 2.2 et ot :

A = Diam(M)? || Ric™ g + | R”|[¢ | + Diam(M)* [|RZ|2 +2|[V'|2]

=)
+2 Diam(M)* sup |\ |? [1 +a(p,q,C) Diam(M)\/HK_ |2 +sup \)\Z|] :
iel el

Remarque. — Cette inégalité redonne et généralise un résultat de la méthode classique
de Bochner qui affirme que les sections harmoniques des opérateurs (laplacien-+potentiel) &
potentiel positif sont paralléles. Dans notre cas, les sections propres associées a de "petites"
valeurs propres d’un opérateur (laplacien-+potentiel) & potentiel "presque" positif, sont

"presque" paralléles.

Démonstration. — On a :

IZSly < 1B+ V) Sl + 1VSlly < Ap(DI(E +V)Sllz + VISl
< (Ap(ysup il + 1V],) 15]oc
1

ot, d’apreés la proposition 3.1, A, (/) est majoré par :

__Ppq
(1 + a(p, g C)\/”K_”% + Sg? ‘)\z|) 2p-a)
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De plus, [|[RES||, < [|RE|,]IS]/ec- Enfin, on a :

||DS||§:/ (RS, S) :/ (B+V)s,5) —/ (VS,S)
M M M
) 2 _ N 2
<= [ - max ISP < IV = max A 1S

Ce qui permet de déduire le résultat annoncé de la proposition 2.2.

3.3 Majoration de ||DS||, en fonction de ||DS||2

Dans cette section, nous établissons des analogues de la proposition 3.6 moins exigeants
sur les normes de R” et de V (comparer par exemple la proposition 3.6 au corollaire 3.8).
Cependant, nous ne contrdlons plus que la norme L" (pour un réel r fini) de DS. Ce
controle sera toutefois suffisant pour obtenir, via la donnée d’un majorant d’une constante
de Sobolev S, (M, g), les inégalités de Harnack de la section suivante.

De méme que pour la proposition 3.6, on déduit la proposition suivante de la proposition
2.4 :

Proposition 3.7. — Soit n un entier (n > 2). Soient q, p1, p2, r et C des nombres réels
tels que p1 > q>p2>2,¢>n (¢ >nsin=2) et2<r<%. Soit E — M™ un
fibré riemannien au-dessus d’une variété riemannienne compacte (M™, g) de dimension n,
qui vérifie Sy(M,g) < C. Soit A+ V un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les
sections de E et E un sous-espace de sections propres de cet opérateur. Alors, pour toute

section S de Er, on a :

Diam(M)|| DS, r'(p2 — 2) 1\ 1/7
< (1 24—~  \CA
o< (1 @+ =2 =y0at)

max

Diam (M), [I(V ~ max )| (Diamw)mz— Iglgm)_\@n“] ,
(o)

~ _ ! __ pip2
ot Y = ———r=52, v = max(r

’ p1—p2

), et ot :

A = Diam(M)?[[Ric™ |2y + | BZ 2y | + Diam (M) [ 7|2, +2V |2,
p14a

(r1—9)
—|—2Diam(M)4 sup|)\¢|2 [1—|—a(p1,q, ) Diam(M)\/HK_HpTl —|—sup|)\¢|} s
iel

el

Démonstration. — On procéde en adaptant la proposition 2.4 au cas des combinaisons
linéraires de sections propres comme dans la démonstration de la proposition 3.6. En
remarquant toutefois que A(pz)(I) est majoré par A(p1)(/) qui lui méme est majoré en

utilisant la proposition 3.1.
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On en déduit le corollaire suivant (ce résultat, sous cette forme mais ne s’appliquant

qu’aux sections harmoniques, a été démontré par M. Le Couturier et G. Robert dans [65]) :

Corollaire 3.8. — Soit n un entier (n > 4). Soit E — M™ un fibré riemannien au-dessus
d’une variété riemannienne (M™,g) compacte, qui vérifie Sq(M, g) < C pour au moins un
réel ¢ > n. Soit A+ V un opérateur (laplacien+potenticl) agissant sur les sections de E et
E; un sous-espace de sections propres de cet opérateur. Alors, pour toute section S de Efj,

et pour tout réel p €]q,2q|, on a :

Diam(M)HDSHP < (1 + (p_ Q)CA%)%

15l oo
i
X max Diam(M)\/H(K — mealx i) 7, <Diam(M)\/H(K — mealx )‘i)_H1> ,
ol y = zg:g; et ot :

A = Diaa(M?[IRic | + RS ] + Diam (M| IR I + 21V
Prq

(p—q)
—|—2Diam(M)4sup|)\Z-|2[1—l—a(p, ¢,0) Diam(M)\/HK_Hg +sup|)\i|] o
el i€l

Le méme énoncé vaut pour n = 2,3 et pour tous les couples (p, q) tels quen < qg<p <4

q>mn sin=2), en remplacant v par =2 et A par :
: p v par B p

Diam (M)2|Ric™ |y + [R® | p | + Diam(OM)*[|RE3 + 21|V [3 + 25up X2
i€l

Démonstration. — Si n > 4, on applique la proposition 3.7 en faisant p1 = p, ps = % et
r = p, ce qui donne ' = p. Si n < 3, on applique la proposition 3.7 en modifiant la preuve
de maniére a exploiter le fait que Ay(I) =1 et en posant p; = p, po =2 et r = p. 0

Dans les cas limites on obtient, comme corollaires des propositions 2.6 et 2.7, les deux
énonceés suivants (on remplace la majoration de A% (I) donnée par la proposition 3.1 par

celle donnée par la proposition 3.3) :

Proposition 3.9. — Soit n un entier (n > 4). Soit (M"™,g) une variété riemannienne
compacte de dimension n, qui vérifie Sq(M,g) < C pour au moins un réel q €]n,2n].

Soit E — M™ un fibré riemannien qui vérifie Diam(M)z(HM_H% + HREH%) < Cﬁﬁj
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et soit AN + V un opérateur (laplacien+potentiel), agissant sur les sections de E et qui
vérifie Diam(M)2HK_H% < m. Alors, si E1 un sous-espace de sections propres de

cet opérateur, pour toute section S de Er et pour tout réel p € [n,q[, on a :

. a(p,q)
Diam(M)DS], _ 1+ 0= 2C Diam(M0? (IR 3 + [Vllg + A(Dsupy )
1o~ 1~ (¢~ 2)CDiam (M), /[Ric"[|g + [REs
TG
X max Diam(M)\/H(K —max \;) |1, (Diam(M)\/H(K — max )\i)_Hl) ] ,
i€l i€l
qlp(g—4)+4]

ot a(p, q) = W’ et ou :
q—2

A

(17 < Ay(1y? < | 2 a= 2O Diam(M) sup A
= =\ e (e Diam(n) IV

[S]ESY

q
2

Le méme énoncé vaut pour n = 2,3 et pour tous les réels q tels que n < q < 4. Si
Diam(M)z(H@_H% + HREH%) < &=z, alors :

a(q)

Diam(M)[[DSll, _ [ 1+ 2Diam(M)2C (|RE |2 + ||V |2 + maxy |\;])
ISlloo 1 - 2Diam(M)C'/[Ric |3 + [ R¥| g

max

. . 1+t11(q)
Diamn(M) /T = max 2) [,  Disan(21), TV = mae )T ,

Proposition 3.10. — Soit n un entier (n > 4). Soient q et C' des nombres réels tels que
2n > q > n. Soit E — M™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété riemannienne com-
pacte (M™, g), de dimension n, qui vérifie Sp,(M, g) < C. On suppose, de plus, la condition
Diam(M)z(H@_H% + HREH%) < m. Soit A+V un opérateur (laplacien+potentiel)
agissant sur les sections de E qui vérifie Diam(M)?||V || n < m et Er un sous-espace
de sections propres de cet opérateur. Alors, pour toute section S de Er, on a :

a(g;n)

Diam(M)|DSll, _ 1+ 42 ¢ Diam(M)?([RE[|s + [|V]|a + As (T) sup; | Ai])
Bl N 1- @cmam(m\/nmwg + |RE|»

max

Dlam(M)\/II(K — max \i)~ |1, Dlam(M)\/ll(K —max i)~ [h ,

_ n(g—2)

ot a(q,n) = 5(a=n) et ol :

n—2

(I) < Ap(I) < 2 + (n — 2)C Diam(M)+/sup; | A;|

g(l) < |9 (n — 2)C Diam(M) ||K_||%
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Le méme énoncé vaut pour n = 3 et pour tous les réels q tels que 3 < q¢ < 6. Si la
variété (M™, g) vérifie Diam(M)%H@_H% + HREH%) < 1tz alors :

a(q)

Diam(M)|| DS, _ 1 4 2 Diam(M)?C([|[RF|2 + |[V||2 + maxq |Ai])
18 =\ 1—2Diam(a)C, f|Ric |5 + |RP]3

max

Diam(M)\/H(K — max i)~ <Diam(M)\/”(Z —max )‘i)_H1> 1+a(q)] '

ot a(q) = X2

3.4 Majoration de sup|S| — inf|S| et trivialisation des fibrés

Dans cette section, nous établissons des inégalités de Harnack (pour les combinaisons
linéaires de sections propres) qui fournissent des critéres de non annulation de telles sections
lorsque les sections propres qui entrent dans la combinaison linéaire correspondent & des
valeurs propres suffisamment petites de Popérateur (laplacien+potentiel) considéré. Ces
résultats sont & comparer avec le lemme 3.5 et seront utilisés dans la partie 11 de cette
these.

La proposition qui suit est un corollaire de la proposition 2.9 :

Proposition 3.11. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, q et C des nombres réels tel
que 00 > p>q>n (q>mnsin=2). Soit E — M"™ un fibré riemannien au-dessus
d’une variété riemannienne compacte (M"™,g) de dimension n qui vérifie Sy(M,g) < C.
Soit N + V' un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E et Er un
sous-espace de sections propres de cet opérateur. Alors, pour toute section S de Ey, on a :

(p—aq)

. 2 _ N 2(p—a)+pq
(Dlam(M) H(K I?Ealx)\l) H1>

pq
pP—q

i1f1f|5| / 1/4
< (1 A
g < (L@ maon)

ot a'(p,q,C) est la constante universelle définie dans la proposition 2.2, ot :

A = Diam(M)? |[IRic™ /2 + [ R l,o] + Diam(M)* ||| R 2 + 2|V |2

pq

pP—q

+2Diam(M)* sup | \;|? [1 + a(p,q,C) Diam(M)\/HK_Hg + sup |)\Z|]
iel 1€l

et ot a(p,q,C) est la constante universelle définie dans la proposition 3.1.

Démonstration. — La proposition 2.9 et le fait que HZSH% soit majoré par la quantité

2(Ap(I)? supier |Ail? + [[V]2) (¢f la preuve de la proposition 3.6) prouvent une version de
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la proposition 3.11 ou A serait remplacé par :
Diamn(M)? | Ric™ /2 + 1R 2] + Diam(a)" IR} + 2V} + 24, (1) sup I\

— s
La majoration de Ay(I) = supPgep,\ jo} ||||S||||§

donnée par la proposition 3.1 permet de

conclure.

O

Retour sur la technique de Bochner quand la courbure du fibré est bornée

On peut déduire de la proposition 3.11 un corollaire qui renforce le lemme 3.5, et
fournit une vraie trivialisation (presqu’orthonormeée) du fibré E (ou d’un sous-fibré) par les
sections propres associés aux petites valeurs propres d’un opérateur (laplacien-+potentiel)
a potentiel presque positif. Notez toutefois que, dans ce cas, les notions de petites valeurs
propres et de potentiel presque positif dépendent d’un majorant de la norme de la courbure

du fibré et du potentiel.

Pour tout entier k, nous posons Ej = Vect{S;,1 < i < k} et pour tout point m de M
nous notons Ej(m) = Vect{S;(m),1 <i < k}. On sait alors qu’on a toujours les relations

suivantes pour les dimensions de ces espaces :

{ Dim(Ey,) = k
Dim(Ex(m)) < inf(l, k)

ou [ est la dimension de la fibre de E.
Le corollaire suivant nous donne une condition suffisante, en termes de courbure de
la variété (M, g), pour que les dimensions des espaces Fj et Ey(m) associés aux petites

valeurs propres soient égales :

Corollaire 3.12. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, q, C et n des nombres réels tel que
co>p>qg>n(g>nsin=2)etnecl0,1]. Soit E— M"™ un fibré riemannien au-dessus
d’une variété riemannienne compacte (M"™,g) de dimension n qui vérifie Sy(M,g) < C.
Soit A+V un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E et Ey, le sous-
espace des sections propres de cet opérateur associées aux k-premiéres valeurs propres. On

suppose de plus que le potentiel V et A\ vérifient :

pq
7]2+ (p—q)

Diam(M)2|| (V. — M) |1 <

. (2+ (plz]q))

(1 +d'(p,q, C’)A%) =

(ot ' et A sont les mémes que dans la proposition 3.11), alors, pour tout élément S de

FEyx, ona :

11 <n

inf|S|
sup| S|
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En particulier, on a Dim(Ey(m)) = Dim(Ey) = k, pour tout point m de M, et la famille
2

(Si)i<i<k est presque-orthonormale en tout point de M (i.e. | < S;,S; > —d;5] < n

== -7

T

Démonstration du corollaire. — La premiére inégalité est une réécriture de la propo-
sition 3.11. Pour les autres inégalités, posons f;; = |S; + S;|. On a alors, d’aprés ce qui

précéde, on a :
(1 — 77) sup fi,j S inf fi,j-

De plus ||f;;/13 = 2(1 + &;;). On en déduit :

inf f5; _ 2(1+06y)
(L—=n)2~ (1-n)?’

|Si 4+ SjI* > inf f2; > sup f7;(1 —n)* > 2(1 4 6;5) (1 — )

|S; + 551 < sup f2; <

En faisant de méme avec la fonction [S; — Sj|, on obtient :

2(1 - 6;5)
(L—mn)?’

[Si = 87 = 2(1 = &;5)(1 — )

|1S; — 851% <

En prenant la différence des deux pincements obtenus, on trouve (aprés simplifications) :

2n
< 8,8 > =0 < ——.
| 7 J Z]| (1 _ 7])2 |:|
Remarque. — Le fait (établi dans la preuve ci-dessus) :

"Si (S;)ier est une famille L2-orthonormée de sections quelconques d'un fibré, vérifiant la

condition 1 — ;Ef)'@' < 7 pour toute combinaison linéaire S des 5;, alors on a les inégalités
|<Si, Sj>=0ijll0 < (13—’777)2 pour tout couple (,5)"

est une propriété générale dont nous nous reservirons dans la suite.

En procédant comme dans le chapitre 2 de cette premiére partie, on peut déduire toute
une série d’inégalité de Harnack des propositions de la partie précédente. On obtient alors
les résultats suivants (on a omis délibérément les cas limites, mais les énoncés correspon-

dants peuvent étre écrits) :

Proposition 3.13. — Soit n un entier (n > 2). Soient q, ¢, p1, p2, C et C' des nombres
réels tels que py > ¢ > p2 > max(2,4), g>n (g>nsin=2),po >4 etn<q < %.
Soit E — M™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété riemannienne compacte (M", g)

de dimension n, qui vérifie Sq(M,g) < C et S[’I,(M, g) < C'. Soit A +V un opérateur
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(laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E et Er un sous-espace de sections propres

de cet opérateur. Alors, pour toute section S de Er, on a :

sy = € (14 @ TEEEOAE) T (Diam (L ) ) o
oty = 72[1_2,,(_2%)] , v’ = max(¢/, %) et ol :
A = Diam(M)? [ [Ric™ |, 2 + | B[y 2| + Diam(M)* || |2, +2|[V|2,]
+2Dian(01) sup [N 1+ a(p1,9.€) Diam (00, 11 + st ] o
En particulier, s’il existe n € [0,1] tel que :
2(1+2)

- 2 '(py — 2 1/
Diam(M)* | (V. — mas &) [y < 7”3 (o/(1+<2+%m%) >

alors, DimEr(m) = DimE7, pour tout point m de M, et la famille (S;)r est presqu’ortho-
normée en tout point de M (i.e. || < S;,S; > —dijlloc < (13—’177)2)

Démonstration. — On applique la proposition 3.7 (en y remplagant r par ¢') et I'inégalité

. . i . DS||,
de Sobolev de la section 1.3.2, qui donne 1 — ;Ef)'@' <C Dlam(M)%.
La presque-orthonormalité découle de la remarque précédente et du fait que la derniére
hypothése implique que 1 — ;Ef)'@' <, en utilisant le début de la proposition 3.13. .

On en déduit, comme précédemment, le corollaire :

Corollaire 3.14. — Soit n un entier (n > 4). Soient p, q, C et C' des nombres réels
tels que 2qg > p > q > n. Soit E — M"™ un fibré riemannien au-dessus d’une variété
riemannienne (M",g) compacte qui vérifie Sq(M,g) < C et S;(M,g) < C'. Soit A+V
un opérateur (laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E et Er un sous-espace de

sections propres de cet opérateur. Alors, pour toute section S de Er, on a :

:
inf |5 p 11 9 _ .\ 26D
— < 1 —2)CA D M - i R
< €1+ (= 2)CA) (Dian (2 (1 - max )
ou y = zgz:g; et ou

A = Diam(M)? |[|Ric™ g + R g | + Diam(M)* [ IRP|} +2|[VI}3 |

pq
p—q

+2Diam(M)* sup | \;|? [1 +a(p,q,C) Diam(M)\/HK_H% + sup |)\Z|] )
iel I
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ot a(p,q,C) est la constante universelle définie dans la proposition 3.1.

Le méme énoncé vaut pour n = 2,3 et pour tous les couples (p,q) tels quen < g <p <4

(g >n sin=2), en remplagant v par % et A par

Diam (M)2 |Ric™ |y + [R® | p | + Diam(M)*|[R®3 + 21|V ]3 + 25up |Xif?]-
iel
En particulier, s’il existe n € [0,1] tel que :
_ —2(142
Diam(M)? (V. — max \i) [l < e (C’(l +(p— 2)CA%)1/7) (1+3)
1€

alors, DimEr(m) = DimEr, pour tout point m de M, et la famille (S;)ier est presqu’or-
thonormée en tout point de M (i.e. || < S;,S; > —0dijlloc < (13—?7)2)

Démonstration. — Dans le cas n > 4, le corollaire 3.14 découle de la proposition 3.13
en posant p; = p, ps = % et ¢ = p. Dans le cas ou n = 2,3, le corollaire 3.14 découle du

corollaire 3.8 et de I'inégalité de Sobolev de la section 1.3.2, qui donne :

inf |.S DS
_ 1 ‘ ‘ SClDlam(M)” ”P
sup|S) 1570 -
Remarque. — Ce corollaire est une généralisation aux cas des combinaisons linéaires de

sections propres du théoréme de non-annulation de M. Le Couturier et G. Robert (théoréme
1.4.1. de |65], valable pour les sections harmoniques). Dans leur résultat, l'inégalité de
Sobolev est une conséquence du théoréme de S. Gallot cité dans la section 1.3.2, et la
condition ¢ > max(p,4) a été omise dans leur énoncé, mais elle semble nécessaire pour
que leur démonstration soit correcte. Le corollaire 3.14 permet d’obtenir I'existence d’une
trivialisation d’un sous-fibré, non plus seulement par des sections harmoniques relativement
a un opérateur (laplacien+potentiel), mais aussi par des sections propres associées a de
petites valeurs propres de cet opérateur. On peut espérer qu’'une telle généralisation des
techniques "& la Bochner" donne une méthode générale pour classifier les variétés qui
réalisent certaines hypothéses de pincement de la courbure et des valeurs spectrales d’un
opérateur (laplacien+potentiel). Deux exemples de résultats de classification de ce type

sont donnés dans les partie II et III de cette thése.
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Curvature, Harnack’s Inequality, and a

Spectral Characterization of Nilmanifolds
Published in Ann. of Glob. Anal. and Geom. 23 (2003) p. 227-246

Erwann Aubry, Bruno Colbois, Patrick Ghanaat, Ernst A. Ruh

Abstract. For closed n—dimensional Riemannian manifolds M with almost
positive Ricci curvature, the Laplacian on one—forms is known to admit
at most n small eigenvalues. If there are n small eigenvalues, or if M is
orientable and has n — 1 small eigenvalues, then M is diffeomorphic to a
nilmanifold, and the metric is almost left invariant. We show that our results
are optimal for n > 4.

1. Introduction

A classical theorem of Bochner states that the first real Betti number of a closed n—
dimensional Riemannian manifold M with positive semi—definite Ricci curvature tensor
Ric satisfies the inequality b1 (M) < n, with equality only if M is isometric to a flat torus.
This result is a consequence of Weitzenbdck’s formula for the Hodge-de Rham-Laplacian

A = dd + dd on one—forms «,
Aa = V*Va + Ric(of, ). (1.1)

The formula implies that all harmonic one—forms on M are parallel with respect to the
Levi—Civita connection of the metric. Since the space of parallel one-forms has dimension
at most n, Bochner’s Betti number estimate is a consequence of the Hodge theorem on
harmonic forms. And if b;(M) = n, then the Albanese map obtained by integrating an
L?-orthonormal basis of the space of harmonic forms yields an isometry of M with its
Albanese torus.

Bochner’s inequality for by (M) has been extended by Gallot (|49] Cor. 3.2) and Gromov

([57] p- 73) to include manifolds whose Ricci tensor and diameter satisfy
Ric Diam?(M) > —e(n) (1.2)

for suitably small positive €(n) depending only on n. The case of equality was settled only
recently by Cheeger and Colding ([29] p. 459) to the effect that (1.2) and b(M) = n
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still imply that M is diffeomorphic to the torus. But it appears to be unknown whether a
diffeomorphism is given by the Albanese map.

Gallot and Meyer (|53|) extended Bochner’s theorem in a different direction by giving
an explicit bound for the number of small eigenvalues of the Laplacian, instead of only
the multiplicity b1 (M) of the zero eigenvalue. Consider a compact connected Riemannian

manifold (M, g) without boundary, of dimension n and diameter Diam (M, g) < d. Let
0< M <XA<...

denote the spectrum of A on one—forms, with each eigenvalue repeated according to its
multiplicity. Assuming a Ricci curvature bound Ric d? > —e for a real number ¢, the result
of Gallot and Meyer ([53] p. 574, see also [47]), when specialized to \,41, states that
\*d?

Apprd? > ———— —
i ~ 8(n+1)2

€. (1.3)

Here A\* denotes the smallest positive eigenvalue of the Laplacian on functions. Lower
bounds for A\* in terms of Ricci curvature and diameter were obtained by Li and Yau. In

particular, Theorem 10 in [67] states that
N d? 4+ max{0, e} > 72 /4. (1.4)

Combined with (1.3), this yields a positive lower bound on A,1, provided € is not too
positive. So A can have at most n small eigenvalues.

In [80] and [33], the authors considered what happens when A actually does have n
small eigenvalues. Petersen and Sprouse showed in [80] that, under an additional bound
on the curvature tensor R, M has to be diffeomorphic to an infra—nilmanifold. In [37],
under bounds on R and its covariant derivative VR, M was shown to be diffeomorphic to
a nilmanifold. In this paper, we generalize and sharpen both results.

Recall that an infra—nilmanifold is a quotient A\G of a nilpotent Lie group G by
a discrete group A of isometries of some left invariant Riemannian metric. The induced
metric on the quotient is called left invariant by abuse of language. A nilmanifold is
a quotient I'\G of a nilpotent Lie group by a discrete subgroup I' of G. In particular,
every nilmanifold is an infra—nilmanifold. Conversely, according to Auslander’s Bieberbach
Theorem ([13], Theorem 1), every compact infra—nilmanifold admits a finite covering space
that is a nilmanifold.

For m € M, let Ric(m) denote the lowest eigenvalue of the Ricci tensor Ric(m),
considered as a symmetric operator on T, M. For a function f : M — R, we denote

by f~(m) = max{0, —f(m)} its negative part. Our main result is the following
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Theorem 1.1. For every dimension n and real number p > n, there is a positive
constant €(n,p) such that the following is true. Suppose (M™,g) is a compact Riemannian

manifold satisfying Diam (M, g) < d and

[Ric™ [ppd® < e(n,p)(1+[|Rllyp2d?) """ (15)
Md® < e(n,p) (1+ | Rllg2d®) """ (16)

with ¢ = max{p,4} and

_(pt+n)g=2)
B(nap)_ p—n .

Then M 1is diffeomorphic to a nilmanifold. If instead of (1.6) we have
N1 d® < e(np) (1+ |[Rllg o d?) 77, (L.7)

then M 1is diffeomorphic to a nilmanifold or to a non—orientable infra—nilmanifold. In either
case, the metric g is close to a left invariant metric go for the nilpotent structure in the

sense that, for k =mn or n — 1 respectively,
lg = golloc < 8(IIRic™ ||,z d* + Axd?, n)

for some function § such that 6(t,n) — 0 as t tends to zero.

The volume-normalized LP/2-norms used in this statement are defined in section 2,
and || - ||c denotes the maximum norm on tensor fields. We note that little would be lost if
we normalized the diameter bound to d = 1. In the form given, our inequalities are scaling

invariant.

Remarks 1.2. (i) It is well known, and will be explained in section 5, that every
compact nilmanifold admits left invariant metrics with || R||od? and \,d? arbitrary small,
so that a converse of our result holds. This is not true for general infra—nilmanifolds.

(ii) Instead of pointwise curvature bounds, only integral norms of the curvature enter
our hypotheses. This is a less restrictive assumption, as Gallot [50] and Yang [94] have
shown that there are sequences of Riemannian manifolds of diameter one with uniform
bounds on |[Ric™ ||,/2 or |[R]|4/2, that do not admit Riemannian metrics with diameter one
and uniform pointwise lower bounds on Ric, or upper bounds on || R||~, respectively.

(iii) In addition to a Ricci curvature bound, our assumptions involve the norm [|R|,/o
of the full curvature tensor. Counterexamples given in section 4 show that the result does
not hold without a bound on R, even if we assume smallness of the Ricci tensor in the
L°°—norm.

(iv) Compact nilmanifolds with first Betti number equal to n are known to be tori.
In fact, a result of Nomizu (see [83] p. 123) states that the real cohomology of a compact
nilmanifold T'\G is isomorphic to the cohomology of the Lie algebra of G; so b1 (I'\G) = n
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implies that G is abelian. As a consequence, our result includes a weak form of the theorem
of Cheeger and Colding, weak as it involves a bound on R. Under the present assumptions,
our proof shows that the Albanese map is a diffeomorphism. The statement on \,,_1 extends
and sharpens a theorem of Yamaguchi (see [92]).

(v) The proof of Theorem 1.1 remains of use when there are only k£ <n — 1 small

eigenvalues, in the sense that hypothesis (1.6) in Theorem 1.1 is replaced by
M < e(n,p) (1 + [|Rl|j0 d?) 7P,

In that case, our proof shows that T'M contains a trivial subbundle of rank k. In particular,
we obtain a lower bound on the first eigenvalue A1 of the Laplacian on one—forms in terms
of dimension, diameter and [|R||,/> for manifolds with Ric > 0 and non-vanishing Euler

characteristic.

For manifolds with non-negative Ricci tensor, (1.3) and (1.4) imply that
2
T
App1d? > ———.
"= 32(n + 1)2
If, in addition, (1.7) holds, then g is a metric of non-negative Ricci curvature on a compact
infra-nilmanifold. The splitting theorem of Cheeger and Gromoll (see [33] p. 126) implies

that such metrics are flat, and we obtain the following

Corollary 1.3. Suppose (M, g) satisfies Ric > 0. If
Mo-1d? < e(n,p) (1+ [ Rl g2 d?) 707
then (M, g) is isometric to a euclidean space form ; and if
A\pd? < e(n,p)(l + ||R||q/2 d2)—ﬁ(n,p)

then (M, g) is isometric to a flat torus.

Our proof of Theorem 1.1 is based on a Harnack inequality for generalized Schrédinger
operators. This inequality allows us to employ a result from [54] characterizing nilmanifolds
instead of the L2 pinching theorem of [72] used in [80]. Unlike the gradient estimates given
in [80] and [33], this method does not require bounds on the covariant derivative VR of
the curvature tensor.

While such bounds can be obtained using a smoothing argument (in fact, [80] p.81
refers to [16] for this purpose), the issue here is somewhat delicate : It is necessary to
retain sufficient control of the eigenvalues while gaining a bound on VR. Our present
method avoids VR and smoothing arguments.

The article is structured as follows. Section 2 contains the Harnack and regularity

estimates required for the proof of Theorem 1.1. The proof proper is given in the following
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section. In section 4, we describe examples explaining our curvature assumptions, while
section 5 is devoted to spectral properties of infra—nilmanifolds.

We refer to the monograph [87] for notation and general background in Riemannian
geometry, and to [17] for an introduction to Bochner methods and eigenvalue estimates.

This paper combines the preprints [10] and [37]. Colbois and Ghanaat had the oppor-
tunity to work on [37] at the Forschungsinstitut fir Mathematik at ETH Ziirich; they
thank Marc Burger and the Forschungsinstitut for their hospitality and support. The four
authors thank Christian Bér, Sylvestre Gallot and Chadwick Sprouse for helpful remarks.

2. Curvature and elliptic estimates

In this section we prepare general Harnack and regularity estimates for Schrodinger opera-
tors in a form suitable for the proof of Theorem 1.1. Similar estimates have been obtained
in [65] and [49].

In what follows, (M, g) will be a compact connected Riemannian manifold of dimension
n and diameter Diam(M,g) < d. We consider a Riemannian vector bundle E on M,
equipped with a connection V that is compatible with the fiber metric ( , ). The inner

product on E and the Riemannian measure p on M are used to define normalized LP-norms

1 1/p
— p

for sections S € LP(E) of E, as well as Sobolev norms on the corresponding spaces L% (E)
of sections with p—integrable k—th covariant derivatives. Holder’s inequality implies that
151lq < [IS]]p for 1 < g <p.

Our estimates require certain Sobolev inequalities on M. The following version due to
Gallot (see [50] p. 203) is adequate for the present purpose. We note that suitable constants
C(n,p,q) and {(n,p,q) can be determined explicitly.

Lemma 2.1. For every dimension n and every pair of real numbers p > q > n, there
are constants ((n,p,q) > 0 and C(n,p,q) such that the following is true. If (M™, g) is a
compact Riemannian manifold such that Diam(M,g) < d and

|Ric™[|,/2 d* < ¢(n,p,q),
then every function u € L?(M) satisfies
[ll2g/(q-2) < C(n,p, @) [|dull2 + [[ull2, (2.1)
and every u € L{(M) satisfies

supu — infu < C(n,p, q)d ||dul|q. (2.2)
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The rough Laplacian operating on sections of E is defined as AS = V*V.S. Here V* is
the adjoint of V with respect to the L?-inner product. We consider Schridinger operators
of the form A + V, where the potential V' € C*°(Sym(FE)) is a smooth field of symmetric
endomorphisms of E. Weitzenbock’s formula (1.1) shows that the de Rham—Laplacian A
on 1-forms is an operator of this type.

The next result is a regularity estimate for linear combinations of eigensections of
Schrodinger operators. For m € M, let v(m) be the lowest eigenvalue of V(m) acting
on the fiber E,,. Consider an L%-orthonormal system S;, (i = 1,2,...) of eigensections
of A+ V, and let )\; denote the corresponding eigenvalues. For a finite set I of positive
integers, let E; < L?(E) be the vector space spanned by {S; | i € I}. As before, f~ denotes

the negative part of a real valued function f.

Theorem 2.2. For every integer n > 2 and all real numbers p > q > n, there are expli-
cit constants ((n,p,q) > 0 and a(n,p,q) such that the following is true. Suppose (M",g)
satisfies Diam(M, g) < d and

IRic™ [|,2 d* < ¢(n,p, q).

Then for every S € Er and k € R we have

A _
11 < (14 ety ) (1 APHEO-D s, (2.3

where

_ 1/2
A= (= 8&) )2 + supses [N — #] )7 d.

Proof. For k € [1, 00| define
Ay = A1) = sup { [|S]le/[IS]l2 | S € Er — {0} }.

Then Ay is increasing as a function of k. We shall use the classical Moser iteration method
to obtain an upper bound for A.
Let S € Ey and k € R. Fix € > 0 and let f = /|S|? + €2. The Cauchy—Schwarz

inequality implies that

[VS[2[S|? 2
< ——— < |VS),
OSP4 e T VS

and therefore

FAF = SAG) + ldfP

1
SAUS) +[VSP

IN
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= (AS,S)
< ((A+V=K)S S)+ v —r)|S]
< (A4+V —r)S|f+(v—r)f%

So for any real k > 1/2,

[ae = 5 [ {arnag)
= oy [ anpe
2k —1

2k—1</ (A+V —r)S| 21 4 /M(y—ﬁ)_f2k>

and using Hélder’s inequality we obtain

<

A < g (10 = R 2 1y 1A+ V — W) A2

The Sobolev inequality (2.1), applied to the function v = f* yields an estimate on the

norm [|uflaq/(g—2) ||S||2kq/(q 5)- Letting € tend to zero we get

15050/ (a—2)
Ckd
(=

Noresi

with a constant C' = C(n,p, q) depending only on the quantities indicated. Since A +V —x

1/2
< 1818 + === (1 = ) lpya IS 13k ey + (A +V = R)Sllat ISIZE)

maps E7 into itself, we have

I(A+V = #)S]ax Az [I(A+V = k)S|

<
< Agp/(p-2) Su?P\z‘ = &[[[S]l2,
1€

and [|Sllar < [[Sll2kp/(—2) < Azkp/(p—2) |Sll2 then implies

CkA \Y*
1Sll2kq/(q—2) < | 1+ Aotep/(p—2) I1S]]2-
2k —1

This is true for every S € Ef, so we get

CkA \'*
Aokq(g-2) < (1 + 7) Askp/(p—2)

V2k —1
. . i _q(p—2) .
for every k > 1/2. We use this inequality for £k = 7 with § = p(=2) > 1 and with

7 =0,1,2,... to obtain first

m—1 ; B
OB/ A
Agppm < — Aoy /(p—
2pB™ /(p—2) = s ( 25]-_1) 2p/(p=2)>
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and then, by taking the limit as m tends to infinity,

o NG

CBIA

Ao <[] 1+ == Ay

= '_O< + o _1> 2p/(p~2)
]_

2|5 $2

The inequality ||S]2p/p—2) < [IS|| /P translates into

Agp)(p2) < AP

and we obtain i/ (p—2)
00 . p/(p—
CBIA
As < 1:[ (1 + %) : (2.4)
7=0
To simplify this estimate, we note that In (1 + az) < In(1+ z) 4+ ax/(x + 1), provided a

and x are positive. Therefore,

P o= 1 , A

< - — j/j2__ %

nA, < p_zjézoﬂj <ln(1+A)+C’B 1+A>
pq

= -2 In(1+A)+C'(n,p,q)

For any = € [0,1], we have ¢* < axe® + 1, and we conclude that

14+ A

Ay < (1 +a(n,p,q) > (14 A)Pe/C=a)

1+A

Lemma 2.3. Every smooth section S of E satisfies the pointwise inequality

TA(IVS|?) +|V3S]2 < (V*RES,VS) +Ric |VS|?

_ 2.5
+ (VAS,VS) + |RE| |VS|?, (25)

where, for vector fields X and Y on M, R)EQY = V%{,Y — V%X s the curvature of E

and, in abstract index notation,
(V*RPS,VS) .= (—V;(RES),V;S). (2.6)

Proof. A standard calculation interchanging covariant derivatives shows that

1 _
5A(|VS|2)+|V25|2 = (V*RFS,VS)—Rici; (V;5,V,;8)+(VAS,VS)+(R(V;S5),V;S).

Lemma 2.3 is an immediate consequence.

The following Harnack inequality is essentially due to Le Couturier and Robert. It is
stated as Theorem 1.4.1 in [65] for solutions S of a Schrodinger equation (A + V)S = 0.
We note that the hypothesis ¢ > 4 was omitted in [65].



CARACTERISATION SPECTRALE DES NILVARIETES 91

Theorem 2.4. For every dimension n > 2 and real number p > n, there are explicit
constants ((n,p) > 0 and A(n,p) such that the following holds. If (M, g) satisfies

||M_Hp/2 d2 < C(n7p)7

then for every smooth section S of E

X 1-71
inf |5 <||vsn2d>T o AS] e
1- <A(n,p) | o — 1+||R >+ ——= ,
sup1s] = AP\ a7 12502 15

2(p —n)
pq+n(g—4)
Proof. The idea of the proof (see [65]) is to apply Lemma 2.3 and the Sobolev inequality

where ¢ = max{p,4} and T = . In particular, 0 < 7 < 1.

(2.1) to obtain a bound on a suitable integral norm of V.S. Then inequality (2.2) yields
the result.

Let u = /|VS|? + €2. As in the proof of Theorem 2.2, we obtain that
1
ulAu < 5A|v5|2 + | V282

This inequality and Lemma 2.3 imply

s = 5 [ G

k? 2k—2
= SpC71 /M uAu u

/ (m—u% + (VAS, VS) u2k2
M
+ (V*RES, VS) u?~2 + |RE| u%).

IA

b2
The relation |ab| < a® + i and the divergence theorem applied to the vector field

uF2(AS, V. S)
imply that for £ > 1
/ (VAS, VS)u?—2 = / IAS)? =2 — (2k — 2) / (AS,V gradguS) u =3
M
< /|AS|2 k=2 4 (2k —2) / |AS| |du| u?* 2
M
< k—/ duf? w22 4 (2k:—1)/ ASJ? u22,
2 Ju M
From the skew symmetry R)EQY = —R}E/, y we have

2. <R55, VS > =1 |RES%.
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Because of (2.6), the divergence theorem applied to the vector field

> THRE S, ViS)!

yields

IN

/ (V*RES, V.§) u2h~2 E / \du\2u2k_2+(2k:—l) / |RES|2 122
M M

_ _ E a2, 2k—2
_ 2/@ / jah)|” + (2 1)/M|R S[2 k-2,

If we set k = (¢ — 2)/2 and apply Holder’s inequality, we obtain for g > 4

q—2
ld(ua=2/2)]ly < W( (R 2+ 1Rz ) Nl oy

1/2
+(IASI, + 1RSI )l )
Now let p > n and r = (p + n)/2. Holder’s inequality implies that
allg ™ < flallf 2

if 1 <a<b<e and if p and o are positive numbers such that (p + 0)/b = p/a + o /ec.
We apply this inequality, and use the Sobolev inequality (2.1) for the function u(9-2)/2.

Setting ~y := % we obtain that for ¢ > 4

+(¢—-2)/2 2)/2 _
;(q q2)/(p 2) < H“”Z 2)r/(r—2) ”U(q 2)/2\\27«/(7«_2)

2)/
< Ll 4t (IR o+ R )

1/2
+(IASIE, + 1RSI )l )

If we set ¢ = max{p,4}, then vy =2(p—r)/(r(¢—2)) and p(¢—2)/(p—2) > q > p. Letting

€ tend to zero, we get

ully ™ {lull

IVS[l3 > f (IIVSlpg-2)/-2)) (2.7)
where f is given by
x7+1
x4+ C'(n,p)dvaz?+b
with
a = |Ric [l + [RP[l,2 and

= A8+ I1RESIZ -

Since the function f is increasing, we can replace ||V.S||,4—2)/(p—2) by VS]], on the right
hand side of (2.7), and then, using the Sobolev inequality (2.2), by (sup |S| — inf |S]) /C(n,p)d

to obtain
(sup |S| — inf|S|)' 7

C"(n.p) (ISllo + /al[ST2d? + bd¥)

(IVS[l2d)” >
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with a new constant C”(n,p). By hypothesis, we have |Ric™||,/od? < 1. Theorem 2.4

follows using

IRFS|2, < |IRP|Z); ]ISl and
IR"|pod® < 14 ||RP|2qd".

3. Proof of Theorem 1.1

The estimates obtained in section 2 can be applied to the cotangent bundle £ = T*M of
a Riemannian manifold, together with its de Rham-Laplacian A = A + V on one-forms
. In this case, the curvature R is the curvature tensor R of M acting on forms, and
the potential is given by V() = Ric(of, ). In particular, the lower bound v is equal to
Ric™. We choose the index set I = {1,...,k} and let ¢ = (p + n)/2 in Theorem 2.2.

Then by inequality (2.3), linear combinations « of eigenforms corresponding to the first &

eigenvalues Aq, ..., \; satisfy
[elloo < 1 fler]]2, (3.1)
where
A -
o = <1 +“("’p)1+—A> (14 A0/ C-n)

< ai(n,p)(1+ A)P(P+n)/(2(p—n))

A = (|[Ric [z + M )7 d.

On the other hand, Theorem 2.4 yields an estimate
: T x 1—7
sup |af —inf o] < A(n,p) (|Valad)™ (1 +[|Rll4j2d%) el + [|Aally2 d*) (3.2)

for every smooth one-form «, where ¢ = max{p,4}, and where 0 < 7 < 1 depends only on
n and p.
It is sufficient to prove Theorem 2.1 under the assumption that d = 1, as the general

case is then obtained by rescaling the metric. We will also assume that
A2 = |Ric™ lpj2 + A < €0 (1+ [|Rllg/2) """ (3.3)

and then impose restrictions of the form ¢y < e(n,p) consistent with our hypotheses (1.5)
and (1.6). Let w', ..., w* be eigenforms corresponding to the first k eigenvalues A1, ..., A,
orthonormal with respect to the volume normalized L? inner product. Our goal ist to show
that, for suitably small €y, the forms w’ are nearly orthonormal at every point of M, and
that their exterior derivatives are small in the maximum norm. First we apply (3.2) to
a = w'. Weitzenbdck’s formula (1.1) shows that

1

VB = M+ gy . (RO w)
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1 . P12
< - — i
= Vol(M) /M (A — Ric) |u'|
1 . _ P12
< - _ 4
< VoD /M (Ric ‘)\k) |w'|
< |l Ric = k)~ [ e[|,
and (3.1) then implies
IV lla < e | (Ric — M)~ [/ (3.4)

Again using (1.1) and (3.1), we get

[Aw g < 1AW lgyn + | Ric g2 [lo']lo
< ([ Ricllg2) lo'lloo (3.5)
<

(A + || Ric [|g/2)er

We substitute these inequalities into (3.2), assuming an initial restriction ¢y < 1, so that
A < 1, to obtain
sup |w'| — inf |w!|
. —1/2\7 . 1—
< A(n,p) (Cl | (Ric — M)~ |1}/ ) (@ + ||IRllg2)er + (A + | Riclgpa)er)

< 2171 An, p) [|(Ric — M) (7% (1 + [ Rllgp2) '~ (3.6)

If we simplify this using ||(Ric — A\¢) 7|1 < ||[Ric™[]1 + Ax < A2, the definition of ¢; from
(3.1), and A < 1, we get

sup [’ —inf || < ag(n,p) (14 AP/ CETDAT(L 4 |[R]|g)0)' T
< ag(n,p) AT(L+ |[Rlly0)' 7
< as(n,p) e,
As a consequence,
sup |w'| — inf [w'| < €1, (3.7)

where €; = ag(n, p)eg/ ? can be made as small as we wish by requiring that ¢y < e(n,p) for
suitably small €(n, p).

Since ||w||2 = 1, there are points in M where |w| = 1, and we obtain
1—e <|W'(p) <1+e

for every p € M. We now consider the inner products (w’, w’) for i # j. Applying (3.2) as

before, but now to o = w’ — w’ instead of w’, we obtain, using the triangle inequality
sup |w’ — w’| — inf |w’ — W] < 4e.
Since |Jw! — w’|l2 = v/2, there are points in M where |w’ — w’| = /2, and so

V2 —de < wi'(p) = (p)| < V2446
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for p € M. Using
2(w',w?) = W' + WP~ o' — o7,
we obtain

—10¢; < (W' W) <10¢.

We have shown that there is a pointwise inequality

\(wi,wj> — (5ij\ < €9, (3.8)

fori,j=1,...,k, where e = 10€; = 10ag(n,p) 68/2.

For €3 < 1/n, it follows that the w' are linearly independent everywhere, so that TM
has a trivial subbundle of rank k. In particular, we have £k < n. And if £ = n, then
Antl > A

We now consider the case k = n. Then w = (w!,...,w") is a coframe. Also, by (3.8),

n . .
Juw = Zi:l w' X w"

induced by w on M is close to the original metric g. We apply the following result from

[54] (see Theorem A in [55] for a more detailed statement).

the Riemannian metric

Theorem 3.1. There is a constant €(n) > 0 such that the following is true. If M is

a compact n—manifold with a coframe w : TM — R"™ whose exterior derivative satisfies

|dw||sod < €(n), where Diam(M, g,,) < d, then M is diffeomorphic to a nilmanifold I'\G.

One can choose a Maurer—Cartan form wo on T\G and a diffeomorphism ¢ : M — T'\G
such that

lw = ¢ wolloo < ¢(n) [|dw]locd; (3.9)

with a constant c(n) depending only on n.

In this result, the norms and diameter are with respect to g,. Because of (3.8), the
difference between g, and the given g is negligible for our purpose.

In order to use Theorem 3.1, we need a bound on ||dw’|| analogous to (3.1) for the
two—forms a = dw’. We apply Theorem 2.2 to the bundle of two—forms and its de Rham—
Laplacian. The corresponding Weitzenbock formula (see [87], p. 303) has the form A =
A +V, where the potential V satisfies |[v~[|,2 < ¢(n)||R]|,/2. As in (3.1), Theorem 2.2
with k = 0 then yields

lde’[loo < e2]|d’ |2 < cav/An, (3.10)

where
co < as(n,p)(1+ A)p(p"‘”)/(?(p—n))’

but this time

A= (|Rllp2+ )"
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Theorem 1.1 under hypothesis (1.6) is an immediate consequence.
Now consider the case of n — 1 small eigenvalues, hypothesis (1.7). We first show that

if M is orientable, then the n—th eigenvalue is also small, so that we can apply the result

we already proved. Choose L?-orthonormal eigenforms w!,...,w” ! corresponding to the
eigenvalues A1,...,\,—1. Since M is orientable, we can use the Hodge star operator to
define

n=x*w A AW, (3.11)
This form is L2-orthogonal (in fact pointwise orthogonal) to w!, ... ,w" 1. By the minimax
principle, its Rayleigh quotient,

[[dnl|3 + (159113
R(n) = 2 2 2
112

is an upper bound for A,. In terms of a local orthonormal frame field ey, ..., e, for M, the

codifferential of 1 is given by én = —t¢,V¢,n. Therefore, using (3.4),

€i

ldnllz = [l6(@" A~ A"z

< o)X, (1991 TT, Il

< en) e~ (JRic [y + A7
On the other hand, ||dw'||2 < |[|[Vw!||2 and again (3.4) imply

lonllz = lld@" A~ A"z

IN

S el Ao At A AW g
1

_ - 1/2
< (=1 (IRic [l + M)
Inequality (3.8) yields a lower bound on the denominator of the Rayleigh quotient, and we
obtain

Mo < R(n) < (14 c(n) e2) e(m) &~ (|Ric™ | + M) 2, (3.12)

which is the required smallness of A,.

If M isnot orientable, then our argument implies that the twofold orientable covering M
is a nilmanifold. This is not quite sufficient, as we need to show that the deck transformation
o : M — M is an isometry of some left invariant Riemannian metric on M. We therefore
proceed as follows.

The pullbacks @!,...,&" ! of the eigenforms to M are eigenforms of the pullback
metric g. By (3.8), these forms are almost orthonormal at every point. Considering the
Rayleigh quotient for the form *(@' A --- A @"71) as before, we conclude that the n-th

eigenvalue An of M is small. Now let @™ be an eigenform corresponding to An, such that
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&', ...,&" are L?-orthonormal. Our previous argument shows that the R"valued one-
form @ = (@!,...,@") is a coframe with small exterior derivative. The transformation o
leaves the sum of the eigenspaces for the first n eigenvalues invariant, because it is an
isometry of g and since 5\n+1 > M. Therefore, o acts as an affine isometry of the coframe
@, i.e. satisfies

o' =aow
for some constant orthogonal map a of R". By [55], affine isometries of @ are affine isome-

tries of the Maurer—Cartan coframe ¢*wq in Theorem 3.1 as well, and the proof is complete.
4. Anderson’s examples

In this section, we show that Theorem 1.1 does not hold without an assumption involving

the full curvature tensor R. More precisely, we have

Proposition 4.1. For every dimension n > 4, there are closed n—manifolds with arbi-
trary large second real Betti numbers by that admit Riemannian metrics of diameter one

with || Ric ||oc + Ap < € for any given € > 0.

Nomizu’s theorem mentioned in Remark 1.2(iv) implies that manifolds with by >
n(n — 1)/2 are not homotopy equivalent to infra-nilmanifolds. The examples we use have
been constructed by Anderson. Theorem 0.4 of [3| exhibits manifolds M with diameter
one, || Ric||eo <€, first Betti number by = n —1 (so that A\,—1; = 0), and by arbitrary large.
This shows that our result on \,_1 does not hold if we replace (1.5),(1.6) by conditions
not involving R.

For the proof of Proposition 5.1, we now describe Anderson’s simplest examples in
more detail (see p. 73 and Remark 2.1 on p. 75 of [3]|). These examples are obtained by
performing surgery killing a generator of the fundamental group of a flat n—torus. One
starts with a Riemannian product My = S(% x T"~1 of a circle of suitable diameter § and
a flat (n — 1)-torus. Removing a subset of the form S} x B,, where B, C T""! is a ball of
radius @ less than half the injectivity radius of 771, we are left with M; = Sg X (T"‘l\Ba),
a manifold with boundary Sg x S"=2. To this one glues a copy of D? x S"~2 carrying a

suitably scaled Riemannian Schwarzschild metric g,r, to obtain
M = (S5 x (T"""\B,)) U (D* x S"?)

equipped with a Riemannian metric g, g that has diameter less than nm and satisfies
||IRic|loc — 0 as aR — oo . The construction involves parameters a, R and § that
need to be related by § = ¢y/aR, where ¢y depends only on the dimension n. We may

—-1/2

choose the radius a = R and then let R tend to infinity to obtain metrics gg satisfying

||Ric |0 < € and Diam (M, gg) < nm, that coincide with our original flat metric on M,
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outside of Sg X B,. Here € as well as a can be made as small as required by choosing R
large.

We now claim that the n—th eigenvalue A\,(gr) tends to zero as R — oo. To show
this, we exhibit n one-forms 8%,..., 3" on M that are almost orthonormal in L?(M) and
whose Rayleigh quotients tend to zero. The minimax principle then implies our claim. The
forms [3* are obtained as follows (see for example [84]). Let ¢ € C°°(T™ 1) be a function
such that 0 < ¢ <1, ¢ = 0 on B,, ¢ = 1 outside By,, and such that its differential
satisfies ||dy| < 1/3a. Since the dimension n — 1 > 2, the L2norm ||dy|2 = O(a) as a
tends to zero. Define a cutoff function 1 on My = S} x T"~! by (¢, z) = p(z). We choose

1

an L?-orthonormal basis o', ...,a” for the harmonic forms on our flat torus My, and let

& = @a’. The forms o' are in fact parallel and, if we use volume normalized L? inner

products as in section 4, pointwise orthonormal. For the exterior derivatives we obtain
[d&’ (|2 = ||de A a2 < [ldgll2 [la" oo,

and this tends to zero if @ does. A corresponding inequality holds for ||§G¢||2, while ||&*||2 =
|¢ll2 tends to one. Therefore, the Rayleigh quotients of the &' converge to zero with a.
Since these forms vanish on the domain affected by our surgery, they can be transplanted to
M extending by zero on D? x 8”2 without changing their L? norms or Rayleigh quotients.
In this way, we obtain the required forms #* on M. Finally, this operation can be repeated

on several disjoint balls B, to yield examples with arbitrary large second Betti numbers.
5. Spectra of infra—nilmanifolds

Theorem 1.1 can be illustrated by the well known spectral behavior of almost flat left
invariant metrics on infra-nilmanifolds (see [54] p. 68). The left invariant Maurer—Cartan
form w : TG — G of a Lie group G descends to a coframe w : TM — G on any left quotient
M =T\G of G by a discrete subgroup. Inner products on the Lie algebra G imply, via
w, left invariant Riemannian metrics on M. If, in particular, M is a compact nilmanifold,
then there are families of inner products on G such that the corresponding left invariant
metrics g, € > 0 have the properties that ||dw||eo g, — 0 and Diam(M, g.) — 0 as € tends

to zero (see [23] p. 126), and standard formulas then imply that R also tends to zero.
1

Take an orthonormal basis for G with respect to g and decompose w = (w;,...,w!")

accordingly. Since G is unimodular, we have éw! = 0, and the Rayleigh quotients for w!

are o
1(d + d)wells g,

ell2

1ge
1ge

As a consequence, A, (g.) tends to zero with €, while inequalities (1.3) and (1.4) show that
An+1d? admits a lower bound converging to 72/32(n + 1)2. We summarize these remarks

n
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Proposition 5.1. Every compact n—dimensional nilmanifold admits families g (€ > 0)
of Riemannian metrics such that the diameter Diam(g.), the curvature tensor ||R(ge)|so,g.

and the eigenvalue \,(ge) converge to zero as € — 0.

By Theorem 1.1, such metrics do not exist on infra—nilmanifolds that are not nilmani-
folds. All compact infra-nilmanifolds are obtained as quotients M = F\M of nilmanifolds
M by finite groups F of affine transformations, and one can see how the small eigenvalues
of M are lost when passing to the quotient. In fact, affine transformations ¢ are characte-
rized by the property that ¢*w = a o w for some constant linear map a = rot(y) : G — G,
the rotational part of . Left translations by elements of G are those affine transformations
that have rot(¢) = 1. So unless M is itself a nilmanifold, dividing by F' will eliminate some
of the small eigenvalues Aq,...,\, of M. And it will eliminate all of them, when rot(F)
acts irreducibly on G.

This is the case for the three dimensional euclidean space forms labelled Gg on p. 122
of [90]. The first real Betti number of this space is zero, which means that all three of the
small eigenvalues (corresponding to the harmonic forms) are lost when passing to M = Gg
from its torus covering space M.

The euclidean space form Gg provides an example for another problem in spectral
theory. A theorem of Cheng ([35]) states that for closed Riemannian n—manifolds (M, g)
with Ric > —(n — 1) and diameter Diam (M, g) < d, the first non-zero eigenvalue )\g)) of
the Laplacian on functions satisfies
(n—1)*  c(n)

0

where ¢(n) depends only on n. It may be asked (see [69]) whether results of this kind hold
for the eigenvalues of the Laplacian on p—forms. For one—forms, this is true and a direct
consequence of Cheng’s result, by applying exterior differentiation to an eigenfunction

)

corresponding to )\go . However, the following counterexample shows that some caution is

required for two—forms.

Example 5.2. Let M = Gg be as before. If we equip M with any flat metric g and
consider the family M, = (M, eg), then as € — 0, all M, have zero curvature and diameter
converging to zero. The first eigenvalue )\gl)(Me) of the Laplacian on one—forms, and by
duality that on two—forms, tend to infinity.

Consider N, = S' x M, with S* a circle of diameter one. Then N,, endowed with the
product metric, is a flat manifold with diameter converging to one as ¢ — 0. The Kiinneth
formula A(a A ) = Aa A B+ a A A implies that the first eigenvalue of N, on two-forms
is

AP (V) = min (A" (1) + 2P (1), A (81 + 2P ()}
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which tends to infinity as e — 0. Rescaling the metric, we obtain a family of compact
flat four—-manifolds of any given diameter d whose first eigenvalues on two-forms tend to

nfinity.
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Chapitre 4

Théorémes de comparaison en

courbure de Riccl presque-minorée

4.1 Introduction, Notations et Définitions

4.1.1 Introduction

Dans la suite, a toute fonction f on associera les fonctions f™=max(f,0) et f~=(—f)T.
(M™, g) désignera une variété riemannienne compléte de dimension n. On notera Ric son
2-tenseur de Ricci. Sa restriction & T, M est une forme bilinéaire symétrique, dont on notera
Ric(z) la plus petite valeur propre relativement au produit scalaire g,. Pour tout réel k, on
pose pg = (@— k(n— 1)) ~; cette fonction, définie sur M, mesure ponctuellement le défaut
de la métrique g a étre de courbure de Ricci supérieure ou égale a k(n — 1) (remarquer
que pr = 0 si et seulement si la courbure de Ricci de (M™, g) est supérieure ou égale a

k(n —1)). Pour tout couple (R, p) de nombres réels strictement positifs et tout point = de
1

M, on notera ||p| Ly (B(z,R) = (m fB(LR) pﬁ)g (ou Uintégration se fait par rapport
a la mesure riemannienne) et ||pxllpr = supyens |pk|lLr (B, R))- Le but de ce chapitre est
de généraliser les théorémes de comparaison (de Bishop-Gromov, Myers, Lichnerowicz), qui
sont classiques en courbure de Ricci supérieure & (n—1), au cas des variétés pour lesquelles
la quantité ||p1||p,r est plus petite qu'une quantité universelle a(p,n, R) déterminée dans
la suite (on parlera alors de variétés a courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) ou
presque minorée par (n—1)). Plus précisément, les principaux résultats de ce chapitre sont

les :

Théoréme A. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > %
et R > 0. Il existe des constantes universelles C(p,n) et a(p,n) calculables explicitement

(pour plus de précision et pour le calcul de ces constantes, voir les énoncés correspondants
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dans le texte a suivre), telles que :

(i) Si R < 4m, toute variété riemannienne compléte (M",g) de dimension n, telle que
| (Ric — (n — 1))_||Lp(B(I7R)) < € < a(p,n) pour tout point x de M, vérifie les inégalités
suivantes :

Diam(M", g) < (1 + C(p,n)e1)
Vol(M™, g) < VolS"(1 + C(p, n)e=7)
M(M", g) >n(1—C(p,n)e)
H'(M) = {0}

ot \1 est la premiére valeur propre non nulle du laplacien de la variété (M™, g) et H'(M)

est le premier groupe de cohomologie réelle de M™. En particulier, M est compacte.

(ii)) Si R > 4m, les mémes conclusions sont valables sous I’hypothése plus restrictive

R?||(Ric — (n — ].))_||Lp(B(I7R)) < < a(p,n) pour tout point x € M™.

Ce théoréme (plus particuliérement la majoration du diamétre), combiné au théoréme
de S. Gallot rappelé en section 1.3.2, sur la majoration des constantes de Sobolev en
courbure de Ricci presque positive et diamétre majoré, permet d’obtenir un analogue du
théoréme de S. Gallot qui nous donne des majorants des constantes de Sobolev en cour-
bure de Ricci presque supérieure a (n—1) sans avoir a supposer le diamétre borné (voir le
théoreme 4.17). Ce résultat est crucial pour rendre applicables les résultats de la premiére
partie de cette thése & 1’étude des théorémes de stabilité des invariants géométriques de
la sphére en courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) (objet du chapitre suivant de
cette thése). L'optimalité de ce théoréme est discutée dans le corps du texte a la suite
de la démonstration des différentes propriétés énoncées (voir les remarques et commen-
taires qui suivent les théoremes 4.12, 4.18 et 4.19). En particulier, il est démontré que
ces résultats restent valable en dimension 2 sous une hypothése de petitesse de la norme
L' de (K —1)7, mais qu’en dimension supérieure, il est possible de construire une suite

de variétés (M}, g;) de dimension n et telles que sup, R?||(Ric — (n — et

)

méme Diam(M;)?||(Ric— (n— 1))_HL%(MZ_))

de valeurs propres non nulles (du laplacien) proches de 0 et le premier nombre de Betti

D) et sy €
tende vers 0, tandis que le diameétre, le nombre

tendent vers 400 (voir 'exemple 4.14 et la fin de la section 4.3.5).

Pour l'énoncé suivant, on note Li(R) (resp. Ai(R)) le volume (n—1)-dimensionnel
(resp. n-dimensionnel) de la sphére géodésique (resp. de la boule géodésique) de rayon R
sur la sphére S”, munie de sa métrique canonique. On a alors le théoréme suivant (qui

regroupe des versions simplifiées des théorémes 4.15 et 4.16) :
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Théoréme B. — Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme précédent, en posant
p

de plus 6 =1 —C(p,n)e*@~1 on a :

(i) pour tous les rayons r > 0, et tous les points x de M™ :
Vol(B(z,r)) < (1 + C(p,n)e‘lpf;*l)Al(r)

" Vol, 1 (9B(z,r))” < (1 + C(p,n)e?@ D ) Ly(67)

ot1 ” Vol,,—1 (0B(z,r))” désigne le volume (n—1)-dimensionnel de la partie réguliére de la

sphére OB (x,r) (voir la section 4.1.2 pour une définition précise).
(ii) pour tous les couples de nombres réels tels que 0 < r < R, et tous les points x de M",

Vol(B(z,r))
Vol(B(z, R))

Al (7“)
A1(R)

> (1 - C(p,n)eﬁ)

2p—n

1 Y
) #71 < C(p,n)e2@ D (R —r)21

<” Vol, 1 (dB(x, R))” ) Bl ( Vol,,—1 (0B(x,7))”
L1(6R) Ly(or)

Les constantes qui interviennent dans ces inégalités seront précisées dans la suite.

De facon générale, on démontre le résultat de comparaison suivant pour les variétés
de courbure de Ricci presque supérieure a k(n — 1) (ou k est un réel de signe quelconque,
A (r) est le volume de la boule géodésique de rayon r dans I’espace de courbure sectionnelle

constante égale a k et Li(r) le volume de la sphére géodésique de rayon r dans le méme

espace) :

Théoréme C. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, k et Ry des nombres réels tels que
1, sik=0
(OT) P sik <0

constante universelle C(p,n) > 1 (voir les énoncés 4.6, 4.8 et 4.9 pour plus de précisions)

telle que, sur toute variété riemannienne compléte (M"™,g) de dimension n qui vérifie

R3|| (Ric —k(n— 1)) || r(B,Ro)) < € < C(p,n)%kl(\/WRo)? et pour tout point x de M", on

ait :

(i) pour tout réel r < Ry

Vol(B(z,)) < (1 + C(p,n)ak(\/WRO)ez%—l)Ak(r)

(ii) pour tout réel r < Ry

" Vol,_1 (0B(z,1))" < (1 + C(p,n)ak(\/WRo)e#l)Lk(r)
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(iii) pour tout couple (r, R) de nombres réels tels que 0 < r < R < Ry,

Vol(B(z,))
Vol(B(z, R))

Apg(r)
Ak(R)

> (1= C(p,m)ar(V IR Ro)e™ T )

(iv) pour tout couple (r, R) de nombres réels tels que 0 < r < R < Ry,

» Voln—1(3B(:1;,R))” oot [ VOln_l(aB(gj’r))” - 2
|: Lk(R) ] _[ Lk(’l") ] < C(p,n)ak(\/WRO)e P

Ces théorémes de comparaison sont indispensables pour étendre au cas des variétés de
courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) les théorémes de la sphére de T. Colding ([38]
et [39]), revus par P. Petersen dans |77]. A l'origine, cette troisiéme partie de la thése devait
étre consacrée seulement & cette extension des théorémes de la sphére, par une technique
qui en fait une application directe des inégalités de Harnack de la premiére partie. Pour les
théorémes de comparaison en courbure de Ricci presque supérieure a n—1, nous comptions
nous appuyer sur des travaux de P. Petersen, S. Shteingold, G. Wei et C. Sprouse ([81] et
|79] principalement, mais aussi [78] et [82]). Toutefois, la partie de ces travaux consacrée
plus particuliérement aux variétés de courbure presque minorée par (n—1) (principalement
[79]) nous semble contenir une erreur rédhibitoire (voir la fin de la section 4.3.1 de ce
chapitre pour un exposé détaillé des principales erreurs), cette erreur se situant dans la
preuve de la généralisation du théoréme de Myers en courbure presque minorée par (n—1)
(ce théoréme correspondrait & la majoration du diameétre donnée plus haut dans le théoréme
A). De plus, ce résultat est fondamental pour la généralisation des autres théorémes de
comparaison. Par exemple, sans la majoration du diameétre, la généralisation du théoréme
de Bishop-Gromov aux variétés de courbure de Ricci presque-supérieure a (n—1) (et, de
fagon plus générale, I'intégralité du théoréeme B) n’existe que pour des boules de rayon
plus petits que w. De plus, sans cette majoration du diameétre on n’aurait pas de bornes
sur les constantes de Sobolev (& moins de rajouter une hypothése de majoration a priori
du diametre ou de minoration a priori du volume des boules géodésiques de rayon 1, ce
que nous voulons éviter ici). Rappelons que, sans ces bornes sur les constantes de Sobolev,
les inégalités de la premiere partie de cette thése perdent leur caractére universel.

C’est pourquoi nous insérons dans la thése ce chapitre sur les théorémes de comparaison
en courbure de Ricci presque supérieure a (n—1), ol nous exposons notre preuve des
théorémes cités plus haut (ainsi que des exemples illustrant l'optimalité des hypothéses

des théorémes A et B). Dans notre schéma de preuve, nous commengons par démontrer
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les résultats de comparaison a la Bishop-Gromov du théoréme C, en nous appuyant sur la
méme inéquation de Riccati (vérifice par la courbure moyenne des sphéres) que dans les
travaux de P. Petersen et al. (remarquer que cette inéquation de Riccati est équivalente
aux estimées sur le laplacien de la fonction distance utilisées dans les travaux antérieurs
de S. Gallot [50]). Mais, en suivant une méthode analytique différente, nous aboutissons,
dans le cas ou la courbure de Ricci est presque supérieure a une constante strictement
positive, & des estimées optimales sur la courbure moyenne et le volume de la partie réguliére
des spheéres-géodésiques (voir par exemple les lemmes 4.3 et 4.11). Notre preuve de la
majoration du diameétre en courbure de Ricci presque supérieure a (n—1), n’est alors plus
fondée, comme dans [79], sur un principe du maximum généralisé (appliqué a une fonction
"exces" deéfinie par e(z) = d(z,2) + d(y,z) — d(x,y), on = et y sont deux points de M
suffisamment éloignés), mais sur une estimée précise du volume des spheéres de grand rayon.
Une fois la majoration du diamétre acquise, nous déduisons facilement les autres résultats

des théorémes A et B cités plus haut.

4.1.2 Forme volume, Boules et Sphéres géodésiques

Soit zo un point de M. On note exp,, : TyyM — M la fonction exponentielle en xg, vy
la mesure riemannienne de (M"™, g)et w = exp;, Vg la mesure induite par expy, sur Ty M.
Le domaine d’injectivité de exp,, (Uintérieur de Cuty,) sera noté Uy,. C’est un ouvert de
T, M, étoilé en 0. On identifiera souvent les points de Uy, \ {04, } avec leurs coordonnées
polaires (r,v) € R% x S"~!. La mesure riemannienne w peut s’exprimer en un point (r,v)
de Uy, \ {0} sous la forme :

w(r,v) = 0(r,v)dr - dgn-1,

0(r,v) = y/det (9(¥i(r), ¥;(r))),

ol dgn—1 (resp. dr) est la mesure riemannienne canonique de S™~! (resp. de R%), et ou
(Yi)1<i<n—1 est une famille de champ de Jacobi le long de la géodésique c : 7 +— exp, (1v)
telle que Y;(0)=0 et telle que (V:Y1(0),--- ,V:Y,—1(0), v) forment une base orthonormée de
Ty M (cf[87] p. 65). Pour simplifier, il nous arrivera de noter dv pour dg,_;. Dans la suite,
on notera encore 0 le prolongement a tout R X S"~! de la fonction @ par 0 en dehors de
Us,, on appellera A, (r) (ou A(r) quand il n’y aura pas d’ambiguité) le volume de la boule
géodésique de centre xg et de rayon 7, et Ly, (r) (ou L(r)) le volume (n—1)-dimensionnel de
S(0,7)NU,, pour la mesure é(r,.) dgn—1, qui coincide avec le volume (n—1)-dimensionnel de
I'intersection de exp,, (Uxo) avec la sphére-géodésique de rayon r centrée en z( (remarquer
que ce n’est pas toujours le volume (n—1)-dimensionnel de toute la sphére géodésique

0B(xg,r), ni de sa partie réguliére : par exemple, dans le cas de ’espace projectif réel PR"
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muni de sa métrique canonique, on a L(%) = 0 alors que Vol,_1 (0B(zq, §)) = Vol S"1/2).
Mais, comme tous les points de exp,, (S(0,r) N Uy, ) sont des points réguliers de B (zo, r),
et méme des points réguliers de la fonction d(zo, .), on parlera malgré tout, pour désigner
L, (r), de volume de la partie réguliére de la sphére de rayon r. Pour des raisons techniques,
on définit aussi (pour tout entier m > 1) Uéﬁ”):(l—%)Uwo C Uy, l'image de Uy, par
Uhomothétie de centre O est de rapport (1—2) dans Ty, M, et les fonctions A () et
LU (1) qui sont, respectivement le volume de B(0,r) N UJET), et le volume, pour la mesure

riemannienne (n—1)-dimensionnelle, de (S(0, r)ﬂUg%n)). On a alors les relations suivantes :

L(r) fgnl (r,v) dgn—1(v),
L0 (r) = [ou ]IU(m)H(T,U) dgn-1(v),

A(r) fofgnl (t,v)dt - dgn-1(v) = [g L(t)dt
Ay = [ fooms D O(t,0) db - dgas (v) = [ L0 (2) dt.
&)

L’égalite A(r fo t)dt est due au fait que le cut-locus de z( est de mesure nulle, ce
qui 1mphque que Vol[ (z ,r)] = Vol[ (w,7) N expy, (UIO)]. Notez que, par le théoréme
de convergence monotone, on a L(r)=limy, ..o L") (r) et A(r)=1lim,,—oo A™ (1) (voir le
lemme 4.4 pour Iétude des propriétés de régularité des fonctions L™ L, AU et A que
nous utiliserons dans la suite).

Pour tout réel k fixé, on notera 6, Ay et L; les fonctions correspondant & 6, A et L
sur la variété (S}, gx) simplement connexe, de dimension n et de courbure constante égale
a k (ces fonctions ne dépendent pas du point xg choisi). Les fonctions Ay et Lg sont C°,

quant & la fonction 6y, elle vaut s (r)" ! sur R% x S"~! ou

~sh( |k|r)

i pour k <0, sg(r)=r pour k=0,

sin(Vkr) g < T
sip(r) = { vk ~ VE  pour k > 0.

4.1.3 Courbure moyenne des Sphéres

Pour tout point (r,v) de Uy, \ {0}, on notera h(r,v) la courbure moyenne au point
exp,,(rv) de la sphere de centre xo et de rayon r (qui par convention, sera la trace
de la seconde forme fondamentale Il pour la normale extérieure N = %, définie par
II(X,Y)=<VxN,Y >, ou X et Y sont tangents & la sphére de rayon r). Cette fonction
h est définie sur le domaine d’injectivité de la fonction exp,, et est reliée & la densité de

la forme volume par la formule :

a6
= (t0) = h(t,0)6(t,v),
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valable en tout point (¢,v) de Uy, (cf[87] p. 329). On note hy, la fonction courbure moyenne

des spheéres sur I'espace (S}, gi) (cette fonction ne dépend pas du centre des sphéres consi-

dérées, ni de la direction v choisie). On a alors hg(r) = (n — 1)?;%:; Sur Uy,, (resp. sur

Uz, N B(0, f—) si k > 0) on définit la fonction 1y = (h—hy)T. La fonction 1, sera centrale

dans nos calculs. Le lemme suivant résume les propriétés de v qui seront utilisées dans

la suite (notez que cette inéquation de Riccati est aussi 'outil central des théorémes de
comparaison sur le volume obtenus par P. Petersen, S. Shteingold, G. Wei et C. Sprouse
dans [78], [81], et [79]) :

Lemme 4.1. — Soit u un élément de la sphére unitaire Sgo_l de (TyyM, gz,), on note
par I, =]0,7(u)[ (resp. I,=]0,inf(r(u), %)[ si k > 0) Uintervalle des valeurs de t telles

que (t,u) € Uy, (resp. (t,u) € Uy, N B(0, )) La fonction vy :I, — R définie par
t — Yp(t,u) est continue, dérivable a drozte et a gauche en tout point de I, et vérifie

I'tnéquation différentielle :

1. lim Yr(t,u) =0,
9. 3% + d’k + 2¢khk < P,

(0w Uinéquation différentielle est vérifiée par les dérivées a droite et a gauche de y).

Démonstration. — Pour ne pas alourdir les notations, on ne fait la démonstration que
dans le cas le plus délicat on k > 0. Le calcul de la limite 1. est classique et découle (entre
autres références possibles) de [44] (ou [45]). Les auteurs de ces deux articles démontrent
aussi que la seconde forme fondamentale des sphéres 0B(xg,t) aux points expy, (tu) vérifie
une équation de Riccati matricielle, qui, une fois tracée, implique que la fonction h vérifie
I'inéquation différentielle %—l—nh—fl—i-Ric < 0 sur Uy, I'égalité étant atteinte si on remplace h
par hy, Ric par k(n—1) et U, par B(0, \/—) On en déduit qu’on a I'inéquation différentielle
d(h—h h—hy)? | 2(h—hy)h
(hohe) | (ohi)? y 2hhidhe < o gy U, 0 B(0, ).

n— ' Vk
Au voisinage d’un point (r,u) ou h(r,u) > hyg(r,u), on a ¥, = h — hy, et donc iy est

dérivable par rapport a r, et 'inégalité différentielle 2. découle de I'inégalité précédente.
Au voisinage d’'un point (r,u) o h(r,u) < hg(r,u), ¥ est nulle, et donc dérivable, et
Iinéquation différentielle 2. est alors trivialement vérifiée (le membre de gauche étant alors
nul). En un point (r,u) ou h(r,u) = hg(r,u), on a Yx(r,u) = 0. Si %(r, u) = agt’“ (ryu)
alors ¢y (t,u) = O[(t — r)?] au voisinage de r, et donc ¢ — vy (t,u) est dérivable en r et
de dérivée nulle. Encore une fois, I'inégalité est trivialement vérifiée car le premier membre
est nul. Si %(r, u) # %(r, u), alors ¢y, est nulle du coté de r our hy, > h et égale a h — hy,
du coté ot hy, < h. On en déduit que ¢y, est dérivable a droite et & gauche de r et que ces

dérivées vérifient 'inéquation différentielle 2. 0
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Enfin, pour en finir avec les notations et rappels, nous démontrons tout de suite la
généralisation suivante du théoréme des accroissements finis dont il sera fait un usage

intensif dans la suite :

Lemme 4.2. — Une fonction f : [a,b] — R est décroissante si et seulement si elle vérifie :
(i) Va € [a,b], Ty, o4 LRI <
(i3) Vo €la,b], limy - f(z+h) > f(2).

ot lim et lim désignent respectivement les limites supérieure et inférieure.

Démonstration. — Si f est décroissante, elle vérifie évidemment les propriétés (i) et (ii).
Réciproquement, soient x < y deux points de [a,b]. Pour tout € > 0, on note I, = {r €
[z,y]/f(t) < f(x) + e(t —x),Vt € [x,r]}. Alors I, est un sous-intervalle de [z, y] contenant
x, ouvert d’apres (i) et fermé d’aprés (ii). Par connexité, on en déduit que I = [z,y]. En
particulier, on a f(y) < f(z) + e(y — x) pour tout €, d’ou f(y) < f(x) par passage a la

limite.

O

4.1.4 Lemme fondamental et Volume des Sphéres

Nous commengons par établir un lemme fondamental pour tous nos théorémes de com-
paraison. Il donne une majoration de 1 en fonction d’une intégrale de pi. On retrouve
en particulier que, si la courbure de Ricci est supérieure a n—1, alors h < hy (comme h
est un multiple du laplacien de la fonction distance a xq, cette inégalité est équivalente
au théoréme de comparaison, dit & R. L. Bishop, sur les laplaciens des fonctions distances
en courbure de Ricci supérieure & n—1. ¢f [87] p.158). On pourra comparer ce lemme avec
le lemme 2.2 de [81] et le théoréeme 2.1 de |79]. Les deux différences principales, sont pre-
miérement, que notre estimée est ponctuelle sur v, (alors que lestimée donnée par les

deux articles [81] et [79] est une majoration de [ zbzp w) et deuxiémement que, dans le

o
vk’
cas, alors que l’explosion est exponentielle pour le majorant donné par le théoréme 2.1 de

cas k > 0, 'explosion du majorant, lorsque r tend vers est polynomiale dans notre
[79] (de plus, le contrdle polynémial que nous donnons ici de cette explosion est optimal,
voir la remarque qui suit la démonstration du lemme 4.3). Cette deuxiéme amélioration
est cruciale pour notre preuve de la majoration du diameétre des variétés de courbure de

Ricci presque-supérieure & n—1 (théoréme 4.12).

™

Lemme 4.3. — Soient k, p et r des nombres réels tels que p > n/2 et r >0 (r < 3 5
k>0). On a alors :

n—1

p—1 r
P ) - 0(r,v) < (2p— 1)P ( > /0 ph(t,v)0(t,v) dt.

2p —n
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Si k>0 et \/—<r<\/—, alors on a :

1
sin®? " (Vr) - ¢2p Yr,v) - 0(r,v) < (2p— 1)P < n—1 >p / Ph(t,v)0(t, v) dt

Ces deux inégalités sont valables pour tout point xo € M et tout vecteur unitaire v de

(ToM, gay )-

Remarque. — Remarquer que, par définition du prolongement de 0, on a 0 = 1y, .0;
c’est pourquoi, lorsque r ¢ I, (i.e. lorsque r.v ¢ Uy, ), nous avons donné un sens et une
valeur (la valeur nulle) au membre de gauche des deux inégalités du lemme 4.3, bien que
Y (r,v) n’ait alors pas de sens. Dans le méme ordre d’idée, la décroissance de la fonction
o llU(m) (r,v) prouve que les deux inégalités du lemme 4.3 restent valables si on y
remplace 0 par ]1 ugm m) (1,v).0. Cest cette version du lemme 4.3 qui sera utilisée dans la

suite.

Cas particulier de la dimension 2

Si n = 2, alors la fonction h coincide avec la seconde forme fondamentale des sphéres,
donc elle vérifie I’équation de Rlccatl +h2—|—K = 0 ou K est la courbure sectionnelle de la
variété. En intégrant, on obtient hf + fo K0 =1, et donc Dinégalité hf < 14 [ (K —1)70.
Donc, lorsque n = 2, une norme Lz de (M —(n — 1))_ suffit & controler la courbure
moyenne des sphéres. Remarquer d’ailleurs que n=2 est le seul cas oil on peut faire tendre
p vers n/2 dans les inégalités du lemme 4.3 sans que le membre de droite ne tende vers

+00 (on obtient alors le controle de 1, par une intégrale L de py).

Démonstration du lemme 4.3. — Soit ¢ une fonction positive de classe C! définie

sur Uy, \ {0} et bornée au voisinage de 0. D’aprés le lemme 4.1, la fonction t — ¢(t,v) -

21” “1(t,v) - O(t,v) est continue et dérivable & droite sur I,, de dérivée vérifiant 'inégalité :
S (our ) = Q2410 1 (2 — 1) 20 4 gy
0 4 2 00
_({;;5 2p-1g _ (n—l)dn/}kp (p )¢hw2p 19+¢¢2p 1_+(2p_1)pk¢¢2p 29

< (2p — 1)prou?? 20 <2p )qba/),?f’e <a¢fr S 1hk> T

Ou la premiére inégalité découle de I'inéquation différentielle vérifiée par ¢y (lemme 4.1)

et la deuxiéme inégalité de % = h6 < hi0 4+ Yp0. Le lemme 4.2, appliqué a la fonction :

Ft) = oot

t 2 0¢/or dp—n—1 N\ o
- [ [ = ooz - < > ”) ¢w2p9+( G hk) o0 o)
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implique que f est décroissante. Le fait que ¢(t,v) - 1,[)2p L(t,v) - 0(t,v) — 0 lorsque ¢ — 0
implique que f(0) = 0, et donc f est une fonction négative. L’inégalité de Holder donne

alors :

0 < e 10(r) < (2p—1) </0 qspgodt)l/p (/0 mp,ipedt)l_%—(?p ”> (/ qszp,ipodt)

" | [0¢p/Or 4p—n_1h +72p - 12 r g -5
[ | ) (o) T e

Dans un premier temps, on en déduit :

2p—n "r,06/0r 4p—n—1_ |+ 1/21” r 1/p
‘X2—</0 [( P hk)] qb@) - (2p-1) </0 gbpzedt) <0,

n—1 n

T 1/2p
oll on a posé X = (/ gb?,[),EPG dt> . Or l'inégalité AX? —BX —C <0 (A, B et C positifs)
0

implique X < BHvB444C Vgiw < % + \/g. Donc :

Ty N =L ([T108/0r  p—14@2p—n) 12 o\
(f evroan) < 5 ([ (57 -2 Tronn)

([ wioa) ™

On prouve la premiére inégalite de la proposition 4.3 en posant ¢(r,v) = 1. En effet,

I'inégalité précédente et la positivité de hy donnent :

/1/}2p9dt<<(2p ”_1> /pp9dt

Et donc, un retour a I'inégalité (%), nous donne ’estimée ponctuelle :

w2l < <2p—1>”(27;__2)p_1 < /0 Tpith) :

On prouve la seconde inégalité de la proposition 4.3 en posant ¢ = sin4p_(”+1)(ﬁr). On

.
trouve alors, pour tout r < vl

sin®? = (") (VEr)pP 1o < (fzp—1)

1
p /fppﬁdt

2pn

Explosion du majorant lorsque r tend vers %, dans le cas ou k£ >0

Ce résultat de comparaison entre 1y et pg ressemble & ceux établis par P. Petersen et al.

dans 78], [81], [82] et [79]. On remarque cependant que la preuve ci-dessus est plus simple
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et, surtout, que la majoration donnée par le lemme 4.3 est optimale dans le sens suivant :
le fait que tout majorant universel du rapport entre 1/121” et I'intégrale de py doive tendre

vers l'infini lorsque r tend vers % (cas k > 0) est inéluctable. En effet, considérons par

1
V(=€)

/(1—c +
mais fixé). Un calcul direct donne p; = (n — 1)e et 1)) = (n—l)(ﬁ - @) , et
g —€

par conséquent, w > C(p,n)e" 1= p#(l — O(m —)), lorsque r est dans

exemple le cas ou la variété (M™, g) est la sphére canonique de rayon (pour € petit

Vintervalle Jm — €, 7[. I en ressort qu'une inégalité du type ¢(r)?~10 < C(p,n) [, prf dt
n’est possible que si ¢(r) est un O (ﬂ—\/Er)Qp_l] au voisinage de = T Notre choix de ¢ dans
la preuve du lemme 4.3, a savoir ¢(r) = sin(r—/kr)@P~D+2=1) est donc quasi-optimal
puisque le cas qui nous intéresse est le cas ot 2p est arbitrairement proche de n (on pourrait
raffiner les calculs pour remplacer la puissance 4p —n — 1 du sinus dans I’énoncé du lemme
par une constante o > 2p—1 indépendante de p et n et arbitrairement proche de 2p—1).
Au contraire, ’estimée donnée par [79] ne vaut que pour un choix de ¢ exponentiellement
petit au regard de (m — \/%7’) Nous verrons que cette différence est essentielle, et c’est ce
qui nous permettra d’améliorer de maniére quantitative, mais surtout qualitative (voir les

théorémes 4.9, 4.12,...) les théorémes de comparaison énoncés dans [79].

Nous allons tout de suite utiliser la proposition 4.3 pour obtenir un premier théoréme de
comparaison entre les fonctions L et Ly qui représentent les volumes des parties "régulieres"
(voir les définitions précises données en section 4.1.2). Pour cela, nous aurons besoin du

lemme suivant qui résume les propriétés de régularité des fonctions A, A™ | L et L0 .

Lemme 4.4. — On suppose la variété riemannienne compléte. Soit o un réel de l’intervalle

10,1] et m un entier non nul. Soit f la fonction définie sur R (sur )0, \/—[ si k> 0) par

M) (r)\ @
flr)y= (LLk(ﬁ))). On a alors :

(i) L et LU sont des fonctions continues & droite et semi-continues inférieurement a

gauche,
(i) A et AU sont des fonctions continues et dérivables a droite,
r+h r L)\t
(7/7/7,) llmh_) +M ~ OZ( Lk(’f‘())) Volé”_l fgnfl HUCSZL)Q’Z)]C%(T’U) dgn—l (U)7
(1) limy, o f(r +h) = f(r).

Démonstration. — Pour démontrer (i) remarquer que, comme le domaine U, est étoilé
en 0, la fonction 7 — 6(r,v) (ou v est un vecteur unitaire fixé de (Ty,M,gz,)), est une
fonction strictement positive sur un intervalle de la forme ]0,r(v)[ et nulle sur [r(v), +o0[
(r(v) est le rayon de coupure dans la direction v; il peut éventuellement étre infini),
elle est de plus C° sur ]0,7(v)[ et sa borne supérieure sur tout intervalle [0, R] ne dé-

pend que de R et pas de v (car 0(r,v) est le produit de r"_llleo (r,v) par le jacobien
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de exp,,, qui est une fonction C°° sur T, M tout entier). Donc, a r fixé, la fonction
v — B(r,v) est une fonction intégrable sur la sphére unitaire de (7y,M,gz,). Le théo-
reme de convergence dominée de Lebesgue nous assure donc la continuité a droite de la
fonction L(r fsn 16(r,v)dgn-1(v). Le théoréme de Fatou nous donne, quant a lui, que
lim, . L(s) > fsn 1lim, . 0(s,v)dgn-1(v) et, par définition du prolongement de 6 (qui,
a v fixé, est une fonctlon semi-continue inférieurement a gauche de la variable r), on a
fggo—l lim, .- 0(s,v)dgn—1(v) > fsgal 0(r,v)dgn—1(v) = L(r). La fonction L™ étant obte-
nue en remplagant la fonction 6 par 0 en dehors du domaine étoilé USEQ”), on montre donc,
de la méme maniére que pour L, qu’elle est continue & droite et semi-continue inférieure-
ment & gauche (il suffit de changer r(v) en (1 — 1)r(v) dans le raisonnement ci-dessus).
On déduit immédiatement 'inégalité (iv) de () et de la continuité de Lj. La propriété
(#4) découle directement de (i) et des égalités A(r)=/, L(t)dt et Alm )=Jy L) (t) dt (en
effet, 6 étant bornée sur tout compact de T, M \ {0}, on en déduit que L( ™) et L sont des
fonctions de la variable r bornées sur tout compact. Les mesures L(t) dt et L™ (t) dt sont
donc sans atomes).

Pour tout réel r > 0 donné, on note S Pensemble des directions v € St € TyyM en
g telles que (-Z51v) € Uy, i.e. s = [UQEO ™A S(0z,7)]. Posons S(m) (r)=exp,, (rS,(nm))
(c’est I'intersection de la spheére-géodésique de rayon r avec Ué’g“) et L™ (r) est le volume
riemannien n—1-dimensionnel de I’hypersurface réguliere S (r)). Un champ normal a
cette hypersurface au point exp, (rv) étant donné par 4,(r) (ou 7, est la géodésique

t + exp,, (tv)), on obtient une déformation normale H; de S (r) en posant :

Hy[yo(r)] = expy, () [t0(r)] = expy, ((r + t)v)

Si 0 <n < =, les ensembles H, [S(m)( )] sont des hypersurfaces réguliéres (car, pour

tout v € S ), (r +n)v € Uy,) et on définit L™ (r + 7)) = Vol,,—1 (H, [S(m) (r)]). Remar-
(m)

quons que 7.S; ~ est d’adhérence compacte, incluse dans Uy, : ceci dérive de la continuité

(voir [87]) de la fonction qui & un vecteur unitaire v de T, M associe r(v) (longueur maxi-

male d’une géodésique minimisante issue de zy et de vecteur vitesse v); les éléments de

(m)

l’adhérence de .S, dans T},M sont de la forme r.v, ot v est la limite d'une suite d’élé-

ments v, de ng)' On a donc r(vy,) >

(m)

et donc ’adhérence de r.S;

—or, d'ottr(v) > —gr > r. Ils’ensuit que r.v € Uy,

est dans Up,. Cette adhérence est compacte, puisque fermée
bornée dans T, M. Posons dy = d(r.S&m),TIOM \ Uwo). Ce qui précéde prouve que dy > 0.
La fonction h = %% étant réguliere sur Uy, elle est bornée sur le %O—voisinage tubulaire
fermé de S™) (r ) donc uniformément bornée sur chacune des hypersurfaces H,[S (m) (r)],
pourvu que n < 9. Si k < 0, la fonction vy, est également uniformément bornée sur ces
hypersurfaces. Si k: > (), elle I’est encore, sous la condition r < f etn<i 5 min (do, 7r —r).

T

Il s’ensuit que v, est intégrable sur S(m )(1") (lorsque r < N si k > 0). La formule de
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variation premiére du volume des déformations normales des hypersurfaces (cf [87] p. 329)
nous donne :

7 (m) _J(m)
lim LU (r +n)—L")(r) :/
n—0+ n S

hgr,v)]lU(m)Q(r,v) dgn-1(v) < / (Vk + e ) 1 om) 0 dign—1(v)
zQ 1 0o

s Szo
(remarquer que cette inégalité serait plus délicate a obtenir pour la fonction L, car alors
il pourrait y avoir des problémes d’intégrabilité de la fonction h sur S(0,7) N U,,, celle-
ci n’étant généralement plus bornée; nous avons contourné cette difficulté en travaillant
avec les fonctions L(™). D’autre part, S (r +n) c S0 (r 4+ 1) lorsque n > 0 et
donc LU (r +n) < LU (r + 1) (avec égalité lorsque 7 = 0). On en déduit donc que
L(m)(r+n%—L(m)(r) < hg(r)LM™ () + fsgo—l ]IU%n)z/JkH dgn-1. On obtient alors facile-

ment le cas a = 1 de (7i7), puisque Ly est dérivable de dérivée hy Ly et que :

limn_)0+

L) (r4+n) LM (r)
Tm Ly (r+n) Ly (r)

n—0+ n
— LM (r 4+ q) — L0 (r) 1 1 1
= lim + lim m r4+n)— —
o nLe() Jim |2+ ) (s~ o))
_ Tm LM (r+n) = L™ () LU (r)hy(r)
n—0+ nLy(r) Li(r)

1 0
< —7F 1 (m) - Vg - — dgn-
= Vol Sn—1 /Sn—l Ua(so) i, 0, sn—1

Notons B la quantité W Jon— 1 omy - - % dgn-1 (on a B > 0). Alors, d’aprés ce qui
o

précede, pour tout € > 0, il existe 7. > 0 tel que pour tout n €]0,n[, on ait l'inégalité

(m) (m) .
LLk(ﬁ’:;?) < LLk(g) +n(B+e). Si a < 1 alors (z 4+ 1)* < 2%+ anz®~! (pour tout z > 0 et

tout n > 0, par inégalité de concavité), d’ou :
m\“ m\“ 1,(m) “ m\“
- _ | = < _ | =
( = ><r+n> ( = )(r) < ( (1) +n<B+e>> ( - ><r>
a—1
(m)
a (—) (r)n(B +e€)
Ly

a—1

On en déduit que En_)mw < a(B+e) (%TZ)) r) pour tout € > 0. On obtient

IA

I’inégalité annoncée en faisant tendre € vers 0. .
Le lemme précédent et le lemme 4.3 nous permettent de démontrer un premier résultat

de comparaison entre les fonctions L et Ly, qui sera beaucoup utilisé dans la suite :

Lemme 4.5. — Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte de dimension n. Soient
k et p des nombres réels tels que p > n/2 et soit m un entier non nul. Les fonctions Lim),

L et Ly vérifient les inégalités suivantes :
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(i) Pour tout t <r (avec r < ﬁ sik>0):

Lim) Lim) 1 r 0
_ < 1 ooy -ty - — e den_
L, WS /t /S,H( up " Vh 9k> ds - dgn-a(v)

(11) Pour tout t <r (avec r < ﬁ sik>0):
L\ %=1 L\ %1 1 = Lo g
p— p— n — p— =T S
() V- () < )" ™
Ly Ly (2]? - 1)(2]7 - n) < B(zo,r) ) t lep—l (8)

(111) Si k > 0, et2—%§t§r<%alom:

p—1

<L£k> %_ (L%) %S ((Vol Sn—l)pl?(;pl_ p— n)) o

wor A(VREI(r— 1)
- </B(z0,,«> p;;) A(r — VEr)(m — Vkt)

Cas de la dimension 2

Encore une fois, dans le cas n = 2, les conclusions du lemme valent encore pour p =1,

par passage a la limite.

Démonstration. — Posons I, =]0,+o0[ si £ < 0 et I, =|0, ﬁ[ si k£ > 0. Soit v un
vecteur unitaire donné de T, M, rappelons que la fonction s — ]IUQES”) - %(s,v) est
continue et positive sur un intervalle de la forme ]0,7(v)[N} et nulle sur [r(v), +oo[NI}
(ou 7(v) peut-étre infini). Toujours par continuité de la fonction r(v), 'ensemble Ug%n) est
d’adhérence incluse dans U,,. Comme la fonction (1/%%) est continue sur Uy, N (I L X S”_l),
elle est uniformément bornée sur Ug%n) N (I 1o X S”_l), pour tout intervalle compact I}, inclus
dans Ig. Il s’ensuit que (HU%”) zpk%) est uniformément bornée sur I x S*—!. Notons que
son intégrale sur S™~! est uniformément bornée sur I .- De méme que pour L (cf lemme
4.4), les théorémes de convergence dominée de Lebesgue et de Fatou impliquent donc que
la fonction r — fs:(;l ]IUQ(ES”) Sy - %(r,v) dgn-1(v) est continue & droite et semi continue
inférieurement & gauche sur I, et la fonction r — for fs’;o‘l ]IU;:)") Sy - % est continue,
et dérivable a droite sur Ij (remarquer que vy - % tend vers 0 avec r). D’aprés le lemme

4.4 (pour a = 1), on peut appliquer le lemme des accroissements finis 4.2 & la fonction

(m) . . . <, sl /e
f(r) = LLk (r) — s Jo fggo—l ﬂUﬁg”) g - % et ainsi obtenir U'inégalité (i).




LEMME FONDAMENTAL DE COMPARAISON 117

1

ﬁ) nous permet d’appliquer le lemme 4.2 &

De méme, le lemme 4.4 (ol on pose a=

la fonction :

L(m) 1 1 1 T L(m) 1
— 2p—1 _ 2p—1 m t,v) dvdt,
f) =) 0 = g voree / ) /Sgol vl Ve ( v) dv

(rappelons que nous avons démontré ci-dessus que U'intégrant du second terme est borné

uniformément sur tout intervalle compact inclus dans Ij). Ceci nous donne :

Lm 1 Lm 1
1 (p) — i

Ly, Ly,

1 ropm) oy 1
= 2p—1/t ( Ly, ) 1V01Sn 1/ U(m) (O (s v) dvds

Or, l'inégalité de Holder nous donne :

2(1—p)
L(m) 2(; P) 1 ) L(m) 1
( ' n—l/ Loy - 5= = %/ U(m) (N
Lk VOl S gn—l 0 Qk (Lk) p—1 Sgo 1
2(1 p)
(L(m)) 2p— </ . 9) 22(§:}) </ ¢2p 1 >2p11
(Ly)7T sz Ui’ S huy
1 op—1,) 3T
= T( e 9)
(Lk) =1 NSz o

Dont on obtient :

T L(m) 1 1 1
(*) /t (L—k)zp 1 W/g" ) U(m) Vg + —
&0]

" 1 _ T
< / 71(/ A om S 0(s,0) dgn—l(v)) T ds.
t Lg(s)2»—1 sy 0o

Or, d’apreés le lemme fondamental de comparaison 4.3, on a :

1 /’“ 1 / 91 T
1w ” ™ 0(s,v)
_ _1 no1 Us k
=1 L,iM(s)( sgpt Vo )
n—1 o= / / / 1
< m) Pr.0 ds
- [(2p—1)(2p—n)] 2p 1 \Jgnot Uy )pp

<[@=@=ml 1</t ) (o7

k (s)

On en déduit Pinégalité (44) pour les fonctions L™ . Pour t<mj21° et m assez grand, on a

myy 1
L) (t) = L(t) et donc (%) 2?*1(t)t—>01. L’inégalité (i) pour les fonctions L™ nous

donne alors la majoration uniforme :

LU (r) < Ly(r) [1 " ((fzp —Ti)_(fz; - n)) i </B<xo,r> pﬁ) . /0 LQdfij(S)] |
k




118 THEOREMES DE COMPARAISON

Par passage a la limite, on en déduit que L(r) est fini. On peut donc passer a la limite
dans linégalité (i) obtenue plus haut pour les fonctions L(™)| et établir ainsi la propriété
(74) pour la fonction L.

. n—1
Pour prouver (#i4), remarquons d’abord que pour k > 0, on a Ly (r) = Vol S*~! (%) )

donc, d’apres (x) :

1 T LM (s)\ 354 0
1yt — dud
VolS”—1/t< Ln ) /Snl ug Vi, dvds
Qo

r ool < Ap—n— 2p—1

S/ o </ L om) sin’? 1(\/Esl)wkp de> 2pl_lds,
¢ sin?(Vks) \Jspo1 Ueo Vol S7—

et donc, d’aprés le lemme fondamental 4.3, on obtient, comme dans la démonstration de

(i) :

()0 - ()0

(n—1) [T (VR
= <(Vol Sn—l)p%l@p —1)(2p — n)) (/B(ro,r) pﬁ) /t sin?(vks) ds

Or remarquez que, par concavité du sinus, pour tout ﬁ <t<r< %, on a :
n—1
" (\/E) 2p—1 2 n—1 /’” ds
Y gs < o (VE) 21 .
/t sin?(Vks) ~ 4 VH) t (1 —Vks)2
_RWERE T YR G (VR (- 1)

- 4k avir U2 T A = VEr)(r — VEt)

On obtient I'inégalité (i), pour les fonctions L™, en combinant les 2 derniéres inégalités

précédentes ; puis I'inégalité (i7i) pour les fonctions L en faisant tendre m vers +oc. 0

4.2 Minorant négatif de la courbure de Ricci

4.2.1 Comparaison des volumes

Dans cette section, nous donnons des théorémes de comparaison sur les fonctions A et
L (ou A(r) = Vol B(x,r) et L(r) est le volume n—1-dimensionnel de la partie réguliére
de la sphére S(z,r)) du type Bishop-Gromov et du type Bishop qui ne seront «optimaux»
que pour k < 0 (voir la section suivante pour des énoncés optimaux dans le cas k > 0).
En dehors du théoréme 4.9, les résultats exposés dans cette section ne présentent pas
d’originalité notable par rapport a ceux de [81], si ce n’est dans la forme que nous leur
donnons (et peut-étre dans l'optimalité des constantes). Toutefois, puisque nous nous en
servons dans la suite, et par souci de complétude, nous les énoncons et en donnons une

preuve :
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Théoréme 4.6. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, Ry et k des nombres réels tels que
p>n/2et Ry >0 (Ry < ﬁ si k> 0). Alors, pour toute variété riemannienne compléte
(M™, g) de dimension n, on a, pour tout point x € M :

(1) Pour tout couple (r, R) de nombres réels tels que 0 <r < R < Ry :

1
Vol B(x,r) | 2»—1 2 2o [ Ap(r) 2T
— >(1-B k|R) R2»-1 i —
| 2 0 B IER R | 25T
lsik>0 e 1)P—1(2p—1)3P—1\ To=T
ol Oék(T‘) = n [T sh™ 1t dt 2‘11;—1 . et B(p7 n) :(( 1()2p—£z2)€p—12) ) w
(Orin) sinon
1
(i1) Si Rol|pkll; g, < € <inf(L, 1 %= ), alors :

(2B(pn)ai (\/K[Ro)) 7

7\‘//;15((552) > (1 - 2B m)or(VIFR)eFT) [

Apg(r) }
Ap(R) ]~

Remarque. — Les fonctions «aj sont optimales dans la mesure ou ax(1/|k|R) tend vers
ap(y/|k|R) = 1 lorsque k — 0. Remarquer aussi que «y, est croissante et tend vers oo avec
V/|k|R lorsque k < 0. Enfin, B(p,n) tend vers +oc lorsque p tend vers % (y compris pour
n=2).

Variante

Soit Cz, un cone de directions de T, M. On peut remplacer, dans le théoreme de com-
paraison précédent, les boules géodésiques par les cones géodédiques de méme centre et
méme rayon engendrés par Cg, (i.e. les domaines de la forme B(zo, R) N exp,,Cy, que
'on compare aux domaines de B(yo, ) N exp,, (Cy,) dans la variété simplement connexe
S; de courbure constante égale & k, ou Cy, est I'image du cone C,, par une isolmétrie
linéaire indentifiant Ty, M et Ty,Sy). Mais il faut alors remplacer le terme R|p||>  par

R ~/.13(10,R)ﬁexpzo(cmo) PP 1/ p RH H% A(R) 1/2p
Vol B(wo, R)Nexp,, (Crg) ou par Li||pll, r VoI B(xo,R)Nexp,, (Cq)

tats de comparaison permet de controler les constantes de Sobolev en courbure de Ricci

. Ce type de résul-

presque positive, en faisant ’hypothése supplémentaire que toutes les variétés considérées
admettent un méme minorant pour le volume des boules géodésique de rayon 1. A ce

propos, on peut consulter les travaux de D. Yang [94], étendus dans [82].

Démonstration du théoréme 4.6. — Comme dans la démonstration du lemme 4.5, on
établit d’abord l'inégalité énoncée pour les fonctions A puis on fait tendre m vers +oo.

Le lemme 4.5 (i) et 'inégalité de Holder nous donnent, pour tout couple de réels (¢,r) tels
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quet<r < Rg:

L(m)('r) L(m (t) 1 -1 ﬁ (m) s 1_2;7%1 s *

Donc, d’aprés le lemme fondamental 4.3, 'inégalité de Holder et Pégalité A(r) = [ L(t) dt,

on obtient :
m) (’I") m) () n—1 ;p—ill T (m) (5)1—2;7%1 Tlfl
L) L)~ Y [(219 —1)(2p - n)} /t o Li(s) </B<r0’s)p£> v

1

n—1 = R " 1
< _ p (m) 1 p—

la derniére inégalité découlant du fait que Lj est croissante sur [0, Rg]. En utilisant I'in-

égalité de Holder, qui nous donne :
T
[ Ems) T ds < (= 7 (AT - A ),
t
en multipliant 'inégalité par Ly(r)Lk(t) et en intégrant cette inégalité par rapport a la
variable ¢ entre 0 et r, on obtient :

L (1) Ag(r) — Li(r) AT (r)

1

<(2p-1) [<(2p _q)_@;_n)f_l/mm%’;]ﬁ (/Or(r—t)%lldt> Lk(r)(A<m>(r))%

_1 2(p—1)

2p — 1)? -1 p-1 P, Alm) 2p=1
<2 ( ] > [ S e | A
2p (2p—1)(2p — n) B(wo,r) Ax(r) Ag(r)

La fonction A(m fo t)dt est dérivable a droite en tout point et de dérivée

L) (r) (car L™ est continue & dr01te), Ay est C! de dérivée Ly(r), on en déduit que %7:)

est dérivable & droite en tout point. De plus, d’aprés l'inégalité précédente, sa dérivée a
droite vérifie I'inégalité :

(m) T T ()
d [ A™ Al - 721 Ly (r
— (=] <[—| () Cpn / o 2p—1)———~.
W<M>m <@>(> <><mmk =1

o=l =
ou C'(p,n) = 21;;1 ( n_l )) #~! Comme la fonction [%:L)] 71 est dérivable a droite

(2p—1)(2p—n
cf le lemme 4.4 (¢2)), on en déduit, en multipliant 'inégalité précédente par le facteur
g
m L1
Tl—l (#) 771 et en intégrant (en appliquant le lemme 4.2) que :
BT ] B m )
et Alm P . t 21 Ly (t
ATAR) Diccwn( [ a) [ Ya
Ak(R) Apg(r) B(zo,R) 0 Allj_ﬁ(t)
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Il suffit, pour conclure, d’estimer le dernier terme de I'inégalité. Une intégration par partie

R 1+ 1+ R 1
t 271[/ t R 2p—1 t2 1
/ L) gy - gy +2p/ et
0 o 0 AP (¢)

A () Ap(R)2-1
(remarquer qu’il n’y a pas de probléme de convergence en zéro car Ag(t) ~¢ c,.t" et

donne :

2p —n > 0). Si k > 0 (resp. si k < 0), on minore Ay(t) par (%)"Ax(R) (resp. par
Ap(t) = VOIS" t”) en vertu de la concavité de la fonction sinus (resp. de la convexité de

la fonction sh). On en déduit, en posant o/ = min (Y22 — " A’;%(n )) :

1
/ L gy
0o afEIE) T @p—n)@)E

p(2p—1) e

On en déduit que :

1
2p—1

_1
2p—1

A (R)
Ap(R)

Alm) (r)
fik(r)

A(R) \ 51 %1
B(p n)R2p 1 Hpk”?f;(}g (0,R)) (Ak((R))) 2p—1 maX(AO(Ri s 1) 2p—1

- R\/i n—1
N 2p—1)3P~1(n—1)P~1 2p—1 A ( ht dt .
ou B(p,n) = <(p (2)p n)(32 2) ) P Or AS(R) — ko (R\/“%) si k < 0, ce qui conclut,

en faisant tendre m vers +o00 et A vers A.
Pour démontrer (ii), remarquer que l'inégalité (x*) reste vérifiée si on y remplace R

par Rg dans le second membre uniquement. Le méme calcul que ci-dessus donne alors :

T ™2 Bl RSl b e VTR (5 ) 7

(k% %)

En appliquant (¢), on obtient :

[fk((lz))} 7 > [ﬁﬁ%} v (1 _B(pan)ak(\/WRO)(R(2)||Pk||LP(B(xo,Ro)))2;“>

( A(Ro) >2p 1
2\ Ax(Ro) ’
la derniére inégalité découlant de ’hypothése faite sur €. On conclut en remplagant le terme

_1 _1
(ﬁc((ll%%oo))) ™" par 2(%) 71 dans I'inéquation (x * *).

Cas de la dimension 2

Dans le cas n = 2 et p = 1, on peut établir la version faible suivante du théoréme 4.6,

qui nous servira pour démontrer notre théoréme de type Myers pour les surfaces telles que

|p1ll1,47x soit petit :
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Lemme 4.7. — Pour tout couple (r, R) de réels tels que 0 < r < R et pour toute surface
riemannienne compléte (S, g), dont on note K la courbure sectionnelle, on a, pour tout

point x de S :

Vol B(z,r) T

W) s (L -
Vol B(x,R) — (R K

2 2 1
R -Ilnr)— —
) —r(nR m)volB(x,R) /B(w,R)

Démonstration. — On reprend dans la preuve précédente 'inégalité différentielle vérifiée

par %T:) et on fait tendre p vers 1 dans cette inégalité (avec n = 2), on obtient alors :

d (AM 1
—(—— < = K~
dr( Ag )(T) T T J Bz,
qui s’intégre en :

Alm) (R) B Alm) (r)

mR? 2

§l(lnR—lnr)/ K~
™ B(zo,R)

72 on obtient le résultat

En faisant tendre m vers +o0o et en multipliant 1’inégalité par AR

annonceé.

O

On obtient immédiatement le corollaire suivant (théoréme de type Bishop), en faisant

tendre r vers 0 dans le théoréme 4.6 :

Théoréme 4.8. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, Ry et k des nombres réels tels que
p>5etRy>0(Ry < ﬁ st k > 0). Alors, pour toute variété riemannienne compléte
(M™,g) de dimension n, pour tout nombre réel R tel que 0 < R < Ry et pour tout point
re M, ona:

(1)

1

(1= B, m)ar(v/IMR) (B pillp.r) 77 ) Vol Bz, R)%-1 < Ay(R)® 1.
1 1-2p
(it) St Rollpxll) p, < € < inf (1, (4B(p, n)ouw(\/[k|Ro)) 2 ), alors :

2p

Vol B(z, R) < (1 + 4B(p,n)ak(\/@30)e2w)2p_l Ar(R),

ot B(p,n) et oy sont les mémes constantes que dans le théoréeme 4.6.

Le théoréme suivant est une version du théoréme de Bishop portant sur le volume des
spheéres (ou plus précisément sur le volume de la partie réguliére des sphéres géodésiques).

Il n’est pas présent dans les travaux de P. Petersen, G. Wei et C. Sprouse [81] et [79].
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Théoréme 4.9. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, Ry et k des nombres réels tels que

p>g et Ry>0 (Ry < Q\Lf stk >0). Alors, pour toute variété riemannienne compléte

1-2p
(M™, g) de dimension n, qui vérifie R0||pk||p Ro S inf (1, (4B(p, n)ou(+/]k| Ro ) ), pour
tout couple de nombres réels (r, R) tels que 0 < r < R < Ry et pour tout point x € M, on

a

() - (L5 <2 vt

On en déduit :

1 2 op \ 2P
L(R) < <1 + 9551 pr 1B(p,n)ak(\/ |k\R0)62P1> Li(R),

ot les constantes B(p,n) et oy on été définies au théoréme 4.6.

Démonstration. — Ce théoréme découle directement du lemme 4.5 et du théoréme 4.8
puisque fB(rO’T) P < llpxllh gy A(Ro) < 2llpkll} g, Ak(Ro) d’apres le théoreme 4.8 (ii). Le

lemme 4.5 (i7) donne alors :

p—1
n—1 2p-1 1 19 1 [Ho < Ar(Ro) >2p1
< 22p-1( R, 2 2p—1 — _rv 7
< (@ hm—m) (Foll okl o) 5 Jy \ RoLils)

Enfin, L; est une fonction croissante sous nos hypotheses et Ag(r fo Li(s) ds, donc

)y =22 T A (Ro)s?P) P77 Li(s) S)\ 522 4, .
(GEm)™ T <1 or <11%40k1§f(08))) el k(R:A%()))zpllk % (ii((s)))%_l’ don (en réutili-
k S

sant une estimée de la démonstration du théoréme 4.6), on obtient :

1 [Fo/ AL(Ry) T 2p(2p —1)
ml () = )

et donc la premiére inégalité par définition de B(p,n). Le deuxiéme inégalité s’en déduit

en faisant tendre r vers 0. O

4.2.2 Retour sur les hypothéses intégrales de courbure

Le théoréme précédent nous permet de comparer entres elles des hypothéses de mino-
ration intégrale de la courbure de Ricci associées a des rayons différents. La proposition
suivante sera un des ingrédients essentiels des démonstrations d’équivalents, dans le cas

k > 0, des théorémes de comparaison précédents.

Lemme 4.10. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, k, v et R des nombres réels tels

que p > 5 et 0 < r < R. Notons B(p,n) et ay(r) les constantes universelles définies au
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théoreme 4.6. Alors pour toute variété riemannienne compléte (M™, g) de dimension n, on

a .’

(i) Sik <0 et Rlpg]2 < inf[1, (4B(p, n)on(VIFIR) a } alors

1 Ar(R)r?
rloellds < [ (")

R%AMM]XRWMbR_ [AMR)

1 1-2p
(ii) Si k < 0 et rl|pgl|Z, < mf[1, (4B (p, n)ar(v/THr)) 2 ] alors

RHPk”pR < R [ Ag(r)

]é Lol
T Pk|p,r-
An(r/3) ’

1—2p

1 1—2p
(iii) Si k>0, et Rllp2 5 < inf[l, (4B(p,n)) = } alors

L r
sl <2 (%) S RloelE < 2Rlpul 2

1 1-2
(iv) Sik >0, et rlpp|2r < mf[l, (4B(p,n)) > } alors

1 R n 1 R 1
Rlloul < 2285 0l0ul < 65rlonl

ot B(p,n) a été défini au théoréme 4.6.

Démonstration. — La démonstration des inégalités (i) et (iii) est immeédiate & partir du

théoreme 4.6 (remarquer que, lorsque & > 0, on a ||pollp,r < ||pkllp,r, ce qui permet de

se débarrasser de la contrainte R < - et de majorer ﬂ par 2p( )™; on conclut en

\/E
remarquant que A’f(pT) < AZQ(I;‘ 7 < Ao( R) dans le cas (i)). Pour les inégalités (ii) et (iv), on

utilise la technique classique qui consiste & considérer un remplissage maximal (B;);e; d'une
boule B de centre zg fixé et de rayon R par des boules B; = B;(x;, 5) de rayon r/3, incluses
dans B, deux & deux disjointes. On a alors B(zg, R) C U;B(x;,7) : en effet, s’il existe un
point z dans B(xzg, R) \ U;B(z;, ), notons ¢ un segment géodésique minimisant joignant
T & x et posons x' = c¢(tg), out tg = min[d(zo,x), R — %]; on aurait alors les inégalités
d(wg,2') < R — %, d(x,2") < % et d(x,2;) > r pour tout indice i, ce qui impliquerait que
B(z', %) est entierement incluse dans B(zg, R) et ne rencontre aucune des boules B(z;, §),

ce qui contredirait la maximalité du remplissage (B (x4, %))Z ¢ On adonc :

1 / » Vol B(x;,r) 1 / E
Vol B(z0, R) Jp@wory * 2 Vol B, R) Vol B(w:,7) Jis(err)

= e VolB(mZ,r/B) Flipr
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car Vol B(zg, R) > Y Vol B(z;,7/3), puisque 'UIB(a:Z-,r/3) C B(zg, R) et que les boules
i€l S
B(x;,r/3) sont deux a deux disjointes. On conclut alors en utilisant le théoréme 4.6. 0

Remarques qualitatives sur les hypothéses intégrales de courbure

Fixons R et supposons que R?||pk|l,.r est suffisamment petit. Le lemme 4.10 (i) et
(#43) montre que ceci implique que r2||pg||, est petit pour tout r inférieur & R (plus r
sera petit, plus 72||px||p» sera petit). Inversement, si on fixe r et si ||p||p., est petit, alors
| pkllp.r est petit pour tout R supérieur a r. En revanche, un controle sur r2(|pg||,, (qui
est une quantité invariante pas homothéties, donc a priori plus intéressante que la quantité
| pk|lp.r) pour un r donné ne donne un bon controle sur R?(|p ||, r que pour des rayons R
pas trop grands par rapport & r (cfle lemme 4.10 (i7) et (iv)). En fait, il ne peut exister de
controle de R?||py||,r en fonction de 72| pg ||, qui soit indépendant du rapport £ : en effe
(en nous plagant, pour simplifier, dans le cas k = 1) Phypothése r2(|p1 |, < € est vérifice
pour tout r < m et sur toute variété de courbure de Ricci minorée par —(n— 1) (car
on a alors p; = (Ric— (n—1))" < 2(n—1), dot r?|p1p, < 2r*(n—1)). Cette hypothese
n’implique donc aucune restriction sur le diamétre ou sur la topologie de la variété, elle
est donc non signifiante, alors que, par exemple, 'hypothese R?||p1 ||, r < € (pour R = 27)
implique, comme nous allons le voir, de fortes restrictions sur les variétés qui la vérifient.

C’est la raison pour laquelle, dans la section suivante, pour obtenir une majoration du

|lp1lp.r
inf(1,r2)

lemme 4.10, aux hypotheses du théoréme 4.12).

diamétre, il faut faire une hypothése du type < e (qui est équivalente, d’aprés le

4.3 Minorant positif de la courbure de Ricci

Dans cette section, nous démontrons les théorémes de comparaison en courbure de Ricci
presque supérieure & (n—1) dont nous aurons besoin dans le chapitre 5. Nous commengons
par montrer que, si une variété riemannienne compléte supporte une métrique de courbure
presque minorée par (n—1), alors cette variété est compacte et son diamétre est presque
majoré par 7 (théoréme 4.12). C’est une extension du théoréme de comparaison de Myers.
Cette majoration du diamétre nous permet, par la suite, d’obtenir des versions optimales
du théoréme de comparaison de Bishop-Gromov sur le volume des boules et des sphéres
géodésiques (théorémes 4.15 et 4.16). La majoration du diameétre nous permet aussi de
déduire du théoréme 1.2 de S. Gallot une majoration des constantes de Sobolev sans ma-
joration a priori du diameétre (théoréme 4.17). Cette majoration des constantes de Sobolev

nous permettra d’appliquer les résultats de la premiére partie de cette these a la démons-
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tration des théorémes de la sphére (en courbure de Ricci presque minorée par (n—1)) du
chapitre 5. Avant de clore ce chapitre, nous utiliserons la majoration des constantes de
Sobolev pour montrer que les variétés de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) ont
leur premiére valeur propre (non nulle) du spectre du laplacien presque minorée par n et

leur premier groupe de cohomologie réelle trivial.

4.3.1 Majoration du Diamétre

On démontre ici que, si le pincement intégral |pi|l,,r sur la courbure de Ricci est
suffisamment petit alors la variété est compacte et de diameétre majoré par une constante
qui tend vers 7 lorsque ||p1]|p,r tend vers 0. Notre stratégie pour démontrer cela est de
s’appuyer sur une étude précise de la fonction L (on rappelle que L(r) est le volume (n—1)-
dimensionnel de la partie réguliére de la sphére-géodésique centrée en un point zg et de
rayon 7). Pour démontrer que le diamétre d’une variété est majoré par D, il suffit de
montrer que L(D) est nul pour tout choix de zy. Dans la partie précédente, on a montré
que la fonction L est majorée par la fonction L; multipliée par un terme qui tend vers 1
lorsque la norme LP de pg tend vers 0. Toutefois, cette majoration n’est valable pour tout
rayon 7 que dans le cas k < 0, et dans le cas k > 0, elle est seulement valable pour des
rayons inférieurs a ﬁ Cela ne permet pas de conclure & I'annulation de L. On pourrait
chercher & étendre cette majoration de L par Ly au cas k = 1 et § < r <, en utilisant
la deuxiéme partie du lemme fondamental de comparaison 4.3 (voir aussi le lemme 4.5
(7i7)) ; mais le majorant de %, ainsi obtenu, tend vers 400 lorsque r tend vers 7 (cette
situation est normale, puisque ’exemple des sphéres de rayon arbitrairement proche de
1, mais strictement supérieur & 1 nous montre qu’un majorant universel du diamétre des
variétés de courbure de Ricci presque supérieure a n—1 ne peut étre que strictement plus
grand que 7. Cet exemple prouve d’ailleurs aussi que, dans ce cas, % g 400, puisque
Li(w) = 0). L’idée de notre preuve est en fait de majorer L(r) en fonction de Ly (r) pour
un k < 1 dépendant de r et choisi de maniére & ce que, lorsque ||pi||p 4~ est suffisamment
(et universellement) petit, le majorant de L(r) soit, non pas nul, mais arbitrairement petit
pour tout rayon r compris entre 7 et 37” On en déduit alors que les couronnes comprises
entre deux sphéres concentriques de rayons m et 37” ont un volume relatif, dans la boule de
rayon 37”, qui tend vers 0 avec le pincement intégral de p;. Or, si le diamétre de la variété
est effectivement beaucoup plus grand que 7, une des couronnes citées plus haut contient
une boule de rayon minoré, dont le volume relatif (dans une boule de méme centre et de
rayon 4m) tend donc vers 0 avec ||p1]/par. Ceci est en contradiction avec le théoréme de
type Bishop-Gromov 4.6 (appliqué en posant k£ = 0), démontré dans la section précédente.

Une version moins précise de ce résultat de majoration du diameétre est énoncée dans

[79], mais la démonstration contient plusieurs erreurs fondamentales, et il s’avére que la
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stratégie sur laquelle elle s’appuie (principe du maximum généralisé¢) ne peut pas fonc-
tionner. Voir la remarque a la fin de cette sous-section pour une analyse détaillée de la
"preuve" de ce résultat dans [79].

Nous commencons par établir le lemme suivant, qui est une majoration du volume
(n—1)-dimensionnel de la partie réguliére des sphéres (i.e. de L) de rayons plus grand que

o

Lemme 4.11. — Soient n un entier (n > 2) et p un nombre réel tel que p > n/2.

Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte de dimension n, et x un point de M.
_ 1

Si |[(Ric — (n = 1)) |ro(Bar) < € < (%)2 v, alors, pour tout rayon r de l'intervalle

[m,2m — €], on a :

p(n—1)
Lx(r) < C(p,n)Ax(Qﬂ')eT—i’

ot C(p,n) = %227"'“”_3 + (2772)21’_1W (et on a mis, pour mémoire, en indice aux

fonctions L et A, le centre x des sphéres-géodésiques et des boules considérées).

Cas de la dimension 2

On a la méme conclusion dans le cas n = 2 et p = 1 par passage & la limite dans la

preuve qui suit.

Démonstration. — Par souci de simplicité, nous revenons aux notations L et A sans

P
indice dans la preuve qui suit. Posons ¢ = €21 et, pour tout réel fixé r de l'intervalle

[, 2(m —€)], nous posons k, = (W;;)Q. On a alors k, < 1 (puisque ’T;El < 1). En appliquant
le lemme 4.5 (iii) avec k = k, (et l'égalité Ly, = Vol S”_l(L\/k—kT”)n_l), on obtient, pour

tout réel t vérifiant ﬁ < % <1:

L(r)» . L(t)wt 1
(sin(VEr) @1 (sin(VE1) 2t

n—1 2p-1 et 2 (r —t)
= <(2p - 1)(2p - ’I’L)) </B(:c,27r) pll)) 4(7T - \/k_rt)(ﬂ' — \/k'—ﬂ“)

Ou on a utilisé le fait que pg,. < p;. Or, sous nos hypotheéses, on a :

<

= < <<

A — VR —VEr) 4 — Db T dd(m—d) ~ 2 e

On en déduit que :

772(7’ —t) 772(7° —t) 2 T 2
!

- 1

LT L)FT n—1 ez 7T n2
(sin(vEr) BT (sin(v/Fpt)) =1 = <(2p —1)(2p - n)> (/B(x,%) pf) ¢

—1 2p—1 g2p—1 1
< 2 n -
-”T<@p—n@p—m> Almy==
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n—1 n—1
En multipliant cette inégalité par (sin(ry/k,))2-1 < (¢/)2r=1, on obtient que, pour tout

te] )r,r],ona:

T _
2(r—é’
n—1

p—1 1 j2
1 1 e 2p—1 n—1 2p—1 A(27T) 2p—1¢2p—1
L(r)z-—t < L(t)2»-1 { ———— —|—7'r2< > - .
) ©) <Sin((7f—€)t)> (2p —1)(2p —n) =

En utilisant l'inégalité (a + b)® < 2271(a® + b%) lorsque a,b > 0, pour a = 2p — 1, et le
fait que, si on se restreint aux valeurs de ¢ comprises dans l'intervalle [2(7r—7:6,)r, %r],

alors on a l'inégalité sin[(m — €)L] > sin(§) = 3, on obtient :

p(n—1)

)>p_1A(27T)6 w1

n—1
(2p—-1)(2p—n

(n—1)
L(r) < 227t 3¢ 21 L(t) + (272) %! <

pour tout t € [ﬁr, %r] (noter que 6( " ST donc £ <1).

Par le théoréme de la moyenne il existe au moins une valeur de ¢ dans l'intervalle

Smr
telle que L(t) soit majoré par % [*5.7 L(s)ds que 'on majore

[ ™
2(mr—e’) ’6(7r €’ PTes=

571,
par 3 f027r = 2 A(2r). Ceci donne :

r 3 52ptn-3 72)2p—1 n—1 ot
)< |2t 0 ()

p(n—1)

A(2m)e 2T .

O

Le lemme précédent nous permet de montrer que le volume relatif des boules de rayon

inférieure a 7/4, dont le centre est situé a une distance de z proche de ?jT”, est petit.
Combiné au théoréme 4.6 qui minore ce volume relatif, on en déduit qu’il n’existe pas
de point situé trop loin de z. En raffinant cet argument, nous obtenons la généralisation

suivante du théoréme de Myers :

Théoréme 4.12 (type Myers). — Soit n un entier (n > 2). Soit p et R des nombres
réels arbitraires tels que p > n/2 et R > 0. On pose C'(p,n) = [(12)*(47)"C(p,n)| "1

(o C(p,n) a été définie au lemme 4.11) et a(p,n) = inf(lﬁo,’zi T L 1), ol
77 (24m)2[4B(pm)) P

B(p,n) a été défini au théoréeme 4.6. Alors, on a :

(i) Si R < 4x, toute variété riemannienne connexe compléte (M™, g) de dimension n, qui

vérifie sup,, || (Ric — (n — 1)) " | 1o(B(2,r)) < € < a(p,n), est de diameétre majoré par :
7r(1 + C/(p,n)eﬁ),

En particulier, M est compacte.

(ii) Dans le cas ot R > 4w, on a les mémes conclusions sous Uhypothése plus restrictive

R*sup, || (Ric — (n — 1)) |l o(B,r)) < € < alp,n).
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Démonstration. — Les hypothéses de (i) et (i7) et le choix de a(p,n) impliquent que
les hypothéses des lemmes 4.10 (iv) et (iii) de comparaison des hypothéses intégrales sur
la courbure de Ricci sont vérifiées. On a donc ||p1||p,axr < 36€ et ||p1]lp2r < 36€.

Soit x et y deux points situés a une distance égale a (7 4 J) sur M (avec 6 < 7). On
a alors B(y,d) C B(x,m+ 26) \ B(x, ), et le lemme 4.11 nous donne alors la majoration
suivante Vol B(y,d) < f:”aL < 2.62132’(151——_11)0(p,n)5V01B(33, Zw)e%.
Par ailleurs, d’apreés le théoréme 4.6 (que l'on applique en faisant k& = 0), on obtient :

5\"

20 _p \2p-1
Vol B(y,0) > <E> (1—B(p,n)(247r)2p—1ezp—1) Vol B(y, 4)

< 5 >” Vol B(x, 2m)

E 22p—1

Ce qui implique que :

2p(n—1) p(n=1) 5 \" Vol B(z,2
2.6 2»-1 C(p,n)d Vol B(x,2m).e 2»-1 > <—> W,
47 24P

ce qui donne § < C’(p,n)eﬁ < 4. Donc la distance entre deux points de (M",g) ne
peut dépasser w + C/(p,n)eh%l, sinon, par connexité de M, il serait possible de choisir
deux points x et y tels que d(x,y)=7 + 9, avec C'(p, n)ezzf;—l < 0§ < 7, ce qui est exclu par

I'inégalité précédente. Ceci donne la majoration du diamétre annoncée. 0

Variante

Par renormalisation de la métrique, on obtient le méme résultat sous I’hypothése d’un

pincement de | p|, e (pour k£ > 0). La borne sur le diamétre est alors changée en :
"VE

okl 4z e
e ()]

Sl

Cas de la dimension 2

Dans le cas n =2 et p =1, on a le résultat similaire suivant :

Proposition 4.13. — [l existe une constante 69 > 0 telle que pour toute surface rie-
mannienne complete (S, g) vérifiant sup, (K — 1)~ |01 (B@,ar)) < € < W‘M;—), on

a

Diam(S, g) < w(1+ Ce),

ot C = 657(1 + 72).
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Démonstration. — En effet, notons dg un réel assez petit pour que §(Indr —1nd) < 16%
pour tout 6 < dp < 7. S'il existe des points z et y de M tels que d(z,y) < m+ 4 (avec

d < o), alors, d’apres le lemme 4.7, on a :

2

Vol B(y, ) > VolB(y,47r)< 0

T6n2 5*(In 47 — In (5)6)

| B(y,4 | B(x, 2
>5V0 (vy, 7r)(5_€)>5V0 (z,2m)

=7 1672 T G

D’autre part, la remarque qui suit le lemme 4.11 montre que, pour tout r € [r,2(m — €)],
L (r) < (£ + 272) Vol B(, 2m)e. En procédant comme dans la preuve du théoréme 4.12,
ona Vol B(y,8) < [T L(t)dt < 26(8+21%) Vol B(x, 2m)e, d’on § < [14321% (8 +272)]e.

O

A propos du revétement universel

On peut se demander si, sous ces hypothéses, on a ou non compacité du revétement
universel, ou au moins finitude du groupe fondamental (comme c’est le cas en courbure
de Ricci supérieure & (n—1)). Toutefois, on voit tout de suite que la propriété d’étre de
courbure de Ricci presque supérieure & (n—1) passe mal au revétements riemanniens.

C. Sprouse dans [89] a montré un analogue du théoréme 4.12 sous I’hypothése supplé-
mentaire Ric > —(n — 1). Cette minoration L* de la courbure de Ricci permet de relever
aux revétements riemanniens I’hypothése de minoration LP : en effet, Si R est un nombre
réel > 3w, et si N désigne le nombre minimal de domaines fondamentaux de Dirichlet du

revetement 7 : M — M qui recouvrent une boule B(Z, R) de M, alors on a :

I(Ric — (n = 1)) "l o (56, R))
< (NVOlB(.’L‘, R)); (VOIB(:Z“, 2R));
~— \ Vol B(%,2R) Vol B(z, R)

Vol B(#,2R)\ 5 | . -
< (Ver ) 1 ®ic— 0= 1) leriiemy

I(Ric — (n = 1)) |l Lo (B,

On notera cependant que, pour montrer que N Vol B(z, R) < Vol B(Z,2R), il faut avoir
montré au préalable qu'un domaine fondamental ne peut rencontrer a la fois B(Z, R)

et le complémentaire de B(Z,2R), donc que le diamétre de (M, g) est inférieur a R/2

Vol B(&,12m) t
Vol B(z,6m) ©°

universellement borné (ce qui est le cas sous les hypothéses de C. Sprouse) pour au moins

(ce qui découle de notre théoréeme 4.12). On voit donc que, si le rapport

un point # de M, alors un pincement de ||p1 ||, 4r permet de conclure & la compacité de M
(et donc a la finitude de m (M)).
Remarquons cependant que le fait d’avoir supposé que Ric > —(n—1) diminue gran-

dement l'intérét de 1’hypothése intégrale de courbure, car par inégalité d’interpolation,



k>0 MAJORATION DU DIAMETRE 131

supposer ||(Ric—(n—1)) [, petit et Ric > —(n—1), pour p arbitrairement grand, est équi-
valent & supposer ||(Ric — (n—1)) " || assez petit et Ric > —(n—1). Or, le contre-exemple
4.14 ci-dessous montre qu’on n’a pas de borne du diameétre sous la seule hypothese que
| (Ric — (n—l))_H% est petit. L’hypotheése supplémentaire Ric > —(n—1) est donc trop
brutale puisqu’elle masque la différence essentielle entre le cas p > 5 et le cas p = 5. Les

phénomenes analytiques sont donc plus fins sans ’hypothése Ric > —(n—1).

Autres hypothéses intégrales sur la courbure de Ricci

Remarquer que les théorémes de comparaison sur le volume de la section précédente et
le théoréme 4.11 sont en fait valables sous des hypothéses plus générales que celles qui ont
été énoncées ici. En effet, soit (M™, g) une variété riemannienne compléte et z¢ un point
fixé de M, alors Phypothese [[(Ric — (n—1)) || Lo(B(xo, o)) < € et suffisante pour avoir les
conclusions des théoremes 4.6, 4.8, 4.9 et du lemme 4.11, & condition de se restreindre aux
boules et aux sphéres centrées en xg. Maintenant, si le diameétre de (M™, g) est supérieur
a m+ ¢, alors il existe un couple de points (z,y) de B(zg, 7+ 20) a distance égale a w4+ 6,
ou x # g lorsque la variété est toute entiére incluse dans la boule ouverte B(zg, 7w + 9).

De plus, on a les majorations suivantes :

Vol B(zq, 67
o1l e (B(z,27)) < ( ( )

1
m) P leHLp(B(IO76ﬂ'))7

Vol B(zg, 67)\ 5
<W) leHLP(B(xo,Gw)))'

On peut donc refaire la preuve du théoréme 4.12 sous la seule hypothése qu’il existe un

o1l e (B(y,am)) <

point g tel que ||p1]|Lr(B(x,6r)) S0it suffisamment (et universellement) petit (qui remplace

'hypothése précédente sup ||p1llrr(B(z6x) < €). En affinant la méthode, il semble étre
zeM

possible de conclure sous la seule hypothése [|p1|zr(B(z,2+)) Petit pour au moins un point
wg. A contrario, I'hypothese ||p1][zr(B(zy,r) = 0 pour au moins un xo € M ne suffirait
pas pour conclure a la compacité de M™ lorsque R < 7 (il suffit pour s’en convaincre de
faire une somme connexe de S™ et de R™). Il est alors naturel de se demander quelle est la
borne inférieure des rayons Ry tels que la petitesse de ||p1]|zr(B(xo,Ry)) POUT au moins un
point 2o de M suffise pour conclure a la compacité (et & la majoration du diameétre par
une valeur proche de 7). On peut aussi se demander si la petitesse de [|p1zr(as) suffit pour
conclure, et sinon, quelle est la borne inférieure des exposants « tels qu’un pincement de

RYsup, ||p1llzr(B(x,r)) (Pour R > 1 fixé) suffise pour conclure.

Dans le théoréme précédent, il est évident que ||p1]|p4r doit étre supposé petit (et pas
seulement borné) pour espérer obtenir une borne sur le diamétre de (M",g) (ou méme la

compacité de M); il suffit pour s’en convaincre de considérer la variété (R™, can). Nous
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donnons maintenant un contre-exemple qui montre que, si (Ric — (n — 1))~ est supposé
petit en norme L%, alors on ne peut pas donner de borne a priori sur le diameétre de la

variété (sauf dans le cas n = 2, ¢f la proposition 4.13) :

Exemple 4.14. — Soit n un entier (n > 2). Pour tout € > 0, il existe une variété

riemannienne compléte (M™,g) de dimension n, de diamétre infini et telle que :

1 n
S ic—(n—1))7]% <e.
vers Vol B(z, 1) /B@,D[@ (n=1)7]2 <

Remarque. — On peut de méme construire des variétés compactes de diamétre arbitrai-
rement grand et telles que Diam(M)?||(Ric — (n — 1))~ [ Ln/2(ary SOt arbitrairement petit.
Remarquer que, dans les calculs qui suivent, c’est en fait la norme Lz de (¢ —1)~ (ou o(z)

désigne la plus petite courbure sectionnelle en x) qui est arbitrairement petite.

Démonstration. — L’idée est de faire des sommes connexes de sphéres reliées par des
petits cylindres munis d’une métriques de courbure de Ricci controlée. Pour cela, on consi-
dére un cylindre I x S*~! muni de la métrique de révolution g = dt> + b2 (t)dén_l, ol dgn_l
est la métrique canonique de S"! et b est une fonction C! strictement positive définie
par :

b() = { n(t? + v2)*/2, sur [0, /7]

0 sin(t — /v +0), sur [\/v,5 + v —0]
\/—lln(v)7 = oc(u+u12)a5—1 = %’ b= tan‘%%(l—l—y)) eton

v est un petit paramétre. On vérifie facilement qu’avec un tel choix la fonction b est C'. La

ol on pose a = 1+

variété a bord ainsi obtenue correspond & un demi-fuseau dont on a enlevé une petite boule
centré sur la singularité conique, et a laquelle on a collé un petit cylindre (ressemblant a
un cylindre hyperbolique). En considérant deux exemplaires de cette variété, on voit qu’on
peut les recoller de facon C'* soit sur le bord des demi-fuseaux (en identifiant les deux
exemplaires de 'hypersurface {§ + /v — 0} x S"~1), créant ainsi ce que nous appellerons
un fuseau, soit sur le bord des petits cylindres. En recollant en chaine une infinité (resp.
2N) de ces variétés (resp. plus 1 demi-fuseau a chaque extrémité), on obtient une variété
(resp. quitte a régulariser la métrique aux deux poles singuliers situés aux deux extrémités)
qui vérifie la condition de petitesse de la norme L2 de (Ric — (n— 1))~ sur toute boule de
rayon 1, quitte & choisir v assez petit. En effet, calculons l'intégrale de la partie négative de

le courbure sectionnelle de M. Si (X,Y") est une famille orthonormée de vecteurs tangents
A 2
aS" Y ona—o(X,Y)= (%) - b% donc :

a?t? 1 o 1 202 .
31,02 32 2a — 1202 I2oa T (121,22 SltE[O\/ﬂ]
_U(X7]r)_ (t24v?) n?(t2+v?) t2+v n?(t2+v?) (t24v2)2> ’

0% cos® (b= Vv 40)-1 _ 1 1 : m
WZsin?(t—/u+0) (1 - ,7—2) v Lsite Vv + 5 -0l
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Du choix de 7, du fait que 1 ) > 1 pour tout t € [0,+/7], et du fait que ' < 1 pour tout

—lsite[\yv,yv+35—0]

Les courbures mixtes prennent des valeurs intermédiaires car on a R(X,Y,Z, gr) =0 et
R(X, 8‘1,Y, ar) = —%" < X,Y >. On en déduit que (¢ — 1) = (%N + 1)+( ), (1), o

o(z) désigne la plus petite courbure sectionnelle au point x, ce qui donne la majoration

W
v < 1, on déduit que la courbure sectionnelle o(X,Y") est supérieure ou égale & 1 en tout
point de la variété. En revanche, si X est un vecteur tangent & S*~ !, on a —o(X, %) = %”,
d’ou :
ala—2)t? _ a(2—a)? a(a—1) .
—o(X Q) = { @rA T EhE = qrronr T o St €0,V
" Or

suivante de la norme L"/2 de |(o — 1) | :

. v o v
/ (e —1)7|2 < Cln)y™! [V”/ (2 4 1255 g +/ GER%
B(a,1) 0 0

\/; a(n— n
+(a — 1)"/2/ (t* +v?) St dt}
0

a(n—1)
2

dt

Vv NG
0 0

N
+(a—1)"/? / (t 4 v)n=H-n dt}
0
< C(n)n”_l |:V(a—1)(n—1) + (V_’_\/;)(n—l)a—i-l + (a - 1)%_1(1/4- \/;)(a—l)(n—l)]
car, pour tout v assez petit, la boule B(xz, 1) ne peut contenir qu’au plus 1 petit cylindre

hyperbolique. Remarquons aussi que cette boule intercepte une partie non négligeable des

fuseaux dont on a fait la somme connexe, on obtient donc :
Vol B(z,1) > C’(n)nm_l.

Comme on sait par ailleurs que :

1 . -
VB .y (B~ 1)

on en déduit de ce qui précéde que :

1 . g
VB oy [~ 0~

<0 (B)" (0 ¢ (0 DI ) (gt )

[SIE]

(n—-1)2 / .
< Nt T _
dvg < Vol B(x,1) Jp(z,1) o= 1) 1>y,

7]/
Des valeurs choisies pour 1 et ' on déduit :

. _qh (a—1)(n—1)
VolBl(r,l) fB(:c,l) [(Ric — (n —1))7]?

C"(n)(v— 2 +(a—1)2"  402)
C”(n)ﬁ

(=Inv) 1

IN A
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Pour démontrer affirmation de la remarque précédente, il suffit, pour construire (M, g),
de coller 2N exemplaires de la variété de révolution décrite plus haut et de coller & chaque
extrémité des demis-fuseaux (avec leur singularités) on retire alors les deux singularités
en lissant les bouts de la variété ainsi obtenue (ce qui ne fait qu’augmenter la plus petite
valeur propre de la courbure de Ricci au voisinage des deux points limites). En choisissant

v suffisamment petit, la norme [|p1||n/2(5) est majorée par [|p1 | si x est sur

L3 (B(x,1))’
le méridien central d’'un des petits cylindres "hyperboliques", donc par (—In 1/)2%" En

n—2

faisant tendre N vers 400 moins vite que (—Inv)™ s | on obtient une suite de variétés
(M, g,) telles que Diam(M,)?] (Ric — (n — 1))

résultat annoncé.

.
‘L?(M,,) tende vers 0 avec v. D’ou le

O

A propos des travaux de P. Petersen et C. Sprouse |[79]

Dans [79], P. Petersen et C. Sprouse proposent une démonstration du théoréme 4.12 de
cette these. Leur preuve se décompose en deux parties. La premiére étape (qui correspond
au lemme 3.2 de [79]) consiste a montrer que, lorsque ||p1||p4r est suffisamment petit,
le diametre de la variété est majoré par une constante proche de 2m. Ils en déduisent
alors une majoration des constantes de Sobolev pour les variétés de courbure de Ricci
presque supérieure & (n—1) (comme corollaire du théoréme 1.2 de S. Gallot). Une technique
d’itération d’une inégalité de Sobolev & la De Giorgi-Moser, développée par P. Petersen
et G. Wei dans [81], permet alors de démontrer un principe du maximum généralisé pour
les fonctions dont le laplacien a une partie positive petite en norme LP. En appliquant
ce principe a la fonction exces e(.) = d(x,.) + d(y,.) — d(x,y) associée & un couple de
points (x,y) situés a une distance plus grande que 7 dans la variété, ils construisent une
fonction e + u, définie sur une petite boule B centrée sur le milieu xg d’'un des segments
géodésiques minimisants qui joignent x et y, positive sur le bord de cette boule, presque
sur-harmonique au sens LP et qui est majorée en xy par une constante K qui est de 'ordre
de cotan(d(azo, aj)) = cotan (d(:z:o, y)) Si la distance de x & y était "beaucoup" plus grande
que m, on en déduirait que le minimum sur B de (e + u) est inférieur a K, lui-méme
nettement négatif, donc nettement inférieur a Zie%fB (e + u) (2). Ceci contredirait le principe
du maximum généralisé de [81].

En fait, la premiére étape de leur preuve est cruciale car, sans majoration a priori
du diamétre, il est impossible d’obtenir 'inégalité de Sobolev, indispensable au principe
du maximum généralisé; et c’est justement dans cette premiére étape que se trouve, a

notre avis, le défaut de leur preuve'. En effet, pour prouver que le diamétre des variétés

'on peut toutefois remplacer le lemme 3.2 de [79] par un majorant a priori du diamétre ou un minorant

a priori du volume des boules géodésiques de rayon 1, pour retrouver la majoration des constantes de
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riemanniennes complétes, de courbure de Ricci presque supérieure & n—1, est majoré par
27, les auteurs de [79] considérent de nouveau deux points x et y de la variété situés a une
distance supérieure & 27, et notent toujours e la fonction exceés associée. Ils notent encore
zo le milieu d’une géodésique minimisante reliant x et y. Leur preuve est alors fondée sur
Paffirmation suivante : "Sur toute Boule B(xg,r) de rayon r suffisamment petit, on a :

n2n+5

Ne < —

+ 1,

N + + . DVE
out ¥1(2) = (hy(2) — hi(d(y,2))) " + (halz) — hi(d(z,2))) ", on hy(t) = Ean(}t) et ol
hy(2) (resp. hy(z)) est la courbure moyenne de la sphére géodésique centrée en y (resp. en
x) et passant par z." (cfla discussion qui suit I'inéquation (3.6) p.283 de [79]). Dans cette
discussion, nous adoptons les notations de [79], le laplacien utilisé ci-dessus est donc "celui

des analystes", a savoir Ae = T'r(Dde).

Preuve du fait que cette affirmation est fausse en général :

Considérons la sphére S*(R) (de rayon R > 2), identifiée a ]0, 7 R[xS"~! par les coor-
données sphériques, munie d’'une métrique g de révolution qui s’écrit, dans ce systéme de
coordonnées, (dt)? + b(t)%gsn—1 (les distances t et 7R — t aux poles Nord et Sud sont donc
les mémes pour la métrique g et pour la métrique canonique de la sphére de rayon R), avec
b(mR —t) = b(t). Notons x le pole nord et y le pole sud. Comme tous les méridiens sont
des géodésiques minimisantes de = & y, on a e = 0. Par ailleurs, g étant un point de la

sphére équatoriale "t = ZE" la parité de b entraine que hy(zo) = hy(20) = %I(W—R) =0.

Pour que les boules B(y, %) et B(z, }) s'intersectent, il faut et il suffit que k < 5. Si
r est suffisamment petit (en fait si r < T — =) “alors B(zo,7) C B(y, T) N B(z, \/_)

on a :

bi(zo) = (n—l)\/E[ -, - ]

tcm(%‘/%)

. 2 2(n — 1)Vk
( 1)\/Etan[7r(1 - M)] = tan(rv'k)

On en déduit que :

n2n+5

+ 1 < [ n2"? 4 2(n—1)] < 0= Ae

n2n+5
T

Donc, on n’a pas Ae < — + 11 sur toute la boule B(xzg,r). Remarquer de plus que,

si e =0 (ce qui est le cas dés que, comme précédement, = et y sont les extrémités d'une

Sobolev (d’apreés les travaux de D. Yang [94] et S Gallot [50]), ce qui permet de retrouver la majoration
optimale du diameétre sous 'une de ces hypothéses supplémentaires. Mais si ces hypothéses sont naturelles

en courbure de Ricci minorée par une constante négative, ce n’est pas le cas en courbure de Ricci positive.
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variété de révolution), alors 1’égalité (3.3) de leur preuve se réduit & 0=0. Il est donc assez
naturel qu’on ne puisse pas tirer d’obstruction forte d’une égalité aussi banale.

Revenons au cas général ou (M™, g) est une variété quelconque, ou zg est le milieu d’un
segment géodésique minimisant [z, y] qui joint deux points x et y situés a une distance D.
Nous allons prouver que, dans ce cas également, il est faux qu’on puisse avoir I'inégalité
Ne < —”2:+5 + 91 vérifiée sur une boule B(xzg,r) de rayon r suffisamment petit. En effet,

la géodésique ]z, y[ étant incluse dans M\ Cut(x) = exp, (U,) et M\ Cut(y) = exp, (Uy), et

les fonctions h, et hy étant C'° sur ces deux ouverts, elles sont majorées par des constantes
positives C, et Cy sur une boule fermée B(xq, ) (ot 7o est positif et ne dépend que de = et
y). Pour tout r < rg, pour pouvoir utiliser les estimées intégrales sur ¢; données dans |79,

il faut que B(xq, ) soit inclus dans B(x, %) N By, ﬁ), donc il faut choisir k < %.
D\/E)
2

La définition de 1 (cf ci-dessus) donne alors (puisque vir < 7 —

2(n — 1)Vk
<Ce+Cy+ ———<Cp+Cy +
Y tan(vkr) Y

2(n — )Vk

2(n—1)
D\/E) )
2

1/11(330) <Cp+ Cy -

tan(

Par ailleurs, puisque e est partout non négative et s’annule sur [z, y], on a Ae > 0 en tout
point de [z,y]. L’inégalité Ae < —% + 11 impliquerait donc, si elle était vérifiée :

n2nt>o 2(n —1
g@+@+i7J,

r

ce qui est faux lorsque r est suffisamment petit.
Plus fondamentalement, la stratégie de la preuve du lemme 3.2 de [79] repose sur deux
propriétés que les auteurs affirment (dans un premier temps) étre simultanément vérifiées

pour ensuite (dans un second temps) les mettre en contradiction avec 'inégalité (3.3) :

(i) le fait que la constante K(r) = inf (—Ae + 1,[)1) tende vers +oo quand 7 — 0,
x€B(zo,T)
1

(i) le fait que (WM fB(:co " Qp%pdvg) % Soit borné quand r — 0.

Nous avons discuté ci-dessus ’emploi que les auteurs de [79] font de la propriété (i) (en

objectant que ce n’est pas parce que K (r) tend vers +o0o qu’il devient tot au tard supérieur
a @) On pourrait discuter également leur preuve de la propriété (ii), qui s’appuie sur
leurs estimées de la norme L% de ¢y sur les boules B(z, R) et B(y, R), ol on doit avoir

% +r< R< ﬁ En effet, pour que K(r) soit grand, il faut choisir & de sorte que ﬁ
s

soit voisin de % + r, ce qui oblige & considérer des valeurs de R voisines de TR or leurs

estimées de la norme L?P de 1); explosent exponentiellement vite lorsque W_; Tr tend vers

+00, ce qui ne permet plus d’établir la propriété (ii). Plus précisément, si k et R sont

choisis (en fonction de r) de telle sorte que la propriété (i) soit veérifiée (i.e. de telle sorte
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que R et ﬁ soient voisins de % + ), alors la propriété (i7) n’est jamais vérifiée, et ce pour
aucune valeur de p > 1. En effet, puisque e est C* sur (M \ Cut(y)) N (M \ Cut(z)),
|d(Ae)| est bornée par une constante Cy., sur la boule fermée B(zg,70) (cf ci-dessus). Le
théoréme des accroissements finis et le fait (établi ci-dessus) que Ae > 0 en xp impliquent
que Ae > —C, .1 sur tout B(xg,r). On en déduit que, ¢ (z) > K(r) _?r,y'r en tout point
z € B(xg,r), donc que, pour tout point p, (W fB(xw) ¢fpdvg) % > K(r) — Cyy.r.
Il y a donc contradiction entre le fait que le membre de gauche soit borné et le fait que le

membre de droite tende vers +oo.

4.3.2 comparaison des volumes

La majoration du diamétre démontrée dans le paragraphe précédent va nous permettre
d’obtenir des théorémes de comparaison, sur le volume des boules et des sphéres géodé-
siques, qui sont optimaux lorsque k > 0 et qui (& la différence des résultats correspondants
de |79], du lemme 4.5 et des théorémes 4.6, 4.8 et 4.9) sont valables sans restriction sur les
valeurs des rayons considérés. Nous commencons par un théoréme de type Bishop sur le

volume des sphéres et des boules :

Théoréme 4.15. — Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 4.12, on a :

p
4(2p—1
(1_e - )2

7 ;
(14+C"(pn)e?P=T)2

T

(1) pour tout couple de réels (t,r), tels que t <r < NG ou k' =

(L () i,

ot Ca(p,n) est une constante universelle calculable (cf ci-dessous).

(ii) Pour tout r :
P 2p-1
L(r) < (1+ Cylp,m)em@ 0 ) Lyo(r),
2
ou k' = (1 — (% + C’(p,n))é(?g*l)) , ot C%(p,n) est une constante universelle calculable

(cf ci-dessous) et ou C'(p,n) est la constante définie au théoreme 4.12.

Remarque 1. — Les majorations (i) et (i¢) ne permettent pas de comparer le volume
des spheéres-géodésiques des variétés de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) avec
les volumes des sphéres-géodésiques correspondantes de la sphére canonique de courbure
sectionnelle égale & 1. Cela provient du fait que le diamétre D peut-étre, dans certains cas,
légérement plus grand que 7w (cf le théoréme 4.12) et que, dans ces cas, pour r = 7, on a

L(r) > 0, L (r) > 0 et Li(r) =0, d’on LLf(?) ~ oo

Remarque 2. — L’hypothése r < #, faite dans le théoreme 4.15 (7), n’est pas restrictive :

en fait, elle n’écarte aucune spheére-géodésique (non vide) de la variété (M™, g) du domaine
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d’application de ce théoréme. En effet, le théoréme 4.12 implique que, pour toute boule

B(z,r) de (M™,g) qui est différente de M entier, on a r < Diam(M, g) < \/Wy

Démonstration. — D’aprés le théoréme 4.12, sous nos hypotheéses, les variétés vérifient

Diam(M) < 7(1 + C’(p,n)eﬁ) ou la constante C’(p,n) est précisée dans 1’énoncé du

v
4(2p—1)

(1-<2C>=D y>
(14+C" (p;n)e %1 )2

théoréme 4.12. Posons alors k' = < 1. On a alors ||pr|lp,r < lp1llp,r, €t

2 2p—n 2p—n , .
)2lowlly, =, < 4@m)*(25) 7 lowllpar < (48m)2 () 7 €, daprés le lemme
_b

2 n
4.10 de comparaison des hypothéses intégrales, soit Hpk/H;p < (48)T51(\/p)ﬁ621’%1

2p—n
donc (\/7;—

D’apres le lemme 4.5, on a alors :

(LI,;(Q)) - ( LL,C(Z) ) o

2p
(48)2r-1 o _p T N\ zoi
< N7 1\ 3p—1 ¢ 2p— -
< o VR (A0)
—n—1 1 r ¢ sit<r<
( K )2p—1 % ft sml; T(VE's) \/?
VOISTL—I (r—t) si T t<pr< T
4(r—VE'r) (r—Vk't) 2VE - = VK

De plus, d’aprés le lemme 4.10, on a 7,;—?||p0||p,% < (487)2%e. Quitte a réduire a(p,n),
K/

on peut donc, d’aprés le théoréeme 4.8, supposer que le volume A(—=) est majoré par

VK
(1 4+ 192B(p,n)m\/€)?P~1 VOIIB"(\;FT)TL. Enfin, on a la minoration sin(v/k's) > (—2\/7?8)
s
= 2\/@7
o=l —n —n
sin2=1 (/k's) 2VK 2p—n

(50=) 7 2=t gt
2Vk 2p—n

En combinant les inégalités obtenues, on obtient alors :

()™ - (%)™

2p—n
p (r—t)2r=1 sit<r<

% (%)

n—1
/ 2p—1 (r—t) gi T T
(2 _If:)Q ey Saw SUTSTS g
/ 1 (r—t) T 4 (r—t)
§C2(p7n)62 l(ﬂ \/_T)(W—\/_t)
\/— r (& un facteur %2

1 1
prés) ; en effet, on majore dans ce cas la différence (%) 2p-1 — (%) 2r=1 par la somme

L) \mer _ ( HGu) LG Yoot (L) et ,
(Lk/(r)) -1 — (Lk,f%)) 7T + (Lk,fc_)) =1 — (Lk,(t) ) 2>-1  Remarquons alors que, d’une

part, L(s) = 0 pour s plus grand que 7(1+ C’(p, n)e%) et que d’autre part, avec le choix
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P J
fait sur &/, on a (w—\/Fr)l(n—\/Pt) < €2@-1 pour tout couple r, ¢t < (1 +C’(p,n)ezpp—1 ). On
déduit que, sit < r < ﬁ, on a:

()™~ (ga) ™ = o ([ 0] 5 + )

Dont on déduit la premiére affirmation. La seconde affirmation se démontre en faisant

tendre t vers 0 dans l’équation (*); comme Lift()t) — 1 et comme (7 — Vk't) — 7, on

obtient :

( L(r) )2171—1 < 1+Cé(197”)%'

1 2(2p 1) 2
. - . 1—2Le20p- S
Si on choisit maintenant k' = ("e—p) , le théoréme 4.12 donne :
14+C’(p,n)e2P=1

D

7 —Vk'r >m— \/pDiam(M) > e2@r=1)

1

9p—1 N

d’out (;;E%) P71 < 14Ch(p,n)e?@-1 . Cette inégalité reste valable, en vertu de la conca-

vité de la fonction sinus, si on remplace &’ par n’importe quelle valeur k” inférieure a k’. On
P

peut par exemple choisir k” égale & [1 — (L + C’(p,n))62(2p—1)]2, ce qui prouve l'inégalité

(74) du théoréme 4.15 O

On va enfin établir un analogue "optimal" (dans le méme sens que pour le théoréme

4.15) du théoréme de Bishop-Gromov dans le cas ou k > 0 :

Théoréme 4.16. — Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 4.12, on a, pour

tout point x de M :

Saper 2 [0 -emme==) T [243].

pour tout couple de réels 0 < r < R, et ot C1(p,n) est une constante universelle calculable

(voir la prewve). En particulier, si ¢ < ————r, on a :

Ci(pn)” P

1 2p—1
Vol B(z, R) < ( ; ) AL(R).
1 — Ci(p;n)etr—n=T

et
1 2p—1
Vol (M™, g) < ( _ ) Vol S,
1 —Ci(p,n)etr=—n-1

@

(-5

= p
(1+C"(pn)e2p—1)2

r> 2% et ¢ € [0,7]. D’aprés l'inégalité (i) du lemme 4.5 (dans laquelle on fait tendre m

N _ p .
<l,oua= pre— Soit

Démonstration. — On pose cette fois-ci &' =
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vers +00) et l'inégalité de Holder, on a :

L(r) L)
Lk/(r) Lk/(t)
(\/y)n—l r 0
= Vol Sn—1 /t sn—1 wk/sin”_l(\/yu) du

e (] g st
S [/ ) e 1wk/ 9 Sin(n_l)(\/pu) du

r T -5
+/ </ sin?r—(+1) (\/—u) Zp=1g > ' (L(uZ) o du]
max(t,_7=) \Jsn~1 sin™ !t 2T (\/yu)

2VE!

Le lemme fondamental de comparaison 4.3 et de nouveau l'inégalité de Holder nous donnent

alors :

L(r)  L(¥)
Ly(r)  Li(2)

V)L 2p—1 (/ pp)m}l [(/Jk— L(u)l—zp%l " )
Vol Sn—1 ( o B(zo,—=) k min( 2\/k_ (\/—’LL)

2]9 — ’I’L) 2p—1 N
’ L(u)l—zp%l e
+</ 4p n—1 du)
max(tL N 2p—1 (\/_u)

IN

s50) sin
T 1 G 1 =
< C(pn) (/ Pi’) T [(/M? PETE d“) "
B(x0, /) min(t,; 7=) Ly (u)

" 1 o1
+ du ,
</max(t )L2p Y(w) sin® "1 (V& w) ) ]

Comme dans la démonstration du théoréme précédent, le lemme de comparaison des hy-
ptn - n
pothéses intégrales 4.10 nous donne ||pk/||p,% < 4% k' 36¢ car, sous les hypothéses du
K/
théoreme 4.12, | pg/||p,axr < 36e. En multipliant I'inégalité précédente par Ly (r)Ly (), et

en utilisant la croissance de Ly sur [0, 2L\/?] et sa décroissance sur [ 7 T \F] on obtient :

L(r) Ly (t) — Ly (r)L(t)

< Cs(p,n)(VI) 2T 21 A(r)'~

1

ot (T | Ly Ly () T\ o
(57 [Lm = (\ﬂ)] A=) 7T

En intégrant cette inégalité par rapport a la variable ¢, entre 0 et r (voir la preuve du

théoréme 4.6), on trouve :

L(r)Ap(r) = Ly (1) A(r)
! Ak’() ] T

< Ch(p,n) (V)3T 3T A(r) "5 [rLWH L )
sin e r
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Dont on déduit I'inéquation différentielle (toujours en utilisant le lemme 4.2, comme dans

les preuves de 4.5 ou de 4.6) :

i (Ai) ")

) .
< Cup (V)i (1) oF
k/

A(T5)N 5t

Ly (r) 1 ( A,;/(Z) )ﬁ

+ —
Ap (1) sin‘lgr11 (\/pr)

On en déduit que :

A + / n—1 _P L 4 1 A( ﬂ-/) ;_
)™ | < cipmpyitress Ty d (SR
dr Ak/ Ak’ (T) sin 2p—1 (\/FT) Ak’ ("")

™ ™

Or, pour tout nombre de réel s de I'intervalle [2\/?’ \/pL on a:
1

sLys(s) < le(%) ot < ( ™ )4p2—pn;1
Ap(s) = Au(F) Sin%;ffl(\/ys) T \2(m — \/ys)
Et donc, pour tout couple de réels » < R de U'intervalle | 2%, \/%], on a:

R 4dp—n—1 R
d = d
/ 4Pf'n7(19 S (g) v / > 4p—n—1
v sin 2-1 (VE's) v (m—VE's) -1
(g) T (2p—1) 1 ( 1 )32_7
2 (2p—n)VE \r — VKR

On déduit de cette estimée qu'il existe une constante universelle Cs(p,n) telle qu’en in-

tégrant l'inéquation différentielle précédente, entre r et R (ou ;—, <r<R< %), on

2V k

ait :
[ A(R) ]zpll - [ A(r) rpll

Ak/(R) Ak/(r)

<(\/y)gp_—fll’cw ( n)‘_:?p%l (1+ 1 ) A(\/ﬂﬁ) 2p1_1
e (r— VER) =1/ [ Aw(r)

Et donc :

A(R) 151 e, o 1 Ap(R)A(72)
o) [1—(@ stpme (1 ) T

N

p—1

= [Afﬁ(?iﬂ

De plus, d’aprés le théoréme 4.6 (i) (que 'on applique en donnant & Ry la valeur 27) et

la concavité de la fonction sinus, on a :
ARAT) TAG) Ry W)
A (MAR) — r"AR) — 'r Ao(R)

< 2n+2p—1
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Enfin, sous nos hypothéses, et d’aprés le théoréme 4.12, le diamétre de la variété est inférieur

am(l +C’(p,n)e2‘p%1) = ”ng, on a m— VKR > € pour tout rayon R < Diam(M). On en

déduit que, pour tout couple (r, R) de nombres réels, tels que ﬁ <r < R < Diam(M),

7 —

on a :

[A(R) M)S[A(r)rﬁ‘

o1
] (1 — Cy(p,n)e 21

Ak/(R) Ak”(’r)
D’autre part, en utilisant le lemme 4.10 et le théoréme 4.6, on obtient que, pour r < 2%/?,
on a :
AT Vo1 1
7 P 2p—1
B (1 Gyl ) < [ Ar) } .
A (577) Apr (1)

En combinant ces deux inégalités, on obtient pour tout couple (r, R) de nombres réels,
0 <r <R<Diam(M) :

[ﬁ?g)] = (1~ Colp.m)e 55 < [ﬁég)} =3

La fonction A étant constante au deld du diamétre, on obtient pour tout r < R :

B:((Q)} 71 <1 - cﬁ(p,n)e%> . [ j((;))} =3

On conclut en remarquant que, puisque &' < 1, on a :

Ap(r)  AWVET) _ AWET)

Aw(R) ~ A1(VK'R) - A1(R) = (K) Ai(R)

et en posant Cy = Cg + % +2C"(p,n). Ceci prouve la premiére inégalité du théoreme 4.16.
La majoration de Vol B(x, R) s’obtient en faisant tendre r vers 0 dans la premiére inégalité
du théoréme 4.16; ceci prouve la seconde inégalité du théoréme 4.16. La majoration du
volume de (M™,g) s’obtient en faisant R = Diam(M™",g) dans la seconde inégalité du

théoréme 4.16.
éoreme .

4.3.3 Constantes de Sobolev

S. Gallot ([50]) (resp. D. Yang ([94])) a donné des majorants universels des constantes de
Sobolev S, et S; (cfle paragraphe 1.3.2 pour la définition de ces constantes) sur la classe des
variétés riemanniennes complétes dont la courbure de Ricci admet un pincement intégral
petit en dessous d'une constante négative donnée (I’hypothése exacte est : ﬁH prllran <
a(p,n) lorsque k < 0 et [|pollzr(ary < a(p,n) lorsque k = 0), et dont le diameétre est

majoré (resp. et dont le volume des boules de rayon 1 est minoré) par une constante fixée.
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Remarquer que, dans notre cas, si la courbure de Ricci est presque supérieure a (n—1),
alors elle est presque supérieure a 0, de plus le diameétre est automatiquement majoré par le
théoreme 4.12. On déduit donc des résultats de S. Gallot (cf le théoréme 1.2) la majoration

suivante des constantes de Sobolev en courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) :

Théoréme 4.17. — Soit n un entier (n > 2). Soient R, p et g des nombres réels tels que
R>0,p>n/2etq>n. Il existe des constantes universelles C(p,q,n) et a(p,q,n) > 0

telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g) de dimension n, on a :

Si R < 4x et ||(Ric — (n — ].))_HLP(B(I7R)) < a(p,q,n), pour tout point = de M, alors

(i) toute fonction u de HY2(M) vérifie :
lull 20, < Diam(M)C(p, ¢, n) | dullz + f[ull2
(ii) toute fonction u de HY9(M) vérifie :

supu — inf u < Diam(M)C(p, ¢, n)||dul|4-

Dans le cas R > 4w, les mémes conclusions sont valables sous [’hypothése plus restrictive
R2||(M —(n— 1))_||Lp(B(z7R)) < a(p,q,n) pour tout point x de M, ou encore, quitte
réduire la constante universelle o(p,q,n), sous Uhypothése qu’il existe une point xo de M
tel que ||(Ric — (n — 1)) " || r(B(ao,6m)) < @(Psq,)-

Remarquons que, en vertu du théoréme 4.12, Diam(M) < 27, et donc que les constantes
qui interviennent dans ces deux inégalités de Sobolev sont majorées indépendamment de
(M™,g).

Remarque 1. — Ce théoréme sera trés utilisé dans le chapitre suivant, car, en nous
donnant des majorants des constantes de Sobolev, il rend possible ’application, aux variétés
de courbure de Ricci presque supérieure a n—1, des résultats de la premiére partie de cette
thése sur le comportement des combinaisons linéaires de sections propres associées & des

petites valeurs propres d’opérateurs (laplacien+potentiel) de potentiel presque positif.

Remarque 2. — En fait, des travaux de S. Gallot dans [50] et de notre théoréme 4.12,
nous déduisons, sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 4.17, une minoration de
Vol 992 . Toutefois cette minoration

min(Vol ©,Vol M\Q)' ™% (Vol M) #
n’est pas optimale dans le cas k > 0. Pour obtenir un résultat du méme type, qui soit a la

la constante isopérimétrique infg

fois plus fort et optimal en courbure de Ricci presque supérieure a (n—1), on peut adapter

la méthode de [18] et ainsi obtenir une minoration du profil isopérimétrique des variétés
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de courbure de Ricci presque minorée par (n—1) par le profil isopérimétrique d’une sphére
canonique (de rayon proche de 1). Cette méthode utilise un théoréme de comparaison sur
le volume des voisinages tubulaire des hypersurfaces de courbure moyenne minorée a la
Heintze-Karcher. Ce théoréme de comparaison peut se redémontrer dans notre cadre dans
le méme esprit que ce qui a été fait pour les théorémes de comparaisons sur le volume
dans la section précédente. La démonstration de [79] d’un théoréme de comparaison a la
Heintze-Karcher qui soit optimal en courbure presque minorée par (n—1) fonctionne une
fois démontré le théoreme 4.12 (la preuve est basée sur un principe du maximum généralisé

qui nécessite le théoréme 4.17 de cette thése pour démontrer le résultat annonceé).

4.3.4 minoration du )\;

En utilisant les majorations universelles des inégalités de Sobolev données par le résultat
précédent, on obtient la généralisation suivante de 'inégalité de Lichnerowicz. Ce théoréme
est un corollaire du théoréme 5.2 de [79] (qui est plus général, mais n’est valable que si
lon admet notre théoréme 4.12). Toutefois la preuve proposée ici est plus simple; en
effet, plutot que d’adapter la preuve de [18] comme dans [79], nous adaptons la preuve de

Lichnerowicz :

Théoréme 4.18. — Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 4.12, on a :
>\1(an9) > ’I’L(l - CQ(]?,’I’L)E),

ot A\ (M™, g) désigne la premiére valeur propre non nulle de (M"™,g), et ou Cao(p,n) est

une constante universelle.

Démonstration. — Soit f une fonction propre du laplacien de M associée a la premiére
valeur propre non nulle (notée \) et de norme L? égale & 1. La formule de Bochner sur les

1-formes de M nous donne :

g(Adf,df) = g(Adf,df) + Ric(df, df)
= 3A(dfI?) +Ddf * + (Ric —(n — 1))(df, df) + (n = 1)|df|*.

En intégrant cette égalité sur la variété M, on obtient :

_ 1 _ 2 1 ) )
Vol M /Mgw-f ) = IDdfIs + g [ (Rie—(n = D)(df,df) + (n = DlIdfI

En utilisant les égalités w157 [o; 9(Adf,df) = A% et (n—1)||df[|3 = (n — 1)A, et Dinégalité

de Holder, on trouve :

N2 > || Ddf |3 — || (Ric — (n — 1))_||p||df||isz1 +(n—1)A
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Or, d’apres le théoréme 4.12, le diamétre est plus petit que 27 sous nos hypothéses, donc,

d’apres le lemme 4.10, on a :

[(Ric — (n = 1)) " [lp < llp1llpan

de plus, d’aprés le théoréme 4.17 (que 'on applique en faisant ¢ = 2p), il existe une

constante C'(p,n) telle qu’on ait ||u|| 2, < Diam(M)C(p,n)||du||2 + ||u||2 pour toute fonc-
p—1

tion u de H%?(M). En appliquant cette inégalité & |df| on obtient :

delpzipl < 2Diam(M)*C(p,n)?||Ddf |3 + 2[|df |3
P
On déduit de ceci et de la majoration du diamétre donnée par le théoréme 4.12 I'inégalité :

N2 > (1= 4mC(p,n)? |l prllp.an) IDAf 13 + (=1 = 2] py[|p.ax) A

Af
n

on déduit du théoréme de Pythagore I'inégalité || Ddf||3 > H%gH% > )‘72 D’ou 'on tire :

Enfin, en remarquant que les 2-tenseurs symétriques Ddf + =L g et % g sont orthogonaux,

(1= 1) =2l s
> ; > _
A2 |G 40wl 2 "0 G0

4.3.5 Annulation du premier groupe de cohomologie

En remplacant dans la preuve du théoréme précédent df par n’importe quelle 1-forme
différentielle o — ou en appliquant le corollaire 3.2 (i) de la premiére partie de cette thése
a l'opérateur (laplacientpotentiel) A + Ric —(n — 1) de potentiel V = Ric —(n — 1) (re-
marquer toutefois que I’hypothése de presque positivité du potentiel des opérateurs (la-
placien+potentiel) faite dans les théorémes de la premiére partie de cette thése porte sur
I'intégrale de la partie négative du potentiel sur toute la variété M, alors que les hypo-
théses de courbure du théoréme 4.12, et de facon plus générale de tous les théorémes de
comparaison de cette partie, portent sur l'intégrale de (M —(n— 1))_ sur les boules de
rayon R; le théoréme 4.12 et le lemme 4.10 permettent toutefois de montrer que, sous
les hypothéses du théoréme 4.12, Uopérateur A + Ric —(n — 1) est de potentiel presque
positif) — on obtient que la plus petite valeur propre du laplacien de Hodge sur les 1-formes
est minorée par une constante proche de (n—1) sous les hypothéses du théoréme 4.12. En

particulier, on a le :

Théoréme 4.19. — Pour toute variété M"™ qui admet une métrique riemannienne g vé-
rifiant la condition sup,e |(Ric— (n—1)) " | o(B@,r)) < a(p,n) pour au moins unp > %
et au moins un R < 4w (ou la constante universelle a(p,n) est définie au théoréme 4.12),
on a :

HY(M") = {0}
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ot HY(M™) désigne le premier groupe de cohomologie réelle de la variété M™.

Le méme résultat vaut lorsque R > 4w, sous [’hypothése (plus restrictive) :

R2 sup I(Ric — (n = 1)) | o(se.ny < alp,n).

Enfin, le méme résultat vaut (quitte o diminuer a(p,n)) sous l’hypothése :

||(M - (’I’L - 1))_||LP(B(w,67r)) < a(p,n),

POUr au moins un p > % et au moins un point x de M.

Remarque. — Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme 4.12, la plus petite
(n—1)—"T72€

n—1)+(127)2C(p,n)%e |’

ou C(p,n) est le majorant de la constante de Sobolev donné par le théoréeme 4.17 () (que

valeur propre du laplacien de Hodge sur les 1-formes est minorée par n [(

Pon a appliqué dans le cas ¢ = 2p). Cette remarque implique évidemment le théoréme
4.19. En fait, on notera que la démonstration ci-dessous prouve que la plus petite valeur
propre du laplacien de Hodge est minorée par n(l -’ (p,n)e) si on se restreint aux 1-
formes fermées et par 2(n — 1) (1 —C'(p, n)e) si on se restreint aux 1-formes cofermées, ces
estimées sont optimales, puisque que les valeurs correspondantes pour la sphére canonique

sont n et 2(n — 1).

Preuve de la remarque. — On reprend la démonstration du théoréme 4.18 en rempla-
cant df par une 1-forme différentielle o qui est un vecteur propre du laplacien de Hodge

correspondant & la plus petite propre, notée A. Le méme raisonnement donne :

(A= (n = 1) +2||prllpar) lall3 > (1 = 47>C(p,n)? || p1lp.ax) | Derl|3 (%)

Posons h = Da — @ g. En procédant comme dans le lemme 6.8 de [52], le théoréme de

Pythagore donne |Da|? = |h|? + %(tr(Da))? Or, si (e;) est un repére orthonormé, on a :

|da|* = Z(h(ei,ej) — h(ej,ei))2 < ZZh(ei,ej)2 < 2|h.
1<j i#]

D’out on déduit que ||Da||% > %H(Sa”% + %Hda”% > %Ha”% En réinjectant cette estimée

dans l'inéquation (*), nous obtenons :

- n[ (n —1) = 2[|p1[|p,4r :
— Ln—1)+47x2C(p,n)?||p1llpar)’

on conclut en rappelant que, sous les hypothéses du théoréme 4.12, on a ||p1/par < 366.D
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Le contre-exemple 4.14 permet de construire des contre-exemples aux résultats de cette
section. Pour cela, il suffit de coller un nombre N (grand mais fixé) de fuseaux par des
petits cylindres de courbure négative (tels que décrits dans le contre-exemple 4.14) et de
refermer la chaine en recollant les deux fuseaux des extrémités par un dernier petit cylindre
de courbure négative. On obtient ainsi une famille de variétés riemanniennes (M,,g,),
diffeomorphes a S x S*!, munies de métriques dont la norme Lz de la partie p; de la
courbure de Ricci qui est inférieure & (n—1) est arbitrairement petite, et dont le premier
groupe de cohomologie réelle est de dimension 1. De plus, ces variétés admettent au moins
N —1 valeurs propres (non nulles) proches de 0 pour le laplacien sur les fonctions. En effet,
& chacun des fuseaux de la chaine, on peut associer une fonction f, qui est nulle en dehors
du fuseau et égale & 1 sur la plus grande partie du fuseau, de la maniére suivante : chaque
demi-fuseau étant identifie & I x S*~! muni de la métrique g, = (dt)? + b%(t)ggn-—1 définie

dans 'exemple 4.14, en tout point (t,z) € I x S*~!, on pose :

mmz{ﬁmtéﬁ

1 si t>\v;

on prolonge f par symétrie au fuseau tout entier (f s’annule donc sur les deux hypersurfaces
qui limitent le fuseau : & savoir {t = 0} et sa symétrique ). On prolonge ensuite f par zéro
en dehors du fuseau choisi. Un calcul direct, utilisant les données de 'exemple 4.14, donne
alors :

a(n—1) n—2

2
‘@Mw%z dt < C"(n)v"7"

of
ot

JulVI? _ 1 nol (VY
T TIP <& () /o

(rappelons que la condition de petitesse de ||(Ric — (n — 1)) [|p.4x n'est satisfaite par le

contre-exemple que si n > 3). De plus si on considére deux fuseaux différents, alors les
fonctions associées sont L2-orthonormées. Le principe du min-max nous permet donc de
conclure & 'existence de N petites valeurs propres du laplacien, y compris la valeur propre
nulle, et donc a l’existence de IN—1 petites valeurs propres non nulles sur la famille de
variétés considérée (rappelons que N peut-étre choisi arbitrairement grand). On en déduit
une contradiction avec une version du théoréme 4.18 qui prétendrait rester valable lorsque
[p1]] 2 4x est petit, mais aussi avec la version analogue du théoréme 4.17 car, si la constante
de Sobolev S, (M, g) était majorée uniformément sur la famille des variétés de courbure de
Ricci presque minorée par (n—1) en norme Lz, le corollaire 3.4 (7) de la premiére partie,
appliqué a lopérateur A + Ric —(n—1), permettrait de minorer la premiére valeur propre
du laplacien de Hodge sur les 1-formes par (n—%) (on peut en effet construire les exemples
de sorte que Diam(M,, g,)*||(Ric — (n — 1))_||L%(MU) tende vers 0, comme expliqué dans
la remarque a l'exemple 4.14), or la 1-forme df, ou f est la fonction propre associée a la
premiére valeur propre non nulle du laplacien usuel, génére une petite valeur propre d’aprés

ce qui précéde.
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Remarquer que les contre-exemples précédents peuvent encore s’adapter de la maniére
suivante : on peut couper les petits cylindres de courbure négative le long de leur méridien
central pour y insérer un petit cylindre plat (de maniére & ce que la variété ainsi modifiée
soit encore de courbure de Ricci presque supérieure & (n—1) en norme L%). De plus, on

peut aussi prendre comme nouvelles valeurs de 7 et 1’ :

Vi+v Vet r(l+v)? 1

= et = g
g a(u+u2)aTl K a cos 0

Ainsi on a b'=1 le long des méridiens extrémaux des petits cylindres de courbure négative.
Remarquer toutefois qu’alors :

/!

sin?
(c—1)"(t,z) = (% + 1)+11[07 s+ u Ly () + f

sin?(t — v+ 0

1l g-ve-a )
oil u est une fonction positive ou nulle, majorée par . Comme le petit cylindre est de
volume négligeable par rapport & celui du fuseau, on en déduit que (g - 1)_ continue a
étre de norme L2 petite lorsque v tend vers 0. Prenons alors un premier anneau, construit
comme plus haut mais avec ces maillons modifiés, pour une valeur de v = vy petite mais
fixée. On peut alors lui recoller une autre chaine, associée & une valeur de v = v; suffisam-
ment petite par rapport a v, en recollant les deux petits cylindres C; et C| de courbure
négative extrémaux de la nouvelle chaine & deux cylindres plats Cy et C’g de la variété
de départ, ce recollement se faisant de la maniére suivante : on excise de Cy et Cf deux
boules-géodésiques (euclidiennes) By et B, de rayon r; = ail v1(1 + v1) (ou on pose

a =1+ %), et on identifie les bords extérieurs de C; et C avec 0By et JB), res-

—1In(v;)
pectivement (ceci est possible lorsque 71 << 19 15° — ol on pose 17; = ———— VHVZ,l —, par

ai(vitv?) T
exemple lorsque 11 < 1/61). Ce recollement est alors C! car, aprés recollement, en coordon-
nées normales a Phypersurface H = 9Cy = 9By (resp. H' = 0C] = 0B))) [ce qui revient &
paramétrer un voisinage tubulaire de H (resp. de H') par |0, 1/1% [xS™=1) ot ]0, /v7] x S*1
s'identifie & la moitié¢ de C; (resp. de C7), ou [\/v1, ul%[xSn_l s’identifie & une couronne
enclidienne dans Cy (resp. C)) et ou {\/v1} x S"~! g’identifie & H = 9Cy = 0B (resp. &
H' = 9Cy = 0B})], la métrique s’exprime sous la forme (dt)? + B(t)%ggn-1, ol :

@

771(t2+1/12) 3 sur 10, \/71]
t—vi+r sur [ vP|

Il est clair que 3 est C' et que la métrique est celle du cylindre Oy (resp. Cf) lorsque

Bt) =

ol

t < /v et est euclidienne lorsque ¢ > /1. On peut alors itérer le procédé un nombre fini
de fois en choisissant une suite v; telle que la norme Lz dela partie (g — 1) ~ de la courbure
sectionnelle inférieure a 1 reste arbitrairement petite. On construit ainsi des variétés de

topologie toujours plus compliquée dont la courbure de Ricci est presque minorée par (n—1)
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en norme L2 (en particulier le premier nombre de Betti by n’est pas borné sous la seule
hypothése de petitesse de la norme Lz dela partie (g — 1)_ de la courbure sectionnelle

qui est inférieure a 1).
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Chapitre 5

Théorémes de la Sphére avec

hypothéses intégrales de courbure

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on applique les estimées du chapitre 3 (qui donnent un contrdle des
variations d’une section .S d’un fibré, lorsque celle-ci est une combinaison linéaire de sections
propres d’un opérateur (laplacien+potentiel)) et les théorémes de comparaison du chapitre
4 pour obtenir des théorémes a la T. Colding (i.e. des théorémes prouvant la stabilité de
certains invariants géométriques de la sphére) en courbure de Ricci presque supérieure a
(n—1). De maniére générale, il existe de nombreux théorémes en géométrie riemannienne
(par exemple les théorémes de Myers, Bishop, Lichnerowicz-Obata, Gromov, Margulis) qui
prouvent qu’un invariant géométrique donné (considéré comme une fonctionnelle définie
sur I’ensemble des variétés riemanniennes et parfois normalisé de maniére & étre insensible
aux homothéties) est majoré ou minoré par une constante universelle lorsqu’il est restreint
4 un ensemble de variétés réalisant certaines conditions de courbure; lorsque ce majorant
(ou ce minorant) est optimal, le cas d’égalité éventuel correspond aux extrema (absolus)

de la fonctionnelle considérée.

Ces théorémes d’extrémalité ont souvent pour pendant un théoréme de rigidité : les va-
riétés riemanniennes pour lesquelles 'extremum de la fonctionnelle est atteint ont générale-
ment été caractérisées (spheéres, tores, espaces symétriques, variétés d’Einstein, nilvariétés,
etc.).

Etudier la stabilité des métriques extrémales associées a ce type de probléeme de rigidité
(caractérisé par la donnée d’une fonctionnelle géométrique et par les conditions de cour-
bure qui définissent ’ensemble de variétés sur lequel la fonctionnelle est étudiée) consiste

alors & trouver les variétés riemanniennes vérifiant les conditions de courbure du probléme

151



152 THEOREMES DE LA SPHERE

de rigidité (ou éventuellement des conditions affaiblies) pour lesquelles la fonctionnelle
géomeétrique est e-proche de son extremum (e devant étre défini de maniére universelle).
Dans ce chapitre on s’intéresse au probléme suivant : soit (M™,g) une variété rieman-
nienne compacte, son volume, son diamétre, son radius' et la k-iéme valeur propre de son
laplacien (pour un k donné) sont des invariants riemanniens. Prise isolément, la valeur
d’un seul de ces invariants (toujours vu comme une fonctionnelle définie sur ’ensemble des
variétés riemanniennes compactes) ne permet pas d’identifier la topologie (et encore moins
la métrique) d’une variété donnée et de la distinguer des autres topologies ou géométries
possibles. Toutefois, si on restreint ces fonctionnelles a un sous-ensemble de variétés sa-
tisfaisant certaines hypothéses de courbure, et si la variété donnée est un extremum de
ces fonctionnelles sur ce sous-ensemble, la situation peut devenir radicalement différente.
Par exemple, si on restreint les fonctionnelles évoquées ci-dessus a l’ensemble des variétés
de courbure de Ricci supérieure ou égale a (n—1), la sphére canonique (S",can) est un

extremum et est caractérisée par le résultat de rigidité suivant :

Théoréme. — Toute variété riemannienne compléte (M™, g) de courbure de Ricci supé-

rieure ou égale a (n—1) vérifie les inégalités suivantes :

(i) Diam(M™, g) < Diam(S", can) =,
(ii) Vol(M™, g) < Vol(S™, can),
(iii) Rad(M",g) < Rad(S",can) =,

(iv) \M(M™, g) > A\ (S", can) = n.

De plus, si I'égalité est réalisée dans une de ces inégalités, alors la variété (M™,g) est

. 2 . < N 5 n
isométrique a la sphére canonique (S™, can).

On remarquera que, comme ce chapitre ne s’intéresse plus au laplacien de Hodge, et comme
le seul laplacien invoqué sera le laplacien sur les fonctions, nous avons abandonné la nota-
tion A%(M”,g) pour la k-iéme valeur propre non nulle du spectre de ce dernier laplacien
pour revenir a la notation (plus classique) \i,(M™, g).

Ces inégalités sont les versions classiques des théorémes de comparaison étudiés dans
le chapitre 4 (ils sont dis a S.B. Myers pour (i) et (ziz), & R.L. Bishop pour (ii) et a
A. Lichnerowicz pour (iv)). Les cas d’égalités découlent du théoréme de S.Y. Cheng (|35])
pour les cas (i), (ii) et (iii), et du théoréme de M. Obata ([73]) pour le cas (iv) (dans le cas

de variétés de courbure de Ricci presque-supérieure a (n—1), ces inégalités restent presque

!par définition, le radius est la borne inférieure des rayons des boules géodésiques recouvrant M. On a
donc toujours les inégalités 222 < Rad(M) < Diam(M)
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vraies d’aprés les théorémes 4.12, 4.16 et 4.18, mais il n’y a plus de rigidité dans le cas
d’égalite).

Au vu de ce résultat, il est naturel de se demander quelles propriétés (topologiques,
différentiables ou métriques) de (S™,can) sont conservées par les variétés riemanniennes
compactes, de courbure de Ricci supérieure ou égale & (n—1), pour lesquelles les valeurs
prises par l'un des invariants riemanniens considérés ci-dessus (diamétre, volume, radius,
premiére valeur propre non nulle du spectre du laplacien) est suffisamment proche de sa
valeur extrémale (donnée par le théoréme précédent). On peut aussi considérer la situation
ou on affaiblit ’hypothése de courbure définissant I’ensemble de variétés étudié.

Toute variété riemannienne compacte (M™, g) de courbure de Ricci supé-
rieure ou égale (resp. presque supérieure) a (n—1), dont le volume (ou le dia-
métre, ou le radius, ou la k-iéme valeur propre du laplacien, notée \i.(M",g) ou
A\i) est e-proche de celui de la sphére canonique, est-elle Hausdorff-proche? de
(8™, can) ? est-elle difféeomorphe a la sphére S™ ¢

Bien sir, une réponse affirmative & cette question sera d’autant plus satisfaisante que
la constante € dépendra du moins d’hypothéses supplémentaires possible sur la structure
différentiable de M ou sur sa métrique ; 'idéal étant que € ne dépende que de la dimension
n de la variété (M™, g) (ce qu’on notera € = £(n)). Dans le cas des variétés de courbure de
Ricci presque supérieure & (n—1), qui nous intéressera plus particuliérement dans la suite,
on demandera & € de ne dépendre que de la dimension n et du parameétre p (p > %) qui
intervient dans nos hypothéses intégrales de courbure (rappelons que, selon ces hypotheéses,
la norme L? de la partie (Ric—(n—1))" de la courbure de Ricci qui est inférieure & (n—1)
est supposée inférieure & € : plus précisément, on suppose qu'il existe un R > 0 tel que
sup, || (Ric — (n=1)) " | Lo(p(e,py) < emin(1, 257)).

Remarquons tout de suite qu’il n’y a pas de stabilité des types différentiable, topo-
logique ou homotopique (avec ¢ = £(n)) lorsque les invariants qui sont astreints & étre

e-proches de leur valeur extrémale sont le diamétre ou la premiére valeur propre non nulle

*Soient (A,da) et (B,dp) deux espaces métriques compacts, dar ((4,da), (B,ds)) désigne la distance
de Gromov-Hausdorff entre les espaces (A,d4) et (B, dg). Elle est définie comme I'infimum des distances de
Hausdorff entres les parties 14(A) et Ig(B), ot Ia : A — C et Ip : B — C parcourent 'ensemble des plon-
gements isométriques de (A,da) et (B,dp) dans un espace métrique quelconque (C,d¢c). On trouvera des
compléments d’information sur cette métrique dans [57]. On utilisera aussi beaucoup la notion d’approxi-
mation de Hausdorff. Une e-approximation de (A4, da) sur (B, dg) est un couple (F, (C,dc)) tel que (C,dc)
est un espace métrique contenant (B, dp) et F' est une application de A dans C telle que d¢ (F(A)7 B) <e
et telle que, pour tout couple (z,y) de points de A, on ait |da(z,y) — dc(F(x), F(y))| < e. L’infimum
des valeurs de ¢ telles qu’il existe une e-approximation de (A, da) sur (B,dg) est une fonction du couple
((A, da); (B, dB)) qui n’est pas une distance, mais qui est équivalente a la distance dam ((A, da), (B, dB)).
La notion d’approximation de Hausdorff est trés pratique pour montrer la convergence d’une suite de

variétés vers une variété-limite donnée. Pour plus d’information sur cette notion, voir [87].
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du spectre du laplacien de la variété (M™,g) (des contre-exemples ont été donnés par
M. Anderson dans [4] et Y. Otsu dans [74]; voir aussi la sous-section 5.6.2 pour plus de
détails & ce propos); en revanche, pour ces deux invariants, il y a stabilité du type to-
pologique de la sphére si on admet que € puisse dépendre de n et d’'un majorant de la
courbure sectionnelle des variétés considérées (cf S. Ilias [62] pour le cas de courbure de
Ricci supérieure a (n-1) et le théoréme 5.24 de ce chapitre pour le cas de courbure de Ricci
presque-supérieure & (n—1); il faut aussi citer le travail de G. Perelman qui montre dans
[76] le méme résultat en courbure de Ricci supérieure a (n—1), en faisant dépendre € de la
dimension n et d’'un minorant de la courbure sectionnelle). Nous nous intéresserons dans
la suite & la stabilité métrique (au sens de la distance de Gromov-Hausdorff) ou a la stabi-
lité du genre différentiable vis-a-vis du volume, du radius ou de la n+1-iéme (ou n-iéme)
valeur propre non nulle du laplacien au voisinage de leur valeur extrémale (principalement
en courbure de Ricci presque supérieure a (n—1)).

De nombreuses réponses partielles a ces problémes de stabilité (stabilité du type to-
pologique, avec une valeur de ¢ dépendant du rayon d’injectivité ou d’autres quantités
géomeétriques) existaient dans la littérature (on peut se référer a l’article de K. Shiohama
[88] pour un historique de la question) avant que J. Cheeger et T. Colding ne démontrent
le résultat général suivant en courbure de Ricci supérieure ou égale a (n—1) (¢f [38], [39]

et [30]), améliorant considérablement les résultats précédents :

Théoréme (J. Cheeger-T. Colding [30]). — II existe une constante ¢ = £(n) telle
que toute variété riemannienne compacte (M™, g) de courbure de Ricci supérieure a n-1 et
vérifiant 'inégalité :

Vol(M",g) > (1 — ) Vol(S", can)

soit difféomorphe a S".

Remarque. — La constante (n) est universelle et ne dépend que de la dimension, mais
elle n’est pas explicitable. Bien entendu, elle ne dépend pas de M... mais elle ne dépend pas
non plus de bornes a priori qui seraient imposées a la courbure sectionnelle. Ce point est
I’amélioration fondamentale apportée par T.Colding et J. Cheeger aux travaux antérieurs
de Shiohama, Perelman, Otsu-Shiohama, Yamaguchi, etc. (¢f[88]). T. Colding et J. Cheeger
ont aussi démontré les variantes de ce théoréme consistant & remplacer ’hypothése sur le
volume par Rad(M) > (1 — €) ou dgu ((M™, g), (S™,can)) < e. P. Petersen [77] a, quant

& lui, remplacé I’hypothése sur le volume par I’hypothése A\,,+1 < n +e€.

La preuve de ce théoréme par T. Colding et J. Cheeger se décompose en deux étapes :

1) La premiére étape est un résultat de co-stabilité de certains invariants géométrique de

la sphére canonique en courbure de Ricci supérieure & (n—1). Plus précisément, T. Colding
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a montré dans [38] et [39] que, sur I'ensemble des variétés riemanniennes complétes de
courbure de Ricci supérieure & (n—1), il équivalent d’étre de volume proche de celui de
la sphére, d’étre de radius proche de celui de la sphére ou d’étre proche de (S™,can) en
distance de Gromov-Hausdorff. P. Petersen compléte ces équivalences dans 77| en montrant

que chacune de ces 3 conditions est équivalente & ce que A1 soit proche de n.

2) Dans un second temps, T. Colding et J. Cheeger ont démontré dans [30] que, si une
suite de variétés riemanniennes, compactes et de courbure de Ricci uniformément minorée,
converge (en distance de Gromov-Hausdorff) vers une variété riemannienne fixée de méme
dimension, alors tous ses éléments sont difféeomorphes a la variété-limite a partir d’un

certain rang.

Dans un premier temps, ce chapitre est consacré a ’extension de la premiére étape de
la preuve du théoréme de Colding-Cheeger au cas des variétés de courbure de Ricci presque

supérieure & (n—1). Dans la section 5.4, nous démontrons le résultat de co-stabilité suivant :

Théoréme A. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > 5
et R > 0. Il existe des constantes universelles strictement positives a(p,n), 5(n) et C(p,n)

(explicitement calculables) telles que, si I'on considére toutes les variétés riemanniennes

complétes (M™, g) qui vérifient sup, | (Ric— (n—1)) " || 1o(B(z,r)) < emin(1, 1%752) 0<e<

a(p,n)), et 'une au moins des trois inégalités suivantes :
Vol(M",g) > (1 — €) Vol(S", can) ou Anp1(M™ g) <n-+e

ou Radius(M",g) > (1 — €) Radius(S", can),

toutes ces variétés sont a distance de Gromov-Hausdorfl de (S™,can) plus petite que
C(p,n)e?™.

Réciproquement, si la distance de Gromov-Hausdorff entre (M™,g) et (S",can) est plus
petite que ¢, alors Vol(M™, g) > (1 - C(p,n)eﬁ(”)) Vol(S™, can) et A\py1(M™,g) < n+
C(p,n)e?™ et Radius(M™, g) > (1-C(p, n)eﬂ(”)) Radius(S", can).

Remarque. — Cet énoncé est encore valable si, on remplace ’hypothése de courbure
sup, || (Ric — (n — 1)) || o(B,r)) < emin(l, 16@7&) par I’hypothése : il existe un point zg
de M tel que | (Ric — (n — 1)) | 2r(B(zo,67)) < € Toutefois, tous les énoncés et toutes les

démonstrations de ce chapitre se placeront sous la premiére hypothése.

La méthode de démonstration de ce théoréme est une application des résultats de
comparaison du chapitre 4 et des estimées du chapitre 3. Par exemple, dans la sous-

section 5.4.2, on s’inspire des travaux de S. Gallot dans [46] et de P. Petersen dans [77] en
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définissant une application :

{ d: M — SPcRet!
r = O(z) = F(z)/||[F(2)|

ou F(z) =(f1(2),... , fat1(x)) et ott (fi)i<i<n+1 est une famille L2-orthonormée de fonc-
tions propres du laplacien de (M™, g) associées a des valeurs propres proches de n. L’étude
des propriétés de @ est une application des résultats du chapitre 3 via la construction d’un
certain fibré £ — M et de sections S; associées aux fonctions f;. On déduira des résultats
du chapitre 3 que si A\p+1 < n + ¢, alors @ est une fonction définie sur tout M, surjec-
tive, de degré +1 et réalisant une C(p, n)e®™-approximation de Hausdorff de (M", g) sur
(S™, can) (notez que, contrairement aux travaux de T. Colding, nous construisons explici-
tement l’approximation de Hausdorff).

Dans la section 5.5, nous étudions (en 1’état actuel de nos recherches) les extensions
possibles aux variétés de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) de la deuxiéme étape
de la démonstration du théoréme de Colding et Cheeger. En particulier, nous discutons
d’un outil qui joue un role fondamental dans les travaux de Colding et Cheeger sur la
finitude du type différentiable en courbure de Ricci minorée (voir par exemple le résultat
cité ci-dessus) ; cet outil nous semble difficile & étendre au cas de courbure de Ricci presque
minorée par (n—1). Toutefois, nous démontrons dans cette section que, si on suppose
I'existence d'une borne a priori sur la courbure sectionnelle (||R[|pay < A) ou sur la
courbure de Ricci (|| Ric||eo < A), alors 'application ® est un diffécomorphisme si (M™, g)
vérifient ’hypothése sur la courbure de Ricci faite dans le théoréme A pour € < a(p,n, A)
(® est méme, dans ce cas, de constante de Lipschitz C(p,n, A)e?(™4)-proche de 1).

Pour finir ce chapitre, nous étudions ’optimalité de la condition \,11 < n + € dans le
théoréme A. Plus précisément, nous démontrons dans la section 5.6 qu’on a le théoréme

suivant :

Théoréme B. — Il existe des constantes universelles strictement positives a(p,n), 3(n) et
C(p,n) (explicitement calculables) telles que sous les hypothéses de courbure du théoréme

A on ait :

Si Ay (M?",g) < n+ € alors Ayp1(M™, g) <n+ C(p,n)ef).

D’aprés le théoréme A, le théoréme B a pour corollaire que, si A, (M™,g) < n + ¢, alors
d’une part la distance de Gromov-Hausdorff entre (M",g) et (S, can) est inférieure a
C(p,n)e?™ | d’autre part le volume, le radius et le diamétre de (M™, g) sont C(p,n)e()-
proches de ceux de (S™, can) (la preuve de cette derniére propriété utilisant également les
théorémes 4.12 et 4.16). Remarquez que le théoréme B est déja nouveau en courbure de

Ricci supérieure ou égale a (n—1) et nous permet de déduire, du théoréme de stabilité
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de Colding et Cheeger rappelé plus haut, le corollaire suivant qui est une amélioration du

théoréme de la sphére de P. Petersen (|77]) :

Corollaire. — Soit n un entier (n > 2). Il existe des constantes universelles strictement
positives €(n), B(n) et C(n) (explicitement calculables) telles que, si (M™, g) est une variété
riemannienne de dimension n qui vérifie Ric(M™,g) > (n—1) et A\, < n + €(n), alors M
est difféomorphe a S™ et day ((M™, g), (S", can)) < C(n)(A, — n)ﬁ(n).

On montre que ce théoréme est optimal, au moins en ce qui concerne la deuxiéme
conclusion, en construisant une suite de métriques g sur S”, de courbure de Ricci supé-
rieure & (n—1), telles que la suite A\,_1(S™, gx) tende vers n sans que A, (S", gx) ne tende
vers n. En fait la suite Vol(S", gx) tend vers 0, Rad(S", gy) tend vers § et (S",gx) tend
(au sens de Gromov-Hausdorff) vers I'hémisphére de dimension n—1 muni de la métrique
canonique. C’est encore un probléme ouvert de savoir si n est le plus petit des entiers p
tels que toute suite (M} )ren de variétés riemanniennes de dimension n et de courbure de
Ricci supérieure & (n—1), telles que A,(Mj) tende vers n lorsque k — 400, soit formée
de variétés qui sont toutes difféomorphes & S™ a partir d'une certain rang (rappelons que
M. Anderson [4] et Y. Otsu [74] ont construit des variétés de courbure de Ricci supérieure
a (n—1), non diffecomorphes a S™, dont le \; est arbitrairement proche de n). On finit en
étendant au cas des variétés de courbure de Ricci presque supérieure & (n—1) un résultat

de S. Ilias [62] en montrant le :

Théoréme C. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, R et A des nombres réels arbitraires
tels que p > n/2, R > 0 et A > 0. Il existe une fonction a(p,n,A) (universellement
calculable) telle que, pour toute variété riemannienne compléte (M"™,g), de dimension n,

qui vérifie sup,, || (Ric — (n = 1)) " || 1o(B(z,r)) < a(p,n, A) et |R|l2p < A, on ait :
Si A\ <n+a(p,n,A), alors M est homéomorphe a S™.

Si Diam(M) > m — a(p,n, A), alors M est homéomorphe a S™.

Nous commencons ce chapitre par deux courtes sections consacrées aux notations et a

des rappels sur quelques propriétés spectrales de la sphére canonique.

5.2 Notations

Rappelons que (M™,g) désigne une variété riemannienne compléte de dimension n,
munse de la métrique g. Nous calculerons, comme précédemment, les normes LP par rapport

N qey . - . dyg . i
a la mesure de probabilité riemannienne 57, @-€.

11 = (55137 [, 111 @) doy (o)

3=
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Ces normes seront toujours bien définies dans la suite, puisque nos variétés seront toujours
de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) (au sens du théoréme 4.12), et donc
toujours de volume fini (d’apres le théoréme 4.16).

Quant au laplacien utilisé, ce sera (dans tout ce chapitre) celui des géomeétres qui, par
convention, en font un opérateur positif en posant Af(x) = —tr Ddf .

Enfin, dans la suite, on notera souvent C(p,n) ou a(p,n) des fonctions universelles
(ne dépendant que des variables p et n). Pour simplifier la lecture des calculs, nous no-
terons parfois de la méme maniére, au sein d’'un méme calcul, des constantes pourtant
différentes. Ainsi, contrairement au chapitre précédant, nous ne calculerons pas explicite-
ment les constantes universelles du type C(p,n) ou a(p,n) (bien que, dans tous les cas,

nos preuves permettraient un tel calcul).

Nous commencons cette partie par quelques remarques simples sur la sphére canonique,
faites par P. Petersen dans [77], qui inspireront notre démarche pour la démonstration du
théoréme A de stabilité des invariants géométriques de la sphére en courbure de Ricci

presque supérieure a (n—1) :

5.3 Rappels sur la sphére (S", can)

Les démarches de S. Gallot, dans [46], et de P. Petersen, dans [77|, partent de la
remarque élémentaire suivante : les fonctions propres de la sphére canonique, associées a
la premiére valeur propre non nulle n, fournissent un plongement isométrique de (S™, can)
dans ’espace Euclidien de dimension n+1 (rappelons que la sphére canonique (S™, can) est
notre variété de référence car elle joue un role extrémal, pour tous les invariants que nous
considérons, et elle est de courbure de Ricci constante égale & (n-1)). Les fonctions propres
du laplacien de (S™, can) sont les restrictions a S™ des polynémes homogenes harmoniques
de R™*! (voir par exemple [56]). En particulier, le sous-espace propre Fy, associé¢ & la valeur
propre A\; =n est 'espace des formes linéaires de R"*!. Ses éléments peuvent s’écrire sous
la forme x —< x,r.29 >gn+1 = 1. cos(dgn (,20)), Ol o est un élément quelconque de S”,
r un élément quelconque de RT, < .,. >pa+1 le produit scalaire canonique de R"*1 et dg,
la distance riemannienne sur (S", can).

Rappelons que, pour tout endomorphisme A de R"*! on a la formule :

1
Trace(A) =
a1 Lrace(d) = g

/ < A(z),z > dx (5.1)
S’I’L

Soit alors {e;} une base orthonormée de R™*! et x; 'extrémité, dans R"*1, du vecteur e;
(i.e. oz} = ;). D’aprés (5.1), les fonctions f; = cos(dgn(2;,.)) = < €;,. >gn+1 forment une

base L2-orthogonale de E), telle que HfiH%Q(Sn = niﬂ pour tout indice i <n + 1. On

,can)
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en déduit que, si xg est un point quelconque de S™ et si 'on pose :

1
Yijag = (%) /Sn cos (dgn (w0, 7)) fi(x) da,

on a alors, en posant A(x)= < x, 70 >p.1-To et en appliquant (5.1) :

n+1
cos(dgn (z0,.)) = > i, -fi
=1
n+1 ‘
> a?‘ro = \}/LT—FSI"I fS" < X9, X >%n+1 dx = Trace(A) = 1.
i=1

Par ailleurs, en posant A(z) = < x,e; >pn41-Z0, (5.1) nous donne :

n+1
O‘i\zo = < Zo, T >Spntt . < €5, T SRpntl dr =< xg,€; >Rntl = fi(xo),
Sn

Vol S™
n+1
et donc > fi(z0)? = 1 pour tout point zg de S™. On a donc en fait démontré que I’appli-
i=1

cation :
{Sn N Sn%Rn—H
F :
r o= (fi®),..., far1(x))

est bien définie. De plus c’est une isométrie puisque, pour tous les zg,z € S™, on a :
n+1
cos [dsn (F(x0), F(x))] = < F(w), F(x) >gn1 =Y filo).fi(x)
i=1

n+1

= 5 ) = onfntan )]
i=1

Bien entendu, il y a une démonstration beaucoup plus rapide du fait que F' est une iso-
métrie : elle consiste & reconnaitre que F est le plongement canonique de S™ dans R"*! et
que ce plongement identifie la métrique canonique de S™ avec la métrique induite de sous-
variété de R"*!. Cependant cette preuve, extrinséque, n’a aucune chance de se généraliser
4 une variété riemannienne abstraite, c’est pourquoi nous lui avons préféré la premiére
preuve, intrinséque, que nous allons généraliser, en prouvant que les égalités exhibées ci-
dessus restent vraies a e-prés dans le cas d’une variété riemannienne de courbure de Ricci
presque supérieure a (n—1) et dont l'un des invariants géométriques cités dans le théoréme
A est presque égal a la valeur du méme invariant pour (S",can). Cette stratégie est déja
celle de la preuve de P. Petersen (cf [77]) dans le cas ou la courbure de Ricci est supposée
supérieure ou égale & (n—1). Nous allons ci-dessous la simplifier et la généraliser au cas
ou (M™, g) est une variété riemannienne de courbure de Ricci presque-minorée par (n—1),
dont le laplacien admet n+1 valeurs propres non nulles (\;)i1<i<n+1 (comptées avec leurs
multiplicités) inférieures a n+-e€. Dans ce cas, on définit 'application & = ”5—”, ou F' est dé-

finie comme plus haut & partir d’une famille de fonctions ( fi)ie[[l,n+1]] telle que Af; = A\ f;
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et telle que la famille (v/n + 1f;) soit L2-orthonormée. On montrera plus loin que, sous
nos hypothéses, ® est bien définie et est une approximation de Hausdorff surjective sur
(S™, can).

5.4 Stabilité des invariants géométriques

Le but de cette section est de prouver le théoréme A de costabilité des invariants
géométrique de la sphére en courbure de Ricci presque supérieure & (n—1). Pour cela, on

suivra le schéma de preuve suivant :

dor (M,S") 22 Rad(M) &% Vol M Rad(M)
+
56| 57, VolM 28 dgy (M, S
_l’_
Ant1(M) Ant1(M)

Il faut comprendre ce diagramme de la maniére suivante : chaque fleche du diagramme
représente une implication qui sera démontrée dans la suite; la signification d’une fleche
donnée est la suivante : "si la (les) quantité(s) géométrique(s) située(s) au départ de la
fleche prend (prennent), sur une variété (M™, g) (de courbure de Ricci presque supérieure
an—1), une (des) valeur(s) e-proche(s) de celle(s) qu’elle(s) prend (prennent) sur (S", can),
alors il en est de méme pour la quantité géométrique située a larrivée de la fleche" (quitte
a remplacer, a l'arrivée, € par C(p, n)eo‘(p’”)). De plus, le numéro affecté & chaque fleche est

le numéro de la proposition qui prouve l'implication correspondante dans le texte qui suit.

Nous commencons par les deux implications les plus faciles du théoréme A, & savoir le
fait qu’une variété de courbure de Ricci presque supérieure & (n—1) et de volume presque
maximal (resp. proche en distance de Gromov-Hausdorff de (S™,can)) admet un radius

presque maximal :

Lemme 5.1. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > n/2
et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (universelles et explicitement calculables)

telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g), de dimension n, qui vérifie

les deuz hypotheéses sup, ||(Ric — (n — 1)) || 1o (B(z,r)) < €min(l, 1%’;2) (ot € < ap,m)) et
Vol(M™,g) > (1 — e%)Vol(S”,can), on ait :

Rad(M", g) > Rad(S", can) (1 — C(p, n)e ).

Démonstration. — D’apreés le théoréme de type Myers 4.12 du chapitre 4, la variété M

est compacte sous nos hypotheéses. Il existe donc un point p de M tel que la boule de centre
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p et de rayon Rad(M) recouvre tout M. Or, d’aprés le théoréme de type Bishop 4.16 du

chapitre 4, il existe une constante universelle C'(p,n) telle que :

N

Aq(m)(1 — ei) < Vol M = Vol B(p,Rad(M)) < A;(Rad(M))(1 — C(p,n)ex) ™

donc A;(Rad(M)) > Ay(m)(1 — C(p,n)e%)? Cette inégalité, ou 'on remplace A;(R) par

fo(w—Rad(]M))"'(sint)n_l dt
Jo (sint)n—1 dt

1 s

particulier, si a(p,n) < (W)4’ alors (m — Rad(M))* < T et la concavité du sinus

W—Rad(M))+(2t)n—1dt _ (2)”—1 ((ﬂ—Rad(M))+)n < C(p,n)ei. On

™ n

< C(p, n)e%. En

la formule Vol S™~! fOR(sin t)"~1dt, implique que

sur [0, 5] nous donne fo(

obtient donc Rad(M) > «[1 — C(p,n)eir]. -

Lemme 5.2. — Si (M",g) est une variété riemannienne compléte, de dimension n, qui
vérifie dgu ((M™, g), (S", can)) < € alors Rad(M) > Rad(S"™, can) — 2e.

Démonstration. — (M™, g) est bornée, et donc compacte d’apres le théoréeme de Hopf-
Rinow. En remarquant que tout point p de M est proche d’un point de S™ dont I'antipode
est lui-méme e-proche d’un point ¢ de M, on montre que, pour tout point p de M, il existe

un point ¢ de M tel que dps(p,q) > m — 2¢. Ce qui permet de conclure. O

Dans la sous-section qui suit, nous nous intéressons aux variétés de Radius presque
maximal. Nous démontrons que le laplacien des variétés de courbure de Ricci presque su-
périeure a (n—1) et de Radius proche de 7 admet au moins n+1 valeurs propres proches
de n (on montrera plus loin, comme application du corollaire 3.2, qu’en courbure de Ricci
presque supérieure & (n—1), on a au plus n+1 valeurs propres proches de n). Nous démon-

trons au passage d’autres estimées qui serviront dans la suite.

5.4.1 Variétés de Radius presque maximal

Dans ce qui suit, on dit qu’'un point xg € M admet un e-presqu’antipode s’il existe
Yo € M tel que d(zg,y0) > m — €. Nous commencons par un lemme trés utile dans notre
cadre, qui permet, sur une variété de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1), de
comparer la valeur moyenne d’une fonction quelconque de la distance & un point donné
avec la valeur moyenne de la méme fonction de la distance & un point fixé sur la sphére
canonique. C’est une généralisation (au cas des variétés de courbure de Ricci presque
supérieure & (n—1)) du lemme 1.3 (p. 131) de [9], qui est lui-méme une généralisation d’un

argument de la preuve d'un lemme (le lemme 1.10) de T. Colding dans [38] :
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Lemme 5.3. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que p >
n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) telles que, pour toute variété
riemannienne compléte (M™, g) de dimension n, pour tout point xg € M et pour toute
fonction u : [0,2n] — R de classe C*, sisup, ||(Ric—(n—1))" || Lo (B, r)) < €min(1, 1%7; )
(avec € < a(p,n)), alors :

1 1 i
VolM/MuodM(xO")dvg_W/Snuodgn(xm-)dvcan

1
< 'l C(p,n)[e + (7 — Rad(wo)) "],
ot Rad(zo) = max{dy(zo,x),x € M} et ot 2y est un point quelconque de S™.
Démonstration. — Les fonctions A, L, Ay et Ly sont les mémes que celles définies dans

le chapitre 4, mais on les prolonge par 0 sur R™. La fonction r — u(r)A(r) est continue et

dérivable a droite sur R, de dérivée égale a u'A + uL. Le lemme des accroissements finis

4.2, appliqué a u(r — Jo (WA+uL) et —u(r )+ [y (W' A+uL), et le théoréme de
type Myers 4.12, nous donnent :
(Rad(azo ) Vol M = fRad =0) ( )dr + fRad(wO ' (r)A(r) dr
m) Vol §™ = [ u( d?“+ fo VA1 (r)dr

D’ou, en remarquant de plus que ‘ Ar) 1| <1,ona:

Vol Sn

1 1 _
Vol Ml /Mu odp(xo,x)dvg — VoISe /S" w o dsn (Z0, ) dvean

- Rad(zo) w(r)L(r) T u(r)Ly(r)
= /0 ~orar " _/0 - VoS

= |u(Rad(z0)) — u(m) +

T U/Al Rad(zo) u A
o Volsm /0 Vol M

edew) (A AW) . Ay(r)
/ 1 o / 1 o
/0 w(r) <Vol sn VolM) dr + /Rad(xo)“ (r) <v018n 1) dr

Rad(zo) A (r
< 'l (/0 1(r)

Vol§n VolM‘
Soit yp un point de M tel que d(zp,yo) = Rad(zg). Les théorémes 4.16 et 4.12, nous

9

dr + |m — Rad(:ro)‘>

donnent alors (pour tout r < Rad(xg)) :
)Al(r) < A(r) < 1— Vol B(yo, Rad(zg) — 1)
VolS® = VolM — Vol M

< 1-(1-Clpn)ed)

< A1 (r+ 7 — Rad(zo))
- Vol S»

Ny

(1—-C(p,n)e

Ai(Rad(zg) — 1)
Vol S”

+ C(p,n)et (5.2)
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(rappelons que A;(R) = VolS™ lorsque R > 7 et qu’on a prolongé la fonction A; par 0

pour les valeurs négatives de R).
A(r) ‘ ek + (A1 (r + 7 — Rad(zo)) — A1 (r)) "
Vol M Vol Snt = Vol S”

D’ou ! . Enfin, on a fa-

+
il (Al(7"‘”1)_"41(7"))+ o fthgQ(COSt)n_ldt < ht Volsm—1 O déduit d
cilement que sup, Vol ST = ] / s id = Volgr - On en de ult donc
/2
que :

1 1 )
Vol Ml /M wo dy(xg,x) dvg — VoISt /S” w o dsn (0, ) dvean
< |/ |ooC(p, n) €1 + (7 — Rad(zo)) ]

(ot on a utilisé la majoration |r — Rad ()| = (7 — Rad(mo))Jr + (7 — Rad(zo)) <

(m— Raud(:z:o))Jr + C(p,n)+/€, valable d’apreés le théoréme 4.12). .

Remarquons déja que ce lemme permet de donner facilement un équivalent du théoréme
de Cheng [35] pour les variétés de courbure de Ricci presque supérieure & (n—1). Ce
corollaire affirme que, si au moins un point d’une variété riemannienne de courbure de
Ricci presque supérieure a n—1 admet un e-presqu’antipode, alors cette variété admet au

moins une valeur propre proche de n :

Corollaire 5.4. — Soit n un entier (n > 2). Soit p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (explicitement calculables)
telles que pour toute variété riemannienne compléte (M™, g), de dimension n et qui vérifie

sup, || (Ric — (n—=1)) " ||l 1e(B(z,r)) < € min(1, 16” 27-) (ot e < a(p,n)), on ait :
Si Diam(M) > m(1 — e%) alors n(1 — Ca(p,n)e) < A\ < n(l+ C’(p,n)e%),

ot \1 est la premiére valeur propre non nulle du laplacien de (M™, g) et ot Ca(p,n) est la

constante universelle définie dans le théoréme 4.18.

Remarque. — Cet énoncé est une version faible d’un résultat de P. Bérard, G. Besson
et S. Gallot (cf le corollaire (17) de [18]) et de son extension aux variétés de courbure de

Ricci presque supérieure a (n—1) par P. Petersen et C. Sprouse (cf [79]).

Démonstration. — Puisque M est compacte d’aprés le théoréme 4.12, il existe un couple
de points (zg, yo) de M tels que d(zo, yo)=Rad(x¢)=Diam(M). On considére la fonction
f = cosd(zgp,.). On sait, d’apres les rappels de la section 5.3, que cette fonction de la
distance & un point est une fonction propre, associée a la valeur propre n, dans le cas
particulier ou (M", g) est la sphére canonique. On va montrer que ce n’est pas loin d’étre

le cas sur toute variété (M™, g) vérifiant les hypotheses du corollaire 5.4.
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On note f = yoi57 [y /> dapres le lemme 5.3 et I'égalité v Js. cos d(Zo,.) = 0, on

PN

7] < C(p,n)(e7 + (w — Diam M)™) < C(p, n)ei.

De plus, on a :

_ 1
— 2_—
[IIf — Fll3 T
1 _
< 2 L 2
< |II£1I5 n+1|+|f|
1 2 1 2 = 12
< )) — n (Z0, -
< ‘VOlM/MCOS (da(z0,.)) VolS™ /Sn cos” (dgn (Zo,.)) | + | f|
< C(p,n)ei

oil la derniére inégalité découle du théoréme de Pythagore || f — f|13 = || f||3 — f?, du lemme
5.3 appliqué a la fonction cos, de la majoration précédente de |f| et du fait (rappelé dans

la section 5.3) que W Jon cos? dsn (Zo,.) = n+r1 On en déduit que, si a(p,n) est assez

petite (universellement), alors :

_ 1 1
If = I > -~ (1= Clp.n)et) > 0.

2

En appliquant de méme le lemme 5.3 & la fonction u = sin®, on obtient :

_ 1 1
Jats = )13 = g7 [, s @, ) < 2 (1+ Cpmed)

N e s 1. e 1 .. 92 _ _n . y -, .
ou on a utilisé I'égalité o= fS” sin (dgn (Zo, )) = 47~ On obtient donc 'estimée suivante

du quotient de Rayleigh de la fonction f—f :
d(f=DIB _ 1+ Cn)e
If=fl3 = 1- C(p,n)e

On conclut en utilisant le principe du min-max. Ceci nous donne la majoration de A;. La

FNTE N

<n(l+ C’(p,n)e%).

minoration découle du théoréme 4.18. 0O

Pour la suite, nous notons (f;)ien une famille orthogonale de fonctions propres du

laplacien de (M,qg) telle que
{ Afi = Nf
1

1fill3: = 73
0t (A;)ien est la suite des valeurs propres du laplacien de (M, g) classées dans l’ordre crois-
sant, chacune de ces valeurs propres étant répétée un nombre de fois égal a sa multiplicité.
Pour tout point xo de M, nous notons (aim)) la suite des coefficients de Fourier de la

fonction cos(d(.,zo)) relativement a la base hilbertienne (fi)ien, i.e. :

(n+1)

Vlao = ol M /M cos(d(zo, 2)) fi(z) da.
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Le lemme suivant affirme que, si le point xy de M admet un ei—presqu’antipode sur M, alors
la fonction cos(d(zg,.)) est proche (au sens L?) d’une combinaison linéaire des fonctions
propres du laplacien associées a des valeurs propres proches de n (comparer avec le cas de la
sphére canonique décrit en section 5.3). C’est une généralisation d’un lemme de P. Petersen

(|77]) au cas des variétés de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) :

Lemme 5.5. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels arbitraires tels
que p >n/2 et R > 0. Il existe des constantes a(p,n) et C(p,n) (universelles et explicite-
ment calculables) telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g), de dimen-
sion n, qui vérifie sup, ||(Ric — (n—1)) " |l zo(p,r)) < €min(l, 12—752) (avec € < a(p,n)), et
pour tout point xg de M admettant un e%—presqu ‘antipode (i.e. tel que Rad(zg) > m — e%),

on ait :

(i) |[cos(d(xo,.)) = S8 Qo fill c2ar) < Cpyn)ets, oi k(e) = sup{i /A < n + €3},

00—

k(e)
(1) Z:la?‘xo — 1| < C(p,n)es.

Démonstration. — En appliquant le lemme 5.3 aux fonctions u=sin? et u= cos?, comme

dans la démonstration du corollaire 5.4, on obtient 'existence d’une constante C'(p, n) telle

que :
‘ / Sin2 d (]C ) / Si][]2 d (]79 )‘ < C(p n)ei
Vol M M T Vol S™ sn " T ’
‘ / COS2d (.’E ) — / COS2 d (.’E )‘ < C(p Tl)ezll
. n .
AV/ 1 7‘[ M 05 AV/ ISn S 0, — )
d’ou :

|V eos dar(zo, )13 — nllcos dar (o, . )II3]

1 . _
< HVCOS dM(:L’o, )”% — W /Sn sin? dgn(xo, )‘
1 . _
—1—‘\/018” /n sin? dgn (Zo, .) — n||cos dar (o, .)||3

1
VoIS /S" cos? dgn (Tg, .) — ||cos das (o, )||§‘

N e . 1 .. 92 _ _n 2 _
ou on a utilisé la relation gosr [on sin® dsn (Zo, .) = yofgm Jon €0s® dsn(Zo, .) (rappelons que

la fonction cos (dsn (Zo, )) est une fonction propre de (S™, can) associée a la valeur propre
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n). En notant k(e) le plus grand des indices i tels que \; <n + €3, on obtient I'estimée :

(i —n) ()\ ~ (Xi —
ZT?O‘?MO - Z ) o + Z " g

ieN i<k(e) 2k
2
Aizm) o (b g il
> D T e T D
1<k(e) >k(e)
2
> N2 C 2 E il
> —lod, —Clme 30 af el 3
1<i<k(e) i>k(€)
n ; a2|
1 1| T
> O, leosd(zo, JIBEC(pm)e+ e Y 5
i>k(e)

ou on a utilisé le théoréeme de type Lichnerowicz 4.18 pour la deuxiéme inégalité. Or le
lemme 5.3 nous donne :

Ai—n
€N

— (117 cos das(wo, I} — nl cos das(wo, 3| < Clo,m)et,

. 1 N
puis || cos(d(zo,.))||3 < n%rl + C(p,n)et et enfin |agp,,| = VSJJFV}”M cos d(xg, z)dx| <
C’(p,n)e%, comme dans la preuve du corollaire 5.4. Des quatre derniéres inégalités, on

déduit ’estimée :

2
1 i)z 1
3> w1 s Gl
i>k(e)
et donc :
k(e) o2
1
||cos dpr (o, ) Zaz\wo fills = Z % < C(p,n)es.
i>k(e)
Enfin, on obtient (i7) en appliquant le lemme 5.3 & la fonction u = cos?, ce qui nous donne :
‘ZOB _1‘ = (n—l—l)‘ ! / COSQdM(.’L‘O,.)— ! / COSQdSn(.’Z‘(),.)
i€N o Vol M J Vol S" Jsn
< Clpm)es
d’ou :
1
‘Zamo 1‘ < ‘Z gy — 1‘ + z|ro +a0|r0 < CO(p,n)es.
i1>k(e) O

Le théoréme suivant affirme que, si (M", g) est une variété de courbure de Ricci presque
supérieure & (n—1), dont le Radius est plus grand que 7'('—6%, alors la variété admet n+1

valeurs propres proches de n :

Théoréme 5.6. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels arbitraires

tels que p > n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (universellement
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calculables) telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g) de dimension n

qui vérifie sup,, || (Ric — (n — 1)) || 1o (B(a,r)) < emin(1, ¢ 7 ) (avec € < a(p,n)), on ait :

Si Rad(M) > 7 — et alors Ans1 < n(l+ C(p,n)eé).

Démonstration. — Soit x¢ un point quelconque de M. De I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et du lemme 5.5 (i) (qui s’applique, puisque tout point xy de M admet un e%—presque

antipode, i.e. vérifie Rad(xg) > 7 — ei), on déduit que, pour tout n < Diam (M), on a :

k(e)

371 /. N\ 1| T d b
Voleo, /B(acom Za‘ ol / oy A0 )

Vol M 2
< | — — .
<v013x0, ) ||Zaz‘xofz cos(d(zo, ))

1\ n/2
1 1
(Y,
- ,n)e
<C i
—_ (p7n)nn/2)

ou 'avant-derniére inégalité découle des théorémes de comparaison 4.6 et 4.12. En prenant

1
1 = €3 +9 et en appliquant 'inégalité |1 —cos z| < ”52—2, on obtient, pour un choix convenable

de a(p,n) :
1 k(e)
~ Vol B(xo, 1) /B(xo,n ;aqzo i)y ()
< W /B(:co,n) | cosd(xzg,.) — 1]
k(e)
VolB (zo,m /B(xo,n Zal\xo fi— /B(zo,n) cos(d(:po,,))‘
< C(p,n)e” D

Par ailleurs, d’apreés le lemme 5.5 (ii), on a :

V= W/Z o = 12
k(e)

1
< (1 +C(p,n)es) — W/B( Zaz\xo fi(z
7 $0777

VolB (zo,m / B(wo.m) Zfz
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Les deux inégalités précédentes nous donnent donc :

k(e)

/ S (@) dx > (1 - Clp,n)eT ) Vol B(z, 1),
B(zo,m) =1

lorsque € est inférieur a une constante o'(p,n). En intégrant cette derniére inégalité par

rapport a xo (les deux membres de l'inégalité sont des fonctions continues de xg) :

k(e)
1 Vol B(z,n) 1 / / 9
1— ey < E :
(1= Clp,n)e )/M VolM = VolM M( Bom) izlfl (y)dy) dx
1 k(e) )
= Vol M;ﬂ fi (z) Vol B(z,n) dx (%)

k(e)

(la derniére égalité s’obtient en intégrant la fonction (z,y) — > fi(y)?. 1o ,((d(z,y)) sur
i=1

M x M et en appliquant le théoréme de Fubini). Les inégalités (5.2) de la démonstration

du lemme 5.3 et 'égalité A\llgrs_nr) =1- {2)11%,)” nous donnent (en choisissant € assez petit
1
pour que n < T —€1) :
1, A1(n) _ Vol B(z,n) 1 Ai(n+ 7 —Rad(z))
1-C 4 < <C 4
(1= Cmet)gien = —~orar - = C@met + Vol Sn
L Ay(n+ er)
< C 1 17
< Clp,n)et + —; Tsn
Si on utilise ces estimées du rapport %(]@m dans I'inégalité (), on obtient :
k(e
Ai(n+ ei) ©

(1= C(p,n)eT™) Ai(n) _

Vol S» — Vol S»

+C(p,ner |11 £21,
=1

En remarquant que A;(n + ei) < Ai(n)+ C’(p,n)ei et que i < C’(p,n)eéAl(n) sin <

vl

et en utilisant le fait que || f;||3 = on en déduit :

1
n+1’

k(e) 1

n+1 VolM

k(e) 1
/ fo(ﬂ?) dr > (1 — C(p,n)efn+d),
Mo

et donc k(€) > n+1 si la constante a(p,n) est choisie assez petite (rappelons que k(e) est

un entier).

O

5.4.2 Variétés vérifiant )\, ; < n+te

Dans cette sous-section, nous passons & la démonstration du fait que, si une variété
riemannienne (M", g) compléte est & courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) et si son

laplacien admet n+1 valeurs propres proches de n, alors son volume est presque maximal.
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Plus précisément, on va démontrer le théoréme suivant, qui est une généralisation au cas
des variétés de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) d’un théoréme de P. Petersen
(voir [77]) :

Théoréme 5.7. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels arbitraires tels
que p >n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (explicitement calculables)
telles que pour toute variété riemannienne compléte (M™,g), de dimension n, qui vérifie

sup, || (Bic — (0 — 1)) [l (o) < emin(l, 5 (avec ¢ < afp,n)), on ait -

Si Ans1 < n+ € alors Vol M > (1— C(p,n)eZm ) Vol S™.

Remarque. — Ce théoréme achéve de démontrer que, pour une variété riemannienne
compacte de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1), il est équivalent d’étre de
volume presque maximal, de Radius presque maximal ou de (n+1)-iéme valeur propre

(non nulle) du laplacien presque minimale.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons construire une application ® de M dans S™,
a partir de la famille (f;);<;<,,; des fonctions propres de (M",g) associées aux valeurs

propres proches de n, en posant :

®: M — S*—R"
1

T — W(ﬁ(w), .. ,fn+1(a:)) (5.3)

Nous démontrerons que ® est bien définie, presque contractante et surjective, ce qui
donnera la presque maximalité du volume de (M"™,g). On montrera méme, dans la sous-
section suivante, que ® réalise une approximation de Hausdorff sur S de degré +1. Notre
schéma de preuve est une adaptation de celui de P. Petersen dans |77] (voir aussi [9] pour
une démonstration du théoréme de P. Petersen en courbure de Ricci supérieure a (n—1),
suivant le schéma de preuve qui suit), mais les outils analytiques utilisés par P. Petersen
dans [77| (des inégalités a la Abresch-Gromoll) sont remplacés par les résultats de la pre-
miére partie de la thése appliqués a des sections S; (construites a partir des fonctions f;)
d’un certain fibré riemannien E au-dessus de la variété M. Commencgons donc par définir

le fibré E et les sections S; :

Fibré augmenté et opérateur A,

Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte. On note E le fibré vectoriel au dessus

de M obtenu comme somme directe de T'M et d’un fibré trivial en droite. Une fois choisie
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une section non nulle e du fibré en droite, nous noterons ce fibré TM @ R e et nous iden-
tifierons T'M a un sous-fibré de F d’ou 'appellation de "fibré augmenté" pour le fibré E.

On peut alors munir E d’une structure de fibré riemannien en prenant comme métrique :
<X+ fe,Y+he>p=g(X,Y)+ fh

pour tout couple de sections (X,Y’) de TM et tout couple de fonctions (f,h) sur M. Pour
munir £ d’une connection linéaire compatible avec la métrique < .,. >, on note DM la

connection de Levi-Civita de (M, g), on a alors :
Lemme 5.8. — L’application
DE . T(M)®T(E) — T(E)
(Z,X +fe) — DEX+fe)=DYX+fZ+(df(Z)-9(Z,X)).e

définit une connection linéaire sur E qui est compatible avec la métrique < .,. >p.

Remarque. — A propos de ce fibré augmenté et de ses liens avec les théorémes de la

sphére, on pourra consulter les travaux de E. Ruh [86] et S. Gallot [46].

Démonstration. — Le fait que D¥ vérifie les axiomes d’une connexion linéaire ne pose
aucun probléme. Soit S7 = X7 + fie et So = X9 + foe des sections quelconques de E et Z

un champ de vecteurs de M, on a :

Z.<81,8 > = Z(9(X1,X2) + fi/2)
= g(DY X1, X2) + g(X1, DY Xo) + df1(Z).fo + fr.df2(Z)

D’autre part :

< D581, 8 >p = g(DzX1+ f1Z, Xo)+(df1(Z) — 9(Z, X1)).fa
= g(DYX1,X0) +dfi(Z).fo + f1.9(Z, X2) — fo.9(Z, X1)

Dot Z. < 81,82 >p=< DZS1, 8 > + < 51,DESy > 1. .

Dans la suite, on note 7r la projection orthogonale de E sur le sous fibré T'M (définie
par (X + fe) = X) et A la symétrie orthogonale d’hyperplan T'M (définie par la relation
A(X+fe) = X—fe). Le tenseur de Ricci de (M, g) pouvant étre considéré comme un champ
d’endomorphismes symétriques sur 7'M, on obtient un champ, Ric’ de méme nature sur
E, en posant Ric'(X + fe) = Ric,,(X)— (n—1)X. On notera par la suite Agpj, 'opérateur
(laplacien+potentiel) agissant sur les sections de E de potentiel Ric’. Autrement dit, on

pose :
Agn = (DF)'DF + vV =A" £ Ri¢'.
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Sections S;

Nous commengons par le cas ou (M™, g) est une variété riemannienne de courbure de
Ricci presque supérieure a (n—1) et qui admet k valeurs propres non nulles plus petites
que n+e. Le lemme suivant nous permettra d’obtenir des estimées sur le comportement

des fonctions propres de M :

Lemme 5.9. — Soit f : M — R telle que Af = \f. On pose Sy =V f+ f.e, on a alors :
Asph(‘s(f) = ()‘ - n)A(Sf)
Démonstration. — On choisit (e;)1<i<p un repére local de T'M orthonormal et de dérivée

covariante nulle en x, alors :

n n

AP (Sp) @) = =3 (DF)*Spleiei) =Y ~DE(DES))
=1 =1
= Z —DeEi(Dé‘fo + fei —g(e;, Vf).e +df (e;).e)
=1

= > DYDY f+g(DYVf e).e —df(e;).ei+ f.e
i=1
= AyVf—Vf+nfe—Afe

oit Ay, est le laplacien brut de TM pour la connection de Levi Civita DM. D’autre part,
on a Ric/(Sf) = Ric(Vf) — (n — 1)V£. Enfin, Vopérateur Aj; + Ricys n’est autre que
lopérateur de Hodge A g sur les 1-formes, dont ’action est transplantée sur les champs
de vecteurs par l'identification de T*M et de TM donnée par la métrique g. On en déduit
que (Ay; + Riea) (V) = Au(Vf) = V(AS), et donc :

Agpn(Sy) = (Dpp + Rieyr —nIdpm ) (Vf) = (Af —nf).e

= (A= n)(VS = f.e) = A= )A(S)).

L’opérateur Agpy, est a potentiel presque positif sur les variétés de courbure de Ricci
presque supérieure & (n—1); en effet ’hypothése sur la courbure de Ricci s’écrit plus

précisément : il existe un R > 0 tel que sup||(Ric — (n — 1)) || Lo(B(z,r)) < emin(1, 127222).
x

Comme Ric’ = (Ric —(n — 1)) o, le lemme 4.10 permet d’en déduire qu’'on a l'inégalité
sup, || (Ric) | 2o (B(z,am)) < 36€, donc que [|(Ric') || o (ar) < 36€, puisque le théoréme de
type Myers 4.12 prouve que M = B(xz,4n). Or le théoréme 4.17 nous donne un majorant
universel des constantes de Sobolev des variétés de courbure de Ricci presque supérieure a

(n—1). Ceci nous permet d’appliquer le corollaire 3.4 (4ii) et d’en déduire le :
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Lemme 5.10. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p>n/2 et R> 0. Il existe des constantes strictement positives a(p,n), o/ (p,n) et C(p,n)
(explicitement calculables) telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g),
de dimension n, qui vérifie la condition sup, ||(Ric — (n — 1)) " || Lr(B(z,r)) < €min(1, 1%—752)

(avec € < a(p,n)), on ait :

(i) Le nombre de valeurs propres non nulles \j(M",g) du laplacien usuel qui sont infé-
rieures a n+ o' (p,n) est au plus égal a n+ 1. Le nombre de valeurs propres de ['opérateur
Nsph qui sont inférieures a o' (p,n) est au plus égal a n + 1.

(i) Si \g(M™,g) < n+e€, alors 0 < )\k(ZE) < 146€ et —T2¢ < M(Dgpn) < ... <

Ae(Dgpn) < €.

Démonstration. — Nous avons vu ci-dessus (cf la discussion qui préceéde le lemme 5.10)
que I’hypothese faite sur la courbure de Ricci implique que le diamétre de (M™,g) est
majoré par 27 (par le théoréme 4.12), que la constante de Sobolev Sa,(M™, g) est majorée
par une constante C'(p,n) (en appliquant le corollaire 1.3, ott 'on remplace g par 2p) et que
I(Ric’) - | ze(ary < 36€. On en déduit que 'opérateur Ay, = AP 4 Ric vérifie les hypothéses
du corollaire 3.4 (pour un choix convenable de la constante a(p,n)), ot 'on remplace ¢ par

2p. Le corollaire 3.4 (i) implique que A\i(Agpp) > —T72€. Le corollaire 3.4 (iii) prouve que,

si on pose o/(p,n) = 47T201(p,n)2 [(“’:1(:)2))% — 1}, alors A\pyo(Agpn) > o' (p,n) > 0, donc
Agpr, n'a pas plus de n+1 valeurs propres inférieures a o (p, n).

Soit (fi)1<i<k une famille L?-orthonormée de fonctions propres du laplacien usuel, cor-
respondant & des valeurs propres non nulles \;, que nous supposerons classées par ordre
croissant et inférieures ou égales an+e (l.e. 0 < A\ < ... <\ < ... <\ <n+e),alors
les sections S = ﬁS 1, forment une famille L?-orthonormée de sections de E qui (en
vertu du lemme 5.9) a aussi la propriété d’orthogonalité suivante, par rapport a la forme

quadratique associée & Agpp, -

< Dspn(Sy,), Sy, > 2= (N —n) < A(Sy,), Sy, >12
- )\7, + 1 17

car les familles (f;); et (V f;); sont orthogonales 2 & 2 pour les produits scalaires L? associés.

Le théoréeme 4.18 implique que, si a(p,n) est choisi plus petit que #Zpln) (ot Co(p,m) est

la constante définie dans le théoreme 4.18), alors A\; > A\ (M", g) > n(1 — Ca(p,n)e) > 1,

(Ai—n)(Ai—1)
)\i+1

combinaison linéaire S (& coeflicients constants) des sections Sy, vérifie :

donc < e pour tout indice i de [1,k]. On déduit de ce qui précede que toute

<€

< Asph(S;,S >r2 < sup N —n)(N —1)
151152 1<i<k Ai+1
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Le principe du min-max permet d’en déduire que Ap(Agpp) < €.

Si e < o/(p,n), il n’existe pas plus de n+1 valeurs propres de Ay, qui vérifient cette
derniére inégalité; on en déduit que k¥ < n + 1 et que le laplacien de (M™,g) n’a pas plus
de n+1 valeurs propres inférieures & n+e. Ceci prouve (i).

Par ailleurs, on a :

IDES|2 =< A7S, S > =< AypnS, S >12 — < Ric(S), S >12
< eS|+ 1 (Bic') [l 15112 -

L’inégalité de Sobolev du théoréme 4.17 (appliquée en y remplagant g par 2p) donne :
151 20 = 11S]l2 < Cp, ) [ld(ISD)]]2 < C(p,n)||DFS|l2,

la seconde inégalité étant l'inégalité de Kato. En injectant ceci dans I’inégalité précédente,
on obtient :
(1 - 720(p,n)*e)| DES|I3 < 73¢]1S]3.

Si a(p,n) est choisi plus petit que m, le principe du min-max permet d’en déduire

p7
que )\k(ZE) < 146e. 0

Dans la suite, 4 tout élément d’une famille (f;);en, L2-orthogonale, de fonctions propres

du laplacien de (M,g) telles que

{Afi = \Nfi

Ifillze = w0

on associe une section S; du fibré E en posant S; = Sy, = Vf; + fi.e. On se place main-
tenant dans le cas ou le laplacien usuel A de la variété riemannienne (M",g) (compléte,
de dimension n et de courbure de Ricci presque supérieure & (n—1)) admet un nombre
maximal (n+1) de valeurs propres proches de n. On obtient alors les estimées analytiques
et géométriques suivantes, qui nous serviront dans la suite & étudier ’application ® définie

plus haut :

Lemme 5.11. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (explicitement calculables)
telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g), de dimension n, qui vérifie
les conditions sup, ||(Ric — (n — 1)) || o (B(z,r)) < €min(l, 116%—7§2) et Apr1 < n+ € (avec
e <ap,n)), on ait :

n+1 nt1

) 1Y @il < (14 Con)VA L S aisile
=1 1=1
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pour tout (a;) € R, De plus, il eviste un sous-ensemble M, de M tel que :
) Vol M, > (1 — C(p,n)er) Vol M
i
| < Si(x),S;(x) > —di;| < C’(p,n)ei pour tout x € M,

De plus, pour tout réel A > 0, il existe des constantes universelles C(p,n, A) et a(p,n, A)
telles pour tout variété (M™, g) qui vérifie sup, || (Ric—(n—1)) " || Lo (B, r)) < €min(1, 16@7&)

(avec € < a(p,n, A)) et |R|ly < A (ot p' = max(p,2)), on ait :

(i12) | < Si, 85 >5 —bijllee < C(p,n, A)e’®™),

. 2p— , W -
ouﬂ(p,n):m sin >4 et B(p,n) = ’ép" sin=2oun=3.

Remarque. — Le lemme 5.11 regroupe toutes les estimées qui seront nécessaires pour

finir la preuve du théoréme 5.7.

Démonstration. — D’aprés le lemme 5.9, la famille de sections ( fl—flSz) est L2-
orthonormée et vérifie AgppS; = (A\; — n)A(S;) pour tout indice ¢ de {1,... ,n + 1}, on
A est un champ d’isométries de E. D’aprés la variante décrite p. 70, on peut appliquer la
proposition 3.1 et le lemme 3.5 & lopérateur Ay, = Ap+Ric’ et a la famille ( /’\"‘l—frllSZ) en
y remplacant p par 2p et g par 27’% (rappelons que la constante de Sobolev Sp+%(M”,g)
et le diameétre sont majorés (en courbure de Ricci presque supérieure & (n—1)) par les théo-
rémes 4.17 et 4.12, que I’hypotheése intégrale sur B(x, R) vérifiee par Ric’ = Ric —(n—1)
implique une propriété intégrale analogue sur M tout entier, d’aprés la discussion qui pré-
céde le lemme 5.10, et donc que opérateur Ay, est presque positif, les valeurs "propres"
(\i —n) étant petites par hypothese).

Pour démontrer (4ii), on applique la proposition 2.11. Si S = ). ;S;, la proposition
2p+n
2

2.11 (ou on remplace p par 2p et ¢ par ) nous donne :

inf | S| , 1

D (M| DSle
[151]o0 ’
ot C' est un majorant de la constante Sp+% (M™,g), ou C’" est un majorant de la constante

Sép(M",g), oy = (2p(—i2-i)_(z)—1) sin>4(y=

2p—n
2p+n

sin=2oun=3),etou:

NQ12 EQ|2
1S3 [RPS|E,
EEEE

A= Diam<M>\/ [Ric™ [, + R, + Diam(M)2 |

Or, la courbure RF du fibré E est la différence des courbures RM de M et de la courbure
RS de S™ (agissant sur (TM)? selon la formule RS"(X,Y)Z = g(X,Y)Z — g(X,Z)Y, donc
|Ric||,, ||Ric ||, et |RE|, sont majorés par C(n)(A + 1). Par ailleurs, par définiton de

Agph, 0N 3 :

[AS] <Y (N = n)eiA(S)| + | Ric' [|S| = [ ) (A; = n)aiS;| + | Ric' ||S]
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puisque A est une isométrie. L’inégalité (i) nous donne alors :

ISy < 1) (A = m)aiSilloo + [ Ric! [l ]1Sloo

< (14 Clp,n)Ve(l Z n)aiSill2 + | Ric’ [|[|S]loc) < C(p,n)(e + A+ 1)[|Sloc

De plus, en utilisant le méme raisonnement que dans la preuve du lemme 5.10, on a :

IDS|3 =< Aspn(S), S >12 — < Rid(S), S > 2

< Z()\Z — n)aiaj < A(SZ),S] >r2 +/M(M - (n—l))_|S|2

< ey afllSil3 + II(Ric — (n=1)) " [l,]IS13

< 37¢||S)I%

Enfin, les constantes de Sobolev Sp+%(M",g) et Sép(M”,g) sont majorées par le théo-
réme 4.17. On déduit des inégalités qui précedent et du théoréme 4.12 que, pour toute

combinaison linéaire S des sections 5;, on a :

3 2p—n
inf |S| S C(p, n, A)€2(2p2ipn—2n)

sup |5

(remarquez que la preuve est la méme dans les cas ou la dimension n vaut 2 ou 3, mais
qu’alors € apparait & la puissance 2%;7 ). On conclut alors en utilisant la remarque qui suit

la proposition 3.12. .

Retour a la fonction @
a) ® est bien définie sous nos hypothéses :

Bien entendu, telle quelle, 'application ® (définie en (5.3)) n’est pas correctement
définie sur toute la variété riemannienne (M™,g), car les fonctions f; peuvent toutes
s’annuler au méme point. Mais, sous nos hypotheése de courbure de Ricci presque supérieure
a (n—1), en appliquant le lemme 5.11, on obtient I’estimée suivante, qui implique que ®

est définie en tout point de M :

Lemme 5.12. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (explicitement calculables)

telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g) de dimension n qui vérifie la

condition sup, ||(Ric — (n — 1)) " |l ze((z,r)) < €min(l, 1165 ) (avec € < ap,n)), on a :

_ n+1 , 1
Si A1 < n+ € alors || Z 2 =1 < C(p,n)exniD
i=1
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Démonstration. — Soit ¢ un point quelconque de M. On applique le lemme 5.11 avec
n+1 n+
a; = fi(zg), on a alors || > fi(xo)Sillee < (1 4+ C(p,n)\e)| > fi(xo)Sill2. En projetant
i=1 i=1
1 n+1 7
orthogonalement la section > f;(x0)S; sur R.e et sur TM au point zg, on obtient les deux
i=1
inégalités :
n+1 n+1 n+1
‘Zfzx022<|2fzm0 :L’o ‘E (1+Cp, HZle’oS”2
n+1 n+1
n+e+1
(1‘1‘0]97 (Zfz )§(1+Cp, Zle“o T
et
n+1 n+1 n+1
oo (D S =AY fil0)V ilo) P < 41 filwo)Silwo)lE
i=1 =1 =1
n+1
n+e+1
(1‘1'0]97 Zfzﬂfo a1
n+1
On en déduit que la fonction h = Y f? vérifie les inégalités [|h|| < (14 C(p,n)V/e),
i=1

Ih|li = 1 et ||dh|lec < C(p,n). Le résultat annoncé découle donc directement du lemme

suivant :

Lemme 5.13. — Soit (M™, g) vérifiant les hypothéses du lemme 5.12 et h : M — R une
fonction vérifiant les inégalités ||h|lcc < (1 + €)[|h||1 et ||dh|o < C||h|1, alors, on a :

el = 18, < 4(Cm)wTems Ay

Démonstration. — La preuve combine celle du corollaire 3.5 et le théoréme 4.6. Si ||hl|; =
0, le résultat annoncé est trivialement vérifié. On suppose donc dans la suite que ||hl[y > 0.
Soit @ = inf |h| et zp un point ou cet infimum est atteint. Sur la boule B(zg,n), on a (par

le théoréeme des accroissements finis) |h| < a + Cn||h||1. D’ou :

1 1
h = h| + h
7l Vol M B(wom)‘ Vel M\B(wo,m' |
Vol B(xg,n) Vol B(xqg,n)

vorar o Cali) + (1= S5 ) (.

1 Vol B(zo, 1+6)|[hll1 —
On en déduit que €||hl|; > W((l +é)|hl1 —a— CT]Hh”l). On pose n = %
(n est alors positif par hypothése). En utilisant la majoration du diamétre donnée par le

théoreme 4.12, puis le théoréme 4.6 (en remarquant que les hypothéses du lemme 5.12
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. Vol B(z,n) Vol B(z,n) 7" (1—C(p,n)\/€) T
lemme 5.10), on obtient ~—<~r+~ > Vol Bt Clom) 7o) > Tt Com) VT dont on déduit :

(A + Ikl —a)" (1 = C(p,n)ve)
2R (7 + C(p,n)ve)”

impliquent que [|Ric™ [|p4r < [|(Ric — (n—1)) [|par < 36€, cf la discussion qui précede le

el =

Lorsque C(p,n)y/e < 3, on obtient €||hl|; > %, ce dont on déduit I'inégalité
n 1 n 1
a > (14 €)||h]|l1 — 4(nC)nt1ent1||h|l1. On obtient donc |h| — ||h||1 > —4(wC)n+Ten+1||hl1.

Or |h] — ||h]l1 < €||h]j1 par hypothése, d’ou le résultat annonceé.
O

Maintenant que ’application ® est bien définie, on va exprimer sa différentielle d® en

fonction des sections S; :

b) Calcul de do :

Soit = un point de M, alors d,® est une application de T, M dans Tg(,)S" C R+
On va en fait calculer ‘d,®, I’application transposée de d,® vue comme une application
de (T, M, g,) & valeurs dans R™"! muni de son produit scalaire canonique, qu’on notera

<.,. >Rn+1 :

Soit (¢;)1<i<n+1 la base canonique de R™*! alors, pour tout vecteur X de T, M, on a

g(td®(g;), X) = <e;,de®(X) >pan

= (s - S )
(2, 12)? (X, 17 = (2, )2
1 n+1

- (defil) - @, > i X))

;2%
n+1

= (Zlf2) (fz'—@z'kZ:lq)k-ka,X)

Nm—t

n+1 n+1
On en déduit que td,®(g;) = VI 2 (}k R e P :DJ :
X, ff) ;)2

cation de TM avec un sous-fibré riemannien de E), car ®;(x) 3711 @4 (2) fu(z) = fi(x).
On en déduit le :

(moyennant l'identifi-

n+l, o.
Lemme 5.14. — Pour tout vecteur v de Top)S™(= ®(2)"), on a 'd,®(v) = %, ol
)2
TM est identifié a un sous-fibré riemannien de E. ’
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c) ® est presque contractante

On déduit tout de suite du lemme 5.14 que, pour tout couple (u,v) de vecteurs tangents
aS"™en ®(x),on a:
< 8:,8; >k _5“)|
> Fi ”

Le lemme 5.11 se traduit alors en un résultat de pincement autour de 1 des valeurs propres

9 dsP(0)." de ()= < w0 >rnes | <1 D vy ()

de I'endomorphisme d,® o’ d,®. La version du lemme 5.11 avec majoration de la courbure
sectionnelle nous permettra d’obtenir le théoréeme 5.18 de la section 5.5 (qui affirme que
dans ce cas ® est un difféeomorphisme presque isométrique de (M™, g) sur (S”, can)).
Si on ne suppose plus de borne a priori sur || R||,, alors les lemmes 5.11 (i) et 5.12 nous
donnent quand méme que :
I viSillse . (14 C(p,n)
|9(*de®(v)," dp@(v))| < “=I= 1 || szS 13
inf 37, f{ (1 — C(p,n)e2mD)
< (1+ Cp, ) ) [0 2

Si u et v parcourent respectivement les sphéres unitaires de T,M et de R™™!, on a
supg(tdxq)(v),u) = sup < 0,d;®(u) >pai1, dou [['dy®| = [[dy®[]. On en déduit le :
u,v u,v

Lemme 5.15. — Sous les hypothéses du théoréme 5.7, l'application ® est presque-con-

tractante. Plus précisément, on a :

1d®]0o < (1 + C(p, n)eTmiD)

Nous allons maintenant prouver que, sous nos hypothéses, ® est surjective sur S”. Pour
cela, nous allons d’abord supposer que M est orientable. Nous montrerons, par la suite,

que M est nécessairement orientable sous nos hypothéses.

d) Si M est orientable, alors ® est surjective et le volume est presque maximal

Plus précisément, nous allons calculer le degré de ®. On suppose pour cela que M est
une variété orientable. Soit x un point de M et (X;) une base orthonormée directe de
T, M. Pour tout point x de M, on munit F, de 'orientation induite par T'M telle que
(Xi)lgign—i-l = (Xy,---, Xy, e) soit une base orthonormée directe de E,. On note L, et L,

les applications linéaires définies par :

Ly : TowS" — ToM
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L, : R & E,
n+1

v Z%‘Si(l’)
i=1

et on définit les fonctions h et h par h(x) = det L, et h(z) = det L, (les déterminants étant
calculés relativement & des bases orthonormées directes des espaces de départ et d’arrivée).
On a immédiatement que h(x) = (Z] ff(:r)) 2 det d,®. En faisant le calcul en choisissant
(v1,- ,vn, ®(x)) comme base orthonormée directe de R**1 (ot (v1,--- ,v,) est une base

orthonormée directe de T, @(I)Sn), on obtient :

h(x) = det(ix(vl)a"'7I~/z(vn)7z@isi)

- det(Lr(Ul)v"' ’Lw(vn)vzq)ivfi) +d€t(Lr(U1)"" 7Lr(vn)vzq)ifie)

Zfz )2det(Ly(v1), -+ , Lo(vn)
Zfz

()= (>_fi(x) ? detd,®
J
Commencons par estimer ||h||y. On a h?(x) < |L;|>". Or, d’aprés le lemme 5.11 (i), on a,

w\»-t

pour tout point x de M et tout vecteur v de Tg(,)S"

n+1 n+1

WlE <l szS I3 < (1 +Cp,n)Ve)ll szS I3

)‘n—i-l +1

< (1+C(p,n)Ve) p

[0l[gns1-

On en déduit que [|h? |0 < (1+C(p, n)\/E) Par ailleurs, pour tout couple (u, v) de vecteurs
de Tp,)S™, on a :
= ‘Z uivj(< Si, Sj >g _5ij)‘

‘<t LyoLy(u),v >gni1 — < U0 >pni
ij

< IHZ,?X‘< Si,Sj >k _5in|U||Rn+1||U||Rn+1

D’apres le lemme 5.11 ( H Lo L, IchP(I)gnH < C(p,n)ei, pour tout point x du
sous-ensemble M., et donc |h2( ) =11 < C(p,n)e% sur M.. On obtient alors I’estimée :
Vol M,
n-1| < ( W2 1)+ (1- )
‘VolM o = VolM/Me( )|+ Vola ) ™
< Clpn)es

ax(1, |[[5%]loc — 11)

Le raisonnement et le calcul précédents restent valables si on remplace L, par ZI, quitte

a prendre u et v dans Rt on en déduit que h vérifie aussi lestimeée \vai7 Jar h?—1] <
1

C(p,n)et
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Pour obtenir le degré de ®, c’est l'intégrale Voﬁ i) M h que 'on doit estimer. Notre idée
est d’utiliser 'inégalité de Poincaré de maniére a montrer que la moyenne de h est proche
de sa norme L?. Encore faut-il pour cela que la norme L? du gradient de h soit petite. On
va donc estimer dh :

En prenant la base canonique de R"T! comme base orthonormée au départ, et une base
orthonormeée directe quelconque (X;(z)) de E, a larrivée, on obtient la formule h(z) =
det(< X;, S; > E), qui nous permet de calculer dyh. En effet, soit z un point donné de M,
X € T, M et vx la géodésique passant par  avec le vecteur vitesse X. On note (X;(z))
un repére orthonormé direct de E, et (X;) le repére transporté parallélement le long de
vx- On a alors :

dh(X) = d, (det(< X, >E)Z.j) (X)

<X1,Sl> <X1,Sj_1> X.<X1,Sj> <X1,Sj+1>... <X1,Sn+1>

<Xn+1, Si1>... <Xn+1, Sj_1> X.<Xn+1, Sj> <Xn+1, Sj+1> R <Xn+1, Sn+1>

= Zdet
J

<X1,Sl> <X1,Sj_1> <X1,D)E(Sj> <X1,Sj+1>... <X1,Sn+1>

N

<Xpt1, 91> .. <Xy, Sjo1> <Xng1, DES;> <Xng1, Sjr1> ... <Xns1, Sng1>

= Zdet
J

D’ou ‘dxiz(X)‘ < C(n)max; ||S;||% max; |[DES;(z)|p. D’aprés le lemme 5.11 (i), on a

ISilZ < (1 4+ C(pn)y/e) Pt doon :

~ 1 - 1
413 = o [ 100 < COovmmax o [ 1925 P(a)

Or, nous avons vu dans la preuve du lemme 5.10 (i7) que les hypothéses sur A\, ;1 et sur la

courbure de Ricci impliquent que ||[DFS;]|3 < C(p, n)e, donc que ||dh|3 < C(p,n)e.
D’aprés le théoréme 4.18, et sous nos hypothéses de courbure de Ricci presque supé-

rieure & (n—1), on a Ay > n(l — Ca(p,n)e) > n — 1 si a(p,n) est choisi plus petit que

1 AT R
o) L’inégalité de Poincaré, qui s’écrit :

- 1 - 1 .
h———— [ hl5 < —|dh|3
I~ iz . FIB < SlRIE,

nous donne alors 0 < ||h|3— (varsr Jur iz)z < C(p,n)e. Or, on a montré plus haut I'inégalité
HVNLH% -1 < C’(p,n)ei, on en déduit que :

1 1 =\ 2 1
1—-C(p,n)etr < (VOIM /M h) <14 C(p,n)es
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n+1 o

Pour conclure, on a deg® Vol S™ = [ det d® = [,, (>, f2)” % h, d’ou :

Vol §" 3 1 .
Joceig — 11 = g [, 50—

= |VoiM /M(zk:flg)_%ﬂm B ‘VO;M /Mﬁ” - “VO;M /ME‘ - 1‘

= VoiM /M[(zk:fg)_#_l}ﬁ‘—k“Vo}M /MM—l‘

et, toujours d’apres le lemme 5.12 et la majoration de ||h||s donnée ci-dessus, on a :

1

o [ i < [ - i

1 1 S
< C(p, n)e T ||| o max r01] < Clp,n)emim.

On en déduit que :
Vol S™

Vol M

1
C(p,n)2(n+1)

dans la derniére inégalité), on en déduit que deg ® # 0 dés que € < a(p,n), donc que P est

1
‘|deg | - 1‘ < C(p,n)e2+1),

Si a(p,n) a été choisi inférieur a (ot C(p,n) est la constante qui intervient

surjective. De plus, d’aprés le théoréme 4.6, on a :
Vol M < (14 C(p,n)er) Vol S*,

et donc @ est de degré £1, et 'inégalité sur le degré devient :

Vol S”
Vol M

1
—1] < Cpmemm

1
d’ou Vol M > Vol S”(l - C’(p,n)eQ(”H)). Ceci achéve la preuve du théoréme 5.7 si on

suppose M™" orientable.

e) M est orientable

Si M™ est non-orientable, on peut toujours construire I'application ® et remarquer
qu’elle se reléve en une application & du revétement riemannien orientable & deux feuillets

M" de M dans S". De plus, le diagramme suivant commute :

M -2, sn
™l e
M

On a donc deg, ® = degymdeg, ® = 0 (ou deg, désigne le degré modulo 2). Or, on

a degff = deg2:f> modulo 2. On en déduit que ® est de degré nécessairement pair. Or
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(M " g) est aussi de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) (car le revétement est a
deux feuillets), et les fonctions propres f; de (M™, g) se relévent en des fonctions propres
f; de (M " g) associées aux mémes valeurs propres \;. Donc (M " g) admet n+1 valeurs
propres proches de n, et 'application <AIS, relevée de @, n’est autre, par unicité du releve,
que I'application étudiée en e) associée a la variété (M ,§) et a ses fonctions propres fz On
en déduit que ® doit étre de degré +1, ce qui est contradictoire. On a donc montré que, si
(M™, g) est a courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) et admet n+1 valeurs propres
proches de n, alors elle est nécessairement orientable (on montrera dans la suite qu’il en

est de méme si M admet seulement n valeurs propres proches de n).

5.4.3 L’approximation de Hausdorff

Pour finir la démonstration du théoréme A, il ne nous reste plus qu’a montrer que I’'une
des hypotheses de pincement du volume, du Radius ou de \,41 implique que (M", g) est
proche de (S", can) en distance de Gromov-Hausdorff. Il suffit méme, d’apres ce qui précede,
de démontrer la proposition suivante a priori plus faible (mais dont la démonstration est

plus aisée, car on peut utiliser toutes les estimations des sections 5.4.1 et 5.4.2) :

Proposition 5.16. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (explicitement calculables)
telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g) de dimension n, qui vérifie

la condition sup, || (Ric — (n — 1)) || Lo (B, ) < emin(1, 1%752) (avec € < a(p,n)), on a :

1

1 o
Si Vol M > (1 — es+)?) Vol §", Rad M > 7 — e30+D? et A\, 11 < n+ e30tD* glors
1
dcu ((Mv g9), (8", can)) < C(p,n)essanin?
Plus précisément, Uapplication ® définie en (5.3) (section 5.4.2) est une approximation de

Gromov-Hausdorff, surjective et de degré +1.

Démonstration. — Nous allons montrer que la fonction ® est une approximation de
Gromov-Hausdorff. On sait déja que 'application ® est surjective lorsque € < a(p,n), il

ne reste donc qu’a montrer que, pour tout couple (x,y) de points de M, on a :
1
A (B (), () — das(, )| < Clp, m)eTnTT? (+)

Mais, en remarquant que pour tout couple (¢, s) de nombres réels compris dans Uintervalle
1

1 ,
(0,7 4+ C(p,n)Ve], on a soit |t — s| < €34 +D7 | soit |t — s| > €384+D7 et que, dans ce
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1
dernier cas, on a 2 < 7+ C/(p,n)\/e— %], d’ou (par concavité du sinus sur [0, 7]) :

t t—
| cost — cos s| = 2|sin( +S)|sin(| 8‘)
2 2
1
384(n+1)3
1 sin(Z + C(p, n)y/e) sin(G = — C(p,n)y/e )
> _‘t+8”t—5| (2 (p )\/7) (1 2 (p )\/7) > C(p,n)\t—8\26384("+1)3,
2 384(n+1)3

on en déduit (d’apres le théoréme 4.12) que, pour démontrer l'inégalité (x), il suffit de

montrer que
!cos(dgn(@(m), @(y)))—cos(d(a;,y))! = |< O(x),P(y) > —cos(d(m,y))‘ < C(p,n)em(fiﬂ)?’.

Pour montrer cela, on a besoin dans un premier temps d’établir I’équivalent L du

lemme 5.5 (i) :

Lemme 5.17. — Sous les hypothéses de la proposition 5.16, on a :

n+1 L
I cos(d(mo, )) — Z ai‘xofl-”oo < C(p,n)edin+D?
i=1
Démonstration. — Pour démontrer ce lemme, on applique la méme méthode que dans

n+1
la démonstration du lemme 5.12. On pose f = cos(d(zo,.)) — Y. Qjjz,fi- On a alors, si
i=1

a(p,n) est convenablement choisi :

n+1 n+1 n+1
1df oo < | sind(zo,.)| + Hd(z oo i) ‘ <1413 @i Sill o, < 1420 g Sills
i=1 OO i=1 i=1
n+1
Ai+1
2 2 2 i
<123 al IS0 < 142y 3 ad, 25T < Clown)
1=
n+l n+1
ol la seconde inégalité découle du fait que ) o,V fi est la projection de Y |y, Si sur
i=1 =1

T, M, la troisiéme du lemme 5.11 (i), et la derniére du lemme 5.5 (i7). D’apres le lemme
5.5 (i), on a :

1713 < C (o, myessosir.
Donc, pour tout 7 > 0 et tout point x1 de M tel que |f(z1)| = ||f]lco, On a (en utilisant
le fait que |f|> > ||flloo(|lfllcc — C(p,n)r) sur B(z1,r) par le théoréme des accroissements
finis) :
Vol B(z1,7)

1 1
Clo,n)e=0" > |IF15 > 5oag /B oy T2 Wl (170 = Comr) =77

71 >
En posant r = €64+1)° et en utilisant le théoréme de Bishop-Gromov 4.6, on obtient
1 1 i3 1
C(p, )T > || flloo ([l flloo—C (p, n)e T 07 ) 52— et donc || f oo < C(p, n)edie07.

@)
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O

Démonstration de la proposition 5.16.— Pour conclure, on voit que, a I'instar de la

1
sphere canonique (cfla section 5.3), il suffit de montrer que |, — fi(z)| < C(p, n)ess+D? .

En effet, on aura alors :

|cos(d(:1:0,:z:)) — COS(dgn[(I)(:L‘()) O(x )‘ = ‘cos(d(:ro,:c))— < ®(x), D(x0) >Rn+1|
< |cos (xo, Zamo filx ‘—F ‘Z Q| — filx )fl( )|

D filwo)-filw)— < B(x), D(x0) >pasi]
< C(zmn)em ) |ty — filwo)|| fi(x)

1
(5 S2(2))2 (5 f2(20))?

< Clp st + \/Z (aea — Fi00)* (3 72)

+1 -

\Z fi(zo).-fi()|

k
1

(5 FR(@) 2 (X f2(20))2

[NIES

+‘1—

(3 f2(20))? (3 (@)

k
1
< C(p, m) T

ou on a utilisé également les lemmes 5.17 (dans la deuxiéme inégalité) et 5.12 (dans le

derniére inégalité).

Or, on a :
n+1 9 n+1 n+1 n+1
Z:l (ai\z - fi(z))” = Z O‘?kc + Z fi(z)? -2 Z: Qjz-fi()

1
<2+ C(p, n)664(n+1 —2cos(d(x,x)) = C(p,n)esn+D?

d’aprés le lemme 5.5 (i7), le lemme 5.17 et la proposition 5.12, ce qui conclut la démons-
tration de la proposition 5.16 et, par 1a, la démonstration du théoréme A. 0

Dans cette section, on a montré 1’équivalence entre : la presque maximalité du volume,
celle du Radius, le pincement des n+1 premiéres valeurs propres non nulles du laplacien
et la proximité avec la sphére (S™, can) au sens de Gromov-Hausdorff pour une variété de

courbure de Ricci presque supérieure a (n—1).

5.5 Caractérisation du type différentiable

Le but de cette section est de discuter, dans ’état actuel de nos recherches, du genre

différentiable des variétés de courbure de Ricci presque supérieure & (n—1) et dont les inva-
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riants géométriques (Radius, Volume, \,41, distance de Gromov-Hausdorff avec la spheére
canonique), étudiés dans la section précédente, sont presque extrémaux. Les résultats de
T. Colding, J. Cheeger et P. Petersen montrent que, si on se restreint aux variétés rieman-
niennes de courbure de Ricci supérieure & (n—1) et si 'un des invariants géomeétriques cités
plus haut est presque extrémal, alors la variété considérée est nécessairement difféomorphe
a la sphére S™.

Cette caractérisation de la sphére canonique découle d’un résultat (dia a T. Colding et
J. Cheeger), de continuité (pour la distance de Gromov-Hausdorff) du type différentiable
sur ’ensemble des variétés riemanniennes compactes de dimension n et de courbure de
Ricci minorée par —(n—1). Plus précisément, T. Colding et J. Cheeger démontrent dans

[30] le théoréme suivant :

Théoréme (J. CHEEGER ET T. COLDING). — Soit (M, g;)icn une suite de variétés
riemanniennes complétes, de dimension n, telles que Ric(g;) > —(n—1) pour tout indice
i. Si la suite (M, g;)icn converge en distance de Gromov-Hausdorff vers une variété lisse,
riemannienne, compacte (M"™, g) de méme dimension n, alors M]" est difféomorphe a M™

pour tout indice i suffisamment grand.

Pour un schéma de preuve simplifié de ce théoréme, le lecteur intéressé peut se référer
a [28] ou [51]|. Une grande partie du schéma de la preuve de ce théoréme a été étendu
par P. Petersen et G. Wei dans [82] aux variétés de courbure de Ricci presque supérieure
a —(n—1) et qui admettent un minorant uniforme vy > 0 pour le volume de leur boules
géodésiques de rayon 1 (remarquer que les résultats de cet article sont valables sur les
variétés de courbure de Ricci presque supérieur & n—1, sans hypothése supplémentaire sur
le volume des boules de rayon 1). Toutefois, pour appliquer telle quelle, aux cas variétés
de courbure de Ricci presque supérieure & (n—1), l'intégralité du schéma de preuve du
théoréme de J. Cheeger et T. Colding cité ci-dessus, il manque encore un outil, fondamental
dans ces travaux, appelé "segment inequality" dans [28] et qui s’énonce ainsi :

Etant donnée une fonction positive f sur M, 1 et o deux points de M, on note
Fi(x1,x2) = inf, fod(wl’m) f(v(s))ds, ou l'inf est pris sur Pensemble des géodésiques mi-
nimisantes vy (paramétrées par leur longueur) allant de x1 & x2. On a alors le théoréme
suivant (théoreme (2.15) de |28]) :

Théoréme. — Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte de dimension n qui vérifie
Ric(M™, g) > —(n—1). Soient A; et Ay deux parties de B(p,r), alors :

/ Fi(w1,22) dvg(z1)dvg(z9) < 2™r(chr)™ (Vol A1 + Vol A,) / f
A1 xAg B(p,2r)
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Ce théoréme est utilisé dans les travaux de Colding et Cheeger pour convertir les
hypothéses sur le Hessien de cartes harmoniques en propriétés métriques de ces cartes.
La preuve de ce théoreme est une application de la version ponctuelle du théoréme de
comparaison de Bishop-Gromov (i.e. le fait que %(r, v) soit une fonction décroissante de
r a v fixé). Or, pour une variété de courbure de Ricci presque minorée par (n—1), le mieux
qu’on puisse obtenir (dans 1’état actuel de nos recherches) est une presque décroissance
de la fonction fCIO csnt %(r, v)dv sur un intervalle [0, Ry], & la condition que le rapport

Vol (expro ([0,Ro] x Cxy ))
Vol B(zo,R0)

riemanniennes sont difféomorphes & la sphére S™ reste donc encore un probléme ouvert.

soit minoré. Savoir si, sous les hypothéses du théoréme A les variétés

Courbure sectionnelle majorée

Si on se donne une borne a priori sur le tenseur de courbure, alors l’estimée 5.11
(7i7) nous donne tout de suite que l’application ® donnée par les fonctions propres et
étudiée plus haut (voir (5.3)) est une presqu’isométrie sous les hypothéses de la section
précédente (remarquer que le résultat de Colding et Cheeger qui permet, en courbure de
Ricci supérieure a n—1, de conclure que les variétés de Volume presque maximal sont
difféeomorphes & la sphére, ne donne pas explicitement le difféomorphisme, ni aucune borne

sur la norme de Lipschitz de ce difféeomorphisme). C’est le but du :

Théoréme 5.18. — Soit n un entier (n > 2). Soient A et p des nombres réels tels que A >
0 et p > n/2. Il existe des fonctions a(A,p,n) et C(A,p,n) telles que, pour toute variété
riemannienne complete (M",g), de dimension n, qui vérifie les conditions de courbure
sup, || (Bic — (n—1)) (o) < c-min(L, 85 (avee ¢ < a(A,p.n)) et |R], < A, on
ait :

Si VolM > (1 — €)VolS™ alors lapplication ® : x +— H%(fl(a:),... s fnr1(2)),

¢gﬁ@

donnée par les n+1 premiéres fonctions propres f; du laplacien, est un difféomorphisme de
M sur S™.

De plus ® est une presque-isométrie, i.e., pour tout w € TM \ {0}, on a :

< d@(u),d@(u) >Rn+1 B 1| < C(A,p,n)eﬁég:),
g(u, u)

ot B(p,n) est la constante universelle définie dans le lemme 5.11.

Variantes

Ce théoreme est énoncé avec I’hypothése de presque maximalité du volume mais, d’aprés

la section précédente (théoréme A), on pourrait tout aussi bien 1’énoncer sous ’hypothése
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de presque maximalité du radius, du pincement des n + 1 premiéres valeurs propres non
nulles de (M™, g) ou en supposant que la distance de Gromov-Hausdorff entre (M", g) et

(S™, can) est inférieure & un € = €(p, n) universel.

Démonstration. — D’aprés les lemmes 5.11 (7i7) et 5.12 et la formule (%) de la section
5.4.2 ¢), on a, sous nos hypothéses :

B(p,n)

‘g(tdxq)(u),t de®(u))— < u,u >gnt1| < C(A,p,n)e 320 < u,u >got

L, on en déduit que *d,® est inversible (en tant
C(A,p,n)Bp:m)

n .1
qu’application de Tg(,)S™ dans T, M) et que ||d, @[] = |td,®| < (1+C(A,p,n)e%) 2 ot

pour tout u € Tg(,)S™. Si € <

n) | 1
[(de®) 1| = || [do @] = [|['da®] M| < (1 — C(Ajpjn)eﬁgg’n)) 5 Do -
11— oA p)e 53 < 1@y | o p )63,

[
On en déduit D'existence de a(A,p,n) telle que pour tout € < a(A,p,n), Papplication P
soit un difféeomorphisme local vérifiant |®*can — g| < C (A,p,n)e%f) g. De plus M est
compacte d’aprés le théoréme 4.12, donc ® est un revétement de M sur S". S™ étant

simplement connexe, on en déduit que ® est un difféomorphisme. 0

Courbure de Ricci pincée en norme L*>®

Pour finir cette section, remarquons qu’en utilisant un résultat, du & M. Anderson [5],
de précompacité CH* (a < 1) des variétés riemanniennes de dimension n vérifiant les
hypothéses |Ric| < 1 et dont le volume des boules géodésiques de rayon r < 1 vérifie
Vol B(p,r) >(1 — e(n)) Vol B"r™ (pour une constante e(n) > 0 ne dépendant que de n),
T. Colding prouve, dans [40] que, si une variété riemannienne compléte (M™, g) vérifie les
hypotheses A > Ric(M",g) > n— 1 et Vol(M™,g) > (1 —€) Vol S™ (lorsque € < €(n, A),
ou €(n, A) > 0 est une constante universelle ne dépendant que de n et A), alors la variété
riemannienne (M", g) est proche de (S”, can) en topologie C1®. Ce résultat est de nouveau
abstrait puisqu’il ne fournit pas explicitement un difféomorphisme. En revanche, l'article [5|
précise que toute variété riemannienne compléte (M™, g) vérifiant A > Ric(M",g) >n—1
et Vol(M™, g) > (1—€(n, A)) Vol S™ voit son rayon harmonique C*%, noté r (1, ), minoré
par une constante universelle r(n, A) > 0 (ne dépendant que de n et A), ce qui, d’aprés
la remarque (0.10) p.270 de [6], implique l'existence d’une constante C(g,n,A) telle que

pour toute fonction f définie sur une boule B de rayon r(n, A)/2, on ait :

[fll -2 < Clgn, AIAf [Lasy + [1f]L2(B)

oll ¢ est un réel strictement supérieur a n et ||f|lc1.s est la norme holderienne C*% de f

relativement a la carte harmonique contenant B. En appliquant ceci aux fonctions propres
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fi associées a des valeurs propres proches de n, on en déduit que les fonctions g(V fi, V f;)
et f;f; sont universellement bornées en norme holderienne, et il en est donc de méme
des fonctions < S;,S; >p. Si on fait tendre le parametre € vers 0 dans I'hypothese sur
le volume, les variation des fonctions < S;,S; >p restent bornées. On en déduit que

si la fonction det(< S, Sj > E) s’annule en un point x( alors elle reste proche de 0

y
sur une boule de rayon minoré (Jet donc de volume minoré) lorsque € tend vers 0. Ceci
contredit le fait (montré plus haut) que, lorsque € tend vers 0, \det(< Si, S5 > E)U| doit
étre proche de 1 sur un ensemble de volume presque total. On peut raffiner "argument
précédent pour montrer que || < S;,5; >5 —dijllc est en fait petit. Ceci montre qu’on
a les mémes conclusions que dans le théoréme 5.18 sous '’hypothése A > Ric > n — 1
(on a alors seulement proximité C° des métriques, mais cela fournit un difféomorphisme
explicite). Toutefois, l'existence d’un analogue du théoréme de minoration universelle du
rayon harmonique C%* (ou méme C%%), sous des hypothéses intégrales sur la courbure de

Ricci et en volume presque maximal, reste un probléme d’analyse non résolu (et qui ne

semble pas découler directement des travaux antérieurs de M. Anderson et J. Cheeger).

5.6 Autres théorémes de la sphére

Dans cette section, nous utilisons des propriétés spécifiques des objets construits dans
les sections précédentes (comme le fibré E, 'opérateur Ay, et la fonction ®) pour étendre
certains théorémes de la sphére (principalement le théoréme de P. Petersen [77]). Ceci
montre que ces objets n’ont pas seulement l'intérét technique de permettre une redémons-
tration (et une extension aux variétés de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1))
des théorémes de la sphére de T. Colding et de P. Petersen, mais qu’ils apportent de
nouvelles possibilités (particuliérement dans I'exploitation des propriétés d’équivariance de

Papplication ® relativement aux actions des groupes d’isométries de (M™, g) et (S™, can)).

5.6.1 Variétés vérifiant \, <n +¢

Le but de ce paragraphe est de montrer que I’existence de n valeurs propres proches de
n, sur une variété de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1), implique ’existence
d’une n+1-iéme valeur propre proche de n. Ce résultat est nouveau, meéme en courbure de
Ricci supérieure & (n—1). Commencons par définir, dans le cas ou M est orientable, un
produit extérieur sur F :

Supposons que M soit une variété orientable. Soit z un point de M et (Xi,---,X,)
une base orthonormée directe de T, M. On munit F, de l'orientation compatible avec
celle de T, M telle que le repére (X1, -+, X,,e(z)) soit direct (ceci fournit une orientation

du fibré E compatible avec celle de M). Si (Sy,---,S,) est une famille de vecteurs de
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E,., on définit un nouveau vecteur S de E,, noté S = S; A--- A S, en prenant le dual

(relativement a la métrique de E,) de la 1-forme S +— det(Sq, - , Sp,S) (ot le déterminant
est calculé relativement & la base orthonormeée directe (Xi,---, X, e(x))). On définit ainsi
un vecteur de E, indépendamment du choix du repére orthonormé direct (Xq,---,X,).

De plus S1 A -+ A Sy, est orthogonal & S; pour tout 4. Si (Si,...,S,) sont des sections de
E, alors on obtient une autre section S en posant S(z) = Si(z) A -+ A Sp(x). On notera
S = S1 A--- NS, cette section, elle est bien évidemment L2-orthogonale aux sections .S;
pour tout 7. Enfin, en procédant comme dans le calcul de dwﬁ(X ), on montre que, pour
tout X € TM, on a DE(S1 A~ AS,) =30  SiA---ADES; A~ AS,. On a aussi
facilement l'inégalité ||S1 A ... ASy|| < ||S1]|--. [|Sn||- On peut alors démontrer un premier

résultat :

Lemme 5.19. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que p > n/2
et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (explicitement calculables) telles que
pour toute variété riemannienne compléte (M™, g), orientable, de dimension n et qui vérifie

la. condition sup, || (Ric — (n — 1)) ||l ze((z,r)) < €min(l, 116%—7§2) (avec € < a(p,n)), on ait :

Si An(ZE) < € alors An+1(ZE) < C(p,n)e.

Démonstration. — Soit (51, -+ ,S,) une famille L?-orthonormée de sections propres de

A\ associée aux n premiéres valeurs propres. On pose Sp,+1 = S1 A -+ A S,. On obtient

ainsi une famille L?-orthogonale de n + 1 sections de E. De plus, on a :
IDF S5 < n®(max || Sillo)*"~? max | D Si3
i<n i<n

et donc ||DFS,,11]|3 < C(p,n)e, par hypothése sur les sections S;, en utilisant la proposition
3.1 (ou l'on fait V' =0, p = +00 et ol on majore la constante de Sobolev et le diamétre
a l'aide des théorémes 4.17 et 4.12) pour borner le rapport entre normes L™ et L? des S;.
Pour conclure par le principe du min-max, il ne reste plus qu’a montrer que la norme L? de
Spt1 est proche de 1. Or, on a |[Spi1llee < [Li<, [ISille <1+ C(p,n)V/€ (toujours d’apres
la proposition 3.1 et les majorations du diametre et de la constante de Sobolev S,(M, g)
des théoréemes 4.12 et 4.17). De plus, d’aprés le lemme 3.5, il existe un sous-ensemble M,
de M tel que :
| < 8i,8; >p —0i;] < C(p,n)ei
{ Vol M, > (1 — C(p,n)et) Vol M

Soit (Xi,...,Xp41) un repére orthonormé direct de E, tel que Vect(Xl,... ,Xn) et

Vect (51 (z),... ,Sn(a:)) coincident, on a alors Sy A...A S, = ¢X,,11, ou ¢ est une constante
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telle que :
P <S1/\.../\Sn,Xn+1 >2E: det(Sl,... ,Sn,Xn+1)2
2

<S1,Xi>g ... <Sp,,Xi1>g O
= det ‘ ‘ ‘
<Sl,Xn>E <Sn,Xn>E 0
0 0 1
2

<51,X1 >p ... <8,X1>E

= det ‘ ‘
<S,Xpn>g ... <S8, X,>g

On en déduit que |¢? — 1| = |det(< S;, 5; >E)ij —det I,| < C(p,n)e% en tout point x de
|Snt1(z)]?—1] < C(p,n)e% pour tout point x de M. On

M., et donc, par définition de ¢,

obtient donc :

1 1
Sps1ll3 — 1] < Sp1l> =1 / Spy1]? =1
lsuild=1] = Iy [, (Seal =D+ gy [ (S0l =)
1 Vol M,
< Clpmei + (1- <)2C (.
< C(p,n)er + volar ) 2€ @1
< C(pn)et
On en déduit que %ﬁ < C(p,n)e et que la méme inégalité vaut si on remplace Sy,
n+113
par n’importe quelle combinaison linéaire des sections S1,...,S, et Spy1. Ceci achéve la

preuve. 0

Le lemme suivant montre que, si A admet k petites valeurs propres, alors la variété M
admet k valeurs propres proches de n pour le laplacien sur les fonctions (c’est la réciproque
du lemme 5.10) :

Lemme 5.20. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (universellement calculables)
telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g), de dimension n, qui vérifie

sup, || (Ric — (0 — 1)) | o(Be.ry < emin(1, 25 (avec € < a(p,n)), on ait :

Si )\k(ZE) <€, alors \g(M",g) <n+ C(p,n)e%.

Démonstration. — Soit (5;)1<;<f une famille L2-orthonormée de sections propres (asso-
ciées aux k premiéres valeurs propres) de A~. On pose f; =< S;,e >p. La démonstration
du lemme consiste a appliquer le principe du min-max aux formes quadratiques f — ||df||3

et f— ||f]|3, et & la famille de fonctions (f;).
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Notons € I'espace vectoriel engendré par les sections (S;)1<i<k, muni du produit scalaire
induit par le produit scalaire L? de E. Pour toute section S de €, nous noterons ®(S) = fq
la fonction  —< S(z),e(z) > (on a donc fg = fi), et F l'espace vectoriel de fonctions
qui est 'image de £ par I'application linéaire ®.

Commencons par montrer que les fonctions de F sont d’intégrale nulle. Ceci découle du
fait que APe =n.e En effet, si ex est un repére local de M, défini au voisinage du point

x ou l’on calcule, orthonormé et de dérivée covariante nulle au un point x de M, on a :

(B @)= > ~DPqe= 3 ~DE(DEe)= 3 ~Dier=ne

1<k<n 1<k<n 1<k<n

(ceci découle aussi du lemme 5.9, ot on pose A =0 et f =1). On en déduit que :

! /f-— 1 /<S- >p=0
VolM /7'~ Vol J,, S0 TET

car deux sections propres correspondant a deux valeurs propres différentes sont L?-orthogo—

nales. Enfin, on conclut en remarquant que F est engendré par les fonctions f;.
On montre alors que ® est une application injective, et donc que F est un espace de
fonctions de dimension k. En effet, si S est une section de £ telle que ¢(S) = 0, alors il
existe un champ de vecteur X de M tel que S = X. On a alors D{;S = D{‘fX —g(X,Y)e,
et donc :

IDES|3 = IDY X3 + X113 = |1 X15 = [IS]3-

Or, par définition, on a ||[DFS||2 < ¢||S||2 pour toute section S de £. On en déduit que si
®(S) =0 alors S =0.

Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que le quotient de Rayleigh des fonctions de
F est presque plus petit que n. Soit donc fg une fonction non nulle de F. Il existe donc

un champ de vecteur X de M tel que S = X + fq.e soit un élément de &£, ce qui donne :
DES = DMX + fo.Idpy, + (dfs — a).e,

ol on a noté a la 1-forme associée & X par la dualité induite par g. Par définition de & et

de sa métrique, on obtient donc :
M 2 E g2 2 2 2
DY X + fo.Idrallz < [D7S]2 < €llSllz < e(llallz + [ f5]]2)

et de méme :
ldfs — a3 < ellall3 + || fs]I3)-

Or, on a :

da(e;, ej) = g(Dé‘fX, ej) —g(Dé‘fX, ei) = g(Dé\;[X + fSeZ-,ej) - g(Dé\;[X + fsej,ei),



192 THEOREMES DE LA SPHERE

)

da(w) ==Y g(DYX,e;) =nfs = g(DXX + fsei i),
ou (e;) est une base orthonormée de T,,M. On en déduit :

n
(Do, @) = |lda3 + 6al3 < (n+2+ ﬁ)E(HaH% +Ifsl2) + (1 + Vem?| f513.

D’aprés la remarque qui suit le théoréme 4.19 on a, sous nos hypothéses de courbure,

(Aa, @) > n(1—C(p,n)e)||all3. En combinant les deux derniéres inégalités, on obtient :
a3 < (14 Cp,n)ve)n| fll3.
Enfin, on a ol — ldfglls| < llo = dfglly < Ve(llally + [l fsll2), d'ou :
ldfslly < Vellfsllz + (1 + Ve)llalls < vn(l+ Cp,n)vVe)ll £sll2,

ce qui permet de conclure.

On a directement le corollaire suivant :

Corollaire 5.21. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (universellement calculables)
telles que, pour toute variété riemannienne complete (M™, g), de dimension n, qui vérifie

sup, || (Ric — (n — 1)) | o(Be.ry < emin(1, 25 (avec € < a(p,n)), on ait :

(NI

Si )\k(ZE +V)<eet|V |, <e alors \y(M",g9) <n+C(p,n)ez.

En particulier si Agyp admet k valeurs propres inférieures a €, alors (M",g) admet k

1
valeurs propres €2 -proches de n.

Démonstration. — D’aprés le lemme 5.20, il suffit de démontrer que les deux inégalités
)\k(ZE+V) <eet ||V, < eimpliquent que )\k(ZE) < C(p,n)e. Ce fait est prouvé, dans
la démonstration du lemme 5.10, dans le cas ot V = Ric’. La preuve est identique quand

V est quelconque. 0

On peut alors en déduire le théoréme suivant (remarquer qu’on n’a plus besoin de

supposer que M est orientable) :

Théoréme 5.22. — Soit n un entier (n > 2). Soient p et R des nombres réels tels que
p > n/2 et R > 0. Il existe des fonctions a(p,n) et C(p,n) (universellement calculables)
telles que, pour toute variété riemannienne compléte (M™, g), de dimension n, et qui vérifie

supg || (Ric — (n — 1)) | o(Be.ry < emin(l, 25 (avec € < a(p,n)), on ait :

Si A (M"™, g) <n+e€ alors Apy1(M",g) <n+ C(p,n)eé.
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Démonstration. — Le théoréme 5.10 implique que AP admet n petites valeurs propres
sous nos hypothéses. Si M est orientable, le lemme 5.19 implique alors que A admet une
n+1-éme petite valeur propre, et donc le résultat découle du lemme 5.20.

Montrons, par l’absurde, que M est orientable sous nos hypothéses. Si M n’est pas
orientable, soient (f;)i<y une base L?-orthonormée de fonctions propres associées aux n
premiéres valeurs propres non nulles de (M™, g), (]TI " ) le revétement riemannien orien-
table (a 2 feuillets) de M, et (fi)i<n les relevées des fonctions (fi)i<n & M (qui sont n
fonctions propres associées a des valeurs propres proches de n). Le raisonnement précédent
nous permet d’obtenir une n+1-éme fonction propre an sur M associée a une valeur
propre proche de n (car (M ,g) est & courbure de Ricci presque supérieure & (n—1)). On
choisit fn+1 de maniére a ce que la famille ( ﬁ)ign+1 soit L2-orthonormée. On note alors
® Dapproximation de Hausdorff de M sur S" construite a partir des fonctions propres
(fi)ign-i-l (cf (5.3)). Soit o I’élément non trivial du groupe du revétement de M sur M.
Alors o agit par isométrie sur M , et donc fZ o ¢ est aussi une fonction propre de M asso-
ciée & une valeur propre proche de n. Or, on a montré plus haut que, d’apreés le corollaire
3.2 (i11), les variétés de courbure de Ricci presque supérieure a (n—1) admettent au plus
n+1 valeurs propres proches de n, donc toute fonction propre associée a une valeur propre
proche de n est dans l'espace vectoriel engendré par les fonctions ( fi)ignﬂ. L’application
f — f o o préserve donc cet espace vectoriel, son produit scalaire L?, ainsi que les ﬁ pour
i < n (par construction) et leur orthogonal. On a donc an oo = j:an. Si an oo = an,
alors fn+1 passe au quotient et donne une fonction propre de (M™, g) correspondant a une
n+1-éme valeur propre proche de n; M serait alors une variété orientable d’apres le e) de
la section 5.4.2. Dans le cas contraire, on a an 00 = —fnt1, €t ® est une application
équivariante pour les actions des groupes {id,o} sur M et {Id, A} sur S”, ou A est la
restriction a S” de la symétrie de R™*! par rapport a ’hyperplan horizontal ; on a aussi
deg(:I;) = 41 d’apreés la proposition 5.16 et le théoréme A. On en déduit que P passe au
quotient en une application ® de M sur la demi-sphére %S” dont le degré modulo 2 est égal
a 1. Or M est une variété sans bord et %S” est une variété a bord (et méme contractile),

le degré modulo 2 de ® ne peut donc étre que nul, d’oli une contradiction. 0

Remarque. — On peut ainsi, dans tous les résultats précédents en courbure de Ricci
presque supérieure & (n—1), remplacer ’hypothése A\,11 < n + € par 'hypothése (a priori
plus faible) A\, <n +e.

Le théoréme précédent, combiné au théoréme de finitude du genre différentiable en
courbure de Ricci minorée de J. Cheeger et T. Colding [30], nous permet d’obtenir le

prolongement suivant du théoréme de P. Petersen :
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Corollaire 5.23. — Il existe une constante universelle e(n) telle que, toute variété rie-
mannienne compléte (M™,g) de dimension n qui vérifie les inégalités Ric(M",g) > n—1

et \y(M™,g) < n+e(n), est diff‘omorphe a S™.

Démonstration. — Le théoréme 5.22 prouve que \p,41(M",g) < C(n)e(n)i. La propo-
1
sition 5.16 permet d’en déduire que dgp ((M", g); (S™, can)) < C(n)e(n)*s4+0% _ Si e(n)

est choisi suffisamment petit, le théoréme de J. Cheeger et T. Colding conclut.

O

Variantes

Bien évidemment, on peut décliner ce corollaire en remplacgant la conclusion par I'une

des inégalités :

Rad(M",g) > (1 - C(n)®™)x  ou  Vol(M™,g) > (1 — C(n)e’™) Vol S™
ou

dar ((M", g), (S™, can)) < Cn)e’ ™ ou A (M™,g) < n(1+ C(n)eﬁ("))
(ot C(n) et B(n) sont des constantes universelles explicitement calculables).

Dans ce qui précéde, on a utilisé une méthode algébrique de produit extérieur dans
un fibré vectoriel ad-hoc pour construire, & partir de n fonctions propres associées & des
valeurs propres proches de n (d’une variété de courbure de Ricci presque supérieure a
(n—1)) une n+1-iéme fonction propre associée a une valeur propre proche de n. On peut
se demander si I’existence de 0 < k < n — 1 valeurs propres proches de n implique ’exis-
tence de n+1 valeurs propres proches de n en courbure de Ricci presque supérieure a n—1.
En fait, pour clore cette section, on va décrire une suite de variétés riemanniennes com-
pactes (S™, gr) de courbure de Ricci supérieure a n—1 et telles que \,—1(S™, gx) — n et
Vol(S™, gr) — 0. D’aprés ce qui précéde, on en déduit que A, (S™, gx) est minorée par une
constante strictement supérieure a n (sinon, a partir d’un certain rang, les variétés de la
suite admettraient n+1 valeurs propres arbitrairement proches de n d’aprés le théoréme
5.22, et donc la suite des volumes devrait tendre vers celui de la sphére canonique d’aprés
le théoreme 5.7). Remarquer aussi que notre suite tend en distance de Gromov-Hausdorff
vers une demi-sphére de dimension n—1 et que, par conséquent, la suite des Radius tend
vers 5. En revanche nous n’avons pas réussi a construire d’exemple de variétés de courbure
de Ricci supérieure & (n—1), admettant (n—1) valeurs propres proches de n, qui soient
non difféeomorphes (voire non homéomorphes) a la sphére S” (pour des contres-exemples
de courbure de Ricci supérieure a (n—1), non difféomorphes & S™ et admettant une valeur

propre proche de n, voir les travaux de M. Anderson [4] ou de Y. Otsu [74])
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Exemple. — Soit k un entier non nul. Sur la variété M = I, x S' x S*~2 (o I} est un
intervalle précisé plus loin), on considére la métrique gp = dr? + ag(r)?gst + by(r)%gsn-2,
oil gs1 et ggn—2 sont les métriques canoniques des sphéres S' et S"72, et ou ay, et by sont

des fonctions définies sur I, =]0, 5 — 0| par les formules :

%sin(k:r) sur ]0, ex]
ak(r) = _ -
nksin(r 4 6y) sur [eg, 5 — O
et
+6 0
be(r) = Ekifek cos((Ekek L)) + i cos (0 + €) sur |0, ]
cos(r + 6) sur [e, 5 — Ok
T_ 1
avec M = \/sin2(ﬁ)+k—12€os2(ﬁ), € = = kﬁ et 0, = arctan(ktalll%ﬂ) - % + k—\l/E

1

Remarquer que les fonctions ay, (resp. b) est C* sur I, C? en dehors de k*/z et tend vers

ISE]

0 en O (resp. en 5 —6x). On en déduit que la variété différentiable M peut-étre considérée
comme l'ouvert obtenu en retirant  la sphére S™ une sous-sphére S"~2 et le cercle S! qui est
le Cut-locus de la sous-sphére S"~2 pour la métrique canonique : si S*~2 est l'intersection
de S™ et d’un sous-espace de R"™! de dimension (n—1), alors le 2-plan orthogonal & ce
sous-espace intersecte S™ le long du cercle S!, le paramétrage de S™ \ (Sl U S"_Q) par

]0, Z[xS! x S~ est alors Papplication :

{ 0, Z[xS! x §"72 — S\ (S'US™?)

(ryu,v) +—  cos(r)v+sin(r)u

et la métrique canonique de S™ s’écrit, dans ce paramétrage, (dr)?+sin? r(du)?+cos? rggn-2.
Ainsi, la métrique décrite sur M se prolonge en une métrique C! sur S pour laquelle le
cercle S' reste le cut-locus de la sous sphére S"~2; la régularité de la métrique gj en
r = 0 se déduit du fait que bg(r) est une série entiére en les puissances de 72, de rayon de
convergence infini et du fait que ax(r) est une série entiére en r de rayon de convergence
infini, ne contenant que des termes d’ordre impair et telle que a},(0) = 1. La régularité
au voisinage de r = (% — Qk) se prouve de la méme maniére, en posant t = § — 0 —r
et en remarquant que gy s'écrit alors (dt)? + (sint)?ggn—2 + 77 cos®tggi. La sphére S”
munie de la métrique g est en fait I’équivalent des fuseaux de révolution utilisés dans le
contre-exemple 4.14 du chapitre 4. En effet, ces fuseaux peuvent-étre vus comme étant
une déformation de la métrique canonique de S”, vue en carte exponentielle normale, par
rapport & une sous sphére SU. La déformation consiste a écraser la métrique dans le facteur
normal & la sous sphére SO en la multipliant par un facteur n petit. Toutefois, cela génére
des singularités le long de la sous-sphére SY, d’ou la nécessité de régulariser la métrique
obtenue en la modifiant au voisinage de S°. On pourrait faire la méme chose en écrivant la

métrique de S™ en carte exponentielle normale par rapport & une sous-sphére de dimension
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[ <n—2 (il faut alors régulariser la métrique aussi au voisinage du Cut-locus de la sous-
sphére, comme il est fait plus haut dans le cas de S"~2); notons que, dans le cas d’une
sous-sphére de dimension n—1, il n’est pas possible d’écraser la métrique dans le facteur
normal (et donc de contredire le théoréme 5.22).

Pour minorer la courbure de Ricci, on applique les formules de calcul de la courbure de
Ricci des doubles-produits tordus (voir par exemple [74]), qui nous disent que, dans notre
cas, si en un point x fixé de M on note % un vecteur tangent au facteur I, u un élément
de T,S', v un élément de T,S" 2 et Ricy, la courbure de Ricci de M, muni de la métrique
gk, alors Rick(%,u) = Rick(%,v) = Rick(u,v) =0,et:

8 a a// b//
Rlck(8 87“) . (n— 2)?
k2 9 a0, \2 COS((Ug:I—:)k )r) > k2 0
= + (’I’L B )( €k ) cos((%)r)+f—: cos(@k—i-ek) - sur ] ’ek]
n—1 sur [ex, 5 — Ok]
Ricy, (u, u) o a't!
) " Pw
k2 9 k cos(kr) ( e,+04 sin((%)r) > k2 0
_ + (n - ) sin(kr) ( €k )COS((%)T)_k% 005(9k+6k) = Sur] 7€k]
n—1 sur [eg, 5 — Ok
et
Ricy (v,v) _ b a0 10
g(w,v) b ab +(n )< b2 )
Donc
RiCk(U,U) B (Ek + Qk)2 COS((M)T)
gr(v,v) €k cos((%)r) + ek cos(@k + €r,)
k cos(kr) (ek + Qk) s1n((%)r)
sin(kr) €k cos((%)r) -+ z—: cos (0 + €x)
+(n B 3) (ek + 914:)2 1-— Sin2((6k;:9k )7’) sur ]0 ek]
€k (cos((%)r) + f—: cos (0 + 6k)>
. <€k_|_9k)2 cos((%)r)
- €k cos((%)r) + ek cos(@k + €r)
€k+€k
SRV R o S N
€k O/ G cos((=22)r) + cos(Ok + er) €k m

(car Oy + e > (%)r) et

Ricy, (v, v)
gk (v, v)

1 —sin?(r + 6) T
=24 (n— —n—1 L
+ (n —3) T n sur (e, 5 &l
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On déduit des calculs précédents que (S™, gi) est de courbure de Ricci supérieure a (n—1)
pour k assez grand.

Il est évident que la suite des volumes tend alors vers 0 car n; — 0. De méme, on voit
que la suite de variétés ainsi obtenue tend (en distance de Gromov-Hausdorff) vers une des
hémisphéres de dimension n—1 que borde la sphére S"~2 choisie plus haut. Notons (Ny, hy)
la variété Jey, T — Ox[xS" 2, munie de la métrique hy = (dr)? + cos?(r + 6) gsn—2 ; elle
est isométrique a la boule géodésique de S"~!, centrée au pole Nord (noté eg) et de rayon
2 — (ex+0y) (privée de son centre) : en effet, si on identifie S"~2 avec I'équateur, isométrie
s’écrit (r,v) — cos(r + 0y).v + sin(r + 0y ).eg. Donc (N, hy) converge, au sens de Gromov-
Hausdorff, vers ’hémisphére Nord de S*~!, munie de sa métrique canonique. Par ailleurs,
(N, ht) se plonge dans (M, g;) de maniére isométrique, via application (r,v) — (7, ug, v),
oil ug est un point fixé de S!. De plus, la distance dans M entre deux points p = (7, ug, v)
et ¢ = (', up,v") coincide avec la distance dans Ny entre (r,v) et (r/,v"). En effet, si
t— (r(t),u(t),v(t)) est une courbe qui joint p & g, la courbe t — (r(t), ug, v(t)) est toujours
plus courte. Comme d, [(r, u, v); (r, ug, v)] < mng, ona dGH((Nk, hi); (M, gk)) < €+ 7.
On en déduit que (M, gz, ) converge vers 'hémisphére de S"~! au sens de Gromov-Hausdorff.
Il nous reste & montrer que le laplacien de ces variétés admet au moins n—1 valeurs propres
proches de n.

Les calculs précédents prouvent également que :

dgk [(eka up, ’U), (Eka up, —'U)] = dhk [(eka ’U), (6k7 —'U)]
= dgn—1 [cos(ek + 0 )v + sin(ex + Oy )eg; — cos(ex + Ox)v + sin(e + Gk)eo]
=7 —2(ep + Ok).

Ceci montre que, pour tout point v € S"2, le point & = (0,ug,v) vérifie Rad,, (9) >
7 —2(2¢;, +0y). Choisissons des points g, ... ,T,_o sur S?~2 de sorte que dgn—2 (x;, rj) =%
si i # j. Notons encore x; le point (0, ug,z;) de M ; comme Rad(z;) est proche de 7, si
on pose f;(x) = cos (dk(a:i, :c)), on obtient, d’aprés la démonstration du corollaire 5.4, n—1
fonctions de quotient de Rayleigh proche de n. Pour conclure & I’existence de n—1 valeurs
propres proches de n par le principe du min-max, il suffit de montrer que la famille des
fonctions (\/n——i-l fi) est presque orthonormée pour le produit scalaire L?. En effet, si c’est
le cas, on note Q(f) = ||df||3 la forme quadratique définie sur I’espace de dimension n—1
engendré par les fonctions f;, et sa trace relativement au produit scalaire L? tend vers
n(n —1) (en évaluant cette trace sur la base donnée par les fonctions v/n + 1.f;). De plus,
la variété est de courbure de Ricci supérieure a (n—1), donc la premiére valeur propre non
nulle du laplacien est minorée par n. On en déduit que toutes les valeurs propres de @
relativement au produit scalaire L? sont supérieures a n et donc toutes ses valeurs propres

tendent vers n. Le principe du min-max nous donne donc que A,_1 tend vers n. Or, pour
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tout couple (7,7), on a :

(fiafj)LQ (95)
. n—2
Vol S”,gk /Sl /Ikx cos dk (4, (ryu v))) cos(dk(xj,(r,u,v)))ak(r)bk (r) drdvgi dvgn—2

Sn— 2
ay(r)by 2 (r)
(dy(z1, dy (5, drdud
VolSl\/olS” 2 /Sl /Ikofgn"’ %, (7, ) cos(di (wj, (ryu, v )fI ()b 2(s)ds

n—2
Or, # — (n — 1)sin(r) cos”2(r) lorsque k tend vers +oo. Nous avons vu

J1, ar(s)by " (s) ds
ci-dessus que :

cos dg, [(ek,uo,ﬂvz) (r,ug,v )]

= cos dgn—1 [cos (e + Or)z; + sin(ex, + Ox)eq, cos(r + Og)v + sin(r + Ox)eo] .

Nous en déduisons (toujours en identifiant x; avec (0,up,z;)) que la fonction
cos dg, [.’L‘i; (r, uo,v)] cos dg, [:rj; (r, uo,v)] tend vers cos?r < z;,v >< x;,v > quand k tend
vers +0o (ot < .,. > désigne le produit scalaire dans R"~! entre deux éléments de S"~2).
On en déduit, par le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, que (fi, f;) L2(gx)
converge vers :

1
n+1

n—1

Vol 572 S

/[ } , < @iv><wjv> sinr cos" r drdgn-2(v) =
xSn

en utilisant la formule (5.1). On en conclut que (fi, fj)r2(q,)

tend vers oo, ce qui termine la preuve de I'existence des n—1 valeurs propres arbitrairemant

proches de n.

Remarque. — J. Bertrand a récemment démontré (voir [20]) que si une variété rieman-
nienne compléte (M™, g) de courbure de Ricci supérieure a (n—1) admet k valeurs propres
plus petites que n+¢€ (ot € > a(n), ol a(n) est une constante universelle strictement posi-
tive et ou k € [1,n]), alors la variété (M™, g) contient une sous-partie A e-proche au sens de
Hausdorff de la sphére canonique S¥~! (o1l la fonction distance sur A est la restriction de la
fonction distance géodésique de (M™, g)). Dans le contre exemple précédent, on construit
un fuseau en "contractant" sur un cone trés fin le fibré normal d’une sous sphére S" 2
dans S”. En faisant la méme construction & partir de la contraction sur un céne trés fin
du fibré normal d’une sous-sphére S¥=1 de S™ (pour k € [1,n —1]), on obtient une variété
de courbure de Ricci supérieure & (n—1), admettant au moins k valeurs propres proches
de n (données par les cosinus des fonctions distances & k points de distance mutuelle égale
a 7/2 de la sous-sphére S¥1) et Hausdorff proche d'une demi-sphére de dimension k. Le
résultat de J. Bertrand implique alors que cette métrique de S™ n’admet que k valeurs

propres proches de n, car une demi-sphére de dimension k£ ne peut contenir une partie
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hausdorff-proche d’une sphére de dimension k : en effet, dans le contraire la demi-sphére
%Sk de dimension k contiendrait une famille B de k + 1 points & distance mutuelle égale a
/2 et telle que chacun de ces points admette, sur la demi-sphére %Sk, un point & distance
presque 7. Si on identifie cette demi-sphére %Sk a la demi-sphére supérieure de centre 0
de R*T1 et qu'on note par @ le vecteur de %Sk orthogonal au sous-espace vectoriel R*
engendré par le bord de %Sk, alors (,¥) est positif pour tout élément ¥ de la famille B
car ¥ est dans %Sk et (i, —v) est presque positif car %Sk contient un élément proche de
—4 (on rappelle que le produit scalaire canonique de deux points de SF est égal au cosinus
de la distance géodésique entre ces deux points). On en déduit que la famille B U {u} de

vecteurs de R**1 est presque-orthonormée (donc libre) et contient k + 2 vecteurs, ce qui

est contradictoire.

5.6.2 A\ <n+e€ouDiam(M)>r1—¢

Le but de cette section est de montrer que toute variété riemannienne compléte de
courbure de Ricci presque supérieure & (n—1) et de courbure sectionnelle majorée, admet-
tant une premiére valeur propre non nulle A\; du laplacien usuel presqu’égale & n ou un
diamétre presqu’égal & m, est homéomorphe & la sphére S™. C’est une généralisation d’un

résultat de S. Ilias [62] au cas d’hypotheéses intégrales sur la courbure :

Théoréme 5.24. — Soit n un entier (n > 2). Soient p, R et A des nombres réels tels que
p>n/2, R>0 et A> 0. Il existe une fonction a(p,n,A) (universellement calculable)
telle que, pour toute variété riemannienne compléte (M™,g), de dimension n, qui vérifie

supg || (Ric — (1 — 1)) | co(Be.ry < a(p,n, A)min(1,197%) et |R|la, < A, on ait :

Si Diam(M) > (1 — a(p,n, A)), alors M est homéomorphe a S™.

Démonstration. — Sous les hypothéses du théoréme 5.24 (pour un choix convenable
de a(p,n,A)), on a A\ (M"™,g) < n[l + C(p,n)a(p,n,A)], d’apreés le corollaire 5.4. Soit
f une fonction propre de M associée & la valeur propre A;. Rappelons que, si on note
Sy =Vf+ fe, alors on a Agpp Sy = (A —n)A(Sf) (voir la section 5.4.2). On applique la

2p%et en

proposition 2.2 & la section Sy, en y remplacant p et g respectivement par 2p et
y majorant la constante de Sobolev S2p+n (M™, g) par C(p,n) (& l'aide du théoréme 4.17),
2

ce qui donne :

IDF Sl 1 26Crtn) DSz 1 IDES]l2\7
e (! AzZ) 2on
B < (L Comad) = ma| S, s () |- @)
N 2p—n N
ou y = m et ou :
. _ . AS|s
A= Dlam(M)\/Hm |, + | RE||, + Diam(M)? [w 4 HREHQP]
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Or la courbure RE du fibré E est la différence entre la courbure RM de M et la courbure
R de S" (agissant sur (TM)? selon la formule RS"(X,Y)Z = g(Y,Z)X — g(X,2)Y),
donc ||Ricl|p, | Ric [|2p, IR ]|, et ||RE |2, sont majorés par C(n)(A + 1). Par ailleurs, par

définition de Agpp, on a :
[ASy] < [\ = nl[A(Sy)] + | Ric"[| Sy,

dont on déduit :
1ASll2p < 1A = nllIS¢lloc + (A + 1)[IS¢[loc-
En ajoutant & ces estimées la majoration du diameétre par 2w donnée par le théoréme 4.12,

nous obtenons une majoration de A par C'(n)(1+ A).

Par ailleurs, on a :

”DESf”% =< Zsph(‘Sf)asf >z — < RIC/(Sf)7Sf >r2
< o=l < A7) Sy >1e |+ [ (Rie— (0-1) IS, P
M

< C(p,n)a(p,n, A)||Sy||%

(on on a encore une fois utilisé le fait que '’hypothése intégrale sur B(z, R) implique une
propriété intégrale analogue sur M entier, cf la discussion qui précéde le lemme 5.10).
v

L’hypothese faite sur le diamétre implique que Diam(M) > § > 1. Si « a été choisi

suffisamment petit, en injectant les estimées qui précédent dans (x), nous obtenons :
i
IDFSflloc < C(p,n, A) alp,n, A)2 [[Sy oo,
dont on déduit :

inf[S¢| > (1 — C(p,n, A)a(p,n, A)2 Diam(M))||S} ]l
> C(p,n, A)a(p,n, A)2 [[Stlloo > [|DF S0

d’apres le théoréme des accroissements finis, le théoréme 4.12 et quitte a choisir a(p,n, A)
suffisamment petite. On obtient donc qu’en tout point critique p de f, on a |f(p)| >

| DFS{||oo- Or, pour tout vecteur unitaire X de T,M, on a, d’aprés le lemme 5.8 :
|Ddfy(X, X) + f(p)| = | < DESy, X >p | < |IDPSflloc < £ (D).

On a donc les inégalités —| f(p)| — f(p) < Ddf,(X, X) < |f(p)|— f(p) valables en tout point
critique de f. Donc f n’admet comme points critiques que des maxima ou des minima
locaux. Par connexité de M, et d’aprés le théoréme de Morse, on en déduit que f n’a que
deux points critiques. Le lemme de Reeb permet de conclure que M est homéomorphe a

S™ (pour le théoréme de Morse et le lemme de Reeb, nous renvoyons le lecteur au livre de
J. Milnor [71]).
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Remarque 1. — Un théoréme analogue, ot on remplace '’hypothése Diam (M) > 71(1 —
a(p,n,A)) par 'hypothése A\ (M", g) < n(l + a(p,n,A)), peut-étre démontré. Il suffit
pour cela de remarquer que cette hypothése sur A\; implique celle sur le diameétre : c’est
une application de la généralisation, au cas des variétés de courbure de Ricci presque
supérieure & (n—1) (théoréme 5.2 de [79]), d’une minoration de A\; —n par une fonction de
I’écart entre 7 et le diameétre, qui améliore I'inégalité de Lichnerowicz en courbure de Ricci
minorée par (n—1) (Pexistence théorique d’une telle minoration est due a C.B. Croke [42],

la minoration est spécifiée par P. Bérard, G. Besson et S. Gallot dans [18]).

Remarque 2. — Le fait que la fonction « dépende de p, n et d’une borne de la courbure
sectionnelle est inéluctable comme le montre une série de contre-exemples décrits dans [62].

Par exemple, le produit riemannien de 2 sphéres canoniques de dimension j et de rayons

V(G —1)/(2j — 1) est de courbure de Ricci égale a 2j—1 et de diamétre égal & 7 %

qui tend vers m quand j tend vers +oo. Par ailleurs, les travaux de M. T. Anderson [4]

et Y. Otsu [74] donnent des exemples de variétés complétes de dimension n > 4 (n > 5
dans [74]), de courbure de Ricci supérieure & (n—1) et de diamétre arbitrairement proche

de 7 (dans [4], il s’agit d’une suite de métriques bien choisies sur une somme connexe

CP"4#CP").
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