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Introduction

Le théoréme de rigidité de Mostow affirme qu’il existe au plus une struc-
ture hyperbolique sur une variété riemannienne M compacte de dimension
supérieure ou égale a 3 (il suffit en fait qu’elle soit de volume fini). On peut
reformuler ce résultat en termes de représentations du groupe fondamental
I’ de M. Notons py : I' = SO(n, 1) la représentation d'uniformisation de I'
dans le groupe des isométries SO(n, 1) de I’espace hyperbolique de dimension
n. Le théoréeme de Mostow signifie alors que ’ensemble des classes modulo
conjugaison de représentations fidéles et discrétes de I' dans SO(n,1) est
réduit a un point : la classe de pyp.

Il y a une facon particuliérement intéressante de relacher les hypothéses
pour voir si la rigidité tient encore. Une métrique hyperbolique est a la
fois Einstein et localement conformément plate. Un théoréme de Koiso
(voir [Be|, théoreme 12.67) implique qu’elle n’admet pas de déformation
d’Einstein. Une tentative naturelle d’affaiblissement consiste donc a ne
retenir de la structure hyperbolique que la structure conforme plate sous-
jacente et & étudier I’espace des structures conformes plates a son voisinage.
Rappelons qu’une structure conforme plate sur M est une (SO(n+1,1),S8™)-
structure, ou S™ désigne la sphére de dimension n et ou SO(n + 1,1) est
vu ici comme le groupe des transformations conformes de S™ munie de la
métrique standard. D’aprés le théoréme d’holonomie (voir la premiére par-
tie, théoréme 1.1), ’étude de l'espace des structures conformes plates au
voisinage de la structure hyperbolique se raméne & 1’é¢tude de 1’espace des
représentations de I' dans SO(n + 1,1) au voisinage de la représentation
d’holonomie I' — SO(n + 1,1). La représentation d’holonomie est ici sim-
plement obtenue en composant la représentation d’uniformisation py avec un
plongement SO(n,1) = SO(n+1,1). On peut remarquer que cela revient a
considérer I', non plus comme un réseau de SO(n, 1), mais comme un sous-
groupe discret de SO(n + 1,1). Autrement dit, cet appauvrissement nous
renseigne aussi sur I’abandon de I’hypothése de finitude du volume sur la
variété.
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Il semble que le premier résultat montrant que l'espace des structures
conformes plates au voisinage de la structure hyperbolique peut étre non-
trivial soit du & B. Apanasov [A]. Thurston a ensuite introduit la notion de
déformation par “pliage” (bendings) le long d’une hypersurface totalement
géodésique. Ces déformations ont été décrites, selon deux points de vue
différents, par D. Johnson et J. Millson [JM] et par C. Kourouniotis [Koul].
L’idée intuitive qui préside a la construction des déformations par pliage est
la suivante. Soit une hypersurface totalement géodésique plongée S dans la
variété hyperbolique compacte M de dimension n > 3, et supposons que S
sépare M en deux composantes connexes. Le groupe fondamental I' de M
se décompose alors en un produit amalgamé I' = I'y xpg I'y ou I'g, I'y et
I’y désignent les groupes fondamentaux de S et des composantes connexes
de M ~ S. On conjugue alors un des termes du produit amalgamé par
un sous-groupe & un paramétre bien choisi de SO(n + 1,1) (en fait, par le
centralisateur de I's dans SO(n + 1,1)). On vérifie ensuite que l'on obtient
bien une déformation non-triviale.

Le résultat majeur de [Kou| et [JM] est une minoration de la dimension
de ’espace des structures conformes plates par le nombre d’hypersurfaces to-
talement géodésiques plongées disjointes de la variété M. Le point de départ
de notre travail est un autre théoréme de D. Johnson et J. Millson : il existe
des variétés hyperboliques pour lesquelles 'espace des structures conformes
plates admet une singularité quadratique en la structure hyperbolique. Plus
précisément, ils montrent que pour certaines variétés contenant deux hyper-
surfaces totalement géodésiques qui s’intersectent, il est impossible de “plier”
simultanément le long des deux hypersurfaces. En fait, si 'on considére les
vecteurs tangents (i.e. les déformations infinitésimales) aux deux déforma-
tions par pliage, leur somme n’est pas tangente & une véritable déformation :
la premiére obstruction & son intégrabilité n’est pas nulle. Nous avons rap-
pelé ce résultat au paragraphe 2, théoréme 2.1. La question se pose alors
de savoir a quoi ressemble 1’espace des déformations de la structure hyper-
bolique dans le cas ou 'on a plusieurs hypersurfaces totalement géodésiques
qui s’intersectent le long d’une sous-variété de codimension 2. Peut-on in-
tégrer d’autres déformations infinitésimales que celles que I'on obtient par
simple pliage de long d’une seule hypersurface 7 Lesquelles ?

Dans la premiére partie, nous exposons les définitions et les résultats
préliminaires dont nous aurons besoin par la suite. En particulier, nous
explicitons le lien existant entre les déformations de la structure conforme
plate de la variété hyperbolique M et les déformations de la représenta-
tion d’holonomie de son groupe fondamental I' dans SO(n + 1,1). Nous
expliquons aussi comment on peut encore changer de cadre et raisonner sur
I’espace des connexions plates sur un SO(n + 1, 1)-fibré principal au dessus
de M modulo transformations de jauge. C’est effectivement en termes de
connexions que nous travaillerons le plus souvent.
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Nous commencons la deuxiéme partie en donnant, grace au formalisme
des connexions plates, une construction nouvelle et particuliérement sim-
ple des déformations par pliage le long d’hypersurfaces disjointes. Nous
nous attaquons ensuite au cas ‘ramifié”. Nous définissons une hypersur-
face totalement géodésique (simplement) ramifiée S comme une union de
N demi-hypersurfaces totalement géodésiques plongées s’intersectant suiv-
ant leur bord (connexe) commun 7. Ces demi-hypersurfaces sont appelées
feuilles de S, tandis que la sous-variété 1" de codimension 2 est nommée lieu
de ramification de S. L’idée géométrique du pliage consiste & ne considérer
que les déformations conformes plates qui sont triviales sur les composantes
connexes du complémentaire de S. Par un argument de cohomologie de Cech,
nous analysons ’obstruction quadratique & l'intégrabilité des déformations
infinitésimales. Les propositions 2.18 et 2.19 montrent que, sous certaines
hypothéses sur S, il existe un céne quadratique de dimension N — 3 de dé-
formations intégrables a 'ordre 2 (NN est le nombre de feuilles de S). Nous
retrouvons aussi ’analogie, déja observée par B. Apanasov sur un exemple,
entre l'espace des déformations par pliage et un espace de modules de poly-
gones dans la sphére S? associé a la structure de ramification de S (voir
en particulier le paragraphe 2.2.4). Alors que je travaillais sur les obstruc-
tions d’ordre supérieur pour montrer que cette analogie est bel et bien un
isomorphisme, J. Millson m’envoya un manuscrit ([KM1]) écrit en collabo-
ration avec M. Kapovich, non-publié, dans lequel ils établissent le résultat
que je cherchais. Leur démonstration se fait dans le cadre des déformations
de représentations et utilise la théorie des complexes de groupes. Nous la
présentons aux paragraphes 2.4 et 2.5. Nous l'utilisons finalement pour con-
clure (théoremes 2.35 et 2.36) et pour répondre & certaines questions que
nous a posées M. Kapovich (paragraphe 2.7).

Nous nous intéressons dans la troisiéme partie & un autre probléme de
rigidité-flexibilité concernant cette fois I'entropie des métriques de courbure
négative sur les variétés hyperboliques compactes de dimension au moins 3.
A. Katok a conjecturé en 1982 que 1’égalité de 'entropie métrique hy oy, et de
’entropie topologique hye, caractérisait les métriques localement symeétriques
parmi les métriques de courbure négative de méme volume sur une variété
compacte (|[Kat|). En 1995, L. Flaminio a démontré dans [F| la véracité de
cette conjecture au voisinage d’une métrique hyperbolique réelle. On sait
d’autre part (voir [BCGJ) que l'entropie topologique admet un minimum
en la métrique hyperbolique. Au cours de sa démonstration, L. Flaminio
s’est apercu que, contrairement & ce que ’on pensait jusqu’alors, ’entropie
métrique ne se comportait pas de maniére aussi rigide. Il a en effet montré,
théoréme 1.3, qu’en dimension 3 il existait des variétés hyperboliques com-
pactes sur lesquelles l'entropie métrique n’admettait pas de maximum (et
donc pas d’extremum) en la métrique hyperbolique. A ’aide de ’article [L]
de J. Lafontaine, nous établissons un lien entre cette flexibilité et la flex-
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ibilité de la structure hyperbolique en tant que structure conforme plate.
Nous montrons que les déformations conformes plates infinitésimales de la
métrique hyperboliques, si elles existent, donnent des directions qui min-
imisent (localement) les variations des fonctionnelles hio, et hiop — hriouv
et, surtout, suivant lesquelles I'entropie métrique hyio,, augmente. Gréce
aux résultats de la deuxiéme partie, que nous adaptons au cadre choisi ici,
nous obtenons une preuve plus géométrique et valable en toute dimension du
théoréme 1.3 de L. Flaminio. Ce sont les théorémes 3.6 et 3.8. Il nous sem-
ble que ce rapprochement entre ’aspect géométrique des déformations con-
formes plates, d’une part, et I’aspect dynamique des variations de ’entropie,
d’autre part, apporte un nouvel éclairage sur les deux phénomeénes. Enfin,
nous pensons que notre méthode pourrait donner quelques pistes pour le
cas hyperbolique complexe, qui est encore complétement ouvert. Nous en
discutons un peu a la section 4.

La quatrieme et derniére partie est, chronologiquement, la premiére.
Nous y étudions la métrique que S. Nayatani [N]| a construite sur le do-
maine de discontinuité Q(I') d’un groupe kleinien I'. Cette métrique est
conforme & la métrique standard de la sphére et invariante par le groupe I'.
Elle donne donc un représentant privilégié de structure conforme plate sur la
variété kleinienne Q(I')/I". Elle a entre autres des propriétés remarquables
de courbure. En supposant le groupe kleinien I' géométriquement fini, nous
montrons au théoréme 2.1 que cette métrique est compléte si et seulement
si [' n’a pas de sous-groupes paraboliques de rang strictement plus petit que
son exposant critique.
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Premiére partie

Préliminaires

1. (G, X)-structures

Soit G un groupe de Lie agissant transitivement sur une variété X et soit
M une variété de méme dimension que X.

1.1.— Un (G, X)-atlas sur M est la donnée d’un recouvrement ouvert
U ={U,} de M et d’une collection ® = {¢, : Uy — X} de cartes tels que
pour tout (Uy,Ug) € U xU et pour toute composante connexe C de U, NUsg,
il existe gc o8 € G tel que qﬁ;l °0¢a = gc,a,8- Une (G, X)-structure sur M est
un (G, X)-atlas maximal sur M et une (G, X)-variété est une variété munie
d’une telle structure.

Il est facile de voir que tout revétement d’une (G, X)-variété admet une
(G, X)-structure canonique. Réciproquement, si I' C G est un sous-groupe
discret agissant proprement et librement sur X, alors X/I" admet une (G, X)-
structure, qui est dite compléte.

En suivant Goldman, [Go|, nous allons interpréter une (G, X)-structure
sur une variété M comme la donnée d’un fibré 7 : E — M de fibre X et de
groupe structural G muni d’une connexion plate H.

Considérons pour chaque carte (Uy, ¢q)

(1) le fibré trivial de fibre X, 7o : By = Uy X X — U,

(2) le feuilletage F, de E, dont les feuilles sont les Uy x {z}. Fq est
transverse aux fibres de m,,

(3) la section sq : Uy, — FE, donnée par s, = Id X¢,. Cette section est
transverse au feuilletage F,, car ¢, est un difféomorphisme local.
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Comme les cartes différent sur 'intersection des ouverts U, par des éléments
de G, les fibrés E, se recollent pour donner un fibré 7 : £ — M de fibre
X et de groupe structural G. De méme, il existe un feuilletage F de E
dont la restriction & chaque E, est F, et une section s de E transverse au
feuilletage. F est définit par des submersions E, — X et donc la restriction
de la fibration 7 : £ — M a une feuille de F est un revétement. Par
définition, la distribution de plans H = {He = TeZe}ecr, ou £, est la
feuille de F passant par e, est une connexion plate sur F.

On dira que 7 : B — M est un (G, X)-fibré plat sur M et que la section
s est une section de développement.

Réciproquement, si I'on se donne un (G, X)-fibré plat E — M et une
section s de ce fibré transverse au feuilletage horizontal F, on peut recon-
struire une (G, X)-structure sur M. Soit en effet un recouvrement de E par
des ouverts U munis de submersions 9y : U — X définissant le feuilletage
Fly sur U. Alors 'ensemble {s~!(U)} est un recouvrement ouvert de M et
les applications ¢y = 1y o s sont les cartes d'une (G, X)-structure sur M.

Soient M une (G, X)-variété, (E,F) le (G, X)-fibré plat correspondant
et B, = 7 1(m) la fibre de E au dessus de m. On choisit une identification
¢ : E, ~ X. Soit v : S' — M un lacet de base m sur M. Pour tout point
e de E,,, soit %, la feuille de F passant par e et 9, le relevé de o & %, en
e. m:. %, — M est un revétement et donc ’extrémité J.(1) de 7, ne dépend
que de la classe d’homotopie de v. De plus, comme 7.(1) € E,,, il existe
g € G tel que

P(Fe(1)) = g,(4(e)) -

v + g, définit une représentation du groupe fondamental I' = 71 (M, m) de
M dans G appelée représentation d’holonomie de la (G, X)-structure (E, F).
On la notera holg .

La donnée d’une représentation p : I' = G du groupe fondamental I" de
M dans G permet de construire un (G, X)-fibré plat sur M. Considérons en
effet le revétement universel p : M- MdeM:T agit sur le fibré trivial
E=MxX—>M par

L’action de I' sur M et donc sur E est libre et proprement discontinue : le
quotient E, = EJT est un (G, X)-fibré sur M = M/T. Le feuilletage de E
par les feuilles M x {z}, z € X, est invariant sous l'action de I' et passe au
quotient en un feuilletage horizontal F, sur E,. (E,,F,) est un (G, X)-fibré
plat sur M qu’on dira associé a p.



15

1.2. — Nous voulons maintenant définir “I’espace” des (G, X)-structures
sur une variété M et comprendre le lien entre cet espace et celui des représen-
tations du groupe fondamental de M dans G.

Soit donc M une variété compacte de dimension n et m un point de M.
On note D’GX(M) I’ensemble des quadruplets (E, F,s,v) tels que

(E,F) est un (G, X)-fibré plat sur M,
s une section transverse a F,
1 : B, — X une identification de la fibre au dessus de m avec X.

t: x (M) est I’espace des (G, X)-structures sur M. On le munit de la topolo-
gie ‘suivante : un voisinage de (Fy, Fo, So,%0) est constitué par les quadru-
plets (E,F, s, 1) tels que E soit isomorphe a Ej et sous cette identification,
F et s sont proches de Fy et sp pour la topologie C°.

Soit I' = m(M,m). On munit 'espace des représentations Hom(I', G)
de la topologie compacte-ouverte (comme I' est de présentation finie, cette
topologie coincide avec celle de la convergence uniforme sur les générateurs
de I'). L’application

hol’ : Dg; x (M) — Hom(T', G)

qui & une (G, X)-structure associe sa représentation d’holonomie holr , est
alors continue.

La composante de identité Diffy (M, m) du groupe des difféeomorphismes
de M qui fixent m agit proprement et librement sur D’G, (M) par compo-
sition & droite avec la section s. hol’ est constante sur les orbites de cette
action. Le groupe G agit quant-a-lui sur D, (M) par composition & gauche
avec 9 et sur Hom(I', G) par conjugaison. Si geaq,

holz goy (V) (g 0 () = g 0 P (Fe(1)) = gholr 4 () ((e)).

Donc holg gopp = Ad(g) o holgy et hol’ est équivariante par rapport aux
actions de G.

Nous pouvons maintenant donner le résultat qui fait le lien entre les
(G, X)-structures et les représentations (voir par exemple [Go]) :

THEOREME 1.1 (d’holonomie). — L’application hol’ est ouverte. De
plus, quel que soit u € Dg; (M), il existe un voisinage U C Dg; (M)
de u tel que pour toute représentation p € hol'(U) et pour tous u; =
(E;, Fi,si,p;) € Unhol " Y(p), (i =1, 2), il existe h € Diffy(M,m) tel
que ui.h = us.
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Soit Dg,x (M) le quotient de Dg; (M) par Diffo(M,m). Le théoréme
d’holonomie implique que ’application hol’ passe au quotient en un homéo-

morphisme local
hol : Dg x (M) — Hom(I', G) .

Si 'on définit I'espace des déformations de (G, X)-structures sur M comme
le quotient D x (M)/G et si 'on note Hom(I', G)/G l'espace des G-orbites
de Hom(I', G) muni de la topologie quotient, on a encore une application

hol : Dg x (M)/G — Hom(T',G)/G .

En général, on ne controle pas assez bien les orbites de ’action de G pour
pouvoir dire que cette derniére application est un homéomorphisme local.
Néanmoins, dans le cas qui nous occupera, nous verrons que c’est presque le
cas.

2. Connexions sur les fibrés principaux

2.1. Généralités

Soit G un groupe de Lie, M une variété riemannienne et 7 : P — M un
G-fibré principal sur M.

2.1.1. — On note p — p.g laction & droite de g € G sur M. Si X est
un élément de l'algebre de Lie g de G, on note o(X) le champ de vecteur
sur P donné par

op(X) = —| p.exp(tX) .
t=0

ad P désignera le fibré vectoriel en algébres de Lie associé & P : ad P =
P xg g ou G agit sur g via la représentation adjointe.

Soit A*(P) ® g l'espace des formes différentielles sur P & valeurs dans
g. Si G est un sous-groupe de GL(n,k) pour un certain n (ce que nous
supposons dorénavant) et f une fonction de P dans G, on confond f et
sa composée avec l'inclusion de GL(n, k) dans l'espace M, (k) des matrices
n x n & coefficients dans k. On note alors Zf 1’élément de A'(P) ® g donné
par
Duf = f(w)ilda:fa

ou df est la différentielle extérieure de f.

Une forme w € A*(P) ® g est dite horizontale si pour tout X € g le
produit intérieur i, x)w est nul, équivariante si g*w = ad(g~!) o w quel que
soit g € G. Le sous-espace de A*(P)®g des formes différentielles horizontales
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et équivariantes s’identifie naturellement & ’espace des formes différentielles
sur M a valeurs dans le fibré ad P. On note cet espace A*(M,ad P).

Le crochet de Lie sur g s’étend en un crochet sur A*(P) ® g. [,-] :
AP (P)®@gx A2 (P)®g — AP'1P2(P)®g est Papplication bilinéaire donnée
sur les tenseurs élémentaires 3; = o; ® X, o; € APi(P)® g, X; € g, par
[B1,02) = a1 Ao @ [ X1, X2]. Si, B et y sont des formes de A*(P) ® g de
degrés respectivement ¢, 7 et k, on a

[, B] + (—=1)[B,a] =0

et 'identité de Jacobi :

(=1)* e, [8.9]) + (=118, [y, o] + (=1)"* [y, [0, 8]} = 0.

L’horizontalité et I’équivariance sont préservées par le crochet et on obtient
donc un crochet sur A*(M,ad P), ce qui en fait une algébre de Lie différen-
tielle graduée.

2.1.2.— Une connexion sur P est une 1-forme w € A'(P) ® g, équiv-
ariante, qui vérifie la condition verticale suivante:

wle(X)) =X, VXeg.

On note A(P) l'espace des connexions sur P. A(P) est un espace affine
modelé sur l’espace vectoriel A'(M,ad P). En effet, la différence de deux
connexions est une 1-forme équivariante et horizontale et réciproquement,
ajouter une 1-forme horizontale et équivariante & une connexion donne une
1-forme équivariante qui satisfait encore la condition verticale, donc une
connexion.

La différentielle extérieure d sur A*(P)® g est une dérivation de degré 1.
Elle préserve ’équivariance, mais pas ’horizontalité. En effet, si 1 est une
forme équivariante et horizontale et X un élément de g,

to(x)dn = Lo(x)(n) = —ad X on .

Si maintenant w est une connexion sur P, la condition verticale implique que
la dérivation adw : n — [w,n] de A*(P) ® g vérifie

iG(X) adw(n) = iU(X) [wﬂ?] = a‘d(X) on.

Par conséquent, la dérivation d, := d 4+ adw préserve I’horizontalité et
I'équivariance et définit donc une dérivation sur l’algébre A*(M,ad P), i.e.
une connexion sur le fibré vectoriel ad P.
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Si 'on note II, la projection sur le sous-fibré kerw de T'P, et si 1 est un
élément de AP(P) ® g, la dérivation d,, peut s’écrire

dun(X1, .., Xpi1) = dy(ILy (X0, I (Xp1)) -

Soit w € A(P) une connexion. La courbure de w est la 2-forme
K(w) = dw + {w,w] de A%(P) ® g. K(w) est équivariante et la condition
verticale sur w implique qu’elle est aussi horizontale : K (w) est un élément
de A%(M,ad P). Si K(w) = 0, on dit que la connexion w est plate. On note
F(P) I'espace des connexions plates sur P. En utilisant 'identité de Jacobi,
on montre que d, od,, = ad K (w). Par conséquent, si w € F(P), d,od, =0
et (A*(M,ad P),d,) est une algébre de Lie différentielle graduée.

Soient w une connexion plate fixée et w+n € A(P) une autre connexion
sur P. w+ 7 est plate si et seulement si

0 = Kw+n) = dw+n) +iw+nw+n
= dn+[w,m] + [n,7)]

i.e. si et seulement si

1
dw77+§[77a77] =0.

2.1.3. — Une transformation de jauge F' : P — P est un automorphisme
du fibré P au dessus de l'identité Idy, de M. C’est-a-dire que pour tous
g € G,p€ P,on a F(pg) = F(p).g et mo F = 7. 1l existe donc une
application f : P — G telle que F(p) = p.f(p) et f(p.g) = g~ f(p)g. On
peut donc considérer le groupe J(P) des transformations de jauge sur P
comme le groupe . (Ad P) des sections du fibré en groupes Ad P := P x¢ G
associé & P via 'action adjointe de G sur lui-méme. On remarque que la
dérivee 7f € AY(P) ® g d’une transformation de jauge vérifie g*2f =
Ad(g™') o Zf, i.e. est équivariante. Par ailleurs, en posant g = exptX dans
f(p.g) = g ' f(p)g et en dérivant, on trouve

P f(op(X)) =X — Ad(f(p) )X .

De plus, I'image-inverse d’une connexion par une transformation de jauge
est encore une connexion. Plus précisément,

LEMME 2.1. — Siw est une connexion et F' une transformation de jauge,
alors
Frw=Ad(fHow+2f .

Démonstration. — Nous suivons [GM1]|. Nous noterons R: P xG — P
laction & droite de G sur P et, si g € G, Ry : P — P la multiplication &
droite par g.



2.1 Généralités 19

On veut calculer F*w. Soit p € P. On rappelle qu’il existe une fonction
f: P— G telle que F(p) =p.f(p). (F'w)p =wp@)odyF.

(Byp)"w)p = wp.sp)© dBy(p) = wr(p)© dRy(p) et par ailleurs (R () w)p =
Ad f(p) ! owp. Donc wp,y = Ad f(p) ' owpo (dRyy) !

D’autre part, on peut exprimer d,F en fonction de f. En effet, F' est
obtenue par composition :

Idx f

P—= Px G—)P

et donc la différentielle d, /' de F' est la composée

T,P 2% 1P 5 Ty G 25 Ty P

Mais d(y,r(p) R‘TP dpRypy. Par ailleurs, si § est un vecteur tangent
aGen f(p ), et si X = f(p)~'¢ est 'élément de l'algébre de Lie g de G
correspondant, on a
_ d
dip,1(p)) ‘Tf(p)G = ilizo P-f(p) exp(tX)
= opgp)(X) )
opp) (f(P)77E) -
Donc dpF' = dy, i,y Ro (Id Xdpf) = dpRy) + 0p(p) © Zpf et par conséquent,

(F*w), = Adf(p) towyo(dRyp)) o (dpr( )t orE) ° wf)
= Adf(p) " owp+Adf(p) 0wy o (dRyg) L 0 o 0 pf

Mais
dRyo0p4-1(X) = dt\t o P-g Lexp(tX)) g
= 4|,_, p-exp(tg ' Xg)
= opoAd(gH)(X)
et donc (dRjf)) ™" o opg) = dRyp)-1 0 0y 5(p) = 0p o Ad(f(p)). Comme
wp o op = Idg,

(Fr'w)p = Ad f(p) ' owp + Gpf -

0

Le lemme 2.1 et la formule Zf(0,(X)) = X — Ad(f(p)~')X montrent
que 'espace F(P) est invariant sous laction du groupe des transformations
de jauge.

2.1.4. — Soit = un point base de M et soit w une connexion sur P.
Pour tout chemin o : [0,1] = M tel que 0(0) = z et o(1) = y, on définit
le transport paralléle 7% : 7 !(z) — 7 !(y) de la maniére suivante. Si
p € 7~ 1(x), il existe un unique chemin &, : [0,1] — P tel que 70 &, = o,
ap(0) =pet o,w = 0. On appelle g, le relevé horizontal de o en p. On pose
TY(p) = 6p(1). On vérifie aisément que :
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Ti; =1d  si [a] est le chemin constant z,
Ty (p-g) = T/ (p).g pour tout g € G,
TUJ

Yo =12 oT? sitestun chemin de y & z et si 7 x o désigne le chemin

composé allant de z a z.

Si la connexion w est plate, le transport paralléle le long d’un chemin
o ne dépend que de la classe d’homotopie de ce chemin. En particulier, le
transport paralléle le long des lacets de base z définit un homomorphisme
holj : I' = m (M, z) — G donné par T (p) := p.hol; () pour tout lacet y
basé en z. On obtient donc une application

hol, : F(P) — Hom(T',G) .

Cette application va nous permettre d’exprimer les questions sur ’espace
des représentations du groupe fondamental d’une variété M dans un groupe
de Lie G en termes de connexions plates sur un G-fibré principal P sur M.

2.2. Représentations ou connexions plates ?

Nous rappelons comment interpréter une représentation du groupe fonda-
mental I' de M dans un groupe de Lie G comme ’holonomie d’une connexion
plate sur un G-fibré principal P au-dessus de M.

Soit « un point de M et M UDensemble des classes d’homotopie (& ex-
trémités fixées) de chemins o : [0,1] = M tels que 0(0) = z. p: M — M
définie par o — o(1) est un revétement universel de M. Le groupe fonda-
mental I' = 1 (M, z) agit sur M par composition des chemins o + oy~ L.
Soit maintenant p : I' = G une représentation de I'. On considere le G-fibré

principal trivial M x G sur M (G agit a droite). La formule

1

v:(0,9) = (0 xv 7, p(7)9)

définit une action & gauche de I' sur M x G par automorphismes de fibré
principal. Cette action est libre et proprement discontinue puisque l'action
de I' sur M l’est. On note P, = M x, G le quotient I'\(M x G). P, est un
fibré principal de groupe G sur M, qu’on dira associé a p (ou induit par p).

PROPOSITION 2.2. — Soit  P(M,G)  l'ensemble  des  classes
d’isomorphismes de G-fibrés principaux au-dessus de M muni de la
topologie discréte. L’application

Hom(T', G) — P(M, G)

qui a p € Hom(I', G) associe la classe de P, est continue.
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Démonstration. — Soit py € Hom(I', G). Comme Hom(T", G) est locale-
ment contractile (c’est une variété affine), on peut choisir un voisinage ouvert
contractile U de pg. Soit alors le fibré principal Py — M x U définit comme
le quotient de M x G x U par 'action de I :

v.(0,9,p) = (o7, p(7)g,p) -

Soit 4, linclusion M — M x U, z +— (z,p). Le tiré-en-arriere i, Py coin-
cide avec P,. D’aprés le théoreme de relevement des homotopies, comme U
est contractile, P, est isomorphe a P,, pour tout p € U. Par conséquent,
"application p — P, est localement constante, donc continue.

0

Le G-fibré principal P, associé & p est canoniquement muni d’une connex-
ion plate. Soit en effet II la projection MxG — G. @ = P11 est une 1-forme
de connexion sur le fibré trivial M x G. Elle est invariante par I'action de G
sur M x G par multiplication & gauche et il s’ensuit que 'action de I' définie
plus haut préserve @. On a donc une connexion induite w, sur le G-fibré
principal P,.

Soit e I'élément neutre de G, T le lacet constant de base x et p = [, €]
la classe dans P, de (Z,e) € M x G. Soit y € I :

TS (p) = [T (Z,e)] = [v,e] = V", p(7))] = [&, p(7)] = [, €].p(7) = p-p(7)

Donc hol,(w,) = p et p est I'holonomie de la connexion plate w, sur le G-fibré
principal P,.

Soit P un G-fibré principal et J(P) le groupe des transformations de jauge
de P. Il y a un homomorphisme ¢, : J(P) — G donné par F(p) = p.c,(F).
L’application
hol, : F(P) — Hom(I', G)

est équivariante par rapport aux actions de J(P) par pull-back sur F(P) et
de G par conjugaison sur Hom(I', G) :

hol,(F*w) = Ad(ep(F)). hol,(w) .
Et nous avons le théoréme (voir [GM1], p. 76)

THEOREME 2.3. — Soit P un G-fibré principal sur M. L’application
d’holonomie hol,, définit une bijection entre les classes d’équivalence de con-
nexions plates sur P modulo transformations de jauge et les classes de con-

jugaison de représentations du groupe fondamental dans G qui induisent
P.
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Démonstration. — Nous avons vu que si p est une représentation du
groupe fondamental I' dans G qui induit P alors il existe une connexion
plate w, sur P = P, telle que hol,(w,) = p. Nous allons montrer que si w;
et wy sont deux connexions plates sur P, g, définit un isomorphisme entre
I’ensemble des transformations de jauge F : (P,w1) — (P,wsy) et 'ensemble
des éléments g € G conjuguant p; = holy(wi1) et p2 = hol,(ws), ce qui
impliquera le théoréme.

Soit donc g9 € G tel que po = Ad(go)p1. Si o est un chemin de M
partant de z, on note T} le transport paralléle le long de o déterminé par la
connexion w;. On définit les applications

pi:MxG — P
(0,9) = Ty(p)g-

pi(o',g') = pi(o, g) si et seulement si T%(p).g = 1% (p).g’. Mais

Ti(p).gd =TioTior, (p).g =Ti(p.pilc ' x0").d = Ti(p).pi(v g,

ott 'on a posé¢ 7y ! =0 ! x0’. On a donc

I -1
(o', ¢") = pi(o,g) siet seulement si { OTIXT
pi(o',g') = pi(o, g) g = pi(7)g.

Soit alors ’application F': P — P donnée par

F(p1(o,9)) = pa(o, gog) -

Veérifions tout d’abord que F est bien définie. Soient (o, g) et (o', ¢') tels que

pi(o,g) = p1(o',g'). Nexiste y €T tel que o' = oy L et ¢ = p1(7)g.
F(u(o',g') = n2(0’,909")

ox7 !, gop1(7)9)

a7, 9001 ()95 '-909)

o x 7", p2(7)-909)

= p2(0,909)

= F(ui(o,9)) -

2 (
2 (
a2
2 (

On a po F' = p et pour vérifier que F' est une transformation de jauge, il
suffit de voir que F'(u.g) = F(u).g quels que soient u € P, g € G. Soit o un
chemin de z = 7(p) & 7(u) et h € G tel que u = py(o,h) :

F(u.g) = F(pi(o,h).g) = F(pi(o, hg)) = pz2(o, hg) = pa(o,h).g = F(u).g .

F' est donc une transformation de jauge et nous allons maintenant montrer
que wy = F*w;. Pour cela, il suffit de prouver que F envoie T' sur T2,
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c’est-a-dire que si 7 est un chemin quelconque partant de y € M, alors
FoT!=T?0F. Soit donc u € 7~ (y) : u = pi(o,g) = TL(p).g.

FoT}u) = FoTHT}(p). ) F(T},,(p).g)
= T2,(p)-909 = T2(T2(p).g09)
= T2OF(’U,)

On a donc bien F*w; = wy. De plus,

et donc €,(F) = go.

Pour finir la démonstration du théoréme, il faut voir que si F’ est une
autre transformation de jauge telle que F™*w; = ws et g,(F") = g alors F' =
F. Si F' est une telle transformation de jauge, alors on a (F' o F~!)xw; = w;
et ep(F o F 1) =e. Siu=p(o,9) €P,

FloF~'(u) = FoF YT,

1l
A}
SEoks
N
o L
NS
-
N

Donc F' o F~1 =1d et le théoréme est démontreé.

3. Structures conformes plates

Soit S™ la sphére unité de R**! et H = SO(n + 1,1) le groupe des
transformations conformes de S™.

Une structure conforme plate sur une variété M est par définition une
(H, S™)-structure sur M.

Pour n > 3 on peut voir une telle structure comme la donnée d’une classe
conforme de métriques riemanniennes sur M, toutes localement conformes
a une métrique plate. Si M admet une structure conforme plate [g] on dira
que M et les métriques g € [g] sont localement conformément plates. Une
meétrique g sur M est donc localement conformément plate si et seulement
si pour tout point m de M il existe un voisinage V' de m, des coordonnées
locales z1,...,z, sur V et une fonction f : V" — R de classe C*° strictement
positive, tels que 'on ait g = f(dz? + ...+ dz2) sur V.

Les premiers exemples de variétés localement conformément plates sont
les variétés de courbure sectionnelle constante et en particulier les variétés
hyperboliques. D’autre part, si deux variétés sont localement conformé-
ment plates, alors leur somme connexe ’est aussi, ce qui permet de produire



24 3. STRUCTURES CONFORMES PLATES

de nombreux exemples. Enfin, il faut remarquer que toute variété de di-
mension 2 est localement conformément plate (existence des coordonnées
isothermales).

Ce travail est consacré & ’étude de certaines questions concernant les
déformations de la structure conforme plate sous-jacente a la structure hy-
perbolique d’une variété hyperbolique compacte de dimension supérieure ou
égale & 3. Jusqu’a la fin de ce paragraphe, nous nous concentrons sur ce cas
précis.

3.1.— Soit donc M une variété hyperbolique compacte de dimension
n > 3. La structure hyperbolique de M est une (G, X)-structure avec

X = H" l’espace hyperbolique de dimension n et
G = S0(n,1) le groupe des isométries de cet espace.

En fait, il s’agit méme d’une (G, X)-structure compléte : le revétement uni-
versel M de M est isométrique a H" et si [' est le groupe fondamental de M,
ona M =H"/T'. T agit naturellement par isométries sur H" et on obtient
la représentation d’uniformisation pg : I' = SO(n, 1).

On considére le modeéle en hyperboloide de I’espace hyperbolique : H* =
{x € R*™! | g(z,2) = —1 et x,4.1 > 0}, ol q est la forme quadratique
g3+ -+a2—a2 ; sur R". Le groupe SO(n, 1) est le groupe des isométries
de déterminant 1 de la forme quadratique ¢. Soit ¢ la forme quadratique
g +ai+- a2 —22, sur R"2 SO(n+1,1) le groupe de ses isométries
de déterminant 1 et H"*' = {z € R*" | g(z,z) = —1 et z,.1 > 0}
I’espace hyperbolique de dimension n + 1. La sphére S™ qui est le bord &
infini de H**! se voit ici comme 1’espace des droites g-isotropes de R**2,
On plonge H" dans S™ comme une composante connexe de S™ ~. "~ 1. Plus
précisément, S™ est le projectivisé du cone de lumiére {z € R**? | 22 + 22 +
ot ad —z2 | =0} et S" 1 est Péquateur g = 0 de S™. En coordonnées
homogeénes le complémentaire de S?~! est donné par ’équation

a 2 X 2 X 2
1+(—1> +...+(—”> —(—”“) —0.
Zo Z Z

H" est donc la composante z,4+1 > 0 de ce complémentaire. (Dans le mod-
éle en boule de ’espace hyperbolique de dimension n + 1, cela correspond
simplement & plonger H" comme un hémisphére ouvert de S™.)

SO(n, 1) se plonge homomorphiquement dans H = SO(n + 1,1) comme
le sous-groupe agissant par Uidentité sur {x € R*"*? | 1 = ... = 2,41 = 0},
c’est-a-dire comme stabilisateur du premier vecteur de base ey de R**2. Les
orbites de SO(n, 1) sur R"*2 sont alors les hyperplans

{x e R"™ | 29 = o} .
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En particulier, SO(n,1) agit transitivement sur 'intersection du cone de
lumiére avec I’hyperplan d’équation z¢y = 1, i.e. sur le plongement de H"
dans S™, et sur I'intersection de H**! avec ’hyperplan ¢ = 0, qui correspond
a un autre plongement de H", cette fois en tant qu’hypersurface totalement
géodésique de H' L.

Grace aux plongements SO(n,1) — SO(n+ 1,1) et H* < S™, on peut
considérer le (SO(n,1),H")-atlas maximal définissant la structure hyper-
bolique de M comme un (SO(n + 1,1),S™)-atlas maximal et on a canon-
iquement une structure conforme plate sur M, dite sous-jacente & la structure
hyperbolique. Naturellement, si 'on adopte le point de vue des classes con-
formes de métriques, cette structure conforme plate est la classe conforme
de la métrique hyperbolique sur M.

3.2.— Nous nous intéressons a l’espace des déformations des struc-
tures conformes plates sur M au voisinage de la structure hyperbolique ug
(confondue avec sa structure conforme plate sous-jacente). Nous notons en-
core pg : I' = m(M) = H = SO(n + 1,1) la représentation d’holonomie
de ug. po est simplement la composée de la représentation d’uniformisation
I' =+ SO(n, 1) avec le plongement SO(n,1) — H. Nous allons voir que dans
ce cas, on peut préciser le théoréme d’holonomie. Nous suivons [JM].

Soit H le groupe des isométries de la forme quadratique g sur C**+2.
H est un groupe linéaire complexe, algébrique, réductif, défini sur R et H
est le groupe des points réels de H. Hom(T', H) est I’ensemble des points
complexes d’une variété affine définie sur R dont ’ensemble des points réels
est Hom(T", H).

DEFINITION 3.1. — Une représentation p € Hom([', H) est dite stable
si Porbite H.p est fermée dans Hom(I', H) et si le centralisateur Z(p) de p(T)
dans H est fini. On note Hom(T', H)*! I’ensemble des représentations stables
p:I' = HCH.

D. Johnson et J. Millson [JM] ont montré que les représentations quasi-
fuchsiennes de I" dans H, c’est-a-dire les représentations p : I' = SO(n+1,1)
conjuguées dans H a la représentation d’uniformisation pg : I' = SO(n,1) C
SO(n + 1,1) par un homéomorphisme quasi-conforme de S™, sont des
représentations stables. En utilisant le fait qu’une représentation quasi-
fuchsienne est convexe-cocompacte (voir la définition dans la quatriéme par-
tie), ils prouvent que l'espace des représentations quasi-fuchsiennes est un
ouvert autour de pg.

Ils montrent de plus que P’action de H sur Hom(I', H)* est propre, c’est-
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a-dire que ’application

H x Hom(I',H) — Hom(I', H) x Hom(T', H)
(h,p) + (hph™',p)

est propre. Maintenant, s’il existe une application H-équivariante d’un es-
pace Y sur lequel H agit vers un espace sur lequel H agit proprement, alors
I’action de H sur Y est propre. En particulier, 'action de H sur le sous-
ensemble hol *(Hom(T', H)*") de Dy sn(M) est propre. Ils obtiennent le
théoréme suivant :

THEOREME 3.2 (d’holonomie “fort”). — Soit wy la structure conforme
plate sous-jacente a la structure hyperbolique de M et py : I' = m (M) —
H = S0O(n+1,1) la représentation d’holonomie de wg. 1l existe un voisinage
U de [ug] dans Dy s»(M)/H, un voisinage V de [pg] dans Hom(I', H)/H , des
groupes finis H,, C H,, (les groupes d’isotropie de ug et py) et des quotients
finis U = U/Hy, et V = ‘7/Hp0 tels que hol se reléve en un homéomorphisme
de U sur V.

Le théoréme d’holonomie “fort” nous permet de travailler dans I’espace
Hom(T', H)/H au voisinage de la représentation d’holonomie py de uy pour
décrire localement la structure de lespace des déformations Dy gn(M)/H
de ug. Grace au théoréme 2.3, nous pourrons aussi transposer le probléme
dans le cadre des déformations de la connexion plate w = w,, sur le fibré
principal P := P, = T'\(M x H).

Ces différents points de vue vont maintenant nous servir & construire des
déformations particuliéres, appelées pliages, qui sont associées a la présence
d’hypersurfaces totalement géodésiques dans la variété hyperbolique com-
pacte M.
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Deuxiéme partie

Déformations de structures
conformes plates par pliage
(bendings)

Soit M une variété hyperbolique compacte de dimension n > 3, ug la
structure conforme plate sous-jacente & la structure hyperbolique de M et
po la représentation d’holonomie de ug. On rappelle que py est obtenue en
composant la représentation d’uniformisation I' — SO(n, 1) et le plongement
i:50(n,1) = SO(n+1,1).

On s’intéresse dans cette deuxiéme partie a la dimension et a la structure
de I’espace des structures conformes plates sur M ou a celles de ses cousins,
I'espace des représentations de I' dans SO(n + 1,1) modulo conjugaison et
l’espace des connexions plates sur le SO(n + 1, 1)-fibré principal P associé &
po modulo action des transformations de jauge.

Il semble que le premier résultat montrant que ces espaces de déforma-
tions ne sont pas triviaux soit du & Apanasov [A]. Nous travaillerons sur
ce qu’'on appelle les déformations par pliage le long d’hypersurfaces totale-
ment géodésiques de M. Dans le cas d’hypersurfaces totalement géodésiques
plongées, disjointes, ces déformations ont déja été étudiées, notamment par
Johnson et Millson [JM] et par Kourouniotis [Kou|, du point de vue des
déformations de la représentation d’holonomie py : I' = SO(n + 1,1). La
situation se complique lorsque les hypersurfaces s’intersectent. Le but de
cette partie est de décrire ce qu’il se passe pour des configurations assez
générales d’hypersurfaces dans la variété M.
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1. Pliage le long d’une seule hypersurface

Nous commencgons par donner une nouvelle construction, particuliére-
ment simple, des déformations par pliage le long d’une hypersurface totale-
ment géodésique de M. Nous adoptons le point de vue des déformations de
connexions plates sur le SO(n + 1,1)-fibré principal P associé a py par la
procédure du paragraphe 2.2.

Soit donc P = M Xpo SO(n + 1,1) ce fibré principal sur M et w la
connexion plate associée & py.

1.1. Construction

Nous supposons que M contient une hypersurface totalement géodésique
plongée S, par quoi nous entendons que S est une sous-variété totalement
géodésique compacte de codimension 1 de M. Nous demandons de plus que
le fibré normal de S soit trivial : nous dirons que S a deux faces.

1.1.1. — L’existence de S va nous permettre de construire une famille
a un parameétre de déformations de la connexion plate w, c’est-a-dire un
chemin de connexions plates

w :|—¢,e[— F(P)

tel que @W(0) = w. Comme nous I'avons vu en 2.1, ceci revient & trouver un
chemin 7 :]—¢, e[— AY(M,ad P) tel que n(0) = 0 et pour tout t €]—¢, €]

1
dn(t) + 5 [n(t),n(0)] = 0.
Nous demandons de plus que cette déformation de w soit non-triviale, c’est-
a-dire qu’on ne puisse pas trouver de chemin de transformations de jauge
F(t) tel que w(t) = F(t)*w.

Supposons donnée une suite (ny)g>1 d’éléments de A' (M, ad P) telle que

{ dw’f]l =0
dwni + % Ep+q:k[77pa Ng) =0, k>2

Alors la série formelle n = Y, <, nyt* vérifie (formellement) 1'équation d,n+
2[n,m] = 0. Par conséquent, si la série > es1 Met® converge sur un voisinage
de 0, on obtient un chemin de connexions plates W = w + 7 passant par w.
De plus, pour que la déformation w ainsi trouvée soit non triviale, il suffit
que 7y n’appartienne pas a d,,(A°(M,ad P)). En effet :
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LEMME 1.1. — Si @ = w + Y 4o, t*, m # 0, est une déformation
triviale de w, alors il existe s € A°(M,ad P) telle que ds = 0.

Démonstration. — 1l existe F' :|—e,e[— J(P) tel que w(t) = F(t)*w.
Soit f(t) la section de Ad P — M correspondant & F'(t). On confond f(t) et
la fonction équivariante P — SO(n+1,1) qui la reléve. D’aprés [GM1], p. 73,
Ft)y'w=Ad f(t)"  ow + Zf(t). Mais T(0) = w et donc f(0) = L|,_,f(t)
est une application de P dans so(n + 1,1) équivariante, i.e. un élément de
A%(M,ad P). Or

M= G| PO =l O+ dF0) = duf(0)

0

Le premier espace de cohomologie H!(M,ad P) sera appelé espace des
déformations infinitésimales de w. On dira qu’une déformation infinitésimale
m € H'(M,ad P) est formellement intégrable s’il existe une suite (n;)g>2
de A'(M,ad P) telle que Vk > 2, dym + 5 Y4 g1 [Mps 7g) = 0. Si de plus la

série Y poq nitk converge sur un voisinage de 0, on dira que 7, est intégrable.

1.1.2. — Nous allons commencer par construire une déformation in-
finitésimale de w associée & ’hypersurface S. Nous montrerons ensuite qu’elle
est intégrable.

LEMME 1.2. — Soit m € S. Il existe une unique droite de so(n + 1,1)
invariante par 'action de 71(S,m) via la représentation ad py.

Démonstration. — Soit m € p~1(m) et soit S C H" le relevé de S passant
par m. On note F' le stabilisateur de S dans SO(n,1). On a m(S,m) C
F~SO(n—1,1).

S est une variété hyperbolique compacte de dimension n—1 : son groupe
fondamental est Zariski-dense dans F. Or SO(n — 1,1) admet une unique
droite invariante dans so(n + 1,1), engendrée par le générateur infinitésimal
du centralisateur de SO(n —1,1) dans SO(n+1,1). En notant v € T;H" C
R**! un vecteur normal unitaire & S en 7, la droite de so(n+1, 1) invariante
par 71 (S, m) est la droite RA, ou
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Le lemme 1.2 montre qu’il existe, & une constante prés, une unique section
parallele non nulle o de ad Pg : elle est définie par o(m) = A.

Soit W un voisinage tubulaire de S. On peut étendre o en une section
paralléle de ad Py, que 'on note encore 0. On dispose donc d’un élément
o € H°(W,ad P) et on veut construire un élément n € H'(M,ad P). Pour
cela, nous allons utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris associée a un
recouvrement ouvert bien choisi de M.

Supposons pour commencer que S sépare M en deux composantes con-
nexes M+ et M~. Soient U = MTUW et V= M~ UW. On remarque
que, puisque M est une variété hyperbolique compacte, I' est Zariski-dense
dans SO(n,1) qui n’a pas d’invariant dans so(n + 1,1). Par conséquent,
H°(M,ad P) = 0 et la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvre-
ment {U,V} de M est:

0— H(U,ad P) ® H*(V,ad P) — H°(W,ad P) - H'(M,ad P) — - --

Nous donnerons dans la quatriéme partie, lemme 3.5, une nouvelle dé-
monstration du

LEMME 1.3. — Le groupe fondamental d’une variété hyperbolique com-
pacte de dimension d > 2 a bord totalement géodésique n’admet pas de droite
invariante dans R¢+!,

Nous en déduisons le résultat suivant (cf. [JM], lemme 5.9), qui sera
crucial pour tout notre travail.

PRrROPOSITION 1.4. — Soit N une variété hyperbolique compacte de di-
mension d > 2 a bord totalement géodésique. Le groupe fondamental 7y (N)
de N est Zariski-dense dans SO(d, 1).

Démonstration. — Soit B une composante connexe du bord de N et
m1(B) son groupe fondamental. B est une variété hyperbolique compacte de
dimension d — 1 : m(B) admet une unique droite invariante D dans R*+!
(lemme 1.2). Soit A le stabilisateur de D dans SO(d,1). B est compacte et
donc 7 (B) est Zariski-dense dans A.

Soit R la fermeture de Zariski de 71 (N) dans SO(d,1). Comme 71(N)
ne fixe aucune droite de R | R ne fixe aucun point de H¢ U S9!, A est
un sous-groupe propre de R et donc R ne laisse invariant aucun sous-espace
totalement géodésique de H". D’aprés [CG|, théoréeme 4.4.2, R contient
SOy(d,1). Comme R est un sous-groupe algébrique réel de SO(d,1), R =
S0(d,1).

O
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En particulier, comme U (resp. V) se rétracte par déformation sur
M~ M~ (resp. M ~ M™) qui est une variété hyperbolique compacte de di-
mension n > 3 de bord S totalement géodésique, w1 (U, m) (resp. w1 (V,m))
n’a pas d’invariant dans so(n + 1,1) et H°(U,ad P) ® H°(V,ad P) = 0.
L’homomorphisme cobord H°(W,ad P) — H'(M,ad P) est donc injectif.
Soit n 'image de o: 7 est une déformation infinitésimale non nulle qu’on
appellera déformation infinitésimale par pliage.

Si M\ S est connexe, alors il faut choisir les ouverts U et V' différemment.
S est une hypersurface a deux faces : on peut choisir W difféomorphe a
Sx]—1,1[. Soit W', W+ et W~ les ouverts correspondant respectivement
aSx|—1/2,1/2[, §x]0,1[ et Sx]—1,0] sous cette identification. On définit
alors U= (M~W ) )UW' et V=(M-~WHUW' Onaalors UNV =
W'U (M~ W). Mais U, V et M ~. W ont méme type d’homotopie que
SU(M\S)US (les deux copies de S ne sont pas identifiées). D’aprés le lemme
1.3, on obtient encore l'injectivité de la fleche H*(W' ad P) — H'(M,ad P).

Si maintenant n € H'(M,ad P) est une déformation infinitésimale par
pliage le long d’une hypersurface S totalement géodésique plongée & deux
faces de M, on remarque que par construction, pour tout point xz de M,
Iimage de 1, : T, M — (ad P), est de dimension au plus 1. Par conséquent,
[n,1m] = 0 dans A?(M,ad P). On a donc

1
don + 5[0, m] = 0.
Ainsi t = w 4 tn est un chemin non-trivial de connexions plates passant par
w. On obtient:

THEOREME 1.5. — Soit M une variété hyperbolique compacte de di-
mension n > 3 contenant une hypersurface totalement géodésique plongée
a deux faces. Alors il existe une famille 4 un paramétre de structures con-

formes plates (distinctes) sur M passant par la structure hyperbolique de
M.

1.2. Exemples arithmétiques

Les premiers exemples de variétés hyperboliques compactes de dimen-
sion quelconque n > 3 contenant des hypersurfaces totalement géodésiques
plongées a deux faces ont été obtenus par J. Millson [Mi]. Ce sont des quo-
tients de l’espace hyperbolique H" par des sous-groupes arithmétiques de
SO(n,1). En suivant [Mi], nous décrivons briévement leur construction.

Soit p € N* un entier sans facteur carré, g, la forme quadratique sur RA+1
donnée par gy(z1, -, Tpt1) = i SRR S \/;5:1:72erl et <,> le produit
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scalaire associé a gp. Si A est un anneau, on note G 4 le groupe des matrices &
coefficients dans A qui sont des isométries de g,. Soit O 'anneau des entiers
du corps Q(y/p) : d’apres [Bo|, Go est un sous-groupe discret cocompact de
Gg. On identifie Gy a O(n,1). Soit I'p l'intersection de G avec SOy(n, 1).
I'o est un sous-groupe du groupe des isométries de 1’espace hyperbolique
H* = {(z1, -, Zpt1) € R | gy, -+, @pg1) = —/D et zpy1 > 0}

Soit e; le premier vecteur de base de R**! et s la symétrie par rap-
port a (Rey)*. s est un élément de I'p. Appelons S I’hypersurface totale-
ment géodésique {x € H" tq s(z) = x} de H". ' a de la torsion et donc
H"/T'» est seulement un orbifold. De méme, S/I'o n’est pas en général lisse.
Cependant, il existe un sous-groupe I' de I'o, distingué, d’indice fini, sans
torsion (et donc agissant librement sur H"), qui respecte l'orientation de S.
M =H" /T est alors une variété hyperbolique compacte et S = S/I" est une
hypersurface orientable de M. Il reste & montrer que S ne s’auto-intersecte
pas, c’est-a-dire qu'il faut voir que si 7y est un élément de I' n’appartenant
pas au stabilisateur Stabr(S) de S, alors ySNS = (. Supposons qu’il existe
z,y € S ety el tels que yx = y. Alors sysx = syx = sy = y = y=x.
Mais T' est distingué dans I'p et s € Tp : sys € I'. Donc 7 'sys € Tet
v lsysz = z. T agit librement et donc 7 et s commutent : v € Stabp(9).

La variété M ainsi construite contient donc une hypersurface S totale-
ment géodésique plongée a deux faces. De plus (voir [Mi|), quel que soit m,
il existe un revétement fini de M qui contient m hypersurfaces totalement
géodésiques plongées a deux faces disjointes.

1.3. Généralisation au cas de plusieurs hypersurfaces disjointes

Dans ce paragraphe, M contient k hypersurfaces disjointes Si,..., S ,
totalement géodésiques plongées a deux faces.

On choisit des voisinages tubulaires W; des S; tels que W; N W; = 0
pour tout ¢ # j et on construit les déformations infinitésimales par pliages
correspondantes. On a donc k éléments n',..., n¥ non nuls de H'(M, ad P).

On remarque que, par construction, le support de 1’ est inclus dans W;.
Le méme argument que pour une seule hypersurface montre donc que quel
que soit (A, -+, Ap) € RE Xl + -+ + \gn® est intégrable.

On veut maintenant montrer que ces déformations ne sont pas triviales,
c’est-a-dire que \in' + -+ + A\gn¥ # 0 dans H'(M,ad P).

Supposons qu'il existe s € A%(M,ad P) tq d,s = An' +-- -+ A\gn¥. Soit
N; une composante connexe de M \W;. On a d,s = A\;n+-- 4+ \pnF = 0 sur
N; \ (U;jziWj). Encore une fois, N; \ (U;j»;W;) a le méme type d’homotopie
qu’une variété hyperbolique compacte & bord totalement géodésique et donc
HO(N; \ (Uj£Wj),ad P) = 0. Par conséquent, s = 0 sur N; \ (U;2;W;). Soit
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alors s; € HY(M,ad P) la section donnée par s; = s sur W; et s; = 0 sur
M\ Wj. s; est bien définie et d,s; = A\jn*, ce qui implique \; = 0.

On obtient donc un sous-espace de H'(M,ad P) de dimension k constitué
de déformations infinitésimales intégrables :

THEOREME 1.6. — Soit M une variété hyperbolique compacte de di-
mension n > 3 contenant k hypersurfaces disjointes totalement géodésiques
plongées a deux faces. Alors il existe un plongement de la boule unité B*
de R¥ autour de la structure hyperbolique dans I'espace des structures con-
formes plates sur M.

2. Pliage le long d’une hypersurface ramifiée

Supposons que S; et S soient deux hypersurfaces totalement géodésiques
plongées & deux faces de M et qu’elles s’intersectent. Nous pouvons comme
en 1.1 construire les déformations infinitésimales par pliage correspondantes :
on obtient deux éléments n' et n? dans H'(M,ad P). Par construction, n'
et n? sont indépendants : dim H'(M,ad P) > 2. Une question se pose alors :
n' et n? sont intégrables, mais qu’en est-il de n' +n? € H;(M,ad P) ?

En premier lieu, on remarque que ’argument de la fin du paragraphe 1.1.2
n’est plus valable : [n' + n%,nt + n?] = 2[n',n?] n’est pas nul dans
A2?(M,ad P). En fait, Johnson et Millson, cf. [JM] théoréme 7.3, ont montré
le théoréme suivant :

THEOREME 2.1. — Vn > 4, il existe un sous-groupe arithmétique T’y
de SO(n,1) tel que M, = H"/I', soit une variété compacte contenant deux
hypersurfaces totalement géodésiques plongées a deux faces S1 et So avec
S1NSy # 0 et

[n',n*] #0 dans H*(M,adP) .

Pour de telles variétés, la premiére obstruction a I'intégrabilité de n'+n?,
i.e. la classe de cohomologie de [ +n?, 7' +n?%], n’est donc pas nulle. ' +n?
n’est pas intégrable a l'ordre 2 : ’espace des connexions plates sur P modulo
transformation de jauge admet une singularité en w.

Nous voulons comprendre comment se généralise la notion de déforma-
tions par pliage au cas ou la variété M contient ¢ hypersurfaces totalement
géodésiques plongées qui s’intersectent suivant une sous-variété connexe de
codimension 2 de M. Cette configuration d’hypersurface dans M est en fait
un cas particulier de ce que Kapovich et Millson ont appelé une hypersurface
totalement géodésique ramifiée.
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Nous définirons cette notion au paragraphe 2.1. Le paragraphe 2.2 décrit
une premiére approche des déformations par pliages. En particulier, le lien
avec les déformations de polygones dans la sphére S? est établi. Dans le
paragraphe 2.3, nous nous intéressons aux déformations infinitésimales et
nous tentons de montrer que le lien pliages-déformations de polygones est en
fait un “isomorphisme”. Comme je I’ai mentionné dans l'introduction, peu de
temps aprés que j’ai terminé ’étude de l'intégrabilité a ’ordre 2 des défor-
mations infinitésimales par pliages, J. Millson m’a envoyé un manuscrit non-
publié, écrit avec M. Kapovich ([KM1]). Ce manuscrit prouve l'isomorphisme
recherché. Aux paragraphes 2.4 et 2.5 je présenterai leur méthode, celle des
complexes de groupes, et la démonstration qui en découle. A partir de 2.6,
nous exploitons les résultats généraux des paragraphes précédents sur des
cas particuliers. La proposition 2.35 corrige nous semble-t-il un résultat im-
précis de [KM1]. Le théoréme 2.36 est connu mais nous en donnons une nou-
velle preuve, plus élémentaire, basée sur les résultats du paragraphe 2.3 sur
I'intégrabilité des déformations infinitésimales. Finalement, le paragraphe
2.7 répond a des questions de M. Kapovich dans le cas non-simplement ram-
ifié.

2.1. Hypersurfaces totalement géodésiques ramifiées

Soit H* = {(z1, ..., Tnt1) € RV |24 4a2—22 | = —1, 2,41 > 0}
l’espace hyperbolique de dimension n et G, = SOy(n,1) la composante
connexe de Iidentité du groupe des isométries de H*. On peut plonger H?
et H" 2 de maniére totalement géodésique dans H* en posant

H = {zeH"|z3=--=uzx,=0}
H'2 = {z€H" |z =z =0}

Gn—2 = SO¢(n — 2,1) se plonge dans G, comme le sous-groupe de G,
agissant trivialement sur

{.’EER”+1 |$3:...:$n:$n+1:0}

G\, 2 agit alors transitivement sur H"~2 et les orbites de G,,_o sur H" sont
les sous-ensembles {z € H" | 1 = ¢;, x2 = c2}. Chaque orbite rencontre
H? en 1 seul point (c1,c2, ..., L + 1/c? +¢3). En notant py la projection
H" — H"/G,_2, on voit donc que 'image de ps s’identifie naturellement a
H? et py est simplement la restriction a H" de la projection sur {z € R**! |
z3 =--- =z, = 0}.

On appellera géodésique ramifiée v = -; dans H? un e-voisinage d’un
point 0 € H? dans une union de 1 < ¢ < oo raies géodésiques complétes
partant toutes de 0. On suppose de plus que lorsque t = 2, v est contenue
dans une (ligne) géodésique. t est la valence de o dans v = .
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Un modéle d’hypersurface totalement géodésique ramifiée dans H" est
alors défini comme I'image inverse d’une géodésique ramifice v € H? par la
projection po : H* — H2.

Un tel modéle est donc un “livre ouvert” avec un nombre fini de “pages”
ou feuilles totalement géodésiques de codimension 1 émanant d’une “tranche”
totalement géodésique de codimension 2.

DEFINITION 2.2. — Une hypersurface totalement géodésique ramifiée S
dans une variété hyperbolique M de dimension n est un sous-ensemble fermé
de M tel que : pour tout point x de S, il existe un e-voisinage U de x dans M,
une isométrie ¢ entre U et un e-voisinage V d’un point ¢(z) appartenant a la
tranche d’'un modéle d’hypersurface totalement géodésique ramifiée p, 1(’)’t)
dans H', qui vérifient ¢(U N'S) =V Npy*(y). (Voir la figure 1.)

FiG. 1: Hypersurface totalement géodésique ramifiée

Remarque. — La décomposition en produit de H" sur H? induit une
décomposition en produit de U (resp. U N S) compatible avec la projection
p=peod:U — po(V ﬂpgl(%)) (resp. UNS — 7).
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Notons que p (v, \ {0}) est une union de ¢ hypersurfaces totalement
géodésiques disjointes dans U et que p~!({o}) est une sous-variété totalement
géodésique de codimension 2 de U. L’ensemble des points ou S n’est pas
lisse est donc une sous-variété T' (peut-étre vide, pas forcément connexe) de
codimension 2 dans M. T est dit lieu de ramification de S. On appellera
régions complémentaires les composantes connexes de M \ S et feuilles de
S les composantes connexes de S\ T'.

Nous ferons I’hypothése supplémentaire suivante sur S :

(H1) les fibrés normaux des composantes connexes de T' et des feuilles de S
sont triviaux.

En particulier, si = est un point de 7}, la projection p d’un voisinage de z
sur un voisinage de o € yf dans H? s’étend en une projection d’un voisinage
tubulaire V.(T}) de Ty sur V.(0). Si R; est une région complémentaire telle
que T C R;, on peut alors définir 'angle de R; en T} comme l’angle entre
les deux raies géodésiques de yF correspondantes.

Exemples. — On peut adapter la construction du paragraphe 1.2 pour
produire des exemples de variétés arithmétiques contenant des hypersurfaces
totalement géodésiques ramifiées. Nous présentons ici un autre moyen de pro-
duire des variétés hyperboliques compactes de dimension 3 qui contiennent
de telles hypersurfaces. Nous suivons [KM1].

Soit X une variété compacte orientable de dimension 3, Haken, atoroi-
dale, acylindrique et dont le bord S est une surface connexe incompressible
de genre au moins 2. Les nombreuses hypothéses sur X sont en fait souvent
satisfaites. En effet, si X' est une variété compacte orientable de dimension
3 et de bord S, alors, par chirurgie de Dehn sur un nceud de X’ (cf. [My]),
on peut éliminer de X' les anneaux et les disques essentiels, les tores incom-
pressibles et les sphéres qui ne bordent pas de boules. On obtient une variété
X du type voulu.

D’apres le théoréeme d’hyperbolisation de Thurston, X admet une
métrique hyperbolique pour laquelle S est totalement géodésique. Soit X
le double de X. La métrique hyperbolique de X s’étend par symétrie a
X qui est donc hyperbolique, compacte, orientable, et qui contient une hy-
persurface S totalement géodésique plongée & deux faces. Soit maintenant
v une géodésique fermée simple de S qui sépare S en deux composantes
connexes St et S~. Découpons X le long de S*. 1l est alors possible de
recoller cycliquement k copies de la variété ainsi découpée pour obtenir une
variété M qui est un revétement de X ramifié au dessus de ~. Nous avons
représenté ces opérations (en dimension 2) sur la figure 2. Le tiré-en-arriére
de la métrique hyperbolique sur X est une métrique CAT(-1) singuliére.
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Alors, toujours d’aprés le théoréme d’hyperbolisation de Thurston, M peut
étre munie d’une métrique hyperbolique pour laquelle les copies de ST et
S~ sont des demi-hypersurfaces totalement géodésiques. Ces copies sont
plongées, orientables et s’intersectent suivant leur bord commun . La réu-
nion de ces 2k demi-hypersurfaces sépare M en 2k composantes connexes.
C’est une hypersurface totalement géodésique ramifiée.

F1G. 2: Recollement de 2 copies découpées de X
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2.2. Premiers pas

Soit S une hypersurface totalement géodésique ramifiée dans la variété
hyperbolique compacte M de dimension n > 3. Soit T le lieu de ramification
de S. S est compacte et par conséquent les composantes connexes de 1" et
de S\ T sont en nombre fini.

2.2.1. — Dans le cas d’une seule hypersurface, nous avions recouvert M
par deux ouverts. L’idée de la construction du pliage était alors de produire,
grace & la suite exacte de Mayer-Vietoris, une déformation globalement non-
triviale, mais dont la restriction & chacun des ouverts est triviale. En imitant
ce procédé, nous commencons par définir un recouvrement ouvert U = {U;}
de M adapté a la décomposition de M en régions complémentaires, feuilles
et composantes connexes du lieu de ramification.

Nous supposerons

(H2) que S est connexe,

(H3) que les régions complémentaires (ouvertes) ne contiennent pas de
feuilles (intuitivement, on peut dire que les feuilles S; “séparent”
toutes).

On appelle Ry, ..., Ry les régions complémentaires de M. On choisit
e > 0 tel que pour chaque composante T} du lieu de ramification 7', les
ouverts W (Ty,) := V:(T},) vérifient

W(T) "W (T;) =0 pour k #1
W(Tk)ﬂSj#®:>TkC§j .

On définit alors W (S;) = Vo (Sj~ U W (T})) avec ¢’ supposé suffisamment
chgj

petit pour que j # [ = W (S;)NW (S;) = 0. Finalement, pour chaque région

complémentaire R;, on pose

Ui=RU |J W(SHu | W(T)
SjCR; Ty CR;

U = {Ui}i<i<ny est un recouvrement ouvert de M, qu'on dira associé a
I’hypersurface totalement géodésique ramifiée S.

Nous définissons maintenant les déformations de w par pliage le long de
S comme le sous-espace de F(P) constitué des connexions plates A € F(P)
vérifiant
V1<i< N, Al €J3(P)- (wly,)



2.2 Premiers pas 39

ot J(P) - (w|y;,) désigne lorbite de w restreinte a 'ouvert U; sous le groupe
des transformations de jauge J(P). Nous noterons F(P,U) cet espace.

Si Uiy, ..,i, désigne l'intersection des ouverts Uj,, ..., U;, de U, on note
< Uiy, ...i,» Ad P) le groupe des sections du fibré AdP — U; On
définit alors le produit direct :

0y eem bf *

SP(U,Ad P) = 1T LUy, iy Ad P) .
1<ip<-+<ip<N

On notera ¢ = (¢io,...i,)1<io<-<ip<n Un élément de .#7(U,Ad P) avec la
Convention ¢""a7""ﬂ7"' = ¢j.1ﬂ vy O ----
Remarque. — Dire qu’une connexion A appartient a F(P,U), c’est dire
qu'il existe un élément ¢ = (¢;)1<i<n € #°(U, Ad P) tel que pour tout i,
A|Ui = pjw .

Nous écrirons A = ¢*w.

Soit .#P(U, Ad P)¥ le sous-groupe de .#P(U, Ad P) constitué par les sec-
tions de Ad P paralléles pour la connexion induite par w sur Ad P, c’est-
a-dire , en voyant ces sections comme des transformations de jauges, telles
que

¢2<07"'7ipw:w7 V1§ZO<<’LPSN
On définit les opérateurs “différence”

80 . 2%U,AdP) - L U,AdP)

ot . SYU,AAP) = S*U,Ad P)
par (0°¢)i; = ¢j¢; ' et (6%9)ijk = ij;. k. On a trivialement d' o 60 =
Id et pour p = 0,1, *(LPU,AdP)?) C P (U, AdP)*. On note

ZP(U,Ad P) (resp. ZP(U,AdP)%) les noyaux de oF : SP(U,AdP) —
P U, Ad P) (resp. 67 : SP(U,Ad P)¥ — /P (U,Ad P)*).

09U, Ad P)* agit sur . (U, Ad P)* par
(6 )i = b g - &7 -

Cette action est bien définie puisque les transformations de jauge ¢; et ¢;
stabilisent w sur U; et Uj, donc sur U;; = U; N U;.

LEMME 2.3. — L’action de .#°(U, Ad P)* sur .*(U,Ad P)* laisse in-
variant Z'(U, Ad P)¥.
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Démonstration. — Soit 1 € .#*(U,Ad P)* et ¢ € .7°(U, Ad P)~.

6 (@- )ik = (D-9)ig(¢- )i (D P)jn
(bbij ) (it )™ (Srtbined; )
= b0 )ijr;

donc 0'(¢ - 1)) = 1 si et seulement si 6'ep = 1.

2.2.2. — Nous allons maintenant construire une application de
F(P,U)/J(P) dans Z'(U,Ad P)*/.7°(U,Ad P)>.

Soit A € F(P,U) : V1 <i <N, Al € L(U;,AdP) - wl|y.. 1l existe
donc un élément ¢ = (¢i)i<i<y € F°(U,AdP) tel que, V1 < i < N,
Aly. = ¢jwly,. Comme A est une connexion globalement définie sur Ad P,
on a ¢;w = qb}fw sur Uj;, c’est-a-dire

(1) bjw = (30, )'w=w..
Ainsi, 0% = (0°¢)i; = (¢;#; 1)ij est un élément de (U, Ad P)¥ et comme
61 0 0% =1d, on a en fait §°¢ € Z1(U, ad P)~.

Supposons maintenant que l’on ait choisi un autre élément ¢ €
SYU,Ad P) attestant du fait que Vi, Aly, € L(Ui,AdP)ow. On a

alors (¢f)'w = Al = ¢jw, ie. ¢Lp ! stabilise w sur U; . 1 existe
T € S°U,Ad P)¥ tel que ¢} = 7i¢;. Dans ce cas, (6°¢');; = gb;-(gb;)_l =

—-1_-1 —1
Tigid; T, = Tj(50¢)z’j7'i et 009 = 1.6%¢.
Nous obtenons finalement une application bien définie, continue,

A:F(PU) — Z'U,AdP)* /.7 (U,Ad P)* .

LEMME 2.4. — A est constante sur les orbites du groupe des transfor-
mations de jauge J(P) = . (Ad P) dans F(P,U).

Démonstration. — Soit A € F(P,U) et F € J(P) = (AdP). Soit
¢ € S°U,Ad P) tel que A = ¢*w. F*A appartient aussi & F(P,U) et on
peut choisir ¢ = ¢F € .#°(U,Ad P) pour calculer A(F*A) :

A(F*A) = 6°(¢F) modulo .#°(U,Ad P)

mais (0°(¢F))ij = (pF);(¢F); ' = ¢;F |y, - (Fly) " ¢7". F est définie sur
M et donc F|UJ_ et F'|y;. coincident sur Uy;: (60(¢F))ij = piprt = (0°¢)i;.
U
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A passe donc au quotient en une application

A:F(P,U)/I(P) — Z'(U,AdP)*/7°U,Ad P)* .

Remarque. — Il y a un élément privilégié¢ dans Z' (U, Ad P)* : I'image
de w par A. C’est la section constante égale a l'identité sur chaque ouvert
Uij. Son orbite sous .#°(U, Ad P)* est 6°(.7°(U,Ad P)¥).

PROPOSITION 2.5. — A est injective, c’est-a-dire que si A € F(P,U)
est telle que A(A) € 6°(°(U,Ad P)¥), alors il existe F € J(P) telle que
A= Ffw.

Démonstration. — Soit A € F(P,U) et ¢ € #O(U,AdP) tel que A =
¢*w. On suppose qu’il existe 7 € (U, Ad P)* tel que A(A) = §°¢ soit
égal a 607,

(8°¢)ij = (8°1)i; = ¢idy ' =7y !
= (1 '¢;)- (1, ') =1d
— (0°(r'¢))y; =1d .

Ceci veut dire que, Vi,j, (771¢); et (771¢); coincident sur l'intersection
Uij. 1l existe donc une transformation de jauge F' définie sur M telle que
(17 1¢); = Fly., quel que soit 1 <i < N.

Mais 7 € #°(U,Ad P)¥ et donc (1 '¢)iw = ¢ (7; )w = dfw = A.
Donc A = F*w.

[l
F(P,U)/J(P) s’injecte donc dans Z'(U,Ad P)¥ /.U, Ad P)~.

En fait, le quotient par .#°(U, Ad P)¥ est assez inoffensif. Soit en effet,
V un ouvert connexe de M et m un point de V. On choisit un point p € P
au-dessus de m. On considére p comme une identification de H avec la
fibre (Ad P),, de Ad P au-dessus de m que l’on note h + [p, h]. On déduit
facilement du théoréme 2.3 la proposition

PROPOSITION 2.6. — Si une section s de Ad P définie sur I'ouvert con-
nexe V stabilise w, on peut écrire s(m) = [p, h(s)] ou h(s) est un élément
de H qui commute avec tous les éléments de I'image de 71 (V,m) par la
représentation d’holonomie hol; : m(V,m) — H. De plus, I'application
H de S (V,Ad P)* dans H qui a s associe h(s) est un isomorphisme de
& (V,Ad P)“ sur le centralisateur de hol;)(m1(V,m)) dans H.

Il s’en suit que
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COROLLAIRE 2.7. — Le groupe .#°(U,Ad P)* est fini.

Démonstration. — Elle est immédiate & partir de la proposition et du
lemme suivant :

LEMME 2.8. — Soit m; € U;. Le groupe fondamental 71 (U;, m;) de U;
en m; est Zariski-dense dans SO(n,1).

Démonstration du lemme 2.8. — Uj se rétracte par déformation sur R;.
Il y a deux cas :

(a) Les angles de R; en les composantes 1), C OR; du lieu de ramifica-
tion sont tous égaux & m. R; est alors une variété hyperbolique compacte &
bord totalement géodésique et on peut appliquer la proposition 1.4.

(b)  L’angle de R; en une composante Tj, C OR; est différent de 7.
Soient S et S; les feuilles du bord de R; adjacentes en T}, (il est possible

que Sj = S7). Soient T, un relevé de T a H* et §j, SZ les relevés de
Sj, S} correspondants. Si Fj et F] sont les stabilisateurs de Sj et S} dans
I' = m (M) alors S; = S;j/Fj et S;_: S;/_P;; La proposition 1.4 implique
alors que les fermetures de Zariski F; et I'; de F} et F]’ sont deux copies
conjuguées de SO(n —1,1) dans SO(n,1). De plus, F; # F; puisque 'angle
entre S; et S;- est différent de w. Le lemme suit car O(n — 1,1) est un
sous-groupe maximal de SO(n,1) (|CGJ).

O

71(U;, m;) a donc le méme centralisateur dans H = SO(n + 1,1) que
SO(n,1). Ce centralisateur est fini et la proposition entraine le corollaire.

O

Remarque. — La représentation d’uniformisation I' — SO(n, 1) est en
fait a valeurs dans la composante connexe de 'identité SOgy(n, 1) de SO(n, 1).
Si 'on ne considére que des représentations a valeurs dans SOy(n+ 1,1), on
n’a plus besoin de quotienter par .7 (U, Ad P)¥. En effet, le centralisateur de
SOgy(n,1) dans SOy(n + 1,1) est réduit a l'identité et donc .7 (U, Ad P)¥ =
{Id}.

Nous aimerions pouvoir dire que, dans un certain sens, F(P,U)/J(P) et
ZYU,Ad P)*/.#°(U,Ad P)¥ sont isomorphes. Et en fait nous verrons que
c’est vrai au paragraphe 2.5. En restant dans le cadre que nous avons fixé ici,
il faudrait étre capable, étant donné un élément 1 de .#! (U, Ad P)¥ tel que
§l1p = 1d, de construire ¢ € #O(U,Ad P) tel que 6°p = 1. Malheureuse-
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ment, le faisceau des sections de Ad P n’est pas un faisceau fin et il semble

donc treés difficile d’affirmer quoi que ce soit sur la surjectivité de A.

2.2.3. — Nous concentrons maintenant notre attention sur un cas simple
d’hypersurface totalement géodésique ramifiée. Nous exploitons l'injectivité
de A dans ce cas particulier.

DEFINITION 2.9. — Une hypersurface totalement géodésique ramifiée S
est dite simplement ramifiée si elle satisfait les hypothéses (H1),(H2) et (H3)
et si

(a) le lieu de ramification T' de S est connexe ;

(b) les N < 3 feuilles S; de S sont plongées, c’est-a-dire que pour toute
feuille S; de S, S; N W (T') est connexe.

FiG. 3: Hypersurface simplement ramifiée

Les N feuilles 51, ..., Sy de S émanant de T' séparent M en N régions
complémentaires Ry, ..., Ry. On numérote les feuilles et les régions com-
plémentaires suivant un ordre cyclique autour de T' (voir la figure 3).

Soit m un point de T' et p un point de la fibre P, de P au-dessus de
m. Nous reprenons les notations de la proposition 2.6. Pour V € {U;, 1 <
i < N Uy, 1 <i<j < N}, lapplication ‘H est un isomorphisme de
Z(V,Ad P)“ sur le centralisateur de hol)(m(V,m)). En notant T';, Ty,
Z(L;) et Z(L'y;) les groupes hol] (w1 (Ui, m)), holy (m1(Uij,m)) et leurs cen-
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tralisateurs dans H, on voit que H définit des isomorphismes

1 U,AdP) — [ 21
1<i<N

WS U,AdP — ] 2@y)
1<i<j<N

L’action de .#°(U, Ad P)¥ se transporte en une action de []; ..y Z(I})
sur [[;«;c;<n Z(T'i;) donnée par (z - h)ij = 2; + hyj - z7t pour z = (%) €
[Ticicn Z(1%) et h = (hij) € [Ti<;cj<n Z(L5j).

Soit ¢ € Z'(U,AdP)*. On a ¢;j(m)pi(m)~1¢;x(m) = Id et donc
h(#ij)h( i) "h(dr) = 1d, Vi, j, k. Notons P (Z(Ty), 1 <i<j<N) le
sous-ensemble {h = (hi;) € [[1<;cj<n Z (L)) | hijhi_klhjk =1Id}. En com-
posant A avec H', on obtient une application injective, notée encore A,

A:F(P,U)/I(P)— P (Z(Ty), 1<i<j<N)/ [] 2T .
1<i<N

Si h = (hij) € P(Z(I'yj), 1<i<j<N) alors pour tout ¢ < j on peut
exprimer h;; en fonction des Ay p41. En effet, hi7i+1h;’j1hi+1,j = Id et donc
hij = hiy1jhiiv1. Ainsi, hyj = hj1hj 25 1+ hiy1i42hiiy1. Récipro-
quement, on peut reconstruire un élément h € P (Z(I';j), 1 <i < j < N)
a partir de (hgwt1)kez/vz € [lpez vz Z(Tkp+1) par la formule hy; =
hj_1j---hiir1 a condition que l'on ait bien hlghf]\lfth = Id, c’est-a-dire
thhl_Ql = h2N = hN—l,N B 'h23. Il faut donc que (hk,k+1)k€Z/NZ soit tel
que
hnihn_1,n---hoghi2 =1d .

Remarque. — Vi + 1 < j, les h;; ainsi construits sont bien des éléments
de Z(I';j) puisque dans ce cas on a U;; = W(T') qui est inclus dans tous les

Uk k+1-

La projection J[,<;cjcn Z(U'ij) = Ilgez/nz Z(Tkp+1) induit donc un
isomorphisme (de variété affines) entre P(Z(I';;), 1 <i<j < N) et

P(Z(Fk7k+1), ke Z/NZ) = {h € H Z(Fk,k+1) | hN,th—l,N ---hig = Id} .
kEZ/NZ

On vérifie facilement que cet isomorphisme passe au quotient sous l'action
de [T;<j<n Z(T;). On obtient donc une injection

F(P,U)/I(P) = P (Z(Tki1), ke Z/NZ) | T] 2(Ty) .
1<i<N
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2.2.4. — Nous sommes parvenus a un point trés important. En effet, et
c’est ce que nous allons voir maintenant, P (Z(I' x41), k € Z/NZ) s’identifie
(presque) a un espace de déformations de polygone dans la sphére S2. Nous
pourrons donc, a partir de cet espace “plus simple”, obtenir des informations
sur I’espace “plus compliqué” des déformations de w par pliage.

Soit 7 un point de M au-dessus de m € T et T, gk, 1<k <N, les
relevés & M de T et S, 1 < k < N, qui passent par m. Quitte & conjuguer
' = m(M,m) dans SO(n, 1), on peut supposer que m = (1,0, ..., 0), T =
H* Nei Ney, S, C H* Nei. Soit alors wy, = S N {Xe1 +pez, A2+ p? =1},
On peut encore supposer que w; = ez et que les wy se succédent dans le
sens trigonométrique sur le cercle {\ey + pez, A? + p? = 1}. En appelant
7y la rotation de R**! d’axe e; Ney et d’angle @, on définit 6, € [0, 27| par
wy =g, (e2). On a Sy = ’f'gk(gl). D’apres la proposition 1.4, 7 (Sk, m) est
Zariski-dense dans le stabilisateur F de Sy dans H = SO(n+1,1). On a

Id | (0)

Fq = et Fk = Ad(’l“(gk)ﬁl

(0) | SO(n—1,1)
(on a encore noté ry la rotation de R**2 d’axe ef Ney et d’angle ).

Si Zso(n-1,1) désigne le centre de SO(n — 1,1), le centralisateur Cj, de
F},, et donc de 71 (Sg, m), dans H est donné par

50(2) | (0)

Cy = = Ad(ry )C
' 0) | Zsom-1,1) g (ra )1

Z50(n—1,1) est réduit a {Id} si n est impair et & {£1d} si n est pair. La
composante connexe C,g de l'identité dans C} est

S0(2) | (0)

Cp = Ad(rg,)C) avec C = (0) | ldsom-1,)

Soit vy = rg, (e1) € R¥™! ¢ (g, wy) est une base orthonormée directe de
Re; @ Res € R*H1 . Soit ’élément
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de lalgebre de Lie h := so(n + 1,1) de H = SO(n + 1,1). On a Cp =
exp(RAg).

Comme Uy 41 se rétracte sur S, la composante connexe de l'identité
dans P (Z(L'g k+1), k € Z/NZ) est

P(CY,....C})={he ] Cllhn-h =1d}.
1<k<N

Comme les vecteurs v et wg, 1 < k < N, appartiennent tous a Re; ®Reg,
on peut en fait considérer que tout se passe dans R? = Rey ® Re; @ Rey
les centralisateurs C,g sont vus comme des sous-groupes a un paramétre de
SO(3) et les matrices Ay comme des éléments de so(3), l’algébre de Lie de

SO(3).

Soit alors S? la sphére unité de R? et S' C S? I'équateur {Aej + pes |
A2 + p? = 1}. On note w! les vecteurs w; considérés comme des points de
S'. Si u est un point de S2, on note R, le sous-groupe a un parameétre de
SO(3) constitué des rotations d’axe w. Ry est exactement C? vu comme
un sous-groupe de SO(3).

DEFINITION 2.10. — Une m-ligne polygonale A de S? est un m-uplet
(c1y...,cm) d’arcs (orientés) de grands cercles tel que quel que soit 1 < i <
m — 1, Pextrémité t(c;) de ¢; coincide avec Dorigine o(ci1+1) de ¢;+1. On note
l; € [0,2n[ la longueur de ¢; et L le m-uplet (I1,...,l;). On dira que L est
la longueur de la ligne A.

Un polygone a m cotés (on dira un m-gone) II de S? est une m-ligne
polygonale qui se referme, c’est-a-dire telle que t(cp,) = o(c1).

On appelle Cp, 1, (resp. By,,r) lespace des configurations de m-gones
(resp. de m-lignes polygonales) de S? de longueurs de cotés L. P =
Cm,./SO(3) (resp. Ly = Bp,1/SO(3)) désignera I'espace des modules
correspondant.

Soit IT* le N-gone de S' C S? de sommets wi,...,wy- Le i-éme
coté ¢; de IT* est larc de grand cercle d’origine w; et d’extrémité wy,,

ne contenant aucun autre w;-‘. Le N-uplet des longueurs de cotés de II est

L* = (I%,...,1%) € [0,2x[" ou If = 0;41 — 0; € [0,2n] est Pangle entre S
et Si11. Le périmeétre de IT* est I7 + ... + I3 = 27. On peut supposer que
I <m.

On note I* le (N — 1)-uplet (If,...,ly_1). On pose P, := Pn,- et
Ly := Ly—1y+. Py (resp. L) s’identifie naturellement & I’espace des N-
gones (resp. (N — 1)-lignes polygonales) de S? de sommets (u1,...,uy), de
longueurs de cotés L* (resp. I*) tels que u; = w et ug = w;.
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Soit A € L,. On note ¢; les cotés de A. On a ¢; = ¢] et donc ¢y appartient
& Rys.cj il existe ry € Ry tel que ¢p = r2(ch). De méme, ¢z appartient
a Ry,.r2(c). Or Ry, = Ryywy) = 7"ng§7"2_1. Il existe donc r3 € Ry tel
que c3 = rorary (ro(cy)) = rors(ch). Ainsi, toute ligne polygonale A € L,
s’obtient a partir de I et d’¢léments r; de R,,» en posant

Cj:TQ...Tj(C;), VZSjSN—l.

Nous avons donc un difféeomorphisme 1n_1 entre le produit de N-2 cercles

On peut faire le méme raisonnement avec le polygone IT de P, consid-
éré comme une N-ligne polygonale : si II = 9n(ry,...,rN) alors ¢y =
ry...rn(C}) et donc

IT est un polygone < t(cy) = o(c1) = wj
& ro...ry(w)) = w)
& rg...TN € Rwi«
& drp € wa

rMro... Ty = IdSO(S)

Par conséquent, ’espace P, des modules de polygones de longueur L* dans
S? s’identifie & la sous-variété affine réelle

P(wa,...,Rw;fv) = {'F S H Rw,’g | TN = Id50(3)}
1<k<N

de ngng R’w;;

Revenons au probléme des déformations de la connexion plate w par
pliage le long de I’hypersurface simplement ramifiée S. On se souvient que
C’,g et Ry sont isomorphes. Nous obtenons

PROPOSITION 2.11. — Modulo Iaction du groupe fini [[,.<n Z(Tk),
un voisinage de [w] dans 'espace F(P,U)/J(P) des déformations par pliage
s’injecte dans I'espace P, des déformations du polygone IT* de S?.

Nous en déduisons le petit résultat de rigidité suivant :

COROLLAIRE 2.12. — Si deux feuilles successives de S forment un angle
strictement supérieur a , il est impossible de plier w le long de S. Si 'union
de deux feuilles successives S; et S;+1 de S est totalement géodésique, plier
w le long de S revient a plier le long de I’hypersurface totalement géodésique
plongée S; U Si41.

Démonstration. — On peut supposer que c¢’est I’angle entre Sy et Sy qui
est supérieur ou égal & . Soit II* le polygone de S? correspondant 4 S. On
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a ly > m et donc les sommets wy, ..., wy de II* sont alignés sur le segment
géodésique minimisant [w},w}]. En notant d la distance standard sur S,
on a

2 — Iy = d(wj,wiy) = Y dw,wi)=h+...+Iy1.
1<i<N-1

C’est le cas d’égalité de 'inégalité triangulaire. Pour que 2w — [ reste égal
ali+...+Iny_1 lelong d’'une déformation II(¢), il faut que les sommets u;(t)
des polygones II(¢) soient encore alignés. Si Iy > m, cela force II(t) = IT*
au voisinage de 0. Si Iy = m, la seule possibilité est de faire tourner le
coté cy autour de Rwy = Rwj. Cela revient & déformer suivant la courbe
{(rx,l,ld, oo ldyrn) [Ty € Ry} de P(Rys, ..., Ry, ). 11 s’agit exactement
du pliage classique le long de Sy U Sy.

O

2.3. Approche infinitésimale

Dans cette section, nous linéarisons le probléme pour essayer de passer de
la cohomologie de Cech Z'(U,Ad P)*/.°(U, Ad P)* des sections de Ad P
aux déformations F(P,U)/J(P) de w. En nous plagant au niveau infinitési-
mal, nous travaillerons avec les sections du fibré vectoriel ad P = P x g h.
Contrairement aux sections de Ad P, elles forment un faisceau fin et nous
pouvons espérer obtenir des renseignements sur ’espace (Zariski-) tangent
aux déformations et sur les premiéres obstructions.

2.3.1. Déformations infinitésimales et obstruction quadra-
tique.

Nous allons construire un double complexe & la Cech-de Rham relatif au
recouvrement ouvert U de M associé & I’hypersurface totalement géodésique
ramifiée S.

Soit A%, le faisceau associé aux g-formes sur M a valeurs dans ad P,
. . q 3 3 . . A
et Y(Um,n,,lp,AM) les sections de ce faisceau sur U, ;. Un élément
T Ao : _
de . (U,...i,, A}) sera noté ¢, i, avec la convention ¢ .5, =

_¢...,,6’,...,a,...-

P

Pour p > 0, on note CP(U, A,) le groupe des cochaines de Cech corre-
spondant:
cru A = I L Wi AL

1<ig<<ip<N

On pose
Cc~'U,Al,) = AYM,ad P)
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et
CP(U, 21,) = {p € CPU, A%) tq d,¢ = 0}.

Soient maintenant i linclusion CP(U, Z3,) — CP(U,A%,), r la restric-
tion AY(M,ad P) — C°(U,A%,), § Vopérateur différence CP(U,A%,) —
cPtiuU, Al,) (p > 0) donné par

p+1

(5¢)a07...,()ﬁp+1 = Z (_l)l ¢a0,...,&i,...,ap+1-

1=0

Le double complexe de Cech-de Rham augmenté s’écrit alors:

dw dy dw dw
A(M,ad P) -5 OO, A2,) -5 oL, A2,) <5 o2, A2,) s -
dy dw dy dy
) ) )

AYM,ad P) = C°WU, ALy == CH U, AL,) — C*(U, Ay) — -
dy dw dy dy

AV (M, ad P) 5 00w, AY) -5 o, AY) <L o2, A) s -

oW, 23) 2w, 28 2 2w, 29 L -

Les fleches ¢ et r sont injectives, tous les carrés du diagramme sont com-
mutatifs et les lignes

HY(M,ad P) 5 COU, Aly) 5 CU U, ALy) 2 C2UALy) S -
sont exactes (ad P est un fibré vectoriel sur M : le faisceau des sections de
ad P est un faisceau fin).
Si on note H*(U,ad P) la cohomologie du complexe total
C"U,adP) = P C*U,Al), r>0,
ptg=r

muni de opérateur de différenciation 6 + (—1)Pd,, alors H*(U,ad P) et la
cohomologie H*(M,ad P) du complexe de de Rham (A%(M,ad P),d.)q>0
sont isomorphes.
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En particulier, on a une application f? : ZP(U, Z3,) — ZP(M,ad P) de
I’espace des p-cocycles de Cech dans I’espace des formes d,,-fermées sur M.
Soit en effet (;)1<i<n une partition de I'unité subordonnée au recouvrement
ouvert . On définit un opérateur K de CP*(U, A%,) dans CP(U, A%,) par

{ K¢ = E1§z’§N Xi¢i pour p=-—1,
(K¢)a0,...,ap = ElSiSN Xi ¢z’,a0,...,ap pour p > 0.

K est un opérateur d’homotopie, c’est-a-dire que 1’on a

{ K§+rK =1d sur CO(U, A%)) ,

K6+ 0K =1d sur CP(U, A%,),p>1.

L’application fP est alors donnée par r o fP(¢) = (—l)p(pzﬂ) (dyK)P¢. En
fait, fP passe au quotient en une application du p-iéme espace de co-
homologie de Cech HP(U, ZY,) dans le p-iéme espace de cohomologie de
de Rham HP(M,ad P) : pour p = 0 c'est évident et pour p > 1, si
¢ € ZP(U,ZY,) est tel que ¢ = dtp avec ¢p € CP~L(U, 2Y,), alors on a

p(p+3)

() = (=1)" 5 (du K)Pep, ie. fP(¢) = 0 dans HP(M, ad P).

Nous nous intéressons aux déformations de w par pliage : au niveau in-
finitésimal, cela veut dire que nous cherchons des éléments de H'(M,ad P)
exacts sur chaque ouvert U; de . Nous appelons cet espace espace des dé-
formations infinitésimales par pliage de w et nous le notons H'(M,U,ad P).

Soit 1 une 1-forme fermée représentant un élément de H'(M,U,ad P) :
il existe une cochaine ¢ := ¢(n) € CO(U,.AY,) telle que r(n) = dyp. ¢ est en
fait unique. En effet, si ¢’ est une autre cochaine avec la méme propriété,
alors d,, (¢ — ¢') =0, i.e. quel que soit 1 <i < N, (¢ — ¢'); est parallele. Or
une section paralléle de ad P sur U; est forcément nulle, comme le montre le
lemme suivant:

LEMME 2.13. — V1 < i < N, m(U;) n’a pas d’invariant non nul dans
so(n+1,1).
Démonstration du lemme. — SO(n, 1) n’a pas d’invariant non nul dans

so(n + 1,1) et on a vu au lemme 2.8 que m;(U;) est Zariski-dense dans
SO(n,1).
]
Si n n'est pas exacte, alors ¢ n’appartient pas a r(A°%(M,ad P)) et par
exactitude en CO(U, A%,), o(n) := d¢ # 0. De plus do(n) =0 et dyo(n) =0
. o(n) est un élément (non nul) de Z*(U, Z9,) et donc de H' (U, 29,) d’aprés
le lemme précédent. D’autre part, si §+ dys est une 1-forme cohomologue &
n, on a ¢(n + dys) = ¢(n) +r(s) et donc o(n + dys) = o(n).
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Calculons maintenant f(—o(n)) pour une 1-forme fermée n : d,Ko(n) =

duKop(n) = du($(n) — rKd(n)) = rn —rduK¢(n). Donc f'(—o(n)) =
n — dy,K¢(n) est cohomologue a 7.

f! est donc une application surjective de H'(U,Z2Y,) dans
HY(M,U,ad P).

ProposiTION 2.14. — f1: HY U, ZY,) — H'(M,U,ad P) est un iso-
morphisme.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que f' est injective. Soit ¢ €
ZYU, 2Y;) tel que f1(¢) =0 dans H'(M,ad P) : il existe s € A°(M,ad P)
telle que —d, K¢ = rdys, i.e. d,(r(s) + K¢) = 0. Autrement dit, V1 <17 <
N, (r(s) + K¢); est une section paralléle de ad P,. Donc r(s) = —K¢. On
a alors ¢ = K¢ = —or(s) = 0 et la proposition est démontrée.

0

On peut donc voir une déformation infinitésimale de w par pliage comme
une collection o = (055)1<i<j<n de sections paralleles de ad P sur les inter-
sections de deux ouverts de U satisfaisant la condition de recollement do = 0,
ie.

(5U)ijk:(7ij_aik+0'jk:07 Vi<i<ji<k<N.

Remarque. — Soient R; et R; deux régions complémentaires adjacentes
le long de la feuille S; que l'on suppose plongée (i.e. pour toute composante
du lieu de ramification 7} incluse dans Sg, W (T}) NSy = 0). Soient U;, U;
les ouverts correspondants. Alors ’espace des sections paralléles de ad P sur
Uij est de dimension 1. En effet, U;; a le méme groupe fondamental que
Sk qui est une variété hyperbolique compacte de dimension n —1 > 2 a
bord totalement géodésique. D’aprés la proposition 1.4, mi(U;;) est Zariski-
dense dans SO(n — 1,1), qui n’admet qu’'une seule droite invariante dans
so(n + 1,1). Nous notons Rsy, cette droite de sections paralléles.

A quelles conditions ces déformations infinitésimales par pliage sont-elles
intégrables, au moins formellement 7 Rappelons qu'une déformation in-
finitésimale 7; est (formellement) intégrable s’il existe une suite (7)r>2 de
AY(M,ad P) telle que :

1
Ve > 2, dyne + 5 Z [ﬁa,ﬁb] =0.
a+b=c

En particulier, la premiére obstruction, dite quadratique, a l'intégrabilité
d’une déformation infinitésimale est la classe de cohomologie du crochet
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[m1,m] € A%(M,ad P) dans H?(M,ad P). Si cette classe est nulle, c’est-
a-dire si Uon peut trouver 7, € A'(M,ad P) tel que dyne = —%[n1,m], on
dit que n; est intégrable a ’ordre 2.

On peut étendre le crochet au double complexe de Cech-de Rham par:
] CP(U, A% x O (U, Ayy) — CPT (U, ALF®)
[gbuz;b]ao,...,ap_,_r = (_1)qr [Qbao,...,apa'L/)ap,...,ap+r]

ou l'on comprend ¢qy,... a, €t ¢o¢p7,,,7ap+r comme restreintes a Uao,,,,,aﬁr. Sur
CcP(U,A%,) x C™(U,AY,), il s’agit simplement du crochet de Lie sur les sec-
tions de ad P.

SipeCP(U,AL) et p € CT(U,A5) on a

{ o[¢, ] = [0, 4] + (=L)P[¢, 9]
do[p, ] = (=1)"[duwd, ] + (—=1)7[¢, du] .

Les applications f? : ZP(U, Z3,) — ZP(M,ad P) se comportent bien vis-
a-vis du crochet de Lie :

LEMME 2.15. — Soient ¢ € ZP(U, Z3,) et o € Z"(U, Z3,). On a

Fo ] = [P, [,

Démonstration. — Nous utiliserons uniquement le cas p =r =1 et ¢ =
s = 0. Nous vérifions le lemme dans ce cas particulier. Le cas général se
démontre de la méme fagon. Soient donc ¢ € Z1(U, 29,) et ¢ € ZH(U, 2Y)).
[, ] appartient a Z2(U, Z}) et rf*[¢,¢] = —(du K)?[¢, 9.

(K[#,%)is = DoaXal® Vlaij = D0 XalPais Yij]
= [(K9¢)i, Y] = [K o, ¥)ij

Donc d,K[¢, ] = dy[K ¢, )] = —[du K, 1h].
(KduK[$,9))i = = Xal[duK$, Plai = > Xal(dwK d)a, thail
Mais 0(d, K¢) = 0 et donc (dy K ¢)a = (duK¢); sur Usi. On en déduit
(Kdo K[, )i = Y Xa([(do K $)is Pail = [(dK $)i, (K)i] -
Par conséquent Kd,K[p,v] = [doKp, K$] et (d,K)? = —[d K p,d,K1p].

Finalement, on obtient rf2[¢, 1] = [rfl¢,rfl4] et le lemme.
]
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Ainsi, si 71 = f(o) est une déformation infinitésimale par pliage de w,

[, m] = [f'o, flo] = f?[o,0].

De plus, d’aprés la discussion qui suit la définition de fP, si [0,0] = 0 dans
H?*U, 23,) alors f?[o,0] = 0 dans H?(M,ad P). En notant

¢\U, Z3) ={oc € H (U, 2Y)) | [o0,0] = 0 dans H*(U, Z3,)}
et
¢ (M,U,ad P) = {n € HY(M,U,ad P) | [n,n] = 0 dans H*(M,ad P)}

I’espace des déformations infinitésimales de w par pliage le long de S
(formellement) intégrables a l'ordre 2, on obtient :

PROPOSITION 2.16. — f! est une application injective de €*(U, Z%,)
dans €1 (M,U,ad P).

2.3.2. Le cas simplement ramifié.

Nous allons donner une description compléte du sous-espace €1 (U, Z3,)
des déformations de w par pliage intégrables a l'ordre 2 dans le cas ou S est
simplement ramifiée.

On rappelle que les N < 3 feuilles de S sont plongées, qu’elles émanent
toutes d’une sous-variété connexe T' de codimension 2 et qu’elles séparent M
en N régions complémentaires. Soit m un point de 7.

PROPOSITION 2.17. — ZY(U, ZY,), et donc H(M,U,ad P), est de di-
mension N — 2.

Démonstration. — On cherche des éléments o = (0ij)o<i<j<nN appar-
tenant & C*(U, -’49\/[) et tels que do = d,o = 0. On ne raisonne donc qu’avec
des sections paralléles : elles sont entiérement déterminées par leurs valeurs
au point m. On identifie la fibre (ad P),, de ad P au dessus de m avec
h :=so(n + 1,1). On confondra une section paralléle s définie au voisinage
de m et sa valeur en m.

L'opérateur différence § : CY(U, ZY,) — C*U,ZY,) apparait alors
comme une application linéaire ¢ : h% — hOx.

De la méme maniére qu’au paragraphe 2.2.3, on montre que la projection

hey —
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qui envoie 0 = (0j)1<i<j<n SUr (0kkt1)kez/nz définit un isomorphisme
entre {o € hCJ2V| do =0} et le sous-espace de h? définit par

Z Ok k+1 = 0.

kEZ/NT.

Comme les sections oy, ;41 sont paralleles sur Uy j11, la remarque qui suit
la proposition 2.14 implique que o, x4+1 € Rsy quel que soit k € Z/NZ. Qui
plus est, on peut choisir pour s; la section paralléle dont la valeur au point
m est Ay (voir paragraphe 2.2.4). Z1(U, ZY,) s’identifie donc a 'ensemble
des (A1,..., y) € RY tels que

Les A ne sont pas tous colinéaires et appartiennent & un sous-espace de
dimension 2 de h. En effet, les vecteurs v, normaux aux relevés gk des
feuilles de S appartiennent au fibré normal de T, qui est de dimension 2.
L’ensemble des (Aq,...,Ay) € RN solutions de 1'équation précédente est de
dimension N — 2, ce qui entraine la proposition.

O

Nous décrivons maintenant le sous-espace ¢1(U, 2ZY,) de H* (U, ZY,).
Soit 0 € H' (U, 2Y,) = Z'(U, 2Y,). |o,0] appartient & Z2(U, 23,) et donc
a 6(Ct(U, AY,)). o appartient a €1 (U, ZY,) si et seulement si on a en fait
[o,0] € 6(C1(U, 2Y,)). 1l sagit donc de trouver a quelle condition sur o on
peut résoudre 1'équation §7 = [0, 0] avec T € CH(U, ZY3,), c’est-a-dire

T kt1 € Rsg, Yk € Z/NZ.

Soit T € CH(U, ZY,) tel que o7 = [o,0]. Pour tous i < a < j, (67)jnj =
Tia — Tij + Taj = [0,0]iaj- Ceci implique

Tij = Titlj+ Tii1 — [0,0)iit1,5
= Tit2j + Tiit1 + Titti+2 — [0, 0)iiv1, — [0, 0lig1,i42,5
= Eigkgj_1 (The+1 = [0, 0k kt1,5) -

Réciproquement, soient (7 x41) des sections de ad P sur les intersections
Ukk+1- 1l est facile de voir que la cochaine de Cech 7 donnée par 7;; =
Ei<k<j_1 (Tk k41 — [0, Ok k41,) verifie 07 = o si et seulement si

niN= Y Mokt = [0,0]kks1y)
1<k<N-1

Z Tkk+l = Z [0, 01k 1,

kEZ/NZ 1<k<N-2

c’est-a-dire
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Pour que 7 soit en plus d,-fermée, il faut et il suffit que les sections 7y 41
soient paralléles. Quitte & renuméroter, on peut supposer que S; U Sy n’est
pas totalement géodésique. En tout point z de W(T'), on a 7¢(z) € Rsy (z) ®
Rsy(x) dans (ad P),. Par contre,

Z1§k§N—2[Ua Olkp+1,n(7) = Z1gk§N—2[‘7k,k+1 (%), opq1,v ()]
= Zl§k§N72[0k,k+l($)a Ek+1§l§N71 ori+1(2)]
= Z1gk§N—2 Ek+1§z§N—1[0k,k+1($)a ori+1(7)]

est colinéaire & [si(z),s2(z)]. On identifie (ad P); et h = so(n + 1,1).
On a h = so(n,1) ® R**L. Vus comme des éléments de h, s1(z) et sy(z)
appartiennent & R"*! tandis que [s1(z), s2(x)] appartient & so(n,1). Ainsi,
si I'on demande que les 7 ;11 soient paralléles, I’équation

Y Tkt = Y. [oy0lkprin,
1<k<N 1<k<N—2

admet une solution si et seulement si le second membre est nul (on pourra par
exemple prendre 74 x+1 = 0 pour tout k). Par conséquent, o € H' (U, Z9,)
appartient & €1 (U, ZY,) si et seulement si

> > [okkt1,0141] = 0.
1<k<N—2k+1<I<N—1
Ce que I'on peut réécrire
Z Z [Ui,i+170j,j+1] =0,
2<i<N—11<j<i—1
ou, en remarquant que [Elgngfl Okk+1,0N,1] = 0,

Z Z [0ii+1,055+1] = 0.

2<i<N 1<j<i—1

Si l'on reprend la description de H'(U, 29,) comme sous-espace de RY
on obtient la

PROPOSITION 2.18. — €U, ZY,) s’identifie a la sous-variété affine de
RY définie par les équations

{ ElgiSN Aisi = 0
E2§i§N E1§j§i71[>\i3ia>‘j3j] =0

On confond s; et sa valeur A; en m € T. On rappelle que
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Si on note v; = vle; +vieg € R

O | —tqe; O | —tqes

_ (1,2 2,1
[Ai, 4] = (vjv] — vjv)) er| 0 || el (0)

En posant det(v;,v;) le déterminant de v; et v; considérés comme deux
vecteurs de R? ~ Re; @ Rey, la deuxiéme équation devient

Z Z det(vi,vj))\i)\j =0

2<i<N 1<j<i—1

La premiére équation, que I'on écrit maintenant » ;- n Aiv; = 0, per-
met d’exprimer A1 et Ao en fonction des autres A; :

A i t g = ———— d t ,
1V1 = Z iV; € 2 det(ul,ug Z € Uz Ul)
2<i<N

et donc de les éliminer de la deuxiéme. Finalement, on obtient que
¢ (U, 2Y,) est isomorphe a l'ensemble des zéros de la forme quadratique
de RN~2 donnée par

Q(Az,...,An) = det (or.02) [(Zdet Vi, V1) )(Zdet Vi, V2) )
N i—1

+ Z det(vl, Ug) det(vi, Uj) >\i>\j
i—4 j—3

PROPOSITION 2.19. — (i) Si les angles entre deux feuilles successives
de S sont tous strictement inférieurs a w, alors @) est de signature (N —
3,1,0) : €H(U, 2Y,) est analytiquement équivalent au cone quadratique
Q de RN=2 défini par

Q={(y1,--- yn—2) ER"? |y + ... +y} 3 —yh_o =0}

(ii) Si deux feuilles successives forment un angle strictement supérieur a ,
alors @ est définie positive : (U, ZY;) est réduit a {0}.

(iii) Sil’'union de deux feuilles successives est totalement géodésique, alors
la signature de Q est (N —3,0,1) : €*(U, ZY,) est isomorphe a R.

Remarque. — Dans le cas (i), on voit que €U, ZY,) = 0 équivaut a
N = 3.
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Démonstration. — On note d; j le déterminant det(v;,v;).

On suppose pour commencer qu’il existe 49 tel que pour tout ¢ différent
de 49, Sj, U S; n’est pas totalement géodésique. Quitte a renuméroter, on
peut choisir 49 = 1 et on peut supposer que dy 2 > 0. On a donc d;; # 0,
Vi £ 1.

On pose Q> = dy2Q :
N N i1
Q*(Nzy-- -y A (Z di1 A ) (Z di2 >\i> + Z Z di 2d; j AiXj
i=3 i=4 j=3
En remarquant le fait que pour tous vecteurs z,y, z,t de R?, on a
det(z,y) det(z,t) = det(z,y) det(xz,t) — det(t,y) det(z, 2), (2.3.1)
on voit que dj 2d; j = d; 2dy j — dj2dy ; et on peut écrire
N N i1
Q*(A3y. .0y A <Z diq A ) <Z dio Ai) + Z Z(di,2d1,j_dj,2d1,i) AiAj,
i=3 i=4 j=3
soit

N
Q*(Xs,..., An) = Zdi,1di,2 A} + 2 Z dindjo A
=3 3<j<i<N

On rassemble les termes en A3. On obtient

2 N 2
d

Q*(Xs,...,AN) = d31d32(>‘3+TZd“>‘> - (di’jzdi,ﬁxz')
Lisa

’z4

+Zdi,1di72 No+2 Y dindig i)
i=d 4<j<i<N

2

= d3;1d32 <A3 + Zdz 1A )
+Z dz,l
+ Z

4<]<1<N 3,1

(diadsy — d3ad;i1) N2

(djodsy —dsadji) Aidj

2.3.1 donne alors

d
EQ(M,...,AN)

)

Q*(Xs,...,Ay) = d3adss <A3+—Zdl1>\> +
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avec

N
Q'ay o AN) = D dindiz A + 2 Y dindjz Ay,
i=4 4<j<i<N

Pour k appartenant a {3,..., N}, on note
L X
T = Ak + o > dig i,
ka1~
i=k+1
et

N
Q Ny AN) = D dindip1 A} +2 ) dindip_1 Nk
i=k k<j<i<N
On voit que pour tout k,
dj._
Q¥ Ny AN) = diadi g1 7} + % Q" (Ns1s -, Aw).

k,1

On vérifie alors facilement que

N
dg
Q*(A3,.. ., AN) = dsidspal + dyy Y 7 S dy k1 77,
o Ck—1,1
ce qui donne finalement
AR
k.1
Q()\g,...,AN) = Z p ’ dk—l,k .T%
g Tk—1,

Nous pouvons maintenant donner la signature de @ lorsque notre hy-
pothése supplémentaire est satisfaite, c’est-a-dire quand on a pu choisir vy
tel que quel que soit 7 # 1, d; 1 # 0. C’est le cas pour les trois configurations

d’hypersurfaces suivantes:

e Il existe ¢ # 1 tel que I'angle entre S; et Sy soit strictement plus

grand que w. Alors quel que soit k # ¢ + 1, d:lf}ll et dy_1 sont

dg+1,1

strictement positifs. Pour k = ¢ + 1, dy s et dgq+1 sont strictement
négatifs. @ est définie positive (signature (N — 2,0,0)) et 1’assertion
(ii) est prouvée.

Il existe ¢ # 1 tel que 'angle entre S, et Sy soit égal & 7 (SqUSg41 est
totalement géodésique). Comme dans le cas précédent, quel que soit

d
k 7é qg+1, dkil,l
on a dgq+1 = 0 et par conséquent @ est de signature (N —3,0,1). (iii)

est démontrée.

et dy_1 1 sont strictement positifs. Pour k = ¢ + 1,
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e Les angles entre deux feuilles successives sont tous strictement in-
férieurs & m et 'ensemble {vy,...,vx} de R? n’est pas invariant par
symétrie centrale. Soit ¢ le plus grand k € {3,..., N} tel que 'angle
(orienté) entre S; et S, soit inférieur & m. On a encore que pour

k#q+1, dfﬁ’lll et di_1 sont strictement positifs. Mais cette fois,
pour k = g+ 1, on a dygi1 > 0, dgy < 0 et dgi11 > 0. Q est
non-dégénérée et signature (N — 3,1,0).

Pour finir la preuve de (i), il faut maintenant traiter le cas ou I’ensemble
{v1,...,ux} de R? est invariant par symétrie centrale. On a alors N = 2I
(1>2)et Vk € {l,...,l}, SpU Sk est totalement géodésique.

Les calculs effectués précédemment donnent

d — Q" Nty ).
dk o 1k Th dl, Q" (N1, 2)

l
RENEDS
=3

Et comme dj1;; =0, 0n a

2
QM (N1, A) = Z diadig N + 2 Z didjg Aidj.
i=1+2 I+1<j<i<2l
Q" (N4, .., Ag) peut alors s’écrire
disos 21 o 2l 2
2 2,
<2dl+1l)\l+1+d+ Zdzl)\><z di,1>\i>_d+ (Z di,1>\i>
2100 =142 42,0 \; 573
2
+ Z di,ldi,l >\¢2 + 2 Z di,ldj,l >\i>\j-
i=1+3 1+3<j<i<2l

Comme dans les cas précédents, on peut simplifier cette formule grace a
2.3.1 et, en notant

21
d

B = 2dz+1l>\l+1+dl+2l Z dii i et C = Z di1 Ay
42,1570 i=1+2

on obtient

di 1
Ql+1(>\l+17' .. 7>\2l) = BC + —— Ql+3(()‘l+3a .. '7>\2l)'
14+2,1
On pose ;31 =B+ Cet z;uo=B—Cetona

l 21

dk 1 1 dk,l
Qs o) = Y d—1 1 T} + 1 CREEEEY di—1k T
k=3 k—1,1 k—=1+3 k—1,1
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La signature de @ est (N — 3,1,0) et la proposition 2.19 est prouvée.

Le cas du (i) de la proposition 2.19 montre le

COROLLAIRE 2.20. — Si les angles entre deux feuilles successives de S
sont tous inférieurs a w, il existe un céne quadratique de dimension N — 3 de
déformations infinitésimales de la structure conforme plate de M intégrables
au moins jusqu’a Iordre deux.

Les deux paragraphes suivants (2.4 et 2.5) sont consacrés a la preuve
qu’on donnée M. Kapovich et J. Millson dans [KM1] de l'isomorphisme que
nous cherchions entre déformations par pliages et déformations de polygones
dans S2. Elle est basée sur I'idée de travailler sur le nerf du recouvrement
ouvert U associé & I'hypersurface ramifiée. Ils construisent un complexe
de groupe sur ce nerf et en déduisent une présentation adaptée du groupe
fondamental I". Ils sont alors en mesure de décrire les déformations par
pliage de la représentation d’holonomie de I'. Notre exposition est un peu
différente de la leur dans la mesure ou nous n’utilisons pas le formalisme
de A. Haefliger pour décrire les complexes de groupes, seulement celui de
Corson [Co] (les deux sont essentiellement équivalents).

2.4. 2-complexes de groupes

Soit p : M — M le revétement universel de M et T' = (M) le groupe
fondamental de M. On reléve 'hypersurface totalement géodésique S au
revétement universel: soit S=pYS) et T = p }(T) le lieu de ramification
de S. On appelle encore régions complémentaires et feuilles les composantes
connexes de M \S et de § \T Nous allons construire un complexe cellulaire
de dimension 2 dual & la décomposition de M en régions complémentaires,
feuilles et composantes du lieu de ramification.

On associe un sommet 35; € Rj CMa chaque région complémentaire
RJ On connecte deux sommets 3; et §; dés que les régions complémentaires
correspondantes R et R ont une feuille en commun. Plus précisément,
pour chaque feuille Sw partagee par R et R]7 on choisit un petit segment
transverse [az,aj] avec a; € R et aj € RJ et on relie 5; & a; et §; & a; a
Vintérieur de R, RJ L’union [3;,a;] U [a;,a;] U [aj, 5;] est par définition une

aréte du graphe K() reliant les sommets 3;, 5j. On remarque qu’on a un

plongement canonique 7 : K (1) — M.
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Nous attachons maintenant une 2-cellule 8 K (1) pour chaque composante
Tk de T. Soit e suffisamment petit et V. (Tk) un e-voisinage de Tk Les
intersections OV, (Tk) N Rl, oV: (Tk) N Sw: ot les Ry et les S; ij sont lues cy-
cliquement autour de Tk, déterminent un cycle o, dans le graphe K (M), Les
composantes de BVE(T}C) N ﬁ,l correspondent a des sommets de o} tandis que
celles de OV (fk) N §z’j correspondent & des arétes. On appelle o cycle de
ramification. On attache une 2-cellule & K() le long de chaque cycle de
ramification oy en identifiant le bord de cette cellule avec 0. On obtient un
2-complexe cellulaire K.

I' agit naturellement sur K et les stabilisateurs des sommets, des arétes
et des faces correspondent aux groupes fondamentaux des composantes con-
nexes de M NS, S\ T et T. D’aprés I'hypothese (H1), cette action est sans
inversion, i.e. si y € ' stabilise une cellule o de K, alors 7, = 1. On obtient

un 2-complexe cellulaire combinatoire quotient K = K /L. De cette action
de I' sur K on va déduire une présentation de I' adaptée a la présence de S.

2.4.1. Le complexe de groupe associé a 1’action de T'.

Nous ne considérerons que des complexes cellulaires combinatoires de
dimension inférieure ou égale & 2. Un complexe cellulaire X de dimension < 2
est dit combinatoire si toutes les 2-cellules de X sont des polygones dont on a
identifié certains cotés par des homéomorphismes. Les 2-complexes K et K
du paragraphe précédent sont par construction des complexes combinatoires.

Soit X un complexe cellulaire combinatoire de dimension inférieure ou
égale a 2. Si o est une cellule de X, et 7 une face de o de codimension 1,
on dit que 7 est une face principale de o et on note 7 < . Si o est une
2-cellule de X et si 0y et o9 sont deux faces principales adjacentes de o (i.e.
o1 Nog := o192 # 0), on dit que le triplet a = (01,0, 02) est un coin de X.
L’opposé @ de « est par définition le triplet (o2, 0,01).

Corson [Co| définit alors un complexe de groupes comme suit :

DEFINITION 2.21. — Un complexe de groupes (de dimension 1 ou 2) est
un triplet G(X) = (X, G, p) ou:

(1) X est un complexe cellulaire combinatoire de dimension < 2,

(2) G est une application qui associe a chaque cellule o de X un groupe
G, et a chaque face principale T de o un homomorphisme de groupes
injectif G(1,0) : Gy — G,

(3) ¢ une application qui a chaque coin a = (01,0, 09) associe un élément
p(a) de Gy, appelé I'étiquette de « tel que:
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p(@) = p(a) et
G(Ulg, 01) o G(Ul,U) = Ad((p(a)) o} G(012,02) o G(UQ,U).

Remarque. — Si X est un graphe, on retrouve la notion de graphe de
groupes développée par Bass et Serre (cf. [Se]).

Les complexes de groupes sont naturellement associés aux actions de
groupes sur les complexes combinatoires. Soit en effet G un groupe agissant
combinatoirement et sans inversion sur un complexe combinatoire Y et soit
X =Y/G le complexe combinatoire quotient.

On choisit une section j : {cellules de X} — {cellules de Y}. Sio est
une cellule de X, j(o) est simplement le choix d’une cellule de Y représentant
Porbite 0. On définit alors G, = Gj(4), le stabilisateur de j(o) dans G, et
pour chaque face principale 7 de o on choisit un élément g,, de G tel que
j(7) soit une face principale de g;,.j(c). On a alors gT,gGgg;yé C G, et on
peut définir G(r,0) : G, — G, par G(7,0) = Ad(gr,). Si a = (01,0,09)
est un coin de X, alors on pose

_ —1 -1
go(a) = 9012,01961,0965,09015,02

On vérifie facilement que G(X) = (X, G, ¢) est un complexe de groupes.

Dans le cas qui nous intéresse, le groupe fondamental I' de M agit
sans inversion (hypothese (H1) sur les fibrés normaux) sur le 2-complexe

combinatoire K associé & S et on obtient donc un 2-complexe de groupe
I'(K) = (K,T,¢).

2.4.2. Groupes fondamentaux des complexes de groupes
et présentation de I.

Soit G(X) = (X,G,p) un 2-complexe de groupes et soit XV le 1-
squelette de X. G(X) induit un graphe de groupes au sens de Serre sur
X@) " Nous rappelons la définition du groupe fondamental d’un graphe de
groupe (voir [Se]).

On note S ’ensemble des sommets et A ’ensemble des arétes orientées
de XM ¢’est-a-dire des 1-cellules de X munies d’une orientation. Sia € A,
on note @ ’élément de A correspondant & la méme 1-cellule que a, muni de
I’orientation opposée.

Soit G(1) le groupe engendré par les groupes G, s € S, et par les éléments
a € A soumis aux relations :

(i) les relations de Gg, s € S,

1

(ii) a=aleta!l=a,acA,
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(iii) en notant o(a) et t(a) Porigine et 'extrémité de a € A, G(a,o0(a)) =
Ad(a) o G(a,t(a)).
On choisit un arbre maximal 7' dans X (1) Le groupe fondamental Gg ) =
7 (G(XM), T) du graphe de groupe G(X(1)) en T est alors défini comme
le quotient de G(Y) par la fermeture normale de {a € T'}. Ggrl ) est donc le
groupe obtenu en rajoutant les relations

(iv) VaeT,a=1,

a la présentation de G(1).

Une définition équivalente du groupe fondamental du graphe de groupes
G(X M) consiste a choisir un sommet s de X et a considérer le sous-groupe

Ggl) de (f?\(f) constitué des mots

gi101 - . . dmAmGm+1

ou (a1,...an) est un lacet d’arétes basé en s, i.e. o(a1) = t(an,) = s et
o(aj11y = t(a;) pour 1 <4 <m —1, et ot I'on a imposé en plus g; € Gy(,),
1 <i<m,et gmi1 € Gy,,)- D'apres [Se|, Ggl) et Gg) sont isomorphes.

Par abus de notation, nous désignerons ces deux groupes indifféremment par
GO,

Si maintenant o est une 2-cellule de X, on note ¢(o) le mot obtenu
en lisant les arétes et les étiquettes de coins cycliquement autour de o (par
rapport une orientation arbitraire du bord de o) : si o s’appuie sur le chemin
cyclique d’arétes ay,..., am de XU (t(ay) = ola1) et t(a;) = olair1),
1<i<m—1), p(o) est la classe de conjugaison dans G") du mot

o(am, o, a1)arp(ar,o,az)as ... p(am—1,0, am)am

Corson [Co| définit alors le groupe fondamental de G(X) :

DEFINITION 2.22. — Le groupe fondamental m(G(X)) du 2-complexe
de groupes G(X) est le groupe obtenu en rajoutant a la présentation de G
les relations ¢(o) = 1, pour chaque 2-cellule o de X.

On a alors, cf. [Co :

THEOREME 2.23. — Soit G un groupe agissant sans inversion sur un 2-
complexe combinatoire Y et soit G(X) = (X, G, ¢) le 2-complexe de groupe
associé a cette action par la procédure vue en 2.4.1. Si'Y est simplement
connexe, alors le groupe fondamental 71(G (X)) est isomorphe a G.
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Nous en déduisons la présentation cherchée de I' = 71 (M) qui, rappelons-
le, agit sans inversion sur le complexe K :

PROPOSITION 2.24. — Le complexe K est simplement connexe et donc

I’ est isomorphe au groupe fondamental 7 (I'(K)) du complexe de groupes
I'K) = (K,T, ).

Démonstration. — On s’intéresse tout d’abord au 1-squelette I?(T) de
K. Rappelons que l'on a un plongement canonique i : K1) — M~T.
D’apres 'hypothése (H1), les feuilles et les régions complémentaires dans
M sont simplement connexes. Le théoréme de Van Kampen implique alors

que ¢ induit un isomorphisme 4, entre les groupes fondamentaux de K (1) et
M\T.

Il reste a vérifier que les 2-cellules que 'on a attachées a K1) tuent
le groupe fondamental\ge ce graphe. Soit f une application continue de
S' dans le graphe i(K(1)) C M. Comme M est simplement connexe, il
existe une application continue F du disque D? dans M qui prolonge f. On
peut supposer que F' est transverse au lieu de ramification T. La pré-image
F~Y(T) de T est donc un ensemble fini E de points de D?. Quitte & modifier
F, on peut supposer que F _I(VE(T)) est une union de petits disques disjoints
centrés aux points de E. Soit Dy, l'un de ces disques. F'(Dy) est librement
homotope & un cycle de ramification i(oy). Comme 4, est un isomorphisme,
on en déduit que iy 1([f]) € m (KW) est un produit d’éléments conjugués a
des cycles de ramifications, ce qui achéve la démonstration.

O

I' admet donc la présentation donnée a la définition 2.22. Si H un groupe
de Lie algébrique affine (on s’intéressera au cas H = SO(n + 1,1)), on en
déduit le théoréme suivant sur la variété des représentations de I' dans H :

THEOREME 2.25. — La variété Hom(I', H) est la sous-variété affine de
Hom(I'", H) définie par les équations

9o (p) := p(p(0)) =1, o 2-cellule de K

ot p € Hom(I'V, H).

2.5. Déformations par pliages de la représentation d’uniformisation

2.5.1. La cohomologie non-abélienne associée.

On rappelle que py : I' — H est la représentation composée de la
représentation d’uniformisation I' = SO(n, 1) avec U'inclusion de SO(n,1)
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dans H := SO(n + 1,1) comme stabilisateur du premier vecteur de base de
R+2,

Kapovich et Millson utilisent ’isomorphisme entre I' et 71 (I'(K)) obtenu
au paragraphe précédent pour construire une cohomologie qui servira &
décrire l'espace des déformations de pg.

Choisissons une orientation de chaque cellule de K et notons £ ’ensemble
des 1-cellules e ainsi orientées (card€ = ScardA). Si o est une 2-cellule
orientée de K et si 7 est une face principale de o, soit [0 : 7] € {—1,1} le
“nombre d’incidence” de 7 avec o : [o,7] = 1 si lorientation de 7 coincide
avec celle que o induit sur ses faces, — 1 sinon.

Pour chaque cellule orientée o de K, Z(o) désignera le stabilisateur de
po(L'y) dans H. Si T est une face principale de o, on note 4, : Z(7) = Z(0)
Iapplication Ad po(Yr,0 '). 7o, est bien définie. En effet, si v, € ', et
z(1) € Z(r), alors

Ad(Ad po(Yro 1)-2(7)-p0(76) = Ad(po(vr.o1)-2(7))-(Ad po(vr.0)-p0(Yo))
= Ad pO('YT,zr—l) © AdZ(T) (PO(F(T’ U)(’YU)))

mais ['(7,0)(v,) € Iy et donc Ad z(7)(po(T(7,0) (7)) = po(L(7,0)(Vs))-
Finaleme(nt), Ad(Ad po(Yr,e1)-2(7))-po(Vs) = p0(Vo) €t 74,7 (2(T)) appartient
bien & Z(o).

Kapovich et Millson définissent alors pour ¢ = 0,1,2 les groupes de co-
homologie
C(K,Z)= [] %)
dim o=i

et ’homomorphisme cobord d : C*(K, Z) — C'TY(K, Z) par

de(o) = [] ror(c(r))lo.
T<Oo
c(7) et de(o) désignent les composantes de ¢ € C*(K, Z) et dc € C*T(K, Z)
sur Z(1) et Z(o), et on a fait le produit sur les faces principales de o dans

I’ordre ou elles apparaissent sur le bord de o.

Il faut remarquer que comme 1’on ne dispose que d’un ordre cyclique sur
les arétes d'une 2-cellule o, cette formule ne définit d : C1(K, Z) — C?*(K, Z)
qu’a conjugaison prés. Par contre, elle définit bien 'ensemble Z!(K, Z) des
1-cocyles comme noyau de d : C*(K, Z) — C*(K, Z).

LEMME 2.26. — Soit c(e) € Z(e), z, € Z(o(e)) et zx € Z(t(e)). Alors
(€) = Te o(e) (75 1) c(€)Te y(e) (2) appartient a Z(e).

Démonstration. — Par construction, re,o(e)(zgl) et 7 4(e)(2t) appartien-
nent a Z(e).
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O

On obtient donc une action de C°(K, Z) sur C'(K,Z) en posant pour
1€ COUK,Z) et ce CYK,Z)

(1) (e) = Te,o(e)(L{0(€) ) ele)re ue) (L(E()))-

Cette action préserve les 1-cocycles : soit en effet ¢ une 1-cochaine, o
une 2-cellule de K et supposons pour simplifier I'’exposition que o s’appuie
sur le chemin cyclique d’arétes orientées ey, ...,e,. Notons de plus s;41 :=
t(e;) = o(ejp1) pour 1 <i<m—1,et e = t(en) = o(er). Soit I € C°(K, Z)
et c € CY(K,Z). On pose l; = I(s;) et ¢; = c(e;). On a alors, en identifiant
PO (77',0) et Y7o

d(l.c)(o) = H1<1,<m Toe: ((1.c)(e ))
= H1<z<m Toe; (sz“sZ i Czrez,sz+1(li+1))
= Teio 751,31_ l1 Vs1,e1-C1-Vs2,e1 12752,31-%1,0-%2,0
752,6271l27 Vs2,e2:C2 -« - -
= Ad(’)’em,oil’)’shemill_l) [ll‘#’(a ) 751,6161752,6171

mep(a m) ;L17sm,emcm7sm,em 1_1]

-1

Mais ligo(a;’i)lfl = p(ag,) car p(ag ) appartient a I's;. Par conséquent,
— -1 —17—-1 o -1
d(l'c) (U) = Ad(’)’em,a Ys1,em l1 ) [‘10(0‘51)-751,(%101752,81
.. ‘P(O‘(sfm)%m,em@'ysm,em—l _1]
= Ad(Yemo Msriem 1 Vs1iemVemso)
[781,0_101781,0-782,0_102782,0 ce ’Yem,a_lcm'Yem,U]
= Ad(’Yem,ail’Ysl,em71l1_1751,6m76m,0) [dC(U)]

Ainsi, d(l.c)(o) = 1 si et seulement si dc(o) = 1 et action de CY(K, Z) sur
C(K, Z) préserve bien Z'(K, Z).

On dira que deux 1-cochaines sont cohomologues si elles appartiennent a
la méme orbite de C°(K, Z)

Considérons de nouveau la premiére ligne de notre dernier calcul. Il
apparait que d(l.c)(o), et donc de(o), est conjugué a

90(“?1)-'751,8101752,6171-9”(“2‘2)752,6202 s ‘P(O‘Zm)-'ysm,emcm')’shemil

et donc a

o -1 -1 o -1
(10(0‘51)'751,81752,81 “Vs2,e1C1Ys2,e1 '(10(0‘52)752,82753,82 Vs3,2€2 - - -
o -1 -1
. so(asm)'fysm;emfyslaem "Yslyemcmfysl;em

Si 'on note I, 'image de I, dans Lie) par Adyy(e),e €t Z(e) le centralisateur
de po(Te), alors Z(e) = Ad po(Vy(e),e)(Z(e)). Sic(e) € Z(e) désigne I'image
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de c(e) € Z(e), en remarquant que €; = Ys; ¢;Vs;,1,e; - on constate que de(o)
est conjugué a

On appelle alors c' (K, Z) le produit direct

I Z .

dime=1

Les isomorphismes Ad ). @ Z(e) — Z(e) envoient C'(K,Z) isomor-
phiquement sur c' (K,Z) et identifient Z'(K,Z) a la sous-variété affine
Zl(K, Z) de 61(K, Z) définie par les équations

1@ 1= [T o0 ioa)-p0(e) ™ ()7 = 1, Vo € F(K0),

e<o

ol ag(e[(,:e]) est le coin de ¢ au sommet o(el”*¢) et ou 'on a multiplié les
termes dans l’ordre suivant lequel il apparaissent sur le bord de o. Plus
simplement, si o s’appuie sur le chemin cyclique eg,,..., e et que l'on note
[o:€]

a; =e, @iy = a; Najy et ¢(a;) = E(eki)[”:e], alors

a a

fo(©) = polplag, ,))-polar)-e(ar). .. polplag,, . ,))-polam).clam).

On vérifie facilement que I’action de C°(K, Z) sur C*(K, Z) se transporte
en une action sur 61(1( ,Z) donnée par

(1:2)(e) = Adpo(e)™" (Uo(e)™") 2(e)-U(t(e))-

Cette action préserve ZI(K, Z) et on identifiera 71(K, Z)]C°(K,Z) et
HYK,Z):=Z'(K,Z)/C°(K, Z).

2.5.2. Espace des déformations par pliages.

Rappelons que le groupe fondamental I" du 2-complexe de groupes I'(K)
est un quotient du groupe fondamental I'") du graphe de groupe I'(K())
sur le 1-squelette K de K. TW quant a lui peut se voir a la fois comme
un quotient et comme un sous-groupe du groupe I')). On peut donc relever
la représentation py : I' = H := SO(n + 1,1) en une représentation gy :
') — H. Nous allons déformer py en déformant d’abord /g puis nous
reviendrons & I considéré cette fois comme un sous-groupe de I'1) en
prenant la restriction de la représentation déformée. Nous redescendrons a
I" en dernier lieu.
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Nous nous intéressons aux représentations de I' obtenues a partir de pg
par pliage le long de 'hypersurface totalement géodésique ramifiée S, c’est-
a-dire aux représentations p : I' — H telles que

V1 <J< N, Pr; € Ad(H)'p0|Fj7

ou l'on a posé I'; = I, pour les N sommets sq,...,sy de K.

L’espace de ces représentations sera noté Hom(I', {I';} : H). La présen-
tation de I' montre que Hom(I',{I';} : H) est la sous-variété affine de
Hom(I'V) {T;} : H) définie par les équations

he(p) := p(p(0)) =1, o € F(K).

On confondra pg et son relevé & Hom(I'D, H)

L’espace des déformations (non triviale) par pliage de py est par définition
le quotient Hom(I',{I';} : H)/H. Le but de ce paragraphe est de trouver un
isomorphisme

®: H'(K,Z) — Hom(T,{I';} : H)/H.

Remarque. — Nous pouvons encore une fois remarquer que si l'on
ne considére que des représentations a valeurs dans SOg(n + 1,1), alors
CUK,Z) = {Id} et HY(K,Z) = Zl(K,Z). On vérifie que dans ce cas
Hom(I',{I';} : H)/H s’identifie a la sous-variété de Hom(I',{I';} : H) con-
stituée des représentations vérifiant

Plry = Pojry -

On peut alors dans tout ce qui suit se passer des quotients par C°(K, Z) et
H.

2.5.2.1. — Kapovich et Millson commencent par construire une appli-

cation ® : C' (K, Z) — Hom(T'W {T;} : H). Soit ¢ = (¢(e1),...,e(eq)) €
c' (K, Z). On définit j := ®(¢) comme la représentation de I'")) obtenue en

restreignant a ' la représentation de ') donnée par

i ﬁ|Fj:p0|Fj71§j§N7

e p(e) = po(e)c(e), Ve € €,

e p(8) =c(e)tpo(e)t, Ve € £.
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Pour que j soit bien définie, il faut que les relations de I'(1) soient re-
spectées : il suffit de voir que si v € [, alors p(I'(o(e),e)(y)) =
Ad(p(e)).p(L(t(e),e)(7)). Mais

Ad(p(e)).p(T'(t(e), e) (7)) = pole)

I
=
[e=}
—~ A~~~

et p est bien définie.

Remarque. — En posant ¢(e) = Adpo(e)é(e)™" € Z(Iye)), on obtient
p(e) =c(e) 'pole) ' = pole) 'e(e) = po(€)c(e). Quel que soit a € A(K),
on peut donc définir p(a) = po(a)é(a ) en posant ¢(a) = ¢(e) si a = e et
¢(a) =¢(e) sia=ce.

LEMME 2.27. — Sil € C°(K, Z) et e C (K, Z) alors

B(7) = Ad(I(s1) V). (@)

Démonstration. — Soit g = g1a1 . . . gm@mGm+1 un mot de ro,

2(1e)(9) = po(g1)po(ar)(l.€)(ar) - - - po(gm)po(am)(l-€) (am)po(gm+1)
Mais (I.¢)(a;) = po(a;) 'l(o(a:)) *po(as)e(as)i(t(as)) et donc

o(
(1e)(g) = polgr)l(o(ar)) " po(ar)e(ar)l(t(a1))po(gz)l(o(az)) ™" ...
: l(t(am 1))p0(gm)l(0(am))  po(am)e(am)l(t(am))po(gm+1)
= l( (@1)) " [po(g1)p ( 1)¢(a1)po(g2) - -
.- po(gm)po(am)c (am)lpo(gm+1)]l(0(a1))

car l(o(ai+1)) = l(t(a;)) € Z(t(a;)) qui est le centralisateur de po(I'y(,)),
auquel appartient pg(g;). On a bien ®(1.¢) = Ad(I(s1) 1).®(c).
O

Soit ¢ € él(K , Z) et soit o une 2-cellule de K s’appuyant sur le chemin
cyclique d’arétes ay,...,Gy.

he(B@) = @) (p(o) = B@) [p(ag,,)ar . o(a, )an]

Ainsi, ®(c) appartient & Hom(T,{I;} : H) si et seulement si ¢ €
7 (K,Z). L’application ® passe au quotient en une application (notée en-
core @) de ZI(K, Z) dans Hom(I',{I';} : H). De plus, comme ®(/.¢) =
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Ad(I(s1)"1).®(€), on a une application induite :
o: 7 (K,Z)/C°(K,Z) — Hom(T,{T;}: H)/H

Il faut montrer que ® est un isomorphisme de variétés affines. Pour cela,
Kapovich et Millson construisent un inverse ¥ de ®.

2.5.2.2. — IIs définissent tout d’abord
T : Hom(I,{I;} : H) — Z (K, Z)

de la maniére suivante. Soit p € Hom(I',{I';} : H). Pour chaque
groupe de sommet I';, = I'j, on choisit h(s;) = h,(s;) € H tel que
pir; = Ad(h(s;))-pojr;- Soit p le relevé de p a M. On pose

(p)(e) = pole) ™ hlo(e)) ™ ple)h(t(e)).
LEMME 2.28. — W(p)(e) appartient a Z(e) .

Démonstration. — Soit v € T'y(e)-

po(MNT(p)(e)po(v) ' = po(7)pole) *h(o(e)) 1ﬁ() (t(e))po(“r)’1

= po(e)”"-po(e)po(7)po(e)~"ho(e

BRI

Or v € Ty et eye !t € Lye). Par consequent p(y) = h(t(e))po(y)h(t
et pleve™)) = h{o(e))po(ere " h(o(e))~". Donc

Po(V) T (p)(e)po(y)~" Ee)_lh(O(e))_lﬁ(W@_l)ﬁ(e)P(Y)_lh(t(e))

po(e) " h(o(e))~*p(e)h(t(e))
W(p)(e

O

U(p) est donc un élément de c' (K, Z). U(p) dépend bien sir du choix
de la famille {h(s;)} attestant de l'appartenance de p & Hom(T',{T';} :
H). Cependant, si h'(sj) est un autre élément de H tel que pp, =
Ad(K (s5))-por;, alors il existe I(s;) € Z(s;) tel que A'(s;) = h(s;)I(s;).
Comme Z(s]) est le centralisateur de po(T's;) dans H,

(b)) = po<e>-1h'(o<e>)) e >)((1>>
— pole)M(0(€)) " pole)-po ()hlole)) " () h(H(e)) A(t(e))
= (LT(p))(e)

Un choix différent pour les h(s;) change donc la cochaine W(p) en une
cochaine qui lui est cohomologue. ¥ induit une application bien définie

¥ : Hom(T,{I';}: H) - C (K, 2)/C°(K, Z).
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LEMME 2.29. — W est a valeurs dans ZI(K, Z).

Démonstration. — Il faut montrer que si o est une 2-cellule de K et si

o

p(o) = (plagy)ar .. (e

Z(am))am = 1

est la relation correspondante, on a f,(¥(p)) = 1. On note w = ¥(p), af le
coin de o au sommet o(a;) et on confond les éléments de T'(1) et leurs images

par po.
fa(w) = go(a

car

h(t(aj-1))e(ef )h(o(a;)) ™" = hlo(a;))po(w(af )h(o(a;)) ™" = ple(af))

par définition de p. Ainsi,
fo(w) = Ad(h(o(a1))™)-p(p(0))-

Comme p est une représentation de I', p(¢(0)) =1 et fo(w) = 1.

[l
On a donc en fait
¥ : Hom(T,{I;}: H) - Z (K, Z2)/C°(K, Z) .
LEMME 2.30. — U est un morphisme de variétés affines.
Démonstration. — On  plonge  Hom(I',{I';} : H) dans

[Li<j<ny Ad(H).por; x [IgH par i(p) = ((or;), (p(€))). On a une
application

F: [] AdH)por, x[[H — []H /CK, Z)
E &

donnée par
F((Ad(hs,)-pofr; ), (he,))(€) = pole) ™y gy hehyey mod C°(K, Z) .

U = F o et il suffit donc de montrer que F est un morphisme. Soient F' le
morphisme de variétés affines

F: I[ # x[[H — []H /C°(K, 2)
I

1<j<N £
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donnée par la méme formule que F et orb I'application

ob: [[ H x[[H - [] AdH).por, x[[H -
&

1<j<N £ 1<j<N

D’aprés la discussion précédant le lemme 2.24, orbo F = F et donc F est un
morphisme.

O

2.5.2.3. — Il reste a vérifier que N passe au quotient en un morphisme
U : Hom(T,{T,}: H)/H — Z (K, Z)/C"(K, Z)

et que @ et ¥ sont inverses 'un de 'autre. Ce sera le résultat des trois
lemmes suivants.

LEMME 2.31. — Soit h € H. U(Ad h.p) = U(p)

_ Démonstration. — Pour tout s € S(K) on choisit h(s) € H pour calculer
U(p). On peut alors prendre h'(s) = h.h(s) pour calculer ¥(Adh.p). On a
alors

T(Adh.p)(e) = pole) " (hh(o(e))) ™" (h.ple)-h~")(hh(t(e))) = Tp)(e)
O

LEMME 2.32. — Wo @ =Idp1(k 7).

Démonstration. — Soit [¢] € Z' (K, Z)/C(K, Z) et & = (2(€))ec () un

représentant de [c]. ®([¢]) = ©(c) modulo H. D’aprés le lemme précédent,
U o ®([¢]) = ¥ o &(c). Posons p = ®(c) :

{ pIr, = Por,: Vs € S(K)
ple) = po(e)(e), Ve € E(K)

On peut donc choisir h,(s) = 1 pour calculer ¥(p) :

On a bien ¥(p) = [¢, et donc le lemme.

LEMME 2.33. — @ oW = Idyom(r (1, }:1)/H
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Démonstration. — Soit p € Hom(T',{I';} : H) représentant la classe
o] € Hom(I',{I';} : H)/H. 1l faut vérifier que ® o U(p) = [p], ie. que
si W(p) est un représentant de ¥(p) alors @ o U(p) € Ad(H).p. Soit donc
= =1 = .
U(p) € Z (K, Z) : U(p)(e) = pole) 'hy(ole)) *ple)h,(t(e)).

Soit 7 la représentation ® o W(p) et 7 son relevé 4 I'1). On a

{ Try = PO|Ts»
7(e) = po(e)¥(p)(e) = hy(o(e)) ' ple)hy(t(e))

Soit g = g1a1 ... gmamgms+1 € IV c T,
7(9) = polg1)7(a1).. (9)
plar)hy( 1))() p(0(az))~!

(
= po(g1)-hp(o(a )) p
po(gm) hp(o(am)) ( m)hp(t(a )) po(gm+1)
)~ [k ( (a1))po(g1)h,(0(ar)) ™! ( ) p(t(a1))p(g )
p(o(a,Q)) ! plam). p( (am))ﬂ0(9m+1) t(a )) 1] hp
plo(ar))™ 1[ ( 1)p(a1) - .. p(gm)plam)p (9m+1) hp(o(a1))
d(hy(o(a1))™).p(g101 - - - gm@mGm+1)

(am)po(gm+1)
1)h,(t(a

Il
>

9(0(01

>

|
:l> =

Donc 7 = Ad(h,(o(a1))™").p et on a bien ® o U(p) € Ad(H).p.

En suivant Kapovich et Millson, nous avons prouvé le théoréeme :

THEOREME 2.34. — Hom(T', {T';} : H)/H et H' (K, Z) sont isomorphes
en tant que variétés affines.

2.6. Le cas d’une hypersurface simplement ramifiée

Nous allons voir maintenant que dans le cas simplement ramifié, le
théoréme 2.34 donne l'isomorphisme recherché entre les déformations de pg
par pliages et les déformations du polygone II* associé¢ dans S? (voir para-
graphe 2.2.4). Ce sera le théoréme 2.35.

Le théoréme 2.36 donne la structure de 'espace des déformations du poly-
gone IT* dans S? au voisinage de IT* et donc celle de I'espace Hom(T', {T';} :
H)/H des déformations par pliages de pg le long de S au voisinage de [po].
Nous en donnons une nouvelle démonstration, basée sur les calculs de signa-
ture de la proposition 2.19.

Nous supposons donc que S est simplement ramifiée. S et son lieu de
ramification T" sont connexes, les N feuilles de S sont plongées et séparent
M en N régions complémentaires. Le complexe K est le polygone dual a la
décomposition de M par S : K contient une seule 2-cellule o qui s’appuie
sur le chemin cyclique d’arétes eq,...,exn.
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Sa

S3

S5

FiG. 4: Le polygone K

Nous dirons que I'(K) est un polygone de groupes.

La cohomologie non-abélienne associée est particulierement simple dans
cecas. On a:
Cl(Kv Z) = H Z(ei) )
1<i<N
ZNEK,Z) ={ce CHEK,Z)| [] roelcle)) =1d} .
1<i<N
On se souvient que 74, : Z(e;) — Z(o) est Papplication Ad(ye, »~') (on
confond les éléments de I' et leurs images par pg), que e, » est un élément
de T tel que j(e;) soit une face de 7e,; »j(0), et que Z(7) est le centralisateur
dans H du stabilisateur I'; de j(7) dans I'.

Le choix de la section j : {cellules de K} — {cellules de K} correspond
au choix d’une section notée encore j

{composantes de M ~ 8} — {composantes de M ~ S}
{composantes de S T} — {composantes de S~ T}
{composantes de T} —  {composantes de T}

I'y et I'¢; sont les stabilisateurs dans I' de j(7T') et de j(S;). Posons
S; = Yei,oJ (Si). S; est une feuille de S émanant de T := j(T). Toe;(Z(€1))
est alors le centralisateur dans H du stabilisateur dans I'" de §Z Notons
Z%(e;) C Z(0) ce centralisateur. Nous obtenons

ZNEK,Z)~{z=(21,...,2n) € [ Z°(es) |z1...2n =1d} .
1<i<N
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On retrouve exactement P(CY,...C%). Si IT* est le polygone de S? corre-
spondant & S et si L* est sa longueur, on a

THEOREME 2.35. — La composante connexe de Id = (Id,...,Id) dans
ZY(K, Z) s’identifie a I'espace Py = Py 1+ des déformations du polygone IT*
dans S?.

THEOREME 2.36. — On suppose que deux sommets successifs de II*
ne sont jamais antipodaux. Alors I'espace des modules P, est quadratique
en [II*]. Plus précisément, il existe un voisinage V de II* dans P, et une
forme quadratique non dégénérée () sur RN =2 tels que V soit analytiquement
équivalent a4 un voisinage de 0 dans le cone quadratique Q@ = Q 1(0) C
RN=2. Sl existe un coté c¢; de 1I* de longueur strictement supérieure a m,
Q est définie positive. Si les cotés de I1* sont tous de longueur strictement
inférieure a 7, la signature de @) est (N — 3,1).

Remarque. — Si deux sommets successifs de [1* sont antipodaux, i.e. §il
existe deux feuilles successives de S dont l'union est totalement géodésique,
P, est diffeomorphe a un cercle (corollaire 2.12).

Démonstration. — Soit L, espace des modules des (N —1)-lignes polyg-
onales sur S? de longueur [* = (I},...,l%_,). Les éléments de L, peu-
vent étre vus comme des N-gones de S? dont la longueur des N-1 pre-
miers cOtés est fixée tandis que celle du dernier coté cy est variable.
Soit alors f la fonction de £, dans Rt qui & A € L, associe le produit
scalaire (de R?) de D'origine de ce dernier coté avec l'origine du premier :

f(A) =< o(cn),0(c1) >. Par définition, P, = f~1(< wh, w} >).

P, s’injecte naturellement dans L, : on oublie simplement que la
longueur du dernier coté des éléments de P, est fixée. Cette injection est
I’application

H2§k§N—1 Rw,’g

1 {TEHISkSNRwZ |T1---7"N:Id50(3)} —
) — (TQ,...,TN_I)

(Tla"'arN

Soit (exp Ai(t)A;)1<i<n une courbe analytique de [[; o Ruw; tangente
en IT* & P, (les A; sont considérés comme des éléments de SO(3), voir para-
graphe 2.2.4). D’aprés la formule de Campbell-Hausdorff-Dynkin, en écrivant
Ai(t) = Nit + M/t2 mod #3 au voisinage de 0, on a

[T expri®)Ai = 1d+¢| > X4 | + ¢ % > N4

1<i<N 1<i<N 1<i<N

1
3 S NALNA+ D M A | modd?
2<i<N 1<5<5i—1 1<i<N
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Soit T« Py Uespace Zariski-tangent a P, en IT*. On note T(%)P* le fibré des 2-
jets de P, en II* | c’est-a-dire les classes d’équivalence de courbes analytiques
modulo contact du troisiéme ordre. D’aprés la formule précédente,

1<i<N

De méme, T( )73* est le sous-ensemble de TP, constitué des vecteurs tan-
gents « tels qu'il existe (B1,...,0y) € RY vérifiant

Z BiAi + Z Z azAZaa] ]] =0

1<i<N 2<z<N 1<j<i—1

On se souvient, paragraphe 2.3.2, que les deux termes de cette somme ap-
partiennent a des sous-espaces vectoriels supplémentaires de so(3). Par con-
séquent,

2
Tlgl*)P* = {Oé = (ala RN E TH*P* Z Z azAlaa] ] - 0}
2<i<N 1<5<i—1
Tr([%)P* est donc isomorphe au cone isotrope Q de la forme quadratique @ sur
RN=2 définie au paragraphe 2.3.2, qui est non dégénérée d’apreés la proposi-
tion 2.19.

T+ Py est de dimension N —2 et donc, comme L, est un tore de dimension
N — 2, la différentielle ¢, de l'injection 4 est un isomorphisme de 71« P, dans
Iespace tangent 11« L, de L, en IT*. II* est donc un point critique de f
sur L,. En effet, le noyau ker(df )~ de la différentielle de f en II* est par
définition ’espace Zariski-tangent a la fibre de f passant par IT*, ¢’est-a-dire
a Py. ker(df )i~ est donc de dimension N — 2 et dim(Im (df)-) = 0.

Nous voulons prouver que sous les hypothéses du théoréeme, la Hessi-
enne Q*} de f: L, — R en II* est non-dégénérée, ce qui terminera la dé-
monstration. Pour cela, nous allons montrer que l'isomorphisme 4, envoie
isomorphiquement T(Z*)P* sur le cone isotrope Z (Q*}) de QF.

Soit donc @ = (;)1<j<n un élément de T(%)P* et soit r;(t) = exp a; A;t.
[[i<icymi(t) =1d mod ¢ veut dire qu’il existe une courbe de matrices  —»
E(t) telle que limy_,o E(t) = 0 et [[,<;«y ri(t) = [d+ t2E(t). Or

<rot)...rnvo1(t)(wy),wy > = <rot)...rv_1(t)rn(t)(wy), rl(t)_lwf >
<ri()ra(t) ... rv—1 () rn () (wyy), wi >
<wy + PE@)(wy),w] >

= <wy,w;> + t? <E(t)(wy),w

Donc le vecteur i.(a) tangent & la courbe (ro(t),...,rn—1(t)) de L. est
annulé par Q*J‘c.
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Réciproquement, soit @ un vecteur de 7 (Q}Z) Il existe une courbe t +—
A(t) = (ra(t),...,rn-1(t)) de L, telle que pour tout 2 <i < N — 1, r;i(t) =
exp A (t)A; avec \;(0) =0, X;(0) = @;, vérifiant

<rot)...rn 1 (D) (wh),wi > = <wi,wi > + t?e(t) avec %ir%s(t) =0.
—

Soit r1(¢) !(wy) le point du cercle Ry:.wj qui minimise la distance de

r2(t) ... TN-1(t)(wy) & Ryy.w)y. D’aprés I'équation précédente, il existe une

courbe de matrice ¢t — E(t) tendant vers 0 quand ¢ tend vers 0 telle que

E(t)(wy) = tlg [r2() ... rv—1 (B) (wh) — i (8) 7 (wh)]
On a alors r1(t)r2(t) ... ry—1(t)(wh) — t2ri(t)E(t) (wh) = wh et il existe

donc des courbes t — E'(t), lim;—0 £'(t) = 0, et t > 7y (t) € Ry, telles que

r(t)ra(t) ... rn_1(t) — 2E'(t) = ry(t)7 .

Par conséquent, le vecteur « tangent & la courbe ¢ —
(ri(t),...,rny—1(t),rn(t)) appartient & TPP,. On a clairement () =@.

Ainsi, i*(Tr([%)P*) = Z(Q}) Tr([2*)73>k est lui-méme isomorphe au cone
isotrope de la forme quadratique @@ de la proposition 2.19. On obtient fi-
nalement un isomorphisme de RY~2 dans Tj- £, envoyant le cone isotrope
Q de @ dans le cone isotrope de la Hessienne Q}Z. Nous avons prouvé que @)
est non-dégénérée (sous les hypothéses du théoréme). Donc le projectivisé
de Q est lisse et le projectivisé de Z(Q’}) aussi. Or, une forme quadratique
est non-dégénérée si et seulement si le projectivisé de son cone isotrope est
lisse. Q’} est donc non dégénérée et le lemme de Morse implique le théoréme.

0

On en déduit que sous les hypothéses du théoreéme précédent, un voisinage
de [po] dans la variété Hom(I',I'; : H)/H est analytiquement équivalent & un
voisinage de 0 dans le cone isotrope de la forme quadratique non-dégénérée
Q sur RN =2 quotienté par I’action du groupe fini C°(K, Z). En particulier,

COROLLAIRE 2.37. — La variété Hom(I',I'; : H)/H des déformations
de pg par pliage le long de ’hypersurface simplement ramifiée S admet une
singularité quadratique en [pg]. Si de plus les angles entre les feuilles adja-
centes de S sont tous strictement inférieurs a w, elle est de dimension N — 3.

2.7. Quelques autres cas

Une premiére chose & remarquer est que si M contient une hypersurface
totalement géodésique ramifiée S non-connexe, alors on peut appliquer ce
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que nous avons vu a chaque composante connexe de S. Les déformations
par pliages le long de deux composantes connexes de S sont indépendantes
car chacune des composantes est incluse dans une région complémentaire de
Iautre.

Nous nous intéressons maintenant a une question que nous a posé M.
Kapovich sur le cas non simplement ramifié. Nous considérons un cas simple
d’hypersurface totalement géodésique S ramifiée non simplement ramifiée :
le lieu de ramification T de S a deux composantes connexes 17 et T, S est
connexe et contient N feuilles plongées de bord 77 UT5 qui séparent M en
N composantes connexes. On a schématisé S a la figure 5.

I

S1

FiG. 5: Hypersurface ramifiée non simplement ramifiée

Le complexe combinatoire associé & S est alors composé de deux 2-cellules
o1 et o2 recollées le long d’un N-gone d’arétes e, -, en.

Dans ce cas, on a

Zl(Kv Z)=A{ce CI(K’ Z) | H TUl,ei(C(ei)) = H TUz,ei(C(ei)) =1d} .

1<i<N 1<i<N

Nous supposons de plus que tout couple de feuilles adjacentes de .S forme
le méme angle en 77 et en T5.
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Si, comme précédemment, nous notons Z%!(e;) l'image de Z(e;) dans
Z(01) par 74, ¢, nOus obtenons

Zl(KaZ) ~{z € H Z% (e;) | H %= H T0276ioT0176i_1(zi) =1d} .

1<i<N 1<i<N 1<i<N

Nous posons Ty = j(T}) et S’;’“ = 74,6 (J(Si)) pour k = 1,2 et j =

1,---,N. Sf est une feuille de S émanant de T}.

Un élément z; de Z7'(e;) est une rotation autour de gzl Et 'image
Ad(Ye; 05 " Yeson ) (2i) de z; par 7o, © T4y ¢, L est une rotation de méme
angle que z; d’axe de S’? Comme les angles formés par les feuilles de S en
T, et en Ty sont égaux, il existe un élément h de H = SO(n + 1,1) envoyant
ﬁ sur fg et gzl sur S’? pour tout 7. Ad(h)z; est alors une rotation d’axe
h(gll) = S’? et de méme angle que z;. On a donc

T'og,e; © TUlyei_l(Zi) =ad(h)z; .

Par conséquent, si [[;;«n 2 =1d,

H Tog,e; © Tgl,ei_l(zz’) =h H Z; ht=1d

1<i<N 1<i<N

et en fait,

ZNK,Z)~{ze ] 27(e)| [] ==1d}.

1<i<N 1<i<N

On obtient donc le méme espace de déformations que dans le cas d’une
hypersurface totalement géodésique simplement ramifiée.

Dans le cas ou les angles des régions complémentaires en 717 et 75 ne
sont plus supposés égaux, nous ne savons pas décrire l'espace des déforma-
tions. Par contre, en reprenant les arguments du paragraphe 2.3.2, nous
pouvons donner une description compléte du sous-espace €' (U, ZR/[) de
€Y (M,U,ad P) (voir 2.3.1).

Rappelons que Rsy désigne la droite de sections paralléles du fibré ad P
le long de la feuille S} de S. Comme pour tous «, 3, v, U'intersection Ugyg,
est égale a 'union disjointe W (T71) U W (T3), on vérifie facilement que pour
que o = (0y)1<i<j<n appartienne a ¢1(U, Z3,), il faut et il suffit que

Okk+1 = Mk Sk, Vk€E{l,...,N}

Yo okkri= Y., Y, [oiir1,0550] =0 sur W(T) UW(Ty) .

keZ/NZ 2<i<N 1<5<i—1
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Par conséquent, si m; € Ty et mg € Ty, €1 (U, ZR/I) s'identifie & I'intersection
dans RY des deux cones quadratiques

{ Yi<i<n Aisi(ma) =0
Yoa<i<n 2i<j<ioi i silma), Aj sj(ma)] =0

{ ElgiSN Aisi(mz) =0
D oa<icn 2ui<j<i1li si(ma2), Aj sj(me)] =0

On peut dire qu’au niveau de l'intégrabilité & I'ordre 2, tout se passe ici
“localement”, au voisinage du lieu de ramification. Il n’y a pas de condition
“globale” de recollement.

3. Questions ouvertes

Nous avons vu au paragraphe précédent que, méme pour des hypersur-
faces ramifiées relativement simples, on ne savait pas décrire exactement
I’espace des déformations par pliage. Il serait intéressant de poursuivre
I’étude, en particulier pour voir si des singularités d’ordre supérieur peu-
vent exister.

Il faut remarquer que la condition n > 4 du théoréme 2.1 est en fait
nécessaire : en dimension 3, la premiére obstruction a l'intégrabilité d’une
déformation infinitésimale n; € H'(M,ad P) est toujours nulle. En effet,
I’algébre de Lie so(4, 1) se décompose en so(3,1) ®R?* et cette décomposition
est orthogonale pour la forme de Killing de SO(4,1). Elle est donc invariante
sous l'action adjointe de SO(3,1). Le fibré adP = M Xad py S0(4,1) se
décompose en - -

ad P = M Xaq,, 50(3,1) & M x,, R*

et I’on obtient une décomposition similaire du premier espace de cohomolo-
gie :

H'(M,ad P) = H' (M, M X,q,, 50(3,1)) & H' (M, M x,, R') .

D’aprés le théoréme de rigidité de Calabi-Weil, le premier terme de cette
somme directe est nul. Une déformation infinitésimale n; € H'(M,ad P) est
donc cohomologue a un élément de H (M, M X po RY), noté encore n;. Mais
[R*,R*] C so(3,1) et par conséquent la premiére obstruction & 'intégrabilité
de ny, c’est-a-dire la classe de [n1,n1] dans H?(M,ad P), vit en fait dans
H2(M, M Xaq po 50(3,1)). La dualité de Poincaré pour la cohomologie des
formes différentielles & valeurs dans M X po 80(3, 1) implique alors que

H*(M, M X4, 50(3,1)) ~ H' (M, M x,, s0(3,1)) .
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H?(M, M X g p080(3, 1)) est donc réduit a 0 par Calabi-Weil. Ainsi, [ny,n:1] =
0 dans H?(M,ad P).

Dans le cas simplement ramifié par exemple, nous avons vu que dans
I’espace des déformations par pliage, il existait des singularités quadratiques.
D’aprés ce que nous venons de dire, en dimension 3, et si 'on travaille sur
I’espace de toutes les déformations, les obstructions quadratiques tombent.
Il serait trés intéressant de savoir si dans ce cas, il existe quand méme des
déformations infinitésimales non-intégrables, c’est-a-dire si 'espace des dé-
formations peut avoir des singularités d’ordre au moins 3 en la représenta-
tion d’uniformisation. M. Kapovich et J. Millson ont prouvé, voir [KM2],
que c’était le cas au voisinage de la représentation triviale. D’autre part,
article [Kap] de M. Kapovich montre qu’une telle situation ne peut pas se
produire pour des groupes engendrés par réflexions : dans ce cas, l'espace
des déformations est lisse au voisinage de [pp].

Une autre importante question est la suivante : quels sont les objets
géométriques, combinatoires, & l'intérieur d’une variété hyperbolique, qui
permettent de construire des déformations de la structure conforme plate ?
Nous avons vu que les hypersurfaces totalement géodésiques et leur général-
isation les hypersurfaces totalement géodésiques ramifiées en faisaient par-
tie. Mais M. Kapovich a produit dans [Kap| des exemples de variétés que
I'on peut déformer et qui ne contiennent pas d’hypersurfaces totalement
géodésiques. Par ailleurs, K. Scannel ([S]) a montré qu’il existe des var-
iétés hyperboliques de dimension 3 non-Haken, c’est-a-dire ne contenant pas
d’hypersurfaces incompressibles, qui admettent des déformations infinitési-
males (on ne sait pas si elles sont intégrables).
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Troisiéme partie

Variations d’entropies sur les variétés
hyperboliques compactes

Dans cette troisiéme partie, nous nous intéressons au probléme des vari-
ations de l’entropie topologique et de ’entropie métrique sur l'espace des
métriques sur une variété hyperbolique (réelle) compacte. Plus précisément,
nous montrons que les déformations localement conformément plates de la
métrique hyperbolique jouent un role trés particulier, ce qui permet d’étendre
un théoréme de L. Flaminio |F| (voir le théoréme 1.4). Ce qui suit reprend
en partie notre article [Mau2].

1. Définitions et présentation du probléme

Soit M une variété compacte de dimension n. Etant donnée une métrique
riemannienne g sur M, on note Sy M le fibré unitaire tangent de M et &, le flot
géodésique sur SyM . 11y a deux mesures privilégiées sur Sy M invariantes par
&y : la mesure de Bowen-Margulis, qui est la mesure d’entropie maximale et
qui donne I'entropie topologique hyop(g) de (M, g), et la mesure de Liouville,
qui vient de la structure de contact sur S,M et qui donne I'entropie métrique
hiiouv(g) de (M, g).

1.1. — Nous rappelons la définition de ’entropie du flot géodésique £,
mesurée pour une mesure invariante (qui pourra étre soit la mesure de Liou-
ville, et on obtiendra I’entropie métrique, soit la mesure de Bowen-Margulis,
et on aura l'entropie topologique). Nous suivons [R], les démonstrations
peuvent étre trouvées dans [Ma|. Pour simplifier, nous travaillons avec un
difféomorphisme ¢ d’une variété N munie d’une mesure p invariante par €.

Soient P et Q deux partitions de la variété N. On notera P(z) I’élément
de P contenant z € N et PV Q la partition engendrée par P et Q.
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On définit alors 'entropie de P comme

hu(P) = =Y u(P)log pu(P)

pPeP

et ’entropie relative de P par rapport & Q comme

(Plo) = 3 ZHPQQ (5“@)

QeQ PeP ( é?)
N

= p(PNQ)lo .
PE%EQ ST

On a alors h,(PV Q) = h,(Q) + h,(P|Q) et si P est plus fine que P,

hu(P1Q) = hu(P'|Q)
hu(QIP) < hu(QIP")

Si donc &€ : N — N est un difféomorphisme préservant la mesure p, on
définit ’entropie de & relativement & la partition P par :

hu(€,P) = lim 1y W(VIZEP)

n—0o0 M,

On a alors hy, (&, P) = limy, 00 hyu (P Vg € JP). Comme la suite du second
membre est décroissante, on a hy (€, 73) < h,(P|E7TP).

En appelant P" la partition \/?;015 “JP et en remarquant que hy,(P) =
[ —log WP (x)dpu(x), on peut écrire

(& P) = Tim | Dlog u(P" &) dp(a)

n— 00

Si P a une entropie finie, le théoréme de Shannon-McMillan-Breiman montre

que la suite de fonction (—1 log M(P”(:Jc)))neN converge dans L'. On a alors

6. P) = [ =t (5 dogu(P() ) duto).

n—o0

DEFINITION 1.1. — On appelle alors entropie mesurée de £ le réel

hu(§) =suphy(&,P) .
P

Si (Pp)nen est une suite croissante de partitions engendrant la tribu
borélienne de NNV, le théoréme de Kolmogorov-Sinai donne :

hy(§) = lim hy,(€,Pp) .

n—o0
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1.2.— En réponse a une conjecture de M. Gromov |Gr|, G. Besson, G.
Courtois et S. Gallot [BCG| ont démontré que si (M, g) est une variété rie-
mannienne de courbure sectionnelle négative constante, alors le minimum de
I’entropie topologique sur ’espace des métriques sur M de méme volume que
g ne peut étre atteint que par des métriques isométriques a g. D’autre part,
on sait que ’entropie topologique et I'entropie métrique coincident sur une
variété localement symétrique de courbure négative. A. Katok [Kat| a con-
jecturé que cette propriété caractérisait les métriques localement symétriques
parmi les métriques de courbure sectionnelle négative.

Notons M D'espace des métriques riemanniennes sur M. On considére
les fonctions
htop tgEM= htop(g)a

hiiouy : g € M = hiiouy (g)

Sil’on se restreint a ’espace des métriques de courbure sectionnelle négative
sur M, ces fonctions sont C™ et les métriques localement symétriques en
sont des points critiques. L. Flaminio [F| a montré le résultat suivant, qui
répond partiellement & la conjecture de A. Katok.

THEOREME 1.2. — Soit g une métrique de courbure sectionnelle néga-
tive constante sur une variété compacte M , et soit g; une courbe de métriques
de volume constant telle que gy = g. Alors si g, n’est pas tangente a l'orbite
de g sous le groupe des difféomorphismes de M, les fonctions

t— htop(gt) - hLiouV(gt)a

t— htop (gt)

sont strictement convexes en t = 0. En particulier, le long du chemin g;
et pour des t petits, 1'égalité hiop(g:) = hriouv(g:) implique g; = g et on a
hiop(g¢) > hiop(g) pour ¢ # 0.

Contrairement & ce que 'on a longtemps pensé, ces résultats de rigidité
ne s’étendent pas au cas de ’entropie métrique. En effet, les métriques lo-
calement symétriques ne sont pas des extrema locaux de ’entropie métrique,
comme le prouve un autre théoréme de L. Flaminio :

THEOREME 1.3. — I existe une variété hyperbolique (M, g) de dimen-
sion 3 pour laquelle la différentielle seconde de hiioyy : M — R en g n’est
pas de signe constant.

La démonstration de ces théorémes est basée sur le calcul explicite des
dérivées secondes des fonctions t — hiop(g¢) et ¢ — hriouv(g:) en fonction
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du 2-tenseur symétrique h = %h:g (voir la proposition 2.1). La preuve du

théoréme 1.3 que donne L. Flaminio repose sur la théorie des représentations
des réseaux de SO(3,1). On peut penser qu’une étude précise du support
de la mesure de Plancherel pour les représentations de SO(n, 1) permettrait
de généraliser cette démonstration en dimension quelconque.

Nous proposons ici une approche différente, plus géométrique, du prob-
leme des variations de l’entropie métrique qui conduit a une preuve du
théoréme 1.3 en toute dimension. Elle consiste & exhiber des exemples ex-
plicites de variétés hyperboliques compactes M de dimension n > 3 sur
lesquelles n est valeur propre du laplacien brut agissant sur les 2-tenseurs
symétriques. Nous verrons en effet que ’entropie métrique augmente dans la
direction de ces vecteurs propres. Comme d’autre par il existe toujours une
infinité de directions dans lesquelles I'entropie métrique décroit localement,
nous obtiendrons ainsi le théoréme.

Nous considérons ces tenseurs particulier car, comme 1’a montré J. La-
fontaine [L], si h est un tenseur propre du laplacien brut sur M associé a la
valeur propre n, h est une déformation infinitésimale de la structure conforme
plate de M. Or nous savons construire explicitement de telles déformations.
Par ailleurs, du point de vue de ’entropie, c’est suivant ces déformations que
I’on s’éloigne le moins de la structure hyperbolique, ce qui se comprend intu-
itivement puisque la structure conforme plate est un appauvrissement naturel
de la structure hyperbolique. Nous observerons en effet que c’est dans les
directions des déformations conformes plates infinitésimales, si elles existent,
que sont minimisées les variations des fonctions ¢ — hiop(g:) — hiiouv(gz) €t
t = hiop(ge).

Comme dans la deuxiéme partie, nous obtenons en plus des renseigne-
ments sur la dimension du sous-espace propre correspondant. Les théorémes
3.6, 3.8 montrent par exemple que

THEOREME 1.4. — Pour tous entiers n et m, n > 3, il existe une variété
hyperbolique compacte de dimension n pour laquelle la différentielle seconde
de 'entropie métrique est définie positive sur un sous-espace de dimension
m de T'(S?M).

Il faut remarquer que J. Lafontaine [L] a lui aussi décrit une déformation
infinitésimale liée a une hypersurface totalement géodésique. Mais, comme
il nous I’a expliqué, il n’est pas encore prouvé que ce tenseur propre est
non-nul.

(M, g) désignera dorénavant une variété hyperbolique compacte de di-
mension n > 3. Par commodité, nous supposerons sans le mentionner que M
est orientable. Nous commencerons par rappeler les résultats de L. Flaminio
et de J. Lafontaine qui permettent de voir que les déformations conformes
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plates infinitésimales de g sont tangentes & des chemins de métriques le long
desquels ’entropie métrique augmente. Nous adapterons alors la construc-
tion des déformations infinitésimales par pliage au cadre choisi ici pour pro-
duire les chemins de métriques désirés.

2. Entropie et déformations conformes plates

2.1.— Soit donc (M, g) une variété hyperbolique compacte de dimension
n > 3, V la connexion de Levi-Civita de g, § la divergence, V* et §* leurs
adjoints. Si T € I'(S2M) est un 2-tenseur symétrique sur M, on définit
un champ de formes quadratiques T sur le fibré en spheére S;M = {X €
TM tq g(X,X) =1} par TV(X) = T(X, X).

Considérons un chemin de métriques g, t €] — €, €[, de volume constant,
tel que go = g et notons h le 2-tenseur symétrique %h:g. Les dérivées
secondes en g des fonctions hiop, hiiouv, htop — hriouv le long du chemin g;
sont données par la proposition suivante, due a L. Flaminio :

PROPOSITION 2.1. — En notant k le tenseur k(h) = —1h + 1V*Vh +
L(tr,h)g — 16*6h, on a
2\ITglt)g =3 ’

n—1
b,p(0) = Cov (K, "~ L),
—1
,IIJiouv(g) = — Cov (kvakv - n hv)a

2
hgop(g) - ,I,‘iouv(g) = Cov (kvakv)u

ou Cov désigne la covariance du flot géodésique &, sur SyM par rapport a la
mesure d’entropie maximale (ici la mesure de Liouville car g est localement
symeétrique) (cf. [F]).

On considére l'opérateur dV sur les 2-tenseurs symétriques donné par
dVT(X,Y,Z) = VxT(Y,Z) — VyT(X,Z),VX,Y,Z € T(TM); et on note
dV* son adjoint. Comme M est hyperbolique, on a (cf. [Be|) :

(@V*d¥ +dVdV*)T = V*VT —nT, VT € T'(S*M).

Le membre de gauche est positif et par conséquent, le spectre de V*V est
inclus dans [n, +oo[. En utilisant cet argument, L. Flaminio montre que sous
les hypothéses du théoréme 1.2,

"
htop

(9) > § C3y Cov (', 1Y),
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—92)2
Wop(9) ~ Wiony(9) = 2 Cov (%)

D’aprés un théoréeme de Guillemin et Kazhdan |GuK]|, Cov (hY,hY) = 0
implique que la courbe g; est tangente & l'orbite de g sous le groupe des
diffeomorphismes de M. On a donc hi, (g) > 0 et hif, (g9) —hf; ,,(9) > 0.
Le théoréme 1.2 est démontré.

Notons Teich(g) C T'(S?M) 'espace des 2-tenseurs symétriques de trace
et de divergence nulles. Teich(g) est 'orthogonal dans I'(S2M) de 'espace
Imdé* +C°(M) g et est appelé espace des déformations conformes essentielles
de g ([L]). Soit h = %h:g appartenant & Teich(g) un tenseur propre du
laplacien brut V*V associé a la valeur propre A > n. k(h) = $(A—2)h et donc

Vour(9) = —75(A = 2)(A = 2n) Cov (h¥,h"). Le spectre du laplacien brut
est discret : il existe une infinité de valeurs propre de V*V supérieures a 2n et
donc un sous-espace de dimension infinie de Teich(g) dans la direction duquel
I’entropie métrique décroit localement. Par conséquent, comme le remarque
L. Flaminio, il suffit pour prouver le théoréme 1.3 de trouver une variété
hyperbolique (M, g) et un 2-tenseur symétrique h appartenant & Teich(g)
tel que V*Vh = Ah avec A € [n,2n[, car dans ce cas la dérivée seconde en
t = 0 de 'entropie métrique le long du chemin (g+th);c)_ [ sera strictement

positive.

Remarque. — 1l est facile de vérifier que entropie métrique décroit le
long de chemins de métriques conformes a la métrique hyperbolique g.

Supposons qu’il existe h € Teich(g) tel que V*Vh = nh. Un calcul
immeédiat montre que si gy est une courbe de métriques tangente en t =0 &
un tel tenseur, alors on a

top

1
hlop(9) = 3 G2y Cov (", 1Y),

n —2)?
gop(g) - hﬁiouv(g) = % Cov (hvahv)a

le long de g;. Ainsi, parmi les chemins analytiques de métriques de vol-
ume égal a celui de g et non-tangents & l'orbite de g sous le groupe
des difféomorphismes, c’est suivant ceux qui sont tangents au sous-espace
Teich(g) Nker (V*V —nId) que, localement, les fonctions hyep et hyop — hiiouy
varient le moins.

2.2. — En suivant J. Lafontaine (cf. [L]), nous allons voir que le sous-
espace (Teich(g) Nker(V*V —nld)) peut s’interpréter en termes de défor-
mations de la structure conforme plate de M. Ceci permettra de mieux
comprendre cette derniére remarque et de prouver le théoréme 1.4.
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La métrique g est hyperbolique et donc a fortiori localement conformé-
ment plate. Pour le probléme qui nous occupe ici, c’est la définition en
termes de courbure d’une telle métrique qui est adéquate. Oublions pour
Iinstant que g est hyperbolique et notons

R(g) le (4,0)-tenseur de courbure,

Ric(g) la courbure de Ricci,

Scal(g) la courbure scalaire,

S(g) = Ric(g) — ﬁ[)’cal(g)g le tenseur de Schouten-Ricci,
et W(g) le tenseur de Weyl de g.

On a

R(g) = —5S(9)g + W (o)

ou 'on a noté par un point le produit de Kulkarni-Nomizu. La métrique g
est localement conformément plate si et seulement si :

dV(S(g)) =0 pour n =3,
W(g) =0 pour n > 4.

Si g est une métrique localement conformément plate, une déformation
conforme plate essentielle de g est un chemin de métriques g; tel que gg = g,
%h:o € Teich(g) et

vt, dVt(S(g;)) =0 pour n =3
Vt, W(g;) =0 pour n >4

(Vy est la connexion de Levi-Civita de g;). Les déformations infinitési-
males correspondantes, c’est-d-dire les 2-tenseurs symétriques potentielle-
ment tangents & une déformation conforme plate essentielle, sont les tenseurs
h € Teich(g) tels que (dVS)'(h) = 0sin =3 et W/(h) = 0sin >4 (on
a noté (dVS)'(h) et W'(h) les linéarisés des opérateurs dv.S et W dans la
direction de h).

J. Lafontaine |L] a identifié ’espace des déformations infinitésimales con-
formes plates d’une métrique hyperbolique :

PROPOSITION 2.2. — Soit (M,g) une variété hyperbolique compacte.
L’espace des déformations infinitésimales conformes plates essentielles de g

est le sous-espace Teich(g) Nker(V*V —nld) de Teich(g).

Démonstration. — Nous allons montrer que si h est une déformation
infinitésimale conforme plate essentielle alors h € ker(V*V —nld). La ré-
ciproque se fait par un calcul direct en utilisant le lemme 2.3 (que nous
démontrerons bientot) et les formules de variations des différents tenseurs de
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courbure (cf. [Be|] p. 63). Si D est un opérateur différentiel, nous notons
D'(h) son linéarisé dans la direction de h.

Nous commengons par montrer que pour n > 4, W'(h) = 0 implique
(dVS)'(h) = 0. Nous pourrons alors traiter les cas n = 3 et n > 4 en
méme temps. On sait, voir [Be|p. 435, que dW = —Z—:gde. Comme g est
localement conformément plate,

(W) (h) = 0"'(h). W (g) + 6(W'(h)) = 6(W'(h))
et W'(h) = 0 implique (dV S)'(h) = —2=2(sW)'(h) = 0.
Soit maintenant h € Teich(g) tel que (dVS)'(h) =0

(dVS)(h) = (dV)'(h).(Ric — @Scal g) + d¥ (Ric' (h))
—mdv(Scal’(h)g + Scal h))

= (dVRic)'(h) — Q(n—l_l)Scal ((@V) (h)g +dVh)
—ﬁdv(Scal'(h)g)

Or (dV)'(h)g+d¥ h = (dVg)'(h) = 0 et Scal'(h) = A(tryh)—06h—(Ric,h) =
0 car h appartient a Teich(g) et que, comme g est une métrique d’Einstein,
(Ric,h) = —(n — 1)tryh. Par conséquent, (dV.S)'(h) = (d¥ Ric)'(h). Mais
le théoreme 1.174 de [Be| appliqué au cas de la courbure constante -1 donne
Ric'(h) = 1V*Vh — nh. Donc

(dVS)'(h) = (dV)'(h).Ric+ dY(Ric (h))
= —(n—1)(d%)(h)g — d¥ (V*Vh - nh)
= —dV(§V*Vh—h).

On utilise alors le lemme :

LEMME 2.3. — Sur une variété hyperbolique compacte (M,g),
Teich(g) Nker(V*V —nId) = {h € T'(S?M) | tryh = d¥h = 0}.

Démonstration du lemme. — Immédiate a partir de la formule de
Weitzenbock dV*dY + dVdV* = V*V — nld et de lidentité de Ricci
VY =V*V —V§ —nld.

O
On vérifie facilement que V*Vh appartient & Teich(g) et on a donc:
(@vVS)(h)=0 = (V*V—-nld)(3V*V —1d)(h) =0

= (V*V —2Id)(V*V — nId)(h) =0
= (V*V —nld)(h) =0

car n > 2 et donc 'opérateur V*V — 21d & toutes ses valeurs propres stricte-
ment positives : il est inversible.
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0

La structure conforme plate étant un appauvrissement naturel de la struc-
ture hyperbolique, les courbes tangentes a Teich(g)Nker(V*V —n Id) restent,
en un sens, assez proches de g. Cela explique pourquoi les variations des
fonctions hyep et hiop — hriouy sont minimisées dans ces directions.

Nous pouvons résumer les résultats de Flaminio et Lafontaine qui nous
serons utiles par la

PROPOSITION 2.4. — Sur I'espace des déformations conformes plates de
la métrique hyperbolique g (s’il n’est pas réduit a {0})), 'entropie métrique
admet un minimum local en g.

Il suffit donc pour prouver le théoréme 1.4 d’exhiber des variétés hyper-
boliques compactes admettant de telles déformations.

3. Construction de déformations infinitésimales

Cette section est consacrée a la construction de déformations infinitési-
males conformes plates de g, c’est-a-dire de tenseurs h € Teich(g) N
ker(V*V —nld).

3.1. — Nous effectuons cette construction dans un cadre cohomologique
que nous mettons maintenant en place. Tout d’abord, le lemme 2.3 implique
que les tenseurs que nous cherchons sont les tenseurs {h € ['(S?M) | tryh =
dVh = 0}.

Par abus de notation, si U est un ouvert de M, nous notons encore d¥
Iopérateur différentiel qui envoie f € C®(U) sur Vdf — fg € I'(S?U).
LEMME 3.1. — dY odY =0 sur C®(U).

Démonstration. — Soit f € C®(U). d¥ odVf = dV(Vdf — fg). En
notant R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vix,y]Z le tenseur de courbure
de g, on a d¥ (Vdf)(X,Y,Z) = —df (R(X,Y)Z). D’autre part,

dv (f9)(X,Y,Z) = (Vx[f9)(Y,Z)—(Vy[f9)(X,Z)
= (X.flg(Y,Z2) — (Y.f)9(X, Z)

Comme ¢ est de courbure constante -1, R(X,Y)Z = —(g(Y,2)X —
9(X,Z)Y) et le lemme suit. O

On peut donc définir les espaces de cohomologie

HY(U) ={f € C®(U) | d¥ f = Vdf — fg =0},
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HL(U) = {h € D(S?U) | dVh = 0}/d¥ (C*°(V)).
LEMME 3.2. — HE(M) = {h € T(S?M) | trgh = dVh = 0}

Démonstration. — Soit h tel que tryh = 0 et dVh = 0. Supposons qu’il
existe f € C®°(M) telle que h = d¥ f = Vdf — fg. Alors —tr,(Vdf —fg) =0,
ie. Af+nf =0. Comme M est compacte, ceci implique que f = 0 et donc
{h € T(S?M) | trgh = dVh = 0} est inclus dans HE(M).

Considérons maintenant un 2-tenseur h tel que dVh = 0 et montrons
qu'il existe un représentant de la classe de h dans Hy, (M) qui appartient a
{h € T(S?M) | trgh = d¥Vh = 0}. L'opérateur A +nld a toutes ses valeurs
propres strictement positives et est donc inversible : il existe u € C*°(M)
telle que Au+nu = tryh. Soit alors h=h+dvu. het h sont cohomologues
et trngL =tryh — Au —nu = 0. O

Ainsi, une déformation infinitésimale de la structure conforme plate de
(M, g) peut se voir comme une classe de cohomologie dans Hy,(M).

Avant de passer a la construction proprement dite, nous avons besoin
d’une caractérisation des fonctions de d¥ nul sur le revétement universel H”
de M. On rappelle que H* = {z = (z1,---,Zny1) € R*! | ¢(z,2) =
—1 et 2,41 > 0}, ol ¢ est la forme quadratique 22 + -+ + x2 — x%_ﬂ sur
R**!. Nous notons encore V la connexion de Levi-Civita de la métrique
hyperbolique ¢ sur H”. On montre:

LEMME 3.3. — Soit U un ouvert de H" et f € C®(U). Onad f =0
sur U si et seulement si f est la restriction a U d’une forme linéaire sur R*+1.

Démonstration. — Soit f une forme linéaire sur R**!. 1l existe un
vecteur u de R**! tel que pour tout z, f(z) = q(u,z). On considére f
comme une fonction sur H”. Soient X et Y des vecteurs tangents & H" en
x.

VA(X,Y) = X.df(Y)-df(VxY)
— Xq(u,Y) —q(u, VxY)
= q(u, XY —VxY).

Or par définition de la connexion de Levi-Civita sur H", on a VxY = X.Y +
q¢(X.Y,z)z. Donc Vdf(X,Y) = —q(u,z)q(X.Y,z) = f(x)g(X,Y).

Réciproquement, supposons que f € C®(U) soit telle que dVf = 0.
Soit E le gradient de f, i.e. le champ de vecteurs sur U tel que VX € TU,
df (X) = ¢q(E,X). Un calcul rapide montre que Vdf(X,Y) — fg(X,Y) =
q(VxE— f(2)X,Y), quels que soient X,Y € T, U. Ainsi,

dVf=0= VxE— f(z)X =0.



93

Comme VxE — f(z)X = X.(E — f(x)z), 2 — f(x)x est constant sur U.
Notons ¢ ce vecteur : pour z € U, q((,z) = q(E—f(z)z,z) = —f(z)q(z,z) =
f(x). f est bien la restriction & U d’une forme linéaire sur R**!,

0

Nous allons maintenant montrer que la construction des déformations
infinitésimales de la structure conforme plate de M par pliage le long
d’hypersurfaces totalement géodésiques se transpose sans probléme dans le
cadre que nous venons de fixer. On pourrait en fait prouver que les espaces
de cohomologie HY (M) et H'(M,ad P) sont isomorphes. Nous préférons
répéter la construction : on obtient comme cela des chemins de métriques
explicites et plus simples que si I’on passe par un isomorphisme. De plus,
nous le verrons, la forme trés particuliére des métriques obtenues est intéres-
sante en soi.

3.2.— Pour commencer, nous supposons que la variété hyperbolique
compacte (M, g) contient une hypersurface totalement géodésique S plongée
a deux faces. Nous procédons comme au paragraphe 1.1.2 de la seconde
partie.

Soit m € S. w1 (S, m) agit sur (R"T1)* (Pespace des formes linéaires sur
R*1) via la représentation naturelle de m (M, m) dans SO(n,1) et on a le
lemme suivant :

LEMME 3.4. — Il existe une unique droite de (R"*')* invariante par
w1 (S, m).

Démonstration. — Soit m € p~!(m) et S C H" le relevé de S passant par
m. On considére le vecteur unitaire v € R**! tel que S soit I'intersection de
H" avec hyperplan {z € R**! tq g(v,x) = 0} (voir lemme 1.2). La droite
cherchée est Ry ot ¢ est la forme linéaire = — q(v, z).

0

Soit W un voisinage tubulaire de S dans M : la forme linéaire ¢ passe
au quotient en une fonction € C*°(W), non nulle, telle que dVp = 0,
c’est-a-dire en un élément de HY(W).

Nous supposerons pour simplifier que S sépare M en deux composantes
connexes. Soient {U,V} le recouvrement ouvert associé¢ & S. Nous remar-
quons que puisque M est compacte, H%(M) = 0. En effet, dVf = 0 im-
plique, en prenant la trace, que Af +nf = 0 et donc que f = 0. La suite
exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvrement {U,V'} de M est donc :

0— HY(U) ® HY(V) — HY(W) — Hy(M) — -
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et il nous suffit de montrer que ’homomorphisme cobord HY (W) — HE (M)
envoie P sur une classe de cohomologie non triviale de Hy,(M). Nous allons
en fait démontrer qu’il est injectif, c’est-a-dire que HY(U) @ HE(V) = 0.
Nous montrons maintenant le lemme 1.3 du paragraphe 1.1.2 de la deuxiéme
partie.

LEMME 3.5. — Si (N, g) est une variété hyperbolique compacte de di-
mension supérieure ou égale a 2 a bord totalement géodésique alors HS(N) =
0. Par conséquent, le groupe fondamental d’une variété hyperbolique com-
pacte a bord totalement géodésique de dimension n > 2 n’a pas d’invariant
non nul dans (R**1)* (ou dans R**1).

Démonstration. — Soit f € C®°(N) telle que d¥ f = Vdf — fg = 0. En
prenant la trace par rapport a g, on obtient Af +nf = 0. Soit B une
composante du bord de N. Notons VZ et AP la connexion de Levi-Civita
et le laplacien de la métrique induite sur B par g. Comme B est totalement
géodésique, on a VB = V et par conséquent,

Vdf —fg=0sue N = VBdf —fg=0 sur B
= ABf+(n—-1)f=0sur B
= f =0 sur B (B est compacte).

Ainsi, une fonction f € C®°(N) telle que d f = 0 est solution de I’équation
Af +nf = 0 avec condition de Dirichlet au bord. N est compacte : elle
est nulle. Le lemme 3.3 implique que le groupe fondamental 71 (N) de N,
agissant via la représentation d’uniformisation 7 (N) — SO(n, 1), n’a pas
d’invariant non nul dans (R"*!)* (ou dans R**1).

O

Soit f € HY(U) et soient U=p ' (U)et f=fop:U cCH" — R,
av f = 0 sur U et donc f est la restriction d’une forme linéaire sur R*+1,
invariante par w1 (U, m). Mais U se rétracte par déformation sur MU S qui
est une variété hyperbolique compacte de dimension n & bord S totalement
géodésique. D’apres le lemme 3.4, w1 (U, m) ne peut avoir d’invariant non nul
dans (R*1)* . f =0et f = 0. Ainsi, HS(U) = 0 et, de méme, HS (V) = 0.
L’homomorphisme cobord est injectif et I'image h de © est non nulle.

Il est facile de vérifier que si M contient m hypersurfaces disjointes
Si,...,Sk, totalement géodésiques plongées & deux faces, alors les combi-
naisons linéaires des déformations par pliages le long des S; sont encore des
déformations infinitésimales non-triviales. Nous avons prouveé :

THEOREME 3.6. — Soit (M,g) une variété hyperbolique compacte
de dimension m > 3 contenant m hypersurfaces disjointes totalement
géodésiques plongées a deux faces. Alors dim HL (M) > m et donc b, . (g)

Liouv
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est strictement positive dans la direction d’un sous-espace de dimension au
moins m de I'(S?M).

Les variations des fonctionnelles hio, et hiop — hriouy sont minimisées
localement le long des courbes ¢t — g = g + th, o h est une déformation
infinitésimale conforme plate essentielle. A ce propos, il est intéressant de
remarquer que dans les exemples construits ici, le support du tenseur h est
contenu dans un voisinage tubulaire aussi petit qu’on veut de ’hypersurface
totalement géodésique S. Les métriques g; sont donc encore hyperboliques
sur une trés grande partie de la variété.

3.3. — Si nous supposons maintenant que M contient une hypersurface
totalement géodésique simplement ramifiée & N feuilles, alors la construction
de déformations infinitésimales se passe comme & la section 2.3.

LEMME 3.7. — Soit m € T. Il existe une unique droite de (R"*!)*
invariante par I'action de 71(S;,m).

La démonstration de ce lemme est identique a celle du lemme 3.4, une fois
remarqué que, puisque 1" est totalement géodésique, le lemme 3.5 implique
que 71 (S;,m) est Zariski-dense dans SO(n—1,1). Soit S; le relevé de S; dans
H" passant par m € pfl(m). Quitte a renuméroter, on peut supposer les
vecteurs v; normaux aux gl ordonnés dans le sens trigonométrique (le fibré
normal au relevé de T dans H" est de dimension 2). Les droites invariantes
sont engendrées par les formes linéaires p; = q(v;, .).

Nous considérons le recouvrement ouvert U construit en 2.2.1 dans la
partie 2. Les formes ¢; passent au quotient en des éléments @, € H%(Uiyi.'.l).

Soient ]—"](\)/[ et ]—"]{/f les faisceaux respectivement associés aux fonctions C'>
et aux 2-tenseurs symétriques sur M. Notons I'(Uy,...;,, Fis), ¢ € {0,1}, les
sections de ces faisceaux sur Uy, ...;,. On notera encore ¢y, ... ;, les éléments
de F(Uio,...,ip,fj‘{/[) avec la convention ... o ... g,.. = —¢... 3 ... a,.... Pourp >0,
soit CP(U, FE) le groupe des cochaines de Cech correspondant :

CPU,FL) = 1T T(Uig iy Fip)-
0<ip<-<ip<k—1

Soient CPU,Z%) = {¢p € CPU,FL) tqdV¢ = 0}, i Dlinclusion
CPU,ZY) — CP(U,FY), r les restrictions C®(M) — CO(U,F) et
[(S2M) — CO(U, FL).

On définit Vopérateur différence § : CP(U, FE) — CPTH(U, FL) comme
au paragraphe 2.3.1 et on obtient un double complexe augmenté & la Cech-de
Rham :
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Tdv av av av
0 — D($2M) 5 O, FL) 2 o, ;L) 5 2w, FLy s -
Tdv av av av
0 — (M) 2 U, F2) 2 o, FL) L cru, FL) s -

oW, 2%) %, 2%) 5 C2U, 28) 2 -

On peut alors répéter ce que nous avons fait au paragraphe 2.3.2 : pour
construire des déformations infinitésimales non triviales, il suffit de trou-
ver des éléments de C1(U, ZY), c’est-a-dire des fonctions dV-fermée sur les
intersections de deux ouverts de U qui se recollent entre elles. Comme au-
paravant, on simplifie le probléme en assimilant ces fonctions & des formes
linéaires sur R**!. Finalement, on obtient :

THEOREME 3.8. — Supposons que M contienne une hypersurface to-
talement géodésique simplement ramifiée a N feuilles. Alors le sous-espace
de I'(S*M) dans la direction duquel hY; (g) est strictement positive est de
dimension au moins N — 2.

4. Questions ouvertes

Le probléeme des variations des fonctionnelles hyiouy et hiop — hriouy sur
les autres espaces localement symétriques de courbure négative et en par-
ticulier sur les variétés hyperboliques complexes est encore complétement
ouvert.

Considérons les variations de ’entropie métrique sur une variété hyper-
bolique complexe, compacte (de dimension réelle n > 4). Il est possible de
reprendre la démonstration de Flaminio [F| et d’exprimer la dérivée seconde
de hyiouyv le long d’'un chemin de métriques ¢t — ¢; en fonction du 2-tenseur
h = %h:g. On obtient évidemment une formule beaucoup plus compliquée
que dans le cas hyperbolique réel. La question est de savoir si la méthode que
nous avons mise en ceuvre dans le cas réel peut s’adapter au cas complexe.

Une variété hyperbolique complexe M compacte n’est pas locale-
ment conformément plate, mais nous avons encore la représentation
d’uniformisation du groupe fondamental I' de M, qui est cette fois & valeurs
dans le groupe SU(m,1) des isométries de ’espace hyperbolique complexe



97

de dimension complexe m. On pourrait essayer d’imiter le cas réel en dé-
formant cette représentation dans SU(n + 1,1). D’aprés [BW], il existe des
sous-groupes arithmétiques cocompacts de SU(n, 1) qui admettent des dé-
formations infinitésimales dans SU(n + 1,1). Si tout ce passe comme dans
le cas réel, cela devrait suffire. Il y a cependant plusieurs difficultés. Pre-
miérement, d’aprés un théoréme de Goldman et Millson [GM2]|, aucune de
ces déformations infinitésimales n’est intégrable. Cette rigidité se verra-t-
elle au niveau de l'entropie ? Deuxiémement, le théoréeme de [BW] n’est
pas constructif : il peut exister des déformations infinitésimales, mais on
ne sait pas en construire explicitement. Troisiémement, pour travailler sur
I’entropie, il faut traduire ces déformations de représentations en déforma-
tions de métriques sur la variété M. Or les représentations I' — SU(n+1,1)
s'interprétent géométriquement plutot sur un S'-fibré au dessus de la variété
M (en termes de structures pseudoconvexes sphériques).

On peut essayer une autre analogie avec le cas réel, qui est en fait en lien
étroit avec ce que nous venons de dire (voir [Kam|). Nous ’avons remarqué,
le tenseur de Weyl d’une métrique hyperbolique complexe n’est pas nul. Mais
il y a un analogue du tenseur de Weyl en géométrie presque hermitienne : le
tenseur de Bochner (cf. [TV]).

Si (M, g) est une variété kihlérienne de dimension complexe m, et J la
structure complexe de M, le tenseur de Bochner B(g) de g est donné par

1

B(g) = R(g) — 2+ 2)

sz @+ ) (Ricts) - Scal(g)

1
4(m +1)

ou l'on a posé

d)(T)(xvyvsz) = ( )T(va) +g(y7 )T(xvz)
—g(w w)T (y,2) — gy, 2)T (2, w);
V(T)(z,y,z,w) = 2¢(z,Jy)T(z, Jw) + 2g9(z, Jw)T(z, Jy)
+g(z, J2)T (y, Jw) + g(y, Jw)T (z, Jz)
—g(z, Jw)T(y, Jz) — g(y, J2)T (2, Jw);

pour tout 2-tenseur symétrique 7. Sur une variété hermitienne de dimension
complexe 2, c’est la partie anti-auto-duale du tenseur de Weyl. Le tenseur
de Bochner est ’analogue du tenseur de Weyl dans le sens ou une métrique
d’Einstein de tenseur de Bochner identiquement nul est de courbure holo-
morphe constante. Les déformations conformes plates du cas réel pourraient
donc se traduire en déformation & tenseur de Bochner nul. Nous appellerons
de telles déformations des déformations Bochner-plates.

Le petit résultat de rigidité suivant montre qu’en dimension complexe 2, il
faudra chercher les déformations Bochner plates de la métrique hyperbolique
complexe g parmi les métriques qui ne sont pas kihlériennes pour la méme
structure complexe.
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THEOREME 4.1. — Soit (M, g) une variété hyperbolique complexe de
dimension complexe 2 et soit J la structure complexe de (M,g). Si l’on se
restreint 4 I’espace des métriques sur M kahlériennes pour la méme structure
complexe J, alors il n’y a pas de déformations infinitésimales Bochner plates
essentielles de g.

C’est-a-dire que si h € Teich(g) est tangent & un chemin ¢ — g¢; de
meétriques kihlérienne pour J, B'(h) = 0 implique h = 0.
Démonstration. — On montre d’abord que B’(h) = 0 implique dVh = 0

comme dans la proposition 2.2 en utilisant la proposition

PROPOSITION 4.2. — Sur une variété kahlérienne de dimension com-
plexe 2, on a

3 1
dB(g) = —EdvRic(g) + ﬂdScal(m + 7a)
ou m(z,y)z = g(z,2)y + g(y, 2)z et mo(z,y)z = 29(Jz,y)Jz + w1 (Jz, Jy)z.

Démonstration de la proposition. — Par définition,

Blg) = R(g) — (¢ + ¥)(Ricly) — 13 Scal(9)g)

1

8
D’aprés [TV] p. 374, en dimension complexe 2, (1) = 3¢(T") pour tout
2-tenseur 1" symétrique, hermitien et de trace nulle. Ainsi,

(¢ + ) (Ric — ;Scal g) — 15(¢ +1)(Scal g)
¢(Ric — $Scal g) — 5 (¢ + 1) (Scal g)
¢(Ric) + Zp(Scal g) — F1p(Scal g)

B

R —
R —
R —

DO 0| =00 —

On a de plus le lemme

LEMME 4.3. — D’une maniére générale, §¢(T) = d¥T + 0T (m1). Si de
plus la variété est kidhlérienne et si le 2-tenseur T' est hermitien alors

(T (x,y,z) = dvT(Jx, Jy,z) +2(V 5, T)(z, Jy) + 0T (mo(z,y)z) .

En particulier, sur une variété kihlérienne, on obtient

{ 0p(f g) = —2df (m),
0p(f g) = —2df (2),

pour toute fonction C*° f. On en déduit

0B

SR — L6¢(Ric) + &0¢(Scal g) — 1564 (Scal g)
= 0R — £(dVRic+ §Ric(m)) — 5ydScal(m) + 5gdScal(ms) .
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Mais 6R = —dY Ric et 6Ric = —%dScal. Finalement,

3 1
B=—2d"Ric+ — :
) 2d Ric + 24d5'cal(7r1+7r2)

0

Par conséquent, sur la variété hyperbolique complexe compacte (M, g, J),
si l'on suppose que h est tangent & un chemin ¢ — g; de métriques kélhléri-
ennes pour J, on a

B'(h)=0= (6B)'(h) =0 = <—%dvRic+ idScal(m + 7r2)>, (h)=0.

(dScal(m+m2)) (h) = dScal'(h)(m1+m2)+dScal(g)((m1+m2) (h)). Mais g est
de courbure scalaire constante et donc dScal(g) = 0. D’autre part, comme
h € Teich(g) et que g est une métrique d’Einstein, Scal’(h) = A(trgh) —
§0h — (Ric(g),h) = 0. Donc B'(h) = 0 implique (d¥ Ric)'(h) = 0.

Soit Aph = V*Vh+ Ricoh+ho Ric—2R°(h) le laplacien de Lichnérowicz
(R°(h) = trgh(R(y,.)z,.)). On pose JoT o J(z,y) = —T(Jz,Jy) pour
tout 2-tenseur symétrique T et on note Teich(g)” I’ensemble des 2-tenseurs
T € Teich(g) hermitiens, c’est-a-dire tels que J oT o J = —T'. Le fait que
pour tout ¢, g; soit kdhlérienne pour J montre que h = %gt appartient a
Teich(g)”.

On vérifie alors facilement que, comme g est hyperbolique complexe,
R°(h) =h+3JoholJ—tryhg=—2h pour h € Teich(g)”’,
et donc que Ap(h) = V*Vh — 8h.

Mais Ric'(h) = $Aph — 6*0h — Vd(trgh) = $Aph pour h € Teich(g).
Par conséquent, pour h € Teich(g)”,

(d¥V Ric)'(h) = (dV)'(h).Ric(g) + dY (Ric (h))
= —6(dV) (h).g +dv(3V*Vh — 4h)
dV(3V*Vh+2h) car (dVg)'(h) =0.

Donc B'(h) = 0 implique d¥ (V*Vh + 4h) = 0. On utilise alors la formule
de Weitzenbock

dV*dVh = 2V*Vh + Rico h + ho Ric — 2R°(h) — 26*6h

dans le cas g hyperbolique complexe et h € Teich(g)”. On obtient dVdV =
2(V*Vh — 4h). Comme h € Teich(g)’ implique V*Vh + 4h € Teich(g)”,

B'(h)=0 = dY¥o(V*V+4Id)(h)=0
= (V*V —4Id)o (V*V +41d)(h) =0
= (V*V +41d) o (V*V —41d)(h) =0
= (V*V —41d)(h) =0
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car V*V — 41d > 0 et donc V*V + 41d est inversible. Comme de plus
V*Vh — 4h = 0 implique d¥Vh = 0, on conclut que

(h € Teich(g)’ et B'(h)=0)=d h=0.

h est donc un tenseur de Codazzi et on peut utiliser la proposition 16.8 de
[Be] :

LEMME 4.4. — Sur une variété kihlérienne (M,g,J), tout tenseur de
Codazzi hermitien T' est paralléle.

Démonstration du lemme. — Soit T un 2-tenseur de Codazzi hermitien.
Grace a g, on peut considérer 7' comme un (1,1)-tenseur : on a alors T'oJ =
JoT et dVT(z,y) = V,T(y) — V,T(z) = 0.

Soit k(z,y,2) = g(Vz(J o T)y, z). J est parallele et donc k(z,y,z) =
g(J oV, T(y),z). dVT = 0 implique

k(z,y,2) = g(J o V,T(y),2) = g(J o VT (), 2) = k(y,z,2) .
D’autre part,

k(z,y,2) = —g(V.T(y),Jz)

—9(Vz(Ty), J2) + g(T(Vay), J2)

—2.9(Ty, Jz) + 9(Ty,V(J2)) + 9(Vay, T o J(2))

= —x.9(y,ToJ(2) + 9y, T(Ve(J2))) +3.9(y, T o J(2))
—9(y, V(T 0 J(2)))

= —g(y, V(T o J)(2))
= —g(Vi(JoT)z,y)
= —k(z,z,vy) .

k est donc antisymétrique en y et z et symétrique en x et y : k est iden-
tiquement nul et VI' = 0.
O

Finalement, comme dV dVh = V*Vh —4h, on a h = 0 ce qui conclut la
démonstration du théoréme 4.1.

O
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Quatriéme partie

La métrique de Nayatani pour les
groupes géométriquement finis

1. Introduction et définitions

Soit (B!, h) le modéle en boule de 'espace hyperbolique de dimension
n+1: B"" est la boule unité de R**! et h la métrique de Poincaré

2 2

ot |.| désigne la norme euclidienne sur R**1.

Le bord & I'infini de B™*! est la sphére unité S™ de R**! et on sait que
chaque isométrie de B"*! agit comme une transformation conforme de S™
munie de la métrique standard gy. Le groupe des transformations conformes
de (S™, go) est donc identifié au groupe H des isométries de B"F!.

Soit I' un groupe kleinien, c’est-a-dire un sous-groupe discret du groupe
H. Nous supposerons que I' est sans torsion. L’ensemble limite A(T") de T’
est par définition ensemble des points d’accumulation dans B*+1 de lorbite
sous I' de n’importe quel point de B"T!. Comme B™*! agit proprement
discontinuement sur B"*!, A(T") est inclus dans S™. Nous supposerons encore
que I' est non-élémentaire, i.e. que A(L") est infini. Le complémentaire Q(T")
de A(T") dans S™ est appelé domaine de discontinuité de T.

L’exposant critique §(I") de I' est définit par

() =inf{s >0 | Zexp(—sd(w,vy)) < oo}
vyel
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ot ¢,y € B! et d est la distance hyperbolique sur B!, Comme T est
non-élémentaire, on a 0 < §(I') < n.

[ agit librement et proprement discontinuement sur B"*! U Q(T') et
le quotient X = (B"*t U Q(T))/T est donc une variété lisse. Son bord
M = Q(I")/T" hérite de la structure conforme plate de S™ (c’est d’ailleurs un
représentant particulier de cette structure conforme plate qui nous occupera
ici).

DEFINITION 1.1. — On dira que I' est convexe cocompact si le quo-
tient C(A(T"))/T est compact, ou C(A(T')) désigne I’enveloppe convexe hy-
perbolique de A(I') dans B"+1.

Par exemple, le groupe fondamental d’une variété hyperbolique compacte
N de dimension n, considéré comme un sous-groupe de H est convexe-
cocompact : son ensemble limite est S ! C S™ et donc C(A(T))/T =
B"/I'=N.

DEFINITION 1.2. — Si ' admet un polyédre fondamental dans B"+!
n’ayant qu’un nombre fini de faces, il sera dit géométriquement fini.

On sait que les groupes kleiniens convexes cocompacts sont les groupes
géométriquement finis sans éléments paraboliques. D’autre part, un groupe
est convexe cocompact si et seulement si la variété X est compacte. Par
contre, la variéte M = Q(I')/T" peut étre compacte sans que I' soit convexe
cocompact.

Etant donné un groupe kleinien I', S.J. Patterson |P| et D. Sullivan [Sul]
ont construit des mesures particuliérement intéressantes, a support dans
I’ensemble limite de ce groupe (nous en donnerons les propriétés au début
de la section suivante et une définition dans la démonstration du théoréme
2.2). En utilisant ces mesures, S. Nayatani |N| a construit une métrique
g sur Pensemble de discontinuité Q(I') C S™ de I', conforme a la métrique
standard g de la sphére et invariante par I". En notant § = §(I") I’exposant
critique de T et  une mesure de Patterson-Sullivan sur A(T"), g est donnée

par :
o6 2/0
= S .
g /A(F) P—EY n(y) | 9o

g passe au quotient et on obtient une métrique compatible sur la variété
kleinienne M = Q(T")/T.

Comme I'a montré S. Nayatani, cette métrique a des propriétés de cour-
bure remarquables. En particulier, la courbure scalaire de g s’exprime di-
rectement en fonction de I'exposant critique 6(I") de ', ce qui permet de faire
le lien avec les travaux de R. Schoen et S.T. Yau (cf [SY]) sur les variétés
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localement conformément plates. Ces propriétés permettent de démontrer
un résultat d’annulation de la cohomologie sur la variété quotient M (cf. [N],
théoréme 5.2) qui a été notamment utilisé par H. Izeki ([I], théoréme 5.1)
pour donner une nouvelle démonstration d’un théoréme de rigidité portant
sur 'exposant critique des groupes kleiniens convexes cocompacts.

Si I' est convexe cocompact, la variété quotient M est compacte et donc
la métrique g est compléte sur Q(I'). Nous nous intéressons ici a la complé-
tude de g dans le cas ou I' est seulement supposé géométriquement fini. En
comparant le facteur conforme de g avec les masses totales de mesures de
Patterson-Sullivan bien choisies, et grace a l'article [Su2| de D. Sullivan, on
voit apparaitre une condition portant sur le rang des cusps. Plus précisé-
ment, on montre que g est compléte si et seulement si 'ensemble limite A(T")
de I' ne contient pas de point fixe parabolique de rang k < (") (théoréme
2.1). La section suivante est consacrée a la démonstration de ce théoréme
(nous reprenons a peu de choses prés notre note [Maul]). Dans la sec-
tion 3, nous donnons un corollaire de ce résultat concernant les applications
développement des structures conformes plates.

2. Complétude de la métrique

Can one realize conformally flat Riemannian manifolds as Kleinian man-
ifolds, that is, quotients of (connected) domains of the unit sphere S™ by
Kleinian groups? Schoen and Yau [SY]| answered positively this question for
a large class of conformally flat manifolds, which in particular contains those
which admit a compatible complete metric of non-negative scalar curvature.

Conversely, given a non-elementary Kleinian group I', Nayatani [N] con-
structed a metric g on the domain of discontinuity €(I') of I', which is con-
formal to the standard metric gy of S™:

o6 2/0
= 4 ,
g /A(F) Pa——rr n(y) | 9o

where A(T") C S™ is the limit set of I', 6 = o(I") its critical exponent, |.| is
the Euclidean norm of R**! and p is a Borel measure supported on A(I') of

unit total mass such that for every Borel subset £ of S” and for every v in
r

Y

WA(E)) = /E Iy () du(y)

(see Patterson |P| and Sullivan [Sul|). Following Sullivan, we call p a geo-
metric measure of unit total mass.

This metric is [-invariant and hence if T' acts freely on Q(T'), what we
shall now assume, it gives rise to a compatible metric on the Kleinian man-
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ifold M = Q(T")/T". Nayatani also showed that the scalar curvature of g is
closely related to the critical exponent of I'.

If M is compact, for example if I' is convex cocompact (cf [T]), the metric
g is automatically complete on Q(I'). When T' is geometrically finite with
parabolic elements, the situation becomes somewhat more complicated. The
purpose of this note is to prove the following theorem for a geometrically
finite Kleinian group:

THEOREM 2.1. — Let I be a torsion-free non-elementary geometrically
finite Kleinian group, Q(I') C 8™ its domain of discontinuity and §(I") its
critical exponent. The Nayatani metric g on Q(I') is complete if and only if
the limit set A(T') of T' does not contain any parabolic fixed point of rank
k< d(I).

Let B"*! be the unit ball model of the hyperbolic (n + 1)-space, and
let S™ = 0,0 B™ ! be its boundary at infinity. Sullivan showed that, since I’
is non-elementary and geometrically finite, there is, up to a constant multi-
ple, only one geometric measure. Hence we may assume that u = pg, the
Patterson-Sullivan measure at 0 € B"T! and that g = f go, with

f:Qr) — Rf
» 2/6
z o= f@) = (Jar) mom dim()
For & € B! let u, denote the Patterson-Sullivan measure at x and let

¢u be the map “total mass” on B"T! defined by ¢, (z) = pug(S™). ¢, is
continuous and I'-invariant. In fact, we have that

pu(z) = /A(F) (|1$__|z||z>6duo(y)-

Thanks to the work of Sullivan, ¢, is a much more known object than f.
Thus we would like to compare f(z) for z € Q(T') with ¢, (z') for 2’ € B"!
well chosen.

LEMMA 2.1. — Let z € Q') r(z) = infyepry |z — y| and £ € A(T)
such that |z — &| = r(z). Let v(§,r(z)) be the point on the geodesic [0,£) in
B™*L at hyperbolic distance In (1/r(z)) from 0. Then we have:

1 5
f(z) = W‘Pu(’/(ﬁar(x)))w ;
where < means that there exist a constant C > 0, which depends only on I’
(and maybe on the orbit of £ under T"), such that

éﬁ%(v(&w(wm?/@ < f@) <Ol ou(v(&,r(x))*".
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Proof. — Let r = r(z). From the hyperbolic formulas (cf [Bea]), we have

1—r 2r
].+T an |V(§”r) £| 1"—7"

(&)l
The following is just an obvious computation: let y € A(T),

&) =yl < (&) =&+ [E =2+ o —y]
< 52—yl
<

4z -y
In the same way, we obtain the reverse inequality and thus

lz —yl < [v(&,r) =yl

Hence
£(2) = F(6 7))
and
fla) =< S o ey,
which yields the result. 0

From now on, we will assume that 0 € B™*! belongs to the hyperbolic
convex hull C(A(T)) of A(T') in B™*! (if not, just take an L-neighborhood
ViL(C(A(T))) of C(A(T)) containing it and replace C'(A(T)) by Vi.(C(A(T)))
in the proof).

If I' is geometrically finite without parabolic element, that is, convex co-
compact, C(A(I"))/T" is by definition compact. Hence by continuity and
I-invariance, ¢, is bounded from below on C(A(I')) by a strictly posi-
tive constant. We denote the go-distance from z to A(T') by p(z). Since
v(&,r(z)) € C(A(T)) and p(x) < r(x), we have

3AC > 0 such that Vz € Q(I), f(z) >

p(w)?’
which gives another proof of the completeness of g on Q(T").

But when I' is geometrically finite with parabolic elements, C'(A(T"))/T
consists of a compact piece with boundary and a finite number of exponen-
tially skinny ends attached, called cuspidal ends, one for each class under
I’ of parabolic fixed points ([Su2|) . ¢, is then bounded from below only
in the compact part of C'(A(I')) mod I' and we need a control of ¢, inside
the cuspidal ends, which is precisely given by the following result of Sullivan

(Su2]).
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THEOREM 2.2. — Let & € A(T") be a rank k parabolic fixed point. There
is a constant ry, which depends only on I', k, and the orbit of £ under T,

such that:

Vr <o pu(r(Er) = (1)k_6.

r

Proof. — It is more convenient to work in the upper half-space model
H" of the hyperbolic (n + 1)-space. We write H* = RF @ R** @ Rt and we
denote by [z]k, [Z]n_k, [#]ns1, the images of 2 € H* under the projections
on R R*—F RF.

We come back to the construction of the Patterson-Sullivan measures.
Let d denote the hyperbolic distance in H”. Fix a point y in H" and define
the absolute Poincaré series by:

gs(z,y) = Y _ exp(—sd(z,vy)), for z € H",
yel

By definition, § = §(I') = inf{s € R" /gs(z,y) < oo}. For s > ¢, form the
measures .

9s(y, ) > exp(—sd(z,vy)) 6(7y),

yel’

Ms,z =

where §(yy) is the Dirac atomic mass at yy. Since I' is geometrically finite,
9s(y,y) = oo (|Sul]) and the Patterson-Sullivan measure at x is given by:

Py = 1M pg 4.
5—0

Hence

. . gs(xay)
z) = py(S") = lim pg (H") = lim
pule) = pa(S") = lim pry o (H) = lim 9s(y, )

Thus we need to estimate gs(z,y), for s > §, when 2 € H" goes to the rank k
parabolic fixed point £&. Up to conjugation, we may assume that £ = oo and
so we compute gs(z,,y) for z, = (0,---,0,2). Let I'sc C I' be the stabilizer
of co.

9s(z2,y) = Y,erexp(—sd(zz,7y))
= Y hih(y)ePa 2oyels, eXP(=sd(z2, 7 h(y)))
= Dhlh(y)eP 2oyels, EXP(—5d(y22, hy))

where Py is a convex fundamental polyhedra for the action of I'oo on H™.
We have, see Beardon [Beal, that

|7$z - hy|2

exp(d(yx,, hy)) < cosh(d(yz,,hy)) =1+ .
p(d(y22, hy)) (d(yz2, hy)) R
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But, up to conjugation, one may assume that I's, leaves RF globally
invariant and acts cocompactly on it: R¥ /T, is compact. Then, the action
of 'o on H" is given by

a k
v(z) = (Av([x]k)+a77 B"/([x]n—k)a [Z]n+1), where { gz E ggfl)—’ kf;’e §

so that

lyz, — hy|* = la, — (hylil? + [[hyln—k|® + |2 — [hy]ns1]*

The next theorem (see Tukia |T|) describes the structure of the limit set
near a rank k parabolic fixed point:

THEOREM 2.3. — Let I' be a geometrically finite group, and 00 a rank
k parabolic fixed point. Then there is a neighborhood Uy, of oo in H"* of the
form

N (R”“\(R’“ X Bn+1—k(0,R)))

where B"*17%(0, R) is the Euclidean ball in R**'=F of center 0 and radius
R, such that A(T') N Uy = {00}, Uy is 'o-invariant and h(Ux) N Uy = 0
for every h € I'\I'o,. Such a neighborhood is called cuspidal.

and allows us to show the

LEMMA 2.2. — Let 'y be the orbit of y under I' and Py a convex
fundamental polyhedra for the action of I'ag on H". I'y N Pso is bounded for
the Euclidean norm |.| on H* C R**1.

Proof of the lemma. — From theorem 2.3, there exists a constant R
such that for all € in A(T")\{oo}, |[{]n—k| < R. Hence there exists a compact
K C R" such that

V€ € A(I')\{oo}, Iy el [ Y€ € K.

Now, assume that 'y N Py, is unbounded: there exists a sequence
(hm)men of distinct elements of I' such that h,,(y) € P and |hy, (y)| — 0.
Then,

{ |[hm (y)]&| is bounded, for R¥ /T'y, compact implies Py, N RE bounded,
[P (D)]n—k| + [[Fom (Y)]n41] — o0.

We may assume that y € Py and hy,, € I'\I'ss. Let P be a convex fun-
damental polyhedra for the action of I' on H". We can choose P so that
oo € P. Indeed, consider the Dirichlet polyhedra P based at p € Uy, with
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Rn—k

/

= N s
PR A

RTL

|[Pln+1] > R. Since h(Uss) N Uso = 0 for all h € I\I'so, [[vpln+1] < [[plnt1]
for every v € I'. Hence P must contain oo.

Let = be a point in P and o be the geodesic [z,00): ¢ C P because P
is convex. d(hp,(x), him(y)) = d(z,y) and so [y () ]n—k| + |[m (2)]ns1] —
00. Since hy, doesn’t belong to I'sg, hp(00) € A(T')\{oo} and there exists
Ym € D's such that v, o hy,(c0) € K. Remark that we still have |[y,, o
b (@) ]k | + [Ym © B (2)]n41] — o0.

Hence we can find a compact K’ C H", for example V;(K) x {1} (here
V1(K) denotes the set of points of R” at Euclidean distance from K less than
one), so that v, o hy, (o) N K" # () for m large enough. But the covering of
H" by I' P must be locally finite. This contradiction ends the proof. O

Thus there exists a constant M such that |hy —z1| < M, for every h € T’
with hy € Py. From now on, we assume that z > zp > M.

Then we have
Yz — hyl* < |ay — [hylk]” + |2]7,

and

exp(d(yz, hy)) < 1+

CEINEI Oy A aE1 )
2z[hyln+1 [hy]lnt1 22

Hence

ay — 2\ ¢
gway) =2 Y byl Y (HM)

z
h\h(y)EPoo Y€l

G~y — 2\ ¢
=z Z ([hy]n+1)sz Z <1+7|7 Z[fyM) )

h|h(y)€Poo meN v €Ts
m < lay = [hylel <m+1
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For every v € ' such that m < |a,—[hy]x| < m+1, 1+‘a7_£72y]’°|2 = 1+”;—22.
Moreover, card {y € I'og |m < |ay — [hylg| < m + 1} < m*F~1. Thus,

m2\ ~°
w22 S () ot (1475 )

hlh(y)€Poo meN

We remark that
2\ —S 00 k—1
m t dt
E mk1<1+—2> x/ T
z 0 (1 + t—z)

and after the change of variables ¢ — u = t/z in the integral, we finally

obtain -
0o _
ok w7 dt
oulazn) =24 [ Gy > (b
h|h(y)€ Poo
The integral fooo djf#l)sdt is finite since a rank k parabolic fixed point implies
d > k/2 (cf [Bea]).

The same computation is valid for z = 2y and thus

z

9s(T2,y) < (—)ksgs(xzo,y)-

20

But z is fixed and we have

- k—s
Msa, =2 Hsag,

which, when s — ¢, yields ¢, (z,) < 2¥=9 The constant, implicit in the

notation <, depends only on the geometry of I'; on the point y € H" we chose
to define the Patterson-Sullivan measures, and on the orbit of the parabolic
fixed point. Indeed, our constants depend on the Md&bius transformation V'
we chose to conjugate I' in order to work on the upper half-space with some
assumptions on the action of I'yg = VFgV*I. But if ¢ = v€ is in the orbit
of ¢ under T, then the conjugation by V! leads to the same constants. [

We are now in position to prove theorem 2.1. Assume that the rank of
any parabolic fixed point of A(T') is not less than ¢. Then, for every parabolic
fixed point &, ¢, (v(§,7)) is bounded from below when r — 0. This lower
bound depends only on the orbit of £&. Since there is a finite number of orbits
of parabolic fixed points, ¢, (v(&,r(z))) is bounded from below on C(A(I))
by a strictly positive constant, independently of £ € A(T'). Hence there is a
constant A > 0 such that f(z) > ﬁ for all z € Q(I'): ¢ is complete on
Q).

Remark. — It is known that if ' is geometrically finite with only rank
n parabolic fixed points then M is compact (|T]) and hence g is complete
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on Q(I'). Here we obtain this last completeness result from the fact that
d(I") < n for I' geometrically finite (|Su2|).

On the contrary, assume that there exists a parabolic fixed point £ whose
rank k is (strictly) less than 6. Then 1 < k < n — 1 since for a geometrically
finite group, ¢ < n. From the existence of a cuspidal neighborhood Uy of &,
we see that there exists g in Q(I') such that |xg — &| = r(zo) (Indeed, this
cuspidal neighborhood is the image of a set of the form U, by the conformal
transformation mapping H" into B"*! and sending oo on ¢).

Let (ct)sefo,1,] be the unit speed geodesic from zg to & for the go metric of
S™ (ly is the go-distance between zp and £). ¢ is a divergent curve of Q(I'):
it escapes from every compact of Q(T"). Let’s compute the g-length of ¢:

1/2 lo 1/6 lo
/f dt<0/ ( H) dt = c/ CtW

For r(¢;) < p(er) = lp —t and k/J < 1, the last integral is finite. c is a
divergent curve in Q(T") of finite g-length: ((T),g) is not complete and
theorem 1 is proved.

3. Application

Il existe une autre facon de voir une structure conforme plate sur une
variété M de dimension n. Soit (E,F) un (H, S™)-fibré plat sur M et s une
section de développement déterminant la structure conforme plate de M. Si
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p: M — M est le revetement universel de M, le feuilletage F permet de
trivialiser le fibré p* £ — M. En effet, si 9 est une identification de S™ avec
la fibre E,, de E au-dessus de m, on considére ’application

M x S" — p*E
(o,u) = V(1)

oit 5% est le relevé de o a la feuille Ly de F passant par ¢(u) € Ep,
d’origine 1 (u). C’est une trivialisation de p*E en tant que (H, S™)-fibré plat.

Le tiré-en-arriére p*s : M~—> p*E ~ M x S" de s peut donc se voir
comme une application dev : M — S™, dite application de développement.
dev est équivariante par rapport aux actions de I :

devoy = p(y) odev ,

oi p = holr, est la représentation d’holonomie de la structure conforme
plate de M.

La section de développement étant transverse au feuilletage F,
I’application de développement est toujours un difféomorphisme local. Un
important aspect de I’étude des structures conformes plates concerne les
propriétés globales de cette application, sur lesquelles en général on sait
peu de choses (est-ce un difféeomorphisme global, un revétement 7). Dans
cette optique, le théoréme 2.1 permet d’améliorer un résultat de Goldman et
Kamishima ([GoK1], corollaire 3) en passant du cas convexe cocompact au
cas géométriquement fini :

COROLLAIRE 3.1. — Soit M une variété compacte de dimension n mu-
nie d’une structure conforme plate et soit p la représentation d’holonomie
associée. Supposons que image p(I') du groupe fondamental T' de M soit
un groupe géométriquement fini d’exposant critique 6 < n — 2. Si p(I') n’a
pas de sous-groupes paraboliques de rang strictement inférieur a 60, alors
Iapplication développement est un homéomorphisme entre le revétement
universel M de M et le domaine de discontinuité Q de p(I') dans S™ : M
est conformément équivalente a 2/p(T").

La démonstration de ce corollaire est immédiate a partir du théoréme 2.1
et de la proposition 1.1.1 de [GoK2] :

PROPOSITION 3.2. — Soit A un sous-ensemble de S™ compact, p(I')-
invariant, de dimension de Hausdorff dimy(A) < n — 2. Supposons que le
complémentaire S™ \. A de A admette une métrique riemannienne compleéte
et p(T')-invariante. Alors dev est un homéomorphisme de M dans I’ensemble
de discontinuité @ de p(T').
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Pour un groupe géométriquement fini, exposant critique et dimension de
Hausdorff de I’ensemble limite coincident et il suffit donc de prendre pour A
I'ensemble limite A de p(I').
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Abstract

In this thesis we study the space of flat conformal structures on closed hyper-
bolic manifolds of dimension not less than 3. The flat conformal structure
underlying the hyperbolic one can sometimes be deformed, especially by
"bending" along embedded totally geodesic hypersurfaces. First, we give
a new and very simple proof of the existence of such deformations in the
case of a single embedded hypersurface. This proof relies on a cohomologi-
cal argument that we adapt in case the manifold contains a totally geodesic
hypersurface S branched along a codimension 2 submanifold. We describe
completely the quadratic obstruction to the integrability of infinitesimal de-
formations which arises in that case. We also study the link between the
deformation space we obtain and the moduli space of polygons associated to
the branching structure of S.

We then focus on the dynamical properties of these deformations. Using
Flaminio’s work about the topological and metric entropy of the geodesic flow
of negatively curved metrics on a closed hyperbolic manifold of dimension
not less than 3, we show that the variations of the topological entropy and of
the difference between topological entropy and metric entropy are minimized
in the directions of the flat conformal deformations of the hyperbolic metric.
We extend a result of Flaminio by showing that in any dimension the metric
entropy increases along these deformations and hence that the metric entropy
do not in general admit an extremum at the hyperbolic metric.



