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La troisième partie de cette thèse va paraître dans Ergodic Theory andDynamical Systems sous le titre Variations d'entropies et déformations destructures conformes plates sur les variétés hyperboliques.On trouvera presque toute la quatrième dans la note Geometrically �niteKleinian groups: the completeness of Nayatani's metric, parue aux ComptesRendus de l'Académie des Sciences, Paris, 325, p. 1065-1070.





Introduction 9

IntroductionLe théorème de rigidité de Mostow a�rme qu'il existe au plus une struc-ture hyperbolique sur une variété riemannienne M compacte de dimensionsupérieure ou égale à 3 (il su�t en fait qu'elle soit de volume �ni). On peutreformuler ce résultat en termes de représentations du groupe fondamental� de M . Notons �0 : � ! SO(n; 1) la représentation d'uniformisation de �dans le groupe des isométries SO(n; 1) de l'espace hyperbolique de dimensionn. Le théorème de Mostow signi�e alors que l'ensemble des classes moduloconjugaison de représentations �dèles et discrètes de � dans SO(n; 1) estréduit à un point : la classe de �0.Il y a une façon particulièrement intéressante de relâcher les hypothèsespour voir si la rigidité tient encore. Une métrique hyperbolique est à lafois Einstein et localement conformément plate. Un théorème de Koiso(voir [Be], théorème 12.67) implique qu'elle n'admet pas de déformationd'Einstein. Une tentative naturelle d'a�aiblissement consiste donc à neretenir de la structure hyperbolique que la structure conforme plate sous-jacente et à étudier l'espace des structures conformes plates à son voisinage.Rappelons qu'une structure conforme plate surM est une (SO(n+1; 1); Sn)-structure, où Sn désigne la sphère de dimension n et où SO(n + 1; 1) estvu ici comme le groupe des transformations conformes de Sn munie de lamétrique standard. D'après le théorème d'holonomie (voir la première par-tie, théorème 1.1), l'étude de l'espace des structures conformes plates auvoisinage de la structure hyperbolique se ramène à l'étude de l'espace desreprésentations de � dans SO(n + 1; 1) au voisinage de la représentationd'holonomie � ! SO(n + 1; 1). La représentation d'holonomie est ici sim-plement obtenue en composant la représentation d'uniformisation �0 avec unplongement SO(n; 1) ,! SO(n+1; 1). On peut remarquer que cela revient àconsidérer �, non plus comme un réseau de SO(n; 1), mais comme un sous-groupe discret de SO(n + 1; 1). Autrement dit, cet appauvrissement nousrenseigne aussi sur l'abandon de l'hypothèse de �nitude du volume sur lavariété.



10 Il semble que le premier résultat montrant que l'espace des structuresconformes plates au voisinage de la structure hyperbolique peut être non-trivial soit du à B. Apanasov [A]. Thurston a ensuite introduit la notion dedéformation par �pliage� (bendings) le long d'une hypersurface totalementgéodésique. Ces déformations ont été décrites, selon deux points de vuedi�érents, par D. Johnson et J. Millson [JM] et par C. Kourouniotis [Kou].L'idée intuitive qui préside à la construction des déformations par pliage estla suivante. Soit une hypersurface totalement géodésique plongée S dans lavariété hyperbolique compacte M de dimension n � 3, et supposons que Ssépare M en deux composantes connexes. Le groupe fondamental � de Mse décompose alors en un produit amalgamé � = �1 ��S �2 où �S, �1 et�2 désignent les groupes fondamentaux de S et des composantes connexesde M r S. On conjugue alors un des termes du produit amalgamé parun sous-groupe à un paramètre bien choisi de SO(n + 1; 1) (en fait, par lecentralisateur de �S dans SO(n+ 1; 1)). On véri�e ensuite que l'on obtientbien une déformation non-triviale.Le résultat majeur de [Kou] et [JM] est une minoration de la dimensionde l'espace des structures conformes plates par le nombre d'hypersurfaces to-talement géodésiques plongées disjointes de la variétéM . Le point de départde notre travail est un autre théorème de D. Johnson et J. Millson : il existedes variétés hyperboliques pour lesquelles l'espace des structures conformesplates admet une singularité quadratique en la structure hyperbolique. Plusprécisément, ils montrent que pour certaines variétés contenant deux hyper-surfaces totalement géodésiques qui s'intersectent, il est impossible de �plier�simultanément le long des deux hypersurfaces. En fait, si l'on considère lesvecteurs tangents (i.e. les déformations in�nitésimales) aux deux déforma-tions par pliage, leur somme n'est pas tangente à une véritable déformation :la première obstruction à son intégrabilité n'est pas nulle. Nous avons rap-pelé ce résultat au paragraphe 2, théorème 2.1. La question se pose alorsde savoir à quoi ressemble l'espace des déformations de la structure hyper-bolique dans le cas où l'on a plusieurs hypersurfaces totalement géodésiquesqui s'intersectent le long d'une sous-variété de codimension 2. Peut-on in-tégrer d'autres déformations in�nitésimales que celles que l'on obtient parsimple pliage de long d'une seule hypersurface ? Lesquelles ?Dans la première partie, nous exposons les dé�nitions et les résultatspréliminaires dont nous aurons besoin par la suite. En particulier, nousexplicitons le lien existant entre les déformations de la structure conformeplate de la variété hyperbolique M et les déformations de la représenta-tion d'holonomie de son groupe fondamental � dans SO(n + 1; 1). Nousexpliquons aussi comment on peut encore changer de cadre et raisonner surl'espace des connexions plates sur un SO(n+ 1; 1)-�bré principal au dessusde M modulo transformations de jauge. C'est e�ectivement en termes deconnexions que nous travaillerons le plus souvent.



Introduction 11Nous commençons la deuxième partie en donnant, grâce au formalismedes connexions plates, une construction nouvelle et particulièrement sim-ple des déformations par pliage le long d'hypersurfaces disjointes. Nousnous attaquons ensuite au cas �rami�é�. Nous dé�nissons une hypersur-face totalement géodésique (simplement) rami�ée S comme une union deN demi-hypersurfaces totalement géodésiques plongées s'intersectant suiv-ant leur bord (connexe) commun T . Ces demi-hypersurfaces sont appeléesfeuilles de S, tandis que la sous-variété T de codimension 2 est nommée lieude rami�cation de S. L'idée géométrique du pliage consiste à ne considérerque les déformations conformes plates qui sont triviales sur les composantesconnexes du complémentaire de S. Par un argument de cohomologie de �ech,nous analysons l'obstruction quadratique à l'intégrabilité des déformationsin�nitésimales. Les propositions 2.18 et 2.19 montrent que, sous certaineshypothèses sur S, il existe un cône quadratique de dimension N � 3 de dé-formations intégrables à l'ordre 2 (N est le nombre de feuilles de S). Nousretrouvons aussi l'analogie, déjà observée par B. Apanasov sur un exemple,entre l'espace des déformations par pliage et un espace de modules de poly-gones dans la sphère S2 associé à la structure de rami�cation de S (voiren particulier le paragraphe 2.2.4). Alors que je travaillais sur les obstruc-tions d'ordre supérieur pour montrer que cette analogie est bel et bien unisomorphisme, J. Millson m'envoya un manuscrit ([KM1]) écrit en collabo-ration avec M. Kapovich, non-publié, dans lequel ils établissent le résultatque je cherchais. Leur démonstration se fait dans le cadre des déformationsde représentations et utilise la théorie des complexes de groupes. Nous laprésentons aux paragraphes 2.4 et 2.5. Nous l'utilisons �nalement pour con-clure (théorèmes 2.35 et 2.36) et pour répondre à certaines questions quenous a posées M. Kapovich (paragraphe 2.7).Nous nous intéressons dans la troisième partie à un autre problème derigidité-�exibilité concernant cette fois l'entropie des métriques de courburenégative sur les variétés hyperboliques compactes de dimension au moins 3.A. Katok a conjecturé en 1982 que l'égalité de l'entropie métrique hLiouv et del'entropie topologique htop caractérisait les métriques localement symétriquesparmi les métriques de courbure négative de même volume sur une variétécompacte ([Kat]). En 1995, L. Flaminio a démontré dans [F] la véracité decette conjecture au voisinage d'une métrique hyperbolique réelle. On saitd'autre part (voir [BCG]) que l'entropie topologique admet un minimumen la métrique hyperbolique. Au cours de sa démonstration, L. Flaminios'est aperçu que, contrairement à ce que l'on pensait jusqu'alors, l'entropiemétrique ne se comportait pas de manière aussi rigide. Il a en e�et montré,théorème 1.3, qu'en dimension 3 il existait des variétés hyperboliques com-pactes sur lesquelles l'entropie métrique n'admettait pas de maximum (etdonc pas d'extremum) en la métrique hyperbolique. A l'aide de l'article [L]de J. Lafontaine, nous établissons un lien entre cette �exibilité et la �ex-



12ibilité de la structure hyperbolique en tant que structure conforme plate.Nous montrons que les déformations conformes plates in�nitésimales de lamétrique hyperboliques, si elles existent, donnent des directions qui min-imisent (localement) les variations des fonctionnelles htop et htop�hLiouvet, surtout, suivant lesquelles l'entropie métrique hLiouv augmente. Grâceaux résultats de la deuxième partie, que nous adaptons au cadre choisi ici,nous obtenons une preuve plus géométrique et valable en toute dimension duthéorème 1.3 de L. Flaminio. Ce sont les théorèmes 3.6 et 3.8. Il nous sem-ble que ce rapprochement entre l'aspect géométrique des déformations con-formes plates, d'une part, et l'aspect dynamique des variations de l'entropie,d'autre part, apporte un nouvel éclairage sur les deux phénomènes. En�n,nous pensons que notre méthode pourrait donner quelques pistes pour lecas hyperbolique complexe, qui est encore complètement ouvert. Nous endiscutons un peu à la section 4.La quatrième et dernière partie est, chronologiquement, la première.Nous y étudions la métrique que S. Nayatani [N] a construite sur le do-maine de discontinuité 
(�) d'un groupe kleinien �. Cette métrique estconforme à la métrique standard de la sphère et invariante par le groupe �.Elle donne donc un représentant privilégié de structure conforme plate sur lavariété kleinienne 
(�)=�. Elle a entre autres des propriétés remarquablesde courbure. En supposant le groupe kleinien � géométriquement �ni, nousmontrons au théorème 2.1 que cette métrique est complète si et seulementsi � n'a pas de sous-groupes paraboliques de rang strictement plus petit queson exposant critique.



I Préliminaires 13

Première partiePréliminaires1. (G;X)-structuresSoit G un groupe de Lie agissant transitivement sur une variété X et soitM une variété de même dimension que X.1.1.� Un (G;X)-atlas sur M est la donnée d'un recouvrement ouvertU = fU�g de M et d'une collection � = f�� : U� ! Xg de cartes tels quepour tout (U�; U�) 2 U�U et pour toute composante connexe C de U�\U�,il existe gC;�;� 2 G tel que ��1b ��a = gC;�;�. Une (G;X)-structure surM estun (G;X)-atlas maximal sur M et une (G;X)-variété est une variété munied'une telle structure.Il est facile de voir que tout revêtement d'une (G;X)-variété admet une(G;X)-structure canonique. Réciproquement, si � � G est un sous-groupediscret agissant proprement et librement surX, alorsX=� admet une (G;X)-structure, qui est dite complète.En suivant Goldman, [Go], nous allons interpréter une (G;X)-structuresur une variété M comme la donnée d'un �bré � : E !M de �bre X et degroupe structural G muni d'une connexion plate H.Considérons pour chaque carte (U�; ��)(1) le �bré trivial de �bre X, �� : E� = U� �X ! U�(2) le feuilletage F� de E� dont les feuilles sont les U� � fxg. F� esttransverse aux �bres de ��(3) la section s� : U� ! E� donnée par s� = Id���. Cette section esttransverse au feuilletage F� car �� est un di�éomorphisme local.



14 1. (G;X)-STRUCTURESComme les cartes di�èrent sur l'intersection des ouverts U� par des élémentsde G, les �brés E� se recollent pour donner un �bré � : E ! M de �breX et de groupe structural G. De même, il existe un feuilletage F de Edont la restriction à chaque E� est F� et une section s de E transverse aufeuilletage. F est dé�nit par des submersions E� ! X et donc la restrictionde la �bration � : E ! M à une feuille de F est un revêtement. Pardé�nition, la distribution de plans H = fHe = TeLege2E , où Le est lafeuille de F passant par e, est une connexion plate sur E.On dira que � : E !M est un (G;X)-�bré plat sur M et que la sections est une section de développement.Réciproquement, si l'on se donne un (G;X)-�bré plat E ! M et unesection s de ce �bré transverse au feuilletage horizontal F , on peut recon-struire une (G;X)-structure sur M . Soit en e�et un recouvrement de E pardes ouverts U munis de submersions  U : U ! X dé�nissant le feuilletageFjU sur U . Alors l'ensemble fs�1(U)g est un recouvrement ouvert de M etles applications �U =  U � s sont les cartes d'une (G;X)-structure sur M .Soient M une (G;X)-variété, (E;F) le (G;X)-�bré plat correspondantet Em = ��1(m) la �bre de E au dessus de m. On choisit une identi�cation : Em ' X. Soit  : S1 ! M un lacet de base m sur M . Pour tout pointe de Em, soit Le la feuille de F passant par e et ~e le relevé de � à Le ene. � : Le !M est un revêtement et donc l'extrémité ~e(1) de ~e ne dépendque de la classe d'homotopie de . De plus, comme ~e(1) 2 Em, il existeg 2 G tel que  (~e(1)) = g( (e)) : 7! g dé�nit une représentation du groupe fondamental � = �1(M;m) deM dans G appelée représentation d'holonomie de la (G;X)-structure (E;F).On la notera holF ; .La donnée d'une représentation � : � ! G du groupe fondamental � deM dans G permet de construire un (G;X)-�bré plat sur M . Considérons ene�et le revêtement universel p : fM ! M de M : � agit sur le �bré trivialeE = fM �X ! fM par :( ~m;x) = ( ~m; �()x) :L'action de � sur fM et donc sur eE est libre et proprement discontinue : lequotient E� = eE=� est un (G;X)-�bré sur M = fM=�. Le feuilletage de eEpar les feuilles fM � fxg, x 2 X, est invariant sous l'action de � et passe auquotient en un feuilletage horizontal F� sur E�. (E�;F�) est un (G;X)-�bréplat sur M qu'on dira associé à �.



151.2.� Nous voulons maintenant dé�nir �l'espace� des (G;X)-structuressur une variétéM et comprendre le lien entre cet espace et celui des représen-tations du groupe fondamental de M dans G.Soit donc M une variété compacte de dimension n et m un point de M .On note D0G;X(M) l'ensemble des quadruplets (E;F ; s;  ) tels que(E;F) est un (G;X)-�bré plat sur M ,s une section transverse à F , : Em ! X une identi�cation de la �bre au dessus de m avec X.D0G;X(M) est l'espace des (G;X)-structures surM . On le munit de la topolo-gie suivante : un voisinage de (E0;F0; s0;  0) est constitué par les quadru-plets (E;F ; s;  ) tels que E soit isomorphe à E0 et sous cette identi�cation,F et s sont proches de F0 et s0 pour la topologie C1.Soit � = �1(M;m). On munit l'espace des représentations Hom(�; G)de la topologie compacte-ouverte (comme � est de présentation �nie, cettetopologie coïncide avec celle de la convergence uniforme sur les générateursde �). L'application hol0 : D0G;X(M)! Hom(�; G)qui à une (G;X)-structure associe sa représentation d'holonomie holF ; estalors continue.La composante de l'identité Di�0(M;m) du groupe des di�éomorphismesde M qui �xent m agit proprement et librement sur D0G;X(M) par compo-sition à droite avec la section s. hol0 est constante sur les orbites de cetteaction. Le groupe G agit quant-à-lui sur D0G;X(M) par composition à gaucheavec  et sur Hom(�; G) par conjugaison. Si g 2 G,holF ;g� ()(g �  (e)) = g �  (~e(1)) = g holF ; ()( (e)):Donc holF ;g� = Ad(g) � holF ; et hol0 est équivariante par rapport auxactions de G.Nous pouvons maintenant donner le résultat qui fait le lien entre les(G;X)-structures et les représentations (voir par exemple [Go]) :Théorème 1.1 (d'holonomie). � L'application hol0 est ouverte. Deplus, quel que soit u 2 D0G;X(M), il existe un voisinage U � D0G;X(M)de u tel que pour toute représentation � 2 hol0(U) et pour tous ui =(Ei;Fi; si;  i) 2 U \ hol0�1(�), (i = 1; 2), il existe h 2 Di�0(M;m) telque u1:h = u2.



16 2. CONNEXIONS SUR LES FIBRÉS PRINCIPAUXSoit DG;X(M) le quotient de D0G;X(M) par Di�0(M;m). Le théorèmed'holonomie implique que l'application hol0 passe au quotient en un homéo-morphisme local hol : DG;X(M)! Hom(�; G) :Si l'on dé�nit l'espace des déformations de (G;X)-structures sur M commele quotient DG;X(M)=G et si l'on note Hom(�; G)=G l'espace des G-orbitesde Hom(�; G) muni de la topologie quotient, on a encore une applicationhol : DG;X(M)=G! Hom(�; G)=G :En général, on ne contrôle pas assez bien les orbites de l'action de G pourpouvoir dire que cette dernière application est un homéomorphisme local.Néanmoins, dans le cas qui nous occupera, nous verrons que c'est presque lecas. 2. Connexions sur les �brés principaux2.1. GénéralitésSoit G un groupe de Lie, M une variété riemannienne et � : P !M unG-�bré principal sur M .2.1.1.� On note p 7! p:g l'action à droite de g 2 G sur M . Si X estun élément de l'algèbre de Lie g de G, on note �(X) le champ de vecteursur P donné par �p(X) = ddt ����t=0 p: exp(tX) :adP désignera le �bré vectoriel en algèbres de Lie associé à P : adP =P �G g où G agit sur g via la représentation adjointe.Soit A�(P ) 
 g l'espace des formes di�érentielles sur P à valeurs dansg. Si G est un sous-groupe de GL(n;k) pour un certain n (ce que noussupposons dorénavant) et f une fonction de P dans G, on confond f etsa composée avec l'inclusion de GL(n;k) dans l'espace Mn(k) des matricesn�n à coe�cients dans k. On note alors Df l'élément de A1(P )
g donnépar Dxf = f(x)�1dxf;où df est la di�érentielle extérieure de f .Une forme ! 2 A�(P ) 
 g est dite horizontale si pour tout X 2 g leproduit intérieur i�(X)! est nul, équivariante si g�! = ad(g�1) � ! quel quesoit g 2 G. Le sous-espace de A�(P )
g des formes di�érentielles horizontales



2.1 Généralités 17et équivariantes s'identi�e naturellement à l'espace des formes di�érentiellessur M à valeurs dans le �bré adP . On note cet espace A�(M; adP ).Le crochet de Lie sur g s'étend en un crochet sur A�(P ) 
 g. [�; �] :Ap1(P )
g�Ap2(P )
g! Ap1+p2(P )
g est l'application bilinéaire donnéesur les tenseurs élémentaires �i = �i 
 Xi, �i 2 Api(P ) 
 g, Xi 2 g, par[�1; �2] = �1 ^ �2 
 [X1;X2]. Si �, � et  sont des formes de A�(P )
 g dedegrés respectivement i, j et k, on a[�; �] + (�1)ij [�; �] = 0et l'identité de Jacobi :(�1)ik[�; [�; ]] + (�1)ij [�; [; �]] + (�1)jk[; [�; �]] = 0 :L'horizontalité et l'équivariance sont préservées par le crochet et on obtientdonc un crochet sur A�(M; adP ), ce qui en fait une algèbre de Lie di�éren-tielle graduée.2.1.2.� Une connexion sur P est une 1-forme ! 2 A1(P ) 
 g, équiv-ariante, qui véri�e la condition verticale suivante:!(�(X)) = X; 8X 2 g :On note A(P ) l'espace des connexions sur P . A(P ) est un espace a�nemodelé sur l'espace vectoriel A1(M; adP ). En e�et, la di�érence de deuxconnexions est une 1-forme équivariante et horizontale et réciproquement,ajouter une 1-forme horizontale et équivariante à une connexion donne une1-forme équivariante qui satisfait encore la condition verticale, donc uneconnexion.La di�érentielle extérieure d sur A�(P )
g est une dérivation de degré 1.Elle préserve l'équivariance, mais pas l'horizontalité. En e�et, si � est uneforme équivariante et horizontale et X un élément de g,i�(X)d� = L�(X)(�) = � adX � � :Si maintenant ! est une connexion sur P , la condition verticale implique quela dérivation ad! : � 7! [!; �] de A�(P )
 g véri�ei�(X) ad!(�) = i�(X)[!; �] = ad(X) � � :Par conséquent, la dérivation d! := d + ad! préserve l'horizontalité etl'équivariance et dé�nit donc une dérivation sur l'algèbre A�(M; adP ), i.e.une connexion sur le �bré vectoriel adP .



18 2. CONNEXIONS SUR LES FIBRÉS PRINCIPAUXSi l'on note �! la projection sur le sous-�bré ker! de TP , et si � est unélément de Ap(P )
 g, la dérivation d! peut s'écrired!�(X1; : : : ;Xp+1) = d�(�!(X1); : : : ;�!(Xp+1)) :Soit ! 2 A(P ) une connexion. La courbure de ! est la 2-formeK(!) = d! + 12 [!; !] de A2(P ) 
 g. K(!) est équivariante et la conditionverticale sur ! implique qu'elle est aussi horizontale : K(!) est un élémentde A2(M; adP ). Si K(!) = 0, on dit que la connexion ! est plate. On noteF(P ) l'espace des connexions plates sur P . En utilisant l'identité de Jacobi,on montre que d! � d! = adK(!). Par conséquent, si ! 2 F(P ), d! � d! = 0et (A�(M; adP ); d!) est une algèbre de Lie di�érentielle graduée.Soient ! une connexion plate �xée et !+ � 2 A(P ) une autre connexionsur P . ! + � est plate si et seulement si0 = K(! + �) = d(! + �) + 12 [! + �; ! + �]= d� + [!; �] + 12 [�; �]i.e. si et seulement si d!� + 12[�; �] = 0 :2.1.3.� Une transformation de jauge F : P ! P est un automorphismedu �bré P au dessus de l'identité IdM de M . C'est-à-dire que pour tousg 2 G, p 2 P , on a F (p:g) = F (p):g et � � F = �. Il existe donc uneapplication f : P ! G telle que F (p) = p:f(p) et f(p:g) = g�1f(p)g. Onpeut donc considérer le groupe J(P ) des transformations de jauge sur Pcomme le groupe S (AdP ) des sections du �bré en groupes AdP := P �GGassocié à P via l'action adjointe de G sur lui-même. On remarque que ladérivée Df 2 A1(P ) 
 g d'une transformation de jauge véri�e g�Df =Ad(g�1) �Df , i.e. est équivariante. Par ailleurs, en posant g = exp tX dansf(p:g) = g�1f(p)g et en dérivant, on trouveDf(�p(X)) = X �Ad(f(p)�1)X :De plus, l'image-inverse d'une connexion par une transformation de jaugeest encore une connexion. Plus précisément,Lemme 2.1. � Si ! est une connexion et F une transformation de jauge,alors F �! = Ad(f�1) � ! +Df :Démonstration. � Nous suivons [GM1]. Nous noterons R : P �G! Pl'action à droite de G sur P et, si g 2 G, Rg : P ! P la multiplication àdroite par g.



2.1 Généralités 19On veut calculer F �!. Soit p 2 P . On rappelle qu'il existe une fonctionf : P ! G telle que F (p) = p:f(p). (F �!)p = !F (p) � dpF .(Rf(p)�!)p = !p:f(p)� dRf(p) = !F (p)� dRf(p) et par ailleurs (Rf(p)�!)p =Ad f(p)�1 � !p. Donc !F (p) = Ad f(p)�1 � !p � (dRf(p))�1.D'autre part, on peut exprimer dpF en fonction de f . En e�et, F estobtenue par composition : P Id�f! P �G R! Pet donc la di�érentielle dpF de F est la composéeTpP Id�df! TpP � Tf(p)G dR! TF (p)P :Mais d(p;f(p))R��TpP = dpRf(p). Par ailleurs, si � est un vecteur tangentà G en f(p), et si X = f(p)�1� est l'élément de l'algèbre de Lie g de Gcorrespondant, on ad(p;f(p))R��Tf(p)G = ddt ��t=0 p:f(p) exp(tX)= �F (p)(X)= �F (p)(f(p)�1�) :Donc dpF = dp;f(p)R � (Id�dpf) = dpRf(p)+ �F (p) �Dpf et par conséquent,(F �!)p = Ad f(p)�1 � !p � (dRf(p))�1 � �dpRf(p) + �F (p) �Dpf�= Ad f(p)�1 � !p +Ad f(p)�1 � !p � (dRf(p))�1 � �F (p) �Dpf :Mais dRg � �p:g�1(X) = � ddt ��t=0 p:g�1: exp(tX)� :g= ddt ��t=0 p: exp(tg�1Xg)= �p � Ad(g�1)(X)et donc (dRf(p))�1 � �F (p) = dRf(p)�1 � �p:f(p) = �p � Ad(f(p)). Comme!p � �p = Idg, (F �!)p = Ad f(p)�1 � !p +Dpf :Le lemme 2.1 et la formule Df(�p(X)) = X � Ad(f(p)�1)X montrentque l'espace F(P ) est invariant sous l'action du groupe des transformationsde jauge.2.1.4.� Soit x un point base de M et soit ! une connexion sur P .Pour tout chemin � : [0; 1] ! M tel que �(0) = x et �(1) = y, on dé�nitle transport parallèle T!� : ��1(x) ! ��1(y) de la manière suivante. Sip 2 ��1(x), il existe un unique chemin ~�p : [0; 1] ! P tel que � � ~�p = �,~�p(0) = p et ~��p! = 0. On appelle ~�p le relevé horizontal de � en p. On poseT!� (p) = ~�p(1). On véri�e aisément que :



20 2. CONNEXIONS SUR LES FIBRÉS PRINCIPAUXT![x] = Id si [x] est le chemin constant x,T!� (p:g) = T!� (p):g pour tout g 2 G,T!��� = T!� � T!� si � est un chemin de y à z et si � � � désigne le chemincomposé allant de x à z.Si la connexion ! est plate, le transport parallèle le long d'un chemin� ne dépend que de la classe d'homotopie de ce chemin. En particulier, letransport parallèle le long des lacets de base x dé�nit un homomorphismehol!p : � = �1(M;x) ! G donné par T! (p) := p:hol!p () pour tout lacet basé en x. On obtient donc une applicationholp : F(P )! Hom(�; G) :Cette application va nous permettre d'exprimer les questions sur l'espacedes représentations du groupe fondamental d'une variété M dans un groupede Lie G en termes de connexions plates sur un G-�bré principal P sur M .2.2. Représentations ou connexions plates ?Nous rappelons comment interpréter une représentation du groupe fonda-mental � deM dans un groupe de Lie G comme l'holonomie d'une connexionplate sur un G-�bré principal P au-dessus de M .Soit x un point de M et fM l'ensemble des classes d'homotopie (à ex-trémités �xées) de chemins � : [0; 1] ! M tels que �(0) = x. p : fM ! Mdé�nie par � 7! �(1) est un revêtement universel de M . Le groupe fonda-mental � = �1(M;x) agit sur fM par composition des chemins � 7! � � �1.Soit maintenant � : �! G une représentation de �. On considère le G-�bréprincipal trivial fM �G sur M (G agit à droite). La formule : (�; g) 7! (� � �1; �()g)dé�nit une action à gauche de � sur fM � G par automorphismes de �bréprincipal. Cette action est libre et proprement discontinue puisque l'actionde � sur fM l'est. On note P� = fM �� G le quotient �n(fM �G). P� est un�bré principal de groupe G sur M , qu'on dira associé à � (ou induit par �).Proposition 2.2. � Soit P(M;G) l'ensemble des classesd'isomorphismes de G-�brés principaux au-dessus de M muni de latopologie discrète. L'applicationHom(�; G)! P(M;G)qui à � 2 Hom(�; G) associe la classe de P� est continue.



2.2 Représentations ou connexions plates ? 21Démonstration. � Soit �0 2 Hom(�; G). Comme Hom(�; G) est locale-ment contractile (c'est une variété a�ne), on peut choisir un voisinage ouvertcontractile U de �0. Soit alors le �bré principal PU !M �U dé�nit commele quotient de fM �G� U par l'action de � ::(�; g; �) = (� � �1; �()g; �) :Soit i� l'inclusion M ,! M � U , x 7! (x; �). Le tiré-en-arrière i��PU coïn-cide avec P�. D'après le théorème de relèvement des homotopies, comme Uest contractile, P� est isomorphe à P�0 pour tout � 2 U . Par conséquent,l�application � 7! P� est localement constante, donc continue.Le G-�bré principal P� associé à � est canoniquement muni d'une connex-ion plate. Soit en e�et � la projection fM�G! G. ~! = D� est une 1-formede connexion sur le �bré trivial fM �G. Elle est invariante par l'action de Gsur fM �G par multiplication à gauche et il s'ensuit que l'action de � dé�nieplus haut préserve ~!. On a donc une connexion induite !� sur le G-�bréprincipal P�.Soit e l'élément neutre de G, x le lacet constant de base x et p = [x; e]la classe dans P� de (x; e) 2 fM �G. Soit  2 � :T!� (p) = [T ~! (x; e)] = [; e] = [�1:(x; �())] = [x; �()] = [x; e]:�() = p:�()Donc holp(!�) = � et � est l'holonomie de la connexion plate !� sur le G-�bréprincipal P�.Soit P unG-�bré principal et J(P ) le groupe des transformations de jaugede P . Il y a un homomorphisme "p : J(P ) ! G donné par F (p) = p:"p(F ).L'application holp : F(P )! Hom(�; G)est équivariante par rapport aux actions de J(P ) par pull-back sur F(P ) etde G par conjugaison sur Hom(�; G) :holp(F �!) = Ad("p(F )):holp(!) :Et nous avons le théorème (voir [GM1], p. 76)Théorème 2.3. � Soit P un G-�bré principal sur M . L'applicationd'holonomie holp dé�nit une bijection entre les classes d'équivalence de con-nexions plates sur P modulo transformations de jauge et les classes de con-jugaison de représentations du groupe fondamental dans G qui induisentP .



22 2. CONNEXIONS SUR LES FIBRÉS PRINCIPAUXDémonstration. � Nous avons vu que si � est une représentation dugroupe fondamental � dans G qui induit P alors il existe une connexionplate !� sur P = P� telle que holp(!�) = �. Nous allons montrer que si !1et !2 sont deux connexions plates sur P , "p dé�nit un isomorphisme entrel'ensemble des transformations de jauge F : (P; !1) ! (P; !2) et l'ensembledes éléments g 2 G conjuguant �1 = holp(!1) et �2 = holp(!2), ce quiimpliquera le théorème.Soit donc g0 2 G tel que �2 = Ad(g0)�1. Si � est un chemin de Mpartant de x, on note T i� le transport parallèle le long de � déterminé par laconnexion !i. On dé�nit les applications�i : fM �G ! P(�; g) 7! T i�(p):g :�i(�0; g0) = �i(�; g) si et seulement si T i�(p):g = T i�0(p):g0. MaisT i�0(p):g0 = T i� � T i��1��0(p):g0 = T i�(p:�i(��1 � �0)):g0 = T i�(p):�i(�1)g0 ;où l'on a posé �1 = ��1 � �0. On a donc�i(�0; g0) = �i(�; g) si et seulement si � �0 = � � �1;g0 = �i()g:Soit alors l'application F : P ! P donnée parF (�1(�; g)) = �2(�; g0g) :Véri�ons tout d'abord que F est bien dé�nie. Soient (�; g) et (�0; g0) tels que�1(�; g) = �1(�0; g0). Il existe  2 � tel que �0 = � � �1 et g0 = �1()g.F (�1(�0; g0)) = �2(�0; g0g0)= �2(� � �1; g0�1()g)= �2(� � �1; g0�1()g�10 :g0g)= �2(� � �1; �2():g0g)= �2(�; g0g)= F (�1(�; g)) :On a p �F = p et pour véri�er que F est une transformation de jauge, ilsu�t de voir que F (u:g) = F (u):g quels que soient u 2 P , g 2 G. Soit � unchemin de x = �(p) à �(u) et h 2 G tel que u = �1(�; h) :F (u:g) = F (�1(�; h):g) = F (�1(�; hg)) = �2(�; hg) = �2(�; h):g = F (u):g :F est donc une transformation de jauge et nous allons maintenant montrerque !2 = F �!1. Pour cela, il su�t de prouver que F envoie T 1 sur T 2,



23c'est-à-dire que si � est un chemin quelconque partant de y 2 M , alorsF � T 1� = T 2� � F . Soit donc u 2 ��1(y) : u = �1(�; g) = T 1� (p):g.F � T 1� (u) = F � T 1� (T 1� (p):g) = F (T 1���(p):g)= T 2���(p):g0g = T 2� (T 2� (p):g0g)= T 2� � F (u) :On a donc bien F �!1 = !2. De plus,F (p) = F (T 1x (p):e) = T 2x (p):g0e = p:g0 ;et donc "p(F ) = g0.Pour �nir la démonstration du théorème, il faut voir que si F 0 est uneautre transformation de jauge telle que F 0�!1 = !2 et "p(F 0) = g0 alors F 0 =F . Si F 0 est une telle transformation de jauge, alors on a (F 0�F�1)�!1 = !1et "p(F 0 � F�1) = e. Si u = �1(�; g) 2 P ,F 0 � F�1(u) = F 0 � F�1(T 1� (p):g)= T 1� (F 0 � F�1(p)):g= T 1� (p:"p(F 0 � F�1)):g= T 1� (p):g = u :Donc F 0 � F�1 = Id et le théorème est démontré.3. Structures conformes platesSoit Sn la sphère unité de Rn+1 et H = SO(n + 1; 1) le groupe destransformations conformes de Sn.Une structure conforme plate sur une variété M est par dé�nition une(H;Sn)-structure sur M .Pour n � 3 on peut voir une telle structure comme la donnée d'une classeconforme de métriques riemanniennes sur M , toutes localement conformesà une métrique plate. Si M admet une structure conforme plate [g] on diraque M et les métriques g 2 [g] sont localement conformément plates. Unemétrique g sur M est donc localement conformément plate si et seulementsi pour tout point m de M il existe un voisinage V de m, des coordonnéeslocales x1; : : : ; xn sur V et une fonction f : V ! R de classe C1 strictementpositive, tels que l'on ait g = f(dx21 + : : :+ dx2n) sur V .Les premiers exemples de variétés localement conformément plates sontles variétés de courbure sectionnelle constante et en particulier les variétéshyperboliques. D'autre part, si deux variétés sont localement conformé-ment plates, alors leur somme connexe l'est aussi, ce qui permet de produire



24 3. STRUCTURES CONFORMES PLATESde nombreux exemples. En�n, il faut remarquer que toute variété de di-mension 2 est localement conformément plate (existence des coordonnéesisothermales).Ce travail est consacré à l'étude de certaines questions concernant lesdéformations de la structure conforme plate sous-jacente à la structure hy-perbolique d'une variété hyperbolique compacte de dimension supérieure ouégale à 3. Jusqu'à la �n de ce paragraphe, nous nous concentrons sur ce casprécis.3.1.� Soit donc M une variété hyperbolique compacte de dimensionn � 3. La structure hyperbolique de M est une (G;X)-structure avecX = H n l'espace hyperbolique de dimension n etG = SO(n; 1) le groupe des isométries de cet espace.En fait, il s'agit même d'une (G;X)-structure complète : le revêtement uni-versel fM de M est isométrique à H n et si � est le groupe fondamental deM ,on a M = H n=�. � agit naturellement par isométries sur H n et on obtientla représentation d'uniformisation �0 : �! SO(n; 1).On considère le modèle en hyperboloïde de l'espace hyperbolique : H n =fx 2 Rn+1 j q(x; x) = �1 et xn+1 > 0g, où q est la forme quadratiquex21+� � �+x2n�x2n+1 sur Rn+1 . Le groupe SO(n; 1) est le groupe des isométriesde déterminant 1 de la forme quadratique q. Soit �q la forme quadratiquex20+ x21+ � � �+ x2n� x2n+1 sur Rn+2 , SO(n+1; 1) le groupe de ses isométriesde déterminant 1 et H n+1 = fx 2 Rn+1 j �q(x; x) = �1 et xn+1 > 0gl'espace hyperbolique de dimension n + 1. La sphère Sn qui est le bord àl'in�ni de H n+1 se voit ici comme l'espace des droites �q-isotropes de Rn+2 .On plonge H n dans Sn comme une composante connexe de SnrSn�1. Plusprécisément, Sn est le projectivisé du cône de lumière fx 2 Rn+2 j x20+x21+: : : + x2n � x2n+1 = 0g et Sn�1 est l'équateur x0 = 0 de Sn. En coordonnéeshomogènes le complémentaire de Sn�1 est donné par l'équation1 +�x1x0�2 + : : : +�xnx0�2 ��xn+1x0 �2 = 0 :H n est donc la composante xn+1 > 0 de ce complémentaire. (Dans le mod-èle en boule de l'espace hyperbolique de dimension n + 1, cela correspondsimplement à plonger H n comme un hémisphère ouvert de Sn.)SO(n; 1) se plonge homomorphiquement dans H = SO(n+ 1; 1) commele sous-groupe agissant par l'identité sur fx 2 Rn+2 j x1 = : : : = xn+1 = 0g,c'est-à-dire comme stabilisateur du premier vecteur de base e0 de Rn+2 . Lesorbites de SO(n; 1) sur Rn+2 sont alors les hyperplansfx 2 Rn+2 j x0 = c0g :



25En particulier, SO(n; 1) agit transitivement sur l'intersection du cône delumière avec l'hyperplan d'équation x0 = 1, i.e. sur le plongement de H ndans Sn, et sur l'intersection de H n+1 avec l'hyperplan x0 = 0, qui correspondà un autre plongement de H n , cette fois en tant qu'hypersurface totalementgéodésique de H n+1 .Grâce aux plongements SO(n; 1) ,! SO(n+ 1; 1) et H n ,! Sn, on peutconsidérer le (SO(n; 1); H n)-atlas maximal dé�nissant la structure hyper-bolique de M comme un (SO(n + 1; 1); Sn)-atlas maximal et on a canon-iquement une structure conforme plate surM , dite sous-jacente à la structurehyperbolique. Naturellement, si l'on adopte le point de vue des classes con-formes de métriques, cette structure conforme plate est la classe conformede la métrique hyperbolique sur M .3.2.� Nous nous intéressons à l'espace des déformations des struc-tures conformes plates sur M au voisinage de la structure hyperbolique u0(confondue avec sa structure conforme plate sous-jacente). Nous notons en-core �0 : � = �1(M) ! H = SO(n + 1; 1) la représentation d'holonomiede u0. �0 est simplement la composée de la représentation d'uniformisation�! SO(n; 1) avec le plongement SO(n; 1) ,! H. Nous allons voir que dansce cas, on peut préciser le théorème d'holonomie. Nous suivons [JM].Soit H le groupe des isométries de la forme quadratique q sur C n+2 .H est un groupe linéaire complexe, algébrique, réductif, dé�ni sur R et Hest le groupe des points réels de H. Hom(�;H) est l'ensemble des pointscomplexes d'une variété a�ne dé�nie sur R dont l'ensemble des points réelsest Hom(�;H).Définition 3.1. � Une représentation � 2 Hom(�;H) est dite stablesi l'orbite H:� est fermée dans Hom(�;H) et si le centralisateur Z(�) de �(�)dans H est �ni. On note Hom(�;H)st l'ensemble des représentations stables� : �! H � H.D. Johnson et J. Millson [JM] ont montré que les représentations quasi-fuchsiennes de � dans H, c'est-à-dire les représentations � : �! SO(n+1; 1)conjuguées dans H à la représentation d'uniformisation �0 : �! SO(n; 1) �SO(n + 1; 1) par un homéomorphisme quasi-conforme de Sn, sont desreprésentations stables. En utilisant le fait qu'une représentation quasi-fuchsienne est convexe-cocompacte (voir la dé�nition dans la quatrième par-tie), ils prouvent que l'espace des représentations quasi-fuchsiennes est unouvert autour de �0.Ils montrent de plus que l'action de H sur Hom(�;H)st est propre, c'est-



26 3. STRUCTURES CONFORMES PLATESà-dire que l'applicationH �Hom(�;H) ! Hom(�;H)�Hom(�;H)(h; �) 7! (h�h�1; �)est propre. Maintenant, s'il existe une application H-équivariante d'un es-pace Y sur lequel H agit vers un espace sur lequel H agit proprement, alorsl'action de H sur Y est propre. En particulier, l'action de H sur le sous-ensemble hol�1(Hom(�;H)st) de DH;Sn(M) est propre. Ils obtiennent lethéorème suivant :Théorème 3.2 (d'holonomie �fort�). � Soit u0 la structure conformeplate sous-jacente à la structure hyperbolique de M et �0 : � = �1(M) !H = SO(n+1; 1) la représentation d'holonomie de u0. Il existe un voisinageU de [u0] dans DH;Sn(M)=H, un voisinage V de [�0] dans Hom(�;H)=H, desgroupes �nis Hu0 � H�0 (les groupes d'isotropie de u0 et �0) et des quotients�nis U = eU=Hu0 et V = eV =H�0 tels que hol se relève en un homéomorphismede eU sur eV .Le théorème d'holonomie �fort� nous permet de travailler dans l'espaceHom(�;H)=H au voisinage de la représentation d'holonomie �0 de u0 pourdécrire localement la structure de l'espace des déformations DH;Sn(M)=Hde u0. Grâce au théorème 2.3, nous pourrons aussi transposer le problèmedans le cadre des déformations de la connexion plate ! = !�0 sur le �bréprincipal P := P�0 = �n(fM �H).Ces di�érents points de vue vont maintenant nous servir à construire desdéformations particulières, appelées pliages, qui sont associées à la présenced'hypersurfaces totalement géodésiques dans la variété hyperbolique com-pacte M .



II Déformations de structures conformes plates par pliage (bendings) 27

Deuxième partieDéformations de structuresconformes plates par pliage(bendings)
Soit M une variété hyperbolique compacte de dimension n � 3, u0 lastructure conforme plate sous-jacente à la structure hyperbolique de M et�0 la représentation d'holonomie de u0. On rappelle que �0 est obtenue encomposant la représentation d'uniformisation �! SO(n; 1) et le plongementi : SO(n; 1) ,! SO(n+ 1; 1).On s'intéresse dans cette deuxième partie à la dimension et à la structurede l'espace des structures conformes plates sur M ou à celles de ses cousins,l'espace des représentations de � dans SO(n + 1; 1) modulo conjugaison etl'espace des connexions plates sur le SO(n+1; 1)-�bré principal P associé à�0 modulo action des transformations de jauge.Il semble que le premier résultat montrant que ces espaces de déforma-tions ne sont pas triviaux soit du à Apanasov [A]. Nous travaillerons surce qu'on appelle les déformations par pliage le long d'hypersurfaces totale-ment géodésiques deM . Dans le cas d'hypersurfaces totalement géodésiquesplongées, disjointes, ces déformations ont déjà été étudiées, notamment parJohnson et Millson [JM] et par Kourouniotis [Kou], du point de vue desdéformations de la représentation d'holonomie �0 : � ! SO(n + 1; 1). Lasituation se complique lorsque les hypersurfaces s'intersectent. Le but decette partie est de décrire ce qu'il se passe pour des con�gurations assezgénérales d'hypersurfaces dans la variété M .



28 1. PLIAGE LE LONG D'UNE SEULE HYPERSURFACE1. Pliage le long d'une seule hypersurfaceNous commençons par donner une nouvelle construction, particulière-ment simple, des déformations par pliage le long d'une hypersurface totale-ment géodésique de M . Nous adoptons le point de vue des déformations deconnexions plates sur le SO(n + 1; 1)-�bré principal P associé à �0 par laprocédure du paragraphe 2.2.Soit donc P = fM ��0 SO(n + 1; 1) ce �bré principal sur M et ! laconnexion plate associée à �0.1.1. ConstructionNous supposons que M contient une hypersurface totalement géodésiqueplongée S, par quoi nous entendons que S est une sous-variété totalementgéodésique compacte de codimension 1 de M . Nous demandons de plus quele �bré normal de S soit trivial : nous dirons que S a deux faces.1.1.1.� L'existence de S va nous permettre de construire une familleà un paramètre de déformations de la connexion plate !, c'est-à-dire unchemin de connexions plates! :]�"; "[�! F(P )tel que !(0) = !. Comme nous l'avons vu en 2.1, ceci revient à trouver unchemin � :]�"; "[! A1(M; adP ) tel que �(0) = 0 et pour tout t 2]�"; "[d!�(t) + 12[�(t); �(t)] = 0 :Nous demandons de plus que cette déformation de ! soit non-triviale, c'est-à-dire qu'on ne puisse pas trouver de chemin de transformations de jaugeF (t) tel que !(t) = F (t)�!.Supposons donnée une suite (�k)k�1 d'éléments de A1(M; adP ) telle que� d!�1 = 0d!�k + 12Pp+q=k[�p; �q] = 0; k � 2Alors la série formelle � =Pk�1 �ktk véri�e (formellement) l'équation d!�+12 [�; �] = 0. Par conséquent, si la série Pk�1 �ktk converge sur un voisinagede 0, on obtient un chemin de connexions plates ! = ! + � passant par !.De plus, pour que la déformation ! ainsi trouvée soit non triviale, il su�tque �1 n'appartienne pas à d!(A0(M; adP )). En e�et :



1.1 Construction 29Lemme 1.1. � Si ! = ! +Pk�1 �ktk, �1 6= 0, est une déformationtriviale de !, alors il existe s 2 A0(M; adP ) telle que d!s = �1.Démonstration. � Il existe F :]�"; "[�! J(P ) tel que !(t) = F (t)�!.Soit f(t) la section de AdP !M correspondant à F (t). On confond f(t) etla fonction équivariante P ! SO(n+1; 1) qui la relève. D'après [GM1], p. 73,F (t)�! = Ad f(t)�1 � ! +Df(t). Mais !(0) = ! et donc _f(0) = ddt jt=0f(t)est une application de P dans so(n + 1; 1) équivariante, i.e. un élément deA0(M; adP ). Or�1 = ddt ����t=0 F (t)�! = [!; _f(0)] + d _f(0) = d! _f(0) :Le premier espace de cohomologie H1(M; adP ) sera appelé espace desdéformations in�nitésimales de !. On dira qu'une déformation in�nitésimale�1 2 H1(M; adP ) est formellement intégrable s'il existe une suite (�k)k�2de A1(M; adP ) telle que 8k � 2, d!�k + 12Pp+q=k[�p; �q] = 0. Si de plus lasériePk�1 �ktk converge sur un voisinage de 0, on dira que �1 est intégrable.1.1.2.� Nous allons commencer par construire une déformation in-�nitésimale de ! associée à l'hypersurface S. Nous montrerons ensuite qu'elleest intégrable.Lemme 1.2. � Soit m 2 S. Il existe une unique droite de so(n+ 1; 1)invariante par l'action de �1(S;m) via la représentation ad �0.Démonstration. � Soit ~m 2 p�1(m) et soit eS � H n le relevé de S passantpar ~m. On note F le stabilisateur de eS dans SO(n; 1). On a �1(S;m) �F ' SO(n� 1; 1).S est une variété hyperbolique compacte de dimension n�1 : son groupefondamental est Zariski-dense dans F . Or SO(n � 1; 1) admet une uniquedroite invariante dans so(n+1; 1), engendrée par le générateur in�nitésimaldu centralisateur de SO(n�1; 1) dans SO(n+1; 1). En notant v 2 T ~mH n �Rn+1 un vecteur normal unitaire à eS en ~m, la droite de so(n+1; 1) invariantepar �1(S;m) est la droite RA, oùA = 0BB@ 0 �t(qv)v (0) 1CCA



30 1. PLIAGE LE LONG D'UNE SEULE HYPERSURFACELe lemme 1.2 montre qu'il existe, à une constante près, une unique sectionparallèle non nulle � de adPjS : elle est dé�nie par �(m) = A.Soit W un voisinage tubulaire de S. On peut étendre � en une sectionparallèle de adPjW , que l'on note encore �. On dispose donc d'un élément� 2 H0(W; adP ) et on veut construire un élément � 2 H1(M; adP ). Pourcela, nous allons utiliser la suite exacte de Mayer-Vietoris associée à unrecouvrement ouvert bien choisi de M .Supposons pour commencer que S sépare M en deux composantes con-nexes M+ et M�. Soient U = M+ [W et V = M� [W . On remarqueque, puisque M est une variété hyperbolique compacte, � est Zariski-densedans SO(n; 1) qui n'a pas d'invariant dans so(n + 1; 1). Par conséquent,H0(M; adP ) = 0 et la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvre-ment fU; V g de M est:0! H0(U; adP )�H0(V; adP )! H0(W; adP )! H1(M; adP )! � � �Nous donnerons dans la quatrième partie, lemme 3.5, une nouvelle dé-monstration duLemme 1.3. � Le groupe fondamental d'une variété hyperbolique com-pacte de dimension d � 2 à bord totalement géodésique n'admet pas de droiteinvariante dans Rd+1 .Nous en déduisons le résultat suivant (cf. [JM], lemme 5.9), qui seracrucial pour tout notre travail.Proposition 1.4. � Soit N une variété hyperbolique compacte de di-mension d � 2 à bord totalement géodésique. Le groupe fondamental �1(N)de N est Zariski-dense dans SO(d; 1).Démonstration. � Soit B une composante connexe du bord de N et�1(B) son groupe fondamental. B est une variété hyperbolique compacte dedimension d � 1 : �1(B) admet une unique droite invariante D dans Rd+1(lemme 1.2). Soit A le stabilisateur de D dans SO(d; 1). B est compacte etdonc �1(B) est Zariski-dense dans A.Soit R la fermeture de Zariski de �1(N) dans SO(d; 1). Comme �1(N)ne �xe aucune droite de Rd+1 , R ne �xe aucun point de H d [ Sd�1, A estun sous-groupe propre de R et donc R ne laisse invariant aucun sous-espacetotalement géodésique de H n . D'après [CG], théorème 4.4.2, R contientSO0(d; 1). Comme R est un sous-groupe algébrique réel de SO(d; 1), R =SO(d; 1).



1.2 Exemples arithmétiques 31En particulier, comme U (resp. V ) se rétracte par déformation surM rM� (resp. M rM+) qui est une variété hyperbolique compacte de di-mension n � 3 de bord S totalement géodésique, �1(U;m) (resp. �1(V;m))n'a pas d'invariant dans so(n + 1; 1) et H0(U; adP ) � H0(V; adP ) = 0.L'homomorphisme cobord H0(W; adP ) ! H1(M; adP ) est donc injectif.Soit � l'image de �: � est une déformation in�nitésimale non nulle qu'onappellera déformation in�nitésimale par pliage.SiM nS est connexe, alors il faut choisir les ouverts U et V di�éremment.S est une hypersurface à deux faces : on peut choisir W di�éomorphe àS�]� 1; 1[. Soit W 0, W+ et W� les ouverts correspondant respectivementà S�]� 1=2; 1=2[, S�]0; 1[ et S�]� 1; 0[ sous cette identi�cation. On dé�nitalors U = (M rW�) [W 0 et V = (M rW+) [W 0. On a alors U \ V =W 0 [ (M r W ). Mais U , V et M r W ont même type d'homotopie queS[(M nS)[S (les deux copies de S ne sont pas identi�ées). D'après le lemme1.3, on obtient encore l'injectivité de la �èche H0(W 0; adP )! H1(M; adP ).Si maintenant � 2 H1(M; adP ) est une déformation in�nitésimale parpliage le long d'une hypersurface S totalement géodésique plongée à deuxfaces de M , on remarque que par construction, pour tout point x de M ,l'image de �x : TxM ! (adP )x est de dimension au plus 1. Par conséquent,[�; �] = 0 dans A2(M; adP ). On a doncd!� + 12[�; �] = 0:Ainsi t 7! !+ t� est un chemin non-trivial de connexions plates passant par!. On obtient:Théorème 1.5. � Soit M une variété hyperbolique compacte de di-mension n � 3 contenant une hypersurface totalement géodésique plongéeà deux faces. Alors il existe une famille à un paramètre de structures con-formes plates (distinctes) sur M passant par la structure hyperbolique deM. 1.2. Exemples arithmétiquesLes premiers exemples de variétés hyperboliques compactes de dimen-sion quelconque n � 3 contenant des hypersurfaces totalement géodésiquesplongées à deux faces ont été obtenus par J. Millson [Mi]. Ce sont des quo-tients de l'espace hyperbolique H n par des sous-groupes arithmétiques deSO(n; 1). En suivant [Mi], nous décrivons brièvement leur construction.Soit p 2 N� un entier sans facteur carré, qp la forme quadratique sur Rn+1donnée par qp(x1; � � � ; xn+1) = x21 + � � � + x2n � pp x2n+1 et <;> le produit



32 1. PLIAGE LE LONG D'UNE SEULE HYPERSURFACEscalaire associé à qp. Si A est un anneau, on note GA le groupe des matrices àcoe�cients dans A qui sont des isométries de qp. Soit O l'anneau des entiersdu corps Q(pp) : d'après [Bo], GO est un sous-groupe discret cocompact deGR. On identi�e GR à O(n; 1). Soit �O l'intersection de GO avec SO0(n; 1).�O est un sous-groupe du groupe des isométries de l'espace hyperboliqueH n = f(x1; � � � ; xn+1) 2 Rn+1 j qp(x1; � � � ; xn+1) = �pp et xn+1 > 0g.Soit e1 le premier vecteur de base de Rn+1 et s la symétrie par rap-port à (Re1 )?. s est un élément de �O. Appelons eS l'hypersurface totale-ment géodésique fx 2 H n tq s(x) = xg de H n . �O a de la torsion et doncH n=�O est seulement un orbifold. De même, eS=�O n'est pas en général lisse.Cependant, il existe un sous-groupe � de �O, distingué, d'indice �ni, sanstorsion (et donc agissant librement sur H n), qui respecte l'orientation de eS.M = H n=� est alors une variété hyperbolique compacte et S = eS=� est unehypersurface orientable de M . Il reste à montrer que S ne s'auto-intersectepas, c'est-à-dire qu'il faut voir que si  est un élément de � n'appartenantpas au stabilisateur Stab�(eS) de eS, alors  eS \ eS = ;. Supposons qu'il existex; y 2 eS et  2 � tels que x = y. Alors ssx = sx = sy = y = x.Mais � est distingué dans �O et s 2 �O : ss 2 �. Donc �1ss 2 � et�1ssx = x. � agit librement et donc  et s commutent :  2 Stab�(eS).La variété M ainsi construite contient donc une hypersurface S totale-ment géodésique plongée à deux faces. De plus (voir [Mi]), quel que soit m,il existe un revêtement �ni de M qui contient m hypersurfaces totalementgéodésiques plongées à deux faces disjointes.1.3. Généralisation au cas de plusieurs hypersurfaces disjointesDans ce paragraphe, M contient k hypersurfaces disjointes S1,..., Sk ,totalement géodésiques plongées à deux faces.On choisit des voisinages tubulaires Wi des Si tels que Wi \ Wj = ;pour tout i 6= j et on construit les déformations in�nitésimales par pliagescorrespondantes. On a donc k éléments �1,..., �k non nuls de H1(M; adP ).On remarque que, par construction, le support de �i est inclus dans Wi.Le même argument que pour une seule hypersurface montre donc que quelque soit (�1; � � � ; �k) 2 Rk , �1�1 + � � �+ �k�k est intégrable.On veut maintenant montrer que ces déformations ne sont pas triviales,c'est-à-dire que �1�1 + � � � + �k�k 6= 0 dans H1(M; adP ).Supposons qu'il existe s 2 A0(M; adP ) tq d!s = �1�1+ � � �+ �k�k. SoitNi une composante connexe deM nWi. On a d!s = �1�1+� � �+�k�k = 0 surNi n ([j 6=iWj). Encore une fois, Ni n ([j 6=iWj) a le même type d'homotopiequ'une variété hyperbolique compacte à bord totalement géodésique et doncH0(Ni n ([j 6=iWj); adP ) = 0. Par conséquent, s = 0 sur Ni n ([j 6=iWj). Soit



33alors si 2 H0(M; adP ) la section donnée par si = s sur Wi et si = 0 surM nWi. si est bien dé�nie et d!si = �i�i, ce qui implique �i = 0.On obtient donc un sous-espace deH1(M; adP ) de dimension k constituéde déformations in�nitésimales intégrables :Théorème 1.6. � Soit M une variété hyperbolique compacte de di-mension n � 3 contenant k hypersurfaces disjointes totalement géodésiquesplongées à deux faces. Alors il existe un plongement de la boule unité Bkde Rk autour de la structure hyperbolique dans l'espace des structures con-formes plates sur M .2. Pliage le long d'une hypersurface rami�éeSupposons que S1 et S2 soient deux hypersurfaces totalement géodésiquesplongées à deux faces de M et qu'elles s'intersectent. Nous pouvons commeen 1.1 construire les déformations in�nitésimales par pliage correspondantes :on obtient deux éléments �1 et �2 dans H1(M; adP ). Par construction, �1et �2 sont indépendants : dimH1(M; adP ) � 2. Une question se pose alors :�1 et �2 sont intégrables, mais qu'en est-il de �1 + �2 2 H1(M; adP ) ?En premier lieu, on remarque que l'argument de la �n du paragraphe 1.1.2n'est plus valable : [�1 + �2; �1 + �2] = 2[�1; �2] n'est pas nul dansA2(M; adP ). En fait, Johnson et Millson, cf. [JM] théorème 7.3, ont montréle théorème suivant :Théorème 2.1. � 8n � 4, il existe un sous-groupe arithmétique �ade SO(n; 1) tel que Ma = H n=�a soit une variété compacte contenant deuxhypersurfaces totalement géodésiques plongées à deux faces S1 et S2 avecS1 \ S2 6= ; et [�1; �2] 6= 0 dans H2(M; adP ) :Pour de telles variétés, la première obstruction à l'intégrabilité de �1+�2,i.e. la classe de cohomologie de [�1+�2; �1+�2], n'est donc pas nulle. �1+�2n'est pas intégrable à l'ordre 2 : l'espace des connexions plates sur P modulotransformation de jauge admet une singularité en !.Nous voulons comprendre comment se généralise la notion de déforma-tions par pliage au cas où la variété M contient q hypersurfaces totalementgéodésiques plongées qui s'intersectent suivant une sous-variété connexe decodimension 2 de M . Cette con�guration d'hypersurface dans M est en faitun cas particulier de ce que Kapovich et Millson ont appelé une hypersurfacetotalement géodésique rami�ée.



34 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉENous dé�nirons cette notion au paragraphe 2.1. Le paragraphe 2.2 décritune première approche des déformations par pliages. En particulier, le lienavec les déformations de polygones dans la sphère S2 est établi. Dans leparagraphe 2.3, nous nous intéressons aux déformations in�nitésimales etnous tentons de montrer que le lien pliages-déformations de polygones est enfait un �isomorphisme�. Comme je l'ai mentionné dans l'introduction, peu detemps après que j'ai terminé l'étude de l'intégrabilité à l'ordre 2 des défor-mations in�nitésimales par pliages, J. Millson m'a envoyé un manuscrit non-publié, écrit avec M. Kapovich ([KM1]). Ce manuscrit prouve l'isomorphismerecherché. Aux paragraphes 2.4 et 2.5 je présenterai leur méthode, celle descomplexes de groupes, et la démonstration qui en découle. A partir de 2.6,nous exploitons les résultats généraux des paragraphes précédents sur descas particuliers. La proposition 2.35 corrige nous semble-t-il un résultat im-précis de [KM1]. Le théorème 2.36 est connu mais nous en donnons une nou-velle preuve, plus élémentaire, basée sur les résultats du paragraphe 2.3 surl'intégrabilité des déformations in�nitésimales. Finalement, le paragraphe2.7 répond à des questions de M. Kapovich dans le cas non-simplement ram-i�é. 2.1. Hypersurfaces totalement géodésiques rami�éesSoit H n = f(x1; : : : ; xn+1) 2 Rn+1 j x21+� � �+x2n�x2n+1 = �1; xn+1 > 0gl'espace hyperbolique de dimension n et Gn = SO0(n; 1) la composanteconnexe de l'identité du groupe des isométries de H n . On peut plonger H 2et H n�2 de manière totalement géodésique dans H n en posantH 2 = fx 2 H n j x3 = � � � = xn = 0gH n�2 = fx 2 H n j x1 = x2 = 0gGn�2 = SO0(n � 2; 1) se plonge dans Gn comme le sous-groupe de Gnagissant trivialement surfx 2 Rn+1 j x3 = � � � = xn = xn+1 = 0gGn�2 agit alors transitivement sur H n�2 et les orbites de Gn�2 sur H n sontles sous-ensembles fx 2 H n j x1 = c1; x2 = c2g. Chaque orbite rencontreH 2 en 1 seul point (c1; c2; : : : ; 1 +pc21 + c22). En notant p2 la projectionH n ! H n=Gn�2, on voit donc que l'image de p2 s'identi�e naturellement àH 2 et p2 est simplement la restriction à H n de la projection sur fx 2 Rn+1 jx3 = � � � = xn = 0g.On appellera géodésique rami�ée  = t dans H 2 un "-voisinage d'unpoint o 2 H 2 dans une union de 1 < t < 1 raies géodésiques complètespartant toutes de o. On suppose de plus que lorsque t = 2,  est contenuedans une (ligne) géodésique. t est la valence de o dans  = t.



2.1 Hypersurfaces totalement géodésiques rami�ées 35Un modèle d'hypersurface totalement géodésique rami�ée dans H n estalors dé�ni comme l'image inverse d'une géodésique rami�ée  2 H 2 par laprojection p2 : H n ! H 2 .Un tel modèle est donc un �livre ouvert� avec un nombre �ni de �pages�ou feuilles totalement géodésiques de codimension 1 émanant d'une �tranche�totalement géodésique de codimension 2.Définition 2.2. � Une hypersurface totalement géodésique rami�ée Sdans une variété hyperboliqueM de dimension n est un sous-ensemble fermédeM tel que : pour tout point x de S, il existe un "-voisinage U de x dansM ,une isométrie � entre U et un "-voisinage V d'un point �(x) appartenant à latranche d'un modèle d'hypersurface totalement géodésique rami�ée p�12 (t)dans H n , qui véri�ent �(U \ S) = V \ p�12 (t). (Voir la �gure 1.)

Fig. 1: Hypersurface totalement géodésique rami�éeRemarque. � La décomposition en produit de H n sur H 2 induit unedécomposition en produit de U (resp. U \ S) compatible avec la projectionp = p2 � � : U ! p2(V \ p�12 (t)) (resp. U \ S ! t).



36 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉENotons que p�1(t r fog) est une union de t hypersurfaces totalementgéodésiques disjointes dans U et que p�1(fog) est une sous-variété totalementgéodésique de codimension 2 de U . L'ensemble des points où S n'est paslisse est donc une sous-variété T (peut-être vide, pas forcément connexe) decodimension 2 dans M . T est dit lieu de rami�cation de S. On appellerarégions complémentaires les composantes connexes de M r S et feuilles deS les composantes connexes de S r T .Nous ferons l'hypothèse supplémentaire suivante sur S :(H1) les �brés normaux des composantes connexes de T et des feuilles de Ssont triviaux.En particulier, si x est un point de Tk, la projection p d'un voisinage de xsur un voisinage de o 2 kt dans H 2 s'étend en une projection d'un voisinagetubulaire V"(Tk) de Tk sur V"(o). Si Ri est une région complémentaire telleque Tk � Ri, on peut alors dé�nir l'angle de Ri en Tk comme l'angle entreles deux raies géodésiques de kt correspondantes.Exemples. � On peut adapter la construction du paragraphe 1.2 pourproduire des exemples de variétés arithmétiques contenant des hypersurfacestotalement géodésiques rami�ées. Nous présentons ici un autre moyen de pro-duire des variétés hyperboliques compactes de dimension 3 qui contiennentde telles hypersurfaces. Nous suivons [KM1].Soit X une variété compacte orientable de dimension 3, Haken, atoroï-dale, acylindrique et dont le bord S est une surface connexe incompressiblede genre au moins 2. Les nombreuses hypothèses sur X sont en fait souventsatisfaites. En e�et, si X 0 est une variété compacte orientable de dimension3 et de bord S, alors, par chirurgie de Dehn sur un n÷ud de X 0 (cf. [My]),on peut éliminer de X 0 les anneaux et les disques essentiels, les tores incom-pressibles et les sphères qui ne bordent pas de boules. On obtient une variétéX du type voulu.D'après le théorème d'hyperbolisation de Thurston, X admet unemétrique hyperbolique pour laquelle S est totalement géodésique. Soit bXle double de X. La métrique hyperbolique de X s'étend par symétrie àbX qui est donc hyperbolique, compacte, orientable, et qui contient une hy-persurface S totalement géodésique plongée à deux faces. Soit maintenant une géodésique fermée simple de S qui sépare S en deux composantesconnexes S+ et S�. Découpons bX le long de S+. Il est alors possible derecoller cycliquement k copies de la variété ainsi découpée pour obtenir unevariété M qui est un revêtement de bX rami�é au dessus de . Nous avonsreprésenté ces opérations (en dimension 2) sur la �gure 2. Le tiré-en-arrièrede la métrique hyperbolique sur bX est une métrique CAT(-1) singulière.



2.1 Hypersurfaces totalement géodésiques rami�ées 37Alors, toujours d'après le théorème d'hyperbolisation de Thurston, M peutêtre munie d'une métrique hyperbolique pour laquelle les copies de S+ etS� sont des demi-hypersurfaces totalement géodésiques. Ces copies sontplongées, orientables et s'intersectent suivant leur bord commun . La réu-nion de ces 2k demi-hypersurfaces sépare M en 2k composantes connexes.C'est une hypersurface totalement géodésique rami�ée.

Fig. 2: Recollement de 2 copies découpées de bX



38 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉE2.2. Premiers pasSoit S une hypersurface totalement géodésique rami�ée dans la variétéhyperbolique compacteM de dimension n � 3. Soit T le lieu de rami�cationde S. S est compacte et par conséquent les composantes connexes de T etde S r T sont en nombre �ni.2.2.1.� Dans le cas d'une seule hypersurface, nous avions recouvert Mpar deux ouverts. L'idée de la construction du pliage était alors de produire,grâce à la suite exacte de Mayer-Vietoris, une déformation globalement non-triviale, mais dont la restriction à chacun des ouverts est triviale. En imitantce procédé, nous commençons par dé�nir un recouvrement ouvert U = fUigde M adapté à la décomposition de M en régions complémentaires, feuilleset composantes connexes du lieu de rami�cation.Nous supposerons(H2) que S est connexe,(H3) que les régions complémentaires (ouvertes) ne contiennent pas defeuilles (intuitivement, on peut dire que les feuilles Sj �séparent�toutes).On appelle R1; : : : ; RN les régions complémentaires de M. On choisit" > 0 tel que pour chaque composante Tk du lieu de rami�cation T , lesouverts W (Tk) := V"(Tk) véri�ent� W (Tk) \W (Tl) = ; pour k 6= lW (Tk) \ Sj 6= ; ) Tk � Sj :On dé�nit alorsW (Sj) = V"0(Sjr STk�SjW (Tk)) avec "0 supposé su�sammentpetit pour que j 6= l)W (Sj)\W (Sl) = ;. Finalement, pour chaque régioncomplémentaire Ri, on poseUi = Ri [ [Sj�RiW (Sj) [ [Tk�RiW (Tk) :U = fUig1�i�N est un recouvrement ouvert de M , qu'on dira associé àl'hypersurface totalement géodésique rami�ée S.Nous dé�nissons maintenant les déformations de ! par pliage le long deS comme le sous-espace de F(P ) constitué des connexions plates A 2 F(P )véri�ant 81 � i � N; AjUi 2 J(P ) � (!jUi)



2.2 Premiers pas 39où J(P ) � (!jUi) désigne l'orbite de ! restreinte à l'ouvert Ui sous le groupedes transformations de jauge J(P ). Nous noterons F(P;U) cet espace.Si Ui0; :::; ik désigne l'intersection des ouverts Ui0 ; : : : ; Uik de U , on noteS (Ui0; :::; ik ;AdP ) le groupe des sections du �bré AdP ! Ui0; :::; ik . Ondé�nit alors le produit direct :S p(U ;AdP ) = Y1�i0<���<ip�NS (Ui0; :::; ip ;AdP ) :On notera � = (�i0; :::; ip)1�i0<���<ip�N un élément de S p(U ;AdP ) avec laconvention �:::;�; :::; �;::: = ��1:::;�; :::; �;:::.Remarque. � Dire qu'une connexion A appartient à F(P;U), c'est direqu'il existe un élément � = (�i)1�i�N 2 S 0(U ;AdP ) tel que pour tout i,AjUi = ��i! :Nous écrirons A = ��!.Soit S p(U ;AdP )! le sous-groupe de S p(U ;AdP ) constitué par les sec-tions de AdP parallèles pour la connexion induite par ! sur AdP , c'est-à-dire , en voyant ces sections comme des transformations de jauges, tellesque ��i0; :::; ip! = !; 81 � i0 < � � � < ip � N :On dé�nit les opérateurs �di�érence��0 : S 0(U ;AdP )! S 1(U ;AdP )�1 : S 1(U ;AdP )! S 2(U ;AdP )par (�0�)ij = �j��1i et (�1 )ijk =  ij �1ik  jk. On a trivialement �1 � �0 =Id et pour p = 0; 1, �p(S p(U ;AdP )!) � S p+1(U ;AdP )!. On noteZp(U ;AdP ) (resp. Zp(U ;AdP )!) les noyaux de �p : S p(U ;AdP ) !S p+1(U ;AdP ) (resp. �p : S p(U ;AdP )! ! S p+1(U ;AdP )!).S 0(U ;AdP )! agit sur S 1(U ;AdP )! par(� �  )ij = �j �  ij � ��1i :Cette action est bien dé�nie puisque les transformations de jauge �i et �jstabilisent ! sur Ui et Uj , donc sur Uij = Ui \ Uj .Lemme 2.3. � L'action de S 0(U ;AdP )! sur S 1(U ;AdP )! laisse in-variant Z1(U ;AdP )!.



40 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEDémonstration. � Soit  2 S 1(U ;AdP )! et � 2 S 0(U ;AdP )!.(�1(� �  ))ijk = (� �  )ij(� �  )�1ik (� �  )jk= (�j ij��1i )(�k ik��1i )�1(�k jk��1j )= �j(�1 )ijk��1jdonc �1(� �  ) = 1 si et seulement si �1 = 1.2.2.2.� Nous allons maintenant construire une application deF(P;U)=J(P ) dans Z1(U ;AdP )!=S 0(U ;AdP )!.Soit A 2 F(P;U) : 81 � i � N; AjUi 2 S (Ui;AdP ) � !jUi . Il existedonc un élément � = (�i)1�i�N 2 S 0(U ;AdP ) tel que, 81 � i � N ,AjUi = ��i!jUi . Comme A est une connexion globalement dé�nie sur AdP ,on a ��i! = ��j! sur Uij , c'est-à-dire(��1i )���j! = (�j��1i )�! = ! :Ainsi, �0� = (�0�)ij = (�j��1i )ij est un élément de S 1(U ;AdP )! et comme�1 � �0 = Id, on a en fait �0� 2 Z1(U ; adP )!.Supposons maintenant que l'on ait choisi un autre élément �0 2S 0(U ;AdP ) attestant du fait que 8i, AjUi 2 S (Ui;AdP ) � !. On aalors ('0i)�! = AjUi = ��i!, i.e. �0i��1i stabilise ! sur Ui . Il existe� 2 S 0(U ;AdP )! tel que �0i = �i�i. Dans ce cas, (�0�0)ij = �0j(�0i)�1 =�j�j��1i ��1i = �j(�0�)ij��1i et �0�0 = �:�0�.Nous obtenons �nalement une application bien dé�nie, continue,� : F(P;U) �! Z1(U ;AdP )!=S 0(U ;AdP )! :Lemme 2.4. � � est constante sur les orbites du groupe des transfor-mations de jauge J(P ) = S (AdP ) dans F(P;U).Démonstration. � Soit A 2 F(P;U) et F 2 J(P ) = S (AdP ). Soit� 2 S 0(U ;AdP ) tel que A = ��!. F �A appartient aussi à F(P;U) et onpeut choisir  = �F 2 S 0(U ;AdP ) pour calculer �(F �A) :�(F �A) = �0(�F ) modulo S 0(U ;AdP )!mais (�0(�F ))ij = (�F )j(�F )�1i = �jF jUj � (F jUi)�1��1i . F est dé�nie surM et donc F jUj et F jUi coïncident sur Uij: (�0(�F ))ij = �j��1i = (�0�)ij .



2.2 Premiers pas 41� passe donc au quotient en une application� : F(P;U)=J(P ) �! Z1(U ;AdP )!=S 0(U ;AdP )! :Remarque. � Il y a un élément privilégié dans Z1(U ;AdP )! : l'imagede ! par �. C'est la section constante égale à l'identité sur chaque ouvertUij. Son orbite sous S 0(U ;AdP )! est �0(S 0(U ;AdP )!).Proposition 2.5. � � est injective, c'est-à-dire que si A 2 F(P;U)est telle que �(A) 2 �0(S 0(U ;AdP )!), alors il existe F 2 J(P ) telle queA = F �!.Démonstration. � Soit A 2 F(P;U) et � 2 S 0(U ;AdP ) tel que A =��!. On suppose qu'il existe � 2 S 0(U ;AdP )! tel que �(A) = �0� soitégal à �0� . (�0�)ij = (�0�)ij =) �j��1i = �j��1i=) (��1j �j) � (��1i �i)�1 = Id=) (�0(��1�))ij = Id :Ceci veut dire que, 8i; j, (��1�)i et (��1�)j coïncident sur l'intersectionUij. Il existe donc une transformation de jauge F dé�nie sur M telle que(��1�)i = F jUi , quel que soit 1 � i � N .Mais � 2 S 0(U ;AdP )! et donc (��1�)�i! = ��i (��1i )�! = ��i! = A.Donc A = F �!.F(P;U)=J(P ) s'injecte donc dans Z1(U ;AdP )!=S 0(U ;AdP )!.En fait, le quotient par S 0(U ;AdP )! est assez ino�ensif. Soit en e�et,V un ouvert connexe de M et m un point de V . On choisit un point p 2 Pau-dessus de m. On considère p comme une identi�cation de H avec la�bre (AdP )m de AdP au-dessus de m que l'on note h 7! [p; h]. On déduitfacilement du théorème 2.3 la propositionProposition 2.6. � Si une section s de AdP dé�nie sur l'ouvert con-nexe V stabilise !, on peut écrire s(m) = [p; h(s)] où h(s) est un élémentde H qui commute avec tous les éléments de l'image de �1(V;m) par lareprésentation d'holonomie hol!p : �1(V;m) ! H. De plus, l'applicationH de S (V;AdP )! dans H qui à s associe h(s) est un isomorphisme deS (V;AdP )! sur le centralisateur de hol!p (�1(V;m)) dans H.Il s'en suit que



42 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉECorollaire 2.7. � Le groupe S 0(U ;AdP )! est �ni.Démonstration. � Elle est immédiate à partir de la proposition et dulemme suivant :Lemme 2.8. � Soit mi 2 Ui. Le groupe fondamental �1(Ui;mi) de Uien mi est Zariski-dense dans SO(n; 1).Démonstration du lemme 2.8. � Ui se rétracte par déformation sur Ri.Il y a deux cas :(a) Les angles de Ri en les composantes Tk � @Ri du lieu de rami�ca-tion sont tous égaux à �. Ri est alors une variété hyperbolique compacte àbord totalement géodésique et on peut appliquer la proposition 1.4.(b) L'angle de Ri en une composante Tk � @Ri est di�érent de �.Soient Sj et S0j les feuilles du bord de Ri adjacentes en Tk (il est possibleque Sj = S0j). Soient eTk un relevé de Tk à H n et eSj, eS0j les relevés deSj, S0j correspondants. Si Fj et F 0j sont les stabilisateurs de eSj et eS0j dans� = �1(M) alors Sj = eSj=Fj et S0j = eS0j=F 0j . La proposition 1.4 impliquealors que les fermetures de Zariski F j et F 0j de Fj et F 0j sont deux copiesconjuguées de SO(n�1; 1) dans SO(n; 1). De plus, F j 6= F 0j puisque l'angleentre eSj et eS0j est di�érent de �. Le lemme suit car O(n � 1; 1) est unsous-groupe maximal de SO(n; 1) ([CG]).�1(Ui;mi) a donc le même centralisateur dans H = SO(n + 1; 1) queSO(n; 1). Ce centralisateur est �ni et la proposition entraîne le corollaire.Remarque. � La représentation d'uniformisation � ! SO(n; 1) est enfait à valeurs dans la composante connexe de l'identité SO0(n; 1) de SO(n; 1).Si l'on ne considère que des représentations à valeurs dans SO0(n+1; 1), onn'a plus besoin de quotienter par S (U ;AdP )!. En e�et, le centralisateur deSO0(n; 1) dans SO0(n+ 1; 1) est réduit à l'identité et donc S (U ;AdP )! =fIdg.Nous aimerions pouvoir dire que, dans un certain sens, F(P;U)=J(P ) etZ1(U ;AdP )!=S 0(U ;AdP )! sont isomorphes. Et en fait nous verrons quec'est vrai au paragraphe 2.5. En restant dans le cadre que nous avons �xé ici,il faudrait être capable, étant donné un élément  de S 1(U ;AdP )! tel que�1 = Id, de construire � 2 S 0(U ;AdP ) tel que �0� =  . Malheureuse-



2.2 Premiers pas 43ment, le faisceau des sections de AdP n'est pas un faisceau �n et il sembledonc très di�cile d'a�rmer quoi que ce soit sur la surjectivité de �.2.2.3.� Nous concentrons maintenant notre attention sur un cas simpled'hypersurface totalement géodésique rami�ée. Nous exploitons l'injectivitéde � dans ce cas particulier.Définition 2.9. � Une hypersurface totalement géodésique rami�ée Sest dite simplement rami�ée si elle satisfait les hypothèses (H1),(H2) et (H3)et si(a) le lieu de rami�cation T de S est connexe ;(b) les N � 3 feuilles Sj de S sont plongées, c'est-à-dire que pour toutefeuille Sj de S, Sj \W (T ) est connexe.
S3S2

S5
R1

R3
S1 SN

S4 S6TR4
R2

Fig. 3: Hypersurface simplement rami�éeLes N feuilles S1; : : : ; SN de S émanant de T séparent M en N régionscomplémentaires R1; : : : ; RN . On numérote les feuilles et les régions com-plémentaires suivant un ordre cyclique autour de T (voir la �gure 3).Soit m un point de T et p un point de la �bre Pm de P au-dessus dem. Nous reprenons les notations de la proposition 2.6. Pour V 2 fUi; 1 �i � N ; Uij; 1 � i < j � Ng, l'application H est un isomorphisme deS (V;AdP )! sur le centralisateur de hol!p (�1(V;m)). En notant �i, �ij,Z(�i) et Z(�ij) les groupes hol!p (�1(Ui;m)), hol!p (�1(Uij ;m)) et leurs cen-



44 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEtralisateurs dans H, on voit que H dé�nit des isomorphismesH0 : S 0(U ;AdP )! �! Y1�i�N Z(�i)H1 : S 1(U ;AdP )! �! Y1�i<j�N Z(�ij) :L'action de S 0(U ;AdP )! se transporte en une action de Q1�i�N Z(�i)sur Q1�i<j�N Z(�ij) donnée par (z � h)ij = zj � hij � z�1i pour z = (zi) 2Q1�i�N Z(�i) et h = (hij) 2Q1�i<j�N Z(�ij).Soit � 2 Z1(U ;AdP )!. On a �ij(m)�ik(m)�1�jk(m) = Id et donch(�ij)h(�ik)�1h(�jk) = Id, 8i; j; k. Notons P (Z(�ij); 1 � i < j � N) lesous-ensemble fh = (hij) 2 Q1�i<j�N Z(�ij) j hijh�1ik hjk = Id g. En com-posant � avec H1, on obtient une application injective, notée encore �,� : F(P;U)=J(P ) �! P (Z(�ij); 1 � i < j � N) / Y1�i�N Z(�i) :Si h = (hij) 2 P (Z(�ij); 1 � i < j � N) alors pour tout i < j on peutexprimer hij en fonction des hk;k+1. En e�et, hi;i+1h�1i;j hi+1;j = Id et donchij = hi+1;jhi;i+1. Ainsi, hij = hj�1;jhj�2;j�1 � � � hi+1;i+2hi;i+1. Récipro-quement, on peut reconstruire un élément h 2 P (Z(�ij); 1 � i < j � N)à partir de (hk;k+1)k2Z=NZ 2 Qk2Z=NZZ(�k;k+1) par la formule hij =hj�1;j � � � hi;i+1 à condition que l'on ait bien h12h�11Nh2N = Id, c'est-à-direh1Nh�112 = h2N = hN�1;N � � � h23. Il faut donc que (hk;k+1)k2Z=NZ soit telque hN;1hN�1;N � � � h23h12 = Id :Remarque. � 8i+ 1 < j, les hij ainsi construits sont bien des élémentsde Z(�ij) puisque dans ce cas on a Uij = W (T ) qui est inclus dans tous lesUk;k+1.La projection Q1�i<j�N Z(�ij) ! Qk2Z=NZZ(�k;k+1) induit donc unisomorphisme (de variété a�nes) entre P(Z(�ij); 1 � i < j � N) etP(Z(�k;k+1); k 2 Z=NZ) := fh 2 Yk2Z=NZZ(�k;k+1) j hN;1hN�1;N � � � h12 = Id g :On véri�e facilement que cet isomorphisme passe au quotient sous l'actionde Q1�i�N Z(�i). On obtient donc une injectionF(P;U)=J(P ) ,! P (Z(�k;k+1); k 2 Z=NZ) / Y1�i�N Z(�i) :



2.2 Premiers pas 452.2.4.� Nous sommes parvenus à un point très important. En e�et, etc'est ce que nous allons voir maintenant, P (Z(�k;k+1); k 2 Z=NZ) s'identi�e(presque) à un espace de déformations de polygone dans la sphère S2. Nouspourrons donc, à partir de cet espace �plus simple�, obtenir des informationssur l'espace �plus compliqué� des déformations de ! par pliage.Soit ~m un point de fM au-dessus de m 2 T et eT , eSk, 1 � k � N , lesrelevés à fM de T et Sk, 1 � k � N , qui passent par ~m. Quitte à conjuguer� = �1(M;m) dans SO(n; 1), on peut supposer que ~m = (1; 0; : : : ; 0), eT =H n \ e?1 \ e?2 , eS1 � H n \ e?1 . Soit alors wk = eSk \ f�e1+�e2; �2+�2 = 1g.On peut encore supposer que w1 = e2 et que les wk se succèdent dans lesens trigonométrique sur le cercle f�e1 + �e2; �2 + �2 = 1g. En appelantr� la rotation de Rn+1 d'axe e?1 \ e?2 et d'angle �, on dé�nit �k 2 [0; 2�[ parwk = r�k(e2). On a eSk = r�k(eS1). D'après la proposition 1.4, �1(Sk;m) estZariski-dense dans le stabilisateur F k de eSk dans H = SO(n+ 1; 1). On aF 1 = 0BB@ Id (0)(0) SO(n�1; 1) 1CCA et F k = Ad(r�k)F 1(on a encore noté r� la rotation de Rn+2 d'axe e?1 \ e?2 et d'angle �).Si ZSO(n�1;1) désigne le centre de SO(n � 1; 1), le centralisateur Ck deF k, et donc de �1(Sk;m), dans H est donné parC1 = 0BB@ SO(2) (0)(0) ZSO(n�1;1) 1CCA ; Ck = Ad(r�k)C1ZSO(n�1;1) est réduit à fIdg si n est impair et à f� Idg si n est pair. Lacomposante connexe C0k de l'identité dans Ck estC0k = Ad(r�k)C01 avec C01 = 0BB@ SO(2) (0)(0) IdSO(n�1;1) 1CCA :Soit vk = r�k(e1) 2 Rn+1 : (vk; wk) est une base orthonormée directe deRe1 � Re2 � Rn+1 . Soit l'élémentAk = 0BB@ 0 �tqvkvk (0) 1CCA



46 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEde l'algèbre de Lie h := so(n + 1; 1) de H = SO(n + 1; 1). On a C0k =exp(RAk ).Comme Uk;k+1 se rétracte sur Sk, la composante connexe de l'identitédans P (Z(�k;k+1); k 2 Z=NZ) estP(C01 ; : : : ; C0N ) := fh 2 Y1�k�N C0k j hN � � � h1 = Id g :Comme les vecteurs vk et wk, 1 � k � N , appartiennent tous à Re1�Re2 ,on peut en fait considérer que tout se passe dans R3 = Re0 � Re1 � Re2 :les centralisateurs C0k sont vus comme des sous-groupes à un paramètre deSO(3) et les matrices Ak comme des éléments de so(3), l'algèbre de Lie deSO(3).Soit alors S2 la sphère unité de R3 et S1 � S2 l'équateur f�e1 + �e2 j�2 + �2 = 1g. On note w�i les vecteurs wi considérés comme des points deS1. Si u est un point de S2, on note Ru le sous-groupe à un paramètre deSO(3) constitué des rotations d'axe u. Rw�k est exactement C0k vu commeun sous-groupe de SO(3).Définition 2.10. � Une m-ligne polygonale � de S2 est un m-uplet(c1; : : : ; cm) d'arcs (orientés) de grands cercles tel que quel que soit 1 � i �m� 1, l'extrémité t(ci) de ci coïncide avec l'origine o(ci+1) de ci+1. On noteli 2 [0; 2�[ la longueur de ci et L le m-uplet (l1; : : : ; lm). On dira que L estla longueur de la ligne �.Un polygone à m côtés (on dira un m-gone) � de S2 est une m-lignepolygonale qui se referme, c'est-à-dire telle que t(cm) = o(c1).On appelle Cm;L (resp. Bm;L) l'espace des con�gurations de m-gones(resp. de m-lignes polygonales) de S2 de longueurs de côtés L. Pm;L =Cm;L=SO(3) (resp. Lm;L = Bm;L=SO(3)) désignera l'espace des modulescorrespondant.Soit �� le N -gone de S1 � S2 de sommets w�1; : : : ; w�N . Le i-èmecôté c�i de �� est l'arc de grand cercle d'origine w�i et d'extrémité w�i+1ne contenant aucun autre w�j . Le N -uplet des longueurs de côtés de � estL� = (l�1; : : : ; l�N ) 2 [0; 2�[N où l�i = �i+1 � �i 2 [0; 2�[ est l'angle entre Siet Si+1. Le périmètre de �� est l�1 + : : : + l�N = 2�. On peut supposer quel�1 < �.On note l� le (N � 1)-uplet (l�1; : : : ; l�N�1). On pose P� := PN;L� etL� := LN�1;l� . P� (resp. L�) s'identi�e naturellement à l'espace des N -gones (resp. (N � 1)-lignes polygonales) de S2 de sommets (u1; : : : ; uN ), delongueurs de côtés L� (resp. l�) tels que u1 = w�1 et u2 = w�2.



2.2 Premiers pas 47Soit � 2 L�. On note ci les côtés de �. On a c1 = c�1 et donc c2 appartientà Rw�2 :c�2 : il existe r2 2 Rw�2 tel que c2 = r2(c�2). De même, c3 appartientà Ru3 :r2(c�3). Or Ru3 = Rr2(w�3) = r2Rw�3r�12 . Il existe donc r3 2 Rw�3 telque c3 = r2r3r�12 (r2(c�3)) = r2r3(c�3). Ainsi, toute ligne polygonale � 2 L�s'obtient à partir de � et d'éléments ri de Rw�i en posantcj = r2 : : : rj(c�j ); 82 � j � N � 1 :Nous avons donc un di�éomorphisme  N�1 entre le produit de N-2 cerclesQ2�k�N�1Rw�k et L�.On peut faire le même raisonnement avec le polygone � de P� consid-éré comme une N -ligne polygonale : si � =  N (r2; : : : ; rN ) alors cN =r2 : : : rN (c�N ) et donc� est un polygone , t(cN ) = o(c1) = w�1, r2 : : : rN (w�1) = w�1, r2 : : : rN 2 Rw�1, 9r1 2 Rw�1 j r1r2 : : : rN = IdSO(3)Par conséquent, l'espace P� des modules de polygones de longueur L� dansS2 s'identi�e à la sous-variété a�ne réelleP(Rw�1 ; : : : ; Rw�N ) := fr 2 Y1�k�N Rw�k j r1 � � � rN = IdSO(3) gde Q1�k�N Rw�k .Revenons au problème des déformations de la connexion plate ! parpliage le long de l'hypersurface simplement rami�ée S. On se souvient queC0k et Rw�k sont isomorphes. Nous obtenonsProposition 2.11. � Modulo l'action du groupe �ni Q1�k�N Z(�k),un voisinage de [!] dans l'espace F(P;U)=J(P ) des déformations par pliages'injecte dans l'espace P� des déformations du polygone �� de S2.Nous en déduisons le petit résultat de rigidité suivant :Corollaire 2.12. � Si deux feuilles successives de S forment un anglestrictement supérieur à �, il est impossible de plier ! le long de S. Si l'unionde deux feuilles successives Si et Si+1 de S est totalement géodésique, plier! le long de S revient à plier le long de l'hypersurface totalement géodésiqueplongée Si [ Si+1.Démonstration. � On peut supposer que c'est l'angle entre SN et S1 quiest supérieur ou égal à �. Soit �� le polygone de S2 correspondant à S. On



48 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEa lN � � et donc les sommets w�1; : : : ; w�N de �� sont alignés sur le segmentgéodésique minimisant [w�1; w�N ]. En notant d la distance standard sur S2,on a 2� � lN = d(w�1; w�N ) = X1�i�N�1 d(w�i ; w�i+1) = l1 + : : :+ lN�1 :C'est le cas d'égalité de l'inégalité triangulaire. Pour que 2� � lN reste égalà l1+ : : :+ lN�1 le long d'une déformation �(t), il faut que les sommets ui(t)des polygones �(t) soient encore alignés. Si lN > �, cela force �(t) = ��au voisinage de 0. Si lN = �, la seule possibilité est de faire tourner lecoté cN autour de Rw�N = Rw�1 . Cela revient à déformer suivant la courbef(r�1N ; Id; : : : ; Id; rN ) j rN 2 Rw�N g de P(Rw�1 ; : : : ; Rw�N ). Il s'agit exactementdu pliage classique le long de SN [ S1.2.3. Approche in�nitésimaleDans cette section, nous linéarisons le problème pour essayer de passer dela cohomologie de �ech Z1(U ;AdP )!=S 0(U ;AdP )! des sections de AdPaux déformations F(P;U)=J(P ) de !. En nous plaçant au niveau in�nitési-mal, nous travaillerons avec les sections du �bré vectoriel adP = P �H h.Contrairement aux sections de AdP , elles forment un faisceau �n et nouspouvons espérer obtenir des renseignements sur l'espace (Zariski-) tangentaux déformations et sur les premières obstructions.2.3.1. Déformations in�nitésimales et obstruction quadra-tique.Nous allons construire un double complexe à la �ech-de Rham relatif aurecouvrement ouvert U de M associé à l'hypersurface totalement géodésiquerami�ée S.Soit AqM le faisceau associé aux q-formes sur M à valeurs dans adP ,et S (Ui0;:::;ip ;AqM ) les sections de ce faisceau sur Ui0;:::;ip . Un élémentde S (Ui0;:::;ip ;AqM ) sera noté �i0;:::;ip avec la convention �:::;�;:::;�;::: =��:::;�;:::;�;:::.Pour p � 0, on note Cp(U ;AqM ) le groupe des cochaines de �ech corre-spondant: Cp(U ;AqM ) = Y1�i0<���<ip�N S (Ui0;:::;ip ;AqM ):On pose C�1(U ;AqM ) = Aq(M; adP )



2.3 Approche in�nitésimale 49et Cp(U ;ZqM ) = f� 2 Cp(U ;AqM ) tq d!� = 0g:Soient maintenant i l'inclusion Cp(U ;Z0M ) ! Cp(U ;A0M ), r la restric-tion Aq(M; adP ) ! C0(U ;AqM ), � l'opérateur di�érence Cp(U ;AqM ) !Cp+1(U ;AqM ) (p � 0) donné par(��)�0;:::;�p+1 = p+1Xi=0 (�1)i ��0;:::;b�i;:::;�p+1 :Le double complexe de �ech-de Rham augmenté s'écrit alors:
A2(M; adP )d!" r! C0(U ;A2M )d!" �! C1(U ;A2M )d!" �! C2(U ;A2M )d!" �! � � �A1(M; adP )d!" r! C0(U ;A1M )d!" �! C1(U ;A1M )d!" �! C2(U ;A1M )d!" �! � � �A0(M; adP )d!" r! C0(U ;A0M )d!" �! C1(U ;A0M )d!" �! C2(U ;A0M )d!" �! � � �C0(U ;Z0M )i" �! C1(U ;Z0M )i" �! C2(U ;Z0M )i" �! � � �Les �èches i et r sont injectives, tous les carrés du diagramme sont com-mutatifs et les lignesH1(M; adP ) r! C0(U ;A1M ) �! C1(U ;A1M ) �! C2(U ;A1M ) �! � � �sont exactes (adP est un �bré vectoriel sur M : le faisceau des sections deadP est un faisceau �n).Si on note H�(U ; adP ) la cohomologie du complexe totalCr(U ; adP ) = Mp+q=r Cp(U ;AqM ); r � 0;muni de l'opérateur de di�érenciation � + (�1)pd!, alors H�(U ; adP ) et lacohomologie H�(M; adP ) du complexe de de Rham (Aq(M; adP ); d!)q�0sont isomorphes.



50 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEEn particulier, on a une application fp : Zp(U ;Z0M ) ! Zp(M; adP ) del'espace des p-cocycles de �ech dans l'espace des formes d!-fermées sur M .Soit en e�et (�i)1�i�N une partition de l'unité subordonnée au recouvrementouvert U . On dé�nit un opérateur K de Cp+1(U ;AqM ) dans Cp(U ;AqM ) par� K� = P1�i�N �i �i pour p = �1 ;(K�)�0;:::;�p = P1�i�N �i �i;�0;:::;�p pour p � 0 :K est un opérateur d'homotopie, c'est-à-dire que l'on a� K� + rK = Id sur C0(U ;AqM ) ;K� + �K = Id sur Cp(U ;AqM ); p � 1 :L'application fp est alors donnée par r � fp(�) = (�1) p(p+1)2 (d!K)p�. Enfait, fp passe au quotient en une application du p-ième espace de co-homologie de �ech Hp(U ;Z0M ) dans le p-ième espace de cohomologie dede Rham Hp(M; adP ) : pour p = 0 c'est évident et pour p � 1, si� 2 Zp(U ;Z0M ) est tel que � = � avec  2 Cp�1(U ;Z0M ), alors on afp(�) = (�1) p(p+3)2 (d!K)p , i.e. fp(�) = 0 dans Hp(M; adP ).Nous nous intéressons aux déformations de ! par pliage : au niveau in-�nitésimal, cela veut dire que nous cherchons des éléments de H1(M; adP )exacts sur chaque ouvert Ui de U . Nous appelons cet espace espace des dé-formations in�nitésimales par pliage de ! et nous le notons H1(M;U ; adP ).Soit � une 1-forme fermée représentant un élément de H1(M;U ; adP ) :il existe une cochaine � := �(�) 2 C0(U ;A0M ) telle que r(�) = d!�. � est enfait unique. En e�et, si �0 est une autre cochaine avec la même propriété,alors d!(�� �0) = 0, i.e. quel que soit 1 � i � N , (�� �0)i est parallèle. Orune section parallèle de adP sur Ui est forcément nulle, comme le montre lelemme suivant:Lemme 2.13. � 81 � i � N , �1(Ui) n'a pas d'invariant non nul dansso(n+ 1; 1).Démonstration du lemme. � SO(n; 1) n'a pas d'invariant non nul dansso(n + 1; 1) et on a vu au lemme 2.8 que �1(Ui) est Zariski-dense dansSO(n; 1).Si � n'est pas exacte, alors � n'appartient pas à r(A0(M; adP )) et parexactitude en C0(U ;A0M ), �(�) := �� 6= 0. De plus ��(�) = 0 et d!�(�) = 0: �(�) est un élément (non nul) de Z1(U ;Z0M ) et donc de H1(U ;Z0M ) d'aprèsle lemme précédent. D'autre part, si �+ d!s est une 1-forme cohomologue à�, on a �(� + d!s) = �(�) + r(s) et donc �(� + d!s) = �(�).



2.3 Approche in�nitésimale 51Calculons maintenant f1(��(�)) pour une 1-forme fermée � : d!K�(�) =d!K��(�) = d!(�(�) � rK�(�)) = r� � rd!K�(�). Donc f1(��(�)) =� � d!K�(�) est cohomologue à �.f1 est donc une application surjective de H1(U ;Z0M ) dansH1(M;U ; adP ).Proposition 2.14. � f1 : H1(U ;Z0M ) ! H1(M;U ; adP ) est un iso-morphisme.Démonstration. � Il su�t de montrer que f1 est injective. Soit � 2Z1(U ;Z0M ) tel que f1(�) = 0 dans H1(M; adP ) : il existe s 2 A0(M; adP )telle que �d!K� = rd!s, i.e. d!(r(s) +K�) = 0. Autrement dit, 81 � i �N , (r(s) +K�)i est une section parallèle de adPjUi . Donc r(s) = �K�. Ona alors � = �K� = ��r(s) = 0 et la proposition est démontrée.On peut donc voir une déformation in�nitésimale de ! par pliage commeune collection � = (�ij)1�i<j�N de sections parallèles de adP sur les inter-sections de deux ouverts de U satisfaisant la condition de recollement �� = 0,i.e. (��)ijk = �ij � �ik + �jk = 0; 81 � i < j < k � N :Remarque. � Soient Ri et Rj deux régions complémentaires adjacentesle long de la feuille Sk que l'on suppose plongée (i.e. pour toute composantedu lieu de rami�cation Tl incluse dans Sk, W (Tl) \ Sk = ;). Soient Ui, Ujles ouverts correspondants. Alors l'espace des sections parallèles de adP surUij est de dimension 1. En e�et, Uij a le même groupe fondamental queSk qui est une variété hyperbolique compacte de dimension n � 1 � 2 àbord totalement géodésique. D'après la proposition 1.4, �1(Uij) est Zariski-dense dans SO(n � 1; 1), qui n'admet qu'une seule droite invariante dansso(n+ 1; 1). Nous notons Rsk cette droite de sections parallèles.A quelles conditions ces déformations in�nitésimales par pliage sont-ellesintégrables, au moins formellement ? Rappelons qu'une déformation in-�nitésimale �1 est (formellement) intégrable s'il existe une suite (�k)k�2 deA1(M; adP ) telle que :8c � 2; d!�c + 12 Xa+b=c[�a; �b] = 0 :En particulier, la première obstruction, dite quadratique, à l'intégrabilitéd'une déformation in�nitésimale est la classe de cohomologie du crochet



52 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉE[�1; �1] 2 A2(M; adP ) dans H2(M; adP ). Si cette classe est nulle, c'est-à-dire si l'on peut trouver �2 2 A1(M; adP ) tel que d!�2 = �12 [�1; �1], ondit que �1 est intégrable à l'ordre 2.On peut étendre le crochet au double complexe de �ech-de Rham par:[�; �] : Cp(U ;AqM )�Cr(U ;AsM )! Cp+r(U ;Aq+sM )[�;  ]�0 ;:::;�p+r = (�1)qr[��0;:::;�p ;  �p;:::;�p+r ]où l'on comprend ��0;:::;�p et  �p;:::;�p+r comme restreintes à U�0;:::;�p+r . SurCp(U ;A0M )�Cr(U ;A0M ), il s'agit simplement du crochet de Lie sur les sec-tions de adP .Si � 2 Cp(U ;AqM ) et  2 Cr(U ;AsM ) on a� �[�;  ] = [��;  ] + (�1)p+q[�; � ] ;d![�;  ] = (�1)r[d!�;  ] + (�1)q[�; d! ] :Les applications fp : Zp(U ;Z0M )! Zp(M; adP ) se comportent bien vis-à-vis du crochet de Lie :Lemme 2.15. � Soient � 2 Zp(U ;ZqM ) et  2 Zr(U ;ZsM ). On afp+r[�;  ] = [fp�; f r ]:Démonstration. � Nous utiliserons uniquement le cas p = r = 1 et q =s = 0. Nous véri�ons le lemme dans ce cas particulier. Le cas général sedémontre de la même façon. Soient donc � 2 Z1(U ;Z0M ) et  2 Z1(U ;Z0M ).[�;  ] appartient à Z2(U ;Z0M ) et rf2[�;  ] = �(d!K)2[�;  ].(K[�;  ])ij = P� ��[�;  ]�ij =P� ��[��i;  ij ]= [(K�)i;  ij ] = [K�; ]ijDonc d!K[�;  ] = d![K�; ] = �[d!K�; ].(Kd!K[�;  ])i = �X� ��([d!K�; ]�i =X� ��[(d!K�)�;  �i]Mais �(d!K�) = 0 et donc (d!K�)� = (d!K�)i sur U�i. On en déduit(Kd!K[�;  ])i =X� ��([(d!K�)i;  �i] = [(d!K�)i; (K )i] :Par conséquent Kd!K[�;  ] = [d!K�;K�] et (d!K)2 = �[d!K�; d!K ].Finalement, on obtient rf2[�;  ] = [rf1�; rf1 ] et le lemme.



2.3 Approche in�nitésimale 53Ainsi, si �1 = f1(�) est une déformation in�nitésimale par pliage de !,[�1; �1] = [f1�; f1�] = f2[�; �]:De plus, d'après la discussion qui suit la dé�nition de fp, si [�; �] = 0 dansH2(U ;Z0M ) alors f2[�; �] = 0 dans H2(M; adP ). En notantC 1(U ;Z0M ) = f� 2 H1(U ;Z0M ) j [�; �] = 0 dansH2(U ;Z0M )get C 1(M;U ; adP ) = f� 2 H1(M;U ; adP ) j [�; �] = 0 dansH2(M; adP )gl'espace des déformations in�nitésimales de ! par pliage le long de S(formellement) intégrables à l'ordre 2, on obtient :Proposition 2.16. � f1 est une application injective de C 1(U ;Z0M )dans C 1(M;U ; adP ).2.3.2. Le cas simplement rami�é.Nous allons donner une description complète du sous-espace C 1(U ;Z0M )des déformations de ! par pliage intégrables à l'ordre 2 dans le cas où S estsimplement rami�ée.On rappelle que les N � 3 feuilles de S sont plongées, qu'elles émanenttoutes d'une sous-variété connexe T de codimension 2 et qu'elles séparentMen N régions complémentaires. Soit m un point de T .Proposition 2.17. � Z1(U ;Z0M ), et donc H1(M;U ; adP ), est de di-mension N � 2.Démonstration. � On cherche des éléments � = (�ij)0�i<j�N appar-tenant à C1(U ;A0M ) et tels que �� = d!� = 0. On ne raisonne donc qu'avecdes sections parallèles : elles sont entièrement déterminées par leurs valeursau point m. On identi�e la �bre (adP )m de adP au dessus de m avech := so(n+ 1; 1). On confondra une section parallèle s dé�nie au voisinagede m et sa valeur en m.L'opérateur di�érence � : C1(U ;Z0M ) ! C2(U ;Z0M ) apparaît alorscomme une application linéaire � : hC2N ! hC3N .De la même manière qu'au paragraphe 2.2.3, on montre que la projectionhC2N ! hN



54 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEqui envoie � = (�ij)1�i<j�N sur (�k;k+1)k2Z=NZ dé�nit un isomorphismeentre f� 2 hC2N j �� = 0g et le sous-espace de hN dé�nit parXk2Z=NZ�k;k+1 = 0:Comme les sections �k;k+1 sont parallèles sur Uk;k+1, la remarque qui suitla proposition 2.14 implique que �k;k+1 2 Rsk quel que soit k 2 Z=NZ. Quiplus est, on peut choisir pour sk la section parallèle dont la valeur au pointm est Ak (voir paragraphe 2.2.4). Z1(U ;Z0M ) s'identi�e donc à l'ensembledes (�1; : : : ; �N ) 2 RN tels queX1�k�N �kAk = 0:Les Ak ne sont pas tous colinéaires et appartiennent à un sous-espace dedimension 2 de h. En e�et, les vecteurs vk normaux aux relevés eSk desfeuilles de S appartiennent au �bré normal de eT , qui est de dimension 2.L'ensemble des (�1; : : : ; �N ) 2 RN solutions de l'équation précédente est dedimension N � 2, ce qui entraîne la proposition.Nous décrivons maintenant le sous-espace C 1(U ;Z0M ) de H1(U ;Z0M ).Soit � 2 H1(U ;Z0M ) = Z1(U ;Z0M ). [�; �] appartient à Z2(U ;Z0M ) et doncà �(C1(U ;A0M )). � appartient à C 1(U ;Z0M ) si et seulement si on a en fait[�; �] 2 �(C1(U ;Z0M )). Il s'agit donc de trouver à quelle condition sur � onpeut résoudre l'équation �� = [�; �] avec � 2 C1(U ;Z0M ), c'est-à-dire�k;k+1 2 Rsk ; 8k 2 Z=NZ :Soit � 2 C1(U ;Z0M ) tel que �� = [�; �]. Pour tous i < � < j, (��)i�j =�i� � �ij + ��j = [�; �]i�j . Ceci implique�ij = �i+1;j + �i;i+1 � [�; �]i;i+1;j= �i+2;j + �i;i+1 + �i+1;i+2 � [�; �]i;i+1;j � [�; �]i+1;i+2;j= Pi�k�j�1 (�k;k+1 � [�; �]k;k+1;j) :Réciproquement, soient (�k;k+1) des sections de adP sur les intersectionsUk;k+1. Il est facile de voir que la cochaine de �ech � donnée par �ij =Pi�k�j�1 (�k;k+1 � [�; �]k;k+1;j) véri�e �� = � si et seulement si�1N = X1�k�N�1 (�k;k+1 � [�; �]k;k+1;N ) ;c'est-à-dire Xk2Z=NZ�k;k+1 = X1�k�N�2[�; �]k;k+1;N :



2.3 Approche in�nitésimale 55Pour que � soit en plus d!-fermée, il faut et il su�t que les sections �k;k+1soient parallèles. Quitte à renuméroter, on peut supposer que S1 [ S2 n'estpas totalement géodésique. En tout point x deW (T ), on a �k(x) 2 Rs1(x)�Rs2 (x) dans (adP )x. Par contre,P1�k�N�2[�; �]k;k+1;N (x) = P1�k�N�2[�k;k+1(x); �k+1;N (x)]= P1�k�N�2[�k;k+1(x);Pk+1�l�N�1 �l;l+1(x)]= P1�k�N�2Pk+1�l�N�1[�k;k+1(x); �l;l+1(x)]est colinéaire à [s1(x); s2(x)]. On identi�e (adP )x et h = so(n + 1; 1).On a h = so(n; 1) � Rn+1 . Vus comme des éléments de h, s1(x) et s2(x)appartiennent à Rn+1 tandis que [s1(x); s2(x)] appartient à so(n; 1). Ainsi,si l'on demande que les �k;k+1 soient parallèles, l'équationX1�k�N �k;k+1 = X1�k�N�2[�; �]k;k+1;N ;admet une solution si et seulement si le second membre est nul (on pourra parexemple prendre �k;k+1 = 0 pour tout k). Par conséquent, � 2 H1(U ;Z0M )appartient à C 1(U ;Z0M ) si et seulement siX1�k�N�2 Xk+1�l�N�1[�k;k+1; �l;l+1] = 0:Ce que l'on peut réécrireX2�i�N�1 X1�j�i�1[�i;i+1; �j;j+1] = 0 ;ou, en remarquant que [P1�k�N�1 �k;k+1; �N;1] = 0,X2�i�N X1�j�i�1[�i;i+1; �j;j+1] = 0 :Si l'on reprend la description de H1(U ;Z0M ) comme sous-espace de RN ,on obtient laProposition 2.18. � C 1(U ;Z0M ) s'identi�e à la sous-variété a�ne deRN dé�nie par les équations� P1�i�N �isi = 0P2�i�NP1�j�i�1[�isi; �jsj] = 0On confond si et sa valeur Ai en m 2 T . On rappelle queAi = 0BB@ O �tqvivi (0) 1CCA



56 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉESi on note vi = v1i e1 + v2i e2 2 Rn+1 ,[Ai; Aj ] = (v1i v2j � v2i v1j ) 2664 0BB@ O �tqe1e1 (0) 1CCA ; 0BB@ O �tqe2e2 (0) 1CCA 3775En posant det(vi; vj) le déterminant de vi et vj considérés comme deuxvecteurs de R2 ' Re1 � Re2 , la deuxième équation devientX2�i�N X1�j�i�1det(vi; vj)�i�j = 0La première équation, que l'on écrit maintenant P1�i�N �ivi = 0, per-met d'exprimer �1 et �2 en fonction des autres �i :�1v1 = � X2�i�N �ivi et �2 = 1det(u1; u2) NXi=3 det(ui; u1);et donc de les éliminer de la deuxième. Finalement, on obtient queC 1(U ;Z0M ) est isomorphe à l'ensemble des zéros de la forme quadratiquede RN�2 donnée parQ(�3; : : : ; �N ) = 1det(v1; v2) " NXi=3 det(vi; v1)�i! NXi=3 det(vi; v2)�i!+ NXi=4 i�1Xj=3 det(v1; v2) det(vi; vj)�i�j35 .Proposition 2.19. � (i) Si les angles entre deux feuilles successivesde S sont tous strictement inférieurs à �, alors Q est de signature (N�3; 1; 0) : C 1(U ;Z0M ) est analytiquement équivalent au cône quadratiqueQ de RN�2 dé�ni parQ = f(y1; : : : ; yN�2) 2 RN�2 j y21 + : : : + y2N�3 � y2N�2 = 0g:(ii) Si deux feuilles successives forment un angle strictement supérieur à �,alors Q est dé�nie positive : C 1(U ;Z0M ) est réduit à f0g.(iii) Si l'union de deux feuilles successives est totalement géodésique, alorsla signature de Q est (N � 3; 0; 1) : C 1(U ;Z0M ) est isomorphe à R.Remarque. � Dans le cas (i), on voit que C 1(U ;Z0M ) = 0 équivaut àN = 3.



2.3 Approche in�nitésimale 57Démonstration. � On note di;j le déterminant det(vi; vj).On suppose pour commencer qu'il existe i0 tel que pour tout i di�érentde i0, Si0 [ Si n'est pas totalement géodésique. Quitte à renuméroter, onpeut choisir i0 = 1 et on peut supposer que d1;2 > 0. On a donc d1;i 6= 0,8i 6= 1.On pose Q3 = d1;2Q :Q3(�3; : : : ; �N ) =  NXi=3 di;1 �i! NXi=3 di;2 �i! + NXi=4 i�1Xj=3 d1;2di;j �i�jEn remarquant le fait que pour tous vecteurs x; y; z; t de R2 , on adet(x; y) det(z; t) = det(z; y) det(x; t)� det(t; y) det(x; z); (2.3.1)on voit que d1;2di;j = di;2d1;j � dj;2d1;i et on peut écrireQ3(�3; : : : ; �N ) =  NXi=3 di;1 �i! NXi=3 di;2 �i!+ NXi=4 i�1Xj=3(di;2d1;j�dj;2d1;i)�i�j ;soit Q3(�3; : : : ; �N ) = NXi=3 di;1di;2 �3i + 2 X3�j<i�N di;1dj;2 �i�j :On rassemble les termes en �3. On obtientQ3(�3; : : : ; �N ) = d3;1d3;2 �3 + 1d3;1 NXi=4 di;1 �i!2 �  d3;2d3;1 NXi=4 di;1 �i!2+ NXi=4 di;1di;2 �2i + 2 X4�j<i�N di;1dj;2 �i�j= d3;1d3;2 �3 + 1d3;1 NXi=4 di;1 �i!2+ NXi=4 di;1d3;1 (di;2d3;1 � d3;2di;1) �2i+ X4�j<i�N di;1d3;1 (dj;2d3;1 � d3;2dj;1) �i�j2.3.1 donne alorsQ3(�3; : : : ; �N ) = d3;1d3;2 �3 + 1d3;1 NXi=4 di;1 �i!2 + d2;1d3;1 Q4(�4; : : : ; �N )



58 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEavec Q4(�4; : : : ; �N ) = NXi=4 di;1di;3 �2i + 2 X4�j<i�N di;1dj;3 �i�j:Pour k appartenant à f3; : : : ; Ng, on notexk = �k + 1dk;1 NXi=k+1di;1 �i;et Qk(�k; : : : ; �N ) = NXi=k di;1di;k�1 �2i + 2 Xk�j<i�N di;1dj;k�1 �i�j :On voit que pour tout k,Qk(�k; : : : ; �N ) = dk;1dk;k�1 x2k + dk�1;1dk;1 Qk+1(�k+1; : : : ; �N ):On véri�e alors facilement queQ3(�3; : : : ; �N ) = d3;1d3;2 x23 + d2;1 NXk=4 dk;1dk�1;1dk;k�1 x2k;ce qui donne �nalementQ(�3; : : : ; �N ) = NXk=3 dk;1dk�1;1 dk�1;k x2k:Nous pouvons maintenant donner la signature de Q lorsque notre hy-pothèse supplémentaire est satisfaite, c'est-à-dire quand on a pu choisir v1tel que quel que soit i 6= 1, di;1 6= 0. C'est le cas pour les trois con�gurationsd'hypersurfaces suivantes:� Il existe q 6= 1 tel que l'angle entre Sq et Sq+1 soit strictement plusgrand que �. Alors quel que soit k 6= q + 1, dk;1dk�1;1 et dk�1;k sontstrictement positifs. Pour k = q + 1, dq+1;1dq;1 et dq;q+1 sont strictementnégatifs. Q est dé�nie positive (signature (N � 2; 0; 0)) et l'assertion(ii) est prouvée.� Il existe q 6= 1 tel que l'angle entre Sq et Sq+1 soit égal à � (Sq[Sq+1 esttotalement géodésique). Comme dans le cas précédent, quel que soitk 6= q + 1, dk;1dk�1;1 et dk�1;k sont strictement positifs. Pour k = q + 1,on a dq;q+1 = 0 et par conséquent Q est de signature (N � 3; 0; 1). (iii)est démontrée.



2.3 Approche in�nitésimale 59� Les angles entre deux feuilles successives sont tous strictement in-férieurs à � et l'ensemble fv1; : : : ; vNg de R2 n'est pas invariant parsymétrie centrale. Soit q le plus grand k 2 f3; : : : ; Ng tel que l'angle(orienté) entre S1 et Sq soit inférieur à �. On a encore que pourk 6= q + 1, dk;1dk�1;1 et dk�1;k sont strictement positifs. Mais cette fois,pour k = q + 1, on a dq;q+1 > 0, dq;1 < 0 et dq+1;1 > 0. Q estnon-dégénérée et signature (N � 3; 1; 0).Pour �nir la preuve de (i), il faut maintenant traiter le cas où l'ensemblefv1; : : : ; vNg de R2 est invariant par symétrie centrale. On a alors N = 2l(l � 2) et 8k 2 f1; : : : ; lg, Sk [ Sk+l est totalement géodésique.Les calculs e�ectués précédemment donnentQ(�3; : : : ; �2l) = lXk=3 dk;1dk�1;1 dk�1;k x2k � 1dl;1 Ql+1(�l+1; : : : �2l):Et comme dl+1;1 = 0, on aQl+1(�l+1; : : : ; �2l) = 2lXi=l+2 di;1di;l �2i + 2 Xl+1�j<i�2l di;1dj;l �i�j:Ql+1(�l+1; : : : ; �2l) peut alors s'écrire 2dl+1;l �l+1 + dl+2;ldl+2;1 2lXi=l+2 di;1 �i! 2lXi=l+2 di;1 �i! � dl+2;ldl+2;1  2lXi=l+3 di;1 �i!2
+ 2lXi=l+3 di;1di;l �2i + 2 Xl+3�j<i�2l di;1dj;l �i�j:Comme dans les cas précédents, on peut simpli�er cette formule grâce à2.3.1 et, en notantB = 2dl+1;l �l+1 + dl+2;ldl+2;1 2lXi=l+2 di;1 �i et C = 2lXi=l+2 di;1 �i;on obtientQl+1(�l+1; : : : ; �2l) = BC + dl;1dl+2;1 Ql+3((�l+3; : : : ; �2l):On pose zl+1 = B +C et zl+2 = B � C et on aQ(�3; : : : ; �2l) = lXk=3 dk;1dk�1;1 dk�1;k x2k+ 14 (z2l+1� z2l+2)+ 2lXk=l+3 dk;1dk�1;1 dk�1;k x2k:



60 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉELa signature de Q est (N � 3; 1; 0) et la proposition 2.19 est prouvée.Le cas du (i) de la proposition 2.19 montre leCorollaire 2.20. � Si les angles entre deux feuilles successives de Ssont tous inférieurs à �, il existe un cône quadratique de dimension N �3 dedéformations in�nitésimales de la structure conforme plate deM intégrablesau moins jusqu'à l'ordre deux.Les deux paragraphes suivants (2.4 et 2.5) sont consacrés à la preuvequ'on donnée M. Kapovich et J. Millson dans [KM1] de l'isomorphisme quenous cherchions entre déformations par pliages et déformations de polygonesdans S2. Elle est basée sur l'idée de travailler sur le nerf du recouvrementouvert U associé à l'hypersurface rami�ée. Ils construisent un complexede groupe sur ce nerf et en déduisent une présentation adaptée du groupefondamental �. Ils sont alors en mesure de décrire les déformations parpliage de la représentation d'holonomie de �. Notre exposition est un peudi�érente de la leur dans la mesure où nous n'utilisons pas le formalismede A. Hae�iger pour décrire les complexes de groupes, seulement celui deCorson [Co] (les deux sont essentiellement équivalents).2.4. 2-complexes de groupesSoit p : fM ! M le revêtement universel de M et � = �1(M) le groupefondamental de M . On relève l'hypersurface totalement géodésique S aurevêtement universel: soit eS = p�1(S) et eT = p�1(T ) le lieu de rami�cationde eS. On appelle encore régions complémentaires et feuilles les composantesconnexes de fMneS et de eSn eT . Nous allons construire un complexe cellulairede dimension 2 dual à la décomposition de fM en régions complémentaires,feuilles et composantes du lieu de rami�cation.On associe un sommet ~sj 2 eRj � fM à chaque région complémentaireeRj . On connecte deux sommets ~si et ~sj dès que les régions complémentairescorrespondantes eRi et eRj ont une feuille en commun. Plus précisément,pour chaque feuille eSij partagée par eRi et eRj , on choisit un petit segmenttransverse [ai; aj ] avec ai 2 eRi et aj 2 eRj et on relie ~si à ai et ~sj à aj àl'intérieur de eRi, eRj. L'union [~si; ai][ [ai; aj ][ [aj; ~sj ] est par dé�nition unearête du graphe gK(1) reliant les sommets ~si, ~sj . On remarque qu'on a unplongement canonique i : gK(1) ! fM .



2.4 2-complexes de groupes 61Nous attachons maintenant une 2-cellule à gK(1) pour chaque composanteeTk de eT . Soit " su�samment petit et V"( eTk) un "-voisinage de eTk. Lesintersections @V"(eTk) \ eRl, @V"( eTk) \ eSij, où les eRl et les eSij sont lues cy-cliquement autour de eTk, déterminent un cycle �k dans le graphe K(1). Lescomposantes de @V"( eTk)\ eRl correspondent à des sommets de �k tandis quecelles de @V"( eTk) \ eSij correspondent à des arêtes. On appelle �k cycle derami�cation. On attache une 2-cellule à K(1) le long de chaque cycle derami�cation �k en identi�ant le bord de cette cellule avec �k. On obtient un2-complexe cellulaire eK.� agit naturellement sur eK et les stabilisateurs des sommets, des arêteset des faces correspondent aux groupes fondamentaux des composantes con-nexes de M rS, SrT et T . D'après l'hypothèse (H1), cette action est sansinversion, i.e. si  2 � stabilise une cellule � de eK, alors j� = 1. On obtientun 2-complexe cellulaire combinatoire quotient K = eK=�. De cette actionde � sur eK on va déduire une présentation de � adaptée à la présence de S.2.4.1. Le complexe de groupe associé à l'action de �.Nous ne considérerons que des complexes cellulaires combinatoires dedimension inférieure ou égale à 2. Un complexe cellulaireX de dimension � 2est dit combinatoire si toutes les 2-cellules de X sont des polygones dont on aidenti�é certains côtés par des homéomorphismes. Les 2-complexes eK et Kdu paragraphe précédent sont par construction des complexes combinatoires.Soit X un complexe cellulaire combinatoire de dimension inférieure ouégale à 2. Si � est une cellule de X, et � une face de � de codimension 1,on dit que � est une face principale de � et on note � < �. Si � est une2-cellule de X et si �1 et �2 sont deux faces principales adjacentes de � (i.e.�1 \ �2 := �12 6= ;), on dit que le triplet � = (�1; �; �2) est un coin de X.L'opposé � de � est par dé�nition le triplet (�2; �; �1).Corson [Co] dé�nit alors un complexe de groupes comme suit :Définition 2.21. � Un complexe de groupes (de dimension 1 ou 2) estun triplet G(X) = (X;G;') où:(1) X est un complexe cellulaire combinatoire de dimension � 2,(2) G est une application qui associe à chaque cellule � de X un groupeG� et à chaque face principale � de � un homomorphisme de groupesinjectif G(�; �) : G� ! G� ,(3) ' une application qui à chaque coin � = (�1; �; �2) associe un élément'(�) de G�12 appelé l'étiquette de � tel que:



62 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉE'(�) = '(�) etG(�12; �1) �G(�1; �) = Ad('(�)) �G(�12; �2) �G(�2; �).Remarque. � Si X est un graphe, on retrouve la notion de graphe degroupes développée par Bass et Serre (cf. [Se]).Les complexes de groupes sont naturellement associés aux actions degroupes sur les complexes combinatoires. Soit en e�et G un groupe agissantcombinatoirement et sans inversion sur un complexe combinatoire Y et soitX = Y=G le complexe combinatoire quotient.On choisit une section j : fcellules de Xg ! fcellules de Y g. Si � estune cellule de X, j(�) est simplement le choix d'une cellule de Y représentantl'orbite �. On dé�nit alors G� = Gj(�), le stabilisateur de j(�) dans G, etpour chaque face principale � de � on choisit un élément g�;� de G tel quej(�) soit une face principale de g�;�:j(�). On a alors g�;�G�g�1�;� � G� et onpeut dé�nir G(�; �) : G� ! G� par G(�; �) = Ad(g�;�). Si � = (�1; �; �2)est un coin de X, alors on pose'(�) = g�12;�1g�1;�g�1�2;�g�1�12;�2On véri�e facilement que G(X) = (X;G;') est un complexe de groupes.Dans le cas qui nous intéresse, le groupe fondamental � de M agitsans inversion (hypothèse (H1) sur les �brés normaux) sur le 2-complexecombinatoire eK associé à eS et on obtient donc un 2-complexe de groupe�(K) = (K;�; ').2.4.2. Groupes fondamentaux des complexes de groupeset présentation de �.Soit G(X) = (X;G;') un 2-complexe de groupes et soit X(1) le 1-squelette de X. G(X) induit un graphe de groupes au sens de Serre surX(1). Nous rappelons la dé�nition du groupe fondamental d'un graphe degroupe (voir [Se]).On note S l'ensemble des sommets et A l'ensemble des arêtes orientéesde X(1), c'est-à-dire des 1-cellules de X munies d'une orientation. Si a 2 A,on note a l'élément de A correspondant à la même 1-cellule que a, muni del'orientation opposée.Soit gG(1) le groupe engendré par les groupes Gs, s 2 S, et par les élémentsa 2 A soumis aux relations :(i) les relations de Gs, s 2 S,(ii) a = a�1 et a�1 = a, a 2 A,



2.4 2-complexes de groupes 63(iii) en notant o(a) et t(a) l'origine et l'extrémité de a 2 A, G(a; o(a)) =Ad(a) �G(a; t(a)).On choisit un arbre maximal T dans X(1). Le groupe fondamental G(1)T =�1(G(X(1)); T ) du graphe de groupe G(X(1)) en T est alors dé�ni commele quotient de gG(1) par la fermeture normale de fa 2 Tg. G(1)T est donc legroupe obtenu en rajoutant les relations(iv) 8a 2 T , a = 1,à la présentation de gG(1).Une dé�nition équivalente du groupe fondamental du graphe de groupesG(X(1)) consiste à choisir un sommet s de X et à considérer le sous-groupeG(1)s de gG(1) constitué des motsg1a1 : : : gmamgm+1où (a1; : : : am) est un lacet d'arêtes basé en s, i.e. o(a1) = t(am) = s eto(ai+1) = t(ai) pour 1 � i � m� 1, et où l'on a imposé en plus gi 2 Go(ai),1 � i � m, et gm+1 2 Gt(am). D'après [Se], G(1)s et G(1)T sont isomorphes.Par abus de notation, nous désignerons ces deux groupes indi�éremment parG(1).Si maintenant � est une 2-cellule de X, on note '(�) le mot obtenuen lisant les arêtes et les étiquettes de coins cycliquement autour de � (parrapport une orientation arbitraire du bord de �) : si � s'appuie sur le chemincyclique d'arêtes a1,. . . , am de X(1) (t(am) = o(a1) et t(ai) = o(ai+1),1 � i � m� 1), '(�) est la classe de conjugaison dans G(1) du mot'(am; �; a1)a1'(a1; �; a2)a2 : : : '(am�1; �; am)amCorson [Co] dé�nit alors le groupe fondamental de G(X) :Définition 2.22. � Le groupe fondamental �1(G(X)) du 2-complexede groupes G(X) est le groupe obtenu en rajoutant à la présentation de G(1)les relations '(�) = 1, pour chaque 2-cellule � de X.On a alors, cf. [Co] :Théorème 2.23. � Soit G un groupe agissant sans inversion sur un 2-complexe combinatoire Y et soit G(X) = (X;G;') le 2-complexe de groupeassocié à cette action par la procédure vue en 2.4.1. Si Y est simplementconnexe, alors le groupe fondamental �1(G(X)) est isomorphe à G.



64 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉENous en déduisons la présentation cherchée de � = �1(M) qui, rappelons-le, agit sans inversion sur le complexe eK :Proposition 2.24. � Le complexe eK est simplement connexe et donc� est isomorphe au groupe fondamental �1(�(K)) du complexe de groupes�(K) = (K;�; ').Démonstration. � On s'intéresse tout d'abord au 1-squelette gK(1) deeK. Rappelons que l'on a un plongement canonique i : gK(1) ! fM r eT .D'après l'hypothèse (H1), les feuilles et les régions complémentaires dansfM sont simplement connexes. Le théorème de Van Kampen implique alorsque i induit un isomorphisme i� entre les groupes fondamentaux de gK(1) etfM r eT .Il reste à véri�er que les 2-cellules que l'on a attachées à gK(1) tuentle groupe fondamental de ce graphe. Soit f une application continue deS1 dans le graphe i(gK(1)) � fM . Comme fM est simplement connexe, ilexiste une application continue F du disque D2 dans fM qui prolonge f . Onpeut supposer que F est transverse au lieu de rami�cation eT . La pré-imageF�1(eT ) de eT est donc un ensemble �ni E de points de D2. Quitte à modi�erF , on peut supposer que F�1(V�( eT )) est une union de petits disques disjointscentrés aux points de E. Soit Dk l'un de ces disques. F (Dk) est librementhomotope à un cycle de rami�cation i(�k). Comme i� est un isomorphisme,on en déduit que i�1� ([f ]) 2 �1(gK(1)) est un produit d'éléments conjugués àdes cycles de rami�cations, ce qui achève la démonstration.� admet donc la présentation donnée à la dé�nition 2.22. Si H un groupede Lie algébrique a�ne (on s'intéressera au cas H = SO(n + 1; 1)), on endéduit le théorème suivant sur la variété des représentations de � dans H :Théorème 2.25. � La variété Hom(�;H) est la sous-variété a�ne deHom(�(1);H) dé�nie par les équationsg�(�) := �('(�)) = 1; � 2-cellule de Koù � 2 Hom(�(1);H).2.5. Déformations par pliages de la représentation d'uniformisation2.5.1. La cohomologie non-abélienne associée.On rappelle que �0 : � ! H est la représentation composée de lareprésentation d'uniformisation � ! SO(n; 1) avec l'inclusion de SO(n; 1)



2.5 Déformations par pliages de la représentation d'uniformisation 65dans H := SO(n+ 1; 1) comme stabilisateur du premier vecteur de base deRn+2 .Kapovich et Millson utilisent l'isomorphisme entre � et �1(�(K)) obtenuau paragraphe précédent pour construire une cohomologie qui servira àdécrire l'espace des déformations de �0.Choisissons une orientation de chaque cellule deK et notons E l'ensembledes 1-cellules e ainsi orientées (cardE = 12cardA). Si � est une 2-celluleorientée de K et si � est une face principale de �, soit [� : � ] 2 f�1; 1g le�nombre d'incidence� de � avec � : [�; � ] = 1 si l'orientation de � coïncideavec celle que � induit sur ses faces, � 1 sinon.Pour chaque cellule orientée � de K, Z(�) désignera le stabilisateur de�0(��) dans H. Si � est une face principale de �, on note r�;� : Z(�)! Z(�)l'application Ad �0(�;��1). r�;� est bien dé�nie. En e�et, si � 2 �� etz(�) 2 Z(�), alorsAd(Ad �0(�;��1):z(�)):�0(�) = Ad(�0(�;��1):z(�)):(Ad �0(�;�):�0(�))= Ad �0(�;��1) � Ad z(�)(�0(�(�; �)(�)))mais �(�; �)(�) 2 �� et donc Ad z(�)(�0(�(�; �)(�))) = �0(�(�; �)(�)).Finalement, Ad(Ad �0(�;��1):z(�)):�0(�) = �0(�) et r�;� (z(�)) appartientbien à Z(�).Kapovich et Millson dé�nissent alors pour i = 0; 1; 2 les groupes de co-homologie Ci(K;Z) = Ydim�=i Z(�)et l'homomorphisme cobord d : Ci(K;Z)! Ci+1(K;Z) pardc(�) = Y�<� r�;� (c(�))[�:� ] :c(�) et dc(�) désignent les composantes de c 2 Ci(K;Z) et dc 2 Ci+1(K;Z)sur Z(�) et Z(�), et on a fait le produit sur les faces principales de � dansl'ordre où elles apparaissent sur le bord de �.Il faut remarquer que comme l'on ne dispose que d'un ordre cyclique surles arêtes d'une 2-cellule �, cette formule ne dé�nit d : C1(K;Z)! C2(K;Z)qu'à conjugaison près. Par contre, elle dé�nit bien l'ensemble Z1(K;Z) des1-cocyles comme noyau de d : C1(K;Z)! C2(K;Z).Lemme 2.26. � Soit c(e) 2 Z(e), zo 2 Z(o(e)) et zt 2 Z(t(e)). Alorsc(e) := re;o(e)(z�1o )c(e)re;t(e)(zt) appartient à Z(e).Démonstration. � Par construction, re;o(e)(z�1o ) et re;t(e)(zt) appartien-nent à Z(e).



66 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEOn obtient donc une action de C0(K;Z) sur C1(K;Z) en posant pourl 2 C0(K;Z) et c 2 C1(K;Z)(l:c)(e) = re;o(e)(l(o(e))�1)c(e)re;t(e)(l(t(e))):Cette action préserve les 1-cocycles : soit en e�et c une 1-cochaine, �une 2-cellule de K et supposons pour simpli�er l'exposition que � s'appuiesur le chemin cyclique d'arêtes orientées e1; : : : ; em. Notons de plus si+1 :=t(ei) = o(ei+1) pour 1 � i � m�1, et e1 = t(em) = o(e1). Soit l 2 C0(K;Z)et c 2 C1(K;Z). On pose li = l(si) et ci = c(ei). On a alors, en identi�ant�0(�;�) et �;�,d(l:c)(�) = Q1�i�m r�;ei((l:c)(ei))= Q1�i�m r�;ei �rei;si(l�1i )cirei;si+1(li+1)�= e1;��1:s1;e1�1l�11 s1;e1 :c1:s2;e1�1l2s2;e1 :e1;�:e2;��1:s2;e2�1l�12 s2;e2 :c2 : : := Ad(em;��1s1;em�1l�11 ) �l1'(��s1)l�11 :s1;e1c1s2;e1�1 : : :: : : lm'(��sm)l�1m sm;emcmsm;em�1�1�Mais li'(��si)l�1i = '(��si) car '(��si) appartient à �si . Par conséquent,d(l:c)(�) = Ad(em;��1s1;em�1l�11 ) �'(��s1):s1;e1c1s2;e1�1 : : :: : : '(��sm)sm;emc2sm;em�1�1�= Ad(em;��1s1;em�1l�11 s1;emem;�)�e1;��1c1e1;�:e2;��1c2e2;� : : : em;��1cmem;��= Ad(em;��1s1;em�1l�11 s1;emem;�) [dc(�)]Ainsi, d(l:c)(�) = 1 si et seulement si dc(�) = 1 et l'action de C0(K;Z) surC1(K;Z) préserve bien Z1(K;Z).On dira que deux 1-cochaines sont cohomologues si elles appartiennent àla même orbite de C0(K;Z)Considérons de nouveau la première ligne de notre dernier calcul. Ilapparaît que d(l:c)(�), et donc dc(�), est conjugué à'(��s1):s1;e1c1s2;e1�1:'(��s2)s2;e2c2 : : : '(��sm):sm;emcms1;em�1et donc à'(��s1):s1;e1s2;e1�1:s2;e1c1s2;e1�1:'(��s2)s2;e2s3;e2�1:s3;e2c2 : : :: : : '(��sm):sm;ems1;em�1:s1;emcms1;em�1Si l'on note �e l'image de �e dans �t(e) par Adt(e);e et Z(e) le centralisateurde �0(�e), alors Z(e) = Ad�o(t(e);e)(Z(e)). Si c(e) 2 Z(e) désigne l'image



2.5 Déformations par pliages de la représentation d'uniformisation 67de c(e) 2 Z(e), en remarquant que ei = si;eisi+1;ei�1 on constate que dc(�)est conjugué à'(��s1):e1:c(e1):'(��s2):e2:c(e2) : : : '(��sm):em:c(em) :On appelle alors C1(K;Z) le produit directYdim e=1Z(e) :Les isomorphismes Ad t(e);e : Z(e) ! Z(e) envoient C1(K;Z) isomor-phiquement sur C1(K;Z) et identi�ent Z1(K;Z) à la sous-variété a�neZ1(K;Z) de C1(K;Z) dé�nie par les équationsf�(c) := Ye<� �0('(��o(e[�:e]))):�0(e)[�;e]:c(e)[�;e] = 1; 8� 2 F(K);où ��o(e[�:e]) est le coin de � au sommet o(e[�:e]) et où l'on a multiplié lestermes dans l'ordre suivant lequel il apparaissent sur le bord de �. Plussimplement, si � s'appuie sur le chemin cyclique ek1 ; : : : ; ekm et que l'on noteai = e[�:e]ki , ai;i+1 = ai \ ai+1 et c(ai) = c(eki)[�:e], alorsf�(c) = �0('(��am;1 )):�0(a1):c(a1): : : : �0('(��am�1;m )):�0(am):c(am):On véri�e facilement que l'action de C0(K;Z) sur C1(K;Z) se transporteen une action sur C1(K;Z) donnée par(l:c)(e) = Ad �0(e)�1 �l(o(e))�1� :c(e):l(t(e)):Cette action préserve Z1(K;Z) et on identi�era Z1(K;Z)=C0(K;Z) etH1(K;Z) := Z1(K;Z)=C0(K;Z).2.5.2. Espace des déformations par pliages.Rappelons que le groupe fondamental � du 2-complexe de groupes �(K)est un quotient du groupe fondamental �(1) du graphe de groupe �(K(1))sur le 1-squelette K(1) de K. �(1) quant à lui peut se voir à la fois commeun quotient et comme un sous-groupe du groupe g�(1). On peut donc releverla représentation �0 : � ! H := SO(n + 1; 1) en une représentation ~�0 :g�(1) ! H. Nous allons déformer �0 en déformant d'abord ~�0 puis nousreviendrons à �(1) considéré cette fois comme un sous-groupe de g�(1) enprenant la restriction de la représentation déformée. Nous redescendrons à� en dernier lieu.



68 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉENous nous intéressons aux représentations de � obtenues à partir de �0par pliage le long de l'hypersurface totalement géodésique rami�ée S, c'est-à-dire aux représentations � : �! H telles que81 � j � N; �j�j 2 Ad(H):�0j�j ;où l'on a posé �j = �sj , pour les N sommets s1; : : : ; sN de K.L'espace de ces représentations sera noté Hom(�; f�jg : H). La présen-tation de � montre que Hom(�; f�jg : H) est la sous-variété a�ne deHom(�(1); f�jg : H) dé�nie par les équationsh�(�) := �('(�)) = 1; � 2 F(K):On confondra �0 et son relevé à Hom(g�(1);H)L'espace des déformations (non triviale) par pliage de �0 est par dé�nitionle quotient Hom(�; f�jg : H)=H. Le but de ce paragraphe est de trouver unisomorphisme � : H1(K;Z)! Hom(�; f�jg : H)=H:Remarque. � Nous pouvons encore une fois remarquer que si l'onne considère que des représentations à valeurs dans SO0(n + 1; 1), alorsC0(K;Z) = fIdg et H1(K;Z) = Z1(K;Z). On véri�e que dans ce casHom(�; f�jg : H)=H s'identi�e à la sous-variété de Hom(�; f�jg : H) con-stituée des représentations véri�ant�j�1 = �0j�1 :On peut alors dans tout ce qui suit se passer des quotients par C0(K;Z) etH. 2.5.2.1.� Kapovich et Millson commencent par construire une appli-cation � : C1(K;Z) ! Hom(�(1); f�jg : H). Soit c = (c(e1); : : : ; c(eq)) 2C1(K;Z). On dé�nit ~� := �(c) comme la représentation de �(1) obtenue enrestreignant à �(1) la représentation de g�(1) donnée par� ~�j�j = �0j�j , 1 � j � N ,� ~�(e) = �0(e)c(e), 8e 2 E ,� ~�(e) = c(e)�1�0(e)�1, 8e 2 E .



2.5 Déformations par pliages de la représentation d'uniformisation 69Pour que ~� soit bien dé�nie, il faut que les relations de g�(1) soient re-spectées : il su�t de voir que si  2 �e, alors ~�(�(o(e); e)()) =Ad(~�(e)):~�(�(t(e); e)()). MaisAd(~�(e)):~�(�(t(e); e)()) = �0(e)c(e)�0(�(t(e); e)())c(e)�1�0(e)�1= �0(e)�0(�(t(e); e)())�0(e)�1= �0(�(o(e); e)())= ~�(�(o(e); e)())et ~� est bien dé�nie.Remarque. � En posant c(e) = Ad �0(e)c(e)�1 2 Z(�t(e)), on obtient~�(e) = c(e)�1�0(e)�1 = �0(e)�1c(e) = �0(e)c(e). Quel que soit a 2 A(K),on peut donc dé�nir ~�(a) = �0(a)c(a) en posant c(a) = c(e) si a = e etc(a) = c(e) si a = e.Lemme 2.27. � Si l 2 C0(K;Z) et c 2 C1(K;Z) alors�(l:c) = Ad(l(s1)�1):�(c). Démonstration. � Soit g = g1a1 : : : gmamgm+1 un mot de �(1).�(l:c)(g) = �0(g1)�0(a1)(l:c)(a1) : : : �0(gm)�0(am)(l:c)(am)�0(gm+1)Mais (l:c)(ai) = �0(ai)�1l(o(ai))�1�0(ai)c(ai)l(t(ai)) et donc�(l:c)(g) = �0(g1)l(o(a1))�1�0(a1)c(a1)l(t(a1))�0(g2)l(o(a2))�1 : : :: : : l(t(am�1))�0(gm)l(o(am))�1�0(am)c(am)l(t(am))�0(gm+1)= l(o(a1))�1 [�0(g1)�0(a1)c(a1)�0(g2) : : :: : : �0(gm)�0(am)c(am)l�0(gm+1)] l(o(a1))car l(o(ai+1)) = l(t(ai)) 2 Z(t(ai)) qui est le centralisateur de �0(�t(ai)),auquel appartient �0(gi). On a bien �(l:c) = Ad(l(s1)�1):�(c).Soit c 2 C1(K;Z) et soit � une 2-cellule de K s'appuyant sur le chemincyclique d'arêtes a1; : : : ; am.h�(�(c)) = �(c)('(�)) = �(c) h'(��o(a1))a1 : : : '(��o(am))ami= �0('(��o(a1)))�0(a1)c(a1) : : : �0('(��o(am)))�0(am)c(am)= f�(c)Ainsi, �(c) appartient à Hom(�; f�jg : H) si et seulement si c 2Z1(K;Z). L'application � passe au quotient en une application (notée en-core �) de Z1(K;Z) dans Hom(�; f�jg : H). De plus, comme �(l:c) =



70 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEAd(l(s1)�1):�(c), on a une application induite :� : Z1(K;Z)=C0(K;Z) ! Hom(�; f�jg : H)=H :Il faut montrer que � est un isomorphisme de variétés a�nes. Pour cela,Kapovich et Millson construisent un inverse 	 de �.2.5.2.2.�Ils dé�nissent tout d'abord	 : Hom(�; f�jg : H) ! Z1(K;Z)de la manière suivante. Soit � 2 Hom(�; f�jg : H). Pour chaquegroupe de sommet �sj = �j , on choisit h(sj) = h�(sj) 2 H tel que�j�j = Ad(h(sj)):�0j�j . Soit ~� le relevé de � à �(1). On pose	(�)(e) = �0(e)�1h(o(e))�1 ~�(e)h(t(e)):Lemme 2.28. � 	(�)(e) appartient à Z(e) .Démonstration. � Soit  2 �t(e).�0()	(�)(e)�0()�1 = �0()�0(e)�1h(o(e))�1 ~�(e)h(t(e))�0()�1= �0(e)�1:�0(e)�0()�0(e)�1:h(o(e))�1 ~�(e)h(t(e))�0()�1= �0(e)�1�0(ee�1)h(o(e))�1 ~�(e)h(t(e))�0()�1Or  2 �t(e) et ee�1 2 �o(e). Par conséquent, �() = h(t(e))�0()h(t(e))�1et �(ee�1) = h(o(e))�0(ee�1h(o(e))�1. Donc�0()	(�)(e)�0()�1 = �0(e)�1h(o(e))�1�(ee�1)~�(e)�()�1h(t(e))= �0(e)�1h(o(e))�1 ~�(e)h(t(e))= 	(�)(e)	(�) est donc un élément de C1(K;Z). 	(�) dépend bien sûr du choixde la famille fh(sj)g attestant de l'appartenance de � à Hom(�; f�jg :H). Cependant, si h0(sj) est un autre élément de H tel que �j�j =Ad(h0(sj)):�0j�j , alors il existe l(sj) 2 Z(sj) tel que h0(sj) = h(sj)l(sj).Comme Z(sj) est le centralisateur de �0(�sj ) dans H,	0(�)(e) = �0(e)�1h0(o(e))�1 ~�(e)h0(t(e))= �0(e)�1:l(o(e))�1h(o(e))�1:~�(e):h(t(e))l(t(e))= �0(e)�1l(o(e))�1�0(e):�0(e)h(o(e))�1 ~�(e)h(t(e)):l(t(e))= (l:	(�))(e)Un choix di�érent pour les h(sj) change donc la cochaine 	(�) en unecochaine qui lui est cohomologue. 	 induit une application bien dé�nie	̂ : Hom(�; f�jg : H) ! C1(K;Z)=C0(K;Z):



2.5 Déformations par pliages de la représentation d'uniformisation 71Lemme 2.29. � 	 est à valeurs dans Z1(K;Z).Démonstration. � Il faut montrer que si � est une 2-cellule de K et si'(�) = ('(��o(a1))a1 : : : '(��o(am))am = 1est la relation correspondante, on a f�(	(�)) = 1. On note w = 	(�), ��i lecoin de � au sommet o(ai) et on confond les éléments de �(1) et leurs imagespar �0.f�(w) = '(��1 )a1w(a1) : : : '(��m)amw(am)= '(��1 )a1:a�11 h(o(a1))�1~�(a1)h(t(a1)):'(��2 )a2:a�12 h(o(a2))�1 : : :: : : '(��m)am:a�1m h(o(am))�1 ~�(am)h(t(am))= '(��1 )h(o(a1))�1:~�(a1):h(t(a1))'(��2 )h(o(a2))�1:~�(a2) : : :: : : h(t(am�1))'(��m)h(o(am))�1:~�(am)h(t(am))= Ad(h(o(a1))�1): [~�('(��1 ))~�(a1) : : : ~�('(��m))~�(am)]carh(t(aj�1))'(��j )h(o(aj))�1 = h(o(aj))�0('(��j ))h(o(aj))�1 = �('(��j ))par dé�nition de ~�. Ainsi,f�(w) = Ad(h(o(a1))�1):�('(�)):Comme � est une représentation de �, �('(�)) = 1 et f�(w) = 1.On a donc en fait	̂ : Hom(�; f�jg : H) ! Z1(K;Z)=C0(K;Z) :Lemme 2.30. � 	̂ est un morphisme de variétés a�nes.Démonstration. � On plonge Hom(�; f�jg : H) dansQ1�j�N Ad(H):�0j�j � QE H par i(�) = ((�j�j ); (~�(e))). On a uneapplicationF : Y1�j�N Ad(H):�0j�j �YE H ! YE H =C0(K;Z)donnée parF ((Ad(hsj ):�0j�j ); (hek))(e) = �0(e)�1h�1i(e)heht(e) modC0(K;Z) :	̂ = F � i et il su�t donc de montrer que F est un morphisme. Soient F lemorphisme de variétés a�nesF : Y1�j�NH �YE H ! YE H =C0(K;Z)



72 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEdonnée par la même formule que F et orb l'applicationorb : Y1�j�NH �YE H ! Y1�j�N Ad(H):�0j�j �YE H :D'après la discussion précédant le lemme 2.24, orb �F = F et donc F est unmorphisme.2.5.2.3.�Il reste à véri�er que 	̂ passe au quotient en un morphisme	 : Hom(�; f�jg : H)=H ! Z1(K;Z)=C0(K;Z)et que � et 	 sont inverses l'un de l'autre. Ce sera le résultat des troislemmes suivants.Lemme 2.31. � Soit h 2 H. 	̂(Adh:�) = 	̂(�)Démonstration. � Pour tout s 2 S(K) on choisit h(s) 2 H pour calculer	(�). On peut alors prendre h0(s) = h:h(s) pour calculer 	(Adh:�). On aalors	(Adh:�)(e) = �0(e)�1(h:h(o(e)))�1(h:~�(e):h�1)(h:h(t(e))) = 	(�)(e)Lemme 2.32. � 	 � � = IdH1(K;Z).Démonstration. � Soit [c] 2 Z1(K;Z)=C0(K;Z) et c = (c(e))e2A(K) unreprésentant de [c]. �([c]) = �(c) modulo H. D'après le lemme précédent,	 � �([c]) = 	̂ � �(c). Posons � = �(c) :� �j�s = �0j�s ; 8s 2 S(K)~�(e) = �0(e)c(e); 8e 2 E(K)On peut donc choisir h�(s) = 1 pour calculer 	(�) :	(�)(e) = �0(e)h�(o(e))�1 ~�(e)h�(t(e)) = �(o(e))�1:�(o(e))c(e) = c(e) :On a bien 	̂(�) = [c], et donc le lemme.Lemme 2.33. � � �	 = IdHom(�;f�jg:H)=H



2.6 Le cas d'une hypersurface simplement rami�ée 73Démonstration. � Soit � 2 Hom(�; f�jg : H) représentant la classe[�] 2 Hom(�; f�jg : H)=H. Il faut véri�er que � � 	̂(�) = [�], i.e. quesi 	(�) est un représentant de 	̂(�) alors � � 	(�) 2 Ad(H):�. Soit donc	(�) 2 Z1(K;Z) : 	(�)(e) = �0(e)�1h�(o(e))�1 ~�(e)h�(t(e)).Soit � la représentation � �	(�) et ~� son relevé à g�(1). On a� �j�s = �0j�s ;~�(e) = �0(e)	(�)(e) = h�(o(e))�1 ~�(e)h�(t(e))Soit g = g1a1 : : : gmamgm+1 2 �(1) � g�(1).�(g) = �0(g1)~�(a1) : : : �0(gm)~�(am)�0(gm+1)= �0(g1):h�(o(a1))�1 ~�(a1)h�(t(a1)):�(g2):h�(o(a2))�1 : : :: : : �0(gm):h�(o(am))�1~�(am)h�(t(am)):�0(gm+1)= h�(o(a1))�1 �h�(o(a1))�0(g1)h�(o(a1))�1:~�(a1):h�(t(a1))�(g2)h�(o(a2))�1 : : : ~�(am):h�(t(am))�0(gm+1)h�(t(am))�1�h�(t(am))= h�(o(a1))�1 [�(g1)~�(a1) : : : �(gm)~�(am)�(gm+1)] h�(o(a1))= Ad(h�(o(a1))�1):�(g1a1 : : : gmamgm+1)Donc � = Ad(h�(o(a1))�1):� et on a bien � �	(�) 2 Ad(H):�.En suivant Kapovich et Millson, nous avons prouvé le théorème :Théorème 2.34. � Hom(�; f�jg : H)=H etH1(K;Z) sont isomorphesen tant que variétés a�nes.2.6. Le cas d'une hypersurface simplement rami�éeNous allons voir maintenant que dans le cas simplement rami�é, lethéorème 2.34 donne l'isomorphisme recherché entre les déformations de �0par pliages et les déformations du polygone �� associé dans S2 (voir para-graphe 2.2.4). Ce sera le théorème 2.35.Le théorème 2.36 donne la structure de l'espace des déformations du poly-gone �� dans S2 au voisinage de �� et donc celle de l'espace Hom(�; f�jg :H)=H des déformations par pliages de �0 le long de S au voisinage de [�0].Nous en donnons une nouvelle démonstration, basée sur les calculs de signa-ture de la proposition 2.19.Nous supposons donc que S est simplement rami�ée. S et son lieu derami�cation T sont connexes, les N feuilles de S sont plongées et séparentM en N régions complémentaires. Le complexe K est le polygone dual à ladécomposition de M par S : K contient une seule 2-cellule � qui s'appuiesur le chemin cyclique d'arêtes e1; : : : ; eN .



74 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉE
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Fig. 4: Le polygone KNous dirons que �(K) est un polygone de groupes.La cohomologie non-abélienne associée est particulièrement simple dansce cas. On a : C1(K;Z) = Y1�i�N Z(ei) ;Z1(K;Z) = fc 2 C1(K;Z) j Y1�i�N r�;ei(c(ei)) = Id g :On se souvient que r�;ei : Z(ei) ! Z(�) est l'application Ad(ei;��1) (onconfond les éléments de � et leurs images par �0), que ei;� est un élémentde � tel que j(ei) soit une face de ei;�j(�), et que Z(�) est le centralisateurdans H du stabilisateur �� de j(�) dans �.Le choix de la section j : fcellules de Kg ! fcellules de eKg correspondau choix d'une section notée encore j{composantes de M r S} ! {composantes de fM r eS}{composantes de S r T} ! {composantes de eS r eT}{composantes de T} ! {composantes de eT}�� et �ei sont les stabilisateurs dans � de j(T ) et de j(Si). PosonseSi = ei;�j(Si). eSi est une feuille de eS émanant de eT := j(T ). r�;ei(Z(ei))est alors le centralisateur dans H du stabilisateur dans � de eSi. NotonsZ�(ei) � Z(�) ce centralisateur. Nous obtenonsZ1(K;Z) ' fz = (z1; : : : ; zN ) 2 Y1�i�N Z�(ei) j z1 : : : zN = Id g :



2.6 Le cas d'une hypersurface simplement rami�ée 75On retrouve exactement P(C01 ; : : : C0N ). Si �� est le polygone de S2 corre-spondant à S et si L� est sa longueur, on aThéorème 2.35. � La composante connexe de Id = (Id; : : : ; Id) dansZ1(K;Z) s'identi�e à l'espace P� = PN;L� des déformations du polygone ��dans S2.Théorème 2.36. � On suppose que deux sommets successifs de ��ne sont jamais antipodaux. Alors l'espace des modules P� est quadratiqueen [��]. Plus précisément, il existe un voisinage V de �� dans P� et uneforme quadratique non dégénérée Q sur RN�2 tels que V soit analytiquementéquivalent à un voisinage de 0 dans le cône quadratique Q = Q�1(0) �RN�2 . S'il existe un côté c�i de �� de longueur strictement supérieure à �,Q est dé�nie positive. Si les côtés de �� sont tous de longueur strictementinférieure à �, la signature de Q est (N � 3; 1).Remarque. � Si deux sommets successifs de �� sont antipodaux, i.e. s'ilexiste deux feuilles successives de S dont l'union est totalement géodésique,P� est di�éomorphe à un cercle (corollaire 2.12).Démonstration. � Soit L� l'espace des modules des (N�1)-lignes polyg-onales sur S2 de longueur l� = (l�1; : : : ; l�N�1). Les éléments de L� peu-vent être vus comme des N -gones de S2 dont la longueur des N-1 pre-miers côtés est �xée tandis que celle du dernier côté cN est variable.Soit alors f la fonction de L� dans R+ qui à � 2 L� associe le produitscalaire (de R3 ) de l'origine de ce dernier côté avec l'origine du premier :f(�) =< o(cN ); o(c1) >. Par dé�nition, P� = f�1(< w�N ; w�1 >).P� s'injecte naturellement dans L� : on oublie simplement que lalongueur du dernier côté des éléments de P� est �xée. Cette injection estl'applicationi : fr 2Q1�k�N Rw�k j r1 � � � rN = IdSO(3) g ! Q2�k�N�1Rw�k(r1; : : : ; rN ) 7! (r2; : : : ; rN�1)Soit (exp�i(t)Ai)1�i�N une courbe analytique de Q1�k�N Rw�k tangenteen �� à P� (les Ai sont considérés comme des éléments de SO(3), voir para-graphe 2.2.4). D'après la formule de Campbell-Hausdor�-Dynkin, en écrivant�i(t) = �0it+ �00i t2mod t3 au voisinage de 0, on aY1�i�N exp �i(t)Ai = Id+ t0@ X1�i�N �0iAi1A+ t20@12 0@ X1�i�N �0iAi1A2+12 X2�i�N X1�j�i�1[�0iAi; �0jAj ] + X1�i�N �00iAi1A mod t3



76 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉESoit T��P� l'espace Zariski-tangent à P� en ��. On note T (2)�� P� le �bré des 2-jets de P� en �� , c'est-à-dire les classes d'équivalence de courbes analytiquesmodulo contact du troisième ordre. D'après la formule précédente,T��P� = f� = (�1; : : : ; �N ) 2 RN j X1�i�N �iAi = 0g :De même, T (2)�� P� est le sous-ensemble de T��P� constitué des vecteurs tan-gents � tels qu'il existe (�1; : : : ; �N ) 2 RN véri�antX1�i�N �iAi + 12 X2�i�N X1�j�i�1[�iAi; �jAj] = 0On se souvient, paragraphe 2.3.2, que les deux termes de cette somme ap-partiennent à des sous-espaces vectoriels supplémentaires de so(3). Par con-séquent,T (2)�� P� = f� = (�1; : : : ; �N ) 2 T��P� j X2�i�N X1�j�i�1[�iAi; �jAj ] = 0g :T (2)�� P� est donc isomorphe au cône isotrope Q de la forme quadratique Q surRN�2 dé�nie au paragraphe 2.3.2, qui est non dégénérée d'après la proposi-tion 2.19.T��P� est de dimension N�2 et donc, comme L� est un tore de dimensionN � 2, la di�érentielle i� de l'injection i est un isomorphisme de T��P� dansl'espace tangent T��L� de L� en ��. �� est donc un point critique de fsur L�. En e�et, le noyau ker(df)�� de la di�érentielle de f en �� est pardé�nition l'espace Zariski-tangent à la �bre de f passant par ��, c'est-à-direà P�. ker(df)�� est donc de dimension N � 2 et dim(Im (df)��) = 0.Nous voulons prouver que sous les hypothèses du théorème, la Hessi-enne Q�f de f : L� ! R en �� est non-dégénérée, ce qui terminera la dé-monstration. Pour cela, nous allons montrer que l'isomorphisme i� envoieisomorphiquement T (2)�� P� sur le cône isotrope Z(Q�f ) de Q�f .Soit donc � = (�i)1�i�N un élément de T (2)�� P� et soit ri(t) = exp�iAit.Q1�i�N ri(t) = Idmod t3 veut dire qu'il existe une courbe de matrices t 7!E(t) telle que limt!0E(t) = 0 et Q1�i�N ri(t) = Id+ t2E(t). Or< r2(t) : : : rN�1(t)(w�N ); w�1 > = < r2(t) : : : rN�1(t)rN (t)(w�N ); r1(t)�1w�1 >= < r1(t)r2(t) : : : rN�1(t)rN (t)(w�N ); w�1 >= < w�N + t2E(t)(w�N ); w�1 >= < w�N ; w�1 > + t2 < E(t)(w�N ); w�1 > :Donc le vecteur i�(�) tangent à la courbe (r2(t); : : : ; rN�1(t)) de L� estannulé par Q�f .



2.7 Quelques autres cas 77Réciproquement, soit � un vecteur de Z(Q�f ). Il existe une courbe t 7!�(t) = (r2(t); : : : ; rN�1(t)) de L� telle que pour tout 2 � i � N � 1, ri(t) =exp�i(t)Ai avec �i(0) = 0, �0i(0) = �i, véri�ant< r2(t) : : : rN�1(t)(w�N ); w�1 > = < w�N ; w�1 > + t2"(t) avec limt!0 "(t) = 0 :Soit r1(t)�1(w�N ) le point du cercle Rw�1 :w�N qui minimise la distance der2(t) : : : rN�1(t)(w�N ) à Rw�1 :w�N . D'après l'équation précédente, il existe unecourbe de matrice t 7! E(t) tendant vers 0 quand t tend vers 0 telle queE(t)(w�N ) = 1t2 �r2(t) : : : rN�1(t)(w�N )� r1(t)�1(w�N )�On a alors r1(t)r2(t) : : : rN�1(t)(w�N ) � t2r1(t)E(t)(w�N ) = w�N et il existedonc des courbes t 7! E0(t), limt!0E0(t) = 0, et t 7! rN (t) 2 Rw�N telles quer1(t)r2(t) : : : rN�1(t) � t2E0(t) = rN (t)�1 :Par conséquent, le vecteur � tangent à la courbe t 7!(r1(t); : : : ; rN�1(t); rN (t)) appartient à T (2)�� P�. On a clairement i�(�) = �.Ainsi, i�(T (2)�� P�) = Z(Q�f ). T (2)�� P� est lui-même isomorphe au côneisotrope de la forme quadratique Q de la proposition 2.19. On obtient �-nalement un isomorphisme de RN�2 dans T��L� envoyant le cône isotropeQ de Q dans le cône isotrope de la Hessienne Q�f . Nous avons prouvé que Qest non-dégénérée (sous les hypothèses du théorème). Donc le projectiviséde Q est lisse et le projectivisé de Z(Q�f ) aussi. Or, une forme quadratiqueest non-dégénérée si et seulement si le projectivisé de son cône isotrope estlisse. Q�f est donc non dégénérée et le lemme de Morse implique le théorème.On en déduit que sous les hypothèses du théorème précédent, un voisinagede [�0] dans la variété Hom(�;�j : H)=H est analytiquement équivalent à unvoisinage de 0 dans le cône isotrope de la forme quadratique non-dégénéréeQ sur RN�2 quotienté par l'action du groupe �ni C0(K;Z). En particulier,Corollaire 2.37. � La variété Hom(�;�j : H)=H des déformationsde �0 par pliage le long de l'hypersurface simplement rami�ée S admet unesingularité quadratique en [�0]. Si de plus les angles entre les feuilles adja-centes de S sont tous strictement inférieurs à �, elle est de dimension N � 3.2.7. Quelques autres casUne première chose à remarquer est que si M contient une hypersurfacetotalement géodésique rami�ée S non-connexe, alors on peut appliquer ce



78 2. PLIAGE LE LONG D'UNE HYPERSURFACE RAMIFIÉEque nous avons vu à chaque composante connexe de S. Les déformationspar pliages le long de deux composantes connexes de S sont indépendantescar chacune des composantes est incluse dans une région complémentaire del'autre.Nous nous intéressons maintenant à une question que nous a posé M.Kapovich sur le cas non simplement rami�é. Nous considérons un cas simpled'hypersurface totalement géodésique S rami�ée non simplement rami�ée :le lieu de rami�cation T de S a deux composantes connexes T1 et T2, S estconnexe et contient N feuilles plongées de bord T1 [ T2 qui séparent M enN composantes connexes. On a schématisé S à la �gure 5.

T1
T2

S1S2S3S4S5S6

Fig. 5: Hypersurface rami�ée non simplement rami�éeLe complexe combinatoire associé à S est alors composé de deux 2-cellules�1 et �2 recollées le long d'un N -gone d'arètes e1; � � � ; eN .Dans ce cas, on a C1(K;Z) = Y1�i�N Z(ei) ;Z1(K;Z) = fc 2 C1(K;Z) j Y1�i�N r�1;ei(c(ei)) = Y1�i�N r�2;ei(c(ei)) = Idg :Nous supposons de plus que tout couple de feuilles adjacentes de S formele même angle en T1 et en T2.



2.7 Quelques autres cas 79Si, comme précédemment, nous notons Z�1(ei) l'image de Z(ei) dansZ(�1) par r�1;ei , nous obtenonsZ1(K;Z) ' fz 2 Y1�i�N Z�1(ei) j Y1�i�N zi = Y1�i�N r�2;ei �r�1;ei�1(zi) = Idg :Nous posons eTk = j(Tk) et eSki = r�k;ei(j(Si)) pour k = 1; 2 et j =1; � � � ; N . eSki est une feuille de eS émanant de eTk.Un élément zi de Z�1(ei) est une rotation autour de eS1i . Et l'imageAd(ei;�2�1ei;�1)(zi) de zi par r�2;ei � r�1;ei�1 est une rotation de mêmeangle que zi d'axe de eS2i . Comme les angles formés par les feuilles de S enT1 et en T2 sont égaux, il existe un élément h de H = SO(n+1; 1) envoyanteT1 sur eT2 et eS1i sur eS2i pour tout i. Ad(h)zi est alors une rotation d'axeh(eS1i ) = eS2i et de même angle que zi. On a doncr�2;ei � r�1;ei�1(zi) = ad(h)zi :Par conséquent, si Q1�i�N zi = Id,Y1�i�N r�2;ei � r�1;ei�1(zi) = h0@ Y1�i�N zi1Ah�1 = Idet en fait, Z1(K;Z) ' fz 2 Y1�i�N Z�1(ei) j Y1�i�N zi = Idg :On obtient donc le même espace de déformations que dans le cas d'unehypersurface totalement géodésique simplement rami�ée.Dans le cas où les angles des régions complémentaires en T1 et T2 nesont plus supposés égaux, nous ne savons pas décrire l'espace des déforma-tions. Par contre, en reprenant les arguments du paragraphe 2.3.2, nouspouvons donner une description complète du sous-espace C 1(U ;Z0M ) deC 1(M;U ; adP ) (voir 2.3.1).Rappelons que Rsk désigne la droite de sections parallèles du �bré adPle long de la feuille Sk de S. Comme pour tous �, �, , l'intersection U��est égale à l'union disjointe W (T1) tW (T2), on véri�e facilement que pourque � = (�ij)1�i<j�N appartienne à C 1(U ;Z0M ), il faut et il su�t que8>><>>: �k;k+1 = �k sk ; 8k 2 f1; : : : ; NgXk2Z=NZ�k;k+1 = X2�i�N X1�j�i�1[�i;i+1; �j;j+1] = 0 sur W (T1) tW (T2) :



80 3. QUESTIONS OUVERTESPar conséquent, sim1 2 T1 et m2 2 T2, C 1(U ;Z0M ) s'identi�e à l'intersectiondans RN des deux cônes quadratiques� P1�i�N �i si(m1) = 0P2�i�NP1�j�i�1[�i si(m1); �j sj(m1)] = 0et � P1�i�N �i si(m2) = 0P2�i�NP1�j�i�1[�i si(m2); �j sj(m2)] = 0On peut dire qu'au niveau de l'intégrabilité à l'ordre 2, tout se passe ici�localement�, au voisinage du lieu de rami�cation. Il n'y a pas de condition�globale� de recollement.3. Questions ouvertesNous avons vu au paragraphe précédent que, même pour des hypersur-faces rami�ées relativement simples, on ne savait pas décrire exactementl'espace des déformations par pliage. Il serait intéressant de poursuivrel'étude, en particulier pour voir si des singularités d'ordre supérieur peu-vent exister.Il faut remarquer que la condition n � 4 du théorème 2.1 est en faitnécessaire : en dimension 3, la première obstruction à l'intégrabilité d'unedéformation in�nitésimale �1 2 H1(M; adP ) est toujours nulle. En e�et,l'algèbre de Lie so(4; 1) se décompose en so(3; 1)�R4 et cette décompositionest orthogonale pour la forme de Killing de SO(4; 1). Elle est donc invariantesous l'action adjointe de SO(3; 1). Le �bré adP = fM �ad �0 so(4; 1) sedécompose en adP = fM �ad �0 so(3; 1) � fM ��0 R4et l'on obtient une décomposition similaire du premier espace de cohomolo-gie : H1(M; adP ) = H1(M;fM �ad �0 so(3; 1)) �H1(M;fM ��0 R4) :D'après le théorème de rigidité de Calabi-Weil, le premier terme de cettesomme directe est nul. Une déformation in�nitésimale �1 2 H1(M; adP ) estdonc cohomologue à un élément de H1(M;fM ��0 R4 ), noté encore �1. Mais[R4 ;R4 ] � so(3; 1) et par conséquent la première obstruction à l'intégrabilitéde �1, c'est-à-dire la classe de [�1; �1] dans H2(M; adP ), vit en fait dansH2(M;fM �ad �0 so(3; 1)). La dualité de Poincaré pour la cohomologie desformes di�érentielles à valeurs dans fM ��0 so(3; 1) implique alors queH2(M;fM �ad �0 so(3; 1)) ' H1(M;fM ��0 so(3; 1)) :



81H2(M;fM�ad �0so(3; 1)) est donc réduit à 0 par Calabi-Weil. Ainsi, [�1; �1] =0 dans H2(M; adP ).Dans le cas simplement rami�é par exemple, nous avons vu que dansl'espace des déformations par pliage, il existait des singularités quadratiques.D'après ce que nous venons de dire, en dimension 3, et si l'on travaille surl'espace de toutes les déformations, les obstructions quadratiques tombent.Il serait très intéressant de savoir si dans ce cas, il existe quand même desdéformations in�nitésimales non-intégrables, c'est-à-dire si l'espace des dé-formations peut avoir des singularités d'ordre au moins 3 en la représenta-tion d'uniformisation. M. Kapovich et J. Millson ont prouvé, voir [KM2],que c'était le cas au voisinage de la représentation triviale. D'autre part,l'article [Kap] de M. Kapovich montre qu'une telle situation ne peut pas seproduire pour des groupes engendrés par ré�exions : dans ce cas, l'espacedes déformations est lisse au voisinage de [�0].Une autre importante question est la suivante : quels sont les objetsgéométriques, combinatoires, à l'intérieur d'une variété hyperbolique, quipermettent de construire des déformations de la structure conforme plate ?Nous avons vu que les hypersurfaces totalement géodésiques et leur général-isation les hypersurfaces totalement géodésiques rami�ées en faisaient par-tie. Mais M. Kapovich a produit dans [Kap] des exemples de variétés quel'on peut déformer et qui ne contiennent pas d'hypersurfaces totalementgéodésiques. Par ailleurs, K. Scannel ([S]) a montré qu'il existe des var-iétés hyperboliques de dimension 3 non-Haken, c'est-à-dire ne contenant pasd'hypersurfaces incompressibles, qui admettent des déformations in�nitési-males (on ne sait pas si elles sont intégrables).





III Variations d'entropies sur les variétés hyperboliques compactes 83

Troisième partieVariations d'entropies sur les variétéshyperboliques compactesDans cette troisième partie, nous nous intéressons au problème des vari-ations de l'entropie topologique et de l'entropie métrique sur l'espace desmétriques sur une variété hyperbolique (réelle) compacte. Plus précisément,nous montrons que les déformations localement conformément plates de lamétrique hyperbolique jouent un rôle très particulier, ce qui permet d'étendreun théorème de L. Flaminio [F] (voir le théorème 1.4). Ce qui suit reprenden partie notre article [Mau2].1. Dé�nitions et présentation du problèmeSoitM une variété compacte de dimension n. Etant donnée une métriqueriemannienne g surM , on note SgM le �bré unitaire tangent deM et �g le �otgéodésique sur SgM . Il y a deux mesures privilégiées sur SgM invariantes par�g : la mesure de Bowen-Margulis, qui est la mesure d'entropie maximale etqui donne l'entropie topologique htop(g) de (M; g), et la mesure de Liouville,qui vient de la structure de contact sur SgM et qui donne l'entropie métriquehLiouv(g) de (M; g).1.1.� Nous rappelons la dé�nition de l'entropie du �ot géodésique �gmesurée pour une mesure invariante (qui pourra être soit la mesure de Liou-ville, et on obtiendra l'entropie métrique, soit la mesure de Bowen-Margulis,et on aura l'entropie topologique). Nous suivons [R], les démonstrationspeuvent être trouvées dans [Ma]. Pour simpli�er, nous travaillons avec undi�éomorphisme � d'une variété N munie d'une mesure � invariante par �.Soient P et Q deux partitions de la variété N . On notera P(x) l'élémentde P contenant x 2 N et P _Q la partition engendrée par P et Q.



84 1. DÉFINITIONS ET PRÉSENTATION DU PROBLÈMEOn dé�nit alors l'entropie de P commeh�(P) = �XP2P �(P ) log �(P )et l'entropie relative de P par rapport à Q commeh�(PjQ) = XQ2Q"�XP2P �(P \Q)�(Q) log �(P \Q)�(Q) #= XP2P;Q2Q�(P \Q) log �(P \Q)�(Q) :On a alors h�(P _Q) = h�(Q) + h�(PjQ) et si P est plus �ne que P 0,h�(PjQ) � h�(P 0jQ)h�(QjP) � h�(QjP 0)Si donc � : N ! N est un di�éomorphisme préservant la mesure �, ondé�nit l'entropie de � relativement à la partition P par :h�(�;P) = limn!1 1nh�(_n�1j=0 ��jP) :On a alors h�(�;P) = limn!1 h�(Pj_nj=0 ��jP). Comme la suite du secondmembre est décroissante, on a h�(�;P) � h�(Pj��1P).En appelant Pn la partition _n�1j=0 ��jP et en remarquant que h�(P) =RN � log �P(x)d�(x), on peut écrireh�(�;P) = limn!1ZN � 1n log �(Pn(x))d�(x) :Si P a une entropie �nie, le théorème de Shannon-McMillan-Breiman montreque la suite de fonction �� 1n log�(Pn(x))�n2N converge dans L1. On a alorsh�(�;P) = ZN � limn!1� 1n log �(Pn(x))� d�(x) :Définition 1.1. � On appelle alors entropie mesurée de � le réelh�(�) = supP h�(�;P) :Si (Pn)n2N est une suite croissante de partitions engendrant la tribuborélienne de N , le théorème de Kolmogorov-Sinaï donne :h�(�) = limn!1h�(�;Pn) :



851.2.� En réponse à une conjecture de M. Gromov [Gr], G. Besson, G.Courtois et S. Gallot [BCG] ont démontré que si (M; g) est une variété rie-mannienne de courbure sectionnelle négative constante, alors le minimum del'entropie topologique sur l'espace des métriques surM de même volume queg ne peut être atteint que par des métriques isométriques à g. D'autre part,on sait que l'entropie topologique et l'entropie métrique coïncident sur unevariété localement symétrique de courbure négative. A. Katok [Kat] a con-jecturé que cette propriété caractérisait les métriques localement symétriquesparmi les métriques de courbure sectionnelle négative.Notons M l'espace des métriques riemanniennes sur M . On considèreles fonctions htop : g 2M 7! htop(g);hLiouv : g 2M 7! hLiouv(g):Si l'on se restreint à l'espace des métriques de courbure sectionnelle négativesur M , ces fonctions sont C1 et les métriques localement symétriques ensont des points critiques. L. Flaminio [F] a montré le résultat suivant, quirépond partiellement à la conjecture de A. Katok.Théorème 1.2. � Soit g une métrique de courbure sectionnelle néga-tive constante sur une variété compacteM , et soit gt une courbe de métriquesde volume constant telle que g0 = g. Alors si gt n'est pas tangente à l'orbitede g sous le groupe des di�éomorphismes de M , les fonctionst 7! htop(gt)� hLiouv(gt);t 7! htop(gt)sont strictement convexes en t = 0. En particulier, le long du chemin gtet pour des t petits, l'égalité htop(gt) = hLiouv(gt) implique gt = g et on ahtop(gt) > htop(g) pour t 6= 0.Contrairement à ce que l'on a longtemps pensé, ces résultats de rigiditéne s'étendent pas au cas de l'entropie métrique. En e�et, les métriques lo-calement symétriques ne sont pas des extrema locaux de l'entropie métrique,comme le prouve un autre théorème de L. Flaminio :Théorème 1.3. � Il existe une variété hyperbolique (M; g) de dimen-sion 3 pour laquelle la di�érentielle seconde de hLiouv : M ! R en g n'estpas de signe constant.La démonstration de ces théorèmes est basée sur le calcul explicite desdérivées secondes des fonctions t 7! htop(gt) et t 7! hLiouv(gt) en fonction



86 1. DÉFINITIONS ET PRÉSENTATION DU PROBLÈMEdu 2-tenseur symétrique h = @gt@t jt=0 (voir la proposition 2.1). La preuve duthéorème 1.3 que donne L. Flaminio repose sur la théorie des représentationsdes réseaux de SO(3; 1). On peut penser qu'une étude précise du supportde la mesure de Plancherel pour les représentations de SO(n; 1) permettraitde généraliser cette démonstration en dimension quelconque.Nous proposons ici une approche di�érente, plus géométrique, du prob-lème des variations de l'entropie métrique qui conduit à une preuve duthéorème 1.3 en toute dimension. Elle consiste à exhiber des exemples ex-plicites de variétés hyperboliques compactes M de dimension n � 3 surlesquelles n est valeur propre du laplacien brut agissant sur les 2-tenseurssymétriques. Nous verrons en e�et que l'entropie métrique augmente dans ladirection de ces vecteurs propres. Comme d'autre par il existe toujours unein�nité de directions dans lesquelles l'entropie métrique décroît localement,nous obtiendrons ainsi le théorème.Nous considérons ces tenseurs particulier car, comme l'a montré J. La-fontaine [L], si h est un tenseur propre du laplacien brut sur M associé à lavaleur propre n, h est une déformation in�nitésimale de la structure conformeplate de M . Or nous savons construire explicitement de telles déformations.Par ailleurs, du point de vue de l'entropie, c'est suivant ces déformations quel'on s'éloigne le moins de la structure hyperbolique, ce qui se comprend intu-itivement puisque la structure conforme plate est un appauvrissement naturelde la structure hyperbolique. Nous observerons en e�et que c'est dans lesdirections des déformations conformes plates in�nitésimales, si elles existent,que sont minimisées les variations des fonctions t 7! htop(gt) � hLiouv(gt) ett 7! htop(gt).Comme dans la deuxième partie, nous obtenons en plus des renseigne-ments sur la dimension du sous-espace propre correspondant. Les théorèmes3.6, 3.8 montrent par exemple queThéorème 1.4. � Pour tous entiers n et m, n � 3, il existe une variétéhyperbolique compacte de dimension n pour laquelle la di�érentielle secondede l'entropie métrique est dé�nie positive sur un sous-espace de dimensionm de �(S2M).Il faut remarquer que J. Lafontaine [L] a lui aussi décrit une déformationin�nitésimale liée à une hypersurface totalement géodésique. Mais, commeil nous l'a expliqué, il n'est pas encore prouvé que ce tenseur propre estnon-nul.(M; g) désignera dorénavant une variété hyperbolique compacte de di-mension n � 3. Par commodité, nous supposerons sans le mentionner queMest orientable. Nous commencerons par rappeler les résultats de L. Flaminioet de J. Lafontaine qui permettent de voir que les déformations conformes



87plates in�nitésimales de g sont tangentes à des chemins de métriques le longdesquels l'entropie métrique augmente. Nous adapterons alors la construc-tion des déformations in�nitésimales par pliage au cadre choisi ici pour pro-duire les chemins de métriques désirés.2. Entropie et déformations conformes plates2.1.� Soit donc (M; g) une variété hyperbolique compacte de dimensionn � 3, r la connexion de Levi-Civita de g, � la divergence, r� et �� leursadjoints. Si T 2 �(S2M) est un 2-tenseur symétrique sur M , on dé�nitun champ de formes quadratiques T_ sur le �bré en sphère SgM = fX 2TM tq g(X;X) = 1g par T_(X) = T (X;X).Considérons un chemin de métriques gt, t 2]� �; �[, de volume constant,tel que g0 = g et notons h le 2-tenseur symétrique @gt@t jt=0. Les dérivéessecondes en g des fonctions htop, hLiouv, htop�hLiouv le long du chemin gtsont données par la proposition suivante, due à L. Flaminio :Proposition 2.1. � En notant k le tenseur k(h) = �12h + 14r�rh +12(trgh)g � 12���h, on ah00top(g) = Cov (k_; n� 12 h_);h00Liouv(g) = �Cov (k_; k_ � n� 12 h_);h00top(g) � h00Liouv(g) = Cov (k_; k_);où Cov désigne la covariance du �ot géodésique �g sur SgM par rapport à lamesure d'entropie maximale (ici la mesure de Liouville car g est localementsymétrique) (cf. [F]).On considère l'opérateur dr sur les 2-tenseurs symétriques donné pardrT (X;Y;Z) = rXT (Y;Z) � rY T (X;Z), 8X;Y;Z 2 �(TM); et on notedr� son adjoint. Comme M est hyperbolique, on a (cf. [Be]) :(dr�dr + drdr�)T = r�rT � nT; 8T 2 �(S2M):Le membre de gauche est positif et par conséquent, le spectre de r�r estinclus dans [n;+1[. En utilisant cet argument, L. Flaminio montre que sousles hypothèses du théorème 1.2,h00top(g) � 14 C2n�1 Cov (h_; h_);



88 2. ENTROPIE ET DÉFORMATIONS CONFORMES PLATESh00top(g)� h00Liouv(g) � (n� 2)24 Cov (h_; h_):D'après un théorème de Guillemin et Kazhdan [GuK], Cov (h_; h_) = 0implique que la courbe gt est tangente à l'orbite de g sous le groupe desdi�éomorphismes de M . On a donc h00top(g) > 0 et h00top(g) � h00Liouv(g) > 0.Le théorème 1.2 est démontré.Notons Teich(g) � �(S2M) l'espace des 2-tenseurs symétriques de traceet de divergence nulles. Teich(g) est l'orthogonal dans �(S2M) de l'espaceIm��+C1(M) g et est appelé espace des déformations conformes essentiellesde g ([L]). Soit h = @gt@t jt=0 appartenant à Teich(g) un tenseur propre dulaplacien brutr�r associé à la valeur propre � � n. k(h) = 14(��2)h et donch00Liouv(g) = � 116(�� 2)(� � 2n) Cov (h_; h_). Le spectre du laplacien brutest discret : il existe une in�nité de valeurs propre der�r supérieures à 2n etdonc un sous-espace de dimension in�nie de Teich(g) dans la direction duquell'entropie métrique décroît localement. Par conséquent, comme le remarqueL. Flaminio, il su�t pour prouver le théorème 1.3 de trouver une variétéhyperbolique (M; g) et un 2-tenseur symétrique h appartenant à Teich(g)tel que r�rh = �h avec � 2 [n; 2n[, car dans ce cas la dérivée seconde ent = 0 de l'entropie métrique le long du chemin (g+th)t2]��;�[ sera strictementpositive.Remarque. � Il est facile de véri�er que l'entropie métrique décroît lelong de chemins de métriques conformes à la métrique hyperbolique g.Supposons qu'il existe h 2 Teich(g) tel que r�rh = nh. Un calculimmédiat montre que si gt est une courbe de métriques tangente en t = 0 àun tel tenseur, alors on ah00top(g) = 14 C2n�1 Cov (h_; h_);h00top(g)� h00Liouv(g) = (n� 2)24 Cov (h_; h_);le long de gt. Ainsi, parmi les chemins analytiques de métriques de vol-ume égal à celui de g et non-tangents à l'orbite de g sous le groupedes di�éomorphismes, c'est suivant ceux qui sont tangents au sous-espaceTeich(g)\ker(r�r�n Id) que, localement, les fonctions htop et htop�hLiouvvarient le moins.2.2.� En suivant J. Lafontaine (cf. [L]), nous allons voir que le sous-espace (Teich(g) \ ker(r�r � n Id)) peut s'interpréter en termes de défor-mations de la structure conforme plate de M . Ceci permettra de mieuxcomprendre cette dernière remarque et de prouver le théorème 1.4.



89La métrique g est hyperbolique et donc a fortiori localement conformé-ment plate. Pour le problème qui nous occupe ici, c'est la dé�nition entermes de courbure d'une telle métrique qui est adéquate. Oublions pourl'instant que g est hyperbolique et notonsR(g) le (4; 0)-tenseur de courbure,Ric(g) la courbure de Ricci,Scal(g) la courbure scalaire,S(g) = Ric(g) � 12(n�1)Scal(g)g le tenseur de Schouten-Ricci,et W (g) le tenseur de Weyl de g.On a R(g) = 1n� 2 S(g):g +W (g)où l'on a noté par un point le produit de Kulkarni-Nomizu. La métrique gest localement conformément plate si et seulement si :� dr(S(g)) = 0 pour n = 3;W (g) = 0 pour n � 4:Si g est une métrique localement conformément plate, une déformationconforme plate essentielle de g est un chemin de métriques gt tel que g0 = g,@gt@t jt=0 2 Teich(g) et� 8t; drt(S(gt)) = 0 pour n = 38t; W (gt) = 0 pour n � 4(rt est la connexion de Levi-Civita de gt). Les déformations in�nitési-males correspondantes, c'est-à-dire les 2-tenseurs symétriques potentielle-ment tangents à une déformation conforme plate essentielle, sont les tenseursh 2 Teich(g) tels que (drS)0(h) = 0 si n = 3 et W 0(h) = 0 si n � 4 (ona noté (drS)0(h) et W 0(h) les linéarisés des opérateurs drS et W dans ladirection de h).J. Lafontaine [L] a identi�é l'espace des déformations in�nitésimales con-formes plates d'une métrique hyperbolique :Proposition 2.2. � Soit (M; g) une variété hyperbolique compacte.L'espace des déformations in�nitésimales conformes plates essentielles de gest le sous-espace Teich(g) \ ker(r�r� n Id) de Teich(g).Démonstration. � Nous allons montrer que si h est une déformationin�nitésimale conforme plate essentielle alors h 2 ker(r�r � n Id). La ré-ciproque se fait par un calcul direct en utilisant le lemme 2.3 (que nousdémontrerons bientôt) et les formules de variations des di�érents tenseurs de



90 2. ENTROPIE ET DÉFORMATIONS CONFORMES PLATEScourbure (cf. [Be] p. 63). Si D est un opérateur di�érentiel, nous notonsD0(h) son linéarisé dans la direction de h.Nous commençons par montrer que pour n � 4, W 0(h) = 0 implique(drS)0(h) = 0. Nous pourrons alors traiter les cas n = 3 et n � 4 enmême temps. On sait, voir [Be]p. 435, que �W = �n�3n�2drS. Comme g estlocalement conformément plate,(�W )0(h) = �0(h):W (g) + �(W 0(h)) = �(W 0(h))et W 0(h) = 0 implique (drS)0(h) = �n�2n�3(�W )0(h) = 0.Soit maintenant h 2 Teich(g) tel que (drS)0(h) = 0.(drS)0(h) = (dr)0(h):(Ric � 12(n�1)Scal g) + dr(Ric0(h))� 12(n�1)dr(Scal0(h)g + Scal h))= (drRic)0(h) � 12(n�1)Scal ((dr)0(h)g + drh)� 12(n�1)dr(Scal0(h)g)Or (dr)0(h)g+drh = (drg)0(h) = 0 et Scal0(h) = �(trgh)���h�(Ric; h) =0 car h appartient à Teich(g) et que, comme g est une métrique d'Einstein,(Ric; h) = �(n � 1)trgh. Par conséquent, (drS)0(h) = (drRic)0(h). Maisle théorème 1.174 de [Be] appliqué au cas de la courbure constante -1 donneRic0(h) = 12r�rh� nh. Donc(drS)0(h) = (dr)0(h):Ric + dr(Ric0(h))= �(n� 1)(dr)0(h)g � dr(12r�rh� nh)= �dr(12r�rh� h) :On utilise alors le lemme :Lemme 2.3. � Sur une variété hyperbolique compacte (M; g),Teich(g) \ ker(r�r� n Id) = fh 2 �(S2M) j trgh = drh = 0g:Démonstration du lemme. � Immédiate à partir de la formule deWeitzenböck dr�dr + drdr� = r�r � n Id et de l'identité de Riccir�dr = r�r�r� � n Id.On véri�e facilement que r�rh appartient à Teich(g) et on a donc:(drS)0(h) = 0 ) (r�r� n Id)(12r�r� Id)(h) = 0) (r�r� 2 Id)(r�r� n Id)(h) = 0) (r�r� n Id)(h) = 0car n > 2 et donc l'opérateur r�r�2 Id à toutes ses valeurs propres stricte-ment positives : il est inversible.



91La structure conforme plate étant un appauvrissement naturel de la struc-ture hyperbolique, les courbes tangentes à Teich(g)\ker(r�r�n Id) restent,en un sens, assez proches de g. Cela explique pourquoi les variations desfonctions htop et htop�hLiouv sont minimisées dans ces directions.Nous pouvons résumer les résultats de Flaminio et Lafontaine qui nousserons utiles par laProposition 2.4. � Sur l'espace des déformations conformes plates dela métrique hyperbolique g (s'il n'est pas réduit à f0g)), l'entropie métriqueadmet un minimum local en g.Il su�t donc pour prouver le théorème 1.4 d'exhiber des variétés hyper-boliques compactes admettant de telles déformations.3. Construction de déformations in�nitésimalesCette section est consacrée à la construction de déformations in�nitési-males conformes plates de g, c'est-à-dire de tenseurs h 2 Teich(g) \ker(r�r� n Id).3.1.� Nous e�ectuons cette construction dans un cadre cohomologiqueque nous mettons maintenant en place. Tout d'abord, le lemme 2.3 impliqueque les tenseurs que nous cherchons sont les tenseurs fh 2 �(S2M) j trgh =drh = 0g.Par abus de notation, si U est un ouvert de M , nous notons encore drl'opérateur di�érentiel qui envoie f 2 C1(U) sur rdf � fg 2 �(S2U).Lemme 3.1. � dr � dr = 0 sur C1(U).Démonstration. � Soit f 2 C1(U). dr � drf = dr(rdf � fg). Ennotant R(X;Y )Z = rXrY Z �rYrXZ �r[X;Y ]Z le tenseur de courburede g, on a dr(rdf)(X;Y;Z) = �df(R(X;Y )Z). D'autre part,dr(fg)(X;Y;Z) = (rXfg)(Y;Z)� (rY fg)(X;Z)= (X:f)g(Y;Z) � (Y:f)g(X;Z)= df(g(Y;Z)X � g(X;Z)Y )Comme g est de courbure constante -1, R(X;Y )Z = �(g(Y;Z)X �g(X;Z)Y ) et le lemme suit.On peut donc dé�nir les espaces de cohomologieH0r(U) = ff 2 C1(U) j drf = rdf � fg = 0g;



92 3. CONSTRUCTION DE DÉFORMATIONS INFINITÉSIMALESH1r(U) = fh 2 �(S2U) j drh = 0g=dr(C1(U)):Lemme 3.2. � H1r(M) = fh 2 �(S2M) j trgh = drh = 0gDémonstration. � Soit h tel que trgh = 0 et drh = 0. Supposons qu'ilexiste f 2 C1(M) telle que h = drf = rdf�fg. Alors �trg(rdf�fg) = 0,i.e. �f +nf = 0. Comme M est compacte, ceci implique que f = 0 et doncfh 2 �(S2M) j trgh = drh = 0g est inclus dans H1r(M).Considérons maintenant un 2-tenseur h tel que drh = 0 et montronsqu'il existe un représentant de la classe de h dans H1r(M) qui appartient àfh 2 �(S2M) j trgh = drh = 0g. L'opérateur �+ n Id à toutes ses valeurspropres strictement positives et est donc inversible : il existe u 2 C1(M)telle que �u+nu = trgh. Soit alors ~h = h+dru. ~h et h sont cohomologueset trg~h = trgh��u� nu = 0.Ainsi, une déformation in�nitésimale de la structure conforme plate de(M; g) peut se voir comme une classe de cohomologie dans H1r(M).Avant de passer à la construction proprement dite, nous avons besoind'une caractérisation des fonctions de dr nul sur le revêtement universel H nde M . On rappelle que H n = fx = (x1; � � � ; xn+1) 2 Rn+1 j q(x; x) =�1 et xn+1 > 0g, où q est la forme quadratique x21 + � � � + x2n � x2n+1 surRn+1 . Nous notons encore r la connexion de Levi-Civita de la métriquehyperbolique q sur H n . On montre:Lemme 3.3. � Soit U un ouvert de H n et f 2 C1(U). On a drf = 0sur U si et seulement si f est la restriction à U d'une forme linéaire sur Rn+1 .Démonstration. � Soit f une forme linéaire sur Rn+1 . Il existe unvecteur u de Rn+1 tel que pour tout x, f(x) = q(u; x). On considère fcomme une fonction sur H n . Soient X et Y des vecteurs tangents à H n enx. rdf(X;Y ) = X:df(Y )� df(rXY )= X:q(u; Y )� q(u;rXY )= q(u;X:Y �rXY ) :Or par dé�nition de la connexion de Levi-Civita sur H n , on a rXY = X:Y +q(X:Y; x)x. Donc rdf(X;Y ) = �q(u; x)q(X:Y; x) = f(x)g(X;Y ).Réciproquement, supposons que f 2 C1(U) soit telle que drf = 0.Soit � le gradient de f , i.e. le champ de vecteurs sur U tel que 8X 2 TU ,df(X) = q(�;X). Un calcul rapide montre que rdf(X;Y ) � fg(X;Y ) =q(rX�� f(x)X;Y ), quels que soient X;Y 2 TxU . Ainsi,drf = 0 ) rX�� f(x)X = 0:



93Comme rX� � f(x)X = X:(� � f(x)x), � � f(x)x est constant sur U .Notons � ce vecteur : pour x 2 U , q(�; x) = q(��f(x)x; x) = �f(x)q(x; x) =f(x). f est bien la restriction à U d'une forme linéaire sur Rn+1 .Nous allons maintenant montrer que la construction des déformationsin�nitésimales de la structure conforme plate de M par pliage le longd'hypersurfaces totalement géodésiques se transpose sans problème dans lecadre que nous venons de �xer. On pourrait en fait prouver que les espacesde cohomologie H1r(M) et H1(M; adP ) sont isomorphes. Nous préféronsrépéter la construction : on obtient comme cela des chemins de métriquesexplicites et plus simples que si l'on passe par un isomorphisme. De plus,nous le verrons, la forme très particulière des métriques obtenues est intéres-sante en soi.3.2.� Pour commencer, nous supposons que la variété hyperboliquecompacte (M; g) contient une hypersurface totalement géodésique S plongéeà deux faces. Nous procédons comme au paragraphe 1.1.2 de la secondepartie.Soit m 2 S. �1(S;m) agit sur (Rn+1)� (l'espace des formes linéaires surRn+1) via la représentation naturelle de �1(M;m) dans SO(n; 1) et on a lelemme suivant :Lemme 3.4. � Il existe une unique droite de (Rn+1)� invariante par�1(S;m).Démonstration. � Soit ~m 2 p�1(m) et eS � H n le relevé de S passant par~m. On considère le vecteur unitaire v 2 Rn+1 tel que eS soit l'intersection deH n avec l'hyperplan fx 2 Rn+1 tq q(v; x) = 0g (voir lemme 1.2). La droitecherchée est R' où ' est la forme linéaire x 7! q(v; x).Soit W un voisinage tubulaire de S dans M : la forme linéaire ' passeau quotient en une fonction ' 2 C1(W ), non nulle, telle que dr' = 0,c'est-à-dire en un élément de H0r(W ).Nous supposerons pour simpli�er que S sépare M en deux composantesconnexes. Soient fU; V g le recouvrement ouvert associé à S. Nous remar-quons que puisque M est compacte, H0r(M) = 0. En e�et, drf = 0 im-plique, en prenant la trace, que �f + nf = 0 et donc que f = 0. La suiteexacte de Mayer-Vietoris associée au recouvrement fU; V g de M est donc :0 ! H0r(U)�H0r(V ) ! H0r(W ) ! H1r(M) ! � � �



94 3. CONSTRUCTION DE DÉFORMATIONS INFINITÉSIMALESet il nous su�t de montrer que l'homomorphisme cobord H0r(W )! H1r(M)envoie ' sur une classe de cohomologie non triviale de H1r(M). Nous allonsen fait démontrer qu'il est injectif, c'est-à-dire que H0r(U) � H0r(V ) = 0.Nous montrons maintenant le lemme 1.3 du paragraphe 1.1.2 de la deuxièmepartie.Lemme 3.5. � Si (N; g) est une variété hyperbolique compacte de di-mension supérieure ou égale à 2 à bord totalement géodésique alorsH0r(N) =0. Par conséquent, le groupe fondamental d'une variété hyperbolique com-pacte à bord totalement géodésique de dimension n � 2 n'a pas d'invariantnon nul dans (Rn+1)� (ou dans Rn+1 ).Démonstration. � Soit f 2 C1(N) telle que drf = rdf � fg = 0. Enprenant la trace par rapport à g, on obtient �f + nf = 0. Soit B unecomposante du bord de N . Notons rB et �B la connexion de Levi-Civitaet le laplacien de la métrique induite sur B par g. Comme B est totalementgéodésique, on a rB = r et par conséquent,rdf � fg = 0 sur N ) rBdf � fg = 0 sur B) �Bf + (n� 1)f = 0 sur B) f = 0 sur B (B est compacte):Ainsi, une fonction f 2 C1(N) telle que drf = 0 est solution de l'équation�f + nf = 0 avec condition de Dirichlet au bord. N est compacte : elleest nulle. Le lemme 3.3 implique que le groupe fondamental �1(N) de N ,agissant via la représentation d'uniformisation �1(N) ! SO(n; 1), n'a pasd'invariant non nul dans (Rn+1)� (ou dans Rn+1).Soit f 2 H0r(U) et soient eU = p�1(U) et ~f = f � p : eU � H n ! Rn+1 .dr ~f = 0 sur eU et donc ~f est la restriction d'une forme linéaire sur Rn+1 ,invariante par �1(U;m). Mais U se rétracte par déformation surM+[S quiest une variété hyperbolique compacte de dimension n à bord S totalementgéodésique. D'après le lemme 3.4, �1(U;m) ne peut avoir d'invariant non nuldans (Rn+1)� : ~f = 0 et f = 0. Ainsi, H0r(U) = 0 et, de même, H0r(V ) = 0.L'homomorphisme cobord est injectif et l'image h de ' est non nulle.Il est facile de véri�er que si M contient m hypersurfaces disjointesS1; : : : ; Sk, totalement géodésiques plongées à deux faces, alors les combi-naisons linéaires des déformations par pliages le long des Si sont encore desdéformations in�nitésimales non-triviales. Nous avons prouvé :Théorème 3.6. � Soit (M; g) une variété hyperbolique compactede dimension n � 3 contenant m hypersurfaces disjointes totalementgéodésiques plongées à deux faces. Alors dimH1r(M) � m et donc h00Liouv(g)



95est strictement positive dans la direction d'un sous-espace de dimension aumoins m de �(S2M).Les variations des fonctionnelles htop et htop�hLiouv sont minimiséeslocalement le long des courbes t 7! gt = g + t h, où h est une déformationin�nitésimale conforme plate essentielle. A ce propos, il est intéressant deremarquer que dans les exemples construits ici, le support du tenseur h estcontenu dans un voisinage tubulaire aussi petit qu'on veut de l'hypersurfacetotalement géodésique S. Les métriques gt sont donc encore hyperboliquessur une très grande partie de la variété.3.3.� Si nous supposons maintenant que M contient une hypersurfacetotalement géodésique simplement rami�ée à N feuilles, alors la constructionde déformations in�nitésimales se passe comme à la section 2.3.Lemme 3.7. � Soit m 2 T . Il existe une unique droite de (Rn+1)�invariante par l'action de �1(Si;m).La démonstration de ce lemme est identique à celle du lemme 3.4, une foisremarqué que, puisque T est totalement géodésique, le lemme 3.5 impliqueque �1(Si;m) est Zariski-dense dans SO(n�1; 1). Soit eSi le relevé de Si dansH n passant par ~m 2 p�1(m). Quitte à renuméroter, on peut supposer lesvecteurs vi normaux aux eSi ordonnés dans le sens trigonométrique (le �brénormal au relevé de T dans H n est de dimension 2). Les droites invariantessont engendrées par les formes linéaires 'i = q(vi; :).Nous considérons le recouvrement ouvert U construit en 2.2.1 dans lapartie 2. Les formes 'i passent au quotient en des éléments 'i 2 H0r(Ui;i+1).Soient F0M et F1M les faisceaux respectivement associés aux fonctions C1et aux 2-tenseurs symétriques sur M . Notons �(Ui0;���;ip ;FqM ), q 2 f0; 1g, lessections de ces faisceaux sur Ui0;���;ip . On notera encore �i0;���;ip les élémentsde �(Ui0;���;ip ;FqM ) avec la convention ����;�;���;�;��� = �����;�;���;�;���. Pour p � 0,soit Cp(U ;Fqr) le groupe des cochaines de �ech correspondant :Cp(U ;Fqr) = Y0�i0<���<ip�k�1 �(Ui0;���;ip ;FqM ):Soient Cp(U ;Zqr) = f� 2 Cp(U ;Fqr) tq dr� = 0g, i l'inclusionCp(U ;Z0r) ! Cp(U ;F0r), r les restrictions C1(M) ! C0(U ;F0r) et�(S2M)! C0(U ;F1r).On dé�nit l'opérateur di�érence � : Cp(U ;Fqr) ! Cp+1(U ;Fqr) commeau paragraphe 2.3.1 et on obtient un double complexe augmenté à la �ech-deRham :



96 4. QUESTIONS OUVERTES
0 ! �(S2M)dr" r! C0(U ;F1r)dr" �! C1(U ;F1r)dr" �! C2(U ;F1r)dr" �! � � �0 ! C1(M)dr" r! C0(U ;F0r)dr" �! C1(U ;F0r)dr" �! C2(U ;F0r)dr" �! � � �C0(U ;Z0r)i" �! C1(U ;Z0r)i" �! C2(U ;Z0r)i" �! � � �On peut alors répéter ce que nous avons fait au paragraphe 2.3.2 : pourconstruire des déformations in�nitésimales non triviales, il su�t de trou-ver des éléments de C1(U ;Z0r), c'est-à-dire des fonctions dr-fermée sur lesintersections de deux ouverts de U qui se recollent entre elles. Comme au-paravant, on simpli�e le problème en assimilant ces fonctions à des formeslinéaires sur Rn+1 . Finalement, on obtient :Théorème 3.8. � Supposons que M contienne une hypersurface to-talement géodésique simplement rami�ée à N feuilles. Alors le sous-espacede �(S2M) dans la direction duquel h00Liouv(g) est strictement positive est dedimension au moins N � 2.4. Questions ouvertesLe problème des variations des fonctionnelles hLiouv et htop�hLiouv surles autres espaces localement symétriques de courbure négative et en par-ticulier sur les variétés hyperboliques complexes est encore complètementouvert.Considérons les variations de l'entropie métrique sur une variété hyper-bolique complexe, compacte (de dimension réelle n � 4). Il est possible dereprendre la démonstration de Flaminio [F] et d'exprimer la dérivée secondede hLiouv le long d'un chemin de métriques t 7! gt en fonction du 2-tenseurh = @gt@t jt=0. On obtient évidemment une formule beaucoup plus compliquéeque dans le cas hyperbolique réel. La question est de savoir si la méthode quenous avons mise en ÷uvre dans le cas réel peut s'adapter au cas complexe.Une variété hyperbolique complexe M compacte n'est pas locale-ment conformément plate, mais nous avons encore la représentationd'uniformisation du groupe fondamental � de M , qui est cette fois à valeursdans le groupe SU(m; 1) des isométries de l'espace hyperbolique complexe



97de dimension complexe m. On pourrait essayer d'imiter le cas réel en dé-formant cette représentation dans SU(n+ 1; 1). D'après [BW], il existe dessous-groupes arithmétiques cocompacts de SU(n; 1) qui admettent des dé-formations in�nitésimales dans SU(n + 1; 1). Si tout ce passe comme dansle cas réel, cela devrait su�re. Il y a cependant plusieurs di�cultés. Pre-mièrement, d'après un théorème de Goldman et Millson [GM2], aucune deces déformations in�nitésimales n'est intégrable. Cette rigidité se verra-t-elle au niveau de l'entropie ? Deuxièmement, le théorème de [BW] n'estpas constructif : il peut exister des déformations in�nitésimales, mais onne sait pas en construire explicitement. Troisièmement, pour travailler surl'entropie, il faut traduire ces déformations de représentations en déforma-tions de métriques sur la variétéM . Or les représentations �! SU(n+1; 1)s'interprètent géométriquement plutôt sur un S1-�bré au dessus de la variétéM (en termes de structures pseudoconvexes sphériques).On peut essayer une autre analogie avec le cas réel, qui est en fait en lienétroit avec ce que nous venons de dire (voir [Kam]). Nous l'avons remarqué,le tenseur de Weyl d'une métrique hyperbolique complexe n'est pas nul. Maisil y a un analogue du tenseur de Weyl en géométrie presque hermitienne : letenseur de Bochner (cf. [TV]).Si (M; g) est une variété kählérienne de dimension complexe m, et J lastructure complexe de M , le tenseur de Bochner B(g) de g est donné parB(g) = R(g)� 12(m+ 2)(�+  )�Ric(g) � 14(m+ 1)Scal(g)g�où l'on a posé�(T )(x; y; z; w) = g(x; z)T (y;w) + g(y;w)T (x; z)�g(x;w)T (y; z) � g(y; z)T (x;w); (T )(x; y; z; w) = 2g(x; Jy)T (z; Jw) + 2g(z; Jw)T (x; Jy)+g(x; Jz)T (y; Jw) + g(y; Jw)T (x; Jz)�g(x; Jw)T (y; Jz) � g(y; Jz)T (x; Jw);pour tout 2-tenseur symétrique T . Sur une variété hermitienne de dimensioncomplexe 2, c'est la partie anti-auto-duale du tenseur de Weyl. Le tenseurde Bochner est l'analogue du tenseur de Weyl dans le sens où une métriqued'Einstein de tenseur de Bochner identiquement nul est de courbure holo-morphe constante. Les déformations conformes plates du cas réel pourraientdonc se traduire en déformation à tenseur de Bochner nul. Nous appelleronsde telles déformations des déformations Bochner-plates.Le petit résultat de rigidité suivant montre qu'en dimension complexe 2, ilfaudra chercher les déformations Bochner plates de la métrique hyperboliquecomplexe g parmi les métriques qui ne sont pas kählériennes pour la mêmestructure complexe.



98 4. QUESTIONS OUVERTESThéorème 4.1. � Soit (M; g) une variété hyperbolique complexe dedimension complexe 2 et soit J la structure complexe de (M; g). Si l'on serestreint à l'espace des métriques surM kählériennes pour la même structurecomplexe J , alors il n'y a pas de déformations in�nitésimales Bochner platesessentielles de g.C'est-à-dire que si h 2 Teich(g) est tangent à un chemin t 7! gt demétriques kählérienne pour J , B0(h) = 0 implique h = 0.Démonstration. � On montre d'abord que B0(h) = 0 implique drh = 0comme dans la proposition 2.2 en utilisant la propositionProposition 4.2. � Sur une variété kählérienne de dimension com-plexe 2, on a �B(g) = �32drRic(g) + 124dScal(�1 + �2) ;où �1(x; y)z = g(x; z)y + g(y; z)x et �2(x; y)z = 2g(Jx; y)Jz + �1(Jx; Jy)z.Démonstration de la proposition. � Par dé�nition,B(g) = R(g)� 18(�+  )(Ric(g) � 112Scal(g)g) :D'après [TV] p. 374, en dimension complexe 2,  (T ) = 3�(T ) pour tout2-tenseur T symétrique, hermitien et de trace nulle. Ainsi,B = R� 18(�+  )(Ric � 14Scal g)� 148 (�+  )(Scal g)= R� 12�(Ric� 14Scal g)� 148 (�+  )(Scal g)= R� 12�(Ric) + 548�(Scal g)� 148 (Scal g)On a de plus le lemmeLemme 4.3. � D'une manière générale, ��(T ) = drT + �T (�1). Si deplus la variété est kählérienne et si le 2-tenseur T est hermitien alors� (T )(x; y; z) = drT (Jx; Jy; z) + 2(rJzT )(x; Jy) + �T (�2(x; y)z) :En particulier, sur une variété kählérienne, on obtient� ��(f g) = �2df(�1);� (f g) = �2df(�2);pour toute fonction C1 f . On en déduit�B = �R � 12��(Ric) + 548��(Scal g)� 148� (Scal g)= �R � 12(drRic+ �Ric(�1))� 524dScal(�1) + 124dScal(�2) :



99Mais �R = �drRic et �Ric = �12dScal. Finalement,�B = �32drRic+ 124dScal(�1 + �2) :Par conséquent, sur la variété hyperbolique complexe compacte (M; g; J),si l'on suppose que h est tangent à un chemin t 7! gt de métriques kälhléri-ennes pour J , on aB0(h) = 0) (�B)0(h) = 0) ��32drRic+ 124dScal(�1 + �2)�0 (h) = 0 :(dScal(�1+�2))0(h) = dScal0(h)(�1+�2)+dScal(g)((�1+�2)0(h)). Mais g estde courbure scalaire constante et donc dScal(g) = 0. D'autre part, commeh 2 Teich(g) et que g est une métrique d'Einstein, Scal0(h) = �(trgh) ���h � (Ric(g); h) = 0. Donc B0(h) = 0 implique (drRic)0(h) = 0.Soit �Lh = r�rh+Ric�h+h�Ric�2R�(h) le laplacien de Lichnérowicz(R�(h) = trgh(R(y; :)z; :)). On pose J � T � J(x; y) = �T (Jx; Jy) pourtout 2-tenseur symétrique T et on note Teich(g)J l'ensemble des 2-tenseursT 2 Teich(g) hermitiens, c'est-à-dire tels que J � T � J = �T . Le fait quepour tout t, gt soit kählérienne pour J montre que h = @@tgt appartient àTeich(g)J .On véri�e alors facilement que, comme g est hyperbolique complexe,Ric(g) = �6g,R�(h) = h+ 3J � h � J � trgh g = �2h pour h 2 Teich(g)J ,et donc que �L(h) = r�rh� 8h.Mais Ric0(h) = 12�Lh � ���h � rd(trgh) = 12�Lh pour h 2 Teich(g).Par conséquent, pour h 2 Teich(g)J ,(drRic)0(h) = (dr)0(h):Ric(g) + dr(Ric0(h))= �6(dr)0(h):g + dr(12r�rh� 4h)= dr(12r�rh+ 2h) car (drg)0(h) = 0 :Donc B0(h) = 0 implique dr(r�rh + 4h) = 0. On utilise alors la formulede Weitzenböckdr�drh = 2r�rh+Ric � h+ h � Ric� 2R�(h) � 2���hdans le cas g hyperbolique complexe et h 2 Teich(g)J . On obtient dr�dr =2(r�rh� 4h). Comme h 2 Teich(g)J implique r�rh+ 4h 2 Teich(g)J ,B0(h) = 0 ) dr � (r�r+ 4 Id)(h) = 0) (r�r� 4 Id) � (r�r+ 4 Id)(h) = 0) (r�r+ 4 Id) � (r�r� 4 Id)(h) = 0) (r�r� 4 Id)(h) = 0



100 4. QUESTIONS OUVERTEScar r�r � 4 Id � 0 et donc r�r + 4 Id est inversible. Comme de plusr�rh� 4h = 0 implique drh = 0, on conclut que�h 2 Teich(g)J et B0(h) = 0�) drh = 0 :h est donc un tenseur de Codazzi et on peut utiliser la proposition 16.8 de[Be] :Lemme 4.4. � Sur une variété kählérienne (M; g; J), tout tenseur deCodazzi hermitien T est parallèle.Démonstration du lemme. � Soit T un 2-tenseur de Codazzi hermitien.Grâce à g, on peut considérer T comme un (1,1)-tenseur : on a alors T �J =J � T et drT (x; y) := rxT (y)�ryT (x) = 0.Soit k(x; y; z) = g(rx(J � T )y; z). J est parallèle et donc k(x; y; z) =g(J � rxT (y); z). drT = 0 impliquek(x; y; z) = g(J � rxT (y); z) = g(J � ryT (x); z) = k(y; x; z) :D'autre part,k(x; y; z) = �g(rxT (y); Jz)= �g(rx(Ty); Jz) + g(T (rxy); Jz)= �x:g(Ty; Jz) + g(Ty;rx(Jz)) + g(rxy; T � J(z))= �x:g(y; T � J(z)) + g(y; T (rx(Jz))) + x:g(y; T � J(z))�g(y;rx(T � J(z)))= �g(y;rx(T � J)(z))= �g(rx(J � T )z; y)= �k(x; z; y) :k est donc antisymétrique en y et z et symétrique en x et y : k est iden-tiquement nul et rT = 0.Finalement, comme dr�drh = r�rh � 4h, on a h = 0 ce qui conclut ladémonstration du théorème 4.1.



IV La métrique de Nayatani pour les groupes géométriquement �nis 101

Quatrième partieLa métrique de Nayatani pour lesgroupes géométriquement �nis
1. Introduction et dé�nitionsSoit (Bn+1; h) le modèle en boule de l'espace hyperbolique de dimensionn+ 1 : Bn+1 est la boule unité de Rn+1 et h la métrique de Poincaréh = � 21� jxj2�2 (dx21 + : : : + dx2n+1)où j:j désigne la norme euclidienne sur Rn+1 .Le bord à l'in�ni de Bn+1 est la sphère unité Sn de Rn+1 et on sait quechaque isométrie de Bn+1 agit comme une transformation conforme de Snmunie de la métrique standard g0. Le groupe des transformations conformesde (Sn; g0) est donc identi�é au groupe H des isométries de Bn+1.Soit � un groupe kleinien, c'est-à-dire un sous-groupe discret du groupeH. Nous supposerons que � est sans torsion. L'ensemble limite �(�) de �est par dé�nition l'ensemble des points d'accumulation dans Bn+1 de l'orbitesous � de n'importe quel point de Bn+1. Comme Bn+1 agit proprementdiscontinuement surBn+1, �(�) est inclus dans Sn. Nous supposerons encoreque � est non-élémentaire, i.e. que �(�) est in�ni. Le complémentaire 
(�)de �(�) dans Sn est appelé domaine de discontinuité de �.L'exposant critique �(�) de � est dé�nit par�(�) = inffs > 0 jX2� exp(�sd(x; y)) <1g



102 1. INTRODUCTION ET DÉFINITIONSoù x; y 2 Bn+1 et d est la distance hyperbolique sur Bn+1. Comme � estnon-élémentaire, on a 0 < �(�) � n.� agit librement et proprement discontinuement sur Bn+1 [ 
(�) etle quotient X = (Bn+1 [ 
(�))=� est donc une variété lisse. Son bordM = 
(�)=� hérite de la structure conforme plate de Sn (c'est d'ailleurs unreprésentant particulier de cette structure conforme plate qui nous occuperaici).Définition 1.1. � On dira que � est convexe cocompact si le quo-tient C(�(�))=� est compact, où C(�(�)) désigne l'enveloppe convexe hy-perbolique de �(�) dans Bn+1.Par exemple, le groupe fondamental d'une variété hyperbolique compacteN de dimension n, considéré comme un sous-groupe de H est convexe-cocompact : son ensemble limite est Sn�1 � Sn et donc C(�(�))=� =Bn=� = N .Définition 1.2. � Si � admet un polyèdre fondamental dans Bn+1n'ayant qu'un nombre �ni de faces, il sera dit géométriquement �ni.On sait que les groupes kleiniens convexes cocompacts sont les groupesgéométriquement �nis sans éléments paraboliques. D'autre part, un groupeest convexe cocompact si et seulement si la variété X est compacte. Parcontre, la variété M = 
(�)=� peut être compacte sans que � soit convexecocompact.Etant donné un groupe kleinien �, S.J. Patterson [P] et D. Sullivan [Su1]ont construit des mesures particulièrement intéressantes, à support dansl'ensemble limite de ce groupe (nous en donnerons les propriétés au débutde la section suivante et une dé�nition dans la démonstration du théorème2.2). En utilisant ces mesures, S. Nayatani [N] a construit une métriqueg sur l'ensemble de discontinuité 
(�) � Sn de �, conforme à la métriquestandard g0 de la sphère et invariante par �. En notant � = �(�) l'exposantcritique de � et � une mesure de Patterson-Sullivan sur �(�), g est donnéepar : g =  Z�(�) 2�jx� yj2� d�(y)!2=�g0 :g passe au quotient et on obtient une métrique compatible sur la variétékleinienne M = 
(�)=�.Comme l'a montré S. Nayatani, cette métrique a des propriétés de cour-bure remarquables. En particulier, la courbure scalaire de g s'exprime di-rectement en fonction de l'exposant critique �(�) de �, ce qui permet de fairele lien avec les travaux de R. Schoen et S.T. Yau (cf [SY]) sur les variétés



103localement conformément plates. Ces propriétés permettent de démontrerun résultat d'annulation de la cohomologie sur la variété quotientM (cf. [N],théorème 5.2) qui a été notamment utilisé par H. Izeki ([I], théorème 5.1)pour donner une nouvelle démonstration d'un théorème de rigidité portantsur l'exposant critique des groupes kleiniens convexes cocompacts.Si � est convexe cocompact, la variété quotient M est compacte et doncla métrique g est complète sur 
(�). Nous nous intéressons ici à la complé-tude de g dans le cas où � est seulement supposé géométriquement �ni. Encomparant le facteur conforme de g avec les masses totales de mesures dePatterson-Sullivan bien choisies, et grâce à l'article [Su2] de D. Sullivan, onvoit apparaître une condition portant sur le rang des cusps. Plus précisé-ment, on montre que g est complète si et seulement si l'ensemble limite �(�)de � ne contient pas de point �xe parabolique de rang k < �(�) (théorème2.1). La section suivante est consacrée à la démonstration de ce théorème(nous reprenons à peu de choses près notre note [Mau1]). Dans la sec-tion 3, nous donnons un corollaire de ce résultat concernant les applicationsdéveloppement des structures conformes plates.2. Complétude de la métriqueCan one realize conformally �at Riemannian manifolds as Kleinian man-ifolds, that is, quotients of (connected) domains of the unit sphere Sn byKleinian groups? Schoen and Yau [SY] answered positively this question fora large class of conformally �at manifolds, which in particular contains thosewhich admit a compatible complete metric of non-negative scalar curvature.Conversely, given a non-elementary Kleinian group �, Nayatani [N] con-structed a metric g on the domain of discontinuity 
(�) of �, which is con-formal to the standard metric g0 of Sn:g =  Z�(�) 2�jx� yj2� d�(y)!2=�g0;where �(�) � Sn is the limit set of �, � = �(�) its critical exponent, j:j isthe Euclidean norm of Rn+1 and � is a Borel measure supported on �(�) ofunit total mass such that for every Borel subset E of Sn and for every  in�, �((E)) = ZE j0(y)j�d�(y)(see Patterson [P] and Sullivan [Su1]). Following Sullivan, we call � a geo-metric measure of unit total mass.This metric is �-invariant and hence if � acts freely on 
(�), what weshall now assume, it gives rise to a compatible metric on the Kleinian man-



104 2. COMPLÉTUDE DE LA MÉTRIQUEifold M = 
(�)=�. Nayatani also showed that the scalar curvature of g isclosely related to the critical exponent of �.IfM is compact, for example if � is convex cocompact (cf [T]), the metricg is automatically complete on 
(�). When � is geometrically �nite withparabolic elements, the situation becomes somewhat more complicated. Thepurpose of this note is to prove the following theorem for a geometrically�nite Kleinian group:Theorem 2.1. � Let � be a torsion-free non-elementary geometrically�nite Kleinian group, 
(�) � Sn its domain of discontinuity and �(�) itscritical exponent. The Nayatani metric g on 
(�) is complete if and only ifthe limit set �(�) of � does not contain any parabolic �xed point of rankk < �(�).Let Bn+1 be the unit ball model of the hyperbolic (n + 1)-space, andlet Sn = @1Bn+1 be its boundary at in�nity. Sullivan showed that, since �is non-elementary and geometrically �nite, there is, up to a constant multi-ple, only one geometric measure. Hence we may assume that � = �0, thePatterson-Sullivan measure at 0 2 Bn+1, and that g = f g0, withf : 
(�) �! R+x 7�! f(x) = �R�(�) 2�jx�yj2� d�0(y)�2=�:For x 2 Bn+1, let �x denote the Patterson-Sullivan measure at x and let'� be the map �total mass� on Bn+1 de�ned by '�(x) = �x(Sn). '� iscontinuous and �-invariant. In fact, we have that'�(x) = Z�(�)�1� jxj2jx� yj2��d�0(y):Thanks to the work of Sullivan, '� is a much more known object than f .Thus we would like to compare f(x) for x 2 
(�) with '�(x0) for x0 2 Bn+1well chosen.Lemma 2.1. � Let x 2 
(�), r(x) = infy2�(�) jx � yj and � 2 �(�)such that jx� �j = r(x). Let �(�; r(x)) be the point on the geodesic [0; �) inBn+1 at hyperbolic distance ln (1=r(x)) from 0. Then we have:f(x) � 1r(x)2 '�(�(�; r(x)))2=� ;where � means that there exist a constant C > 0, which depends only on �(and maybe on the orbit of � under �), such that1C 1r(x)2 '�(�(�; r(x)))2=� � f(x) � C 1r(x)2 '�(�(�; r(x)))2=� :



105Proof. � Let r = r(x). From the hyperbolic formulas (cf [Bea]), we havej�(�; r)j = 1� r1 + r and j�(�; r)� �j = 2r1 + r :The following is just an obvious computation: let y 2 �(�),j�(�; r)� yj � j�(�; r)� �j+ j� � xj+ jx� yj� 2r1+r + 2jx� yj� 4jx� yjIn the same way, we obtain the reverse inequality and thusjx� yj � j�(�; r)� yj:Hence f(x) � f(�(�; r));and f(x) � (1 + r2)2r2 '�(�(�; r))2=� ;which yields the result.From now on, we will assume that 0 2 Bn+1 belongs to the hyperbolicconvex hull C(�(�)) of �(�) in Bn+1 (if not, just take an L-neighborhoodVL(C(�(�))) of C(�(�)) containing it and replace C(�(�)) by VL(C(�(�)))in the proof).If � is geometrically �nite without parabolic element, that is, convex co-compact, C(�(�))=� is by de�nition compact. Hence by continuity and�-invariance, '� is bounded from below on C(�(�)) by a strictly posi-tive constant. We denote the g0-distance from x to �(�) by �(x). Since�(�; r(x)) 2 C(�(�)) and �(x) � r(x), we have9C > 0 such that 8x 2 
(�); f(x) � C�(x)2 ;which gives another proof of the completeness of g on 
(�).But when � is geometrically �nite with parabolic elements, C(�(�))=�consists of a compact piece with boundary and a �nite number of exponen-tially skinny ends attached, called cuspidal ends, one for each class under� of parabolic �xed points ([Su2]) . '� is then bounded from below onlyin the compact part of C(�(�)) mod � and we need a control of '� insidethe cuspidal ends, which is precisely given by the following result of Sullivan([Su2]).



106 2. COMPLÉTUDE DE LA MÉTRIQUETheorem 2.2. � Let � 2 �(�) be a rank k parabolic �xed point. Thereis a constant r0, which depends only on �, k, and the orbit of � under �,such that: 8r � r0; '�(�(�; r)) � �1r�k��:Proof. � It is more convenient to work in the upper half-space modelH n of the hyperbolic (n+1)-space. We write H n = Rk �Rn�k �R+ and wedenote by [x]k, [x]n�k, [x]n+1, the images of x 2 H n under the projectionson Rk , Rn�k , R+ .We come back to the construction of the Patterson-Sullivan measures.Let d denote the hyperbolic distance in H n . Fix a point y in H n and de�nethe absolute Poincaré series by:gs(x; y) =X2� exp(�s d(x; y)); for x 2 H n :By de�nition, � = �(�) = inffs 2 R+=gs(x; y) < 1g. For s > �, form themeasures �s;x = 1gs(y; y) X2� exp(�s d(x; y)) �(y);where �(y) is the Dirac atomic mass at y. Since � is geometrically �nite,g�(y; y) =1 ([Su1]) and the Patterson-Sullivan measure at x is given by:�x = lims!� �s;x:Hence '�(x) = �x(Sn) = lims!� �s;x(H n) = lims!� gs(x; y)gs(y; y) :Thus we need to estimate gs(x; y), for s > �, when x 2 H n goes to the rank kparabolic �xed point �. Up to conjugation, we may assume that � =1 andso we compute gs(xz; y) for xz = (0; � � � ; 0; z). Let �1 � � be the stabilizerof 1. gs(xz; y) = P2� exp(�s d(xz; y))= Phjh(y)2P1P2�1 exp(�s d(xz; �1h(y)))= Phjh(y)2P1P2�1 exp(�s d(xz; hy))where P1 is a convex fundamental polyhedra for the action of �1 on H n .We have, see Beardon [Bea], thatexp(d(xz ; hy)) � cosh(d(xz ; hy)) = 1 + jxz � hyj22z[hy]n+1 :



107But, up to conjugation, one may assume that �1 leaves Rk globallyinvariant and acts cocompactly on it: Rk=�1 is compact. Then, the actionof �1 on H n is given by(x) = (A([x]k)+a ; B([x]n�k) ; [x]n+1); where � A 2 O(k) ; a 2 RkB 2 O(n� k);so that jxz � hyj2 = ja � [hy]kj2 + j[hy]n�kj2 + jz � [hy]n+1j2:The next theorem (see Tukia [T]) describes the structure of the limit setnear a rank k parabolic �xed point:Theorem 2.3. � Let � be a geometrically �nite group, and 1 a rankk parabolic �xed point. Then there is a neighborhood U1 of1 in H n of theform H n \ �Rn+1n(Rk �Bn+1�k(0; R))�where Bn+1�k(0; R) is the Euclidean ball in Rn+1�k of center 0 and radiusR, such that �(�) \ U1 = f1g, U1 is �1-invariant and h(U1) \ U1 = ;for every h 2 �n�1. Such a neighborhood is called cuspidal.and allows us to show theLemma 2.2. � Let �y be the orbit of y under � and P1 a convexfundamental polyhedra for the action of �1 on H n . �y \P1 is bounded forthe Euclidean norm j:j on H n � Rn+1 .Proof of the lemma. � From theorem 2.3, there exists a constant Rsuch that for all � in �(�)nf1g, j[�]n�kj � R: Hence there exists a compactK � Rn such that 8� 2 �(�)nf1g;9 2 �1 j � 2 K:Now, assume that �y \ P1 is unbounded: there exists a sequence(hm)m2N of distinct elements of � such that hm(y) 2 P1 and jhm(y)j �! 1.Then,� j[hm(y)]kj is bounded, for Rk=�1 compact implies P1 \ Rk bounded;j[hm(y)]n�kj+ j[hm(y)]n+1j �! 1:We may assume that y 2 P1 and hm 2 �n�1. Let P be a convex fun-damental polyhedra for the action of � on H n . We can choose P so that1 2 P . Indeed, consider the Dirichlet polyhedra P based at p 2 U1 with



108 2. COMPLÉTUDE DE LA MÉTRIQUE
 

K Rk �(�)Rn�k
RnHn+1

j[p]n+1j > R. Since h(U1) \ U1 = ; for all h 2 �n�1, j[p]n+1j � j[p]n+1jfor every  2 �. Hence P must contain 1.Let x be a point in P and � be the geodesic [x;1): � � P because Pis convex. d(hm(x); hm(y)) = d(x; y) and so j[hm(x)]n�kj+ j[hm(x)]n+1j �!1: Since hm doesn't belong to �1, hm(1) 2 �(�)nf1g and there existsm 2 �1 such that m � hm(1) 2 K. Remark that we still have j[m �hm(x)]n�kj+ j[m � hm(x)]n+1j �! 1:Hence we can �nd a compact K 0 � H n , for example V1(K) � f1g (hereV1(K) denotes the set of points of Rn at Euclidean distance from K less thanone), so that m � hm(�) \K 0 6= ; for m large enough. But the covering ofH n by �P must be locally �nite. This contradiction ends the proof.Thus there exists a constant M such that jhy�x1j �M , for every h 2 �with hy 2 P1. From now on, we assume that z � z0 �M .Then we have jxz � hyj2 � ja � [hy]kj2 + jzj2;andexp(d(xz ; hy)) � 1 + ja � [hy]kj2 + jzj22z[hy]n+1 � z[hy]n+1 �1 + ja � [hy]kj2z2 � :Hence gs(xz; y) � z�s Xhjh(y)2P1 ([hy]n+1)s X2�1�1 + ja � [hy]kj2z2 ��s
� z�s Xhjh(y)2P1 ([hy]n+1)s Xm2N X 2 �1m � ja � [hy]kj < m+ 1 �1 + ja � [hy]kj2z2 ��s:



109For every  2 �1 such thatm � ja�[hy]kj < m+1, 1+ ja�[hy]kj2z2 � 1+m2z2 :Moreover, card f 2 �1 jm � ja � [hy]kj < m+ 1g � mk�1. Thus,gs(xz; y) � z�s Xhjh(y)2P1 ([hy]n+1)s Xm2Nmk�1�1 + m2z2 ��s:We remark that Xm2Nmk�1�1 + m2z2 ��s � Z 10 tk�1dt�1 + t2z2�s ;and after the change of variables t ! u = t=z in the integral, we �nallyobtain gs(xz; y) � zk�s Z 10 uk�1dt(1 + u2)s Xhjh(y)2P1 ([hy]n+1)s:The integral R10 uk�1(1+u2)sdt is �nite since a rank k parabolic �xed point implies� > k=2 (cf [Bea]).The same computation is valid for z = z0 and thusgs(xz; y) � � zz0�k�sgs(xz0 ; y):But z0 is �xed and we have �s;xz � zk�s�s;xz0 ;which, when s ! �, yields '�(xz) � zk��. The constant, implicit in thenotation �, depends only on the geometry of �, on the point y 2 H n we choseto de�ne the Patterson-Sullivan measures, and on the orbit of the parabolic�xed point. Indeed, our constants depend on the Möbius transformation Vwe chose to conjugate � in order to work on the upper half-space with someassumptions on the action of �1 = V ��V �1. But if � = � is in the orbitof � under �, then the conjugation by V �1 leads to the same constants.We are now in position to prove theorem 2.1. Assume that the rank ofany parabolic �xed point of �(�) is not less than �. Then, for every parabolic�xed point �, '�(�(�; r)) is bounded from below when r ! 0. This lowerbound depends only on the orbit of �. Since there is a �nite number of orbitsof parabolic �xed points, '�(�(�; r(x))) is bounded from below on C(�(�))by a strictly positive constant, independently of � 2 �(�). Hence there is aconstant A > 0 such that f(x) � A�(x)2 for all x 2 
(�): g is complete on
(�).Remark. � It is known that if � is geometrically �nite with only rankn parabolic �xed points then M is compact ([T]) and hence g is complete



110 3. APPLICATIONon 
(�). Here we obtain this last completeness result from the fact that�(�) < n for � geometrically �nite ([Su2]).On the contrary, assume that there exists a parabolic �xed point � whoserank k is (strictly) less than �. Then 1 � k � n� 1 since for a geometrically�nite group, � < n. From the existence of a cuspidal neighborhood U� of �,we see that there exists x0 in 
(�) such that jx0 � �j = r(x0) (Indeed, thiscuspidal neighborhood is the image of a set of the form U1 by the conformaltransformation mapping H n into Bn+1 and sending 1 on �).

x0 c �
�(�)

Let (ct)t2[0;l0] be the unit speed geodesic from x0 to � for the g0 metric ofSn (l0 is the g0-distance between x0 and �). c is a divergent curve of 
(�):it escapes from every compact of 
(�). Let's compute the g-length of c:lg(c) = Z l00 f(ct)1=2dt � C Z l00 1r(ct)� 1r(ct)k���1=�dt = C Z l00 dtr(ct)k=� :For r(ct) � �(ct) = l0 � t and k=� < 1, the last integral is �nite. c is adivergent curve in 
(�) of �nite g-length: (
(�); g) is not complete andtheorem 1 is proved. 3. ApplicationIl existe une autre façon de voir une structure conforme plate sur unevariété M de dimension n. Soit (E;F) un (H;Sn)-�bré plat sur M et s unesection de développement déterminant la structure conforme plate de M . Si



111p : fM ! M est le revêtement universel de M , le feuilletage F permet detrivialiser le �bré p�E ! fM . En e�et, si  est une identi�cation de Sn avecla �bre Em de E au-dessus de m, on considère l'applicationfM � Sn ! p�E(�; u) 7! ~� (u)(1)où ~� (u) est le relevé de � à la feuille L (u) de F passant par  (u) 2 Emd'origine  (u). C'est une trivialisation de p�E en tant que (H;Sn)-�bré plat.Le tiré-en-arrière p�s : fM ! p�E ' fM � Sn de s peut donc se voircomme une application dev : fM ! Sn, dite application de développement.dev est équivariante par rapport aux actions de � :dev � = �() � dev ;où � = holF ; est la représentation d'holonomie de la structure conformeplate de M .La section de développement étant transverse au feuilletage F ,l'application de développement est toujours un di�éomorphisme local. Unimportant aspect de l'étude des structures conformes plates concerne lespropriétés globales de cette application, sur lesquelles en général on saitpeu de choses (est-ce un di�éomorphisme global, un revêtement ?). Danscette optique, le théorème 2.1 permet d'améliorer un résultat de Goldman etKamishima ([GoK1], corollaire 3) en passant du cas convexe cocompact aucas géométriquement �ni :Corollaire 3.1. � Soit M une variété compacte de dimension n mu-nie d'une structure conforme plate et soit � la représentation d'holonomieassociée. Supposons que l'image �(�) du groupe fondamental � de M soitun groupe géométriquement �ni d'exposant critique � < n � 2. Si �(�) n'apas de sous-groupes paraboliques de rang strictement inférieur à �, alorsl'application développement est un homéomorphisme entre le revêtementuniversel fM de M et le domaine de discontinuité 
 de �(�) dans Sn : Mest conformément équivalente à 
=�(�).La démonstration de ce corollaire est immédiate à partir du théorème 2.1et de la proposition 1.1.1 de [GoK2] :Proposition 3.2. � Soit A un sous-ensemble de Sn compact, �(�)-invariant, de dimension de Hausdor� dimH(A) < n � 2. Supposons que lecomplémentaire Sn rA de A admette une métrique riemannienne complèteet �(�)-invariante. Alors dev est un homéomorphisme de fM dans l'ensemblede discontinuité 
 de �(�).



112 3. APPLICATIONPour un groupe géométriquement �ni, exposant critique et dimension deHausdor� de l'ensemble limite coïncident et il su�t donc de prendre pour Al'ensemble limite � de �(�).
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AbstractIn this thesis we study the space of �at conformal structures on closed hyper-bolic manifolds of dimension not less than 3. The �at conformal structureunderlying the hyperbolic one can sometimes be deformed, especially by"bending" along embedded totally geodesic hypersurfaces. First, we givea new and very simple proof of the existence of such deformations in thecase of a single embedded hypersurface. This proof relies on a cohomologi-cal argument that we adapt in case the manifold contains a totally geodesichypersurface S branched along a codimension 2 submanifold. We describecompletely the quadratic obstruction to the integrability of in�nitesimal de-formations which arises in that case. We also study the link between thedeformation space we obtain and the moduli space of polygons associated tothe branching structure of S.We then focus on the dynamical properties of these deformations. UsingFlaminio's work about the topological and metric entropy of the geodesic �owof negatively curved metrics on a closed hyperbolic manifold of dimensionnot less than 3, we show that the variations of the topological entropy and ofthe di�erence between topological entropy and metric entropy are minimizedin the directions of the �at conformal deformations of the hyperbolic metric.We extend a result of Flaminio by showing that in any dimension the metricentropy increases along these deformations and hence that the metric entropydo not in general admit an extremum at the hyperbolic metric.


