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Introdu
tion
Le groupe de Thompson TDé�nition 1. (Groupe de Thompson: version PL)Le groupe PL2(S1) est l'ensemble des homéomorphismes f de R=Z véri�ant les pro-priétés suivantes:1. f est a�ne par mor
eaux, ave
 un nombre �ni de mor
eaux dans R=Z.2. Les points de dis
ontinuité de f sont dyadiques (
.a.d. de la forme a2b où a et bsont des entiers relatifs).3. Les dérivées à gau
he et à droite sont des puissan
es de 2 en tout point.4. f(0) est un nombre dyadique.Voi
i deux éléments de PL2(S1) donnés par leur graphe sur la �gure suivante:

��0 14 0 14 12 341 1014
341 34

0
11212

12 34Fig. 1 � Deux éléments version PL.Le premier élément est 
onstitué d'un unique mor
eau et le se
ond de trois mor-
eaux. Le groupe PL2(S1) est la version linéaire par mor
eaux (dite PL) du groupe deThompson T .Dé�nition 2. (Groupe de Thompson: version CPP)Le groupe PPSL2Z est l'ensemble des homéomorphismes f de S1 de type PSL2Z parmor
eaux, à points de 
oupure rationnels et en nombre �ni.9
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Fig. 2 � Deux éléments version CPP.Le premier élément est 
onstitué de quatre mor
eaux et le se
ond est dans PSL2Z.Le groupe PPSL2Z est la version proje
tive par mor
eaux et de 
lasse C1 (dite CPP)du groupe T .On dé�nit également F (resp. F 0) 
omme le sous-groupe de T �xant 0 (ou 1)(resp. le sous-groupe des éléments dont le germe en 0 (ou 1) est trivial). En�n, lerelevé de T sur la droite réelle sera noté eT . Il donne l'extension 
entrale de groupes:0! Z! eT ! T ! 0Développements sur les groupes T et FApparu ave
 le problème des mots, le groupe de Thompson T est le premier exemplede groupe in�ni simple, de présentation �nie [M
K-Tho℄. L'étude des groupes T et Fa sus
ité un intéret 
onstant depuis leur introdu
tion, dans une note de R. Thomp-son, non publiée [Tho℄. Elle apparait progressivement dans des domaines variés desmathématiques, tels que la théorie des groupes, la théorie de l'homotopie, les systèmesdynamiques et la logique. Une version plus 
ombinatoire de 
es groupes se dé�nit enterme de diagrammes d'arbres, provenant de la stru
ture binaire des nombres dya-diques.Les représentations �PL� et �diagrammes d'arbres� seront les prin
ipales utiliséesjusqu`à la �n des années 80. La version des diagrammes d'arbres donne des résultatssur la stru
ture de groupe de F et T . Dans [Can-Flo-Par℄, les auteurs fournissent unedémonstration a

essible de la simpli
ité du groupe T (résultat existant déjà dans[Tho℄). La version PL permet notamment de trouver des propriétés homotopiques10



et homologiques de �nitude des groupes de Thompson, 
omme la propriété FP1 etl'égalité H�(G;ZG) = 0 pour un tel groupe G [Bro-Geo℄.D'un point de vue dynamique, 
es groupes d'homéomorphismes possèdent debonnes propriétés. Elles sont étudiées dans [Ghy-Ser℄. Par exemple, le groupe T peutêtre �lissé�, 
'est à dire 
onjugué à un groupe de di�éomorphismes du 
er
le de 
lasseC1. Dans 
e même arti
le, la 
ohomologie entière des groupes F , eT et T est reliée à
elle des espa
es de la
ets sur la sphère S3, dans le théorème suivant:Théorème 1. (Théorème IV.1)(Ghys-Sergies
u,[Ghy-Ser℄) Il existe des appli
ations
ontinues BF 0 a- 
S3B eT b- �S3BT 
- LS3qui induisent des isomorphismes en homologie entière.Les aspe
ts 2-dimensionnels du groupe TDans les années 80, une remarque de Thurston permet de voir le groupe PL2(S1)sous un jour nouveau. Il est 
onjugué (par un homéomorphisme du 
er
le i) au groupedes homéomorphismes PSL2Z par mor
eaux PPSL2Z. L'homéomorphisme i se dé�niten prolongeant par densité une bije
tion naturelle (préservant l'orientation) entre l'en-semble Q (2) des nombres dyadiques de R=Z, et l'ensemble bQ des rationnels de la droiteproje
tive réelle. Ce n'est qu'au début des années 90, que les aspe
ts 2-dimensionnelsdu groupe de Thompson sont apparus. Plusieurs travaux vont dans 
e sens, notam-ment:1. L'étude de l'a
tion du groupe PPSL2Z sur 
ertains espa
es d'homéomorphismesdu 
er
le de 
lasse CPP et sur des espa
es de bra
elets: (P. Greenberg [Gre3℄,[Gre4℄1992).2. L'étude de l'a
tion du groupe de Ptolémée G sur l'espa
e des tesselations (R. C.Penner [Pen2℄ 1993).3. Les 
onne
tions des groupes F et T ave
 le groupe des tresses in�ni B1: (P. Green-berg, V. Sergies
u [Gre-Ser℄).Nous n'aborderons pas 
e dernier point de vue. Rappelons 
ependant que les au-teurs établissent une extension a
y
lique A du groupe des tresses in�ni sur le groupeF 0. Leur méthode de 
onstru
tion de A est plutot géométrique et utilise une a
tion deF 0 agissant au voisinage de l'in�ni sur l'arbre binaire.Nous devons quelques expli
ations sur le vo
abulaire employé. Celui-
i fournit uneidée de la méthode employée dans la thèse.a. Proje
tif par mor
eaux: Un homéomorphisme du 
er
le f est dit proje
tif parmor
eaux (ou PP) si il existe une subdivision �nie de S1 en intervalles, telle que f11



est de type PSL2R sur 
haque intervalle. Le groupe de Thompson T est un grouped'homéomorphismes PP.b. La 
ondition C1: La nature arithmétique de PPSL2Z (PSL2Z est dé�nie parl'équation ad � b
 = 1 dans Z4) impose de la rigidité au niveau di�érentiable. Leséléments de PPSL2Z sont de 
lasse C1 (proposition I.8).Ainsi le groupe T se plonge dans l'espa
e CPP (resp. CPPQ) des homéomorphismesPP de 
lasse C1 (resp. et à points de 
oupure rationnels). Quel est l'interet de la
ondition C1? Il tient dans l'observation suivante. Le groupe CPP agit à gau
he surl'ensemble des horo
y
les du demi-plan de Poin
aré (
orollaire I.1).
. Tesselation dé
orée: Une tesselation dé
orée est une triangulation idéale dudisque de Poin
aré munie d'une 
olle
tion d'horo
y
les (la dé
oration) portée par l'en-semble des sommets et d'une arête orientée distinguée.

Fig. 3 � Tesselation dé
orée de Farey-Ford.L'observation pré
édente nous permet de pousser la tesselation dé
orée de Farey-Ford (�gure 3), notée ~��, par les homéomorphismes de 
lasse CPP. Notons℄Tess l'espa
edes tesselations dé
orées. L'arête orientée distinguée �xe la 
ombinatoire des tessela-tions dé
orées. A 
haque arête e0 d'une tesselation dé
orée ~� , est asso
iée, d'une partune arête e de ��, et d'autre part la �distan
e� des horo
y
les qu'elle supporte (appeléelambda-longueur de ~� le long de e0. Ces deux propriétés se 
ombinent pour donner le:Théorème 2. (Théorème II.1) (Penner,[Pen2℄) Il existe un plongement E de ℄Tessdans l'espa
e des paramètres R�+ ��.Ainsi l'espa
e ℄Tess est muni d'un système de 
oordonnées a�ne global. Ses para-mètres sont appelés 
oordonnées log-lambda.Les 
ontributions de GreenbergNous nous référons aux notes [Gre4℄ et à l'appendi
e de l'arti
le [Gre3℄. Ils four-nissent l'entame d'une étude des groupes de Thompson à l'aide de la géométrie CPP.12



L'auteur étudie notamment l'a
tion du groupe PPSL2Z par 
omposition à droite surl'espa
e de dimension in�nie suivant:Gr = PSL2Rn f éléments de CPP à points de 
oupure rationnels g = PSL2RnCPPQL'a
tion possède les propriétés suivantes:1. Les orbites sont dis
rètes.2. Les stabilisateurs sont 
y
liques �nis ou 
onjugués à PSL2Z.3. l'a
tion véri�e une propriété de faible dis
ontinuité:8 f 2 Gr; 9Vf un voisinage ouvert de f jVf � 
 \ Vf 6= ; ) 
 �xe f:P.Greenberg esquisse une démonstration de la 
ontra
tibilité de Gr (proposition0.3.2.1 [Gre4℄). On obtient 
omme 
orollaire que le quotient Gr=F 0 est un 
lassi�ant dugroupe F 0. La preuve de la 
ontra
tibilité utilise un outil géométrique appelé bra
elet(un n-bra
elet est une 
olle
tion de n horo
y
les h1; � � � ; hn tels que hi et hi+1 sonttangents 8i 2 Z=nZ).L'appendi
e de [Gre3℄ fournit, sans preuve, un système de 
oordonnées de l'espa
eCn = PSL2Rn f(n+ 1)� bra
elets g = PSL2Rn bCnCe sont les longueurs (une par horo
y
le) des segments d'horo
y
les délimités par lespoints de tangen
e. Ces 
oordonnées �horo
y
liques� servent à la 
onstru
tion d'uneappli
ation 
ontinue ' : Gr=F 0 ! 
S2qui se relève en une appli
ation ~' à valeurs dans 
S3 véri�ant le:Théorème 3. (théorème IV.5) L'appli
ation ~' donne un isomorphisme en homologieentière.L'esquisse de démonstration de Greenberg utilise la 
onnaissan
e, à priori, de lastru
ture multipli
ative de l'homologie du groupe F 0, isomorphe à 
elle de 
S3. L'ap-pli
ation ~' réalise ainsi la �è
he a du theoréme 1.Le 
ontenu de la thèseLe premier obje
tif de 
ette thèse est de 
omprendre le preprint [Gre4℄, et plusspé
i�quement ses retombées sur la géométrie du groupe de Thompson PPSL2Z. En�poussant� la tesselation dé
orée de Farey-Ford ~�� par les homéomorphismes CPP , onétablit un pont entre les arti
les [Gre4℄ et [Pen2℄. Notre démar
he 
onsiste à interpréterles résultats de Greenberg dans le système de 
oordonnées de Penner (théorème 2),a�n d'en soustraire des preuves 
omplètes et 
on
eptuelles des résultats prin
ipaux de[Gre4℄.Notre deuxième obje
tif est de trouver une interprétation géométrique dire
te duthéorème 1 dans le 
ontexte CPP. Il s'agit en quelque sorte, d'une extension du théo-rème 3. 13



Le plan est organisé de la façon suivante.I � On rappelle les di�érents 
ontextes géométriques utilisés dans la thèse:� La géométrie proje
tive par mor
eaux, dite �CPP� et les espa
es de bra
eletsapparaissant dans [Gre3℄ et [Gre4℄.� La théorie des espa
es de Tei
hmüller dé
orés de Penner [Pen2℄.On y introduit notamment l'espa
e Gr, 
ertains espa
es de bra
elets, et le groupede Thompson T = PPSL2(Z).Le lien entre 
es deux 
ontextes est mis en éviden
e par la:Proposition A. (Proposition I.6) L'appli
ations : f 2 PSL2(R)nCPP 7! f � ~�� 2℄Tessfournit une inje
tion 
ontinue pour la topologie C1 sur CPP .II � Ce 
hapitre se dé
ompose en deux parties. Dans la se
tion II.1, on utilise lesystème de 
oordonnées donné par le théorème 2 (
i-dessus), en restri
tion à l'espa
eGr. Soit � = E Æs et notons (R�+)��p2 l'ensemble des suites à termes stri
tement positifsstationnaires en p2.Théorème B. (Théorème II.2) L'appli
ation � réalise un homéomorphisme de Gr sur(R�+)��p2.On déduit une preuve 
on
eptuelle de la 
ontra
tibilité de Gr (proposition 0.3.2.1dans [Gre4℄). Les lambda-longueurs permettent également de paramêtrer l'espa
e des(n + 1)-bra
elets propres modulo PSL2R, noté Bn (un bra
elet est propre si au
un
ouple d'horo
y
les du bra
elet ne s'interse
te transversalement). Dans [Gre3℄, l'auteurmontre que l'espa
e Bn est homéomorphe au polytope de Stashe� Kn. Ainsi, l'espa
eBn est 
ontra
tile. Nous donnons une nouvelle démonstration de la 
ontra
tibilité deBn à l'aide des 
oordonnées log-lambda (théorème II.4).La deuxième partie du 
hapitre II (se
tions II.2 et II.3) est 
onsa
ré à l'étudede l'appendi
e dans [Gre3℄. A l'aide d'un système de 
oordonnées �angulaires� (lesh-
oordonnées dé�nies sur ℄Tess), on fournit une démonstration du �Résultat� A. 1.énon
é dans [Gre3℄. Soit Cn l'espa
e des (n + 1)-bra
elets modulo PSL2R. Pour unbra
elet b = (hi)i2<1;n+1>, on note li(b) la longueur du segment de hi délimité par sesinterse
tions ave
 hi�1 et hi+1. On obtient ainsi un plongementpn : b 2 Cn 7! (li(b))i2<1;n+1> 2 (R�+)n+1L'image de 
e plongement est paramétrée 
omme suit:Proposition C. (Proposition II.3) L'appli
ation:rn : (R�+)n�2 ! (R�+)n+1(�3; �; �n) 7! � 1�3 +Pn�2j=2 1�j+1�j+2 + 1�n ; �3; 1+�4�3 ; �; �i�1+�i+1�i ; �; 1+�n�1�n ; �n�est un plongement dont l'image paramêtrise pn(Cn).14



La suite d'appli
ations (p3�2n�1)n�0 fournit un autre système de 
oordonnées surl'espa
e Gr, à valeurs dans une limite dire
te de (R3�2n )n�0. L'interet de 
elui-
i estqu'il fournit aussi une métrique, noté db sur Gr. On verra au 
hapitre III qu'elle estinvariante par le groupe de Thompson.III � Ce 
hapitre est 
onsa
ré à l'a
tion du groupe de Thompson T sur l'espa
e
ontra
tile Gr. A l'aide de la formule de Ptolémée (proposition III.2) dé
rite dans[Pen1℄, nous pré
isons le lieu de l'orbite d'un élément f de Gr dans l'espa
e des 
o-ordonnées (R�+)��p2 en fon
tion des 
oordonnées de f . On obtient, ave
 une méthodenouvelle, que l'a
tion est dis
rète. Plus pré
isément si f 2 Gr et A = f�(f)(e); e 2 ��g(
'est un ensemble �ni), notons N(A) l'ensemble des 
ombinaisons linéaires, à 
oe�-
ients entiers positifs et non tous nuls, d'éléments de A. C'est un ensemble dis
ret deR�+ . On dé�nit à partir de A le sous-ensemble dis
ret de (R�+)��p2 suivant:(R�+)��A = n� 2 (R�+)��p2 j�(e) 2 N(A) 8e 2 ��oProposition D. (proposition III.3) L'orbite de f est 
ontenue dans (R�+)��A . En par-ti
ulier T agit ave
 orbites dis
rètes.Une autre démonstration de 
ette proposition est donnée dans le 
adre des 
o-ordonnées horo
y
liques. Elle utilise la métrique db. Par ailleurs, 
ette métrique estadaptée à l'a
tion du groupe de Thompson 
omme le montre la:Proposition E. (proposition III.4) Le groupe T agit isométriquement sur l'espa
e Grmuni de la métrique db.Comme appli
ation dire
te de 
e résultat, nous obtenons la propriété de faibledis
ontinuité (énon
ée plus haut) de l'a
tion du groupe T (proposition III.6).Con
ernant l'étude des stabilisateurs, nous reprenons essentiellement la démar
hede Greenberg, en évitant 
ependant l'utilisation de la rationnalité des nombres derotations des éléments de T (voir [Ghy-Ser℄), qui est un résultat assez déli
at.En�n, nous étendons la 
onstru
tion du 
lassi�ant du groupe F 0 au groupe T ,en passant au revêtement universel du 
er
le. On obtient su

essivement des espa
es
lassi�ants B eT et BT . Ceux-
i forment une �bration en 
er
leS1 ! B eT ! BTdont la suite exa
te d'homotopie donne l'extension 
entrale de eT sur T .IV � Ce 
hapitre sera 
onsa
rée à l'homologie des groupes de Thompson et notam-ment à leurs 
onnexions ave
 les espa
es de la
ets de la sphère S3. Nous 
onstruisonsdes versions géométriques des appli
ations a b et 
 du théorème 1.Après un rapide survol géométrique de la démonstration de [Ghy-Ser℄, nous expli-quons rapidement la méthode de Greenberg pour dé�nir l'appli
ation ~'. Il utilise lemodèle de James JS1 =`n2N(S1)n= � (où � est une relation à dé�nir) de 
S2 [Jam℄pour 
onstruire l'appli
ation ' à valeurs dans JS1 ' 
S2 qu'il relève à 
S3.15



Pour interpréter l'appli
ation b, nous développons un nouveau modèle 
ombinatoirede �S3, noté MS2 (se
tion IV.4). La 
onstru
tion de MS2 se fait à partir du modèlede Cohen de �S2 [Coh℄, et on montre que MS2 est homotopiquement équivalent à �S3(
orollaire IV.2). Ce modèle nous semble intéressant en soi, mais sa dé�nition assezte
hnique ne nous permet pas de le dé
rire dans l'introdu
tion.Nous utilisons 
e modèle pour 
onstruire une appli
ation  : B eT ! �S3 (se
tionIV.5). Celle-
i fait intervenir la primitive � d'un 1-
o
y
le nul [�℄ du groupe T àvaleurs dans le T -module C0(CPPQ;S1). Puis, nous montrons, en utilisant la stru
turemultipli
ative de l'homologie du groupe eT , le résultat prin
ipal de 
e dernier 
hapitre:Théorème F. (Théorème IV.11) L'appli
ation  fournit un isomorphisme en homo-logie entière.La démonstration du théorème IV.11 utilise le fait que  est S1-équivariante, 
equi équivaut, dans la 
onstru
tion de  , à l'invarian
e de � par S1. Nous n'avons suexhiber une telle primitive �, mais nous espérons la 
al
uler dans un pro
he avenir.Nous admettrons don
 la 
ondition suivante naturelle:� (S1-INV): �Il existe une primitive de [�℄ invariante par l'a
tion du 
er
le�.Puis, par le pro
édé de 
onstru
tion de Borel, on obtient l'appli
ation  �S1 id :BT ! LS3 = �S3 �S1 ES1. Celle-
i donne un isomorphisme en homologie entière(
orollaire IV.7). C'est une version géométrique de l'appli
ation 
.En�n, dans la se
tion IV.7, une appro
he quelque peu di�érente est développée.Nous redémontrons le théorème 3 en utilisant la seule 
onnaissan
e de l'homologiede F . Cette appro
he repose sur l'existen
e d'un produit (non asso
iatif) sur Gr=F 0rendant l'appli
ation ' multipli
ative (JS1 est muni du produit de la 
on
aténationdes mots).
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Chapitre ILe 
ontexte géométriqueDans 
e 
hapitre, nous introduisons les objets géométriques qui permettent d'abor-der les aspe
ts 2-dimensionnels du groupe de Thompson T .Après un bref rappel de géométrie hyperbolique, nous donnons deux objets impor-tants: la triangulation de Farey ��, et le bra
elet de Ford bF . La triangulation de Fareypermet de 
omprendre la stru
ture dyadique de l'ensemble des rationnels du 
er
le bQ .On de
rit ainsi une bije
tion naturelle entre les rationnels et les dyadiques du 
er
lei : bQ ! Q (2) préservant l'orientation. Nous rappelons également quelques résultatssur les limites indu
tives d'espa
es topologiques.Dans la se
tion I.2, on dé�nit les homéomorphismes de 
lasse CPP et l'espa
eGr (dé�nition I.2.3) en suivant [Gre4℄. Des exemples de tels homéomorphismes, leshyperboliques généralisés, sont donnés.La se
tion I.3 dé
rit les bra
elets, sortes d'analogues géométriques des homéomor-phismes de 
lasse CPP.La se
tion I.4 fournit un survol rapide de l'espa
e des tesselations (dé
orés) Tess(℄Tess) introduit par Penner dans sa re
her
he d'un espa
e de Tei
hmüller universel.Soulignons qu'un 
as parti
ulier des hyperboliques généralisés, appelé déformation log-lambda, apparait dans nombre de démonstrations de [Pen2℄.Dans la se
tion I.5, nous fournissons un lien entre la se
tion I.4 et les se
tions I.2 etI.3 (proposition I.6). Il s'agit d'une inje
tion 
ontinue de l'espa
e PSL2RnCPP dansl'espa
e des tesselations dé
orées. C'est la prin
ipale nouveauté dans le 
adre de 
e
hapitre.En�n, dans la se
tion I.6, nous rappelons les di�érentes versions du groupe deThompson dans les 
ontextes étudiés auparavant. Nous donnons quelques indi
ationsdes isomorphismes entre les di�érentes représentations du groupe T qui nous servirontdans les deux derniers 
hapitres de la thèse.
17



I.1 Combinatoire et topologieL'objet de 
ette se
tion est la mise en pla
e des outils élémentaires que nous uti-liserons fréquemment dans la suite du texte. Après un bref des
riptif de la géométriehyperbolique du demi-plan de Poin
aré, on rappelle deux objets arithmétiques et géo-métriques important: la triangulation de Farey, et la 
olle
tion des horo
y
les de Ford.On introduit au passage l'énumération de bQ = Q [ f1g par les nombres de Farey.On dé
rit ensuite 
omment 
onstruire une triangulation idéale quel
onque dudisque de Poin
aré. Cette 
onstru
tion met en lumière la 
ombinatoire dyadique 
om-mune à 
es triangulations.En�n, quelques propriétés des limites indu
tives d'espa
es topologiques sont rap-pelées. Deux topologies sur une telle limite y sont dé
rites.I.1.a La géométrie hyperbolique en jeuLa géométrie du plan hyperbolique réel (géométrie uniformisant les surfa
es dontla 
ara
téristique d'Euler est négative) possède de nombreux modèles de des
ription.Nous utiliserons essentiellement les deux modèles les plus 
ommuns. Pour des 
onsi-dérations analytiques, nous prendrons pour modele le plan hyperboliqueH 2 = fz 2 C j Im(z) > 0gmuni de la métrique de Poin
aré ds2 = dx2+dy2y2 . Le groupe des isométries de H 2 pré-servant l'orientation de H 2 est PSL2R et agit par transformations homographiquesz 7! az+b
z+d ave
 ad � b
 = 1. Cependant, dans la plupart des raisonnements géomé-triques et pour les �gures qui a

ompagnent 
es raisonnements, nous adopterons lepoint de vue du disque de Poin
aré D 2 = fz 2 C j jzj � 1g.Con
ernant le bord à l'in�ni, on note généralement�D 2 = S1 et �H 2 = R [ f1gVia la transformation de Cayley entre les modèles H 2 et D 2 ,' : z 2 H 2 7! z � iz + i 2 D 2qui est une isométrie 
onforme, nous parlerons, par abus de langage, de l'a
tion dePSL2R sur le 
er
le S1.Par ailleurs, bQ désignera l'ensemble des rationnels, in�ni 
ompris, du 
er
le R [f1g. Ainsi, un élément de bQ s'e
rira souvent sous la forme ab ave
 a et b premiersentre eux et b > 0 et l'in�ni sera dénoté 10 . La géométrie hyperbolique possède d'autresmodèles, mais nous ne les dé
rirons pas.Un troisième modèle pour le 
er
le sera R=Z. Dans 
e modèle, on utilisera l'en-semble Q (2) = � p2q 2 R=Z j (p; q) 2 Z2	 des nombres dyadiques du 
er
le.Par simpli
ité, quelque soit le modèle utilisé, on notera le bord à l'in�ni S1 (saufmention expresse). 18



I.1.b Triangulation de Farey - énumeration de bQAve
 les notations pré
édentes, la tranformation de Cayley envoie les rationnels01(resp. 10 ;�11) sur �1 (resp. 1; i) dans S1. Ces trois points forment un triangle idéalT0 de D 2 , 
'est à dire un ouvert délimité par trois géodésiques se ren
ontrant deux àdeux sur le bord à l'in�ni.Considérons l'orbite de T0 par PSL2Z. C'est la triangulation de Farey. Elledé
ompose le disque de Poin
aré en triangles idéaux. On la notera ��.Comment peut on obtenir une triangulation idéale de D 2? On 
onstruit un premiertriangle T0 il reste alors à trianguler les 
omposantes 
onnexes de D 2 nT0. On 
onstruitdon
 un triangle dans 
haque 
omposante 
onnexe de sorte que 
haque nouveau tri-angle a une arête provenant de T0. Cela donne trois nouveaux triangles T1; T2; T3. Onre
ommen
e 
e pro
édé par indu
tion.
01 10 � 21T1T3 T2T0 � 12

11
� 11

Fig. I.1 � Triangulation de Farey partielle.A l'étape n, on 
onstruit 3 � 2n nouveaux triangles et le nombre de sommets dela triangulation partielle obtenue après l'ajout de 
es 3 � 2n triangles est exa
tement3 � 2n+1. Pour obtenir une vraie triangulation de D 2 on doit appliquer indé�niment
e pro
édé. Remarquons que la 
ombinatoire mise en jeu dans la 
onstru
tion estindépendante des triangles 
hoisis, à partir du moment ou l'on a 
onstruit T0 et T1.Elle est de type dyadique.L'ensemble bQ représente don
 également l'ensemble des extrémités des géodésiquesde la triangulation de Farey. On assigne les extrémités, dont la partie imaginaire estnégative, aux rationnels positifs de la manière suivante:Si T est un élément de la triangulation, et deux de ses sommets sont ab et 
d , ave
a^b = 1 et 
^d = 1, alors le troisième sommet de T est assigné à la valeur ab� 
d = a+
b+d .On appelle Max(jaj; jbj) l'ordre d'une fra
tion irrédu
tible ab . On peut alors assignerles extrémités de �� par re
urren
e sur l'ordre dé�ni sur bQ . Par exemple 11 s'envoyesur �i et forme ave
 01 et 10 un triangle de la triangulation. On fait ensuite la même
onstru
tion pour les extrémités dont la partie imaginaire est positive, ou bien on
onjugue la situation, 
'est à dire que si z est assigné à ab , on assigne z à �ab .19



Nous �ltrons bQ par les sous ensembles (Sn)n2N� , dé�nis par ré
urren
e:S1 = �01; 10;�11�et supposons Sn 
onstruit, on dé�nit Sn+1 
omme étant Sn [ An, où An est l'en-semble des sommets des triangles dont les deux autres sommets sont dans Sn n Sn�1.On obtient ainsi: S2 = �01; 10;�11; 11;�21;�12�S3 = �01; 10;�11; 11;�21;�12; 12; 21;�31;�32;�23;�13�Remarquons que 
ette �ltration fournit un ordre naturel à l'ensemble bQ . On noteainsi u1 = 01 ; u2 = 10 ; u3 = �11 ; u4 = 11 ; u5 = �21 ; u6 = �12 ; u7 = 12 ; � � �.Elle fournit également un ordre naturel sur �� 
ommançant 
omme suit:e1 = �01; 10� < e2 = �10;�11� < e3 = ��11; 01� < e4 = �01; 11� < � � �ainsi qu'un ordre naturel sur l'ensemble des triangles de Farey T0 < T1 < T2 < T3 < � � �.La �gure I.1 montre les premiers termes de 
es suites ordonnées.I.1.
 Dyadiques = RationnelsNous aurons besoin dans la suite d'une bije
tion naturelle entre les nombres dya-diques et les nombres rationnels du 
er
le. Cette bije
tion dé
oule de la stru
turedyadique des nombres rationnels.Posons i(01) = 0 = 1 2 R=Z, i(11) = 14 , i(10) = 12 et i(�11) = 34 . On prolonge i surl'intervalle [01 ; 11 ℄ par ré
urren
e sur l'ordre des rationnels:Supposons i prolongée sur l'ensemble des rationnels d'ordre au plus n�1, de [01 ; 11 ℄.Si q est d'ordre n, alors il est sommet d'un triangle de Farey, dont les deux autressommets ab et 
d sont d'ordre au plus n � 1. Ainsi, on a q = a+
b+d . On dé�nit alorsi(q) = i(ab )+i( 
d )2 2 [i(ab ); i( 
d)℄. On a ainsi dé�ni un prolongement de i sur l'ensemble desrationnels de l'intervalle 
onsidéré, à valeurs dans l'ensemble des dydadiques de [0; 14 ℄.Remarquons que si ab et 
d sont deux rationnels de [01 ; 11 ℄ sommets d'un même trianglede Farey, i véri�e la formule suivante:i(ab � 
d) = i(ab ) + i( 
d)2 (I.1)Le prolongement de i se fait de la même façon sur les intervalles [11 ; 10 ℄, [10 ;�11 ℄et [�11 ; 01 ℄. On a obtenue une bije
tion i : bQ ! Q(2). On remarque que i présèrvel'orientation du 
er
le. 20



I.1.d Le Bra
elet de FordSupposons un instant qu'un bra
elet est une 
olle
tion d'horo
y
les de D 2 telleque deux horo
y
les voisins sont tangents. Nous donnerons la dé�nition pré
ise d'unbra
elet dans la suite (dé�nition I.3.1). On 
onstruit à présent, sans en donner lesdétails, une su

ession de bra
elets (bFn )n2N, 
haque horo
y
le de bFn étant basé en unpoint de Sn.Soit hFi l'horo
y
le basé en ui passant par le 
entre du disque de Poin
aré, pouri 2 f1; 2g. Alors il existe un unique horo
y
le hF3 tangent à hF1 et hF2 , à gau
he de l'arêteorientée �01 ; 10�. Un petit argument de symétrie montre que hF3 est né
essairement baséen u3 = �11 .On note b1 le bra
elet fh1; h2; h3g. On transporte alors 
es horo
y
les par PSL2(Z)en remarquant que si 
 2 PSL2(Z) permute les points u1, u2 et u3, alors il permuteaussi les horo
y
les asso
iés. On obtient ainsi une 
olle
tion d'horo
y
les fhFn gn2N telleque hn est basé en un 2 bQ . Cette 
olle
tion est notée bF et s'appelle le bra
elet deFord. La 
olle
tion bF est invariante par PSL2(Z).hF3 hF2hF1 hF6 hF5
hF4Fig. I.2 � Bra
elet de Ford partiel.On pose bFn = fhFi gi=1;3�2n�1 et on obtient ainsi un bra
elet basé en Sn dé�ni 
ommeétant le bra
elet de Ford d'ordre n.Pour ne pas 
réer de 
onfusion, pré
isons que l'ordre naturel sur bQ ne sera pasutilisé pour le bra
elet de Ford.I.1.e Deux topologies d'une limite indu
tived'espa
es métriquesNous donnons deux topologies naturelles sur une limite indu
tive d'espa
es mé-triques. Ces espa
es interviendront tout au long du texte.Soit (En; dn)n2N une suite stri
tement 
roissante d'espa
es métriques (resp. topo-logiques). C'est à dire que pour 
haque n 2 N , il existe une isométrie (resp. un plon-gement) in : En ! En+1. Ensemblistement, la limite indu
tive du système (En; in),notée E est l'union disjointe des espa
es En quotientée par la relation d'équivalen
eengendrée par les relations in(xn) � xn. Par exemple si En est l'espa
e eu
lidien réel de21



dimension n, la limite indu
tive s'identi�e à l'ensemble des suites réelles stationnairesen 0. Il apparait alors deux topologies naturelles sur l'espa
e E.La topologie faible: Elle se dé�nit par les ouverts. Un sous-ensemble U de E estun ouvert si et seulement si pour tout n, l'ensemble Un = En \U est un ouvert de En.Muni de 
ette topologie, une suite (un)n�0 
onverge vers u si et seulement si il existep 2 N tel que: 8n 2 N , un 2 Ep , u 2 Ep et (un)n�0 
onverge vers u dans l'espa
emétrique (ou topologique) Ep. Ave
 
ette topologie, si les espa
es En sont 
omplets,il en est de même pour E. Notons que 
ette topologie n'est pas métrisable [Die-S
h℄.Cette topologie sera utilisé dans le 
adre plus générale où les appli
ations in sont desplongements (
.a.d. 
ontinues, ouvertes et inje
tives).La topologie métrique: Soit (x; y) un 
ouple d'éléments de E et p un entier telque 
es deux éléments sont dans Ep. Puisque les in sont des isométries, on adn(x; y) = dp(x; y) si n � pDon
 le nombre d(x; y) = dn(x; y) si (x; y) 2 E2n est bien dé�ni et indépendant de n.Cela dé�nit ainsi une métrique sur l'espa
e E.A�n d'é
lairer les topologies des espa
es que nous étudions dans 
ette thèse, nousdonnons i
i un résultat de 
ontra
tibilité valable pour les deux topologies. Soit R(1)l'ensemble des suites réelles stationnaires égales à 0. L'espa
e R(1) hérite de la normesupérieure kxk = supn�0jxnj. L'espa
e R(1) est aussi la limite indu
tive de la suite:in : (x1; � � � ; xn) 2 Rn 7! (x1; � � � ; xn; 0) 2 Rn+1et peut être ainsi muni de la topologie faible. Les appli
ations in sont des isométriespour la norme supérieure. On a alors le résultat suivant:Proposition I.1. L'espa
e R(1) est 
ontra
tile pour:1. la topologie métrique provenant de la norme supérieure.2. la topologie faible.Preuve. � I
i, la topologie métrique provenant de la norme 
oïn
ide ave
 la topologiede la norme. On véri�e aisément que l'appli
ation (x; t) 2 R(1) � [0; 1℄ 7! (1� t)x 2R(1) est 
ontinue pour les deux topologies et fournit une rétra
tion par déformationde R(1) sur l'origine. �En dimension �nie, enlever un point à un espa
e topologique ajoute de l'homotopie.Ce n'est pas toujours vrai en dimension in�nie, 
omme le montre la proposition suivantequi sera utile par la suite.Proposition I.2. L'espa
e R(1) n f0g est 
ontra
tile pour:1. la topologie métrique provenant de la norme supérieure.2. la topologie faible.Preuve. � En e�et, l'appli
ationft : (x1; x2; � � �) 2 R(1) n f0g 7! (1� t)(x1; x2; � � �) + t(0; x1; x2; � � �) 2 R(1) n f0g22



fournit une homotopie entre l'identité et l'appli
ation f(x1; x2; � � �) = (0; x1; x2; � � �).De même, l'appli
ationgt : (x1; x2; � � �) 2 R(1) n f0g 7! (1� t)(0; x1; x2; � � �) + t(1; 0; 0; � � �) 2 R(1) n f0gfournit une homotopie entre f et l'appli
ation 
onstante g(x1; x2; � � �) = (1; 0; 0; � � �).Ces appli
ations sont 
ontinues pour la norme supérieure.Pour la topologie faible, remarquons que la restri
tion de f (resp. g) sur Rn nf0g�Iest 
ontinue à valeurs dans Rn+1 n f0g� I. Ce
i assure la 
ontinuité de f et de g pourla topologie faible. �On rappelle en�n un résultat dé
oulant de la dé�nition de la topologie faible.Proposition I.3. Soit (En)n�0 et (Fn)n�0 deux suites stri
tement 
roissantes d'espa
esmétriques, telles que En est homéomorphe à Fn pour tout n 2 N. Alors leurs limitesdire
tes respe
tives E et F , munies de la topologie faible sont homéomorphes.Dans la suite de 
ette thèse, nous traiterons les problèmes dans le 
as de la topologiefaible. C'est également le 
adre dans lequel P. Greenberg énon
e ses résultats [Gre4℄.Notons que la proposition I.3 est à priori fausse pour les topologies métriques, 
e qui
omplique les questions de topologie dans 
e 
as. Nous reviendrons 
ependant sur lestopologies métriques à la se
tion II.4.I.2 La géométrie proje
tive par mor
eauxNous dé
rivons l'espa
e des homéomorphismes du 
er
le qui sont 
onstitués d'unnombre �ni de mor
eaux 
oïn
idant ave
 des éléments de PSL2R. On demande deplus que 
es homéomorphismes soient de 
lasse C1. Cette 
ondition supplémentairea une interprétation géométrique naturelle (proposition I.4 et 
orollaire I.1). Cettegéométrie CPP (abrégé en anglais de �C1-pie
ewise proje
tive) a été introduit parP.Greenberg dans [Gre2℄.I.2.a Dé�nitionsDé�nition I.2.1. (
on�guration ordonnée)On appelle n-
on�guration (
y
liquement) ordonnée du 
er
le une suite(xi)i=1;n 2 (S1)n véri�ant:8i 2 < 1; n > 9�i 2 R j xi = ej�i et �1 < �2 < ::: < �n < �1 + 2�Dé�nition I.2.2. (Homeomorphisme CPP)Un homéomorphisme du 
er
le f est de 
lasse C1 proje
tif par mor
eaux (ou CPP)s'il est de 
lasse C1 et si il existe une 
on�guration ordonnée (xi)i=1;n 2 (S1)n telle que:8i 2< 1;n > 9hi 2 PSL2(R) j hi j[xi;xi+1℄ = fj[xi;xi+1℄On note CPP = fhoméomorphismes de 
lasse CPPg23



On munit l'ensemble CPP de la topologie 
ompa
te-ouverte C1 sur le 
er
le. Celle-
i est métrisable par la métrique suivante:d
pp(f ; g) =Maxfsupx2S1d(f(x); g(x)); supx2S1jf 0(x)� g0(x)jg 8(f; g) 2 CPP 2Les germes: Pour tout x 2 S1 et f 2 CPP on note f lx (resp. f rx) le germe à gau
he(resp. à droite) 
'est à dire l'élément de PSL2(R) restri
tion de f à gau
he (resp. àdroite) de x pour l'orientation du 
er
le. Le germe d'un élément de PSL2R s'identi�eà 
et élément puisque PSL2R agit analytiquement sur S1.Les points de 
oupure: Un point de 
oupure pour f est un point de S1 oùDxf = (f rx)�1 Æ f lxn'est pas l'identité. L'élément Dxf est appelé dé
alage de l'appli
ation f en x. Ilmesure le défaut d'être lo
alement PSL2R au voisinage de x. L'ensemble des pointsde 
oupure de f est noté bk(f) = (xi)i=1;n dans la mesure où l'on a ordonné les xi. Lanotation �bk� provient de l'anglais �breaks� ou �breakpoints�.Remarquons que CPP est stable par 
omposition et par passage à l'inverse. C' estdon
 un sous-groupe de Homeo+(S1).Par dé�nition de CPP , on remarque que l'appli
ation f 2 CPP se prolonge surD 2 privé du polygone idéal Qf dont les sommets sont les points de 
oupures de f(prolongement sur la partie ha
hurée dans la �gure I.3), par l'isométrie hi sur 
haque
omposante 
onnexe de D 2 nQf bordé par l'intervalle 
orrespondant à hi.
Qf

Fig. I.3 � Prolongement d'un élément de CPP .Pourrait-on prolonger f à D 2 , tout du moins à D 2 privé d'un 
ompa
t? Cela nesemble pas envisageable de manière immédiate, sans faire appel à la théorie des ho-méomorphismes quasi
onformes (voir [Gar-Lak℄). Cependant on peut faire agir CPPsur l'ensemble des horo
y
les de D 2 , y 
ompris 
eux basés en les points de 
oupuresdes éléments de CPP .Un horo
y
le est un 
er
le de D 2 tangent à S1 = �D 2 . On noteH = fhoro
y
les de D 2g24



muni de la métrique suivante:dH(hx; hy) =MaxfdS1(x; y); jdx � dyjgoù dx représente le rayon eu
lidien de hx pour le modèle du disque de Poin
aré D 2 , vu
omme disque unité du plan eu
lidien.Par 
onvention, le point-base d'un horo
y
le hi (resp. hx) sera noté xi (resp. x). Onpeut voir un horo
y
le hx 
omme orbite du sous-groupe des isométries paraboliques�xant x. La 
ondition C1 dans la dé�nition I.2.2 entraine la:Proposition I.4. Si f 2 CPP , alors l'élément Dxf 2 PSL2(R) est un parabolique�xant x.Preuve. � Puisque f est de 
lasse C0 en x, on a f lx(x) = f rx(x). Ainsi, Dxf �xe lepoint x. Par ailleurs, f étant de 
lasse C1 en x, Dxf a pour dérivée 1 en x. C'est don
un élément parabolique de PSL2R �xant x. �De plus, le sous-groupe des paraboliques �xant x, �xe ensemblistement n'importequel horo
y
le hx basé en x. On en déduit l'a
tion à gau
he de CPP sur l'ensembledes horo
y
les de D 2 . Soit x 2 S1 et hx basé en x, alors Dxf(hx) = hx, par 
onséquenton a l'égalité f lx(hx) = f rx(hx).Corollaire I.1. CPP agit à gau
he sur H:CPP � H �! H(f ; hx) 7�! f � hx = f lx(hx) = f rx(hx)C'est une sorte de donnée géométrique supplémentaire du 
omportement d'un élé-ment de CPP que l'on utilisera systématiquement dans la suite, essentiellement en despoints de 
oupure des appli
ations CPP. Il faut 
ependant souligner que 
ette a
tionne porte que sur les horo
y
les et non sur les éléments de 
eux-
i. Autrement dit, onpensera un horo
y
le hx 
omme un point au dessus de x, et non 
omme une 
ourbeplongée dans D 2 . On est maintenant en mesure de dé�nir l'espa
e de Greenberg Gr.C'est l'espa
e 
entral dans 
ette thèse.Dé�nition I.2.3. (L'espa
e Gr)Soit 
Gr (CPPQ dans l'introdu
tion) l'espa
e suivant:
Gr = ff 2 CPP j bk(f) � bQ gOn dé�nit alors Gr = �f 2 
Gr j f �01 ; 10 ;�11� = �01 ; 10 ;�11��On dé�nit de manière analogue les espa
es:dGrn = nf 2 
Gr j bk(f) � SnoGrn = �f 2dGrn j f �01 ; 10 ;�11� = �01 ; 10 ;�11�� = dGrn \ Gr25



L'égalité: bk(h Æ f) = bk(f) 8 (f; h) 2 CPP � PSL2(R)
ouplée à la 3-transitivité de PSL2R sur le 
er
le, montre que Gr est homéomorpheau quotient de 
Gr par l'a
tion de 
omposition à gau
he de PSL2R. Il en est de mêmepour Grn relativement à dGrn. Les espa
es Grn et dGrn seront munis de la topologieinduite de la métrique dCPP .On remarque que Gr (resp. 
Gr) est ensemblistement la limite indu
tive de la suite(Grn)n�0 (resp. (dGrn)n�0). Les in
lusionsGrn in� Grn+1sont des isométries pour la métrique dCPP . On munira Gr et 
Gr de la topologie faible.D'autres normalisations de l'espa
e PSL2Rn
Gr seront utiles dans le texte, notam-ment dans les 
hapitres III et IV. Nous les expli
iterons au moment ou nous en auronsbesoin.I.2.b Hyperboliques généralisés-Déformations log-lambdaDans le groupe PSL2R, il y a trois types d'homéomorphismes, 
lassi�és par latra
e de leurs matri
es asso
iées: les éléments elliptiques dont la tra
e est dans l'in-tervalle ouvert ℄� 2; 2[, les éléments paraboliques dont la tra
e est �2, et les élémentshyperboliques. Nous 
onstruisons i
i, des exemples d'éléments de l'espa
e CPP qui gé-néralisent les éléments hyperboliques. Ces exemples sont introduits dans [Gre4℄ (voiraussi [Pen2℄ pour le 
as n = 2).Soit x = (xi)i=1;2n 2 (S1)2n une 
on�guration ordonnée du 
er
le ayant un nombrepair d'éléments et t > 0. On dé�nit l'appli
ation htx suivante:Sur 
haque intervalle de la forme ℄x2i; x2i+1[, on dé�nit htx 
omme étant la restri
tionde l'élément hyperbolique d'axe la géodésique d'extrémités x2i et x2i+1, et de dérivée 1ten x2i et t en x2i+1. Sur les intervalles de la forme ℄x2i+1; x2i+2[, on dé�nit htx de manièreanalogue ave
 pour dérivée t en x2i+1 et 1t en x2i+2. Ces appli
ations se re
ollent auxpoints xi; i 2< 1; 2n > pour donner ainsi un élément de CPP ayant pour ensemble depoints �xes et pour ensemble de points de 
oupure, la 
on�guration ordonnée x.Parmi 
es exemples, le 
as n = 2 sera un objet utilisé dans bon nombre de démons-trations. Soit Q un quadrilatère du disque de Poin
aré de sommets x = (xi)i=1;4. Sie désigne la diagonale (x1; x3), alors l'exemple pré
édent appliqué à la 
on�gurationx sera appelée déformation log-lambda par rapport au 
ouple (Q; e) le long de eet sera notée �Q;e;t. Par ailleurs, on appelera déformation log-lambda modi�ée lereprésentant normalisé de �Q;e;t dans Gr.I.3 Les espa
es de bra
eletsOn dé�nit i
i la notion de bra
elets, également introduite par P. Greenberg [Gre3℄, qui26



x1 x2
x3x4

x1 x2
x3x4x5x6x7 x8Hyperbolique généralisé n = 4 Déformation log-lambdaFig. I.4 � Hyperboliques généralisés pour n = 4 et n = 2.est en quelque sorte la version géométrique des appli
ations de 
lasse CPP (voir I.5.b).I.3.a Dé�nition d'un bra
eletSoit (x; y) 2 (S1)2 et hx (resp. hy) un horo
y
le basé en x (resp. y). Si x 6= y, onnote (x; y) la géodésique d'extrémités x et y et x̂ = hx \ (x; y) ; ŷ = hy \ (x; y). Ondé�nit alors dh(hx; hy) = �dH2 (x̂; ŷ) en 
onvenant que 
ette valeur est positive si lesdeux horo
y
les ne s'interse
tent pas et négative ou nulle sinon.Si x = y, on peut en
ore dé�nir le nombre dh(hx; h0x) 
omme étant la longueurdu segment d'une géodésique tombant sur x, délimité par les interse
tions de 
ettegéodésique ave
 les horo
y
les hx et h0x. On remarque sur la �gure I.5 que 
ette longueurne dépend au
unement du z 
hoisi. hxz0z

x =1 h0x
Fig. I.5 � Distan
e de deux horo
y
les.La quantité dh(hx; hy) n'est évidemment pas une distan
e mais elle apparaitranaturellement dans la partie II.Dé�nition I.3.1. (Bra
elet)Un n-bra
elet est la donnée d'une 
on�guration ordonnée du 
er
le (xi)i=1;n et d'une
olle
tion d'horo
y
les fhigi=1;n où hi est basé en xi telles que:8i 2< 1; n >; dh(hi; hi+1) = 0 et dh(hn; h1) = 027



Un n-bra
elet propre est un n-bra
elet qui ne 
ontient pas de 
ouple d'horo
y
less'interse
tant transversalement.Dans la suite du texte, on notera un bra
elet b = (hi)i2<1;n>, étant entendu queses points-base forment une 
on�guration ordonnée du 
er
le (xi)i2<1;n>. Celle-
i seranotée bk(b).La 
ondition dh(hi; hi+1) = 0 signi�e exa
tement que les horo
y
les hi et hi+1 sonttangents. La �gure I.6 montre deux exemples de bra
elets. Le premier bra
elet estpropre, le deuxième ne l'est pas.
h3 h4

h3 h2h1
h2 h1 h4h5

Fig. I.6 � Exemples de bra
elets.On voudrait dé�nir un espa
e de bra
elets et le munir d'une topologie. Il semblenaturel de dire que deux bra
elets b = (h1; :::; hn) et b0 = (h01; :::; h0p) sont pro
hes si etseulement si pour tout i, hi est pro
he de h0i. Cela suppose que n = p. Pour 
omparerdeux bra
elets, il faut qu'ils aient a priori le même nombre d'horo
y
les. On va utiliserdes espa
es �ltrés pour dé�nir un espa
e de bra
elet �
ontenant� tous les bra
elets.I.3.b Filtrations des espa
es de bra
eletsDé�nition I.3.2. (Espa
es de bra
elets)On dé�nit les espa
es suivants:bCn = f(n+ 1)� bra
eletsg et 
Bn = f(n+ 1)� bra
elets propresgpuis: dCrn = �3 � 2n�1 � bra
elets	 et dBrn = �3 � 2n�1 � bra
elets propres	et leurs normalisés par PSL2R:Cn = n(h1; � � � ; hn+1) 2 bCn j h1 = hF0 ; hn+1 = hF1oCrn = �b = (hxi)i=1;3�2n�1 2dCrn j x1 = 01 ; x2n�1+1 = 10 ; x3�2n�1 = �11 �Les normalisés 
Bn et dBrn sont dé�nis de la même manière.28



Remarquons au passage que le bra
elet de Ford bFn est un élément de Brn. Onintroduit maintenant des limites dire
tes des espa
es (dCrn)n�1 et (Crn)n�1. Pour 
ela,on utilise une propriété d'uni
ité portant sur les triplets d'horo
y
les.Proposition I.5. Soit h1; h3 un 
ouple d'horo
y
les tangents. Alors, il existe exa
te-ment un horo
y
le h2 à droite de l'arête orientée (x1; x3), tangent à h1 et h3.Preuve. � Partons du point base x1 de h1. En 
haque point x 2 S1, il y a un uniquehoro
yle hx basé en 
e point et tangent à h1. Lorsque l'on se dépla
e le long de 
ettefamille d'horo
y
les en faisant varier x de x1 à x2 à droite de l'arête orientée (x1; x3),l'horo
y
le hx grandit (son rayon eu
lidien augmente) jusqu'à 
e qu'il ren
ontre l'horo-
yle h3. Il est alors tangent à h3. Continuons de nous dépla
er vers x3, alors hx devienttransversale à h3. �Cette proposition permet de dé�nir une in
lusion naturellein :dCrn !\Crn+1; n � 1
omme suit. Grâ
e à la proposition I.5, 8i 2< 1; 3 �2n�1 > il existe un unique horo
y
leh0i tangent à hi et hi+1 (h3�2n�1+1 = h1 par 
onvention) tel que les points-base xi; x0iet xi+1 forment une 
on�guration ordonnée de S1. En parti
ulier, l'horo
y
le h0i estdans le demi-disque fermé délimité par la géodésique (xi; xi+1) ne 
ontenant pas lespoints-base fxjgj =2fi;i+1g.La 
olle
tionin(b) = (h1; h01; � � � ; hi; h0i; hi+1; � � � ; h03�2n�1�1; h3�2n�1 ; h03�2n�1)est un élément de \Crn+1. L'appli
ation in ainsi dé�nie est 
ompatible ave
 la nor-malisation introduite plus haut. Elle passe don
 aux normalisés en une appli
ation,évidemment inje
tive, in : Crn ! Crn+1. On a ainsi 
onstruit deux systèmes indu
tifset les limites sont notées: 
Cr = limin! dCrn et Cr = limin! CrnCon
ernant les bra
elets propres, notons que in(dBrn) � \Brn+1. En e�et, si hi ethi+1 sont deux horo
y
les voisins d'un bra
elet b 2 dBrn, alors l'horo
y
le ajouté h0iest tangent à hi et à hi+1. Il est de plus 
ontenu dans le demi-disque délimité par lagéodésique (xi; xi+1) ne 
ontenant que les points-base xi et xi+1. Puisque b est propre,
e demi-disque n'interse
te au
un horo
y
le de b autre que hi et hi+1. Ce
i montre quein(b) est propre. La �ltration pré
édente se restreint don
 aux bra
elets propres. Ondé�nit don
: 
Br = limin! dBrn et Br = limin! Brn
29



I.3.
 Topologie des espa
es de bra
eletsSoit n 2 N� . L'espa
e des bra
elets dCrn peut être vu 
omme sous-ensemble del'espa
e produit H3�2n�1 = HSn, puisque 
ard(Sn) = 3 � 2n�1. On le munit de la tra
ede la topologie produit sur H3�2n�1 . Les in
lusionsin :dCrn !\Crn+1sont des plongements. Les espa
es 
Br, 
Cr, Br et Cr sont ainsi munis de la topologiefaible. I.4 L'espa
e de Tei
hmüller universelCette se
tion fournit une introdu
tion des objets �universels� dé�nis dans [Pen2℄.Soit F sg = F une surfa
e de genre g ave
 s points marqués. On suppose que la
ara
téristique d'Euler de la surfa
e �(F ) = 2�2g�s est négative. On note T sg l'espa
ede Tei
hmüller de la surfa
e. Dans [Pen1℄, l'auteur dé�nit fT sg , espa
e de Tei
hmüllerdé
oré de F . Il s'agit d'un Rs+ -�bré sur T sg , dont la �bre 
orrespond aux 
olle
tionsd'horo
y
les en les points marqués de la surfa
e F . L'espa
e fT sg peut se voir 
ommel'ensemble des tesselations dé
orées de D 2 invariantes par le groupe fondamental de lasurfa
e.A la re
her
he d'analogues universels, R.Penner 
onsidère l'espa
e de Tei
hmülleruniversel (resp. dé
oré) Tess (resp. ℄Tess). Celui-
i est universel au sens qu'il 
ontienttous les espa
es de Tei
hmüller (resp. dé
orés) fT sg . C'est un modèle de nature topolo-gique. Il 
ontient stri
tement l'espa
e de Tei
hmüller universel de Bers (plus 
lassique):T (1) = PSL2Rn� homéomorphismes quasi-symétriques de D 2	 = PSL2RnQSI.4.a Tesselations et tesselations dé
oréesDé�nition I.4.1. (Tesselation)Une tesselation � 0 est une 
olle
tion dénombrable et lo
alement �nie de géodésiques,appelées arêtes de la tesselation, formant une triangulation idéale de D 2 . Une tessela-tion � est dite marquée si elle est munie d'une arête orientée distinguée e 2 � . Onnotera alors: Tess0 = f(�; e) tesselations marquéesgDorénavant, une tesselation sera toujours munie d'une arête orientée distinguée.On oubliera don
 le mot �marquée�. Si il n'y a pas de marquage, on parlera plut�t detriangulation.Un exemple de tesselation est la triangulation de Farey munie de l'arête orientée(01 ; 10). On la note ��. Elle joue le r�le de point-base de l'espa
e topologique Tess0.30



Dé�nition I.4.2. (Tesselation dé
orée)Une tesselation dé
orée ~� est la donnée d'une tesselation (marquée) � et d'un horo-
y
le en 
haque sommet de � tels que la famille d'horo
y
les est lo
alement �nie dansD 2 . L'ensemble des tesselations dé
orées est noté ℄Tess0.Puisque � (0)� = bQ , on peut dé
orer la tesselation de Farey par le bra
elet de FordbF introduit au paragraphe I.1.d. On obtient ainsi une tesselation dé
orée ~��, appeléetesselation dé
orée de Farey-Ford. Elle joue le r�le de point base de l'espa
e℄Tess0.

Fig. I.7 � Tesselation dé
orée de Farey-Ford.On notera � (0) � S1 l'ensemble des extrémités des éléments de � (dense dans S1 pardé�nition) et � (2) l'ensemble des triangles 
omplémentaires de � dans D 2 . Distinguerune arête orientée de � revient également à distinguer une 
on�guration ordonnéex(�) = (xi)i=1;3 qui 
orrespond aux sommets d'un unique triangle T 2 � (2), tel que(x1; x2) soit l'arête orientée distinguée de � . Le groupe PSL2R agit à gau
he parisométries sur Tess0 et ℄Tess0. On prendra la normalisation suivante:Tess = �� 0 2 Tess0 j x(�) = �01 ; 10 ;�11��La même normalisation est adoptée pour l'espa
e ℄Tess. L'espa
e Tess (resp. ℄Tess) estappelé l'espa
e de Tei
hmüller universel de Penner (resp. espa
e de Tei
hmül-ler universel dé
oré . On rappelle sans démonstration des propriétés 
ombinatoiresdes tesselations.
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I.4.b Rigidité 
ombinatoire des tesselationsSoit (�i)i2<1;2> un 
ouple de tesselations distinguées par les triplets (xi; yi; zi)i=1;2,alors les trois propriétés suivantes sont véri�ées:1. Il existe une unique bije
tion:f (0) : � (0)1 �! � (0)2(x1; y1; z1) 7�! (x2; y2; z2)(x; y; z) 2 � (2)1 7�! f (0) � (x; y; z) 2 � (2)22. f (0) induit une bije
tion:f12 : �1 �! �2e = (x; y) 7�! f12(e) = (f (0)(x); f (0))(y))3. Les ensembles Q 0 et � sont en bije
tion.Pour se 
onvain
re de 
es propriétés, il su�t de se rappeler de la 
ombinatoire miseen jeu dans la 
onstru
tion d'une triangulation à partir d'un triangle T0 (voir I.1.b),en 
ommençant par trianguler le demi-disque se trouvant à gau
he de l'arête orientéedistinguée.I.4.
 Topologies de Tess et de gTessReprenons la tesselation de Farey ��. Les propriétés 
ombinatoires pré
édentesmontrent que pour toute tesselation � , il existe une unique bije
tion entre � (0)� et � (0)qui fournit une appli
ation f (0)� : � (0)� ! S1. L'appli
ation � 7! f (0)� ainsi 
onstruitefournit un plongement de Tess0 dans (S1)� (0)� muni de la topologie 
ompa
te-ouverte.Notons que la topologie 
ompa
te-ouverte s'identi�e à la topologie produit lorsque � (0)�est muni de la topologie dis
rète. On prend la topologie induite pour Tess0.Pour la topologie de ℄Tess0, le même raisonnement permet de plonger ℄Tess0 dansl'espa
e produit H� (0)� muni de la topologie produit.Puisque � (0)� = bQ est dense dans S1, l'appli
ation f (0)� se prolonge en un homéomor-phisme du 
er
le préservant l'orientation. On peut alors formuler le théorème suivantdû à Penner.Théorème I.1 (Penner [Pen2℄). Il existe un homéomorphismePSL2(R)-équivariant entre Homeo+(S1) et Tess0 qui donne au quotient un homéo-morphisme entre PSL2(R) n Homeo+(S1) et Tess.
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I.5 Liens entre les di�érents 
ontextes géométriquesOn relie i
i les homéomorphismes de 
lasse CPP à l'espa
e de Tei
hmüller universeldé
oré. Plus pré
isément, l'espa
e PSL2RnCPP , muni de la topologie C1 s'inje
te
ontinument dans l'espa
e ℄Tess (proposition I.6). On exhibe ensuite un homéomor-phisme entre l'espa
e des bra
elets Cr et l'espa
e Gr.I.5.a Une inje
tion 
ontinue naturelle de Gr dans gTessRemarquons d'abord que CPP est un sous-espa
e deHomeo+(S1). Par 
onséquent,on peut plonger PSL2(R)nCPP dans Tess grâ
e au théorème I.1 pour la topologieC0 sur l'espa
e CPP .Notons 	 la proje
tion qui 
onsiste à oublier les dé
orations. On 
her
he une ap-pli
ation s tel que le diagramme suivant soit 
ommutatif:℄Tess�����s �CPPPSL2R i - Tess	 ?Proposition I.6. Il existe une inje
tion 
ontinue s de PSL2(R)nCPP pour la topo-logie de la métrique dCPP dans ℄Tess qui est une se
tion de 	 au dessus dePSL2(R)nCPP .Preuve. � Soit g 2 PSL2(R)nCPP , 
'est à dire que g �xe point par point la
on�guration (01 ; 10 ;�11). On dé�nit g � ~�� 
omme suit. Soit e 2 �� dont les extrémitéssont x et y. On note g(e) la géodésique d'extrémités g(x) et g(y). D'après [Pen2℄, la
olle
tion fg(e)ge2�� forme une tesselation qui est dans Tess 
ar g est normalisée. Cette
olle
tion donne la tesselation notée g � �� (
'est l'image de g par l'homéomorphismeréalisé dans le théorème I.1).D'autre part, grâ
e à l'a
tion de CPP sur les horo
y
les, on peut dé�nir sur g � ��la dé
oration suivante:8z = g(x) 2 (g � ��)(0); où x 2 � (0)� ; on pose h0z = g(hFx )où hFx est l'horo
y
le basé en x du bra
elet de Ford. La tesselation g ��� munie de 
ettedé
oration fournit un élément g � ~�� 2℄Tess.On a ainsi dé�ni une appli
ation s : PSL2(R)nCPP !℄Tess qui, par 
onstru
tion,est une se
tion de 	 puisque g � �� représente la tesselation dé
orée g � ~�� à laquelle onenlève la dé
oration.Il reste à montrer que s est 
ontinue. D'après le lemme A.2. de [Mal-Pen℄, l'horo-
y
le f � hFx est exa
tement l'horo
y
le de diamètre eu
lidien jf 0(x)jdx dans le modèle33



de H 2 , où dx est le diamètre de l'horo
y
le de Ford hFx basé en x 6=1. Lorsque x =1,f � hF1 est l'horo
y
le en 1 (f est normalisé) de hauteur 1jf 0(1)j .Par 
onséquent, pour tout x 2 bQ , l'appli
ationsx : f 2 PSL2RnCPP ! f � hx 2 Hest 
ontinue. On en déduit que l'appli
ation s est 
ontinue également. �Puisque Gr est un sous-espa
e métrique de l'espa
e CPP , on obtient ainsi le:Corollaire I.2. L'espa
e Gr s'inje
te 
ontinument dans ℄Tess par s.I.5.b Un homéomorphisme entre Cr et GrOn 
onstruit dans 
ette se
tion un homéomorphisme, dû à Greenberg [Gre4℄, entreCr et Gr, pour la topologie faible. Commençons par un lemme dé
rivant une a
tionpartielle de CPP sur l'ensemble des bra
elets.Lemme I.1. Si f 2 CPP et b = (hi)i=1;n est un bra
elet tels que bk(f) � (xi)i=1;n,Alors la 
olle
tion f � b = (f(hi))i=1;n est en
ore un bra
elet.Preuve. � Il su�t de montrer que d(hi; hi+1) = d(f �hi; f �hi+1) 8i 2 Z=nZ, puisquele premier terme est nul. Comme il n'y a pas de point de 
oupure entre xi et xi+1, ona l'égalité des germes f rxi = f lxi+1 = fi où fi est une isométrie. Par 
onséquent, on ad(hi; hi+1) = d�f rxi(hi); f lxi+1(hi+1)� = d (f � hi; f � hi+1). �Le lien entre les bra
elets et les appli
ations de 
lasse CPP apparait 
lairementdans la proposition suivante.Proposition I.7. Soient b = (hxi)i=1;n et b0 = (h0yi)i=1;n deux bra
elets. Alors il existeun unique f 2 CPP tel que: bk(f) � bk(b) et f � b = b0:Preuve. � Par triple transitivité de l'a
tion de PSL2R sur le 
er
le, pour touti 2 Z=nZ, il existe un unique fi 2 PSL2R véri�ant les égalités:fi(xi) = yi ; fi(xi+1) = yi+1 et fi(hxi) = h0yiOn dé�nit f par mor
eaux de sorte que fj[xi;xi+1℄ = (fi)j[xi;xi+1℄ pour tout i 2 Z=nZ.L'appli
ation f est bien dé�nie et 
ontinue puisque fi(xi+1) = y0i+1 = fi+1(xi+1). Elletransforme bije
tivement 
haque intervalle [xi; xi+1℄ en l'intervalle [yi; yi+1℄. C'est don
un homéomorphisme du 
er
le proje
tif par mor
eaux.Puisque fi est un élément de PSL2R agissant sur l'intervalle [xi; xi+1℄ et que leshoro
y
les basés en 
es points sont tangents, les horo
y
les images sont aussi tangents.Par 
onséquent, les horo
y
les h0yi+1 et fi(hxi+1) sont deux horo
y
les tangents à h0yi et34



basés au même point yi+1. Ils sont né
essairement égaux. Ce
i montre en parti
ulierque le dé
alage Dxi+1f = f�1i+1 Æ fi est un élément parabolique �xant xi. On en déduitque f est de 
lasse C1 en xi+1 pour tout i 2 Z=nZ.Finalement, l'appli
ation f est un élément de CPP uniquement déterminé par la
ondition f � b = b0, et par 
onstru
tion bk(f) � bk(b), 
e qui montre la proposition. �Ce résultat doit etre pensé 
omme une sorte de simple transitivité de l'a
tion deCPP sur les bra
elets.Corollaire I.3. L'appli
ation:  n : Grn �! Crnf 7�! f � bFnréalise un homéomorphisme entre Grn et Crn. Cet homéomorphisme se prolonge en unhoméomorphisme  entre Gr et Cr pour la topologie faible.Preuve. � La bije
tivité de  n provient dire
tement de la proposition I.7. L'appli-
ation  n est 
ontinue puisque f 2 Grn 7! f �hFx 2 H est 
ontinue pour tout x 2 Sn. Ilreste à montrer la 
ontinuité de  �1n . Puisque les espa
es Grn et Crn sont métrisables,il su�t de montrer que pour toute suite (fp)p2N de Grn et pour tout f 2 Grn tellesque  n(fp) 
onverge vers  n(f), alors fp 
onverge vers f dans Grn.Supposons don
 que la suite de bra
elets (fp � bFn )p�0 
onverge vers le bra
eletf �bFn . Soient x et y deux points 
onsé
utifs de Sn. L'intervalle [x; y℄ 
ontient un uniquez 2 Sn+1 n Sn. Puisque les appli
ations fp et f sont PSL2R sur l'intervalle [x; y℄, laproposition I.5 entraine que la suite d'horo
y
les (fp �hFz )p�0 
onverge vers l'horo
y
lef �hFz , où hFz est l'horo
y
le de Ford basé en z. En parti
ulier la suite de fon
tion (fp)p2N
onverge vers f sur le triplet fx; y; zg. Notons Ap (resp. A) la matri
e de (fp)j[x;y℄ (resp.fj[x;y℄). La proposition 4.5.4. dans [Bea℄ montre que la suite de matri
es Ap 
onvergevers la matri
e A.Ce
i entraine que la suite fp 
onverge pour la métrique dCPP vers f sur l'intervalle[x; y℄. Ce
i permet de 
on
lure que  �1n est 
ontinue.La proposition I.3 entraine dire
tement que  est un homéomorphisme pour latopologie faible. �I.6 Le groupe de ThompsonI.6.a HistoriqueLe groupe PL2(S1) est dé�ni par Ri
hard Thompson en 1965. C'est un des premiersexemple de groupe in�ni, simple, de présentation �ni [Tho℄. Voi
i la dé�nition originalede 
e groupe. Elle interviendra notamment dans la se
tion IV.6.b.35



Dé�nition I.6.1. (Groupe de Thompson: version PL)Le groupe PL2(S1) est l'ensemble des homéomorphismes f de R=Z véri�ant les pro-priétés suivantes:(1) f est a�ne par mor
eaux, ave
 un nombre �ni de mor
eaux dans R=Z.(2) Les points de dis
ontinuité de f sont dyadiques (
.a.d. de la forme a2b où a et b sontdes entiers relatifs).(3) Les dérivées à gau
he et à droite sont des puissan
es de 2 en tout point.(4) f(0) est un nombre dyadique.On dé�nit également les sous-groupes de PL2(S1) suivants:F = �
 2 PL2(S1) j 
(0) = 0	F 0 = �
 2 PL2(S1) j le germe de 
 en 0 est trivial	L'ensemble PL2(S1) est un groupe muni de la loi de 
omposition des appli
ations.Il s'agit là d'une dé�nition de type géométrique. La notation F 0 n'est pas fortuite,puisque le groupe ainsi dé�ni est aussi le sous-groupe dérivé de F . Ce groupe apparaitalors dans divers domaines des mathématiques 
omme en théorie de l'homotopie ([Dyd℄en 1977), en homologie des groupes ([Bro-Geo℄ en 1984), dans les systèmes dynamiqueset en 
ohomologie des groupes ([Ghy-Ser℄ en 1987, [Bri℄ en 1997). En�n P. Greenberg a
ommen
é une étude plus géométrique ([Gre4℄ en 1992) du groupe PL2(S1) à l'aide deshoméomorphismes proje
tifs par mor
eaux. Pour un historique 
omplet des di�érentsgroupes de Thompson, on pourra se référer à [Bri℄ et [Can-Flo-Par℄. Dans 
ette thèse,on reprend l'étude géométrique du groupe de Thompson 
ommen
ée par P. Greenberg.Il s'agit don
 de penser le groupe PL2(S1) 
omme un groupe dis
ret agissant �
onvena-blement� sur des espa
es toplogiques re
élant si possible des stru
tures invariantes parle groupe. Deux dé�nitions du groupe de Thompson vont être parti
ulièrement utili-sées dans la suite, l'une de type géométrique, et l'autre de type 
ombinatoire. Nousexpli
itons maintenant 
es deux dé�nitions.I.6.b Dé�nitionsLe groupe de Thompson PPSL2ZVoi
i à présent la dé�nition du groupe de Thompson T en 
ontexte proje
tif parmor
eaux.Dé�nition I.6.2. (Groupe de Thompson: version CPP)Le groupe PPSL2Z est l'ensemble des homéomorphismes f de S1 tels que: il existeune suite �nie x1 < � � � < xn < x1 d'éléments de bQ tels que f est la restri
tion d'unélément de PSL2Z, noté fi sur 
haque intervalle [xi; xi+1℄.Proposition I.8. PPSL2Z est un sous-groupe du groupe des di�éomorphismes du
er
le de 
lasse C1. 36



Preuve. � L'invarian
e de PPSL2Z par 
omposition et par passage à l'inverseprovient du fait que l'ensemble des rationnels bQ est stable par PSL2Z. Pour montrerqu'un élément f de PPSL2Z est de 
lasse C1 en x 2 S1, on peut supposer, quitte à
onjuguer f par un élément de PSL2Z, que x = 0, puis que f �xe 0.Notons pour i 2 fl; rg f i0(z) = aiz+bi
iz+di ave
 la 
ondition aidi � bi
i = 1. On a alors0 = f i0(0) = bidi 
e qui entraine l'égalité dr = �dl = �1 puisque aidi = 1. Puis, on a(f i0)0(0) = 1di2 = 1 et f est bien de 
lasse C1 au voisinage de 0. �Considérons à présent la bije
tion i entre bQ et Q(2) donnée en se
tion I.1.
. Pardensité de bQ dans R[f1g et de Q(2) dans R=Z, l'appli
ation i est prolongé en un ho-méomorphisme de R[f1g vers R=Z, noté i aussi. On peut trouver une démonstrationdu résultat suivant dans [Imb℄.Proposition I.9. Le 
onjugué de PPSL2Z par i est exa
tement le groupe de Thomp-son PL2(S1).Le groupe de PtoléméeRappelons qu'une tesselation marquée Æ ou plus simplement tesselation est unetriangulation maximale du disque de Poin
aré équipée d'une arête orientée distinguée.Une tesselation rationnelle est une tesselation dont l'ensemble des sommets estexa
tement bQ = � (0)� .Nous reprenons l'arti
le de R. Penner [Pen3℄ pour dé�nir le groupe de Ptolémée entrois étapes: groupoïde, monoïde, et en�n groupe.Soit � une tesselation et 
 une de ses arêtes. On dé�nit une tesselation �
 selondeux 
as:(1) si 
 est l'arête distinguée, on la rempla
e par la se
onde diagonale 
� du quadrila-tère dé�ni par � et 
ontenant 
, et on oriente 
� de sorte que (
; 
�) forme un angleorienté positivement.(2) si 
 est di�érente de l'arête distinguée, on la rempla
e également par 
� et onprend pour arête orientée de �
 
elle de � .Les autres arêtes sont preservées.Cette opération s'appelle mouvement élémentaire le long de 
 2 � .Dé�nition I.6.3. (Groupoïde de Ptolémée)Soit Pt0 la 
atégorie suivante:� Objets: les tesselations marquées� Morphismes: un morphisme de � à Æ est une suite �nie � = �1; � � � ; �n = Ætelle que �i+1 est obtenu par mouvement élémentaire le long de 
i 2 �i. En passant auxobjets modulo PSL2R, on obtient le groupoïde de Ptolémée Pt.Il y a une façon 
anonique de passer d'un groupoïde à un groupe, via une stru
turede monoïde, lorsque les objets de 
ette 
atégorie sont isomorphes. Rappelons qu'ils lesont par les appli
ations 
ara
téristiques f� : �� ! � , dé�nies à partir de leur arête37



distinguée. Prenons �� pour objet base. On note M le monoïde libre sur �� (
e sont lesmots qn � � � q1 où les qi sont des éléments de ��). Si q 2 ��, notons q � � la tesselationobtenue après mouvement élémentaire de � le long de f� (q) 2 � .On a ainsi une a
tion à gau
he de M sur Tess0 dé�nie par(qn � � � q1) � � = qn � (� � � q2 � (q1 � �) � � �)qui passe au quotient en une a
tion sur l'espa
e Tess.Soit K le sous-monoïde de M 
onstitué des éléments qui agissent sur Tess0 enpréservant ��. Le groupe de Ptolémée universel G est dé�ni 
omme le quotient deM par K. Pour montrer que G est un groupe, il su�t de voir que K est su�sammentgrand pour pouvoir trouver un inverse à tous les éléments de M=K. Par exemple,si � est le mouvement élémentaire le long de l'arête distinguée de ��, �4 2 K. Par
onséquent le mot �3 est un inverse de � dans G.Considérons alors 
 2 G, et �
 = 
 � ��. D'après le théorème I.1, il existe un uniquehoméomorphisme f
 asso
ié à �
 . Cette 
onstru
tion fournit un morphisme de G dansHomeo+(S1). D'après une remarque de M.Kontsevi
h, on a le:Théorème I.2. (Imbert [Imb℄) La représentation G ! Homeo+(S1) qui à 
 asso
ief
 réalise un isomorphisme sur le groupe T .Nous utiliserons 
ette représentation du groupe de Thompson T dans les 
hapitresIII et IV.
01

� 12 � 11 � 21 10211112Fig. I.8 � Tesselation de Farey.
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Chapitre IILes systèmes de 
oordonnées sur Gr etBrL'espa
e de Tei
hmüller Tg d'une surfa
e de genre g � 2 possède de nombreuxsystèmes de 
oordonnées [Abi℄. Par exemple, les 
oordonnées de Fen
hel-Nielsen four-nissent un homéomorphisme entre Tg et R6g�6 . Ce qui prouve au passage que l'espa
eTg est 
ontra
tile. Ces 
oordonnées permettent aussi de 
omprendre l'a
tion du groupeMCg des di�éotopies de la surfa
e sur l'espa
e de Tei
hmuller, appelé aussi �MappingClass Group�. Le quotient est l'espa
e des modules de la surfa
e (espa
e des stru
tures
onformes à di�éomorphismes 
onformes près).Dans le 
adre universel, l'espa
e de Tei
hmüller universel de Bers:T (1) = PSL2Rn �homéomorphismes quasi-symétriques de S1	 = PSL2RnQSest plongé sur un domaine 
onvexe holomorphe dans un espa
e de Bana
h 
omplexe.En parti
ulier T (1) est 
ontra
tile [Ear-Eel℄.Pour l'étude de l'espa
e Gr, on le plonge dans un espa
e de paramètres, a�n demontrer qu'il est 
ontra
tile. Plus pré
isément dans 
e 
hapitre, nous dé
rivons deuxsystèmes de 
oordonnées sur Gr:� Les 
oordonnées log-lambda.� Les 
oordonnées horo
y
liques.Dans la se
tion II.1, on s'intéresse au premier système. Celui-
i est dé�ni sur l'es-pa
e des tesselations dé
orées ℄Tess [Pen2℄. Il se restreint à l'espa
e PSL2RnCPP viale plongement de la proposition I.6. Dans 
e système de 
oordonnées, l'espa
e Gr prendune formulation très simple. C'est une sorte de limite dire
te limn!1 R3(2n�1) (théo-rème prin
ipal II.2). La 
ontra
tibilité de l'espa
e Gr (dont une esquisse de preuve estdonnée dans [Gre4℄) en est une 
onséquen
e immédiate. Les te
hniques utilisant lesdéformations log-lambda seront adaptées à l'étude de l'espa
e des bra
elets propresBn. On donnera une nouvelle démonstration de la 
ontra
tibilité de Bn (théorème II.4).Dans la se
tion II.2, on étudie le système des 
oordonnées horo
y
liques, à l'ori-gine dé
rit dans l'appendi
e �Géographie des bra
elets� de [Gre3℄. Nous donnons unedémonstration du �Résultat� A.1 de 
et appendi
e (proposition II.3).39



Un des intérets de 
e système, est la dé�nition d'une métrique db, dans la se
tionII.3. Celle-
i fournit une autre topologie à l'espa
e Gr. Nous verrons dans le 
hapitreIII que db est invariante par le groupe de Thompson T .II.1 Coordonnées log-lambdaLes 
oordonnées log-lambda ont été introduites par Penner [Pen1℄ en 1987. Ellefournissent, une paramêtrisation de l'espa
e de Tei
hmûller dé
oré d'une surfa
e pi-quée. Dans [Pen2℄, le même auteur étend 
es 
oordonnées au 
as universel ℄Tess. Ellesfournissent un système de 
oordonnées a�nes global de l'espa
e de Tei
hmüller uni-versel dé
oré ℄Tess (théorème II.1). Dans 
e système de 
oordonnées, on peut montrerque l'espa
e ℄Tess (introduit en I.4) est 
onnexe par ar
s [Pen2℄. Ce système de 
oor-données amène des questions intéressantes. La suivante semble la plus naturelle: Quelest le lieu des points de ℄Tess dans 
e système de 
oordonnées?En restri
tion à l'espa
e Gr, via le plongement s du 
orollaire I.2, on donne le lieuexa
t de Gr dans les 
oordonnées log-lambda (théorème II.2). On en déduit alors la
ontra
tibilité de Gr.En�n toujours à l'aide des 
oordonnées log-lambda, on redémontre la 
ontra
tibilitéde l'espa
e des (n + 1)-bra
elets propres modulo PSL2R, Bn (théorème II.4).II.1.a Les 
oordonnées sur l'espa
e gTessSoit e = (x; y) une géodésique de D 2 dé
orée, 
'est à dire portant un 
ouple d'ho-ro
y
les h = (hx; hy) (la dé
oration) en ses extrémités.Plus généralement, soit I(0) un sous-ensemble du 
er
le dé
oré par une 
olle
tiond'horo
y
les h = (hx)x2I(0) et notons I(1) l'ensemble des géodésiques de D 2 dont lesextrémités sont dans I(0). Lorsque ~� est une tesselation dé
orée, ave
 I(0) = � (0)� , alorsl'ensemble des arêtes de � est 
ontenu dans l'ensemble I(1).Dé�nition II.1.1. (Lambda-longueur)La quantité: �(h; e) =s2 � exp��dh(hx; hy)2 �s'appelle la lambda-longueur de h le long de e.De même, si I(0) � S1 est dé
oré par h = (hx)x2I(0), et e = (x; y) un élément deI(1), la quantité �(h; e) s'appelle la lambda-longueur de h le long de e.Dans le 
as parti
ulier d'une tesselation dé
orée ~� , 
ontenant une arête e, 
ettequantité sera notée �(~� ; e) et appelée lambda-longueur de ~� le long de e.Les lambda-longueurs permettent de dé�nir l'appli
ation:40



E : ℄Tess : �! R��+~� 7�! E~� : �� �! R+e 7�! �(~� ; f� (e))où f� est l'appli
ation 
ara
téristique de �� vers � 
onstruite au paragraphe I.4.b. Ona le théorème suivant:Théorème II.1 (Penner, [Pen2℄). L'appli
ation E réalise un plongement de ℄Tessdans R��+ , muni de la topologie produit.Cela munit ainsi℄Tess d'un système de 
oordonnées a�nes global, les 
oordonnéeslog-lambda (ou 
oordonnées de Penner), portées par les arêtes de la tesselationde Farey.Dans les 
oordonnées de Penner, la tesselation dé
orée ~�� 
orrespond à l'appli
ation
onstante égale à p2. Dans le paragraphe I.5.a, nous avons plongé Gr dans l'espa
e℄Tess. Nous sommes en mesure à présent d'identi�er l'espa
e Gr dans le système des
oordonnées de Penner. Cela nous permettra ensuite de montrer sa 
ontra
tibilité.Avant de 
ontinuer, nous 
itons un lemme important qui donne l'inje
tivité del'appli
ation E dans la démonstration du théorème II.1. Nous donnons une preuvegéométrique de 
e lemme, démontré par Penner de façon analytique.Lemme II.1. Soit h1; h3 deux horo
y
les de D 2 et �3; �1 deux réels stri
tement posi-tifs. Alors, il existe un unique horo
y
le h2 (basé en x2) à droite de l'arête orientée(x1; x3) tel que les lambda-longueurs des arêtes du triangle (x1; x2; x3) pour la dé
ora-tion (h1; h2; h3) véri�ent: �3 = �3;�1 = �1 (II.1)où �i est la lambda-longueur de l'arête opposée à l'horo
y
le hi.Preuve. � La démonstration est similaire à 
elle de la proposition I.5. Elle est
ontenue dans la �gure II.1:h1h2 h3 h1 h1
h2 h2h3 h3

Fig. II.1 � Uni
ité de h2.L'horo
y
le h01 (resp. h03) déssiné ave
 une ligne dis
ontinue et basé en x1 (resp. enx3) représente le lieu des points à distan
e �3 de h1 (resp. �1 de h3). Notons (hx)x2℄x1;x3[la famille d'horo
y
les dé�nie de façon unique par la 
ondition que hx est tangent àh01. Lorsque x se dépla
e de x1 à x3, le rayon eu
lidien de hx augmente de sorte qu'ilexiste un unique x = x2 tel que hx soit tangent à h03. L'horo
y
le hx2 est ainsi l'uniquehoro
y
le véri�ant les 
onditions du lemme. �41



II.1.b Une 
oordonnée = Une déformation log-lambdaSoit � une tesselation du disque de Poin
aré et e = (x1; x3) une arête de � . L'arêtee est bord de deux triangles de la tesselation dont l'union forme un quadrilatèreQ�;e de D 2 . L'ensemble des sommets du quadrilatère forme la 
on�guration ordonnée(x1; x2; x3; x4). On note alors e�t;�;e la déformation log-lambda, dé�nie au paragrapheI.2.b, relativement au quadrilatère Q�;e et de rapport t. La �gure suivante représenteune telle déformation dans le plan hyperbolique.

x2x1x4
h3;t h1 basé en x1 h2;t h3 basé en x3x3 =1

h1;th4;t
T1 T2

Fig. II.2 � Déformation log-lambda.La proposition suivante pré
ise la nature des déformations log-lambda. En parti-
ulier, le point 2. fournit un lien entre 
oordonnées log-lambda et déformations log-lambda.Proposition II.1. Les déformations log-lambda véri�ent les propriétés suivantes:1. �e�t;�;e�t2R�+ est un sous-groupe à un paramètre de CPP isomorphe à R�+ . Si� = ��, alors 
e sous-groupe de CPP est en fait dans 
Gr.2. Si e est une arête de ~� , en terme de lambda-longueurs en posant �t(e0) = �(e�t;��;e�~� ; e�t;��;e(e0)), on a les égalités: 1:�t(e) = t�(~� ; e)2:�t(e0) = �(~� ; e0) 8e0 2 � n fegPreuve. �1. Ce
i résulte de la dé�nition des déformations log-lambda.2. Quitte à 
onjuguer la déformation par un élément de PSL2(R) envoyant le 
ouple(x1; x3) sur (0;1), on peut supposer x1 = 0 et x3 =1.L'appli
ation e�t;�;e agit 
omme l'appli
ation z 7! t2z sur l'ensemble des horo
y
lesh1 basés en x1 et 
omme z 7! zt2 sur l'ensemble des horo
y
les h3 basés en x3. Si42



hti = e�t;�;e(hi) pour i 2< 1; 4 > on a:d(ht1; ht3) = Z t2a1a3t2 dyy = 2 log t2 + (log a1 � log a3)On en déduit que:�t(e) =s2 exp��d(ht1; ht3)2 � = ts2 exp�� log a1 � log a32 � == ts2 exp��d(h1; h3)2 � = t�(~� ; e)Par ailleurs, si e0 2 � n feg ses extrémités sont dans un intervalle sur lequel e�t;�;eagit 
omme PSL2(R), don
 �t(e0) = �(~� ; e). �II.1.
 Le théorème prin
ipal: lambda-
oordonnées sur GrSoit (Sn)n2N� la �ltration de bQ introduite au paragraphe I.1.b. Elle dé�nit une�ltration �� = [n�2(��)n en posant:(��)n = �e = (x; y) 2 �� j (x; y) 2 (Sn�1)2	 8n � 2Si � est un élément de l'espa
e des paramètres R�+ �� , on note:Supp(�) = fe 2 � (0)� j�(e) 6= p2g � � (0)�le support de �. On dé�nit alors les sous-espa
es de R�+ �� suivants:(R�+)��p2 = �� 2 R�+ �� j 
ard(Supp(�)) <1	(R�+)(��)np2 = �� 2 R�+ �� jSupp(�) � (��)n	L'espa
e (R�+)(��)np2 est homéomorphe à l'espa
e eu
lidien réel de dimension
ard((��)n) = 3(2n�1 � 1). L'espa
e (R�+)��p2 est ensemblistement la limite dire
te desespa
es (R�+)(��)np2 , via les appli
ations d'in
lusion (R�+)(��)np2 � (R�+)(��)n+1p2 . On le munitde la topologie faible.Soit � : Gr ! R�+ �� l'appli
ation 
omposée E Æ s (dé�nies respe
tivement en I.5.aet II.1.a) et �n sa restri
tion à Grn.Théorème II.2. L'appli
ation � réalise un homéomorphisme de Gr sur (R�+)��p2, munisde la topologie faible. 43



Preuve. � On 
ommen
e par démontrer l'égalite �(Gr) = (R�+)��p2 grâ
e aux �ltra-tions respe
tives de Gr et (R�+)��p2. Montrons le:Lemme II.2. L'image de Grn par �n est exa
tement (R�+)(��)np2 .Preuve. � On pro
ède par in
lusions ré
iproques.� � : Si e = (x; y) 2 �� n (��)n, alors ses extrémités sont 
ontenues dans un intervalle[xi; xi+1℄ délimité par deux points 
onsé
utifs de Sn. De plus, la restri
tion d'un élémentf de Grn sur 
et intervalle 
oïn
ide ave
 un élément hi de PSL2R. Par 
onséquent,dh(f �hFx ; f �hFy ) = dh(hi(hxF ); hi(hFy )) = dh(hFx ; hFy ). Il s'en suit l'égalité �(f)(e) = p2et 
elle-
i est vraie pour tout 
ouple (f ; e) 2 Grn � �� n (��)n. Formulé autrement, ona �(Grn) � (R�+)(��)np2 .� � : Pour l'in
lusion ré
iproque, on dé�nit un ordre naturel sur �� par ré
urren
e sur nen partant de l'arête distinguée et en se dépla
ant sur le 
er
le (en suivant l'orientationdu 
er
le à partir 0).� Le rang 1: e1 = �01; 10� < e2 = �10;�11� < e3 = ��11; 01�� Du rang n au rang n+ 1:Supposons l'ordre 
onstruit sur (��)n. L'ensemble (��)n+1 n (��)n forme un 3 � 2n�1-gone hyperbolique, dont l'ensemble des sommets est la 
on�guration ordonnée Sn =(v1; � � � ; v3�2n�1) dé�nie par v1 = 0. Les arêtes de 
e polygone sont les géodésiquesai = (vi; vi+1) pour i 2< 1; 3 � 2n�1 > (ave
 la 
onvention v3�2n�1+1 = v1). Ainsi(��)n+1 n (��)n est muni de l'ordre suivant: ai < aj si et seulement si i < j. Pour l'ordresur (��)n+1, on stipule que le plus grand élément de (��)n (l'hypothèse de ré
urren
esuppose un ordre sur (��)n) est plus petit que a1, 
e qui fournit un ordre naturel àl'ensemble (��)n+1.Passons à la démonstration de l'in
lusion ré
iproque.Soit (t1p2; � � � ; t3(2n�1�1)p2;p2; � � �) un élément de (R�+)(��)np2 . Muni de 
et ordre natu-rel, on 
onstruit par ré
urren
e sur l'ordre (noté k) de (��)n une suite d'appli
ations(fi)i2<1;k> 2 CPP k tels que: gk = fkÆ� � � f1 2 Grn et �(gk) = (t1p2; � � � ; tkp2;p2; � � �).� Le rang 1: Soit g1 le normalisé de la déformation log-lambda e�t1 ;��;e1. D'après l'asser-tion 3 de la proposition II.1, on obtient �(g1)(e1) = t1p2 et �(g1)(e) = p2 si e 6= e1.� Le passage du rang k au rang k + 1: Supposons don
 avoir 
onstruit une suite d'ap-pli
ations (fi)i2<1;k> véri�ant l'hypothèse de ré
urren
e, on dé�nit fk+1 
omme le nor-malisé de la déformation log-lambda e�tk+1;gk(��);gk(ek+1). Posons gk+1 = fk+1 Æ gk. Ainsion a bk(gk+1) � bk(gk)[g�1k (bk(fk+1)). Par hypothèse de ré
urren
e, on a bk(gk) � Snet puisque le quadrilatère asso
ié à e a ses extrémités dans Sn, on a bk(fk+1) � gk(Sn).On en déduit que gk+1 est dans Grn. Il reste à 
al
uler les 
oordonnées log-lambda degk+1.Par dé�nition, on a:�(gk+1)(e) = �(fk+1 Æ gk)(e) = �((fk+1 Æ gk)(~��); (fk+1 Æ gk)(e))44



D'après l'assertion 3. de la proposition II.1, le dernier terme est égal à:�(gk � ~��; gk(e)) si gk(e) 6= gk(ek+1)et tk+1�(gk � ~��; gk(e)) si gk(e) = gk(ek+1)On obtient ainsi, par hypothèse de ré
urren
e sur les 
oordonnées de gk,�(gk+1) = (t1p2; � � � ; tkp2; tk+1p2;p2; � � �)
e qui montre que l'assertion est véri�ée au rang k+1 et 
on
lut la démonstration dulemme. �Revenons à la preuve du théorème. Puisque (R�+)��p2 est la limite dire
te des espa
es(R�+)(��)np2 , on en déduit la surje
tivité de l'appli
ation �. De plus, on sait déjà que �est inje
tive. C'est don
 une bije
tion de Gr vers (R�+)��p2.Montrons que �n fournit un homéomorphisme entre Grn et (R�+)(��)np2 . Puisque
haque 
omposante �n(e) : f 2 Grn 7! �(f)(e) 2 R�+ est 
ontinue pour e 2 (��)n, l'ap-pli
ation �n est également 
ontinue. Supposons maintenant que (fp)p2N et f sont deséléments de Grn tels que �n(fp) 
onverge vers �n(f). Comme �(fp)(e) = p2 = �(f)(e)pour tout e =2 (��)n, �(fp) 
onverge vers �(f) pour la topologie produit de R�+ �� . Parailleurs, l'appli
ation E : ℄Tess! R�+ �� est ouverte (théorème II.1.a). Ce qui impliqueque s(fp) 
onverge vers s(f). De plus, l'appli
ation℄Tess! Tess, qui 
onsiste en l'oublide la dé
oration est 
ontinue. On déduit alors du théorème I.1 que la suite de fon
tion(fp) 
onverge uniformément vers f sur le 
er
le. L'argument utilisant la proposition4.5.4. dans [Bea℄, dans la démonstration du 
orollaire I.3 entraine la 
onvergen
e en
lasse C1, 
e qui montre que ��1n est 
ontinue.La proposition I.3 permet de 
on
lure que � est un homéomorphisme. �Corollaire II.1. L'espa
e Gr muni de la topologie faible est 
ontra
tile.Preuve. � Cela dé
oule dire
tement de la proposition I.1 et du théorème II.2. �On retrouve ainsi le résultat énon
é dans [Gre4℄ pour lequel P. Greenberg donneseulement une esquisse de preuve. J'aimerais pré
iser i
i que 
e théorème est en fait lepoint de départ de 
ette thèse.II.1.d Les 
oordonnées sur les espa
es de bra
eletsI
i, nous utilisons les 
oordonnées log-lambda dans le 
adre de la géométrie desbra
elets.Dans [Gre3℄, l'auteur relie 
ertains espa
es de bra
elets aux polytopes de Stashe�(ou asso
iahédrons). Les asso
iahedrons (Kn)n2N, ont été introduit en 1963 dans [Sta℄.Ces polytopes ont été 
onstruit a�n de 
ara
tériser, les espa
es dont le type d'homo-topie sont 
eux d'espa
es de la
ets. A l'origine, le polytope Kn est dé
rit en termes45



de parenthésages possibles de n lettres 
y
liquement ordonnées. De 
e point vue, 
epolytope est fortement relié au manque d'asso
iativité de la 
omposition des la
ets.Notons en�n que le 
omplexe de Stashe� est 
ontra
tile.Rappelons que 
Bn est l'espa
e des (n + 1)-bra
elets propres et Bn le sous-espa
ede 
Bn des bra
elets b = (h1; � � � ; hn+1) tels que h1 (resp. hn+1) est l'horo
y
le de Fordbasé en 0 (resp. 1). L'espa
e Bn est homéomorphe au quotient de 
Bn par PSL2R.On a le théorème suivant:Théorème II.3 (Greenberg [Gre3℄). Il existe un homéomorphisme entre Bn et Kn.En parti
ulier, l'espa
e Bn est 
ontra
tile.Contra
tibilité de l'espa
e BnIl est naturel de se demander s'il est possible de retrouver la 
ontra
tibilité del'espa
e Bn à l'aide d'objets tels que les déformations log-lambda, puisque 
elles-
isemblent naturellement adaptées aux espa
es de bra
elets. C'est le but de 
e para-graphe. On exhibe i
i une paramétrisation de l'espa
e Bn en termes de 
oordonnéeslog-lambda.Soit An = [p2;1[n�2� Rn�2 . Si b = (h1; � � � ; hn+1) 2 Bn, notons �i(b) la lambda-longueur de la 
olle
tion b le long de l'arête (x1; xi) pour i 2< 3;n >. On a le:Théorème II.4. L'appli
ation�n : Bn ! Rn�2b 7! (�i(b))i2<3;n>fournit un homéomorphisme sur un sous-espa
e 
ontra
tile de An.Preuve. � L'appli
ation �n est à valeurs dans An puisque les éléments de Bn sontdes bra
elets propres. Montrons que l'appli
ation est inje
tive. Soit � = (�3; � � � ; �n) =�n(b0) = �n(b) où b = (h1; � � � ; hn+1) (resp. b0 = (h01; � � � ; h0n+1)) est un élément de Bn.La normalisation de Bn entraine que h1 = h01 et hn+1 = h0n+1. Puis, le résultat d'uni
itédu lemme II.1, appliqué aux triplets (h1; hn; hn+1) et (h1; h0n; hn+1), entraine l'égalitéhn = h0n. En appliquant toujours le lemme II.1, on montre par ré
urren
e que b = b0et l'appli
ation �n est inje
tive.La 
ontinuité et la 
ontinuité inverse de �n (restreinte au but) proviennent du
orollaire I.3 et du théorème II.2. Ainsi, �n est un homéomorphisme sur son image.Démontrons que Bn est 
ontra
tile par ré
urren
e sur n. B2 est 
ontra
tile 
aril est réduit à un point. Supposons que l'espa
e Bn est 
ontra
tile et dé�nissons lesous-espa
e de Bn+1 suivant:B0n = fb 2 Bn+1 j�n+1(b) = p2gCelui-
i est homéomorphe à l'espa
e Bn. Il su�t don
 de retra
ter par déformationBn+1 sur B0n. 46



Soit b 2 Bn+1 et �bt la déformation log-lambda le long de l'arête (x1; xn+1) relative-ment au quadrilatère dont les sommets sont les points-base des horo
y
les h1; hn; hn+1et hn+2 asso
iés à b. Si hbt est la transformation hyperbolique 
oïn
idant ave
 �bt surl'intervalle [1; 0℄ (attention à l'orientation), on dé�nit l'appli
ation suivante:� : [0; 1℄� Bn+1 ! Bn+1(t; b) 7! ((hba(t;b))�1 Æ �ba(t;b)) � boù a(t; b) = h p2�n+1(b)it est une fon
tion 
ontinue sur [0; 1℄�Bn+1 puisque �n+1(b) > 0 surBn+1. La �gure II.3 montre une telle déformation. La déformation modi�é (hba(t;b))�1 Æ�ba(t;b) est restreinte à l'identité sur l'intervalle [1; 0℄. Par 
onséquent, 
e 
hemin est
omposé de bra
elets normalisés, il est bien à valeurs dans Bn+1.L'appli
ation est 
ontinue et véri�e l'égalité �n+1(�(1; b)) = p2 par dé�nition dela fon
tion a et d'après la proposition II.1. Ainsi �(1; b) 2 B0n pour tout b 2 Bn+1. Deplus, �(0; b) = b. On a prouvé que � fournit une rétra
tion par déformation de Bn+1sur B0n, 
e qui termine la preuve. �Corollaire II.2. L'espa
e Br est 
ontra
tile pour la topologie faible.Preuve. � Le théorème II.4 implique en parti
ulier que les espa
es de bra
elets Brnsont 
ontra
tiles. Un analogue de la proposition I.1 permet de 
on
lure. �0
1

h2h3h4h5h6 h7
h2h3h4h5h6h7

0
1

b �(1; b)
Déformation modi�é le longde l'arête en pointillé pour lequadrilatère épaissiFig. II.3 � Déformation log-lambda modi�é.

II.2 Coordonnées horo
y
liquesDans 
ette se
tion, on fournit un autre système de 
oordonnées sur Gr, qui sedé�nit dans le modèle des bra
elets. Ces 
oordonnées ont été introduites dans [Gre3℄.47



Elles sont spé
i�ques à la géométrie des bra
elets. Nous montrons qu'elles sont liéesau 
oordonnées log-lambda. Avant de les dé�nir, nous rappelons un autre système de
oordonnées de ℄Tess, qui fournit le lien entre 
oordonnées log-lambda et 
oordonnéeshoro
y
liques.II.2.a Les h-longueurs sur gTessSoit Æ une tesselation rationnelle du disque de Poin
aré (par exemple ��), mu-nie d'une arête orientée distinguée. Notons �(Æ) l'ensemble des angles formés par lestriangles de la tesselation Æ. NotonsI : R�+ Æ ! R�+ �(Æ)l'appli
ation qui à � 2 R�+ Æ asso
ie l'appli
ation h dé�nie par:h(E) = �(e)p2�(
)�(d)où les arêtes 
; d; e et les angles C;D;E sont représentés sur la �gure suivante:
E
 deD C h
hd
heFig. II.4 � Triangle geodésique dé
oré.L'appli
ation I est inje
tive puisque l'on a l'égalité h(C)h(D) = 12�(e)2 . L'appella-tion h-longueur vient du lemme suivant:Lemme II.3. Ave
 les notations de la �gure pré
édente, h(E) 
oïn
ide ave
 la moitiéde la longueur hyperbolique du segment horo
y
lique sur he délimité par les arêtes 
 etd. La démonstration de 
e lemme se trouve dans [Pen1℄, par exemple. Nous ne dé
ri-rons ni℄Tess, ni Gr dans 
e nouveau système de 
oordonnées. Remarquons simplementque pour un tel système de 
oordonnées asso
ié à la tesselation de Farey et restreintà Gr, les 
oordonnées sont égales à 12 sauf pour un nombre �ni de termes.48



II.2.b Longueur horo
y
liqueRappelons que bCn est l'espa
e des (n + 1)-bra
elets et Cn son normalisé dé�ni à lase
tion I.3.b. Soit b = (hi)i2<1;n+1> 2 bCn.Dé�nition II.2.1. (Coordonnées horo
y
liques)Soit li = li(b) la longueur hyperbolique du segment de hi délimité par les arêtesfi�1 = (xi�1; xi) et fi = (xi; xi+1). li s'appelle la i-ème longueur horo
y
lique dubra
elet b.Remarquons que les fon
tions li sont invariantes par PSL2R. On a une proposition
lef, portant sur les 3-bra
elets.Proposition II.2. Si b = (hi)i2<1;3> est un bra
elet 
onstitué de trois horo
y
les, alorsses longueurs horo
y
liques sont toutes égales à 1.Preuve. � En e�et, on peut supposer, quitte à appliquer une isométrie à b, se pla
erdans le 
as où le point-base de h1 (resp. h2, h3) est 01 (resp. 11 , 10). On 
al
ule alors lalongueur horo
y
lique l3(b):l3(b) = ZI dxy = Z 10 dx = 1 où I = f1j + x; x 2 [0; 1℄gPar 3-transitivité de PSL2R, il en est de même pour les deux autres longueurs horo-
y
liques de b.
d0

0 1
y = 1

Fig. II.5 � Un triplet d'horo
y
les tangents deux à deux. �On remarque que la dé�nition II.2.1 n'a plus de sens pour des 
olle
tions d'horo-
y
les quel
onques. En e�et, elle requiert que deux horo
y
les 
onsé
utifs de la 
olle
-tion soient tangents.Pour obtenir les longueurs horo
y
liques en fon
tions des lambda-longueurs, onnormalise 
es dernières. Pour i 2< 3; n >, notons ei la géodesique d'extrémités x1 et49



xi et �i la lambda-longueur de b le long de ei divisé par p2. Voi
i les formules reliantles 
oordonnées horo
y
liques aux 
oordonnées log-lambda.Lemme II.4. 1. Si n = 3, on a l1 = l3 = 2�3 et l2 = l4 = �3.2. Puis dans le 
as général:� l1 = 1�3 +Pn�2j=2 1�j+1�j+2 + 1�n� l2 = �3� l3 = 1+�4�3� li = �i�1+�i+1�i 8i 2< 4; n� 1 >� ln = 1+�n�1�n� ln+1 = �nPreuve. � On traite dire
tement le 
as général. Soit b 2 Cn et P le (n + 1)-gonehyperbolique dont l'ensemble des sommets 
orrespond à bk(b), (ensemble des points-base de b). Les géodésiques ei dé
omposent P en n � 1 triangles T1; � � � ; Tn�1. Celadonne une triangulation idéale de P , qui dé
ompose 
haque horo
y
le de la façonsuivante. 8(i; j) 2< 1; n+ 1 > � < 1; n� 1 >, on note lji la longueur hyperbolique dusegment hi \ Tj, de sorte que li = Pkij=1 lji . Le lemme II.3 appliqué à 
haque triangleTj donne:� T1: l11 = 1�3 , l12 = �3, l13 = 1�3� Tj: lj1 = 1�j+1�j+2 , ljj+1 = �j+2�j+1 , ljj+2 = �j+1�j+2� Tn�1: ln�11 = 1�n , ln�1n = 1�n , ln�1n+1 = �net les formules demandées en dé
oulent par sommations. �x1
xj+2xj+1

Tj�j+1 �j+2
1ljj+1 ljj+2lj1

Fig. II.6 � Triangle Tj.Notons rn l'appli
ation suivante:rn : R�+n�2 ! R�+n+1(�3; � � � ; �n) 7! � 1�3 +Pn�2j=2 1�j+1�j+2 + 1�n ; �3; 1+�4�3 ; �; �i�1+�i+1�i ; �; 1+�n�1�n ; �n�On en déduit la proposition suivante: 50



Proposition II.3. L'appli
ation:pn : Cn ! R�+n+1b 7! (l1(b); � � � ; ln+1(b))est un plongement dont l'image est paramétrée par rn(R�+n�2).Preuve. � La démonstration du théorème II.2 s'adapte sans di�
ulté (en déformantsu

essivement le long des arêtes ei = (x1; xi) pour i 2< 3;n >) pour montrer quel'appli
ation � : b 2 Cn 7! (�i(b))i2<3;n> 2 R�+n�2est un homéomorphisme. Il su�t don
 de montrer que l'appli
ation:rn : R�+n�2 ! R�+n+1(�3; � � � ; �n) 7! (l1; � � � ; ln+1)est un homéomorphisme sur son image.L'appli
ation rn est de 
lasse C1, d'après les formules du lemme II.4. Elle est inje
-tive, puisque �3 est uniquement déterminé par l2, puis �4 par l3 et l2 = �3, et
.C'est de plus une immersion. En e�et, quitte à permuter 
y
liquement les 
oordon-nées au but, par l'appli
ation(l1; � � � ; ln+1) 7! (l2; � � � ; ln+1; l1)un 
al
ul rapide montre que sa Ja
obienne est 
onstituée d'un blo
 (n� 2)� (n� 2)triangulaire supérieur dont les éléments diagonaux sont, 1; ��13 ; : : : ; ��1n�1, et d'un blo
(n� 2)� 3.Il reste à montrer que l'appli
ation pn est propre, 
'est à dire que l'image ré
i-proque d'un 
ompa
t est un 
ompa
t. Soit K un 
ompa
t de l'espa
e d'arrivée et Lsa préimage. Supposons que L n'est pas 
ompa
t. Il existe don
 une suite dé�nie par�k = (�ki )i2<1;n> dans K dont l'image par rn est non bornée, 
'est à dire qu'il n'existepas de 
onstante A > 1 telle que la suite soit in
luse dans le (n� 2)-
ube [A�1;A℄n�2.On va montrer que la suite image rn(�k) est non bornée (dans le sens pré
édent),
ontredisant ainsi la 
ompa
ité de K. Soit i0 2< 3; n > le plus petit entier tel que lasuite réelle (�ki )k2N soit non bornée.Deux 
as se présentent quitte à 
onsidérer une sous-suite de (�k)k2N:� Cas 1: limk!1 �ki0 = 0Si i0 = 3, alors la suite lk2 tend vers 0, 
e qui implique que rn(�k) n'est pas bornée dansR�+n+1. Si i0 > 3, 
onsidérons la suite lki0 = �ki0�1+�ki0+1�ki0 . Puisque �ki0+1 > 0 pour tout k,on a la minoration lki0 > �ki0�1�ki0 , 
e qui entraine que lki0 tend vers +1, 
ar le numérateurest minoré par une 
onstante positive et le dénominateur tend vers 0 par hypothèsesur i0. On en déduit que la suite rn(�k) n'est pas bornée.� Cas 2: limk!1 �ki0 = +1 51



Si i0 = 3, alors la suite image est non bornée puisque lk2 = �k3 . Si i0 > 3, 
onsidérons
ette fois-
i la suite lki0�1 = �ki0�2+�ki0�ki0�1 . Celle-
i tend vers +1 puisque les suites �ki0�2 et�ki0�1 sont majorées par hypothése sur i0. On en déduit que la suite rn(�k) n'est pasbornée, 
e qui montre que rn est propre.Finalement l'appli
ation rn est une immersion inje
tive et propre. C'est don
 unhoméomorphisme sur son image. �� Remarque: Les deux derniers résultats apparaissaient déjà dans l'appendi
e de[Gre3℄, mais sans démonstration. La méthode des log-lambda 
oordonnées nous a per-mis d'en donner des preuves transparentes.Considérons pour n � 1, l'appli
ation suivante:qn : Grn ! (R�+)Snf 7! (lx(f � bFn ))x2Snoù bFn est le bra
elet de Ford basé en Sn et lx(f � bFn ) la longueur horo
y
lique de f � bFnau point-base f(x).Munissons l'espa
e (R�+)Sn de la métrique supérieure:dbn(l; l0) = supx2Sn jlx � l0xjLa démonstration du lemme II.4 s'adapte mot pour mot pour montrer la:Proposition II.4. L'appli
ation qn : Grn ! (R�+)Sn est un plongement.Pour l'instant, les 
oordonnées horo
y
liques ne sont dé�nies que sur les espa
es�ltrant Gr et non sur Gr tout entier, 
ontrairement aux 
oordonnées log-lambda. Pourdonner un système sur l'espa
e �total� Gr, il faut don
 
omprendre 
omment se tra-duisent les in
lusions in : Grn � Grn+1 en terme des 
oordonnées horo
y
liques. Soitn � 1 et jn : (R�+)Sn ! (R�+)Sn+1 l'appli
ation dé�nie par:jn(l1; � � � ; l3�2n�1) = (l1 + 2; 1; l2 + 2; 1; � � � ; 1; l3�2n�1 + 2; 1)Proposition II.5. Le diagramme:Grn qn- (R�+)Sn
Grn+1in ? qn+1- (R�+)Sn+1jn?est 
ommutatif. 52



Preuve. � Il su�t d'appliquer la proposition II.2 pour 
haque ajout de l'image parf d'un horo
y
le de Ford basé en un point de Sn+1 n Sn. �Notons R�+(bQ) la limite dire
te limjn(R�+)Sn . Grâ
e aux propositions II.4 et I.3, onobtient:Corollaire II.3. L'appli
ation suivante:q : Gr ! R�+(bQ)f 2 Grn 7! qn(f)est dé�nie et donne un homéomorphisme de Gr sur son image.II.3 Une métrique sur GrRemarquons que les appli
ations jn : �(R�+)Sn; dbn� ! �(R�+)Sn+1 ; dbn+1� sont desisométries. Par 
onséquent, on peut munir R�+(bQ) de la métrique db dé�nie par:db(l; l0) = dbn(l; l0)pour (l; l0) 2 ((R�+)Sn)2.La métrique pull-ba
k de db par l'appli
ation q dé�nit une nouvelle métrique surl'espa
e Gr, appelée métrique horo
y
lique. On la note aussi db. Par dé�nition, sif et g sont des éléments de Grn, on a db(f ; g) = dbn(qn(f); qn(g)).II.4 Quelques questions de topologieCette annexe traite su

intement de problèmes de topologie qui sont apparus lors dela réalisation de 
e travail. Nous allons 
iter six topologies apparaissant naturellementsur l'espa
e Gr selon le 
ontexte dans lequel on travaille. Nous essaierons ensuite deles 
omparer. Les résultats obtenus sont très partiels. Cependant, à l'aide de suitesbien 
hoisies, nous sommes en mesure de distinguer la plupart de 
es topologies. Nousdé�nissons 
es topologies, en suivant notre étude sur l'espa
e Gr.� La topologie en 
lasse C1: L'espa
e Gr a été dé�ni 
omme un sous-espa
e de l'en-semble des di�éomorphismes de 
lasse C1. Il est don
 naturel de lui asso
ier lamétrique suivante:d1(f ; g) =Maxfsupx2S1d(f(x); g(x)); supx2S1jf 0(x)� g0(x)jg 8(f; g) 2 Gr253



� La topologie en 
lasse C0: On pourrait également le munir de la topologie C0métrisée par: d0(f ; g) = supx2S1d(f(x); g(x)) 8(f; g) 2 Gr2Celle-
i est moins �ne que la topologie C1 sur l'espa
e des di�éomorphismesde 
lasse C1. Une question se pose tout de même. Qu'en est-il en restri
tionà l'espa
e Gr. En e�et, la rigidité des éléments de Gr, pourrait entrainer quela 
onvergen
e en 
lasse C0 entraine 
elle en 
lasse C1 (
omme dans le 
as desfon
tions holomorphes où la 
onvergen
e uniforme sur tout 
ompa
t entraine la
onvergen
e uniforme sur tout 
ompa
t de toutes les dérivées).� La topologie faible: Par ailleurs, dans la dé�nition I.2.3, nous avons �ltré l'espa
eGr, et l'avons muni de la topologie faible. Notons F 
ette topologie. C'est la plus�ne des topologies que l'on a dé�nies sur Gr. En parti
ulier, 
ette topologievéri�e la propriété suivante qui dé
oule de la dé�nition. Si f 2 Grn et (fp)p�0une suite de Gr 
onvergente vers f pour la topologie faible, alors il existe p0 telque 8p � p0, on a fp 2 Grn et la suite (fp)p�p0 
onverge vers f dans Grn munide sa topologie.� Les métriques d� et db: Dans la se
onde partie, sont apparus deux systèmes de
oordonnées sur l'espa
e Gr. Plus pré
isément, nous avons 
onstruit les deuxappli
ations suivantes qui sont inje
tives:� : Gr ! (R�+)��p2 et q : Gr ! R�+(bQ)Le pull-ba
k de la métrique supérieure (resp. db) sur (R�+)��p2 (resp. R�+(bQ)) dé�nitune nouvelle métrique notée d� (resp. db) sur l'espa
e Gr. Ces deux métriquesdé�nissent alors deux nouvelles topologies sur Gr.� La métrique de Tei
hmüller: En�n, l'espa
e Gr est également un sous-espa
e del'espa
e de Tei
hmüller universel de Bers T (1) = PSL2RnHomeo+qs(S1) des ho-méomorphismes quasi-symétriques du 
er
le. Cet espa
e est muni de la métriquede Tei
hmüller dT (voir [Gar-Lak℄ par exemple).II.4.a Les hyperboliques généralisésPour distinguer 
ertaines de 
es topologies, nous 
onstruisons des suites dans l'es-pa
e Gr à l'aide des éléments hyperboliques généralisés dé�nis à la se
tion I.2.b.Soit n � 1. On note Sn = (uni )i2<1;3�2n�1> de sorte que un1 = 0 et que uni < unjsi i < j. Considérons l'élément hyperbolique généralisé �tn 2 Grn pour n � 2 dont larestri
tion à l'intervalle [uni ; uni+1℄ 
oïn
ide ave
 la transformation hyperbolique d'axe(uni ; uni+1) et dont la dérivée au point uni est égale à t si i est impair et 1t si i est pair.L'élément �tn véri�e les propriétés suivantes qui dé
oulent immédiatement de ladé�nition.1. bk(�tn) = Sn. 54



2. 8x 2 Sn�1; �0tn(x) = t.3. 1t � �0tn(x) � t.4. Pour toute suite de nombres réels (tn)n2N, la suite �tnn 
onverge uniformémentvers l'appli
ation identité du 
er
le.Les trois premiers points dé
oulent de la dé�nition de �tn. Le dernier point provientdu fait suivant: si x 2 [uni ; uni+1℄, alors il en est de même pour �tnn (x). Ainsi, pour ladistan
e sphérique sur le 
er
le, on a dS1(�tnn (x); x) � dS1(uni+1; uni ) = 13�2n . On a don
d0(�tnn ; id) = 13�2n .II.4.b Leurs 
oordonnéesNous donnons les formules des 
oordonnées (log-lambda et horo
y
liques) des élé-ments 
onstruits 
i-dessus.Coordonnées log-lambdaPour tout n � 1 et t > 0, on a:�(�tn)(e) = p2 si e =2 (��)n et �(�tn)(e) = p2t si e 2 (��)nCoordonnées horo
y
liquesI
i, les 
oordonnées dépendent du rang de la �ltration sur lequel on se trouve. Onobtient les 
oordonnées suivantes:q2(id) = (3; 1; 3; 1; 3; 1)q3(id) = (5; 1; 3; 1; 5; 1; 3; 1; 5; 1; 3; 1)puis au rang n: qn(id) = (2n� 1; 1; 2n� 3; 1; � � � ; 5; 1; 3; 1)Pour les hyperboliques généralisés, nous avons:q2(�t2) = �3t; 1t ; 3t; 1t ; 3t; 1t�q3(�t3) = �5t; 1t ; 3t; 1t ; 5t; 1t ; 3t; 1t ; 5t; 1t ; 3t; 1t�puis au rang n:qn(�tn) = �(2n� 1)t; 1t ; (2n� 3)t; 1t ; � � � ; 1t ; 5t; 1t ; 3t; 1t�55



II.4.
 Cal
ul des distan
esOn obtient ainsi la distan
e de �tn à l'identité dans 
haque système de 
oordonnées.Posons d�(f ; g) = supe2�� j�(f)(e)� �(g)(e)j.d�(�tn; id) = p2j1� 1t jdb(�tn; id) = (2n� 1)jt� 1jd0(�tn; id) = 13 � 2net pour �nir: d1(�tn; id) =Max� 13 � 2n ; jt� 1j; j1t � 1j�II.4.d Les 
onvergen
esDé�nissons la suite (un = �tnn )n�2 pour une suite à termes stri
tement positifs(tn)n�2. Nous donnons des 
ritères de 
onvergen
e de la suite (un)n�2 en fon
tion du
omportement de la suite (tn)n�2.Pour toute suite (tn)n�2, la suite (un)n�2 
onverge vers l'identité pour la métriqued0. La suite (un)n�2 
onverge vers l'identité pour la métrique d1 si et seulement si lasuite (tn)n�2 tend vers 1.La suite (un)n�2 
onverge vers l'identité pour la métrique db si et seulement si((2n� 1)(t2n � 1))n�2 tend vers 0.La suite (un)n�2 
onverge vers l'identité pour la métrique d� si et seulement si(tn)n�2 tend vers 1.Gra
e à 
es 
ritères de 
onvergen
es, on en déduit que les topologies des métriquesd0, d1 et db sont deux à deux distin
tes. Il en est de même pour les métriques d0, d�et db.Par 
ontre, 
es exemples ne distinguent pas les topologies des métriques d� et d1.Pour 
es deux métriques, nous avons le résultat suivant:Proposition II.6. L'appli
ation identité de Gr est 
ontinue pour la métrique d1 à lasour
e et la métrique d� au but.Preuve. � Avant de 
ommen
er la preuve, rappelons deux résultats permettantd'exprimer les lambda-longueurs en fon
tion des dérivées. Ces formules sont 
al
uléesdans [Mal-Pen℄.Soient h0 (resp. h1) un horo
y
le de H 2 basé en x0 2 R (resp. x1 2 R) et de diamètreeu
lidien d0 (resp. d1). Le lemme A.1. dans [Mal-Pen℄ donne la lambda-longueur de ladé
oration h = (h0; h1) le long de l'arête e = (x0; x1):�(h; e) =r 2d0d1 jx0 � x1j (II.2)56



Considérons h 2 PSL2R et h0 basé en un point x0 2 R, tels que h(x0) soit dansR. D'après le lemme A.2. du même arti
le, l'horo
y
le image h(h0), basé en h(x0) apour diamêtre eu
lidien jh0(x0)jd0.Soit f 2 CPP tel que f(1) = 1 et e = (x; y) une arête dont les extrémités sontdans R. Les deux résultats 
ombinés, on obtient la formule suivante:�(f(h); f(e))�(h; e) = jf(x0)� f(x1)jjx0 � x1j s 1f 0(x0)f 0(x1) (II.3)Venons-en à la démonstration. Fixons f 2 Gr et � > 0. Pour simpli�er le 
al
ul,on se pla
e sur l'intervalle [0; 1℄. On pose � 0� = fe = (x; y) 2 �� j (x; y) 2 [0; 1℄2g. On vamontrer qu'il existe � > 0 tel que:d1(f ; g) < � =) supe2�0� �����(f)(e)� �(g)(e)p2 ���� < � 8g 2 Gr (II.4)Soit e = (p; q) 2 � 0� ave
 p < q. D'après la formule II.3, appliquée à l'arête e dé
orépar le bra
elet de Ford, on a:�(f)(e)� �(g)(e)p2 = �f(q)� f(p)q � p �s 1f 0(p)f 0(q) � �g(q)� g(p)q � p �s 1g0(p)g0(q)Puisque f et g sont de 
lasse C1, il existe deux réels xfp;q et xgp;q dans l'intervalle[p; q℄ tels que f 0(xfp;q) = f(q)�f(p)q�p et g0(xgp;q) = g(q)�g(p)q�p . Ce qui entraine, 
ouplé à uneinégalité triangulaire, l'inégalité:�����(f)(e) � �(g)(e)p2 ���� � ����� f 0(xfp;q)pf 0(p)f 0(q) � f 0(xgp;q)pf 0(p)f 0(q) �����+ ����� f 0(xgp;q)pf 0(p)f 0(q) � g0(xgp;q)pg0(p)g0(q) ����� (II.5)Par uniforme 
ontinuité de f 0 sur [0; 1℄ et 
omme jxgp;q � xfp;qj < q � p, on peuttrouver un sous-ensemble �ni Af de � 0� tel que:8e 2 � 0� n Af jf 0(xgp;q)� f 0(xfp;q)j < �2 infx2[0;1℄ f 0(x)(la dérivée de f ne s'annulant pas). Puisque f 0(p) et f 0(q) sont supérieurs à 
ette borneinférieure, on obtient la majoration du premier terme à droite de l'inégalité II.5:����� f 0(xfp;q)pf 0(p)f 0(q) � f 0(xgp;q)pf 0(p)f 0(q)����� � �2 8e 2 � 0� nAf (II.6)Con
ernant le se
ond membre, 
omme la dérivée de f est minorée par une 
onstantestri
tement positive, on peut trouver � > 0 tel que 8(x; y; z; f) 2 [0; 1℄3 � Bd1(f ;�),on a la majoration: ����� f 0(x)pf 0(y)f 0(z) � g0(x)pg0(y)g0(z) ����� � �2 (II.7)57



En substituant II.6 et II.7 (appliquée aux réels x = xgp;q, y = p et z = q) dans l'inégalitéII.5, on obtient:�����(f)(e)� �(g)(e)p2 ���� < � 8(g; e) 2 Bd1(f ;�)� � 0� n Af (II.8)Comme l'ensemble Af est �ni, l'appli
ation g 2 Gr 7! (�(g))e2Af 2 (R�+)
ard(Af ) est
ontinue pour la norme d1 à la sour
e. On en déduit don
, quitte à diminuer �, quel'inégalité II.8 est véri�ée pour tout élément de � 0� , 
e qui montre l'assertion II.4.Le même raisonnement peut s'appliquer aux trois intervalles [1;1℄, [1;�1℄ et[�1; 0℄. En�n, il reste l'arête orientée e0 = (0;1) seule arête de Farey dont les extré-mités ne sont pas 
ontenues dans un des quatre intervalles 
onsidérés. L'appli
ationg 2 Gr 7! �(g)(e0) 2 R�+ est 
ontinue. Finalement il existe � > 0 tel que pour tout(e; g) 2 �� � Bd1(f ;�), on a l'inégalité II.8, 
e qui montre la proposition. �
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Chapitre IIIGéométrie du groupe de ThompsonCe 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude de l'a
tion du groupe de Thompson T sur l'espa
e
ontra
tile Gr. Après avoir dé�ni 
ette a
tion (III.1), nous l'étudions dans le systèmedes 
oordonnées log-lambda (III.2).Les se
tions III.3 et III.4 traitent de l'étude des orbites dans les deux systèmesde 
oordonnées. L'a
tion du groupe est dis
rète (proposition III.3). En 
omparaisonà [Gre4℄, notre démonstration est nouvelle. Elle utilise les 
oordonnées log-lambda.On donnera une autre démonstration dans le 
adre des 
oordonnées horo
y
liques.De plus, le système des 
oordonnées horo
y
liques fait apparaitre T 
omme grouped'isométries (proposition III.4). On déduit alors une propriété de dis
ontinuité faible(proposition III.6) établie di�éremment dans [Gre4℄.La se
tion III.5 reprend l'étude des stabilisateurs de l'a
tion, faite dans [Gre4℄, parune méthode plus dire
te, puisqu'elle évite de re
ourir au théorème de Denjoy sur lenombre de rotation et à un théorème de lissage du groupe T [Ghy-Ser℄. Puis, après unerapide dis
ussion (III.6) sur l'analogie entre l'a
tion de T sur Gr et 
elle du MappingClass Group sur l'espa
e de Tei
hmüller d'une surfa
e, nous obtenons la 
ontra
tibilitéfaible de Gr privé de l'orbite de l'identité (proposition III.8).Nous terminons 
e 
hapitre en donnant un 
lassi�ant du groupe T (
orollaire III.2).Ce
i étend la méthode de [Gre4℄, dans lequel un 
lassi�ant de F 0 était exhibé (
orollaireIII.1).III.1 L'a
tion du groupe de Thompson sur Gr et CrAvant de dé�nir l'a
tion du groupe de Thompson T sur l'espa
e Gr, nous donnonsle point-
lef de l'étude de 
ette a
tion.Lemme III.1. Le bra
elet de Ford bF = (hFx )x2bQ est globalement invariant par l'a
tionde T à gau
he. En d'autres termes, on a:
(hFx ) = hF
(x) 8(x; 
) 2 bQ � T59



Preuve. � Puisque PSL2Z �xe le bra
elet de Ford, il en est de même pour T =PPSL2Z. �Nous aurons besoin de 
onnaitre l'ensemble des points de 
oupure et le dé
alagede la 
omposé de deux homéomorphismes du 
er
le proje
tifs par mor
eaux.Lemme III.2. 8(x; u; v) 2 S1� CPP 2, on a:bk(u Æ v) � v�1bk(u) [ bk(v)Dx(u Æ v) = (vrx)�1 ÆDvxu Æ (vlx)La preuve est immédiate. En parti
ulier, si h 2 PSL2R, et f 2 CPP , alors on ales égalités bk(h Æ f) = bk(f) et bk(f Æ h) = h�1(bk(f)) pour les points de 
oupure etles égalités Dx(h Æ f) = Dxf et Dx(f Æ h) = h�1Dh(x)h pour les dé
alages.Dé�nition III.1.1. (A
tion de T )Le groupe T agit librement par 
omposition à droite sur l'espa
e 
Gr puisque:8(f; 
) 2 
Gr � T; bk(f Æ 
) � bk(
) [ 
�1(bk(f)) � bQ :Cette a
tion par 
omposition passe alors en une a
tion sur l'espa
e quotient Gr. Deplus, elle transite par l'homéomorphisme  �1 : Cr ! Gr (
orollaire I.3) en une a
tionsur Cr, provenant de l'a
tion à gau
he de CPP sur H (
orollaire I.1).L'a
tion étant dé�nie dans le langage CPP, 
omment se traduit-elle dans les di�é-rents systèmes de 
oordonnées?III.2 L'a
tion sur les 
oordonnées log-lambdaConsidérons �Q , l'ensemble des géodésiques du disque de Poin
aré dont les extré-mités sont dans bQ . Ave
 les notations de la se
tion II.1, on a �Q = bQ (1) . Le groupe deThompson agit sur �Q puisqu'il �xe bQ . Plus pré
isément, 
ette a
tion est donnée parla formule: 
 � (x; y) = (
(x); 
(y))Soit f un élément de 
Gr. La 
olle
tion d'horo
y
les f � bF est portée par l'ensemblef(bQ ). Si e 2 �Q , alors f(e) est un élément de f(bQ (1)) et le nombre �(f � bF ; f(e))a été dé�ni 
omme la lambda-longueur de la 
olle
tion f � bF le long de l'arête f(e).Notons �(f ; e) 
ette lambda-longueur. On a ainsi asso
ié un paramètre sur 
Gr à 
haqueélément de �Q . Remarquons que 
e paramètre est invariant par l'a
tion à gau
he dePSL2R.Proposition III.1. Soit f 2 
Gr, 
 2 T et e 2 �Q . Alors on a l'égalité suivante deslambda-longueurs: �(f ; 
 � e) = �(f Æ 
; e)60



Preuve. � Par dé�nition, on a�(f ; 
 � e) = �(f � bF ; f(
 � e))�(f Æ 
; e) = �((f Æ 
) � bF ; f Æ 
(e))De plus, f(
 � e) = f Æ 
(e) et d'après le lemme III.1, on a f � bF = f Æ 
 � bF , 
e quientraine l'égalité des membres de droite et la proposition. �Considérons à présent l'espa
e des tesselations rationnelles:Tess0Q = f� 2 Tess0 j � (0) = bQ gComme ��, tout élément � de Tess0Q fournit un système de 
oordonnées sur Gr. Onle note �� . Il provient de l'appli
ation PSL2R-invariante:�� : f 2 
Gr 7! �� (f) = (�(f ; e))e2� 2 R�+ �Par exemple, le système ��� 
orrespond exa
tement au système � de la se
tionII.1.b.Le groupe de Thompson T agit à gau
he sur Tess0Q . Cette a
tion 
orrespond, entermes de 
oordonnées log-lambda, à des 
hangements de 
oordonnées. Plus exa
te-ment:Lemme III.3. Soit f 2 Gr, 
 2 T et e 2 ��. On a les égalités suivantes des 
oordon-nées log-lambda: �(f � 
)(e) = ���(f � 
)(e) = �
���(f)(
 � e)Preuve. � Soit h 2 PSL2R tel que hÆfÆ
 = f �
. Puisque ��� est PSL2R-invariante,on a: �(f � 
)(e) = ���(h Æ f Æ 
)(e) = ���(f Æ 
)(e)Par ailleurs, d'après la proposition III.1���(f Æ 
)(e) = �(f Æ 
; e) = �(f ; 
 � e)Le dernier terme est par dé�nition �
���(f)(
 � e), 
e qui termine la preuve. �A�n de 
omprendre l'intéret de 
ette observation, rappelons la formule de Ptoléméeportant sur les 
oordonnées log-lambda. Soit a; b; 
; d les arêtes d'un quadrilatère idéaldu disque de Poin
aré Q, tel que a et 
 sont des 
otés opposés. Notons e et f les deuxdiagonales de 
e quadrilatère. Supposons le quadrilatère dé
oré par une 
olle
tiond'horo
y
les notée h. Rappelons que �(h; x) est la lambda- longueur de h le long dex, pour une arête dont les extrémités sont des sommets de Q.Proposition III.2. (Formule de Ptolémée [Pen1℄) On a l'égalité�(h; e)�(h; f) = �(h; a)�(h; 
) + �(h; b)�(h; d) (III.1)61



Muni de 
ette formule, nous pouvons 
al
uler les 
oordonnées log-lambda de f �
 enfon
tion des 
oordonnées de f lorsque 
 
orrespond à un petit nombre de mouvementsélémentaires dans le modèle du groupe de Ptolémée (dé�nition I.6.3).Il vient une autre 
onséquen
e de l'invarian
e du bra
elet de Ford par l'a
tion dugroupe T . Rappelons que 
Br est la limite dire
te des espa
es de bra
elets propres(dBrn)n�1 introduite en I.3. Vu 
omme sous-espa
e de Gr, il s'identi�e aux élémentsf 2 Gr véri�ant la propriété:8(x; y) 2 bQ 2 j f(hFx ) et f(hFy ) ne s'interse
tent pas transversalement: (III.2)Cette propriété est 
onservée par l'a
tion par 
omposition à gau
he de PSL2R.Lemme III.4. L'a
tion du groupe T se restreint aux sous-espa
e des bra
elets propresBr.Preuve. � Soient f 2 Br et 
 2 T . Quelque soit x 2 bQ , l'horo
y
le de la dé
orationde (fÆ
)�~��, (basé en (fÆ
)(x)) est exa
tement l'horo
y
le f(hF
(x)) (hF
(x) est l'horo
y
lede Ford basé en 
(x)). Ainsi, si f 2 
Gr véri�e la propriété III.2, il en est de mêmepour f Æ 
. Finalement f � 
 est un élément de Br. �� Attention: Signalons que le groupe de Thompson n'a au
une raison d'agir enpréservant les �ltrations de Br et Gr dé�nies à partir de la �ltration de bQ .III.3 Etude des orbitesNous montrons dans 
ette partie que les orbites de l'a
tion de T sur Gr sont dis-
rètes. On �xe dorénavant un élément g 2 Grp et on étudie son orbite.Le raisonnement 
onsiste à trouver des 
onditions véri�ées par les 
oordonnéeslog-lambda sur l'orbite de g à partir des 
oordonnées de g, a�n de montrer que lesorbites sont dis
rètes. On 
ommen
e par traiter le 
as g = id, a�n d'illustrer l'idée dela démonstration. Notons (N�+)��p2 le sous-espa
e de (R�+)��p2 suivant:(N�+)��p2 = n� 2 (R�+)��p2 j�(e) 2 N�p2oC'est un sous-espa
e dis
ret de Gr. Notons(�Q)n = fe = (x; y) 2 �Q j (x; y) 2 SngLemme III.5. L'orbite de l'identité est 
ontenue dans l'ensemble (N�+)��p2.Preuve. � On 
ommen
e par montrer l'assertion suivante par ré
urren
e sur l'in-dexation de la �ltration de bQ .P(n) : \ 8e 2 (�Q)n on a �(bF ; e) 2 N�p2\62



� Le rang 1: Par dé�nition du bra
elet de Ford, �(bF ; e) = p2, si e a ses extrémitésdans S1.� Du rang n au rang n+ 1: Supposons l'assertion vraie au rang n. Soit e = (x; y) 2(�Q)n+1. On utilise la formule de Ptolémée (III.1) dans la situation dé
rite par la �gureIII.1. Les points a; b désignent les points de Sn, voisins immédiat dans Sn+1 du pointx 2 Sn+1. En parti
ulier, le triangle (a; x; b) est un triangle de Farey. On pro
ède endeux 
as:? Cas 1: x 2 Sn+1 n Sn et y 2 Sn: Lorsque y 2 Sn, l'égalité de Ptolémée donne�(bF ; e)�(bF ; f) = �(bF ; e1)�(bF ; e3) + �(bF ; e2)�(bF ; e4)Puisque (a; x; b) est un triangle de Farey, les lambda longueurs �(bF ; f), �(bF ; e1) et�(bF ; e2) sont égales à p2. Par hypothèse de ré
urren
e, il existe deux entiers nonnuls n3 et n4 tels que �(bF ; ei) = nip2 pour i 2 f3; 4g. On obtient don
 �(bF ; e) =(n3 + n4)p2.? Cas 2: x 2 Sn+1 n Sn et y 2 Sn+1 n Sn: Puisque a et b sont dans Sn, le 
as pré
é-dent entraine l'existen
e de deux entiers positifs n3 et n4 tels que �(bF ; e3) = n3p2 et�(bF ; e4) = n4p2. La formule de Ptolémée donne en
ore �(bF ; e) = (n3 + n4)p2.On a ainsi montré que pour tout e 2 �Q , on a �(bF ; e) 2 N�p2. Pour 
on
lure lelemme, prenons e 2 �� et 
 2 T . Puisque 
(e) est une arête rationnelle, on sait que�(bF ; 
(e)) 2 N�p2. D'après le lemme III.3, la quantité pré
édente est égale à�(f � 
)(e), 
e qui termine la démonstration du lemme. �
b e3e4e1 yx e2 b
a ef ax

Fig. III.1 � Formule de Ptolémée.Traitons à présent le 
as général. Pour tout sous-ensemble �ni A de R�+ , tel queA = fa0 = p2; a1; � � � ; akg, on dé�nit le sous-ensemble de R�+ suivantN(A) = ( kXi=0 niai j (ni)i2<0;k> 2 (N)k+1 n f0g)Remarquons que N(A) est dis
ret dans R�+ . A partir de N(A), on dé�nit égalementl'ensemble: (R�+)��A = n� 2 (R�+)��p2 j�(e) 2 N(A) 8e 2 ��o63



Ce sous-ensemble de (R�+)��p2 est stable pour l'addition et dis
ret pour la topologiefaible (mais aussi pour la métrique supérieure de l'espa
e des paramètres).Attention: la notation (R�+)��A ne 
orrespond pas à la notation (R�+)��p2 ave
 A =fp2g.Proposition III.3. L'image de l'orbite de g par � est in
lue dans (R�+)��A . En parti-
ulier T agit sur Gr ave
 orbites dis
rètes.Preuve. � On utilise un argument similaire à la démonstration faite dans le 
as del'identité.Supposons que g 2 Grp. L'ensemble des géodésiques dont les sommets sont in
lusdans Sp est �ni. On le note fe1; � � � ; ekg et on dé�nit ak 
omme étant la lambda-longueurde l'arête g � ek relativement à la dé
oration de g � ~��. On note a0 = p2.On montre par ré
urren
e l'assertion suivante pour n � p:P(n) :00 8e 2 (�Q)n �(g(bF ); g(e)) 2 N(A)00L'assertion est vraie au rang n = p, par dé�nition des ensembles fa1; � � �akg etN(A).Supposons la vraie au rang n � p et prenons e = (x; y) une arête dont les extrémitéssont dans Sn+1. Deux 
as se présentent:� Cas 1: x 2 Sn+1 n Sn et y 2 Sn Reprenons la situation de la �gure III.1. Puisqueg 2 Grp et n � p, l'appli
ation g agit 
omme un élément de PSL2R sur l'intervalle[a; b℄ 
ontenant x. Ainsi, on a les égalités�(g(bF ); g(f)) = �(g(bF ); g(e1)) = �(g(bF ); g(e2)) = p2Puis, par hypothèse de ré
urren
e, il existe deux suites d'entiers positifs (n3i )i2<0;k+1>et (n4i )i2<0;k+1> non tous nuls tels que:�(g(bF ); g(e3)) = kXi=0 n3iai et �(g(bF ); g(e4)) = kXi=0 n4i aiLa formule de Ptolémée entraine que �(g(bF ); g(e)) =Pki=0(n3i + n4i )ai.� Cas 2: x 2 Sn+1 n Sn et y 2 Sn+1 n Sn L'argument est le même que dans le 
as del'orbite de l'identité. Ce
i termine la ré
urren
e.Finalement, pour toute arête e 2 �Q , on a �(g(bF ); g(e)) 2 N(A).Soient e 2 �� et 
 2 T . D'après le lemme III.3 et par dé�nition de �
���, on a�(g � 
)(e) = �(g; 
(e)) = �(g � bF ; f(
(e)))Puisque 
(e) 2 �Q , le dernier terme est dans N(A), 
e qui prouve que �(OT (g)) �(R�+)��A . Finalement, le groupe T agit ave
 orbites dis
rètes 
ar � est un homéomor-phisme. �64



III.4 Le groupe T est un groupe d'isométriesI
i, on étudie l'a
tion du groupe T dans le système des 
oordonnées horo
y
liques.Nous allons montrer que T est un sous-groupe des isométries de Gr pour la métriquehoro
y
lique db dé�nie à la se
tion II.3. Avant 
ela, on introduit la notion d'extensionsde bra
elets.Soit bCn l'espa
e des (n + 1)-bra
elets. On dé�nit deux types d'appli
ations surl'union disjointe bC =` bCn, les rotations et les extensions de bra
elets.Soit n � 2 et Tn l'appli
ation suivante:Tn : bCn ! bCn(hi)i2Z=(n+1)Z 7! (hi+1)i2Z=(n+1)ZL'appli
ation Tn dé�nit un homéomorphisme de l'espa
e Cn d'ordre n + 1. En parti-
ulier, elle dé�nit naturellement une a
tion de Z=(n+1)Z sur l'espa
e bCn. C'est notrepremière appli
ation 
her
hée.Si maintenant n � 2 et i 2 Z=(n+ 1)Z, on dé�nit l'appli
ation:expni : bCn ! dCn+1b = (hi)i2Z=(n+1)Z 7! bni = (h1; � � � ; hi; h0; hi+1; � � � ; hn+1)où h0 désigne l'unique horo
y
le de D 2 tangent à hi et hi+1 et basé dans l'intervalleorienté ℄xi; xi+1[ donné par la proposition I.5. La �gure III.2 indique une rotation debra
elet suivie d'une extension.
h1 h2

h3h4h5 h1h2h3h4 h5 h1h2h3h4 h5 h6b Tn(b) expnn(Tn(b))Fig. III.2 � Une rotation de bra
elet suivie d'une extension.Dé�nition III.4.1. (Extension élémentaire de bra
elet) Un bra
elet b0 est appeléextension élémentaire du bra
elet b si et seulement si il existe un 
ouple (i; k) telque expni Æ T kn (b) = b0 ou bien si T kn (b) = b0.65



Dé�nition III.4.2. (Extension de bra
elet) On dit que le bra
elet b0 est une exten-sion de b si et seulement si il existe une suite �nie de bra
elets b = b0; � � � ; bk = b0 telleque pour tout i, bi+1 est une extension élémentaire de bi.Pour 
haque n � 2, on possède sur bCn la pseudo-métrique en dé�nie par:en(b; b0) = Supi2<1;n+1>jli(b)� li(b0)jCelle-
i 
orrespond à la métrique dbp sur Crp lorsque n = 3 � 2p�1� 1 après quotientpar PSL2R. Nous sommes en mesure de montrer la:Proposition III.4. Le groupe T agit isométriquement sur l'espa
e Gr muni de lamétrique db.Preuve. � Montrons d'abord que les extensions sont des isométries pour les pseudo-métriques (en)n�2. Il su�t de montrer les égalités suivantes pour tout 
ouple (b; b0)d'éléments de bCn: en(b; b0) = en(Tn(b);Tn(b0)) (III.3)en(b; b0) = en(expin(b); expin(b0)) 8i 2< 1;n > (III.4)L'égalité III.3 est évidente puisque Tn agit en dé
alant les horo
y
les vers la droite.Plus exa
tement, on a li(Tn(b)) = li+1(b) 8i 2 Z=nZ.En vertu de la proposition II.2, les 
oordonnées horo
y
liques de expni (b) sont:(l1(b); � � � ; li(b) + 1; 1; li+1(b) + 1; � � � ; ln(b)) et on obtient l'égalité III.4. Ainsi, on endéduit que pour toute 
omposition d'extensions élémentaires a = a1 Æ � � � Æ ak partantde bCn, et tout 
ouple de bra
elets (b; b0) dans bCn, on aep(a(b); a(b0)) = en(b; b0)où p est un entier tel que a( bCn) � bCp.Considérons maintenant (f; g) 2 Grn, 
 2 T et p un entier tel que bk(
)[
�1(Sn) �Sp. D'après le lemme III.1, 
 �bFp est une extension de bFn par une appli
ation a. Puisquep a été 
hoisi pour que f Æ 
 et g Æ 
 soient dans Grp, on en déduit que (f Æ 
) � bFpet (g Æ 
) � bFp sont des bra
elets, et qu'ils sont extensions par a des bra
elets f � bn etg � bn. On en déduit quee3�2p�1((f Æ 
) � bFp ; (g Æ 
) � bFp ) = e3�2n�1(f � bFn ; g � bFn )soit en
ore db(f � 
; g � 
) = db(f ; g). �Une autre propriété intéressante véri�ée par la métrique db est la:Proposition III.5. Le groupe T agit ave
 orbites dis
rètes sur l'espa
e Gr muni dela métrique db.Preuve. � Nous avons besoin de quelques notations. Si l 2 R, on noteZ(l) = fÆl + k j (Æ; k) 2 f0; 1g � Zg � R66



et si l1; � � � ln sont des réels, on noteraZ(l1; � � � ; zn) = nai=1 Z(li)Remarquons que l'ensemble Z(l1; � � � ; ln) est un sous-ensemble dis
ret de R. Don
, ilexiste � > 0 tel que pour tout 
ouple (l; l0) 2 Z(l1; � � � ; ln)2, l'inégalité jl � l0j < �entraine que l = l0.Soit f un élément de Grn. Rappelons que l'image de f par l'appli
ation qn : Grn !(R�+)Sn est qn(f) = (lx(f � bFn ))x2Sn où bFn est le sous-bra
elet de bF basé en Sn. NotonsZ = Z((lx(f � bFn ))x2Sn).Supposons que l'orbite de f n'est pas dis
rète. Alors il existe 
 2 T tel quedb(f ; f � 
) < �. Prenons p su�samment grand tel que f et f � 
 sont deux éléments deGrp.On va montrer que si x 2 Sp, alors les longueurs horo
y
liques lx(f � bFp ) et lx((f �
) � bFp ) sont deux éléments de Z. Ce
i impliquera par dé�nition de �, relativement àl'ensemble Z, les égalités lx(f � bFp ) = lx((f � 
) � bFp ) pour tout x 2 Sp. Autrement dit,on aura qp(f) = qp(f � 
) puis f = f � 
 
ar qp est inje
tive.Soit m > 0 tel que 
 2 Grm. Puisque 
 préserve le bra
elet de Ford bF , la 
olle
tion
 � bFm est un sous-bra
elet du bra
elet de Ford. Etant �ni, il existe p � 1 tel quebFp soit une extension de 
 � bFm. Par ailleurs, quitte à prendre m et p plus grand, onpeut supposer que bk(f) 2 bk(
 � bFm) (rappelons que pour un bra
elet b, bk(b) =f points-base de bg). Ainsi, le bra
elet f(bFp ) est une extension du bra
elet f(
 � bFm) =(f �
) � bFm. Les formules d'extensions élémentaires de bra
elets entrainent l'impli
ationsuivante pour un bra
elet b = (h1; � � �hn):Si li(b) 2 Z 8i 2< 1;n > alors li(Tn(b)) 2 Z et lj(expni (b)) 2 Z
e
i pour tout 
ouple (i; j) 2< 1;n > � < 1;n+ 1 >. Puisque f(bFp ) et f(
 � bFm) sontdes extensions du bra
elet f(bFn ), on en déduit les égalités lx(f � bFp ) = lx((f � 
) � bFp )pour tout x 2 Sp, 
e qui démontre la proposition. �On déduit des deux résultats pré
édents la propriété suivante, qui s'apparente àune propriété de dis
ontinuité de l'a
tion de T sur Gr dans un sens faible.Proposition III.6. L'a
tion de T sur Gr possède la propriété suivante:8 f 2 Gr; 9Vf un voisinage ouvert de f jVf � 
 \ Vf 6= ; ) 
 �xe f:Preuve. � Supposons que la propriété de l'énon
é ne soit pas réalisée pour un 
ertainf 2 Gr. La suite d'ensembles �Vp = Bdb(f ; 1p)�p�1 est une suite de voisinages ouvertsde f pour la topologie faible grâ
e au lemme II.4. Il existe don
 une suite (
p)p2Nd'éléments de T telle que f � 
p 6= f et Vp � 
p \ Vp 6= ;. Soit fp un élément de 
etteinterse
tion non vide. En appliquant l'inégalité triangulaire pour la métrique db, onobtient: db(f ; f � 
p) < db(f ; fp) + db(fp; f � 
p). Le premier terme est inférieur à 1p ,67



puisque fp 2 Vp. Le se
ond terme est égal à db(fp � 
�1p ; f) 
ar T agit par isométries(proposition III.4). Mais fp � 
�1p 2 Vp par dé�nition de fp. Ce
i entraine l'inégalitédb(f ; f � 
p) < 2p qui 
ontredit la proposition III.5. �III.5 Etude des stabilisateursPour l'étude des stabilisateurs, nous suivons la démar
he de [Gre4℄. On va montrerqu'il en existe deux types. Plus exa
tement, en les points de l'orbite de l'identité, lesstabilisateurs sont 
onjugués à PSL2Z dans T . Par 
ontre, en dehors de 
ette orbite,les stabilisateurs sont �nis et on obtient même une borne supérieure de leur 
ardinal.Ce résultat nous in
ite à penser T 
omme un mapping-
lass groupe asso
ié à l'espa
ede �Tei
hmüller� Gr. En e�et, dans le 
adre des espa
es de Tei
hmüller 
lassique, lemapping-
lass groupe agit sur l'espa
e de Tei
hmüller ave
 stabilisateurs �nis.Pour étudier les stabilisateurs de l'a
tion de T , on pro
ède par une suite de lemmeset propositions.Lemme III.6. Si 
 2 PSL2Z est d'ordre in�ni et �xe un ensemble �ni A, alors Apossède au plus deux éléments.Preuve. � Puisque PSL2Z est un sous-groupe dis
ret de PSL2R, il ne 
ontientpas d'élément elliptique d'ordre in�ni. Don
, 
 est soit parabolique, soit hyperbolique.Par 
onséquent, si x 2 A n Fix(
), alors on a 
nx 6= 
px pour tout n 6= p 2 Z. Ce
iest absurde puisque A est �xé et �ni. On en déduit que A est in
lus dans l'ensembleFix(
) qui 
ontient 1 ou 2 éléments selon le type d'isométrie de 
. �Lemme III.7. Si 
 2 PSL2Z est d'ordre in�ni et �xe un élément f 2 Gr, alors 
etélément est l'identité.Preuve. � Si f � 
 = f , alors il existe h 2 PSL2R tel que f Æ 
 = h Æ f . Puisque
 2 PSL2Z, on a bk(
) = ;, 
e qui fournit la suite d'égalités:
�1bk(f) = bk(f Æ 
) = bk(h Æ f) = bk(f)
ar h 2 PSL2R. Par 
onséquent, l'élément 
 �xe l'ensemble �ni bk(f) qui 
ontient don
au plus deux éléments d'après le lemme pré
édent. On 
on
lut ave
 la proposition III.7suivante. �Proposition III.7. Si f est un homéomorphisme de 
lasse CPP, alors il a au moins4 points de 
oupure où bien 
'est un élément de PSL2R.Preuve. � Un élément de CPP ne peut avoir qu'un seul point de 
oupure, puisqu'ilserait alors 
onstitué d'un seul mor
eau. Supposons qu'il ait deux points de 
oupure.Quitte à 
omposer à gau
he et à droite par des éléments de PSL2R, on peut supposerque ses points de 
oupure sont 0 et1 et qu'ils sont �xés. Chaque mor
eau est du typez 7! kz et a pour dérivée k en 0. La 
ondition C1 for
e le 
oé�
ient k a être le mêmepour 
haque mor
eau. Ainsi, l'élément f est dans PSL2R.68



En�n, supposons que 
et élément f ait trois points de 
oupure. On peut égalementsupposer que ses points de 
oupure sont 0, 1 et 1, et qu'ils sont �xés point par point.Notons t > 0 la dérivée de f en 0. Puisque f est l'hyperbolique d'axe (0;1) surl'intervalle [1; 0℄, sa dérivée en 1 est 1t . Le même raisonnement sur l'intervalle [0; 1℄entraine que la dérivée en 1 est égale à 1t . Puis, appliqué sur l'intervalle [1;1℄, il donnef 0(1) = t. Ce
i entraine que t = 1. Don
 f est l'identité. �� Remarque: Cette proposition montre l'importan
e des déformations log-lambda.Ce sont les éléments de CPP nPSL2R ayant le plus petit nombre de points de 
oupure.On s'intéresse à présent à élément quel
onque de T , toujours d'ordre in�ni.Lemme III.8. Si 
 2 T est d'ordre in�ni et �xe f 2 Gr, alors f est dans l'orbite del'identité.Preuve. � Nous allons montrer que Dxf 2 PSL2Z (le dé
alage de f en x) pour toutx 2 S1. Ce
i impliquera alors l'existen
e d'un élément l 2 PSL2R tel que l Æ f 2 T .La démonstration se dé
ompose en deux 
as. Pour les dé�nir, on introduit l'en-semble �ni suivant, �xé par 
: A = \n2Z
nbk(f)Soit h 2 PSL2R tel que h Æ f = f Æ 
.� 
as 1: l'ensemble A est videOn déduit du lemme III.2 que Dxf = (
rx)�1 ÆD
xf Æ 
lx. Puis par re
urren
e, ontrouve une suite de 
ouples (an; bn)n2Z d'éléments de PSL2Z telle que:8n 2 Z Dxf = an ÆD
nxf Æ bnSoit x 2 S1 et par hypothèse n 2 Z tels que x =2 
�nbk(f). Grâ
e à l'égalitépré
édente, on obtient Dxf = an Æ bn 2 PSL2Z.� 
as 2: L'ensemble A est non videPuisque f 
onjugue 
 à h, 
e dernier �xe l'ensemble �ni et non vide f(A). L'élément
 est d'ordre in�ni par hypothèse. Supposons que son 
onjugué h soit un élémentelliptique. Etant d'ordre in�ni, ses orbites sont denses sur le 
er
le. Ce
i 
ontredit quel'ensemble f(A) est à la fois �ni et �xé par h. Par 
onséquent l'élément h est soitparabolique, soit hyperbolique. Cela implique que 
ard(A) � 2.Supposons 
ard(A) = 2. Dans 
e 
as, h est de type hyperbolique et sa dérivée en
ha
un de ses points �xes est non égale à 1. Après 
onjugaison par f qui est de 
lasseC1, la même 
ondition est véri�ée par 
. Les germes de 
 de 
haque 
�té de ses points�xes sont don
 des éléments hyperboliques de PSL2Z. Or, un élément hyperboliquede PSL2Z ne peut avoir pour point �xe un rationnel, 
e qui 
ontredit que A � bQ .On est ramené au 
as 
ard(A) = 1. Quitte à 
hanger de représentant dans la 
lassede f , on peut supposer que f est l'identité à gau
he de x unique élément de A. Notonsalors bk(f) = (xi)i=1;n ave
 x = x1 < x2 < : : : < xn < x1 et f = fi à gau
he de xi de69



sorte que f1 = id. Puisque x2 =2 A, il existe n2 tel que 
�n2 � x2 ne soit pas un point de
oupure de f . Par le même argument sur le dé
alage, on en déduit qu'il existe deuxéléments an2 et bn2 de PSL2Z tels que Dx2f = an2 Æ bn2 2 PSL2Z.L'argument se répète alors en 
haque xi puisque xi =2 A. On obtient ainsi quefi 2 PSL2Z pour tout i 2< 1; n > et 
e nouveau représentant est un élément dugroupe T . �On peut résumer la situation dans le théorème suivant:Théorème III.1. Soit f 2 Gr et 
 un élément de T �xant f . Soit 
 est d'ordre �ni,soit il est 
onjugué dans T à un élément de PSL2Z. Dans 
e dernier 
as, f est dansl'orbite de l'identité.Preuve. � Supposons que 
 est d'ordre in�ni. D'après le lemme III.8, il existel 2 PSL2R tel que g = l Æ f 2 T . Ayant de plus h Æ f = f Æ 
, où h 2 PSL2R, on endéduit que g
g�1 = lhl�1 2 PSL2R \ T = PSL2Z et don
 g 
onjugue 
 dans T à unélément de PSL2Z. Le lemme III.8 montre que f est dans l'orbite de l'identité. �� Remarque: Dans la démonstration du lemme III.8, nous avons introduit l'en-semble A a�n d'éviter d'avoir re
ours à un résultat de Ghys et Sergies
u (utilisé dans[Gre4℄) 
on
ernant le nombre de rotations d'un élément du groupe de Thompson. Dans[Ghy-Ser℄, les auteurs montrent que le nombre de rotation d'un élément de T est tou-jours rationnel. Ce résultat est en fait le 
orollaire d'un théorème de lissage du groupeT , 
ouplé à un théorème de Denjoy. Nous avons préféré i
i ne pas avoir re
ours à 
erésultat.Grâ
e au théorème III.1, nous savons qu'un élément de T �xant un point en dehorsde l'orbite de l'identité, est né
essairement d'ordre �ni. On a mieux grâ
e au résultatsuivant.Théorème III.2. Si f n'est pas dans l'orbite de l'identité, alors le stabilisateur de fest un groupe 
y
lique �ni, d'ordre inférieur ou égal à bk(f).Preuve. � Montrons d'abord que les éléments de stab(f) ont un ordre borné parbk(f). On en déduira le théorème par un argument de densité sur le 
er
le.Soit 
 2 stab(f). D'après le théorème III.1, il est d'ordre �ni égal au 
ardinal desorbites du groupe 
y
lique < 
 > sur S1. Il su�t don
 d'exhiber un élément x debk(f) dont l'orbite par < 
 > est 
ontenue dans bk(f). Supposons qu'il n'en existepas. Alors, pour tout x dans bk(f), il existe kx dans Z tel que 
kx(x) =2 bk(f). Ce quientraine en parti
ulier les égalités:Df(x)
kf�1 = Df(x)f
kf�1 = id (III.5)(la deuxième égalité traduit simplement que le 
onjugué de 
k par f est dans PSL2R).Le lemme III.2 donne l'égalité:Df(x)
kf�1 = �(f�1)rf(x)��1 ÆDx
k Æ (f�1)lf(x)L'égalité III.5 entraine alors que Dxf = [Dx
k℄�1 est un élément de PSL2Z pour toutx 2 bk(f). Ce qui 
ontredit l'hypothèse que f n'est pas dans l'orbite de l'identité.70



Montrons maintenant que stab(f) est 
onjugué à un sous-groupe de S1. Soit 
; 
0deux éléments de stab(f) et h; h0 les deux isométries 
orrespondantes. Ce sont les
onjugués de 
 et 
0 par f . Par 
onséquent, le 
ommutateur de h et h0 est le 
onjuguépar f du 
ommutateur de 
 et 
0. En parti
ulier [
; 
0℄ stabilise aussi f et don
 estd'ordre �ni. Il en est de mème pour [h; h0℄.On a�rme que [h; h0℄ est l'identité. En e�et, puisque h est d'ordre �ni, il est ellip-tique. Le théorème 7.39.2 dans [Bea℄ montre que le 
ommutateur d'un élément ellip-tique ave
 un élément quel
onque de PSL2R est soit hyperbolique, soit l'identité. Onen déduit que f 
onjugue stab(f) à un sous-groupe de S1, vu 
omme SO2(R)=f�I2g.Les sous-groupes de S1 sont denses où �nis. Or, dans le 
as de stab(f), il n'y a pasd'éléments pro
hes de l'identité. Plus exa
tement, l' ar
 ouvert délimité par les angles0 et 2�
ard(bk(f)) n'interse
te pas stab(f), puisque les éléments de stab(f) sont d'ordre auplus bk(f). On en déduit que stab(f) est un sous-groupe �ni de S1. Il est 
y
lique �niet d'ordre plus petit ou égal à 
ard(bk(f)). �III.6 Analogie ave
 les espa
es de Tei
hmüllerComme nous l'avons signalé pré
édemment, l'étude de T sur l'espa
e 
ontra
tile Grfait penser à 
elle du mapping-
lass group sur l'espa
e de Tei
hmüller d'une surfa
e deRiemann. Cependant, dans le 
as présent, nous avons vu que les points de l'orbite del'identité de Gr ont leurs stabilisateurs 
onjugués au groupe modulaire PSL2Z. Uneidée pour éviter 
e problème 
onsiste à étudier l'espa
e Gr� que l'on dé�nit 
ommel'espa
e Gr n OT (id). Dans [Gre4℄, l'auteur montre que l'espa
e Gr� est faiblement
ontra
tile. A l'aide des 
oordonnées log-lambda, nous avons un résultat plus pré
is:Proposition III.8. L'espa
e Gr� est faiblement 
ontra
tile pour la topologie faible.Preuve. � Puisque l'orbite de l'identité est dis
rète, il su�t de montrer que l'espa
eGr� = Gr n fidg est faiblement 
ontra
tile. Le théorème II.2, montre, modulo le 
han-gement de paramêtre x 7! log( xp2) sur 
haque 
oordonnée, que Gr� est homéomorpheà l'espa
e R(1) n f0g, introduit au pargraphe I.1.e. Cet espa
e est 
ontra
tile d'aprèsla proposition I.2. �Cette proposition et le théorème III.1 fournissent le 
orollaire suivant.Corollaire III.1. L'espa
e Gr=F 0 est un espa
e K(F 0; 1).Si H est un sous-groupe de T sans torsion, alors Gr� =H est un espa
e K(H; 1).Preuve. � Considérons la première assertion. Tout d'abord, le groupe F 0 ne possèdepas d'éléments d'ordre �ni. En e�et, puisque les éléments de F 0 sont égaux à l'iden-tité au voisinage de 1, le groupe F 0 se plonge dans le groupe des homéomorphismes
roissants de R. Celui-
i est sans torsion. Il est à présent fa
ile de montrer que F 0 agitlibrement sur l'espa
e Gr. D'aprés le théorème III.1, et 
e qui pré
ède, si 
 2 F 0 �xeun élément de Gr, il est né
essairement 
onjugué dans T à un élément de PSL2Z.71



Mais alors 
et élément a son germe en g(1), où g est l'élément de T 
onjugant 
dans T , égal à l'identité. Etant dans PSL2R, 
et élément est l'identité et 
 aussi. Deplus, F 0 agissant librement, la proposition III.6 montre que 
ette a
tion est propre-ment dis
ontinue. Puisque Gr est 
ontra
tile (
orollaire II.1), l'espa
e quotient Gr=F 0est e�e
tivement un espa
e K(F 0; 1).Pour la deuxième assertion, toujours d'après le théorème III.1 et par dé�nition deGr�, si 
 2 H �xe un élément de Gr�, il est d'ordre �ni, mais 
e
i est impossible
ar on a supposé H sans torsion. La proposition III.8 permet de 
on
lure la deuxièmeassertion. �L'analogie entre l'a
tion du mapping-
lass group sur l'espa
e de Tei
hmüller et 
ellede T sur Gr entraine une question intéressante sur la métrique db. En e�et, dans le 
as
lassique, l'espa
e de Tei
hmuller T sg d'une surfa
e F = F sg est muni de la métriquede Tei
hmüller, notée dH, et 
elle-
i est invariante par l'a
tion du mapping-
lass groupMCsg . Dans [Roy℄, l'auteur montre le:Théorème III.3. (Royden [Roy℄) Le groupe des isométries de T sg est le mapping-
lassgroup.Ainsi, les isométries de l'espa
e de Tei
hmüller sont réalisées par l'a
tion du groupeMCsg .Dans le 
adre universel, il existe un résultat analogue que nous rappelons i
i.L'espa
e de Tei
hmüller de Bers T (1) est muni d'une stru
ture presque-
omplexe,
'est à dire d'une famille lisse d'opérateurs J = (Jx)x2T (1) sur les espa
es tangents(TxT (1))x2T (1) telle que J2x = �Id. Un di�éomorpisme de T (1) est un automorphisme(presque-
omplexe) si et seulement si sa dérivée 
ommute ave
 J . Notons que pourf 2 QS (le groupe des homéomorphismes quasi-symétriques du 
er
le) l'appli
ation:�f : [h℄ 2 T (1) 7! [h Æ f ℄ 2 T (1)est un automorphisme de T (1). Autrement dit, on a un plongement du groupe QSdans AutJ(T (1)).Théorème III.4. (Gardiner, Harvey [Gar-Har℄) Le groupe QS 
oïn
ide exa
tementave
 AutJ(T (1)).Revenons dans notre 
adre du groupe de Thompson. Une question se pose alors.� Question: Le groupe des isométries de Gr muni de db est-il égal au groupe T ?III.7 Un 
lassi�ant expli
ite pour T .Le 
orollaire III.1 fournit un 
lassi�ant expli
ite du groupe F 0, en 
ontexte CPP . Par
ontre, Gr=T n'est pas un espa
e 
lassi�ant pour le groupe T . Il faut supprimer lesstabilisateurs de l'a
tion. Ce qui nous in
ite à se pla
er sur 
Gr sur lequel l'a
tion de T72



est libre. Puisque 
Gr a le type d'homotopie du 
er
le (Gr est 
ontra
tile), on le dépliedans l'espa
e des di�éomorphismes de R.Considérons le revêtement universel du 
er
le p : t 2 R 7! [t℄ 2 R=Z.Si ~f est un homéomorphisme de R, véri�ant l'égalité~f(x + 1) = ~f(x) + 1 8x 2 Ralors il se projète en un homéomorphisme du 
er
le f du 
er
le dé�nie par f([t℄) =[ ~f(t)℄.Dé�nition III.7.1. Soit^Homeo+(S1) = f ~f : R ! R j ~f (x+ 1) = ~f(x) + 1 8x 2 Rgle revêtement universel de Homeo+(S1) (
elui-
i a le type d'homotopie du 
er
le). SiA est un sous-ensemble de Homeo+(S1), on note ~A son relevé dans ^homeo+(S1). De
ette façon, on dé�nit l'espa
e f
Gr et le groupe eT .Cela donne la suite exa
te 
ourte de groupes 0 ! Z ! eT ! T ! 0. Celle-
i estutilisée pour déte
ter un 
lassi�ant du groupe T . Pour trouver un tel 
lassi�ant, on
ommen
e par le:Lemme III.9. L'espa
e f
Gr est 
ontra
tile. De plus, le groupe eT agit sur f
Gr et donneau quotient un espa
e homéomorphe à l'espa
e 
Gr=T .Preuve. � Tout d'abord la �brationPSL2R ! 
Gr ! Grindique que 
Gr est homéomorphe au produit Gr � PSL2R, puisque Gr est 
ontra
tile(
orollaire II.1). Ainsi, le revêtement universel de 
Gr est homéomorphe au produitGr � P̂ SL2R qui est 
ontra
tile.Pour la deuxième assertion du lemme, l'appli
ation 
omposéef
Gr ! 
Gr ! 
Gr=Test 
ontinue et surje
tive et passe au quotient en une appli
ation 
ontinue� : ~f [eT ℄ 2 f
Gr=eT 7! f [T ℄ 2 
Gr=Tave
 les notations évidentes sur les 
lasses d'équivalen
e.Pour l'inje
tivité, supposons que �( ~f [eT ℄) = �(~g[eT ℄). Il existe 
 2 T tel que g = fÆ
.Soit ~
 un relevé de 
 dans eT et k 2 Z tel que ~g = ℄f Æ 
+k. Ayant℄f Æ 
+k = ~f Æ(~
+k),on en déduit que ~f [eT ℄ = ~g[eT ℄, 
ar ~
 + k 2 eT . Ce qui �nit la démonstration du lemme.� 73



La �bration en 
er
lePSO2(R) = S1 ! 
Gr=T � ES1 ! 
Gr=T �S1 ES1 (III.6)donne alors le 
orollaire suivant.Corollaire III.2. L'espa
e
Gr=T est un 
lassi�ant du groupe eT . L'espa
e
Gr=T�S1ES1est un 
lassi�ant du groupe T .Preuve. � Puisque eT agit proprement dis
ontinument et librement sur l'espa
e
ontra
tile f
Gr, on déduit du lemme III.9 que 
Gr=T est un 
lassi�ant de ~T . La �brationIII.6 donne la suite exa
te longue d'homotopie! 0 ! �i �
Gr=T �S1 ES1� ! 0! ::: ! �2 �
Gr=T �S1 ES1� ! �1(S1)! �1 �
Gr=T � ES1� ! �1 �
Gr=T �S1 ES1� ! 0On en déduit que �i �
Gr=T �S1 ES1� = 0 8i � 2. Par ailleurs d'après 
e qui pré
ède�1 �
Gr=T � ES1� = eT . On en déduit la suite exa
te 
ourte0! �1(S1)! eT ! �1 �
Gr=T �S1 ES1�! 0qui 
ouplée ave
 la suite exa
te 0! Z! eT ! T ! 0donne l'égalité �1 �
Gr=T �S1 ES1� = T . En e�et, le générateur du �1 de la �bre
orrespond au la
et PSO2(R) � 
Gr. Celui-
i se relève dansf
Gr en un 
hemin � : [0; 1℄!f
Gr véri�ant �(s; x) = x+ s pour tout (s; x) 2 [0; 1℄�R. Ainsi, on a �(1; x) = �(0; x)Æ 
où 
 : x 2 R 7! x+ 1 2 R est le générateur du 
entre de eT , 
e qui montre que le �1 dela �bre est exa
tement le 
entre de eT et 
on
lut la démonstration. �
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Chapitre IVHomologie du groupe de Thompson etespa
es de la
etsCe dernier 
hapitre donne une appli
ation de la géométrie CPP, portant sur l'ho-mologie des groupes de Thompson F 0, T et ~T . Homologiquement, les 
lassi�ants de
es groupes sont des espa
es de la
ets de la sphère S3. Nous tentons de développer uneversion géométrique du théorème suivant dans le 
ontexte CPP.Théorème IV.1. (Ghys-Sergies
u, [Ghy-Ser℄) Il existe des appli
ations 
ontinuesBF 0 a- 
S3B eT b- �S3BT 
- LS3qui induisent des isomorphismes en homologie entière.La démonstration initiale de 
e théorème se situe dans le 
ontexte PL et utilise desméthodes de topologie algébrique provenant de la théorie des feuilletages. Bien que denature géométrique, les appli
ations a b et 
 sont di�
iles à dé
rire. Nous e�e
tueronsun survol géométrique su

int de la démonstration originale de 
e théorème dans lase
tion IV.1.Nous 
onstruisons ensuite des nouveaux modèles (géométriquement transparents)des appli
ations 
ontinues a b et 
, à partir de la géométrie CPP. L'idée initiale dela 
onstru
tion se trouve dans [Gre4℄ et utilise le modèle de James JS1 de l'espa
edes la
ets pointés 
S2. L'auteur 
onstruit une appli
ation ' de BF 0 à valeurs dansJS1 qui se relève (via la �bration de Hopf) en une appli
ation ~' dans 
S3 qui est unisomorphisme en homologie. On expliquera sa démar
he dans la se
tion IV.2.Pour adapter la 
onstru
tion de ' aux appli
ations b et 
, nous développons, ense
tion IV.4, un nouveau modèle (intéressant en soi) de �S3, notéMS2 (théorème IV.7et 
orollaire IV.2) en �relevant� le modèle de Cohen de �S2 (se
tion IV.3 et [Coh℄). Cedernier possède deux versions dé�nies respe
tivement à l'aide des espa
es de 
on�gu-rations ordonnées de points du 
er
le (pour la version notée (LS1)�), et d'intervalles75



disjoints deux à deux du 
er
le (pour la version notée LS1). Nous dé�nissons don
 deuxespa
es 
ombinatoires, MS2 et (MS2)�, faiblement homotopiquement équivalents. Le
orollaire IV.2 fournit une équivalen
e faible d'homotopie entre MS2 (le modèle desintervalles) et �S3.Dans la se
tion IV.5, nous donnons une appli
ation  de 
Gr=T (
lassi�ant deeT ) à valeurs dans le modèle (MS2)� (
orollaire IV.3). Notre 
onstru
tion de  n'estpas 
omplètement expli
ite dans la mesure où elle fait intervenir la primitive � d'un
o
y
le nul [�℄ 2 H1(T ; C0(
Gr;S1)), que nous ne savons pas 
al
uler. La nullité de [�℄est expliquée au 
orollaire IV.5 de la se
tion IV.6.Pour 
al
uler l'homologie de  , on utilise le fait que 
elle-
i est S1-équivariante pourles a
tions du 
er
le, par 
omposition à gau
he de PSO2(R) sur 
Gr et par rotation à lasour
e sur �S3. L'équivarian
e utilise la 
ondition (S1-INV) de l'introdu
tion portantsur �. Les 
al
uls entrepris pour donner une formule de � et la géométrie CPP (sous-ja
ente à  ) indiquent la pertinen
e de 
ette 
ondition que nous supposerons vraie,bien que non démontrée.Puis, en utilisant l'homologie de eT [Ghy-Ser℄, on montre dans la se
tion IV.6 que  donne un isomorphisme en homologie (théorème IV.9). On a ainsi 
onstruit une versionquasiment expli
ite de l'appli
ation b du théorème IV.1. Le pro
édé de 
onstru
tion deBorel (se
tion IV.5.d) appliqué à  : B eT ! �S3 ( est S1-équivariante sous l'hypothèsepré
édente) donne  �S1 id : BT ! LS3. Celle-
i fournit une interprétation de 
(
orollaire IV.7).Le dernier paragraphe est 
onsa
ré au 
as de F 0. Une autre démonstration estdonnée, ne dépendant que de la 
onnaissan
e de la stru
ture additive de l'homologiede F ([Bro-Geo℄, [Ste℄), et faisant appel à des te
hniques plus élémentaires que 
ellesutilisées dans [Ghy-Ser℄.IV.1 Le théorème de Ghys et Sergies
uIV.1.a Les espa
es de la
etsA�n d'interpreter le théorème IV.1, nous utilisons des modèles 
ombinatoires desespa
es de la
ets. Rappelons la dé�nition des di�érents types d'espa
es de la
ets.On munit S1 = R=Z du point-base 0 qui 
orrespond au nombre rationnel 01 sur ladroite proje
tive réelle, via la fon
tion tangente:tan(��) : x 2 R=Z 7! tan(�x) 2 R [1Rappelons que ES1 = limn!1 S2m+1 est l'espa
e total du S1-�bré universel (dé�ni àhomotopie près), de base BS1 = limm!1 C Pm . Ce �bré est limite dire
te de la suitedes S1-�brés de Hopf S1 ! S2m+1 ! C Pm76



sous les in
lusions S2m+1 � S2m+3. L'a
tion du 
er
le sur ES1 se fait par multipli
ations
alaire en restri
tion aux sphères.Dé�nition IV.1.1. (Espa
es de la
ets)Soit (X; �) un espa
e topologique pointé. On dé�nit les espa
es suivants:
X = �f : S1 ! X j f est 
ontinue et f(0) = �	�X = �f : S1 ! X j f est 
ontinue 	Le 
er
le agit par rotation à la sour
e sur �S1. On noteLX = �X�S1ES1le quotient de �X � S1 par l'a
tion diagonale de S1. Ces trois espa
es sont appelésrespe
tivement: espa
e des la
ets pointés sur X, espa
e des la
ets libres surX, et espa
e des la
ets libres non paramétrés sur X.On munit 
es espa
es de la topologie de la 
onvergen
e uniforme pour 
X et �X,et de la topologie quotient sur LX.IV.1.b Un survol géométrique de la démonstration de Ghys etSergies
uA�n de mieux 
omprendre le théorème IV.1, enon
é et démontré par des méthodesquantitatives, nous allons en donner une expli
ation géométrique, en terme de feuille-tages. En e�et, nous envisageons les groupes de Thompson F 0, T et ~T 
omme groupesdis
rets de di�éomorphismes du 
er
le.Or, 
eux-
i apparaissent naturellement dans l'étude des feuilletages de 
odimension1 ave
 stru
ture transverse sur les variétés di�érentiables. Nous rappellerons notam-ment un feuilletage de Reeb sur la sphere S3 transversalement linéaire par mor
eaux.La démonstration de l'équivalen
e d'homologie a se dé
ompose en deux étapes:1: BF 0 H��= 
B�2: B� ���= S3où � est un pseudo-groupe à dé�nir, et H��= (resp. ���=) signi�e équivalen
e en homologie(resp. équivalen
e d'homotopie). Pour 
ha
une, nous rappelons le résultat algébriquequantitatif, puis une interpretation géométrique qualitative.Faisons au préalable, un bref rappel sur les notions de feuilletage muni d'une stru
-ture transverse et de pseudo-groupe. On se pla
e dans le 
adre de la 
odimension1. Une famille � d'homéomorphismes lo
aux du 
er
le (ou de la droite réelle) est unpseudo-groupe si elle 
ontient l'identité et est stable pour les opérations suivantes:1. restri
tion à un ouvert de la sour
e 77



2. 
omposition3. passage à l'inverse4. réunionL'exemple type de pseudo-groupe dans notre situation est le pseudo-groupe �(S1)des homéomorphismes lo
aux de S1 qui sont de la forme x 7! 2nx+ p2q par mor
eaux,à points de 
oupure dyadiques. Un autre exemple, plus 
onnu, est 
elui de tous lesdi�éomorphismes lo
aux de R de 
lasse C1. On le note �1. Rappelons en�n qu'ilexiste une notion d'espa
e 
lassi�ant asso
ié à un pseudo-groupe. Par dé�nition, B�est le 
lassi�ant du groupoïde �� des gèrmes asso
iés à �.Un feuilletage de 
odimension 1, muni d'une �-stru
ture sur une variété di�éren-tiable Mn est une partition lo
alement de la forme Rn�1 � R de Mn en sous-variétésde 
odimension 1, 
onnexes, appelées feuilles et dont les appli
ations de transitionssont de type �. Nous renvoyons à [God℄ pour un panorama très large sur l'étude desfeuilletages.Première étapeDans [Ghy-Ser℄, les auteurs s'inspirent d'un théorème fondamental dû à Mather[Mat℄, qui établit une équivalen
e d'homologie entre le 
lassi�ant du groupe dis
retDiff1
 (R) des di�éomorphismes C1 à support 
ompa
t et l'espa
e des la
ets sur le
lassi�ant du pseudo-groupe �1. Une version analogue de 
e résultat existe pour lesgroupes F 0 et eT .Théorème IV.2. (Ghys-Sergies
u [Ghy-Ser℄ 1987) Il existe des équivalen
es d'ho-mologie entre l'espa
e BF 0 (resp. B eT ) et 
B�(S1) (resp. �B�(S1)).Nous dé
rivons l'esquisse de la 
onstru
tion d'une telle équivalen
e pour le groupeF 0. Notons que F 0 s'identi�e à un sous-groupe dis
ret de Homeo+
 (℄0; 1[) (l'indi
e 
signi�e à support 
ompa
t). Le groupe Z2 se plonge dans F 0 par l'appli
ation qui à(1; 0) (resp. (1; 0)) asso
ie l'élément u (resp. v) de F 0 expli
ité au paragraphe IV.6.b.On a ainsi une représentation h : �1(T) ! Homeo+
 (℄0; 1[). La suspension de h est alorsl'espa
e quotient Eh = R2�[0; 1℄=Z2 où Z2 agit à gau
he par translations et à droite parla représentation h. Eh possède le feuilletage horizontal F = (R2�fxg)x2[0;1℄=Z2 trivialen dehors d'un 
ompa
t. Il passe ainsi au quotient en un feuilletage sur la suspension dutore �T2. Ce feuilletage singulier est muni d'une �-stru
ture puisque la suspension h està valeur dans PL2(S1). Il est don
 
lassi�é par un élément de [�T2; B�℄ = [BZ2;
B�℄([X; Y ℄ désignant l'ensemble des 
lasses d'homotopie d'appli
ations 
ontinues de Xvers Y ). Une 
onstru
tion analogue donnerait un élément de [BF 0;
B�℄ fournissantl'équivalen
e d'homologie re
her
hée.Deuxième étapeIl s'agit d'interpreter le résultat suivant du à Greenberg.78



Théorème IV.3. (Greenberg [Gre1℄ 1987) Le 
lassi�ant de � a le type d'homotopiede la sphère S3.La démonstration originale de 
e résultat est di�
ile et fait appel à une étude pous-sée des pseudo-groupes. Cependant, nous allons en donner une interprétation géomé-trique à l'aide de l'holonomie d'un feuilletage de Reeb sur la sphère S3 en s'inspirantde [Tsu℄.Soit f+ (resp. f�) l'homothétie de rapport 2 (resp. 12) de R3 . Le feuilletage horizontalFh de R3 est laissé invariant par f+ et f�. Sa restri
tion à R3+ n (0; 0; 0) se projète enun feuilletage de Reeb F+ (resp. F�) du tore solide R3+ n (0; 0; 0)= < f+ > (resp.R3+ n (0; 0; 0)= < f� >). Ces deux tores solides se re
ollent en leur bord pour donner unfeuilletage de 
odimension 1 de la sphère S3muni d'une �-stru
ture transverse. Il donnelieu ainsi à un élément de [S3; B�℄ qui fournit l'équivalen
e d'homotopie annon
ée.IV.2 Le 
as du groupe F 0On dé
rit i
i de façon sommaire l'idée utilisé par P. Greenberg pour retrouver, dans le
adre de la géométrie CPP, l'équivalen
e d'homologie a du théorème IV.1.Dans la suite du texte, les indi
es des n-uplets (x1; � � � ; xn) seront dé�nismodulo n.IV.2.a Le modèle de JamesSoit (X; �) un espa
e topologique pointé supposé 
onnexe. On note �X la suspen-sion réduite de X: �X = X � [0; 1℄f�g � [0; 1℄`X � f0; 1gLa proje
tion d'un élément (x; t) 2 X � [0; 1℄ sera notée x ^ t.On munit `n�1Xn de la relation d'équivalen
e engendrée par les relations:(x1; � � � ; xi�1; �; xi+1; � � � ; xn) � (x1; � � � ; xi�1; xi+1; � � � ; xn) = xî 8i 2< 1;n >Le modèle de James de l'espa
e X est par dé�nition l'espa
e quotient:JX =an2NXn= �Il est muni du quotient de la topologie faible. La 
lasse d'un élément x = (xi)i2<1;n>sera notée �x ou [x1; � � � ; xn℄.Théorème IV.4. (James [Jam℄ 1955) Le modèle JX est homotopiquement équivalentà 
�X, l'espa
e des la
ets pointés sur la suspension réduite de X.79



Cette équivalen
e d'homotopie est réalisée par une appli
ation naturelle j : JX !
�X que nous expli
itons rapidement pour X = Sn. L'égalité �Sn = Sn+1 permet deplonger Sn dans 
Sn+1 par l'appli
ation � dé�nie par:�(x) : t 2 Sn 7! x ^ t 2 �SnLa �gure IV.1 donne l'image du 
hemin �(x) sur la sphère.
x� Ix �(x)

S1 S1� I S2 = S1� I= �
01 N

Fig. IV.1 � Le la
et �(x).On dé�nit alorsj : (x1; � � � ; xk) 2 JSn 7! �(xk) Æ � � � Æ �(x1) 2 
Sn+1où Æ désigne la 
omposition des 
hemins. Pour que j soit 
ontinue, il faut paramêtrer�(xi) de sorte que la longueur de 
e la
et devienne nulle lorsque xi tend vers le point-base de Sn. On paramêtrise don
 j(x1; � � � ; xk) en stipulant que le la
et �(xi) estpar
ouru en un temps tiPkj=1 tj où ti = dSn(xi; �).IV.2.b Une appli
ation e' : BF 0 ! 
S3Nous dé�nissons d'abord une appli
ation ' : BF 0 ! JS1 en utilisant la para-mêtrisation horo
y
lique de Gr dé�nie au 
orollaire II.3. Soit n � 1. Considéronsl'appli
ation 'n : f 2 Grn 7! ([li(f � bn)℄)i2<1;3�2n�1> 2 (S1)3�2n�1où li(f � bn) est la i-ème longueur horo
y
lique du bra
elet f � bn introduite dans ladé�nition II.2.1. Les prolongements au but 'n : Grn ! JS1 sont 
ompatibles ave
 la�ltration Grn in� Grn+1 de Gr et dé�nissent ainsi une appli
ation totale ' : Gr ! JS1invariante par F 0. L'appli
ation quotient est aussi notée '.La �bration de Hopf S1 ! S3 ! S2 induit la �bration des espa
es de la
ets
S1 ! 
S3 ! 
S2, dont l'espa
e total a le type d'homotopie du revêtement universelde 
S2. 80



Soit e' : Gr=F 0 ! 
S3 un relevé de ' : Gr=F 0 :! 
S2. Dans [Gre4℄, P.Greenbergdonne une esquisse de démonstration du résultat suivant:Théorème IV.5. L'appli
ation e' induit un isomorphisme en homologie entière.� Remarques:� Il s'agit bien d'une interprétation de l'appli
ation a, puisque Gr=F 0 est unK(F 0; 1)-espa
e, d'après le 
orollaire III.1.� Greenberg utilise le point de vue des bra
elets de la géométrie CPP, et notam-ment le 
orollaire I.3.IV.3 Modèle(s) de Cohen de ��XNous donnons la 
onstru
tion du modèle de Cohen de l'espa
e des la
ets libressur la suspension réduite d'un espa
e 
onnexe X. Ce modèle se dé�nit à l'aide des
on�gurations d'intervalles du 
er
le dont nous rappelons la dé�nition. Seul le 
asX = S1 (modèle �S2) sera utilisé par la suite.IV.3.a Con�gurations ordonnées sur une 
ourbe réelleDé�nition IV.3.1. (Con�gurations ordonnées)Une 
on�guration ordonnée de n points du 
er
le (resp.de R) est une suite �nie(xi)i2<1;n> de S1 (resp. R) véri�ant:x1 < x2 < � � � < xn < x1 (resp. x1 < x2 < � � � < xn < x1 + 1) (IV.1)De même, une suite �nie d'intervalles (ai)i2<1;n> non dégénérés (d'interieurs non vides)de S1 (resp. R) est dite 
on�guration ordonnée d'intervalles si 
es intervalles sontd'intérieurs deux à deux disjoints et si l'ensemble de ses milieux (m(ai))i2<1;n> formeune 
on�guration ordonnée de points. On dé�nit les ensembles suivants:F0(n) = �n� 
on�gurations ordonnées de points deS1	F̂0(n) = fn� 
on�gurations ordonnées de points deRgF0(S1; n) = �n� 
on�gurations ordonnées d'intervalles deS1	^F0(S1; n) = fn� 
on�gurations ordonnées d'intervalles deRgPour deux intervalles a et b de R, on notera a < b si�a\�b = ; et si x < y pour tout
ouple d'éléments de a�b. D'autre part, si r 2 R, a+r représente l'intervalle translatéde a par r. On notera aussi r + (a1; � � � ; an) = (a1 + r; � � �an + r) si r 2 R. L'espa
eF0(n) (resp. F̂0(n)) est muni de la tra
e de la topologie produit sur (S1)n (resp. Rn).81



Les espa
es F0(S1; n) et ^F0(S1; n) sont munis de la topologie 
ompa
te-ouverte, vus
omme sous-espa
es respe
tifs de C0(`n I;S1) et de C0(`n I;R).Le groupe Z agit sur F̂0(n) (resp. ^F0(S1; n)) en dé
alant les intervalles (resp. lespoints) d'un 
ran vers la droite:�1 � (a1; � � �an) = (a2; � � � ; an; a1 + 1)L'espa
e F0(n) (resp. F0(S1; n)) a le type d'homotopie du 
er
le et son revêtementuniversel est exa
tement F̂0(n) (resp. ^F0(S1; n)). Le groupe des automorphismes durevêtement 
orrespond au sous-groupe nZ � Z de l'a
tion pré
édente. Notons que
ette a
tion donne au quotient une a
tion de Z=nZ sur F0(n) et F0(S1; n) qui 
onsisteà permuter 
y
liquement les n-
on�gurations ordonnées sur le 
er
le.En�n, les espa
es de 
on�gurations d'intervalles se surje
tent sur 
eux des pointsvia l'appli
ation qui 
onsiste à prendre les milieux de 
es intervalles. Si a est unen-
on�guration ordonnée d'intervalles du 
er
le (resp. de R), on note Miln(a) (resp.℄Miln(a)) la 
on�guration des milieux asso
iés, de sorte que l'on possède le diagramme
ommutatif suivant: ^F0(S1; n) ℄Miln- F̂0(n)
F0(S1; n)? Miln- F0(n)?et 
elui-
i est équivariant pour les a
tions de Z en haut et de Z=nZ en bas.IV.3.b Le modèle de ��XLe groupe 
y
lique Z=nZ agit sur le produit (X)n � F0(S1; n) 
omme suit:
 � (x; a) = (x
 ; a
)où x
 = (x1+
 ; � � � ; x
) (les indi
es étant 
ompris modulo n). On noteBn(X) = (X)n � F0(S1; n)Z=nZoù bien (X)n�Z=nZF0(S1; n).R. Cohen 
onsidère l'union disjointeB(X) = an2N�(X)n�Z=nZF0(S1; n)82



munie de la relation d'équivalen
e engendrée par les relations:(x; a) � �ni (x; a) = (x1; �; xi�1; xi+1; �; xn; a1; �; ai�1; ai+1; � � �an) = (xî; aî) (IV.2)lorsque (x; a) 2 Ani = f(x; a) 2 Bn(X) j xi = 0g. Remarquons au passage que les en-sembles (Ani )i2<1;n> ne dépendent pas de i après quotient par Z=nZ. On note 
etensemble B0n(X). Le quotient de l'union disjointe est noté LX et s'appelle modèlede Cohen (des intervalles) de l'espa
e X. La 
lasse d'un élément (x; a) se note[x; a℄. Puisque seul le 
as X = S1 est utilisé, on notera pour simpli�er Bn = Bn(S1) etB = B(S1).Théorème IV.6. (Cohen [Coh℄ 1985) Soit X un espa
e 
onnexe. Alors il existe uneappli
ation naturelle 
 : LX ! ��X qui fournit une équivalen
e d'homotopie. Ainsi,l'espa
e des la
ets libres sur la sphère S2 est homotopiquement équivalent au 
omplexe`(S1)n�Z=nZF0(S1; n)= �.Nous expli
itons rapidement l'appli
ation 
. Soit a = (a1; � � � ; an) 2 F0(S1; n).Notons �(a) : S1 ! _ni=1S1l'appli
ation qui envoie 
haque intervalle ai sur le i-ème 
er
le du bouquet _ni=1S1 demanière a�ne, en préservant l'orientation et de degré 1, et qui envoie tous les pointsnon 
ontenus dans l'union des ai sur le point-base du bouquet. Considérons ensuite
n : Xn�Z=nZF0(S1; n)! ��Xdé�nie 
omme étant la 
omposition:
n([x; a℄) : S1 �(a)�! _ni=1S1 _ni=1�(xi)�! S1 ^X = �Xoù �(x) a été dé�nie en IV.2.a. Pour 
haque n, on a 
n = 
n�1 Æ �ni jAni de sorte quel'on peut dé�nir 
 : LX ! ��X par 
([x; a℄) = 
n(x; a) si (x; a) est un représentantde [x; a℄ dans Bn. C'est l'appli
ation du théorème IV.6.Remarquons que le modèle LX possède un analogue naturel en remplaçant les
on�gurations d'intervalles en 
on�gurations de points. Nous noterons ainsi(Bn)�(X) = Xn �Z=nZF0(n)et (LX)�, l'analogue de LX pour l'union disjointe des (Bn)�. Les appli
ations(Miln)n�0 sont 
ompatibles ave
 les appli
ations �ni et (�ni )� (l'analogue pour les 
on�-gurations de points) et donnent à la limite Mil : LX ! (LX)�. En suivant [Coh℄, onpeut montrer que l'appli
ation Mil fournit une équivalen
e faible d'homotopie. Mal-heureusement, il semble di�
ile d'obtenir un inverse global (à homotopie près) expli
itede Mil. Les deux modèles seront né
essaires. Celui des intervalles est lié aux espa
esde la
ets, 
elui des points à la géométrie CPP.83



Pour �nir, on dé
rit un relevé de l'appli
ation 
omposée y : F0(S1; n)! S1, dé�niepar y(a) = I(�(a)(0)), où I : _ni=1S1 ! S1 est l'appli
ation qui identi�e 
haque 
er
ledu bouquet isométriquement à un seul 
er
le, et qui identi�e le point-base du bouquetà 0.A 
haque 
on�guration ordonnée d'intervalles a = (a1; � � � ; an) 2 ^F0(S1; n), on notesa = Sup(an) et ka le plus grand entier inferieur stri
tement à sa. On dé�nitrnai : ai ! [�nka + i� 1;�nka + i℄l'unique appli
ation a�ne bije
tive et 
roissante de ai sur [�nka+ i� 1;�nka+ i℄. Ondé�nit le réel ~y(a) selon la position de ka par rapport à la 
on�guration d'intervallesa. Si ka 2 ai, on pose ~y(a) = rnai(ka). Si ka est 
oïn
é entre les intervalles ai et ai+1, onpose ~y(a) = �nka + i.Lemme IV.1. L'appli
ation ~y : ^F0(S1; n) ! R est 
ontinue et donne le diagramme
ommutatif suivant: ^F0(S1; n) ~y - R
F0(S1; n)? y - S1?Si 
 est le générateur de l'a
tion de Z sur ^F0(S1; n) par dé
alage des intervalles d'un
ran vers la droite, on a l'égalité ~y(
 � a) = ~y(a)� 1.Preuve. � Le point intéressant de la 
ontinuité se trouve lorsque sa se rappro
hesupérieurement de ka. Dans 
e 
as, ~y(a) = rnan(ka) 
onverge vers �nka+n par 
onstru
-tion de rnan . Notons a0 une 
on�guration limite de sorte que ka0 = ka � 1 par dé�ni-tion de ka et de ka0 . Puisque ka0 est 
oïn
é entre les intervalles a0n � 1 et a01, on a~y(a0) = �nka0 = �nka + n 
e qui montre que ~y(a) tend vers ~y(a0).La 
ommutativité du diagramme et la derniére égalité proviennent des faits sui-vants: l'appli
ation �(a) envoie un intervalle ai de manière a�ne et de degré 1 surle 
er
le unité de sorte que les extrémités de ai sont envoyées sur 0 et l'appli
ationrnai envoie ai de manière a�ne sur un intervalle de longueur 1 de sorte que les ex-trémités de ai sont envoyées sur deux entiers 
onsé
utifs. On 
on
lut en remarquantqu'étant donné deux intervalles réels A et B, il existe une unique transformation a�ne
roissante envoyant bije
tivement A sur B. �IV.4 Un nouveau modèle de �S3Dans la suite du texte, un S1-espa
e prin
ipal (où su

intement S1-espa
e) dé-signe un espa
e topologique muni d'une a
tion 
ontinue et libre du 
er
le. Un S1-�bréprin
ipal E - B (où simplement S1-�bré, voire �bré en 
er
les) est un S1-espa
e84



prin
ipal lo
alement trivial, où de façon équivalente, E - B admet une se
tionlo
ale en tout point de B. Un morphisme d'espa
es prin
ipaux est par dé�nition uneappli
ation 
ontinue S1-équivariante. En�n, si E ! B est un �bré prin
ipal et B0 
! Bune appli
ation 
ontinue, le pull-ba
k de E par 
 est noté E
, ou bien B0 �B E.IV.4.a Stratégie de 
onstru
tionA�n de 
apter entièrement l'homologie du groupe T , nous souhaitons 
onstruireune appli
ation de B eT vers �S3. L'appli
ation de Greenberg de BF 0 vers 
S3 indiqueque le modèle de Cohen appliqué à S2 est mieux adapté à la géométrie des bra
eletsque le modèle appliqué à S3 = �S2. Cependant, �S3 n'est pas le revêtement universelde �S2.Notons les appli
ations d'évaluation au point-base de S1:evi : f 2 �Si 7! f(0) 2 Si i 2 f2; 3gLa �bration de Hopf h : S3 ! S2 donne lieu à l'appli
ationH : f 2 �S3 7! hÆf 2 �S2.Ces quatre appli
ations fournissent le diagramme 
ommutatif suivant:�S3 ev3 - S3
�S2H ? ev2 - S2h?qui fa
torise en la 
omposée�S3 (H;ev3)�! �S2�S2 S3 h=ev2�! S2où �S2�S2 S3 = f(f; x) 2 �S2� S3 j f(0) = h(x)g � �S2� S3est le pullba
k du �bré de Hopf par ev2. Il s'agit don
 d'un S1-�bré prin
ipal audessus de �S2, dont le revêtement universel n'est autre que �S3 et a pour groupe derevêtement Z.Notre stratégie est don
 la suivante. On détermine un modèle KS2 pour l'espa
e�S2 �S2 S3, en relevant en quelque sorte le modèle de Cohen LS1 de �S2. Commepour 
e dernier, nous développons deux versions de KS2, en utilisant 
on�gurationsordonnées de points et d'intervalles sur R. En passant au revêtement universel, on endéduit rapidement un modèle de �S3.L'idée de la 
onstru
tion de KS2 repose sur les S1-�brés (Hn)n�1 au dessus destores (T2n)n�1, 
onstruis à partir des groupes de Heisenberg de dimension paire. Uneversion 
ombinatoire du �bré de Hopf dont nous donnons maintenant la 
onstru
tion,provient du �bré H1. 85



IV.4.b Du �bré de Heisenberg au �bré de HopfNotons (H2n+1; �) le groupe de Heisenberg réel. Il s'agit de l'espa
e Rn � Rn � Rmuni du produit: (x; y; z) � (p; q; r) := (x+ p; y + q; z + r + x � q) (IV.3)où x � q représente le produit s
alaire des ve
teurs x et q. Le réseau des entiersZ2n+1 = Zn � Zn � Z (noté de 
ette façon pour ne pas faire de 
onfusion ave
 legroupe 
ommutatif Z2n+1) est un sous-groupe dis
ret de H2n+1. L'espa
e des 
lassesd'équivalen
e à droite Hn = H2n+1=Z2n+1 est la variété de Heisenberg. Remarquonsque Hn est un S1-�bré au dessus du tore T2n, non trivial 
ar�1(T2n � S1) = Z2n+1 6= Z2n+1 = �1(Hn)L'a
tion sur les �bres s'e�e
tue par translation sur le fa
teur z.Le modèle de Cohen utilise la suspension réduite du 
er
le que l'on verra maintenant
omme le quotient: �S1 = S2 = T2=�où � = f0g � S1`S1 � f0g est le bouquet de 
er
le à deux pétales plongé dans letore. On notera � : � ! f0g � f0g et e
 : (x; y) 2 T ! x ^ y 2 �S1 l'appli
ationde re
ollement (ou é
rasement, d'où la notation) asso
iée. Nous 
onstruisons un �bréd�S1 ! �S1 à partir du �bré de Heisenberg H1 ! T2 en identi�ant isomorphiquementles �bres au-dessus des génératri
es de T2.Soit (m;n) 2 Z2, Um = fmg � R2 et Vn = R � fng � R de sorte quefC0 = [(m;n)2Z2Um [ Vn � R3est invariant par Z3 et donne au quotient C0 = He�1(�). Considérons l'appli
ation:e� : fC0 ! S10(m; y; z) 2 Um 7! f�1(m; y; z) = [z℄(x; n; z) 2 Vn 7! f�2(x; n; z) = [z � nx℄Celle-
i est bien dé�nie puisque f�1 et f�2 
oïn
ident sur Um \ Vn. De plus, pour toutYm = (m; y; z) 2 Um, Xn = (x; n; z) 2 Vn et A = (a; b; 
) 2 Z3, on a les égalités dansR3 : f�1(Ym) � A = f�1(Ym � A) � (0; 0;�bm)f�2(Xn) � A = f�2(Xn � A) � (a; b; ab + am)qui entrainent la Z3-invarian
e de e�. Notons � : C0 ! S10 l'appli
ation quotient.Considérons alors l'espa
e d�S1 
onstruit en re
ollant S10 à H1 par �, 
'est à dire:d�S1 = H1`S10fX � �(X); X 2 C0g = H1a� S1086



On note EC : H1 ! d�S1 l'appli
ation de re
ollement asso
iée. Si X et Y sont deuxéléments de H1 ayant même image par e�, alors ils ont même image par � ÆHe. Ce
ipermet de dé�nir une appli
ation quotient 
He : d�S1 ! �S1 véri�ant le diagramme
ommutatif: H1 EC- d�S1
T2He ? e
 - �S1
He ?Lemme IV.2. L'appli
ation 
He : d�S1 ! �S1 est la proje
tion d'un S1-�bré prin
ipalisomorphe au �bré de Hopf.Preuve. � Puisque l'appli
ation � est S1-équivariante, l'a
tion du 
er
le sur H1passe au quotient en une a
tion libre sur d�S1. C'est don
 un S1-espa
e prin
ipal etl'appli
ation EC est un morphisme d'espa
es prin
ipaux. Il reste à montrer que d�S1est lo
alement trivial.Remarquons que l'appli
ation EC est un homéomorphisme S1-équivariant en res-tri
tion au 
omplémentaire de C0, et d'image le 
omplémentaire de la �bre au dessusdu point-base N de �S1. Il fournit ainsi une trivialisation de d�S1 sur le 
omplémentairede N dans �S1. Il su�t don
 de véri�er la trivialité au voisinage de N .Celle-
i provient d'une trivialisation lo
ale de H1 sur un voisinage de � 
om-patible ave
 les relations � et � que nous 
onstruisons maintenant. L'appli
ation'� = (He;�) : He�1(�)! ��S10 dé�nit une trivialisation du �bré H1 au dessus de �.Elle véri�e de plus la relation de 
ompatibilité ave
 les re
ollements: '� Æ� = � Æ '�.Soit U un voisinage ouvert de � qui se rétra
te par déformation sur �, de sorte que l'onpeut prolonger '� en un homéomorphisme S1-équivariant 'U : He�1(U) ! U � S1.Celui-
i est 
ompatible ave
 � et � puisqu'il 
oïn
ide ave
 '� surHe�1(�) qui est exa
-tement le �support� de �. Il passe don
 aux quotients pour donner un S1-isomorphismeentre EC(U) et e
(U) � S1. C'est une trivialisation lo
ale au voisinage du point-basede �S1.On en déduit que d�S1 est un S1-�bré. L'appli
ation e
 induit un isomorphismeentre H2(T2) et H2(�S1). Notons � (resp. 
) le générateur de H2(T2) (resp. H2(�S1)).Par naturalité de la 
lasse d'Euler, on obtient:< e(d�S1); 
 >=< e(H1); � >= 1On en déduit que les 
lasses d'Euler des �brés d�S1 et S3 
oïn
ident. Ces deux �brésen 
er
le sont don
 isomorphes. �
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IV.4.
 Le modèle de �S2�S2 S3Dans la suite du texte, si r 2 R, on note rn = (r; r; � � � ; r) 2 Rn .Commençons par l'étude de �S2�S2 S3. On remarque d'abord que pour 
haque n,l'espa
e Bn = (S1)n �Z=nZF0(n) est in
lus dans le quotient du tore (S1)n � (S1)n parl'a
tion diagonale de Z=nZ. Un S1-�bré naturel et non trivial au dessus de T2n estla variété de Heisenberg Hn. On va par 
onséquent 
onstruire un modèle de �S2�S2S3 
omposé de mor
eaux ressemblant aux variétés de Heisenberg, re
ollés par desappli
ations de proje
tions, à l'instar du modèle de Cohen.Une sous-variété de Hn tordue par Z=nZConsidérons à présent H+2n+1 = Rn � F̂0(n)� RLe sous-groupe Z+n+2 = f(x; y; z) 2 Z2n+1 j yi = yj 8 (i; j)gde Z2n+1 agit proprement dis
ontinument et librement par multipli
ation à droite surH+2n+1 et donne une variété lisse au quotient.Dé�nition IV.4.1. On note Kn le quotient de H+2n+1 par Z+n+2.On possède une a
tion de Z=nZ sur Kn qui est la suivante. Considérons l'appli
a-tion: 
n : H+2n+1 ! H+2n+1(x; y; z) 7! ((x2; � � � ; xn; x1); (y2; � � � ; yn; y1 + 1); z + x1)Un 
al
ul simple montre que pour X = (x; y; z) 2 H+2n+1 et A = (p; q; r) 2 Z+n+2 ona l'égalité: 
n(X � A) = 
n((x; y; z) � (p; q; r)) = 
n(x; y; z) � (p�1; q; r) (IV.4)où �1 est la 
lasse de 1 modulo n.Ainsi, l'appli
ation 
n passe au quotient en une appli
ation, toujours notée 
n deKn dans lui-même. La 
ondition IV.1 implique que 
n est d'ordre au moins n. De plus,on a l'égalité: 
nn(x; y; z) = (x; y; z) � (0n; 1n; 0)
e qui montre que 
nn est l'identité sur l'espa
e Kn. L'appli
ation 
n fournit l'a
tionsuivante: Z=nZ � Kn ! Kn(�i ; X) 7! �i �X = 
in(X)Dé�nition IV.4.2. On note En le quotient de Kn par l'a
tion de Z=nZ.Cet espa
e est muni de la topologie quotient.88



Re
ollement des sous-variétés torduesNous sommes en mesure de 
onstruire le modèle de �S2 �S2 S3 en se plaçant surl'union disjointe K =an�1EnOn munit 
et espa
e de la relation d'équivalen
e � engendrée par les relations �nidé�nies 
omme suit.Si x = (x1; � � � ; xi�1; 0; xi+1; � � � ; xn), et X = (x; y; z) 2 En, on pose:(x; y; z)�ni (xî; y î; z) := �in(X) (IV.5)où (xî; y î; z) est un élément de En�1.Dé�nition IV.4.3. (Modèle 
ombinatoire de �S2�S2 S3)On note: KS2 = K= �et p la proje
tion de K sur KS2. La 
lasse d'équivalen
e de (x; y; z) 2 K sera notée[x; y; z℄.Notons en�n les égalités, pour X = [x; y; z℄ véri�ant xi = 0,�i�1n (
n �X) = 
n�1 ��in(X) si i � 2 (IV.6)et �nn(
n �X) = �1n(X) � (0; 0;�1) si i = 1 (IV.7)Cette remarque nous permet dans les 
al
uls de quotienter et de faire agir despermutations 
y
liques sans se sou
ier du sens dans lequel s'e�e
tue 
ette double opé-ration.On munit K de la topologie faible et KS2 de la topologie quotient. Nous avonsainsi dé�ni un espa
e topologique 
ombinatoire utilisant F̂0(n). La même manipula-tion en remplaçant F̂0(n) par ^F0(S1; n) 
onduit à un autre espa
e 
ombinatoire. Pourdistinguer 
es deux modèles, les espa
es et les appli
ations relatifs au modèle despoints seront indexés par un point gras en bas. Par exemple, on note (H+2n+1)� =Rn � F̂0(n)� R et H+2n+1 = Rn � ^F0(S1; n)� R.Le �bré 
ombinatoire �S2�S2 S3 ! �S2Soit n � 1. On possède les proje
tions suivantes:pn : (x; ~a; z) 2 H+2n+1 7! [x; a℄ 2 (S1)n � F0(S1; n)(pn)� : (x; y; z) 2 (H+2n+1)� 7! [x; y℄ 2 (S1)n � F0(n)89



Proposition IV.1. L'appli
ation p : KS2 ! LS1 (resp. p� : (KS2)�) dé�nie parp(X) = pn(X) (resp. p�(X) = (pn)�(X) si X 2 En (resp. X 2 (En)� est dé�nie et
ontinue.Preuve. � Si (X;A) 2 H+2n+1 � Z+n+2, alors on a par dé�nition de pn de la loi �, et
n, les égalités pn(X �A) = pn(X) et pn(
n �X) = 
n �pn(X). Par 
onséquent, pn passeaux quotients en une appli
ation 
ontinue pn : En ! Bn.Les appli
ations pn sont 
ompatibles ave
 les relations d'équivalen
e �in en bas et �inen haut. En e�et, si xi = 0, on a l'égalité pn+1(�in(X)) = �in(pn(X)). L'appli
ation p estdon
 bien dé�nie. De plus, 
haque appli
ation pn est 
ontinue et puisque KS2 et LS1sont munis de la topologie faible, l'appli
ation p est 
ontinue. Les mêmes argumentss'appliquent à p�. �Notons que les appli
ations (Miln)n�0 fournissent le diagramme 
ommutatif sui-vant: KS2 gMil- (KS2)�
LS1p ? Mil- LS1�p� ?On relie maintenant le modèle des intervalles KS2 à l'espa
e �S2�S2S3, via le �bréd�S1. Soit X = (x; a; z) 2 H+2n+1 tel que ka 2 ai (ka a été dé�ni à la �n de IV.3.b) etposons bdn(X) = "xi; ~y(a);�z + ka nXk=1[xk � xi℄ + i�1Xk=1[xi � xk℄#Notons a+i (resp. a�i ) la borne supérieure (resp. inférieure) de l'intervalle ai. La dé-�nition de f�2 et la 
ontinuité de la fon
tion ~y impliquent que bdn(X) 
onverge versh0; 0;�z + kaPnk=1 xk �Pik=1 xki lorsque a+i tend vers ka, mais aussi lorsque a�i+1tend vers ka. On pose don
bdn(X) = "0; 0;�z + ka nXk=1 xk � iXk=1 xk#si l'entier ka est dans l'intervalle [a+i ; a�i+1℄.Lemme IV.3. L'appli
ation bdn est 
ontinue sur H+2n+1 et passe aux quotients su
-
essifs par Z+n+2 et Z=nZ. Pour tout 
ouple (n; i) 2 N�� < 1;n >, on a l'égalitéddn�1 Æ �ni = bdn, 
e qui fournit une appli
ation 
ontinue bd : KS2 ! d�S1 donnant le
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diagramme 
ommutatif:KS2 b
 = (
; bd)- ��S1��S1 d�S1 pr2 - d�S1
LS1p ? 
 - ��S1pr1? ev2 - �S1fHe?Preuve. � Par 
onstru
tion, l'appli
ation bdn est 
ontinue sauf éventuellement auxpoints X = (x; a; z) véri�ant sa = Sup(an) 2 Z. Le point intéressant se trouve en
orelorsque sa tend vers un entier p supérieurement. Si sa = p+ " ave
 " positif et pro
hede 0, on a ka = p 2 an. On a don
bdn(X) = "xn; ~y(a);�z + p nXk=1[xk � xn℄ + n�1Xk=1[xn � xk℄#Lorsque " tend vers 0, l'expression de droite tend vers [0; 0;�z + (p� 1)Pnk=1 xk℄.Lorsque sa = p, on a ka = sa � 1 = p� 1, et dans 
e 
as, on abdn(X) = "0; 0;�z + (p� 1) nXk=1 xk#
e qui montre la 
ontinuité de bdn.En utilisant essentiellement les égalités ~y(a + q) = ~y(a) � nq, ka+q = ka + q pourq 2 Z et la proje
tion f�2, on obtient sans di�
ulté l'invarian
e de bdn par l'a
tion deZ+n+2. De même, l'égalité ~y(
 � a) = ~y(a) � 1 (où 
 est générateur de Z=nZ) entrainel'invarian
e par Z=nZ.La relation ddn�1 Æ�ni = bdn provient de la dé�nition de f�1. En�n, la 
ommutativitédes diagrammes est une 
onséquen
e de 
elle du diagramme énon
é au lemme IV.1. �Corollaire IV.1. KS2 est l'espa
e total d'un S1-�bré prin
ipal au dessus de LS1.Notons que �S2 �S2 S3 ! �S2 est isomorphe au �bré ��S1 ��S1 d�S1 ! ��S1.L'a
tion de la �bre sur �S2�S2 S3 (resp. sur ��S1��S1 d�S1) se fait uniquement surS3 par l'a
tion sur le �bré de Hopf (resp. sur d�S1 par [s℄ � [x; y; z℄ = [x; y; z � s℄).Preuve. � Quitte à 
onsidérer l'a
tion du 
er
le [x; y; z℄ � [s℄ = [x; y; z � s℄ sur d�S1,on peut supposer que les appli
ations bdn et bd sont S1-équivariantes. Elles fournissentdon
 des isomorphismes en restri
tion aux �bres p�1n (x) (resp. p�1(x)).
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Fixons n � 0. Puisque 
He Æ bdn = 
n Æ pn, on a le diagramme suivant:En (pn; bdn)- d�S1
dn
Bnpn ? id - Bnpr1?où pr1 est la proje
tion sur le premier fa
teur. La �è
he de droite est un S1-�bré et noussouhaitons qu'il en soit de même pour 
elle de gau
he. Considérons une trivialisationlo
ale de d�S1
dn . Soit Un � Bn un ouvert trivialisant du �bré pull-ba
k d�S1
dn . Ilexiste un homéomorphisme S1-équivariant �Un : pr�11 (Un) ! Un � S1. Le diagrammepré
édent 
ouplée à la surje
ivité de pn et à la S1-équivarian
e de �Un Æ bdnjp�1b (Un)entraine que �Un Æ bdn : p�1n (Un)! Un�S1 est un homéomorphisme tel que pr1 Æ (�Un Æbdn) = pn, de sorte que 
'est une trivialisation S1-équivariante de En au dessus de Un.On en déduit que En est un S1-�bré prin
ipal au dessus de Bn.Pour montrer que KS2 est un S1-�bré prin
ipal, on pro
ède de manière analogue.Il faut 
onsidérer un ouvert trivialisant U = `Un= � du �bré (��S1��S1 d�S1)b
, telque 
haque Un soit trivialisant pour le �bré En. On 
on
lut grâ
e à la S1-équivarian
edes appli
ations de re
ollement �in. �Le résultat suivant peut se montrer dire
tement en utilisant les suites exa
tes enhomotopie asso
iées aux �brés KS2 et �S2�S2 S3. En e�et, l'appli
ation de Cohen 
est une équivalen
e d'homotopie. Le lemme du serpent permettrait de 
on
lure que
̂ l'est également. Nous préférons 
ependant donner une preuve invoquant les 
lassesd'Euler de 
ha
uns des deux �brés. La motivation de 
ette preuve est le point 3. quel'on utilisera pour montrer (
orollaire IV.5) la nullité du 
o
y
le � introduit dans laproposition IV.4.Théorème IV.7. L'espa
e total du �bré en 
er
le KS2 ! LS1 est faiblement homo-topiquement équivalent à 
elui de �S2�S2 S3 ! �S2.Preuve. � L'argument est algébrique et porte sur les 
lasses d'Euler de 
es deux�brés. En e�et, les bases de 
es deux �brés sont homotopiquement équivalents d'aprèsle théorème IV.6. Par ailleurs, un S1-�bré p : E ! B est 
lassi�é par sa 
lasse d'Eulere(E) qui est un élément de H2(B;Z). Il su�t don
 de montrer que le pull-ba
k dee(�S2�S2 S3) par l'appli
ation 
 
oïn
ide ave
 e(KS2), 
'est à dire de prouver l'égalitée(KS2) = 
�e(�S2 �S2 S3). Si E ! B est un �bré en 
er
le de 
lasse d'Euler e(E),on notera également e(E) : H2(B) ! Z un représentant de e(E) 2 H2(B;Z), qui
onsiste en une appli
ation de Z-modules. L'évaluation de e(E) sur un 
y
le u, estnotée < e(E); u >.Connaissant l'homologie de �S2, on exhibe un représentant expli
ite de e(�S2�S292



S3). La �bration 
S2 i! �S2 ev2! S2 donne la suite exa
te en homologie:0! H2(
S2) = Z i2! H2(�S2) ev22! H2(S2) = Z! 0 (IV.8)où i2(x) = (x; 0) et ev22(x; y) = y.On va montrer su

essivement les a�rmations suivantes:1. Ker e(�S2�S2 S3) = H2(
S2).2. Ker 
�e(�S2�S2 S3) = i
omb2 (H2(JS1)).3. Ker e(KS2) � i
omb2 (H2(JS1)).4. 
�e(�S2�S2 S3) = e(KS2).Point 1: Puisque �S2�S2 S3 est le pull-ba
k du �bré de Hopf, on a e(�S2�S2 S3) =e(S3) Æ ev22 en tant qu'éléments de HomZ(H2(�S2);Z). De la suite exa
te IV.8 Ondéduit Ker[e(�S2�S2 S3)℄ = H2(
S2), 
e qui montre le point 1.Point 2: Le point 1. implique le point 2. de la manière suivante. Considérons lediagramme 
ommutatif suivant: JS1 j- 
S2LS1i
omb ? 
- �S2i ?où i est l'in
lusion et i
omb est l'appli
ation dé�nie par:i
omb(x) = (x; ([uk(x); uk+1(x)℄)k2<0;n�1>)où ui(x) = Pik=1 d(xk;�)Pnk=1 d(xk;�) . Il donne en homologie de degré 2 l'égalité i2 Æ j2 = 
2 Æ i
omb2 .Or 
2 est un isomorphisme de Z-modules. On en déduit que 1. implique 2.Point 3: Pour montrer le point 3. 
onsidérons le pull-ba
k du �bré KS2 par l'ap-pli
ation i
omb: IS2 = �(u; [x; a; z℄) 2 JS1�KS2 j i
omb(u) = ([x℄; [a℄)	Remarquons que l'appli
ation i
omb est 
ontinue à valeurs dans (S1)n � ^F0(S1; n),(les intervalles [ui(u); ui+1(u)℄ forment une partition de [0; 1℄). On note ~a(u) 
ette
on�guration ordonnée d'intervalles. L'appli
ationk : (u; [z℄) 2 JS1� S1 7! (u; [x; ~a(u); z℄) 2 IS2est alors un morphisme de S1-�bré au dessus de JS1 et admet pour ré
iproquel : (u; [x; y; z℄) 2 IS2 7! (u; [z℄) 2 JS1� S193




e qui démontre que IS2 est le �bré trivial sur JS1. On a ainsi i
omb�(e(KS2)) =e(IS2) = 0, 
e qui implique que si x = i
omb2 (y) 2 H2(JS1), alors e(KS2)(x) = e(KS2)Æi2(y) = 0, et 
e
i démontre le point 3.Point 4: Pour le dernier point, on évalue la 
lasse d'Euler de 
haque �bré sur le2-
y
le non nul représentant le tore T2 = S1� F0(1) ! LS1 dans H2(LS1) = Z� Z.Notons 
e 
y
le u = (p; q).� Cal
ul de < 
�e(�S2�S2 S3); u >:L'appli
ation 
omposée LS1 
! �S2 ev2! S2restreinte à T2 est de degré 1, puisque elle 
ontra
te les 
er
les S1�f0g et f0g�S1 surle pole nord N de la sphère, et envoie le 
omplémentaire de leur union homéomorphi-quement sur S2nfNg. Elle envoie don
 le générateur u de H2(LS1) sur le générateur wde H2(S2). Par naturalité de la 
lasse d'Euler, le diagramme 
ommutatif de S1-�brés:
��S2�S2 S3 - �S2�S2 S3 - S3LS1? 
 - �S2? ev- S2?donne l'égalité < 
�e(�S2�S2 S3); u >=< e(S3); w >= 1 puisque w est générateur deH2(S2).� Cal
ul de < e(KS2); u >:La restri
tion du �bré KS2 ! LS1 au tore S1 � F0(1) est exa
tement le �bré deHeisenberg H1 = H3=Z3. Sa 
lasse d'Euler évaluée sur le 
y
le u.Notons A = 
�e(�S2�S2S3) et B = e(KS2) les appli
ations de Z-modules. Il existe(a1; a2; b1; b2) 2 Z4 tel que:A(x; y) = a1x + a2y et B(x; y) = b1x+ b2yLes points 2. et 3. impliquent su

essivement a1 = 0 et b1 = 0 puisque H2(JS1) = Z�0.Puisque < A; u >= 1 =< B; u >, on obtient a2 = b2 don
 A = B. On en déduit lepoint 4. 
e qui prouve le théorème. �Proposition IV.2. L'espa
e (KS2)� est un S1-�bré prin
ipal au dessus de (LS1)�faiblement homotopiquement équivalent à �S2�S2 S3.Preuve. � Montrons que l'a
tion du 
er
le est libre sur (KS2)�. Soit X 2 (KS2)�et s 2 R tel que X � [s℄ = X. Soit Xm et Xn deux représentants de X dans (Em)�et (En)�. Les éléments Xm et Xn ont né
essairement le même nombre d'éléments xinon nuls. Soit Xkm (resp. Xkn) l'image de Xm (resp. Xn) après quotients su

essifs pardes proje
tions de type �in, où k est le nombre 
ommuns de 
oordonnées xi non-nuls.Notons Xm = [x1; � � � ; xm; y1; � � � ; ym; z℄ et Xn = [x01; � � � ; x0n; y01; � � � ; y0n; z0℄. Quitte àpermuter 
y
liquement par Z=mZ et Z=nZ, et à 
hanger z et z0, on peut supposer quex1 = x01. Puisque les appli
ations �in ne 
hange pas la 
omposante en z, les éléments94



Xkm et Xkn ne dépendent pas de l'ordre dans lequel s'e�e
tue les proje
tions. De plus,
es proje
tions sont S1-équivariantes, 
e qui implique l'égalité Xkm = Xkn � [s℄ dans(Ek)�, et entraine (l'a
tion est libre sur 
haque (Ep)�) que [s℄ = 0. L'espa
e KS2� estdon
 un S1-espa
e prin
ipal.Pour montrer que KS2� est un �bré prin
ipal, il reste à montrer sa trivialité lo
ale.On �ltre KS2� (resp. LS1�) par les sous-espa
es ((Fm)�)m�0 (resp. ((Dm)�)m�0 dé�niespar (Fm)� = `mn=0(En)�= �m (resp. (Dm)� = `mn=0(Bn)�= �m), où �m est la tra
ede la relation d'équivalen
e � sur les unions �nies respe
tives. Puis on montre, parré
urren
e sur m, que (Fm)� est un �bré prin
ipal de base (Dm)�. KS2�! LS1� apparait
omme la limite indu
tive des S1-�brés prin
ipaux (Fm)� ! (Dm)� sous les in
lusions(Fm)� � (Fm+1)�. Le passage du rang n au rang n+ 1 se traite de manière analogue àla preuve du lemme IV.2, en utilisant le diagramme 
ommutatif:(Em+1)� - (Fm)� a(�m+1)�(E0m+1)� = (Fm+1)�
(Bm+1)�? - (Dm)� a(�m+1)�(B0m+1)� = (Dm+1)�?et en remarquant que l'appli
ation de re
ollement (�m+1)� est S1-équivariante et donneau quotient �m+1� .De plus, l'appli
ation gMil fournit une équivalen
e faible d'homotopie entre KS2 etKS2�. On 
on
lut alors grâ
e au théorème IV.7. �La démonstration pré
édente n'est pas 
omplètement détaillée. Remarquons 
e-pendant que le 
orollaire IV.1 va dans le sens du résultat. En e�et, 
elui-
i dit que lepull-ba
k de la �è
he (KS2)� ! (LS1)� par l'appli
ationMil (voir le diagramme aprèsla proposition IV.1) est un S1-�bré prin
ipal.IV.4.d Le modèle de �S3On 
ommen
e par une proposition.Proposition IV.3. �1(KS2) = �1(�S2�S2 S3) = ZPreuve. � La première égalité dé
oule du théorème pré
édent. Pour la deuxième,on 
onstruit un quotient de type �S3=Z homéomorphe à �S2�S2 S3.Considérons l'a
tion naturelle de Z sur �S3 suivante. Soit k 2 Z, et f un élémentde �S3. On dé�nit alorsk � f : exp(ix) 2 S1 ! k � f(x) = exp(ikx)f(exp(ix)) 2 S3où S1 est vu 
omme le 
er
le unité dans le plan 
omplexe et S3 la sphère unité de C 2 .95



Cette a
tion est libre et proprement dis
ontinue puisque l'inégalité triangulaire
ouplée aux égalités Supx2S1j1 � exp(ikx)j = 2 pour k 6= 0, implique k � B1(f ; 1) \B1(f ; 1) = ;. Comme �S3 est simplement 
onnexe, on obtient �1(�S3=Z) = Z.Par ailleurs, l'appli
ation f 2 �S3 7! (h Æ f; f(0)) 2 �S2�S2 S3 est S1-invariante etdonne au qoutient un homéomorphisme entre �S3=Z et �S2�S2 S3 
e qui entraine lase
onde égalité. �Rappelons que x � y désigne le produit s
alaire eu
lidien dans Rn . PosonsMS2 = f([x; y; z℄; t) 2 KS2� R j [x � 1n℄ = [t℄g � KS2� Ret (MS2)� son analogue dé�ni à partir de (KS2)�. On a alors le 
orollaire suivant.Corollaire IV.2. Les espa
es MS2 et (MS2)� sont faiblement homotopiquement équi-valents à l'espa
e �S3.Preuve. � Par 
onstru
tion, l'espa
e MS2 est un revêtement de groupe Z au dessusde KS2. Mais d'après la proposition IV.3, �1(KS2) est aussi Z. On en déduit queMS2 est le revêtement universel de KS2. Le théorème IV.7 implique alors que MS2est homotopiquement équivalent au revêtement universel de �S2�S2S3 qui est �S3. �IV.5 Une appli
ation de B eT dans �S3En suivant la stratégie de P.Greenberg dé
rite au paragraphe IV.2, nous utilisons lesmodèles de B eT et de �S3 que sont respe
tivement 
Gr=T et (MS2)� pour 
onstruirel'appli
ation désirée.IV.5.a Fon
tions de dé
alageSoit f 2 
Gr et x 2 bk(f) � bQ . Rappelons que Dxf = (f rx)�1f lx est une trans-formation parabolique (�xant x) qui mesure le défaut pour f d'être PSL2R au voisi-nage de x. Puisque PSL2Z agit transitivement sur bQ , il existe 
 2 PSL2Z envoyantx sur 1. Le 
onjugué 
Dxf
�1 est un parabolique en 1. Il est don
 de la formez 2 R [ f1g 7! z + dx(f) 2 R [ f1g. La partie de translation dx(f) ne dépend pasde 
 2 PSL2Z, 
ar les éléments hyperboliques de PSL2Z ne �xent pas de rationnels.Dé�nition IV.5.1. (Fon
tions de dé
alage)Soit x 2 bQ , la fon
tion dx : 
Gr ! R est appelée fon
tion de dé
alage en x. C'est unefon
tion 
ontinue qui mesure quantitativement le défaut d'être PSL2R au voisinagede x.Le lemme suivant donne une formule de dérivation (déjà formulée dans [Gre4℄)pour 
ette famille de fon
tions et la relie aux 
oordonnées horo
y
liques.Lemme IV.4. Pour tout (f; 
; x) 2 
Gr � T � bQ , on a l'égalité:dx(f Æ 
) = d
�x(f) + dx(
) (IV.9)96



De plus, si f 2dGrn et x 2 Sn, on a l'égalitédx(f) = lx(f � bn)� lx(bn) (IV.10)En�n la fon
tion somme:� : f 2 
Gr 7! Xx2bk(f) dx(f) 2 Rest 
ontinue et invariante par le groupe T .Preuve. � Par dé�nition, nous avons Dx(f Æ 
) = (
rx)�1D
�x(f)
lx. En prenantp1 2 PSL2Z tel que p1 � x =1 et p2 = p1 Æ (
rx)�1, on a les égalitésp1Dx(f Æ 
)p�11 = tdx(fÆ
) ; p2D
�x(f)p�12 = td
�x(f) et p1Dx(
)p�11 = tdx(
)où ta désigne la translation z 7! z+a. En é
rivant Dx(f Æ
) = Dx(
)(
lx)�1D
�x(f)
lx,on obtient par uni
ité de la 
onjugaison par PSL2Z,tdx(fÆ
) = td
�x(f) Æ tdx(
)On en déduit ainsi l'égalité IV.9.Pour la se
onde égalité, soit x 2 Sn et notons x� et x+ les voisins immédiatsà gau
he et à droite de x parmis les éléments de Sn. Considérons P 2 PSL2Z etQ 2 PSL2R tels que P (x) =1 et Q(f(x)) =1. L'élément QfP�1 est un élément de
Gr puisque P 2 PSL2Z. De sorte que D1(QfP�1) est bien dé�ni et égal à PDxfP�1puisque Q 2 PSL2R. Ainsi, on a D1(QfP�1) = tdx(f).De plus, QfP�1 �xe l'in�ni. Il est don
 du type z 7! a2z + d+a (resp. z 7! a2z +d�a) sur l'intervalle [1;P (x+)℄ (resp. [P (x�);1℄). On 
al
ule alors expli
itement queD1(QfP�1) = t d+�d�a , 
e qui entraine dx(f) = d+�d�a .Cal
ulons les 
oordonnées horo
y
liques de f et de id en x. Puisque P est unélément de PSL2Z, on a:lx(bn) = l1(P � bn) = Z Px+Px� dyh = P (x+)� P (x�)hoù h est la hauteur de l'horo
y
le P � hFx basé en l'in�ni. De même, on a:lx(f � bn) = lx(Qf � bn) = Z Qf(x�)Qf(x+) dya2h = P (x+)� P (x�)h + d+ � d�ahpuisque Q 2 PSL2R et que QfP�1 transforme l'horo
y
le de hauteur h en l'horo
y
lede hauteur a2h.On obtient don
 lx(f �bn)� lx(bn) = dx(f)h . En�n, P étant dans PSL2Z, l'hor
o
y
leP (hFx ) est de Ford. Etant basé en1, il est à la hauteur 1 sur le demi-plan de Poin
aré,
e qui entraine le résultat. 97



Con
ernant la fon
tion somme, 
elle-
i est 
ontinue pour la topologie faible de 
Gr.Pour l'invarian
e par T , il su�t de remarquer que � est un morphisme de groupes envertu de la formule IV.9, puis que 
ette fon
tion vaut 0, évaluée sur les deux générateurs� et � de T , vus en introdu
tion (voir [Lo
-S
h℄ pour une présentation de T ayantpour système de générateurs f�; �g et 
inq relations). �IV.5.b Constru
tion de � : 
Gr ! (KS2)�Soit f 2 
Gr et �x = (x1; � � � ; xn) une indexation de ses points de 
oupure. Notonsf(�x) la 
on�guration ordonnée des images par f de ses points de 
oupures après appli-
ation de la fon
tion [tan(��)℄�1 (donnée en IV.1.a). Ainsi, f(�x) = (f(x1); � � � ; f(xn))est un élément de F0(n). De même, on note en abrégé d�x(f) = (dx1f; � � � ; dxnf) 2 Rnet [d�x(f)℄ son projeté sur le tore Tn.Notons �(f) = [d�x(f); f(�x)℄ 2 (Bn)�. Cette dé�nition ne dépend pas du premierpoint de 
oupure 
hoisi 
ar (Bn)� est le quotient de (S1)n � F0(n) par Z=nZ. De plus,l'ajout de faux points de 
oupure x0 (dans 
e 
as dx0f = 0) ne 
hange pas la dé�nition de�(f) vu 
omme élément de (LS1)�. On a don
 dé�ni une appli
ation � : 
Gr ! (LS1)�.Lemme IV.5. � est 
ontinue et invariante par T .Preuve. � Pour la 
ontinuité, il su�t de montrer que 8n, �n = �jdGrn est 
ontinue,mais 
e
i est vrai puisque 
haque fon
tion de 
oordonnée f 2 dGrn 7! dxf 2 R etf 2dGrn 7! f(x) 2 S1 pour x 2 Sn est 
ontinue.Pour la T -invarian
e, soit (f; 
) 2 
Gr � T . On peut supposer, quitte à ajouterde faux points de 
oupure, avoir bk(f Æ 
) = 
�1(bk(f)) [ bk(
) = (y1; � � � ; yk). Siyi =2 
�1(bk(f)), on a nyi(f Æ 
) = nyi(
) 2 Z. On peut don
 simpli�er l'expression de�(f), en utilisant la relation d'équivalen
e sur (LS1)� jusqu'à obtenir�(f Æ 
) = [d
yi1 (f); �; d
yis (f); f Æ 
(yi1); � � � ; f Æ 
(yis)℄ave
 
�1 � bk(f) = (yi1 ; � � � ; yis). Après le 
hangement d'indi
es y = 
�1 � x, on obtient�(f Æ 
) = �(f). �Nous souhaitons relever 
ette appli
ation à (KS2)�. Remarquons que l'appli
ation�, à 
ard(bk(f)) = n �xé, transite par l'espa
e Rn�Z=nZF0(n) qui a le type d'homotopiedu 
er
le. Un S1-�bré au dessus de 
et espa
e est don
 trivial. Par exemple le �bréE 0n = Z=nZn hRn � F̂0(n)� Ri =Z2(où l'a
tion de Z2 est donnée par [x; y; z℄ � (q; r) = [x; y + q; z + r + qPn1 xi℄) admetpour se
tion trivial l'appli
ation:[x; y℄ 2 Rn �Z=nZF0(n) 7! [x; ~y; x � ~y℄ 2 E 0noù ~y est un relevé de y et où x � ~y désigne le produit s
alaire entre x et ~y.98



On note gf(�x) 2 F̂0(n) un relevé à priori quel
onque de f(�x). A l'aide de la remarquepré
édente, on dé�nit l'appli
ation suivante:� : 
Gr ! (KS2)�f 7! [d�x(f); gf(�x); d�x(f) � gf(�x)℄Cette appli
ation ne dépend pas du relevé 
hoisi, ni même de l'ordre d'indexationles points de 
oupure de f . Pour le voir, il su�t de rempla
er dans l'expression de�(f) le terme gf(�x) par 
 � gf(�x) où 
 agit sur F̂0(n) 
omme suit:
 � (y1; � � � ; yn) = (y2; � � � ; yn; y1 + 1)On peut également ajouter des faux points de 
oupure, 
e qui n'altére pas le produits
alaire et est don
 
ompatible ave
 les proje
tions (�ni )�. Rappelons que l'a
tion du
er
le relative au S1-�bré (KS2)� est donnée par la formule [x; y; z℄ � [s℄ = [x; y; z + s℄.Proposition IV.4. L'appli
ation � est un relevé 
ontinu de � et véri�e la formulesuivante: �(f Æ 
) = �(f) � �(
)(f) (IV.11)où �(
)(f) = Xy2bk(
) dy(
)f(
y) 2 S1 (IV.12)Preuve. � Remarquons d'abord que l'expression de �(
)(f) est bien dé�nie sur le
er
le S1 = R=Z 
ar les nombre dx(
) sont des entiers. La 
ontinuité de � se traitede même manière que 
elle de �, en notant que, puisque l'appli
ation ne dépend pasdes relevés 
hoisis, on peut prendre 
eux-
i de sorte qu'ils dépendent 
ontinument def lo
alement. L'égalité p� Æ � = � est immédiate.Il reste à montrer la formule IV.11. Quitte à ajouter des points de 
oupure, on peutsupposer que �(f Æ 
) = [d�z(f Æ 
); ^f Æ 
(�z); d�z(f Æ 
) � ^f Æ 
(�z)℄ où bk(
)[ 
�1bk(f) =(z1; � � � ; zp) = �z. D'après la formule IV.9, on ad�z(f Æ 
) � ^f Æ 
(�z) = Xz2
�1�bk(f) d
�z(f) ^f Æ 
(z) + Xz2bk(
) dz(
) ^f Æ 
(z)Notons ℄f(x1) < ℄f(x2) < � � � < f̂(xn) un relevé de f(�x) où �x est une 
on�gurationordonnée des points de 
oupure de f , et ℄f Æ 
(y1) < � � � < ℄f Æ 
(yn) un relevé de(f Æ 
)(�y) où �y est une 
on�guration ordonnée de l'ensemble 
�1bk(f). Puisque 
présèrve l'orientation, il existe un entier k tel que 
yi = xk+i pour tout i 2 Z=nZ. Onobtient alors: ^f Æ 
(yi) = ( f̂(xi+k) si 1 � i < n� kf̂(xi+k) + 1 si n� k + 1 � i � n99



Revenons à �. On peut supprimer, dans l'expression de �(f Æ 
), les termes relatifsaux points n'appartenant pas à 
�1bk(f), 
ar en 
es points, le dé
alage de f Æ
 est unentier. On obtient don
, après proje
tions su

essives par les �ni , l'expression suivante:�(f Æ 
) = " d
y1(f); � � � ; d
yn(f); ^f Æ 
(y1); � � � ; ^f Æ 
(yn);Pn1 d
yi(f) ^f Æ 
(yi) +Pz2bk(
) dz(
)℄f Æ 
(z) #En remplaçant ^f Æ 
(yi) par son expression en fon
tion de f̂(xi+k), on obtient:�(f Æ 
) = " dxk+1f; � � � ; dxkf; ^f(xk+1); � � � ; f̂(xn); f̂(xk) + 1; f̂(xk) + 1;Pn1 dxi(f)℄f(xi) +Pki=1 dxi(f) # � [�(
)(f)℄Mais le premier terme du membre de droite est exa
tement 
kn � �(f), où 
n est legénérateur de l'a
tion de Z=nZ sur (Kn)�. On en déduit la proposition. �Le défaut d'invarian
e de l'appli
ation �, mesuré par �(
)(f) s'interprète très na-turellement dans le problème de 
lassi�
ation des �brés en 
er
les sur 
Gr=T . Nousrappelons maintenant le 
ontexte général de 
e problème.IV.5.
 Nature 
ohomologique du problème de relèvement de �Soit p : eX ! X un revêtement de groupe T agissant à droite sur eX. L'espa
e desappli
ations 
ontinues de eX dans S1 (appelons leM) est un groupe abélien muni d'unea
tion à gau
he de T dé�nie par:
 � s : f 2 eX 7! s(f � 
) 2 S1 8(f; 
) 2 
Gr � TIl s'agit en parti
ulier d'un T -module à gau
he. On peut alors dé�nir la 
ohomologiedu groupe T à 
oé�
ients dans M . Nous prendrons le point de vue des 
o
haines non-homogènes. Par exemple, l'espa
e des 1-
o
haines est C1(T ;M) = Map(T ;M). Un1-
o
y
le est une 1-
o
haine véri�ant �(
1
2) = 
1 ��(
2)+�(
1). Un 1-
obord est une1-
o
haine admettant une primitive, 
'est à dire une 0-
o
haine s 2 C0(T ;M) = Mtelle que 
 � s� s = �(
). Un 
obord est né
essairement un 
o
y
le. Le premier groupede 
ohomologie H1(T ;M) est l'ensemble des 
o
y
les quotienté par les 
obords.Théorème IV.8. Il existe une 
orrespondan
e biunivoque entre H1(T ;M) et l'en-semble des S1-�brés sur X dont le pull-ba
k sur eX est trivial.Une manière de 
onstruire un tel �bré à partir d'un 
o
y
le � est de suspendre le�bré trivial eX � S1. Plus pré
isément, le groupe T agit sur 
e produit. L'a
tion estdonné par: 
 � (x; s) 2 T � ( eX � S1) 7! (x � 
; �(
)(x) + s) 2 eX � S1100



Le quotient eX �T S1 est un �bré en 
er
le sur X dont le pull-ba
k par l'appli
ation derevêtement n'est autre que le produit eX � S1.Ré
iproquement, si l'on se donne un tel �bré E ! X. Soit s : eX ! p�(E) unese
tion du pull-ba
k de E (trivial par hypothèse). L'appli
ation s n'est pas invariantepar T si E n'est pas trivial. Soit (
; x) 2 T � eX. Puisque x � 
 et x ont même imagepar p, leurs images par s sont sur la même �bre. Notons �(
)(x) = s(x � 
) � s(x).Cela dé�nit un 
o
y
le � dans H1(T ;M), qui ne dépend pas de la se
tion s. On peutmontrer que 
es deux 
onstru
tions sont inverses l'une de l'autre.Revenons à notre problème initial. Il s'agit d'un 
as 
on
ret du problème pré
é-dent pour 
Gr = eX et 
Gr=T = X. L'appli
ation � est une se
tion du �bré pull-ba
k��((KS2)�). La méthode pré
édente (
as général), pour 
onstruire le 
o
y
le � 
orres-pond exa
tement à la façon dont nous avons 
al
ulé le défaut d'invarian
e de �.Lemme IV.6. L'appli
ation � est un 1-
o
y
le.Preuve. � Il su�t de montrer que d� = 0. Soit (
1; 
2; f) 2 T 2�
Gr. Par dé�nitionde �, on a �(
1; 
2)(f) =Px2bQ dx(
1
2)f Æ
1
2(x). En utilisant l'égalité IV.9 appliquéeà 
1 Æ 
2, on obtient:�(
1; 
2)(f) =Xx2bQ d
2�x(
1)f Æ 
1(
2 � x) +Xx2bQ dx(
2)(f Æ 
1) Æ 
2(x)Le premier membre de droite est égal à �(
1)(f) après avoir e�e
tué le 
hangementde variable y = 
2 �x. Le se
ond est exa
tement �(
2) évalué en f Æ
1, 
e qui démontreque �(
1
2)(f) = 
1 � �(
2)(f) + �(
1)(f). On a ainsi d� = 0. �Nous allons montrer dans la se
tion IV.6.b que 
e 
o
y
le est nul. Soit � uneprimitive de �, 
'est à dire un élément du T -module M tel que:�(
)(f) = s(f Æ 
)� s(f) 8(f; 
) 2 
Gr � TConsidérons l'appli
ation modi�ée �� = � � � : 
Gr ! (KS2)� dé�nie par:��(f) = [d�x(f); gf(�x); d�x(f) � gf(�x) + �(f)℄La formule IV.11 dans la proposition IV.4 entraine que pour toute primitive �, l'ap-pli
ation �� est invariante par T .On a ainsi, par passage au quotient, dé�nie une appli
ation 
ontinue de 
Gr=T àvaleurs dans le modèle (des points) de �S2�S2 S3.IV.5.d Pro
édé de 
onstru
tion de BorelSi � est un groupe topologique opérant 
ontinuement sur un espa
e topologique X,on peut 
onvertir son a
tion en une a
tion libre sur un espa
e X 0 homotopiquementéquivalent à X. Considérons le �-�bré universel E�! B� (dé�ni à homotopie près).101



C'est à dire que tout �-�bré s'obtient 
omme pull-ba
k de 
e �bré. Le groupe � agitlibrement sur E� pour donner au quotient B� = E�=�, le 
lassi�ant homotopiquedu groupe �. Soit X 0 = X � E� sur lequel � agit diagonalement. L'a
tion de �sur le se
ond terme assure que � agit librement sur 
e produit, et puisque E� est
ontra
tile, X 0 est homotopiquement équivalent à X. Ce pro
édé s'appelle pro
édéde 
onstru
tion de Borel et permet don
 de 
ontourner dans 
ertaines situations lesproblèmes de symétries apparaissant lors de l'étude d'a
tions de groupes.IV.5.e La S1-équivarian
e de  La fon
tion somme � (lemme IV.4), permet de relever l'appli
ation � à (MS2)�par l'appli
ation 
ontinue:  : 
Gr ! (MS2)�f 7! (�(f); �(f))Pour 
al
uler l'homologie de eT puis 
elle de T à partir de 
elle de eT , il faut quo-tienter B eT par une a
tion de S1. Celle-
i n'étant pas libre, on applique la 
onstru
tionde Borel.Le 
er
le S1 = PSO2(R) � PSL2R agit sur 
Gr par 
omposition à gau
he. De plus,l'appli
ation tan(��) : x 2 R=Z ! tan(�x) 2 R [ f1g est S1-équivariante pour lesa
tions du 
er
le par translation t 7! t + s sur R=Z et par PSO2(R) sur R [ f1g.L'a
tion passe au quotient 
Gr=T :S1 � 
Gr=T ! 
Gr=T([s℄ ; f) 7! [s℄ � f = �[s℄ Æ foù �[s℄ = � 
os(�s) �sin(�s)sin(�s) 
os(�s) � 2 PSO2(R)Puisque (MS2)� est homotopiquement équivalent à l'espa
e des la
ets de la sphèreS3, il possède l'a
tion naturelle du 
er
le suivante:S1 � (MS2)� ! (MS2)�([s℄ ; ([x; y; z℄; u) 7! ([x; y + s; z + su℄; u)Celle-
i est bien dé�nie. En e�et, si s0 � s = k 2 Z et ([x; y; z℄; u) 2 (MS2)�, on a[s0℄ � ([x; y; z℄; u) = ([x; y + s; z + su℄ � (0; k; 0); u) = [s℄ � ([x; y; z℄; u)
ar u =Pn1 xi et 
ette dernière 
ondition est préservée par l'a
tion de S1.Lemme IV.7. L'appli
ation  : 
Gr ! (MS2)� est S1-équivariante.102



Preuve. � Celle-
i provient dire
tement de la S1-équivarian
e de la fon
tion tan(��)
ouplée à l'invarian
e des fon
tions de dé
alage pour l'a
tion de PSL2R sur 
Gr par
omposition à gau
he. �Con
ernant la version modi�ée de  , on admet l'hypothèse suivante sur la primitive� du 
o
y
le �. On donnera une preuve de la nullité de [�℄ à la �n de IV.6.b (
orollaireIV.5).� (S1-INV): �Il existe une primitive � de �, invariante pour l'a
tion du 
er
le�.Corollaire IV.3. L'appli
ation  � = (��; �) est S1-équivariante et invariante par T .Preuve. � L'invarian
e de � par S1 
ouplée à la S1-équivarian
e de  entraine 
ellede  �. L'invarian
e par T provient de 
elles de � � � et de � : 
Gr ! R. �Muni de l'appli
ation S1-équivariante  � : 
Gr=T ! �S3, on dé�nit l'appli
ation
ontinue suivante:  � �S1 id : 
Gr=T �S1 ES1 ! LS3(f; x) 7! ( �(f); x)Dans la suite du texte, on omettra l'indi
e � dans  �.IV.6 L'isomorphisme en homologie entièreCette se
tion est entièrement 
onsa
ré à la démonstration du:Théorème IV.9. L'appli
ation  donne un isomorphisme en homologie entière.IV.6.a Stratégie: la 
onnaissan
e des stru
tures de H�L'idée de démonstration est la suivante. Puisque nous savons déjà que les homolo-gies du groupe eT et de l'espa
e des la
ets �S3 sont isomorphes, il su�t de trouver desgénérateurs libres de H�(B eT ) , dont les images par  � sont les générateurs libres deH�(�S3). A première vue, 
ette stratégie semble quelque peu insatisfaisante puisqueelle utilise la 
onnaissan
e d'un tel isomorphisme. Cependant, le but de 
ette partien'est pas tant une nouvelle démonstration du théorème IV.1, qu'une interprétationgéométrique, via les outils de la géométrie CPP, du résultat. Rappelons la stru
turede l'homologie de �S3. Puisque �S3 est homéomorphe au produit 
S3�S3, (la sphèreS3 est muni d'une stru
ture de groupe) la formule de Kunneth donne:H�(�S3) = H�(
S3)
H�(S3)
103



Puisque 
S3 est muni d'une opération produit 
ontinue, la 
omposition des 
hemins(on dit qu'il s'agit d'un H-espa
e), son homologie béné�
ie d'une stru
ture algébriquesupplémentaire, le produit de Pontryagin. Il s'agit de la 
omposition des appli
ationsH�(
S3)
H�(
S3) �! H�(
S3� 
S3) Æ�! H�(
S3)où � désigne le produit 
roisé en homologie et Æ la 
omposition des 
hemins dansl'espa
e 
S3.Ainsi, via le modèle de James JS2 dont la H-stru
ture est dé�nie par la 
on
a-ténation des mots, on obtient que H�(
S3) = Z[u℄ est l'anneau des polynomes à
oe�
ients dans Z, ayant pour générateur, l'image du générateur de H2(S2) par l'ap-pli
ation S2 ! JS2. Finalement, on obtient les groupes d'homologie de �S3 (et 
euxde eT ): Hn(�S3;Z) = Z = Hn(B eT ;Z) 8n � 1Nous adoptons la démar
he suivante.En IV.6.b, on 
onstruit un tore T2 dans l'espa
e 
Gr=T , dont la 
lasse en homologie� est le générateur de H2(
Gr=T ).En IV.6.
, on montre que  2(�) est le générateur de H2((MS2)�), en utilisant leproduit de Pontryagin.En IV.6.d, on prouve, par un pro
édé de saturation par la �bre, pour les S1-�brations (obtenues par le pro
édé de Borel) asso
iées aux espa
es 
Gr=T et (MS2)�,que  envoie le générateur de H3(
Gr=T ) sur 
elui de H3((MS2)�).En IV.6.e, on montre pour tout n que  envoie le générateur de H2n(B eT ;Z) (resp.H2n+1(B eT ;Z)) sur 
elui de H2n(�S3;Z) (resp. H2n+1(�S3;Z)), 
e qui 
on
lut la dé-monstration.IV.6.b Le générateur de H2(B eT )Rappelons que l'espa
e quotient 
Gr=T est un 
lassi�ant de eT (
orollaire III.2).Nous 
onstruisons maintenant un plongement du tore T2 dans 
Gr=T dont le 
y
lerepésentant u est un générateur de H2(
Gr=T ).Nous utilisons i
i les normalisations pour Gr et F 0 suivantes:Gr = ff 2 Gr j f r0 = idg et F 0 = �
 2 T j 
l0 = 
r0 = id	Notons que l'a
tion de F 0 � T par 
omposition à droite sur 
Gr �xe le nouveau nor-malisé Gr. On obtient ainsi l'appli
ation � : Gr=F 0 ! 
Gr=T qui induit au niveau desgroupes fondamentaux l'in
lusion F 0 � eT .Soit I = [1; 2℄. Considérons les arêtes de Farey suivantes:e0 = (1;�2) e00 = (2;1) e1 = (�2;�1) e01 = (1; 2)104



Pour s 2 I, on note gs = h�1s Æ �s;��;e1, la déformation log-lambda modi�ée le longde l'arête e1. C'est à dire que ht est le mor
eau hyperbolique de �s;��;e1 sur l'in-tervalle [�1;1℄. On note ensuite pour (s; t) 2 I2, g0s;t = h0s;t Æ �t;gs���;gs�e01 la défor-mation log-lambda modi�ée le long de gs � e01 par rapport à la tesselation gs � ��.L'élément hyperbolique h0s;t 
orrespond à la restri
tion de �t;gs���;gs�e01 sur l'intervalle[gs(1); gs(1)℄ = [1; 1℄.Notons ~�(s; t) l'élément 
omposé g0s;tÆgs. Il s'agit d'un élément de 
lasse CPP. L'en-semble des points de 
oupure de ~� est 
ontenu dans f1; 32 ; 2;1;�2;�32 ;�1g d'après lelemme III.2. C'est don
 un élément de 
Gr.D'autre part, notons g (resp. g0) l'élément de T 
orrespondant, via le théorèmeI.2, au mouvement élémentaire le long de l'arête e0 (resp. e00). Il s'agit d'un élément
onstitué de quatre mor
eaux et dont les points de 
oupure sont �1, �32 , �2 et 1(resp. 1, 2, 32 et 1). Par exemple, l'élément g envoie le quadruplet (1;�2;�32 ;�1)sur (1;�3;�2;�1).Lemme IV.8. Dans l'espa
e 
Gr, on a les égalités suivantes:~�(s; 2) = ~�(s; 1) Æ g0 ~�(2; t) = ~�(1; t) Æ g 8(s; t) 2 I2 (IV.13)Preuve. � Nous montrons les deux faits suivants. Ces appli
ations sont normaliséesau sens dé�ni pré
édemment et leurs 
oordonnées log-lambda portées par la tesselationde Farey 
oïn
ident. On en déduit alors les égalités dans 
Gr.Pour tout homéomorphisme du 
er
le, on note Supp(f) = fx 2 S1 j f(x) 6= xg sonsupport. Par 
onstru
tion, les supports de ~�(s; t), g et g0 sont:Supp(~�(s; t)) = [�1; 1℄ Supp(g) = [�1;1℄ Supp(g0) = [1; 1℄Par 
onséquent, pour tout (s; t) 2 I2, l'appli
ations ~�(s; t) est normalisée. De même,g et g0 appartiennent à F 0. Ainsi, les 
omposées ~�(s; t) Æ g et ~�(s; t) Æ g0 sont égalementnormalisées. Il reste à 
a
luler leurs 
oordonnées log-lambda.Soit e 2 ��. Par dé�nition, on a �(~�(s; t))(e) = �((g0s;t Æ gs) � bF ; (g0s;t Æ gs) � e). Grâ
eau lemme II.1, appliqué à la déformation le long de gs � e01, on obtient:�((g0s;t Æ gs) � bF ; (g0s;t Æ gs) � e) = �(gs � bF ; gs(e)) si gs(e) 6= gs(e01)�((g0s;t Æ gs) � bF ; (g0s;t Æ gs) � e) = t�(gs � bF ; gs(e)) si gs(e) = gs(e01)Puis en l'appliquant à la déformation gs le long de e0, on obtient:�(gs � bF ; gs(e)) = �(bF ; e) si e 6= e1�(gs � bF ; gs(e)) = s�(bF ; e) si e = e1Puisque e1 6= e01, et que �(bF ; e) = p2 pour tout e 2 ��, on en déduit les 
oordon-nées log-lambda:�(~�(s; t))(e1) = sp2 �(~�(s; t))(e01) = tp2 et �(~�(s; t))(e) = p2 8e 6= e1; e01105



Passons à la 
omposée ~�(s; t) Æ g0. D'après la proposition III.1, si e est une arêtede Farey, on a �(~�(s; t) Æ g)(e) = �(~�(s; t); g(e)). Pour le 
al
ul de 
e dernier terme,il faut distinguer les 
as selon que g(e) est (ou n'est pas) une arête de Farey. Or, par
onstru
tion de g, e01 est la seule arête de Farey dont l'image par g n'est pas une arêtede Farey.Pour 
al
uler la lambda-longueur le long de 
ette arête, nous appliquons la for-mule de Ptolémée (proposition III.2) pour le quadrilatère de sommets 1; 2; 3;1. Pardé�nition de ~�(s; t), le bra
elet ~�(s; t) � bF a les lambda- longueurs suivantes:�(~�(s; t) � bF ; ~�(s; t) � (1; 2)) = tp2 �(~�(s; t) � bF ; ~�(s; t) � (�1;�2)) = sp2�(~�(s; t) � bF ; ~�(s; t) � (1; 1)) = p2 8e 2 �� n f(1; 2); (�1;�2)gNotons que (1; 2) = g0(1; 32) et (�1;�2) = g0(�1;�2).L'image par g0 de l'arête de Farey e01 est l'arête (1; 3). La formule de Ptoléméedonne �(~�(s; t) �bF ; ~�(s; t) �(1; 3)) = (t+1)p2. Finalement, le support de �(~�(s; t)Æg0)est égal à fe01; e1; (1; 32)g et ses 
oordonnées sur le support sont:�(~�(s; t) Æ g0)(e01) = (t+1)p2 �(~�(s; t) Æ g0)(e1) = sp2 �(~�(s; t) Æ g0)((1; 32)) = tp2On en déduit pour t = 1:�(~�(s; 1) Æ g0)(e01) = 2p2 �(~�(s; 1) Æ g0)(e1) = sp2 �(~�(s; 1) Æ g0)((1; 32)) = p2D'autre part, le 
al
ul des 
oordonnées de ~�(s; t) donnent en t = 1 le même résultat.On en déduit l'égalité �(~�(s; 1)Æg0) = �(~�(s; 2)). Puisque � est inje
tive, on a l'égalitédans Gr, puis dans 
Gr puisque 
es éléments sont normalisés.L'égalité �(~�(1; t) Æ g) = �(~�(2; t)) se traite de la même façon et le lemme estdémontré. �Considérons l'appli
ation suivante:~� : I2 ! 
Gr=T(s; t) 7! ~�(s; t)Le lemme pré
édent implique le:Corollaire IV.4. L'appli
ation ~� est 
ontinue et passe au quotient en une appli
ation� : T2 ! 
Gr=T qui transite par � : T2 ! Gr=F 0, 
'est à dire � = � Æ �, où � estl'appli
ation � : Gr=F 0 ! 
Gr=T .Pourquoi transiter par � ? Pour montrer que la 
lasse d'homologie de �(T2) est legénérateur de H2(eT ). En e�et, d'après [Ghy-Ser℄, l'in
lusion F 0 � eT donne un iso-morphisme entre les deuxièmes groupes d'homologie de F 0 et de eT . Cet isomorphismeest aussi réalisé par l'appli
ation �. On va montrer que la 
lasse d'homologie, notée�0 du tore 
onstruit dans Gr=F 0 est le générateur de H2(Gr=F 0) ' H2(F 0) (d'après le106




orollaire III.1). Dans H2(F 0), l'élément 
orrespondant de 
e tore est le 
y
le (g et g0
ommutent) �0 = (g; g0)� (g0; g).Pour montrer que �0 est un générateur de H2(F 0), on l'évalue sur une 
lasse de 
o-homologie dans H2(T ), le 
o
y
le de Gobillon-Vey dis
ret. Nous ne faisons i
i qu'imiterla démonstration du lemme 4.7. dans l'arti
le [Ghy-Ser℄. Ce 
o
y
le s'exprime naturel-lement dans le modèle linéaire par mor
eaux du groupe T , 
'est à dire PL2(S1) (voirse
tion I.6).Pour le dé�nir, on a besoin de la notation suivante. Si u : S1 ! R est une fon
tionadmettant des limites latérales en tout point, on notera �u : S1 ! R la fon
tionasso
iée à u dé�nie par �u(x) = u(x+) � u(x�). Si ur est la dérivée à droite d'unefon
tion, on pose pour (u; v) 2 PL2(S1)� PL2(S1):gv(u; v) = Xx2S1 ���� log2v0r log2(u Æ v)r�log2v0r �log2(u Æ v)r ���� (x) (IV.14)Remarquons que 
ette somme est �nie puisque les dérivées des éléments de PL2(S1)ont un nombre �ni de dis
ontinuité sur le 
er
le.Théorème IV.10. (Ghys-Sergies
u [Ghy-Ser℄ 1987) La fon
tion gv : PL2(S1) �PL2(S1) ! Z est un 
o
y
le. De plus, si � est le générateur de H2(F 0;Z) = Z, alors[gv℄ = 2�.Il su�t don
 d'évaluer gv sur �0 2 H2(F 0) et de trouver 2. Pour 
ela, nous avonsindiqué sur la �gure IV.2 les éléments g et g0 et leurs éléments 
orrespondant u et vdans PL2(S1). Le 
al
ul porte sur x = 12 2 R=Z puisque 
'est le seul point 
ommunaux adhéren
es des supports de u et v. On obtient ainsi gv(�) = gv(u; v)� gv(v; u) =1� (�1) = 2.On peut résumer 
e qui pré
ède par la:Proposition IV.5. Le 
y
le � est le générateur de H2(
Gr=T ).Corollaire IV.5. Le 
o
y
le [�℄ est nul.Preuve. � D'après le théorème IV.8, la nullité de [�℄ équivaut à la trivialité du�bré pull-ba
k ��((KS2)�). Montrons la nullité de sa 
lasse d'Euler e(��((KS2)�), enl'évaluant sur le 
y
le générateur � (proposition IV.5). Puisque � Æ � est à valeursdans JS1, et par naturalité de la 
lasse d'Euler, il reste à voir que la restri
tion de(KS2)� à JS1 est triviale. Ce
i est une 
onséquen
e de l'a�rmation 3. du théorèmeIV.7: ker e((KS2)�) � i
omb2 (H2(JS1)). �IV.6.
 L'image du générateur est un générateurA première vue, on doit e�e
tuer le 
al
ul  2(�) dans H2((MS2)�) = Z et montrerqu'il s'agit d'un générateur. Nous allons 
onduire le 
al
ul dans l'homologie de JS1(plus exploitable), et 
e
i est permis puisque � vit dans H2(F 0), et que F 0 a l'homologie107
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Fig. IV.2 � Le 
y
le générateur de H2(eT ).de JS1. On utilise pour 
ela l'appli
ation ' dé�nie en IV.2.b, et 
e
i est possible grâ
eà la formule IV.10 reliant les longueurs horo
y
liques (qui dé�nissent ') aux fon
tionsde dé
alage (qui dé�nissent  ). Il faut don
 montrer le:Lemme IV.9. L'image de �0 par l'appli
ation '2 (IV.2) est le générateur de H2(JS1).Preuve. � En utilisant le lemme II.4 appliqué au 
as n = 3, pour 
haque déforma-tion gs et g0s;t, on obtient, en ne prenant 
ompte que des longueurs horo
y
liques nonentières: '(�(s; t)) = �3 + 2t ; t; 1 + 2t ; 5 + t+ s; 3 + 2s ; s; 5 + 2s� (IV.15)l'appli
ation donnée par le membre de droite dans IV.15 est homotope à l'appli
ation'h : T2 ! JS1[s; t℄ 7! [�t; t;�t; t + s;�s; s;�s℄Il su�t don
 de montrer que ('h)2(T2) est le générateur de H2(JS1). Remarquons quel'appli
ation 'h transite par le tore T7:'h : T2 k! T7 i7! JS1où k(s; t) = (�t; t;�t; t + s;�s; s;�s) et i7((�i)i2<1;7>) = [�i℄i2<1;7> 2 JS1.De plus, on a l'égalité:H2(T7) = �1�i<j�7H1(S1i)
H1(S1j)108



où S1i représente la i-ème 
oordonnées dans le tore T7, par la formule de Kunneth.Notons ui le générateur de H1(S1i). Chaque terme ui 
 uj est envoyé par i72 sur legénérateur, notons le 
 de H2(JS1). Le 
al
ul se fait dans l'homologie de T7, et onobtient alors:k2([s; t℄) = [�t; t℄ + [�t;�t℄ + [�t; t + s℄ + [�t;�s℄ + [�t; s℄ + [�t;�s℄+ [t;�t℄ + [t; t + s℄ + [t;�s℄ + [t; s℄ + [t;�s℄+ [�t; t + s℄ + [�t;�s℄ + [�t; s℄ + [�t;�s℄+ [t+ s;�s℄ + [t+ s; s℄ + [t + s;�s℄+ [�s; s℄ + [�s;�s℄+ [s;�s℄L'appli
ation k1;2 : (s; t) 2 T2 7! (�t; t) 2 S11� S12 envoie le 
y
le fondamental du toresur 0, puisque son image est un 
er
le. Il en est de même pour les appli
ations k5;6,k5;7 et k6;7 ave
 les notations évidentes.L'appli
ation k1;3 : (s; t) 2 T2 7! (�t; t+s) 2 S11�S13 se relève en un automorphismede R2 de déterminant 1. Elle envoie don
 le 
y
le fondamental du tore sur u1
 u4. Enfaisant de même pour les autres termes, on obtient �nalementk2([s; t℄) = 0 + 0 + u1 
 u4 � u1 
 u5 + u1 
 u6 � u1 
 u7+ 0 � u2 
 u4 + u2 
 u5 � u2 
 u6 + u2 
 u7+ + u3 
 u4 � u3 
 u5 + u3 
 u6 � u3 
 u7+ + u4 
 u5 � u4 
 u6 + u4 
 u7+ 0 + 0+ 0Mais puisque 
haque ui 
 uj s'envoie par i7 sur 
, on a l'égalité, après simpli�
ation,'2(�0) = 
, et le lemme est démontré. �Considérons à présent le diagramme 
ommutatif suivant:H2(Gr=F 0) '2- H2(JS1)�����i
omb2 RH2(
Gr=T )�2 ?  2- H2((MS2)�) e2- H2(LS1)où e est l'appli
ation 
omposée (MS2)� ! (KS2)� ! (LS1)�.Corollaire IV.6.  2 fournit un isomorphisme entre H2(
Gr=T ) et H2((MS2)�).Preuve. � Notons � =  2(�) et �0 le générateur de H2((MS2)�) = Z (
orollaireIV.2), puis l 2 Z j� = l�0. Le diagramme 
ommutatif, où 
haque �è
he allant vers le109



bas représente une équivalen
e d'homotopie:(MS2)� - (KS2)� - (LS1)� � JS1
�S3? - �S2�S2 S3? - �S2? � 
S2?indique d'une part que Æ = e2(�) est in
lus dansZ� f0g � Z� Z = H2(LS1)et d'autre part que Z � f0g = Im(i
omb2 ). Soit e2(�0) = (k; 0). Puisque '2(�0) est legénérateur de H2(JS1), le diagramme pré
édent implique que son image par i
omb2 est(0; 1). Le diagramme pré
édent en homologie de degré 2 donne alors l'égalité e2(�) =(0; 1), 
e qui implique que lk = 1. Ainsi, � est le générateur de H2((MS2)�). �Passons maintenant à l'homologie en dimension 3.IV.6.d Le générateur en dimension 3Con
ernant le générateur de degré 3, l'isomorphisme 2 : H2(
Gr=T )! H2((MS2)�)passe au produit puis au quotient par S1 (
ar le tore T2 est normalisé) en l'appli
ationsuivante: ( � id)2 : H2(
Gr=T �S1 ES1)! H2((MS2)� �S1 ES1)On sature 
ette appli
ation par la �bre S1 pour donner le diagramme 
ommutatifsuivant: H2(
Gr=T ) p�- H2(
Gr=T �S1 ES1) s- H3(
Gr=T )

H2((MS2)�) 2 ? p�- H2((MS2)� �S1 ES1)( � id)2 ? s- H3((MS2)�) 3 ?On a e�e
tué en homologie l'opération duale de l'intégration par la �bre en 
ohomo-logie. Le 
omposé en bas s Æ p� est un isomorphisme d'après [Ghy-Ser℄) et le 
orollaireIV.2. De plus le 
orollaire III.2 entraine H3(
Gr=T ) = Z. Via le diagramme pré
édent,on en déduit que  3 est un isomorphisme.
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IV.6.e En toute dimensionPour passer à l'isomorphisme en toute dimension, on souhaiterait utiliser la stru
-ture de Hopf sur l'homologie relative à la stru
ture de H-espa
e asso
ié à �S3. Malheu-reusement, nous ne possédons pas de H-stru
ture naturelle sur 
Gr=T . Pour 
ontourner
e problème, nous utilisons la 
ohomologie entière qui 
oïn
ide ave
 l'homologie entièrepuisque les groupes d'homologie que nous envisageons sont tous libres. La stru
ture deproduit exterieur de la 
ohomologie est toujours dé�nie et est naturellement préservéepar les appli
ations.On rappelle rapidement la stru
ture de l'anneau de 
ohomologie de eT [Ghy-Ser℄.Soit �(u) la Z-algèbre extérieure engendrée par un générateur de degré impair u et �(x)l'anneau gradué des puissan
es divisées, engendré par un générateur x de degré pair,
'est à dire l'anneau libre engendré par le système de générateurs (xn)n�1 ave
 x1 = x,les autres éléments étant obtenus par ré
urren
e grâ
e aux égalités xn �xp = (n+p)!n!p! xn+p.Rappelons que H�(eT ;Z) = �[�℄
�(u) ou � est de degré 2 et u de degré 3. De même,on notera H�((MS2)�;Z) = �[�℄
 �(v).Théorème IV.11. L'appli
ation  fournit un isomorphisme en homologie entière.Preuve. � Puisque l'homologie de eT (resp. �S3) ne 
ontient que des groupes libres(isomorphes à Z ou nuls), elle 
oïn
ide ave
 sa 
ohomologie. D'après 
e qui pré
ède, envoie � sur � et u sur v. Pour la dimension 2n ave
 n � 1, notons que la stru
tured'algèbre des puissan
es divisées, de part et d'autre implique que �nn! (resp. �nn! ) est legénérateur de H2n(
Gr=eT ) (resp. H2n((MS2)�)). Par ailleurs, l'appli
ation  présèrvela stru
ture multipli
ative des anneaux de 
ohomologie. Ainsi, on a �n =  �(�n) =n! �(�nn! ). Par 
onséquent,  �(�nn! ) = �nn! , 
e qui montre l'isomorphisme en dimensionpaire. L'argument est identique en dimension impaire, et 
e
i termine la démonstrationdu théorème. �Corollaire IV.7. '0 � id : 
Gr=T �S1 ES1 ! LS3est une équivalen
e en homologie entière.Preuve. � Il su�t d'appliquer le lemme des 
inq sur le diagramme 
ommutatifrésultant des suites de Gysin asso
iées aux �brés en 
er
le S1 ! 
Gr=T � ES1 ! 
Gr=T �S1 ES1 et S1 ! �S3� ES1 ! LS3. �On aura remarqué que  et  � id fournissent des versions géométriques des ap-pli
ations b et 
 du théorème IV.1.
111



IV.7 Le 
as du groupe F 0: une nouvelle preuveIV.7.a Une stru
ture multipli
ative sur BF 0Nous 
onstruisons i
i un produit sur l'espa
e Gr qui passe au quotient pour donnerun produit sur Gr=F 0. On utilise une autre normalisation de Gr analogue à la nor-malisation des bra
elets introduite au paragraphe II.1.d. Celle-
i est dé�nie 
ommesuit: Gr = nf 2 CPP j bk(f) � bQ et Supp(f) �℄1; 0℄oet F 0 = n
 2 T jSupp(
) �℄1; 0[oD'une part, 
e nouvel F 0 est isomorphe à l'an
ien dé�ni au paragraphe III.6. D'autrepart, il agit par 
omposition à droite sur 
ette version normalisé de Gr.Pour dé�nir un produit sur Gr, on utilise les éléments de PSL2Z suivants:A : x 2 R [ f1g 7! x2x+ 1 2 R [ f1gB : x 2 R [ f1g 7! x + 2 2 R [ f1gqui sont des éléments paraboliques véri�antA(0) = 0 A(�12) =1B(1) =1 B(�2) = 0Si f 2 Gr, on note fA (resp. fB) le 
onjugué de f par A�1 (resp. B�1).Proposition IV.6. Si f 2 Gr, alors fA et fB sont des éléments de Gr véri�antSupp(fA) � [�12 ; 0℄ et Supp(fB) � [1;�2℄.Preuve. � Puisque A 2 PSL2Z, fA est à points de 
oupure rationnels. L'a�rmationévidente Supp(fA) � [�12 ; 0℄ permet de 
on
lure que fA est normalisé. Le mêmeargument est valable pour fB. �Nous sommes en mesure de dé�nir une opération produit sur l'espa
e Gr.Dé�nition IV.7.1. (Produit) Soit � l'appli
ation suivante:� : (f; g) 2 Gr2 7! f � g = fB Æ gA 2 GrPuisque Supp(fB)\Supp(gA) = ;, le produit f � g est en
ore à points de 
oupurerationnels. Il est aussi normalisé puisque Supp(f � g) � Supp(fB) [ Supp(gA). On aainsi muni Gr d'une stru
ture de produit. Remarquons en�n que f � gj[�2;� 12 ℄ = id, desorte que le bra
elet de Ford b2 est �xé par f � g.112



On montre à présent que 
e produit passe au quotient par F 0.Proposition IV.7. (Passage au quotient) Si (f; g; 
; 
0) 2 Gr2 � F 02, alors il existe
00 2 F 0 tel que (f Æ 
)� (g Æ 
0) = (f � g) Æ 
00. Preuve. � Remarquons que 
 2 F 0 implique que 
A et 
B sont aussi des éléments dugroupe F 0. On a (f Æ
)�(gÆ
0) = fB Æ
B ÆgAÆ
0A. Puisque Supp(
B)\Supp(gA) = ;,les éléments 
B et gA 
ommutent. On obtient don
 l'égalité re
her
hée en posant
00 = 
B Æ 
0A. �Ce produit passe don
 au quotient. On le note de la même façon sur Gr=F 0. Notonsqu'il n'est pas asso
iatif à homotopie près, puisque F 0 n'est pas abélien. Or, le groupefondamental d'un H-espa
e (espa
e muni d'un produit asso
iatif à homotopie prés)est abélien.IV.7.b Multipli
ativité de BF 0 ! 
S2On 
ommen
e par dé�nir les sous-ensembles de Sn intervenant dans la suite. Onnote S�n = Sn \ R� = SBn [ S0n [ SAn , où SBn = Sn \ [0;�12 ℄, S0n = Sn\℄ � 12 ;�2[ etSAn = Sn\ [�2;1℄. L'homographie A�1 (resp. B�1) fournit une bije
tion de l'ensembleS�n vers SAn+2 (resp. SBn+2).Considérons à présent l'appli
ation ' : Gr ! JS1 dé�nie au IV.2. Rappelons quele modèle de James possède la stru
ture de H-espa
e induite par la 
on
aténation desmots.Lemme IV.10. L'appli
ation ' est multipli
ative.Preuve. � Soient f et g deux éléments de Grn. Puisque A�1 (resp. B�1) envoyentS�n sur SAn+2 (resp. SBn+2), on a bk(f � g) = bk(fB) [ bk(gA) � S�n+2. Ainsi, le produitde f et g est un élément de Grn+2. De plus, puisque les appli
ations A et B �xentglobalement le bra
elet de Ford, on a les égalités:lx((f � g) � bn+2) = lB�x(f � bn) 8x 2 SBn+2lx((f � g) � bn+2) = lA�x(g � bn) 8x 2 SAn+2En�n, si x 2 S0n+2, alors on a lx((f � g) � bn+2) = lx(bn+2) 2 Z, 
ar f � g est àsupport disjoint de l'intervalle ℄� 2;�12 [. On obtient don
 l'égalité dans JS1'n+2(f � g) = 'n(f) � 'n(g)On en déduit le lemme. �
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IV.7.
 Homologie de F 0Dans [Bro-Geo℄, les auteurs 
onstruisent un 
omplexe 
ubique sur lequel le groupeF agit. L'étude de l'a
tion de F sur 
e 
omplexe permet de 
al
uler l'homologie de F :Théorème IV.12. (Brown-Geoghegan [Bro-Geo℄, Stein [Ste℄) Pour tout n � 0, legroupe Hn(F ;Z) est isomorphe à Z� Z.Soit F+ le sous-groupe de F des éléments dont le germe à gau
he en 1 est l'identitéet 
onsidérons les morphismes de groupes :'l : f 2 F 7! log2f 0l (1) 2 Z'r : f 2 F+ 7! log2f 0r(0) 2 ZPartant du théorème IV.12, nous utilisons les extensions de groupes suivantes:0! F+ ! F 'l! Z! 00! F 0 ! F+ 'r! Z! 0En appliquant les suites de Wang en homologie asso
iées à 
es extensions, on obtientle résultat suivant:Proposition IV.8. 8k � 0, on a les égalités:H2k(F 0;Z) = Z et H2k+1(F 0;Z) = 0Preuve. � Commençons par la première extension. Soit s une se
tion de 'l. La
onjugaison par s(1) dans F présèrve le sous-groupe F+ et donne naissan
e à unautomorphisme de F+ noté As. L'appli
ation en homologieHk(F+) Ask�idk! Hk(F+)ne dépend pas de la se
tion s et donne la suite exa
te de Wang en homologie:� � � ! Hk+1(F )! Hk(F+) Ask�idk! Hk(F+)! Hk(F )! � � �Les morphismes Ask � idk sont nuls. En e�et, prenons 
 un 
y
le en homologiedu type [f1j � � � jfk℄. Notons x0 = Sup fx 2℄0; 1[\([i2<1;k>Supp(fi))g. On a 
lairementx0 < 1 puisque les éléments fi ont leurs germes égaux à l'identité à gau
he de 1. Iln'est pas di�
ile de 
onstruire un élément g0 2 F à support 
ontenu dans l'intervalle℄x0; 1℄ et dont la dérivée à gau
he de 1 vaut 2. L'élément g0 dé�nit alors une se
tion sde 'l en posant s(1) = g0. Comme Supp(g0) \ Supp(fi) = ; pour tout i, on en déduitque le morphisme Ask � idk évalué sur le 
y
le 
 est nul. Ce morphisme ne dépendantpas de s, on en 
on
lut qu'il est nul. 114



E
rivons la suite de Wang asso
iée à l'extension 'l:� � �Z� Z ak! Hk(F+) 0! Hk(F+) bk! Z 
k! Hk�1(F+) 0! Hk�1(F+) � � �Puisque Ker(bk) = Im(0) = 0, Hk(F+) est un sous-groupe de Z � Z. Il est don
sans-torsion. De plus, Ker(
k) = Im(bk) = Hk(F+). Par 
onséquent 
k fa
torise en unisomorphisme de Z�Z=Hk(F+) vers Z. On en déduit que Hk(F+) est isomorphe à Z.Le même argument appliqué à la se
onde extension de groupes permet de 
on
lurela démonstration. �On en vient à la deuxième démonstration de l'équivalen
e d'homologie entre BF 0et 
S3.IV.7.d Deuxième démonstrationOn 
onnait à présent l'homologie de F 0, mais nous n'avons à priori au
une infor-mation sur une éventuelle stru
ture multipli
ative existante sur 
ette homologie. Par
ontre, nous 
onnsaissons la stru
ture d'algebre de l'homologie de 
S3 dans 
elle de
S2. Si �0 (resp. 
) désigne le générateur de degré 2 de l'homologie de Gr=F 0 (resp.JS1), on a '2(�0) = 
 d'après le lemme IV.9.Pour montrer que '2n est un isomorphisme, on utilise un diagramme 
ommutatifqui traduit l'asso
iativité de �l'image� de � par 'n.Notons �n(f1; � � � ; fn) = f1 � (f2 � (� � � � fn) � � �) et 
on(x1; � � �xn) = x1 � x2 � � �xn,la 
on
aténation des mots. La proposition II.2 entraine l'égalité dans JS1:'(�n(f1; � � � ; fn)) = '(f1) � '(f2) � � �'(fn)Ce
i se traduit par le diagramme 
ommutatif:(Gr=F 0)n 'n- (JS1)n
Gr=F 0�n ? ' - JS1
on ?qui donne en homologie le diagramme suivant:nMi=1 H2(BF 0) in- H2n((BF 0)n) 'n2- H2n((JS1)n)

H2n(BF 0)(�n)2n ? '2n- H2n(JS1)(
on)2n ?115



Considérons � = �ni=1�0i 2 Lni=1H2(BF 0), où �0i est une 
opie de �0, et �n sonimage par (�n)2n Æ in. En utilisant la 
ommutativité du diagramme pré
édent et lastru
ture de Hopf sur l'homologie de JS1, on obtient su

essivement'2n(�n) = 
on2n Æ ('2)n Æ in(�ni=1�0i) = ['2(�0)℄nOn en déduit que '2n est un morphisme surje
tif de Z dans Z et l'argument utilisédans la démonstration du 
orollaire IV.6 permet de 
on
lure l'inje
tivité de '2n.Puisque en dimension impaire, les homologies sont triviales de part et d'autre, onen déduit que ' réalise un isomorphisme en homologie entière entre Gr=F 0 et 
S3.� Remarque: On en déduit dire
tement la stru
ture multipli
ative sur l'homologiede F 0. En e�et, la démonstration pré
édente montre également que �n est le générateurde H2n(F 0).La 
onnaissan
e d'un 
y
le générateur �0 = [T2℄ de l'homologie de Gr=F 0 permetde 
onstruire expli
itement un 
y
le torique [T2n℄ (
'est un tore 
ar fB et gA 
om-mutent), générateur de l'homologie en degré 2n. Plus pré
isément, 
e générateur estune sous-variété donné 
omme quotient d'un 2n-
ube I2n � Gr, par 2n-mouvementsélémentaires le long d'arêtes de Farey à supports deux à deux disjoints.
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