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Introduction

Etant donné un espace analytique X, I'espace de Douady D(X) paramétrise tous
les sous-espaces analytiques compacts de X. Dans sa thése de 1965, Douady a pu munir
cet espace d’'une structure complexe naturelle et construire au-dessus de lui une famille
analytique universelle. Pourcin a ensuite établi la version relative de I'espace de Douady.
Lorsque X est projectif, cette construction est due a Grothendieck et D(X) coincide dans ce
cas avec le schéma de Hilbert. Dans la pratique, on s'intéresse aussi a des variantes de I'es-
pace de Douady qui sont obtenues en général a partir de sous-foncteurs ouverts du fonc-
teur de Hilbert, qui définit I'espace de Douady, et sont donc ouverts dans ce dernier. Par
exemple, on définit 'espace D' (X) (resp. D), (X)) qui paramétrise les sous-variétés com-
plexes connexes et compactes de X (resp. de méme dimension m).

D’autre part, Kobayashi a introduit en 1967 sur chaque espace analytique X une
pseudo-distance dx qui ne dépend que de la structure complexe de X. Si dx est une dis-
tance, X s’appelle hyperbolique. Brody a introduit une forme plus faible d’hyperbolicité
mais qui coincide avec celle de Kobayashi sur les espaces analytiques compacts. X est dit
hyperbolique au sens de Brody s'il n’existe pas de courbes holomorphes entieres f : C —
X non constantes. Enfin, Eisenman s’est inspiré de la construction de la métrique de Ko-
bayashi en définissant une mesure k-dimensionnelle (1 < k < dim X) qui est aussi intrin-
seque et admet des propriétés similaires a celles de la métrique de Kobayashi-Royden (i.e.
la forme infinitésimale de dx). Ainsi, elle a introduit la notion de k-mesure hyperbolicité
qui généralise celle de I'hyperbolicité au sens de Kobayashi.

Dans ce contexte, une question parait naturelle : est-ce que 'espace de Douady
D(X) est hyperbolique (resp. au sens de Brody) si X lui-méme est hyperbolique ou k-
mesure hyperbolique pour un entier k convenable? La méme question se pose d’ailleurs
pour les variantes de D(X) telles que D'(X) ou D}, (X). Lobjectif de ce travail est d’étudier
ces questions. Comme résultats, nous donnons deux contre-exemples qui montrent que
méme si X est hyperbolique, D(X) lui-méme ne peut étre en général hyperbolique. Ce-
pendant, nous montrons I’hyperbolicité au sens de Brody de D (X) permettant de garder
I'espoir en ce qui concerne 'hyperbolicité (au moins au sens de Brody) de D' (X) a travers
le théoreme principal suivant :

Théoréme 5.4.1. — Soit X un espace analytique 2-mesure hyperbolique. Alors
D} (X) est hyperbolique au sens de Brody.

Ce théoréme est en analogie avec le théoréme de Royden de I'hyperbolicité de I'es-
pace de Teichmiiller pour le cas des courbes algébriques abstraites i.e. non nécessairement
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plongées. D’ailleurs, la démonstration de ce théoréme se base essentiellement sur 'hyper-
bolicité de I'espace de Teichmiiller T¢, g > 1. En effet, nous allons construire pour chaque
g > 1, une application holomorphe g, définie sur le revétement universel DN{,g(X ) de
I'espace de Douady des sous-variétés de X qui sont des courbes algébriques de genre g, a
valeurs dans I'espace de Torelli Té, (Iequel espace admet T, comme revétement universel).
De plus les fibres de @ sont hyperboliques au sens de Brody dés que X est 2-mesure hy-
perbolique. Ceci permet de remonter la propriété d’hyperbolicité au sens de Brody de Té
a 5{’g(X) et de déduire pour Dj 4(X) par revétement. Notons que pour les cas spéciaux
g = 0etg = 1, Djg(X) est discret d’olt 'hyperbolicité au sens de Brody est une consé-
quence triviale. Enfin remarquons que pour prouver 'hyperbolicité au sens de Brody des
fibres de g, nous allons établir le résultat intermédiaire suivant, plus général que le be-
soin, et qui peut avoir d’autres applications :

Théoréme 3.2.1.1. — Soit X = (),f,S) une famille analytique localement triviale
de sous-espaces analytiques compacts de dimension k > 1 d’un espace analytique X.
Supposons que X est (k + 1)-mesure hyperbolique, alors S est hyperbolique au sens de
Brody.

Les techniques utilisées pour prouver le théoréme 5.4.1 (plus précisément le cas
du genre g = 1) peuvent étre généralisées pour étudier le sous-espace ouvert D;(X ) de
I'espace de Douady D(X) d’un espace analytique projectif X, qui paramétrise les sous-
variétés complexes compactes de X lesquelles sont des variétés abéliennes de dimension
d.Icil'espace de module de Siegel joue le role de I'espace de Torelli dans le théoréme 5.4.1.
Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoreme 6.3.3. — Soit X un espace analytique projectif de dimension n. Suppo-
sons que X est (d + 1)-mesure hyperbolique, 1 < d < n — 1. Alors D} (X) est discret.

Cette approche permet de retrouver le théoréeme 5.4.1 dans le cas spécial du genre
g = 1. Notons que les méthodes de la preuve du théoréme 5.4.1 (et ainsi le théoreme
6.3.3) restent pour l'instant insuffisantes dans le cas général (celui de D), (X) avec m quel-
conque) car on ne dispose pas, a priori , d'un espace hyperbolique de variétés complexes
compactes abstraites de dimensions supérieures pour jouer le role de I'espace de Torelli
dans le cas de dimension 1 et 'espace de Siegel pour les variétés abéliennes.

Nous montrons aussi I'hyperbolicité de certains sous-espaces spéciaux de D} (X) et
de D; (X) sans aucune condition d’hyperbolicité sur X, mais pour X une variété complexe.

Lespace de modules des applications holomorphes.

Soient X et Y deux espaces analytiques. X étant supposé compact. Alors I'ensemble
des applications holomorphes Hol(X,Y) de X a valeurs dans Y peut étre réalisé comme un
ouvert de I'espace de Douady D(X X Y) en identifiant chaque application avec son graphe.
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Ce résultat, d0 a Douady, permet de munir Hol(X,Y) d’une structure complexe induite de
cellede D(X x Y).

Lhyperbolicité de Hol(X,Y) a été étudiée en premier lieu par Kobayashi qui a ob-
tenu que si Y est (compact) hyperbolique alors Hol(X,Y) est (compact) hyperbolique.
Dans ce travail, nous allons réduire les hypotheses sur Y en le supposant seulement (for-
tement) k-mesure hyperbolique. Plus généralement, si Y est fortement k-mesure hyper-
bolique, alors nous obtenons la méme propriété sur Hol(X,Y) pour X fortement mesure
hyperbolique :

Théoreme 4.7. — Soient X un espace analytique compact fortement mesure hy-
perbolique et Y un espace analytique fortement k-mesure hyperbolique, alors Hol(X,Y)
est fortement k-mesure hyperbolique.

Lélaboration de ce théoreme se base sur le théoréeme suivant concernant les
familles analytiques localement triviales de sous-espaces compacts d'un espace analy-
tique X :

Théoréme 3.2.2.2. — Soient X un espace analytique de dimension n et X =
(V,1,S) une famille analytique localement triviale de sous-espaces analytiques compacts
de dimension k > 1 de X. Supposons que les fibres de 1 sont mesure hyperboliques et
que X est fortement (k+ p)-mesure hyperbolique, p un entier entre 1 et n — k. Alors S est
fortement p-mesure hyperbolique.

En particulier, si p = 1 nous obtenons I'hyperbolicité de la base S. Ce théoreme est
obtenu a partir d'une estimation sur la p-mesure de Fisenman de la base en fonction de la
k-mesure de Eisenman d’une fibre et la (k+ p)-mesure de Eisenman de X.

D’autre part, nous étudions I'ensemble Holy(X,Y) des applications holomorphes
de X dans Y de rang > k qui est un ouvert de Hol(X,Y). Ce que nous obtenons c’est le
suivant:

Théoreme 4.6. — Soient X et Y deux espaces analytiques. Supposons que X est
compact et Y est k-mesure hyperbolique, 1 < k < inf(dim X, dim Y). Alors Holy_1(X,Y)
est hyperbolique au sens de Brody.

Si Y est compact et dimY = k (Y est dans ce cas mesure hyperbolique) alors
Hol,(Y,Y) coincide avec le groupe Aut(Y) d’automorphismes de Y qui est un groupe de
Lie complexe. Le théoréme 4.6 implique en particulier que Aut(Y) est discret. Nous retrou-
vons donc un théoréeme de Kobayashi (voir théoréme 4.4 ou voir aussi B. Wong [Wo]).

Le contenu du texte.

Le chapitre 1 est consacré a I'étude des espaces analytiques hyperboliques et k-
mesure hyperboliques. Nous rappelons la définition de la pseudo-distance de Kobayashi
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ainsi que la forme infinitésimale due a Royden. Nous en citons quelques propriétés impor-
tantes qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieurs. Nous parlons également brie-
vement de I'hyperbolicité au sens de Brody. Enfin, nous introduisons, d’apres Graham-
Wu, les k-mesures de Eisenman. Nous définissons les espaces analytiques (fortement) k-
mesure hyperboliques et nous en donnons quelques exemples qui illustrent 'intérét de
cette notion en pratique.

Dans le chapitre 2, nous étudions 1'espace de Douady et ses variantes. Nous rap-
pelons en premier lieu le théoréme d’existence de Douady ainsi que sa version relative
due a Pourcin précédés d’'un bref rappel sur les familles analytiques. Nous citons ensuite
quelques exemples de variantes de I'espace de Douady qui sont intéressants en pratique ;
notamment, 'espace de Douady des sous-variétés complexes compactes et connexes
(resp. de méme dimension m), I'espace de Douady des courbes algébriques (resp. de genre
g fixe), I'espace symétrique et les espaces de morphismes. Enfin, nous citons quelques
problemes d’hyperbolicité sur I'espace de Douady et ses variantes. En fait, c’est la que
nous prouvons que I'espace de Douady lui-méme n’est pas hyperbolique en général. Nous
citons pour cela deux exemples.

Le chapitre 3 est un chapitre intermédiaire. Il contient des résultats concernant les
familles analytiques localement triviales. Ces résultats sont nécessaires pour prouver les
théoremes principaux de cette thése. Nous rappelons d’abord deux critéres de trivialité
des familles analytiques : I'un est local, c’est une généralisation du théoreme de Grauert-
Fischer; l'autre est global et est une conséquence du principe de Grauert-Oka. Ensuite,
nous utilisons ces deux critéeres pour prouver 'hyperbolicité au sens de Brody de la base
d’une famille analytique de sous-espaces analytiques compacts de dimension k > 1 d'un
espace analytique X (k + 1)-mesure hyperbolique. Nous prouvons aussi que si les fibres
de la famille sont mesure hyperboliques et X est fortement (k+ p)-mesure hyperbolique,
alors la base est fortement p-mesure hyperbolique. En particulier, si p = 1, la base est hy-
perbolique au sens de Kobayashi. Pour prouver ce théoréme nous établissons une estima-
tion sur la p-mesure de Eisenman de la base en fonction de la (k+ p)-mesure de Eisenman
de X et de la p-mesure de Eisenman d’une fibre de la famille.

Lobjet du chapitre 4 est I'espace de modules des applications holomorphes. Nous
rappelons d’abord le théoréme de structure de Douady. Nous parlons ensuite du théoréme
de Kobayashi sur 'hyperbolicité de Hol(X,Y) pour Y hyperbolique. Notre apport a ce sujet
sera le théoreme d’hyperbolicité au sens de Brody de I'’espace de modules des applications
holomorphes de rang > k a valeurs dans un espace analytique Y (k + 1)-mesure hyper-
bolique, et le théoreme de k-mesure hyperbolicité forte de Hol(X,Y) pour X fortement
mesure hyperbolique et Y fortement k-mesure hyperbolique.

Le chapitre 5 est consacré a la preuve du résultat principal de cette these : le théo-
réme 5.4.1 cité plus haut. Dans la premiére section, nous rappelons les définitions des es-
paces de modules de Teichmdiller et de Torelli. Lhyperbolicité de ces derniers est 'objet
de la deuxieme section. Nous construisons I'application holomorphe y,; dans la troisiéme
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section et nous en étudions '’hyperbolicité des fibres. Ensuite, nous prouvons le théoréme
5.4.1 dans la quatriéme section. Dans la derniere section nous montrons 'hyperbolicité
d’un ouvert spécial de D (X) pour X une variété non singuliere.

Dans le chapitre 6, nous allons reprendre les techniques utilisées pour prouver le
théoréme 5.4.1 (plus précisément le cas du genre g = 1) dans un cadre plus général: le
sous-espace D’ (X) de I'espace de Douady D(X) qui paramétrise les sous-variétés com-
plexes compactes et connexes de dimension d d'un espace analytique projectif X qui sont
des variétés abéliennes. Lespace de module de Siegel joue ici le role de 'espace de Torelli
dans la preuve du théoréeme 5.4.1. Nous en rappelons la définition ainsi que celle des fa-
milles analytiques des variétés abéliennes. Ensuite, nous montrons que D (X) est discret
pour X (d + 1)-mesure hyperbolique. Nous retrouvons donc le cas du genre g = 1 dansle
théoréme 5.4.1 comme un cas particulier. Enfin nous montrons I'hyperbolicité d’'un ouvert
spécial de D} (X) comme dans le cas de dimension 1.

Dans tout le texte, les espaces analytiques sont complexes. Ils sont supposés sé-
parés et a bases dénombrables sauf dans 2.1, 2.2, 2.3 et 5.1 ou ils conservent toute leur
généralité.
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Chapitre 1

HYPERBOLICITE ET k-MESURE HYPERBOLICITE
SUR LES ESPACES ANALYTIQUES
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Nous rappelons dans ce chapitre les définitions et les principales propriétés de la
notion d’hyperbolicité et celle de k-mesure hyperbolicité sur les espaces analytiques.

1. Espaces analytiques hyperboliques

1.1. Hyperbolicité au sens de Kobayashi.

Soit X un espace analytique. Notons A le disque unité du plan complexe C muni
de la métrique de Poincaré
ds* = 4dz dz/(1 — |s]*))?.

Soit p la distance sur A définie par ds®. D’apres Kobayashi [K1], on introduit une pseudo-
distance sur X comme suit : étant donné deux points p et g de X, on considére une chaine
de disques holomorphes de p vers g, i.e. une chaine de points p = py, p1,...,px = q de
X, des pairs de points ay, by, ...,ax, by de A et des applications holomorphes fi,...,fx €
Hol(A,X) telles que:

fi(ai) = pi—1et fi(b;)) = pipouri =1,... k.
La longueur de cette chaine est par définition :
p(ai,by) + --- + p(axby) -

La pseudo-distance de Kobayashi est donnée par :

dx(p.q) = inf(p(ai,br) + - - - + p(ax.br))

ol l'infimum est pris au long de toutes les chaines des disques holomorphes de p vers q.
1l est facile de vérifier que dx est une pseudo-distance sur chaque composante connexe
de X.

La forme infinitésimale de dy est construite par Royden [R1]. Elle est définie par
inf {% > 0; tel qu'il existe une application holomorphe f : A — X
Fx(pg) = vérifiant f(0) = pet f,(3/9z)) = rE}
400 s’il n'existe pas une telle application pour tout r > 0

pour tout (p,E) € TX. TX étant 'espace fibré tangent de X. On appelle Fx la pseudo-
métrique de Kobayashi-Royden sur X. Notons que pour tout espace analytique X (non
nécessairement connexe), la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden est définie sur X. 11
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résulte immédiatement que dp = p et Fi = ds®. La métrique de Kobayashi-Royden est
donc une généralisation de la métrique de Poincaré sur le disque. Cependant il est facile
de vérifier que :

dc(p,q) = 0pour p,g € C;

Fe(p&) = 0pour pE € TC.

dx ainsi que Fx sont également triviales pour X = P!(C) et X = C*. Elles sont invariantes
par les applications biholomorphes. dx est continue sur X alors que Fx est semi-continue
supérieurement. De plus, la pseudo-distance de Kobayashi ainsi que la pseudo-métrique
de Kobayashi-Royden vérifient les propriétés suivantes sur les espaces complexes (voir
pour les détails, par exemple Kobayashi [K1] et [K2], Royden [R1], Urata [U] et Lang [L]) :

1) (coersivité). — Si f : X — Y est une application holomorphe, alors

dy(f(p).f(q)) < dx(p.q) pour pq € X
Fy(f(p).fep&) < Fx(p) pour (pg) € TX.

et

2) (maximalité). — Si d est une pseudo-distance sur X satisfaisant

d(f(p).f(q)) < p(pq) pour pg € A

pour toute f : A — X holomorphe, alors on a d < dx. De méme si H est une pseudo-
meétrique sur X vérifiant

H(f(p).f&) < |ds|(pE) pour (pE) € TA

pour toute application f : A — X holomorphe, alors on a aussi H < Fy.

3) (produit). — Ona
dxxy((pa),(p',4")) = max(dx(p,p'),dv(q,q')) pour pp' € Xetgq € Y.
Fxxv((p.q),(wv)) = max(Fx(p,u),Fy(qv)) pour (pu) € TXet(qv) € TY.

4) (revétement). — Soit X un revétement de I'espace analytique X avec la projec-
tion 11 : X — X. Alors:

dx(p.q) = dgz(r ' (p), ' (q)) pour p,g € X
= infd(p,q) ou p € m~(p) fixe
et 'infimum est pris au long de tous les § = 7 !(g).

Infinitésimalement, on a

F;{ =1 Fx.
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1.1.1. ExeMPLE. — Le demi-plan supérieur H = {z € C/Im z > 0} est biholo-
morphe au disque unité A, donc la métrique Fy; provient de la métrique de Poincaré ds?.
Concretement, on a

|v]

Fy(zv) = g Pour (zv) € TH.

De plus, le demi-plan supérieur est un revétement du disque pointé A* = {z € C/0 <

|z| < 1} avec la projection w = €*™* et donc d’apres la 4-iéme propriété ci-dessus, on
trouve ¥
v
Fpa« (W v) = 7——— .
|w|log [w]

1.1.2. Définition (Kobayashi [K1], Royden[R1]). — Un espace analytique X est dit
hyperbolique si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :

1) dx est une distance;
2) dx induit la topologie de X.

X est dit hyperbolique complet si dx est compléte. Directement d’apres la dé-
finition, on note que le fait d’étre hyperbolique est biholomorphiquement invariant.
L'exemple le plus simple des espaces hyperboliques est le disque unité A. Plus généra-
lement, toute surface de Riemann compacte de genre g > 2 est hyperbolique compléte.
D’apres les propriétés citées ci-dessus de la pseudo-distance de Kobayashi et la pseudo-
métrique de Kobayashi-Royden , le produit de deux espaces analytiques hyperboliques
(complets) est hyperbolique (complet). Un espace analytique est hyperbolique (complet)
si et seulement si son revétement est hyperbolique (complet). De plus, on a:

1.1.3. Théoreme (voir Kobayashi [K2]).

1) Soit 1 : X — X une application holomorphe telle que 7! (x) est discréte pour
tout x € X. Si X est hyperbolique alors X lest.

2) Soitm : X — X une application holomorphe propre telle que T~ (x) est hyper-
bolique pour tout x € X. Si X est hyperbolique alors X l'est de méme.

3) Si X est la normalisation d’'un espace analytique X hyperbolique (complet), il est
aussi hyperbolique (complet).

4) Soit X;eq I'espace analytique réduit de X. Alors X est hyperbolique si et seulement
si Xieq est hyperbolique.
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1.2. Hyperbolicité au sens de Brody.

1.2.1. Définition. — Soit X un espace analytique. X est dit hyperbolique au sens
de Brody si toute application holomorphe f : C — X est constante.

Immédiatement d’apres les définitions, il résulte que '’hyperbolicité au sens de Ko-
bayashi implique celle au sens de Brody. Ce dernier a prouvé dans [Br] I'inverse dans le cas
compact.

1.2.2. Théoréeme. — Si X est compact alors X est hyperbolique si et seulement s’il
est hyperbolique au sens de Brody.

Si X n’est pas compact, ce théoréme n’est plus valable en général. Lexemple suivant
donne un espace analytique hyperbolique au sens de Brody mais non hyperbolique.

1.2.3. ExempLE. — Soient Y := C N\ {0,1}, Z := {(zw) € C*/u?(z+ 1) = 1} et
X=C~(Zzu({o} xC)U ({1} x C) U(—1,0)U (—1,1)).Soit p : X — Y la projection
(zw) — z.

11 est clair que toutes les fibres de p sont hyperboliques et que Y est aussi hyper-
bolique ce qui implique que X est hyperbolique au sens de Brody. Cependant X n’est pas
hyperbolique. En effet, on montre facilement que dx(a,b) = 0,Va,b € ({—1} x C) N X.
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1.2.4. ExEMPLE. — Soit G un groupe de Lie complexe. Alors G n’est pas hyperbo-
lique au sens de Brody.

2. Espaces analytiques k-mesure hyperboliques

2.1. Les mesures de Eisenman.

Nous allons introduire dans cette section, en s’accordant a Graham-Wu [G-W], les
k-mesures intrinseques de Eisenman. D’abord fixons quelques notations : X est un espace
analytique de dimension 7; soit p un point régulier de X, T,,X est 'espace tangent holo-

k
morphe de X en p; A T, X estla k-iéme puissance extérieure de 7, X ; D’;X est]’'ensemble
k
des éléments décomposables de A T, X. Si ( | ) est une métrique hermitienne sur T,X,

k
alors elle induit naturellement une métrique hermitienne sur A T, X en mettant

(| B) = det{(vi | wi)}

oux =v; A---Avgetf =w; A--- A\ wiappartenant a D’;X et en généralisant cette dé-
k
finition a A T, X par linéarité. On note [|«||? := (« | ). Soit ||y|| la métrique hermitienne

k
sur A T,B* (o1 B* est la boule unité dans C*) induite par la métrique de Bergman. o étant
l'origine de B.

2.1.1. Définition. — Soient k un entier entre 1 et n, et & € D’;X. La k-mesure
de Eisenman de « est EX(p,«) = inf {||y||?/y € DoB* et il existe une application holo-
morphe f : B¥ — X telle que f (0) = pet fu(y) = «}.

D’une fagon équivalente, EX(p,x) peut étre définie comme suit: Ef(px) =
{R=%F/ il existe une application holomorphe f : B* — X telle que f(0) = p et

f+ (i JARREIAY a% (0)) = Rfu } E}? n’est définie que pour les points réguliers de X.

aZl

Notons que E}( n'est autre que le carré de la pseudo-métrique de Kobayashi-
Royden. E§ est invariante par biholomorphisme, elle est semi-continue supérieurement
(cf. Graham-Wu [G-W]).

Soit maintenant A un sous-espace analytique de dimension k d'un ouvert/ C X
(on 'appelle sous-espace analytique local de X). Supposons que p € A. La forme de
pseudo-volume de Eisenman Wﬁ de A est définie comme suit: soit wy,...,w; des coor-

données locales de X au voisinage de p et supposons que 6371 ... B%k sont tangents a A en
p. Alors
0 0 VvV—1\k
wx =Ek(;—/\---/\— )(—)d Adwy A -+ A dwg A dy..
alp) = Ex(p 3 - 70 P wy A diw, wi A dwy
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Cette définition est indépendante du choix des coordonnées locales.
WX est appelée la forme de pseudo-volume de Kobayashi-Eisenman et sera notéWy.

WY« n'est autre que la forme de volume de Bergman

/—1\k
O = (T) dzy Ndzi N\ --- Ndzp N\ dzy.

2.1.2. Définition. — X est dit k-mesure hyperbolique si pour tout sous-espace
analytique local A de dimension k, WX est strictement positive en dehors d’'un sous-espace
analytique de A de codimension au moins 1. X est dit fortement k-mesure hyperbolique si
pour tout point régulier p de X, il existe un voisinage ouvert!{ de p dans X et une constante
strictement positive ¢ tels que

EX(ga) > cyl|«||* pourtoutq € U et « € D’;X.

Lorsque k = n, on dit que X est mesure hyperbolique (resp. fortement mesure hyper-
bolique) au lieu de n-mesure hyperbolique (resp. fortement n-mesure hyperbolique). Si
k = 1, alors la notion de 1-mesure hyperbolicité forte coincide avec I’hyperbolicité au

sens de Kobayashi.

2.2. Propriétés.

Nous allons regrouper dans le théoréme suivant quelques propriétés importantes

des mesures de Eisenman (voir Graham-Wu [G-W]) :

2.2.1. Théoréeme. — Soient X et Y deux espaces analytiques de dimensions res-

pectives n et m.
1) Soit f : X — Y une application holomorphe. Alors
[TEy < Ey
Ia ot1 elles sont définies.
2) Exly = E{ - Ey.
) Wxsy =Wx AWy
4) Sim: X — Y estun revétement, alors
T Ef = EX.
La deuxieme propriété est appelée formule de produit et est due a Graham-Wu.
Elle n’est pas valable si on adopte les polydisques au lieu des boules dans la définition des

mesures de Eisenman, c’est d’ailleurs la raison pour laquelle on maintient la définition des
EF avec les boules.
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Etant donné X un espace analytique de dimension 7, on définit le volume total de
X par

vol(X) = /X Wy.

Alors, on a (Kobayashi [K1], théoréme 8.14 et Yau [Y], proposition 1) :

2.2.2. Théoreme. — Soient X et Y deux espaces analytiques de dimension n. Sup-
posons que Y est mesure hyperbolique. Soit f : X — Y une application holomorphe

propre.

1) Sivol(X) < vol(Y), alors f est dégénérée partout sur X.

2) Sivol(X) < 2vol(Y), alors f est ou bien dégénérée partout sur X ou bien biholo-
morphede X surY.

Nous terminons cette section par une observation simple mais qui sera utile dans

les prochains chapitres :

2.2.3. Proposition. — Soit X un espace analytique de dimension n > k—1, k > 0.
Soit Y un espace analytique k-mesure hyperbolique. Alors toute application holomorphe
F:C x X — Y estderang inférieur ou égal a k—1.

Démonstration. — On a Eé = 0, donc Eéxx = 0 par 2.2.1, 2). La proposition
découle donc de 2.2.1. 1). |

Remarquons que la proposition 2.2.3 reste valable si on remplace C par P!(C) ou

méme par un tore complexe de dimension 1.

2.3. Exemples.

1. Variétés de Fermat. — Soient z°,z!,...,z"1, des coordonnées locales homo-
geénes de P"*1(C). Une variété de Fermat de degré d, notée F(d), est 'hypersurface de

P"+1(C) définie par
n+1

Z(zi)d =0.

i=0
D’apres Kobayashi [K2], F(d) admet un fibré canonique trés ample si d > n + 2, et si
n > 2,lavariété de Fermat contient une courbe rationnelle. Par conséquent, si d > n+2 et
n > 2 alors F(d) est une variété fortement mesure hyperbolique mais non hyperbolique.
De plus soit T : Eai/) — F(d) un éclatement de F(d) en un point p € F(d). Comme

—_~

C* ! c mY(p) C F(d), F(d) n'est pas k-mesure hyperbolique pour tout k = 1,...,n—1.
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Cependant F(d) est fortement mesure hyperbolique, car cette propriété peut étre relevée
de F(d) a F(d) par m en utilisant le fait que si f : B" — F(d) est non dégénérée alors
o f : B" — F(d) est aussi non dégénérée et en appliquant la définition.

Nous pouvons aussi utiliser les variétés de Fermat pour prouver que le produit de
deux variétés fortement k-mesure hyperboliques n’est pas fortement k-mesure hyperbo-
lique. Par exemple, F(6) dans P3(C) est fortement 2-mesure hyperbolique mais F(6) x
F(6) ne peut pas étre 2-mesure hyperbolique car il contient P!(C) x P!(C) (cf. Graham-
Wu [G-W]).

2. — Soit X un espace analytique de dimension n > 1 et Y un espace analytique
de dimension m. Supposons que X est hyperbolique et que Y est fortement mesure hyper-
bolique mais non hyperbolique. D’apreés la proposition 2.2.1, X X Y est k-mesure hyperbo-
lique pour tout k > m + 1. De cette maniére, nous pouvons construire des espaces analy-
tiques k mesures hyperboliques pour k intermédiaire entre 1 et la dlmensmn Par exemple
B™ x F(d) est (n + 1)-mesure hyperbolique de dimension n + m, ou F(d) c P"H(C)
est définie dans 'exemple précédent.

3. Variétés de type général. — Soit X une variété complexe compacte. Un fibré en
droites L sur X est dit trés ample s'il existe une base de sections (S, ...,Sy) de H°(X,L)
qui engendrent L en tout point et induit un plongement projectif

j: X — PNO).
On dit que L est ample s'il existe un entier strictement positif m tel que L™ est trés ample.

L est dit pseudo-ample s'il existe un entier m strictement positif tel que I'application j
induite par L®™ est birationnelle.

dim X
Soit kx le fibré canonique de X, ie. kx = HR T*X, olt T* X est le fibré cotangent
de X. Supposons maintenant que X est algébrique projective. X est dite variété de type
général si kx est pseudo-ample. Alors on a (Kobayashi-Ochiai [K-O]) :

—Si kx estample alors X est de type général.

—Si X est de type général alors X est fortement mesure hyperbolique.
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Chapitre 2

L'ESPACE DE DOUADY ET SES VARIANTES
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Introduction

Etant donné un espace analytique X, I'espace de Douady D(X) paramétrise tous
les sous-espaces analytiques compacts de X. D(X) admet une structure complexe d’apres
un théoréme célebre de Douady suite a une conjecture de Grothendieck. Si X est pro-
jectif, D(X) n'est autre que le schéma de Hilbert construit plus tot par Grothendieck. 11
existe aussi une version relative de I'espace de Douady, établie par Pourcin [P] qui a prouvé
aussi que pour tout espace analytique S, 'espace de Douady relatif Dg(X) peut étre plongé
comme un sous-espace analytique de D(X). X est dans ce cas relatif sur S.

Lexistence de 'espace de Douady est assurée a partir du foncteur contravariant dit
foncteur de Hilbert qui a chaque espace analytique T (resp. sur un autre S) associe 'en-
semble des familles analytiques de sous-espaces analytiques compacts de X (resp. propres
de X/S) paramétrées par T (resp. par T/S). Ce foncteur est représentable par D(X) (resp.
Ds(X)). On a besoin donc de la notion de familles analytiques pour formuler de fagon
précise ce foncteur. Ceci fera 'objet du paragraphe 1. Nous rappelons ensuite, dans le pa-
ragraphe 2, le théoréme d’existence de Douady ainsi que sa version relative due a Pourcin.

11 existe également des variantes de 'espace de Douady d'une importance remar-
quable dans la pratique, réalisées dans la plupart des cas par des ouverts de I'espace de
Douady provenant de sous-foncteurs “ouverts” du foncteur de Hilbert. Nous citons dans le
paragraphe 3 quelques exemples qui seront utiles dans la suite. Nous considérons notam-
ment les sous-espaces ouverts de I'espace de Douady qui paramétrisent les sous-variétés
complexes compactes de X ainsi que celles d'une méme dimension fixe m ou aussi qui
sont toutes connexes. En conjuguant ces dernieres conditions et en mettant m = 1, on
obtient ce qu’'on appellera I'espace de Douady des courbes plongées de X qui paramétrise
les sous-espaces compacts de X qui sont des courbes algébriques. Nous verrons dans le
chapitre 3 que cet espace est hyperbolique au sens de Brody si X est 2-mesure hyperbo-
lique.

Nous allons citer aussi I'exemple des espaces d’applications tels que I'ensemble
des S-morphismes d’espaces analytiques X et Y noté Holg(X,Y), 'ensemble des S-

isomorphismes Isomg(X,Y) ou aussi 'ensemble des sections [| Z/X d’un espace ana-
X/S
lytique Z sur X sur S. Ils sont tous réalisés par des ouverts dans des espaces de Douady

convenables.

Dans le dernier paragraphe, nous poserons quelques problémes concernant I'hy-
perbolicité de I'espace de Douady et de certaines de ses variantes. Ce qu’il faut retenir de
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ce paragraphe c’est que I'espace de Douady tout entier n’est pas hyperbolique en général
méme si X 'est, mais on garde 'espoir pour avoir I'hyperbolicité de certaines variantes,
méme au sens faible de Brody, pour les prochains chapitres.

1. Familles analytiques complexes

1.1. Familles d’espaces analytiques compacts.

La définition suivante est due a Grothendieck [Gr] :

1.1.1. Définition. — Une famille analytique (complexe) d’espaces analytiques
compacts X = ()),p,S) consiste en :

(i) Une paire d’espaces analytiques ) et S.
(i) Une application holomorphe p : Y — S qui est surjective, propre et plate.

S est appelée la base de la famille. On dit aussi que la famille est au-dessus de S ou
paramétrée par S. Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, on notera tout simplement ) la famille
X = (Y,p,S) et on utilisera I'abréviation famille analytique (ou tout simplement famille)
pour la désigner.

Les fibres de p sont des espaces analytiques compacts, de méme dimension si S est
connexe. La famille X = (), p,S) est dite aussi déformation de chacune de ces fibres.

Les familles analytiques au-dessus d'un espace analytique donné S, forment une
catégorie pour la notion de S-isomorphisme.

Soit f : §' — S une application holomorphe, alors le triplet X' = ()} x §,p’,5')
s
ou p' est la projection naturelle de J) x S sur &', forme une famille au-dessus de S’ qui

s
s’appelle image réciproque de X par f. f s’appelle dans ce cas changement de base de X.

1.1.2. ExempLE. — Lexemple le plus simple des familles d’espaces analytiques
compacts est donné par les produits JJ = Y x S au-dessus de S ol1 Y est un espace
analytique compact. La projection naturelle p : Y — S, étant plate (voir Fischer [F]) et
propre (puisque Y est compact), rend le triplet (), p,S) une famille analytique. Une famille
isomorphe a un tel triplet s’appelle famille triviale.

1.1.3. Définition. — Une famille analytique X = ()),p,S) d’espaces analytiques
compacts est dite localement triviale si pour tout s € S, il existe un voisinage ouvert de
s dans S tel que la famille X, == (p~" (U), p)p-1 @)U est triviale.
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1.1.4. REMARQUE. — Soit X = (), p,S) une famille analytique telle que ) et S sont
des variétés complexes. Alors la platitude de p entraine que p est une submersion et on
retrouve la notion de familles analytiques de variétés complexes compactes définie par
Kodaira-Spenser [K-S].

1.1.5. Définition. — Soit X un espace analytique donné. On appelle famille ana-
Iytique de sous-espaces analytiques compacts de X, toute famille analytique X = (),p,S)
munie d’un plongement fermé holomorphe F : ) < S x X tel que le diagramme suivant

soit commutatif.

1.2. Familles analytiques dans la catégorie des espaces relatifs.

Un espace relatif est un espace analytique X muni d'une application holomorphe
f de X vers un espace analytique donné S. Cette situation est parfois notée par le symbole
X/S qui s’appellera aussi espace analytique sur (ou au-dessus) de S. Les espace relatifs sur
S forment une catégorie (An)/S. La notion de familles analytiques peut étre généralisée au
cas relatifs comme suit :

1.2.1. Définition. — On appelle famille analytique d’espaces relatifs sur S tout tri-
pletXs := (),p,T) constitué de:

(i) Un espace analytique T sur S.

(i) Un espace analytique ) et une application holomorphe p : Y — T surjective,
propre et plate muni d’une application holomorphe F : Y — T X S telle que le

diagramme suivant
Yy — TxS

O
SR
T
soit commutatif.
Limage réciproque d’une famille analytique X5 := (),p,T) d’espaces relatifs sur

S par un changement de base holomorphe f : T' — T est aussi une famille analytique
d’espaces relatifs sur S donnée par le triplet X = (V',p,T")ou Y’ = T’ x Yetp : Y —
T' 1a projection naturelle. Lapplication F : ) — T x S de la définition précédente induit
l'application F' : ))) — T’ X TxS=T xS
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De plus, un isomorphisme entre deux familles d’espaces relatifs sur S, Xs =
(V,p.T) et X5 = (V',p/,T') est défini par un isomorphisme entre ) et )’ qui respecte

le diagramme commutatif suivant:
TxS

F/ \F’

ol F et F' sont les applications holomorphes induites par les familles X 1 et X’ respecti-
vement. Il est donc clair que 'ensemble des familles analytiques d’espaces relatifs sur S est

une catégorie.

1.2.2. Définition. — Soit X un espace analytique donné au-dessus d’'un espace
analytique S fixé. On appelle famille analytique de sous-espaces analytiques propres de
X/S paramétrée par T/S tout triplet Xx,s = (V,p, T) constitué de :

(i) Un espace analytique T sur S.

(i) Un espace analytique ) et une application holomorphe p : Y — T, surjective,
propre et plate.

muni d’un plongement fermé holomorphe F : Y < T X X tel que le diagramme suivant :
s

F
Y — TxX

o S
pl / proj;
T
soit commutatif.
1.2.3. REMARQUE. — En prenant pour S un espace analytique réduit a un point,

dans les deux définitions précédentes, on retrouve la notion de familles analytiques dans
la catégorie des espaces analytiques ordinaires.

2. L'espace de Douady

2.1. Le théoréme de Douady.

Soit X un espace analytique donné. On définit un foncteur contravariant
F : (An) — (Ens)
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de la catégorie des espaces analytiques a valeurs dans la catégorie des ensembles par
F(S) =l'ensemble des classes d’isomorphismes des familles analytiques de sous-espaces
analytiques compacts de X au-dessus de S. Alors

2.1.1. Théoreme (Douady [D]). — Le foncteur F est représentable. Plus précisé-
ment, il existe un espace analytique noté D(X), un sous-espace analytique R de D(X) x X
et une application holomorphe p : R — D(X) tel que (Rp,D(X)) forme une famille
analytique de sous-espaces analytiques compacts de X qui, de plus, vérifie la propriété
universelle suivante : pour toute famille analytique (),p',S) de sous-espaces analytiques
compacts de X, il existe une application holomorphe unique (a isomorphisme prés) f :

S — D(X) telleque)y =S x R.
D(X)

Lespace analytique D(X) s’appelle espace de Douady de X et la famille (RpD(X))
s'appelle famille universelle de D(X). Si X est un espace analytique séparé, alors D(X) est
aussi séparé.

La représentabilité du foncteur F veut dire que pour S un espace analytique on a
F(S) = Hom(S,D(X)) .

Donc en prenant pour S un point simple, I'ensemble des morphismes de S dans D(X)
s'identifie a 'ensemble sous-jacent a D(X) ; d’autre part, la valeur du foncteur F en S n'est
autre que I'ensemble des sous-espaces analytiques compacts de X.

On voit donc que 'ensemble sous-jacent a D(X) s'identifie a I'ensemble des sous-
espaces analytiques compacts de X.

2.1.2. REMARQUE. — Lanalogue de 'espace de Douady en géométrie algébrique
est le “schéma de Hilbert” ; il paramétrise les sous-schémas complets d'un schéma donné
X. Pour X un espace projectif, 'existence des schémas de Hilbert est due a Grothendieck
[Gr]. Cependant, dans ce cas, le schéma de Hilbert de X n’est autre qu'un espace algé-
brique. Ceci car d’apres le GAGA de Serre, les sous-schémas complets de X s’identifient
avec les sous-espaces analytiques compacts de I'espace analytiques X, associé a X. Donc
I'espace de Douady D(X,,) s'identifie lui-méme avec le schéma de Hilbert (Hilby) ap,.

2.2. Version relative de I’espace de Douady.

Lespace de Douady admet une version relative. L'existence de I'espace de Douady
dans le cas relatif est prouvée par Pourcin [P] qui obtient le théoréme suivant :

2.2.1. Théoréme. — Soient X et S deux espaces analytiques et f : X — S une
application holomorphe. Soit Fg le foncteur contravariant sur (An/S) des espaces ana-
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Iytiques relatifs sur S a valeur dans la catégorie des ensembles, défini par: F(T) = I'en-
semble des classes d’isomorphismes des familles analytiques de sous-espaces complexes
compacts de X/S au-dessus de T. Alors, ce foncteur est représentable. Autrement dit,
il existe un espace analytique Ds(X) sur S et un sous-espace analytique (fermé) R de
Ds(X) X X tels que:

a) R est propre et plat sur Ds(X) et le diagramme suivant est commutatif :

R — Ds(X) >S< X
| o
Ds(X)
b) (propriété universelle) : pour toute famille ()/S,p,T/S) de sous-espaces compacts
de X/S au-dessus d’'un espace relatif T/S, il existe une application holomorphe
unique a S-isomorphisme prés f : T/S — Ds(X)/S telle que

V/S = (T x R)/S.
Ds(X)

Lespace Ds(X) s’appelle espace de Douady relatif de X/S. Pourcin [P] a méme
montré que Ds(X) peut étre plongé dans D(X) de telle sorte qu’il devient un sous-espace
analytique fermé de I'espace de Douady D(X) de X.

3. Exemples de sous-espaces de |'espace de Douady

3.1. Espaces de Douady des sous-variétés plongées.

A partir du foncteur contravariant Fg représenté par 'espace de Douady Ds(X)
d’un espace analytique X sur un autre S, on peut introduire des sous-foncteurs Fg de Fg
d’'une maniéere assez naturelle, en imposant des conditions supplémentaires qui font des
foncteurs F§ des sous-foncteurs “ouverts” du foncteur F, autrement dit qui vérifient les
hypotheses du critére de Grothendieck [Gr], IV, 5.9. Ce dernier permet notamment de s’as-
surer que les foncteurs g sont représentables par des sous-espaces ouverts de I'espace de
Douady Ds(X).

Les exemples les plus importants qu’on va considérer et qui vont étre utiles par la

suite, figurent dans la proposition suivante due a Grothendieck ([Gr], IX, corollaire 1.2) :

3.1.1. Proposition. — Les sous-foncteurs suivants du foncteur de Hilbert Fg sont
représentables par des ouverts de I'espace de Douady Ds(X) :
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(@ F1(T) = ensemble des familles analytiques de sous-espaces analytiques propres
de X/S paramétrées par T/S dont les fibres sont lisses i.e. non singuliéres.

(b) F»(T) = ensemble des éléments de F, (T) dont les fibres sont de plus connexes.

(c) F3(T) = ensemble des familles analytiques de sous-espaces analytiques propres
de X/S paramétrées par T/S dont les fibres ont la méme dimension m.

(d) F4(T) = ensemble des familles analytiques de sous-espaces analytiques propres
de X/S paramétrées par T/S dont les fibres ont la méme caractéristique d’Euler x.

Rappelons que pour une fibre Y; la caractéristique d’Euler de Y; est

o0

x(v) =Y (-1) dim H'(Y,,0(Y,)).

i=0

Idée de démonstration. — Pour les quatre cas, il suffit de prouver que les foncteurs
Fi, i = 1,...,4, sont des sous-foncteurs ouverts du foncteur Fg, et d’appliquer ensuite le
critere 5.9 de Grothendieck [Gr], IV. Le cas (a) résulte du fait que si p : JJ — T est plat et
propre, I'ensemble des points ¢t € T, dont la fibre est non singuliére, est ouvert. Pour les
cas (b), (c) et (d), le théoreme de finitude de Grauert (voir par exemple [Gr], VIII) permet
de constater que pour un morphisme propre et plat p : ) — T, les fonctions ¢ — dim Y,
t = x(Y;) et t — le nombre de composantes connexes de Y;, sont localement constantes
ol Y; estla fibre de p au-dessus de ¢. Il en résulte donc que les foncteurs F», F3 et F4 sont
des sous-foncteurs ouverts de Fs. [ |

3.1.2. REMARQUE. — En conjuguant des conditions sur les éléments de Fs(T),
dont chacune s’exprime par un ouvert dans I'espace de Douady Ds(T), on trouve évidem-

ment une condition exprimée par I'ouvert intersection.

3.1.3. Définition. — On suppose que S est réduit a un point.

1) Louvert de D(X) qui représente le foncteur F, s'appelle I'espace de Douady des
sous-variétés complexes compactes de X et sera noté D' (X).

2) Louvertde D(X) qui représente le foncteur F3 (resp. F» N F3) s’appelle I'espace de
Douady des sous-espaces (resp. sous-variétés) complexes compacts de X de dimension m
et sera noté Dy, (X) (resp. D}, (X)).

En conjuguant les cas (b), (c), (d) de la proposition 3.1.1, avec m = 1, on obtient le
sous-foncteur G du foncteur de Hilbert Fg défini par G(T) = ensemble de classes d’iso-
morphisme de familles analytiques de sous-espaces analytiques propres de X/S paramé-
trés par T/S qui vérifient de plus que les fibres sont lisses, connexes, de dimension 1 et
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de genre g (i.e. de caractéristique d'Euler 1—g). Ce foncteur est donc représentable par un
ouvert de I'espace de Douady Dg(X).

Dans le cas ou S est réduit a un point, cet ouvert paramétrise les sous-espaces ana-
lytiques compacts de X qui sont des courbes algébriques de genre g. On le notera Di’ g (X).
On a évidemment une réunion disjointe

Di(x) = [T D).

g0

3.1.4. Définition. — D] (X) (resp. D 4(X)) s’appelle espace de Douady des cour-
bes de X (resp. des courbes de genre g de X).

3.2. Les espaces symétriques.

Soit X un espace analytique. Lespace symétrique de X de puissance k est défini par
le quotient :
Symf(X) := x*/0y

olt X¥ := X x - x X, k fois et o est le groupe de permutations d’ordre k. Symk(X)
admet une structure complexe naturelle provenant de I'action du groupe o7 sur X*. Intui-
tivement, Sym®(X) est 'ensemble des k-uplets de X sans respecter 'ordre. Donc si X est
réduit, chaque point de Symk X définit un cycle analytique. Plus précisément, la réunion
des espaces Symk(red X), ot red X est le réduit de X, pour tout k > 1 s'identifie avec
I'espace de Barlet By(X) des 0-cycles analytiques compacts (voir Barlet [B] pour la défi-
nition des espaces de Barlet). D’aprées un théoreme de Barlet ([B], théoreme V.8), il existe
une application holomorphe non triviale du réduit de I'espace de Douady D, (X) des sous-
espaces analytiques compacts de X de dimension n vers 'espace de Barlet B,(X) des n-
cycles analytiques. Donc en particulier, on a un morphisme :
@o : red Dy(X) — H SymF (red X) .
k>1
Dans le cas ol X est une surface de Riemann (non singuliere), 'application g est

un isomorphisme analytique de red Do(X) sur [ Sym*(X) (voir le théoreme 9 de Bar-
k>1

let [B], V). Donc pour chaque k > 1, Symk (X) s’identifie a une composante connexe de
Do(X).

D’autre part, si X est une surface complexe compacte non singuliére, soit Hp(X) le
sous-espace analytique de Dy(X) correspondant aux sous-espaces analytiques compacts

Y de X, de dimension 0 et de longueur k, i.e. Y dimg¢ Oy’y = k. Alors, il existe une appli-
yeY
cation holomorphe canonique

Wi : Hi(X) — Sym*(X)
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qui, a chaque sous-espace Y de X de dimension 0 formé des points {yi,...,y,} vérifiant
q q

Y dimc Oy,), = k, associe le 0-cycle 3 k;y; ol k; = dime¢ Oy,y,. Lespace Hy(X) peut

i=1 i=1

étre considéré comme une désingularisation de 'espace Sym* (X) en vertu de 'application

Y, grace a la proposition suivante de Fogarty [Fo] :

3.2.1. Proposition. — Le lieu singulier de Syrnk(X ) est la diagonale définie par
I'ensemble

D = {(x1,%) € Sym* (X)/x; = x;, i # j} .

Cependant, Hy(X) est non singulier et . est un biméromorphisme qui est biholomorphe
sury; ' (SymF(X) \ D).

En géométrie algébrique, Hy(X) n’est autre que le schéma de Hilbert des points de
longueur k.

3.3. Les espaces de morphismes.

Soient X et Y deux espaces analytiques sur un autre S. Pour T un espace analytique

sur S,onpose: Xr = X X TetYyr = Y X T.On considere le foncteur contravariant
N N
suivant :

G(T) = Homr(Xr,Yr) = Homg(X7,Y)

défini sur la catégorie (An)/S des espaces analytiques sur S, a valeurs dans la catégorie des
ensembles (Ens). On consideére aussi le sous-foncteur G’ de G qui a T associe 'ensemble
Isom7(Xr,Yr) des T-isomorphismes de X7 sur Y7. On peut généraliser la définition de G
en considérant un espace analytique Z sur I'espace X sur S et le foncteur
G(T) = Homy, (X1, Z7)

(ensemble des sections holomorphes de Zr sur Xr). Faisant Z = Y X X, on retrouve
le foncteur G. On note alors que 'ensemble des sections de Zr sur Xr 2st en correspon-
dance biunivoque avec I'’ensemble des sous-espaces analytiques compacts T de Z tels que
le morphisme T' — X7 induit par le morphisme Z;y — X7, est un isomorphisme. De cette
facon, lorsque X est propre et plat sur S, on fait de G un sous-foncteur ouvert du foncteur

de Hilbert Fs. Comme ce dernier est représentable par Dg(Z), G est aussi représentable
par un sous-espace ouvert de Ds(Z) noté ] (Z/X). Donc on a un isomorphisme foncto-

X/S
riel :
Homs(T, [ [ (2/X)) = Homy, (Xr.Z7).
X/S
En faisant T = §, il est clair que [](Z/X) s’identifie 4 I'ensemble des sections holo-
X/$

morphes de Z sur X (sur S).
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G est également représentable par un ouvert de Dg(X X Y) noté Holg(X,Y) et
s
I'isomorphisme fonctoriel

Homg(T, Holg(X,Y)) = Homg(Xr,Y)
montre (en faisant T = S) que Holg(X,Y) s'identifie avec 'ensemble des S-morphismes
de X vers Y. Notons que l'espace Hol(X, Y) (qui correspond a S réduit 2 un seul point) sera
étudié en détail, dans le chapitre 4. Enfin, le sous-foncteur G’ est représentable par une
partie ouverte de Hols(X,Y) qu’on noteraIsomg(X,Y) et on voit de méme qu’il correspond
aux S-isomorphismes de X sur Y.

4. Problemes d’hyperbolicité sur I'espace de Douady
et ses variantes

Soit X un espace analytique. On a vu que D(X) admet une structure d’espace ana-
lytique complexe. Le probleme suivant devient une question naturelle dans la théorie des
espaces hyperboliques.

Probleme A. — Est-ce que D(X) est hyperbolique si on suppose que X est hyper-
bolique?

Malheureusement, les deux exemples suivants donnent une réponse négative au
probleme A.

Exemple 4.1. — Soit X un espace analytique. Posons Div(X) = {d € D(X)/Yy
est un diviseur de Cartier de X } . Alors Div(X) est un ouvert de Zariski de D(X) et si X est
non singulier alors Div(X) est réunion de composantes connexes de D(X) (cf. Fujiki [Fu]).

Soit
F : Div(X) — Pic(X)
d — Fibré en droites associé
Cette application est projective et la fibre au-dessus de L € Pic(X) est identifiée avec I'es-
pace projectif P(I" (X,L)) ou I (X,L) estI’ensemble des sections globales du faisceau asso-
cié a L. Ce qui montre que Div(X) ne peut pas étre hyperbolique méme si X I'est car sinon
les fibres de F seront hyperboliques ; ce qui est absurde.

Exemple 4.2. — Soit C une surface de Riemann compacte de genre g > 2. C est
donc hyperbolique. Soit j : C — Jac(C) le plongement d’Abel-Jacobi de C dans sa jaco-
bienne Jac(C) = Pic’(C). Soit k un entier positif et Sym*(C) I'espace symétrique de C
d’ordre k. C’est une variété complexe non singuliére.
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Sym*(C) peut étre identifié avec I'ensemble des diviseurs effectifs de degré k de C.
C’est donc une composante connexe de I'espace de Douady D(C). Soit

@y : Sym*(C) — Jac(C)

la k-ieme application d’Abel-Jacobi définie par @ (D) : j(p1) + - - - + j(px) pour chaque
D=p1+-+pi € Syrnk(C). Alors @y vérifie les propriétés suivantes (voir [G-H], p. 228) :

i) i est holomorphe.

ii) (théoreme d’Abel) @' (pr(D)) = |D| = P(H(C,O([D]))) = P4mIPl oy D
est un diviseur effectif de degré k de C et | D| est I'ensemble des diviseurs effectifs de C
linéairement équivalents a D.

iii) si k > 2g — 2, @ : Sym*(C) — Jac(C) est un fibré algébrique projectif de degré
r = dim|D|, D € Jac(C) un diviseur effectif.

Cette derniere propriété entraine que Sym*(C) ne peut pas étre hyperbolique pour
k > 2g — 2. En effet, Jac(C) est un tore complexe et donc est non hyperbolique et comme
un fibré holomorphe est hyperbolique si et seulement si la base et la fibre le sont, il en
résulte que Sym*(C) est non hyperbolique. Par conséquent, D(C) ne peut pas étre hyper-
bolique bien que C I'est. Ce qui donne une réponse négative au probléme A.

Remarques 4.3.

1) Lexemple 2 permet aussi de conclure que 'espace de Barlet By(C) des 0-cycles
analytiques compacts de C qui est isomorphe a [ Sym*(C) (réunion disjointe) ne peut
pas étre hyperbolique. =0

2) Considérons la projection naturelle

k fois

k.1 Y k
me:CY:=Cx---x C— Sym"(C).

Alors 11 est un revétement ramifié et le lieu de ramification est exactement I'ensemble

D:= U Djjou D;; = {(Pl,...,pk) € Ck/pi = pj} cC ck,
1<i#j<k
D’autre part, les éléments de 'ensemble D = (D) correspondent au sous-

espaces analytiques compacts de C de dimension 0 qui sont singuliers. Soit D’(C) 'espace
de Douady des sous-variétés compactes de C. Alors

D'(C) = (]_[ sym(C) \5) u{cy.

k>0

C*~ Desthyperbolique et 7t | C¥~ D est un revétement, ce qui entraine que Sym* (C)~D
etdonc D'(C) est hyperbolique.

37



La derniére remarque est bien une motivation pour reformuler le probleme A en

une version plus faible mais qui semble étre raisonnable :

Probleme B. — Soit X un espace analytique hyperbolique. Est-ce que D’ (X) est
hyperbolique (au sens de Brody)?

Ce probléme admet une réponse positive dans le cas spécial out X es une courbe
algébrique de genre g > 2. En écrivant D' (X) comme réunion disjointe des ouverts D!, (X)
définis plus haut. La méme question se pose pour ces derniers. Cependant, 'hypothése
sur X d’étre hyperbolique semble étre assez forte, ce qui nous rameéne a poser le probleme

suivant :

Probléme C. — Est-ce que D/,(X) est hyperbolique (au sens de Brody) si on sup-
pose que X est k-mesure hyperbolique, pour un entier k qui ne dépend que de n?

Rappelons que si X est hyperbolique alors X est k-mesure hyperbolique pour tout
k entre 1 et dim X, donc une réponse positive au probléeme C pour tout 7 entrainera une
solution du probléme B.

Nous allons donner dans le chapitre 5 une solution du probleme C dans le cas n =
1. Plus précisément nous obtiendrons que Dj(X) est hyperbolique au sens de Brody pour
X 2-mesure hyperbolique.

Enfin, parmi les variantes les plus importantes en pratique de I'espace de Douady,
I'espace de modules des applications holomorphes. Soient X et Y deux espaces analy-
tiques, X étant compact, et Hol(X,Y) I'espace de modules des applications holomorphes
de X vers Y. Alors 'hyperbolicité sur Hol(X, Y) a été étudiée par Kobayashi. Il a obtenu que
si Y est (compact) hyperbolique alors Hol(X,Y) est (compact) hyperbolique (théoréme
4.3.2). Supposons maintenant que Y est k-mesure hyperbolique, on envisage d’étudier
I'influence de cette hypothese sur les espaces des applications holomorphes considérés
et cela conduit a poser le probléme suivant :

Probléeme D. — Soit Hol,(X,Y) = {f € Hol(X,Y)/rang f > p}. Supposons
Y k-mesure hyperbolique. Est-ce qu'il existe un entier p qui ne dépend que de k tel que
Hol,(X,Y) est hyperbolique (au sens de Brody)?

Ce probléme sera résolu dans le chapitre 4 (théoréme 4.5) pour la notion d’hyper-
bolicité au sens de Brody.

La deuxiéme direction consiste a étudier les propriétés de k-mesure hyperbolicité
de Hol(X,Y). Concrétement, on pose le probléme suivant :
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Probleme E. — Soit X un espace analytique et Y un espace analytique fortement
k-mesure hyperbolique. Est-ce que Hol(X,Y) est aussi fortement k-mesure hyperbolique?

Pour k = 1, ce probléme est résolu par le théoréeme 4.3.2 dtt a Kobayashi. Nous
allons, dans le chapitre 4, résoudre le probleme E pour X fortement mesure hyperbolique.
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Chapitre 3

CRITERES D'HYPERBOLICITE
POUR LES FAMILLES ANALYTIQUES
LOCALEMENT TRIVIALES
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Ce chapitre contient des résultats intermédiaires qui seront utiles dans les chapitres
ultérieurs. Nous obtenons I'hyperbolicité au sens de Brody de la base d'une famille ana-
lytique localement triviale de sous-espaces analytiques compacts de dimension k > 1
d’'un espace analytique X, dés que ce dernier devient (k+1)-mesure hyperbolique. De
plus, grace a une estimation concernant des mesures de Eisenman de la base, d'une fibre
d’une telle famille ainsi que 'espace analytique X, nous constatons que si X est fortement
(k+p)-mesure hyperbolique et les fibres (qui sont toutes isomorphes) sont mesure hyper-
boliques, alors la base est fortement p-mesure hyperbolique. Lhyperbolicité au sens de
Kobayashi se déduit en prenant p = 1.

4.1. Criteres de trivialité des familles analytiques

Rappelons qu’'une famille analytique d’espaces analytiques compacts est dite tri-
viale si elle est donnée par un produit Y x S au-dessus d'un espace analytique S ol Y est
un espace analytique compact. Elle est dite localement triviale si elle est isomorphe a une
famille triviale, localement sur sa base. De cette maniére, les familles analytiques locale-
ment triviales constituent chacune un fibré holomorphe a groupe structural le groupe des
automorphismes Aut(Y) d'une fibre distinguée Y. De plus, comme Y est compact, Aut(Y')
est un groupe de Lie complexe.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour une famille analytique
d’étre localement triviale (voir Bingener [Bin]). Il est une généralisation du théoréme de
Grauert-Fischer [G-F] de la trivialité locale des familles analytiques de variétés complexes
compactes (la notion de Kodaira-Spenser).

1.1. Théoréme. — Soit X = ()/,f,S) une famille analytique d’espaces analytiques
compacts, S supposé réduit. Supposons que les fibres de f sont toutes isomorphes a un
espace analytique compact Yy donné. Alors la famille X est localement triviale. Autrement
dit, Y est un fibré holomorphe sur S a fibre Y; et a groupe structural le groupe de Lie com-
plexe Aut(Yy).

Si S est un espace de Stein contractile, alors la trivialité locale des familles analy-
tiques au-dessus de S est équivalente a la trivialité globale. Plus précisément, on a:

1.2. Proposition. — Soit X = (),f,S) une famille analytique d’espaces analy-
tiques compacts. Supposons que S est un espace de Stein contractile. Alors si X est lo-
calement triviale, elle est globalement triviale.
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Démonstration. — Par hypothese, f : ) — S est propre et plat. Soit Yj la fibre de
f au-dessus d'un point 0 € Setsoit p : S X Yy — Sla projection. Alors p est aussi plat
et propre. Donc I'espace Isomg(),S x Yp) des S-isomorphismes de ) sur S X Yj est bien
défini comme un espace analytique au-dessus de S. De plus, puisque ) est dans ce cas un
fibré holomorphe au-dessus de S, alors Isomg (y,S X Yo) est un fibré holomorphe princi-
pal au-dessus de S. La fibre est le groupe de Lie complexe Aut(Yy) des automorphismes de
Yp. S étant un espace de Stein, donc d’apres le principe de Grauert-Oka (voir par exemple
Cartan [C1], théoremes A et B), Isomg(),S x Yp) est holomorphiquement globalement
trivial sur S si et seulement si il est topologiquement globalement trivial. Or S est de plus
contractile, donc d’apres Steenrod [S], corollaire 11.6, p. 53, Isomg(),S x Yp) est bien to-
pologiquement globalement trivial ; et 'est donc holomorphiquement. Par conséquent, le
morphisme Isoms(y,S X Yo) — S admet une section holomorphe globale (voir Cartan
[C1], théoremel). Or 'existence d'une telle section sur S est équivalente a I'existence d'un
S-isomorphisme :

y -~ SxXY

F\  proj,
S

autrement dit, ) est globalement trivial sur S. Ce qui achéve la démonstration. [ |

2. Familles analytiques localement triviales

Nous considérons dans ce paragraphe les familles analytiques localement triviales
de sous-espaces analytiques compacts d'un espace analytique fixe X. Nous prouverons
dans un premier temps '’hyperbolicité au sens de Brody et dans un deuxiéme temps la
p-mesure hyperbolicité de la base d'une telle famille sous certaines restrictions.

2.1. Hyperbolicité au sens de Brody.

2.1.1. Théoreme. — Soit X = (J/,f,S) une famille analytique localement triviale
de sous-espaces analytiques compacts de X de dimension k > 1. Supposons que X est
(k 4+ 1)-mesure hyperbolique, alors S est hyperbolique au sens de Brody.

Démonstration. — Supposons que S n'est pas hyperbolique au sens de Brody,
alors il existe une application holomorphe non constante :

g:C— 8.
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Effectuant le changement de base correspondant a g a la famille X = (J/,f,S), on obtient

le diagramme cartésien suivant :

V= CxYyY — Y — Sx X
S
o .
d oo e e 0
c % s X

Autrement dit, la famille X = (), f,S) induit une famille X’ = (), p,C) localement
triviale. Or C est un espace de Stein contractile, donc d’aprés la proposition 1.2, X’ est
globalement triviale i.e. )’ est isomorphe a un fibré holomorphe trivial. Par conséquent, il
existe un isomorphisme )’ =% Y x C ou Y est une fibre de p. Soit maintenant :

F:YxC—X

I'application holomorphe induite par le diagramme (1). Comme g est non constante, F est
nécessairement de rang supérieur ou égale a k+ 1 oudim Y = k. Or X est (k + 1)-mesure
hyperbolique, donc la proposition 1.2.2.3 conduit a une contradiction. Par conséquent, g
ne peut étre non constante et S est donc hyperbolique au sens de Brody. [ |

2.2. p-mesure hyperbolicité.

Soit X = (),m,S) une famille analytique localement triviale de sous-espaces ana-
lytiques compacts de dimension k de X. Notre but est de montrer que si X est fortement
(k+p)-mesure hyperbolique et les fibres de 1 sont mesure hyperboliques, alors S est for-
tement p-mesure hyperbolique. Pour cela, nous allons d’abord établir une estimation sur
la p-mesure de Eisenman E} de S en fonction de la mesure de Eisenman Ef d’une fibre Y
au-dessus d’'un point s € S et de la (k+p)-mesure de Eisenman E§+p de X. En effet, soit
le diagramme commutatif suivant :

Y < Sx X
O .
I
S X

défini par la famille X, oi1 i est le plongement de ) dans S x X et proj,, proj, sont les
projections. Notons par & : JJ — X le composé proj, oi. Soient s € S un point régulier, Y
la fibre de 7 au-dessus de s et y un point régulier de Y. (On identifiera y avec son image

k p
par le plongement Y < )).) Soientenfin v € A T,Y et§ € N T;S. Alors::

k+
2.2.1.Lemme. — Ex P (h(y); A dh(y; v ® §)) < EE(y;v) - EZ(s;E) .

Démonstration. — Soit & > 0. Par définition de Ef et Ef il existe::
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p p
- une application holomorphe f:B” — S telle que f(0)=s et Adf(0; A e,)=r"-E,
oue, = (a% 0 ’a% ‘0) € TyBP et r un réel strictement positif vérifiant:

U< Eg(s; &) +«.

k k
— une application holomorphe g:B* — Y telle que g(0)=y et A dg(0; A ex)=R*- v,

0

s (o o k ) . e ]
ouer = {3z 13 ‘0) € ToB" et R un réel strictement positif vérifiant :

R2F < EX(y;v) + €.

BP et BF désignent les boules unités de C” et C* respectivement.

Faisons le changement de base de la famille X = (),,S) correspondant a I'appli-
cation f : B? — S. Nous obtenons le diagramme cartésien suivant :

BP x Y BN Yy — Sx X
S
Trll O fl O/ lprojz
proj;
B 5 s X

Notons ) := B” x Y. Alors la famille X; = ()),71,B”) induite de X par le changement
S

de base est aussi localement triviale. Or B” est un espace de Stein contractile, donc d’apres

la proposition 1.2, X; est globalement triviale i.e. ), est isomorphe au produit Y x BP. 1l

en résulte immédiatement la suite exacte suivante

00— TyY—) Tyyl — TQB'D—)O. (1)
Par conséquent, on a
dim 7)), = dim T, Y 4 dim T, B” = k+p (2)
et donc
max k+p k p
ATV i= A TV =AT,Y @ ATBP. (3)

Soit h; : Y1 — X le composé p o h et notons dh; sa jacobienne. Définissons I'application
k p k+p
@:ANT,Y®A ToB” — A Th(y)X
k+p
induite de A" dh; (y) par 'isomorphisme (3). Alors @ est linéaire injective et on a
p k+p
pv®Aey) =17 N dh(y; v ®E).
p

En particulier, (v ® A e,) ne dépend pas de f.

D’autre part, il résulte de la trivialité globale de la famille X; = (),711,B") l'exis-

tence d'une application holomorphe

G:B"P — x.
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En fait, on peut poser G := h; o Gy|gk+p OU

G :B*xB” — Y xXB~)
(ab) +— (g(a),b).

Nous avons: G(0) = h(y) et:

k+p k+p & p
A dG(0; A errp) = R@(v® Aep)

— R A dn(yveE)
d’ou
k+p
EXTP(h(y); A dh(y;v ®E) < EE(y;v) - BY (5, E) + €(e + EE(y;v) + EJ(5;E))

€ étant arbitraire, donc en faisant tendre ¢ vers 0, nous obtenons I'estimation désirée. =

2.2.2. Théoreme. — Soient X un espace analytique de dimension n et X =
(V,1,S) une famille analytique localement triviale de sous-espaces analytiques compacts
de dimension k > 1 de X. Supposons que les fibres de 1 sont mesure-hyperboliques et
que X est fortement (k+ p)-mesure hyperbolique, p un entier entre 1 et n — k. Alors S est
fortement p-mesure hyperbolique.

Démonstration. — Les mesures de Eisenman ne sont définies que pour les points
réguliers. Soit 0 € S un tel point et notons Y la fibre de 1 au-dessus de 0. Comme X est
localement triviale, on peut trouver un voisinage ouvert lisse // de 0 dans S tel que 17 soit un
produit au-dessus de If i.e. Y est la fibre de 1T au-dessus de tout point s € /. Soienty € Y

k
un point régulier quelconque, et v un élément décomposable de A T, Y qui vérifient
Ey(y;v) >0 (1)
((y; v) existe car Y est mesure hyperbolique).
D’autre part, d’apres le lemme précédentonaVs € U, et& € T,S:
© k+p
P (h(y), A dh(yo ©8)) < Bf(ri0) - EL(s8). (2)

Or X est fortement (k+p)-mesure hyperbolique, donc on peut restreindre I'ouvert 2/ pour
que l'inégalité suivante soit vérifiée pour tout s € U :

c-||'N an(iv o B} < B () A dn(();v 0 8) 3)

ol C est une constante strictement positive et || ||x est la norme sur T}, X induite par
une métrique hermitienne sur X. Quitte a restreindre de nouveau U si nécessaire, d’apres
un fait classique d’algebre linéaire, il existe une constante strictement positive C' telle que
pourtouts € U etE € TeSona:

k+
CllEl- o} < || A dn(yiv @8, (4)
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ou|| ||set| ||y sont définies de la méme maniere que || ||x.
Combinons les inégalités de (1) a (4), alors Vs € U etE € TsSona:

klIElS < E¢(s:8)

-y

ouk = FE ()

. Donc S est fortement p-mesure hyperbolique.
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Chapitre 4

ESPACES DE MODULES
DES APPLICATIONS HOLOMORPHES
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Soient X et Y deux espaces analytiques. Supposons que X est compact. Notons par
Hol(X,Y) I'ensemble de toutes les applications holomorphes de X a valeurs dans Y. Puis-
qu’un sous-espace analytique Z de X x Y estle graphe [ ; d'une application holomorphe
f : X — Y sietseulement si Z est isomorphe a X, Hol(X,Y) peut étre considéré comme
un sous-ensemble de I'espace de Douady D(X X Y) de X X Y. De plus Hol(X, Y), muni de la
topologie ouverte compacte, admet une structure complexe induite par celle de D(X X Y)
comme I'exprime le théoréme suivant dt a Douady [D] :

1. Théoreme. — Soient X et Y comme au-dessus et R la famille universelle au-
dessus de I'espace de Douady D(X X Y) de X X Y. Alors:

1) Hol(X,Y) estouvertdans D(X X Y).

2) Ry nol(x,v) estle graphe d’une application holomorphe de Hol(X,Y) x X a valeurs
dans Y. Autrement dit I'application
® :Hol(X,Y) x X — Y
(fx) — f(x)

est holomorphe.

3) Lapplication ® posséde la propriété universelle suivante : pour tout espace ana-
Iytique S et pour toute application holomorphe W : S x X — Y, il existe une
application holomorphe et une seule f : S — Hol(X,Y) telque ¥ = ® o (f X Ix).
Autrement dit I'application

f:S — Hol(X,)Y)
s — f(s): X — Y
x — W(sx)
est holomorphe.
Démonstration. — Les espaces R et D(X X Y') x X sont propres et plats au-dessus

de D(X x Y). Considérons la projection p : R — D(X X Y) x X.Unpoints € D(X X Y)
appartient 2 Hol (X X Y) si et seulement si p(s) estun isomorphisme de R(s) sur X. D’apres
la proposition 10.1 de Douady [D], Hol(X,Y) est ouvert dans D(X X Y) et R|yoi(x,y) €st
isomorphe a Hol(X x Y) x X donc R| y(x,y) est le graphe d’'une application holomorphe
® : Hol(X,Y) x X — Y. Comme Ry} est le graphe de f, Vf € Hol(X,Y) alors ® est
définie par ®(f,x) = f(x), V(f,x) € Hol(X,Y) x X.

Soit S un espace analytique. Les applications holomorphes de S X X dans Y corres-
pondent bijectivement aux sous-espaces Z de S X X X Y tels que la projection Z — S x X
est un isomorphisme, i.e. aux sous-espaces Z de S X X X Y propres et plats sur S tels
que, pour tout s € S, Z(s) est le graphe d’une application holomorphe de X dans Y,
donc aux applications holomorphes f : S — D(X X Y) telles que, pour tout s € S,
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f(s) € Hol(X,Y), i.e. aux applications holomorphes de S dans Hol(X,Y) d’oti la propriété
universelle de ® se déduit de celle de D(X X Y). Ce qui achéve la démonstration du théo-
reme. .

2. REMARQUE [D]. — Soient X, X’ deux espaces analytiques compacts et Y un es-
pace analytique : alors 'application

Y : Hol(X,X') x Hol(X,Y) —s Hol(X,Y)
(f.g) = gof

est holomorphe.

Lhyperbolicité de Y permet d’avoir la méme propriété sur I'espace Hol(X,Y). Pré-
cisément on a (voir Kobayashi [K2], th. 8.8) :

3. Théoreme. — Soient X et Y comme au dessus.

1) SiY est hyperbolique (complet), alors chaque composante connexe de Hol(X,Y)
est hyperbolique (complete).

2) Side plus Y est compact, alors Hol(X,Y) est aussi compact.

Démonstration. — Définissons une pseudo-distance d sur Hol(X,Y) par

d(f,g) = sup{dy(f(x).g(x)); x € X}

ol dy estla pseudo-distance de Kobayashi sur Y.

1) dy est actuellement une distance d’ou1 d est aussi une distance. Soient H une
composante connexe de Hol(X,Y) et dy la pseudo-distance de Kobayashi sur H. Il suffit
pour avoir I'hyperbolicité de Hol(X,Y) de montrer que d < dy. Pour celasoitp : A - H
une application holomorphe du disque unité dans H et soit @ : A x X — Y l'application
induite. Alorson a:

d(p(a),@(b)) = sup {dy(p(a)(x),@(b)(x))}

= sup {dy(®(ax),@(bx));x € X}
< sup {dAXx((a,x),(b,x));x € X}
< dp(ab).

ol1 dp est la distance de Poincaré sur le disque unité A. Donc @ est coersive pour les dis-
tances d et dp. Il en résulte que d < dp.

Supposons maintenant que Y est hyperbolique complet. Soit
Bay (f.r) ={f € H/du(f.g) < r}
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Bay(f.r) C Ba(f.r) = {g € H/A(f.g) < 1}
= () Bay (f (x).r)

xXEX

donc EdH (f,r) est compact et par conséquent H est hyperbolique compleéte.

2) C’est une conséquence immédiate du théoreme 8.1 de Kobayashi [K2] ou1 on met
K = X. On peut aussi appliquer directement le théoreme d’Ascoli-Arzéla (voir Lang [L]). ®

Plus généralement, supposons que Y est seulement k-mesure hyperbolique ou
k>1 est un entier. Notre but est d’obtenir un résultat similaire que le précédent (a priori
il est impossible d’avoir le méme résultat pour Hol(X,Y) tout entier, un exemple pour
cela est Hol(p,Y) ol p est I'espace réduit a un point, Hol(p,Y) = Y ). Lidée est de se
restreindre a des sous-ensembles de Hol(X,Y) en ajoutant des conditions sur le rang.

D’abord nous allons définir le rang pour une application holomorphe.

Soit f : X — Y une application holomorphe d’'un espace analytique X a valeurs
dans un autre Y. Par définition, le rang de f en un point x € X est:

rang, f = dim, X — dim, f ' (f(x)).
Lerang de f, noté rang f estle supremum de rang, f parmi tous les x € X.

D’autre part, soit Hol(X,Y) le sous-ensemble de Hol(X,Y') défini par Hol(X,)Y) =
{f € Hol(XY)/rang f > k} pour 0 < k < inf(dim X, dim Y, un entier. De méme on
définit Hol(k,X,Y) = {f € Hol(X,Y)/rang f = k} .1l est clair que Holi(X,Y) est ouvert
dans Hol(X,Y) (resp. fermé) si et seulement si Hol(p,X,Y) est ouvert dans Hol(X,Y) (resp.
fermé), Vp > k.

La proposition suivante permettra de munir Holi(X,Y) de la structure complexe
induite par celle de Hol(X,Y).

4. Proposition. — Soient X et Y deux espaces analytiques complexes, X est sup-
posé compact. Soit k un entier, 0 < k < inf(dim X, dim Y). Alors Hol(X,Y) est ouvert
dans Hol(X,Y).

Démonstration. — Soit f un élément quelconque de Holi(X,Y) et supposons
qu’il existe une suite f, € Hol(X,Y) telle que nlgl;() fn = f dans Hol(X,Y). Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer X réduit. Et puisque X est compact, il existe un
nombre fini de composantes irréductibles de X, donc par définition, le rang de f est égal
arang f| X, pour une certaine composante irréductible Xy de X. Posons Yy = f (Xp). Parle
théoreme de I'application propre de Remmert (voir par exemple Whitney [Wh]), Y est un
sous-espace analytique irréductible et compact de Y et dim Yy = rang f.
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Notons par S(Yp) I'ensemble des points singuliers de Yp. Comme [ : Xo — Y
est propre et surjective, il existe un point non singulier x, € Xy ~ f~1(S(Yp)) tel que
rang f = rang, f (voir Narasimhan [Nal, chap. VII), donc f, est du méme rang en un
point non singulier de Xy \ f,, '(S(Yy)) pour n suffisamment large, et par conséquent
rang f, > k. Ce qui entraine que f, € Holx(X,Y) pour n suffisamment large. Ainsi
s’acheve la démonstration. ]

Un cas trés important c’est celui ot k = dim Y. Dans cette situation, supposons
Y un espace analytique compact et mesure-hyperbolique. Alors par le théoréme 1.2.2.2,
Holi(Y,Y) est 'ensemble des transformations biholomorphe de Y, qui n'est autre que
Aut(Y), le groupe des automorphismes de Y. Or Aut(Y) est un groupe de Lie complexe
et comme Y est mesure hyperbolique, alors aucun groupe de Lie complexe de dimen-
sion strictement positive ne peut agir sur Y effectivement comme un groupe d’automor-

phismes. De ceci, Kobayashi [K2] obtient le

5. Théoreme. — Soit Y un espace analytique compact mesure hyperbolique.
Alors Aut(Y) est discret.

Plus généralement, si Y est seulement k-mesure hyperbolique. Nous obtenons la
caractérisation suivante de Holy(X,Y) :

6. Théoréeme. — Soient X et Y deux espaces analytiques complexes. Supposons
que Y est k-mesure hyperbolique. Alors Holx_, (X,Y) est hyperbolique au sens de Brody.

Démonstration. — Supposons qu'il existe une application holomorphe non cons-
tante f : C — H C Holx—;(X,Y) ot H est une composante connexe de Holx_1(X,Y). Soit
F : C x X — Y l'application induite de f définie par F(t,x) = f(t)(x). D’apres le théo-
 F=
rang F, etrang, f(t) = rang f(1). Lexistence de ce point est évidente. Choisissons en-

réme 1, F est holomorphe. Fixons un point régulier (f,xo) € C x X tel que rang,
suite un voisinage connexe lisse de (to,xo) delaforme U X V C Cx X,ou U C Cet
V' C X. Notons par G lesrestrictionde Fa U X V ie. G := Fyxy- G est de rang constant
en tout point de U X V. D’apres la version complexe du théoreme du rang constant (voir
par exemple Whitney [Wh], Appendice II, corollaire 7), G(U x V) = F(U X V) est une
variété complexe connexe. Le méme raisonnement permet de conclure que f (%) (V) lui
aussi est une variété complexe connexe. Et comme f est non constante, f () (V) qui est
incluse dans F(U x V) ne peut pas étre égale a F(U x V). Doncon a

dimF(tg,xo) f(l’o)(V) < dimF(tO,xO) F(U X V)

ce qui entraine que
k—1<rang f(t) <rangF.
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Maintenant appliquant a F la proposition 1.2.2.3, nous obtenons ainsi une contradiction,
d’ot1le théoreme. ]

En particulier, si Y est k-mesure hyperbolique, alors Hol(p,X,Y) est hyperbolique
au sens de Brody pour tout p > k — 1. Si de plus Y est compact et de dimension k, alors
Y est mesure hyperbolique et on obtient que Aut(Y) (qui est isomorphe a Hol(k,Y,Y),
comme nous l'avons indiqué plus haut) est hyperbolique au sens de Brody. Or Aut(Y) est
un groupe de Lie complexe, ce qui implique qu’il est forcément discret. On retrouve ainsi le
théoreme 5. Le théoréme 6 peut donc étre considéré comme généralisation de ce dernier.

Supposons maintenant que Y est fortement k-mesure hyperbolique. Alors cette
propriété reste valable pour Hol(X,Y) pour X fortement mesure hyperbolique. En effet,
ona:

7.Théoreme. — Si X est un espace analytique compact fortement mesure hyper-
bolique de dimension n et Y est un espace analytique fortement k-mesure hyperbolique,
alors Hol(X,Y) est fortement k-mesure hyperbolique.

Démonstration. — Le plongement de Hol(X,Y) dans I'espace de Douady D(X X
Y) induit une famille analytique de sous-espaces analytiques compacts de dimension n
de X x Y au-dessus de Hol(X,Y). En plus, cette famille est localement triviale du fait que
ses fibres sont toutes isomorphes a X. D’autre part, X est fortement mesure hyperbolique
et Y est fortement p-mesure hyperbolique, donc d’apres le théoréme 2.2.1, 2), X X Y est
fortement (n + p)-mesure hyperbolique. Enfin appliquant le théoréme 2.2.2, on conclut
que Hol(X,Y) est fortement p-mesure hyperbolique. ]
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Chapitre 5

HYPERBOLICITE AU SENS DE BRODY DE
L'ESPACE DE DOUADY DES COURBES PLONGEES
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Introduction

Le but de ce chapitre est de prouver le théoreme 4.1, énoncé dans l'introduction,
qui assure I'’hyperbolicité au sens de Brody de I'espace de Douady des courbes algébriques
plongées dans un espace analytique donné X, 2-mesure hyperbolique. Pour cela, nous al-
lons construire pour chaque g > 1 une application holomorphe W, définie sur le revéte-
ment universel 5{ (X) del'espace de Douady Dj ,(X) des courbes de genre g de X a va-
leurs dans I'espace de Torelli Tg’ des courbes de genre g. Cette application nous permettra
de transporter la propriété d’hyperbolicité au sens de Brody de Ty vers D] ,(X) a travers ses
fibres. Ensuite comme Dj ,(X) est le revétement universel de D] ,(X), nous obtiendrons
la méme propriété sur D] ,(X). Dans les cas g = 0 et g = 1, D z(X) est discret. Notons
que les résultats du chapitre 3 seront essentiels pour avoir ces conclusions.

Nous allons rappeler dans les paragraphes 1 et 2 la définition et les propriétés né-
cessaires des espaces de Teichmiiller et de Torelli, notamment la propriété d’hyperbolicité
qui fera I'objet du paragraphe 2. Le paragraphe 3 sera consacré a construire les applica-
tions W, pour g > 1 et a étudier 'hyperbolicité de leurs fibres. Nous montrerons que si X
est 2-mesure hyperbolique, alors les fibres de W, sont hyperboliques au sens de Brody et
méme au sens de Kobayashi si g > 2 et X fortement 2-mesure hyperbolique. Nous prou-
verons le théoreme 4.1 dans le paragraphe 4. Enfin, dans le paragraphe 5 nous montrons
I'hyperbolicité d’'un ouvert spécial de D} (X) pour X une variété non singuliére.

1. Espace de Teichmuiiller et espace de Torelli

1.1. Courbe de Teichmiiller au-dessus d’'un espace analytique.

Soit S un espace analytique. Une “courbe (algébrique) de genre g au-dessus de S”
est par définition, un espace analytique X sur S, propre et lisse sur S, et dont les fibres (qui
sont donc des variétés complexes compactes) sont connexes, de dimension complexe 1,
et de genre g. De plus, nous conviendrons dans tout ce paragraphe que g > 1 et lorsque
g = 1, nous sous-entendons dans la notion de “courbe de genre g = 1 au-dessus de S”,
la donnée en plus, d'une section holomorphe de X au-dessus de S. La terminologie, due a
Grothendieck, provient du fait que les fibres de X au-dessus de S peuvent étre identifiées
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a des courbes algébriques de genre g. Lensemble des courbes de genre g au-dessus de S
forme une catégorie Fs d’'une fagon évidente.

Un changement de base S’ — S transforme une courbe de genre g au-dessus de S
en une courbe de genre g au-dessus de S’ (en convenant, pour g = 1, de prendre comme

section marquée I'image inverse de la section marquée).

Le foncteur contravariant de la catégorie des espaces analytiques vers la catégorie
des ensembles qui, a chaque espace analytique S, associe I'ensemble des classes d’isomor-
phismes des courbes de genre g au-dessus de S, ce foncteur n'est pas représentable (voir
Hubbard [Hu] pour un contre-exemple). Lobstruction pour la représentabilité de ce fonc-
teur est le fait que ces courbes admettent des automorphismes non triviaux.

Lidée pour construire le foncteur de Teichmiiller est d’éliminer les automor-
phismes, par introduction de nouveaux éléments de structures. Pour cela, rappelons
que si X est une courbe de genre g au-dessus d'un espace analytique S, alors X est un
fibré topologique localement trivial sur S (voir Grothendieck [Gr], I). Ce résultat permet
de définir un revétement principal de S. En effet, soit Cy une courbe algébrique de genre
g. Notons par g, le groupe des classes (a une homotopie d’applications continues prés)
d’homéomorphismes de Cj sur lui-méme préservant I'orientation, alors 'ensemble des
classes (a une homotopie d’applications continues pres) d’homéomorphismes préservant
I'orientation de Cy sur les fibres Xg de X au-dessus de s € S pour tout s, est un revétement
principal de S, de groupe y;. Ce revétement s’appellera revétement de Teichmiiller et sera
noté P (X/S). Le groupe y; sera dit, groupe de Teichmiiller.

1.1.1. Définition. — On appelle structure de Teichmiiller sur une courbe X de
genre g au-dessus d’un espace analytique S, toute section holomorphe du revétement de
Teichmiiller P(X/S) de S. Une courbe de genre g au-dessus de S, munie d’une structure
de Teichmiiller, est appelée une courbe de Teichmiiller de genre g au-dessus de S.

Les courbes de Teichmiiller de genre g au-dessus d'un espace analytique fixe
S, forment une catégorie pour la notion évidente de S-isomorphisme de courbes de
Teichmiiller. De plus, une courbe de Teichmiiller X au-dessus de Sn’admet pas d’automor-
phismes non triviaux. Ceci est dii au fait qu'un automorphisme de X en tant qu’élément de
Fs, qui induit I'identité sur P (X/S), est 'identité et au fait qu'un S-automorphisme d'un
revétement principal, laissant fixe une section, est aussi I'identité (Grothendieck [Gr], T).

1.1.2. REMARQUE. — Lorsque l'espace analytique S est réduit a un élément, une
courbe de Teichmiiller de genre g au-dessus de S, est tout simplement une courbe algé-
brique ordinaire X de genre g, munie d'une classe (au sens de ’homotopie des applications
continues) d’homéomorphismes préservant I'orientation d’'une courbe algébrique fixée G,
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de genre g vers X, et admettant de plus pour le cas g = 1 un point distingué appelé “point
zéro” de X.

Dans ce cas, la donnée d’une structure de Teichmiiller sur X détermine une classe
d’isomorphismes du groupe fondamental m;(C) vers mm; (X). En fait, la donnée d'une
telle classe définit complétement la structure de Teichmdiller sur X. Si on choisit une fois
pour toutes 2g générateurs A‘i) de (), il revient au méme de donner leurs images dans
mm (X), images qui doivent satisfaire a la méme relation et a une condition imposée par la
conservation de l'orientation (voir Weil [W]). Pour le cas g = 1, il reste nécessaire de fixer

un “point zéro” comme indiqué plus haut.

1.2. Foncteur de Teichmiiller.

Si on associe a chaque espace analytique S, 'ensemble des classes d’isomor-
phismes de courbes de Teichmiiller de genre g au-dessus de S, on obtient un foncteur
contravariant

Fg : (An) — (Ens)

de la catégorie des espaces analytiques vers la catégorie des ensembles.

1.2.1. Théoreme (Grothendieck [Gr], I, théoréeme 3.1). — Le foncteur contrava-
riant F; est représentable. Autrement dit, il existe un espace analytique T;, et une courbe
de Teichmiiller V; de genre g au-dessus de Tg, qui sont universels au sens suivant : pour
toute courbe de Teichmiiller X de genre g au-dessus d’un espace analytique S, il existe
un morphisme et un seul f de S dans Tg, tel que X soit isomorphe (avec sa structure de

Teichmiiller) a S X Vg.
Tg

Lespace analytique Ty, introduit dans le théoréme précédent, s’appelle I'espace de
Teichmiiller pour les courbes de genre g. T; est un espace topologique séparé, et est une
variété complexe, de dimension 3g — 3 si g > 2, de dimension 1 si g = 1 (Grothendieck
[Gr], voir aussi Bers [Be] et Weil [W]). Il est bien connu aussi que T; est homéomorphe a

une boule, et par suite contractile, en particulier connexe et simplement connexe.

1.2.2. REMARQUE. — Lespace de Teichmiiller des courbes algébriques de genre
g = 1 admet une forme explicite. En fait T; peut étre identifié avec le demi-plan supérieur
H du plan complexe C. Pour voir cela, rappelons d’abord que toute courbe algébrique de
genre g = 1 peut étre réalisée comme un quotient du plan complexe C par un réseau /\
engendré par I'entier 1 et un nombre complexe z appartenant au demi-plan supérieur H.
Posons
X=(CxH)/\
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ot A := (1,i)Z?, le réseau engendré par I'entier 1 et le nombre complexe i = v/—1 et qui
agit sur C x H parl'application A x Cx H— C x H ouj,:R2 —C .Alors

(L,t,2) — (t + j.(£),2) x+— (1,z)x
X est une variété complexe. Soit p : X — H, la projection canonique. Pour tout z € H, la

fibre de p au-dessus de z est

X, =C/N\,.

On obtient ainsi une courbe algébrique X de genre g: au-dessus de H, qui paramétrise
toutes les courbes algébriques de genre 1 (appelées courbes elliptiques).

D’autre part, le diagramme commutatif suivant montre 'existence d’une section
“zéro” pour la courbe X au-dessus de H

CxH 5 (CxH)/A=X
projzl O ‘/(p
H
ol proj, est la projection de C x H sur H et  est la projection canonique de C x H sur

(C x H)/A.

En associant a chaque z € H 'hnoméomorphisme de X; = C/A vers X, = C/A,
(qui est la fibre de p au-dessus de z) qui transforme la base (1,i) de A de la base (1,z) de
/., on obtient une section du revétement de Teichmiiller de H et on conclut donc que X
est une courbe de Teichmiiller de genre g = 1 au-dessus de H.

Enfin, compte tenu du fait que pour toute courbe algébrique S de genre g = 1, la
matrice des périodes, par rapport a des générateurs convenables du premier groupe d’ho-
mologie H, (S), ala forme (1,z) ot z € H, il est clair que la courbe de Teichmiiller X au-
dessus de H vérifie la propriété universelle du théorémpe 2.2.1. D’apres I'unicité de cette
propriété, T, s'identifie donc avec H . ]

1.3. Lespace de modules de Riemann comme quotient de ’espace de Teichmiiller.

Une fois I'espace de Teichmiiller T construit, 'espace de modules est facile a iden-
tifier: le groupe de Teichmiiller y, opere sur T de fagon évidente. Son action est holo-
morphe, propre et totalement discontinue (voir Grothendieck [Gr], I). Il en résulte que le
quotient

My = Tg/yg

est un espace analytique normal. Il est généralement appelé I'espace de modules de Rie-
mann des courbes de genre g. Lensemble sous-jacent a M; est en correspondance biuni-
voque avec 'ensemble des classes d'isomorphismes de courbes algébriques de genre g.
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Si X est une courbe de genre g au-dessus d'un espace analytique S, alors 'applica-
tion naturelle

P:S— M

qui a chaque point s € S associe la classe d'isomorphisme [X;] € M, dela fibre Xg de X/S
au-dessus de s € S, est holomorphe par définition méme de I'espace de module M.

1.4. Espace de Torelli.

11 est utile de définir un espace de module intermédiaire entre I’espace de modules
de Riemann et I'espace de Teichmidiller. Il s’agira de I'espace de Torelli. C’est de ce dernier
que nous nous servirons dans la démonstration du théoreéme principal de ce chapitre, a
savoir I'’hyperbolicité au sens de Brody de I'espace de Douady des courbes plongées dans
un espace analytique donné X.

Lidée, pour construire la structure de Torelli, est de modifier légérement la struc-
ture de Teichmiiller sur une surface de Riemann compacte S de genre g, définie par les
images A; d’'une base du groupe fondamental 77; (C) d’une courbe fixée C dans celui de S,
1 (S) (voir la remarque 1.1.2). On obtient la structure de Torelli en se donnant les images
de la base de 111 (C) indiquée, non pas dans 17 (S), mais dans H; (S,Z), le premier groupe
d’homologie de S & coefficients dans 7, ou, ce qui revient au méme, dans H'(S,7Z) (le pre-
mier groupe de cohomologie de S a coefficients dans Z) qui est dual a H; (S,Z).

Pour avoir une description fonctorielle de I'espace de Torelli, il est nécessaire de
définir la structure de Torelli sur une courbe X de genre g au-dessus d’'un espace analy-
tique S. Etant donné donc une telle courbe, soit p : X — S la projection. Rappelons que
pour un faisceau cohérent F sur X, RPp,.(F) est le faisceau sur S associé au préfaisceau

U~ HP (p~' (U).F)
ou U parcourt les ouverts de S.

1.4.1. Définition. — Une structure de Torelli sur la courbe X de genre g au-dessus
de S est la donnée d’un isomorphisme

Rlp* @X) = Zég

N . . 5 2
oi1 Zy est le faisceau sur X des fonctions localement constantes a valeurs dans Z, et Z$

est le faisceau sur S des applications localement constantes 4 valeurs dans 728,

1.4.2. Définition. — Une courbe algébrique X de genre g sur un espace analytique
S, munie d’une structure de Torelli, s’appelle courbe de Torelli de genre g au-dessus de S.
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Comme d’ailleurs pour les courbes de Teichmiiller, il est clair que les courbes de To-
relli au-dessus d’'un espace analytique S forment une catégorie A’ pour la notion évidente
d’isomorphisme des courbes de Torelli.

D’autre part, 'image inverse d'une courbe de Torelli de genre g au-dessus d'un es-
pace analytique S par une application holomorphe f : &' — S, est une courbe de Torelli
de genre g au-dessus de S'. Ceci découle de I'isomorphisme canonique suivant :

[*(R'p(Zx) = R f(f*puZx)
=~ R'f(p,(Zx))

issu du changement debase f : ' — S,ouf': S8 x X — Xetp' : §' x X — S sontles
s s
applications holomorphes déduites de f et p respectivement par changement de base. Cet
isomorphisme est une conséquence du fait que p est topologiquement localement trivial.
Nous pouvons donc définir un foncteur contravariant
1
Fg : (An) — (Ens)

de la catégorie des espaces analytiques vers la catégorie des ensembles, en associant a
chaque espace analytique S, 'ensemble des classes d’'isomorphismes des courbes de To-
relli de genre g au-dessus de S.

1.4.2. Définition. — Le foncteur]-'é s’appelle le foncteur de Torelli (de genre g).

1.4.3. REMARQUE. — Le foncteur de Torelli .T:g’ peut étre aussi obtenu par une mo-
dification du foncteur de Teichmidiller .7-'g. Pour voir cela, soit C une courbe algébrique de
genre g. Le groupe de Teichmiiller y, opere de facon évidente sur le groupe de cohomolo-
gie de C, H'(C,Z) et il laisse d’ailleurs fixe “la matrice intersection” sur ce groupe abélien
libre de rang 2g. Prenons une base dans H'(C,Z ), on trouve donc une représentation

Ye — Sp(28,Z)

ousp(2g:7) = (4 € Myg(Z)/4(_3 )a= (L4 1)}

Soit maintenant X une courbe de genre g au-dessus d'un espace analytique S et
soit P(X/S) le revétement de Teichmiiller. Soit le changement de groupe structural donné
par le produit contracté suivant

P'(X/S) = P(X/S) x Sp(28Z).
Yg
Alors P’(X/S) est un revétement principal de S, de groupe Sp(2g,Z). Prenant le fibré as-
socié sur S au revétement principal P'(X/S) et a 'opération de y, sur le premier groupe
de cohomologie des fibres de X/S a coefficients dans Z, on trouve précisément le systeme
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local de la cohomologie des fibres de X/S. On voit clairement donc que la donnée d'une
structure de Torelli sur X au-dessus de S est équivalente a un choix précis d'une section
du revétement principal P’'(X/S), et qu'une courbe de Torelli de genre g au-dessus de S
n'est autre qu'une courbe algébrique X de genre g au-dessus de S, munie d'une section de

P'(X/S).

Notons que cette description d’'une courbe de Torelli est due a Grothendieck [Gr], 1.

1.4.4. Théoréme (Grothendieck [Gr],I). — Le foncteur contravariant f:g’ est repré-
sentable par une variété complexe 7;,’ de dimension3g —3sig > 1etlsig = 1, quotient
de I'espace de Teichmiiller T, par le noyau &, de la représentation y, — Sp(2g,Z) opérant
librement sur T;. En particulier T; est le revétement universel de Tg’.

1.4.5. Définition. — La variété complexe 7;,’ s’appellel’espace (de modules) de To-
relli pour les courbes de genre g. Le groupe y,/J; s’appelle groupe (modulaire) de Torelli.

1.4.6. ExemPLE. — Pour le cas spécial du genre g = 1 on voit immédiatement que
L =T =H

ou H est le demi-plan supérieur du plan complexe C. En effet, comme le groupe de coho-
mologie H'(C,7 ) d'une courbe C de genre 1 s'identifie avec le groupe fondamental 1, (C),
alors le choix d'une base de topologie sur C est équivalent au choix d’'une base du groupe
H'(C,Z). 8 se réduit donc a 'élément nul et le foncteur de Torelli 7; s'identifie avec celui
de Teichmiiller /i ;dou T = T, = H.

2. Hyperbolicité des espaces de Teichmiiller et Torelli

Lhyperbolicité de 'espace de Teichmiiller est due a Royden [R2]. Il a pu identifier
la pseudo-métrique de Kobayashi sur T avec la métrique dite de Teichmiiller T, sur Tg.
D’abord nous devons rappeler la définition de .

2.1. Définition.

1) Pour une application différentielle G — G' entre deux surfaces de Riemann G et
G', la dilatation de f en un point z € G est par définition :

L@+ 1)
) = L@ = )]
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(voir Nag [N], p. 24 pour les notations) . La dilatation de f est

k[f] = sup kf(z) .
zeG
2) Une application différentielle f : G — G’ est dite quasiconforme si [ est un
homéomorphisme préservant I'orientation et si la dilatation k[f] de f est bornée.

2.2. Définition. — Etant donné [P] et [Q] € T, tels que P et Q sont les courbes de
genre g qui les représentent respectivement. La métrique de Teichmiiller sur T; est donnée
par

T ([PL[Q]) = %loginf{k[f]/f : P — Q quasiconforme } .

2.3. Théoreme (Royden [R2]). — La métrique de Teichmiiller T est caractérisée
par
7([P[Q]) = infp(ab)

ol I'infimum est pris au long de toutes les applications holomorphes ® : A — T; avec
®(a) = [P] et P(b) = [Q]. A étant le disque unité dans C et p la métrique de Poin-
caré sur A. En particulier, T, coincide avec la pseudo-métrique de Kobayashi sur T, et par
conséquent T, est hyperbolique complet.

2.4. Corollaire. — Ié’ est aussi hyperbolique complet.

Démonstration. — Tg' est réalisé comme un quotient de T; par un groupe qui agit
librement sur T, donc la projection naturelle 7, — Tg' est un revétement non ramifié d’out
le résultat. |

2.5. ExeMPLE. — Dans le cas du genre g = 1, les espaces de Teichmiiller et de

Torelli coincident avec le demi-plan supérieur H de C. Donc I'hyperbolicité dans ce cas
est évidente.

3. Le morphisme W; : D ,(X) - T

Lobjet de ce paragraphe est la construction d'une application holomorphe définie
sur le revétement universel de 'espace de Douady D{’g(X) des courbes de genre g plon-
gées dans un espace analytique fixe X, a valeurs dans I'espace de modules de Torelli Ié’
des courbes de genre g. Nous montrerons aussi que si X est 2-mesure hyperbolique alors
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les fibres de cette application sont hyperboliques au sens de Brody (et méme d’ailleurs au
sens de Kobayashi si g > 2 et X fortement 2-mesure hyperbolique), ce qui sera essentiel
pour conclure que Dj(X) est hyperbolique au sens de Brody si X est également 2-mesure
hyperbolique, ce qui sera l'objet du prochain paragraphe.

Etant donné X un espace analytique, notons par 5{, g(X ), le revétement universel
de Dj 4(X). Alors

3.1.Théoréme. — Pour tout entier g > 1, I'universalité de Ié’ fournit une applica-
tion holomorphe naturelle

W, : 5ig(X) — Tg'

qui associe a chaque d € 5{ g(X ) la classe d’isomorphismes de la fibre correspondante a
d de la famille au-dessus de 5{,g(X).

Démonstration. — Nous allons traiter les cas g = 1 et g > 1 ensemble. Soit

Y e D (X) x X
™

Dj ¢(X)

proj;

La famille universelle au-dessus de D{,g(X ). Choisissons un recouvrement de
Dj ((X) par des ouverts contractiles ({/;);cs. Alors I'image réciproque par 1 de chaque
voisinage U; est isomorphe a un produit au-dessus de I{;, c’est-a-dire que 1 est un fibré
holomorphe globalement trivial sur I/;. Ceci est une conséquence de la proposition 3.1.2 et
compte tenu du fait que 1T est un fibré topologique localement trivial (voir 1.1). Il en résulte
que le faisceau R' 1. (Zy) sur D ,(X), image directe de Zy, est localement isomorphe au

faisceau sur Dj ,(X) des applications constantes sur D} ,(X) a valeurs dans Z8 et noté

ZzDg’f x)" 1l en résulte aussi l'existence, localement sur D] g(X), de sections holomorphes
18 !

de 7. Par conséquent, 7w (I{;) peut avoir la structure d’une courbe de Torelli de genre g
au-dessus de U;, Vi € I. Soit f : 5{,g(X) — Dj 4(X) le revétement universel. En effec-
tuant le changement de base correspondant a f de la courbe ) au-dessus de Di’ g(X ), on

obtient le diagramme cartésien suivant :

Y=Y x D (X) — y — Dj (X) x X
Di'g(x) ! !
Tr'l O Trl O _—
proj;
f
Di,g(X) — Dig(X)

ou 77’ est la projection.
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Comme T est propre et plat, alors 7' est aussi propre et plat car ces propriétés sont
stables par changement de base. Donc )’ devient une courbe de genre g au-dessus de
D ¢(X) (sauf pour le cas g = 1 qui nécessite une section marquée de v').

D'autre part, le faisceau R'm.(C) sur Dj,(X), ou C est le faisceau constant
sur Dj z(X), forme un systéme local complexe sur Dj ,(X). Son image réciproque par

le changement de base f est aussi le systtme local complexe R',(C) avec C cette

fois le faisceau des fonctions constantes sur 5{’g(X) a valeurs dans C (voir de nou-
veau le corollaire 1.4 de Grothendieck [Gr], VIII). D’apres le corollaire 1.4 de Deligne
[De], chap. I, Rlni (@) est donnée par une représentation complexe de dimension finie

du groupe fondamental m(D' (X)) de 5i’g(X). Or D 4(X) est simplement connexe,
par conséquent, m(D' (X)) est trivial. Donc le systeme local R'7,(C) est constant
ie. isomorphe a l'un des faisceaux constants C& sur 5{’g(X). Enfin d’apres 1'égalité
R' (C) = R'm.(Z) ® C (qui découle du fait que pour toute surface de Riemann
compacte M, H'(M,C) = H'(M,Z) @ C. C'est le théoréme de coefficient universel), on
en déduit que R'7,(Z) lui-méme est isomorphe & I'un des faisceaux constants Z*§ sur

D (X). Le choix d'un isomorphisme de faisceaux sur 51’ ¢(X)

Rm (Z) = 7% (1)

définit donc une structure de Torelli sur )’ au-dessus de 51’ (X) (sous-réserve de I'exis-
tence d'une section de 7t pour le cas g = 1). D’apres la propriété universelle de 'espace de
Torelli Tg', il existe pour tout g > 2, une application holomorphe unique & isomorphisme
pres

W, : D{’g(X) — 7;0,’

qui, a chaque d € 5{,g(X), associe la classe d’isomorphisme de la fibre ' ~1(d) de '
au-dessus de d appartenant a Tg'.

Revenons maintenant au cas spécial du genre g = 1 et considérons le recouvre-
ment (U;) s de D}, (X), image inverse du recouvrement (U;)ic; de D}, (X) par f. Alors
viel, m1( ﬁ,) porte une structure de Torelli de genre g = 1 au-dessus de U; d’une fagon
évidente. Donc il existe pour chaque i € I une application holomorphe (unique)

Wi:ﬁl‘—>Tll

définie de la méme facon que les W, du cas g > 2. Pour obtenir une application holo-
morphe globale sur Dy ; (X), il suffit de prouver que Vi,j € Tona:

Wi = W{ sur ﬁiﬁﬁj.
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Pour cela, soit i,j € Ietnotons U;; = U; N U;, V; = =Y U,), V; = w'~Y(U;) et
I7l-j = I7l N ‘7] Soient

&t [7,‘ — ‘7,

&j: ﬁj — ‘7]
deux sections qui définissent Vi et 171 comme courbes de genre g = 1 au-dessus de U
et ﬁj respectivement. Alors ‘7,7 est de deux fagons différentes (correspondantes a ¢; et ¢;
respectivement) une courbe de Torelli de genre g = 1 au-dessus de ﬁ,-j. Le but est de
prouver que ces deux structures sont équivalentes. Soit en effet 'application holomorphe

Tij : ‘7,‘]‘ — ‘7,']'
b — “b—¢;o0 ﬂij(b) + £j0 Wij(b)"

ou ;5 : I7l-j — [7,-]- est la restriction de 7’ a ‘7,] On voit (fibre par fibre) que 7;; est un
ﬁi j-automorphisme de ‘7, j et que sur chaque fibre de 77;5, T;; est une translation, donc en
particulier induit 'identité sur les groupes de cohomologie de ces fibres. Il en résulte que
T;j préserve la structure de Torelli de genre g = 1 sur ‘7, jau-dessus de ﬁi j- Par conséquent,
T;; est un automorphisme de 17,']' en tant que courbe de Torelli de genre g = 1 au-dessus
de ﬁ,'j. Ceci permet de conclure que W! = q—’{ sur ﬁij par définition méme de Wi et W{.

En recollant les W; pour tout i € I, on construit donc une application holomorphe
WDy (X) — T

définies par W, = Wi sur Ui pour tout i € I. Ce qui achéve la démonstration. [ |

3.2. Proposition. — Soient X un espace analytique 2-mesure hyperbolique et W,
I'application holomorphe définie par le théoreme 3.1. Alors les fibres de W, sont toutes
hyperboliques au sens de Brody.

Démonstration. — Soient H une fibre quelconque de W, d € Tg' tel que H =
Wg_ 1(d) et C une courbe algébrique de genre g qui représente la classe d’isomorphismes
de Tg'. Soit Yy la courbe de genre g au-dessus de H obtenue par le changement de base
correspondant au plongement g : H < D{’g(X) effectué a la courbe ) de genre g au-

dessus de 5{ (X). Par définition de W, on a pour tout i € H un isomorphisme
(pr'm (W =C

oll (pf,lrr est 'application holomorphe de H _x ) vers H induite par le changement
B, (%)

debase py : H < 51’ (X) comme indique le diagramme cartésien suivant :
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Yy=H x Y — Y =D (X)xX

cp;llrrl O ﬂl /
Pproj;
H — D (X)

(p,}ln, étant propre et plat, définit une famille analytique ayant toutes les fibres iso-
morphes a la courbe C. Donc d’apres le théoréeme 3.1.1, cette famille est localement
triviale. Appliquons enfin la proposition 3.2.1.1 pour conclure que H est hyperbolique au
sens de Brody. [ |

3.3. Proposition. — Supposons que g > 2 et soit X un espace analytique forte-
ment 2-mesure hyperbolique. Alors les fibres de I'application holomorphe W, sont hyper-
boliques au sens de Kobayashi.

Démonstration. — Soient H une fibre quelconque de Wy et d € 7;,’ tel que H =
q—’g_ !(d). De la méme fagcon que dans la démonstration de la proposition 3.2, I'image in-
verse Yy — H dela courbe ) de genre g au-dessus de D{’g(X) par le plongement Yy :
H < D} g (X) constitue une famille analytique localement triviale de courbes de genre g
plongées dans X. Comme g > 2, alors tous les éléments de la famille sont hyperboliques
donc en particulier mesure hyperboliques. D’apres la proposition 3.2.2.2, H est hyperbo-

lique au sens de Kobayashi. ]

3.4. REMARQUE. — Ce résultat reste pour I'instant insuffisant pour savoir si D (X)
est hyperbolique au sens de Kobayashi méme si on suppose que X est lui-méme hyperbo-
lique aussi.

4. Le théoreme principal

Nous disposons maintenant de tout le matériel pour prouver le théoreme principal
de ce chapitre.

4.1. Théoréme. — Soit X un espace analytique 2-mesure hyperbolique. Alors
D} (X) est hyperbolique au sens de Brody.

Démonstration. — Ona
Dy(X) = H Dy g(X) (réunion disjointe) .
g§>0
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Donc il suffit de montrer que pour tout g > 0, D} g(X ) est hyperbolique au sens de Brody.
Soit

y D (X) x X
o £ . 1)
ﬂgl 4}_1 lprOJ2
Dy ¢(X) X

La famille universelle au-dessus de D; ,(X). Soit F : J — X l'application holomorphe
induite par le diagramme (1). Alors F est de rang supérieur ou égal a 2.

1) Sig = 0: Dj 4(X) estdiscret. En effet, dans ce cas 1, est un morphisme propre et
plat tel que toutes ses fibres sont des sous-variétés complexes compactes et connexe de di-
mension 1 de X de genre g=0. Donc elles sont toutes isomorphes au plan projectif P!(C).
D’apres le théoreme 3.1.1, tout changement de base S — D] ;(X) ol S est un espace ana-
lytique réduit, induit une famille analytique localement triviale au-dessus de S. Suppo-
sons que D ((X) estnon discret, alors il existe une application holomorphe non-constante
[+ A = Dyy(X) dudisque unité A de C vers D; ,(X). Sans perte de généralité, nous pou-
vons supposer que la famille Xy = (), mm,A), image réciproque de Xo = (J,10,D; (X))
par le changement de base f : A — Df ((X), esttriviale i.e. )’ estisomorphe a P'(C) x A.
Soit G : P!(C) x A — Y I'application holomorphe issue du changement de base f, alors
F o G estde rang 2. Or d’apres la proposition 1.2.2.3, ceci est absurde car X est 2-mesure
hyperbolique. D’ot1 D] ((X) est discret.

2) Si g = 1:Dj,(X) est aussi discret. En effet, supposons le contraire, alors il
existe une application holomorphe non-constante f : A — Dj,(X). Puisque X =
(V,111,D} (X)) est localement une courbe de Torelli de genre 1, nous pouvons choisir f
de telle fagon que la famille X’ := ()',m},A), image réciproque de X par le changement
de base f, est elle-méme une courbe de Torelli de genre 1. D’apres la construction de la
famille universelle au-dessus de 'espace de Torelli 7] (voir la remarque 1.2.2 et 'exemple
1.4.6), il existe une application holomorphe surjective g : C x A — ). De plus I'appli-
cation f*F : ))' — X induite de F par le changement de base f est de rang supérieur ou
égala 2, d’oltle rang de la composée f*Fo g : C x A — X estégal a 2. Or ceci est absurde
d’apres la proposition 1.2.2.3 car X est 2-mesure hyperbolique. Par conséquent, D{,l (X)
est discret.

3)Sig > 2:soitpour g > 2

W, : 5ig(X) — Tg'
l'application holomorphe définie dans le paragraphe 3. Supposons qu'il existe une appli-
cation holomorphe

f:C— 5{1g(X).
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Alors le composé W, o f est une application holomorphe de C a valeurs dans I'espace de
Torelli 7;,’. Comme ce dernier est hyperbolique d’aprés le corollaire 2.4 alors W, o f est
constante, ie. il existe d € Ty tel que Wy o f(z) = d pour tout z € C d'ott f(C) C
q—’g’l (d). Or d’apres la proposition 3.2, q—’g’l (d) est hyperbolique au sens de Brody, ce qui
entraine que f est nécessairement constante et par conséquent 5{ g(X ) est hyperbolique

au sens de Brody.

Enfin, comme Dj 4(X) est le revétement universel de D ¢(X), on en déduit que
D} g(X ) lui aussi est hyperbolique au sens de Brody. Ce qui achéve la démonstration. ®

4.2. Exemple. — Soit S une surface complexe de type général. Il est bien connu
que S est mesure hyperbolique (voir par exemple Lang [L] ou Kobayashi [K2]). Donc le
théoreme 4.1 prouve que Dj(S) est hyperbolique au sens de Brody.

5. Un autre théoreme d’hyperbolicite

Soient X une variété complexe et Y une sous-variété complexe compacte de X.
Soient respectivement 7T, Ty et Ny /x les faisceaux des germes de sections holomorphes
des fibrés tangents TX de X, TY de Y et du fibré normal Ny, x. La suite exacte

0— TY — TX|y — Ny,;x — 0
induit la suite exacte suivante de cohomologie :
s
0 — H(Y,Ty) — H(V,Tx|y) — H°(Y.Ny/x) = H'(Y,Ty) — - -~
D’autre part, H’(Y,Ny,x) coincide avec I'espace tangent de I'espace de Douady
D(X) en[Y], o1 [Y] est le point correspond a Y dans D(X). H'(Y,7y) est canoniquement

isomorphe a I'espace tangent en 0 de la variété des modules locale (M,0) de Y (cf. [Gr], IX,
Proposition 2.2).

5.1. Définition. — On dit que [Y] € D(X) vérifie la condition (P) si:
1) I'application &y est injective;
2) la déformation semi-universelle de Y est universelle.

5.2. Lemme. — (P) est une condition ouverte dans I'espace de Douady D(X), i.e.
I'ensemble des points de D(X) qui vérifient Ia condition (P) est ouvert.
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Démonstration. — La deuxieme partie de (P) est ouverte d’apres [Bin], Satz 7.1.
Soit

Y <« DX)xX
nl O/
D(X)
la famille universelle au-dessus de D(X). Pour la premiére partie de (P), soit Y une sous-
variété complexe compacte de X et notons 0 := [Y] € D(X) (on adopte la méme notation
que pour le point correspondant a Y dans la variété de modules locale (M,0) de Y). Soit le
morphisme de germes g : (D(X),0) — (M,0) du germe de D(X) en 0 vers la variété de
modules locale (M,0) de Y, obtenu d’apres I'universalité de (M,0). La différentielle Togg
de @ en 0 n'est autre que éy définie ci-dessus. Comme dy est injective alors g est un
plongement. D’ol il existe un voisinage U de 0 dans D(X) tel que pour tout a € U, 'ap-
plication @, : (D(X),a) — (M,a) estun plongement. D’aprés I'ouverture de la propriété
universelle (voir [Bin], Satz 7.1), la différentielle T,,@, de ¢, en a coincide avec 6y, ol Y,
est la fibre de p au-dessus de a. Par conséquent Sy, : H(Y,Ny,/x) — H'(Y,Ty,) est
injective. Ce qui prouve le lemme. [ |

Soit maintenant R le sous-ensemble de 'espace de Douady D] g(X) des courbes
algébriques Y de genre g > 1 plongées dans X telles que 6y est injective. Puisqu'une dé-
formation semi-universelle d'une courbe algébrique de genre g est universelle, alors tout
élément de R vérifie la condition (P) et par conséquent R estun ouvert de Dj 4(X). De plus

ona

5.3. Théoreme. — Soit X une variété complexe. Alors I'ouvert R de Dj 4(X) est
hyperbolique

Démonstration. — Soit g : 5{’g(X) — T, l'application holomorphe définie

dans le théoreme 3.1. D’apres l'injectivité de 6y pour tout Y de R, la restriction ll’g|§ :
R — Té est un plongement local ol R est I'image réciproque de R par le revétement
uninersel 5{’g(X) — Dj ¢(X). Or T est hyperbolique, donc d’apres le théoréme 1.1.1.3,
1), R (et par conséquent R) est hyperbolique. [ |

73



74



Chapitre 6

L'HYPERBOLICITE SUR L'ESPACE DE DOUADY
DES VARIETES ABELIENNES PLONGEES
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Dans ce chapitre nous allons reprendre les techniques utilisées pour établir le théo-
reme principal du chapitre précédent (théoréme 5.4.1) dans I'étude de I'espace de Douady
des variétés abéliennes plongées. Etant donné X un espace analytique projectif (c’est-a-
dire plongé dans un certain PV (C)). Par définition I'espace de Douady des variétés abé-
liennes de dimension m de X est I'ensemble des sous-variétés complexes compactes et
connexes de X de dimension d qui sont des tores complexes i.e. des variétés abéliennes
puisque X est projectif. On le notera Dg(X). De la méme facon que dans la section 3 du
chapitre 2 et grace a un théoreme de Mumford ([M1], proposition 6.16), on voit que Dg (X)
est un sous-espace analytique ouvert de 'espace de Douady D(X) de X.

1. Familles de variétés abéliennes polarisées

Notons par V un espace vectoriel complexe de dimension d et A un réseau de V.
Par définition A est un sous-groupe discret de rang 2d de V. Le réseau /A agit sur V par
addition.

Le quotient
X=V/N

est appelé un tore complexe. C’est une variété complexe connexe. De plus X est compact,
puisque A\ est un sous-groupe de V de rang maximum et donc X est I'image d'un sous-
ensemble borné de V. Un tore complexe est un groupe de Lie complexe et inversement
tout groupe de Lie complexe connexe et compact est un tore complexe.

Soit X = V/A un tore complexe de dimension d et L un fibré en droites sur X
et H sa premiere classe de Chern. H est une forme hermitienne sur V telle que la forme
alternée E = Im H est a valeurs entiéres sur le réseau /\. D’apres le théoréeme de diviseur
élémentaire [Bourbaki, Alg. IX, 5.1, th. 1], il existe une base Ay, ...,Ag U1, ...,1g de A pour

(%)

ou D = diag(dy,...,da) avec d, des entiers > 0 vérifiant d,/d,4; pour v = 1,...,d — 1.

laquelle E est donnée par la matrice

Les entiers dj, ...,dg sont déterminés d'une facon unique par E et A\ et donc par L.

La matrice D ou méme aussi le vecteur (d, ...,d,) sont appelés: le type du fibré
en droites LetlabaseAy,...,AgUy,-..,Ug est dite base symplectique (ou canonique) de A\
pour L (ou H ou E respectivement).

1.1. Définition 1. — Soit X = V// un tore complexe. Une polarisation sur X est
par définition la premiére classe de Chern H = ¢, (L) d’un fibré en droites L sur X défini
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positif. Par abus de notation, on considére parfois le fibré en droites lui-méme L comme
polarisation. Le type de L est appelé le type de la polarisation. Une polarisation est dite
principale si elle est de type (1,...,1).

Une variété abélienne est par définition un tore complexe X admettant une polari-
sation H = ¢;(L).

La paire (X,H) est appelée variété abélienne polarisée. On la note aussi (X,L) au
lieude (X,H). Une variété abélienne polarisée est projective, c’est le théoréme de Lifschetz.

Un homomorphisme de variétés abéliennes polarisées f : (X,M) — (X,L) est un
homomorphisme de tores complexes f : Y — X tel que f*¢;(L) = ¢;(M). Cette derniere
condition signifie que f* L et M sont analytiquement équivalents i.e. il existe un espace
complexe analytique connexe T, un fibré en droites L sur X x T et des points t1,t; € T tel
que

£|X><{t1} ~ f*L et E\Xx{tz} ~ M.

1.2. ExempLE. — Soit X = C//\ une courbe elliptique. Sans perte de généralité, on
peut supposer que {1,z} est une base de A oi1 z est un nombre complexe vérifiant Im z > 0.

On définit
H:CxC — C
v-w

) — .
(vw) Imz

I est facile de vérifier que H est une forme hermitienne définie positive avec Im H(A,L) C
Z..Donc H est la premiére classe de Chern d’'un fibré en droites L sur X. Par conséquent,
chaque courbe elliptique est une variété abélienne polarisée. Cependant, ce n’est pas vrai
que tout tore complexe de dimension > 2 est une variété abélienne.

1.3. Définition. — Une variété abélienne de type D a base symplectique est par
définition le triplet (X,H,()\l, e AL UL, - ,ud)) avec X = V/N une variété abélienne, H
une polarisation de type D sur X et (Ay,...,Ag,H1, - -.,1q) une base symplectique de N\ pour
H. d étant la dimension complexe de X.

1.4. Définition.

i) Soit S un espace analytique. Le triplet (X,m,S), ou 1t : X — S est un groupe de Lie
complexe relatif sur S, est appelé famille de variétés abéliennes polarisées de dimension d
si 1T est lisse et propre a fibres connexes de dimension d et il existe un fibré en droites L
sur X tel que les restrictions Ls := £| x, aux fibres de 1t sont toutes définies positives. Dans
ce cas, L s’appelle polarisation de la famille.
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ii) Si de plus les fibres de 7w ont méme type D et méme base symplectique la famille
s’appelle famille (analytique) de variétés abéliennes polarisées de dimension d, de type D
et a base symplectique.

Un isomorphisme entre deux telles familles se définit de facon évidente. Le théo-
reme suivant de Grothendieck (cf. Mumford [M1], théoréme 6.14) donne une condition

suffisante pour avoir des familles de variétés abéliennes polarisées :

1.5. Théoréme. — Soient S un espace analytique connexe et r : X — S un mor-
phisme projectif et lisse d’espaces analytiques. S’il existe une section € : S — X holo-
morphe de 1 et un point s € S tel que la fibre X; de 1 au-dessus de s soit une variété
abélienne avec identité £(s). Alors (X,1,S) est une famille de variétés abéliennes polari-

sées.

1.6. REMARQUE. — Pour une variété abélienne polarisée X, fixer une base symplec-
tique de type D revient a choisir convenablement une base du groupe de cohomologie
H'(X,Z) puisque ce dernier coincide avec le groupe fondamental 1r;(X). Donc une fa-
mille de variétés abéliennes polarisées de dimension d de type D et a base symplectique
(L{,Tr,S) donne naissance a un isomorphisme de faisceaux sur S:

R'm.(Z) ~ 7*

qui détermine complétement le type D et la base symplectique.

2. Espace de modules de Siegel

2.1. Définition. — Soit M;(C) I'ensemble des matrices complexes. L'ensemble
Sa = {Z € My(C)/ 'Z = Z et ImZ > 0} est appelé le demi-espace supérieur de
Siegel ou tout simplement1'espace de Siegel. C’est une sous-variété ouverte de dimension
3d(d+1) deI'espace vectoriel des matrices symétriques dans My (C). Pour d = 1 I'espace
de Siegel coincide avec le demi-plan supérieur dans C et s’appelle le demi-plan supérieur
de Siegel.

Chaque variété abélienne polarisée de type D avec une base symplectique déter-
mine un point Z € S,. En effet, soit X = V//\ une variété abélienne de dimension d et
H une forme hermitienne sur V définissant une polarisation de type D = diag(dl, et ,dd).

Soit (Ay,...,AgH1,...,1q) une base symplectique de A pour H. Par définition, la forme

0 D

alternée Im H est donnée par la matrice (_ D o

) pour cette base. Posons e, = —-p,,
v
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v = 1,...,d. Alors (ey,...,e;) est une C-base de V pour laquelle la matrice période de
X estdelaforme m = (Z,D).

Z est une matrice de M (C) vérifiant 'Z = ZetIm Z > 0 et (Im Z) ! est la matrice
de H par la base (ej,...,eq). C'est une conséquence des conditions de Riemann pour les
variétés abéliennes Z € S;. Z détermine complétement X.

Inversement, étant donné un type D, chaque Z € S; détermine une variété abé-
lienne polarisée avec une base symplectique. Pour voir cela, remarquons que Ay :=
(7,D)Z* est un réseau de V = C“. Le quotient

Xz =Cl/N,

est un tore complexe. Définissons une forme hermitienne H parla matrice (Im Z) ~! pour
la base canonique de C?. Alors Hy est une polarisation de type D sur X. D’abord c’est une
forme définie positive. En plus, considérons Iisomorphisme R-linéaire R*¢ — C¢ donné
par la matrice (Z,D). Soient Ay, ...,Ag,H1,.-.,1q les images de la base canonique de R24
dans C?. Ce sont les colonnes de la matrice (Z,D) pour la base canonique de C?. Donc
(A1, .- Ag,H1, - - ,1g) estune base de A 2.

Pour cette base, Im Hz |, « p, €st donné par la matrice

S 0 D
Im ((z,D)(Im 2)~'(Z,D)) = ( )
—-D 0
donc X est une variété abélienne de type D a base symplectique.

Par conséquent, I'application Z — (X, Hz,{colonnes de (Z,D)}) donne une bi-
jection entre I'espace de Siegel S; et 'ensemble des (classes d'isomorphismes de) variétés
abéliennes polarisées de dimension d, de type D et a base symplectique.

Analytiquement, on a le théoréme suivant (voir [L-B]).

2.2. Théoréme. — Soit D = diag(dy, ...,d,) un type. Soit le réseau

10
NAp = z*
(o »)

dans R??. Posons Xp = ((Cd X S4)/N\p (c’est une variété complexe). Soit v : Xp — Sy
la projection naturelle. Alors il existe un fibré en droites L sur Xp et des applications
holomorphes A,,u, : Sqg — Ct v =1,...4d, pour lesquelles la famille (X p,,S4,L,
(2\1, L AGUL, ,ud)) est une famille analytique universelle de variétés abéliennes pola-
risées de type D a base symplectique.
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3. Lhyperbolicité sur D] (X)

Soient X un espace analytique projectif et 5;(X) le revétement universel de
DI(X). Alors:

3.1. Proposition.
i) L'universalité de S, fournit une application holomorphe naturelle
Qg 5dT (X) — S4

qui a chaque Z € 5£(X ) associe la classe d’isomorphismes de la variété abélienne corres-
pondante a Z de la famille au-dessus de D} (X).

Démonstration.
i) Soit
Yy — DIX)xX
"l — proj,
Dg(X)

la famille universelle de D}(X). On peut trouver un recouvrement ouvert (U;);c; de
DY (X) pour lequel il existe pour tout i :

— un isomorphisme de faisceaux h; : R (1j-1(y,))«(Z) = Z** sur U;.

— une section holomorphe ¢; : U; — ) holomorphe de .

Compte tenu du fait que X est projectif et de la remarque 1.6, on en déduit que
la famille X; = (7' (U;), 70 7-1(y,), Ui) est une famille de variétés abéliennes polarisées
de type D; et a base symplectique. Le type D; et la base symplectique sont complétement
déterminés par le choix de I'isomorphisme #;.

Effectuons le changement de base p : D} (X) — D} (X)  la famille universelle
au-dessus de D; (X). De la méme fagon que dans la démonstration du théoréme 5.3.1, on
obtient un isomorphisme de faisceaux sur 5; (X)

R (Z') ~ 2% (1)

our’ : DI(X) x Y — DJ(X) estla projection naturelle. Ceci permet de conclure
DI(X)
d
que les familles images réciproques des X; par p ont méme type D et méme base sym-
plectique, et par universalité de 'espace de modules de Siegel S, il existe des applications
holomorphes

(pfi : pil(ui) — Sy, Viel,
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qui se recollent de la méme maniére que dans la démonstration du théoréme 5.3.1 et
donnent naissance a une application holomorphe

cpd:ﬁg(X) — Sy4.

En effet, soient i,j € I et considérons les familles de variétés abéliennes polarisées de
type D et a base symplectique respectivement au-dessus de p~ ' (U;) et p~— ' (Uj). Elles in-
duisent deux structures de familles de variétés abéliennes de type D et a base symplec-
tique (ceux-ci sont déterminés par 'isomorphisme (1)) au-dessus de p~*(U;) N p~}( Uj).
Or ces deux structures sont équivalentes car I'application holomorphe de ! (p~1(U;) N
p Uj)) sur lui-méme est définie sur chaque fibre par la translation qui transforme le
point marqué pour la premiéres structure en le point marqué pour la deuxieme, est un
(p~'(U;) N p~'(U;))-isomorphisme qui induit I'identité sur les groupes de cohomologie
et donc conserve le type D et la base symplectique. Ce qui implique que (Pf;z = (p{i sur
p~'(U;) N p~'(U;j) et ainsi s'achéve la démonstration. ]

3.2. REMARQUE. — En prenant le cas spécial d = 1 dans la proposition 3.1, nous
retrouvons 'application W; : 5{,1(X) — 8 = H du théoréme 5.3.1. Dans ce cas, I'’hypo-
these de projectivité sur X est superflue. En effet, le morphisme 7 : Y — Df (X) dela
famille universelle de Di,1 (X) est localement projectif. Pour voir cela, soit S un voisinage
d'un point d de Df ; (X) pour lequel, il existe une section holomorphe ¢ : § — ). Comme
s mm1(S) C Y — Sest propre, ¢ est une immersion fermée. Elle définit donc un iso-
morphisme de S dans un sous-espace analytique A de ). Soit I I'idéal sur X qui définit A.
Alors I est un faisceau inversible (voir Mumford [M2]). En plus I O~ et trés ample relati-
vement a S (cf. Grothendieck [Gr], VIII, corollaire 2.2) pour tout n > 3 et par conséquent,
I est relativement ample pour S et 1|5 est donc projectif. [ |

3.3. Théoréme. — Soit X un espace analytique projectif de dimension n. Suppo-
sons que X est (d+1)-mesure hyperbolique, 1 < d < n—1. Alors D} (X) est discret.

Démonstration. — Soit
y — DI(X) x X

5=
d

(D

la famille universelle au-dessus de D;(X ). Soit F : ) — X l'application holomorphe
induite par le diagramme (1). Il est clair que F est de rang au moins égal a d + 1. Suppo-
sons que Dg (X) estnon-discret, alors il existe une application holomorphe non-constante
[+ A — DX(X) dudisque unité A de Cvers D (X). Puisque la famille X := (Y, m,D] (X))
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est localement une famille de variétés abéliennes polarisées de type D a base symplec-
tique (voir la démonstration de la proposition 3.1), nous pouvons choisir f de telle facon
que la famille X' := ()',7/,A), image réciproque de X par le changement de base f, est
elle-méme une famille de variétés abéliennes polarisées de type D a base symplectique.
D’apres la construction de la famille universelle au-dessus de 'espace de Siegel S; (voir
le théoreme 2.2), il existe une application holomorphe surjective G : 4 x A — ). De
plus, I'application f*F : )’ — X induite de F par le changement de base f est de rang
supérieur ou égal a d+1, d’out le rang de la composée f*F o G est égala d + 1. Or ceci est
absurde car X est (d-+1)-mesure hyperbolique. Par conséquent, D] (X) est discret. |

Supposons maintenant que X est une variété projective non singuliere. Soit R le
sous-ensemble de D] (X) des variétés abéliennes Y plongées dans X telles que le mor-
phisme 8y défini dans 5.5 est injectif. Puisque toute déformation semi-universelle d'un
tore complexe est universelle donc chaque élément de R vérifie la condition (P) définie
dans 5.5.1. Par conséquent, R est un ouvert de D} (X) d’apreés le lemme 5.5.2.

3.4. Théoreme. — Soit X une variété projective non singuliére. Alors I'ouvert R de
DY (X) est hyperbolique.

Démonstration. — Soit @ : 5£(X) — S4 I'application holomorphe définie dans
la proposition 3.1. Notons R I'image réciproque de R par le revétement universel 55 (X) —
DY (X). D’apres l'injectivité de Sy pour tout Y de R, 'application a7 : R — Sj est un
plongement local. Or S, est hyperbolique, donc d’apres le théoréme 1.1.1.3, 1), R (et par
conséquent R) est aussi hyperbolique. [ |
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