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Introdu
tionLe sujet de 
ette thèse est l'étude asymptotique (existen
e et estimation en nombre) desse
tion propres d'une suite de lapla
iens antiholomorphes. Elle s'inspire prin
ipalement destravaux de Jean-Pierre Demailly 
on
ernant les inégalités de Morse holomorphes.L'étude qui suit a été divisée en deux parties : une première partie établit des formulesde type Bo
hner-Kodaira-Nakano, tandis que la deuxième partie s'atta
he aux estimationsspe
trales proprement dites.Formules de type Bo
hner-Kodaira-NakanoUne formule de type Bo
hner-Kodaira-Nakano relie les lapla
iens holomorphe, antiholo-morphe et la 
ourbure asso
iés à un �bré holomorphe au-dessus d'une variété 
omplexe. Sila variété est kählérienne, 
ette formule prend la forme suivante : �00 = �0 + [i�;�℄. L'inté-rêt de 
e type de formule est qu'il exprime le lapla
ien antiholomorphe 
omme somme d'unopérateur positif et de termes de 
ourbure. Cela permet par exemple, sous des hypothèsesde 
ourbure positive, de montrer qu'en bidegré 
onvenable, les se
tions holomorphes du �brésont nulles. On obtient ainsi des théorèmes d'annulation.Dans le 
as où la variété n'est qu'hermitienne (i.e. la métrique hermitienne ! ne véri�epas d! = 0, ! étant vue 
omme une 2-forme réelle), J.-P. Demailly a montré (dans [Dem83℄)qu'on avait en
ore une formule analogue, moyennant quelques termes d'erreurs.Nous aurons besoin dans l'étude spe
trale asymptotique de la deuxième partie d'uneformule de type Bo
hner-Kodaira-Nakano pour un �bré C1 (et non plus holomorphe) au-dessus d'une variété hermitienne. C'est l'objet du 
hapitre 2, qui reprend la démonstrationde J.-P. Demailly en l'adaptant au 
as C1. Nous aurions pu renvoyer le le
teur à l'arti
leinitial [Dem83℄, la preuve s'adaptant sans di�
ulté, mais nous avons préféré reproduire ladémonstration, puisque 
ette formule nous servira en deuxième partie.Les 
hapitres 1 et 3 établissent aussi des formules de type Bo
hner-Kodaira-Nakano, au-dessus de variétés respe
tivement presque kählérienne et presque 
omplexe. Ces formules neservent pas pour la suite, aussi on pourra s'étonner de les voir �gurer i
i. C'est pourquoi ilme faut mentionner qu'au début de 
ette thèse, je m'intéressais à des résultats de plongementasymptotique d'une variété presque kählérienne dans des espa
es proje
tifs. On sait qu'unevariété 
ompa
te 
omplexe munie d'une (1;1)-forme entière stri
tement positive se plonge dansun espa
e proje
tif. C'est le théorème de Kodaira. Il est alors naturel, pour une variété presquekählérienne 
ompa
te dont la forme symple
tique est entière, de se demander si on peut laplonger asymptotiquement, de façon la plus holomorphe possible, dans des espa
es proje
tifs.11



Pour 
onstruire 
es plongements, mimant la démonstration dans le 
as 
omplexe, il est naturelde 
onsidérer les se
tions des puissan
es tensorielles d'un �bré en droites de 
ourbure laforme symple
tique de la variété. Les se
tions 
andidates à produire un plongement sont
elles qui sont les plus pro
hes d'être holomorphes, par exemple une base des se
tions propresdu lapla
ien antiholomorphe pour de petites valeurs propres tendant asymptotiquement verszéro. Pour produire de telles se
tions et obtenir des estimées a priori, nous avons été amenés àétablir une formule de type Bo
hner-Kodaira-Nakano. Nous nous sommes 
ependant heurtésensuite à 
ertaines di�
ultés te
hniques, et entre-temps, B. Shi�man et S. Zeldit
h ont réussià démontrer les résultats de plongement asymptotique par des méthodes d'opérateurs deFourier intégraux (nous renvoyons à leur arti
le [SZ02℄, paru en 2002). Cependant 
etteformule nous a semblé intéressante en soi, et 
'est pourquoi nous l'avons reproduite.Quant à la troisième formule, établie au 
hapitre 3, 
'est dans un simple sou
i de généra-lisation que nous l'avons établie. Elle 
ontient en e�et les deux formules pré
édentes 
omme
as parti
uliers, et s'énon
e 
omme suit.Théorème 0.1. Si (X;J) est une variété presque 
omplexe munie d'une métrique rieman-nienne g J-invariante, et si (E;hE ;DE)! X est un �bré hermitien C1, alors :1) �0� := �D0E + � ; Æ0E + ��� est un opérateur positif formellement autoadjoint de mêmepartie prin
ipale que �0, où nous avons noté � = [� ; d0!℄.2) Notant T! = �� ; �� ; � i2d00d0!��� �d0!;(d0!)�� et TN = i �� ; [�0E ;�00E ℄�, nous avons�00E = �0� + �i�(1;1)(E;DE) ;��+ T! + TN ;où T! et TN sont des opérateurs s
alaires d'ordre 0.Signalons en�n que peu de temps avant la réda
tion de 
ette thèse, nous avons appris queS.K. Donaldson avait déjà mentionné la formule de type Bo
hner-Kodaira-Nakano pour unevariété presque kählérienne dans un arti
le datant de 1989 ([Don89℄). Nous l'ignorions biensûr. Nous laissons 
ependant tout de même dans 
ette thèse la formule et sa démonstration,par
e que nous pensons que la démonstration élémentaire que nous donnons pourra intéresser
eux qui souhaitent se familiariser ave
 la géométrie symple
tique et le 
as non intégrable.Ceux-
i pourront aussi 
onsulter ave
 intérêt la dis
ussion des dernières pages de [Don89℄,intéressante à lire rétrospe
tivement quand on sait ensuite les travaux remarquables que S.K.Donaldson a établis dans [Don96℄.Estimations spe
trales asymptotiquesCommençons par rappeler le 
adre 
lassique des inégalités de Morse, tel que développé parJ.-P. Demailly dans [Dem85℄. Considérons une variété analytique 
omplexe 
ompa
te X dedimension n, L un �bré ve
toriel holomorphe en droites et E un �bré holomorphe hermitiende rang r au-dessus de X. Notons � = i2� 
(E) la forme de Chern du �bré L. Les inégalités deMorse holomorphes bornent la dimension des espa
es de 
ohomologie Hq(X;Lk
E) en fon
-tion d'invariants intégraux de la 
ourbure de L. Plus pré
isément, si X(�;q) désigne l'ouvertdes points x 2 X en lesquels �(x) a exa
tement q valeurs propres stri
tement négatives et n�qvaleurs propres stri
tement positives, et si nous posons X(�; � q) = X(�;0) [ : : : [X(�;q),nous avons alors 12



Théorème (J.-P. Demailly, 1985).a) Inégalités de Morse :dimHq(X;Lk 
E) � knn! ZX(�;�q)(�1)q�n + o(kn) ;b) Inégalités de Morse fortes :qXj=0(�1)q�jdimHj(X;Lk 
E) � knn! ZX(�;�q)(�1)q�n + o(kn) :Le point a) est une 
onséquen
e dire
te du point b). Ces inégalités ont de nombreusesappli
ations. En parti
ulier, elles ont permis à J.-P. Demailly de généraliser un résultat deY.T. Siu donnant un 
ritère analytique su�sant pour qu'une variété soit de Moishezon, quenous reformulons de la manière suivante :Théorème (J.-P. Demailly, Y.T. Siu, 1985). Soit X une variété 
ompa
te 
omplexe dedimension n, et � une (1;1)-forme réelle entière. Si � véri�e l'une des 
onditions suivantes :a) � est partout semi-positive et dé�nie positive en au moins un point de X (
onditionénon
ée par Y.T. Siu),b) RX(�;�1) �n > 0 (
ondition énon
ée par J.-P. Demailly),alors X est de Moishezon. En parti
ulier, il existe un 
ourant T fermé de bidegré (1;1),stri
tement positif (i.e. minoré par une (1;1)-forme 
ontinue hermitienne stri
tement positive)tel que fTg 2 H2(X;ZZ).Pour démontrer 
e théorème (
ondition b)), J.-P. Demailly a en fait montré qu'on avaitl'estimation suivante, 
onséquen
e dire
te des inégalités de Morse fortes :dimH0(X;Lk) � knn! ZX(�;�1) �n + o(kn) ;où L est un �bré holomorphe en droites au-dessus de X de 
ourbure �2i��. L'hypothèseb) implique don
 que le nombre de se
tions du �bré Lk (qui a pour 
ourbure �2i�k�) 
roîtau moins en kn, 
e qui entraîne (voir [Dem85℄) que la dimension algébrique de X est n,autrement dit que X est de Moishezon.Nous avons i
i le point de départ de notre travail. Supposons que la variété 
omplexe 
om-pa
te X soit munie d'une (1;1)-forme réelle �, pas for
ément entière, qui véri�e RX(�;�1) �n >0. Il n'y a pas de �bré dont � soit la forme de 
ourbure. Cependant, en utilisant le lemme deKrone
ker (qui est une 
onséquen
e fa
ile du prin
ipe des tiroirs de Diri
hlet), nous pouvonsappro
her, pour une in�nité de k (nous é
rirons k 2 S, où S est un sous-ensemble in�nide IN) k� dans H2(X;IR) par des formes entières �k. À 
es formes sont don
 asso
iés (voirappendi
e C) des �brés hermitiens Lk de 
lasse C1 ayant pour forme de 
ourbure �2i��k.13



Sur 
es �brés, munis de 
onnexions hermitiennes Dk, nous pouvons 
onsidérer les lapla
iensantiholomorphes �00k. Ils n'admettent peut-être pas de se
tions propres pour la valeur propre 0(puisque ��2k 6= 0), mais nous montrons qu'ils admettent, une fois renormalisés par 1=k, beau-
oup de se
tions propres asso
iées à de petites valeurs propres. C'est 
e qu'exprime notrerésultat prin
ipal, qui s'énon
e 
omme suit :Théorème 0.2. Soit X une variété 
omplexe 
ompa
te et � une (1;1)-forme réelle fermée,non né
essairement entière. Il existe une suite (indexée par un sous-ensemble in�ni S deIN) de �brés hermitiens (Lk;Dk)k2S au-dessus de X dont les formes de 
ourbures appro
hent�2i�k� et ayant la propriété suivante : soit, pour k 2 S, hk(�) le nombre de valeurs propres(
omptées ave
 multipli
ité) � � de 1k�00k, où �00k = D00k�D00k est le lapla
ien antiholomorpheagissant sur C1(X;Lk) ; nous avons alors la minoration asymptotiquelim infk!+1; k2S k�n hk(�k) � 1n! ZX(�;�1) �n ;valable pour toute suite (�k)k2S de réels > 0 tendant vers zéro plus lentement que 1=k2+2=b2(X).Notre travail, dans la deuxième partie, s'organise 
omme suit. Après avoir justi�é au 
ha-pitre 1 l'approximation de k� par des formes entières, nous expliquons (suivant [Dem85℄)dans le 
hapitre 2 
omment utiliser la formule de Bo
hner-Kodaira-Nakano de la premièrepartie pour établir une formule de type Weitzenbö
k. Ce
i nous permet d'interpréter le la-pla
ien antiholomorphe �00k 
omme un opérateur de S
hrödinger. Dans le troisième 
hapitrenous montrons que les estimations spe
trales sur les opérateurs de S
hrödinger démontréespar J.-P. Demailly (th. 2.16 de [Dem85℄) restent vraies pour la 
lasse plus large d'opérateursque nous 
onsidérons et sous la forme plus générale suivante (voir le 
hapitre 3 pour lesnotations) :Théorème 0.3. Soit 
 un ouvert relativement 
ompa
t et N
;k(�) le nombre de valeurspropres (
omptées ave
 multipli
ité) � � de l'opérateur de S
hrödinger 
onsidéré. Alors pourtout réel � et pour toute suite (vk) de réels tendant vers zéro, nous avons les en
adrementsasymptotiques suivantes :lim infk!+1 k�nN
;k(�+ vk) � rXj=1 ZX �B(�+ Vj)d� ;lim supk!+1 k�nN
;k(�+ vk) � rXj=1 ZX ��B(�+ Vj)d� :Ce
i nous permet au 
hapitre 4 d'en déduire deux estimations spe
trales pour des valeurspropres très petites. Depuis le début, la di�
ulté réside dans le fait que nous souhaitonsà la fois faire tendre k vers l'in�ni (estimations asymptotiques) et les valeurs propres verszéro. Nous obtenons une première estimation pré
ise du nombre de se
tions propres de 1k�00kasso
iées à des valeurs propres tendant vers zéro stri
tement moins vite que k�1=6. Uneappli
ation possible de 
es estimations est la 
onstru
tion de 
ourants dans la 
lasse de 
oho-mologie de � positifs sur un ouvert su�samment grand. Et dans l'espoir de 
onstruire de tels14




ourants dont nous 
ontr�lons la partie positive, il est préférable d'avoir des estimées asymp-totiques asso
iées à des valeurs propres les plus petites possibles (nous illustrerons 
e proposdans la dernière se
tion du dernier 
hapitre). C'est pourquoi nous obtenons une deuxièmeestimation, bien meilleure puisqu'elle autorise une dé
roissan
e un peu plus rapide que k�2pour les valeurs propres. Cette estimation ne dé
oule pas immédiatement des en
adrementsasymptotiques pour les opérateurs de S
hrödinger. Nous l'obtenons en étudiant la dérivéeantiholomorphe ��k. Sur un �bré holomorphe, ��k est inje
tive et envoie les se
tions propres debidegré (0;0) sur des se
tions propres de bidegré (0;1). Mais le 
ara
tère seulement C1 de nos�brés Lk fait que lapla
ien antiholomorphe et dérivée antiholomorphe ne 
ommutent plus,don
 que des se
tions propres de bidegré (0;0) ne sont plus envoyées sur des se
tions propresde bidegré (0;1). Cependant le défaut de 
ommutation étant petit, les images des se
tionspropres ne sont pas très éloignées de se
tions propres en bidegré (0;1). Ces 
onsidérationspermettent d'aboutir au théorème 0.2 énon
é plus haut, beau
oup plus intéressant puisqu'ilautorise à faire tendre les valeurs propres vers zéro un peu plus vite que 1=k2 pour un nombrede se
tions qui 
roît en kn, pourvu que RX(�;�1) �n > 0.Nous terminons, en utilisant 
ette dernière estimation, en donnant un exemple de résultatd'existen
e de 
ourant dans la même 
lasse de 
ohomologie que � ave
 
ontr�le e�e
tif de lapartie positive, moyennant une hypothèse vraisemblable.BibliographieEn 
e qui 
on
erne la géométrie symple
tique, le le
teur pourra 
onsulter par exemple[MS95℄, [Dui96℄, [Lae98℄ et [Don89℄. [BGM71℄ aborde aussi la géométrie presque 
omplexe etkählérienne.Les ouvrages [Dem97℄, [GH78℄, [KN69℄, [We89℄ et [Kob87℄ 
ouvrent largement le domainede la géométrie analytique 
omplexe et des �brés ve
toriels.Pour la théorie des distributions et des opérateurs pseudo-di�érentiels, [Ho76℄, [EG97℄ et[Leb℄ pourront être 
onsultés ave
 pro�t.Quant à l'analyse fon
tionnelle, de bonnes référen
es sont [Kat80℄ et [RS72℄. Et on trou-vera dans [BGM71℄ une étude des valeurs propres du lapla
ien riemannien, ainsi qu'une bonneintrodu
tion au noyau de la 
haleur, qui est un autre outil pour l'étude spe
trale du lapla
ien(voir par ex. [Bis87℄ et [Bou90℄).
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Première partieFormules de typeBo
hner-Kodaira-Nakano
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Chapitre 1Cas d'une variété presque kählérienneRésuméSoit (X;J;!) une variété presque kählérienne et (E;D;h) ! X un �bréhermitien. Nous établissons les relations de 
ommutations usuelles surX et E, puis obtenons la formule de type Bo
hner-Kodaira-Nakano sui-vante : �00E = �0E + [i�(1;1)(E;D);�!℄ + T , où T est un opérateur s
alaired'ordre 0 dépendant de ! et du tenseur de Nijenhuis. Cela généralise laformule bien 
onnue dans le 
as d'une variété kählérienne.1.1 Notations et rappels1.1.1 Variétés symple
tiques presque 
omplexesUne variété presque kählérienne est une variété symple
tique (X;!), de dimension paire2n, munie d'une stru
ture presque 
omplexe J véri�ant les 
onditions de 
ompatibilité etde positivité !(Jv;Jw) = !(v;w) et !(v;Jv) > 0. X est alors naturellement munie de lamétrique riemannienne J -invariante g(v;w) = !(v;Jw).J s'étend en un endomorphisme CI -linéaire de TCI X = CI 
IRTX. Soit T 1;0X (resp. T 0;1X)le sous-�bré holomorphe (resp. antiholomorphe) du �bré tangent 
omplexe ; i.e. J = i surT 1;0X et J = �i sur T 0;1X.Si (x1;y1; : : : ;xn;yn) sont des 
oordonnées lo
ales sur X, notant zj = xj + iyj, le repèredual de (dz1; : : : ;dzn;d�z1; : : : ;d�zn) est noté � ��z1 ; : : : ; ��zn ; ���z1 ; : : : ; ���zn�. On a��zj = 12 � ��xj � i ��yj� ; ���zj = 12 � ��xj + i ��yj� :Mais généralement ��zj n'est pas dans T 1;0X (les 
oordonnées zj n'étant pas holomorphes).19



1.1.2 Di�érentiation et (p;q)-formesOn note T �CI X = CI 
IR T �X, V� T �CI X = CI 
IRV� T �X l'algèbre extérieure 
omplexi�ée etVp;q T �CI X le sous-espa
e de V� T �CI X engendré par les �^�; � 2 Vp(T 1;0X)�; � 2 Vq(T 0;1X)�.Par ailleurs Csp;q(X;CI ) = Cs(X;Vp;q T �CI X) désigne l'espa
e des formes di�érentielles 
om-plexes de 
lasse Cs et de bidegré (p;q) sur X.Rappelons les dé
ompositions^k T �CI X = Mp+q=k^p;q T �CI X ; Csk(X;CI ) = Mp+q=kCsp;q(X;CI ):Soit �p;q l'opérateur de proje
tion C1k (X;CI ) ! C1p;q(X;CI ) (où k = p + q) suivant ladé
omposition en somme dire
te 
i-dessus. On dé�nit alors d0;1 sur C1p;q(X;CI ) par �p;q+1 Æd.On dé�nit de la même manière d1;0, d2;�1 et d�1;2. On a d = d1;0+ d0;1+ d2;�1+ d�1;2 (il n'ya pas d'autres 
omposantes ; on renvoie à l'appendi
e A pour une démonstration).1.1.3 Tenseur de NijenhuisLe tenseur de Nijenhuis (en
ore appelé la forme de torsion de J) est l'appli
ation bilinéaireantisymétrique NJ : C1(X;T 1;0X)� C1(X;T 1;0X)! C1(X;T 0;1X)qui à une paire de ve
teurs (�;�) de type (1;0) asso
ie la partie de type (0;1) de leur 
ro
hetde Lie [�;�℄. C'est une (2;0)-forme à valeurs dans T 0;1X.Si (�1; : : : ;�n) est un repère orthonormé de T 1;0J XjU , on peut é
rireNJ = nXj=1 �j 
 �j; �j 2 C12;0(U;CI ):On dé�nit alors deux opérateurs 
onjugués �0 et �00 sur V� T �CI X tels que�0u = nXj=1 �j ^ ���j yu�; �00u = nXj=1 ��j ^ ��j yu�:Si u est de bidegré (p;q), �0u et �00u sont de bidegrés (p+ 2;q � 1) et (p� 1;q + 2).Propriété 1.1. �0, �00 sont reliés à d2;�1 et d�1;2 par les relationsd2;�1 = ��0 ; d�1;2 = ��00 :On utilisera les notations plus 
ommodes d1;0 = d0 et d0;1 = d00. On a alorsd = d0 + d00 � �0 � �00:20



1.1.4 MétriquesLa métrique riemannienne g(v;w) = !(v;Jw) surX s'étend en un produit hermitien sur lesformes IR-linéaires à valeurs 
omplexes puis sur les q-formes : si ("1; : : : ;"2n) est un repère réelorthonormé de TXjU , hP2nj=1 �j"�j ; P2nj=1 �j"�ji déf= P2nj=1 �j ��j ; et hu1^ : : :^uq; v1^ : : :^vqi déf=det�hui;vji�: On remarquera que hu;vi = h�u;�vi = hv;ui.Les produits hermitiens pré
édement dé�nis sont pon
tuels. On dé�nit un produit hermi-tien global en posant pour u;v 2 C1k (X;CI ) à supports 
ompa
tshhu; vii = ZXhu; vi dV! :On peut maintenant dé�nir les adjoints formels Æ00 de d00 et Æ0 de d0. Par exemplehhÆ00u; vii = hhu; d00vii 8u; v C1 à supports 
ompa
ts:1.1.5 Opérateurs usuelsSi A, B sont des endomorphismes de l'algèbre C1�;�(X;CI ), leur 
ro
het de 
ommutationgradué est dé�ni par [A;B℄ = AB � (�1)degA�degBBA:Si A, B, C sont des endomorphismes de degrés respe
tifs a, b et 
, l'identité de Ja
obis'é
rit (�1)a
�A ; [B ;C℄�+ (�1)ba�B ; [C ;A℄�+ (�1)
b�C ; [A ;B℄� = 0:Le 
ro
het véri�e les relations évidentes [A;B℄� = [B�;A�℄ et [A;B℄ = [ �A; �B℄.On dé�nit L sur V� T �CI X par L(u) = ! ^ u. C'est un opérateur réel de type (1;1), dontl'adjoint formel est noté � = L�.1.2 Choix de 
oordonnées lo
ales adaptées1.2.1 E
ritures lo
alesSoit (X;!;J) une variété symple
tique presque 
omplexe. et � : U � X ! V � IR2n une
arte lo
ale symple
tique 
entrée en un point p 2 X :� : � U � X ! V � IR2nm 7! (x1; : : : ;xn;y1; : : : ;yn);
'est-à-dire que �(p) = 0 et ! = ��(dx1 ^ dy1 + : : : + dxn ^ dyn) sur U . Par 
hangementlinéaire de 
oordonnées, on peut 
hoisir � de sorte que (��J) (0) soit la stru
ture 
omplexe
anonique J0 de IR2n, autrement dit de sorte que pour 1 � k � n,��yk jp = J  ��xk jp! :21



On a alors ! = i2 nPj=1 dzj ^ d�zj , ��zk jp 2 T 1;0p X et ���zk jp 2 T 0;1p X.Par 
onstru
tion, J(0) = J0 = i nPk=1�dzk 
 ��zk � d�zk 
 ���zk� : Le développement de Tay-lor de J au voisinage de z = 0 s'é
rit alors :J(z) = i nXk=1�dzk 
 ��zk � d�zk 
 ���zk�+ nXk;l=1Ak;ldzk 
 ��zl +Bk;ldzk 
 ���zl + Ck;ld�zk 
 ��zl +Dk;ld�zk 
 ���zl+O�jzj2�;où Ak;l, Bk;l, Ck;l et Dk;l sont des termes d'ordre 1 en z, �z.De simples 
al
uls montrent que les 
oe�
ients de J véri�ent les trois 
onditions suivantes :� J2 = �Id ) J Æ dJ + dJ Æ J = 0 ) Ak;l = Dk;l = 0� �J = J ) �Bk;l = Ck;l� !(J � ; J � ) = ! ) Bk;l = Bl;kL'é
riture lo
ale de J est don
 :Propriété 1.2.J(z) = i nXk=1�dzk 
 ��zk � d�zk 
 ���zk�+ nXk;l=1Bk;ldzk 
 ���zl + �Bk;ld�zk 
 ��zl +O�jzj2�et Bk;l, terme d'ordre 1, est de la forme Bk;l = nPm=1 zmBmk;l + �zmB0mk;l :Venons-en à l'é
riture lo
ale du tenseur de Nijenhuis NJ .Soit � = ��zj et � = ��zk : alors u = 12(� � iJ(�)) 2 T 1;0X, v = 12(� � iJ(�)) 2 T 1;0X,u(0) = �(0) et v(0) = �(0).u = ��zj � i2 nXl=1 Bj;l ���zl +O�jzj2� ; v = ��zk � i2 nXl=1 Bk;l ���zl +O�jzj2�[u;v℄ = " ��zj ;� i2 nXl=1 Bk;l ���zl #+ "� i2 nXl=1 Bj;l ���zl ; ��zk #+O�jzj�= � i2 nXl=1 ��Bk;l�zj � �Bj;l�zk � ���zl +O�jzj�22



Il vient don
 NJ  ��zj j0 ; ��zk j0! = � i2 nXl=1 ��Bk;l�zj (0)� �Bj;l�zk (0)� ���zl j0 :Comme Bk;l =Pnm=1 zmBmk;l + �zmB0mk;l , il vientNJ  ��zj j0 ; ��zk j0! = i2 nXl=1 �Bkl;j �Bjl;k� ���zl j0 :Notons NJjz=0 = Pj;k;lN lj;kdzjj0 
 dzkj0 
 ���zl j0 = Pj;k;l 12N lj;kdzjj0 ^ dzkj0 
 ���zl j0 , ave
pour tous j; k; l : N lj;k = �N lk;j. Ainsi N lj;k = i2(Bkl;j �Bjl;k).Résumons tout 
elà dans laPropriété 1.3.NJ =Xj;k;lN lj;kdzj 
 dzk 
 ���zl +O�jzj� =Xj;k;l 12N lj;kdzj ^ dzk 
 ���zl +O�jzj� ;et on a, pour tous j; k; l : N lj;k = �N lk;j, N lj;k = i2 (Bkl;j �Bjl;k).1.2.2 Changement de 
oordonnéesNous 
onstatons que les termes en �zm des Bk;l n'interviennent pas dans NJ . Nous allonsallons don
 sûrement pouvoir trouver de nouvelles 
oordonnées dans lesquelles l'é
riture deJ ne 
ontiendra pour Bk;l que des termes en zm. Mais nous allons aussi demander que 
esnouvelles 
oordonnées restent le plus symple
tique possible. Nous allons don
 montrer leThéorème 1.4. Il existe des 
oordonnées (z1; : : : ;zn) de 
lasse C1 symple
tiques à l'ordre 2(
'est-à-dire que ! = i2 nPk=1dzk ^ d�zk +O(jzj2)) telles queJ = i nXk=1�dzk 
 ��zk � d�zk 
 ���zk�+ nXk;l=1"� nXm=1 zmBmk;l�dzk 
 ���zl +� nXm=1 �zm �Bmk;l�d�zk 
 ��zl #+O�jzj2�où les Bmk;l sont symétriques en (k;l) et véri�ent :� si m � k;l : Bmk;l = 0 ;� si k � l;m : Bmk;l = �2iN lk;m ;� si l � k;m : Bmk;l = �2iNkl;m. 23



Le reste de 
ette sous-se
tion 
onsiste en la démontronstration de 
e théorème. Signalonssimplement que les dernières 
onditions reliant Bmk;l et N lk;m ne pas né
essaires pour la suitedes 
al
uls. Elles expriment simplement qu'on peut ré
upérer le tenseur de Nijenhuis à partirdes 
oe�
ients d'ordre 1 de J .Considérons un 
hangement de 
oordonnées de la forme :Zl = zl + X1�r;s�nalr;szrzs + X1�r;s�n blr;szr�zs + X1�r;s�n 
lr;s�zr�zs:La transformation inverse s'é
rit :zl = Zl � X1�r;s�nalr;sZrZs � X1�r;s�n blr;sZr �Zs � X1�r;s�n 
lr;s �Zr �Zs +O �jZj3� :D'où les dérivées partielles suivantes :�z��Zk = Æ�;k � nXr=1(a�k;r + a�r;k)Zr � nXr=1 b�k;r �Zr +O �jZj2��z�� �Zk = � nXr=1 b�r;kZr � nXr=1(
�k;r + 
�r;k) �Zr +O �jZj2��Zl�z� = Æl;� + nXr=1(al�;r + alr;�)Zr + nXr=1 bl�;r �Zr +O �jZj2��Zl��z� = nXr=1 blr;�Zr + nXr=1(
l�;r + 
lr;�) �Zr +O �jZj2�Nous voulons exprimer J et ! dans les nouvelles 
oordonnées. Commençons par J . Pour
e faire, 
onsidérons de manière générale un endomorphisme A qui a pour é
riture lo
aleA =Xk;l Ak;ldzk 
 ��zl +Bk;ldzk 
 ���zl + Ck;ld�zk 
 ��zl +Dk;ld�zk 
 ���zl :Observons que pour (i;j) 2 [[1;n ℄℄2 :��zj = nXk=1 �Zk�zj ��Zk + � �Zk�zj �� �Zk ; ���zj = nXk=1 �Zk��zj ��Zk + � �Zk��zj �� �Zk ;dzj = nXk=1 �zj�Zk dZk + �zj� �Zk d �Zk et d�zj = nXk=1 ��zj�Zk dZk + ��zj� �Zk d �Zk :Ce
i nous permet d'é
rire, un peu fastidieusement, l'é
riture lo
ale de A après 
hangementde 
oordonnées : 24



A = Xk;l X�;� �Ak;l �zk�Z� �Z��zl +Bk;l �zk�Z� �Z���zl + Ck;l ��zk�Z� �Z��zl +Dk;l ��zk�Z� �Z���zl � dZ� 
 ��Z�+�Ak;l �zk�Z� � �Z��zl +Bk;l �zk�Z� � �Z���zl + Ck;l ��zk�Z� � �Z��zl +Dk;l ��zk�Z� � �Z���zl � dZ� 
 �� �Z�+�Ak;l �zk� �Z� �Z��zl +Bk;l �zk� �Z� �Z���zl + Ck;l ��zk� �Z� �Z��zl +Dk;l ��zk� �Z� �Z���zl � d �Z� 
 ��Z�+�Ak;l �zk� �Z� � �Z��zl +Bk;l �zk� �Z� � �Z���zl + Ck;l ��zk� �Z� � �Z��zl +Dk;l ��zk� �Z� � �Z���zl � d �Z� 
 �� �Z�= Xk;l X�;� �A�;� �z��Zk �Zl�z� +B�;� �z��Zk �Zl��z� + C�;� ��z��Zk �Zl�z� +D�;� ��z��Zk �Zl��z�� dZk 
 ��Zl+�A�;� �z��Zk � �Zl�z� +B�;� �z��Zk � �Zl��z� + C�;� ��z��Zk � �Zl�z� +D�;� ��z��Zk � �Zl��z�� dZk 
 �� �Zl+�A�;� �z�� �Zk �Zl�z� +B�;� �z�� �Zk �Zl��z� + C�;� ��z�� �Zk �Zl�z� +D�;� ��z�� �Zk �Zl��z�� d �Zk 
 ��Zl+�A�;� �z�� �Zk � �Zl�z� +B�;� �z�� �Zk � �Zl��z� + C�;� ��z�� �Zk � �Zl�z� +D�;� ��z�� �Zk � �Zl��z�� d �Zk 
 �� �ZlPour nous, A = J . Don
 Ak;l = iÆk;l et Dk;l = �iÆk;l, alors que Bk;l et Ck;l sont destermes d'ordre 1.Nous désignerons dans la suite par �z des termes d'ordre 1 ne dépendant que de �z1; : : : �zn,et pas de z1; : : : ;zn. De même, nous désignerons par z des termes d'ordre 1 ne dépendant quede z1; : : : ;zn, et pas de �z1; : : : �zn.Pour les 
al
uls 
i-dessous, nous omettrons d'é
rire les termes d'ordre 2 en z et �z, et nousrempla
erons éventuellement par des pointillés les termes d'ordre 1 qui vont donner, aprèsmultipli
ation, des termes d'ordre 2, et qui n'interviennent don
 pas.Le terme en fa
teur de dZk 
 ��Zl est :iÆk;l +O�jZj2� ;tandis que le terme en fa
teur de dZk 
 �� �Zl est :2i nXr=1 �blr;k �Zr + 2i nXr=1(�
lk;r + �
lr;k)Zr +Bk;l +O�jZj2� :Exprimons maintenant ! dans les nouvelles 
oordonnées.25



! = i2Xk dzk ^ d�zk= i2Xk X�;� � �zk�Z�dZ� + �zk� �Z� d �Z�� ^ � ��zk�Z� dZ� + ��zk� �Z� d �Z��= i2Xk X�;� � �zk�Z� ��zk�Z� dZ� ^ dZ� + �zk� �Z� ��zk� �Z� d �Z� ^ d �Z�+� �zk�Z� ��zk� �Z� � �zk� �Z� ��zk�Z�� dZ� ^ d �Z�� :Le 
oe�
ient de dZ� ^ dZ� estXk �zk�Z� ��zk�Z� = � nXr=1 �b�r;� �Zr � nXr=1(�
��;r + �
�r;�)Zr +O�jZj2� :Il sera nul (à l'ordre 1) s'il est symétrique en (�;�).Et le 
oe�
ient de dZ� ^ d �Z� estÆ�;� �Xr ��b��;r + (a��;r + a�r;�)�Zr �Xr ��b��;r + (a��;r + a�r;�)�Zr +O �jZj2� :Rappelons-nous que nous ne voulons pas de termes en �Z dans J , et que nous voulons que! soit symple
tique à l'ordre 2.La 
ondition pour supprimer les termes en �Zm dans J est :2i�blr;k +B0rk;l = 0 () blr;k = � i2 �B0rk;l 8 r;k;lLes 
onditions pour que ! = i2Pk dZk ^ d �Zk +O �jZj2� sont :8><>: 
��;r + 
�r;� symétrique en (�;�)�b�r;� symétrique en (�;�) (toujours vrai 
ar B0mk;l symétrique)a��;r + a�r;� = ��b��;rLa dernière 
ondition est aisée à réaliser. Il su�t de poser a��;r = �12�b��;r qui est symétriqueen (�;r).Posons dmk;l = 2i(�
lk;m + �
lm;k). Il s'agit de 
hoisir les dmk;l symétriques en (k;l) et en (k;m).Le nouveau 
oe�
ient de dZk 
 �� �Zl sera alors Pnm=1 ~Bmk;l Zm, où ~Bmk;l = Bmk;l + dmk;l.Posons par exemple dmk;l = �Bmk;l pour m � k � l, les autres valeurs de dmk;l étant toutesimposées par le fait que dmk;l doit être symétrique en (k;l) et (m;l). On notera par exemplequ'en fait dmk;l = �Bmk;l pour m � k;l. 26



Non seulement 
es dmk;l 
onviennent. Mais de plus les formulesNmk;l = i2 � ~Blm;k � ~Bkm;l�s'inversent fa
ilement :(i) pour m � k;l, on a don
 ~Bmk;l = 0.(ii) pour l � k;m, on a ~Blk;m = 0. Don
 Nkl;m = i2 � ~Bmk;l � ~Blk;m� = i2 ~Bmk;l.(iii) pour k � l;m, on a ~Bkl;m = 0. Don
 N lk;m = i2 � ~Bml;k � ~Bkl;m� = i2 ~Bmk;l.Le tenseur de Nijenhuis peut don
 bien être ré
upéré à partir des termes d'ordre 1 de J .1.3 Formules sur la variété1.3.1 Expression de la métrique en 
oordonnées lo
alesNous utilisons les 
oordonnées (z1; : : : ;zn) données par le théorème 1.4, de sorte que lastru
ture symple
tique véri�e ! = i2 nPk=1 dzk^d�zk+O(jzj2) et que J a une é
riture normalisée.Propriété 1.5. Dans les 
oordonnées 
i-dessus,g = 12 nXk=1�dzk 
 d�zk + d�zk 
 dzk�+ i2Xk;l �Bk;ldzk 
 dzl � �Bk;ld�zk 
 d�zl�+O�jzj2�:Et pour (j;k) 2 [[1;n ℄℄2, hdzj ;dzkih = 2Æj;k +O�jzj2�;hdzj ;d�zkih = 2i �Bj;k +O�jzj2�;hd�zj ;dzkih = �2iBj;k +O�jzj2�;hd�zj ;d�zkih = 2Æj;k +O�jzj2�:Démonstration -� Tout d'abord nous avons :g = i2 nXk=1(dzk ^ d�zk)(�;J �) +O�jzj2� = i2 nXk=1 dzk 
 d�zk(J �) + d�zk 
 dzk(J �) +O�jzj2� ;J = i nXk=1�dzk 
 ��zk � d�zk 
 ���zk�+ nXk;l=1�Bl;kdzl
 ���zk + �Bl;kd�zl
 ��zk�+O�jzj2� ;d�zk(J � ) = �id�zk + nXl=1 Bl;kdzl +O�jzj2�27



dzk(J � ) = idzk + nXl=1 �Bl;kd�zl +O�jzj2� :Ainsi, g = i2 nXk=1 �� idzk 
 d�zk � id�zk 
 dzk�+ i2 nXk;l=1 �Bl;kdzk 
 dzl � �Bl;kd�zk 
 d�zl�+O�jzj2�= 12 nXk=1�dzk 
 d�zk + d�zk 
 dzk�+ i2Xk;l �Bl;kdzk 
 dzl � �Bl;kd�zk 
 d�zl�+O�jzj2� :� Soit ensuite B1 = ("1; : : : ;"2n) une base réelle orthonormée pour g = !(�;J �). Notons B2la base réelle de 
oordonnées donnée par B2 = ( ��x1 ; : : : ; ��xn ; ��y1 ; : : : ; ��yn ). Par sou
i desimpli�
ation des notations, nous posons xj+n = yj . Notons par ailleursP = (pi;j)1�i;j�2n la matri
e de passage de B1 à B2P � = �pi;j�1�i;j�2n = tP�1 la matri
e de passage de B�1 à B�2G = (gi;j)1�i;j�2n = tPP ave
 gi;j = g( ��xi ; ��xj )G� = �gi;j�1�i;j�2n = tP �P � = G�1 ave
 gi;j = hdxi;dxjiD'après le 
al
ul pré
édent, la métrique sur TX est donnée pargj;k = g� ��xj ; ��xk� = Æj;k � Im(Bj;k) +O�jzj2�gj;k+n = g� ��xj ; ��yk� = �Re(Bj;k) +O�jzj2�gj+n;k+n = g� ��yj ; ��yk� = Æj;k + Im(Bj;k) +O�jzj2�Comme G� = G�1 et G = Id + zA+ : : :, il vient G�1 = Id� zA+ : : :, d'oùgj;k = hdxj ;dxki = Æj;k + Im(Bj;k) +O�jzj2�gj;k+n = hdxj ;dyki = Re(Bj;k) +O�jzj2�gj+n;k+n = hdyj ;dyki = Æj;k � Im(Bj;k) +O�jzj2�La propriété s'en déduit immédiatement. ut28



Propriété 1.6. Le 
al
ul de hdzI ^ d�zJ ;dzK ^ d�zLi donne :� hdzI ^ d�zJ ;dzI ^ d�zJ i = 2jIj+jJj +O(jzj2) ,� hdzI ^ d�zJ ;dzI[fpg ^ d�zJnfqgi = �"(I;fpg) "(fqg;J n fqg) 2jIj+jJj iBp;q +O(jzj2)où p =2 I et q 2 J ,� hdzI ^ d�zJ ;dzInfpg ^ d�zJ[fqgi = "(I n fpg;fpg)"(fqg;J)2jIj+jJj i �Bp;q +O(jzj2)où p 2 I et q =2 J ,� hdzI ^ dzJ ;dzK ^ dzLi = O(jzj2) dans tous les autres 
as.Démonstration - Remarquons que s'il y a deux éléments au moins dans I nK (ou K nI,J nL ou L n J), alors le déterminant est en O(jzj2), 
ar il y a au moins deux lignes (ou deux
olonnes) qui sont en O(jzj). Dis
utons maintenant :� si jIj = jKj, alors jJ j = jLj, don
det� O(jzj)O(jzj) � = hdzI ;dzKi � hd�zJ ;d�zLi+O(jzj2) = 2jIj+jJjÆI;KÆJ;L +O(jzj2)� si jIj = jKj + 1, alors jJ j = jLj � 1 : si on n'a pas K � I, alors jI nKj � 2, et si on n'apas J � L, alors jL n J j � 2. Don
 K � I et J � L. C'est-à-dire que I = K [ fpg etJ = L n fqg.� si jjIj � jKjj � 2, par ex. jIj � jKj+ 2, alors jI nKj � 2.Le 
as I = K, J = L vient d'être traité au 
ours de la dis
ussion 
i-dessus; il ne restedon
 plus qu'à étudier les deux 
as� K = I [ fpgL = J n fqg et � K = I n fpgL = J [ fqg :� si p =2 I et q 2 J ,hdzI ^ d�zJ ;dzI[fpg ^ d�zJnfqgi == "(fqg;J n fqg)"(I;fpg)hdzI ^ d�zq ^ d�zJnfqg;dzI ^ dzp ^ d�zJnfqgi= "(fqg;J n fqg)"(I;fpg)hd�zq ;dzpi2jIj+jJnfqgj +O(jzj2)= �"(fqg;J n fqg)"(I;fpg)2jIj+jJji Xm zmBmp;q!+O(jzj2) ;� si p 2 I et q =2 J , on déduit le résultat du 
as pré
édent par 
onjugaison. ut
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Il est utile d'introduire une base de formes J -linéaires et J -antilinéaires, plus fa
ile àmanipuler dans les 
al
uls que la base (dz1; : : : ;dzn;d�z1; : : : ;d�zn). Posons don
wk = 12 (dzk � idzk Æ J) 2^1;0 T �CI X ; �wk = 12 (d�zk + id�zk Æ J) 2^0;1 T �CI X:�wk est bien la forme 
onjuguée de wk, puisque dzk Æ J = d�zk Æ J (
ar �J = J).Propriété 1.7. De simples 
al
uls donnent :� wk = dzk � i2Pnl=1 �Bk;ld�zl +O�jzj2� ; �wk = d�zk + i2Pnl=1Bk;ldzl +O�jzj2� ,� hwj ;wki = 2Æj;k +O�jzj2�;hwj ; �wki = O�jzj2�;� hwI ^ �wJ ;wI ^ �wJi = 2jIj+jJj +O(jzj2) ,� hwI ^ �wJ ;wK ^ �wLi = O(jzj2) dans tous les autres 
as.Du point de vue métrique, tout se passe 
omme si la variété était kählérienne, du momentqu'on ne fait agir que des opérateurs d'ordre 0 ou 1.1.3.2 Expression lo
ale de d00Propriété 1.8.wk = dzk � i2Pl �Bk;ld�zl +O�jzj2� ; dzk = wk + i2Pl �Bk;l �wl +O�jzj2� ;dwk = �12P�;� �Nk�;� �w� ^ �w� +O�jzj� :Démonstration - Les deux premières formules s'obtiennent fa
ilement.dwk = � i2Xl;m �Bmk;ld�zm ^ d�zl +O�jzj� = � i2X�;� �B�k;�d�z� ^ d�z� +O�jzj�= � i2X�;� �B�k;� �w� ^ �w� +O�jzj�= 12� i2X�;� �B�k;� �w� ^ �w� � i2X�;� �B�k;� �w� ^ �w��+O�jzj�= �12X�;� �Nk�;� �w� ^ �w� +O�jzj� ut30



Propriété 1.9.d00(wI ^ �wJ) = O(jzj) ; d0(wI ^ �wJ) = O(jzj) ;d2;�1(wI ^ �wJ) = �12P�;�;
 N
�;� w� ^ w� ^ � ���z
 y (wI ^ �wK)�+O(jzj) :La base 
hoisie est presque holomorphe. Don
 les 
al
uls seront les mêmes que dans le 
askählérien. Le le
teur qui le désire peut se passer des 
al
uls suivants et se reporter dire
tementaux formules de 
ommutation.Démonstration - Nous ne ferons le 
al
ul que pour d00, 
elui pour d0 se faisant de lamême manière (ou se déduisant par 
onjugaison).d(wI ^ �wJ) = d �wi1 ^ : : : ^ wip ^ �wj1 ^ : : : ^ �wjq�= Xp2I "(fpg;I n fpg) dwp ^ wInfpg ^ �wJ+Xq2J "(fqg;J n fqg) (�1)jIj d �wq ^wI ^ �wJnfqgd00(wI ^ �wJ) = Xp2I "(fpg;I n fpg) hO(jzj)i ^ wInfpg ^ �wJ+Xq2J "(fqg;J n fqg) (�1)jIj hO(jzj)i ^ wI ^ �wJnfqg +O(jzj2)= O(jzj)La formule pour d2;�1(wI ^ �wK) provient de la relation d2;�1 = ��0 et de la dé�nition de�0. utPropriété 1.10.d00(uwI ^ �wJ) =X� �u��z� h �w� ^ wI ^ �wJ +O(jzj2)i+X� �u�z� h�z +O(jzj2)i+ uO(jzj);d0(uwI ^ �wJ) =X� �u�z� hw� ^ wI ^ �wJ +O(jzj2)i+X� �u��z� hz +O(jzj2)i+ uO(jzj);d2;�1(uwI ^ �wJ) = �12 u X�;�;
N
�;�w� ^w� ^ � ���z
 y (wI ^ �wK)�+O(jzj):Rappelons que la notation �z désigne des termes d'ordre 1 ne dépendant que de �z1; : : : ;�zn(voir remarque à la �n du paragraphe 1.2.2).31



Démonstration - Nous ne ferons là en
ore que le 
al
ul pour d00, 
elui pour d0 se faisantde la même manière ou s'en déduisant par 
onjugaison.d(uwI ^ �wJ) = du ^ wI ^ �wJ + u d(wI ^ �wJ)= X� �u�z� hw� + i2Xl �B�;l �wl +O(jzj2)i ^ wI ^ �wJ+X� �u��z� h �w� � i2Xl B�;lwl +O(jzj2)i ^wI ^ �wJ + u d(wI ^ �wJ)D'où d00(uwI ^ �wJ) = X� �u��z� �w� ^ wI ^ �wJ + i2X�;l �u�z� �B�;l �wl ^ wI ^ �wJ+u d00(wI ^ �wJ) +X� �u�z�O(jzj2) +X� �u��z�O(jzj2)= X� �u��z� �w� ^ wI ^ �wJ + u d00(wI ^ �wJ)+X� �u�z���z +O(jzj2)�+X� �u��z�O(jzj2) ut1.3.3 Expression lo
ale de l'adjoint Æ00 de d00Propriété 1.11.Æ00(v wK ^ �wL) = �2X� (�1)jKj �v�z� wK ^ ( ���z� y �wL) +O(jzj);Æ0(v wK ^ �wL) = �2X� �v��z� ( ��z� ywK) ^ �wL +O(jzj):Démonstration - Soient u = PI;J uI;J wI ^ �wJ et v wK ^ �wL des formes à support
ompa
t dans un voisinage de l'origine z = 0. Par dé�nition de l'adjoint, il vient
32



hXI;J uI;J wI ^ �wJ ; Æ00(v wK ^ �wL)i= hXI;J d00(uI;J wI ^ �wJ) ; v wK ^ �wLi= ZX XI;J X� �uI;J��z� �v h �w� ^wI ^ �wJ ; wK ^ �wLi| {z }I=K;J[f�g=L+XI;J �uI;JO(jzj) +X� �uI;J�z� ��z +O(jzj2)�+X� �uI;J��z� O(jzj2)�= ZX X�2L �uK;Lnf�g��z� �v (�1)jKj "(f�g;L n f�g)�2jKj+jLj +O(jzj2)�+XI;J �uI;JO(jzj) +X� �uI;J�z� ��z +O(jzj2)�+ �uI;J��z� �O(jzj2)��= ZX X�2L�uK;Lnf�g ��v��z� (�1)jKj "(f�g;L n f�g) 2jKj+jLj+XI;J uI;J O(jzj)= 
XI;J uI;J wI ^ �wJ ; �X�2L �v�z� (�1)jKj "(f�g;L n f�g) 2wK ^ �wLnf�g +O(jzj)�On en déduit que :Æ00(v wK ^ �wL)= �X�2L �v�z� (�1)jKj "(f�g;L n f�g) 2wK ^ �wLnf�g +O(jzj)= �2 X� (�1)jKj �v�z� wK ^ ( ���z� y �wL) +O(jzj) ut
33



1.3.4 Relations de 
ommutationPropriété 1.12. hÆ00 ; Li�v wK ^ �wL� = i nXk=1 �v�zk wk ^ wK ^ �wL +O(jzj);
hÆ0 ; Li�v wK ^ �wL� = �i nXk=1 �v��zk �wk ^wK ^ �wL +O(jzj):Démonstration - Commençons par voir que! = i2 nXk=1 �wk + i2Xl �Bk;l �wl +O(jzj2)� ^ � �wk � i2Xl Bk;lwl +O(jzj2)�+O(jzj2)= i2 nXk=1wk ^ �wk + 14 Xk;l Bk;lwk ^ wl| {z }=0 
ar Bk;l symétrique�14 Xk;l �Bk;l �wl ^ �wk| {z }=0 
ar Bk;l symétrique+O(jzj2)= i2 nXk=1wk ^ �wk +O(jzj2)

On notera dans la suite, pour simpli�er :!0 = i2 nXk=1wk ^ �wk:AlorshÆ00 ; Li�v wK ^ �wL� = Æ00�v ! ^wK ^ �wL�� ! ^ Æ00�v wK ^ �wL�= Æ00�v !0 ^ wK ^ �wL�� !0 ^ Æ00�v wK ^ �wL�+O(jzj)34



Si k =2 K,Æ00�v wk ^ �wk ^ wK ^ �wL�= (�1)jKj Æ00�v wk ^wK ^ �wk ^ �wL�= �2X� (�1)jKj (�1)jKj+1 �v�z� wk ^ wK ^ � ���z� y ( �wk ^ �wL)�+O(jzj)= 2X� �v�z� wk ^ wK ^ h( ���z� y �wk) �wL � �wk ^ ( ���z� y �wLi+O(jzj)= 2 �v�zk wk ^wK ^ �wL � 2X� �v�z� wk ^ wK ^ �wk ^ ( ���z� y �wL) +O(jzj)= wk ^ �wk ^ Æ00�v wK ^ �wL�+ 2 �v�zk wk ^ wK ^ �wL +O(jzj)= wk ^ �wk ^ Æ00�v wK ^ �wL�+ 2 �v�zk wk ^ wK ^ �wL +O(jzj)Et si k 2 K, la formule reste en
ore vraie puisque les deux membres de l'égalité valent 0.Don
 hÆ00 ; Li�v wK ^ �wL� = iXk �v�zk wk ^ wK ^ �wL +O(jzj) utNous avons don
, au point z = 0 : �Æ00 ; L� = id0:Il s'en suit aussit�t laPropriété 1.13. �Æ00 ; L� = id0 �� ; d00� = �iÆ0�Æ0 ; L� = �id00 �� ; d0� = iÆ00Posons �0 = d0Æ0 + Æ0d0 = �d0 ; Æ0�, �00 = d00Æ00 + Æ00d00 = �d00 ; Æ00� et � = dÆ + Æd = �d ; Æ�.Nous avons alors laPropriété 1.14. �00 = �0 + Toù T = �i�� ; [d0 ; d00℄� est d'ordre 0 (
ar [d0 ; d00℄ = �[�0;�00℄).Démonstration - �00 = �d00 ; Æ00� = �d00 ; � i[� ; d0℄�= �i�d00 ; [� ; d0℄�35



or l'idendité de Ja
obi donne : ��d00 ; [� ; d0℄�+ �� ; [d0 ; d00℄�+ �d0 ; [d00 ;�℄� = 0don
 �00 = �i�d0 ; [d00 ;�℄�� i�� ; [d0 ; d00℄�= �d0 ; Æ0�� i�� ; [d0 ; d00℄� utSignalons en
ore les deux formules 
lassiques suivantes :Propriété 1.15.�d00 ; L� = 0 et �L ;�� = (p+ q � n) Id sur ^p;q T �X :Démonstration - d(! ^ �) = d! ^ � + ! ^ d� = ! ^ d�, don
 d00(! ^ �) = ! ^ d00�.Ce
i établit la première relation. Con
ernant la se
onde, nous avons�L ;��(dzI ^ d�zJ ) = L�(dzI ^ d�zJ)� �L(dzI ^ d�zJ)= L�� 2iXk ���zk y ��zk y dzI ^ d�zJ�| {z }� ��� i2Xk dzk ^ d�zk ^ dzI ^ d�zJ�| {z }�Or � =Xk;l dzk ^ d�zk ^ ���zk y ��zk y (dzI ^ d�zJ)et � = Xk;l ���zl y ��zl y (dzk ^ d�zk ^ dzI ^ d�zJ )= Xk;l ���zl y� ��zl y (dzk ^ d�zk) ^ dzI ^ d�zJ + dzk ^ d�zk ^ ��zl y (dzI ^ d�zJ )�= Xk;l ���zl y ��zl y (dzk ^ d�zk) ^ dzI ^ d�zJ � ��zl y (dzk ^ d�zk) ^ ���zl y (dzI ^ d�zJ)+ ���zl y (dzk ^ d�zk) ^ ��zl y (dzI ^ d�zJ) + dzk ^ d�zk ^ ���zl y ��zl y (dzI ^ d�zJ)= ndzI ^ d�zJ �Xk d�zk ^ ���zk y (dzI ^ d�zJ )�Xk dzk ^ ��zk y (dzI ^ d�zJ) + �= ndzI ^ d�zJ � jJ j dzI ^ d�zJ � jIj dzI ^ d�zJ + �= �� (jIj+ jJ j � n) dzI ^ d�zJ ut36



1.4 Formules sur un �bré1.4.1 Connexions de type (1;0) et (0;1)Soit (X;J) une variété presque 
omplexe et E ! X un �bré 
omplexe C1 de rang(
omplexe) r � 1. On note C1p;q(X;E) l'espa
e des se
tions C1 du �bré Vp;q T �CI X 
E. On aalors la dé
omposition C1k (X;E) = Mp+q=kC1p;q(X;E)Les 
onnexions de type (1;0) ou (0;1) sont des opérateurs agissant sur les formes à valeursve
torielles et imitant les opérateurs usuels d0, d00 agissant sur C1p;q(X;CI ). Plus pré
isément,une 
onnexion de type (1;0) sur E est un opérateur di�érentiel D0 d'ordre 1 agissant surC1�;�(X;E) et véri�ant :D0 : C1p;q(X;E)! C1p+1;q(X;E) ; D0(f ^ s) = d0f ^ s+ (�1)degff ^D0spour toutes f 2 C1p1;q1(X;CI ) et s 2 C1p2;q2(X;E) telles que p1 + p2 = p, q1 + q2 = q.Dans une trivialisation EjU� '�� U� � CI r, de repère lo
al asso
ié (e�1 ; : : : ;e�r ), posonsD0e�k =Prj=1A�jk 0
e�j , où A�jk0 2 C11;0(U�;CI ). Pour s =Prj=1 ��j 
e�j 2 C1p;q(U�;E), il vientl'é
riture suivante :D0s = rXj=1 d0��j + rXk=1A�jk0 ^ ��k!
 e�j ; i.e. D0s '�� d0�� +A�0 ^ ��ave
 A�0 2 C11;0(U�;Hom(CI r;CI r)). La dé�nition et l'é
riture lo
ale d'une (0;1)-
onnexionsont similaires.Propriété 1.16. Soit (X;J) une variété presque 
omplexe, E ! X un �bré 
omplexe de rangr et r une 
onnexion sur E. Alors r se dé
ompose de manière unique enr = �E + ��E � �0E � �00Eoù �E est une 
onnexion de type (1;0), ��E une 
onnexion de type (0;1), et �0E, �00E deuxopérateurs globaux C1(X;CI )-linéaires. De plus, �E et ��E sont 
onjugués, tout 
omme �0E et�00E.Démonstration - Dans une trivialisation EjU� '�� U��CI r de repère lo
al (e�1 ; : : : ;e�r )asso
ié, on a r '�� d+A�^ et A� = A�0 +A�00 2 C11 (U�;Hom(CI r;CI r)), la dé
omposition37



étant relative à J . On pose alors�E(s) = rXj=1 �d0��j + rXk=1A�jk0 ^ ��k�
 e�j '�� d0�� +A�0 ^ ��;��E(s) '�� d00�� +A�00 ^ ��;�0E(s) = rXj=1 �0(��j )
 e�j ;�00E(s) = rXj=1 �00(��j )
 e�j :Montrons, par exemple pour �E , que 
ette é
riture lo
ale fournit e�e
tivement un opérateurglobal. Si on 
onsidère une autre trivialisation EjU� '�� U� � CI r, soit g = g�� la matri
e detransition. Sur U� \ U�, on a �� = g���� et A� = g�1A�g + g�1dg. Ainsid0�� +A�0 ^ �� = d0(g��) + g �g�1A�0g� ^ (g�1��)= d0g ^ �� + gd0�� + g �g�1A�g�0 ^ ��= d0g ^ �� + gd0�� + gA� 0 ^ �� � gg�1d0g ^ ��= g �d0�� +A� 0 ^ ���Cela établit que �E , dé�ni à priori lo
alement, est e�e
tivement un opérateur global. ut
1.4.2 Formules de 
ommutationConsidérons maintenant une variété presque kählérienne (X;!;J), et E ! X un �bré
omplexe C1 de rang r, muni d'une métrique hermitienne h et d'une 
onnexion r 
ompatibleave
 h.L s'étend en un opérateur sur E via L(s) = !^ s pour s 2 C1p;q(X;E) (i.e. L := L
 IdE).La métrique riemannienne deX et 
elle hermitienne de E permettent de dé�nir les adjointsÆ0E , Æ00E , �0E�, �00E� et � de �E, ��E , �0E, �00E et L.Choisissons une trivialisation isométrique EjU� '�� U��CI r, de repère asso
ié (e�1 ; : : : ;e�r ).Soient s =P��j 
 e�j et t =P ��j 
 e�j des se
tions à support 
ompa
t dans U� :38



hhÆ00E(s);tiiE = hhs;��E(t)iiE= Z hXj ��j 
 e�j ;Xj(d00��j +Xk A�jk00 ^ ��k )
 e�j idV!= Z Xjh��j ; d00��j +Xk A�jk00 ^ ��k i � h(e�j ;e�j )| {z }=1 dV!= Xjhh��j ;d00��j iiX +Xj;khh��j ;A�jk00 ^ ��k iiX= XjhhÆ00��j ;��j iiX +Xj;khh(A�jk 00)� ��j ;��k iiX= XjhhÆ00��j +Xk(A�kj 00)� ��k ; ��j iiX= hhXj �Æ00��j +Xk(A�kj 00)� ��k�
 e�j ;Xl ��l 
 e�l iiEDon
Æ00E(s) = rXj=1 �Æ00��j +Xk(A�kj 00)� ��k�
 e�j ; i.e. Æ00E '�� Æ00�� + (A�00)�(��):Nous pouvons 
hoisir une trivialisation isométrique ~�� telle que ~A� = O(jzj). En e�et,
onsidérons une trivialisation isométrique EjU� '�� U� � CI r : le repère lo
al (e�1 ; : : : ;e�r ) estorthonormé. Nous avons H� � Id et iA� est hermitienne. Don
 iA�(z) = B +O(jzj) ave
 Bmatri
e hermitienne 
onstante. Elle est diagonalisable en base orthonormée :P�1BP = � =  �1 0. . .0 �r ! ; ave
 �j =Xk ajkdzk + �ajkd�zk et t�P = P�1:Posons � =  �1 0. . .0 �r ! ; �j =Xk ajkzk + �ajk�zk et g = P ei�P�1:Notons que �, � et ei� 
ommutent deux à deux, 
ar 
e sont des matri
es diagonales. Don
 Bet g 
ommutent aussi.g dé�nit une nouvelle trivialisation ~��. Cal
ulons :dg = P id� ei�P�1 = iP�ei�P�1 = iP ei��P�1 = i(P ei�P�1)(P�P�1) = igB:Don
 g�1dg = iB. Il s'en suit que~A� = g�1A�g + g�1dg = g�1(�iB +O(jzj))g + g�1dg= �ig�1Bg + iB +O(jzj)= �ig�1gB + iB +O(jzj)= O(jzj) 39



Et ~H� = tgH��g = tg�g = tP�1ei� tP �P e�i� �P�1 = �P ei� �P�1 �P e�i� �P�1 = Id. Don
 la nouvelletrivialisation est en
ore isométrique, et ~A� = O(jzj).Ainsi, dans 
ette nouvelle trivialisation :Ls ' ! ^ ~���Es ' d0~�� +O(jzj)Æ00Es ' Æ00~�� +O(jzj)Ce développement de Taylor des opérateurs montre que le 
al
ul de �Æ00E ;L� se ramène au 
ass
alaire. Nous avons don
 �Æ00E ;L� = i�E :Nous en déduisons les formules de 
ommutation suivantes :Théorème 1.17. �Æ00E ; L� = i�E ; �Æ0E ; L� = �i��E ;�� ; ��E� = �iÆ0E ; �� ; �E� = iÆ00E :1.4.3 Formule de type Bo
hner-Kodaira-NakanoPropriété 1.18. r2(1;1) = ��E;��E�+ ��0E ;�00E�:Démonstration -r2 = (�E + ��E � �0E � �00E)(�E + ��E � �0E � �00E)= �E2 + ��2E + �0E2 + �00E2 + ��E;��E�+ ��0E ;�00E�� ��E ;�0E�� ��E ;�00E�� ���E;�0E�����E ;�00E� :La propriété vient immédiatement en séparant les bidegrés. utCal
ulons maintenant �00E = ���E ;Æ00E�= h��E;� i��;�E�i= �ih��E;��;�E�i :L'identité de Ja
obi donne�h��E ;��;�E�i+ h�;��E ;��E�i+ h�E;���E;��i = 0 :40



Don
 �00E = �ih�;��E ;��E�i� ih�E;���E;��i= �ih�;��E ;��E�i� i��E;iÆ0E�= �0E � ih�;r2(1;1) � ��0E;�00E�i= �0E + ihr2(1;1);�i+ ih�;��0E ;�00E�i :Or r2s = �(E;r) ^ s, et � est s
alaire dans les �bres de E. Don
 hr2(1;1);�i = ��(1;1)(E;r);��.Nous avons don
 démontré leThéorème 1.19. �00E = �0E + i��(1;1)(E;r);��+ Toù �(E;r) est la 
ourbure de (E;r) et T = ih�;��0E;�00E�i est un opérateur s
alaire d'ordre 0.Remarquons que i��(1;1)(E;r);�� n'agit sur la partie E de V�;� T �X 
 E que via �(1;1)(E;r) (siE est de rang r = 1, alors il n'agit pas sur E). Et T n'agit que sur la partie V�;� T �X deV�;� T �X 
E.1.4.4 Cas parti
ulierPropriété 1.20. Soit (X;!) une variété symple
tique telle que [!℄dR soit entière. Alors ilexiste (E;h)! X �bré en droites 
omplexes hermitien et r 
onnexion sur E tels que i2�r2 =!. Donnons-nous don
 (X2n;J;!) variété presque kählérienne entière (i.e. telle que [!℄dR 2H2(M;IR)), et E ! X �bré en droites 
omplexes (i.e. de rang 1) muni d'une métriquehermitienne h et d'une 
onnexion r 
ompatible de 
ourbure i2�r2 = !. Nous avons alors leThéorème 1.21. En bidegré (p;q),�00E = �0E + 2�(p+ q � n) + Toù T = ih�;��0E;�00E�i est un opérateur s
alaire d'ordre 0.
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Chapitre 2Cas d'une variété 
omplexehermitienne et d'un �bré nonholomorphe RésuméCe 
hapitre n'a rien d'original. Nous reprenons simplement la formulede type Bo
hner-Kodaira-Nakano démontrée par Jean-Pierre Demaillydans le 
as d'un �bré holomorphe au-dessus d'une variété hermitienne,et montrons qu'elle s'adapte en
ore au 
as d'un �bré non né
essairementholomorphe, quitte à ne 
onsidérer que la partie de type (1;1) de la
ourbure du �bré. Cette formule nous sera utile dans la se
onde partie.Soit (X;!) une variété hermitienne de dimension (
omplexe) n, et (E;hE ;DE) un �bréhermitien C1 de rang r (la 
onnexion DE étant hermitienne).Nous avons la dé
omposition 
anonique DE = D0E+D00E (si D ' d+A, alors D0 ' d0+A0et D00 ' d00 + A00). Remarquons que, DE étant hermitienne, la forme de 
onnexion véri�e,dans une trivialisation isométrique, A0 = �(A00)�.Théorème 2.1. Notant � = ��;d0!�, nous avons alors�Æ00E ; L� = i(D0E + �) �� ;D00E� = �i(Æ0E + ��)�Æ0E ; L� = �i(D00E + ��) �� ;D0E� = i(Æ00E + ���)Démonstration - D0s 'P�(d��)
 e� +O(jzj), Æ00Es ' (Æ00��)
 e� +O(jzj).Ce
i nous ramène au 
as s
alaire. utThéorème 2.2. �00E = �0E + hi(D2E)(1;1) ;�i+ �D0E ; ���� �D00E ; ���� :43



Démonstration -�00E = �D00E ; Æ00E� = �D00E ; � i[�;D0E ℄� ���� = �i�D00E ; [�;D0E ℄�� �D00E ; ����= �i��� ; [D0E ;D00E ℄| {z }(D2E)(1;1) �+ �D0E ; [D00E ;�℄��� [D00E ;���℄= �i�� ; (D2E)(1;1)�� i�D0E ; i(Æ0E + ��)�� �D00E ;����= [D0E ;Æ0E ℄ + �i(D2E)(1;1);��+ [D0E ;��℄� [D00E ;���℄ utPropriété 2.3. [L ; � ℄ = 3d0! et [� ; � ℄ = �2i���Démonstration -� [L;d0!℄ = ! ^ d0! � d0! ^ ! = 0 (! est de degré 2, don
 
ommute au wedge)� [L;� ℄ = �L;[�;d0!℄� Ja
obi= ��d0!;[L;�℄�= ��d0!(p+ q � n)� (p+ q + 3� n)d0!� = 3d0!� [�;� ℄ = ��;� i[Æ00E ;L℄�D0E� = �i��;[Æ00E ;L℄�� [�;D0E ℄(Ja
obi)= �i�� �L;[�;Æ00E ℄�� �Æ00E ;[L;�℄�� i(Æ00E + ���)= i�L;[�;Æ00E ℄�+ i�Æ00E(p+ q � n)� (p+ q � 1� n)Æ00E�� i(Æ00E + ���)= i�L;[�;Æ00E ℄�� i���= i�[D00E ;L℄;��� � i���= i[d00!;�℄� � i��� = �i[�;d00!℄� � i��� = �2i���
ar[D00E ;L℄ = (d00 +A00)(! ^ �)� ! ^ (d00 +A00) = d00(! ^ �) +A00 ^ ! � ! ^ d00 � ! ^A00= (d00!) + ! ^ d00 � ! ^ d00 = d00! utPropriété 2.4.�D00E ; ���� = ��T! + [� ; Æ0E + ��℄� où T! = ��;[�; i2d0d00!℄�� �d0!;(d0!)�� :44



Démonstration -� [�;� ℄ = �2i���, don
 ��� = i2 [�;� ℄, don
�D00E ;���� = i2�D00E ;[�;� ℄� = i2 ���;[D00E ;�℄�+ ��;[�;D00E ℄�� :� On a [d0!;D00E ℄ = d00d0!. Notons C = [D00E ;�℄. Nous avons alors��;D00E� = �D00E ;�� = �D00E;[�;d0!℄� = �d0!;[D00E ;�℄�+ ��;[d0!;[D00E ℄�= [d0!;C℄ + [�;d00d0!℄��;[�;D00E ℄� = ��;[d0!;C℄�+ ��;[�;d00d0!℄�= �C;[�;d0!℄�� �d0!;[C;�℄�+ ��;[�;d00d0!℄�= [C;� ℄ + �d0!;[�;C℄�+ ��;[�;d00d0!℄�Or [�;C℄ = ��;i(Æ0E + ��)� = i��;Æ0E + ��� = i�D0E + �;L��= i �[D0E ;L℄ + [�;L℄�� = i �d0! � 3d0!�� = �2i(d0!)�d'où ��;[�;D00E ℄� = [�;C℄� 2i[d0!;(d0!)�℄ + ��;[�;d00d0!℄�= ��;[D00E ;�℄�� 2i[d0!;(d0!)�℄ + ��;[�;d00d0!℄�Don
 �D00E ;[�;� ℄� = 2��; [D00E ;�℄| {z }i(Æ0E+��) �� 2i[d0!;(d0!)�℄ + ��;[�;d00d0!℄�= 2i���;[�;� i2d00d0!℄�� [d0!;(d0!)�℄�+ 2i[�;Æ0E + ��℄� D'où �D00E ;���� = �T! � ��;Æ0E + ���. utNous sommes maintenant en mesure d'é
rire la formule de type Bo
hner-Kodaira-Nakano.Bien sûr, elle est pratiquement identique à 
elle obtenue par Jean-Pierre Demailly, le 
ara
tèreholomorphe du �bré n'intervenant que dans le fait que la 
ourbure d'un �bré holomorphe estde type (1;1).Théorème 2.5. Si (X;!) est une variété 
omplexe hermitienne et (E;hE ;DE)! X un �bréhermitien C1, alors :1) �0� := �D0E + � ; Æ0E + ��� est un opérateur positif formellement autoadjoint de mêmepartie prin
ipale que �0.2) Notant T! = �� ; �� ; i2d0d00!��� �d0!;(d0!)��, nous avons�00E = �0� + �i(D2E)(1;1) ;��+ T! :Démonstration -� (D0E + �)� = Æ0E + ��, don
 �0� est formellement autoadjoint.Et hh�0�u ; uii = kD0Eu+ �uk2 + kÆ0Eu+ ��uk2 � 0.45



� �0E + [D0E ;��℄� [D00E ;���℄= [D0E ;Æ0E ℄ + [D0E ;��℄ + [�;Æ0E + ��℄ + T! d'après le lemme 3= [D0E + �;Æ0E + ��℄ + T! ut
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Chapitre 3Cas d'une variété presque 
omplexe etd'un �bré hermitienRésuméNous donnons 
i-dessous une généralisation des formules de typeBo
hner-Kodaira-Nakano démontrées dans les 
hapitres pré
édents.Nous supposons simplement que la variété X est muni d'une stru
turepresque 
omplexe J . Nous ne demandons pas qu'elle soit intégrable, niqu'elle soit symple
tique.Soit (X;J) une variété presque 
omplexe de dimension (réelle) 2n, et (E;hE ;DE)! X un�bré hermitien C1 de rang r (la 
onnexion DE étant hermitienne).Soit g une métrique riemannienne sur X. Quitte à rempla
er g par 12�g + g(J;J)�, nouspouvons supposer que g est J -invariante. Posons alors !(u;v) = g(Ju;v) : 
ela dé�nit une2-forme J -invariante. Mais ! n'est pas for
ément fermée (si d! = 0, alors X est presquekählérienne).Reprenant les notations du premier 
hapitre, nous avons, respe
tivement sur X et E, lesdé
ompositions en types suivantes :d = d0 + d00 � �0 � �00 ; DE = D0E +D00E � �0E � �00E :Notons L la multipli
ation extérieure par !. La métrique riemannienne de X et 
elle hermi-tienne de E permettent de dé�nir les adjoints Æ0E , Æ00E , �0E�, �00E� et � de D0E , D00E , �0E, �00E etL.Théorème 3.1. Si (X;J) est une variété presque 
omplexe munie d'une métrique rieman-nienne g J-invariante, et si (E;hE ;DE)! X est un �bré hermitien C1, alors :1) �0� := �D0E + � ; Æ0E + ��� est un opérateur positif formellement autoadjoint de mêmepartie prin
ipale que �0, où nous avons noté � = [� ; d0!℄.2) Notant T! = �� ; �� ; � i2d00d0!��� �d0!;(d0!)�� et TN = i �� ; [�0E ;�00E℄�, nous avons�00E = �0� + �i�(1;1)(E;DE) ;��+ T! + TN ;47



où T! et TN sont des opérateurs s
alaires d'ordre 0.Comme dans les deux 
hapitres pré
édents, nous allons d'abord établir des formules de
ommutation sur la variété. Elles resteront valides sur E, et nous en déduirons alors le théo-rème.3.1 Formules de 
ommutation sur la variétéSoient (x1; : : : ;xn;y1; : : : ;yn) des 
oordonnées lo
ales sur X telles que le repère lo
al� ��x1 ; : : : ; ��xn ; ��y1 ; : : : ; ��yn� soit orthonormée au point z = 0. Par 
hangement linéaire de
oordonnées, on peut supposer que J(0) est la stru
ture 
omplexe 
anonique, i.e.��yk jz=0 = J � ��xk jz=0� :Nous posons bien sûr zj = xj+ iyj. Alors g(0) =P dx2j +dy2j = 12P dzj
d�zj+d�zj
dzj,!(0) =P dxj ^ dyj = i2P dzj ^ d�zj et J(0) = iP�dzj 
 ��zj � d�zj 
 ���zj �.Nous avons ! = !(0) +O(jzj) et J = J(0) +O(jzj).Tout 
omme dans le premier 
hapitre, en utilisant le fait que J est réel et ! J -invariante,et en e�e
tuant un 
hangement de 
oordonnées, nous obtenons l'existen
e d'un système de
oordonnées lo
ales (z1; : : : ;zn) tel que!(z) = i2X dzj ^ d�zj +O(jzj)J(z) = i nXk=1�dzk 
 ��zk � d�zk 
 ���zk�+ nXk;l=1� nXm=1 zmBmk;l�dzk 
 ���zl ;+ nXk;l=1� nXm=1 �zm �Bmk;l�d�zk 
 ��zl +O�jzj2� ;où Bmk;l = �Bkm;l. Nous noterons Bk;l = Pnm=1 zmBmk;l. Bk;l n'est pas à priori symétrique en(k;l). Il vient alors NJ� ��zj j0 ; ���zj j0� = iPl Bkj;l ���zl j0 . Don
 NJ(0) = 12PN lj;kdzj ^dzk
 ���zl j0et N lj;k = iBkj;l.É
rivons le développement limité à l'ordre 2 de ! :! = !(0) + iXj;k 
j;k dzj ^ d�zk +Xj;k �aj;k dzj ^ dzk + �aj;k d�zj ^ d�zk�| {z }termes d'ordre 1, en z, �z +O(jzj2) ;où (
j;k) est hermitienne et (aj;k) antisymétrique.48



Posons ( wk = 12�dzk � idzk Æ J� = dzk � i2Pl �Bl;kd�zl +O(jzj2) ;�wk = 12�d�zk + id�zk Æ J� = d�zk + i2PlBl;kdzl +O(jzj2) :(w1; : : : ;wn) est une base des 1-formes J-invariantes. Un 
al
ul simple montre que! = i2Xwj ^ �wj + i2X 2
j;k wj ^ �wk +O(jzj2) :Posons !0(z) = i2Pwj ^ �wj et 
(z) = i2P 2
j;k wj ^ �wk + O(jzj2). Don
 ! = !0 + 
.Attention : !0(0) = !(0), mais !0(z) 6= !(0).Nous renvoyons pour la suite à [Dem97℄, 
hapitre 6 (Hodge Theory), se
tion 6 (Commu-tation Relations), sous-se
tion 6.2 (Commutation Relations on Hermitian Manifolds).Nous allons reprendre le �l de la démonstration des relations de 
ommutation dans le 
asholomorphe hermitien. Nous avons utilisé les mêmes notations que [Dem97℄. La di�éren
eave
 [Dem97℄ réside dans le fait que !0 est 
onstante dans [Dem97℄, alors que 
e n'est pas le
as pour nous. Cependant 
ela n'est pas essentiel.Par
e qu'il s'agit simplement d'un raisonnement d'algèbre linéaire, le lemme 6.9 de [Dem97℄est en
ore vrai dans notre 
adre :hu ; vi! dV! = hu� �
;�!0�u ; vi!0 dV!0 +O(jzj2) :Ainsi l'adjoint d00� de d00 
oin
idera en z = 0 ave
 l'adjoint de d00 pour la métriquehhu ; vii1 = ZXhu� �
;�!0�u ; vi!0 dV!0 :Don
 d00� = Æ000��Æ000 ;[
;�!0 ℄� en z = 0, où Æ000 désigne l'adjoint de d00 relativement à la métriqueh� ; �i!0 dV!0 . Par
e quedV!0 = !n0n! = � i2dz1 ^ d�z1� ^ : : : ^ � i2dzn ^ d�zn�+O(jzj2) ;un 
al
ul simple montre queÆ000 (uwI ^ �wJ) = �2X� �u�z� ���z� y (wI ^ �wJ) +O(jzj) :Nous avons d00(wj ^ �wj) = O(jzj), don
 d00!0 = O(jzj). Don
 les mêmes 
al
uls que 
euxe�e
tués par [Dem97℄ donnentd00� = Æ000 + ��! ; [Æ000 ;
℄� en z = 0 :Par ailleurs, il est évident que nous avons[Æ000 ;!0℄ = id0 +O(jzj) ; �
 ; [!0;Æ000 ℄� = id0! +O(jzj)49



et [!0;�!0 ℄ = (p+ q � n) sur les formes de type (relativement à J) (p;q) :Nous pouvons 
on
lure alors, 
omme dans [Dem97℄, que[!;d00�℄ = �id0 � [�!0 ;id0!℄ +O(jzj) :D'où le théorème suivant :Théorème 3.2. Notant � = ��;d0!�, nous avons �d00� ; L� = i(d0 + �).3.2 Preuve du théorèmeNous donnerons uniquement les grandes lignes de la preuve, 
elle-
i étant très pro
he du
as holomorphe hermitien.Théorème 3.3. Notant � = ��;d0!�, nous avons�Æ00E ; L� = i(D0E + �) ; �� ;D00E� = �i(Æ0E + ��) ;�Æ0E ; L� = �i(D00E + ��) ; �� ;D0E� = i(Æ00E + ���) :Démonstration - Dans un repère normal, les opérateurs sont égaux à l'ordre 0 à leursanalogues s
alaires : D0s 'P�(d��)
 e� +O(jzj), Æ00Es ' (Æ00��)
 e� +O(jzj). Les formulessont don
 les mêmes que dans le 
as s
alaire. utNous avons la dé
omposition en types suivante :Propriété 3.4.D2E = �(E;DE) = (D0E +D00E � �0E � �00E)2= D0E2 � [D00E ;�0E℄| {z }2;0 +D00E2 � [D0E ;�00E℄| {z }0;2 + �0E2|{z}4;�2 + �00E2|{z}�2;4 + [D0E ;D00E ℄ + [�0E;�00E ℄| {z }1;1� [D0E ;�0E ℄| {z }3;�1 � [D00E ;�00E ℄| {z }0;2 :Des 
al
uls élémentaires donnent alorsPropriété 3.5.�00E = �0E + hi�(1;1)(E;DE) ;�i+ �D0E ; ���� �D00E ; ����� i �[�0E ; �00E ℄ ;�� :50



Nous avons en
ore [L ; � ℄ = 3d0! et [� ; � ℄ = �2i���. Tout 
omme subsiste la formule�D00E ; ���� = ��T! + [� ; Æ0E + ��℄� où T! = ��;[�;� i2d00d0!℄�� �d0!;(d0!)�� :Le seul point à noter est qu'il n'est plus permis d'é
rire l'égalité �id00d0! = id0d00!, étantdonné que d0d00 + d00d0 = �[�0;�00℄.Il vient don
 �nalement�00E = �0E + �i�(1;1)(E;DE) ;��+ [D0E ;��℄� [D00E ;���℄� i �[�0E;�00E ℄ ;��= [D0E ;Æ0E ℄ + [D0E ;��℄ + [� ; Æ0E + ��℄ + T! + �i�1;1(E;DE) ;��� i�[�0E ;�00E℄ ;�� :

51



52



Deuxième partieEstimations spe
trales asymptotiquessur une variété hermitienne
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Chapitre 1Approximation d'une forme nonentière par des formes rationnellesRésuméNous montrons que si � est une (1;1)-forme réelle sur une variété 
om-pa
te 
omplexe X de dimension n, la 
lasse k[�℄ peut être appro
héedans H2(X;IR) par des formes entières �k, et nous avons l'estimationkk� � �kkC1 � C(X) k�1=b2(X), où b2(X) est le deuxième nombre deBetti de X .1.1 Lemme de Krone
kerPropriété 1.1. Soit x 2 IRn. Alors pour tout N � 1, il existe un entier k 2 [[1;Nn ℄℄ et unpoint à 
oordonnées entières p 2 ZZn tels que kkx� pk � C(n)=N � C(n)k�1=n :Démonstration - Choisissons pour norme k�k la norme eu
lidienne. Comme nous allonsle voir, la 
onstante C(n) apparaissant dans l'estimation vaut pn pour 
ette norme. Le 
hoixd'une autre norme, for
ément équivalente, modi�era 
ette 
onstante.Dé
oupons le 
ube unité [0; 1[n en petits 
ubes de 
�té 1=N : il y a Nn tels petits 
ubes.Considérons la suite yk = kx mod ZZn = kx� pk 2 [0; 1[n pour k = 0; : : : ;Nn. Ces (Nn + 1)points y0, y1; : : : ; yNn sont tous dans [0; 1[n, lui-même union disjointe de Nn petits 
ubes.Par le prin
ipe des tiroirs de Diri
hlet, deux éléments yk1 et yk2 (k1 6= k2) sont dans le mêmepetit 
ube. Don
 kyk1 � yk2k � diagonale du petit 
ube = pn 1N :Puisque yk1�yk2 = (k1�k2)x�(pk1�pk2), posons k = jk1�k2j, p = signe(k1�k2)�(pk1�pk2).Alors 1 � k � Nn, don
 1=N � k�1=n. utCorollaire 1.2. Soit x 2 IRn. Alors il existe une suite d'entiers (kN )N�1 et une suite de55



points à 
oordonnées entières pkN 2 ZZn véri�ant :i) kkNx� pkN k � C(n)k�1=nN ,ii) (kN )N�1 est stri
tement 
roissante (don
 tend vers +1).Démonstration - Notons tout d'abord que si la suite (kN ) est stri
tement 
roissante,nous pouvons indexer les points à 
oordonnées entières par kN ou par N . Nous é
rirons don
indi�éremment pN ou pkN .Si x 2 QI n, é
rivons x = 1q � p ave
 q 2 IN� et p 2 ZZn. Alors (Nq)x = Np ; en posant parexemple kN = Nq et pN = Np, nous avons kNx� pN = 0 et kN ! +1.Si x =2 QI n, la propriété pré
édente nous fournit des suites (kN ) et (pN ). Celles-
i ne vontsans doute pas 
onvenir, mais nous allons montrer que la suite (kN ) n'est pas bornée. Le
orollaire sera alors prouvé, puisque n'importe quelle suite extraite stri
tement 
roissante de(kN ) 
onviendra.Si (kN ) était bornée, l'ensemble A = fkNx ; N 2 INg serait un ensemble �ni de pointsirrationnels, don
 la distan
e d(A;ZZn) de 
et ensemble au réseau ZZn des points entiers se-rait stri
tement positive. Or 
ette distan
e est plus petite que 
haque kkNx � pNk, et 
ettedernière quantité est majorée par C(n)=N , don
 tend vers zéro. Ce
i implique d(A;ZZn) = 0.Cette 
ontradi
tion établit que la suite (kN ) n'est pas bornée. ut1.2 Appli
ationSoit X une variété 
omplexe 
ompa
te. Le 
hoix d'une base de H2(X;ZZ) donne un iso-morphisme H2(X;ZZ) ' ZZb2(X) � H2(X;IR) ' IRb2(X). Notons que b2(X) = dimH2(X;IR)dépend de X, et pas seulement de n = dim(X). Soit [�℄ 2 H2(X;IR). D'après le 
orollairepré
édent, il existe une suite stri
tement 
roissante d'entiers (kN )N�1 et une suite de 
lasses[~�kN ℄ 2 H2(X;ZZ) telles quekkN [�℄� [~�kN ℄k � C(X)kN�1=b2(X) :Dans le sou
i d'alléger les notations nous supposerons par la suite, sans le pré
iser à
haque fois, que k 2 S = fkN ; N � 1g.Notons � = d�d+ dd� le lapla
ien riemannien. Nous avonsC12 (X;CI ) = H2�(X;CI )��(C12 (X;CI )) et H2(X;CI ) ' H2�(X;CI ) :É
rivons � = h+�v. Puisque d� = 0 = dd�dv, il vient hhdd�dv ; dvii = hhd�dv ; d�dvii = 0,don
 � = h+ dd�v. � étant réelle, il en est de même pour h et v. De même, ~�k = hk+ dd�vk.Posons �k := hk + kdd�v. Alors [�k℄ = [~�k℄, puisque �k � ~�k = dd�(kv � vk) est exa
te. Etk�k � k�kC1 = khk � khkC1 � Ck[~�k℄� k[�℄k � C(X)k�1=b2(X) :56



En parti
ulier, nous avons les majorations suivantes :k�0;2k kC1 = k(�k � k�)0;2kC1 � C(X)k�1=b2(X) ;kk�� �1;1k kC1 = k(k� � �k)1;1kC1 � C(X)k�1=b2(X) ;kd00�0;2k kC1 = kd00(hk � kh)0;2kC1 � C(X)k(hk � kh)0;2kC1 � C(X)k�1=b2(X) ;puisque d00 est 
ontinue sur l'espa
e ve
toriel H2�(X;CI ) qui est de dimension �nie.Remarques : �1;1k n'est pas for
ément fermée. Et par exemple h0;2k n'est pas for
émentharmonique (le lapla
ien n'étant à priori pas homogène au niveau des bidegrés).Nous avons don
 prouvé leThéorème 1.3. Soit X une variété 
omplexe 
ompa
te de dimension n, et � une 2-formeréelle fermée. Alors il existe une suite �k de 2-formes réelles fermées sur X telles quekk� � �kkC1 � C(X) k�1=b2(X) ;[�k℄ 2 H2(X;ZZ) ;kk� � �1;1k kC1 � C(X) k�1=b2(X) ; k�0;2k kC1 � C(X) k�1=b2(X) :Non seulement la di�éren
e k�� �k est bornée, mais elle tend vers zéro !1.3 Constru
tion d'un �bré hermitien asso
ié à �kSoit (X;!) une variété hermitienne 
ompa
te et � une 2-forme réelle fermée sur X. Appro-
hons k� par des formes entières �k. Il existe alors un �bré en droites hermitien (Lk;hLk)! Xde 
lasse C1 muni d'une 
onnexion hermitienne DLk telle que i2�D2Lk = �k.Dans une trivialisation, DLk ' d + ALk . Dé
omposons suivant la (vraie) stru
ture 
om-plexe de X : d = d0 + d00, ALk = A1;0Lk +A0;1Lk . Alors D00Lk ' d00 +A0;1Lk .D2Lk ' dALk = d0A1;0Lk + (d00A1;0Lk + d0A0;1Lk ) + d00A0;1Lk = �2i��k = �2i�(�2;0k + �1;1k + �0;2k )D00Lk2 ' d00A0;1Lk ^ : = �2i��0;2k ^ : ! 0 : la suite des �brés est don
 "asymptotiquementholomorphe".
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Chapitre 2Interprétation de �00k 
omme unopérateur de S
hrödingerRésuméNous montrons dans 
e 
hapitre 
omment, à l'aide de l'identité deBo
hner-Kodaira-Nakano rappelée dans le se
ond 
hapitre de la partiepré
édente, nous obtenons une formule de type Weitzenbö
k, qui nouspermet d'interpréter le lapla
ien antiholomorphe 
omme un opérateurde S
hrödinger.2.1 NotationsSoit (X;!) une variété hermitienne 
ompa
te de dimension (
omplexe) n, � une (1;1)-forme réelle fermée et (E;hE ;DE)! X un �bré hermitien C1 de rang r.Soit (�k)k une suite de 2-formes réelles fermées entières sur X qui approximent k� (unetelle suite a été 
onstruite au 
hapitre pré
édent), et (Lk;hLk ;DLk)! X des �brés hermitiensC1 de rang (
omplexe) r et de 
ourbure �Lk;DLk = D2Lk = �2i��k.Construisons su

essivement plusieurs �brés hermitiens et leurs 
onnexions hermitiennesasso
iées :(Ek;Dk) : Notons Ek = Lk
E. Ce �bré est muni des métrique hermitienne hk = hLk
hEet 
onnexion hermitienne Dk = DLk 
 IdE + IdLk 
DE induites par 
elles de Lk et E. Nousavons �(Ek;Dk) = �(Lk;DLk ) 
 IdE +�(E;DE) = �2i� �k 
 IdE +�(E;DE):�00k = D00kD00k� + D00k�D00k et �0k = D0kD0k� + D0k�D0k désignent respe
tivement les lapla
iensantiholomorphe et holomorphe asso
iés.( ~Ek; ~Dk) : Notons ~Ek = Ek 
Vn TX. Le �bré en droites Vn TX est holomorphe et muni59



de la métrique hermitienne induite par !. Nous noterons rTX sa 
onnexion de Chern. ~Ek estainsi muni de la 
onnexion hermitienne ~Dk induite par Dk et rTX . ~�00k = ~D00k ~D00k� + ~D00k� ~D00kdésigne le lapla
ien antiholomorphe asso
ié.(V0;q T �X 
Ek;rqk) : Considérons le �bré antiholomorphe V0;q T �X = Vq;0 T �X . La
onnexion hermitienne holomorphe du �bré Vq;0 T �X induit sur V0;q T �X une 
onnexion,que nous noterons �rqTX , dont la partie de type (1;0) est d0. Ainsi, le �bré V0;q T �X 
Ek estmuni d'une 
onnexion hermitienne, que nous noterons rqk.2.2 Utilisation de la formule de type Bo
hner-Kodaira-NakanoSoit u une (0;q)-forme à valeurs dans Ek, i.e. u 2 C10;q(X;Ek). Nous avonsZXh�00ku;ui = ZXh�0k;�u;ui+ h�i�1;1(Ek ;Dk);�!�u;ui+ hT!u;ui= ZX jD0ku+ �uj2 + h�i�1;1(Ek;Dk);�!�u;ui+ hT!u;ui ;les intégrales étant 
al
ulées par rapport à l'élément de volume d� = !nn! . Rappelons que nousavons noté � = ��;d0!�, �0k;� = �D0k + � ;D0k� + ��� et T! = �� ; �� ; i2d0d00!��� �d0!;(d0!)��.Une (0;q)-forme à valeurs dans Ek peut aussi se voir 
omme une (n;q)-forme à valeursdans ~Ek = Ek 
Vn TX, via l'isométrie� : ( C10;q(X;Ek) ! C1n;q(X;Ek 
Vn TX)u = uJ d�zJ 
 " 7! ~u = (�1)nq dz[[1;n ℄℄ ^ uJ d�zJ 
 "
 ��z[[1;n ℄℄ :Il est 
lair que � est une isométrie, 
ar





dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJ 
 "
 ��z[[1;n ℄℄ 





2 = 


dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJ


2 � hk(")� 





 ��z[[1;n ℄℄ 





2= det�hdzj ;dzki1�j;k�n�� det�hdzj ;dzki(j;k)2J2 �� hk(")� det�h ��zj ; ��zk i1�j;k�n�= det�hdzj ;dzki(j;k)2J2 �� hk(") = kd�zJ 
 "k2Par
e que Vn TX est holomorphe, un 
al
ul simple montre que ~D00k(~u) = gD00ku :60



Soient (z1; : : : ;zn) des 
oordonnées lo
ales et ("1; : : : ;"r) un repère lo
al de Ek. Notons Dk"b = Pa(Ak)a;b 
 "a.u = Xb uJ;b d�zJ 
 "b ; ~u = (�1)nq dz[[1;n ℄℄ ^ uJ d�zJ 
 " 
 ��z[[1;n ℄℄~D00k (~u) = � ~D00k �hXb (�1)nq uJ;b dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJ 
 "b 
 ��z[[1;n ℄℄ i= Xb D00k h(�1)nq uJ;b dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJ 
 "bi
 ��z[[1;n ℄℄+(�1)nq uJ;b dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJ 
 "b 
 rTX 00� ��z[[1;n ℄℄ �| {z }= 0= Xb d00h(�1)nq uJ;b dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJi
 "b 
 ��z[[1;n ℄℄+(�1)n+q (�1)nq uJ;b dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJ ^ hXa (Ak)0;1a;b "ai
 ��z[[1;n ℄℄= Xb (�1)nq �d00uJ;b +Xa (Ak)0;1b;a uJ;a� ^ dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJ 
 "b 
 ��z[[1;n ℄℄= (�1)nq+ndz[[1;n ℄℄ ^ �d00uJ;b +Xa (Ak)0;1b;a uJ;b� ^ d�zJ 
 "b 
 ��z[[1;n ℄℄= ℄D00kuLe diagramme C10;q(X;Ek) D00k���������! C10;q+1(X;Ek)# � # �C1n;q(X; ~Ek) ~D00k���������! C1n;q+1(X; ~Ek)est don
 
ommutatif. Nous avons alors aussi un diagramme 
ommutatif analogue pour lesadjoints D00k� et ~D00k�, don
 aussi pour �00k et ~�00k.Soit �nalement :ZXh�00ku;ui = ZXh ~�00k~u;~ui= ZXh ~�0k;� ~u;~ui+ h�i�1;1( ~Ek; ~Dk);�!�~u;~ui+ hT!~u;~ui= ZX j ~D0k�~u+ ��~uj2 + h�i�1;1( ~Ek; ~Dk);�!�~u;~ui+ hT!~u;~ui2.3 Relation entre D0k et rqk 0Soit u 2 C10;q(X;Ek) = C1(X;V0;q T �X 
Ek).Dk étant une 
onnexion sur Ek et rqk une 
onnexion sur V0;q T �X 
Ek, nous avons( D0k : C1(X;V0;q T �X 
Ek) �! C1(X;V1;q T �X 
Ek)rqk 0 : C1(X;V0;q T �X 
Ek) �! C1(X;V1;0 T �X 
V0;q T �X 
Ek)61



Montrons que via l'isométrie C1(X;V1;0 T �X 
V0;q T �X 
 Ek) ! C1(X;V1;q T �X 
Ek), nous avons D0k = rqk0 sur C10;q(X;Ek) = C1(X;V0;q T �X 
Ek).Soit ("1; : : : ;"r) un repère lo
al de Ek. Notons Dk "b =Pa(Ak)a;b 
 "a.u = XjJj=q; 1�b�r uJ;b d�zJ 
 "bD0ku = XJ;b d0(uJ;b d�zJ )
 "b + (�1)quJ;b d�zJ ^ �D0k"b�= XJ;b d0uJ;b ^ d�zJ 
 "b + (�1)quJ;b d�zJ ^ hXa (Ak)1;0a;b 
 "ai= XJ;b hd0uJ;b +Xa (Ak)1;0b;a uJ;ai ^ d�zJ 
 "brqk0u = XJ;b �rqTX 0(uJ;b d�zJ )
 "b + uJ;b d�zJ 
 (D0k"b)(par
e que uJd�zJ est 
onsidéré 
omme une se
tion de degré 0 de V0;q T�X)= XJ;b �d0uJ;b 
 d�zJ + uJ;b �rqTX 0(d�zJ )�
 "b + uJ;b d�zJ 
 (Xa (Ak)1;0a;b 
 "a)= XJ;b �d0uJ;b 
 d�zJ + 0�
 "b + XJ;a;b(Ak)1;0b;a 
 uJ;a d�zJ 
 "b(
ar rqTX ' d0 sur V0;q T�X = Vq T�X antiholomorphe)= XJ;b hd0uJ;b +Xa uJ;a (Ak)1;0b;ai
 d�zJ 
 "bPour u 2 C10;q(X;Ek), notons S0u 2 C1(X;V1;0 T �X 
 V0;q T �X 
 Ek) le relèvementisométrique de �u 2 C1(X;V1;q T �X 
Ek).Reprenant alors la formule de la se
tion pré
édente, nous obtenonsZXh�00ku;ui = ZX jD0ku+ �uj2 + h�i�1;1(Ek;Dk);�!�u;ui+ hT!u;ui ;= ZX jrqk 0u+ S0uj2 + h�i�1;1(Ek;Dk);�!�u;ui+ hT!u;ui ;2.4 Rappels sur l'opérateur de HodgeChoisissons des 
oordonnées 
omplexes telles que!(z = 0) = i2Xk dzk ^ d�zk =Xk dxk ^ dyk:Alors g(z = 0) = 12Xk (dzk 
 d�zk + d�zk 
 dzk) =Xk (dxk 
 dxk + dyk 
 dyk) ;62




e qui nous donne k ��zj jz=0k2 = 12 , kdzj jz=0k2 = 2, k ��xj jz=0k2 = 1 et kdxj jz=0k2 = 1. EtdV! = !nn! = � i2�n nYk=1(dzk ^ d�zk) = nYk=1(dxk ^ dyk)Remarque :nYk=1 dzk ^ d�zk = (�1)n(n�1)2 dz[[1;n ℄℄ ^ d�z[[1;n ℄℄ et nYk=1dxk ^ dyk = (�1)n(n�1)2 dx[[1;n ℄℄ ^ dy[[1;n ℄℄:Propriété 2.1. Si v = vAB dzA ^ d�zB 2 Va;b T �z=0X, alors� v = i�n22a+b�n(�1)n(n�a)"(A;{A)"(B;{B)vABdz{B ^ d�z{A;� � v = (�1)a+bv:Démonstration - Rappelons que l'opérateur de Hodge est l'opérateur CI -linéaire � :Vp;q T �X ! Vn�q;n�p T �X dé�ni par u ^ �v = hu;vidV! pour u;v 2 Vp;q T �X:É
rivons (en z = 0) : u = PjIj=ajJj=b uIJ dzI ^d�zJ , v = vAB dzA^d�zB et �v = PjKj=n�bjLj=n�a wKL dzK^d�zL.Alors u ^ �v = XjIj=a;jJj=bjKj=n�b;jLj=n�a uIJ �wKLdzI ^ d�zJ ^ d�zK ^ dzL= XjIj=a;jJj=buIJ �w{J{I"(I;{I)"(J;{J)(�1)j{Ij:ndz[[1;n ℄℄ ^ d�z[[1;n ℄℄et hu;vidV! = XjIj=a;jJj=buIJ�vABhdzI ^ d�zJ ;dzA ^ d�zBidV!= uAB�vAB2a+b� i2�n (�1)n(n�1)2 dz[[1;n ℄℄ ^ d�z[[1;n ℄℄Don
 �w{B{A = �vABin2a+b�n(�1)n(n�1)2 "(A;{A)"(B;{B)dz{B ^ d�z{A.Or, pour tout n 2 ZZ, i�n(�1)n(n�1)2 = i�n2 . En e�et, é
rivons n = 2p + �, � 2 f0; 1g.n2 = 4p2 + 4p�+ �2. Alors i�n = (�1)pi� et i�n2 = i�2 = i� 
ar �2 = �. En�n,n(n�1)2 = (2p+�)(2p+��1)2 = 4p2+2p��2p+2p�+�2��2 = p mod 2. D'où�(vABdzA ^ d�zB) = i�n22a+b�n(�1)n(n�a)"(A;{A)"(B;{B)vABdz{B ^ d�z{A:63



� � v = hi�n22a+b�n(�1)n(n�a)"(A;{A)"(B;{B)i �i�n22(n�b)+(n�a)�n(�1)nb"({A;A)"({B;B)dzA ^ d�zB= (�1)�n2(�1)n(n�a)(�1)nb(�1)a(n�a)(�1)b(n�b)v= (�1)�a2�b2v = (�1)a+bv utExemple : On a�(dx1) = (�1)n(n�1)2 dx[[2;n ℄℄ ^ dy[[1;n ℄℄ (
ar dx1 ^ �(dx1) = dV!)�(dy1) = (�1)n(�1)n(n�1)2 dx[[1;n ℄℄ ^ dy[[2;n ℄℄ (
ar dy1 ^ �(dy1) = dV!)�(dz1) = i�n(�1)n(n�1)2 21�ndz[[1;n ℄℄ ^ d�z[[2;n ℄℄Un 
al
ul relativement simple montre que �(dz1) = �(dx1) + i � (dy1).2.5 Relation entre ~D0k� et rqk 00Soit, 
omme pré
édement, des 
oordonnées lo
ales (holomorphes) (z1; : : : ;zn) telles que! = i2Pnk=1 dzk ^ d�zk +O (jzj). Nous avons don
 hdzj ;dzki = 2Æjk +O (jzj) etdV!jz=0 = !njz=0n! = � i2�n (dz1 ^ d�z1)^ : : : ^ (dzn ^ d�zn) = � i2�n (�1)n(n�1)2 dz[[1;n ℄℄ ^ d�z[[1;n ℄℄:� Rappelant que ~Ek = Ek 
Vn TX, notons f� ; �g l'a

ouplement sesquilinéaire 
anonique :( Vp1;q1 T �X 
 � ~Ek��Vp2;q2 T �X 
 � ~Ek� �! Vp1+q2;q1+p2 T �X�u
 "
 ��z[[1;n ℄℄ ; v 
 "
 ��z[[1;n ℄℄ � 7�! u ^ �v hk(";")hTX � ��z[[1;n ℄℄ ; ��z[[1;n ℄℄ �� Il permet de dé�nir l'opérateur de Hodge-De Rham-Poin
aré :� :^p;q T �X 
 ~Ek �!^n�q;n�p T �X 
 ~Ek ;� est CI -linéaire, et fu ; � vg = hu;vidV! ; 8u;v 2 Vp;q T �X 
 ~Ek.Propriété 2.2. Si v = vAB dzA ^ d�zB 
 "
 ��z[[1;n ℄℄ jz=0 2 Va;b T �X 
 ~Ek, alors�v = i�n2 (�1)n(n�a) "(A;{A) "(B;{B) 2a+b�n vAB dz{B ^ d�z{Ajz=0 
 "
 ��z[[1;n ℄℄ jz=0 :64



Démonstration - Il su�t de 
hoisir un repère orthonormé de ~Ek = Ek 
 Vn TX. Le
al
ul nous ramène alors au 
as s
alaire, rappelé dans la se
tion pré
édente. ut� Dé�nissons un isomorphisme entre C10;1(X;V0;q T �X 
Ek) et C1n�1;q(X;Ek 
Vn TX) :Soit 	0 la 
omposition( V0;1 T �X 
Ek ���! Vn;1 T �X 
Ek 
Vn TXuj d�zj 
 " 7�! (�1)n uj dz[[1;n ℄℄ ^ d�zj 
 "
 ��z[[1;n ℄℄��! Vn�1;0 T �X 
Ek 
Vn TX7�! i�n2 (�1)j�1 2 (�1)n uj dz[[1;n ℄℄nj 
 "
 ��z[[1;n ℄℄	0 est une isométrie. En la tensorisant par V0;q T �X, on obtient l'isométrie 	1 :( C10;1(X;V0;q T �X 
Ek) 	1��! C1n�1;q(X;Ek 
Vn TX)uj d�zj 
 �d�zJ 
 "� 7�! i�n2 (�1)nq (�1)n�1+j 2uj dz[[1;n ℄℄nj ^ d�zJ 
 �"
 ��z[[1;n ℄℄ �( le (�1)nq apparaît lors de la tensorisation, en raison de �)La propriété suivante est 
lassique :Propriété 2.3. ~D0k� = � � ~D00k� sur C1p;q(X;Ek 
Vn TX).Démonstration - Rappelons que Dk est une 
onnexion sur Ek, 
ompatible ave
 hk.Et rTX est une 
onnexion sur Vn TX, 
ompatible ave
 hTX . Don
 ~Dk, qui est la 
onnexioninduite sur ~Ek = Ek 
Vn TX par Dk et rTX , est 
ompatible ave
 ~hk = hk 
 hTX .Soient u 2 C1p�1;q(X;Ek 
 Vn TX) et v 2 C1p;q(X;Ek 
 Vn TX) à supports 
ompa
ts.Alors hh ~D0ku;vii = ZXh ~D0ku;vidV! = ZX � ~D0ku|{z}(p;q) ; �v|{z}(n�q;n�p)	= ZX d0 fu; � vg| {z }(n�1;n); don
 d=d0� (�1)p+q�1 �u; ~D00k(�v)| {z }(n�q;n�p+1) 	= ZX(�1)p+q nu;(�1)n�q+n�p+1 � � ~D00k � vo= ZX nu; � h(�1)p+q (�1)2n�q�p+1 � ~D00k � vio= hhu; � � ~D00k � vii utNous sommes maintenant en mesure de démontrer la65



Propriété 2.4. Le diagrammeC1(X;V0;q T �X 
Ek) rqk00���������! C10;1(X;V0;q T �X 
Ek)# � # 	 = �i�n2	1C1n;q(X;Ek 
Vn TX) ~D0k����������! C1n�1;q(X;Ek 
Vn TX)est 
ommutatif, et les �è
hes verti
ales sont des isométries.Démonstration - Distinguons les 
as q = 0 et q � 1.q = 0 : Soit don
 u 2 C1(X;Ek) ; ~u 2 C1n;0(X; ~Ek), don
 �~u = i�n2 ~u. Puisquenous avons montré plus haut que ~D0k�~u = � � ~D00k � ~u, il vient~D0k�~u = � � ~D00k�i�n2 ~u� = �i�n2 � ~D00k ~u = �i�n2 � gD00ku= �i�n2(� o �)�D00ku� = �i�n2	0�D00ku�= 	�D00ku� = 	�r0k 00u�
ar D00k = r0k00 sur C1(X;Ek). Ainsi, le diagramme est 
ommutatif pourq = 0.q 6= 0 : Trivialisons V0;q T �X au voisinage de 0 en 
hoisissant un repère ortho-normé (�1; : : : ;�N ) de V0;q T �X tel que r�1(0) = : : : = r�N (0) = 0.Nous sommes alors ramené au 
al
ul fait pour q = 0. utEn �n de 
ompte, nous avons~D0k�~u = 	�rqk 00u� et ���rqk 00u���2 = ��� ~D0k�~u���2 :Si S00 est le relèvement de �� par 	 (i.e. S00(u) = 	�1(��~u)), alors~D0k�~u+ ��~u = 	�rqk00u+ S00u� et ��� ~D0k�~u+ ��~u���2 = ���rqk 00u+ S00u���2 :Reprenant la formule obtenue en �n de se
tion 2:2, il vient alorsZXh�00ku;ui = ZX j ~D0k�~u+ ��~uj2 + h�i�1;1( ~Ek; ~Dk);�!�~u;~ui+ hT!~u;~ui= ZX jrqk 00u+ S00uj2 + h�i�1;1( ~Ek; ~Dk);�!�~u;~ui+ hT!~u;~ui66



2.6 Formule de type Weitzenbö
kNous avons 
onstruit deux morphismes de �brésS0 : V0;q T �X 
Ek �! V1;0 T �X 
V0;q T �X 
EkS00 : V0;q T �X 
Ek �! V0;1 T �X 
V0;q T �X 
Ekoù S0 = � = ��;d0!� et S00 = 	�1o��o � est le relèvement de �� = �(d0!)�;!� par les isométries� et 	.Nous avons montré queZXh�00ku;ui = ZX jD0ku+ �uj2 + h�i�1;1(Ek;Dk);�!�u;ui+ hT!u;ui= ZX jrqk 0u+ S0uj2 + h�i�1;1(Ek;Dk);�!�u;ui+ hT!u;ui ;ZXh�00ku;ui = ZX j ~D0k�~u+ ��~uj2 + h�i�1;1( ~Ek; ~Dk);�!�~u;~ui+ hT!~u;~ui= ZX jrqk 00u+ S00uj2 + h�i�1;1( ~Ek ; ~Dk);�!�~u;~ui+ hT!~u;~ui :Posons S = S0 � S00. En additionnant les deux formules, nous obtenons, pour u 2C10;q(X;Ek) :2ZXh�00ku;ui = ZX jrqku+ Suj2 + h�i�1;1(Ek;Dk);�!�u;ui+ h�i�1;1( ~Ek; ~Dk);�!�~u;~ui+ hT!u;ui+ hT!~u;~ui :Or �(Ek;Dk) = �(Lk;DLk ) 
 IdE +�(E;DE) = �2i��k 
 IdE +�(E;DE) ;�( ~Ek; ~Dk) = �(Ek;Dk) +�Vn TX 
 IdE ;�Vn TX = �(�KX) = �2i�Ri

i(!) :D'où2k ZXh�00ku;ui = ZX 1k jrqku+ Suj2 + 2�hh1k�1;1k ;�!iu;ui+ 2�hh1k�1;1k ;�!i~u;~ui+ 1k�h�i�1;1(E;DE);�!�u;ui+ h�i�1;1(E;D);�!�~u;~ui+ 2�h�Ri

i(!);�!�~u;~ui+ hT!u;ui+ hT!~u;~ui� : 67



Nous avons don
 obtenu la formule de type Weitzenbö
k suivante :Théorème 2.5. Pour u 2 C10;q(X;Ek),2k ZXh�00ku;ui = ZX 1k jrqku+ Suj2 � hV qu;ui+ 1k h�qku;ui ;où V q et �qk sont les endomorphismes hermitiens de V0;q T �X 
Ek dé�nis parhV qu;ui = �2��h��;�!�u;ui+ h��;�!�~u;~ui� ;h�qku;ui = 2��h��1;1k � k�;�!�u;ui+ h��1;1k � k�;�!�~u;~ui�+2�h�Ri

i(!);�!�~u;~ui+h�i�1;1(E;DE);�!�u;ui+ h�i�1;1(E;D);�!�~u;~ui+hT!u;ui+ hT!~u;~ui= O(1) :Propriété 2.6. Pour tout x 2 X, soient �1(x); : : : ;�n(x) les valeurs propres de �(x) relati-vement à !(x). Alors les valeurs propres de l'endomorphisme V q sur V0;q T �X 
Ek sont lesf2�(�{J � �J) ; jJ j = qg, 
omptés ave
 multipli
ité r = rangCI E.Démonstration - Il existe des 
oordonnées lo
ales holomorphes (z1; : : : ;zn) 
entrées enx telles que !(x) = i2Pnj=1 dzj ^ d�zj et �(x) = i2Pnj=1 �j(x) dzj ^ d�zj . Soit ("1; : : : ;"r) unrepère orthonormé de Ek au voisinage de x.Pour u = PuI;J;b dzI ^ d�zJ ^ "b 2 Vp;q T �X 
 Ek, nous avons juj2 = 2p+qP juI;J;bj2 eth��;�!�u;ui = 2p+qP(�I + �J �Pnj=1 �j)juI;J;bj2.Don
 pour u =PJ;b uJ;b d�zJ ^ "b 2 V0;q T �X 
Ek, nous avons~u = (�1)nq XjJj=q;buJ;b dz[[1;n ℄℄ ^ d�zJ ^ "b 
 ��z[[1;n ℄℄ ;h��;�!�u;ui = 2q XJ;b (��{J) juJ;bj2 ;h��;�!�~u;~ui = 2q XJ;b �J juJ;bj2 :Ainsi hV qu;ui = 2� PJ;b(�{J � �J) 2q juJ;bj2. ut68



Chapitre 3En
adrement asymptotique pour lenombre de valeurs propresd'opérateurs de S
hrödingerRésuméNous reprenons dans 
e 
hapitre les te
hniques employées par J.-P. De-mailly dans [Dem85℄ pour obtenir des théorèmes spe
traux relatifs auxopérateurs de S
hrödinger. La di�éren
e ave
 [Dem85℄ réside dans lefait que nous 
onsidérons une suite de �brés (Lk) ayant pour 
ourbures�k, au lieu des puissan
es tensorielles L
k d'un même �bré L, dont les
ourbures sont simplement k�. Nous exploitons au maximum 
es te
h-niques et obtenons un en
adrement asymptotique un peu plus généralque [Dem85℄ pour le nombre de valeurs propres du lapla
ien antiholo-morphe.Commençons par dé
rire la 
lasse suivante d'opérateurs de S
hrödinger que nous allons
onsidérer.(M;g) est une variété riemannienne de dimension (réelle) m, � une 2-forme réelle ferméeet (F;DF ) ! M un �bré hermitien C1 de rang (
omplexe) r. Soit (�k)k2IN une suite de2-formes réelles fermées entières telles quek�k � k�kC1 � Ck�� (� > 0 �xé) ;et (Lk;DLk)!M une suite de �brés hermitiens en droites tels que i2�D2Lk = �k. Notons rkla 
onnexion hermitienne induite sur Fk = Lk 
 Fk par DLk et DF .Soient S une se
tion 
ontinue du �bréV1IR T �M
IRHomCI (F;F ) et V une se
tion 
ontinuedu �bré Herm(F ) des endomorphismes hermitiens de F . Nous désignerons en
ore par S et Vles endomorphismes IdLk 
 S et IdLk 
 V opérant sur Lk 
 F .Nous allons 
onsidérer la suite d'opérateurs de S
hrödinger1k �(rk + S)�(rk + S)� V � :69



La situation est un peu plus générale que dans [Dem85℄, la di�éren
e résidant dans le fait quenous 
onsidérons plus généralement Lk au lieu de Lk, et que nous n'avons don
 pas �k = k�.Rappelons les notations utilisées dans [Dem85℄ (nous garderons les mêmes). B = �2��désigne le pseudo 
hamp magnétique (
e n'est un 
hamp magnétique, 
'est-à-dire la 
ourbured'un �bré linéaire, que si � est entière) et B1(x) � : : : � Bs(x) > 0 sont les modules desvaleurs propres non nulles de l'endomorphisme antisymétrique asso
ié à B. Dé�nissons lafon
tion � du 
ouple (x;�) 2M � IR, 
ontinue à gau
he en �, en posant�B(�) = 2s�m��m=2�(m=2� s+ 1)B1 : : : Bs X(p1;:::;ps)2ZZs[��X(2pj + 1)Bj ℄m=2+ave
 la 
onvention 00 = 0. Dé�nissons également la fon
tion ��, 
ontinue à droite en � :��B(�) = lim"!0 �B(�+ ") :En�n, si 
 est un ouvert relativement 
ompa
t de M , N
;k(�) est le nombre de valeurspropres (
omptées ave
 multipli
ité) � � de la forme quadratiqueQ
;k(u) = Z
�1k ��rku+ Su��2 � hV u;ui� d� ; u 2 L2(M;Fk)pour le problème de Diri
hlet (
'est-à-dire ave
 
ondition de Diri
hlet uj�
 = 0). SoientV1(x) � : : : � Vr(x) les valeurs propres de V (x) en tout point x 2M .Le théorème 2.16 de [Dem85℄ est alors en
ore valable dans 
ette situation, et même sousune forme à peine plus générale que nous énonçons 
omme suit :Théorème 3.1. Pour tout réel � et toute suite (vk)k2IN de réels tendant vers zéro, nousavons les en
adrements asymptotiques suivants :lim infk!+1 k�m=2N
;k(�+ vk) � rXj=1 ZX �B(�+ Vj)d� ;lim supk!+1 k�m=2N
;k(�+ vk) � rXj=1 ZX ��B(�+ Vj)d� :Nous allons reprendre la démonstration de [Dem85℄, en donnant d'abord une estimée dansle 
as d'un 
hamp magnétique 
onstant et de F trivial, puis nous démontreront su

essivementdes estimées lo
ales et globales (F étant à 
haque fois supposé trivial), en�n nous termineronspar le 
as général. Nous renvoyons à [Dem85℄ pour de plus amples détails.3.1 Champ magnétique 
onstantSoit tout d'abord P (R) = fjxij < R=2g � IRm, B =Psj=1Bj dxj ^ dxj+s 
onstant etQP (R)(u) = ZP (R)� sXj=1 ��� �u�xj ���2 + ��� �u�xj+s + iBjxju���2�+�Xj>2s ��� �u�xj ���2� :70



NP (R)(�) désigne le nombre de valeurs propres (ave
 multipli
ité) de QP (R) (pour leproblème de Diri
hlet) inférieures ou égales à �.Notons nB = 2s�m��m=2�(m=2�s+1)B1 : : : Bs, et posons [x℄s+ = �max(x;0)�s si s > 0, [x℄0+ = 0 six � 0, [x℄0+ = 1 si x > 0. Une le
ture attentive de [Dem85℄ montre que nous avons laPropriété 3.2 (Théorème 1.6 de [Dem85℄). Pour tout � 2 IR et tout R > 0, nous avonsPp2INs nB �h�� �1 + C(p;B)R �P(2pj + 1)Bji1=2+ � �pm�2sR �m�2s+ � �1� 1pR�s�mR�p�+ + 1R�m�1� R�mNP (R)(�)� Pp2INs nB�h��P(2pj + 1)Bji1=2+ + �pm�2sR �m�2s � sQj=1�1 + 2p�+BjR + 2�BjR2� ;la dernière somme ne portant que sur les p tels que P(2pj + 1)Bj < �.Faisons immédiatement une remarque : Nous avons é
rit que les inégalités étaient vraiespour tout � 2 IR et tout R > 0. C'est vrai pour la première inégalité, 
ar à p �xé, si(1 + C(p;B)=R)P(2pj +1)Bj < �, on sait que des l existent. Par 
ontre, 
e n'est pas tout àfait vrai pour la se
onde inégalité lorsque 2s = m : en e�et, dans 
e 
as, la le
ture de [Dem85℄montre que l'inégalité n'est li
ite que si R est assez grand pour que �pj (RpBj=2) 6= 0, et
e
i pour tous les p 
on
ernés.Cependant, si � 2℄�1;A[, 
omme on ne doit 
ompter (voir [Dem85℄) que les p tels queP(2pj + 1)Bj < �, 
ela donne pj � A=Bj , don
 il n'y a qu'un nombre �ni de p. Ainsi, pourR assez grand (indépendant de �), l'inégalité est vraie.Un 
al
ul sans di�
ultés nous permet d'obtenir la majoration (uniforme en �) suivante :R�mNP (R)(�) � Xp2INs�nBh��X(2pj + 1)Bjim=2�s+ + C(m;A;B)R �� � Xp2INs nBh��X(2pj + 1)Bjim=2�s+ �+ C(m;A;B)B1 : : : BsR ;les sommes ne portant que sur les p tels que P(2pj + 1)Bj < �. Nous avons don
 bienune estimation uniforme par rapport à �, mais la sommation sur p fait que la 
onstanted'uniformité dépend des 1=Bj . Il n'y a don
 pas d'espoir d'obtenir une uniformité dans lesestimations globales. Il en est de même pour la première inégalité.Corollaire 3.3 (Corollaire 1.7 de [Dem85℄). X = IRm, 
 = fjxij < r=2g � X,71



B =Psj=1Bj dxj ^ dxj+s, g =Pmj=1 dx2j .Q
;k(u) = Z
 1k�� sXj=1 ��� �u�xj ���2 + ��� �u�xj+s + ikBjxju���2�+ � Xj>2s ��� �u�xj ���2�= k�m=2QP (pkr)(~u) où ~u(X) = u(X=pk) ;N
;k(�) = NP (pkr)(�) :Nous avons alors les estimations suivantes, valables pour tout réel � et pour kr assez grand :Pp2INs nB �h�� �1 + C(p;B)pkr �P(2pj + 1)Bji1=2+ � �pm�2spkr �m�2s+ � �1� 1ppkr�s� mpkr�p�+ + 1pkr�m�1� k�m=2r�mN
;k(�)� Pp2INs nB�h��P(2pj + 1)Bji1=2+ + �pm�2spkr �m�2s � sQj=1�1 + 2p�+Bjpkr + 2�Bjkr2k�3.2 Estimation lo
ale asymptotiquePlaçons-nous d'abord dans la situation lo
ale, 
'est-à-dire supposons X = IRm. Lk estalors trivial. Nous supposerons F trivial de rang 1. Soit A un potentiel du pseudo 
hampmagnétique B = �2�� sur IRm (
e n'est un 
hamp magnétique que si � est entière), V unefon
tion 
ontinue sur X. Soit a 2 IRm, et Pk une suite de pavés ouverts 
ontenant a, de rayonrk = k��, � > 0.Il existe Ak potentiel de Bk = �2��k et ~Ak potentiel de B(a) sur �Pk tels quejAk(x)� kA(x)j � Ck�k � k�kC1 rk ; j ~Ak(x)�A(x)j � Cr2k sur Pk :Démonstration -� Soit A0k le potentiel de Bk � kB 
al
ulé au moyen de la formule d'homotopie usuelle.Alors jA0k(x)j � CkBk � kBkrk = Ck�k � k�krk. Posons Ak = kA + A0k : Ak est unpotentiel de Bk, puisque dAk = kB + (Bk � kB) = Bk.� Soit A00k potentiel de B(a)� B(x). Alors jA00k(x)j � Cr2k. Posons ~Ak = A+ A00k : ~Ak estun potentiel de B(a). ut72



Don
 sur Pk, nous avonsjk ~Ak(x)�Ak(x)j � jk ~Ak(x)� kA(x)j+ jkA(x) �Ak(x)j� Ckr2k�1 + (krk)�1kk�� �kk� � Ckr2kdès que � < 1 + �, puisque (krk)�1kk� � �kk � Ck�1+���.Signalons d'emblée que dans toute la suite, C désignera une 
onstante (indépendante dek, indépendante de a si a par
ourt un 
ompa
t) dont la valeur pourra 
hanger d'une ligne àl'autre.Posons ~B � B(a) =Psj=1Bj dyj ^ dyj+s et ~g � g(a) =Pmj=1 dy2j . Notons :QPk(u) = ZPk �1k jdu+iAkuj2g�V juj2g� d�g ; ~QPk(u) = ZPk �1k jdu+ik ~Akuj2~g�V (a)juj2~g� d�~g :Commençons par observer que (1�Crk)k � k2~g � k � k2g � (1 +Crk)k � k2~g sur Pk. En e�et,k~g � gk � Crk~g ) (1� Crk)~g � g � (1 + Crk)~g.Comparons ensuite les formes volumes d�g et d�~g :(1�Crk)~g � g � (1 + Crk)~g ) p(1�Crk)md�~g � d�g �p(1 + Crk)md�~g) (1� C1rk)d�~g � d�g � (1 + C1rk)d�~gd'où (1�Crk)(1� C1rk)juj2~gd�~g � juj2gd�g � (1 + Crk)(1 + C1rk)juj2~gd�~g) (1� C2rk)juj2~gd�~g � juj2gd�g � (1 + C2rk)juj2~gd�~g) �C2rkjuj2~gd�~g � juj2gd�g � juj2~gd�~g � C2rkjuj2~gd�~gEn�n, terminons 
es préliminaires par la double inégalité suivante :(1� �)(a2 � ��1b2) � (a+ b)2 � (1 + �)(a2 + ��1b2) si �; a; b > 0:(preuve : étudier f(�) = (1 + �)(a2 + ��1b2) sur IR�+)73



Nous pouvons maintenant 
omparer QPk et ~QPk .1k ZPk ��du+ iAku��2g d�g� 1k ZPk(1 + Crk)��du+ iAku��2~g d�~g� 1k ZPk(1 + Crk)��du+ ik ~Aku� ik ~Aku+ iAku��2~g d�~g� (1 + Crk)1k ZPk(1 + �k)���du+ ik ~Aku��2~g + ��1k ��Aku� k ~Aku��2~g� d�~g� (1 + Crk)(1 + �k)1k ZPk ��du+ ik ~Aku��2~g d�~g+(1 + Crk)(1 + �k)1k��1k (Ckr2k)2 ZPk juj2~g d�~g :Posons �k = k�
 . Alors k�1��1k (kr2k)2 = k�1+
+2�4� = k
+1�4� tendra vers zéro si l'onpeut 
hoisir 
 tel que 
 < 4� � 1, 
'est-à-dire si � > 1=4. Ayant ainsi 
hoisi, nous avons1k ZPk ��du+ iAku��2g d�g � (1 + "1k) ZPk 1k ��du+ ik ~Aku��2~g d�~g + "1kkuk2~g :Par ailleurs :�V juj2gd�g = �V (a)juj2~gd�~g + V (a)�juj2~gd�~g � juj2gd�g�+ �V (a)� V �juj2gd�g� �V (a)juj2~gd�~g + jV (a)jC2rkjuj2~gd�~g + supPk jV (a)� V j (1 + C2rk)juj2~gd�~g= �V (a)juj2~gd�~g + 
kjuj2~gd�~g ave
 
k = O(rk)! 0 quand k ! +1 :Nous avons don
 établi les inégalités suivantes (l'autre inégalité entre QPk et ~QPk s'éta-blissant de la même manière) :Propriété 3.4. (1� "k)k � k2~g � k � k2g � (1 + "k)k � k2~g(1� "k) ~QPk(u)� "kkuk2~g � QPk(u) � (1 + "k) ~QPk(u) + "kkuk2~gNous pouvons observer que "k = O(k�min(�;
;4��1�
)). De la 
omparaison entre les formesquadratiques, nous déduisons les relations suivantes entre les valeurs propres de QPk et ~QPk :Propriété 3.5.N ~QPk ��(1� "k)� "k1 + "k � � NQPk (�) � N ~QPk ��(1 + "k) + "k1� "k � :74



Démonstration -� Soit F de dim p tel que QPk � � sur F ; alors(1� "k) ~QPk(u) � "kkuk2~g + �kuk2g � "kkuk2~g + �(1 + "k)kuk2~g � ��(1 + "k) + "k�kuk2~g.Don
 sur F , ~QPk � �(1+"k)+"k1�"k . Don
 la p-ième valeur propre de ~QPk est inférieure ouégale à �(1+"k)+"k1�"k .� Soit ~F de dim ~p tel que ~QPk � �(1�"k)�"k1+"k sur ~F ; alorsQPk(u) � ��(1 � "k)� "k�kuk2~g + "kkuk2~g = �(1� "k)kuk2~g � �kuk2g.Don
 QPk � � sur ~F . Don
 la ~p-ième valeur propre de QPk est inférieure à �. utNotons en
ore ~Q0Pk(u) = RPk 1k jdu + ik ~Akuj2~g d�~g (
e qui revient à supposer V (a) = 0).Alors N ~QPk (�) = N ~Q0Pk (�+ V (a)) :En e�et, ~QPk(u) = �kuk2~g équivaut à () ~Q0Pk(u) = (�+ V (a))kuk2~g .Nous ne pouvons pas appliquer dire
tement les résultats de la se
tion pré
édente, 
arPk n'est pas for
ément un parallélépipède dans les 
oordonnées yj. Pour 
ontourner 
ettedi�
ulté, J.-P. Demailly pave Pk par des 
ubes dans les 
oordonnées yj.Soit ~"k = k�Æ. Considérons le pavage Sd2A Pk;d � Pk � �Pk � Sd2B P 0k;d, où Pk;d est un
ube de 
�té ~"krk et P 0k;d un 
ube de 
�té ~"k(1 + ~"k)rk, tous deux 
entrés au point ~"krkd,d 2 ZZm. Soit 	k = (	k;d)d2B tel que pour tout k, Pd2B 	2k;d = 1 sur �Pk, supp(	k;d) � P 0k;det 1kC(	k) = 1k supPk �Xd2B jd	k;dj2� � C9k(~"2krk)2 :Nous avons (1� C7~"k)Vol(Pk) �Pd2AVol(Pk;d) =Pd2A(~"krk)m � Vol(Pk) etVol(Pk) �Pd2B Vol(P 0k;d) =Pd2B �~"k(1 + ~"k)rk�m � (1 + C7~"k)Vol(Pk).D'après la proposition 2:6 de [Dem85℄, nous avons :Xd2AN ~Q0Pk;d (�) � N ~Q0Pk (�) �Xd2BN ~Q0P 0k;d��+ 1kC(	k)� ;don
 Xd2AN ~Q0Pk;d (�+ V (a)) � N ~QPk (�) �Xd2BN ~Q0P 0k;d��+ V (a) + 1kC(	k)� :A�n d'éviter des formules trop volumineuses et dé
oupées sur plusieurs lignes, nous adop-tons provisoirement les notations suivantes :F1(a;p;B;k) = V (a)� �1 + C(p;B)pk~"krk �X(2pj + 1)Bj ;75



F2(a;p;B;k) = V (a) + 1kC(	k)�X(2pj + 1)Bj :D'après la propriété 3.2, nous avons alorsPd2AN ~Q0Pk;d��+ V (a)�Vol(Pk)� Xd2A Xp2INs (pk~"krk)mVol(Pk) nB�h�+ F1(a;p;B;k)i1=2+ � �pm� 2spk~"krk �m�2s+��1� 1ppk~"krk�s �Xd2A (pk~"krk)m�1Vol(Pk) m�q��+ V (a)�+ + 1pk~"krk�m�1� Xp2INs km=2(1� C7~"k)nB�h�+ F1(a;p;B;k)i1=2+ � �pm� 2spk~"krk �m�2s+��1� 1ppk~"krk�s � kn mpk~"krk�q��+ V (a)�+ + 1pk~"krk�m�1etPd2B N ~Q0P 0k;d��+ V (a) + 1kC(	k)�Vol(Pk)� Xd2B Xp2INs �pk~"k(1 + ~"k)rk�mVol(Pk) nB�h�+ F2(a;p;B;k)i1=2+ + �pm� 2spk~"k(1 + ~"k)rk�m�2s+� sYj=1�1 + 2q��+ V (a) + 1kC(	k)�+Bjpk~"k(1 + ~"k)rk + 2�Bjk~"2k(1 + ~"k)2r2k�� Xp2INs km=2(1 +C7~"k)nB�h�+ F2(a;p;B;k)i1=2+ + �pm� 2spk~"k(1 + ~"k)rk�m�2s+� sYj=1�1 + 2q��+ V (a) + 1kC(	k)�+Bjpk~"k(1 + ~"k)rk + 2�Bjk~"2k(1 + ~"k)2r2k� ;la somme portant sur les p tels que �+F2(a;p;B;k) = �+V (a)+ 1kC(	k)�P(2pj+1)Bj > 0.De 
et en
adrement de N ~QPk (�) =Vol(Pk), nous en déduisons l'en
adrement suivant deNQPk (�) =Vol(Pk). Pour 
ela, il su�t de "re
oller" toutes les estimations pré
édentes, 
e quinous donne : 76



(1� C7~"k) Xp2Ns nB�h�(1� "k)� "k1 + "k + F1(a;p;B;k)i1=2+ � �pm� 2spk~"krk �m�2s+��1� 1ppk~"krk�s � mpk~"krk�s��(1� "k)� "k1 + "k + V (a)�+ + 1pk~"krk�m�1� k�m=2 NQPk (�)Vol(Pk)� (1 + C7~"k) Xp2Ns nB�h�(1 + "k) + "k1� "k + F2(a;p;B;k)i1=2+ + �pm� 2spk~"k(1 + ~"k)rk�m�2s+� sYj=1�1 + 2r��(1+"k)+"k1�"k + V (a) + 1kC(	k)�+Bjpk~"k(1 + ~"k)rk + 2�Bjk~"2k(1 + ~"k)2r2k� ;la dernière somme portant sur les p tels que �(1+"k)+"k1�"k +V (a)+ 1kC(	k)�P(2pj+1)Bj > 0.Ce
i démontre la proposition 2:9 de [Dem85℄ dans notre 
as plus général.Rappelons que rk = k��, ave
 les 
onditions 1=4 < � < 1 + �, et ~"k = k�Æ. Nous voulonspk~"krk �!1 () 1=2 � Æ � � > 0 () � + Æ < 1=21kC(	k) �! 0 () �1 + 4Æ + 2� < 0 () � + 2Æ < 1=2La deuxième 
ondition implique la première.Appliquons maintenant 
es inégalités à � = �0 + vk, où vk ! 0 :� Étudions la première inégalité : le terme entre 
ro
hets [ ℄1=2+ est égal à�(1� "k)� "k1 + "k + V (a)� �1 + C(p;B)pk~"krk�X(2pj + 1)Bj= �0 + V (a)�X(2pj + 1)Bj+ vk 1� "k1 + "k � "k1 + "k (2�0 + 1)� C(p;B)pk~"rk X(2pj + 1)Bj| {z }tend vers zéro quand k ! +1Don
 pour 2s = m, la somme du membre de gau
he de la première inégalité 
ompte aumoins (pour k assez grand) tous les p tels que �0 + V (a)�P(2pj + 1)Bj > 0. Don
 lalimite de 
e terme sera supérieure ou égale àXp2Ns nBh�0 + V (a)�X(2pj + 1)Bjim=2�s+ :77



� Quant à la se
onde inégalité, le terme entre 
ro
hets [ ℄1=2+ est égal à�(1 + "k) + "k1� "k + V (a) + 1kC(	k)�X(2pj + 1)Bj= �0 + V (a)�X(2pj + 1)Bj + "k1� "k (2�0 + 1) + vk 1 + "k1� "k + 1kC(	k)| {z }tend vers zéro quand k ! +1 :Or la somme ne 
ompte que les p tels que�(1 + "k) + "k1� "k + V (a)�X(2pj + 1)Bj > 0 ;
'est-à-dire les p tels que�0 + V (a)�X(2pj + 1)Bj + vk 1 + "k1� "k + "k1� "k (2�0 + 1) > 0 :Don
 pour 2s = m et k assez grand, elle 
omptera au plus les p tels que �0 + V (a) �P(2pj + 1)Bj � 0. Don
 la limite sera inférieure ou égale àXp2INs nBh�0 + V (a)�X(2pj + 1)Bjim=2�s++ ;où l'on a posé [x℄s++ = �max(x;0)�s si s > 0, [x℄0++ = 0 si x < 0, [x℄0++ = 1 si x � 0.Comme �B(�) =Pp2INs nBh��P(2pj+1)Bjim=2�s+ et ��B(�) =Pp2INs nBh��P(2pj+1)Bjin�s++ , nous obtenons alors laPropriété 3.6 (
f. Théorème 2.9 de [Dem85℄). Pour tout �0 2 IR, sous les hypothèsesvk ! 0, pkrk ! +1 et pkr2k ! 0, nous avonslim infk!+1 k�m=2 NQPk (�0 + vk)Vol(Pk) � �B(a)��0 + V (a)� ;lim supk!+1 k�m=2 NQPk (�0 + vk)Vol(Pk) � ��B(a)��0 + V (a)� :Démonstration - Il su�t d'être 
apable de 
hoisir �, 
, Æ tels que 1=4 < � < 1 + �,� + 2Æ < 1=2 et 
 < 4� � 1. Cela ne pose au
une di�
ulté. ut78



3.3 Estimations globales (
as F trivial)Théorème 3.7 (
f. Théorème 2.3 de [Dem85℄). Si 
 est un ouvert relativement 
ompa
tde X, �0 2 IR et vk ! 0, nous avonslim infk!+1 k�m=2N
;k(�0 + vk) � Z
 �B(�0 + V )d�g ;lim supk!+1 k�m=2N
;k(�0 + vk) � Z
 ��B(�0 + V )d�g :Démonstration - Nous supposerons d'abord que 
 est un ouvert de 
arte, 
'est-à-direque nous supposerons que X = IRm et 
 est un ouvert borné de IRm.� Pavons 
 : soit �k;d le 
ube ouvert de 
�té rk = k�� et �0k;d le 
ube ouvert de 
�ték��(1 + k�
), tous deux 
entrés au point k��d, d 2 ZZm.Soient I(k) = fd tel que �k;d � 
g et I 0(k) = fd tel que ��0k;d \ �
 6= ;g. Il existe unepartition de l'unité 	k = (	k;d)d2I0(k) telle que P	2k;d = 1 sur �
, supp(	k;d) � �0k;det C(	k) =P
Pd2I0(k) jd	k;dj2 � C10k2(�+
). Ainsi1kC(	k)! 0 () 1� 2(� + 
) > 0 () � + 
 < 1=2 :� Soit �0 2 IR et vk ! 0. Considérons les fon
tions suivantes, dé�nies sur IRm :fk = Pd2I(k) k�m=2 N�k;d(�0+vk)Vol(�k;d) 1�k;df 0k = Pd2I0(k) k�m=2 N�0k;d(�0+vk+ 1kC(	k))Vol(�k;d) 1�k;dD'après la propriété 2:6 de [Dem85℄, nous avonsZIRm fkd� � k�m=2N
;k(�0 + vk) � ZIRm f 0kd� :Soit Z = Sk2IN; d2ZZm ��k;d et x 2 
 n Z. Pour k assez grand, 9! d(k) tel que x 2 �k;d(k).Alorsfk(x) = k�m=2 N�k;d(k)(�0 + vk)Vol(�k;d(k)) ; f 0k(x) = k�m=2 N�0k;d(k)(�0 + vk + 1kC(	k))Vol(�k;d(k)) :Don
 lim inf fk(x) � �B(x)��0 + V (x)� = �B(x)��0 + V (x)�1
(x) et lim supf 0k(x) ���B(x)��0 + V (x)� = ��B(x)��0 + V (x)�1�
(x).On prendra garde au fait que 
es inégalités ne sont li
ites que sipkrk ! +1,pkr2k ! 0et 1kC(	k)! 0, 
'est-à-dire si 1=4 < � < 1=2 et �+
 < 1=2. Ces 
onditions sont fa
ilesà réaliser. 79



Nous avons don
 presque partout lim inf fk � �B(�0 + V )1
 et lim supf 0k � ��B(�0 +V )1�
. Le lemme de Fatou nous dit que R lim inf fk � lim inf R fk et R lim supf 0k �lim sup R f 0k. Il vient �nalementR �B(�0 + V )1
 d� � R lim inf fk � lim inf R fk � lim inf k�m=2N
;k(�0 + vk)� lim supk�m=2N
;k(�0 + vk) � lim supR f 0k � R lim supf 0k � R ��B(�0 + V )1�
 d� :Soit maintenant 
 un ouvert relativement 
ompa
t quel
onque de X. Soient (
j)1�j�Ndes ouverts deux à deux disjoints in
lus dans 
, et (
0j)1�j�N 0 des ouverts dont la réunion
ontient �
. Soit 	 = (	j)1�j�N 0 une partition de l'unité asso
iée à (
0j)1�j�N 0 . AlorsNXj=1N
j ;k(�) � N
;k(�) � N 0Xj=1N
0j ;k��+ 1kC(	)� ;d'où PNj=1 R
j �B(�0 + V )d� � lim inf k�m=2N
;k(�0 + vk)� lim supk�m=2N
;k(�0 + vk)� lim supk�m=2N
;k(�0 + vk + 1kC(	))�PN 0j=1 R�
0j ��B(�0 + V )d� :Comme lim inf k�m=2N
;k(�0 + vk) et lim supk�m=2N
;k(�0 + vk) ne dépendent pas des 
jet 
0j, que 
es inégalités sont vraies pour tous (
j) et (
0j) et que nous avons des majorationsuniformes fk � f 0k � C(1 +p�+C)m (
f. [Dem85℄), il vient immédiatementZ
 �B(�0 + V ) d� � lim inf k�m=2N
;k(�0 + vk)� lim supk�m=2N
;k(�0 + vk) � Z�
 ��B(�0 + V ) d� : ut3.4 Estimations globales (
as général)Lk est muni de la 
onnexion DLk , tandis que Fk = Lk
F ! X est muni de la 
onnexionrk. S est une se
tion 
ontinue de V1IR T �X
EndCI (F ), et V une se
tion 
ontinue de Herm(F ).Notons V1(x); : : : ;Vr(x) ses valeurs propres en un point x 2M . 
 est un ouvert relativement
ompa
t de X. En�n, NQ
;k(�) 
ompte toujours le nombre de valeurs propres inférieures ouégales à � deQ
;k(u) = Z
 �1k ��rku+ Su��2 � hV u;ui� d� ; u 2W 10 (
;Lk 
 F ) :80



Théorème 3.8 (
f. Théorème 2.16 de [Dem85℄). Si �0 2 IR et vk ! 0, alorslim inf k�m=2N
;k(�0 + vk) � rXj=1 Z
 �B(�0 + Vj) d�lim supk�m=2N
;k(�0 + vk) � rXj=1 Z�
 ��B(�0 + Vj) d� :Démonstration - Soient a 2 X et " > 0 �xés. Il existe un voisinage W"(a) de asur lequel (e1; : : : ;er) est un repère orthonormé lo
al de F et �e1(a); : : : ;er(a)� une base deve
teurs propres de l'endomorphisme V (a), asso
ée aux valeurs �V1(a); : : : ;Vr(a)�. É
rivonsu =Prj=1 uj 
 ej , uj étant une se
tion de LkjW"(a).Quitte à restreindre W"(a), nous pouvons supposer querXj=1 �Vj(a)� "�juj j2 � hV u;ui � rXj=1 �Vj(a) + "�juj j2 :Nous avons rku =Prj=1DLku
 ej + uj 
rkej . Don
 pour W �W"(a), nous avonsQW;k(u) = ZW �1k ��� rXj=1DLkuj 
 ej + rXj=1 uj 
rkej + Su| {z }S0u ���2 � hV u;ui� d�� ZW �1k (1 + k�1=2) ��� rXj=1DLkuj 
 ej���2 + 1k (1 + k�1=2)k1=2 ���S0u��2 � hV u;ui� d�� ZW �1k (1 + k�1=2) rXj=1 ��DLkuj��2 + 1k (1 + k1=2) ��S0u��2 � � rXj=1 Vj(a)� "�jujj2� d�= (1 + k�1=2)ZW �1k rXj=1 ��DLkuj��2 � rXj=1 Vj(a)juj j2� d�+1k (1 + k1=2)ZW ���S0u���2 + "Z
 rXj=1 jujj2 d� + k�1=2 rXj=1 Z
 Vj(a) juj j2 d�� (1 + ") ~QW;k(u) + "kuk2pour k � k0(") et W �W"(a). On établit de même l'inégalité inverse, 
e qui donne(1� ") ~QW;k(u)� "kuk2 � QW;k(u) � (1 + ") ~QW;k(u) + "kuk2 :Don
N ~QW;k��� "1+"(1 + �)� = N ~QW;k���"1+"� � NQW;k(�)� N ~QW;k��+"1�"� = N ~QW;k��+ "1�"(1 + �)� ;81




'est-à-direPrj=1N ~Qj;W;k��0 � "1+"(1 + �0)� "vk1+"� � NW;k(�0 + vk)�Prj=1N ~Qj;W;k��0 + "1�"(1 + �0) + "vk1�"� :Nous avons don
Prj=1 RW �B��0 � "1+"(1 + �0) + Vj(a)� d� � lim inf k�m=2NQW;k(�0 + vk)� lim supk�m=2NQW;k(�0 + vk) �Prj=1 R �W ��B��0 + "1�"(1 + �0) + Vj(a)� d� :Par 
ontinuité des valeurs propres, quitte à restreindre W"(a), nous avons ��Vj � Vj(a)�� � "sur W"(a). Don
 Vj � " � Vj(a) � Vj + ", 
e qui nous donnePrj=1 RW �B��0 + Vj � "1+"(1 + �0)� "� d� � lim inf k�m=2NQW;k(�0 + vk)� lim supk�m=2NQW;k(�0 + vk) �Prj=1 R �W ��B��0 + Vj + "1�"(1 + �0) + "� d� ;vrai pour tout W �W"(a).Par 
ompa
ité (re
ouvrir par des ouverts de taille moitié), le résultat est don
 vrai pourtout ouvert su�samment petit de X (le su�samment petit dépendant de "). Finalement,nous avonsPrj=1 R
 �B��0 + Vj � "1+"(1 + �0)� "� d� � lim inf k�m=2NQ
;k(�0 + vk)� lim supk�m=2NQ
;k(�0 + vk) �Prj=1 R�
 ��B��0 + Vj + "1�"(1 + �0) + "� d� :Faisons tendre " vers zéro : �B étant 
ontinue à gau
he et �� 
ontinue à droite, nous pouvonspasser à la limite, pour obtenir �nalementPrj=1 R
 �B��0 + Vj� d� � lim inf k�m=2NQ
;k(�0 + vk)� lim supk�m=2NQ
;k(�0 + vk) �Prj=1 R�
 ��B��0 + Vj� d� : ut3.5 Appli
ation au lapla
ien antiholomorpheNous avons établi au 
hapitre pré
édent la formule de type Weitzenbö
k2k ZXh�00ku;ui| {z }Qtotk (u) = ZX �1k ���rku+ Su���2 � hV qu;ui� d�| {z }Qk(u) +1k ZXh�qku;ui :82



Appliquons les résultats obtenus sur les opérateurs de S
hrödinger à la situation 
omplexe :M = X (don
 m = 2n), F = V0;q T �X 
 E (où V0;q T �X est de rang s et E de rang r),rk = rqk, V = V q et S est le même. En�n nous prendrons 
 = X.Sa
hant que �qk est majoré par une 
onstante M , il vientQk(u)� Mk kuk2 � Qtotk (u) � Qk(u) + Mk kuk2 ;
e qui implique au niveau des valeurs propres (les notations étant évidentes) :Nk��� Mk � � N totk (�) � Nk��+ Mk � :Don
 Nk��0 + vk � Mk � � N totk (�0 + vk) � Nk��0 + vk + Mk � :Comme vk � Mk =! 0, nous avons don
 en
orelim inf k�nN totk (�0 + vk) � r sXj=1 ZX �B(�0 + V qj ) d� ;lim supk�nN totk (�0 + vk) � r sXj=1 ZX ��B(�0 + V qj ) d� ;puisque les valeurs propres de V q agissant sur F sont 
elles (V q1 � : : : � V qs ) agissant surV0;q T �X ave
 multipli
ité r.Notons h0;qk (�) le nombre de valeurs propres de �00k (agissant sur C10;q(X;Lk 
 E)) infé-rieures ou égales à k� en bidegré (0;q). Nous avons h0;qk (�) = N totk (2�), B = �2��, et lesvaleurs propres de V q ont été dé
rites par la propriété 2.6. L'estimation pré
édente s'é
ritdon
 en
oreThéorème 3.9. Si �0 2 IR et vk ! 0, alorsr XjJj=q ZX ��2���2�0 + 2�(�{J � �J)� d� � lim inf k�nh0;qk (�0 + vk)� lim supk�nh0;qk (�0 + vk) � r XjJj=q ZX ���2���2�0 + 2�(�{J � �J)� d� :Dans le 
hapitre suivant, nous nous intéresserons aux petites valeurs propres, 
'est-à-direque nous prendrons � = 0 (ainsi que E trivial). Notons alors déjà que nous avons (voir[Dem85℄, page 224) :XjJj=q ZX ���2���2�(�{J � �J)� d� = 1n! ZX(�;q)(�1)q �n :83
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Chapitre 4Théorèmes spe
trauxRésuméNous minorons asymptotiquement dans 
e 
hapitre le nombre de se
tionspropres du lapla
ien antiholomorphe �00k asso
iées à des valeurs propresplus petites que k�k, (�k) étant une suite de réels positifs tendant verszéro. La di�
ulté est d'obtenir beau
oup de se
tion propres (
roissan
ede leur nombre en kn) tout en faisant tendre �k le plus rapidementpossible vers zéro.Ce 
hapitre s'ins
rit dans le 
ontinuité de la se
tion 3.5 du 
hapitre pré
édent.Rappelons que nous 
onsidérons la suite de lapla
iens antiholomorphes �00k agissant, enbidegré (0;0), sur C1(X;Lk). Nous supposons don
 E trivial et q = 0.De�nition 4.1. Pour toute suite (�k) de réels > 0 tendant vers zéro, dé�nissons les deux
onditions suivantes :(C1) 9 
 2 ℄ 0 ; 1=6 [ ; 9C > 0 tels que �k � Ck�
 pour k assez grand ;(C2) k2+2=b2(X) �k �! +1 quand k ! +1 :De manière imagée, on peut dire qu'une suite (�k) véri�e (C1) si elle tend vers zéro"stri
tement" plus lentement que k�1=6, et qu'elle véri�e (C2) si elle tend vers zéro pluslentement que k�(2+2=b2(X)).Nous allons maintenant donner deux estimées pour le nombre de valeurs propres de �00k(
omptées ave
 multipli
ité) � k� : la première sera valable pour toute suite (�k) véri�antC1 et la deuxième pour toute suite (�k) véri�ant C2.4.1 Première estimation spe
traleRevenons à l'estimation lo
ale asymptotique (se
tion 3.2) : nous avions noté rk = k��,�k = k�
 , ~"k = k�Æ et obtenu "k = O(k�min(�;
;4��1�
)). Posons vk = k�� : l'idée est que si85



vk tend su�sament lentement vers zéro, nous pourrons tout de même 
ompter les p tels que�0 + V (a)�P(2pj + 1)Bj � 0.Nous avons déjà les 
onditions1=4 < � < 1 + � ; 
 < 4� � 1 et � + 2Æ < 1=2 (don
 � < 1=2) :Le premier membre de l'inégalité 
ompte (pour s = m=2) �0 + V (a)�P(2pj + 1)Bj = 0 siet seulement si � "k1 + "k (2�0 + 1) + vk 1� "k1 + "k � C(p;B)pk~"krk X(2pj + 1)Bj > 0 ;
'est-à-dire si et seulement sivkh� "kvk 2�0 + 11 + "k + 1� "k1 + "k � C(p;B)k1=2�Æ���� X(2pj + 1)Bji > 0 :Or "k=vk = O(k��min(�;
;4��1�
)).Nous 
her
hons don
 � le plus grand possible tel que � < min(�;
;4��1�
) et Æ+�+� <1=2.Posons � = 1=4 + 
. Les 
onditions s'é
rivent alors8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
0 < 
 < 1=4
 < 4
2Æ < 14 � 
Æ + � < 14 � 
� < min�14 + 
;
;4
� 
� () 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 < 
 < 1=4
 < 4
2Æ < 14 � 
Æ + � < 14 � 
� < min�
;4
� 
� (
ar � < 14 � 
 < 14 + 
)Or min(
;4
 � 
) � 2
, puisque 0 < 
 < 4
. Don
 � < 1=4 � 
 et � < 2
, 
e qui implique� < 1=6 (
ar 1=4� 
 = 2
, 
 = 1=12, et dans 
e 
as 1=4� 
 = 2
 = 1=6). Nous ne pourronsobtenir mieux.Si don
 nous prenons � = 1=4 + 1=12 = 1=3, les 
onditions deviennent
 < 1=3 ; 2Æ < 1=6 ; Æ + � < 1=6 et � < min(
;1=3 � 
) :Don
 pour � < 1=6, 
 = 1=6 
onvient et Æ existe.Ainsi, pour vk = k�� (et même pour vk � Ck�� , vk ! 0) ave
 0 < � < 1=6,limk�m=2 NQPk (�0 + vk)Vol(Pk) = ��B(a)��0 + V (a)� :86



Malheureusement, nous ne pouvons pas déduire le même genre de résultat dans les esti-mations globales générales (F non for
ément trivial, ni S nul), 
ar il y a des passages à lalimite, et �� n'est pas 
ontinue à gau
he. Cependant, dans le 
as F trivial et S = 0, 
'est-à-diredans les 
onditions du paragraphe 3.3, l'estimation globale "passe". NotantQk(u) = ZX �1k ���rku���2 � hV u;ui� d� ;nous avons limk�m=2NQk(�0 + vk) = ZX ��B��0 + V � d� :En utilisant la même astu
e que lors de la 
omparaison de QPk et ~QPk dans les estimationslo
ales, nous obtenons aisément, en revenant au lapla
ien antiholomorphe (dans le 
as q = 0et E trivial) ave
 
ette fois-
i S non nul, et en reprenant les notations de la se
tion 3.5 :(1� k�1=2)Qk(u)� k�1=2M � Qtotk (u) � (1 + k�1=2)Qk(u) + k�1=2M ;où M majore V = V 0, S et �0k. Nous en déduisons l'inégalité suivante sur les valeurs propres,valable pour tout réel � :NQk��� k�1=2M1 + k�1=2 � � NQtotk (�) � NQk��+ k�1=2M1� k�1=2 � :Don
NQk��+ vk � k�1=2M + �+ vk1 + k�1=2 � � NQtotk (�+ vk) � NQk��+ vk + k�1=2M + �+ vk1� k�1=2 � :Puisque vk � Ck�� ave
 0 < � < 1=6, nous avons en
ore vk � k�1=2M+�+vk1+k�1=2 � C 0k�� pour kassez grand. Finalement, il vient :limk!+1NQk(�0 + vk) = ZX ���2��(�0 + V 0)d� :En parti
ulier, nous avons (en renvoyant à la dé�nition 4.1 pour les notations) leThéorème 4.2. Pour tout �0 2 IR et toute suite (vk) véri�ant (C1), nous avonslimk�nh0;0k (�0 + vk) = ZX ���2���2�0 + 2��f1;:::;ng� d� :Nous en déduisons l'estimation asymptotique suivante :Corollaire 4.3. Si (�k) est une suite véri�ant (C1), le nombre de valeurs propres de 1k�00kinférieures à �k véri�e l'estimationlimk!+1k�n h0;0k (�k) = 1n! ZX(�;0) �n :Pouvons-nous obtenir mieux que 
ette limitation de vitesse de dé
roissan
e en k�1=6 ?Nous allons voir dans la pro
haine se
tion que oui, puisque nous allons pouvoir obtenir unevitesse de dé
roissan
e légèrement meilleure que k�2.87



4.2 Deuxième estimation spe
tralePour notre deuxième estimation spe
trale, nous utiliserons l'estimation asymptotique glo-bale du théorème 3.9, à la fois en bidegré (0;0) et (0;1), dans le 
as où E est trivial.L'idée est que dans le 
as des puissan
es tensorielles d'une �bré en droites holomorphe,�00k et ��k 
ommutent, don
 ��k envoie inje
tivement les sous-espa
es propres asso
iés à desvaleurs propres non nulles en bidegré (0;0) dans des sous-espa
es propres pour les mêmesvaleurs propres en bidegré (1;1). Cela implique, pour tous réels �2 > �1 > 0, l'inégalitéh0;1k (�2)� h0;1k (�1) � h0;0k (�2)� h0;0k (�1) ;dont nous déduisons la minoration h0;0k (�1) � h0;0k (�2) � h0;1k (�2). Il n'y a plus qu'à faireensuite tendre �1 et �2 vers 0.Dans notre situation 
ependant, �00k et ��k ne 
ommutent plus. Le défaut de 
ommutationest donné par�00k ��k � ��k�00k = (���k ��k + ��k ���k)��k � ��k( ���k ��k + ��k ���k) = ���k ��2k � ��2k ���k :En bidegré (0;0), 
ela donne : �00k ��k � ��k�00k = ���k ��2k :4.2.1 Estimée en norme L2 de l'erreur ���k ��2kSoit � 2 C1(X;Lk). Rappelons que nous avons les identités et estimation suivantes :k�0;2k kC1 � Ck�1=b2(X)�� ; �k� = i����k + ������ ; ��k� = �i���k + ����00k = �0k;� + �2��1;1k ;��+ T!où � = [�;d0!℄, �0k;� = ��k + � ; ��k + ��� et T! = �� ; [�; i2d0d00!℄�� [d0!;(d0!)�℄.Nous pouvons é
rire (en norme L2) :k ��k� ��2k�k2 = k(�i[�;�k ℄� ���)��2k�k2= k � i��k ��2k� � ��� ��2k�k2� 2�k��k ��2k�k2 + k��� ��2k�k2�� k��� ��2k�k2 = k2����(�0;2k ^ �)k2 � Ck�2=b2(X)k�k2.88



� Quant à ��k ��2k , il véri�e en bidegré (0;0) :��k ��2k = �(�k ��k) ��k = �(�2i��1;1k � ��k�k) ��k= �2i�[�;�1;1k ℄ ��k � ���k(�k ��k)= �2i�[�;�1;1k ℄ ��k � ���k(�2i��1;1k � ��k�k)= �2i�[�;�1;1k ℄ ��k + 2i��(d00�1;1k + �1;1k ^ ��k) + ���2k�k= 2i�[�;d00�1;1k ℄ + � ��k2�k= 2i�[�; � d0�0;2k ℄ + �(�2i��0;2k ) ^ �k
ar d�k = 0 et la partie de type (1;2) est d00�1;1k + d0�0;2k . Il vient don
k��k ��2k�k2 � 2�4�2

[�;d0�0;2k ℄�

2 + 4�2k�(�0;2k ^ �k�)k2�� Ck�2=b2(X)�k�k2 + k�k�k2� :En additionnant les deux estimations pré
édentes, nous obtenons :k���k ��2k�k2 � Ck�2=b2(X)�k�k2 + k�k�k2� :Reste à évaluer k�k�k2 = hh��k�k�;�ii. Nous avonshh�0k;��;�ii = hh(��k + ��)(�k + �)�;�ii = k�k� + ��k2et k��k�k2 = hh�00k�;�ii = hh�0k;�� + 2�[�1;1k ;�℄� + T!� ; �ii= k(�k + �)�k2 + 2�hh[�1;1k ;�℄�;�ii + hhT!�;�ii ;d'où k�k�k2 = k(�k + �)� � ��k2� 2�k��k2 + k(�k + �)�k2�� 2�k��k2 + k��k�k2 + 2���hh[�1;1k ;�℄�;�ii�� + ��hhT!�;�ii��� C�k�k2 + k��k�k2 + kk�k2 + k�k2�� C�kk�k2 + k��k�k2� :89



Nous obtenons �nalement l'estimation suivante pour le défaut de 
ommutation du lapla-
ien antiholomorphe et de la dérivée antiholomorphe :k���k ��2k�k2 � Ck�2=b2(X)�kk�k2 + k��k�k2� :Remarquons que les 
al
uls sont plus simples si la variété est kählérienne.4.2.2 Estimation des espa
es propres en bidegré (0;1)Dans la suite, nous allons nous intéresser tout parti
ulièrement aux très petites valeurspropres de 1k�00k. Considérons " > 0, I =℄�1;�2℄\ Sp0;0( 1k�00k) et J = [0;�2 + "℄\ Sp0;1( 1k�00k).I
i, �1 et �2 sont des réels stri
tement positifs véri�ant simplement �1 � 1 et �2 > �1.Ultérieurement, nous 
hoisirons �1 dépendant de k, �2 indépendant de k, et dans l'optiqued'obtenir des informations sur le bas du spe
tre, nous ferons tendre les deux vers 0. NotonsE0;0� = Ker�1k�00k � �� ; E0;0I =M�2I E0;0� en bidegré (0;0)et E0;1� = Ker�1k�00k � �� ; E0;1J =M�2J E0;1� en bidegré (0;1) :En�n �J désignera la proje
tion orthogonale sur E0;1J .Considérons la 
omposée E0;0I �J Æ ��k���������! E0;1J . Est-elle inje
tive?Soit (��)�2I une base orthonormée de E0;0I , 
omposée de ve
teurs propres. C'est-à-direque 1k�00k�� = ���, � 2 I et k��k2 = 1. Alors la famille ( ��k��)�2I est orthogonale (don
libre), et k��k��k2 = �k.Supposons qu'une 
ombinaison linéaire u =P�2I x��� 6= 0 véri�e �J(��ku) = 0. Alors��ku 2M�=2J E0;1� :Si (	�) est une base orthonormée de ve
teurs propres du lapla
ien en bidegré (0;1), nouspouvons don
 é
rire ��ku = P�=2J v�	�. Alors �00k(��ku) = P�=2J k� v�	�. Don
 k��kuk2 =P�=2J jv�j2 et k�00k(��ku)k2 =P�=2J jv�j2 (k�)2 � (�2 + ")2k2k��kuk2.Par ailleurs, �00k ��ku = ��k�00ku + ���k ��2ku. Puisque k��kuk2 = P�2I �kjx�j2 � �1kkuk2, lapremière partie entraîne l'estimation suivante pour le défaut de 
ommutation :k���k ��2kuk2 � Ck�2=b2(X)�1 + 1�1�k��kuk2 :Et ��k�00ku = ��k�P�2I �kx���� =P�2I �kx� ��k��. D'oùk��k�00kuk2 � (�2k)2X jx�j2k��k��k2 = (�2k)2k��kuk2 :90



Il vient don
 �nalement :k�00k ��kuk � (�2 + ")kk��kukk�00k ��kuk � �2kk��kuk+ Ck�1=b2(X) 1p�1 k��kukFaisons maintenant �1 dépendre de k (�1 = �1(k)), tandis que �2 reste indépendant de k.Alors pour k assez grand nous aurons, si k2+2=b2(X)�1 ! +1 :�2 +Ck�1�1=b2(X) 1p�1 < �2 + " ;
e qui est 
ontradi
toire, puisque ��ku 6= 0.Nous avons don
 prouvé que �I Æ ��k était inje
tive de E0;0I dans E0;1J . Cela impliquedim(E0;1J ) = h0;1k (�2 + ") � dim(E0;0I ) = h0;0k (�2)� h0;0k (�1) :Cette inégalité est vraie pour toute suite (�1(k)) de réels stri
tement positifs telle quek2+2=b2(X)�1(k) ! +1, pour tous �2 > 0, " > 0, et pour k assez grand (dépendant de" et �2).4.2.3 Appli
ation à l'existen
e de se
tions propresSoient " > 0 et (�k) une suite véri�ant (C2), 
'est-à-dire une suite de réels stri
tementpositifs tendant vers zéro telle que k2+2=b2(X) �k ! +1 :Alors pour tout réel stri
tement positif � et pour k assez grand, nous avons (en prenant�1(k) = �k, �2 = � ave
 les notations de la sous-se
tion pré
édente) :k�nh0;0k (�k) � k�nh0;0k (�)� k�nh0;1k (�+ ") :En passant à la limite, nous obtenonslim inf k�nh0;0k (�k) � lim inf k�nh0;0k (�)� lim supk�nh0;1k (�+ ")� ZX ��2��(2�+ 2��[[1;n ℄℄)� nXjJj=1ZX ���2���2�+ 2"+ 2�(�{J � �J)�En faisant maintenant tendre � et " vers 0 (puisque k n'intervient plus dans l'inégalité 
i-dessus), nous obtenons :lim inf k�nh0;0k (�k) � ZX ���2��(2��[[1;n ℄℄)� nXjJj=1ZX ���2���2�(�{J � �J)� = 1n! ZX(�;�1) �n :91



Nous avons don
 montré leThéorème 4.4. Il existe une suite (indexée par un sous-ensemble in�ni S de IN) de �bréshermitiens (Lk)k2S au-dessus de X ave
 la propriété suivante : notons (pour k 2 S) hk(�) lenombre de valeurs propres (
omptées ave
 multipli
ité) � � de 1k�00k en bidegré (0;0) ; nousavons alors la minoration asymptotiquelim infk!+1; k2S k�nh0;0k (�k) � 1n! ZX(�;�1) �n ;valable pour toute suite (�k)k2S véri�ant la 
ondition (C2).Notons que les estimations spe
trales asymptotiques pour les opérateurs de S
hrödingerimpliquent lim supk!+1; k2S k�nh0;0k (�k) � 1n! ZX(�;0) �n :Don
 si RX(�;�1) �n > 0, nous avons bien une 
roissan
e en kn du nombre de se
tions propresen bidegré (0;0) du lapla
ien antiholomorphe asso
iées à de petites valeurs propres.Nous pouvons retraduire 
e théorème en termes d'estimations L2 pour ��k de la manièresuivante :Propriété 4.5. Pour toute suite (�k)k2S véri�ant la 
ondition (C2), il existe une suite (in-dexée par S) d'espa
es ve
toriels Hk � C1(X;Lk) tels que1) lim infk!+1; k2S k�n dim(Hk) � 1n! RX(�;�1) �n,2) pour toute se
tion � 2 Hk, k��k�kL2(X) � pk�k k�kL2(X).4.3 Appli
ation à l'existen
e de 
ourantsSoit (X;!) une variété holomorphe 
ompa
te hermitienne de dimension (
omplexe) n,et � une (1;1)-forme réelle fermée telle que RX(�;�1) �n > 0. On ne suppose pas f�g 2H2(X;ZZ). Nous montrons 
i-dessous 
omment utiliser les estimations asymptotiques pourobtenir l'existen
e de 
ourants dans la 
lasse de 
ohomologie de � dont on 
ontr�le la partienégative.Rappelons que grâ
e au lemme de Krone
ker, nous avons une approximation rationnelle :�k � k� = O(k�1=b2(X)) pour k 2 S, ave
 f�kg 2 H2(X;ZZ). À 
haque �k nous asso
ionsun �bré (Lk;Dk; hk = j j) hermitien C1 de 
ourbure i2��(Lk;Dk) = �k. Pour �k > 0, notonsHk l'espa
e ve
toriel engendré par les ve
teurs propres de �00k asso
iés à des valeurs propres� k�k. Soit Nk = dim(Hk) et (�1; : : : ; �Nk) une base hilbertienne de Hk. Nous ne notons pasexpli
itement la dépendan
e en k des se
tions �1; : : : ; �Nk pour ne pas alourdir les notations.Propriété 4.6. La fon
tion bk(x) = 1Nk NkXj=1 j�j(z)j292



ne dépend pas du 
hoix de la base hilbertienne de Hk.Démonstration - Soit (�1; : : : ;�Nk) une autre base hilbertienne, et A la matri
e depassage de (�j) à (�j), i.e. �j =Pi aij�i. A 2 U(N), 
'est-à-dire que t�AA = Id. D'oùXj k�jk2 = Xj 

Xi aij�i

2 = Xj �hXi aij�i ;Xl alj�li� = Xj;i;l aij�aljh�i ; �li= Xi;l � Xj aij�alj| {z }=(At�A)il=Æil �h�i ; �li = Xi k�ik2 :
utSoit aussi ("k)k2S une suite de réels stri
tement positifs tendant vers 0. Posons

Tk := �+ i2�k d0d00 log �"k + bk� = �+ i2�k d0d00 log�"k + 1Nk NkXj=1 j�kj2� :
4.3.1 Transformation de l'é
riture de TkNous avonsTk := �+ i2�k d0d00 log�"k + 1Nk NkXj=1 j�kj2� = �+ i2�k d0d00 log�Nk"k + NkXj=1 j�kj2� :

Remarquons que i(D2k)1;1 = i(�k ��k + ��k�k) = 2��1;1k , don
 ��k�k = �2i��1;1k � �k ��k. Un93




al
ul fa
ile mais fastidieux donne alorsTk = �+ i2�k d0d00 log �Nk"k +X j�j j2�= �+ i2�k � Pj d0d00j�jj2Nk"k +Pj j�j j2 � P� d0j��j2 ^P� d00j�� j2�Nk"k +Pj j�j j2�2 �= �+ i2�k Pj f�k ��k�j;�jg � f��k�j ;��k�jg+ f�k�j ;�k�jg+ f�j ;��k�k�jgNk"k +Pj j�j j2� i2�k P�;� �f�k��;��g+ f��;��k��g� ^ �f��k��;��g+ f�� ;�k��g��Nk"k +Pj j�jj2�2= �+ i2�k "2i��1;1k �Pj j�j j2�+Pj f�k�j ;�k�jg � f��k�j ;��k�jg+ f�k ��k�j ;�jgNk"k +Pj j�j j2 �Pj f�j ;�k ��k�jgNk"k +Pj j�j j2#� i2�k "P�;� f�k��;��g ^ f��k��;��g+ h��;��if�k��;�k��g � h��;��if��k��;��k��g�Nk"k +Pj j�j j2�2+P�;� f��;��k��g ^ f�� ;�k��g�Nk"k +Pj j�j j2�2 #= �� Pj j�jj2Nk"k +Pj j�jj2 1k�1;1k + i2�k Pj f�k ��k�j;�jg � f�j ;�k ��k�jgNk"k +Pj j�j j2+ i2�k Nk"kPj f�k�j;�k�jg � f��k�j;��k�jg�Nk"k +Pj j�jj2�2+ i2�k P�;� j��j2f�k��;�k��g � j��j2f��k�� ;��k��g�Nk"k +Pj j�jj2�2� i2�k P�;� h��;��if�k��;�k��g � h��;��if��k��;��k��g�Nk"k +Pj j�jj2�2� i2�k P�;� f�k��;��g ^ f��k��;��g+ f��;��k��g ^ f�� ;�k��g�Nk"k +Pj j�j j2�2 :
Soit (ek) une trivialisation orthonormée de Lk. Notons (de manière un peu abusive, maissu�sament 
laire) :�j = sj 
 ek ; �k�j = �ksj 
 ek ; ��k�j = ��ksj 
 ek :94



Alors X�;� j��j2f�k��;�k��g � h��;��if�k��;�k��g= X�<� js�j2�ks� ^ �ks� + js�j2�ks� ^ �ks� � s��s��ks� ^ �ks� � s��s��ks� ^ �ks�= X�<� �s��ks� � s��ks�� ^ �s��ks� � s��ks��et de mêmeX�;� j��j2f��k��;��k��g� h��;��if��k��;��k��g = X�<� �s� ��ks� � s� ��ks��^ �s� ��ks� � s� ��ks�� :Finalement :Tk = � � Nk"kNk"k +Pj j�j j2| {z }T1k +��� 1k�1;1k � � Pj j�j j2Nk"k +Pj j�j j2| {z }T2k+ i2�k Nk"kPj f�k�j;�k�jg�Nk"k +Pj j�jj2�2| {z }T3k � 0 + i2�k P�<� �s��ks� � s��ks�� ^ �s��ks� � s��ks���Nk"k +Pj j�j j2�2| {z }T4k � 0� i2�k Nk"kPj f��k�j;��k�jg�Nk"k +Pj j�jj2�2| {z }T5k � 0 � i2�k P�<� �s� ��ks� � s� ��ks�� ^ �s� ��ks� � s� ��ks���Nk"k +Pj j�j j2�2| {z }T6k � 0+ i2�k Pj f�k ��k�j;�jg � f�j ;�k ��k�jgNk"k +Pj j�jj2| {z }T7k� i2�k P�;� f�k��;��g ^ f��k��;��g+ f��;��k��g ^ f�� ;�k��g�Nk"k +Pj j�j j2�2| {z }T8k= T 1k + T 2k + T 3k + T 4k � T 5k � T 6k + T 7k � T 8k :4.3.2 Choix de �k et "kNotre se
onde estimation spe
trale nous montre qu'en 
hoisissant �k = k�2(1+
) ave
�1 < 
 < 1=b2(X), nous avons la minoration asymptotiquelim infk!+1; k2S k�n h0;0k (�k) � 1n! ZX(�;�1) �n :95



Si "k = k�(1+�) ave
 �1 < � < 
, alors p�k="k et �k="k sont majorés par Ck��
 , don
tendent vers 0.4.3.3 Estimation de �k ��k�jNous avons établi en 4.2.1 l'inégalité suivante :k�k�k2L2(X) � C�kk�k2L2(X) + k��k�k2L2(X)� :Chaque �j véri�e k�jk2L2(X) = RX j�jj2 = 1 et k��k�jk2L2(X) � k�k. D'où k�k�jk2L2(X) � Ck.Nous aurons besoin, dans la suite, d'une estimation de k�k ��k�jkL2(X) :k�k ��k�jk2L2(X)= hh�k ��k�j ; �k ��k�jii = hh��k�k ��k�j ; ��k�jii= hh�i�� ; ��k�� ����k ��k�j ; ��k�jii= hhi���k�k ��k�j � i��k��k ��k�j � ���k ��k�j ; ��k�jii= hhi�(�2i��1;1k � �k ��k)��k�j ; ��k�jii � hhi��k(��k) ��k�j ; ��k�jii � hh���k ��k�j ; ��k�jii= hh2��� ; �1;1k ���k�j ; ��k�jii � hhi��k ��k ��k�j ; ��k�jii � hhi��k(i���k + i���)��k�j ; ��k�jii�hh���k ��k�j ; ��k�jii= hh2��� ; �1;1k ���k�j ; ��k�jii � hhi��k(�2i��0;2k �j);��k�jii+ hh���k ��k�j ; ���k ��k�jii+hh��� ��k�j ; ���k ��k�jii � hh���k ��k�j ; ��k�jii= hh2��� ; �1;1k ���k�j ; ��k�jii � hh2��� ; d0�0;2k ��j ; ��k�jii � hh2��0;2k ^ �k�j ; ��k�jii+hh�00k�j ;�00k�jii+ hh��� ��k�j ; ���k ��k�jii � hh���k ��k�j ; ��k�jii� Ck�1;1k k0 k��k�jk2L2(X) + Ckd0�0;2k k0 k�jkL2(X) k��k�jkL2(X)+Ck�0;2k k0 k�k�jkL2(X) k��k�jkL2(X) + k�00k�jk2L2(X) + Ck��k�jkL2(X) k�00k�jkL2(X)+Ck�k ��k�jkL2(X) k��k�jkL2(X)� C�k(k�k) + k�1=b2(X)(k�k)1=2 + k�1=b2(X)k1=2(k�k)1=2 + (k�k)2 + (k�k)1=2(k�k)+(k�k)1=2k�k ��k�jkL2(X)� :En utilisant �k = k�2�2
 , il vient alorsk�k ��k�jk2L2(X) � Ck�2
 + Ck�(1=2+
)k�k ��k�jkL2(X) :Il ne reste plus qu'à é
rire k�k ��k�jk2L2(X) � Ck�2
 +Ck�(1=2+
)k�k ��k�jkL2(X) ;k�k ��k�jk2L2(X) � Ck�(1=2+
)k�k ��k�jkL2(X) � Ck�2
 ;�k�k ��k�jkL2(X) � 12Ck�(1=2+
)�2 � Ck�2
 + 14C2k�(1+2
) � Ck�2
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pour obtenir �nalement k�k ��k�jkL2(X) � Ck�
 :4.3.4 Estimées des di�érentes 
omposantes T ik de TkRappelons que si T = i P�;� T�� dz�^d�z� est un 
ourant d'ordre 0 et ! = i Pj dzj^d�zj ,alors T ^ !n�1(n� 1)! = �Xj Tjj�!nn! = �� ; T �!nn! :Nous avons les estimées suivantes :� Estimation de T 1k : "k"k+ 1Nk Pj j�j j2 est à valeurs dans [0; 1℄, don
 est uniformément borné.� Estimation de T 2k : T 2k 
onverge uniformément vers 0, 
ar k��1=k �1;1k kC1 � Ck�1�1=b2(X).� Estimation de T 3k + T 4k : Supposons que ! soit une métrique de Gaudu
hon, i.e. telleque � ��(!n�1) = 0 (
e qui est toujours possible sur une variété 
ompa
te 
omplexe, voir[Gau77℄). Nous avons alorsZ Tk ^ !n�1 = Z � ^ !n�1= Z (T 1k + T 2k ) ^ !n�1 + Z (T 3k + T 4k ) ^ !n�1 + Z (�T 5k � T 6k + T 7k � T 8k ) ^ !n�1 :L'intégrale 
ontenant T 1k + T 2k est bornée, et nous allons voir 
i-dessous que l'intégrale
ontenante T 5k , T 6k , T 7k et T 8k tend vers 0. Cela assurera que la partie positive T 3k + T 4kest bornée en masse.� Estimation de T 5k :1k Z Nk"kPj j��k�jj2�Nk"k +Pj j�j j2�2 � 1k Z Pj j��k�jj2Nk"k +Pj j�j j2 � 1kNk"k NkXj=1 Z j��k�jj2� 1kNk"k NkXj=1 k�k = �k"k97



� Estimation de T 6k :1k P�<� �s� ��ks� � s� ��ks�� ^ �s� ��ks� � s� ��ks���Nk"k +Pj j�jj2�2 ^ !n�1(n� 1)!= 1k P�<� js� ��ks� � s� ��ks�j2!�Nk"k +Pj j�jj2�2 !nn! � 2k P�<� js� ��ks�j2 + js� ��ks�j2�Nk"k +Pj j�j j2�2 !nn!� 2k P�;� js�j2j��ks�j2�Nk"k +Pj j�j j2�2 !nn! � 2k P� j��j2�Nk"k +Pj j�j j2�2 � �X� j��k��j2� !nn!= 2kNk"k Nk"k �P� j��j2�Nk"k +Pj j�j j2�2 � �X� j��k��j2� !nn! � 12kNk"k X� j��k�� j2 !nn! ;d'où Z T 5k ^ !n�1(n� 1)! � 14�kNk"k NkX�=1 Z j��k��j2 � 14�k"k k�k � �k"k :� Estimation de T 7k :Pj j�j j j�k ��k�j jNk"k +Pj j�j j2 � qPj j�jj2qPj j�k ��k�jj2Nk"k +Pj j�j j2 � 12pNk"ksXj j�k ��k�j j2 ;d'où 1k Z Pj j�j j j�k ��k�j jNk"k +Pj j�j j2 � 12kp"k Z vuut 1Nk NkXj=1 j�k ��k�jj2� C2kp"kvuutZ 1Nk NkXj=1 j�k ��k�j j2 = C2kp"kvuut 1Nk NkXj=1 k�k ��k�jk2L2(X)� C2kp"kpCk�2
 � Ck�1�
p"k = Cs�k"k :� Estimation de T 8k :jP�;� f�k��;��g ^ f��k��;��gj�Nk"k +Pj j�jj2�2 � P�;� jf�k��;��gj jf��k��;��gj�Nk"k +Pj j�j j2�2� P�;� j��j j�� j j�k��j j��k��j�Nk"k +Pj j�j j2�2� P� j��j j�k��jNk"k +Pj j�jj2 � P� j��j j��k��jNk"k +Pj j�jj2 ;98



or P� j��j j�k��jNk"k +Pj j�j j2 � pP� j��j2pP� j�k��j2Nk"k +Pj j�j j2� 12pNk"ksX� j�k��j2 = 12p"ks 1Nk X� j�k��j2 ;d'oùZ 1k jP�;� f�k��;��g ^ f��k��;��gj�Nk"k +Pj j�j j2�2 � 1k(2p"k)2 Z s 1Nk X� j�k��j2s 1Nk X� j��k��j2� 14k"ksZ 1Nk X� j�k��j2sZ 1Nk X� j��k��j2� 14k"kpCkpk�k� Cp�k"kNous voyons don
 maintenant pourquoi la deuxième estimation en k�2�2=b2(X) est plusutile que la première en k�1=6.En e�et, les di�érentes 
omposantes de Tk sont 
ontr�lées justement par p�k="k et �k="k.Ainsi, nous voyons que puisque nous devons diviser par "k qui tend vers zéro, il est mieuxd'avoir �k le plus petit possible, don
 tendant le plus vite possible vers zéro.Par ailleurs, �k ��k�j ne peut être 
ontr�lé, ave
 notre méthode de 
al
ul, qu'ave
 �k =k�2�
 , où 0 < 
 < 1=b2(X). La première estimation ne su�sait don
 pas.4.3.5 Existen
e d'un 
ourantDonnons un résultat e�e
tif de 
ontr�le de la partie positive du 
ourant limite, qui illus-trera l'intérêt d'avoir des estimées spe
trales asymptotiques pour des valeurs propres les pluspetites possibles.Posons fk(x) = "k"k+bk(x) . Cette fon
tion est à valeurs dans [0; 1℄, don
 est L1. Or L1(X)est le dual de L1(X), qui est séparable. On peut don
 extraire de la suite (fk)k2S une sous-suite
onvergeant faiblement (pour la topologie faible � sur L1(X)0) vers une fon
tion f 2 L1(X)à valeurs dans [0; 1℄.Par ailleurs on peut aussi extraire de la suite de 
ourants T 3k +T 4k (
ourants positifs bornésen masse) une sous-suite 
onvergente (faiblement, au sens des 
ourants) vers un 
ourantpositif, que nous noterons P . En�n, les autres termes de Tk tendent vers zéro en norme L1.Nous pouvons don
 extraire de (Tk)k2S une sous-suite 
onvergente vers un 
ourant T =f ��+P tel que fTg = f�g, P étant un 
ourant positif et f une fon
tion L1 à valeurs dans[0; 1℄. 99



Nous pouvons don
 énon
er par exemple :Théorème 4.7. Si la suite (bk)k2S véri�e uniformément sur un ouvert U l'estimationjbk(x)j � Ck�A ; pour A < 1 + 1b2(X) �xé ;alors il existe un 
ourant T dans la même 
lasse de 
ohomologie que �, et qui est positifau-dessus de X(�;0) et au-dessus de U .Démonstration - Si A < 1 + 1=b2(X), nous pouvons trouver 0 < 
 < 1=b2(X) et0 < � < 
 de sorte que A � 1 < �. Alors jbk(x)j="k � Ck�A+1+� ! +1, don
 fk(x) ! 0.Don
 f � 0 sur U . ut
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Annexe AVariétés presque 
omplexesA.1 Espa
e tangent 
omplexeSoit (X;J) une variété symple
tiue. On a don
 J2 = �Id sur TIRX. On étend par CI -linéarité J en Id
 J , endomophisme CI -linéaire de TCI X. J induit la dé
omposition en sous-espa
es propres TCI X = T 1;0J X � T 0;1J Xrelativement aux valeurs propres i et �i.On a T 1;0J X = f� � iJ� j � 2 TIRXg = fu 2 TCI X j J(u) = iug;T 0;1J X = f� + iJ� j � 2 TIRXg = fu 2 TCI X j J(u) = �iug:La 
onjugaison de CI induit une 
onjugaison sur le 
omplexi�é, donnée par�
 � = ��
 � 8� 2 CI ; 8� 2 TIRX:Par suite, il vient que �
 � = ��
 �� 8� 2 CI ; 8� 2 TCI X:On a deux isomorphismes IR-linéaires'1;0 : � TIRX ! T 1;0J X� 7! 12 (� � iJ�) et '0;1 : � TIRX ! T 0;1J X� 7! 12 (� + iJ�) :On a '1;0 Æ J = i'1;0 et '0;1 Æ J = �i'0;1. Ainsi on peut voir �T 0;1J X;i� 
omme l'espa
e
omplexe 
onjugué de �T 1;0J X;i�.On identi�e CI 
IR T �IRX '�! HomCI (TCI X;CI )�
 � 7�! (� Id)
 �103



J agit sur T �CI X = HomCI (TCI X;CI ) par J (�) = �ÆJ , 
e qui induit en
ore une dé
ompositionen sous-espa
es propres T �CI X = T1;0X � T0;1Xrelativement aux valeurs propres i et �i.T1;0X = fId
 �� iId
 � Æ J j � 2 T �IRXg = ff 2 T �CI X j fjT0;1J X = 0g = ff 2 T �CI X j f Æ J = ifg;T0;1X = fId
 �+ iId
 � Æ J j � 2 T �IRXg = ff 2 T �CI X j fjT1;0J X = 0g = ff 2 T �CI X j f Æ J = �ifg:Nous avons là-aussi une 
onjugaison induite par CI :�
 � = ��
 � 8� 2 CI ; 8� 2 T �IRX:Par suite, il vient que � � f = �� � �f 8� 2 CI ; 8f 2 T �CI X:En parti
ulier, pour toute � 2 T �IRX, �Id
 � = ��Id
 �.On 
onstate don
 que �f(u) = f(�u) ; 8f 2 T �CI X ; 8u 2 TCI X:Il est 
lair que si f 2 T �CI X, f(u) = �u) f(u) = �f(�u) = ���u. Don
 la 
onjugaison induitun isomorphisme IR-linéaire (CI -antilinéaire) entre T 0;1J X et T 1;0J X d'une part, et entre T1;0Xet T0;1X d'autre part.On prend maintenant un système de 
oordonnées lo
ales (x1; : : : ;xn;y1; : : : ;yn) et on posezk = xk + iyk. Par un 
hangement linéaire des 
oordonnées, on peut 
hoisir 
es 
oordonnéeslo
ales de manière à 
e que J � ��xk� = ��yk au point z = 0.On note en
ore dxk et dyk les extensions CI -linéaires à TCI X de dxk et dyk. On pose alors��zk = 12 � ��xk � i ��yk� ;���zk = 12 � ��xk + i ��yk� ;dzk = dxk + idyk;d�zk = dxk � idyk:Alors dzj � ��zk� = Æj;k ; dzj � ���zk� = 0 ; d�zj � ��zk� = 0 ; d�zj � ���zk� = Æj;k:Ainsi (dz1; : : : ;dzn;d�z1; : : : ;d�zn) est la base duale de � ��z1 ; : : : ; ��zn ; ���z1 ; : : : ; ���zn�. On noteraque l'on a bien d�zk(u) = dzk(�u). 104



Au point z = 0, on aJ � ��zk j0� = i ��zk j0 ; J � ���zk j0� = �i ���zk j0 ;don
 ��zk j0 2 T 1;0J;0X ; ���zk j0 2 T 0;1J;0X:Et dzk j0 Æ Jj0 = idzk j0 ; d�zk j0 Æ Jj0 = �id�zkj0 :Dans le 
as où la stru
ture presque 
omplexe J provient d'une stru
ture 
omplexe sur lavariété X, alors les remarques 
i-dessus vraies au point z = 0 sont en fait vraies en tout pointde X. En parti
ulier dzkjT0;1J X = 0 et d�zkjT1;0J X = 0en tout point de X. Don
 dzk est de type (1;0) et d�zk est de type (0;1). Mais revenons dansla suite au 
as général d'une stru
ture presque 
omplexe pas for
ément intégrable.On dé�nit le 
onjugué d'un opérateur F par�F (u) = F (�u) ; 8u 2 TCI X:Si l'opérateur F est de la forme F = Id 
 f ave
 f 2 EndIR(TIRX), 
'est-à-dire si Fprovient d'un opérateur réel sur le �bré tangent réel, alors �F = F .Ce qui suit a pour seul but d'attirer l'attention sur un abus de notation souvent utilisé.Supposons, jusqu'à la �n du paragraphe, que la stru
ture presque 
omplexe J provient d'unestru
ture 
omplexe sur la variété X . Alors on a'1;0� ��xk� = ��zk ; '0;1� ��xk� = ���zk :Et '1;0� (dxj)� ��zk� = dxj � ��xk� = Æj;k'1;0� (dxj)�i ��zk� = dxj � ��yk� = 0'1;0� (dyj)� ��zk� = dyj � ��xk� = 0'1;0� (dyj)�i ��zk� = dyj � ��yk� = Æj;kDon
 '1;0� (dxk) = dzk et '1;0� (dyk) = dzk = d�zk Æ �105



A.2 Di�érentiation et (p;q)-formesSoit (X;J) une variété presque 
omplexe de dimension réelle n. Notons T �CI X = CI 
IRT �X.Soit Vp;q T �CI X le sous-espa
e de V� T �CI X engendré par les �^�; � 2 Vp T1;0X; � 2 Vq T0;1X.On note en
ore C1� (X;CI ) = C1(X;V� T �CI X) l'algèbre des formes di�érentielles 
omplexes,C1k (X;CI ) = C1(X;Vk T �CI X) et C1p;q(X;CI ) = C1(X;Vp;q T �CI X). On a les dé
ompositions^� T �CI X = nMk=0^k T �CI X ; ^k T �CI X = Mp+q=k^p;q T �CI X ;qui induisent les dé
ompositionsC1� (X;CI ) = nMk=0C1k (X;CI ) ; C1k (X;CI ) = Mp+q=kC1p;q(X;CI ) :Soit �p;q la proje
tion C1k (X;CI )! C1p;q(X;CI ) suivant la dé
omposition en somme dire
te
i-dessus (où k = p+ q). d0;1 est dé�ni sur C1p;q(X;CI ) par �p;q+1 Æ d. On dé�nit de la mêmemanière d1;0, d2;�1 et d�1;2.C1� (X;CI ) est lo
alement engendré par C1(X;CI ), C11;0(X;CI ) et C10;1(X;CI ). Et on a lesin
lusions évidentes8>><>>: dC1(X;CI ) � C11;0(X;CI ) + C10;1(X;CI )dC11;0(X;CI ) � C12;0(X;CI ) + C11;1(X;CI ) + C10;2(X;CI )dC10;1(X;CI ) � C12;0(X;CI ) + C11;1(X;CI ) + C10;2(X;CI )d'où dC1p;q(X;CI ) � C1p+2;q�1(X;CI ) + C1p+1;q(X;CI ) + C1p;q+1(X;CI ) + C1p�1;q+2(X;CI )On a don
 toujours d = d1;0 + d0;1 + d2;�1 + d�1;2:Soit � une (p;q)-forme : � 2 Vp;q T �X 
 CI . Alors �� est une (q;p)-forme.d� = d1;0�| {z }(p+1;q)+ d0;1�| {z }(p;q+1)+ d2;�1�| {z }(p+2;q�1)+ d�1;2�| {z }(p�1;q+2)d� = d1;0�| {z }(q;p+1)+ d0;1�| {z }(q+1;p)+ d2;�1�| {z }(q�1;p+2)+ d�1;2�| {z }(q+2;p�1)d�� = d0;1 ��| {z }(q;p+1)+ d1;0 ��| {z }(q+1;p)+ d�1;2��| {z }(q�1;p+2)+ d2;�1 ��| {z }(q+2;p�1)Il vient don
 d1;0� = d0;1 �� et d2;�1� = d�1;2 �� 8u de type (p;q)106



A.3 Tenseur de NijenhuisLe tenseur de Nijenhuis est l'appli
ation bilinéaire antisymétriqueNJ : C1(X;T 1;0X)� C1(X;T 1;0X)! C1(X;T 0;1X)qui à une paire de ve
teurs (�;�) de type (1;0) asso
ie la partie de type (0;1) de leur 
ro
hetde Lie [�;�℄.Il est 
lair que 
e
i dé�nit bien un tenseur, 
ar[�;f�℄ = f [�;�℄ + (� � f) � pour toute f 2 C1(X;CI );
e qui implique NJ(�;f�) = fNJ(�;�). Autrement dit, NJ est une (2;0)-forme à valeurs dansT 0;1X. La torsion de J est le tenseur de type (1;2) dé�ni parNJ(�;�) = n[J�;J�℄ � J [�;J�℄ � J [J�;�℄ � [�;�℄o :Posons Z = [ 12 (� � iJ�); 12 (� � iJ�)℄; alors la partie de type (0;1) de Z estNJ�12(��iJ�);12(��iJ�)� déf= 12(Z+iJZ) = �18�NJ (�;�)+iJNJ (�;�)� = �14NJ�12(��iJ�);12 (��iJ�)� :Don
 si �;� sont de type (1;0) ; alors NJ(�;�) = �4NJ(�;�) :si �;� sont de type (0;1) ; alors NJ(�;�) = �4NJ(��;��) = �4 �NJ(�;�) :On peut établir les relationsNJ (�;�) = �NJ (�;�) et NJ (J�;�) = NJ (�;J�) = �JNJ (�;�) :Remarque : dans des 
oordonnées lo
ales (x1; : : : ;x2n), é
rivonsNJ� ��xj ; ��xk � = 2nXi=1 N ij;k ��xi et J = X1�i;j�2n J ij dxj 
 ��xi :On a N ij;k = 2nXh=1 �Jhj �hJ ik � Jhk �hJ ij � J ih �jJhk + J ih �kJhj �où �h désigne la dérivée partielle ��xh .Si (�1; : : : ;�n) est un repère orthonormé de T 1;0J XjU , on peut é
rireNJ = nXj=1 �j 
 �j; �j 2 C12;0(U;CI )On dé�nit alors deux opérateurs 
onjugué �0 et �00 sur V� T �CI X tels que�0u = nXj=1 �j ^ ���j yu�; �00u = nXj=1 ��j ^ ��j yu�107



Il est 
lair que �0 et �00 sont des dérivations, 
'est-à-dire que�0(u ^ v) = �0(u) ^ v + (�1)deguu ^ �0(v)pour toutes formes u;v, et de même pour �00.Théorème A.1. On a les relations �0 = �d2;�1 et �00 = �d�1;2.Démonstration - Tous les opérateurs étant des dérivations, il su�t de prouver lesformules pour des formes de degré 0 et 1.Si u est de degré 0, �0u = 0, �00u = 0 et du n'a que des 
omposantes de type (1;0) et (0;1).Si u est de degré 1 et �; � sont des 
hamps de ve
teurs, on adu(�;�) = � � u(�)� � � u(�)� u([�;�℄)Si maintenant u est de type (0;1) et �; � sont de type (1;0), alors(du)2;0(�;�) = du(�;�) = �u([�;�℄) = �u�NJ(�;�)�Don
 (du)2;0 = ��0u et bien sûr (du)1;1 = d0u, (du)0;2 = d00u, �00u = 0. Le résultat pour u(1;0)-forme se déduit par 
onjugaison. utPropriété A.2. Nous avons les relations suivantes :d02 = [d00;�0℄ ; d002 = [d0;�00℄ ; [d0;�0℄ = 0 ; [d00;�00℄ = 0 ; �02 = 0 ; �002 = 0;[d0;d00℄ = �[�0;�00℄ : 
'est un opérateur d'ordre 0:Démonstration - d = d0|{z}1;0 + d00|{z}0;1 � �0|{z}2;�1 � �00|{z}�1;2Don
 il vient0 = d2 = d02|{z}2;0 + d002|{z}0;2 + �02|{z}4;�2 + �002|{z}�2;4 + [d0;d00℄| {z }1;1 � [d0;�0℄| {z }3;�1 � [d0;�00℄| {z }0;2 � [d00;�0℄| {z }2;0 � [d00;�00℄| {z }�1;3 + [�0;�00℄| {z }1;1Il n'y a plus qu'à regroupper suivant les bidegrés. ut
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Annexe BVariétés presque kählériennesB.1 Quelques formules utilesRappelons une formule fa
ile, mais très utile pour la suite : si � est un 
hamp de ve
teurset u, v deux formes, alors� y (u ^ v) = (� yu) ^ v + (�1)degu u ^ (� y v):Si � est une p-forme, alorsd�(�0; : : : ;�p) = pXj=0(�1)j �j � �(�0; : : : ;�̂j; : : : ;�p)+ X0�j<k�p(�1)j+k �([�j;�k℄;�0; : : : ;�̂j; : : : ;�̂k; : : : ;�p):Si � est une 1-forme sur X et r une 
onnexion sur X, on peut dé�nir r� par�r� ��(�) = � � ��(�)� � ��r� ��puis par ré
urren
er(�1 ^ : : : ^ �k) = kXj=1(�1)deg �1+���+deg�j�1�1 ^ : : : ^r�j ^ : : : ^ �k:Si J est un endomorphisme de TX et r une 
onnexion sur X, on peut dé�nir rJ par�r� J�(�) = r��J(�)�� J�r� �� :J est dite parallèle à r ssi rJ = 0 ssi r��J(�)� = J�r� �� pour tous �;�.Remarquons que la dérivation 
ovariante de J2 = �Id donnerJ Æ J + J Æ rJ = 0; ie. �r�J�(J�) + J��r�J�(�)� = 0:Propriété B.1. Si r est la 
onnexion de Lévi-Civita, on a rJ = 0 , NJ = 0.109



Démonstration -� NJ(X;Y ) = [JX;JY ℄ � J [X;JY ℄ � J [JX;Y ℄ � [X;Y ℄. En utilisant les faits que [X;Y ℄ =rXY �rYX (torsion nulle), (rXJ)Y = rX(JY )� J(rXY ) et (rXJ)J + J(rXJ) = 0, ilvient après développement et simpli�
ation queNJ(X;Y ) = (rXJ)JY � (rY J)JX + (rJXJ)Y � (rJY J)X:� d!(X;Y;Z) = X �!(Y;Z)�Y �!(X;Z)+Z �!(X;Y )�!([X;Y ℄;Z)+!([X;Z℄;Y )�!([Y;Z℄;X).Or !(Y;Z) = g(JY;Z),don
 X �!(Y;Z) = g(rX(JY );Z)+g(JY;rXZ) = g((rXJ)Y;Z)+g(JrXY;Z)+g(JY;rXZ)et !([X;Y ℄;Z) = g(JrXY �JrYX;Z). Après 
al
uls et simpli�
ations, en utilisant aussi lesfaits 
i-dessus évoqués, il vientd!(X;Y;Z) = g((rXJ)Y;Z)� g((rY J)X;Z) + g((rZJ)X;Y ):Maintenant on utilise en
ore que rXJ anti-
ommute ave
 J , et que g(JX;Y ) = �g(X;JY ).Il vient alors d!(JX;Y;Z) + d!(X;JY;Z) = 2g((rZJ)X;JY ) + g(NJ (X;Y );Z):Or on a d! = 0. utB.2 Produits s
alaires et hermitiensE�e
tuons d'abord quelques rappels. Soit V un CI -espa
e ve
toriel de dimCI n, et (z1; : : : ;zn)des 
oordonnées sur V . Elles induisent ( ��z1 ; : : : ; ��zn ) base de V et (dz1; : : : ;dzn) base de V �.On a une 
orrespondan
e entre formes hermitiennes h sur V et (1;1)-formes u sur V ,donnée parh = X1�j;k�nhjk dzj 
 d�zk (hjk = �hkj)  ! u = i X1�j;k�nhjk dzj ^ d�zkave
 u(�;�) = i P1�j;k�nhjk(�j ��k � �j ��k) = �2 Imh(�;�) pour tous �;� 2 V .Soit maintenant (X;J;!) presque kählérienne. g = !(�;J �) est une métrique riemanniennesur X. On étend g par CI -linéarité à TIRX 
 CI .Un 
al
ul simple montre que g(u;v) = 0 si u;v 2 T 1;0X ou u;v 2 T 0;1X (
'est d'ailleursvrai de toute forme bilinéaire réelle que l'on étend par CI -linéarité).Démonstration - si u;v 2 T 1;0X, g(u;v) = g(Ju;Jv) = g(iu;iv) = �g(u;v). utOn pose h(u;v) = g(u;�v) pour u;v 2 T 1;0X. Ce
i dé�nit une métrique hermitienne surT 1;0X. 110



Soit (e1; : : : ;e2n) un repère lo
al orthogonal de TIRX tel que J(ej) = ej+n et g(ej ;ej) = 2.Posons "j = 12(ej � iJej). Alors ("1; : : : ;"n) est un repère lo
al de T 1;0X, unitaire pour h.Propriété B.2. Si � = 12(X � iJX) et � = 12(Y � iJY ) 2 T 1;0X ave
 X;Y 2 TIRX, alorsh(�;�) = 12g(X;Y )� i2!(X;Y ):On asso
ie à h la (1;1)-forme sur T 1;0X dé�nie par !h(�;�) = �2 Imh(�;�) = !(X;Y ).(remarque : !h(i�;i�) = !(JX;JY ) = !(X;Y ) = !h(�;�))g� 12(X � iJX);12 (Y + iJY )� = 12g(X;Y )� i2!(X;Y )g� 12(Y + iJY );12 (X � iJX)� = 12g(Y;X) + i2!(Y;X) 9=; Don
 si � 2 T 1;0X et � 2 T 0;1X;alors g(�;�) = g(�;�):!�12(X � iJX);12 (Y + iJY )� = 12!(X;Y ) + i2g(X;Y )!�12(Y + iJY );12 (X � iJX)� = 12!(Y;X) � i2g(Y;X) 9=; Don
 si � 2 T 1;0X et � 2 T 0;1X;alors !(�;�) = �!(�;�):Et !(X;Y ) = �2 Im g(�;��) = 2Re!(�;��) si �;� 2 T 1;0X:Con
lusion : pour tous �;� 2 TIRX 
IR CI , on ag(�;�) = g(�;�); g(�;�) = g(��;��); !(�;�) = �!(�;�) et !(�;�) = !(��;��):!, prolongée par CI -linéarité à TIRX 
 CI , est à valeurs 
omplexes, alors que !h est àvaleurs réelles. On a bien �! = !, mais 
ela ne signi�e nullement que ! est à valeurs réelles,simplement que ! provient d'une forme réelle, et prend des valeurs réelles quand évaluée surdes ve
teurs réels.
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Annexe CCourbure d'un �bré ve
torielC.1 Lien entre 
ohomologie de De Rham et 
ohomologie deCe
hPour 
e qui est dans 
ette se
tion, on pourra 
onsulter par exemple [Wei52℄.Dans toute 
ette se
tion, soit IK = IR ou CI , et X une variété C1. Considérons U = (U�)un re
ouvrement 
ontra
tile lo
alement �ni ouvert de X et une partition de l'unité (h�) quilui soit subordonnée. C'est-à-dire que h� : X ! [0; 1℄ est C1, supp(f�) � V� et P� f� � 1.Rappelons que(i) dire que le re
ouvrement (U�) est lo
alement �ni signi�e que 
haque point x 2 X a unvoisinage qui ne ren
ontre qu'un nombre �ni de V� ;(ii) supp(f�) = fx 2 X j f�(x) 6= 0g.C.1.1 Lien entre H1dR(X;IK) et H1(U;IK)� Soit ! 2 H1dR : d! = 0, don
 !jU� = df�. Si U� \ U� 6= ;, d(f� � f�)jU�\U� = 0, don
(f� � f�)jU�\U� = 
�� 2 IK. On obtient don
 une 1-
o
haine 
 = (
��) à valeurs dansIK, et (Æ
)��
 = 
�̂�
 � 
��̂
 + 
��
̂ = 
�
 � 
�
 + 
�� = : : : = 0.Si !jU� = dg�, alors (g� � f�)jU� = �� 2 IK. Posons d�� = (g� � g�)jU�\U� . Alorsd�� = 
�� + (�� � ��), i.e. d = 
� Æ�.Don
 [
℄ ne dépend que de !. Et si ! = df , alors [
℄ = 0. Don
 [
℄ ne dépend que de[!℄. D'où une appli
ation � H1dR(X;IK) �! H1(U;IK)[!℄ 7�! [
℄� Cette appli
ation est inje
tive :si ! 2 H1dR(X;IK) et [
℄ = 0, alors 
�� = �� � �� . Posons ~f� = f�� �� (si !jU� = df�).Alors � ~f� � ~f��jU�\U� = 0. Don
 ! = d ~f .113



� Cette appli
ation est surje
tive :soit 
 une 1-
o
haine à valeurs dans IK telle que Æ
 = 0. Posonsf� = X
 =U�\U
 6=;h

�
 sur U�:�f��f��jU�\U� =PU�\U
 6=; h

�
�PU�\U
 h

�
 =P h
(����
)�P h
(����
) =�� � �� � 
�� . Posons !� = df� : (!� � !�)jU�\U� = d(f� � f�) = 0. Don
 [!℄ a pourimage [
℄.C.1.2 Lien entre H2dR(X;IK) et H2(U;IK)� Soit ! 2 H2dR(X;IK) :!jU� = d��, (�� � ��)jU�\U� = df��, f�� 2 C1(U� \ U� ;IK).f�
 � f�
 + f�� � 
��
 2 IK : 
 est une 2-
o
haine à valeurs dans IK.On voit fa
ilement que [
℄ ne dépend que de ! (pas de ��) et que si ! = d�, alors[
℄ = 0. Don
 on a une appli
ation bien dé�nie� H2dR(X;IK) �! H2(U;IK)[!℄ 7�! [
℄� Cette appli
ation est inje
tive :si 
 = Æu, posons ~f�� = f�� � u�� : alors ~f�
 � ~f�
 + ~f�� � 0 sur U� \U� \U
 . Posonsg� = X
 =U�\U
 6=;h
 ~f�
 sur U�:On a (g� � g�)jU�\U� = ~f�� ; posons ~�� = �� � df�. Alors �~�� � ~���jU�\U� = 0. Don
! = d~�, i.e. [!℄ = 0.� Cette appli
ation est surje
tive :Soit 
 une 2-
o
haine à valeurs dans IK telle que Æ
 = 0. On pose(i) f�� =P
 h
 jU�\U�\U
 
��
 sur U� \ U�(ii) �� =P
 h
 df�
 jU�\U
(iii) !� = d��Alors �!� � !��jU�\U� = 0, don
 ! a pour image [
℄.C.2 Pres
ription de la 
ourburePour les deux propriétés qui suivent, on pourra 
onsulter par exemple [Wa77℄ (Addendumau 
hap. 4) ou [Woo92℄ (Prop. 8.3.1).Propriété C.1. Soit X une variété C1 et ! une 2-forme réelle fermée entière sur X, 
'est-à-dire que [!℄dR 2 �H2(X;ZZ)�IR. Alors il existe un �bré en droites 
omplexes C1 E ! X etune 
onnexion r sur E de 
ourbure r2 = �2i�!. De plus il existe une métrique hermitienneh 
ompatible ave
 r. 114



Démonstration - Soit U = (U�) un re
ouvrement 
ontra
tile deX, et (��) une partitionde l'unité subordonnée à U .� Constru
tion du �bré et de la 
onnexion r :Sur U�, par
e que d! = 0, on a !jU� = d�� ave
 �� 2 C11 (U�;IR).Sur U� \ U� 6= ;, d(�� � ��) = 0 don
 �� � �� = dh�� ave
 h�� 2 C1(U� \ U�;IR).Sur U� \U� \U
 6= ;, d(h�
 �h�
 + h��) = 0, d'où h�
 � h�
 +h�� � 
��
 
onstante.Puisque [!℄dR 2 �H2(X;ZZ)�IR, on peut supposer que 
��
 2 ZZ.En e�et, si [!℄dR 2 �H2(X;ZZ)�IR, 
ela signi�e que [
��
 ℄ 2 H2(U;IR) appartient enfait à H2(U;ZZ). Don
 
 = d + Æ� ave
 d 2 Co
haine2(U;ZZ) et � 2 Co
haine1(U;ZZ),
.-à-d. 
��
 = d��
 + (��
 � ��
 + ���).Alors ~h�� = h�� � ��� véri�e ~h�
 � ~h�
 + ~h�� � d��
 2 ZZ et ��� �� = d~h��. Don
on peut rempla
er h�� par ~h�� et 
��
 par d��
 2 ZZ.Posons g�� = e2i�h�� . Alors g�
g�1�
 g�� = e2i�(h�
�h�
+h��) = e2i�
��
 = 1. Don
 lesg�� sont les fon
tions de transition d'un �bré en droites 
omplexes E sur X.Sur U� \ U� 6= ;, (�2i���) � (�2i���) = 2i�dh�� = g�1��dg�� . Don
 les �2i��� sontles matri
es de 
onnexion d'une 
onnexion r sur E ! X : r 'U� d� 2i���.Alors r2 = �2i�!, don
 i2�r2 = !.� Constru
tion de la métrique hermitienne h :Soit e� le repère asso
ié à la trivialisation pré
édement 
onstruite au dessus de U� (i.e.tel que re� = �2i��� 
 e�). Je pose que h(e�;e�) � 1.Remarquons que 
omme les potentiels de ! sont réels, les fon
tions de transition g�� sontde module 1. Je dé�nis ainsi bien une métrique hermitienne, puisque sur U� \ U� 6= ;,h(e� ;e�) = h(g��e�;g��e�) = jg�� j2h(e�;e�) = h(e�;e�) = 1.Par ailleurs, h est 
ompatible ave
 r, puisque dh(e�;e�) = 0 = (�2i���) + (�2i���).utPropriété C.2. Soit (E;h) ! X un �bré en droites 
omplexes hermitien, ! une formesymple
tique sur X et r une 
onnexion (
ompatible ave
 h) sur E de 
ourbure i2�r2 = !.Si (z1; : : : ;zn) sont des 
oordonnées lo
ales telles que ! = i2P dzk ^ d�zk + O(jzj2), alorsil existe au-dessus de 
haque point une trivialisation '� dans laquelle r ''� d + A� ave
A� = �2 P(zjd�zj � �zjdzj) +O�jzj2�.Démonstration -� Soit une trivialisation unitaire '� au dessus de U�, on a r ' d+A�. La forme A� estimaginaire pure et dA� = �2i�!. É
rivons dans des 
oordonnées lo
ales :A� =X�ajdzj � �ajd�zj�+X�bjkzj + b0jk�zj�dzk �X��b0jkzj +�bjk�zj�d�zk +O�jzj2�115



Alors dA� = X(��b0jk � b0kj)dzj ^ d�zk + bjkdzj ^ dzk � �bjkd�zj ^ d�zk +O�jzj2�= � nXk=1 dzk ^ d�zk +O�jzj2�Don
 �b0jk + b0kj = ��Æjk et bjk = 0. D'oùA� =X�ajdzj � �ajd�zj�+X bjk�zjdzk � �bjkzjd�zk +O�jzj2� ave
 �bjk + bkj = ��Æjk� Rappelons que si e� = g��e�, alors A� = A� + g�1��dg�� .� Posons g�� = e�P(ajzj��aj �zj ). Remarquons que g�� est de module 1, 
ar l'argument del'exponentielle est imaginaire pur. Alorsg�1��dg�� = �X�ajdzj � �ajd�zj�A� = A� �X�ajdzj � �ajd�zj� =X bjk�zjdzk � �bjkzjd�zk +O�jzj2�� On a bkj + �2 Æjk = ��bjk + �2 Æjk�. Posons don
g�
 = e�P(bjk�zjzk)��2 P jzj j2Un 
al
ul fa
ile donne i Im�P bjk�zjzk� = P bjk�zjzk + �2 P jzj j2 et Re�P bjk�zjzk� =��2 P jzj j2. Don
 g�
 est de module 1 puisque l'argument de l'exponentielle est imagi-naire pur.g�1�
 dg�
 = �X�bjkd�zjzk + bjk�zjdzk�� �2 X�zjd�zj + �zjdzj�= �X�bkjzjd�zk + bjk �zjdzk�� �2 X�zjd�zj + �zjdzj�= �X�� �bjkzjd�zk + bjk �zjdzk�+ �X zjd�zj � �2X�zjd�zj + �zjdzj�= �X�bjk�zjdzk � �bjkzjd�zk�+ �2 X�zjd�zj � �zjdzj�D'oùA
 = A��X�bjk�zjdzk��bjkzjd�zk�+�2X�zjd�zj��zjdzj� = �2X zjd�zj��zjdzj+O�jzj2�� Il est à noter que les 
hangements de trivialisations sont tous unitaires. Don
 h(e
 ;e
) =h(e�;e�). 116



utRemarque : si E ! X est un �bré en droites 
omplexes muni d'une 
onnexion r de
ourbure r2 = �2i�!, alors il existe au voisinage de 
haque point de X une trivialisation deE dans laquelle r = �2i��� ave
 �� réelle et d�� = !.En e�et, soit une trivialisation au-dessus de U� dans laquelle r ' d + A� ave
 A� abso-lument quel
onque. É
rivons A� = �2i��� (don
 d�� = !). Ayant pris le soin de 
hoi-sir U� 
ontra
tile, le fait que d! = 0 assure que ! = d�� sur U� ave
 �� réelle. Ainsid(�� � ��) = 0 ) �� � �� = df� ave
 f� 2 C1(U�;CI ). Posons alors g = e2i�f� :g�1dg = 2i�df�, don
 �2i��� = �2i��� + g�1dg. Don
 g fournit le 
hangement de tri-vialisation désiré.En parti
ulier, le résultat de la propriété pré
édente est en
ore vrai sous l'hypothèse dela remarque, puisque dans la preuve on n'utilise pas h (sauf pour avoir �� réelle au départ).
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