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Introdution-Résumé





Résumé
Le but de e travail est l'étude des espaes des modules dans le adre de la géomé-trie hyperbolique omplexe. On a établi l'existene de l'espae des modules des espaesomplexes ompats hyperboliques en onsidérant des déformations loalement trivialeset des déformations équisingulières à singularités isolées, ainsi que l'espae des modulesdes variétés hyperboliquement plongées.L'espae des modules des variétés ompates hyperboliques a été prouvé par Brody[7℄ et Wright[67℄.On donne une preuve alternative dans le as des variétés en utilisant essentielle-ment un ritère dans un travail de Fujiki [19℄ pour démontrer qu'un sous-ensembleanalytique dans l'espae de Douady relatif soit propre sur la base.Fujiki [19℄ l'utilise pour prouver l'existene de l'espae des modules des variétéskählériennes ompates polarisées.Chaun de nos espaes hyperboliques est �polarisé� par une métrique de Finslerqui est la métrique de Kobayashi-Royden, elle est intrinsèque à la struture omplexede l'espae.On utilise un ritère très général pour prouver la représentabilité par un espae demodule grossier des fonteurs analytiques. Ce ritère est dû à Shumaher [56℄, Fujiki[19℄ voir aussi Kosarew-Okonek [40℄ pour une généralisation de e ritère pour desfamilles relatives.Ce ritère a été utilisé par plusieurs auteurs pour démontrer l'existene de diversespaes des modules par exemple Narasimhan-Simha [47℄ pour démontrer l'existenede l'espae des modules des variétés à �bré anonique ample mais bien sûr sans lementionner expliitement, aussi par Shumaher [55℄ pour l'espae de modules des va-riétés kählériennes polarisées et réemment pour les �Framed Manifolds� [57℄.L'espae des modules des espaes omplexes ompats hyperboliquesPour passer des variétés aux espaes omplexes plusieurs dé�nitions devraient être7



modi�ées en partiulier la dé�nition de la métrique de Royden KX qui est dé�nie surle �bré tangent. Dans le as des espaes omplexes, elle est dé�nie seulement sur le�ne tangent qui est réduit à zéro pour ertaines singularités.Venturini[65℄ a dé�nit une famille de métriques (KkX)k�1 de Kobayashi-Royden enutilisant l'espae des jets et il a prouvé que dX la distane de Kobayashi est la formeintégrée des ette famille de métriques. On donne un ritère in�nitésimal d'hyperbo-liité en utilisant es métriques semblable à elui donné par Royden. Par onséquent,on montre que la propriété de Landau aratérise aussi l'hyperboliité dans le asdes espaes omplexes et non seulement dans le as des variétés [25℄ ou des espaesomplexes à singularités isolées [14℄.Proposition 0.0.1 Soit X un espae omplexe.Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :1. X est hyperbolique2. X véri�e la propriété de Landau i.e. pour tout p 2 X, il existe W un voisinagede p relativement ompat et R > 0 tel que :sup fjf 0(0)j f 2 Hol(�; X) et f(0) 2 Wg � RMaintenant on passe aux questions de régularité de la métrique de Kobayashi-Royden, la semi ontinuité inférieure de KX est assurée (resp. à travers une déforma-tion) dès que X est ompat hyperbolique (resp. à travers une déformation d'espaeomplexe ompat hyperbolique).KX est semi-ontinue supérieurement en dehors des lieux singuliers et on montreque sous l'hypothèse de l'existene d'une résolution simultanée des singularités esmétriques restent semi-ontinues supérieurement à travers ette déformation équisin-gulière.Le ritère de représentabilité de Shumaher utilise la théorie de la déformationdont on fera un rappel dans le hapitre III, il repose sur les deux onditions suivantes :1. Chaque objet possède une déformation semi-universelle.2. Soient X=S et Y=S deux familles paramétrées alors l'appliation naturelle pro-jetion (��) p : IsomS(X;Y) �! S est propre:où IsomS(X;Y) = [s2SIsom(Xs; Ys) omme espae topologique.Dans le as des espaes omplexes on sait que :1. Tout espae omplexe ompat possède une déformation semi-universelle, donle premier point est véri�é. 8



2. Pour le deuxième point, on montre qu'on a :p : BimeS(X;Y) �! S est propreCe deuxième point est l'analogue de (**) pour les espaes omplexes puisque touteappliation méromorphe d'une variété omplexe dans un espae hyperbolique ompatest en réalité holomorphe.Kodama [39℄ a onstruit l'exemple d'un espae omplexe X, hyperbolique, omplet,normal et irrédutible tel que Isom(X) 6= Bime(X).Le but 'est de herher une famille adéquate qui véri�e le ritère.On onsidère tout d'abord le as des déformations loalement triviales. Grâe à unthéorème du à Kosarew-Flenner[17℄, on sait que tout espae omplexe ompat possèdeune déformation loalement triviale semi-universelle ensuite on montre que pour toutespae omplexe M et toute famille d'espaes ompates hyperboliques Y=S, on a :[s2SHol(M;Ys) est ompat pour S un voisinage ompatCei nous permet de démontrer le 1er théorème prinipal :Théorème 0.0.2 (1er Théorème Prinipal) Il existe un espae de modules des es-paes omplexes ompats hyperboliques qui représente omme espae de module gros-sier le fonteur des déformations loalement triviales.Dans la suite on herhe une ondition plus faible pour démontrer (**) tout enonservant le premier point.Pour répondre à la question (**) on onsidère les approhes suivantes :(i) En regardant de près la démonstration de Brody [7℄ pour prouver que p estpropre dans le as des variétés, on onstate qu'on obtient seulement une appliationholomorphe limite f0 dé�nie sur Xs0reg , la partie régulière de la �bre distinguée, einous onduit naturellement à étudier le problème de prolongement suivant :Sous quelles onditions une appliation holomorphe f : Xreg �! Y se prolonge surtout X holomorphiquement ? où X est un espae omplexe et Y est ompat hyper-bolique.On sait à l'aide d'un exemple (voir Chapitre 2 setion 2.2 : Obstrutions topolo-giques aux théorèmes de prolongement) qu'un tel prolongement n'existe pas toujourset on donne des onditions pour que f soit prolongeable.L'existene de prolongement dépend de manière essentielle de la nature des singu-larités de l'espae de départ.Kiernan[31℄ a étudié le problème où X est une variété et A un sous ensemble ana-lytique à singularités normales, dans e as f est prolongeable sur X mais dans le as9



où X est un espae omplexe, il a donné une ondition sur la résolution des singula-rités (dont en général on n'a pas une expression expliite) et sur dX�A pour prouverl'existene d'un prolongement holomorphe de f .On étudie ensuite les obstrutions topologiques aux théorèmes de prolongement.En utilisant un lemme d'Urata [63℄ et Horst[27℄, on donne une ondition néessaire etsu�sante sur le nombre de omposantes onnexes pour que f soit prolongeable et onmontre que si f n'est pas prolongeable alors auun élément de la omposante onnexeontenant f n'est prolongeable.Théorème 0.0.3 Soit f : Xreg - Y une appliation holomorphe, x un point sin-gulier de X et � : ~X - V (x) une résolution des singularités.f se prolonge holomorphiquement sur X si et seulement si Hol(V (x); Y ) et Hol( ~X; Y )ont le même nombre de omposante onnexes.Cette approhe étudie le prolongement d'une appliation holomorphe quelonquede Xreg dans Y mais notre appliation est assez partiulière 'est une limite d'appli-ations qui sont dé�nies sur les �bres prohes.(ii) le as équisingulier i.e. il existe une résolution simultanée des singularités, etteondition d'équisingularité est satisfaite dans le as par exemple des déformations lo-alement triviales.En utilisant le théorème de fatorisation faible des appliations birationelles, onmontre que le fonteur résolution simultanée des singularités ne dépend pas de la ré-solution hoisie.Théorème 0.0.4 (2ème Théorème Prinipal) Il existe un espae de modules gros-sier pour les espaes omplexes ompats hyperboliques maximales à singularités isoléesqui représente omme espae de module grossier le fonteur des déformations équisin-gulières.On généralise la aratérisation topologique de l'hyperboliité du à Abate [1℄ auxespaes hyperboliquement plongés dans la as où l'espae onsidéré n'est pas d'adhé-rene ompat.Théorème 0.0.5 Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour toutX un espae omplexe, la famille Hol(X; Y ) est relativement ompate dans C(X; Y +)Ii Y désigne l'adhérene de Y dans Z et Y + est le ompati�é d'Alexandro�.On dé�nit une hyperboliité relative en s'inspirant de la aratérisation topolo-gique de l'hyperboliité par Abate [1℄ et le travail d'Ohgai [52℄. On montre que si les�bres sont ompates alors ette notion oïnide ave la dé�nition d'un espae �bré10



hyperbolique voir Noguhi [48℄. i.e. toutes les �bres sont hyperboliques.Espae des modules des variétés hyperboliquement plongéesDouady a établi l'existene de l'espae des modules des appliations holomorphesd'un espae omplexe ompat X dans un espae omplexe quelonque Y i.e. l'espaeHol(X; Y ) et qu'il porte une struture analytique sous jaente de l'espae de Douadydu produit (par le graphe) et que et espae porte une struture analytique universelle.Si Y est ompat hyperbolique alors Hol(X; Y ) est un espae omplexe ompat, edernier résultat nous permet de démontrer ertain résultats de �nitude en appliquantle prinipe du maximum, voir Urata [63℄.L'espae des modules des appliations holomorphes de X � A dans un espaehyperboliquement plongé i.e. Hol(X � A; Y ) où Y est hyperboliquement plongé dansZ, X étant une variété ompate et A est un diviseur dans X à roisements normauxa été étudié par Noguhi [50℄, il a prouvé que 'est un ouvert de Zariski dans un sousespae analytique ompat de Hol(X;Z) et que l'appliation évaluation de X � Adans Y se prolonge en une appliation holomorphe de X � Hol(X � A; Y ) dans Z,l'adhérene onsidérée ii est dans Hol(X;Z) .Cet espae peut-être onsidéré omme une version �non ompate� de l'espae desmodules des appliations holomorphes établie par Douady.On onstruit l'espae des modules des variétés hyperboliquement plongées, et es-pae est une version �non ompate� de l'espae des modules des variétés hyperboliquesompates établie par Brody et Wright.Les objets des déformations sont les triplets (X;X;D) où X est une variété om-pate et D est un diviseur à roisements normaux simples tels que X = X n D soithyperboliquement plongé dans X.Dans e adre, la distane de Kobayashi relative joue un r�le essentiel ainsi que lavariante du théorème de Brody appliquée aux espaes hyperboliquement plongés du àGreen [23℄, Urata [64℄ et Zaidenberg [68℄.la stratégie utilise toujours le même ritère, l'existene d'une déformation semi-universelle logarithmique est du à Kawamata [30℄ où TX(logD) qui est le faiseau desautomorphismes in�nitésimaux qui envoient D sur lui même, joue le même r�le que lefaiseau tangent TX dans la théorie des déformations des variétés.Le deuxième point du ritère est une onséquene du théorème de stabilité desespaes hyperboliquement plongés et la pseudo-distane relative de Kobayashi quisimpli�e beauoup les tehniques des preuves.11



Théorème 0.0.6 (Troisième théorème prinipal) Il existe un espaes des modulesdes variétés ompati�ables hyperboliquement plongéesRésumé du texteLe texte est réparti omme suit :Dans le premier hapitre, on rappelle la dé�nition et les propriétés des espaes hy-perboliques, hyperboliquement plongés ainsi que le théorème de Brody, les théorèmesde prolongement du type grand théorème de Piard du à Kiernan et Kwak.Dans le deuxième hapitre, on démontre quelques résultats intermédiaires sur lamétrique de Royden-Kobayashi et son omportement à travers les déformations équi-singulières, ensuite je disute la propriété de Landau-Shottky et en�n les obstrutionstopologiques aux théorèmes de prolongement.Dans le troisième hapitre, on rappelle quelques notions sur la théorie des défor-mations et on énone le ritère de représentabilité des fonteurs analytiques par unespae de module grossier, en étudiant le as loalement trivial, ensuite équisingulieret que e dernier ne dépend pas de la résolution des singularités hoisie.Dans le dernier hapitre, on onstruit l'espae des modules des variétés hyperboli-quement plongées.
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Chapitre IPréliminaires





Chapitre 1Préliminaires
1.1 Hyperboliité-PropriétésDans ette partie, on rappelle la dé�nition de l'hyperboliité au sens de Kobayashiainsi que quelques théorèmes fondamentaux qui seront utiles par la suite. Pour esnotions et les théorèmes qui sont dans ette setion, on se réfère à Kobayashi [33, 34℄,Lang [44, 45℄ et Noguhi-Ohiai [51℄.Soit X un espae omplexe et p et q deux points de X.On appelle une haîne de Kobayashi reliant les deux points p et q, une suite(pi; fi)i=ni=0 où pi 2 � , � dénote le disque unité et fi : � �! X une séquene d'appli-ations holomorphes véri�ant :f0(0) = p ; fi(pi) = fi+1(0) pour 0 � i � n� 1 et fn(pn) = qSi X est onnexe, il est faile de prouver qu'il existe une haîne de Kobayashi re-liant p et q voir Lang [45℄.On note par d� la distane de Poinaré du disque unité. On assoie à haque haîne� de Kobayashi sa longueur l(�) par :l(�) = nXi=0 d�(0; pi)On dé�nit dX une pseudo-distane appelée pseudo-distane de Kobayashi par :dX(p; q) = inf l(�) où � est une haîne de Kobayashi reliant p et q
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Exemples 1.1.11. Pour X = �, la pseudo-distane de Kobayashi est en fait une distane et oïnideave la distane de Poinaré du disque unité2. Pour X = C , on a dX=03. Pour X = C � , on a dX = 0Diretement à partir de la dé�nition on a :Proposition 1.1.2 Soient X et Y deux espaes omplexes et f : X �! Y une appli-ation holomorphe alors f est déroissante de dY à dX i.e.dY (f(x); f(y)) � dX(x; y) pour tout x; y 2 XDe plus dX est la plus grande pseudo-distane véri�ant ette propriété de dérois-sane pour Hol(�; X)Proposition 1.1.3 dX est une pseudo-distane ontinue.Idée de la preuvePour la preuve, on distingue le as d'une variété et on utilise que la distane dupolydisque est ontinue ensuite en utilisant une résolution des singularités, il est failede onlure que pour X un espae omplexe, dX est ontinue.Dé�nition 1.1.4 Soit X un espae omplexe onnexe.1. On dit que X est hyperbolique si dX est une distane i.e. pour tout p; q 2 X deuxpoints distints on a dX(p; q) > 0.2. X est dit hyperbolique omplet si X est hyperbolique et (X; dX) est omplet.Des exemples triviaux d'espaes hyperboliques sont les disques les polydisques etplus généralement les domaines bornés de C n .Proposition 1.1.51. Tout sous espae d'un espae hyperbolique est hyperbolique.2. Si X et Y sont deux espaes omplexes hyperboliques alors X�Y est hyperboliqueet on a : dX�Y = max(dX ; dY )On en déduit que tout espae omplexe est évidement loalement hyperboliqueomme sous espae d'un polydisque qui est hyperbolique don la propriété de l'hyper-boliité est de nature globale.Proposition 1.1.6 Soit X un espae omplexe hyperbolique alors dX est un distanequi dé�nit la topologie de XCe résultat a été prouvé par Barth[4℄.La propriété de l'hyperboliité est invariante par biholomorphisme et même pardes revêtements non rami�és : 16



Théorème 1.1.7 Soient X un espae omplexe et � : ~X �! X un revêtement de X.Alors :1. Si p; q 2 X et �(~p) = p on a :dX(p; q) = inf d ~X(~p; ~q)où l'in�mum est pris sur ~q 2 ~X tel que �(~q) = q2. ~X est hyperbolique (omplet) si et seulement si X est hyperbolique (omplet)Exemples 1.1.81. Toute surfae de Riemann (lisse) de genre g � 2 est hyperbolique omplet deplus par le théorème d'uniformisation de Riemann, on déduit que toute surfaede Riemann de genre g est hyperbolique si et seulement si g � 2.2. X = C n f0; 1g est hyperbolique omplet.Pour les appliations holomorphes quelonques, on a e résultat qui sera utiliséultérieurement :Proposition 1.1.9 Soient X et Y deux espaes omplexes et f : X �! Y une appli-ation holomorphe.On suppose que Y est hyperbolique et que pour tout y 2 Y il existe U un voisinageouvert de y tel que YU = f�1(U) est hyperbolique (omplet) alors X est hyperbolique(omplet).Mais pour les appliations �nies, propres on a :Proposition 1.1.10 Soit f : ~X �! X une appliation holomorphe �nie et propre.Si X est hyperbolique (omplet) alors ~X l'est aussi.On en déduit que :Corollaire 1.1.11 La normalisation d'un espae hyperbolique (omplet) est hyperbo-lique (omplet).
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1.2 Hyperboliité au sens de Brody-AppliationsDans ette setion, on rappelle le théorème d'hyperboliité de Brody ainsi quequelques appliations.Dé�nition 1.2.1 Soit X un espae omplexe.On dit que X est hyperbolique au sens de Brody si toute appliation holomorphef : C �! X est onstante, on dit aussi que X ne possède auune droite omplexe.Cette propriété est plus faible que l'hyperboliité puisque si X est hyperboliquealors toute appliation holomorphe f : C �! X est onstante ar dX est une distaneet que dC = 0.Dans le as où X est ompat, es deux notions d'hyperboliité oïnident par ethéorème de Brody :Théorème 1.2.2 (Brody [7℄) X est hyperbolique si et seulement si X ne possèdeauune droite omplexe.Ce théorème a été généralisé par Urata [64℄, Zaidenberg [68℄ aux espaes hyperbo-liquement plongés. Voir Chapitre IV pour les énonés préis de e théorème.Remarque 1.2.3 La ondition de ompaité est essentielle dans le théorème de Brody.Voir l'exemple donné par D.Eisenman et L.Taylor :X = f(z; w) 2 C 2 ; jzj < 1 et jzwj < 1g � f(0; w); jwj � 1gX n'est pas hyperbolique et ne possède auune droite omplexe.La démonstration du théorème 1.2.2 utilise un résultat onnu sous le nom du lemmede paramétrisation de Brody.Avant de donner l'énoné de e lemme �xons quelques notations.Dé�nition 1.2.4 Une métrique de Finsler H sur un espae omplexe X est une fon-tion positif H dé�nie sur l'espae tangent TXH : TX �! R+ véri�ant :1. H(�) = 0 si et seulement si � = 02. H(��) = j�jH(�) pour tout � 2 C et � 2 TXQuand il n'y a pas d'ambiguïté on note pour � 2 TX j�j au lieu de H(�)Le disque �r possède une métrique : métrique de Poinaré dont sa forme intégréeest la distane de Poinaré(=distane de Kobayashi du disque), on note ette métriquepar hr ou par K�r (métrique de Kobayashi-Royden du disque de rayon r).hr(z; �) = rj�jr2 � jzj218



Lemme 1.2.5 (Lemme de paramétrisation de Brody [7℄)Soient X un espae omplexe muni d'une métrique H et f : �r �! X une applia-tion holomorphe, on dé�nit uf = f �Hrhr sur�rsi uf(0) >  alors il existe g 2 Hol(�r; X) telle que :(1) ug est borné par  et atteint son maximum  en 0(2) g = f Æ�r Æ� où � 2 Aut(�r) et �r est l'homothétie de rayon r0 ave 0 < r0 < 1De manière analogue à la preuve du théorème de Brody et en utilisant le lemmeplus haut, Noguhi-Ohiai [51℄ montrent que :Proposition 1.2.6 Soit Y un sous espae ompat d'un espae omplexe X alors l'unedes deux assertions est véri�ée :(1) il existe un voisinage de Y qui est hyperbolique (il est même hyperboliquementplongé dans X)(2) il existe f : C �! Y une droite omplexe telle que jf 0(z)j � 1 et jf 0(0)j = 1.Pour une version plus forte de ette proposition voir Lang [45℄, mais e résultat estsu�sant pour la suite.Corollaire 1.2.7 Soit f : X �! S une appliation holomorphe propre.1. Si Xs0 est hyperbolique alors il existe un voisinage W de s0 tel que XW esthyperbolique, en partiulier on aura Xs est hyperbolique pour tout s 2 W .2. Si S est hyperbolique et Xs est hyperbolique pour tout s 2 W alors X est hyper-bolique.Démonstration:1. Si Xs0 est hyperbolique, grâe à la proposition 1.2.6, on déduit qu'il existe unvoisinage V de Xs0 qui est hyperbolique. Comme f est propre, il existe un voisi-nage W de s0 tel que f�1(W ) � V d'où XW est hyperbolique et toutes les �bresXs pour s 2 W sont hyperboliques.2. Cei déoule de (1) et la proposition 1.9 �
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1.3 Espaes hyperboliquement plongésSoient Z un espae omplexe et Y un sous espae d'adhérene ompate dans Z.Dé�nition 1.3.11. p 2 Y est un point d'hyperboliité si pour tout U un voisinage de p, il existe unvoisinage V de p tel que V � U et dY (V \ Y; Y � U) > 02. Y est hyperboliquement plongé dans Z si pour tout p et q deux points distintsdans Y , il existe Up et Uq voisinages respetivement de p et de q tels quedY (Up \ Y; Uq \ Y ) > 0Il est faile de prouver que :Proposition 1.3.2 Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si tout pointp de Y est un point d'hyperboliité.Cette notion a été introduite par Kobayashi pour généraliser le grand théorème dePiard : Toute appliation holomorphe f : �� �! P 1(C ) � f0; 1;1g se prolonge en~f : � �! P 1(C ) holomorphe.Dans les dé�nitions préédentes, on n'utilise pas le fait que Y est relativementompat dans Z mais dans la pratique, Y est souvent un ouvert d'adhérene ompat.En utilisant des métriques sur l'espae Z, on a le théorème suivant voir Kiernan[32℄, Zaidenberg [68℄Théorème 1.3.3 Soit Y un sous espae relativement ompat d'un espae omplexeZ. On a les équivalenes suivantes :1. Y est hyperboliquement plongé dans Z.2. Soient p et q deux points dans Y et (pn), (qn) deux suites dans Y telles quepn �! p qn �! q, si dY (pn; qn) �! 0 alors p = q.3. Hol(�; Y ) est relativement ompat dans Hol(�; Z).4. Il existe H une métrique sur Z telle que f �(H) � K� pour tout f 2 Hol(�; Y ).Démonstration:(1) 2) Soient (pn) et (qn) deux suites dans Y qui onvergent respetivement vers pet q deux points dans Y . Si p 6= q, il existe par hypothèse Up et Uq voisinages respetifsde p et de q tels que dY (pn; qn) �  > 0 ave  = dY (Up \ Y; Uq \ Y )(2) 3) Il su�t de prouver que la famille Hol(�; Y ) est équiontinue. Sinon il existep 2 Y , U un voisinage de p, (fn)n une suite d'appliations holomorphes de � dans Yet �n une suite dans � onvergente vers 0 tels que :fn(0) �! 0 et fn(�n) 62 Uor dY (fn(�n); fn(0)) � d�(�n; 0) �! 0 20



(3 ) 4) Sinon il existe H une métrique sur Z et (fn) une suite dans Hol(�; Y )telles que jf 0n(0)j �! 1. De la suite (fn) on peut extraire une sous suite onvergentevers f 2 Hol(�; Z) don jf 0n(0)j �! jf 0(0)j.(4 ) 5) Il existe une métrique H sur Z telle que dH � dY don Y est hyperboli-quement plongé dans Z. �Ce théorème montre que la notion de plongement hyperbolique est plus forte que leprolongement du type grand théorème de PiardThéorème 1.3.4 Soit Y un sous espae relativement ompat dans Z.Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour tout fn 2 Hol(��; Y ),zn une suite dans �� ave zn ! 0 telles que fn(zn)! p 2 Y alors fn(z0n)! p 8z0n ! 0i.e. (Pour tout voisinage U de p, il existe 0 < r < 1 tel que fn(��r) � U)Démonstration:Condition néessaire : e résultat est du à Joseph et Kwak voir Théorème 2.1 dans[43℄.Condition su�sante : on suppose que Y n'est pas hyperboliquement plongé dansZ, par négation de la propriété 4 du théorème 1.3.3, il existe fn : � �! Y holomorpheet (zn �n) 2 T� tels que K�(zn; �n) = 1 et jf 0n(zn)j ! 1.On peut supposer que zn = 0 (il su�t de omposer ave un automorphisme de �)et fn(0)! p 2 Y .Soit U un voisinage de p relativement ompat hyperbolique, il existe 0 < r < 1tel que fn(�r) � U don la suite fn onverge uniformément vers f sur un voisinagede 0 par onséquent jf 0n(0)j sera bornée e qui est absurde. �La notion d'être hyperboliquement plongé est intimement liée à la notion de familleuniformément normale ou (s-normale selon la terminologie de Zaidenberg voir [69℄).Ces familles se omportent omme si l'espae d'arrivée est hyperbolique et elles ontdes propriétés similaires aux espaes hyperboliques.On a aussi des théorèmes d'extensions et de prolongement voir Funahashi [21℄,Joseph et Kwak [43℄.
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1.4 Les Théorèmes de ProlongementCe genre de théorème est une généralisation en dimension supérieure du grandthéorème de Piard. On se plae dans les onditions suivantes : X une variété , Aun sous ensemble analytique de X à roisements normaux et Y est hyperboliquementplongé dans Z. On étudie le prolongement analytique des appliations holomorphesqui sont dé�nies de X � A dans Y .On résume les résultats onnus dans le théorème suivant voir Kwak [41℄, Kiernan[32℄ et Campbell-Ogawa[9℄ :Théorème 1.4.1 Soient X une variété omplexe, A un sous ensemble analytique deX, Y est hyperboliquement plongé dans Z et f : X � A �! Y une appliation holo-morphe.f se prolonge en ~f : X �! Z dans les as suivants :1. odim A� 2 et don dX�A = dX2. Sing(A) est à roisement normales i.e. loalement X � A = ��k ��n�kCorollaire 1.4.2 Si Y est ompat hyperbolique alors f se prolonge en ~f (sans ondi-tion sur les singularités de A )Démonstration:f se prolonge en ~f1 : X � Sing(A) �! Y (ar Reg(A) sont à roisement normauxévidement) de même ~f1 se prolonge en ~f2 : X � S2(A) �! Y et on répète e raison-nement jusqu'à ~fn+1 : X �! Y qui est le prolongement herhé. �Remarque 1.4.3 La ondition que A soit à roisement normaux est essentielle dansle théorème préédent.Exemples 1.4.4 On onsidère X = ��� et A = (0��) [ (�� 0) [ (Diag(X))f : X n A �! C n f0; 1g et f(z; w) = zwf ne se prolonge pas même en une appliation ontinue en 0 dans P 1(C )On donne la dé�nition d'une appliation méromorphe due à RemmertDé�nition 1.4.5 Une appliation méromorphe f d'un espae omplexe X dans Y, unespae omplexe aussi, est :(i) Pour tout x 2 X, f(x) est un ompat non vide de Y.(ii) Le graphe �f = f(x; y) 2 X � Y jy 2 f(x)g de f est un sous espae omplexeirrédutible de X � Y ave dim �f= dim X.(iii) il existe un ouvert X 0 dense dans X tel que f(x) est réduit à un singleton pourtout x 2 X 0 et odim X 0 � 2 22



Inversement tout sous espae omplexe irrédutible � de X � Y tel que la pre-mière projetion p1 : � �! X est une modi�ation propre dé�nit une appliationméromorphe f . Si on dénote par p2 la deuxième projetion sur Y, f = pr2 Æ pr�11 estl'appliation méromorphe reherhée et �= �f .En ombinant le théorème de prolongement et de résolution des singularités, onobtient le théorème suivant voir Kiernan[31℄.Théorème 1.4.6 Soient A un sous espae d'un espae omplexe X et Y est hyper-boliquement plongé dans Z. Alors toute appliation holomorphe f : X � A �! Y seprolonge en une appliation méromorphe f : X �! ZPour que le prolongement de f soit holomorphe, il est néessaire d'imposer d'autresonditions, il est di�ile de les exprimer sans utiliser une résolution des singularitésou la pseudo-distane dX�A.Dans Kiernan [31℄, on trouve une ondition sur la résolution des singularités pourque le prolongement soit holomorphe.Proposition 1.4.7 Soit A un sous espae d'un espae omplexe normal X, onsidé-rons une résolution des singularités � : M �! X, E � M le diviseur exeptionnel etY un sous espae relativement ompat et hyperboliquement plongé dans Z.On suppose que pour tout ouple (p; q) dans E tel que �(p) = �(q) il existe deuxsuites pn et qn dans M �E véri�ant pn �! p , qn �! q et dX�A(�(pn); �(qn)) �! 0.Alors toute appliation holomorphe f : X � A �! Y se prolonge en une appliationholomorphe f : X �! Z.

23





Chapitre IIRégularité et Déformations desPseudo-métriques de Kobayashi-Royden





Chapitre 2Régularité et Déformations desPseudo-métriques de Kobayashi2.0.1 Pseudo-métrique de Kobayashi-RoydenPour X une variété omplexe, Royden [54℄ a dé�nit une pseudo-métrique KX surle �bré tangent véri�ant des propriétés similaires à la pseudo-distane de Kobayashi.KX(x; �) = inf �1r : f : �r �! X holomorphe telle que f�(0) = (x; �)� (x; �) 2 TXoù �r dénote le disque de rayon r du plan omplexe.KX est appelée la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden.Proposition 2.0.8 Soit X une variété omplexe alors on a :1. KX(0) = 0.2. KX(��) = j�jKX(�) pour � 2 C , � 2 TX.3. Si f : X �! Y une appliation holomorphe entre variétés, on a : f �(KY ) � KXet si f est biholomorphe on a l'égalité.4. Si f : ~X �! X est un revêtement alors f �(KX) = K ~X5. Si X est hyperbolique, KX(�) = 0 donne � = 0Ces propriétés déoulent failement de la dé�nition de KX .Royden a prouvé que si X est une variété omplexe alors KX est semi ontinuesupérieurement, la preuve utilise e lemme d'extension :Lemme 2.0.9 (Royden [54℄) Soient X une variété omplexe de dimension n et f :�R �! X une appliation holomorphe, telles que f 0(0) 6= 0.Alors pour tout r < R, il existe s < r et  : �r � �n�1s �! X holomorphe telsque :  j�r = f et  est biholomorphe au voisinage de 027



Il a donné un prolongement expliite de f dans le as loal i.e. X est un polydisquede C n , on peut prouver e lemme dans le as général en utilisant des résultats de Siu[60℄.De plus Royden a prouvé que dX la pseudo-distane de Kobayashi est la formeintégrée de KX .Soient p et q deux points de X et  un hemin C1 par moreaux reliant p et q. Ondé�nit la longueur de  par : L() = Z ba KX( _(t))dtet une pseudo-distane d0X par d0X(p; q) = inf L() où l'in�mum est pris sur tousles hemins  C1 par moreaux reliant les deux points p et q.Théorème 2.0.10 (Royden [54℄) Pour X une variété omplexe, on a d0X = dX .Maintenant on s'intéresse aux as des espaes omplexes, KX est dé�nie seulementsur le �ne tangent �TX�TxX = ff�(u); f : � �! X holomorphe ; u 2 T0� et f(0) = xgSi x est un point régulier, le �ne tangent �TxX oïnide ave l'espae tangent TxXmais aux points singuliers, �TxX peut-être réduit à f0g.Exemples 2.0.11Considérons l'espae omplexe dé�nie par X = f(z; w) 2 C 2 z2 = w3g; 0 est unpoint singulier et �T0X = f0gDans Du-Thai [14℄, l'auteur étudie la régularité de la métrique de Royden, en-suite il montre en utilisant une résolution des singularités que KX est semi-ontinuesupérieurement sut TXreg.En�n l'auteur remarque dans le as des espaes omplexes à singularités isoléesqu'il su�t de dé�nir la métrique de Royden sur le �ne tangent et l'intégrale resteinhangée si on intègre seulement sur les points réguliers en onsidérant les hemins à valeurs presque partout dans les lieux réguliers ; la preuve est presque la même queelle donnée par Royden.Une approhe plus originale pour la généralisation de la métrique de Royden auxespaes omplexes est due à Venturini [65℄. L'auteur dé�nit un autre domaine d'ationpour la métrique de Royden en utilisant les espaes des jets.On donne une aratérisation in�nitésimale de l'hyperboliité semblable à elle deRoyden dans le as des variétés omplexes.28



2.0.2 Approhe de VenturiniSoient X un espae omplexe, x 2 X et k 2 Z+, on dé�nit Fk(X)x : l'espaeosulateur de X en x d0ordre k par :Fk(X)x = OXx�=�k où OX�x = mor ((C ; 0) �! (X; x))mor désigne ii les morphismes des germesX1�kX2 ssi X (i)1 (0) = X (i)2 (0) 8 1 � i � k pour X1 ;X2 2 OX�xei se traduit au niveau des algèbres analytiques par :X1k = X2k où Xk : OXx �! OXx=mk+1OXx �! O0=zk+1O0don il existe un morphisme injetif Fk(X)x �! Jk(X)x oùJk(X)x = mor �OXx �! O0=zk+1� est l'espae des k-jets de X en xRemarques 2.0.121. si k = 1, F1(X)x est un sous espae de J1(X)x = T (X)x don on peut dé�nirune métrique sur F1(X)x qui est la métrique sous-jaente d'une métrique hermi-tienne.En général, Fk(X) est un espae �bré holomorphe sur X, mais pour k � 2 iln'est pas un �bré vetoriel et il porte une topologie naturelle voir Venturini[65℄p :31.Il existe une ation de C � sur Fk(X) donnée par �:[�℄ = [��℄ où ��(t) = �(�t).2. Si X est une variété, le morphisme anonique entre Fk(X)x et Jk(X)x est unisomorphisme.3. Tout morphisme de germe f : (X; x) �! (Y; y) dé�nit une appliation au niveaudes espaes osulateursf �x : Fk(X)x �! Fk(Y )y f �x([�℄) = [f Æ �℄Venturini dé�nit d'une manière analogue à la pseudo-métrique de Kobayashi lafamille KkX : KkX : Fk(X) �! [0;+1[X 7�! inf �1r : 9' : �r �! X holomorphe telle que ['℄k = X�Soient  une ourbe analytique et t 2 [a; b℄, il existe 't 2 mor((C ; 0) �! (X; (t))unique tel que 't(s) = (t + s) pour tout s 2℄� ";+"[, on note jk(t) = ['t℄k.29



Lemme 2.0.13 (Venturini [65℄) Soit  une ourbe analytique de [a; b℄ dans X, ilexiste  > 0 telle que : dX((t); (t0)) � jt� t0j 8t; t0 2 [a; b℄KkX((t); jk(t)) � On dé�nit : LkX() = Z ba KkX((t); jk(t))dtLX() = supk�1 LkX() Æk(p; q) = inf LkX() Æ0X(p; q) = inf LX()où l'in�mum est pris sur toutes les ourbes analytiques par moreaux dans X joignantp et q.LX() est bien dé�nie puisque la suite k - LkX() est bornée et roissante.Théorème 2.0.14 (Venturini [65℄) Soit X un espae omplexe alors on a :1. Æ0X = dX où dX est la distane de Kobayashi.2. Si X est ompat, il existe k tel que ÆkX = Æ0X = dX.3. Si X est une variété ou X est à singularités isolées, on a Æ1X = Æ0X = dX .La base de la démonstration est le lemme 2.0.16 qui donne une majoration entredX la pseudo-distane de Kobayashi et dH la distane induite d'une métrique H dé�niesur X. Ce lemme est l'analogue de elui onnu pour les variétés :Lemme 2.0.15 Soient X une variété et H une métrique sur X alors pour tout Wrelativement ompat dans X, il existe CW > 0 telle que dX � CWdH sur WLemme 2.0.16 (Venturini [65℄) Soit X un espae omplexe, U � X ouvert,F : U �! C n une appliation holomorphe injetive et p 2 X , alors il existe V unvoisinage de p,  � 0 et � 2℄0; 1℄ tels quedX(m;m0) � jF (m)� F (m0)j� surV
Dans la pratique, on utilise e lemme ave F le plongement loal de X dans unouvert de C n .Démonstration:L'inégalité Æ0X � dX est faile, puisque dX est la plus grande pseudo-distane quivéri�e le prinipe de déroissane pour la famille Hol(�; X).L'inégalité inverse se fait en plusieurs étapes :30



*La première étape : on introduit les deux appliations suivantes : MkX ; NkX :Fk(X) �! [0;1[ parMkX(p; �) = inf� flim sups!0 dX(p; �(s))s ;� 2 Hol(�(r); X); �(0) = p; [�℄k = �gNkX(p; �) = sup� flim sups!0 dX(p; �(s))s ;� 2 Hol(�(r); X); �(0) = p; [�℄k = �gOn montre que pour p0 2 X, il existe un voisinage V et k � 1 tels que MkX(p; �) =NkX(p; �) .a.d que le alul deMkX(p; �) est indépendant du représentant de la lasse �.Soient �1 et �2 deux représentant de � don j�1(s)� �2(s)j = O(sk+1), en utilisantle lemme 2.0.16, on déduit que :dX(�1(s); �2(s))s = O(s�(k+1)�1)qui tend vers 0 pour k > 1� � 1*La deuxième étape : On monte que si  : [a; b℄ �! X est un hemin analytiquedans X alors il existe k qui dépend de  tel quedX((a); (b)) � LkX()En onsidérant l'appliation � dé�nie sur [a; b℄ par �(t) = dX((a); (t)), elleest lipshitzienne d'après le lemme 2.0.13 don presque partout dérivable et on a :dX((a); (b)) = �(b)� �(a) = R ba �0(t)dtPar dé�nition de la dérivée on a :j�0(t)j � NkX((t); jk(t)) =MkX((t); jk(t)) � KkX((t); jk(t))Et il n'est pas di�ile de prouver qu'on a MkX(p; �) � KkX(p; �) puisque si p 2 X ,� 2 Fk(X)p et f : �r �! X une appliation holomorphe arbitraire telle que f(0) = pet [f ℄k = � on a :MkX(p; �) � lim sups!0 dX(p; f(s))s � lim sups!0 d�r(0; s)s = 1r �Maintenant on peut donner l'énoné analogue de Royden qui aratérise l'hyper-boliité au niveau in�nitésimal :
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Proposition 2.0.17 Soient X un espae omplexe et H une métrique sur X alorsX est hyperbolique si et seulement si pour tout p 2 X, il existe W un voisinage dep et  > 0 tels que K1X(p; �) � H(p; �) sur WDémonstration:Condition su�sante : Soient p; p0 2 X tels que p 6= p0 et W un voisinage de p telque p0 62 W on a dX(p; p0) = Æ0X(p; p0) � Æ1X(p; p0) � dH(p; �W ) > 0Condition néessaire : Sinon il existe p 2 X et �n 2 F1(X)pn tels que pn !p; H(�n) = 1 et K1X(pn; �n) ! 0 don il existe fn : �rn �! X telle que fn(0) =pn et [fn℄1 = �n et rn ! +1Considérons l'appliation gn : � �! X dé�nie par gn(z) = fn(rnz).Soit W un voisinage de p relativement ompat, on a gn(0) 2 W par onséquentgn onverge uniformément vers g sur un voisinage de 0 (La famille Hol(�; X) estéquiontinue).Or jg0n(0)j = rnjf 0n(0)j = rn �! +1 e qui est absurde. �Dans un travail réent, D. D. Thai [16℄ donne une amélioration de la répresentationde Venturini, il dé�nit une pseudo-métrique sur F(X) = limproj Fk(X) par~KX(�) = supkKkX(�k) où � = (�k) 2 F(X) et il montre qu'elle est la forme in�ni-tésimale de la pseudo-distane de Kobayashi.2.0.3 Pseudo-distane et Pseudo-métrique relatives de Kobaya-shiPseudo-distane relative de Kobayashi dY;ZDans [36, 38℄, Kobayashi a introduit une nouvelle pseudo-distane relative dY;Z et'est une distane si et seulement si Y est hyperboliquement plongé dans Z. Il a dé�nitaussi une nouvelle pseudo-métrique relative KY;Z.En suivant essentiellement les idées de Royden, on montre que dY;Z est la formeintégrée de KY;Z dans les as suivants :1. Z est une variété et Y = Z � A où A est un diviseur à roisement normaux.2. Z est un espae omplexe et Y = Z � A où A est un sous ensemble analytiquede Z qui ontient Sing(Z).Dans le as général et d'une manière analogue à la onstrution de Venturini, ondé�nit une famille de métrique (KkY;Z), on montre que dY;Z est la la forme intégrée deKkY;Z.Dans les as (1) et (2) ités plus haut il su�t de prendre k = 1.Tout d'abord, on rappelle la dé�nition de dY;Z ainsi que quelques propriétés :32



Dé�nition 2.0.18Soit Y un sous espae d'un espae omplexe Z.On dé�nit une sous-famille FY;Z de Hol(�; Z) parFY;Z = ff 2 Hol(�; Z) tel quef�1(Z n Y ) est au plus un singletongpour p ; q 2 Y on a une pseudo-distane dY;Z sur YdY;Z(p; q) = inf� l(�) � haine de Kobayashi dans FY;ZRemarque 2.0.19Si Y est un ouvert de Zariski dans Z, alors il existe au moins une haîne deKobayashi dans FY;Z qui relie deux points dans Y telle que dY;Z(p; q) soit �nie.Propriétés1. dZ � dY;Z � dY2. d��;� = d� et d��k��n�k;�n = d�n ; on utilise que dY�Y 0;Z�Z0 = max(dY;Z; dY 0 ;Z0 ).3. dY 0;Z0(f(x); f(y)) � dY;Z(x; y) pour tout ff 2 Hol(Z;Z 0) telle que f(Y ) � Y 0g:4. dY;Z est la plus grande pseudo-distane sur Y qui véri�e le prinipe de dé-roissane pour FY;Z i.e. f �(dY;Z) � d� pour tout f 2 FY;Z et si Æ est unepseudo-distane sur Y véri�ant Æ(f(x); f(y)) � d�(x; y) pour tout f 2 FY;Zalors dY;Z � Æ5. Si Y est un ouvert de Zariski dense alors dY;Z est ontinue sur Z � ZPseudo-métrique relative de Kobayashi KY;ZD'une manière analogue au as absolu, Kobayashi a dé�nit aussi une pseudo-métrique relative KY;Z.La dé�nition de ette métrique est semblable à elle de la métrique de Kobayashi-Royden sauf qu'on remplae la famille Hol(�; Z) par FY;Z.Dé�nition 2.0.20 Soient Z une variété et Y un ouvert de Zariski dans ZKY;Z(x; �) = inff 1R : f 2 FRY;Z telle que f(0) = x et f 0(0) = �g pour (x; �) 2 TZIl est faile de prouver les propriétés suivantes :Propriétés1. KZ � KY;Z � KY2. K��;� = K� et K��k��n�k;�n = K�n3. Pour Y 0 � Z 0 et f : Z �! Z 0 une appliation holomorphe telles que f(Y ) � Y 0alors f �KY 0;Z0(x; �)) � KY;Z(x; �) et on a l'égalité si f est un isomorphisme telleque f(Y ) = Y 0. 33



4. KY;Z est la plus grande pseudo-métrique qui véri�e le prinipe de déroissanepour FY;Z i.e. si H est une métrique sur Z telle que f �(H) � K� pour toutf 2 FY;Z alors KY;Z � H.En appliquant le lemme d'extension de Royden et les propriétés (2) et (3) on aura :Théorème 2.0.21 Soient Z une variété et Y = Z �A où A est un diviseur à roise-ment normaux dans Z, alors KY;Z est semi-ontinue supérieurement dans TZEn utilisant une résolution des singularités et le théorème de semi-ontinuité 2.0.21on montre que :Théorème 2.0.22 Soit Z un espae omplexe alors KZreg;Z est semi-ontinue supé-rieurement sur TZreg.La preuve est une modi�ation légère de elle de Kobayashi et de Du Thai dansle as absolu.Démonstration:Soient (x0; v0) 2 TZreg et " > 0 alors il existe f 2 F rZreg;Z telle que : 1r �KZreg;Z(x0; v0) + ".Soient � : X - Z une résolution des singularités et E le diviseur exeptionneldans X, puisque f(�r) 6� Zsing alors f se relève en ~f 2 F rXnE;X.On pose ( ~x0; ~v0) = ~f�(0) don ��( ~x0; ~v0) = (x; v0) etKZreg;Z(x0; v0) � KXnE;X( ~x0; ~v0) � 1r � KZreg;Z(x0; v0) + "ar � renvoie X n E sur Zreg d'où KZreg;Z(x0; v0) = KXnE;X( ~x0; ~v0)D'après le théorème préédent, on a KXnE;X est semi-ontinue supérieure, il existealors un voisinage ~V dans TX tel que KXnE;X(~v0) � KXnE;X( ~v0) + " pour ~v0 2 ~V .Soit V = ��( ~V ).Pour v0 2 V , on a v0 = ��(~v0) et donKZreg;Z(v0) � KXnE;X(~v0) � KXnE;X( ~v0) + " � KZreg;Z(v0) + " �Soit  un hemin C1 par moreaux dans Z qui renontre A en un nombre �ni depoints. On dé�nit Æ0Y;Z = inf R KY;Z(0(t))dtThéorème 2.0.23 Dans les deux as suivants on a Æ0Y;Z = dY;Z1. Z est une variété et Y = Z n A où A est un diviseur à roisement normaux.2. Z est un espae omplexe et Y = Zreg i.e. A = Sing(Z).Démonstration:Il est faile de prouver que Æ0Y;Z � dY;Z, en e�et soient x; y 2 Z, " > 0 et (pi; fi)une haîne de Kobayashi dans FY;Z reliant les points x et y tels que :34



nXi=0 d�(0; pi) � dY;Z(x; y) + "On onsidère hi la géodésique dans � qui relie 0 et pi et i(t) = fi Æhi(t) un heminqui touhe A en un nombre �ni de points et qui relie les points x et y. On a :Æ0Y;Z(x; y) � nXi=0 Z 10 KY;Z(0i(t))dt � nXi=0 Z 10 K�(h0i(t))dt � nXi=0 d�(0; pi) � dY;Z(x; y)+"La preuve de Æ0Y;Z � dY;Z est semblable à elle donné par Royden, la semi-ontinuitésupérieure joue un r�le essentiel.Pour le deuxième as, la semi-ontinuité supérieure sur TZreg est su�sante puisqueon onsidère des hemins qui touhent les lieux singuliers en un nombre �ni de points.La preuve est similaire à elle donnée par Du Thai [14℄ où il onsidère le as dessingularités isolées. �Approhe de Venturini dans le as relatifOn se plae en toute généralité dans le as où Z est un espae omplexe, A est unsous ensemble analytique et Y = Z n A.On reprend la onstrution de Venturini et on montre que dY;Z est la forme intégréede la famille KkY;Z.On dé�nit des espaes osulateurs relatifs d'ordre k,Jk(Y; Z)x = fmor((C ; 0) �! (Z; x)) morphisme de germes dans FY;Zg=�kmor désigne ii les morphismes des germesKkY;Z : Jk(Y; Z) �! [0;+1[X 7�! inf �1r : 9' 2 F rY;Z ['℄k = X�Soient  une ourbe analytique qui touhe A en un nombre �ni de points et t 2 [a; b℄,il existe 't 2 mor((C ; 0) �! (X; (t)) un morphisme de germe unique dans FY;Z telque 't(s) = (t+ s) pour tout s 2℄� ";+"[, on note jk(t) = ['t℄k.On dé�nit d'une manière analogue :LkY;Z() = Z ba KkY;Z((t); jk(t))dt35



LY;Z() = supk�1 LkY;Z() Æ0Y;Z(p; q) = inf LY;Z()où l'in�mum est pris sur toutes les ourbes analytiques  par moreaux dans Z et quirenontrent A en un nombre �ni de points joignant p et q.Théorème 2.0.24 Pour tout espae omplexe Z, A un sous ensemble analytique quel-onque de Z et Y = Z n A on a :1. dY;Z = Æ0Y;Z2. Dans les deux as du théorème 2.0.23, on a dY;Z = d1Y;Z = Æ0Y;Z.La preuve de Venturini est basée sur es les lemmes 2.0.15 et 2.0.16 qui restentvalables dans le as relatif :Lemme 2.0.25 Soient Z une variété munie d'une métrique hermétienne H et Y =Z � A où A est un diviseur à roisement normaux. Alors pour tout voisinage Wrelativement ompat, il existe  > 0 telle que :dY;Z � :dH sur Woù dH est la distane induite par HIl su�t que pour tout point p 2 Z il existe un voisinage W (p) véri�ant l'inégalitédemandée. Dans e as le lemme est faile puisque dY;Z � d��k��n�k;�n = d�n surW (p) = �n.Lemme 2.0.26 Soient Z un espae omplexe, A un sous ensemble analytique de Z,Y = Z n A et U � Z un ouvert,F : U �! C n une appliation holomorphe injetive et p 2 U , alors il existe V unvoisinage de p,  � 0 et � 2℄0; 1℄ tels quedY;Z(m;m0) � jF (m)� F (m0)j� sur VLa preuve est semblable à elle donnée par Venturini dans le as absolu : on utiliseune résolution de singularité � : X - Z de (Z;A) où ��1(A) = E est un diviseurà roisement normaux dans X et que � est déroissante entre dXnE;X et dY;Z. On seramène au lemme 2.0.25.2.1 Déformation des métriques de Kobayashi-Royden2.1.1 Cas des variétésOn étudie la semi-ontinuité d'une famille de métrique de Royden à travers lesdéformations.Soit � : X �! S une appliation holomorphe, propre et submersive entre X unevariété de dimension m+ n et S une variété omplexe de dimension m don les �bresXs = ��1(s) sont des variétés ompates de dimension n.36



Proposition 2.1.1 La famille fKXsg est semi-ontinue supérieure au sens suivant :Soient (x0; �0) 2 TXs0 et " > 0, il existe alors V � TX un voisinage de (x0; �0) telque : KXs(x; �) � KXs0 (x0; �0) + " pour (x; �) 2 V \ TXsi.e. lim supKXs(x; �) � KX0(x0; �0)Soient X une variété et D est un diviseur à roisement normaux dans X. Ononsidère D � - X sur (S; s0) une déformation loalement triviale ou dite égale-ment une déformation logarithmique de D � i - X i.e. pour tout x 2 X il existeU un voisinage ouvert (resp. V ) de x (resp. de s = �(x) 2 S) et un isomorphisme� : U - (U \��1(s))�V qui renvoie U \D sur U \D\��1(s)�V et � = prV Æ�.Cei implique en partiulier que Ds est un diviseur à roisement normaux dans Xspour s dans un voisinage de s0.Proposition 2.1.2 KXsnDs;Xs est semi-ontinue supérieurement.Cei repose omme le as absolu sur un théorème d'extension. Dans le as d'unefamille de variétés omplexes on a le lemme 2.1.3 qui est la version relative du théorèmed'extension de Royden.On remarque que si f 2 F rXnD;X est une immersion, on applique le lemme 2.1.3et on onstate que f se déforme en fs 2 F rXsnDs;Xs où Xs (resp. Ds) est la �bre de X(resp. D) au dessus de s.Lemme 2.1.3 Soit f : �R �! Xs0 une appliation holomorphe telle que f 0(0) 6= 0.Il existe alors U un voisinage de s0 et une appliation holomorphe� : ���n�1 � U �! Xtels que � Æ � = p2 où p2 désigne la projetion sur S�j�R � 0� s0 = f et � est biholomorphe au voisinage de (0; s0)Pour la preuve voir Kobayashi [38℄.2.1.2 Cas des espaes omplexesOn onsidère une famille d'espaes omplexes paramétrée par S i.e. une appliationholomorphe � : X �! S propre et plate. 37



Il est lair qu'on ne peut pas espérer avoir le lemme 2.1.3, on ne peut même pasdéformer une appliation holomorphe f : �r - Xs0 en F : �r � (S; s0) - X arei implique l'existene d'une setion F (0; :) de X qui n'existe pas en général.Cette observation nous suggère de onsidérer un type assez partiulier des défor-mations une résolution simultanée des singularitésD �- M � - X���R 	���Soù1. � :M �! S est submersive.2. � :M �! X est une modi�ation propre le long de A = SSing(Xs).3. D = ��1(A) � - M est une déformation logarithmique du diviseur exeptionneldans M0.Proposition 2.1.4 Sous l'hypothèse de l'existene d'une résolution simultanée dessingularités on a KXs et KXsreg ;Xs sont semi-ontinue supérieurement (s..s.) :Soient (x0; �0) 2 TXs0reg , " > 0 alors il existe U � TX un voisinage de (x0; �0) telque :(i) s..s. de KXs : KXs(x; �) � KX0(x0; �0) + "(ii) s..s. de KXsreg;Xs : KXsreg ;Xs(x; �) � KX0reg ;X0(x0; �0) + "pour tout (x; �) 2 U \ TX.Démonstration:i) Soient (x0; v0) 2 TXs0reg et " > 0, il existe f : �R �! Xs0 une appliationholomorphe telle que f�(0) = (x0; v0) et 1R < KXs0 (x0; v0) + ".Comme f(�R) 6� S(Xs0) et � : Ms0 �! Xs0=�(t0) est une résolution des singulari-tés, f se relève en ~f : �R �!Ms0 et � Æ ~f = f .Soit ( ~x0; ~v0) = ~f�(0) on aura ��(x0; v0) = ( ~x0; ~v0).De la même manière que la preuve préédente, on montre que KMs0 ( ~x0; ~v0) =KXs0 (x0; v0)Par semi-ontinuité supérieure de KMs, il existe un voisinage ~V dans T (Mn��1(A))tel que : KMs(~x; ~v) � KMs0 ( ~x0; ~v0) + "Soit V = ��( ~V ) voisinage de (x0; v0) don :KXs(��(x; v)) � KMs(x; v) � KMs0 ( ~x0; ~v0) + " = KXs0 (x0; v0) + "38



ii) La preuve est la même que (i), il su�t juste de remarquer que tout f 2 FX0reg;X0se relève à travers une résolution des singularités. Si on note par E0 le diviseur exep-tionnel de la résolution �0 : Ms0 - X0 et on onserve les mêmes notations que (i)alors KMs0nE0;Ms0 ( ~x0; ~v0) = KX0reg;X0(x0; v0) puisque �0 renvoie Ms0 n E0 sur X0reg etque la famille KMsnEs;Ms est semi-ontinue supérieurement. �Semi-ontinuité inférieureLa semi-ontinuité inférieure ne pose auun problème et la distintion entre variétéset espaes omplexes s'avère inutile ii.Proposition 2.1.5 Soit X un espae omplexe ompat hyperbolique alors KX estsemi-ontinue inférieure.Démonstration:Soit (xn; vn) 2 TX une suite onvergente vers (x0; v0) telle que KX(xn; vn) �!lim infKX(xn; vn).Il existe fn : �rn �! X, une suite d'appliations holomorphes telle quefn�(0) = (xn; vn) et KX(xn; vn) � 1rn � KX(xn; vn) + 1n don 1rn = lim infKX(xn; vn)Soit gn : � �! X l'appliation holomorphe dé�nie par gn(z) = fn(rnz)On a gn(0) = xn et g0n(0) = rnvnX est hyperbolique ompat don la famille Hol(�; X) est ompate et on peutsupposer que gn onverge uniformément sur tout ompat vers g holomorphe sur � etque g(0) = 0, g0(0): lim infKX(xn; vn) = v0.D'après la dé�nition de KX , on aura KX(x0; v0) � lim infKX(xn; vn). �Considérons dans la suite � : X �! S une appliation holomorphe propre à �breshyperboliques ompates.La semi-ontinuité inférieure reste vraie à travers une déformation.Proposition 2.1.6 Soit (xn; vn) 2 TXsn une suite onvergente vers (x0; v0) 2 TXs0.Alors lim infKXsn (xn; vn) � KXs0 (x0; v0)La preuve de la semi-ontinuité inférieure dans le as absolu utilise le fait quela famille Hol(�; X) est ompate. Ce résultat reste vrai même si on remplae Xpar une famille paramétrée d'espaes hyperboliques ompats voir lemme 2.1.7. Pluspréisément on a es deux lemmes voir Brody [7℄. On donne ii des preuves plus simplesque elles données par Brody et en fait on montre qu'on a une équivalene entre esdeux lemmes. 39



Lemme 2.1.7 Soit s0 un point dans S et ~S un voisinage ompat de s0Alors la famille[s2 ~SHol(�; Xs) est ompateLemme 2.1.8 Soit D : S �!℄0;+1[ l'appliation dé�nie par :D(s) = supf2Hol(�;Xs) jf 0(0)jAlors D est semi-ontinue supérieurementRemarque 2.1.91. Xs est hyperbolique si et seulement si D(s) est �ni.En e�et : si Xs est hyperbolique ompat alors Hol(�; Xs) est ompat don lesup est atteint et D(s) est �ni.Inversement siD(s) est �ni on aura jf 0(0)j � D(s) pour tout f 2 Hol(�; Xs) donjf 0(z)j � D(s)K�(z) d'oùKXs � 1D(s)H, e qui implique queXs est hyperbolique.2. La proposition 1.2.7(1) se traduit par : si D(s0) est �ni alors il existe un voisi-nage W de s0 tel que pour tout s 2 W on a D(s) est �ni.('est la stabilité del'hyperboliité)Démonstration: (Lemme 2.1.7)Soit fn 2 Hol(�; Xsn), par ompaité de ~S, on peut supposer que sn �! s0.Xs0 est hyperbolique ompat, il existe un voisinage W de s0 tel que XW esthyperbolique don pour n assez grand on a :dXW (fn(z); fn(w)) � dXn(fn(z); fn(w)) � d�(z; w)e qui implique que la famille (fn) est équiontinue don fn onverge uniformémentsur tout ompat vers f 2 Hol(�; Xs0). �Démonstration: (Lemme 2.1.8)Soit sn �! s0 une suite onvergente dans S vers s0.Il existe fn : � �! Xsn un suite d'appliations holomorphes telle que D(sn) =jf 0n(0)j.Soit W (s0) un voisinage ompat de s0, on a fn 2 Ss2W (s0)Hol(�; Xs) qui estompat don fn onverge uniformément sur tout ompat vers f .On a jf 0n(0)j �! jf 0(0)j � D(s0) d'où lim supD(sn) � D(s0) �Remarque 2.1.101. Dans le lemme 2.1.7, on peut remplaer � par n'importe quel espae omplexeY . 40



2. Le lemme 2.1.7 et le lemme 2.1.8 sont équivalents. D'après les preuves donnéesplus haut, on déduit que 2.1.8 est une onséquene de 2.1.7. Inversement onsidé-rons fn une suite dans Hol(�; Xn). Par semi-ontinuité supérieure de D, il existeM > 0 telle que j	0(0)j �M pour tout 	 2 Hol(�; Xn) don jf 0n(z)j � MK�(z)d'où dH(fn(z); fn(w)) �Md�(z; w), on en déduit qu'on peut extraire de fn unesous suite onvergente.Proposition 2.1.11 Soient W (s0) un voisinage ompat de s0 et H une métrique surX, il existe alors une onstante  > 0 telle queKXs � H pour tout s 2 W (s0)Démonstration:Soit D l'appliation dé�nie dans le lemme plus haut. D'après la dé�nition de D ona jf 0(0)j � D(s) pour tout f 2 Hol(�; Xs). En omposant ave un automorphisme de� on aura :jf 0(z)j � D(s)K�(z) pour tout f 2 Hol(�; Xs) et tout z 2 �Don KXs � 1D(s)H. D est semi-ontinue supérieurement, pour W (s0) un voisinageompat de s0, il existe M une onstante positive telle que D(s) � M pour touts 2 W (s0) d'où KXs � 1MH pour tout s 2 W (s0) �
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2.2 Remarques sur propriétés de Landau-ShottkyDans l'artile [25℄, les auteurs ont introduit la propriété de Landau et de Shottkyen dimension quelonque généralisant le fait qu'un domaine de C véri�ant l'une de espropriétés est hyperbolique.On démontre que la propriété de Landau est équivalente à l'hyperboliité dans leas des espaes omplexes et non seulement dans le as des variétés [25℄ ou dans le asdes espaes à singularités isolées [15℄.Alors que la propriété de Shottky est équivalente à l'hyperboliité que si l'espaeest ompat.Maintenant on �xe X un espae omplexe, H une métrique sur X et dH la distanesur X induite par H. Pour (x; �) 2 TX, on note j�j = H(x; �)Soit p 2 X, on note par P(p) l'ensemble des voisinages de pPropriété de Landau Pour tout p 2 X, il existeW 2P(p) relativement ompatet R > 0 tels que : sup fjf 0(0)j : f 2 Hol(�; X) et f(0) 2 Wg � RRemarques 2.2.11. Dans le as où X est ompat, ette propriété est équivalente à : sup jf 0(0)j est�ni sur f 2 Hol(�; X) qui aratérise l'hyperboliité.2. On donne une propriété similaire à elle de Landau et on montre qu'elle ara-térise les espaes hyperboliquement plongés voir proposition 4.2.2.Proposition 2.2.2 Pour X un espae omplexe, les deux propriétés suivantes sontéquivalentes :1. X est hyperbolique.2. X véri�e la propriété de Landau.Tout d'abord on ommene par e lemme du à Royden.Lemme 2.2.3 (Royden [54℄) X est hyperbolique si et seulement si Hol(�; X) estéquiontinue i.e. pour tout p 2 X; W 2P(p), il existe V 2P(p) et r 2℄0; 1[tels que si f 2 Hol(�; X) et f(0) 2 V alors f(�r) � W .La ondition n'est autre que la tradution en terme d'espaes topologiques de l'équi-ontinuité qui est réservée pour les espaes métriques.42



Démonstration [(Proposition 2.2.2)℄:Pour la première impliation : Soient p 2 X et W un voisinage de p, par équi-ontinuité, il existe V 2 P(p) et r 2℄0; 1[ tels que si f 2 P(p) et f(0) 2 Valors f(�r) � W don supfjf 0(0)j f 2 Hol(�; X) ; f(0) 2 V g � supfjf 0(0)j f 2Hol(�r;W )g qui est �ni en utilisant la formule intégrale de Cauhy.Pour la deuxième impliation : Si X n'est pas hyperbolique, par négation de la pro-priété in�nitésimale de l'hyperboliité dans le as des espaes omplexes (voir proposi-tion 2.0.17), il existe p 2 X et (pn; �n) tels que pn ! p ; H(�n) = 1 et K1X(pn; �n)! 0don il existe fn : �rn �! X telle que fn(0) = pn , [fn℄1 = �n et rn ! +1.Considérons l'appliation holomorphe hn dé�nie sur � par hn(z) = fn(rnz).Soit W un voisinage de p relativement ompat, on a hn(0) = pn 2 W , par onsé-quent jh0n(0)j � R mais jh0n(0)j = rnjf 0n(0)j = rn �! +1. �La dé�nition de la propriété de Shottky donnée dans [25℄ est la suivante :Propriété de Shottky : Pour tout p 2 X ;W 2 P(p) et r 2 ℄0; 1[, il existes > 0 tels que si f 2 Hol(�; X) et f(0) 2 W alorsdH(p; f(z)) � s 8z 2 �rRemarques 2.2.41. La démonstration du théorème 1 (a => b) p.50 dans [25℄ reste valable dansle as où X est ompat. Cette preuve utilise la aratérisation in�nitésimalede l'hyperboliité due à Royden i.e. KX � H loalement mais ette onditionn'implique pas que ette inégalité reste valable au niveau des distanes (si Xn'est pas ompat) ar la onstante  dépend du voisinage hoisi.2. La propriété de Shottky est équivalente à X est taut i.e. Hol(�; X) est unefamille normale si (X; dH) est omplet, voir Du Thai[15℄.
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2.3 Obstrutions Topologiques aux théorèmes de Pro-longementSoient X et Y deux espaes omplexes et F une sous famille de Hol(X; Y ).On dit que F possède une struture universelle si F a les propriétés �naturellesattendues� :1. l'appliation évaluation � : X � F - Y est holomorphe2. si T est un espae omplexe et ' : X � T - Y une appliation holomorphetelle que '(:; t) 2 F alors l'appliation naturelle ~' : T - F est holomorphe.Si X est un espae omplexe ompat et Y un espae omplexe quelonque alorsHol(X; Y ) possède une struture omplexe universelle par le théorème de Douady.Si X est une variété, il existe une preuve plus direte de Kaup.Tout d'abord on donne un lemme du à Horst[27℄, Urata[63℄ :Lemme 2.3.1 Soient X et Y deux espaes omplexes tels que X est ompat etonnexe, F � Hol(X; Y ) une sous famille onnexe et � : X � F - Y l'appliationévaluation. Soit f0 2 Fsi �(:; f0) est onstante alors �(:; f) est onstante pour tout f 2 FDémonstration:On onsidère la famille F0 = ff 2 F ;�(:; f) est onstanteg.La famille F0 est un fermé non vide de F .Soient f1 2 F0 don f1(X) = y i.e. f1 est onstante et W (y) un voisinage de y dansY ; par ompaité de X, il existe un voisinage U de f1 tel que f(X) � W pour toutf 2 U .Par le prinipe du maximum, f est onstante pour tout f 2 U don F0 est unouvert d'où F0 = F . �Soient X est un espae omplexe maximale, x 2 X un point singulier de X et� : ~X - V (x) une résolution des singularités au voisinage de x. On étudie leprolongement de f : X �A - Y holomorphe où A est un sous ensemble analytiquede X et Y est hyperbolique ompat.On sait qu'une telle appliation se prolonge sur A \Xreg don il su�t d'étudier leas où A = Xsing.Dans la as général, f : Xreg - Y n'est prolongeable sur X même dans le asoù Y est hyperbolique ompat.On onsidère l'exemple suivant :(Cette exemple m'a été ommuniqué par Zaiden-berg) Soit C une ourbe lisse de genre g � 2 don hyperbolique et � : C �! C � Cl'appliation diagonale, on a NCjC�C = TC qui est négatif don d'après un théorème44



de Grauert, il existe une modi�ation de C � C sur X 0 qui ontrate C sur un point� et on a le diagramme suivant : C � �- C � C�?� i - X 0?ave X 0 est une surfae normale, � un point singulier de X 0 et X 0 � f�g est iso-morphe à C � C � C.L'appliation X 0 � f�g �! C � C n'est pas holomorphiquement prolongeable sur X 0.On se pose don la question suivante : Sous quelles onditions existe-t-il ~f :V (x) - Y un prolongement holomorphe tel que ~f Æ � = f ?Pour ette question on onsidère l'appliation : : Hol(V (x); Y ) - Hol( ~X; Y )  (f) = f Æ �On remarque pour Y est hyperbolique ompat et X un espae omplexe on aHol(X; Y ) est ompat et don il possède un nombre �ni de omposante onnexes.On annone le résultat prinipal de e paragraphe qui donne une ondition nées-saire et su�sante pour que  soit un homéomorphismeThéorème 2.3.2 Soient X un espae omplexe maximal, x 2 X un point singulier deX, � : ~X - V (x) une résolution des singularités et Y un espae omplexe ompathyperbolique. est un homéomorphisme si et seulement si Hol(V (x); Y ) et Hol( ~X; Y ) possèdentle même nombre de omposante onnexeDans e as f se prolonge en ~f : X - Y holomorphe.Démonstration: est une appliation ontinue, fermée et injetive. Il reste à prouver que  estsurjetive.Soient f0 2 Hol(V (x); Y ), ~f0 = f0Æ� 2 Hol( ~X; Y ), F la omposante onnexe onte-nant f0 dans Hol(V (x); Y ) et ~F la omposante onnexe ontenant ~f0 dans Hol( ~X; Y ).On montre que l'appliation  : : F - ~F  (f) = f Æ �45



est un homéomorphisme.Soient ~f 2 ~F , y 2 V (x) et Ey = ��1(y) un sous espae ompat de ~X.Considérons l'appliation évaluation ~F � Ey - Y .On a ~f0jEy = f0(y) don onstante. Ey étant ompat, ~F onnexe, on en déduitque ~f jEy est onstante pour tout ~f 2 ~F .On dé�nit alors l'appliation f par f(y) = ~f jEy i.e. ~f = f Æ�, l'appliation f ainsidé�nie est ontinue, holomorphe sur Xreg par hypothèse. Comme X est maximale fest holomorphe sur X.Si C1 et C2 sont deux omposantes onnexes alors  (C1) \  (C2) = ; i.e  trans-forme une omposante onnexe en une omposante onnexe.Comme Hol(V (x); Y ) = [ni=1Ci où n est le nombre de omposante onnexes. (Hol(V (x); Y )) = [ni=1 (Ci) = [ni=1C 0i .En général on a : le nombre de omposante onnexe de Hol(V (x); Y ) � le nombrede omposante onnexe de Hol( ~X; Y ) don  est surjetive si et seulement si on al'égalité.L'appliation f : Xreg - Y se prolonge d'une manière holomorphe sur X si etseulement si Hol(V (x); Y ) et Hol( ~X; Y ) ont le même nombre de omposante onnexes�
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2.4 Hyperboliité RelativeDans ette partie, on donne une généralisation de la notion de l'hyperboliité ausens de Kobayashi en onsidérant des espaes relatifs. Dans e adre plusieurs ap-prohes peuvent-être développées :Espae �bré hyperbolique introduit par Noguhi [48℄ est une appliation holomorphe� : Y �! X à �bres hyperboliques ompates, ette dé�nition présente plusieursavantages, on peut dé�nir un espae �bré relativement omplet, relativement hyper-boliquement plongé omme dans le as absolu en onsidérant es propriétés sur les�bres.NotationsSoient X , Y et S des espaes omplexes.On note1. Y + = Y [ f1g le ompati�é d'Alexandro�2. C(X; Y ) désigne l'ensemble des appliations ontinues de X dans Y muni de latopologie ompat-ouvert.3. Un espae relatif X=S est une appliation holomorphe � : X �X- S.4. HolS(X; Y ) = ff : X - Y ; �X Æ f = �Y gNotre point de départ est une aratérisation topologique de l'hyperboliité due àAbate.Théorème 2.4.1 ([1℄) Soit Y un espae omplexe et Y + le ompati�é d'Alexandro�de Y .Y est hyperbolique si et seulement si pour tout X un espae omplexe la familleHol(X; Y ) est relativement ompat dans C(X; Y +)Soit Y un sous espae de Z non néessairement relativement ompat.On donne ii un généralisation de théorème d'Abate pour qu'un espae soit hyper-boliquement plongéThéorème 2.4.2 Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour toutX un espae omplexe la famille Hol(X; Y ) est relativement ompat dans C(X; Y +)Y désigne l'adhérene de Y dans ZRemarque 2.4.3 Si Y est relativement ompat, on remplae Y + par Y dans lethéorème préédent et aussi C(X; Y +) par Hol(�; Z) et obtient la proposition 3 duthéorème 1.3.3Pour la preuve on utilise une version du théorème d'Asoli pour aratériser lesparties (relativement) ompates dans l'espae des appliations ontinues.47



Lemme 2.4.4 Soit 
 � C(X; Y ).
 est ompat si et seulement si :1. 
 est équiontinue.2. 
(x) = ff(x) ; f 2 
g est ompat pour tout x 2 XOn rappelle que 
 est équiontinue en (x; y) 2 X � Y si :Pour tout U un voisinage de x, il existe V et W deux voisinages respetivement dex et de y tels que : Si f 2 
 et f(x) 2 W alors f(V ) � U .Démonstration [Théorème 2.4.2℄:On suppose que Y est hyperboliquement plongé dans Z.Si Hol(X; Y ) n'est pas relativement ompat dans C(X; Y +), il existe x0 2 X,y0 2 Y +, U un voisinage de y0, fn 2 Hol(X; Y ) et xn une suite dans X onvergentevers x0 tels que : fn(x0) �! y0 et fn(xn) 62 UOn a (��) dY (fn(xn); fn(x0)) � dX(xn; x0) �! 0On distingue deux as :1. y0 2 Y : la ondition (��) implique que y0 n'est pas un point d'hyperboliité.2. y0 =1 : soit U = CK[f1g oùK est un ompat dans Y . Par passage à une soussuite on peut supposer que fn(xn) �! � 2 Y et omme dY (fn(xn); fn(x0)) �! 0,on déduit que � n'est pas un point d'hyperboliité.InversementIl faut et il su�t de prouver que haque point de Y est un point d'hyperboliité.Sinon il existe p 2 Y et fn 2 Hol(�; Y ) tels que : fn(0) �! p et jf 0n(0)j �! 1Assertion : Soit U un voisinage relativement ompat de p, il existe r > 0 tel quefn(�r) � U .Preuve : Sinon il existe U un voisinage de p et xn une suite onvergente vers 0 telsque : fn(0) �! p et fn(xn) 62 U .Or fn �! f 2 C(�; Y +) don fn(xn) et fn(0) ont la même limite.De notre assertion on déduit que fn �! f : �r - Z et don la suite jf 0nj serabornée sur un voisinage de 0. �On onsidère maintenant un espae relatif Y=S
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Dé�nition 2.4.51. On dit que Y est relativement hyperbolique sur S si pour tout X=S un espaerelatif la famille HolS(X; Y ) est relativement ompat dans C(X; Y +).Remarques 2.4.61. Si S = �, on retrouve la notion de l'hyperboliité.2. Dans l'artile de Ohgai[52℄, l'auteur développe de la même manière la notionde =S � hyperbolique mais l'hyperboliité au sens de Kaup = qui est taut enterminologie réente.Propriétés 2.4.71. Soit Y �! S un espae relatifSi Y est hyperbolique alors Y est relativement hyperbolique sur S.2. Soit Y=S un sous espae relatif de Z=S.Si Z=S est relativement hyperbolique alors Y=S est relativement hyperbolique.3. Soit Y �! S un espae relativement hyperbolique.Alors pour tout s 2 S on a Ys = ��1(s) est hyperbolique.Conséquene Si Y �! S est une appliation holomorphe, propre et relative-ment hyperbolique sur S alors Y �! S espae �bré hyperbolique ompat.4. Soient X=S et Y=S deux espaes relativement hyperboliques sur S.Alors X�SY �! S est relativement hyperbolique sur S.Démonstration:1. HolS(X; Y ) � Hol(X; Y ) � C(X; Y )2. Pour tout X=S, HolS(X; Y ) � HolS(X;Z) et la limite reste dans C(X; Y +)3. Soit X un espae omplexe.HolS(X � fsg; Y ) = Hol(X; Ys) est relativement ompat dans C(X; Y +s )4. Pour tout Z=S on a HolS(Z;X�SY ) = HolS(Z;X)� HolS(Z; Y )Soit fn = (hn; gn) 2 HolS(Z;X�SY ) on peut extraire une sous suite onvergentevers (h; g) 2 C(Z;X+)� C(Z; Y +)mais (hn(x); gn(x)) 2 Xs � Ys don (h(x); g(x)) 2 (Xs � Ys)+ � (X�SY )+ i.ef = (h; g) 2 C(Z;X�SY +) �
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2.4.1 L'appliation évaluationSoient X=S et Y=S deux espaes relatifs et :� : X � HolS(X; Y ) �! X�SYl'appliation évaluation.Proposition 2.4.8 Soient X un espae omplexe ompat onnexe relatif sur S et Yun espae omplexe ompat relativement hyperbolique sur S.Alors � est �ni et don :1. dimHolS(X; Y ) � dimYs pour tout s 2 S.2. Chaque omposante onnexe de HolS(X; Y ) est hyperbolique ompate.Remarque 2.4.9 si S = � on retrouve le résultat d'Urata[63℄.Démonstration:(1) Soient x0 2 X, f0 2 HolS(X; Y ), y0 = f0(x0), U un voisinage dans Y de y0 ets0 = �(x0).Considérons F la omposante onnexe de HolS(X; Y ) ontenant f0.On montre que ff 2 F ; f(x0) = f0(x0) = y0g = ff0gSoit f 2 F , par ompaité de F , il existe un voisinage W de x0 tel que f(x) 2 Upour tout f 2 F et x 2 W .Don l'appliation évaluation restreinte à F est à image dans U�x : F �! U pour x 2 Wf �! f(x)Par un théorème de Douady, F porte une struture d'espae omplexe et ompatedon en appliquant le prinipe du maximum, on aura f(x) = f0(x) sur W . X estonnexe don f = f0.(2) Chaque omposante onnexe de HolS(X; Y ) est hyperbolique.l'appliation évaluation donne :�x0 : F �! Ys0f �! f(x0) est holomorphe injetive �x0�1(f0(x0)) = ff0gComme Ys0 est hyperbolique don F est hyperbolique. �Proposition 2.4.10 Soit Y un espae ompat relativement hyperbolique sur S alorsAutS(X) est �niCei déoule du lemme suivant 50



Lemme 2.4.11 Soit G un groupe de Lie ompat hyperbolique alors G est �ni.Démonstration: Soit X un hamp de veteur sur G et on onsidère le groupeà 1-paramètre assoié C - G, il est onstant ar G est hyperbolique, don G estdisret. G étant ompat don G est �ni. �La propriété d'hyperboliité est une notion loale sur SProposition 2.4.12 Si pour tout s 2 S, il existe U un voisinage ouvert de s tel queYU �! U est relativement hyperbolique alors Y �! S est relativement hyperbolique.Conséquene Si pour tout s 2 S, il existe U tel que YU est hyperbolique alorsY - S est relativement hyperbolique.Théorème 2.4.13 Soit p : Y - S une appliation holomorphe propre. Y est re-lativement hyperbolique sur S si et seulement si p : Y - S est un espae �bréhyperbolique ompatDémonstration:La première impliation est évidente puisque les �bres sont hyperboliques et om-pates.Inversement les �bres sont ompates hyperboliques alors pour tout s 2 S, il existeU un voisinage ouvert de s tel que YU est hyperbolique. En utilisant la onséqueneplus haut, on déduit que p : Y - S est un espae �bré ompat hyperbolique. �La notion d'hyperboliité relative nous permet de déduire quelques propriétés surl'espae HolS(X; Y ) ; d'une manière analogue si Y �- S est un �bré ompat hy-perbolique, on déduit des propriétés similaires sur �(S; Y ) : l'espae des setions ho-lomorphes de �Théorème 2.4.14 Soit Y - S un espae �bré ompat ave la base S est aussiompat. Alors :1. �(S; Y ) est un sous espae omplexe et ompat de Hol(S; Y )2. Chaque omposante onnexe de �(S; Y ) est hyperbolique ompate.3. L'appliation évaluation S � �(S; Y ) - Y est �ni et don dim �(S; Y ) � Yspour tout s 2 SPour la preuve voir Kobayashi [38℄.
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Chapitre IIIEspae des Modules des EspaesComplexes Compats Hyperboliques





Chapitre 3Espae des Modules des EspaesComplexes Compats Hyperboliques
IntrodutionDans e hapitre, on annone le ritère de représentabilité par un espae de modulegrossier des fonteurs analytiques dû à Shumaher[56℄ ensuite on l'applique à notresituation. La première ondition suppose que haque objet possède une déformationsemi-universelle, la deuxième que l'appliation naturelle p : IsomS(X;Y) �! S estpropre pour X=S et Y=S deux familles paramétrées.On applique le théorème fondamental d'existene d'une déformation semi-universellepour haque espae omplexe ompat dû à Palamodov [53℄ Douady [13℄ Forster-Knorr[18℄ Grauert [22℄. Mais pour le deuxième point, on peut montrer que :~p : BimeS(X;Y) �! S est propre :Don dans la suite notre but est de herher des onditions supplémentaires surla déformation ou sur la nature des singularités pour que p : IsomS(X;Y) �! S soitpropre.On onsidère les approhes suivantes :1) On montre tout d'abord que si la déformation est loalement triviale alors pest propre, de plus par un théorème de Flenner-Kosarew [17℄, on a que haque espaeomplexe ompat possède une déformation loalement triviale semi-universelle.2) On donne une ondition sur d�Xreg pour que toute appliation holomorphe deXreg dans Y où X est un espae maximal, Y est ompat hyperbolique, se prolongeen une appliation holomorphe sur tout l'espae.3) On suppose qu'il existe une résolution simultanée des singularités.55



3.1 Critère de Représentabilité des Fonteurs Analy-tiquesOn donne un ritère dû à Shumaher pour qu'un fonteur analytique possède unespae de module grossier et on peut même donner une desription loale de et espaede module omme quotient par une opération de groupe.La preuve repose essentiellement sur la théorie de déformation dont on rappellequelques dé�nitions :Dé�nition 3.1.11. Une déformation est une appliation holomorphe propre et plate f : X - S.L'espae S est appelé la base de la déformation et X est l'espae de la déforma-tion.A toute appliation de hangement de base g : T - S on lui assoie g�(f) :X�S T - T qui est aussi une déformation. En partiulier si g est un plonge-ment g�(f) est la restrition de la déformation f sur T .2. Soient S un espae omplexe ave � un point distingué et X0 un espae omplexedonné.Une déformation de l'espae X0 de base (S; �) est une appliation holomorpheplate f : X - S ave un isomorphisme i : X0 ' f�1(�)Xo � - X�?� - (S; �)?3. Une déformation f : X - S de X est dite loalement triviale si pour tout pointx 2 X la déformation (X; x) - (S; �) est isomorphe à la déformation triviale(X; x)� (S; �) - (S; �)4. Une déformation X �! S de X0 est dite verselle si toute déformation X0 - S 0de X0, il existe � : S 0 - S telle que le diagramme suivant est ommutatif :X0 - XS 0? � - S?ave X0 ' X�SS 0Elle est semi-universelle si T� : l'appliation tangente est unique.Elle est universelle si � est unique. 56



5. On appelle une atégorie �brée F , un fonteur p : F - (An) véri�ant :(a) Pour tout morphisme f : R - S dans (An) et pour tout objet a sur Sil existe ~f : b - a telle que p( ~f) = f qui est artésien i.e. pour tout - a sur f il existe  - b sur idR, b existe à isomorphisme près onla note par f �(a) ou par a�S R(b) La omposition de morphismes artésiens est artésien.() ~f : b - a est un isomorphisme si et seulement si p( ~f) est un isomor-phisme.A haque fonteur analytique on lui assoie une atégorie �brée : la atégorie desobjets paramétrés.Maintenant on peut énoner l'outil prinipal dans notre travail :Théorème 3.1.2 Soient F : (An) - (Ens) un fonteur analytique et p : F - (An)la atégorie �brée assoiée à FF possède un espae de module grossier si les deux onditions suivantes sont véri-�ées :1. Chaque objet a tel que p(a) = � possède une déformation semi-universelle.2. Pour b et  deux objets dans F telles que p(b) = p() = S, le fonteur Isom(b; ) :(An)=S - (Ens) est représentable par un morphisme k : I - S propre.Is s'identi�e omme espae topologique à Isom(bs; s)Idée de la preuve Shumaher[56℄Un espae des module est un espae omplexe dont ses points orrespondent àdes lasses d'isomorphie. La struture omplexe deM est donnée telle que pour toutefamille f : X �! S holomorphe propre, donne une appliation naturelle :�f : S �!M s 7! [Xs℄ est holomorphe:(a) Constrution Topologique :Soit a0 2 F telle que p(a0) = �M =[ p(a)=� où a est un objet semi-universelleM est la réunion disjointe des bases des déformations semi-universelles et en identi-�ant les points à �bres isomorphes, i.e. la relation d'équivalene est donnée par s1 � s2si Xs1 ' Xs2.M est un espae topologique qui porte la topologie quotient, il est Hausdor� puisquek est propre.L'hypothèse que l'appliation k est propre nous permet aussi de montrer l'analyitéde ertain ensembles. 57



(2) Constrution analytique :On �xe a un objet semi-universelle et (S; s0) = p(a) la base de l'objet a. On notepar Aut(a0) les automorphismes de a0 et Aut"(a0) les automorphismes de a0 qui seprolonge sur a (même sur un petit voisinage de s0.)On suppose que AutÆ(a0) � Aut"(a0) alors1. a est universelle.2. (S= �) s'identi�e à S=G oùG est un groupe qui agit sur S ;G =Aut(a0)=Aut"(a0).don S= � porte une struture naturelle d'espae omplexe et pour tout g : b �! Tune autre déformation de a0 l'appliation 'g : T �!M est la omposition de T �! Set de S �!M = S=G.Soit �j : S � S �! S la j-ème projetion (j=1,2).p : Isom(��1a; ��2a) �! S � S est propredon �(= Im(k))= Graphe (�) est un sous ensemble analytique de S � S.Dans la suite on dérit brièvement l'ation de Aut(a0) sur la base (S; s0).Soit ' 2 Aut(a0) ei nous donne autre déformation de a0 et on a le diagrammesuivant : a0 '- a0 � i - a A - a�?� - S? � - S?Comme a est universelle, il existe �(') unique telle que AÆ iÆ' = i. Si ' et  dansAut(a0) telles que �(') = �( ) alors les deux déformations assoiées sont isomorphesi.e. ' Æ  �1 2 Aut"(a0). On obtient ainsi la représentation suivante :G = Aut(a0)=Aut"(a0) �! Aut(S; s0)On montre que si �0 est une omposante irrédutible de � qui ontient (s0; s0) alors�0 = f(s; g:s)=s 2 Sg g 2 G.3.2 Espae des Modules des Variétés Compates Com-plexes HyperboliquesDans ette partie, on suit l'approhe de Fujiki [19℄, Shumaher [58℄ pour prouverl'existene de l'espae des modules des variétés kählériennes polarisées. Dans notre as58



les variétés qu'on onsidère sont hyperboliques don polarisées d'une manière naturellepar leur métrique de Royden, qui sont de Finsler.Le point essentiel à prouver est que I = IsomS(X;Y) �! S est propre pour X=Set Y=S deux familles de variétés ompates et hyperboliques.Tout d'abord on ommene par des résultats préliminaires :1. Soient X=S et Y=S deux morphismes d'espaes omplexes propres, on note parDX�SY �! S l'espae des modules de Douady [12℄ assoié à X �S Y �! S.On onsidère I = IsomS(X;Y), l'ouvert de Zariski de DX�SY, qui représente lefonteur ~I : (An=S) �! (Ens) ~I(T=S) = IsomT (X�S T;Y�S T )voir Shuster [59℄.2. Soit � : I �! S un morphisme d'espaes omplexes ave I est un ouvert deZariski dans �I et � se prolonge en �� : �I �! S qui est propre.Alors il existe U un ouvert de Zariski maximal au sens de l'inlusion tel que �soit propre sur U . Il su�t de prendre U = S � ��( �U � U)3. On montre que la l�ture de I dans DX�SY est analytique voir Fujiki [20℄.4. Fujiki[19℄ donne un ritère pour qu'un sous ensemble analytique A � DX=Y soitpropre sur Y via Æ : A �! Y la projetion naturelle.Soient f : X �! Y un morphisme propre, � une 2-forme sur X telle que sarestrition sur les �bres est une (1,1)- forme positive. DX=Y dénote l'espae deDouady relatif et A � DX=Y un sous ensemble analytique ave Æ : A �! Y laprojetion induite par DX=Y �! Y .Dé�nition 3.2.1 On dit que A est borné s'il existe un ouvert de Zariski V etune onstante R > 0 tels que :pour tout d 2 V et Zd � XÆ(d) un représentant de d qui est de dimension pure qon a : Vol(Zd) = ZZd �qÆ(d) � RProposition 3.2.2 Soit A � DX=Y , on suppose que pour tout U � Y on aAU �! U est bornée. Alors A est propre sur Y.Proposition 3.2.3 Soient X=S et Y=S deux familles de variétés hyperboliquesompates alors on a : �I est propre sur S.Démonstration:Soient � : X �! S et � : Y �! S deux appliations holomorphes propres à�bres hyperboliques et fs : Xs �! Ys biholomorphe59



on dénote par �s = Gr(fs) � Xs � YsSoient !1 une 1-1 forme sur X et H1 la métrique assoiée à !1 et !2 une 1-1forme sur Y et H2 la métrique assoiée à !2Le volume de �s = Gr(fs) est donné par :Vol(�s) = ZXs (!1 + f �s!2)koù k est la dimension des �bres.En appliquant la proposition préédente, il su�t de prouver que les volumes �srestent bornés.fKYsg est semi-ontinue inférieurement, il existe 2 une onstante positive telleque H2 � 2KYs don f �sH2 � 2f �s (KYs) � 2KXsfFXsg est semi-ontinue supérieurement, il existe 1 une onstante positive telleque KXs � 1H1.Par onséquentVol(�s) = ZXs (!1 + f �s!2)k � (1 + 12)k ZXs(!1)kor le volume des Xs par rapport à !1 reste borné pour s qui varie dans unompat.Don le volume des �s reste borné. �5. Il reste à prouver que �I = I ou que S = U .Sinon il existe s0 tel que �Is0 6= Is0 et h : � �! �I une ourbe ave h(0) 2 �Is0 n Is0et h�1(�InI) = f0g. On note par �h la omposition de h ave la projetion naturelle�I �! S, on onsidère ensuite (X�S�;�) et (Y�S�;�) les images réiproquesde X=S et Y=S par �=S.l'appliation : X�S � 	���! Y�S �??y ??y� id���! �	 est biméromorphe et biholomorphe sur X �S ��, ette appliation se prolongesur X�S � en une appliation biholomorphe ar X�S � et Y�S � sont des variétésdon Xs0 ' Ys0 par h(0) e qui est absurde.Ce ritère est la �version hyperbolique� du ritère de Matsusaka-Mumford pour lesvariétés polarisées, e même ritère a été démontré par Fujiki [19℄, Shumaher [58℄dans le as des variétés kählériennes polarisées.60



3.3 Espae des Modules des Espaes Complexes Com-pats HyperboliquesOn onsidère le fonteur suivant :F : (An) - (Ens)F (S) = L'ensemble des lasses d'isomorphie des déformations X=S loalement trivialesà �bres ompates hyperboliques .On applique le ritère plus haut pour prouver que le fonteur F possède un espaede module grossier.Par un théorème de Palamodov [53℄, Douady [13℄, Forster-Knorr [18℄ et Grauert[22℄ on sait que :Théorème 3.3.1 Tout espae omplexe ompat possède une déformation semi-universelle.Aussi par un théorème de Flenner-Kosarew [17℄ on a :Théorème 3.3.2 Tout espae omplexe ompat possède une déformation semi-universelleloalement triviale.Il reste don à véri�er que :p : IsomS(X;Y) - Sest propre pour X=S et Y=S deux familles paramétrées dans F .Si X=S etY=S sont deux déformations à �bres hyperboliques ompates, on montrequ'on a :Théorème 3.3.3 la projetion naturelle ~p : BimeS(X;Y) - S est propre.Corollaire 3.3.4 pour S hyperbolique, l'espae BimeS(X;Y) est hyperboliqueDémonstration:Soit fs : Xs - Ys une suite d'appliations méromorphes, on a fsjXsreg : Xsreg - Ysest holomorphe.Soit x0 2 Xs0 un point régulier, en e point la déformation est loalement trivialedon il existe un voisinage U et un S�isomorphisme U ' �n�S par suiteXs\U ' �n.fsjXs \ U : �n - Ys est holomorphe et omme la famille [s2 ~SHol(�n; Ys) estompate pour s 2 ~S un voisinage ompat de s0, on déduit que fs - f uniformé-ment sur tout ompat de X0regD'après les théorèmes de prolongement voir setion 1.4, f se prolonge en ~f :Xs0 - Ys0 méromorphe.On applique la même stratégie à f�1, on déduit que ~p est propre. �En onsidérant les déformations loalement triviales, on montre que p est propre.61



Théorème 3.3.5 On suppose que X=S et Y=S sont loalement triviales alorsp : IsomS(X;Y) - Sest propreDémonstration:On reprend la preuve préédente et on utilise que pour ~S un voisinage ompatqu'on a [s2 ~SHol(M;Ys) est ompat pour M un espae omplexe quelonque, voir lelemme 2.1.7 et la remarque 2.1.10. �On déduit le théorème suivant :Théorème 3.3.6 Le fonteur F est représentable par un espae de module grossier.3.3.1 Deuxième ApproheA partir du raisonnement de la preuve 3.3, on remarque qu'on obtient une appli-ation holomorphe f : Xs0reg �! Ys0 mais f ne se prolonge que méromorphiquementsur Xs0.On onstate alors qu'il su�t d'étudier les onditions pour prolonger f : Xs0reg �!Ys0 sur Xs0 holomorphiquement.On se plae en toute généralité dans le as où X est un espae omplexe, A un sousensemble analytique et Y est ompat hyperbolique.La situation ii et beauoup plus subtile et les théorèmes de prolongements dé-pendent des lieux singuliers de X et de A et même dans la situation où X ne possèdeque des singularités isolées, il est di�ile de donner des onditions sur les singularitéssans faire intervenir la pseudo-distane dX�A.On donne une ondition dans le as des singularités isolées, ainsi une ondition (C)qui ne fait pas intervenir une résolution des singularités dont on n'a pas toujours uneexpression expliite.Il su�t d'étudier le as où A � Sing(X) puisque f se prolonge sur A \Xreg, voirorollaire 1.4.2.Avant de ontinuer, on rappelle la onstrution de la pseudo-distane de Kobayashid�. Dans [37, 38℄, Kobayashi a introduit une nouvelle pseudo-distane d�Y pour simpli-�er les preuves des théorèmes de prolongements de Noguhi.Dé�nition 3.3.7 Soit Y espae omplexe.d�Y = inf� l(�) où � haîne de Kobayashi dans Hol(��; Y )62



Il est faile de prouver les propriétés suivantes :Exemples et propriétés1. d�Y � dY et d�Y = dY dans le as Y est ompat hyperbolique.2. d�� = d� (sur �) et d��� = d� sur ��.3. d�Y est la plus grande pseudo-distane sur Y qui véri�e le prinipe de déroissanepour Hol(��; Y ) entre d�Y et d�.4. d�Z(f(x); f(y)) � d�Y (x; y) pour tout f 2 Hol(Y; Z).La propriété (4) du théorème 1.3.3 qui aratérise la fait que Y est hyperbolique-ment plongé dans Z entraîne qu'il existe une métrique H sur Z telle que dH � dY .Cette dernière estimation peut-être amélioré en dH � d�Y et même en dH � dY;Z.Théorème 3.3.8 Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si il existeune métrique H sur Z telle que pour tout f 2 Hol(��; Y ) on a f �(H) � K� et paronséquent dH � d�YMaintenant, on énone la ondition (C) :Condition (C) : Soient p 2 X et pn et qn deux suites quelonques dans X � A quionvergent vers p alors limd�X�A(pn; qn) - 0.Cette ondition est satisfaite dans les exemples suivants :Exemples 3.3.91. X = � et A = f0g on a : d�X�A = d�.2. X est une variété, A est un sous ensemble analytique de odim � 2 on a d�X�A �dX�A = dX .3. X = �n et A = f(z1; : : : ; zn) : z1: : : : :zk = 0g, (1 � k � n) on a :(�) d�X�A � n:dXL'estimation (*) a été démontrée par Kobayashi voir [37℄ en expliitant une haîne deKobayashi entre �� et ��k ��n�k.Proposition 3.3.10 Soient X est un espae omplexe maximale, A est un sous en-semble analytique et Y est hyperboliquement plongé dans Z.On suppose que (X;A) véri�e la ondition (C). Alors toute appliation holomorphef : X � A �! Y se prolonge holomorphiquement sur X dans ZDémonstration:Assertion : Il existe une métrique H sur Z telle que(��) dH(f(x); f(y)) � d�X�A(x; y) pour tout f 2 Hol(X � A; Y )63



On utilise deux ingrédients : le premier qu'il existe une métrique H sur Z quivéri�e dH � d�Y puisque Y est hyperboliquement plongé dans Z et le deuxième que sif : X � A �! Y est une appliation holomorphe alors d�Y (f(x); f(y)) � d�X�A(x; y)par onséquent on aura dH(f(x); f(y)) � d�X�A(x; y).Pour prouver que f se prolonge sur X, il su�t de prouver qu'elle se prolonge surC(X � A [ fpg; Z) pour tout p 2 X.Pour tout p 2 X, il existe un suite (xn) 2 X � A qui onverge vers p, de lasuite f(xn) on peut extraire une sous suite onvergente, mais dans e as f(xn) estonvergente grâe à l'inégalité (��). De plus ette limite est indépendante de la suite(xn) hoisie, on dé�nit ainsi ~f(p) := limf(xn), ~f est le prolongement ontinue de fsur X. Puisque X est maximale, ~f est holomorphe. �Sous la ondition (C), on peut même prouver les théorèmes d'extension et deonvergene de Noguhi :1er as : X est une variété et A est un diviseur à roisement normauxCe sont les théorèmes de Noguhi �usuels�. Dans e as on a l'estimation (*). Onredémontre es théorèmes de manière enore plus direte en utilisant l'estimation (*)démontrée par Kobayashi [36℄ et le théorème 3.3.11.A partir de (�) et (��), on remarque qu'on a :dH(f(x); f(y)) � :dX(x; y) pour tout f 2 Hol(X � A; Y )et don tout f 2 Hol(X � A; Y ) est -lipshitzienne, par suite on peut appliquerun théorème lassique de topologie sur le prolongement des appliations lipshitziennesuivant :Théorème 3.3.11 Soient f : X0 �! Y une appliation ontinue entre espaes mé-triques où X0 est dense dans X , (Y; dY ) est omplet et f est -lipshitzienne :dY (f(x); f(y)) � :dX(x; y)Alors f se prolonge en ~f : X �! Y ontinue (même -lipshitzienne)L'idée de la preuve est simple, puisque f transforme une suite de Cauhy dans Xen une suite de Cauhy dans Y .Maintenant les théorèmes de Noguhi sont des onséquenes failes de (�) et lethéorème plus haut : il est lair que si fn : X � A �! Y une suite d'appliationsholomorphes, fn se prolonge en ~fn : X �! Z et les ( ~fn) onstituent une familleéquiontinue dans Hol(X;Z) puisqu'ils sont enore -lipshitzienne entre dH et dX i.edH( ~fn(x); ~fn(y)) � :dX(x; y)64



2ème as : X est un espae omplexe et A est un sous ensemble analytique de XInspirés de la aratérisation de plongement hyperbolique voir théorème 1.3.4, Jo-seph et Kwak [42℄ ont introduit une propriété topologique (k) :Propriété k : Soient X et Y deux espaes topologiques, X0 � X un sous espaedense dans X et 
 � C(X0; Y ).On dit que 
 véri�e la propriété k si x 2 X ; y 2 Y et (x�; ��; f�) 2 X0 �X0 � 
une suite tels que : si x� �! x ; �� �! x et f�(x�) �! y alors f�(��) �! y.En utilisant des méthodes purement topologiques, les auteurs montrent les théo-rèmes de prolongement et de onvergene de Noguhi et même plus, voir théorèmep :1242 dans Joseph et Kwak [42℄.Le point essentiel de la preuve : 
 � C(X; Y ) est équiontinue si et seulement si 
est équiontinue de X0 [ f�g dans Y pour tout � 2 XCorollaire 3.3.12 Sous la ondition C les théorèmes de prolongement et de onver-gene de Noguhi restent valablesIl est faile de voir propriété (k) est une onséquene de la ondition (C) puisquedH((f(x); f(y)) � d�X�A(x; y)On onsidère maintenant un as simple où f se prolonge holomorphiquement surtout l'espae.Théorème 3.3.13 Soient X un espae omplexe maximal, f : Xreg �! Y holo-morphe tels que dim S(X)=0 et Y est hyperbolique ompat. Considérons x un pointsingulier et � une résolution des singularités � :M �! V (x) telle que E = ��1(x) estdégénérée i.e. dE = 0. Alors f se prolonge holomorphiquement sur X en ~f : X �! Y .Démonstration:Considérons f Æ�jM�E :M�E �! Y , d'après le Théorème 1.4.1 f Æ� se prolongeen g : M �! Y holomorphe. L'appliation g Æ ��1 : V (x) �! Y est méromorphe etg Æ��1jV (x)�x = f et gjE = un singleton ar dY (g(x); g(y)) � dE(x; y) = 0 pour toutx,y 2 E.Don g Æ ��1 est le prolongement ontinue de f sur V (x). X est maximale alors leprolongement de f est holomorphe. �Théorème 3.3.14 On suppose que les �bres sont maximales. Sous l'une des es ondi-tionsi) la ondition (C) 65



ii) les �bres sont des surfaes à singularités isolées rationnelles.Alors on a p : IsomS(X;Y) - Sest propre, elle est même �ni.Théorème 3.3.15 Il existe un espae de module grossier pour les surfaes omplexesompates hyperboliques à singularités rationnelles ou elliptiques.3.3.2 Troisième ApproheMorphisme ontration des déformationsSoit f : X - Y une modi�ation propre entre espaes omplexes réduits où Yest normale don f�(OX) = OY �On note par :C : la atégorie des anneaux Artiniens loaux de orps résiduel C .DefX ;DefY : C - Ens : le fonteur des déformations de X (resp. de Y ).Soient A 2 C et ~X une déformation de X sur A.Dé�nition 3.3.16 On dit que ~X se ontrate sur ~Y une déformation de Y sur A s'ilexiste le diagramme ommutatif suivant des A-déformations :~X � �X��~fR ��fR~Y � Y	�� 	��A? - �?Si un tel diagramme existe alors ~f�(O ~X) = O ~Y voir Wahl [66℄.De plus Wahl donne une ondition néessaire et su�sante pour ontrater les dé-formations : ~X se ontrate en une déformation ~Y une déformation de Y sur A si etseulement si f�(O ~X) est A� plat si et seulement si f�(O ~X) 
A C - f�(OX) estsurjetive.Il existe une onstrution plus expliite du morphisme ontration � : DefX - DefYsous la ondition que R1f�OX = 0 où f : X - Y est l'appliation birationelle propreonsidérée.
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Soient A 2 C et XA une déformation de X sur A alors XA induit une déformationf�(OXA) de Y sur A :Démonstration:La preuve est par réurrene sur la longueur de A. Si A = C le résultat est lair.Soit A arbitraire et 0 - C - A - A0 - 0une petite extension de A par des C -algèbres. On suppose que la proposition est dé-montrée pour A0. SoientXA une déformation de X sur A et XA0 - A0 la déformationinduite sur A0. On a la suite exate suivante sur X :0 - OX - OXA - OXA0 - 0on applique f� on aura :0 - f�(OX) - f�(OXA) - f�(OXA0 ) - R1f�(OY )mais on a : f�(OX) = OY et R1f�(OX) = 0.On onlut qu'on obtient ainsi (Y; f�(OXA)) une déformation plate de Y sur Apuisque Tor1A(f�(OXA); A0) = 0 et f�(OXA0 ) est A0-plat par hypothèse de réurrene.�L'appliation tangente �(C ["℄) : T1X - T1Y est donnée aussi d'une manière expli-ite où T1X (resp. T1Y ) est isomorphe d'une manière anonique à Ext1(
1X ;OX) (resp.Ext1(
1Y ;OY )) :Soit 0 - OX - F - 
1X - 0 une extension qui représente un élémentdans T1X , on applique f� et on obtient 0 - OY - f�(F ) - f�(
1X) - 0 unesuite exate ar f�(OX) = OY et R1f�OX = 0. Cette extension donne un élément dansExt1(f�(
1X);OY ). Par l'appliation naturelle 
1Y - f�(
X), on obtient un élémentde T1Y = Ext1(
1Y ;OY ).Déformations ÉquisingulièresSoit ~X - X une résolution des singularités de X de diviseur exeptionnel D �~X. On onsidère les déformations équisingulières de X=S de X :D �- ~X - X��~�R 	���S67



où D � - ~X est une déformation logarithmique de D � - ~XUn isomorphisme de déformation entre a = (D � - ~X;X; S) et b = (B � - ~Y;Y; S)est donné par le diagramme suivant sur S.~X - X~Yo ? - Yo?et l'isomorphisme entre ~X et ~Y renvoie D sur B.Voir Huikeshoven[28℄ proposition 2.1 et pour l'aspet formel du fonteur résolutionsimultanée des singularités et le travail de Horikawa [26℄ pour l'aspet onvergent dansle adre analytique.Tout d'abord on montre que le fonteur des résolutions équisingulières est indépen-dant de la résolution hoisie.L'outil prinipal dans e paragraphe est le théorème de fatorisation faible desappliations birationnelles : e théorème dit qu'on peut déomposer une appliationbirationnelle entre deux variétés algébriques lisses omplètes en une suite d'élatementset ontrations de entres lisses, e théorème est déjà onnu pour les surfaes. Cethéorème est du à Abramovih, Karu, Matsuki, Wªodarzyk voir l'exposé L. Bonavero[6℄.Théorème 3.3.17 Soit � : X1 - X2 une appliation birationnelle entre deux va-riétés algébriques omplètes et lisses X1 et X2 sur k un orps algébriquement los.Alors � se déompose en une suite d'élatements et de ontrations de entres lissesi.e. X1 = V0 �0- V1 �1- : : : Vi �i- Vi+1 �i+1- : : : �l�2- Vl�1 �l�1- Vl = X2ave �i ou ��1i est un élatement de entre lisse le long d'une sous variété irrédutible.Dans le as de la géométrie omplexe e théorème se traduit par : Toute appliationbiméromorphe entre variétés ompates projetives se déompose en une suite d'éla-tements et ontrations de entres lisses.En appliquant le théorème de fatorisation faible, on onstate que étant donnée unerésolution des singularités alors toutes les autres résolutions sont obtenues à partir deelle i par une suite d'élatements et de ontrations de entres lisses.SoientX un espae omplexe ompat, � : Y - X une résolution des singularitésde diviseur exeptionnel D = [Di à roisement normaux où Di sont des hypersurfaeslisses et ' : Z - Y un élatement de entre lisse C.68



On sait qu'il existe une ontration '� : Def(Z) - Def(Y ) puisque '�(OZ) = OYet que R1'�OZ = 0. '� : Def(Z) - Def(Y ) [Z℄ 7! [Y℄On note par ESY (A) les lasses d'isomorphie des déformations D1; : : :Dn � - Ysur A de D1; : : :Dn � - Y qui se ontratent sur X. C'est un sous fonteur des dé-formations de Y .Il existe une appliation naturelle : ESY (A) - DefA(X):Il est faile de voir grâe à la aratérisation des ontrations des déformations deWahl que si Y se ontrate sur X si et seulement si Z se ontrate aussi, puisque'�(OZ) = OY .Don '� induit une appliation naturelle entre ESZ(A) et ESY (A):Assertion : L'appliation '� est surjetive.Ainsi on aura que l'image de ES dans Def(X) est indépendante de la résolutionhoisie.Soit Y une déformation de Y sur A, il existe un reouvrement Vi de Y telle que :Yi ' Vi�A. Soit Z la déformation de Z donnée loalement par Zi = '�1(Vi)�A surA (es moreaux se reollent bien) et on obtient Z une déformation de Z sur A.Il reste maintenant à véri�er que ette onstrution est indépendante de la lassed'isomorphie de la déformation de Y .Soient Y et Y 0 deux déformations de Y isomorphes dans ESY (A) qui se ontratentsur DefX(A). D'après la propriété universelle des appliations monoïdales on onstatequ'il existe un isomorphisme entre Xi � A et Xi � A ave Xi = '�1(Vi) dans lediagramme ommutatif suivant :Xi � A � - Xi � AYi ' Vi � A? �- Vi � A ' Y 0i?où les �èhes vertiales sont des élatements le long de Ci �A, puisque Ci �A estenvoyé sur Ci � A.Remarques 3.3.18Brieskorn et Artin [2℄ ont onstruit dans le as d'une surfae à singularité ration-nelle double une résolution équisingulière modulo un hangement de base �ni. Pluspréisément si X - S est une déformation semi-universelle de (X0; x0), alors il69



existe Y - T telle que le diagramme suivant ommute :Y - X � � X0T? '- S?� � s0?ave1. Y - X est propre surjetive.2. T - S est surjetive �ni.3. Y - T est lisse.4. Pour tout t 2 T , le morphisme Yt - X'(t) est une résolution minimale dessingularités.De plus e diagramme est une résolution semi-universelle des déformations équi-singulières voir [28℄ et Burns-Wahl[8℄.Maintenant on s'intéresse à prouver que p est propre dans le as des déformationséquisingulières assez partiulières.Soient a=(D � - ~X;X; S) et b=(B � - ~Y;Y; S) deux déformations équisingu-lières ave :1. Pour s 2 S, les �bres Xs (resp. Ys) sont hyperboliques, ompats, maximales àsingularités isolées.2. Pour tout s 2 S, ~Xs nDs (resp. ~Ys n Bs) est hyperboliquement plongé dans ~Xs(resp. ~Ys).Soient (sn) une suite dans S qui tend vers s0 et (fn; gn) des isomorphismes quiréalise le diagramme ommutatif suivant :~Xsn gn�- ~YsnXsn� ? fn�- Ysn�?où� : ~X - X, � : ~Y - Y sont les résolutions simultanées des singularitésassoiées aux objets a et b et gn(Dsn) = Bsn .D'après le théorème 4.4.2 du hapitre 4, par passage à une sous suite on peutsupposer que gn onverge uniformément sur tout ompat vers g : ~Xs0 �- ~Ys0 un70



isomorphisme qui véri�e g(D0) = B0 i.e. g renvoie le diviseur exeptionnel de ~Xs0 surelui de ~Ys0On dé�nit alors f = � Æ g Æ ��1, f est une appliation biméromorphe, de plus fest un isomorphisme entre Xs0reg et Ys0reg . Si x0 est un point singulier de Xs0 alorsf(x0) = � Æ g(Ds0) = �(B0) = fy0g et on obtient le diagramme ommutatif suivant :~Xs0 g�- ~Ys0Xs0� ? f�- Ys0�?Remarque 3.3.19(1) Si on suppose qu'on peut déformer un hemin 0 reliant deux points réguliersdans une �bre distinguée et qui touhe les lieux singuliers un nombre �ni de fois enun hemin ~0 qui est dans les lieux réguliers ave jL(0) � L( ~0)j � " où L() est lalongueur de  par rapport à la métrique de Kobayashi-Royden. La proposition 2.1.4de la semi-ontinuité supérieure est essentielle pour prouver que f0 est lipshitzienne,don prolongeable sur Xs0reg(2) Si on proède réiproquement et on arrive à prouver que f0 est un isomorphisme,on utilise des résolutions des singularités anoniques voir [5℄ pour obtenir g qui est unisomorphisme ave f Æ � = � Æ g i.e. l'isomorphisme f se remonte en un isomorphismeg.
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Chapitre IVEspae des Modules des VariétésHyperboliquement Plongées





Chapitre 4Espae des Modules des VariétésHyperboliquement PlongéesL'espae des modules des appliations holomorphes d'une variété ompate dansun espae hyperboliquement plongé i.e. Hol(X; Y ) où X est une variété ompate et Yest hyperboliquement plongé dans Z a été étudié préédemment par Noguhi [50, 46℄,il a montré que et espae est un ouvert de Zariski dans un sous espae ompat deHol(X;Z) et que l'appliation évaluation est holomorphe ei peut-être vu ommeune version �non ompate� du théorème de struture de Douady. Suzuki [61, 62℄ agénéralisé les résultats de Noguhi, il remplae l'espae du départ par X � A où Xest un variété ompate et A un diviseur à roisement normaux. Il montre qu'on ades propriétés analogues sur Y (Y est hyperboliquement plongé) omme dans le asompat, je ite par exemple les théorèmes de �nitude de Surj(X; Y ), en partiulier deAut(Y ) et Hol(X; Y; k) l'espae des appliations holomorphes de rang k est un ouvertet fermé dans Hol(X; Y ).On onstruit l'espae des modules des variétés hyperboliquement plongées. Danse adre la distane relative de Kobayashi joue un r�le ruial ainsi que le ritère deplongement hyperbolique d'un sous espae qui est une généralisation du théorème deBrody dû à Zaidenberg, Urata et Green.La stratégie de la onstrution utilise le ritère de Shumaher pour prouver l'exis-tene d'un espae de modules grossier qui repose sur la véri�ation de deux points : lepremier onsiste à démontrer l'existene d'une déformation semi-universelle le seondque la projetion naturelle de IsomS(X;Y) �! S est propre sur S pour X=S et Y=Sdeux familles paramétrées.4.1 Déformations LogarithmiquesSoient X une variété ompate et D un diviseur à roisement normaux simples i.e.D = [Di où Di sont des hypersurfaes lisses.75



On onsidère le ouple (X;D) tel que XnD soit hyperboliquement plongé dans X,dans e as il est même hyperbolique omplet (D est un diviseur de Cartier)Exemples 4.1.11. L'espae projetif omplexe P n(C ) et D une réunion de (2n + 1) hyperplans enposition générales, on a P n(C )nD est hyperboliquement plongé dans P n(C ) voirGreen[24℄, il est même de ourbure setionnelle négative voir Babets [3℄ aussi lestravaux de Dethlo�-Shumaher-Wong [10, 11℄, Siu.2. Dans le as irrédutible, la situation est beauoup plus ompliquée, en général ledegré est très grand par rapport à la dimension de l'espae. On rappelle la onje-ture de Kobayashi : une hypersurfae générique de degré d est hyperbolique, sonomplémentaire est hyperboliquement plongé dès que d � 2n+ 1.Zaidenberg a prouvé qu'il existe une ourbe lisse de degré d � 5 dans P 2(C ) (resp.une surfae de degré � 350 dans P 3(C )) de omplémentaire hyperboliquementplongé dans P n(C ) (resp. dans P 3(C ))Dans e paragraphe, on dérit les déformations du ouple (X;D) où X est unevariété ompate et D est un diviseur à roisement normaux simples selon le travail deKawamata [30℄. La théorie de déformations des variétés ompates a été développéepar Kodaira-Spener, l'existene d'une déformation semi-universelle a été prouvé pourKuranishi. Dans e adre le faiseau tangent joue un r�le essentiel pour dérire lesobstrutions et la onstrution du omplexe otangent.On s'intéresse qu'au as où D est un diviseur de Cartier dans la variété X ar siCodimD � 2 on a dXnD = dX et don XnD est hyperboliquement plongé dans X. Onrappelle les dé�nitions suivantes :Dé�nitions 4.1.21. Soient X une variété omplexe et D est un diviseur de Cartier.On dit que D est diviseur à roisement normaux simples si D = [hi=1Di où Diest une hypersurfae lisse.2. Soit X une variété omplexe, une ompati�ation non singulière de X est unevariété �X omplexe ompate telle que �D = �XnX est un diviseur à roisementsnormaux simples3. Soit le triplet (X; �X; �D)qui est une ompati�ation de X.On appelle une famille de déformations logarithmiques le 7-upletsF = (X; �X; �D; ��; S; s0; �	) véri�ant :(i) �� : �X �! S est une submersion lisse, propre.(ii) �D est un diviseur de Cartier et X = �Xn �D(iii) �	 : �X �! ���1(s0) est un isomorphisme et 	(X) = ���1(s0) \ X76



(iv) �� est loalement une projetion ainsi que sa restrition sur �D i.e. pour tout pdans �X, il existe U un voisinage de p et � un isomorphisme � : U �! V �W oùV = ��(U) et W = U \ ���1(��(p)) tels que le diagramme suivant est ommutatif :U ����! V �W��??y pr1??yV id���! Vet on a �(U \ �D) = V � (W \ �D)4. Soient X une variété omplexe et D un diviseur de Cartier, le faiseau tangent lo-garithmique TX(logD) est le sous-faiseau de TX qui onsiste aux dérivations deOX qui envoient JD dans JD où JD est l'idéal qui dé�nit D i.e. TX(logD) est lefaiseau des automorphismes in�nitésimaux de X qui renvoient D sur lui même.On montre omme dans le as lassique qu'on a H1 (X; T (logD)) = DefC ["℄(X;D)l'espae des déformations logarithmiques du ouple (X;D), on dé�nit ainsi l'ap-pliation de Kodaira-Spener :%s0 : TS; s0 �! H1 (X; T (logD))Desription loale de TX(logD) voir Itaka[29℄On se plae toujours dans les mêmes onditions énonées plut haut : X est unevariété omplexe, D est un diviseur à roisement normaux.On note par z1; : : : ; zn des oordonnées loales de X autour de x 2 X et que D estdonné (loalement) par D = fz1 : : : :zk = 0g1. si x 62 D alors TX(logD)x = OX;x2. si x 2 D alors TX(logD)x est engendré par fz1 ��z1 ; : : : ; zk ��zk ; ��zk+1 ; : : : ; ��zngomme OX;x-module.Son dual 
X(logD)x le faiseau des 1-formes logarithmiques est engendré parfdz1z1 ; : : : ; dzkzk ; dzk+1; : : : ; dzng omme OX;x-module.Remarque 4.1.3 On peut dé�nir aussi les espaes des jets logarithmiques d'ordressupérieurs voir Noguhi [49℄.Comme dans le as d'une déformation d'une variété omplexe, on a es résultats :(i) Si F = (X; �X; �D; ��; S; s0; �	) est une famille telle que %s0 est surjetive et S estlisse alors F est une famille verselle.(ii) Si H1( �X; T (logD)) = 0 alors (X; �X;D) est rigide i.e. toute déformation estglobalement triviale. 77



(iii) Si H2( �X; T (logD)) = 0 alors la base de la déformation semi-universelle de(X; �X;D) est lisse.Dans [30℄, Kawamata a démontré le théorème suivant d'existene de déformationsemi-universelle logarithmique :Théorème 4.1.4 Pour (X; �X;D) une ompati�ation lisse de X, il existe une dé-formation semi-universelle dans la famille des déformations logarithmiques.On donne ii une preuve alternative :Soient D - T une déformation semi-universelle loalement triviale, on saitqu'une telle déformation existe d'après Flenner-Kosarew [17℄ et X - S une dé-formation semi-universelle de X.Soit R = (MorT�S(DT�S;XT�S); i) - T � S alors il existe un R- morphismeDR � - XR. Cette �èhe est une déformation verselle de D � i- X. Par la théoriegénérale de la déformation, il existe une déformation semi-universelle, don le premierpoint du ritère est démontré.Remarque 4.1.5 Il existe une �èhe naturelle :DefC ["℄(X;D) �! DefC ["℄(X)qui est en général ni injetive ni surjetive.En e�et, il existe une suite exate ourte au niveau des faiseaux :0 �! TX(log(D)) �! TX �! ND �! 0qui induit une suite longue au niveau de la ohomologie :: : : �! H0(X;ND) �! H1(X; TX(log(D)) �! H1(X; TX) �! H1(X;ND) �! : : :et on a es isomorphismes :H1(X; TX(log(D)) w DefC ["℄(X;D) désigne l'ensemble des lasses d'isomorphie desdéformations logarithmiques du ouple (X;D) sur C ["℄.H1(X; TX) w DefC ["℄(X) l'ensemble des lasses d'isomorphie des déformations de(la variété) X sur C ["℄.4.2 Espaes Hyperboliquement Plongés et Caratéri-sationsOn donne ii deux aratérisations pour qu'un espae soit hyperboliquement plongésemblable à eux de l'hyperboliité. La première est au niveau in�nitésimal et ladeuxième est omparable à la propriété de Landau qui sont équivalentes et on peutmême donner une relation entre les deux onstantes R = 1 .78



Proposition 4.2.1 Soit H une métrique sur Z.Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour tout p 2 Y , il existeW un voisinage de p et  > 0 tels que K1Y � H sur W \ YProposition 4.2.2 (Propriété de Landau) On suppose que Y est relativement om-pat dans Z.Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement si pour tout p 2 Y , il existeW un voisinage de p et R > 0 tels quesup fjf 0(0)j : f 2 Hol(�; Y ) et f(0) 2 Wg � Rles preuves sont semblables à la proposition 2.0.17Il y a aussi l'analogue de e théorème pour la famille FY;Z, voir Kobayashi [38℄.Plus préisément on a e théorème :Théorème 4.2.3 Soit Y � Z un ouvert de Zariski d'adhérene ompate.On a les équivalenes suivantes.1. Y est hyperboliquement plongé dans Z2. Pour toute métrique H sur Z, il existe  une onstante positive telle que f �(H) �K� pour tout f 2 FY;Z.3. dY;Z(p; q) > 0 pour tout p 6= q 2 �Y .Proposition 4.2.4 On a les équivalenes suivantes :1. Y est hyperboliquement plongé dans Z.2. Pour toutes suites pn , qn 2 Y telles que pn ! p; qn ! q ave p, q 2 Y , sid�Y (pn; qn)! 0 alors p=q .Démonstration:Pour la ondition néessaire on a Y est hyperboliquement plongé dan Z don ilexiste une métrique H sur Z telle que dH � d�Y d'où le résultat.Pour la ondition su�sante : il su�t d'après le théorème 1.3.3 de démontrer l'asser-tion (2)du théorème mais par rapport à la distane dY , le résultat déoule de l'inégalitésuivante : d�Y � dY . �4.3 Critère de Brody pour les Espaes Hyperbolique-ment Plongés et le Théorème de Stabilité4.3.1 Théorème de BrodyLe ritère de Brody est un outil simple et très utile pour la aratérisation del'hyperboliité dans le as où l'espae est ompat.79



X est hyperbolique si et seulement si il n'existe pas de droite omplexe dans X.On rappelle qu'une droite omplexe est une appliation holomorphe h : C �! Xnon onstante telle que jh0(z)j �  pour tout z 2 C .L'analogue du théorème de Brody pour les espaes hyperboliquement plongés a étéprouvé par Urata [64℄, Green[23℄ et Zaidenberg[68℄.Dé�nition 4.3.1 Soient Y un ouvert relativement ompat de Z, f : C �! Z est unedroite omplexe qui provient de Y si pour tout R > 0 il existe une suite fn : �R �! Ytelle que fn �! fj�R uniformément sur tout ompat.En modi�ant légèrement la démonstration du théorème de Brody, Urata[64℄ aprouvéThéorème 4.3.2 Soient Z un espae omplexe et Y un ouvert relativement ompatdans Z alors Y est hyperboliquement plongé dans Z si et seulement il n'existe pas dedroites omplexes qui proviennent de YDe la même manière Zaidenberg, Lang [45℄ prouvent même plus :Théorème 4.3.3 Soient Z un espae omplexe et Y un ouvert relativement ompatdans Z et Un une suite déroissante d'ouverts telle que \nUn = Y . On suppose queauun des Un est hyperboliquement plongé dans Z. Il existe une suite hn : C �! Z quiprovient de Un et hn onverge uniformément vers h : C �! Z et que h(C ) � YMaintenant on s'intéresse au as où Y = ZnA où A est un diviseur de Cartier.Cei a été étudié par Green et Zaidenberg.Théorème 4.3.4 Soient Z un espae omplexe, Y un ouvert de Zariski tels que A =ZnY un diviseur de Cartier, si(i) Il n'existe pas de droite omplexe dans Y(ii) Il n'existe pas de droite omplexe dans AAlors Y est hyperboliquement plongé dans ZPlus préisément on a :Théorème 4.3.5 Soient Z un espae omplexe et A un diviseur de Cartier et Y =ZnA. Alors Y est hyperboliquement plongé dans Z si les deux onditions suivantessont véri�ées :1. Il n'y a pas de droite omplexe dans Y2. Pour toute partition d'indie I[J = f1; 2; : : : ; mg, il n'y a pas de droite omplexedans \i2IAi � [j2JAjPour prouver l'inverse on a un résultat dû à Zaidenberg[70, 72℄ qui s'avère su�santoù il onsidère le as d'un diviseur à roisements normaux simples i.e A = [0�i�kAioù Ai est une hypersurfae lisse.On a le lemme suivant dû à Zaidenberg qui utilise le résultat de Siu [60℄
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Lemme 4.3.6 Soient Z une variété omplexe et A un diviseur de Cartier, Areg dé-signe le lieu des points réguliers de A. Alors toute appliation holomorphe f : �R �!Areg peut-être approximé par une appliation sur �r à valeurs dans ZnA pour toutr < R.En utilisant e lemme, Zaidenberg prouve l'inverse du théorème 4.3.5 :Théorème 4.3.7 (Zaidenberg[70, 72℄) Soient Z une variété omplexe et A = [Aiun diviseur à roisements normaux simples, Ai est une hypersurfae lisse. Si Y esthyperboliquement plongé dans Z alors1. Il n'y a pas de droite omplexe dans Y2. Pour toute partition d'indie I[J = f1; 2; : : : ; mg, il n'y a pas de droite omplexedans \i2IAi � [j2JAjVoir aussi le résultat de Zaidenberg où il onsidère une partition de A en stratesuivant la multipliité.4.3.2 Théorème de StabilitéLes théorèmes de stabilité sont des appliations diretes du théorème de Brody etses variantes.Dans ette setion, on onsidère le as des espaes hyperboliquement plongés.Soient � : X �! S une appliation holomorphe propre, submersive et s0 2 S, Dun diviseur de Cartier dans X et on pose X = XnDCe théorème de stabilité est du à Kobayashi[38℄ p :149.Théorème 4.3.8 (Théorème de stabilité) On onserve les mêmes notations plushaut.On suppose que D\Xs0 est un diviseur à roisements normaux simples. Si Xs0 esthyperboliquement plongé dans Xs0 alors il existe un voisinage ouvert U de s0 tel queXU est hyperboliquement plongé dans XUEn partiulier pour tout s 2 U on a Xs est hyperboliquement plongé dans XsDémonstration:D = [1�i�mDi une réunion de omposante irrédutible.On note Di = Di\Xs0 , Di est lisse et on dé�nit D = [1�i�mDi qui est un diviseurdans Xs0 à roisements normaux simples.Soit Un une suite déroissante d'ouverts hyperboliques voisinage de s0 telle que\nXUn = Xs0 .Si XUn n'est pas hyperboliquement plongé dans X, il existe hn : C �! XUn unedroite omplexe qui provient de XUn et hn onverge uniformément sur tout ompatvers h : C �! X d'après le théorème 4.3.3.Par le théorème d'Hurwitz on a hn(C ) � X ou hn(C ) � \i2IDi � [j2JDjenore par le théorème de Hurwitz on aura h(C ) � X ou h(C ) � \i2IDi �[j2JDj81



Considérons maintenant l'appliation holomorphe � Æ hn : C �! Un, elle estonstante puisque Un est hyperbolique soit sn = � Æ hn don hn : C �! Xsn quiprovient de XsnPuisque sn �! s0 on aura h(C ) � Xs0 ou h(C ) � \i2IDi � [j2JDj .a.d. qu'ilexiste une droite omplexe dans Xs0 ou dans \i2IDi � [j2JDj ei implique par lethéorème 4.3.7 que Xs0 n'est pas hyperboliquement plongé dans Xs0 �4.4 Espae des Modules des Variétés Hyperbolique-ment plongéesAprès es résultats intermédiaires dans les setions préédentes, on montre qu'ilexiste un espae des modules des variétés hyperboliquement plongées.On utilise omme d'habitude la théorie des déformations pour onstruire un telespae des modules et on applique le ritère de Shumaher.Théorème 4.4.1 Il existe un espae des modules des variétés hyperboliquement plon-gées pour la famille des déformations logarithmiques.Soit (X;D;X) une ompati�ation de X et on suppose que X est hyperboli-quement plongé dans X. On onsidère une déformation logarithmique de e triplet(X;D;X).On applique le ritère de Shumaher à notre situation : le premier point quionsiste à démontrer l'existene d'une déformation semi-universelle est véri�é d'aprèsle travail de Kawamata[30℄. Il reste à prouver que si on onsidère deux déformationslogarithmiques qu'on les note par (X;X;D; S) et (Y;Y;B; S), les �bres Xs = (X)ssont des variétés omplexes de dimension m.Théorème 4.4.2 L'appliation naturellek : IsomS((X;D); (Y;B)) �! S est propre.Cet ensemble IsomS((X;D); (Y;B)) porte une struture naturelle d'espae om-plexe sur S omme sous espae de IsomS(X;Y) voir Fujiki [20℄.Démonstration:Soit ~fn 2 IsomS((X;D); (Y;B)) une suite d'isomorphisme entre (X;X;D; S) et(Y;Y;B; S) i.e. ~fn : Xsn �! Y sn un isomorphisme tel que ~fn(Xsn) = Ysn (ou~fn(Dsn) = Bsn) et sn une suite dans S qui onverge vers s0.En appliquant le théorème de stabilité on peut supposer que X est hyperbolique-ment plongé dans X et de même pour Y.La déformation logarithmique est loalement triviale sur X et sur D.Don pour x 2 Xs0 un point dans la �bre spéiale, il existe un ouvert U dans Xtel que U est isomorphe au produit �m � S et U \ X = ��k ��m�k � S.82



On note par fn = ~fn � X. Si on restreint fn sur U \ Xon a fn � U \ X : ��k ��m�k �! Ysn ,! Y.dY;Y(fn(x); fn(y)) � dYn;Y n(fn(x); fn(y)) � d�Yn(fn(x); fn(y)) � d���k��n�k(x; y) � md�m(x; y)Pour tout x; y 2 ��k ��m�kA partir de ette inégalité, je déduis que la famille Hol(��k ��m�k;Y) est relati-vement ompat dans Hol(�m;Y) par onséquent fn onverge uniformément sut toutompat vers f et f se prolonge sur �m en ~f et ~fn onverge uniformément sur toutompat vers ~f .Comme B est un diviseur de Cartier don f(X) � Y ou f(X) � B (et don~f(X) � B).On applique le même raisonnement à f�1n , on déduit qu'il existe g et ~g tels queg = ~g � Y , g(Y ) � X ou g(Y ) � D (et don ~g(Y ) � D) , ~f Æ ~g = id et ~g Æ ~f = id.Don ~f et ~g sont des isomorphismes tels que f(X) = Y et g(Y ) = X i.e. f 2IsomS((X;D); (Y;B)) �Remarque 4.4.3Si on onsidère des déformations plus générales que elles onsidérées plus haut dutriplet (X;D;X) elles sont données par le diagramme suivant :D � i- XQQQQs S� ?et que D soit plat sur la base S et non néessairement loalement triviale. On saitqu'il existe une déformation semi-universelle dans ette famille.Pour le deuxième point, d'après e qui préède il est lair qu'on peut onstruireune appliation f0 : X0 �Dsing �! Y0 mais on ne peut pas la prolonger en général.
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