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1 TQFT et la tour de groupes modulairesIntrodution. Les onstrutions d'invariants quantiques de vari�et�es de dimension 3 font r�ef�erene auxth�eories onformes de hamps rationnelles (RCFT) en dimension 2, en partiulier au mod�ele de Wess-Zumino-Witten pour le groupe SU(2). C'est surtout le as des papiers �erits par les physiiens, qui ont �et�ed'abord onern�es par l'�etude des RCFT dans les ann�ees quatre-vingt et ensuite par les th�eories quantiquesde hamps topologiques (TQFT) en dimension 3.La premi�ere d�e�nition d'une CFT a �et�e formul�ee par Segal. Dans la litterature (physique) on renontreplusieurs notions de CFT qui r�epondent plutôt aux exigenes physiques qu'�a la rigueur math�ematique.On mettait en �evidene soit l'alg�ebre hirale et la fontion de partition ave l'ation du groupe modulaireSL(2;Z), ou enore les blos onformes et la forme de Sugawara assoi�ee et l'identit�e de Ward (�equivalente�a la platitude d'une onnexion dans un �br�e). Une version partiuli�erement attirante pour les topologuesest l'approhe de Moore et Seiberg ([16℄), qui s'inspir�e du programme de Grothendiek.Notre premier but est de donner une formulation enore plus pr�eise de la CFT ombinatoire de Mooreet Seiberg. On prouve que le groupoide de dualit�e admet une pr�esentation expliite par les g�en�erateurs etles relations onjetur�ees par Moore et Seiberg (et Grothendiek). La preuve utilise des id�ees de J.Harer,A.Hather et W.Thurston, et am�eliore la preuve non-publi�ee K.Walker. Un de nos r�esultats interm�ediairesa �et�e obtenu ind�ependamment par A.Hather, P.Lohak et L.Shneps dans [12℄, et une autre preuve a �et�edonn�ee par B.Bakalov et A.Kirillov Jr. (voir [3, 4℄) en utilisant des moyens di��erents.Ave ette d�e�nition de la CFT notre r�esultat prinipal dans ette setion est l'�equivalene des TQFTen dimension 3 aux CFT en dimension 2. Il faut noter que ette �equivalene a �et�e impliite dans plusieurspapiers. D'abord la onstrution de E.Witten d'invariants topologiques des vari�et�es de dimension 3 �etaitbas�ee sur le mod�ele WZW (orrespondant au groupe de Lie SU(2)) de la RCFT. Peu apr�es L.Crane,M.Kontsevih, T. Kohno et ensuite P.Degiovanni ont montr�e qu'�a haque RCFT on peut assoier un invarianttopologique des vari�et�es de dimension 3, et plus g�en�eralement une TQFT. Notre r�esultat montre que etteonstrution est universelle. Remarquons aussi que la donn�ee d'une RCFT ombinatoire est pr�esque lamême hose qu'une at�egorie modulaire dans le sens de V.Turaev ([18℄).Invariants de 3-vari�et�es. Soit M�;� la tour des groupes de lasses d'hom�eomorphismes (des surfaesompates orient�ees �a bord). On a une multipliation multivalente� :Mg �Mh �!Mg+h;donn�ee par �(x; y) = f~x℄~y;�g(~x) = x; �h(~y) = yg � Mg+h. Ii �� : M�;1 �! M� est la projetionanonique et ℄ :Mg;1 �Mh;1 �!Mg+h est le morphisme induit par le reollement des hom�eomorphismes.D�e�nition 1.1 Une repr�esentation hermitienne tensorielle (abr�eg�e r.h.t.) de la tour M� (orrespondantaux surfaes ferm�ees) est la donn�ee suivante:1. Une famille d'espaes vetoriels omplexes W� munis des formes hermitiennes non-d�eg�en�er�ees <;>.Soit U(Wg) le groupe des transformations lin�eaires de Wg qui pr�eservent la forme hermitienne.2. Une struture tensorielle 
 : Wg �Wh �! Wg+h (famille d'appliations bilin�eaires) ompatible avela struture hermitienne (voir la suite).3. Une famille de repr�esentations �� :M� �! U(W�) telles que< �g+h()(x 
 y); x0 
 y0 >=< �g(a)x; x0 >< �h(b)y; y0 >;pour tout x; x0 2Wg; y; y0 2Wh; a 2Mg; b 2Mh;  2 �(a; b) �Mg+h.La r.h.t. �� est dite ponder�ee s'il existe un veteur wg 2Wg (le veteur vide) qui satisfait les onditions:2



4. wg+h = wg 
 wh pour tous g; h.5. Soit M+g �Mg le sous-groupe des hom�eomorphismes qui s'�etendent au tore solide de genre g. Alors�g()wg = wg; pour tout  2M+g :6. d =< w1; �1(�)w1 >6= 0, o�u � = " 0 �11 0 # 2 SL(2;Z) =M1.Soit M3 une vari�et�e ferm�ee et orient�ee de dimension 3 et M3 = Tg [' Tg un sindement de Heegaard endeux tores pleins de genre g qui se reollent le long de la surfae �g = �Tg, en utilisant l'hom�eomorphisme' 2Mg. Soit �� une r.h.t.p.(onder�ee). On posef��(M3) = d�g < �g(')wg ; wg >2 C:On veri�e failement que le nombre f��(M3) 2 C ne d�epend pas des hoix faits, don f�� est un invarianttopologique des vari�et�es ferm�ees et orient�ees. R�eiproquement, tout invariant f des vari�et�es ferm�ees etorient�ees de dimension 3 qui est multipliatif ('est-�a-dire f(M℄N) = f(M)f(N)), et sensitif �a l'orientation('est �a dire f(M) = f(M)), d�etermine une r.h.t.p. �� telle que f = f��. Cette r.h.t.p. n'est pas unique,mais il existe une onstrution anonique et universelle (voir [2, 5℄). De ette mani�ere on arrive �a assoieraux surfaes �g de genre g un espae vetoriel Wg.D�eoupages de surfaes et des espaes assoi�es. On va onsid�erer dans la suite que <;> est positiveet les espaes W� sont de dimension �nie.Soit � = f1; 2; :::; 3g�3g un syst�eme de ourbes qui d�eomposent la surfae �g en pantalons et � legraphe dual �a la d�eomposition. On assume que la r.h.t.p. �� est ylique, 'est �a dire que Wg est l'espaevetoriel engendr�e par l'orbite �g(Mg)wg. On note par t le twist de Dehn le long du erle  plong�e dans�g. Soit v un sommet du graphe � et 1; 2; 3 2 � les erles orrespondants aux arêtes inidentes ausommet v. Soit Z(�; v; (a1; a2; a3)) = fx 2Wg; �g(ti)x = aixg �Wg:On a un morphismeM0;3 !Mg (d�etermin�e par la position du sommet v) e qui donne Z(�; v; (a1; a2; a3)) lastruture de C [M0;3℄-module. Remarquons que M0;3 �= Z3, est engendr�e par les twists de Dehn le long desomposantes du bord. Le module Z(�; v; (a1; a2; a3)) sinde dans une somme direte de C [M0;3℄-modulessimples (et yliques) qui sont deux-�a-deux isomorphes et dont la lasse d'isomorphisme on la d�enote parW (�; v; (a1; a2; a3)). On prouve que W (�; v; (a1; a2; a3)) ne d�epend pas du hoix du d�eoupage �, ni dusommet v, or du genre g, et don on peut le r�ebaptiser W (a1; a2; a3). D'autre part l'ensemble des valeurspropres (et leurs inverses) des twists de Dehn de ourbes de � est un sous-ensemble �ni L � C qui, luiaussi, ne d�epend pas du d�eoupage hoisi.Proposition 1.1 Supposons que la r.h.t.p. �� est ylique, unitaire, de dimension �nie et le veteur wg estunique en haque genre. Alors on a la d�eompositionWg i�'Ml2L Ov2V (�)W (l(e1(v)); l(e2(v)); l(e3(v)));o�u V (�) est l'ensemble des sommets de �, L est l'ensemble des oloriages des arêtes de � (ave l'ensembledes ouleurs L) et fe1(v); e2(v); e3(v)g sont les arêtes inidentes au sommet v. Ci-dessus � est le graphedual d'un d�eoupage �etendu (qui peut ontenir des erles qui bordent)3



Notons que L engendre une alg�ebre ommutative, l'alg�ebre de fusion, ave la multipliationi � j =Pk dimW (i; j; k) � k. La plupart des th�eories sont d�etermin�ees par l'alg�ebre de fusion.D�e�nition du groupoide de dualit�e (ou de Teihmuller). Le pas suivant est de voir que etted�eomposition est �equivariante dans un sens large, par rapport aux ations des groupes modulaires dessurfaes d�eoup�ees.L'objet qu'on aimerait onsid�erer est la tour des groupes modulaires ave la struture (dite tensorielle)additionnelle induite par les reollements des surfaes. Les ambiguit�es in�erentes �a la d�e�nition du reollementd'hom�eomorphismes font que ette multipliation est bien d�e�nie seulement pour les surfaes rigides. Enpartiulier le adre alg�ebrique naturel est elui des 2-groupoides. Rappelons qu'un 1-groupoide est uneat�egorie dont les morphismes sont des isomorphismes.D�e�nition 1.2 Un 2-groupoide C est une at�egorie ayant les propri�et�es suivantes:1. La olletion des objets O(C) est une at�egorie elle-même, qui est un 1-groupoide ave une loi deomposition assoiative 
, qui donne O(C) la struture d'une at�egorie tensorielle (strite). Ca veutdire que les objets dans O(C) sont des ensembles d'homomorphismes Hom0(u; v) d'une at�egorie C0.La omposition Hom0(u; v) �Hom0(v; w)! Hom0(u;w) est la struture tensorielle 
.2. Sur les morphismes de C on a une omposition Æ de groupoide et une struture tensorielle
 : Hom(X;X 0)
Hom(Y; Y 0) �! Hom(X 
 Y;X 0 
 Y 0);induite par 
 sur O(C) et ompatible ave la omposition.L'exemple entral est le 2-groupoide de transformations des strutures rigides sur les surfaes. Une d�eompositionDAP de la surfae � est une d�eomposition dans des surfaes �el�ementaires: disques, anneaux et pantalons,d�etermin�ee par une olletion de ourbes simples ferm�ees tra�ees sur la surfae �. Une struture rigideonsiste dans une DAP-deomposition ave la struture additionelle suivante:1. une num�erotation des surfaes elementaires;2. pour haque surfae �el�ementaire �0 on a une num�erotation de ses omposantes de bord, par 1 si �0est un disque, 1 et 2 si �0 est un ylindre, et 1, 2 et 3 si �0 est un pantalon (une sph�ere �a trois trous);3. une param�etrisation de haque omposante du bord C de �0 par S1 = fz; jzj = 1g (la param�etrisation�etant ompatible ave l'orientation de �0 ave la onvention \le premier en d�ehors") de telle faon queles param�etrages des deux surfaes �el�ementaires voisines sont l'une la onjugu�ee omplexe de l'autre;4. des ars disjoints plong�es dans haque �0 reliant ei� (ave � > 0 petit) sur la j-i�eme omposante dubord et e�i� sur la j + 1-i�eme omposante. On app�elle es ars les outures.5. une ordre sur les surfaes �el�ementaires, suivant le type topologique.Les strutures rigides seront onsid�er�ees modulo isotopie. Dans e ontexte les objets de la at�egorie C0sont des erles et les homomorphismes sont les strutures rigides sur les surfaes �a bord.D�e�nition 1.3 Le groupoide de dualit�e D (ou de Teihmuller) est le groupoide de transformations desstrutures rigides, qui onsiste en: 4



1. La olletion des objets (�; r), qui sont des strutures rigides sur des obordismes. Don � est unesurfae, dont le bord �� est sind�e �� = �+� [ ���, ave des num�erotations pour les omposantesonnexes de �+� et ��� respetivement, et r est une struture rigide sur �.2. Les morphismes entre (�; r) and (�0; r0) sont les paires � = ('; ), o�u ' : � �! �0 est un hom�eomorphismepr�eservant le sindement du bord (don � = �0) et  : '(r) �! r0 est un hangement de la struturerigide. On identi�e deux morphismes s'ils sont �equivalents par la relation suivante:(a) ('; ) � ('0; ) si ' et '0 sont isotopiques;(b) ('; ) � ('0; 0) si 0 = '�('0�)�1, o�u '� est l'appliaton induite par l'hom�eomorphisme ' auniveau des strutures rigides.3. Une omposition naturelle des morphismes et une struture tensorielle:(a) Au niveau des objets le produit tensoriel (inomplet) est donn�e par: (�; r)
 (�0; r0) = (�
�0; r
r0), o�u �
�0 est la somme onnexe de � and �0, identi�ant les derni�eres k omposantes de ���ave les premi�eres k omposantes de �+�0. Le nombre k est un param�etre du produit tensoriel.Maintenant r 
 r0 est la struture rigide induite par le reollement.(b) Au niveau des morphismes, le produit tensoriel induit des appliations:Hom((�; r); (�0; r0))
Hom((~�; ~r); (~�0; ~r0)) �! Hom((�; r)
 (~�; ~r); (�0; r0)
 (~�0; ~r0)):D'autres versions pour le groupoide de Teihmuller peuvent être obt�enues en restreignant les reollementadmissibles. Par exemple on onsid�ere seulement des reollement le long d'un seul erle, ou bien pour��� = �+�0. Le th�eor�eme de pr�esentation i-dessous a des r�eformulations immm�ediates dans es as.Remarquons que la tour M�;� se plonge dans le groupoide. On assoie �a ' 2 M(�) l'�el�ement (1; '�) 2Hom((�; r); (�; '(r))), o�u '� est la transformation de la struture r dans '(r).Une pr�esentation du groupoide de Teihmuller. Une version faible d'une onjeture de Grothendiekrevue par Moore et Seiberg aÆrme que le groupoide de dualit�e est engendr�e par les �el�ements suivants (voirles dessins pour plus de pr�eision):� T1 le twist de Dehn autour du meridien du tore ave un trou, T1 2M1;1.� S 2M1;1 qui hange la struture rigide omme l'�el�ement � 2 SL(2;Z).� B23, le tressage, qui �ehange les deux erles 2 et 3 du bord du pantalon (remarquer la transformationsdes outures).� R, la permutation ylique de la num�erotation des omposantes du bord d'une surfae �el�ementaire.� P , la transposition qui �ehange les nombres assoi�es �a deux surfaes elementaires du même typetopologique.� Consid�erons la sph�ere �a quatre trous �0;4 = S2 � d1 [ d2 [ d3 [ d4. Soit e un erle plong�e qui s�epared1 [ d2 et d3 [ d4 et f le erle qui s�epare d1 [ d4 et d2 [ d3. Soit F la transformation des struturesrigides qui �ehange e ave f , en gardant les outures.� Les appliations D et A qui orrespondent �a la ontration des disques et des anneaux respetivement.Le r�esultat suivant �etablit une pr�esentation pour le groupoide de dualit�e (voir [9℄ pour la preuve):5
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Th�eor�eme 1.1 Le 2-groupoide de dualit�e D admet la pr�esentation suivante:G�en�erateurs T1; R;B23; F; S;A;D; P et leur inverses.Relations (�equations de Moore-Seiberg). Les indies nous disent sur lesquels des fateurs d'un produittensoriel on agit et la struture tensorielle est impliite.1. pour une sph�ere �a trois trous:� T1B23 = B23T1, T2B23 = B23T3, T3B23 = B23T2, o�u T2 = RT1R�1 et T3 = R�1T1R,� B223 = T1T�12 T�13 ,� R3 = 1,� RB23R2B23RB23R2 = B23RB23R2B23,2. relations d�e�nissant les inverses:� P (12)F 2 = 1,� T�13 B�123 S2 = 1,3. relations d�eduites des singularit�es triangle:� P (13)R(2)F (12)R(2)F (23)R(2)F (12)R(2)F (23)R(2)F (12) = 1,� T (1)3 FB(1)23 FB(1)23 FB(1)23 = 1,� B�123 T�23 ST�13 ST�13 S = 1,� R(1)(R(2))�1FS(1)FB(2)23 B(1)23 = FS(2)T (2)3 (T (2)1 )�1B(2)23 F ,4. relations d�eduites des groupes sym�etriques:� P 2 = 1,� P (23)P (12)P (23) = P (12)P (23)P (12).5. relations onernant les anneaux et les disques:� A(12)D(23) = A(23)D(12),� A(12)D(13)3 = A(13)D(13)3 F ,� A(12)A(23) = A(23)A(12)� SD = DS.CFT et TQFT. On peut maintenant formaliser la d�e�nition d'une CFT ombinatoire, omme suit:D�e�nition 1.4 Une CFT ombinatoire (respetivement rationnelle) est une repr�esentation unitaire dugroupoide de duali�te (de dimension �nie).Le r�esultat prinipal de ette setion est:Th�eor�eme 1.2 Toute r.h.t.p. ylique, unitaire, de dimension �nie et de veteur wg unique provient d'uneCFT. 7



Remarque 1.1 Les exemples int�eressants sont des invariants de vari�et�es de dimension 3 ave une strutureadditionelle (e.g. p1-struture). Celle-i orrespond �a une extension entrale de haque groupe modulaireMg, ou enore �a une repr�esentation projetive du groupoide de dualit�e.Retrouver la TQFT �a partir de la CFT. Soit M3 un obordisme orient�e entre �+M et ��M . AlorsM3 = C+ [' C� se d�eompose en deux orps de ompression. La pr�esene d'automorphismes non-triviauxdes omposantes du bord impose l'addition d'une struture suppl�ementaire. On �xe don des struturesrigides (�g; �;� � �g) sur �g, o�u � est le graphe des outures et � le deoupage. Soit C un orps deompression obtenu en attahant des anses d'indie 2 le long des erles 1; 2; :::; s � �g (qui bordent dansTg) au ylindre �g � [0; 1℄. On suppose que le d�eoupage � ontient les erles d'attahement. Supposonsque l'autre bord du orps C est onnexe don 'est la surfae �h ave h = g � s (�a part quelques sph�eresS2). Soit X = �g � s[i=1 i � [�"; "℄ s[i=1 di1 [ di2;o�u i � [�"; "℄ � �g sont des voisinages r�eguliers disjoints des i's, et di1; di2 sont des disques (disjoints)plong�es proprement dans Tg qui bordent i�f"g et i �f�"g respetivement. Alors X est hom�eomorphe �a�h[jS2. On onsid�ere les erles fi; i 2 Ag qui restent dessin�es sur �h (en partiulier quelque erles parmiles 1; :::; s). Alors 0� = fi; i 2 Ag est un d�eoupage �etendu sur �h. La trae du graphe � dans �h est unplongement �0 � �h du graphe dual de 0�. On obtient ainsi le transport de la struture rigide de �g surl'autre bord du orps de ompression. Un oloriage l de �0 est admissible si l(x) = 1 pour x 2 f1; 2; :::; sg.Un oloriage admissible l s'�etend �a un oloriage le de � par 1. On trouve une appliation injetiveZ(C) : Wh i�0' Ml admissibleW (0; l) 'Ml W (�; le) �Ml W (�; l) i�'Wg;o�u W (�; l) =Nv2V (�)W (l(e1(v)); l(e2(v)); l(e3(v))). Revenons au obordisme M3 sind�e omme avant. On�xe des strutures rigides �+ = '�� sur la surfae de reollement �g. Soit �+ et �� les strutures rigidessur �+M et ��M obt�enues par transport, en utilisant les deux orps de ompression C+ et C�.Th�eor�eme 1.3 L'invariant f des vari�et�es ferm�ees orient�ees d�etermin�e par la r.h.t.p. �� s'�etend �a uneTQFT par la formule f(M3; �+; ��) = d�gZ(C+)� Æ �g(') Æ Z(C�):Commentaires. On a un r�esultat similaire pour les repr�esentations projetives qui orrespondent auxinvariants des 3-vari�et�es fram�ees. N�eanmoins il parait que ette extension entrale joue un role entraledans les questions li�ees �a la lassi�ation des 3-vari�et�es. Remarquer aussi que l'on peut d�eduire de de lalasse de Virasoro de l'alg�ebre de Lie des hamps vetoriels sur S1.On peut envisager de onstruir des espaes de modules de TQFT. Pour trouver des objets raisonables ilfaudrait qu'on se restreint aux repr�esentations du groupoide de Teihmuller dans une famille d'espaes �x�ee.L'espae de modules orrespondant est l'espae de representations du groupoide, qui g�en�eralise l'espae derepr�esentations d'un groupe disret dans un groupe de Lie (modulo onjugaison). On v�eri�e sans peine quela repr�esentation triviale est isol�ee, en utilisant les �equations de Moore-Seiberg. On pense que es espaesde modules sont de dimension 0, de ette faon ayant une autre expliation pour le fait que les invariantssont d�e�nis seulement aux raines de l'unit�e. Il y a des arguments en faveur de ette aÆrmation. Dans le8



as des groupes quantiques on peut r�eup�erer toute la at�egorie modulaire �a partir de l'alg�ebre de fusion,par exemple pour SL(n;C) (les r�esultats sont dus �a D. Kazdan et H.Wenzl).Une question naturelle est la onstrution d'un groupe modulaire universel, qui devrait ontenir tous lesgroupes modulaires de surfaes �a bord, tout en respetant la struture tensorielle de la tour. Un tel groupeserait une version disr�ete du groupe de di��eomeorphismes du erle, et on devrait pouvoir les omparer aumoins au niveau in�nit�esimal. On mentionne qu'il y a des andidats pour le groupe universel en genre 0, li�esau groupe de Thomson. On utilise pour a une surfae de genre 0 ave les bouts mod�el�es sur un ensemblede Cantor.La propri�et�e essentielle d'une TQFT est l'axiome du reollement. Ca permet de aluler la valeur pourune vari�et�e en fontion des valeurs assoi�ees aux vari�et�es obtenu�es en la d�eoupant le long d'une surfaeplong�ee. Pour ertaines TQFT (omme elle d�erite i-dessus) on peut onsid�erer des d�eoupages le longd'une famille de surfaes, qui pourraient s'interseter transverselement le long des erles. Pour une familleenore plus petite de TQFT on peut aller jusqu'aux oupures les long des oins, o�u les moreaux �el�ementairessont des boules topologiques. Ces le as des th�eories de type Turaev-Viro. Cette propriete don fait que lesTQFT sont alulables, mais l'int�eration ave la g�eom�etrie est absente.Les GQFT (i.e. les th�eories quantiques de hamps g�eom�etriques), sont des QFT dont l'axiome dureollement n'est pas toujours valide. Notre mod�ele est la th�eorie de jauge pour le groupe de Lie non-ompatSL2(R). On restreint les d�eoupages admissibles pour l'axiome du reollement aux d�eoupages le long dessurfaes inompressibles (plong�ees). Ca rend le alul r�eursif de la th�eorie assez diÆile ar beauoup de3-vari�et�es ne sont pas Haken. Il faudrait don remplaer les sommes statistiques par des formules int�egrales,par exemple en int�egrant une d�emi-densit�e sur l'espae de modules de onnexions plates.Appliations des TQFT �a la d�etetion des bouts des vari�et�es ouvertes. Les appliations onnuesdes TQFT �a la topologie des vari�et�es de dimension 3 se r�esument aux estimations du genre de Heegaard ainsiqu'�a la d�e�nition du module de Turaev-Viro, qui g�en�eralise le module d'Alexander. Nous avons onsid�er�eune autre appliation, bien que dans la même lign�e de raisonement, la d�et�etion des bouts non-triviaux des3-vari�et�es ouvertes. La d�e�nition des invariants �a l'in�ni est similaire �a elle du module de Turaev-Viro (voir[7, 6℄).Consid�erons une TQFT Z en dimension 3 et W 3 une 3-vari�et�e ouverte. Soit Kn � int(Kn+1) � :::une suite asendante de sous-vari�et�es ompates de odimension 0 dont la r�eunion est W 3. Les vari�et�esinterm�ediares Vj = Kj+1 � int(Kj) sont des obordismes entre les bords �Kj and �Kj+1. On hoisit desstrutures rigides arbitraires sur les bords. Le fonteur Z d�e�nit alors une suite de morphismesZ : Z(�Kj)! Z(�Kj+1);qui forme un syst�eme indutif d'espaes vetoriels. On d�e�nit Z1(W 3) omme la limite indutive du syst�emei-dessus. Il est un invariant topologique, assoi�e aux bouts de la vari�et�e W 3. L'int�erêt de l'invariant estde pouvoir d�eteter le genre �a l'in�ni. Par d�e�nition le genre �a l'in�ni est l'in�mum du genre maximal dessurfaes inffsupn g(�Kn)g, l'in�mum �etant pris sur toutes les suites asendantes fKng. En partiulier unevari�et�e qui est simplement onnexe �a l'in�ni est de genre 0 �a l'in�ni, ar les surfaes interm�ediaires sont dessph�eres.Il est �evident que, pour toute TQFT r�eduite ('est-�a-dire que Z(S2) �= C) et toute vari�et�e W 3 de genre0 �a l'in�ni on a dimZ1(W 3) � 1. Par des aluls expliits on va montrer que e test est e�etif.L'exemple typique de vari�et�e qui n'est pas simplement onnexe �a l'in�ni est la vari�et�e de Whitehead.Rappelons ette onstrution: soit T0 ,! T1 le plongement des tores solides du dessin i-dessous, qui esthomotopiquement trivial. Il existe un hom�eomorphisme h de la sph�ere S3 tel que h(T0) = T1. On onsid�erealors les it�erations de h et on pose Wh3 = Sn�0 hn(T0).9



Figure 6: L'inlusion des toresProposition 1.2 Si Z est la sl2(C)-TQFT en niveau 3 alors dimZ1(Wh3) = 2, o�u Wh3 est la vari�et�e deWhitehead.Une question naturelle se pose dans e ontexte: est-e que les invariants �a l'in�ni alulent des approxima-tions suÆsamment bonnes pour le genre �a l'in�ni des vari�et�es ouvertes? Dans toute la g�en�eralit�e on prouveque la r�eponse est n�egative. En e�et ils existent des vari�et�es (non-ontratibles) ayant le genre �a l'in�ninon zero mais dont les invariants �a l'in�ni (assoi�es aux CFT) sont triviaux (voir [7℄). Pour les vari�et�esontratibles par ontre, les exemples qu'on a trait�es sugg�ereraient une r�eponse aÆrmative.Conjeture 1.1 Soit ZG;k la TQFT assoi�ee �a l'alg�ebre de Lie G en niveau k. Soit W 3 une vari�et�e ouverteontratible de dimension 3, ayant le genre �a l'in�ni g(W 3). Alors on a:supG;k dim(ZG;k)1(W 3)dim(ZG;k(�g(W 3)�1)) > 1:D'autres aluls par S. Abhir et C.Blanhet dans le as G = sl(2;C) et W 3 la vari�et�e de Whiteheadonfortent ette onjeture.Les groupes modulaires. On a vu que les repr�esentations des groupes modulaires Mg d�eterminent laTQFT, et permettent le alul des fonteurs pour les obordismes. R�eiproquement, on peut envisagerd'obtenir de nouvelles informations sur la struture des \mapping lass" groupes en utilisant des TQFTexpliites.Soit �g la repr�esentation du groupe modulaireMg, en genre g, assoi�ee �a la SU(2)-TQFT. Il �etait onnu(surtout dans la ommunaut�e physique int�eress�ee aux th�eories onformes de hamps) que l'image de �1 est�nie, pour toutes les valeurs du niveau l. La pr�euve est due �a P.Gilmer (voir [11℄). Ce r�esultat �etait sugg�er�ed'ailleurs par le fait que les invariants de Reshetikhin-Turaev des espaes lentiulaires ne prennent qu'unnombre �ni de valeurs, pour un niveau �x�e. Les aluls expliits de C.Blanhet et G.Masbaum, G.Wrightmontrent que l'image de �g est �nie pour les petites valeurs de l = 4; 6, en tout genre. Des r�esultats partielset des questions reli�ees �a la lassi�ation des CFT alg�ebriques ont �et�e disut�ees dans [15, 17℄. Le probl�emede la �nitude de l'image de �g est don motiv�e tant pour les topologues, que pour les physiiens. Notrer�esultat prinipal est (voir [8℄) le suivant:Th�eor�eme 1.4 L'image de �g (pour les TQFT assoi�ees �a SU(2) ou SO(3), dans les versions BHMV ouReshetikhin-Turaev) est in�nie pour tout g � 2 et niveau l 6= 2; 3; 4; 6, ave l 6= 10 si g = 2.La preuve a �et�e simpli��ee dans la plupart des as par Masbaum [14℄ qui a trouv�e un �el�ement expliitd'ordre in�ni, en utilisant la même id�ee. Nous onsid�erons un sous-groupe de Mg, isomorphe �a M0;n, et onalule la restrition de la repr�esentation �g �a M0;n (sur un sous-espae invariant). Cette repr�esentation du10



groupe de tresses pures Pn s'�etend naturellement au groupe de tresses. On montre que elle-i est en faitla repr�esentation anonique du groupe de tresses dans l'alg�ebre de Temperley-Lieb (aux raines de l'unit�e).V.Jones avait onsid�er�e es repr�esentations et prouv�e que leur image est in�nie, sauf quelques exeptions.L'identi�ation de sous-repr�esentations du groupe modulaire ave des repr�esentations expliites du groupede tresses (aux raines de l'unit�e) est int�eressante en soi-même. Une appliation dans \quantum omputing"a �et�e r�eemment onsid�er�ee par M. Freedman, M.Larsen et Z.Wang dans [10℄, o�u on am�eliore l'in�nitudei-dessus par un r�esultat de densit�e (pour des valeurs partiulieres du niveau).D'autre part on obtient des informations sur la struture des groupe modulaires, en g�en�eralisant ler�esultat de Humpries ([13℄), qui repondait au probl�eme 28 pos�e par J.Birman dans [1℄, p.219:Corollaire 1.1 Les groupes quotient Mg=N(tl) par le normalisateur de la l-i�eme puissane d'un twist deDehn t sont in�nis si g � 3, l � 3.Remarquons que la preuve de Humpries ([13℄) utilise la repr�esentation de Jones pour M2, qui se onstruitomme suit: on remarque queM2 est un quotient du groupe de tresses B6 et on v�eri�e que la repr�esentationde l'alg�ebre de Heke assoi�ee au diagramme de Young retangulaire fatorise par M2. Pour g > 2 on onremplae B6 par B2g+2 et on trouve une repr�esentation d'un sous-groupe propre de Mg, le entralisateurde l'involution hyp�erelliptique. Une pr�esentation de e sous-groupe a �et�e donn�ee par J.Birman et H.Hilden.Bibliographie1. J. Birman, Braids, links and mapping lass groups, Ann. Math.Studies, Prineton Univ. Press, no.82, 1974.2. C. Blanhet, N. Habegger, G. Masbaum and P. Vogel, Topologial quantum �eld theories derived from the Kau�man braket,Topology, 34(1995), 883-927.3. B. Bakalov and A. Kirillov, Jr., On the Lego-Teihmller game, Transformation Groups, 5 (2000), 207{244.4. B. Bakalov and A. Kirillov, Jr., Letures on tensor ategories and modular funtor, AMS Publiations, to appear.5. L.Funar, 2+1-D TQFT and 2-D RCFT, Commun.Math.Phys. 171 (1995), 405-458.6. L.Funar, TQFT for general Lie algebras and appliations to open 3-manifolds, J.Math.Si., Univ of Tokyo, 4(1997), 121-181.7. L.Funar, TQFT and the Whitehead manifold, J.Knot Theory Its Ramif., 6(1997), 13-30.8. L.Funar, On the TQFT representations of the mapping lass groups, Pai� J. Math., 188(1999), 251-274.9. L. Funar and R. Gela, On the groupoid of transformations of rigid strutures, J.Math.Si., Univ of Tokyo, 6(1999), 599-646.10. M. Freedman, M.Larsen et Z.Wang, A modular funtor whih is universal for quantum omputation, quant-ph/0001108.11. P. Gilmer, On the Witten-Reshetikhin-Turaev representations of mapping lass groups, Pro. Amer. Math. So. 127(1999),2483-2488.12. A. Hather, P. Lohak and L.Shneps, On the Teihmuller tower of mapping lass groups, J.Reine Angew. Math. 521(2000), 1-24.13. S.P.Humpries, Normal losures of powers of Dehn twists in mapping lass groups, Glasgow J. Math. 34(1992), 313-317.14. G.Masbaum, An element of in�nite order in TQFT-representations of mapping lass groups, Nenka, Hanna (ed.), Low dimensionaltopology, Contemporary Math. 233(1999), 137-139.15. S.D.Mathur and A.Sen, Group theoreti lassi�ation of rational onformal �led theories with algebrai haraters, Nul.Phys. B,327(1989), 725-743.16. G. Moore and N. Seiberg, Classial and quantum �eld theory, Commun. Math. Phys. 123(1989), 177-254.17. Y.S.Stanev and I.T.Todorov, On the Shwarz problems for the dsu(2) Knizhnik-Zamolodhikov equation, Lett. Math.Phys. 35(1995),123-134.18. V. Turaev, Quantum invariants of knots and 3-manifolds, vol. 18, de Gruyter Studies in Math., 1994.11



2 Invariants de noeuds et relations �eheveauIntrodution. John Conway a montr�e qu'une normalisation onvenable du polynôme d'Alexander d'unnoeud v�eri�e la relation skein (�eheveau) suivante:r !�r ! = (t�1=2 � t1=2)r0� 1A�Etant donn�e un diagramme planaire d'un noeud on peut toujours hanger quelques roisements pour que lenouveau diagramme repr�esente le noeud trivial. De ette mani�ere on peut utiliser la relation skein i-dessuspour un alul r�eursif de r, quoique et algorithme est assez lent (exponentiel).Dans les ann�ees quatre-vingt Vaughan Jones a d�eouvert (voir [7℄) un nouvel invariant, le polynôme deJones, v�eri�ant une relation di��erente, mais semblable �a elle de r omme suit:t�1V  !� t V  ! = (t�1=2 � t1=2)V 0� 1ACette relation a �et�e apr�es �etendue en remplaant le fateur (t1=2 � t�1=2) par une nouvelle variable x, et onobtient l'invariant HOMFLY. L'invariant assoi�e se sp�eialise �a la fois au polynôme d'Alexander et elui deJones, pour des valeurs partiuliers des param�etres. Le polynôme de Kau�man est l'autre extension onnuepour le polynôme de Jones, qui satisfait une relation skein pour les diagrammes non-orient�es ette fois. Pluspr�eisement les formules: � !+� ! = z � !+� !!�� � = a� ( )d�e�nissent un invariant d'isotopie r�eguli�ere d'entrelas, qui peut être r�enormalis�e (en utilisant la torsion dudiagramme orient�e) pour qu'il soit un vrai invariant. Quelques manipulations �el�ementaires montrent que �v�eri�e une relation skein ubique:�0BBB� 1CCCA = (1a + z) � !� (za + 1)�0� 1A+ (1a) �0� 1AOn ne sait pas si ette relation est aussi suÆsante pour le alul reursif des valeurs de � (on dirait alorsque la relation skein est omplete). Une onjeture de Montesinos et Nakanishi aÆrmerait qu'une relationubique non-orient�ee est ompl�ete.Ces invariants ont �et�e depuis g�en�eralis�es omme invariants quantiques assoi�es aux alg�ebres de Lie (superLie et) et leur repr�esentations. Turaev ([8℄) a aussi identi��e les polynômes de HOMFLY et Kau�man aveles invariants qu'on obtient �a partir des s�eries An et Bn; Cn;Dn respetivement. En e qui onerne lesalg�ebres exeptionnelles Kuperberg ([6℄) a donn�e une desription de l'invariant G2 par des relations skeinexpliites qui font intervenir des diagrames de graphes trivalents.Noter que tout invariant d�eriv�e d'une R-matrie R satisfait une relation skein du type:12



nXj=0 aj * 9>>>=>>>; j twists + = 0:Ces relations skein satisfaites par les invariants sont li�ees �a la th�eorie des repr�esentations de l'alg�ebrede Hopf assoi�ee �a R. En partiulier on ne onnait pas des relations skein expliites (et ompletes) pourd'autres invariants et on s'attend que les invariants quantiques assoi�es aux autres (super) alg�ebres de Lie(de rang sup�erieur) satisfassent des relations polynômiales d'ordre au moins 4.Pour toutes es raisons la reherhe d'un syst�eme omplet de relations parmi lesquelles une relation estubique est partiuli�erement diÆile et int�eressante. Nous avons approh�e e probleme dans [4℄ pour unevaleur partiuli�ere des param�etres et dans le as g�en�eral dans [5℄. On obtient des invariants d'entrelas quisont r�eursivement alulables et qui sont di��erents des polynômes de HOMFLY et Kau�man, bien qu'il estpossible qu'ils soient des ombinaisons lin�eaires des ablages des deux polynômes. La preuve ombinatoireest une extension de l'approhe de Jones dans [7℄.L'invariant ubique. Le r�esultat prinipal de ette setion est l'existene de l'invariant ubique:Th�eor�eme 2.1 Ils existent deux invariants d'entrelas I(�; �) et I(z; Æ) qui sont uniquement d�e�nis par lesrelations skein du dessin i-dessous (et par leur valeur sur le noeud trivial, qui est traditionellement 1). Cesinvariants prennent valeurs dans Z[�; �; (�2 � 2�)��=2; (�2 + 2�)��=2℄(H(�; �)) ;et respetivement Z[z��=2; Æ��=2℄(P (z; Æ)) ;o�u �� 1 2 f0; 1g est le nombre de omposantes mod 2 etH(�; �) := 8�6 � 8�5�2 + 2�4�4 + 36�4� � 34�3�3 + 17�3 + 8�2�5 + 32�2�2 ��36��4 + 38�� + 8�6 � 17�3 + 8;et respetivement P(z; Æ) := z23 + z18Æ � 2z16Æ2 � z14Æ3 � 2z9Æ4 + 2z7Æ5 + Æ6z5 + Æ7:Ii on d�enote par (Q) l'id�eal engendr�e par l'�el�ement Q dans l'alg�ebre respetive.Les polynômes A;B;C:::; P orrespondant �a I(�; �) sont donn�es i-dessous. Pour obtenir les oeÆientsassoi�es �a I(z; Æ) il suÆt de faire le hangement de variables w = (�z4=(Æz))1=2 , � = �(z7 + Æ2)=(z4Æ) et� = (Æ � z2)=z3 dans le tableau 1.
13
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w = ((�2 + 2�)=(2� � �2))1=2 A = (�2 � �)B = (�2 � ��2 � �) C = (�2 � ��2)D = (1 + 2�� + �2�2 � �3) E = (1 + �� + �2�2 � �3)F = (1 + 2�� � �3) G = (��3 � 2� � 2�2�)H = (��3 � 2�� 2�2� + �2) I = (�4 � �3�2 � 2�2� � 3�)L = (2�3� + 3�2 � �2�3 � ��2) M = (�4 � 2� � 3��2 + �2)N = (1 + 4�� + 3�2�2 � �3 � ��4 � �3) O = (1 + 3�� + 3�2�2 � �3 � ��4)P = (3�2 � �5 � 2�� 3�2� + 4��3)Tableau 1Conjetures and sp�eulations. On onnait atuellement quatre invariants provenant des traes deMarkov sur les alg�ebres de Heke ubiques. Pour tout fateur quadratique Pi du polynôme ubique Qon a une trae de Markov qui fatorise par H(Pi; n) et qui donne omme invariant un r�eparam�etrage dupolynôme HOMFLY. Il y a ensuite le polynôme de Kau�man et �nalement I(�;�) et I(z;Æ) i-dessus. Il existeen fait un inqui�eme invariant, qui a �et�e introduit par Akutsu, Deguhi et Wadati (voir [1℄), en utilisant lesmod�eles exatement r�esolubles de la m�eanique statistique. Il s'agit de l'invariant �a deux variables assoi�eau mod�ele vertex pour N = 3, mais il s'av�ere que e polynôme est une version du polynôme de Jones olori�e.Il est don important de savoir s'il y a une relation alg�ebrique entre es invariants. D'abord on se pose laquestion de savoir si les ind�eterminations engendr�ees par les polynômes H et P sont essentielles.Conjeture 2.1 Il y a une trae de Markov sur H(Q;n) �a valeurs dans une extension alg�ebrique de Z[�; �℄qui rel�eve la trae de Markov sous-jaente �a I(�;�).Remarquons que les polynômes H et P d�e�nissent des ourbes alg�ebriques planes non-rationnelles, don onne peut pas expliiter une variable.Conjeture 2.2 Les invariants ubiques I(�;�) and I(z;Æ) sont des ombinaisons lin�eaires des polynômesJones et Kau�man olori�es.Alg�ebres de Heke ubiques. La premi�ere des relations skeins i-dessus provient des onsid�erations surles quotients ubiques des alg�ebres de groupes de tresses C [Bn ℄. On d�e�nit l'alg�ebre de Heke ubique paranalogie ave les alg�ebres de Heke lassiques (voir [2℄):H(Q;n) = C [Bn ℄=(Q(bj) ; j = 1; : : : ; n� 1) ;o�u Q(bj) = b3j � � b2j � � bj � 1; �; � 2 C et Bn a la pr�esentation standardBn = hb1; : : : ; bn�1 j bibj = bjbi; ji� jj > 1 and bibi+1bi = bi+1bibi+1; i < n� 1 i:Notre but est de onstruir des traes de Markov sur la tour d'alg�ebres de Heke ubiques, qui d�e�nissentdes invariants pour les entrelas. Pour Q(0) 6= 0 on a (voir aussi [3℄):� dimC H(Q; 3) = 24, et H(Q; 3) est une d�eformation de l'alg�ebre du groupe binaire tetra�edral < 2; 3; 3 >d'ordre 24 (isomorphe a SL(2;Z3)).� dimC H(Q; 4) = 96, et H(Q; 4) est une d�eformation de l'alg�ebre du groupe < �2; 3j4 >.15



� dimC H(Q; 5) = 600 et H(Q; 5) est une deformation de l'alg�ebre du groupe GL(2;Z5).� dimC H(Q;n) =1 pour n � 6.Il suit que la d�e�nition direte d'une trae sur H(Q;n), n � 6 est non-triviale. Pour rester dans un ontextede dimension �nie on introduit les quotientsKn(�; �), en rajoutant une relation de plus qui vit dansH(Q; 3).La forme exate de ette relation est:b2 b21 b2+A b21 b22 b21+ B b1 b22 b21+B b21 b22 b1 +C b21 b2 b21+D b1 b22 b1+E b1 b2 b21+E b21 b2 b1+ F b22 b21+F b21 b22+G b2 b21+ G b21 b2 +H b22 b1+ H b1 b22+ I b1 b2 b1 + L b2 b1+ L b1 b2+ M b21 +M b22+ N b1+ O b2 + P = 0o�u les valeurs de A;B; : : : ; P sont elles du tableau 1.Remarque 2.1 Les alg�ebres Kn(�; �) sont de dimension �nie pour tout n.Voii une expliation intuitive du hoix de ette relation. L'alg�ebre H(Q; 3) est s�emi-simple (pour Qg�en�erique) et se d�eompose omme C 3 �M�32 �M3; o�u Mm est l'alg�ebre des matries m�m. L'alg�ebre deHeke usuelle (quadratique) s'obtient si on quotient par le fateur C �M�22 �M3. De même l'alg�ebre deBirman-Wenzl (li�e au polynôme de Kau�man) s'obtient en passant au quotient par C �M22 . Dans notre ason prend le quotient par C 3 .Notre r�esultat prinipal est une ons�equene imm�ediate du r�esultat tehnique i-dessous:Th�eor�eme 2.2 Il y a exatement quatre valeurs de (z; �z) pour lesquelles il existe une (unique) trae deMarkov T sur Kn(�; �) ave les param�etres (z; �z), 'est-a-dire:1. T (xy) = T (yx);2. T (xbn�1) = zT (x);3. T (xb�1n�1) = �zT (x):Le premier ouple (z; �z) est z = (2� � �2)=(�� + 4); �z = �(�2 + 2�)=(�� + 4);et la trae assoi�ee est T�; � : Kn(�; �)! Z[�; �; 1=(�� + 4)℄=(H(�; �)).Les trois autres solutions ne sont pas des fontions rationnelles et 'est plus onvenable de donner �; � et �zomme fontions de z; Æ (Æ = z2(�z + 1)). Plus preisement on pose:T (z; Æ) : K�(�; �)! Z[z�1; Æ�1℄=(P(z; Æ));ou � = (Æ � z2)=z3; � = �(z7 + Æ2)=(z4Æ); �z = �z4=Æ:Quelques propri�et�es. On sait qu'�a partir d'une trae de Markov T on d�e�ni un invariant d'entrelas parla formule: I(x) = � 1z�z�n�12 � �zz� e(x)2 T (x);o�u x 2 Bn est une tresse dont la lôture est l'entrelas L et e(x) est la somme des exposants de x. On trouvedon deux invariants I(�; �) et I(z; Æ). Des aluls expliits montrent que:16



� es invariants distinguent les noeuds ave au plus 10 roisements, ayant les même invariants HOMFLY.Tout omme HOMFLY et Kau�man, ils semblent ne pas distinguer les mutants.� I(�; �) = I(��;��) pour les noeuds amphihirals, et I(�; �) d�etete la hiralit�e de tous les noeuds aveau plus 10 roisements dont la hiralit�e n'est pas d�etet�ee par HOMFLY.Bibliographie1. Y. Akutsu, T. Deguhi et M. Wadati, The Yang-Baxter relation: A new tool for knot theory, Braid group, knot theory and statistialmehanis, Advaned Ser. Math. Phys. vol. 9, 151-200, 1989.2. N.Bourbaki, Groupes et alg�ebres de Lie, IV, V, VI Masson, Paris, 1982.3. H.S.M. Coxeter, Fators of braid groups, Pro. 4-th Canadian Math. Congress, Ban�, 1957, Univ.Toronto Press, 1959, 95-122.4. L.Funar On the quotients of ubi Heke algebras, Commun.Math.Phys. 173(1995), 513-558.5. P.Bellingeri and L.Funar, On polynomial invariants of links satisfying ubi skein relations, math.QA/0009233.6. G.Kuperberg, The quantum G2 link invariant, International Journal of Math., 5(1994), 61-85.7. V.Jones, Heke algebras and a polynomial invariant for knots, Ann. of Math. 126(1987), 335-388.8. V. Turaev, The Yang-Baxter equation and invariants of links, Inventiones Math. 92(1988), 527-553.
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3 Topologie asymptotique des vari�et�es ouvertesIntrodution. Le probl�eme qu'on adresse dans ette setion est l'existene de d�eompositions en anses desvari�et�es ouvertes simplement onnexes, sans anses d'indie 1. En partiulier on s'int�eresse �a la possibilit�ede tuer les 1-anses quitte �a remplaer une vari�e�te ouverte donn�ee par d'autres ayant le même type propred'homotopie.La relation entre la onnetivi�te alg�ebrique et elle g�eom�etrique a �et�e explor�ee d'abord par E.C.Zeeman(see [15℄) en liaison ave la onjeture de Poinar�e. Un espae est dit g�eom�etriquement k-onnexe au sens deZeeman si tout ompat de dimension k s'engou�re dans une boule. On prouve qu'une n-vari�et�e k-onnexe(alg�ebriquement) est g�eom�etriquement k-onnexe au sens de Zeeman si k � n� 3. Notons qu'il n'y a pas dedi��erene entre les vari�et�es ompates et ouvertes. Plus tard C.T.C.Wall ([13℄) a introduit un autre oneptde onnetivit�e g�eom�etrique utilisant les d�eompositions en anses, onept qui a �et�e ensuite d�evelopp�e parV.Po�enaru dans sont travail autour de la onjeture de Poinar�e. Cette fois la k-onetivit�e g�eom�etriqueest une onsequene de la k-onnexit�e alg�ebrique seulement pour les n-varietes ompates dont le dimensionv�eri�e k � n� 4. Po�enaru a �etendu ette notion aux vari�et�es non-ompates de la mani�ere suivante:D�e�nition 3.1 Une vari�et�e non-ompate (possiblement �a bord non-vide) est g�eom�etriquement k-onnexe(abbr�eg�e g.k..) s'il existe une d�eomposition en anses propre et sans d'anses d'indie 1 � j � k.Remarque 3.1 D�eompositions en anses existent pour toutes les vari�et�es, dans les at�egories TOP, PL,ou DIFF, sauf dans le as des vari�et�es topologiques de dimension 4 (quand l'existene des d�eompositionsentraine l'existene d'une struture PL ou DIFF). Pour les vari�et�es ouvertes une telle struture DIFF existetoujours (en dimension 4). Bien que la plupart des r�esultats i-dessous peuvent être prouv�es dans d'autresat�egories, nous allons nous restreindre dans la suite au as des vari�et�es et d�eompositions PL.On se onentrera dans la suite sur la simple onnexit�e g�eom�etrique (g.s..) mais on peut traiter de la mêmefaon les onnexit�es sup�erieures. La g.s.. s'�etend enore �a l'univers poly�edral:D�e�nition 3.2 Un poly�edre non-ompat P est g.s.. au sens faible (abbr�eg�e f.g.s..) si P = [1j=1Kj, o�ules Kj sont des sous-poly�edres ompats ave �1(Kj) = 0. Autrement dit, tout ompat est ontenu dans unsous-poly�edre ompat, simplement onnexe.Notre premier r�esultat est une arat�erisation de la g.s.. en termes alg�ebriques. Comme onsequene ontrouve qu'ils existent des vari�et�es ouvertes simplement onnexes qui ne sont pas g.s.. en toute dimension n(ontrastant ave le as ompat). On demontre qu'il existe en fait une in�nit�e non-d�enombrable de tellesvari�et�es ontratibles (donnant une r�eponse positive �a une question de Wright [14℄).En utilisant les tehniques de Po�enaru [10℄ on montre que la f.g.s.. est un invariant du type propred'homotopie, en dimension di��erente de 4. En partiulier si le produit ave une boule ompate W n �Dkest f.g.s.. alors la variete W n elle-meme est f.g.s.., pour tout k. Ce type de rit�ere a �et�e utilis�e par Po�enaru(voir [2, 11℄) dans sa preuve de la onjeture d'uniformisation en dimension 3, qui aÆrme que le revêtementuniversel d'une 3-vari�et�e ompate �a groupe fondamental in�ni est simplement onnexe �a l'in�ni (don il estR3 si l'on rajoute l'irr�edutibilit�e).La dimension 4 m�erite bien plus d'attention, ar la f.g.s.. et la g.s.. semble ne pas être �equivalentes,et aussi pareque on ne sait pas grande hose sur le nombre minimal des 1-anses d'une 4-vari�et�e ompate.Il est onjetur�e que la plupart des 4-vari�et�es simplement onnexes ne sont pas g.s.. Un probl�eme entralest: 18



Conjeture 3.1 (Conjeture de Po�enaru) Si l'int�erieur de la 4-vari�et�e ompate ontratible �a bord unesph�ere d'homologie est g.s.. alors la 4-vari�et�e ompate est aussi g.s..Un orollaire imm�ediat serait que l'int�erieur d'une 4-vari�et�e de Po�enaru-Mazur est f.g.s.. mais non pasg.s.., ar ertaines vari�et�es ompates ne sont pas g.s.. (la onjeture de g�eom�etrization impliquerait apour toute vari�et�e de Po�enaru-Mazur). La preuve de la derni�ere assertion est due �a Casson, et elle est bas�eesur des solutions partielles positives de la onjeture alg�ebrique suivante ([8, p.117℄ [9, p.403℄):Conjeture 3.2 (Conjeture de Kervaire) Supposons que l'on rajoute un nombre �egal de g�en�erateurs�1; : : : ; �n et relations r1; : : : ; rn �a la pr�esentation d'un groupe non-trivial G, alors le groupe G�<�1;:::;�n><<r1;:::;rn>>qu'on obtient de ette faon est aussi non-trivial.Dans [3℄ on s'attaque �a la onjeture de Po�enaru, plutôt dans le as o�u le bord n'est pas une sph�ered'homotopie. Le r�esultat typique est que la onjeture est vraie pour ertaines types de d�eomposition enanses, mais on ne sait toujours pas si toutes les d�eompositions v�eri�ent es onditions. Notons que laonjeture de Po�enaru i-dessus (dans le as partiulier d'une boule d'homotopie) entrainerait la onjeturede Poinar�e en dimension 3.La arat�erisation des vari�et�es g�eom�etriquement simplement onnexes. On sait que la g.s..est une ons�equene (en dimension 3 �equivalene) de la simple onnexit�e �a l'in�ni. De plus, une simpleappliation du th�eor�eme de Wall ([13℄) montre qu'en toute dimension, sauf la dimension de 4, les f.g.s.. etg.s.. sont �equivalentes (en dimension 3 il faut assumer en plus l'irr�edutibilit�e). Nous allons introduire uneversion alg�ebrique de la f.g.s.., que l'on pourra ensuite tester sur n'importe quelle exhaustion de la vari�et�e.D�e�nition 3.3 Consid�erons la paire (' : A ! B;  : A ! C) de morphismes de groupes. On d�e�nitindutivement le subgroupe G� � C pour tout ordinal �. Soit G0 = C. Si G� est d�e�ni pour tout � < � (i.e.� est un ordinal limite) alors on pose G� = \�<�G�. Ensuite on pose G�+1 = N ( (ker'); G�) / G� pourles autres ordinaux, o�u N (K;G) est le plus petit sous-groupe normal de G ontenant K. Les groupes G�forment une suite d�eroissante de sous-groupes de C. Le lemme de Zorn entraine l'existene d'un in�mum(par rapport �a l'inlusion) des G�, qu'on d�enote par G1 = \�G� (sur tous les ordinaux �). La paire(' : A! B; : A! C) est �-ompressible si  (A) � G� (ou � peut etre aussi 1).D�e�nition 3.4 Le sous-groupe K est plein dans � si N (K;�) = �. Pour une paire omme avant, on ditque � est admissible si  (ker') est plein dans �.D�e�nition 3.5 La paire d'espaes (T 0; T ) est �-ompressible si pour haune des omposantes Sj de �T etVj de T 0 � int(T ) telles que Sj � Vj, la paire (�j�1(Sj)! �1(T ); �j�1(Sj)! �j�1(Vj)) est �-ompressible.Les morphismes sont eux induits par les inlusions. On d�enote par G1(T; T 0) le groupe G1 assoi�e �a lapaire i-dessus.Remarque 3.2 Ces morphismes d�ependent des hoix de points bases dans haque omposante, mais laompressibilit�e n'en d�epend pas.D�e�nition 3.6 La vari�et�e ouverte W n est aux bouts ompressibles (respetivement k-ompressibles) s'ilexiste une exhaustion par des sous-vari�et�es ompatesW n = 1[i=1Ti; Ti � int(Ti+1);telle que: 19



1. toutes les paires (Ti+1; Ti) sont 1-ompressible (respetivement k-ompressibles).2. si Si;j d�enotent les omposantes de �Ti alors le morphisme �j�1(Si;j) ! �1(Ti) induit par l'inlusionest surjetive.3. haque omposante de Ti+1 � int(Ti) intersete Ti le long d'une seule omposante.4. Pour haque i il existe un sous-groupe admissible �i de G1(Ti; Ti+1) qui est de pr�esentation �nie.Th�eor�eme 3.1 Une n-vari�e�te ouverte, simplement onnexe qui est f.g.s.. est aux bouts ompressibles.R�eiproquement, toute vari�et�e ouverte de dimension n � 5, simplement onnexe, aux bouts ompressiblesest g.s..Remarque 3.3 Ce th�eor�eme s'�etend au as des vari�et�es non-ompates a bord, pour une d�e�nition de laf.g.s.. apropri�ee.On voudrait maintenant une rit�ere pratique permettant de d�eider qu'une vari�et�e ne l'est pas g.s.., arl'inexistene d'une exhaustion omme dans l'ennon�e du th�eor�eme est diÆile �a tester.Proposition 3.1 Toute exhaustion fTigi de la vari�et�e f.g.s.. W n ayant la propriete 3. i-dessus (i.e.haque omposante de Ti+1 � int(Ti) intersete Ti le long d'une seule omposante) admet un raÆnementdont les termes ons�eutifs v�eri�ent les onditions:1. toutes les paires (Ti+1; Ti) sont 1-ompressible.2. si Si;j d�enotent les omposantes de �Ti alors l'appliation �j�1(Si;j) ! �1(Ti) induite par l'inlusionest surjetive.3. Pour haque i il existe un sous-groupe admissible �i � G1(Ti; Ti+1) de presentation �nie.On remarque aussi que le premier niveau de la ompressibilit�e est trivial, ar on a montr�e la propositionsuivante:Proposition 3.2 Toute vari�et�e ouverte de dimension n � 5, simplement onnexe est aux bouts 1-ompressibles.Vari�et�es de Whitehead en dimensions sup�erieures. La vari�et�e de Whitehead en dimension 3 estle prototype de la vari�et�e ontratible qui n'est pas simplement onnexe �a l'in�ni, et il y a une in�nit�enon-d�enombrable de telles exemplaires non hom�eomorphes deux-�a-deux.Nous rappelons qu'un espae non-ompat W est simplement onnexe �a l'in�ni (s..i.) (et on �erit aussi�11 (W ) = 0), si pour tout ompat K1 il existe un autre ompat K2 ave K1 � K2 � W , tel que toutlaet dans W �K2 est nul homotope dans W �K1. Certaines auteurs appellent a �1-trivialit�e �a l'in�ni etr�eservent le terme s..i pour le as sp�eial o�u K2 est hoisi tel que W �K2 est onnexe. Dans les as desvari�et�es ayant un seul bout (omme 'est le as des vari�et�es ontratibles) es d�e�nitions sont �equivalentes.La s..i. est une ondition importante de non-sauvagerie des bouts. Elle a �et�e utilis�ee pour la arat�erisationdes espaes eulidiens parmi les vari�et�es ontratibles (Edwards, Wall, Siebenmann et Freedman).En g�en�eral s..i. et g.s.. sont ind�ependantes, ar ils existent des vari�et�es de dimension n � 4 qui sontg.s.. mais qui ne sont pas s..i. En dimension 3 par ontre, e sont des propri�et�es �equivalentes.En utilisant une interpr�etation g�eom�etrique du nombre d'envellopement des deux tores solides, qui seg�en�eralise en toute dimension on prouve que: 20



Th�eor�eme 3.2 Il existe une in�nit�e non-d�enombrable de vari�et�es de type Whitehead en toute dimension.Cei r�epond �a la question de Wright ([14℄).La pr�esene des 1-anses omme invariant du type propre d'homotopie. Contrairement au asompat, o�u la stabilisation permet d'obtenir la simple onnexit�e g�eom�etrique Po�enaru ([10℄) a demontr�e leth�eor�eme suivant:Th�eor�eme 3.3 Si W 3 est une vari�et�e ouverte simplement onnexe de dimension 3 telle que le produitW 3�Dn, ave une boule ompate, admet une d�eomposition sans anses d'indie 1, alors W 3 est simplementonnexe �a l'in�ni.Po�enaru avait demand�e s'il y a une onnexion entre le type simple d'homotopie et la g.s.. en dimension3. La onjeture naturelle serait qu'une vari�et�e de dimension 3 ouverte dont le type simple (in�ni) propred'homotopie est elui d'un CW-omplexe de dimension �nie f.g.s.., est s..i. En utilisant le th�eor�eme deChapman ette aÆrmation orrespond �a remplaer Dn par le ube d'Hilbert dans le th�eor�eme i-dessus. On�etablit dans [5℄ e r�esultat sans demander que le type d'homotopie soit simple:Th�eor�eme 3.4 Si W 3 est une vari�et�e ouverte simplement onnexe de dimension 3 qui a le même typepropre d'homotopie qu'un poly�edre f.g.s.. alors W 3 est s..i.La preuve utilise les tehniques d�evelopp�ees par Po�enaru et le th�eor�eme se g�en�eralise enore au as o�u lavari�et�e W 3 est proprement domin�ee par un polyedre f.g.s.. On dit qu'un poly�edre P domine (proprement)X s'il existe une appliation PL f : X ! P telle que le ylindre Zf = X � [0; 1℄ [f P de f se retrate(proprement) sur X.Remarque 3.4 � Ce r�esultat est purement trois dimensionnel, et il ne s'�etend pas aux dimensionssup�erieures, tel quel. En e�et les vari�et�es de Po�enaru-Mazur Mn sont ompates, ontratibles etMn � D1 = Dn+1, mais �1(�Mn) 6= 0. La derni�ere ondition nous dit que int(Mn) n'est pas s..i.mais on peut montrer que int(Mn)�D1 est g.s.. pour n � 4.� La ondition de propret�e i-dessus est essentielle, ar �11 (W �R) = 0 pour toute n-vari�et�e ontratibleV (n � 3).On a obtenu une autre am�elioration dans un travail ommun ave T.Thikstun ([6℄). L'avantage de etteapprohe est que l'on utilise que des tehniques basiques de la topologie en dimension 3.D�e�nition 3.7 On dit que l'appliation f : X ! U est H3-nontriviale si pour haque ompat K � U ilexiste un ompat L � f�1(K) tel que l'appliation f� : H3(X;X � L)! H3(U;U �K) est nontriviale.On a prouve dans [6℄:Th�eor�eme 3.5 Supposons qu'il existe une appliation H3-nontriviale, f : P ! U3 entre le poly�edre f.g.s..P et la vari�et�e U3. Alors les bouts de U3 sont simples. En partiulier si U3 est simplement onnexe alorsU3 est aussi s..i.Remarque 3.5 Si U3 est un retrat de d�eformation de P ou bien U3 a le même type propre d'homotopie queP alors les onditions du th�eor�eme sont satisfaites et les r�esultats de d'avant s'obtiennent omme orollaire.On a aussi donn�e une extension de e r�esultat en dimensions sup�erieures (voir [3℄:21



Th�eor�eme 3.6 Une n-vari�et�e non-ompate, pour n 6= 4, (respetivement n = 4) qui a le même type propred'homotopie qu'un poly�edre f.g.s.. est aussi f.g.s.. (respetivement elle a les bouts ompressibles).La dimension 4. Casson a montr�e que ertaines 4-vari�et�es (W 4; �W 4) n'ont pas de d�eompositions sansanses d'indie 1, en montrant que si elles y avaient alors �1(�W 4) violerait la onjeture de Kervaire ennon�eeavant. Les arguments de Casson fontionnent dans tous les as o�u la onjeture de Kervaire est veri��ee. Parexemple dans [7℄ il a �et�e prouv�e que la onjeture est vraie pour les sous-groupes des groupes de Lie ompats.Ensuite Rothaus ([12℄) a �etendu e r�esultat aux groupes r�esiduellement �nis. En partiulier l'argument deCasson est valable pour toutes les vari�et�es dont le bord v�eri�e la onjeture de g�eom�etrization. Un argumentsimple �etend enore la validit�e de la onjeture aux groupes ayant un quotient non-trivial qui la v�eri�e.Notre but dans ette setion serait de montrer que la plupart des 4-vari�et�es ontratibles ne sont pasg.s.., et la m�ethode serait la r�edution de ette aÆrmation au as ompat. Pour l'instant on peut utiliser ehemin seulement pour des d�eompositions ayant des propri�et�es additionelles. Le r�esultat prinipal s'ennoneomme suit:Th�eor�eme 3.7 Supossons qu'on a une d�eomposition propre en anses, sans anses d'indie 1, de l'int�erieurd'une 4-vari�et�e de Po�enaru-Mazur V 4. S'il existe une 3-vari�e�te intermediaire M3 (lorsque l'on rajoute lesanses) su�ssament loin, dont� l'homologie est repr�esent�ee par des surfaes disjointes plong�ees et,� le groupe fondamental se projete sur le sous-groupe trivial dans �1(�V 4),alors la vari�et�e ompate V 4 est g.s..D'autre part il existe toujours une olletion de surfaes immerg�ees, qui pourraient avoir des intersetionsnon-triviales, et des auto-intersetions le long des ourbes null-homologues, qui v�eri�ent les onditions i-dessus.Conjetures et ommentaires. On sait depuis le ontre-exemple de M.Davis ([1℄) qu'ils existent desvari�et�es asph�eriques de dimension n � 4 dont le revêtement universel n'est pas simplement onnexe �al'in�ni. Ces exemples peuvent avoir omme groupes fondamentaux des groupes hyperboliques au sens deGromov. On voudrait proposer, une version plus faible de la onjeture d'uniformization, omme suit:Conjeture 3.3 Le revêtement universel de toute vari�et�e ompate asph�erique est f.g.s..En suivant Gromov on d�e�nit la propriete f.g.s.. pour les groupes disrets. On dit que � est f.g.s.. s'ilexiste une vari�et�e de groupe fondamental � dont le revetement universel est f.g.s.. Ce sera alors le aspour n'importe quel autre espae dont le groupe fondamental est �, et don f.g.s.. est une propriete dugroupe. On est même tent�es de onjeturer que tout groupe de presentation �nie est f.g.s.., ar on n'a pasd'exemples qui disent le ontraire.Conjeture 3.4 Ils existent des 4-vari�et�es ouvertes W 4 aux bouts ompressibles qui ne sont pas f.g.s..(don telles que leur produit W 4 �D1 est f.g.s..). Ils existent des 4-vari�et�es f.g.s.. qui ne sont pas g.s..Conditions g�eom�etriques. Dans [4℄ on s'attaque aux onditions g�eom�etriques r�equises pour que la topolo-gie asymptotique de la vari�et�e soit �nie. Ca veut dire qu'on trouve une fontion de Morse f , propre et telleque les sous-vari�et�es f�1(n), pour n 2 f0; 1; 2; :::g, sont toutes di��eomorphes.22
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4 Cubiations des vari�et�es et immersionsIntrodution. Les mouvements �etoile ont �et�e onsid�er�es par Alexander ([1℄) qui a montr�e que toutetriangulation d'un poly�edre peut être obtenue par des tels mouvements �a partir d'une triangulation donn�ee.Pahner (voir [27℄) a ra�n�e e r�esultat en onsid�erant un nombre �ni de mouvements (bi-�etoile) ayant lamême propri�et�e de transitivit�e. Une appliation de e r�esultat est la onstrution de Turaev et Viro (voir[29℄) d'invariants quantiques des vari�et�es de dimension 3 en utilisant des sommes statistiques assoi�ees �aune triangulation. L'invariane de ette somme aux mouvements de Pahner est �equivalente �a l'invarianetopologique. En partant de la même at�egorie modulaire, le formalisme de Reshetikhin-Turaev (utilisant lespr�esentation de hirurgie pour les vari�et�es) fournit plus d'informations que le formalisme de Turaev-Viro. Enpartiulier il y avait l'espoir que des invariants obtenus en utilisant les ubiations peuvent eventuellementdonner aussi la phase des invariants de Reshetikhin-Turaev, non seulement leur module (omme '�etait leas pour les triangulations)Un omplexe ubique est un omplexe K qui onsiste en ubes Eulidiens tel que l'intersetion des deuxubes est une r�eunion �nie des ubes de K, toutes les fois qu'un ube est dans K ses faes seront dans Kaussi, et il n'y a pas d'identi�ation des faes du même ube. Une ubiation d'une vari�et�e est la donn�eed'un omplexe ubique PL hom�eomorphe �a la vari�et�e. Pour appliquer le formalisme des sommes statistiquesaux ubiations on a besoin d'un analogue pour le th�eor�eme de Pahner. N.Habegger a demand�e (voir leprobl�eme 5.13 de la liste de R.Kirby ([21℄)) la question suivante:Probleme 1 Soit M et N deux ubiations de la même vari�et�e PL de dimension n. Est-e que les deuxubiations sont reli�ees par les transformations suivantes: on exise B et on le remplae par B0, o�u B et B0sont des boules, sous-omplexes du bord du ube standard de dimension n+ 1 ?Les mouvements i-dessus seront appel�es des transformations ubiques (voir un exemple dans le dessin).Soit C(M) l'ensembles des ubiations de la vari�et�e M et CB(M) les lasses d'�equivalene par lesmouvements ubiques. On v�eri�e failement que CB(S1) = Z=2Z. Le but de ette setion est de donnerune desription de CB(M) (qui manifestement n'est pas trivial). Une autre version du probl�eme de Habeggerest de trouver une lasse suÆsament large de ubiations ayant une desription intrinseque et dont toutesles ubiations soient �equivalentes.La lasse des ubiations que nous allons onsid�erer est elle des ubiations qui admettent une immersionombinatoire dans la ubiations standard de l'espae Eulidien de dimension assez grande, qui serontappel�ees appliables. L'�etude de es ubiations a �et�e ommen�ee par Dolbilin, Shtanko et Shtogrin, enrelation ave le mod�ele d'Ising et suivant une suggestion de Novikov (voir[7, 8, 26℄).D'autre part, �a toute ubiation C deM on assoie une immersion 'C enM de odimension 1. On mon-tre que ette appliation induit un isomorphisme de CB(M) sur le groupe I(M) de bordismes d'immersionsdans M . La onstrution de Thom-Pontryagin donne une desriptin homotopique du dernier, qui mal-heureusement est diÆile �a expliiter. Les r�esultats de Benedetti et Silhol [5℄ donnent la r�eponse expliiteen dimension 3, et dans un travail ommun ave R.Gini (voir[15, 14℄) on va l�etendre �a la dimension 4.Obstrutions �el�ementaires. L'approhe ombinatoire la plus direte est de onsid�erer pour toute ubi-ation x 2 C(M) de la vari�et�e n-dimensionnelle M le f -veteur f(x), dont la omposante fi(x) ompte lenombre de ubes de dimension i dans x. L'orbite de f par les transformations ubiques est de la formef +�(n) � Zn+1, o�u �(n) est un reseau. On a don une appliation CB(M)! Zn+1=�(n) �a valeurs dansun groupe �ni ab�elien.Proposition 4.1 On a les nombres paires ai(n) 2 Z+ tels que la projetion Zn+1=�(n) �! Qni=0Z=ai(n)Zest surjetive. Les plus grands des nombres ayant ette propriete ai(n) v�eri�ent an(n) = 2, an�1(n) = 2n,24
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Figure 8: Transformations ubiques pour n = 1 et n = 2an�2(n) = 2, a0(n) = 2, a1(n) = 3 + (�1)n; (n > 2).Voir [13℄ pour la preuve. Soit fb la lasse de f dans Qni=0Z=ai(n)Z et fb(2) l'�el�ement r�eduit modulo(2; 2; 2; :::; 2; 2n; 2). Remarquons que �(n) n'est pas un r�eseau produit, en g�en�eral. Par exemple, pour n = 3on a un invariant additionel, f0 + f1 2 Z=4Z.Un probl�eme naturel serait le alul de l'image fb(CB(M)), pour M �x�e. Quelques r�esultats partielspour fb(2)(CB(M)) sont onnus. En e�et il suÆt de voir lesquels des f -veteurs mod 2 se r�ealisent par lesubiations de M . On sait qu'il y a des ontraintes pour l'existene d'un poly�edre simpliial de f -veteur ettype topologique pr�esrits. La arat�erisation ompl�ete des f -veteurs des polytopes simpliiaux (et sph�eresPL) a �et�e obtenue par Stanley ([28℄). Le probl�eme analogue pour les polytopes ubiques a �et�e adress�er�eemment (voir [4, 3, 17, 19℄). La nouveaut�e par rapport au as simpliial est la pr�esene des onditions deparit�e ([4℄). Babson et Chan ont d�emontr�e ([3℄) que les ubiations des sph�eres sont �etroitement li�ees auximmersions:Proposition 4.2 Il existe une ubiation de la n-sph�ere K ave fi(mod 2) pr�esrits si et seulement s'ilexiste une immersion (aux roisements normaux) de odimension 1 ' : M �! Sn telle que fi(K) =�(Xi(M;'))(mod 2), ou � d�enote la arat�eristique d'Euler, et Xi(M;') est l'ensemble des points demultipliit�e i.Il y a une litt�erature abondante sur les immersions, et en speial sur la fontion �n, qui ompte le nombredes points n-multiples mod 2 (onsid�er�ee par Freedman dans [11℄). Banho� [2℄ avait prouv�e que le nombrede points triples d'une surfae immerg�ee dans R3 est �(S)(mod 2). On a un morphisme de groupes �n :Bn �! Z=2Z sur le groupe ab�elien Bn des lasses de bordismes d'immersions de (n� 1)-vari�et�es dans Sn.�n est surjetive (i.e. nontrivial) si et seulement si fb(2)n�1(Sn) = Z=2Z. En utilisant les r�esultats onernant25



la fontion �n [11, 9, 10, 22, 23, 6℄ on en d�eduit que les f -veteurs d'une ubiation de Sn ont les propri�et�essuivantes:1. Pour n = 2 on a f0 = f2(mod 2) et f1 = 0(mod 2), don fb(2)(CB(S2)) = Z=2Z.2. Pour n = 3, f0 = f1 = 0(mod 2), f2 = f3(mod 2). L'immersion de Boy j : RP 2 �! S3 n'aqu'un seul point triple, don il existe une S3 ubique ave un nombre impair de faes. Il suit quefb(2)(CB(S3)) = Z=2Z.3. La arat�erisation de fb(2)n�1(Sn) se r�eduit au probl�eme homotopique suivant: fb(2)n�1(Sn) = Z=2Z si etseulement si(a) soit n est 1; 3; 4 ou 7.(b) ou alors n = 2a � 2, o�u a 2 Z+, et il existe une n-vari�et�e fram�ee d'invariant de Kervaire 1.L'existene d'une telle vari�et�e est onnue pour n = 2; 6; 14; 30; 62.4. Si on onsid�ere seulement les ubiations \edge-orientable" (voir [17℄) alors les valeurs de fb(2)n�1(Sn)sont onnues. Les ubiations \edge-orientable" sont elles assoi�ees aux immersions des vari�et�esorientables dans Sn. Don il suÆt de aluler la restrition de �n au sous-groupe des bordismesorient�es, hose faite par Freedman (voir [11℄). En partiulier fn�1 = 0(mod 2) si n 6= 1; 2; 4.La dimension 2. �A haque ubiation d'une surfae on peut assoier une olletion de erles immerg�esKi, obtenus en joignant les milieux des arêtes opos�ees de haque arr�e. Cette ubiation est dite simple sihaque erle est plong�e (individuellement). Notons que simple est �equivalent �a appliable (voir i-dessous)pour S2.Proposition 4.3 L'appliation fb(2) = f0(mod 2) est un isomorphisme entre CB(S2) and Z=2Z.La preuve est ombinatoire (voir [12℄) et �el�ementaire. L'ensemble de transformations ubiques ontient unefamille distingu�ee de mouvements, dont les boules B et B0 ne ontiennent pas des faes parall�elles. Onmontre de ette faon que ette famille est loin d'être onvenable pour le probl�eme de Habegger.Bordismes d'immersions. Soit I(M) le groupe de bordismes d'immersions de odimension 1 dans M .On peut supposer que les immersions n'ont que des roisements normaux dans la suite. Deux immersionsfi : Ni �! M des (n� 1)-vari�et�es Ni sont bordantes s'il existe une immersion propre f : N �! M � [0; 1℄d'un obordisme N entre N1 et N2, tel que la restrition de f �a Ni est isotopique �a fi.Une ubiation marqu�ee est une ubiation C de M , dot�ee d'un hom�eomorphisme PL jCj �! M del'espae sous-jaent jCj, onsid�er�e �a isotopie pr�es. Si on op�ere une transformation ubique sur C, on induit unmarquage naturel pour la nouvelle ubiation. Il suit don que l'ensemble gCB(M) des ubiations marqu�eesmod transformations ubiques est bien d�e�ni. En e�et il est le bon objet �a onsid�erer.On assoie maintenant �a haque ubiation marqu�ee C une immersion 'C : NC �! M omme suit.Tout ube est divis�e en 2n ubes �egaux par n hyperplanes qu'on appelle setions. Quand on r�eolle lesubes d'une ubiation les setions de haque ube sont reoll�ees de la même faon. L'union des setions estl'image d'une immersion de odimension 1. On a prouv�e dans [12, 14℄Th�eor�eme 4.4 L'appliation C ! 'C induit une bijetion I : gCB(M) �! I(M).
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La surjetivit�e est prouv�ee (et l'injetivit�e onjetur�ee) dans [12℄.Cei dit que gCB(M) depend seulement du type d'homotopie de M , et le fonteur gCB est repr�esentable.Notons que CB(M) = gCB(M)=M(M), o�u M(M) est le groupe d'hom�eomorphismes de M �a isotopiepr�es. En utilisant la onstrution de Pontryagin-Thom (voir [30℄) il suit que I(M) = [M;
1S1RP1℄,o�u M est la ompati�ation par un point de M , 
 d�enote l'espaes des laets, S la suspension r�eduiteet les paranth�eses d�enotent les lasses d'homotopie d'appliations. Si M est ave bord non-vide �M alorsI(M) = [M=�M;
1S1RP1℄. Les oeÆients de ette th�eorie sont les groupes P� d'homotopie stable deRP1, qui ont �et�e alul�es par Liuleviius [25℄ pour des petits valeurs de n:n 1 2 3 4 5 6 7 8 9Pn = �sn(RP1) Z=2Z Z=2Z Z=8Z Z=2Z 0 Z=2Z Z=16Z� Z=2Z (Z=2Z)�3 (Z=2Z)�4Soit maintenant C(M) l'ensemble des bordismes de ubiations. Deux ubiations C1 et C2 sont bordantess'il existe une ubiation C de M � [0; 1℄ dont les restritions au bords soient les Ci. On a une appliationnaturelle CB(M) �! C(M). L'existene d'une setion pour ette appliation est similaire au theoreme deWall sur l'existene des d�eformations formelles entre deux n-omplexes ayant le même type d'homotopiesimple par des n + 1-omplexes (ii n 6= 2). Remarquons que dans notre as, n'importe quelles deuxubiations d�eviennent obordantes apr�es sous-divisions.Consid�erons une ubiation de Sn qui est �equivalente (par des transformations ubiques) �a la ubiationstandard. On peut voir les transformations ubiques omme le r�esultat de l'attahement des n+ 1-ubes �al'�epaississement de la ubiation. En partiulier toute ubiation omme avant borde, 'est �a dire que 'estle bord d'une ubiation de la n + 1-boule. Par exemple, pour n = 1 un polygône borde si et seulements'il a un nombre pair d'arêtes. Le probl�eme i-dessus est de voir que, r�eiproquement toute ubiationqui borde est �equivalente �a la ubiation standard. Pour n = 2 la r�eponse pourrait être enore positive,mais pour n = 3 la r�eponse est negative. Ce ph�enomene est l'analogue de l'existene des triangulationsnon-d�eortiable (\non-shellable") de la boule (voir [24℄).On dit qu'on remue une ubiation si on l'�epaissit et apr�es, �a haque pas ou bien l'on rajoute un n+1-ube(le long d'une boule) ou alors on enl�eve un n+1-ube ayant une boule ommune ave le bord. La ubiationinduite sur l'autre bord, est dite être obtenue en remuant. Le th�eor�eme de Pahner dit en fait que toutetriangulation s'obtient d'une triangulation donn�ee en la remuant. Dans le as des ubiations de la sph�ereune premi�ere obstrution serait que la ubiation borde (pour être �equivalente �a la ubiation standard).Mais ils existent des ubiations de S3 qui bordent mais ne s'obtient pas de la ubiation standard en laremuant. Consid�erons par exemple la somme onnexe x℄x, o�u I(x) est le g�en�erateur de �s3(RP1) = Z=8Z.On va prouver i-dessous que la somme onnexe des ubiations est une omposition de monoide sur CB(Sn)et que I respete ette struture de monoide. Mais x℄x borde et e n'est pas l'�el�ement trivial, e qui prouvenotre aÆrmation.Cubiations plong�eables et appliables. Les omplexes ubiques, omme objets d'�etude topologique,ont �et�e onsid�er�es par S. Novikov ([26℄, p.42) qui avait demand�e quand est-e qu'un tel omplexe se plonge(respetivement s'immerge) dans le squelette du r�eseau ubique standard de RN , pour N assez grand. Cesomplexes sont appel�es plong�eables (respetivement appliables). Un grand nombre de r�esultats dans ettediretion ont �et�e obtenus par l'�eole russe (voir e.g. [8, 7, 20℄). Notre r�esultat prinipal est le suivant (voir[12℄):Th�eor�eme 4.1 Les ubiations appliables d'une vari�et�e PL sont �equivalentes (par des transformationsubiques). 27



On dit qu'une ubiation est simple si, dans la relation d'�equivalene ontenant toutes les paires d'arêtesoppos�ees dans un arr�e de la ubiation, il n'y a pas de lasse d'�equivalene d'arêtes ontenant deux arêtesorthogonales du même ube. La ubiation est standard si n'importe quels deux de ses ubes sont ou biendisjoints ou alors ils ont en ommun exatement une fae. On observe que toute ubiations plong�eable eststandard et simple, et que les ubiations appliables sont simples. D'autre part la simpliit�e est tr�es prohede l'appliabilit�e, du moins pour les vari�et�es ayant des groupes fondamentaux petits. On a les r�esultatssuivants de Karalashvili ([20℄) et Dolbilin, Shtanko and Shtogrin ([8℄):1. Le double (i.e. le r�esultat de la division de haque k-ube dans 2k ubes egaux) d'une ubiationsimple est appliable.2. Une ubiation simple d'une vari�et�e ayant H1(M;Z=2Z) = 0 est appliable.3. �A haque triangulation S on peut assoier une ubiation C(S) en divisant tout n-simplexe dans n+1ubes. Alors la d�eomposition ubique C(S) est plong�eable.En partiulier il suit que les ubiations d�eriv�ees des triangulations, tout omme les ubiations simples de lasph�ere sont �equivalentes. Notons que l'ensemble des ubiations simples (ou appliables) n'est pas invariantaux transformations ubiques.La struture multipliative. La somme onnexe des vari�et�es M et N est not�ee parM℄N . La somme on-nexe se d�e�nit de la même faon pour les ubiations marqu�ees de M et N , et d�ependent de di��erents hoixqu'on a fait. Apr�es le passage �a l'�equivalene par les transformations ubiques es ambiguit�es disparaissent:Th�eor�eme 4.2 On a une appliation gCB(M)�gCB(N) �! gCB(M℄N) induite par la somme onnexe desubiations.D'autre part il y a une lois de omposition naturelle sur l'ensemble des bordismes d'immersions, qui est lasomme onnexe en dehors des immersions. On montre que l'appliation I est fontorielle:Th�eor�eme 4.3 On a un diagramme ommutatifgCB(M) � gCB(N) �! gCB(M℄N)I # # I # II(M) � I(N) �! I(M℄N)Notons que le monoide CB(Sn) est atuellement un groupe, mais il semble diÆile de trouver une onstru-tion g�eom�etrique pour l'inverse d'une ubiation. D'autre part I(M), ave la multipliation orrespondant�a la reunion (transverse), a la struture d'un groupe pour toute vari�et�e M , mais on n'a pas pour l'instantl'analogue de ette struture en termes de ubiations.Le alul des groupes de bordismes. La formule obtenue i-dessus pour I(M) est inutilisable tellequelle, et on voudrait l'expliiter en termes d'invariants topologiques lassiques. Le fonteur I(M) =[M;QRP1℄ est le terme de degr�e 0 d'une th�eorie de ohomologie g�en�eralis�ee ([18℄) qui est assoi�ee auspetre de suspension SQRP1. Les oeÆients de la th�eorie sont les groupes Pq de q-homotopie stable deRP1, qu'on a d�eja aperu auparavant. L'approhe lassique, de la th�eorie d'homotopie, est l'�etude de lasuite spetrale d'Atiyah-Hirzebruh, qui onverge vers (le gradu�e de) la ohomologie g�en�eralis�ee de l'espae.Malheureusement la partie alg�ebrique est assez tehnique et les r�esultats sont souvent enrypt�es dans lespropri�et�es des di��erentielles de ette suite.En utilisant des m�ethodes g�eom�etriques, R.Benedetti et R.Silhol ([5℄) et R.Gini ([15℄) respetivement,ont alul�e I(M) en dimension 3: 28
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