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IntroductionDans son article [30] de 1988, B. Malgrange montre le r�esultat suivant : siWn est l'alg�ebre de Weyl sur C n et si M est un Wn-module de type �ni mono-dromique, alors on a un isomorphisme Sol(FM) ' F+Sol(M), o�u \F" est latransformation de Fourier formelle pour les Wn-modules, \F+" est la transfor-mation de Fourier faisceautique de [7] et [8], et \Sol" est le foncteur \solutions"pour les Wn-modules. Il conjecture aussi que le même r�esultat reste vrai lorsque,�a l'in�ni, les �el�ements de M admettent une b-fonction \avec condition de degr�esur l'�equation fonctionelle" du type consid�er�e dans [20], th�eor�eme 7:2, ce queentrâ�nerait | d'apr�es un r�esultat de [18] | que le r�esultat est vrai aussi pourtout M holonome r�egulier.Le but de cette Th�ese est de donner une r�eponse a�rmative �a cette conjecture(voir l'enonc�e pr�ecis au chapitre 3).Toutefois, le r�esultat que nous avons obtenu devrait être valable sous desconditions encore plus g�en�erales, car en dimension 1 la \bonne" condition est quele polygone de Newton de M �a l'in�ni ait ses pentes < 1 (voir [32] sur ce point).Une approche deux-microlocale syst�ematique du probl�eme semble ad�equate en cesens, mais des nouvelles di�cult�es | li�es �a la r�eduction que nous faisons dans laproposition 3.4.2.1 | semblent s'�elever. En�n, le r�esultat devrait se transposersans beaucoup de di�cult�e dans le contexte des D<E>-modules de [28].La m�ethode que nous avons utilis�e dans la d�emonstration du notre r�esultatprincipal est largement inspir�ee du [27]. Nous tenons �a remercier tr�es chaleureu-sement �a Yves Laurent pour des nombreuses discutions sur ce th�eme.Nos remerciements vont aussi �a Bernard Malgrange pour ses encouragementset ses conseils, sans lesquels la r�ealisation de cette Th�ese aurait �et�e impossible.
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Chapitre 1Rappels sur les D-modulesDans cette section nous allons rappeler quelques d�e�nitions et r�esultats surles D-modules, dont nous aurons b�esoin dans la suite. Pour les preuves de cesr�esultats, ainsi que pour plus de d�etails, commentaires etc. nous renvoyons lelecteur �a la tr�es riche litt�erature classique sur ce sujet (voir [2], [3], [5], [12],[13]{[15], [19], [35], [37], [40] etc.).Dans tout ce que va suivre nous allons d�esigner par E un espace vectorielcomplexe de dimension n � 1, par E0 son dual, et par � (ou bien par h�; �i)l'application de dualit�e E � E0 �! C .1.1 L'alg�ebre de WeylOn note par W (E) la C -alg�ebre engendr�ee par E � E0 avec les relations[e1; e2] = [e01; e02] = 0 (8) e1; e2 2 E; e01; e02 2 E 0 (1.1.1)[e; e0] = he; e0i (8) e 2 E; e0 2 E0 : (1.1.2)Si on �xe une base x = (x1; : : : ; xn) de E 0 et on note par @x = (@x1; : : : ; @xn)la base duale de E, les �el�ements de W (E) peuvent s'�ecrire alors de fa�con uniquesous la forme P (x; @x) = Xj�j�pj�j�q a�� x�@�x ; (1.1.3)o�u � = (�1; : : : ; �n) 2 Nn, � = (�1; : : : ; �n) 2 Nn, j�j = �1 + � � � + �n, x� =x�11 � � �x�nn , et @�x = @�1x1 � � � @�nxn ; il existe donc un isomorphisme entre W (E) et�(E;DE), o�u DE est le faisceau des op�erateurs di��erentiels alg�ebriques sur E (i.e.�a coe�cients polynômiaux). On peut montrer que cet isomorphisme ne d�ependpas du syst�eme de coordonn�ees choisi. 3



De plus, on a une �equivalence entre la cat�egorie Modf (W (E)) des W (E)-modules (�a gauche) de type �ni, et la cat�egorie Modc(DE) des DE-modules (�agauche aussi) coh�erents, de telle fa�con que tout M 2 Ob(Modf (W (E))) corres-pond �a un M 2 Ob(Modc(DE)) tel que �(E;M) ' M (voir [3], p. 207{209).Dans la suite on va changer librementM etM, tout en notant que l'hypoth�esed'algebricit�e des op�erateurs impliqu�es est essentielle.Nous allons d�esigner comme d'habitude par Db(DE) la cat�egorie d�eriv�ee (descomplexes born�ees) de Mod(DE), et par Dbc(DE), Dbh(DE) et respectivementDbrh(DE) les sous-cat�egories pleines de Db(DE) des complexes �a cohomologiecoh�erente, respectivement holonome, ou encore holonome r�eguli�ere.De même, nous notons par Db(W (E)) la cat�egorie d�eriv�ee des complexesborn�es de Mod(W (E)), et par Dbf(W (E)) sa sous-cat�egorie pleine form�ee pardes complexes �a cohomologie dansModf (W (E)).En�n, nous ne ferons aucune distinction entre les objets d'une cat�egorie ab�e-lienneA et les complexes concentr�es en degr�e 0 qui leur sont associ�es dans Db(A).1.2 Dualit�eSi X est une vari�et�e analytique ou alg�ebrique lisse (sur C ), et si M 2Ob(Db(DX)) est un complexe de DX -modules �a gauche, alorsN = RHomDX(M;DX)[dimC X] (1.2.1)est un complexe de DX -modules �a droite (cf. [36], [3], [35]).On d�e�nit alors le complexe dual DX (M) deM comme �etant le complexe deDX -modules �a gauche N g = HomOX (!X ;N ) (1.2.2)associ�e �a N (o�u !X est comme d'habitude le faisceau des n = dimC X-formesholomorphes | ou alg�ebriques | sur X). N�eanmoins, comme il arrive assezsouvent que la structure �a droite sur N soit bien plus simple que celle �a gauchesur N g, nous allons utiliser librementN et N g comme r�epr�esentants de DX (M),en prenant bien-sûre le soin d'utiliser l'action correspondante de DX .Nous obtenons ainsi un foncteurDX (�):Db(DX) �! Db(DX) (1.2.3)qui pr�eserve la coh�erence, l'holonomie et la r�egularit�e, et qui est involutif surDbc(DX) (dans le sens que siM 2 Ob(Dbc(DX)) alors il existe un isomorphismecanoniqueM ��! DX (DX (M)) | voir [35], [3]).Remarque 1.2.1 Nous pr�ecisons ici que la notion de r�egularit�e que nous utili-sons dans le cas alg�ebrique est celle de Mebkhout ([35], p. 185) : si X est une4



vari�et�e alg�ebrique lisse, X j,�! �X une compacti�cation d'Hironaka-Nagata deX et M un DX -module coh�erent, alors M est r�egulier si (j�M)an l'est commeD �Xan-module. Cela revient �a la notion de \r�egularit�e compl�ete" de [12], p. 331(voir aussi dans le même article l'exemple 3:4, p. 337), et c'est �equivalent �a lad�e�nition de [3], p. 302 (cf. [35], p. 183 et 163).Remarque 1.2.2 Si M est un DX -module coh�erent, DX (M) est concentr�e endegr�e 0 si et seulement si M est holonome ([35], [3]). Cela justi�e le d�ecalagechoisi dans la d�e�nition, car on peut montrer alors que la restriction aux modulesholonomes de DX (�) est un foncteur exact.1.3 Images inversesOn consid�ere X et Y vari�et�es analytiques (ou alg�ebriques) complexes lisses,et f :Y �! X un morphisme analytique (ou alg�ebrique).On note par DY!X le (DY ; f�1DX)-bimodule suivant (voir [35], p. 60, [3],p. 233) : DY!X = OY 
f�1OX f�1DX (1.3.1)o�u \f�1(�)" est l'image inverse faisceautique, et on d�e�nit les foncteurs :f !; f�:Db(DX) �! Db(DY )par f !(�) = DY!X L
f�1DX f�1(�)[d] (1.3.2)f�(�) = D Y (f !(DX (�))) (1.3.3)o�u d = dimC Y � dimC X (voir aussi [35], [3] pour les d�etails).En g�en�eral, si f n'est pas lisse, f ! et f� ne pr�eservent pas la coh�erence, maisils pr�eservent l'holonomie et la r�egularit�e ([35], [3]).De plus, on peut montrer que dans le cas des vari�et�es alg�ebriques on af�(M) ' f !(M)[�2d] (1.3.4)si f est lisse, et siM est �a cohomologie coh�erente ([3], p. 291).5



1.4 Images directesOn consid�ere de nouveau X et Y des vari�et�es analytiques (ou alg�ebriques)complexes lisses et f :Y �! X morphisme analytique (ou alg�ebrique).On note par DX Y le (f�1DX ;DY )-bimodule suivant (voir [35] p. 61, [3]p. 242, [36] p. 35) :DX Y = f�1HomOX (!X ;DX)
f�1OX !Y : (1.4.1)On d�e�nit alors le foncteurZf�:Db(DY ) �! Db(DX)Zf�(�) = Rf�(DX Y L
DY �) ; (1.4.2)o�u \f�(�)" est l'image directe faisceautique et \Rf�(�)" son foncteur d�eriv�e.On d�e�nit encore un foncteurZf!:Db(DY ) �! Db(DX)de la fa�con suivante :� Dans le cas analytique :Zf!(�) = Rf!(DX Y L
DY �) ; (1.4.3)o�u \f!(�)" est l'image directe faisceautique �a support propre, et \Rf!(�)" sonfoncteur d�eriv�e;� Dans le cas alg�ebrique :Y - �Y@@@R ���	jf �fXOn prend �f compacti�cation d'Hironaka-Nagata de f , et on poseZf!M = Z �f� D Y (Rj�(D Y (M))) (1.4.4)pour toutM 2 Ob(Dbc(DY )). On v�eri�e alors que le r�esultat ne d�epend pas de lacompacti�cation choisie. 6



Les foncteurs Rf! et Rf� ainsi d�e�nis ne pr�eservent pas la coh�erence, mais, dansle cas alg�ebrique, ils pr�eservent l'holonomie et la r�egularit�e ([35], [3]).Si f est propre, on voit ais�ement que les foncteurs Rf! et Rf� co��ncident (cf. [3],p. 288 pour le cas alg�ebrique), et dans le cas alg�ebrique on peut montrer qu'on aaussi des isomorphismes canoniques d'adjonction (cf. [3] p. 289, [35] p. 185) :Rf�RHomDY (M; f !N ) ��! RHomDX(Zf!M;N ) (1.4.5)si f est toujours propre,M 2 Ob(Dbc(DY )) et N 2 Ob(Db(DX)), etRf�RHomDY (f�N ;M) ��! RHomDX(N ;Zf�M) (1.4.6)de nouveau si f est propre,M 2 Ob(Dbc(DY )) et N 2 Ob(Dbc(DX)).Dans le cas analytique, il faut encore ajouter l'hypoth�ese surM d'existencedes bonnes �ltrations globales sur Y , ou au moins \sur X" dans le sens suivant :il existe un recouvrement ouvert (Ui)i2I de X tel que M admet des bonnes�ltrations sur chaque f�1(Ui), i 2 I. Remarquons que, d'apr�es un th�eor�eme deB. Malgrange, cette condition est remplie si en particulierM est �a cohomologieholonome (cf. [33], [34]).Une pr�ecision de la formule de projection faisceautique ([35], p. 241) permetde montrer qu'on a un isomorphisme canonique :Zf�(M L
OY f !N ) ��! (Zf�M) L
OX N [d] (1.4.7)o�u d = dimC Y � dimC X ([3] p. 288 pour le cas alg�ebrique, [35] p. 242 pour lecas analytique).Dans le cas alg�ebrique on a aussi un th�eor�eme de dualit�e relative : si M 2Ob(Dbc(DY )), on a un morphisme canonique (dans Db(DX))Zf� D Y (M) �! DX (Zf!M) (1.4.8)qui n'est pas un isomorphisme en g�en�eral, mais qui devient un isomorphisme si fest propre. En fait, cette formule se d�eduit imm�ediatement de (1.4.5) en prenantN = DX , donc elle est encore valable dans le cas analytique, �a condition qu'onajoute aussi l'hypoth�ese d'existence des bonnes �ltrations deM \sur X" commeavant.En�n, dans le cas alg�ebrique, si on note parN an l'analytis�eN an = OXan
OXNde N 2 Ob(Db(DX)), on a un morphisme canonique�Zf�M�an �! Zf�Man (1.4.9)qui devient un isomorphisme si f est propre ([3], p. 330).7



1.5 Solutions et complexes de deRhamSi X est une vari�et�e analytique complexe lisse de dimension n et siM est unDX -module �a gauche coh�erent (ou plus g�en�eralement un objet de Dbc(DX)), nousposons Sol(M) = RHomDX(M;OX)[n] (1.5.1)DR(M) = RHomDX(OX;M)[n] (1.5.2)et nous les appelons complexe des solutions et respectivement complexe de deRhamde M (voir par exemple [37] et [2] pour une justi�cation pour le choix de cesnoms). Ce sont des objets de Db(C X ).Si maintenantX est une vari�et�e alg�ebrique complexe lisse et siM est un DX -module coh�erent (ou un objet de Dbc(DX )), nous consid�erons l'analytis�eMan =OXan 
OX M de M (qui est DXan-coh�erent ou dans Dbc(DX)), et nous posonsSol(M) = Sol(Man) et DR(M) = DR(Man) (voir aussi l'article de B. Malgrangedans [3], ch.IV). C'est �a dire : même dans le cas alg�ebrique nous allons nousint�eresser aux objets analytiques Sol(M) et DR(M), leurs version alg�ebriquessemblant être peu utiles.Nous avons un isomorphisme canonique DR(M) ��! Sol(DX (M)) pour toutM 2 Ob(Dbc(DX)) ([35], p. 41), et, dans le contexte alg�ebrique, si Y est une autrevari�et�e alg�ebrique lisse et Y f�! X est un morphisme alg�ebrique, nous avons aussiun isomorphisme canoniqueDR(Zf�M) ��! Rf�DR(M) (1.5.3)dans Db(C X ) pour tout M 2 Ob(Dbc(DY )) ([35], p. 77), qui donne par dualit�erelative un morphisme (aussi dans Db(C X ))Rf�Sol(M) �! Sol(Zf!M) (1.5.4)qui devient un isomorphisme si f est propre.Nous aurons besoin de ce resultat dans la suite.1.6 Cohomologie locale alg�ebriqueSoient X une vari�et�e analytique complexe lisse, Y ,�! X un sous-espaceanalytique ferm�e, et JY l'id�eal de Y . Si M 2 Ob(Mod(DX )), on consid�ere lesfaisceaux �[Y ](M) = lim�!k HomOX (OX=J kY ;M) (1.6.1)8



et �[X jY ](M) = lim�!k HomOX (J kY ;M) : (1.6.2)On voit facilement ([35], p. 80) que �[Y ](M) et �[X jY ](M) sont des DX -modules, et on obtient donc deux foncteurs�[Y ](�):Mod(DX ) �!Mod(DX) (1.6.3)et �[X jY ](�):Mod(DX) �!Mod(DX) (1.6.4)exacts �a gauche, qui se d�erivent �a droite pour donnerR�[Y ](�):D+(DX ) �! D+(DX) (1.6.5)et R�[X jY ](�):D+(DX) �! D+(DX) : (1.6.6)On peut montrer qu'on a un triangle distingu�e dans D+(DX)R�[Y ](M) �!M �! R�[X jY ](M) +1�! (1.6.7)pour tout M 2 Ob(D+(DX)) (cf. [35], p. 81), et qu'il existe des isomorphismescanoniques R�[Y ](OX) L
OX M ��! R�[Y ](M) (1.6.8)et R�[X jY ](OX) L
OX M ��! R�[X jY ](M) (1.6.9)pour toutM2 Ob(Db(DX)) (cf. [35], p. 86).En�n, si on consid�ere OdX jY = lim �k OX=J kY le compl�et�e formel de OX le longde Y , on aRHomDX(R�[Y ](M);OX) ��! RHomDX(M;OdX jY ) (1.6.10)pour toutM2 Ob(Dbc(DX)) (cf. [35], p. 137).9



1.7 V-�ltrations et D-modules sp�ecialisablesNous rappelons ici quelques r�esultats de [16] et [39] (voir aussi : [28], [14], [26]et [35], p. 203{211).Soient X une vari�et�e analytique complexe, Y ,�! X un sous-espace analy-tique ferm�e lisse de X, et JY l'id�eal de Y . Nous utiliserons les notions qui suiventseulement dans le cas o�u Y est une hypersurface (lisse) de X, donc nous allonschoisir un syst�eme de coordonn�ees (x1; : : : ; xn; t) sur X tel que Y soit donn�epar l'�equation ft = 0g (les r�esultats �etant quand-même vrais aussi dans le casg�en�eral). On a donc en particulier JY = t � OX, et on poseVkDX = fP 2 DX j PJ jY � J j�kY (8)j 2 Ng (1.7.1)pour tout k 2Z, o�u on convient de consid�erer J j�kY = OX si j � k � 0.(VkDX)k2Zest alors une �ltration croissante de DX , par rapport �a laquellela multiplication par t a l'ordre �1 et la multiplication par @t = @@t a l'ordre 1.L'anneau grV0 (DX) s'id�enti�e �a DY [s], o�u s = @tt, et on a V�k = tkV0(DX) pourtout k � 0 (voir [39], [28]).Si maintenantM est un DX -module coh�erent, une �ltration croissante deM(VkM)k2Zsera dite bonne par rapport �a V�DX (ou : bonne V-�ltration) si lespropri�et�es suivantes sont satisfaites :1. Vk(M) est V0(DX)-coh�erent pour tout k 2 Z;2. M = lim�!k2ZVk(M);3. Vk0(DX) � Vk(M) � Vk0+k(M) (8)k; k0 2Z;4. il existe k0 � 0 tel que l'inclusion de 3. devienne �egalit�e si k0 � 0; k � k0,ou si k0 < 0; k � �k0.On d�eduit comme dans [5] que si une �ltration (VkM)k2Zv�eri�e 1.{3., alorsla condition 4. est �quivalente �a la coh�erence de grV (M) sur grV (DX), et quepour tout DX -module coh�erentM il existe toujours localement de telles bonnesV-�ltrations.De plus, si 0 �!M0 �!M �!M00 �! 0 (1.7.2)est une suite exacte des DX -modules coh�erents, alors une bonne V-�ltration deM induit des bonnes V-�ltrations surM0 etM00.Soit maintenant � un champ des vecteurs tangents �a Y qui agit comme l'iden-tit�e sur JY =J 2Y (� s'�ecrit donc localement � = t@t + P o�u P 2 V�1(DX)). Onappelle un DX -module (�a gauche)M sp�ecialisable le long de Y s'il est coh�erent,10



et si, localement sur Y , il existe une bonne V-�ltration (VkM)k2Zde M et unpolynôme non-nul b 2 C [s], tel que :b(� + k)Vk(M) � Vk�1(M) (1.7.3)pour tout k 2Z.On dira alors que la V-�ltration (VkM)k2Zadmet une b-fonction, et on appellele polynômeminimal unitaire b 2 C [s] qui v�eri�e (1.7.3) le polynôme de Bernstein-Sato (ou la b-fonction) de (VkM)k2Z.On peut prouver ([39], [35] p. 205) que tout autre bonne V-�ltration deM ad-met aussi une b-fonction, et que cette condition est aussi �equivalente �a la conditionsuivante : Pour tout syst�eme de g�en�erateurs (m1; : : : ;mp) deM sur un ouvert deX, il existe un polynôme non nul b 2 C [s] tel que :b(�)mi 2 pXj=1 V�1(DX) �mj (1.7.4)pour tout i 2 f1; : : : ; pg.Pour �eclaircir le sens de cette a�rmation et aussi dans le but d'être complet,nous donnons une preuve du lemme 1, p. 138 de [16] :Lemme 1.7.1 Pour tout b 2 C [s] et tout P 2 Vk(DX), on a b(�)P �Pb(��k) 2Vk�1(DX).Preuve : Supposons d'abord k � 0, et soient (x1; : : : ; xn; t) coordonn�ees localessur X, de tel fa�con que Y soit donn�e par ft = 0g.Il existe alors Q = Q(x; @x; (t@t)) 2 V0(DX) et R 2 Vk�1(DX ) tel que P =Q@kt +R, et on a, de fa�con �evidente, b(�)R�Rb(�) 2 Vk�1(DX) et Qb(�) = b(�)Q.Il su�t de montrer que b(t@t)@kt = @kt b(t@t � k).D'autre part, il existe s1; : : : ; sp; a 2 C , a 6= 0, tel que b(s) = a(s� s1) � � � (s�sp), donc il su�t de prouver encore que (t@t)@kt = @kt ((t@t) � k). Cela r�esulteimm�ediatement de la formule de Leibniz.Si maintenant k < 0, on note l = �k, et on r�eduit le probleme �a montrer que(t@t)tl = tl((t@t) + l). En�n, la derni�ere �egalit�e est �evidente. �On peut encore prouver ([39], [16] p. 137, [35] p. 207) que siM est un DX -module sp�ecialisable et si G est l'image d'une section de la projection canoniqueC �! C /Z, alors il existe une unique bonne V-�ltration (V Gk M)k2Zadmettantune b-fonction b 2 C [s] tel que b�1(0) � G.Si on a une suite exacte0 �!M0 �!M �!M00 �! 0 (1.7.5)de DX -modules coh�erents, alorsM est sp�ecialisable si et seulement siM0 etM00le sont ([39], p. 59), et dans ce cas les suites11



0 �! grVGk (M0) �! grVGk (M) �! grV Gk (M00) �! 0 (1.7.6)sont aussi exactes pour tout G, et tout k 2 Z.On a aussi le r�esultat fondamental suivant ([14], [2], [26]) : si un DX-moduleM est holonome, alors il est sp�ecialisable le long de tout hypersurface lisse de X.On note par BY la cat�egorie des DX -modules sp�ecialisables le long de Y , etpar DbBY (DX) la sous-cat�egorie pleine de Dbc(DX) des complexes �a cohomologiedans BY .1.8 D-modules 1-sp�ecialisablesNous gardons les notations de la section pr�ec�edente, et nous nous int�eressonsmaintenant aux DX -modules coh�erentsM qui admettent une bonne V-�ltration(VkM)k2Zet une b-fonction b 2 C [s] (non nulle) tel que pour toute section localem de M (sur un ouvert de X), il existe P 2 V0DX de degr�e usuel inf�erieur �adeg b, et tel que (b(�)�tP )�m = 0. Nous appelons un tel D-module 1-sp�ecialisablele long de Y , et nous notons (suivant [39]) par RY la cat�egorie des DX -modules1-sp�ecialisables le long de Y , et par DbRY (DX ) la sous-cat�egorie pleine de Dbc(DX)des complexes �a cohomologie dans RY .Un DX -moduleM 1-sp�ecialisable le long de Y est, �evidement, sp�ecialisable,et donc, dans ce cas, pour tout G � C image d'une section de C �! C =Z, ilexiste une unique bonne V-�ltration (V Gk M)k2Zet une unique b-fonction b 2 C [s]qui v�eri�e la condition pr�ec�edente, et tel que b�1(0) � G. On montre alors que,en plus, grVG(M) ne d�epend pas du G choisi ([16], p. 137), et aussi queM estr�egulier le long de Y (dans le sens de Mebkhout, [35], p. 135).La r�eciproque de la derni�ere assertion n'est pas en g�en�eral vraie, mais siMest r�egulier (i.e. r�egulier le long de toute hypersurface de X, cf. [35], p. 138), alorsd'apr�es un r�esultat de M. Kashiwara et T. Kawa�� il est aussi 1-sp�ecialisable lelong de toute hypersurface ([18], lemme 4.1.5, p. 59).Nous aurons aussi b�esoin dans la suite de l'existence de r�esolutions (locales)par des modules \�el�ementaires". Nous rappelons ce point suivant [39]:Sur DX nous introduisons la �ltration (FlDX)l2N par l'ordre des op�erateurs,et nous d�e�nissons la bi�ltration (V Fk;lDX) k2Zl2N parV Fk;l(DX) = Vk(DX) \ Fl(DX) (1.8.1)pour k 2Z, l 2 N.Nous consid�erons alors le DX -module Lk;l = DX muni de la bi�ltrationV F�;�(DX) decal�ee de (k; l) �a gauche (i.e. V Fk0;l0(Lk;l) = V Fk+k0 ;l+l0(DX)), etnous �xons un b 2 C [s] non nul, dont les racines ne di��erent pas par des entiersnon nuls. 12



Nous appelons un DX -module L (�a gauche) �el�ementaire de polynôme b s'ilexiste k0; l0 2 N tel que L admet localement une pr�esentationM�k0�k�k00�l�l0 Lk;l '�! M�k0�k�k00�l�l0 Lk;l+deg b �! L �! 0 (1.8.2)o�u ' = '0+  , '0 �etant la multiplication �a droite par b(@tt+ k) sur chaque Lk;l,i.e. : Lk;l �b(@tt+k)��������! Lk;l+deg b (1.8.3)et  �etant un morphisme de bidegr�e (�1; 0) si on consid�ere les bi�ltrations\somme directe" sur les deux sommes (cf. [39] pour les d�etails).On montre alors (toujours cf. [39]) que pour toutM 2 Ob(RY ) et tout l 2 N,M admet localement sur X une r�esolutionL�l �! � � � �! L�1 �! L0 �!M �! 0 (1.8.4)par des DX -modules �el�ementaires Lk de polynôme b, o�u b est la b-fonction deM.D'autre part, on prouve aussi (cf. [39]) que si0 �!M0 �!M �!M00 �! 0 (1.8.5)est une suite exacte des DX -modules coh�erents, alors M est 1-sp�ecialisable lelong de Y si et seulement si M0 et M00 le sont, et cela implique RY �epaisse.Ce r�esultat va nous permettre d'appliquer le lemme du \way-out functor" pourr�eduir (localement) l'�etude des complexes de DbRY (DX) �a l'�etude des DX -modulesde la forme DX/DX(b(�)� tP ), o�u P 2 V0(DX) et degFP � deg b.
13
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Chapitre 2Transformation de Fourierg�eom�etriqueNous reprenons ici bri�evement quelques d�e�nitions et r�esultats de [7], [8], [23],[30]{[32], [6], [28], [24], et aussi [12].Nous rappelons que nous avons not�e par E un espace vectoriel complexede dimension n, par E0 son dual, et par � (ou h�; �i) l'application de dualit�eE � E 0 �! C .Nous avons aussi d�esign�e par W (E) l'alg�ebre de Weyl de E.2.1 Transformation de Fourier formelle pour lesW (E)-modulesNous consid�erons le morphisme des C -alg�ebres W (E) F�! W (E0) donn�e surles g�en�erateurs (e; e0) 2 E � E0 par F(e; e0) = (�e0; e).En prenant des coordonn�ees (x1; : : : ; xn) sur E et (�1; : : : ; �n) sur E 0 (o�u �i sontles variables duales de xi), cela veut dire que Fxi = �@�i et F@xi = �i pour touti 2 f1; : : : ; ng, et par cons�equent nous aurions dû appeler F la \transformationde Laplace" plutôt que de Fourier. N�eanmoins, nous allons suivre la terminologieutilis�ee dans la lit�erature, et appeler F la transformation de Fourier formelle deW (E).On voit alors imm�ediatement que F est un isomorphisme de C -alg�ebres, etque son inverse �F est donn�e par �F�i = @xi, �F@�i = �xi, (8)i 2 f1; : : : ; ng, i.e. latransformation \F �a partir de E0", suivie de la sym�etrie par rapport �a l'originedans E.Si maintenant on prend unW (E)-module �a gaucheM , F fait deM unW (E 0)-module qu'on note par FM .On obtient ainsi deux �equivalences de cat�egories inverses l'une de l'autre15



Mod(W (E)) F�! ��F Mod(W (E 0)) (2.1.1)qui pr�es�ervent, �evidemment, la �nitude. Ils donnent donc (cf. 1.1) des �equivalencesModf (W (E)) F�! ��F Modf (W (E0)) (2.1.2)et Dbf (W (E)) F�! ��F Dbf (W (E0)) : (2.1.3)Soit maintenant � = Pnj=1 xj@xj le vecteur d'Euler de E (� ne d�epend pasdu syst�eme des coordonn�ees (x1; : : : ; xn) choisies sur E), et appelons un W (E)-module �a gauche M monodromique s'il est de type �ni, et si pour tout m 2M ilexiste b 2 C [s] non nul tel que b(�) �m = 0. Nous avons alors :Proposition 2.1.1 Un W (E)-module M est monodromique si et seulement siFM l'est.Preuve : Si m 2 M et b 2 C [s] tel que b 6= 0 et b(�) �m = 0, alors F(b(�)) =F(b(Pnj=1 xj@xj)) = b(�n�Pnj=1 �j@�j) = b(�n� �0) o�u �0 est le vecteur d'Eulerde E 0, et donc b(�n� �0) �m = 0. �En�n, nous avons aussi :Proposition 2.1.2 Si M est un W (E)-module de type �ni, alors FM a la mêmedimension et la même multiplicit�e de Bernstein que M (cf. la d�e�nition de [3],p. 177).En particulier, M est holonome si et seulement si FM l'est.Preuve : Cf. [3], la dimension et la multiplicit�e de M peuvent se calculer �al'aide de la �ltration de Bernstein. Consid�erons donc la �ltration (TlW (E))l2N deW (E) : Tl(W (E)) = fP =X�;� a��x�@�x j j�j+ j�j � lg (2.1.4)(on voit facilement que Tl(W (E)) ne d�epend pas des coordonn�ees choisies sur E).On a alors de fa�con �evidente FTl(W (E)) = Tl(W (E0)) pour tout l 2 N, doncune �ltration (TlM)l2N deM qui est bonne par rapport �a (TlW (E))l2N sera aussibonne par rapport �a (TlW (E0))l2N.Cela montre que M et FM ont en fait le même polynôme de Hilbert parrepport aux �ltrations de Bernstein sur W (E) et respectivementW (E0). �16



Corollaire 2.1.3 F et �F engendrent des �equivalences des cat�egories inverse l'un�a l'autre : Modc(DE) F�! ��F Modc(DE0) (2.1.5)Modh(DE) F�! ��F Modh(DE0) (2.1.6)Dbc(DE) F�! ��F Dbc(DE0) (2.1.7)et Dbh(DE) F�! ��F Dbh(DE0) : (2.1.8)Par contre, F et �F ne pr�eservent pas en g�en�eral la r�egularit�e, et une �etudedes r�elations qui existent entre la r�egularit�e d'un W (E)-module de type �ni Met la r�egularit�e de FM devrait faire intervenir les \structures de Stokes"; jusqu'apr�esent, ce probleme n'est completement r�esolu qu'en dimension n = 1 (voirnotamment [32] pour une discussion de ce point).2.2 Transformation de Fourier g�eom�etriquepour les DE-modules2.2.1 Le noyau \e��"Nous consid�erons d'abord sur C = Spec C [t] le �br�e trivial OC , muni de laconnexion r:OC �! 
1C = OC 
OC 
1Cr(P ) = dP � Pdt (2.2.1)(c'est une connexion car r(f � P ) = fdP + Pdf � fPdt pour tout f; P 2 OC ),et nous d�esignons par eL le DC -module �a gauche qui lui est associ�e.Il est isomorphe comme DC -module �a DC =DC ( ddt+1), donc il est holonome.Nous prenons maintenant � = h�; �i l'application de dualit�e E � E0 �! C , etnous consid�erons L = �! eL[�(2n�1)] = OE�E0 L
��1OC ��1 eL: (2.2.2)17



L est concentr�e en degr�e 0, et il est �egale comme ensemble �a OE�E0. L'actionde DE�E0 est donn�ee par :@xi(g(x; �) 
 1) = [( @@xi � �i)g(x; �)]
 1 ; (2.2.3)et @�i(g(x; �) 
 1) = [( @@�i � xi)g(x; �)]
 1 ; (2.2.4)donc si M est un DE�E0-module �a gauche, M L
OE�E0 L va être �egal commeensemble �aM, et muni de l'action de DE�E0 donn�ee par :@xi(m
 1) = (@xi � �i)m
 1 (2.2.5)et @�i(m
 1) = (@�i � xi)m
 1 : (2.2.6)Par cons�equent, nous allons noterM L
OE�E0 L parM
 e��.2.2.2 Le foncteur F�Nous consid�erons maintenant les projectionsE � E 0����� AAAAUE E 0p1 p2et nous d�e�nissons le foncteurF�:Dbc(DE) �! Dbc(DE0)F�(M) = Zp2� (p !1M)
 e��[�n] : (2.2.7)A cause du fait que E et E 0 sont des vari�et�es a�nes, F�(M) est isomorphe(d'apr�es (1.3.4), p. 5) au complexeZp2� (p �1M)
 e��[n] (2.2.8)consid�er�e par B. Malgrange dans [30], et on peut montrer (voir [8], p. 197, [23],p. 195 et 200{201) qu'il co��ncide aussi avec FM d�e�ni �a la section 2.1 \mo-dulo le choix d'une mesure de volume d� sur E0", dans le sens que si M est un18



W (E)-module de type �ni etM est le DE-module associ�e �a M , alors il existe unisomorphisme (fonctoriel en M) canonique entre F�M et le DE -module associ�e�a FM 
C (VnE 0).Par cons�equent on a, en traduisant les propri�et�es de F :Corollaire 2.2.2.11. Si M 2 Ob(Dbc(DE)) est concentr�e en degr�e 0, alors F�M n'a aussi decohomologie qu'en degr�e 0;2. On a un isomorphisme fonctoriel FE0;��FE;� ' a�, o�u FE;� et FE0;� sont lesfoncteurs \F�" sur E et respectivement E0, et a:E �! E est l'applicationantipodale a(e) = �e;3. FE;� est une �equivalence de cat�egories dont l'inverse est �FE;� = a� � FE0;�;4. SiM2 Ob(Dbc(DE)), alors il existe un isomorphisme canoniqueD E0 (F�(M)) ��! �F�(DE (M)) : (2.2.9)En�n, par l'holonomie de eL de 2.2.1 on a L holonome sur E � E0, donc siM est �a cohomologie holonome alors F�M l'est aussi. Et �a cause du fait que lamême chose est valable pour �F�, on a :Corollaire 2.2.2.2 F� et �F� �etablissent des �equivalences de cat�egories inversesl'un �a l'autre Dbh(DE) F��! ��F� Dbh(DE0) : (2.2.10)2.2.3 Le foncteur F!Nous gardons les mêmes notations que dans la section pr�ec�edente, et nousconsid�erons le foncteur F!:Dbc(DE) �! Dbc(DE0)F!(M) = Zp2! (p �1M)
 e��[n] : (2.2.11)Dans le contexte alg�ebrique, l'image directe Rp2! (voir 1.4) admet aussi ladescription suivante, qui montre en particulier que notre foncteur F! co��ncideavec celui de [30], p. 4 : 19



E � E 0 - �E � E 0����� AAAAU ����� AAAAUE E0 �E E0�|p1 p2 q1 q2Si E j,�! �E est la compacti�cation projective de E, et si nous d�esignons par �|l'application �| = j�id:E � E0 �! �E � E 0 et par q1, q2 les projections de �E �E0sur les deux facteurs, alors nous avons :Proposition 2.2.3.1 Si N 2 Dbc(DE�E0) alorsZp2!N = Zq2� D �E�E0(Z�|� D E�E0 (N )) : (2.2.12)Preuve : q2 est propre, donc Rp2! = Rq2� R�|!, et par cons�equent il su�t de montrerque Z�|!N = D �E�E0(Z�|� D E�E0 (N )) : (2.2.13)Si nous consid�erons e| une compacti�cation de Hironaka-Nagata de �|, nousavons E � E 0 - �E � �E 0@@@@R ����	k�| e|�E � E0Z�|! N = Ze|� D �E� �E0(Rk�(D E�E0 (N ))) ; (2.2.14)donc il su�t de voir queD �E�E0(Z�|� N ) = Ze|� D �E� �E0(Rk�(N )) (2.2.15)pour tout N 2 Ob(Dbc(DE�E0)).Mais Rk�(N ) est �a cohomologie coh�erente (car k est une immersion ouverte),et le morphisme e| est propre, donc par le th�eor�eme de dualit�e relative (1.4.8),p. 7, nous avons Ze|� D �E� �E0(Rk�(N )) ' D �E�E0(Z�|� Rk�(N )) : (2.2.16)Il su�t donc de montrer que 20



Z�|� N = Ze|� Rk�(N ) ; (2.2.17)et cette derni�ere �egalit�e est vraie, car k est une immersion ouverte. �Nous allons utiliser cette description dans ce que va suivre.L'int�erêt du foncteur F! est donn�e par la proposition suivante :Proposition 2.2.3.2 Il existe un isomorphisme fonctoriel canoniqueF! ��! F� : (2.2.18)Preuve : Le morphisme cherch�e est induit par le morphisme naturel Rp2! �! Rp2�,car siM 2 Ob(Dbc(DE)), nous avons p �1 (M)[n] = p !1(M)[�n] (voir (1.3.4), p. 5).Pour voir maintenant qu'il s'agit d'un isomorphisme, nous remarquons d'abordque F! et F� sont de type \way-out" (F! l'est car les foncteurs qui le composentle sont), et donc il su�t de montrer que le morphisme F!(M) �! F�(M) est unisomorphisme pourM = DE .Nous avons Rp2� = Rq2� R�|� et Rp2! = Rq2� R�|! car q2 est propre, etZ�|! N = D �E�E0(Z�|� D E�E0 (N )) = D �E�E0(R�|�D E�E0 (N )) ; (2.2.19)o�u N = (OE�E0 L
p�11 OE p�11 DE)
 e��, donc la question revient �a montrer que lemorphisme D �E�E0(R�|�N ) �! R�|�D E�E0 (N ) (2.2.20)est un isomorphisme.Nous ne pouvons pas utiliser le th�eor�eme de dualit�e relative, car �| n'est paspropre.Le probleme est local sur �E � E0, donc il su�t de montrer que le morphisme(2.2.20) est un isomorphisme au voisinage de Z � E 0, o�u Z est l'hypersurface �al'in�ni Z = �EnE (car de fa�con �evidente il l'est sur E �E0 = ( �E � E0)n(Z�E0)).En prenant (x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �n) coordonn�ees locales sur E �E 0 et en con-sid�erant t = 1x1 comme coordonn�ee sur �E� = �E n fx 2 E j x1 = 0g, nous sommesramen�es �a montrer que (2.2.20) est un isomorphisme sue �E� � E 0.D'autre part, si nous d�esignons par \�" le produit tensoriel externe pour lesD-modules (voir [3], [35]) et nous prenons des coordonn�ees sur l'espace a�neA n , nous avons un isomorphisme (d�ependant des coordonn�ees) DAn ' �ni=1DA 1 .21



�A cause du fait que R�|�( � ), D E�E0 (�) et D �E�E0(�) commutent avec �, nouspouvons donc supposer, par r�ecurrence sur n = dimC E, que n = 11.De plus, la preuve peut se faire �a l'aide des sections sur �E��E 0, donc il nousreste �a montrer que :R�( �E� � E 0; D �E�E0(R�|�N )) ��! R�( �E� � E0;R�|�D E�E0 (N ))= R�(E� � E0; D E�E0 (N )) (2.2.21)o�u E� = E n fx 2 E j x = 0g.Nous avons :R�( �E� � E 0; D �E�E0(R�|�N )) ��! RHomD(R�(E� � E 0;N );D)[2] (2.2.22)o�u D = �( �E� � E 0;D �E�E0) = C ht; �; @t ; @�i, etR�(E� � E 0; D �E�E0(N )) = RHomD[ 1t ](R�(E� � E 0;N );D[1t ])[2] (2.2.23)o�u D[1t ] = �(E� � E 0;DE�E0) = C ht; t�1; �; @t; @�i.D'autre part, N = (OE�E0 L
p�11 OE p�11 DE)
e��. Il est �egal comme ensemble�a OE�E0 L
p�11 OE p�11 DE, et il est muni de l'action de DE�E0 donn�ee par@x(m
 1) = [(@x � �) �m]
 1@�(m
 1) = [(@� � x) �m]
 1 (2.2.24)Nous avons donc:R�(E� � E 0;OE�E0 L
p�11 OE p�11 DE) = C [t; t�1; �]
C[t;t�1 ] C ht; t�1; @ti= C ht; t�1; �; @ti = C ht; t�1; �; @t; @�i/(@�)(@�) �etant l'id�eal �a gauche, etR�(E� �E0;N ) = C ht; t�1; �; @t; @�i/(t@� � 1) ; (2.2.25)car @�(m
 1) = [(@� � x) �m]
 1.1En fait on a ici un r�esultat plus fort: si E1, E2 sont deux espaces vectoriels sur C et siM2 Ob�Dbc�DE1��, N 2 Ob�Dbc�DE2��, alors F�(M�N ) ' F�(M)�F�(N ) (ce que signi�eque F� agit \variable par variable").Esquisse de preuve : par \way-out" il su�t de prendre M = DE1 , N = DE2 ; d'autre part,F�(DE1 ) = DE01 et F�(DE2 ) = DE02 , et la formule �a montrer devient DE01 � DE02 = DE01�E02 ;en�n, le derni�ere formule est �evidente. 22



Notons N = R�(E� � E0;N ) et N1 = C ht; �; @t; d�i/(t@� � 1). Comme dans[32], p. 218, nous pouvons montrer que N ' N1, doncRHomD(N;D) = C ht; �; @t; d�i/(t@� + 1)[�1] : (2.2.26)D'autre part nous avons aussiRHomD[ 1t ](N;D[1t ]) = C ht; t�1; �; @t; d�i/(t@� + 1)[�1] ; (2.2.27)donc en utilisant le même resultat de [32] avec t@�+1 au lieu de t@��1, nousobtenons bien l'isomorphisme (2.2.21). �Nous pourrons par cons�equent identi�er les actions de F� et de F! dans lasuite.2.3 Transformation de Fourier faisceautiqueNous allons rappeler ici bri�evement la construction de [7].Nous utilisons les notations de la section pr�ec�edente, et nous consid�erons BEl'�eclat�e r�eel de �E le long de Z (Z �etant l'hypersurface �a l'in�ni Z = �E nE de �E).Remarquons qu'il est simplement le compl�et�e en boules de E, et qu'il co��ncideaussi avec la \transformation r�eelle monoidale" fZ �E de [40], p. 266 (voir aussi[21], p. 36). C'est donc une vari�et�e �a bord.E �E 0 BE � E0�E � E 0?�����*HHHHHjEE 0 BE E0
�E E0HHHY���� ����AAAK���� AAAU���k�|p1p2 r1 r2q1 q2Par cons�equent, il existe une projection canonique �:BE �! �E et une injec-tion canonique k:E ,�! BE, et nous allons d�esigner par �� et respectivement �kles morphismes �� = � � idE0:BE � E 0 �! �E � E 0 et �k = k � idE0:E � E0 ,�!BE � E 0. En�n, nous notons par r1 et r2 les projections de BE � E 0 sur les deuxfacteurs. 23



Nous consid�erons maintenant P� = f(x; �) 2 E � E 0 j Rehx; �i � 0g, Q� =�k(P�) (i.e. l'adh�erence dans BE �E0 de �k(P�)), Q+ = (BE � E0) nQ�, et L� =(E � E0) [Q�, L+ = (E � E0) [Q+.Si nous d�esignons parModf (C E ) la cat�egorie des (faisceaux de) C E -espacesvectoriels de dimension born�ee (globalement), par Db(C E ) la cat�egorie d�eriv�eedes complexes born�es associ�ee �a Modf (C E ), et de même pour E 0, alors nousavons la transformation de Fourier faisceautique de [7] :F+:Db(C E ) �!:Db(C E0 )F+(V) = Rr2�(R�k�(p�11 V) L
CBE�E0 C L+ )[n] : (2.3.1)Bien que cela soit inutile pour la suite, nous rappelons que nous pouvons ausside�nir un foncteur F� �a partir de C L� �a la place de C L+ , et nous obtenons ainsideux foncteurs qui ont des \bonnes" propri�et�es sur les complexes �a cohomologiehomog�ene ou monodromique (voir [7]{[8] et [6] pour une �etude en d�etail, et aussi[22] pour une approche l�eg�erement di��erente).Du point de vue des syst�emes di��erentiels, si un W (E)-module de type �niM est monodromique (dans le sens de 2.1), alors le complexe des solutions de Mest aussi monodromique. Reciproquement, si V est un complexe monodromiqueconstructible, alors le complexe des W (E)-modules �a cohomologie r�eguli�ere quilui est associ�e par la correspondance de Riemann-Hilbert ([17], [35]) est aussimonodromique; voir [6] et [30] pour d'autres commentaires.
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Chapitre 3Commutation entre latransformation de Fourierg�eom�etrique et le foncteur\solutions"3.1 Enonc�e du r�esultat principalAvant d'�enoncer le th�eor�eme central de cette Th�ese nous donnons encore und�e�nition :Soient X une vari�et�e alg�ebrique lisse, X j,�! �X une compacti�cation projec-tive de X, DX le faisceau des op�erateurs di��erentiels alg�ebriques sur X, et Mun DX -module coh�erent. Nous disons alors que M est 1-sp�ecialisable �a l'in�nisi (j�M)an est 1-sp�ecialisable (comme D �Xan-module) le long de l'hypersurface �al'in�ni �Xan n Xan. Comme dans [12] (1.5, p. 331), on peut montrer que cettenotion ne d�epend pas de la compacti�cation choisie.Nous pouvons �enoncer maintenant :Th�eor�eme 3.1.1 Soient E un espace vectoriel complexe de dimension �nie, E 0son dual, DE le faisceau des op�erateurs di��erentiels alg�ebriques sur E, etM uncomplexe born�e de DE-modules �a gauche, �a cohomologie 1-sp�ecialisable �a l'in�ni.Il existe alors un isomorphisme canonique dans Db(C E0 ) :F+Sol(M) ��! Sol(F�M) : (3.1.1)Comme nous l'avons d�ej�a dit �a 1.8, d'apr�es un r�esultat de M. Kashiwara etT. Kawa�� la condition du th�eor�eme est remplie siM est r�egulier sur E (dans lesens du remarque 1.2.1, p. 4), et dans ce cas nous obtenons un r�esultat conjectur�edans [30].Le reste de cette section sera consacr�e �a la d�emonstration de ce th�eor�eme.25



3.2 Cas des coe�cients coh�erentsEn g�en�eral, si M est seulement �a cohomologie coh�erente, nous ne pouvonspas d�e�nir de fa�con canonique un morphisme dans Db(C E0 )F+Sol(M) �! Sol(F�M) ; (3.2.1)ni un morphisme dans le sens inverse. N�eanmoins, nous pouvons associer �a Mun objet 	(M) de Db(C E0 ), et deux morphismes canoniques :F+Sol(M) � 	(M) �! Sol(F�M) : (3.2.2)Aucun de ces deux morphismes n'est a priori un quasi-isomorphisme, mais| comme nous allons le voir dans les sections suivantes | ils le deviennent siM est 1-sp�ecialisable �a l'in�ni. Ils fourniront donc dans ce cas l'isomorphismeF+Sol(M) ' Sol(F+M) que nous avons annonc�e.Le but principal de cette section est de construire 	(M) et ces deux mor-phismes, en d�etaillant [30]. Nous allons �nir en donnant aussi une formule dechangement de base, dont nous aurons besoin dans la suite.Nous reprenons les notations de 2.2 et 2.3, que nous pouvons r�esumer par lediagramme suivant : E �E 0 BE � E0�E � E 0?�����*HHHHHjEE 0 BE E0
�E E0HHHY���� ����AAAK���� AAAU���k�|p1p2 r1 r2q1 q2De plus, pour tout P 2 Ob(Dbc(DE)) nous allons noter, pour abr�eger l'�ecriture,�P = ���1(�|�p�11 P)an, et nous allons identi�er E, E 0, E � E 0 etc. �a leurs ver-sions analytiques Ean, E 0 an, E � E 0 an. �P sera donc un complexe de faisceaux surBE � E 0.Le premier terme de (3.2.2) admet alors la description suivante :Proposition 3.2.1 SiM 2 Ob(Dbc(DE)), alors il existe un isomorphisme cano-nique dans Db(C E0 ) : 26



F+Sol(M) ��! Rr2�(RHom �DE( �M; �k�(p�11 OEan)) L
CBE�E0 C L+ )[2n] : (3.2.3)Preuve : Nous avons par d�e�nition :F+Sol(M) = Rr2�(R�k�(p�11 RHomDEan(Man;OEan)) L
CBE�E0 C L+ )[2n] :En r�epr�esentant OEan par une r�esolution DEan-injective (et donc aussi DE-injective) dans RHomDEan(Man;OEan) ' RHomDE(M;OEan), et en prenant dessections, nous pouvons d�e�nir de fa�con canonique trois morphismes :p�11 RHomDE(M;OEan) �! RHomp�11 DE (p�11 M; p�11 OEan) ; (3.2.4)R�k�RHomp�11 DE (p�11 M; p�11 OEan) �!RHom�k�(p�11 DE )(�k�(p�11 M); �k�(p�11 OEan)) ; (3.2.5)et RHom�k�(p�11 DE)(�k�(p�11 M); �k�(p�11 OEan)) �!RHom���1�|�(p�11 DE)(���1�|�(p�11 M); �k�(p�11 OEan)) : (3.2.6)Par \way-out", ils sont tous des isomorphismes, car M est �a cohomologiecoh�erente (il su�t de le v�eri�er pourM = DE, est dans ce cas l'a�rmation esttriviale), donc nous avons �nalement l'isomorphisme annonc�e. �Pour le dernier terme de (3.2.2) il convient d'utiliser la description \mod�er�ee"suivante :Nous notons par S la sph�ere �a l'in�ni de BE (i.e. S = BE n E), et nousconsid�erons le faisceau (sur BE � E 0) A<0 = A<0BE�E0 jS�E0 des fonctions holo-morphes sur E � E 0, admettant �a l'in�ni un d�eveloppement asymptotique nul(voir l'annexe A).Nous avons alors :Proposition 3.2.2 SiM 2 Ob(Dbc(DE)), alors il existe un isomorphisme cano-nique dans Db(C E0 ) :Sol(F�M) ��! Rr2�RHom �DE( �M;�E)[2n] ; (3.2.7)o�u �E = RHom���1D �E�E0 (���1�|�(DE�E0�!E 
 e��);A<0).27



Preuve : Nous avons Sol(F�M) = Sol(Rq2�R�|� p !1M
 e��[�n]). A cause du faitque q2 est propre, il existe un isomorphisme canonique ((1.5.4), p. 8) :Sol(Zq2�Z�|� p !1M
 e��[�n]) � � Rq2�Sol(Z�|� p !1M
 e��[�n])= Rq2�RHomD�E�E0 (�|�(p !1M
 e��);O �E�E0an)[3n] ; (3.2.8)et par un raisonnement simple (cf. annexe A) on voit qu'on a aussi :RHomD�E�E0 (�|�(p !1M
 e��);O �E�E0an)� � RHomD�E�E0 (�|�(p !1M
 e��);R���A<0)' R���RHom���1D �E�E0 (���1�|�(p !1M
 e��);A<0) : (3.2.9)D'autre part,�|�(p !1M
 e��) = �|�((DE�E0�!E L
p�11 DE p�11 M) L
OE�E0 L)[n]= �|�((DE�E0�!E L
OE�E0 L) L
p�11 DE p�11 M)[n] ;L �etant d�e�ni en 2.2.1, et en r�epr�esentantM par une r�esolution DE-plate et enprenant des sections, nous pouvons d�e�nir un morphisme canonique�|�(DE�E0�!E 
 e��) L
�|�(p�11 DE) �|�(p�11 M)�! �|�((DE�E0�!E 
 e��) L
p�11 DE p�11 M) :Par \way-out", ce morphisme est un isomorphisme car M est �a cohomolo-gie coh�erente (il su�t de le voir pour M = DE, et dans ce cas l'assertion est,�evidement, vraie), et on montre facilement qu'il est aussi D �E�E0-lin�eaire �a gauche.Nous avons alors par adjonction :RHom���1D �E�E0 (���1�|�(p !1M
 e��);A<0)��! RHom���1D �E�E0 (���1�|�(DE�E0�!E 
 e��) L
 �DE �M;A<0)[�n]��! RHom �DE( �M;�E)[�n] ;donc aussi l'isomorphisme annonc�e. �Nous d�etaillons maintenant la structure de �E.28



Proposition 3.2.3 �E = RHom���1D �E�E0 (���1�|�(DE�E0�!E 
 e��);A<0) est iso-morphe dans Db( �DE) au sous-faisceau de �k�(p�11 OEan) des fonctions f , tel quee��f admet �a l'in�ni (i.e. pr�es de S � E0) une d�ecroissance exponentielle.Preuve : En prenant (x1; : : : ; xn) coordonn�ees sur E et (�1; : : : ; �n) leurs coor-donn�ees duales sur E 0, DE�E0�!E se repr�esent comme DE�E0 -module �a gauchepar le complexe de KoszulK(@�1; : : : ; @�n;DE�E0)[n]. Les di��erentielles de ce com-plexe sont, �evidement, p�11 DE-lin�eaires �a droite.Le changement de structure \
e��" revient alors au changement des di��erenti-elles de ce complexe :K(@�1; : : : ; @�n;DE�E0)
 e�� = K(@�1 � x1; : : : ; @�n � xn;DE�E0) ; (3.2.10)et on voit facilement que cette a�rmation est encore vraie pour la structure �adroite.Par cons�equent, �E se repr�esente comme ���1�|�(p�11 DE) = �DE -module �agauche par le complexe de Koszul dual K(�@�1 � x1; : : : ;�@�n � xn;A<0)[�n].Il su�t alors de voir que ce complexe se repr�esent par le sous faisceau de A<0des fonctions ' de la forme ' = e��f , o�u f est ind�ependante de �, et sur lequel@xi agissent par @xi(e��f) = e��@xi(f), et pour cela il su�t encore de montrerque si ' est une fonction holomorphe de la forme'k = e�(x1�1+���+xk�k)fk(x1; : : : ; xn; �k+1; : : : ; �n) (3.2.11)(1 � k � n�1), admettant un d�eveloppement asymptotique nul �a l'in�ni, alors ilexiste une fonction  k de la même forme et admettant un d�eveloppement asymp-totique nul �a l'in�ni, tel que (@�k+1 + xk+1) k = 'k.Cela se fait comme en dimension n = 1 ([32], p. 84). �Nous pouvons prouver maintenant :Proposition 3.2.4 Si nous d�esignons par	 le foncteur 	:Dbc(DE) �! Db(C E0 ),	(M) = Rr2�(RHom �DE( �M;�E) L
CBE�E0 C L+ )[2n] ; (3.2.12)alors pour tout M 2 Ob(Dbc(DE)) il existe deux morphismes canoniques deDb(C E0 ) : F+Sol(M) � 	(M) �! Sol(F�M) : (3.2.13)Preuve : En rappelant que L+ est un sous-ensemble ouvert de BE �E0, nousavons d'abord une inclusion canonique C L+ ,�! C BE�E0 , et donc un morphisme�E L
CBE�E0 C L+ �! �E : (3.2.14)29



D'autre part, d'apr�es le r�esultat pr�ec�edent, il existe une autre inclusion cano-nique � ,�! �k�(p�11 OEan), donc aussi un morphisme�k�(p�11 OEan) L
CBE�E0 C L+  � �E L
CBE�E0 C L+ : (3.2.15)Il su�t maintenant d'appliquer le foncteurRr2�RHom �DE( �M;�)[2n] �a (3.2.14)et (3.2.15). �Nous �nissons cette section par un autre r�esultat valable dans le cas coh�erent,et dont nous aurons besoin dans la suite :Proposition 3.2.5 Si N est un DE-module coh�erent, alors il existe un isomor-phisme canonique dans Db(D �E�E0) :q �1 j�(N ) ��! �|� p �1 (N ) : (3.2.16)Preuve : On a d'abord un morphisme fonctoriel q�11 j� �! �|� p�11 , car �|�1q�11 =p�11 j�1, d'o�u par adjonction q�11 �! �|� p�11 j �1, d'o�u q�11 j� �! �|� p�11 j �1j��! �|� p�11 . E � E0 �E �E 0E �E--? ?�|jp1 q1Par la formule de projection, il existe aussi des morphismesO �E�E0 
q�11 O �E q�11 j�(N ) �! O �E�E0 
q�11 O �E �|� p�11 (N ) �!�|�(�|�1O �E�E0 
�|�1(q�11 O �E) p�11 N ) = �|�(OE�E0 
p�11 OE p�11 N ) ; (3.2.17)donc on a un morphisme q �1 j�(N ) �! �|� p �1 (N ) dans Db(D �E�E0).Pour montrer qu'il est un isomorphisme, il su�t par \way-out" de le fairepour N = DE. Et comme ce morphisme est de fa�con �evidente un isomorphismesur E � E 0, il su�t même de nous placer au voisinage de Z �E 0 (nous rappelonsque nous avons not�e par Z l'hypersurface �a l'in�ni Z = �E nE de �E).Comme dans la preuve de 2.2.3.2 (p. 21), nous pouvons nous ramener au caso�u dimC E = 1, et dans cette situation nous choisissons x coordonn�ee sur E, � sacoordonn�ee duale sur E 0, et t = 1x coordonn�ee �a l'in�ni sur �E.Il su�t alors de faire la d�emonstration sur �E � �E 0, o�u �E � = �E n fx = 0g, etla question revient �a montrer queC ht; 1t ; �; @ti = C [t; �] 
C[t] C ht; 1t ; @ti : (3.2.18)En�n, la derni�ere �egalit�e est �evidente. �30



En particulier, la derni�ere proposition signi�e que si M est un DE-modulecoh�erent, alors �M s'�ecrit encore �M = ���1q�11 (j�M). Nous allons utiliser cetteformule dans la section suivante.3.3 R�eduction au syst�eme \b(t@t)� tP"Nous consid�erons de nouveauM2 Ob(Dbc(DE)) �a cohomologie 1-sp�ecialisable�a l'in�ni. Nous allons montrer maintenant comment on peut r�eduire le probleme�a l'�etude d'un syst�eme de la forme \b(t@t)Ip � tP" au voisinage de 0 2 C � C n(dans un sens qui sera pr�ecis�e plus loin).Pour prouver que les morphismes (3.2.2) de la section pr�ec�edente sont desquasi-isomorphismes siM est �a cohomologie 1-sp�ecialisable �a l'in�ni, il su�t demontrer qu'alors les morphismes�k�(p�11 OEan) L
CBE�E0 C L+  � �E L
CBE�E0 C L+ �! �E (3.3.1)deviennent des quasi-isomorphismes quand on leur applique RHom �DE( �M;�).Par \way-out", il su�t de supposer encore que M est un seul DE-modulesp�ecialisable �a l'in�ni, et dans ce cas �M = ���1q�11 (j�M) d'apr�es 3.2.5.De plus, les morphismes (3.3.1) sont d�ej�a des isomorphismes sur E � E 0, doncil su�t de consid�erer des voisinages de S �E0.Mais alors l'hypoth�ese surM implique (cf. 1.8) que (j�M)an admet (au voisi-nage de S�E 0) des r�esolutions par des D �Ean -modules �el�ementaires, et, de nouveaupar \way-out", il su�t donc de supposer que (j�M)an est lui-même �el�ementaire| c'est �a dire de la forme \'" de 1.8.2 (p. 13).Voyons maintenant ce que cela signi�e en coordonn�ees.Soit (s0; �0) un point quelconque de S�E 0, et choisissons (x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �n)coordonn�ees sur E � E 0 tel que les �i soient les variables duales des xi, et tel ques0 = (1; 0; : : : ; 0) �R+ .En faisant le changement de coordonn�ees y1 = 1x1 , yj = xjx1 (j 2 f2; : : : ; ng)et en consid�erant (y1; : : : ; yn) comme coordonn�ees �a l'in�ni sur �E, nous avonsZ = fy1 = 0g, et le champ d'Euler � =Pni=1 xi@xi de E devient � = �y1@y1.La condition (j�M)an �el�ementaire revient alors �a dire que (j�M)an se repr�e-sent par un complexe 0 �! Dp�Ean '�! Dp�Ean �! 0 (3.3.2)(concentr�e en degr�es �1 et 0), o�u p 2 N�, ' = b(@y1y1)Ip + y1P , avec b 2 C [s]polynôme unitaire dont les racines ne di��erent pas par des entiers non nuls, et Pmatrice p� p, P = (Pij)i;j2f1;:::;pg, �a coe�cients Pij 2 D �Ean d'ordre usuel � deg b,et d'ordre 0 par rapport �a la V-�ltration (VkD �Ean)k2Zdonn�ee par y1. C'est �a direencore que Pij sont de la forme Pij = Pij(y1; : : : ; yn; (y1@y1); @y2; : : : ; @yn).31



De plus, la �bre en (s0; �0) de C L+ est C si Re(�01) > 0 (o�u �0 = (�01; : : : ; �0n))et f0g dans le cas contraire, donc il nous reste �a montrer que le complexe0 �! �pE; (s0;�0) '��! �pE; (s0;�0) �! 0 (3.3.3)est acyclique si Re(�01) � 0, et quasi-isomorphe au complexe0 �! �k�(p�11 OEan)p(s0;�0) '��! �k�(p�11 OEan)p(s0;�0) �! 0 (3.3.4)si Re(�01) > 0, o�u '� est l'adjoint de ', c'est �a dire de la forme'� = b(�y1@y1)Ip + y1P (y1; : : : ; yn; (�y1@y1);�@y2 ; : : : ;�@yn) : (3.3.5)En�n, compte tenant de la structure de �E, le probl�eme se reduit �a l'a�rma-tion suivante (en changeant les notations, pour simpli�er l'�ecriture) :Pour tout " > 0 et tout a 2 R, a 6= 0, soient :1. �" � C �C n le secteur �" = f(t; x) 2 C �C n j kxk < "; jtj < "; j arg tj < "g;2. G" = OCn+1 (�");3. eGa;" = f' 2 G" j (9) f 2 G" tel que ' = eat f; et (9) 0 < "0 < " et A;B >0 tel que jf(t; x)j < Ae� Bjtj si (t; x) 2 �"0g (c'est �a dire : le sous-espace de G"des fonctions ' de la forme ' = eat f o�u f est �a d�ecroissance exponentielledans un secteur plus petit �"0);4. G = lim�!">0 G", et eGa = lim�!">0 eGa;".Alors le complexe : 0 �! eG pa '��! eG pa �! 0 (3.3.6)est acyclique si a � 0, et quasi-isomorphe au complexe :0 �! G p '��! G p �! 0 (3.3.7)si a > 0, o�u p 2 N�, et '� est de la forme '� = b(t@t)Ip� tP , tel que b 2 C [s] soitun polynôme unitaire dont les racines ne di��erent pas par des entiers non nuls,et P = (Pij)i;j2f1;:::;pg soit une matrice p � p, �a coe�cients Pij 2 DCn+1 d'ordreusuel � deg b, et de la forme Pij = Pij(t; x; t@t; @x) (on a not�e comme d'habitudex = (x1; : : : ; xn), et @x = (@x1; : : : ; @xn)).Il su�t donc de consid�erer dans la suite le syst�eme \b(t@t)Ip�tP" au voisinagede 0 2 C � C n . 32



3.4 R�eduction au syst�eme \t@t"Nous gardons les notations que nous avons �etabli �a la �n de la section pr�ec�e-dente, et nous notons de plus m = deg b, X = C � C n et Y = C n .Nous allons r�eduir maintenant le syst�eme \b(t@t)Ip � tP" �a un syst�eme de laforme \(t@t)Imp", dans le sens suivant : nous allons construire un op�erateur in-versible S:G p �! Gmp, tel que S et S �1 agissent aussi sur eG pa et resp�ectivementeGmpa , et tel que les diagrammesG p G pGmp Gmp--6 ?b(t@t)Ip�tP(t@t)ImpS�1 Set eG pa eG paeGmpa eGmpa--6 ?b(t@t)Ip�tP(t@t)ImpS�1 Ssoient commutatifs.La construction de S est inspir�e de [27] et [40].3.4.1 Ordres et normes formellesNous d�e�nissons ici l'ordre et la norme formelle d'une matrice d'op�erateursdi��erentiels sur Y = C n .Pour cela, nous regardons d'abord DY comme �etant un sous-faisceau du fais-ceau EY des op�erateurs microdi��erentiels analytiques sur Y . SiQ 2 DY est d'ordreusuel q 2 N et de symbole total�(Q)(x; �) = qXk=0 Qk(x; �) (3.4.1)(o�u Qk(x; �) est homog�ene de degr�e k en �) et si K � T �Y est un compact etT > 0, nous d�e�nissons (suivant [4], p. 302) la norme formelle NKq (Q;T ) de Qcomme �etantNKq (Q;T ) =Xk�0�;� 2 (2n)�k k !(j�j+ k) ! (j�j+ k) ! sup(x;�)2K j@�x@��Qq�k(x; �)j T 2k+j�j+j�j ;33



o�u nous avons not�e comme d'habitude � = (�1; : : : ; �n) 2 Nn, j�j = �1+ � � �+�n,@�x = @�1x1 : : : @�nxn , et de même pour � et @�.Si maintenant A = (aij)i;j2f1;:::;mg est une matrice m � m (m �etant celuid'avant) �a coe�cients aij 2 DY , et si r 2 N, nous disons que A est d'ordre � r siaij est d'ordre usuel � (r+i�j) pour tout i; j 2 f1; : : : ;mg, et nous posons alorsNKr (A;T ) = sup1�i�m� mXj=1 NKr+i�j(aij; T )� : (3.4.2)SiB est une matricemp�mp (le mêmep que ci-dessus), �a coe�cients dans DY ,nous le d�ecoupons en p2 blocs carr�es Bij de dimension m�m, (i; j 2 f1; : : : ; pg),et nous disons que B est d'ordre � r si chaque Bij est d'ordre � r dans le senspr�ec�edent. Dans ce cas, nous posonsNKr (B;T ) = sup1�i�p � pXj=1 NKr (Bij; T )� : (3.4.3)Nous allons utiliser la notation \ord(B)" pour d�esigner le plus petit entier rtel que B soit d'ordre � r.Ces notions d�ependent, bien-sûr, de m et de p, mais elles sont bien adapt�ees�a notre but.On prouve facilement (comme par exemple dans [40], p. 378) que si B1 et B2sont deux matrices mp �mp d'ordres � r1 et respectivement � r2, alors B1B2est d'ordre � (r1 + r2), et queNKr1+r2(B1B2; T )� NKr1 (B1; T )NKr2 (B2; T ) (3.4.4)(o�u \�" signi�e majoration terme �a terme).De plus, si B est de dimension mp�mp et d'ordre � r, et si s 2 N, alorsNKr+s(B;T )� 1s !�T 22n�sNKr (B;T ) : (3.4.5)3.4.2 R�eductions sur DXEn revenant maintenant au syst�eme \b(t@t)Ip � tP", nous allons le r�eduire �ala forme \(t@t)Imp�A� tB" o�u A est �a coe�cients constants. Plus pr�ecisement :Proposition 3.4.2.1 Il existe deux matrices A et B de dimension mp � mp,avec A �a coe�cients constants, et un isomorphisme DX-lin�eaireDmpX /DmpX ((t@t)Imp �A� tB) ��! D pX/D pX(b(t@t)Ip � tP ): (3.4.6)34



Preuve : En consid�erant (FlDX)l2N la �ltration de DX par l'ordre usuel desop�erateurs et (VkDX)k2Zla V-�ltration de DX donn�ee par Y = ft = 0g, nousrappelons que les �el�ements Pij de P sont dans (FmDX)\(V0DX). Par cons�equent,chaque Pij peut s'�ecrire sous la formePij(t; x; @t; @x) = mXk=0 P kij(t; x; @x) (t@t)k ; (3.4.7)o�u P kij est d'ordre � (m�k) en @x; en particulier donc, Pmij est ind�ependant de@x. Si nous notons par �k (k 2 f0; : : : ;m�1g) les coe�cients de b :b(s) = sm + m�1Xk=0 �ksk ; (3.4.8)alors la matrice b(t@t)Ip � tP s'�ecritb(t@t)Ip � tP = [Ip + tPm(x; t)] (t@t)m + m�1Xk=0 [�kIp + tPk(x; t; @x)] (t@t)k ; (3.4.9)et comme [Ip + tPm(x; t)] est inversible dans l'anneau des matrices p � p �a coef-�cients holomorphes au voisinage de ft = 0g, nous pouvons supposer même quePm = 0.Soit maintenant (u1; : : : ; up) la base canonique de D pX , soit (vij) i2f1;:::;pgj2f1;:::;mg unebase de DmpX , et soit encore ':DmpX �! D pX le morphisme donn�e par '(vij) =(t@t)j�1ui (i 2 f1; : : : ; pg, j 2 f1; : : : ;mg). Il induit alors l'isomorphisme (3.4.6)cherch�e si nous consid�erons les matrices A et B suivantes : A est form�ee de pblocs diagonaux �egaux �a C0 (nous notons cela en �ecrivant A = C �0 ), o�uC0 =0BB@ 0 1 � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � 1��0 ��1 � � � ��m�11CCA (3.4.10)et B est form�ee de p2 blocs m�m, B = (Bij)i;j2f1;:::;pg,Bij = 0BB@ 0 � � � 0... ...0 � � � 0P 0ij � � � Pm�1ij 1CCA (3.4.11)o�u P kij sont ceux d'avant (et donc d'ordre usuel � (m�k)). �35



Par cons�equent, pour obtenir l'op�erateur S de 3.4 il su�t de construire encoreun op�erateur inversibleR:Gmp �! Gmp, tel queR etR�1 agissent aussi sur eGmpa ,et tel que les diagrammes Gmp GmpGmp Gmp--6 ?(t@t)Imp�A�tB(t@t)ImpR�1 Ret eGmpa eGmpaeGmpa eGmpa--6 ?(t@t)Imp�A�tB(t@t)ImpR�1 Rsoient commutatifs.3.4.3 Construction de RNous allons construire maintenant l'op�erateur R.Soit d'abord, pour tout k 2Z:Vk[DX jY = lim �j�k VkDX/VjDX ; (3.4.12)et soit encore [DX jY = lim�!k2ZVk[DX jY : (3.4.13)[DX jY est donc un faisceau d'anneaux, dont les sections dans une voisinage dux1 = : : : = 0, t = 0 ont la formel0Xl=0 Ql(x; @x; (t@t)) @lt + +1Xk=1 Sk(x; @x; (t@t)) tk ; (3.4.14)o�u l0 2 N (sans aucune condition de convergence en t sur la deuxi�eme somme).Nous pouvons donner maintenant :Proposition 3.4.3.1 Il existe R matrice inversible mp�mp �a coe�cients dans[DX jY , tel que R((t@t)Imp �A� tB) = (t@t)R : (3.4.15)36



Preuve : Nous cherchons R sous la formeR = R0(t)[Imp + +1Xk=1 Rk(x; @x)tk] : (3.4.16)On prouve facilement que pour que R soit inversible il su�t que R0(t) le soit.R0(t) doit alors v�eri�er :R0(t)[(t@t)Imp �A] = (t@t)R0(t) ; (3.4.17)soit : [(t@t); R0(t)] = �R0(t)A ; (3.4.18)ou encore t dR0dt = �R0(t)A (3.4.19)car R0(t) ne d�epend pas de @t.Vu la forme de A (= C �0 ), il su�t de prendre R0(t) = S0(t)� (c'est �a direform�ee de p blocs diagonaux m � m �egaux �a S0(t)), o�u S0(t) est une matriceholomorphe inversible, solution det dS0dt = �S0(t)C0 (3.4.20)(C0 �etant d�e�ni par (3.4.10), p. 35).Une telle matrice est donn�ee par S0(t) = (�ij(t))i;j2f1;:::;mg,�ij(t) = [(t@t)m�j + m�1Xk=j �k(t@t)k�j ] �i(t) (3.4.21)o�u �1(t); : : : ; �m(t) sont m solutions ind�ependantes de b(t@t) �(t) = 0, ou encore,si �1; : : : ; �� sont les racines distinctes de b(s) avec les multiplicit�es �1; : : : ; �� :�ij(t) = �Xl=1 �lXk=1 �lk t��l(log t)k : (3.4.22)R0(t) �etant d�etermin�e, on d�ecomposetB(t; x; @x) = +1Xk=1 Bk(x; @x) tk ; (3.4.23)et Bk(x; @x) seront des matrices mp�mp �a coe�cients dans DY , d'ordre � 1 ausens de 3.4.1, car nous rappelons que B = (Bij)i;j2f1;:::;pg, et37



Bij = 0BB@ 0 � � � 0... ...0 � � � 0P 0ij � � � Pm�1ij 1CCA (3.4.24)avec P kij d'ordre usuel � (m�k).Les Rk(x; @x) de (3.4.16) doivent v�eri�er alorst�dR0dt �(Imp + +1Xk=1 Rk(x; @x) tk) =�R0(t) (Imp + +1Xk=1 Rk(x; @x) tk)(A+ +1Xk=1 Bk(x; @x) tk) ; (3.4.25)soit encorekRk(x; @x)� [A;Rk(x; @x)] = �Bk(x; @x)� k�1Xj=1 Rk�j(x; @x)Bj(x; @x) : (3.4.26)En notant adA(Q) = [A;Q] pour tout Q matrice mp�mp �a coe�cients dansDY , on peut regarder Lk = (k �Imp�adA) comme �etant un op�erateur �a coe�cientsconstants Lk:D(mp)2Y �! D(mp)2Y : (3.4.27)On a alors d'apr�es un r�esultat classiquedet(Lk) =Yi;j [k � (!i � !j)] (3.4.28)o�u !1; : : : ; !mp sont les valeurs propres de A = C �0 , et donc les racines de b(s).Ces racines ne di��erent pas par des entiers non nuls, donc det(Lk) 6= 0.Par cons�equent, les Rk sont bien d�etermin�es par r�ecurrence sur k :Rk(x; @x) = 8>><>>:�L�11 B1(x; @x) si k = 1�L�1k (Bk(x; @x) + k�1Xj=1 Rk�j(x; @x)Bj(x; @x)) si k � 2 (3.4.29)et nous avons obtenu un op�erateur R inversible qui v�eri�e (3.4.15). �38



3.4.4 D�ecomposition de L�1kPour �nir la construction annonc�ee au debut de 3.4, il nous reste �a prouvermaintenant queR et R�1 agissent sur Gmp et sur eGmpa . Par le même raisonnementque celui que nous venons de faire �a 3.4.3, nous pouvons montrer qu'il existe aussiun op�erateur R0 inversible tel que[(t@t)Imp �A� tB]R0 = R0(t@t) ; (3.4.30)et par l'unicit�e de l'inverse nous avons R0 = R�1; il su�t donc de prouver seule-ment que R = R0(t)[Imp +P+1k=1Rk(x; @x)tk] agit sur Gmp et sur eGmpa .En�n, R0(t) est �a coe�cients de classe de Nilsson (car S0(t) l'est, d'apr�es(3.4.21), p. 37), donc il su�t encore de prouver que [Imp+P+1k=1Rk(x; @x)tk] agitsur Gmp et sur eGmpa .Pour cela faire, nous examinons d'abord L�1k .Soit donc de nouveau Lk = (k �Imp�adA). Comme nous l'avons d�ej�a vu, il estinversible comme op�erateur �a coe�cients constants agissant sur D(mp)2Y , pour toutk 2 N�. Si nous regardons maintenant aussi adA comme op�erateur �a coe�cientsconstants sur D(mp)2Y , et si nous le notons dans cette situation par N , l'inverseL�1k de Lk s'�ecrit encore (kI(mp)2 �N)�1 = +1Xl=0 N lkl+1 (3.4.31)si k � kNk (o�u \k � k" est ici par exemple la norme \sup" sur les matrices(mp)2 � (mp)2).Puisque A = C �0 est d'ordre � 1 (au sens de 3.4.1), nous avons a prioriord(N lQ) � ord(Q) + l (3.4.32)pour tout l 2 N et tout Q matrice mp�mp �a coe�cients dans DY . Mais �a causedu fait que N est �a coe�cients constants, nous pouvons donner aussi une autreestimation : pour tout l 2 N et tout Q nous avonsord(N lQ) � ord(Q) + 2(m�1) ; (3.4.33)car les �el�ements de N lQ sont des combinaisons lin�eaires �a coe�cients constantsdes �el�ements de Q.Si nous notons maintenantNk;l =8>>><>>>: 1kl+1N l , si l 2 f0; : : : ; 2m�3gL�1k � 2m�3Xj=0 1kj+1N j , si l = 2m�2 (3.4.34)39



nous avons alors L�1k = 2m�2Xl=0 Nk;l (3.4.35)et ord(Nk;lQ) � ord(Q) + l (3.4.36)pour tout k 2 N�, l 2 f0; : : : ; 2m�2g, et Q matrice mp�mp �a coe�cients dansDY .En�n, si k > kNk, nous avonskNk;lk < kNklkl+1 (3.4.37)si l 2 f0; : : : ; 2m�3g, etkNk;2m�2k = N2m�2k2m�2 +1Xj=0 N jkj+1 � kNk2m�2k2m�2(k�kNk) : (3.4.38)D'autre part l'ensemble fk 2 N j k � kNkg est �ni. Il existe donc C0 > 0 telque pour tout Q matrice mp�mp �a coe�cients dans DY d'ordre � r on aitNKr+l(Nk;lQ;T ) � C0kl+1NKr (Q;T ) (3.4.39)pour tout l 2 f0; : : : ; 2m�2g, k 2 N�, K � T �Y compact et T > 0. Parcons�equent, nous avons aussi une estimation pour les normes.3.4.5 Ordre et norme de RkNous voulons maintenant trouver des estimations convenables pour l'ordre etpour la norme formelle de Rk. Pour cela nous avons b�esoin d'une d�ecompositionde Rk.Rappelons que les Rk sont donn�es parRk(x; @x) = 8>><>>:�L�11 B1(x; @x) si k = 1�L�1k (Bk(x; @x) + k�1Xj=1 Rk�j(x; @x)Bj(x; @x)) si k � 2 (3.4.40)Pour abr�eger l'�ecriture, soit d'abordMk;s = f�k = (k1; : : : ; ks) 2 Ns j k = k1 > k2 > : : : > ks � 1g (3.4.41)40



pour tout k 2 N�, s 2 f1; : : : ; kg, et soit �egalementR (�k;s) = (L�1k1 � � �L�1ks )(BksBks�1�ks � � �Bk1�k2) (3.4.42)pour tout �k = (k1; : : : ; ks) 2Mk;s. Alors :Proposition 3.4.5.1 Pour tout k 2 N�, nous avons :Rk = kXs=1 (�1)s X�k2Mk;sR (�k;s) (3.4.43)Preuve : Par r�ecurrence sur k :� Si k = 1 : R1 = �L�11 B1, ce qui v�eri�e l'a�rmation de l'�enonc�e.� Si nous supposons maintenant que l'a�rmation est vraie pour les Rj avecj � (k � 1), nous avons pour k � 2 :Rk = �L�1k Bk � L�1k k�1Xj=1 RjBk�j (3.4.44)et Rj = jXs=1 (�1)s X�k2Mj;s(L�1j L�1k2 � � �L�1ks )(BksBks�1�ks � � �Bj�k2 ) (3.4.45)doncRk = �L�1k Bk � k�1Xj=1 jXs=1 (�1)s X�k2Mj;s [(L�1k L�1j L�1k2 � � �L�1ks )�(BksBks�1�ks � � �Bj�k2Bk�j)]= �L�1k Bk + kXs=2 (�1)s X�k2Mk;s(L�1k1 � � �L�1ks )(BksBks�1�ks � � �Bk1�k2) :Par cons�equent, l'a�rmation est vraie aussi pour Rk. �D'autre part maintenant, d'apr�es (3.4.35), p. 40, chaque L�1k s'�ecrit encoreL�1k = 2m�2Xl=0 Nk;l (3.4.46)donc en notant 41



Ls = f�l = (l1; : : : ; ls) 2 Ns j lj � 2m�2 (8)j 2 f1; : : : ; sgg (3.4.47)pour tout s 2 f1; : : : ; kg, et en notant aussiQ (�k;�l;s) = (Nk1;l1 � � �Nks;ls)(BksBks�1�ks � � �Bk1�k2) (3.4.48)pour tout �k = (k1; : : : ; ks) 2 Mk;s et �l = (l1; : : : ; ls) 2 Ls, chaque R (�k;s) sed�ecompose �a son tour en (2m�1)s termes :R (�k;s) =X�l2LsQ (�k;�l;s) : (3.4.49)Pour Q (�k;�l;s) nous pouvons donner des estimations pour l'ordre et la normeformelle :Proposition 3.4.5.2 Pour tout k 2 N�, s 2 f1; : : : ; kg, �k = (k1; : : : ; ks) 2 Mk;set �l = (l1; : : : ; ls) 2 Ls, si l = (l1+1) + � � �+ (ls+1), nous avons :1. ord(Q (�k;�l;s)) � l;2. Pour tout K � T �Y compact et tout T0 > 0, il existe C1; C2 > 0 (ind�epen-dants de k et l), tel que :NKl (Q (�k;�l;s); T0) � Cs1Ck2 (2m�1)ll ! : (3.4.50)Preuve : La premi�ere a�rmation est imm�ediate : par (3.4.36), p. 40, nous avonsord(Q (�k;�l;s)) � l1+ : : :+ ls+ord(BksBks�1�ks � � �Bk1�k2), donc aussi ord(Q (�k;�l;s)) �l1 + : : :+ ls + s, car les Bj sont d'ordre � 1.Pour la deuxi�eme a�rmation, remarquons d'abord queP+1k=1Bk(x; @x)tk = tBest une matrice �a coe�cients dans DX (cf. 3.4.2), donc la s�erieP+1k=1NK1 (Bk; T0)tkest conv�ergente pour t > 0 assez petit. Par cons�equent, il existe C 0; C 00 > 0 telque NK1 (Bk; T0) � C 0C 00k (3.4.51)pour tout k 2 N�.D'autre part, par (3.4.39), p. 40, et (3.4.4), p. 34, il existe C0 > 0 tel queNKl (Q (�k;�l;s); T0) � Cs0kl1+11 � � � kls+1s NK1 (Bks; T0)NK1 (Bks�1�ks; T0) � � �NK1 (Bk1�k2 ; T0)et donc 42



NKl (Q (�k;�l;s); T0) � (C0C 0)sC 00kkl1+11 � � � kls+1s (3.4.52)car k1 = k.Si nous prenons maintenant C1 = C0C 0 et C2 = C 00, l'in�egalit�e que nous avonsannonc�e decoule alors du lemme 3.4.5.3 suivant. �Lemme 3.4.5.3 Pour tout k 2 N�, s 2 f1; : : : ; kg, �k = (k1; : : : ; ks) 2 Mk;s et�l = (l1; : : : ; ls) 2 Ls, si l = (l1+1) + � � �+ (ls+1), nous avons1kl1+11 � � � kls+1s � (2m�1)ll ! : (3.4.53)Preuve : Par r�ecurrence sur s :� Si s = 1 : nous avons1kl1+11 � 1 � �2m�1l1+1 �l1+1 � (2m�1)l1+1(l1+1) ! : (3.4.54)� Si maintenant nous supposons que l'a�rmation est vraie pour (s�1), nousavons k2 > : : : > ks � 1, donc k2 � (s� 1), et donc1kl2+12 � � � kls+1s � (2m�1)(l2+1)+:::+(ls+1)[(l2+1) + : : :+ (ls+1)] ! : (3.4.55)Il su�t alors de montrer encore que1kl1+11 � (2m�1)l1+1Ql1+1j=1 [j + (l2+1) + : : :+ (ls+1)] : (3.4.56)Mais Ql1+1j=1 [j + (l2+1)+ : : :+ (ls+1)] � [(l1+1)+ (l2+1)+ : : :+ (ls+1)]l1+1 �[s(2m�1)]l1+1 � [k1(2m�1)]l1+1, donc nous avons bien l'in�egalit�e annonc�ee. �Ces estimations �etant �etablies, regroupons maintenant les Q (�k;�l;s) par ordre :soit d'abordJl;s = f�l = (l1; : : : ; ls) 2 Ls j (l1+1) + : : :+ (ls+1) = lg (3.4.57)pour tout l; s 2 N�, s � l � s(2m�1) (de fa�con �a avoir donc Ls = Ss(2m�1)l=s Jl;s),et soit encore Rlk = kXs=1 (�1)s X�k2Mk;s X�l2Jl;sQ (�k;�l;s) (3.4.58)pour tout k; l 2 N�, l � k(2m�1). 43



Alors, d'apr�es la proposition pr�ec�edente, les Rlk sont d'ordre � l, ils formentune d�ecomposition de Rk : Rk = k(2m�1)Xl=1 Rlk (3.4.59)pour tout k 2 N� (cf. proposition 3.4.5.1, p. 41, et (3.4.49), p. 42), et nous avonspour eux des bonnes estimation pour les normes formelles :Proposition 3.4.5.4 Pour tout k; l 2 N�, l � k(2m�1), tout K � T �Y compactet tout T0 > 0, il existe C3; C4 > 0 (ind�ependants de k et l), tel queNKl (Rlk; T0) � 1l !C l3Ck4 : (3.4.60)Preuve : D'apr�es la proposition pr�ec�edente, pour les K et T0 donn�es, il existeC1; C2 > 0 tel que NKl (Q (�k;�l;s); T0) � Cs1Ck2 (2m�1)ll ! : (3.4.61)Maintenant, l'ensemble Mk;s de (3.4.41) (p. 40) est �a �k�1s�1� < 2k �el�ements(nous notons par �ks� les coe�cients binomiaux), et d'autre part l'ensemble Jl;s amoins de �l�1s�1� �el�ements, car d'apr�es un r�esultat classique d'Euler, le nombre dessolutions (x1; : : : ; xn) 2 Nn de l'�equationx1 + : : :+ xn = m (3.4.62)o�u m 2 N�, est donn�e par le nombre des combinaisons avec r�ep�etition de m�el�ements n �a n | c'est �a dire par �n+m�1n�1 �.Par cons�equent nous avonsNKl (Rlk; T0) � (2m�1)ll ! (2C2)k kXs=1 �l�1s�1�Cs1� (2m�1)ll ! C1(2C2)k l�1Xs=0 �l�1s �Cs1� 1l ![(1+C1)(2m�1)]l(2C2)k ;ce que nous permet de choisir C3 = (1+C1)(2m�1) et C4 = 2C2. �En�n, nous pouvons �enoncer maintenant :44



Proposition 3.4.5.5 Pour tout k 2 N� :1. Rk est d'ordre � k(2m�1);2. Pour tout K � T �Y compact et tout T0 > 0, il existe C > 0 (ind�ependantde k), tel que NKk(2m�1)(Rk; T0) � Ck[k(2m�1)] ! : (3.4.63)Preuve : La premi�ere a�rmation est �evidente, et pour la deuxi�eme, par (3.4.5)(p. 34) et par la proposition pr�ec�edente, pour K et T0 donn�es il existe C3; C4 > 0tel que :NKk(2m�1)(Rk; T0) � k(2m�1)Xl=1 1[k(2m�1) � l] !�T 202n�k(2m�1)�lNKl (Rlk; T0)� Ck4 k(2m�1)Xl=1 1l ! [k(2m�1) � l] !C l3�T 202n�k(2m�1)�l� 1[k(2m�1)] !hC4�C3 + T 202n�2m�1ik :Cela nous am�ene �a choisir C = C4�C3 + T 202n�2m�1. �Cet estimation va nous permettre dans la section suivante de montrer que Raĝ�t sur Gmp et sur eGmpa .3.4.6 Action de R sur Gmp et sur eGmpaRappelons d'abord les notations que nous avons prises en 3.3 :1. �" � C �C n le secteur �" = f(t; x) 2 C �C n j kxk < "; jtj < "; j arg tj < "g;2. G" = OCn+1 (�");3. eGa;" = f' 2 G" j (9) f 2 G" tel que ' = eat f; et (9) 0 < "0 < " et A;B >0 tel que jf(t; x)j < Ae� Bjtj si (t; x) 2 �"0g ;4. G = lim�!">0 G", et eGa = lim�!">0 eGa;".Nous sommes en m�esure de prouver maintenant :45



Proposition 3.4.6.1 R agit sur Gmp et sur eGmpa .Preuve : Comme nous l'avons d�ej�a dit �a 3.4.4, il su�t de montrer que la partieP+1k=1Rk(x; @x)tk agit sur Gmp et sur eGmpa , car R0(t) de (3.4.16), p. 37, est �acoe�cients de classe de Nilsson. Si nous notons Rk = (r(k)ij )i;j2f1;:::;mpg, il su�t deprouver donc que chaque P+1k=1 r(k)ij tk agit sur G et sur eGa.Fixons donc i; j 2 f1; : : : ;mpg, et notons r(k)ij = r(k). Par ce que nous venonsde voir, r(k)(x; @x) est d'ordre � k(2m�1) + q (o�u q 2 f0; : : : ; (m�1)g), donc sir(k)(x; @x) s'�ecrit r(k)(x; @x) = Xj�j�k(2m�1)+q pk;�(x)@�x ; (3.4.64)alors pour montrer que P+1k=1 r(k)tk agit sur G, il su�t de voir que si f 2OCn+1 (�"), et si K � T �Y est un compact, alors il existe un t0 > 0 tel quela s�erie +1Xk=1 � Xj�j�k(2m�1)+q supx2K jpk;�(x) @�xf(x)j�tk0 (3.4.65)soit convergente.Fixons " > 0. Si nous notons maintenant par P (x; ") le polydisque P (x; ") =fy 2 C n j jyj�xjj < " (8)j 2 f1; : : : ; ngg, et par @0P (x; ") sa fronti�ere distingu�ee@0P (x; ") = fx 2 C n j jyj � xjj = " (8)j 2 f1; : : : ; ngg, nous avons pour tout"2 < � < ", (t; x) 2 �", � 2 Nn et f 2 G" :@�xf(t; x) = �!(2�i)n Z@0P (x;"��) f(t; �)(� � x)�+1 d� (3.4.66)(o�u �+1 = (�1+1; : : : ; �n+1)), doncj@�xf(t; x)j � �!("� �)j�j sup�2@0P (x;"��) jf(t; �)j : (3.4.67)Il su�t donc de montrer que si K � T �Y est un compact, alors il existe un"2 < � < " et un t0 > 0 tel que la s�erie+1Xk=1 � Xj�j�k(2m�1)+q �!("� �)j�j supx2K jpk;�(x)j�tk0 (3.4.68)soit convergente, et cela su�t encore pour montrer que P+1k=1 r(k)tk agit aussisur l'espace eGa : les r(k) sont ind�ependants de @t, donc ils commutent �a eat ,et les majorations que nous obtenons ainsi ne changent pas les conditions ded�ecroissance en t. 46



D'autre part, par ce que nous avons vu dans la section pr�ec�edente, pour toutK � T �Y compact tel que K 0 = prY (K) � fx 2 Y j kxk < "g, et pour toutT0 > 0, il existe C > 0 tel queNKk(2m�1)+q(r(k); T0) � Ck[k(2m�1)]! (3.4.69)pour tout k 2 N�. Par cons�equent, pour tout 0 < T < T0 et tout k 2 N�, nousavons : Ck[k(2m�1)]! � k(2m�1)+qXs=0 X�;� (2n)�s s !(s+ j�j) ! (s+ j�j) !� sup(x;�)2K ���@�x@�� Xj�j=k(2m�1)+q�s pk;�(x)����� T 2s+j�j+j�j ;ou, si nous retenons de la deuxi�eme somme seulement les termes o�u � = 0 etj�j = k(2m�1) + q � s :Ck[k(2m�1)]! � k(2m�1)+qXs=0 Xj�j=k(2m�1)+q�s � !(2n)s[k(2m�1) + q] !� supx2K0 jpk;�(x)jT 2s+j�j :En�n, q � (m�1), donc [k(2m�1)+q] ! � [k(2m�1)] ! [k(2m�1)+(m�1)]m�1,et (2n)s � (2n)k(2m�1)+q, et nous avons :[k(2m�1) + (m�1)]m�1Ck � Xj�j�k(2m�1)+q� � !T j�j� supx2K0 jpk;�(x)j�T 22n�k(2m�1)+q :Si nous choisissons maintenant 0 < T < "4 et "2 < � < " tel que ("� �) > T ,nous avonsXj�j�k(2m�1)+q � !("� �)j�j supx2K0 jpk;�(x)j �[k(2m�1) + (m�1)]m�1�2nT 2�qhC�2nT 2�2m�1ikdonc la s�erie (3.4.68) est convergente pour 0 < t0 < 1C�T 22n�2m�1, et cela terminela preuve. �47



Comme nous l'avons dit �a 3.4.4, l'existence de R implique celle de S annonc�eeau d�ebut de 3.4.Incidemment, les mêmes estimations montrent que l'action de R sur Gmp" estcontinue (par rapport �a la topologie usuelle), et cela signi�e que les coe�cientsde R sont dans D1X (voir [35], p. 116), et donc aussi ceux de S.3.5 Le syst�eme \t@t"Pour �nir la preuve du r�esultat principal, il nous reste maintenant �a prouver :Proposition 3.5.1 Le complexe :0 �! eGa t@t�! eGa �! 0 (3.5.1)est acyclique si a � 0, et quasi-isomorphe au complexe :0 �! G t@t�! G �! 0 (3.5.2)si a > 0.Preuve :� Si a � 0 : il su�t de voir que pour tout " > 0 �x�e, l'action de t et cellede @t sur eGa;" sont inversibles. Cela c'est �evident pour t, et pour @t on v�eri�efacilement que l'inverse est donn�e par(@�1t f)(t; x) = tZ 10 f(� t; x) d� (3.5.3)pour tout (t; x) 2 �" et tout f 2 eGa;".� Si a > 0 : eGa;" est le sous-espace de G" des fonctions holomorphes sur �",�a croissance au plus exponentielle sur un secteur �"0 plus petit (0 < "0 < "). Laquestion revient alors �a montrer que le complexe0 �! G"/ eGa;" t@t�! G"/ eGa;" �! 0 (3.5.4)est acyclique, et cela r�esulte imm�ediatement de la r�egularit�e de t@t. �
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Annexe AFonctions admettant �a l'in�ni und�eveloppement asymptotique nulNous reprenons les notations de 2.2 et de 2.3 : soit E un espace vectorielcomplexe de dimension �nie, vu comme vari�et�e alg�ebrique, et soit �E une com-pacti�cation projective de E. Soient encore Z = �E n E, et BE l'�eclat�e r�eel de �Ele long de Z (qui co��ncide avec le compl�et�e en boules de E).Notons par j et � les morphismes canoniques j:E �! �E et �:BE �! �E, parE 0 le dual de E, et par �| et �� les morphismes �| = j � id:E � E0 �! �E � E 0 et�� = � � id:BE � E0 �! �E �E 0. Notons encore S = BE n E.Nous consid�erons sur BE � E 0 le faisceau A<0 = A<0BE�E0 jS�E0, d�e�ni commesuit :� Si U est un ouvert de E � E 0, �(U;A<0) = �(U;OE�E0);� Si U = V � V 0 est une voisinage ouverte d'un point (s0; �0) 2 S � E 0,�(U;A<0) c'est le sous-espace de �((V \E)� V 0;OE�E0) des fonctions f tel quepour tout compact K � V 0 on alimkxk�!+1x2V\E kxkm jf(x; �)j = 0 (A.1)uniformement par rapport �a � 2 K, pour tout m 2 N (c'est �a dire : les fonctionsholomorphes sur E �E0 admettant �a l'in�ni un d�eveloppement asymptotique nul,uniformement par rapport �a �).Pour ce faisceau on a un th�eor�eme de Borel-Ritt (voir [38]), et comme endimension n = 1 (voir [29]) on peut prouver que si on note par bO le compl�et�eformel de O �E�E0 le long de Z � E 0, alors on abO/O �E�E0 ' R���(A<0)[1] : (A.2)D'autre part, si N est un complexe born�e de DE�E0 -modules �a cohomologiecoh�erente, on a 49



RHomD�E�E0 (R�|�(N ); bO) = 0 (A.3)(il su�t d'utiliser 1.6.10, p. 9), et par cons�equent :RHomD �E�E0 (R�|�(N );O �E�E0) ' RHomD�E�E0 (R�|�(N );R���(A<0)) : (A.4)Nous avons b�esoin ce r�esultat dans 3.2.
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