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Introduction

Dans son article [30] de 1988, B. Malgrange montre le résultat suivant : si
W,, est Ualgebre de Weyl sur C* et st M est un W,-module de type fini mono-
dromique, alors on a un isomorphisme Sol(FM) ~ F*TSol(M), ou “F” est la
transformation de Fourier formelle pour les W,-modules, “F*” est la transfor-
mation de Fourier faisceautique de [7] et [8], et “Sol” est le foncteur “solutions”
pour les W,,-modules. Il conjecture aussi que le méme résultat reste vrai lorsque,
a l'infini, les éléments de M admettent une b-fonction “avec condition de degré
sur I'équation fonctionelle” du type considéré dans [20], théoreme 7.2, ce que
entrainerait — d’apres un résultat de [18] — que le résultat est vrai aussi pour
tout M holonome régulier.

Le but de cette These est de donner une réponse affirmative a cette conjecture
(voir I’enoncé précis au chapitre 3).

Toutefois, le résultat que nous avons obtenu devrait étre valable sous des
conditions encore plus générales, car en dimension 1 la “bonne” condition est que
le polygone de Newton de M a U'infini ait ses pentes < 1 (voir [32] sur ce point).
Une approche deux-microlocale systématique du probleme semble adéquate en ce
sens, mais des nouvelles difficultés — liés a la réduction que nous faisons dans la
proposition 3.4.2.1 — semblent s’élever. Enfin, le résultat devrait se transposer
sans beaucoup de difficulté dans le contexte des D p~-modules de [28].

La méthode que nous avons utilisé dans la démonstration du notre résultat
principal est largement inspirée du [27]. Nous tenons a remercier tres chaleureu-
sement a Yves Laurent pour des nombreuses discutions sur ce theme.

Nos remerciements vont aussi a Bernard Malgrange pour ses encouragements
et ses conseils, sans lesquels la réalisation de cette These aurait été impossible.






Chapitre 1

Rappels sur les D-modules

Dans cette section nous allons rappeler quelques définitions et résultats sur
les D-modules, dont nous aurons bésoin dans la suite. Pour les preuves de ces
résultats, ainsi que pour plus de détails, commentaires etc. nous renvoyons le
lecteur a la tres riche littérature classique sur ce sujet (voir [2], [3], [3], [12],
[13]-[15], [19], [35], [37], [40] etc.).

Dans tout ce que va suivre nous allons désigner par £ un espace vectoriel
complexe de dimension n > 1, par £’ son dual, et par o (ou bien par (-,-))
I’application de dualité £ x £ — C.

1.1 L’algebre de Weyl

On note par W(F) la C-algebre engendrée par F @& E’ avec les relations

[e1, e2] = [€], €3] =0 (V)er, e € B, €),¢, € E (1.1.1)
[e, €] = (e, €' (Vyee B, ¢ € E'. (1.1.2)
Si on fixe une base @ = (x1,...,2,) de E’ et on note par 9, = (0yy,...,0x,)

la base duale de F, les éléments de W (E) peuvent s’écrire alors de facon unique
sous la forme

P(x,0;) = Z op 00 (1.1.3)

lal<p
[81<a

ot a = (aq,...,0p) € N", 8= (f1,...,0,) € N |a| = a1 + -+ + ap, 2° =
ait oo, et 98 = 9Pr... 98 il existe donc un isomorphisme entre W(E) et
I'(F, Dg), ou Dg est le faisceau des opérateurs différentiels algébriques sur F (i.e.
a coefficients polynémiaux). On peut montrer que cet isomorphisme ne dépend

pas du systeme de coordonnées choisi.



De plus, on a une équivalence entre la catégorie Mod (W (E)) des W(E)-
modules (a gauche) de type fini, et la catégorie Mod.(Dg) des Dg-modules (a
gauche aussi) cohérents, de telle fagon que tout M € Ob(Mods(W(FE))) corres-
pond a un M € Ob(Mod.(Dg)) tel que I'(E, M) ~ M (voir [3], p. 207-209).
Dans la suite on va changer librement M et M, tout en notant que I'hypothese
d’algebricité des opérateurs impliqués est essentielle.

Nous allons désigner comme d’habitude par D*(Dg) la catégorie dérivée (des
complexes bornées) de Mod(Dg), et par D)(Dg), D! (Dg) et respectivement
D?, (Dg) les sous-catégories pleines de D(Dg) des complexes a cohomologie
cohérente, respectivement holonome, ou encore holonome réguliere.

De méme, nous notons par D*(W(E)) la catégorie dérivée des complexes
bornés de Mod(W(FE)), et par DZ}(W(E)) sa sous-catégorie pleine formée par
des complexes a cohomologie dans Mod (W (FE)).

Enfin, nous ne ferons aucune distinction entre les objets d’une catégorie abé-
lienne A et les complezes concentrés en degré 0 qui leur sont associés dans D?(A).

1.2 Dualité

Si X est une variété analytique ou algébrique lisse (sur C), et si M €
Ob(D*(Dyx)) est un complexe de Dy-modules a gauche, alors

N = RHomp, (M, Dx)[dime X] (1.2.1)

est un complexe de Dx-modules a droite (cf. [36], [3], [35]).
On définit alors le complexe dual Dx (M) de M comme étant le complexe de
Dx-modules a gauche

N9 = Homo, (wx, N) (1.2.2)

associé a N (ol wx est comme d’habitude le faisceau des n = dimg X-formes
holomorphes — ou algébriques — sur X). Néanmoins, comme il arrive assez
souvent que la structure a droite sur N soit bien plus simple que celle a gauche
sur V9, nous allons utiliser librement A et A'¢ comme réprésentants de Dx (M),
en prenant bien-stre le soin d’utiliser "action correspondante de Dy.

Nous obtenons ainsi un foncteur

Dy (—): D*(Dx) — D*(Dx) (1.2.3)

qui préserve la cohérence, I’holonomie et la régularité, et qui est involutif sur
D’(Dx) (dans le sens que si M € Ob(D%(Dyx)) alors il existe un isomorphisme
canonique M — Dy (Dx (M)) — voir [35], [3]).

Remarque 1.2.1 Nous précisons ici que la notion de régularité que nous utili-
sons dans le cas algébrique est celle de Mebkhout ([35], p. 185) : si X est une



variété algébrique lisse, X Ly X une compactification d’Hironaka-Nagata de
X et M un Dx-module cohérent, alors M est régulier si (j.M )" 'est comme
Dxan-module. Cela revient a la notion de “régularité complete” de [12], p. 331
(voir aussi dans le méme article 'exemple 3.4, p. 337), et c’est équivalent a la

définition de [3], p. 302 (cf. [35], p. 183 et 163).

Remarque 1.2.2 Si M est un Dy-module cohérent, Dx (M) est concentré en
degré 0 si et seulement si M est holonome ([35], [3]). Cela justifie le décalage
choisi dans la définition, car on peut montrer alors que la restriction aux modules
holonomes de Dy (—) est un foncteur exact.

1.3 Images inverses

On considere X et Y variétés analytiques (ou algébriques) complexes lisses,
et f:Y — X un morphisme analytique (ou algébrique).
On note par Dy_x le (Dy, f~'Dx)-bimodule suivant (voir [35], p. 60, [3],
p. 233) :
DY_>X - OY ®f_1OX f_le (131)

ot “f~1(—=)" est I'image inverse faisceautique, et on définit les foncteurs :

[ D' (Dx) — D'(Dy)

par
F(=) = Dyax Gpmrpy fH()d) (13.2)

f (=) =Dy (f'(Dx () (1.3.3)

ou d = dimec Y — dime X (voir aussi [35], [3] pour les détails).

En général, si f n’est pas lisse, f' et f* ne préservent pas la cohérence, mais
ils préservent I’holonomie et la régularité ([35], [3]).

De plus, on peut montrer que dans le cas des variétés algébriques on a

Fr(M) = f(M)[-2d] (1.3.4)
si f est lisse, et si M est a cohomologie cohérente ([3], p. 291).



1.4 Images directes

On considere de nouveau X et Y des variétés analytiques (ou algébriques)
complexes lisses et f:Y — X morphisme analytique (ou algébrique).

On note par Dx.y le (f~'Dx, Dy)-bimodule suivant (voir [35] p. 61, [3]
p. 242, [36] p. 35) :

Dxcy = [T Homo, (wx,Dx) @p-10, wy - (1.4.1)

On définit alors le foncteur

:D*(Dy) — D’ (Dx)
fx

/ () = R(Dxey Cny —) (1.4.2)

*

ou “f.(—)" est I'image directe faisceautique et “R f.(—)” son foncteur dérivé.
On définit encore un foncteur

:D*(Dy) — D’ (Dy)
fi

de la facon suivante :
e Dans le cas analytique :

/(—) — RA(Dxev Oy =), (1.4.3)

S
ou “fi(—)” est 'image directe faisceautique a support propre, et “R fi(—)” son
foncteur dérivé;

e Dans le cas algébrique :

Y g Y
\ /
X

On prend f compactification d’Hironaka-Nagata de f, et on pose

. M = f Dy (Rj.(Dy (M))) (1.4.4)

pour tout M € Ob(D%(Dy)). On vérifie alors que le résultat ne dépend pas de la
compactification choisie.



Les foncteurs ff, et ff* ainsi définis ne préservent pas la cohérence, mais, dans
le cas algébrique, ils préservent I’holonomie et la régularité ([35], [3]).

Si f est propre, on voit aisément que les foncteurs ff, et ff* coincident (cf. [3],
p. 288 pour le cas algébrique), et dans le cas algébrique on peut montrer qu’on a
aussi des isomorphismes canoniques d’adjonction (cf. [3] p. 289, [35] p. 185) :

R f.RHomp, (M, fN) == RHomp, (| M,N) (1.4.5)
S

si f est toujours propre, M € Ob(D%(Dy)) et N' € Ob(D*(Dx)), et

R f.RHomp, (f*N, M) = RHomp, (N, [ M) (1.4.6)
fx
de nouveau si f est propre, M € Ob(D:(Dy)) et N' € Ob(D"(Dx)).

Dans le cas analytique, il faut encore ajouter I’hypothese sur M d’existence
des bonnes filtrations globales sur Y, ou au moins “sur X” dans le sens suivant :
il existe un recouvrement ouvert (U;);c; de X tel que M admet des bonnes
filtrations sur chaque f~*(U;), ¢ € I. Remarquons que, d’apreés un théoréeme de
B. Malgrange, cette condition est remplie si en particulier M est a cohomologie
holonome (cf. [33], [34]).

Une précision de la formule de projection faisceautique ([35], p. 241) permet
de montrer qu’on a un isomorphisme canonique :

L , o L
/ (Mo, FN) =5 ([ M) Bo, Nd (1.4.7)
* S
ou d = dimg Y — dime X ([3] p. 288 pour le cas algébrique, [35] p. 242 pour le
cas analytique).
Dans le cas algébrique on a aussi un théoreme de dualité relative : si M €
Ob(D%(Dy)), on a un morphisme canonique (dans D*(Dy))

Dy (M) — Dy ( [ M) (1.4.8)
e bl

qui n’est pas un isomorphisme en général, mais qui devient un isomorphisme si f
est propre. En fait, cette formule se déduit immédiatement de (1.4.5) en prenant
N = Dy, donc elle est encore valable dans le cas analytique, & condition qu’on
ajoute aussi I’hypothese d’existence des bonnes filtrations de M “sur X” comme
avant.

Enfin, dans le cas algébrique, si on note par A'** I'analytisé N** = O xan @0, N
de N € Ob(D*(Dy)), on a un morphisme canonique

</f/\/t> s /f M (1.4.9)

qui devient un isomorphisme si f est propre ([3], p. 330).
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1.5 Solutions et complexes de deRham

Si X est une variété analytique complexe lisse de dimension n et si M est un
Dyx-module a gauche cohérent (ou plus généralement un objet de D%(Dy)), nous
posons

Sol(M) = RHomp, (M, Ox)[n] (1.5.1)

DR(M) = RHomp, (Ox, M)[n] (1.5.2)

et nous les appelons complexe des solutions et respectivement complexe de deRham
de M (voir par exemple [37] et [2] pour une justification pour le choix de ces
noms). Ce sont des objets de D*(Cy).

Si maintenant X est une variété algébrique complexe lisse et si M est un Dx-
module cohérent (ou un objet de D%(Dyx)), nous considérons 'analytisé M =
Oxa @0, M de M (qui est Dyan-cohérent ou dans D% Dy)), et nous posons
Sol(M) = Sol(M*") et DR(M) = DR(M>") (voir aussi I'article de B. Malgrange
dans [3], ch.IV). C’est a dire : méme dans le cas algébrique nous allons nous
intéresser aux objets analytiques Sol(M) et DR(M), leurs version algébriques
semblant étre peu utiles.

Nous avons un isomorphisme canonique DR(M) — Sol(Dy (M)) pour tout
M € Ob(D:(Dx)) ([35], p. 41), et, dans le contexte algébrique, si Y est une autre

o - . f . o .
variété algébrique lisse et Y — X est un morphisme algébrique, nous avons aussi
un isomorphisme canonique

DR([ M)-— Rf.DR(M) (1.5.3)
fx

dans D*(Cy) pour tout M € Ob(D%Dy)) ([35], p. 77), qui donne par dualité

relative un morphisme (aussi dans D?(Cyx ))

R/.Sol(M) —s Sol( | M) (1.5.4)
bl

qui devient un isomorphisme si f est propre.
Nous aurons besoin de ce resultat dans la suite.

1.6 Cohomologie locale algébrique

Soient X une variété analytique complexe lisse, ¥ —— X un sous-espace
analytique fermé, et Jy 1'idéal de Y. Si M € Ob(Mod(Dyx)), on considere les

faisceaux

Ciy1(M) = lim Homo, (Ox /Ty, M) (1.6.1)
k
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et
Lixpy(M) = lim Homo  (Fy, M) . (1.6.2)
k

On voit facilement ([35], p. 80) que I'y (M) et I'ixpy(M) sont des Dx-
modules, et on obtient donc deux foncteurs
I'pyy(—): Mod(Dx ) — Mod(Dx) (1.6.3)
et

F[X|y](—):M0d(DX) — MOd(DX) (1.6.4)

exacts a gauche, qui se dérivent a droite pour donner

RTpy(—): D (Dx) — DT (Dy) (1.6.5)
et

RI'txyy(—): D¥(Dx) — D™ (Dx) . (1.6.6)
On peut montrer qu’on a un triangle distingué dans D*(Dx)

1

ROy (M) — M — RTx (M) = (1.6.7)
pour tout M € Ob(D*(Dyx)) (cf. [35], p. 81), et qu’il existe des isomorphismes
canoniques

L ~
RF[Y](OX) QRoy M — RF[Y](M) (1.6.8)
et

L ~
RIxy(Ox) @oyx M — Rl xpy(M) (1.6.9)

pour tout M € Ob(D*(Dy)) (cf. [35], p. 86).
Enfin, si on considere Ofﬁ/ = @OX/j{ﬁ le complété formel de Ox le long
k

de Y, on a

RHomp, (RIpy(M), Ox) — RHomp, (M, O
pour tout M € Ob(D%(Dx)) (cf. [35], p. 137).

) (1.6.10)



1.7 V-filtrations et D-modules spécialisables

Nous rappelons ici quelques résultats de [16] et [39] (voir aussi : [28], [14], [26]
et [35], p. 203-211).

Soient X une variété analytique complexe, ¥ —— X un sous-espace analy-
tique fermé lisse de X, et Jy 'idéal de Y. Nous utiliserons les notions qui suivent
seulement dans le cas ou Y est une hypersurface (lisse) de X, donc nous allons
choisir un systeme de coordonnées (xy,...,x,,1) sur X tel que Y soit donné
par I’équation {t = 0} (les résultats étant quand-méme vrais aussi dans le cas
général). On a donc en particulier Jy =t - Ox, et on pose

ViDx = {P € Dx | PJ{i C Ji~" (V)j € N} (1.7.1)

pour tout k € Z, ou on convient de considérer j}]}_k =0xsiyg—k<O0.

(ViDx )rez est alors une filtration croissante de Dy, par rapport a laquelle
la multiplication par t a 'ordre —1 et la multiplication par 0, = % a l'ordre 1.
L’anneau gry (Dx) s’idéntifie & Dy [s], olt s = Oit, et on a V_ = t*V;(Dy) pour
tout k > 0 (voir [39], [28]).

Si maintenant M est un Dx-module cohérent, une filtration croissante de M
(VeM) ez sera dite bonne par rapport a V.Dx (ou : bonne V-filtration) si les
propriétés suivantes sont satisfaites :

L. Vi(M) est Vo(Dx )-cohérent pour tout k € Z;
2. M = lim V(M)

kEZ
3. Viw(Dx) - Vi(M) C Vppue(M)  (Vk, K € Z;

4. il existe kg > 0 tel que l'inclusion de 3. devienne égalité si &' > 0,k > ko,
ousi k' <0,k < —ko.

On déduit comme dans [5] que si une filtration (Vy M)z vérifie 1.-3., alors
la condition 4. est quivalente a la cohérence de gr¥ (M) sur gr¥(Dx), et que

pour tout Dx-module cohérent M il existe toujours localement de telles bonnes
V-filtrations.
De plus, si

0— M —-M-—M'—0 (1.7.2)

est une suite exacte des Dy-modules cohérents, alors une bonne V-filtration de
M induit des bonnes V-filtrations sur M’ et M".

Soit maintenant § un champ des vecteurs tangents a Y qui agit comme 'iden-
tité sur Jy /T (0 s’écrit donc localement § = t9, + P ou P € V_;(Dx)). On
appelle un Dy-module (& gauche) M spécialisable le long de Y s’il est cohérent,
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et si, localement sur Y, il existe une bonne V-filtration (VzM)rez de M et un
polynéme non-nul b € C[s], tel que :

b(d + k)Vi(M) C Ve (M) (1.7.3)

pour tout k € Z.

On dira alors que la V-filtration (VM )ez admet une b-fonction, et on appelle
le polynéme minimal unitaire b € C[s] qui vérifie (1.7.3) le polynome de Bernstein-
Sato (ou la b-fonction) de (Vi M)kez.

On peut prouver ([39], [35] p. 205) que tout autre bonne V-filtration de M ad-
met aussi une b-fonction, et que cette condition est aussi équivalente a la condition
suivante : Pour tout systéme de générateurs (mq,...,m,) de M sur un ouvert de
X, il existe un polynome non nul b € Cls] tel que :

P
b(0)ym; € > V_4(Dx)-m; (1.7.4)
7=1
pour tout 1 € {1,...,p}.
Pour éclaircir le sens de cette affirmation et aussi dans le but d’étre complet,
nous donnons une preuve du lemme 1, p. 138 de [16] :

Lemme 1.7.1 Pour tout b € C[s] et tout P € Vi.(Dx), on a b(§)P — Pb(6 —k) €
Vic1(Dx ).

Preuve: Supposons d’abord k& > 0, et soient (x1,...,x,,t) coordonnées locales
sur X, de tel fagon que Y soit donné par {t = 0}.

Il existe alors @ = Q(x,0,,(td)) € W(Dx) et R € Vi_1(Dx) tel que P =
QJF 4 R, et on a, de facon évidente, b(8) R — Rb(0) € Vi_i(Dx) et Qb() = b(H)Q.
1l suffit de montrer que b(td;)0F = OFb(td; — k).

D’autre part, il existe s1,...,5,,a € C, a # 0, tel que b(s) = a(s—s1)---(s—
s,), donc il suffit de prouver encore que (t8;)0F = 9F((td;) — k). Cela résulte
immédiatement de la formule de Leibniz.

Si maintenant k£ < 0, on note [ = —k, et on réduit le probleme a montrer que
(t0;)t' = #1((t9;) + 1). Enfin, la derniere égalité est évidente. O

On peut encore prouver ([39], [16] p. 137, [35] p. 207) que si M est un Dx-
module spécialisable et si (i est I'image d’une section de la projection canonique

C — C/Z, alors il existe une unique bonne V-filtration (V,¥M)ez admettant
une b-fonction b € C[s] tel que b=*(0) C G.
Si on a une suite exacte

0o— M —-M-—M"—0 (1.7.5)

de Dx-modules cohérents, alors M est spécialisable si et seulement si M’ et M”
le sont ([39], p. 59), et dans ce cas les suites
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00— grf (M) — grl (M) — gt/ T(M") — 0 (1.7.6)

sont aussi exactes pour tout &, et tout k € Z.
On a aussi le résultat fondamental suivant ([14], [2], [26]) : si un Dx-module
M est holonome, alors il est spécialisable le long de tout hypersurface lisse de X.
On note par By la catégorie des Dy-modules spécialisables le long de Y, et
par D%Y (Dx) la sous-catégorie pleine de D’(Dy) des complexes & cohomologie

dans By.

1.8 D-modules 1-spécialisables

Nous gardons les notations de la section précédente, et nous nous intéressons
maintenant aux Dx-modules cohérents M qui admettent une bonne V-filtration
(VeM)rez et une b-fonction b € C[s] (non nulle) tel que pour toute section locale
m de M (sur un ouvert de X), il existe P € VoDx de degré usuel inférieur a
deg b, et tel que (b(0)—tP)-m = 0. Nous appelons un tel D-module -spécialisable
le long de Y, et nous notons (suivant [39]) par Ry la catégorie des Dx-modules
1-spécialisables le long de Y, et par D%Y(DX) la sous-catégorie pleine de D(Dy)
des complexes a cohomologie dans Ry .

Un Dx-module M 1-spécialisable le long de Y est, évidement, spécialisable,
et donc, dans ce cas, pour tout ¢ C C image d’une section de C — C/Z, il
existe une unique bonne V-filtration (V¥ M)iez et une unique b-fonction b € C[s]
qui vérifie la condition précédente, et tel que b='(0) C . On montre alors que,
en plus, grvG(./\/l) ne dépend pas du G choisi ([16], p. 137), et aussi que M est
régulier le long de Y (dans le sens de Mebkhout, [35], p. 135).

La réciproque de la derniere assertion n’est pas en général vraie, mais si M
est régulier (i.e. régulier le long de toute hypersurface de X, cf. [35], p. 138), alors
d’apres un résultat de M. Kashiwara et T. Kawai il est aussi 1-spécialisable le
long de toute hypersurface ([18], lemme 4.1.5, p. 59).

Nous aurons aussi bésoin dans la suite de I'existence de résolutions (locales)
par des modules “élémentaires”. Nous rappelons ce point suivant [39]:

Sur Dy nous introduisons la filtration (F;Dx)en par Uordre des opérateurs,
et nous définissons la bifiltration (VFMDX);;eeNz par

VF(Dy) = Vi(Dx) N Fi(Dx) (1.8.1)

pour k€ Z,l € N.

Nous considérons alors le Dy-module Ly; = Dx muni de la bifiltration
VF*7*(DX) decalée de (k,l) a gauche (26 VFk/J/(LkJ) == VFk+k’,l+l’(DX))7 et
nous fixons un b € C[s] non nul, dont les racines ne different pas par des entiers
non nuls.
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Nous appelons un Dy-module L (& gauche) élémentaire de polynome b §’il
existe kg, lo € N tel que L admet localement une présentation

©
P -2 P Liivaws — L—0 (1.8.2)
—ko <k<ko —ko <k<kg
0<I<lo 0<I<lp

ol ¢ = o + P, po étant la multiplication a droite par b(9:t + k) sur chaque Ly,
e :

b(Bet+k)

Ly, Ly itdegs (1.8.3)

et ¢ étant un morphisme de bidegré (—1,0) si on considere les bifiltrations
“somme directe” sur les deux sommes (cf. [39] pour les détails).

On montre alors (toujours cf. [39]) que pour tout M € Ob(Ry ) et tout [ € N,
M admet localement sur X une résolution

L,— o —L,—Li—M-—70 (1.8.4)

par des Dx-modules élémentaires Ly de polynome b, ou b est la b-fonction de M.
D’autre part, on prouve aussi (cf. [39]) que si

0— M —-M-—M'—0 (1.8.5)

est une suite exacte des Dx-modules cohérents, alors M est 1-spécialisable le
long de Y si et seulement si M’ et M” le sont, et cela implique Ry épaisse.
Ce résultat va nous permettre d’appliquer le lemme du “way-out functor” pour
réduir (localement) I’étude des complexes de D%Y (Dx) al’étude des Dx-modules

de la forme Dx /Dx (b(0) — tP), ot P € Vy(Dx) et deg" P < degb.
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Chapitre 2

Transformation de Fourier
géométrique

Nous reprenons ici brievement quelques définitions et résultats de [7], [8], [23],
[30]-[32], [6], [28], [24], et aussi [12].

Nous rappelons que nous avons noté par F un espace vectoriel complexe
de dimension n, par E’ son dual, et par o (ou (-,-)) 'application de dualité
ExFE — C

Nous avons aussi désigné par W(FE) I'algebre de Weyl de FE.

2.1 Transformation de Fourier formelle pour les

W (E)-modules

Nous considérons le morphisme des C-algebres W(FE) 7 W(E") donné sur
les générateurs (e,€’) € £ & E' par F(e,¢') = (—€,¢€).

En prenant des coordonnées (a1, ..., x,) sur Fet (&,...,&,) sur E' (ou & sont
les variables duales de z;), cela veut dire que Fa; = —0, et Fd,, = £ pour tout
i € {l,...,n}, et par conséquent nous aurions di appeler F la “transformation
de Laplace” plutot que de Fourier. Néanmoins, nous allons suivre la terminologie
utilisée dans la litérature, et appeler F la transformation de Fourier formelle de

On voit alors immédiatement que F est un isomorphisme de C-algebres, et
que son inverse F est donné par F¢; = 0,,, Fde, = —x;, (V)i € {1,...,n}, i.c. la
transformation “F a partir de £’ suivie de la symétrie par rapport a l'origine
dans F.

Si maintenant on prend un W (E)-module a gauche M, F fait de M un W(E')-
module qu’on note par FM.

On obtient ainsi deux équivalences de catégories inverses I'une de I"autre
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Mod(W(E)) = Mod(W(E")) (2.1.1)

qui préservent, évidemment, la finitude. Ils donnent donc (cf. 1.1) des équivalences

Mod (W(E)) é Mod (W(E) (2.1.2)
et
DLW (E)) % DLW (E)) . (2.1.3)

n

Soit maintenant § = E]‘:1 2;0,, le vecteur d’Euler de E (6 ne dépend pas
du systeme des coordonnées (x1,...,x,) choisies sur F), et appelons un W(E)-
module a gauche M monodromique s’il est de type fini, et si pour tout m € M il
existe b € C[s] non nul tel que b(f) - m = 0. Nous avons alors :

Proposition 2.1.1 Un W(FE)-module M est monodromique si et seulement si

FM [est.

Preuve: Sim € M et b € C[s] tel que b # 0 et b(#) - m = 0, alors F(b(8)) =
FO( iy 20,)) = b(—n— 37", £0¢,) = b(—n— ') ot §' est le vecteur d’Fuler

de E', et donc b(—n — ") - m = 0. O

Enfin, nous avons aussi :

Proposition 2.1.2 Si M est un W(E)-module de type fini, alors FM a la méme
dimension et la méme multiplicité de Bernstein que M (cf. la définition de [3],
p. 177).

En particulier, M est holonome si et seulement si FM [’est.

Preuve: Cf. [3], la dimension et la multiplicité de M peuvent se calculer a
’aide de la filtration de Bernstein. Considérons donc la filtration (T}W(E)), x de
W(E) :

leN

TOV(E) = {P =Y awsad? | lo] +18] < 1} (2.1.4)
a,p

(on voit facilement que T;(W (F)) ne dépend pas des coordonnées choisies sur £).
On a alors de fagon évidente FT)(W(E)) = T(W(E')) pour tout [ € N, donc
une filtration (T;M )., de M qui est bonne par rapport a (TiW (E)),oy sera aussi
bonne par rapport a (TIW(E')), -
Cela montre que M et FM ont en fait le méme polynome de Hilbert par
repport aux filtrations de Bernstein sur W(FE) et respectivement W (E'). O
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Corollaire 2.1.3 F et F engendrent des équivalences des catégories inverse ['un

a Uautre :
f
V=
f
V=
f
D’(Dg) = D(Dp) (2.1.7)
V=
et
b I,
D} (D) £ D(Dp) (2.1.8)

Par contre, F et F ne préservent pas en général la régularité, et une étude
des rélations qui existent entre la régularité d'un W(FE)-module de type fini M
et la régularité de FM devrait faire intervenir les “structures de Stokes”; jusqu’a
présent, ce probleme n’est completement résolu qu’en dimension n = 1 (voir
notamment [32] pour une discussion de ce point).

2.2 Transformation de Fourier géométrique
pour les Dp-modules

6, ,—0”

2.2.1 Le noyau “e

Nous considérons d’abord sur C = Spec C[t] le fibré trivial Og, muni de la
connexion

V:0c — QL = O¢ @o, QL

V(P)=dP — Pdt (2.2.1)
(c’est une connexion car V(f-P)= fdP + Pdf — fPdt pour tout f, P € Oc¢),

et nous désignons par £ le De-module a gauche qui lui est associé.
Il est isomorphe comme Dg-module a D@/D@(%—I—l), donc il est holonome.
Nous prenons maintenant o = (-, -) 'application de dualité £ x E' — C, et
nous considérons

. L
L =0L[-(2n—1)] = Opxp Qy-10, 0 L. (2.2.2)

17



L est concentré en degré 0, et il est égale comme ensemble a Ogypr. L’action
de Dgy g est donnée par :

0. (910,6) ©1) = [l — gl O] @ 1 (2:23)
et
O (ot €) 1) = [l — w09l ] 01 22

L
donc si M est un Dgyp-module a gauche, M Q04 L va étre égal comme
ensemble a M, et muni de ’action de Dgy g donnée par :

O, (m @ 1) = (0, = E)m @ 1 (2.2.5)
et

L
Par conséquent, nous allons noter M ®o, ., £ par M @ e™7.

2.2.2 Le foncteur F,

Nous considérons maintenant les projections

E x F

p/ ¥2
E £

F.:DYDyp) — DY(Dy)

et nous définissons le foncteur

F(M) = / (py M) @ e [—n] . (2.2.7)

P2«

A cause du fait que F et F' sont des variétés affines, F.(M) est isomorphe
(d’apres (1.3.4), p. 5) au complexe

/ (M) © ¢ [n) (2.2.8)

P2«

considéré par B. Malgrange dans [30], et on peut montrer (voir [8], p. 197, [23],
p. 195 et 200-201) qu’il coincide aussi avec FM défini a la section 2.1 “mo-
dulo le choix d’une mesure de volume df sur E'”, dans le sens que si M est un
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W (E)-module de type fini et M est le Dg-module associé a M, alors il existe un
isomorphisme (fonctoriel en M) canonique entre F. M et le Dg-module associé

A FM e (A" E).

Par conséquent on a, en traduisant les propriétés de F :

Corollaire 2.2.2.1

1. Si M € Ob(D:%(Dg)) est concentré en degré 0, alors F.M n’a aussi de

cohomologie qu’en degré 0;

2. On a un isomorphisme fonctoriel Fgi .o Fg . ~ a*, ot Fg . et Fpr . sont les
foncteurs “F.” sur E et respectivement E', et a: . — E est Uapplication
antipodale a(e) = —e;

3. Fr . est une équivalence de catégories dont l'inverse est Fg . = a” o Fp 4;

4. Si M € Ob(D%(Dg)), alors il existe un isomorphisme canonique

Dpr (Fe(M)) — Fu(Dp(M)) . (2.2.9)

Enfin, par I’holonomie de £ de 2.2.1 on a £ holonome sur E x E', donc si
M est a cohomologie holonome alors F, M I’est aussi. Et a cause du fait que la
méme chose est valable pour F,, on a :

Corollaire 2.2.2.2 F, et F, ¢établissent des équivalences de catégories inverses
Uun a Uautre

T
D! (Dx) f;> D! (Dg) . (2.2.10)

2.2.3 Le foncteur F

Nous gardons les mémes notations que dans la section précédente, et nous
considérons le foncteur

Fr:D(Dy) — DYDp)

fz(M)Z/ (pr M) @ e 7[n]. (2.2.11)
P2y
Dans le contexte algébrique, I'image directe fm' (voir 1.4) admet aussi la

description suivante, qui montre en particulier que notre foncteur Fi coincide
avec celui de [30], p. 4 :

19



J

E x E' E x E'
Z/ ¥2 ql/ ¥2
FE £ E £

Si E<ls Eestla compactification projective de F, et si nous désignons par )
Iapplication j = j xid: E x E' — E x E' et par q1, g2 les projections de ' x E’
sur les deux facteurs, alors nous avons :

Proposition 2.2.3.1 Si N € DY(Dgypr) alors

/MN: /qQ*DExE'(/J* Dgxpr (A)) - (2.2.12)

Preuve: ¢; est propre, donc fm' = qu f,', et par conséquent il suffit de montrer
que '

/N - ]DExE,(/ D (V) . (2.2.13)

Jt Jx

Si nous considérons j une compactification de Hironaka-Nagata de j, nous

avons
ExF E x FE
Ex B
i Jw
donc il suffit de voir que
Dyl [ )= [ Do pr(RI(N) (2.2.15)
J* J*

pour tout A" € Ob(D:(Dgyp)).

Mais Rk.(N') est & cohomologie cohérente (car k est une immersion ouverte),
et le morphisme j est propre, donc par le théoreme de dualité relative (1.4.8),
p. 7, nous avons

| Des (BRI = Dl | REV)) . (2.2.16)

J* J*

Il suffit donc de montrer que
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/* M= /~ RE(N) (2.2.17)

et cette derniere égalité est vraie, car k est une immersion ouverte. O
Nous allons utiliser cette description dans ce que va suivre.
L’intérét du foncteur Fy est donné par la proposition suivante :

Proposition 2.2.3.2 [l existe un isomorphisme fonctoriel canonique
Fi— F. . (2.2.18)

Preuve : Le morphisme cherché est induit par le morphisme naturel fpw — ),
car si M € Ob(D%(Dg)), nous avons p;(M)[n] = pi (M)[—n] (voir (1.3.4), p. 5).
Pour voir maintenant qu’il s’agit d’un isomorphisme, nous remarquons d’abord
que Fi et F, sont de type “way-out” (Fi l'est car les foncteurs qui le composent
le sont), et donc il suffit de montrer que le morphisme F(M) — F. (M) est un
isomorphisme pour M = Dy.
Nous avons f2* = qu* f,* et fpm = qu* f],' car ¢, est propre, et

/N = DEXE’(/ DExE'(N)) = DEXE/(RJ*DExE’(N)) , (2.2.19)

L
ou N = (Opxgn ®p1_10E pl_lpE) @ e~7, donc la question revient a montrer que le
morphisme

est un isomorphisme.

Nous ne pouvons pas utiliser le théoreme de dualité relative, car j n’est pas
propre.

Le probleme est local sur F x E’, donc il suffit de montrer que le morphisme
(2.2.20) est un isomorphisme au voisinage de Z x E’, ou Z est I'hypersurface a
infini Z = E\ E (car de fagon évidente il I'est sur £ x ' = (E x E)\(Z x E")).

En prenant (xy,...,2,;&1,...,&,) coordonnées locales sur ' x E’ et en con-

sidérant ¢ = i comme coordonnée sur £* = E'\ {x € F | ; = 0}, nous sommes

ramenés a montrer que (2.2.20) est un isomorphisme sue E* x E'.

D’autre part, si nous désignons par “X” le produit tensoriel externe pour les
D-modules (voir [3], [35]) et nous prenons des coordonnées sur 'espace affine
A", nous avons un isomorphisme (dépendant des coordonnées) Dyn =~ K Dyi.
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A cause du fait que Ry — ), Dgxp(—) et Dg (=) commutent avec K, nous
pouvons donc supposer, par récurrence sur n = dime F, que n = 11,

De plus, la preuve peut se faire a I’aide des sections sur £* x £, donc il nous
reste a montrer que :

RF(E* X E/,Dng/(Rj*N)) = RF(E* X E/,Rj* Dew g (N))

_RI(E % B\ D (V) 22D

ou B*=FE\{z € E|xz=0}.

Nous avons :

RI(E* x E',Dgy (R N)) — RHomp(RT(E* x B/, N),D)[2]  (2.2.22)

01:1 D = F(E* X E/7DE><E’) = (C<t,§,at,a£>, et

RI(E" x E', D (V) = RHompu(RT(E* x E,N), DIL)[2]  (2.2.23)

ol D[%] = F(E* X E/,DEXE/) = C<t,t‘1,§,6t,8g>.
L
D’autre part, N = (Ogy g ®,-1o, py 'Dr)@e™. Il est égal comme ensemble

L
a Ogypr ®p1_1OE pl_IDE, et il est muni de "action de Dgy g donnée par

Op(m @ 1) = [(0p = &) -m]@ 1

Oe(m @ 1) =[(0g —x) -ml@1 (2.2.24)

Nous avons donc:

L
RF(E* X EV7 OEXE’ ®p1_1OE pl—IDE) = (C[t,t_17§] ®(C[t,t_1] (C<t,t—178t>
= C{t,t71,£,0,) = Clt, t7, £, 0, 0¢) [ (F¢)

(0¢) étant 1'idéal a gauche, et

RO(E* < E' N) = C{t,t7", £, 0, 0) [ (t0: — 1), (2.2.25)
car Jg(m @ 1) =[(0g —x) -m] @ 1.

'En fait on a ici un résultat plus fort: si Ey, Fy sont deux espaces vectoriels sur C et si
Me (’)b(DS(DEl)), N e (’)b(DS(DE2)), alors F. (MR N) ~ F (M)K F,(N) (ce que signifie
que F, agit “variable par variable”).

Esquisse de preuve : par “way-out” il suffit de prendre M = Dg,, N' = Dg,; d’autre part,
Fi(Dg,) = Dg; et Fu(Dp,) = Dy, et la formule & montrer devient Dp; K Dp; = Dpixpy;
enfin, le derniére formule est évidente.
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Notons N = RI'(E* x E',N) et Ny = C(t,&,0;,de)/(t0: — 1). Comme dans
[32], p. 218, nous pouvons montrer que N ~ Ny, donc
RHomp(N,D) = C(t,&, 0, de) /(10 + 1)[—1] . (2.2.26)

D’autre part nous avons aussi

RHompp (N, D[L]) = Clt, 174, €, 0, de) (10 + 1)[-1] , (2.2.27)

donc en utilisant le méme resultat de [32] avec t0¢+1 au lieu de td¢—1, nous
obtenons bien I'isomorphisme (2.2.21). O

Nous pourrons par conséquent identifier les actions de F, et de F; dans la
suite.

2.3 Transformation de Fourier faisceautique

Nous allons rappeler ici brievement la construction de [7].

Nous utilisons les notations de la section précédente, et nous considérons By
I’éclaté réel de E le long de Z (Z étant I'hypersurface a I'infini Z = E\ E de E).
Remarquons qu’il est simplement le complété en boules de £, et qu’il coincide

aussi avec la “transformation réelle monoidale” 2 de [40], p. 266 (voir aussi
[21], p. 36). C’est donc une variété a bord.

Bg o

Br x E'
E . k
ExE 7
E"% 7
Ex F

q/ \32
E B

Par conséquent, il existe une projection canonique 7: By — £ et une injec-
tion canonique k: /' — B, et nous allons désigner par T et respectivement k
les morphismes 7 = 7 X idp: B x ' — Ex E' et k =k x idp: E x E' —
Br x E’. Enfin, nous notons par r; et ry les projections de Bg x I’ sur les deux
facteurs.
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Nous considérons maintenant P~ = {(z,§) € F x E' | Re(z,£) <0}, Q~ =
k(P~) (i.e. 'adhérence dans Bg x E' de k(P7)), QT = (Bg x E')\Q, et L™ =
(ExEYUQ™, LT =(Ex E)UQT.

Si nous désignons par Mod;(Cpg) la catégorie des (faisceaux de) Cg-espaces
vectoriels de dimension bornée (globalement), par D*(Cg) la catégorie dérivée
des complexes bornés associée a Mod¢(Cg), et de méme pour E’, alors nous
avons la transformation de Fourier faisceautique de [7] :

Ft:D(Cp) —: D" (Cpr)

FHY) = Rro(REp7V) S, )] - (2.3.1)

Bien que cela soit inutile pour la suite, nous rappelons que nous pouvons aussi
definir un foncteur F~ a partir de C;- a la place de Cp+, et nous obtenons ainsi
deux foncteurs qui ont des “bonnes” propriétés sur les complexes a cohomologie
homogene ou monodromique (voir [7]-[8] et [6] pour une étude en détail, et aussi
[22] pour une approche légerement différente).

Du point de vue des systemes différentiels, si un W (F)-module de type fini
M est monodromique (dans le sens de 2.1), alors le complexe des solutions de M
est aussi monodromique. Reciproquement, si V est un complexe monodromique
constructible, alors le complexe des W(FE)-modules a cohomologie réguliere qui
lui est associé par la correspondance de Riemann-Hilbert ([17], [35]) est aussi
monodromique; voir [6] et [30] pour d’autres commentaires.
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Chapitre 3

Commutation entre la
transformation de Fourier
géométrique et le foncteur
“solutions”

3.1 Enoncé du résultat principal

Avant d’énoncer le théoreme central de cette These nous donnons encore un
définition : 4

Soient X une variété algébrique lisse, X <25 X une compactification projec-
tive de X, Dx le faisceau des opérateurs différentiels algébriques sur X, et M
un Dyx-module cohérent. Nous disons alors que M est I-spécialisable a ['infini
si (7. M) est 1-spécialisable (comme Dxan-module) le long de I'hypersurface a
Iinfini X2\ X2 Comme dans [12] (1.5, p. 331), on peut montrer que cette
notion ne dépend pas de la compactification choisie.

Nous pouvons énoncer maintenant :

Théoréme 3.1.1 Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie, £’

son dual, Dg le faisceau des opérateurs différentiels algébriques sur F, et M un

complexe borné de Dg-modules a gauche, a cohomologie 1-spécialisable a ['infini.
Il existe alors un isomorphisme canonique dans D*(Cg:) :

FtSol(M) — Sol(F.M) . (3.1.1)

Comme nous 'avons déja dit a 1.8, d’apres un résultat de M. Kashiwara et
T. Kawai la condition du théoreme est remplie si M est régulier sur £ (dans le
sens du remarque 1.2.1, p. 4), et dans ce cas nous obtenons un résultat conjecturé
dans [30].

Le reste de cette section sera consacré a la démonstration de ce théoreme.
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3.2 Cas des coeflicients cohérents

En général, si M est seulement a cohomologie cohérente, nous ne pouvons
pas définir de fagon canonique un morphisme dans D*(Cg)

FtSol(M) — Sol(F.M) , (3.2.1)

ni un morphisme dans le sens inverse. Néanmoins, nous pouvons associer a M
un objet W(M) de D*(Cg), et deur morphismes canoniques :

FtSol(M) +— U(M) — Sol(F.M) . (3.2.2)

Aucun de ces deux morphismes n’est a priori un quasi-isomorphisme, mais
— comme nous allons le voir dans les sections suivantes — ils le deviennent si
M est 1-spécialisable a ['infini. lls fourniront donc dans ce cas 'isomorphisme
FtSol(M) ~ Sol(FT M) que nous avons annoncé.

Le but principal de cette section est de construire W(M) et ces deux mor-
phismes, en détaillant [30]. Nous allons finir en donnant aussi une formule de
changement de base, dont nous aurons besoin dans la suite.

Nous reprenons les notations de 2.2 et 2.3, que nous pouvons résumer par le
diagramme suivant :

Bg o

BEXE/

E < F

=

Ex E
q/ \32
E E’

De plus, pour tout P € Ob(D%(Dg)) nous allons noter, pour abréger ’écriture,
P = 77 (7.p; "P)™, et nous allons identifier I, B, E x E' etc. & leurs ver-
sions analytiques £*", E'*" E x E'*". P sera donc un complexe de faisceaux sur
BE x I

Le premier terme de (3.2.2) admet alors la description suivante :

Proposition 3.2.1 Si M € Ob(D%(Dg)), alors il existe un isomorphisme cano-
nique dans D*(Cgy) :
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~ - L
FrSol(M) = Rro(RHomp (M, k(p; ' Opan)) B¢y, v Crt )[2n] . (3.2.3)

Preuve: Nous avons par définition :

B L
FrSol(M) = Rrou(Rko(p; "RHOomp o (M, Opan)) ®Cp, vz Cr+)[2n] .

En réprésentant Ogan par une résolution Dgan-injective (et donc aussi Dg-
injective) dans RHomp on (M, Opan) ~ RHomp (M, Ogan), et en prenant des
sections, nous pouvons définir de fagon canonique trois morphismes :

pr "RHomp, (M, Opan) — Rﬂompl—lpE(pflM,pfl(’)Ean) , (3.2.4)

Rk, RHompl—lpE (p;7 "M, p Opan ) —

_ _ 3.2.5
RHOmE*(pl—lpE)(k*(pl_lM)7k*(pl_IOEan)) , ( )

et

RHom,}*(pl_lpE)(lg*(pflM),l%*(pflOEan)) —

IR - (3.2.6)
RHom 15,71, (T J(pr M), kulpy Opan))

Par “way-out”, ils sont tous des isomorphismes, car M est a cohomologie
cohérente (il suffit de le vérifier pour M = Dy, est dans ce cas laffirmation est
triviale), donc nous avons finalement I’isomorphisme annoncé. O

Pour le dernier terme de (3.2.2) il convient d’utiliser la description “modérée”
suivante :

Nous notons par S la sphere a linfini de Bg (i.e. S = Bg \ E), et nous
considérons le faisceau (sur By x E') A< = A<%g_ g s«p des fonctions holo-
morphes sur E x E', admettant a I'infini un développement asymptotique nul
(voir 'annexe A).

Nous avons alors :

Proposition 3.2.2 Si M € Ob(D%(Dg)), alors il existe un isomorphisme cano-
nique dans D*(Cgy) :

Sol(F.M) —= Rra.RHomp (M, ®p)[2n] , (3.2.7)

ot &y = RHomz1p, (77 0(Dpxp—sp @ e 7), A<).
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Preuve: Nous avons Sol(F.M) = Sol(fq2 f],* piM @ e 7[—n]). A cause du fait

que ¢z est propre, il existe un isomorphisme canonique ((1.5.4), p. 8) :

Sol(/ / pll./\/l @ e 7[—n]) & qu*Sol(/ pll./\/l @ e 7[—n])
q24 Y Jx ' 7 (328)
= Rq.RHomp, ,,(ju(piM @e™7),Opypan)[3n] ,

et par un raisonnement simple (cf. annexe A) on voit qu’on a aussi :

RHomp,, ,, (J-(pM @ ™), Opypmn)
< RHomp,_,,(Ju(piM @ %), R7.A) (3.2.9)
~ R, RHomz-1p, (7' J(piM @ e77), A<Y) .

D’autre part,

\ o _ L _ L
j*(le ® € ) = ]*((DEXE/HE ®p1_1DE pl IM) ®OE><E’ E)[n]
L L
= j*((DEXE/__}E ®OE><E’ E) ®p1_1DE pl_lM)[n] ’

L étant défini en 2.2.1, et en réprésentant M par une résolution Dg-plate et en
prenant des sections, nous pouvons définir un morphisme canonique

L
j*(DExE’——HE & 6_0) ®7*(p1_1DE) j*(pfl./\/l)
L
— J:((Pexpr—p @ €7) @,-1p, pit M)

Par “way-out”, ce morphisme est un isomorphisme car M est a cohomolo-
gie cohérente (il suffit de le voir pour M = Dg, et dans ce cas 'assertion est,
évidement, vraie), et on montre facilement qu’il est aussi Dy, p-linéaire a gauche.
Nous avons alors par adjonction :

RHomz-1p, (T (M @ e77), A<)

N L . L -
— RHomz-1p, (7 )(Doxp—p @ €7) Qp, M, A<%)[—n]
AN RHong(./\;l, Sp)[—n],

donc aussi I'isomorphisme annoncé. O

Nous détaillons maintenant la structure de ® 5.
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Proposition 3.2.3 &y = RHomz—1p, (77" )u(Dpxp—p © e7), A0) est iso-
morphe dans D*(Dg) au sous-faisceau de k.(p;'Opan) des fonctions f, tel que
e~ f admet a Uinfini (i.e. prés de S x E') une décroissance exponentielle.

Preuve: En prenant (x1,...,x,) coordonnées sur F et (&,...,&,) leurs coor-
données duales sur E', Dgypi_ g se représent comme Dgypi-module a gauche
par le complexe de Koszul K(0,, ..., 0, ; Drxg/)[n]. Les différentielles de ce com-
plexe sont, évidement, p; ' Dg-linéaires a droite.

—a”

Le changement de structure “®e
elles de ce complexe :

revient alors au changement des différenti-

K(agl, ce ,6£W;DExE/) X e’ = K(agl — L1y ,65n — wn;DExE’) 5 (3210)

et on voit facilement que cette affirmation est encore vraie pour la structure a

droite.
Par conséquent, ®x se représente comme 717 (p;'Dr) = Dg-module &
gauche par le complexe de Koszul dual K(—0d¢, — x1,...,—0, — x,; A)[—n].

I1 suffit alors de voir que ce complexe se représent par le sous faisceau de A4<°
des fonctions ¢ de la forme p = €77 f, ou [ est indépendante de &, et sur lequel
0., agissent par 0., (e77f) = €770,,(f), et pour cela il suffit encore de montrer
que si @ est une fonction holomorphe de la forme

O = e—(x1§1+...+xk£k)fk(x1, ey Ty gy e En) (3.2.11)

(1 <k <n-—1), admettant un développement asymptotique nul & I'infini, alors il
existe une fonction 1, de la méme forme et admettant un développement asymp-
totique nul a l'infini, tel que (¢, ,, + Try1)r = @k

Cela se fait comme en dimension n = 1 ([32], p. 84). O

Nous pouvons prouver maintenant :

Proposition 3.2.4 Si nous désignons par ¥ le foncteur ¥: DY(Dg) — D*(Cg),

U(M) = Rro(RHomp, (M, @5) S, Cuo)l2n] | (3.2.12)

alors pour tout M € Ob(D%(Dg)) il existe deuxr morphismes canoniques de
Db((CE/) .

FrSol(M) +— ¥ (M) —s Sol(F.M) . (3.2.13)

Preuve: En rappelant que LT est un sous-ensemble ouvert de Br x E’, nous
avons d’abord une inclusion canonique Cr+ — Cg, x5/, et donc un morphisme

L
[0 ®@BExE, Cr+ — &5 . (3.2.14)
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D’autre part, d’apres le résultat précédent, il existe une autre inclusion cano-
nique ® — k.(p; ' Opan), donc aussi un morphisme

_ L L
k(i ' Open) ©cy, Crr ¢— P Ocy, . Crv (3.2.15)
Il suffit maintenant d’appliquer le foncteur Rry. RHomyp (M, —)[2n] & (3.2.14)
et (3.2.15). O

Nous finissons cette section par un autre résultat valable dans le cas cohérent,
et dont nous aurons besoin dans la suite :

Proposition 3.2.5 Si N est un Dg-module cohérent, alors il existe un isomor-
phisme canonique dans D*(Dgy )
GV 5 1 pr(N) (32.16)

Preuve: On a d’abord un morphisme fonctoriel ¢;'j. — 7. p; ", car 77 g ! =
Pty <11’0f1 par adjonction ¢;' — Jp; il dot ¢ e — Japy i T
— J«P1 -

sl

Ex FE Ex FE
P1 q1
E d £

Par la formule de projection, il existe aussi des morphismes

Opx @y=10, 47 3+N) — O @10, Jepi (V) —

L _ _ _ (3.2.17)
777 Oy Qr-1(47r0,) P1 V) = J(Opxp Oprtog P1 N

donc on a un morphisme ¢;"j.(N) — 7. p;(N) dans D*(Dg, ).

Pour montrer qu’il est un isomorphisme, il suffit par “way-out” de le faire
pour N' = Dg. Et comme ce morphisme est de facon évidente un isomorphisme
sur £ x E', il suffit méme de nous placer au voisinage de Z x E’ (nous rappelons
que nous avons noté par Z I'hypersurface a l'infini Z = F \ E de ).

Comme dans la preuve de 2.2.3.2 (p. 21), nous pouvons nous ramener au cas
ou dimg £ = 1, et dans cette situation nous choisissons & coordonnée sur F, £ sa
coordonnée duale sur £’ et t = % coordonnée a linfini sur F.

1l suffit alors de faire la démonstration sur E* x E', ot E* = E\ {z = 0}, et
la question revient a montrer que

Clt, 7,6,:00) = Clt €] Oy Clt, 7,0 (3:2.18)

Enfin, la derniere égalité est évidente. O
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En particulier, la derniere proposition signifie que si M est un Dg-module
cohérent, alors M s’écrit encore M = 7 ~1¢"(j. M). Nous allons utiliser cette
formule dans la section suivante.

3.3 Réduction au systeme “b(td;) — tP”

Nous considérons de nouveau M € Ob(D%(Dg)) a cohomologie 1-spécialisable
a I'infini. Nous allons montrer maintenant comment on peut réduire le probleme
a 1’étude d’un systeme de la forme “b(t0;)I, — tP” au voisinage de 0 € C x C"
(dans un sens qui sera précisé plus loin).

Pour prouver que les morphismes (3.2.2) de la section précédente sont des
quasi-isomorphismes si M est a cohomologie 1-spécialisable a I'infini, il suffit de
montrer qu’alors les morphismes

- L L
ko (p ! Opan) ey, Cot — @5 Oy, Cot — Pp (3.3.1)

deviennent des quasi-isomorphismes quand on leur applique RHong(./\;l, —).

Par “way-out”, il suffit de supposer encore que M est un seul Dg-module
spécialisable & I'infini, et dans ce cas M = 7 ~1¢; ' (j. M) d’apres 3.2.5.

De plus, les morphismes (3.3.1) sont déja des isomorphismes sur £ x E’, donc
il suffit de considérer des voisinages de S x F'.

Mais alors I’hypothese sur M implique (cf. 1.8) que (7. M)* admet (au voisi-
nage de S x E’) des résolutions par des Dgan-modules élémentaires, et, de nouveau
par “way-out”, il suffit donc de supposer que (j. M)* est lui-méme élémentaire
— c’est a dire de la forme “p” de 1.8.2 (p. 13).

Voyons maintenant ce que cela signifie en coordonnées.

Soit (5%, £%) un point quelconque de S x E’, et choisissons (1, ..., 2,51, -+, &)
coordonnées sur I x I’ tel que les & soient les variables duales des x;, et tel que
s =(1,0,...,0) - Ry .

En faisant le changement de coordonnées y; = i, y; = i_i (j €42,...,n})
et en considérant (yi,...,y,) comme coordonnées & l'infini sur E, nous avons
7 = {y1 = 0}, et le champ d’Euler 0 = >"7"_ x;0,, de E devient § = —y,0,,.

La condition (j. M)*" élémentaire revient alors a dire que (j. M)*" se repré-
sent par un complexe

0— DY, =DV, —0 (3.3.2)
(concentré en degrés —1 et 0), ou p € N*, o = b(dy, 1)1, + y1 P, avec b € C[s]
polynéme unitaire dont les racines ne different pas par des entiers non nuls, et P
matrice p X p, P = (Pjj);jeq1,..p}, a coeflicients P;; € Dgan d’ordre usuel < degb,
et d’ordre 0 par rapport a la V-filtration (V;Dgan )rez donnée par y;. Clest a dire
encore que P;; sont de la forme Pj; = Pij(y1, .-, Yn; (Y104, ), Oy -« -5 Oy, ).
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De plus, la fibre en (5%, ¢%) de Cps est C si Re(&) > 0 (ol € = (&f,....€7))
et {0} dans le cas contraire, donc il nous reste a montrer que le complexe
w*
0 — D (00 = P 000y — 0 (3.3.3)

est acyclique si Re(£Y) < 0, et quasi-isomorphe au complexe

0 — l%*(pl—loEan)fsoﬁgo) AN z*(pl—loEan)fsofo) —0 (3.3.4)

si Re(£)) > 0, ot ¢~ est 1’adjoint de ¢, c’est & dire de la forme

@ =b(—y10, ), + y1 P(Y1, -« Yn; (—y10y, )y — Oy - oy =0y, ) - (3.3.5)
Enfin, compte tenant de la structure de @5, le probleme se reduit a 1’affirma-

tion suivante (en changeant les notations, pour simplifier I'écriture) :

Pour tout ¢ > 0 et tout a € R, a # 0, soient :

L. . C CxC" le secteur ¥, = {(t,2) € CxC" | ||z]| < e, |t] < e,|argt]| < e};
2. G = Ocni1 (X2);

3. Gue={pcG. | (A feC. telquepg=cif, e ()0 <c' <cel AB>
0 tel que |f(t,2)] < Ae™ T si (t,x) € Yo} (c’est a dire : le sous-espace de G,
des fonctions o de la forme o = €% f ou f est a décroissance exponentielle
dans un secteur plus petit ¥.1);

4. G =1limG., et G, = limG,..

e>0 e>0

Alors le complexe :

0— G? 5GP — 0 (3.3.6)

est acyclique st a <0, et quasi-isomorphe au compleze :

0— G? 5GP — 0 (3.3.7)

sta >0, oup € N*, et o est de la forme o* = b(td;)[, —tP, tel que b € C[s] soit
un polynome unitaire dont les racines ne difféerent pas par des entiers non nuls,
et P = (Pjj)ijeq,. p soil une matrice p x p, a coefficients P;; € Donsr d’ordre
usuel < degb, et de la forme P;j = P;;(t, 2,10, 0;) (on a noté comme d’habitude
= (21,...,2,), et 0p = (Opyy...,0z,)).

I1 suffit donc de considérer dans la suite le systeme “b(t0;)I,—tP” au voisinage

de 0 € C x C".
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3.4 Réduction au systeme “t0,”

Nous gardons les notations que nous avons établi a la fin de la section précé-
dente, et nous notons de plus m = degh, X = C x C* et Y = C".

Nous allons réduir maintenant le systeme “b(t0;)[, — tP” a un systeme de la
forme “(t0)1,,,", dans le sens suivant : nous allons construire un opérateur in-
versible S: GP — GG, tel que S et S ! agissent aussi sur éf et respéctivement
é;”p, et tel que les diagrammes

b(t3;) I —tP

;P ;P
51 s
(imp (t9¢) Iy (imp

et
CN?f b(t9¢) Ip—tP éf
51 \s
é;np (t9¢) Iy é;np

solent commutatifs.
La construction de S est inspiré de [27] et [40].

3.4.1 Ordres et normes formelles

Nous définissons ici 'ordre et la norme formelle d’une matrice d’opérateurs
différentiels sur Y = C".

Pour cela, nous regardons d’abord Dy comme étant un sous-faisceau du fais-
ceau & des opérateurs microdifférentiels analytiques sur Y. Si () € Dy est d’ordre
usuel ¢ € N et de symbole total

o(Q)(@,6) =Y Qul(w,6) (3.4.1)

(ou Qr(x, &) est homogene de degré k en &) et si K C T*Y est un compact et
T > 0, nous définissons (suivant [4], p. 302) la norme formelle NqK(Q,T) de @

comme étant

NEQT) = (27)_k - Cosup [0500Q k(. €)] THHIIAL
a,f
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ol nous avons noté comme d’habitude o = (aq,...,a,) € N" |a| = a1+ -+ ay,
dy = 0g1...0", et de méme pour (3 et d.

Si maintenant A = (ai;)ije(1,..m} est une matrice m x m (m étant celui
d’avant) a coefficients a;; € Dy, et si r € N, nous disons que A est d’ordre < r si
a;j est d’ordre usuel < (r4i—j) pour tout i,5 € {1,...,m}, et nous posons alors

NE(A,T) = sup <ZNZ§H e )) . (3.4.2)

1<i<m

Si B est une matrice mpxmp (le méme p que ci-dessus), a coefficients dans Dy,
nous le découpons en p* blocs carrés BY de dimension m x m, (1,7 € {1,...,p}),
et nous disons que B est d’ordre < r si chaque BY est d’ordre < r dans le sens
précédent. Dans ce cas, nous posons

NE(B,T) = sup <ZNI‘ (B T)> (3.4.3)
1<i<p =1

Nous allons utiliser la notation “ord(B)” pour désigner le plus petit entier r
tel que B soit d’ordre < r.

Ces notions dépendent, bien-stir, de m et de p, mais elles sont bien adaptées
a notre but.

On prouve facilement (comme par exemple dans [40], p. 378) que si By et By
sont deux matrices mp x mp d’ordres < ry et respectivement < r,, alors By B,
est d’ordre < (ry 4 r3), et que

NI&

ri+r2

(B1Ba, T) < NN (B, T)NE(B,, 1) (3.4.4)

(ou “«<” signifie majoration terme a terme).
De plus, si B est de dimension mp x mp et d’ordre < r, et si s € N, alors

LT
NEA(B.T) < —(5) NE(B.T). (3.4.5)

3.4.2 Réductions sur Dy

En revenant maintenant au systeme “b(t0:)I, — tP”, nous allons le réduire a
la forme “(t0;) 1, — A —tB” ou A est a coefficients constants. Plus précisement :

Proposition 3.4.2.1 [l existe deux matrices A el B de dimension mp X mp,
avec A a coefficients constants, et un isomorphisme Dy -linéaire

DY DLt (1) Iy — A —tB) = DY /DY (b(t0,) I, — tP). (3.4.6)
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Preuve: En considérant (F;Dx)en la filtration de Dx par Pordre usuel des
opérateurs et (VyDx)rez la V-filtration de Dx donnée par Y = {t = 0}, nous
rappelons que les éléments P;; de P sont dans (F,,Dx)N(VoDx ). Par conséquent,
chaque P;; peut s’écrire sous la forme

Py(t,x, 0,0, ZPk (t,z,0,) (td)F (3.4.7)

ou PZ]} est d’ordre < (m—k) en 0,; en particulier donc, P/ est indépendant de
0y
Si nous notons par Ag (k € {0,...,m—1}) les coefficients de b :

m—1
+ ) st (3.4.8)
k=0

alors la matrice b(t0;)I, — t P s’écrit

3
L

b(tO) L, — tP = [I, + tP (2, )] (10)™ + S [NeL, + tPul(x, ,3,)] (t0,)F , (3.4.9)

0

o
Il

et comme [I, + 1P, (x,t)] est inversible dans I’anneau des matrices p x p a coef-
ficients holomorphes au voisinage de {¢t = 0}, nous pouvons supposer méme que
P, =0.

Soit maintenant (uq,...,u,) la base canonique de D%, soit (v;;) it
€{1

.....

base de Dy”, et soit encore ¢: Dy’ — DY le morphisme donné par c,o(v”) =
(t0) tu; (1€ {1,...,p}, 7 € {1,....,m}). H induit alors I'isomorphisme (3.4.6)
cherché si nous considérons les matrices A et B suivantes : A est formée de p
blocs diagonaux égaux a Cp (nous notons cela en écrivant A = Cf), o

o= = v T 3.4.10
0 0 0 .- 1 ( )
P S Y

et B est formée de p* blocs m x m, B = (Bij)i7je{17...7p},

0 .. 0
Bj=| ‘ 3.4.11
p.O, ... pm-l
ij
ou P} sont ceux d’avant (et donc d’ordre usuel < (m—k)). O
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Par conséquent, pour obtenir 'opérateur S de 3.4 il suffit de construire encore
un opérateur inversible R: G —s (G™? tel que R et R~! agissent aussi sur G?,
et tel que les diagrammes

(t3¢) Imp—A—tB

;7P ;7P
R~ R
(imp (t96) Imp (imp

et
é;np (t0) Inp— A—tB é;np
R—l‘ \R
égnp (t9¢) Imp égnp

solent commutatifs.

3.4.3 Construction de R

Nous allons construire maintenant ’opérateur R.

Soit d’abord, pour tout k € Z :

ViDx)y = im Vi Dy /V; Dy |, (3.4.12)
i<k
et soit encore
kEZ

e —
Dx |y est donc un faisceau d’anneaux, dont les sections dans une voisinage du
ry=...=0,t =0 ont la forme

lo 400
> Qux, 00, (1) 0; + > Silx, 0, (1) £ (3.4.14)
(=0 k=1

ot lop € N (sans aucune condition de convergence en t sur la deuxieme somme).
Nous pouvons donner maintenant :

Proposition 3.4.3.1 [l existe R matrice inversible mp x mp a coefficients dans
Dx\y, tel que

R((t0) Iy — A — tB) = (t0)R . (3.4.15)
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Preuve: Nous cherchons R sous la forme

R = Ro(1)[Inp + f Ru(z,0,)t"] . (3.4.16)

k=1

On prouve facilement que pour que R soit inversible il suffit que Ry(¢) le soit.
Ro(t) doit alors vérifier :

Ro(D)[(t0) [y — A] = (t0,) Ro(t) , (3.4.17)
soit :
[(20:), Ro(t)] = —Ro(t)A (3.4.18)
dRg
18 = —Ro(1)A (3.4.19)

car Ro(t) ne dépend pas de 0;.

Vu la forme de A (= C#), il suffit de prendre Ro(t) = So(t)® (c’est a dire
formée de p blocs diagonaux m x m égaux a Sp(t)), ou Sp(t) est une matrice
holomorphe inversible, solution de

d
t% — _S(1)Ch (3.4.20)

(Co étant défini par (3.4.10), p. 35).
Une telle matrice est donnée par So(t) = (04;(t))

1,5€{1,...,m}?
4 m—1 4
oi(1) = [(t0)™ ™+ Ae(td) ] 8i(t) (3.4.21)
k=j
o d1(¢),...,0,(t) sont m solutions indépendantes de b(td;) §(t) = 0, ou encore,
si f1,..., 0, sont les racines distinctes de b(s) avec les multiplicités fiq, ..., p, :
v
oii() =Y "> apt " (logt)" . (3.4.22)
=1 k=1

Ro(t) étant déterminé, on décompose

+oo
tB(t,,0,) = > Bilx,0,)t" (3.4.23)
k=1

et Bi(x,0,) seront des matrices mp x mp a coefficients dans Dy, d’ordre < 1 au

sens de 3.4.1, car nous rappelons que B = (BY); jeq1,..p}, et
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B = 0 ... 0 (3.4.24)
pg, p;;?—l
avec P! d’ordre usuel < (m—k).
Les Ry(x,0,) de (3.4.16) doivent vérifier alors
dRq <
- ky
() U+ il 02)1%) =
= - (3.4.25)
CR(1) (g + S Bul,0) )AL Y Bl 0.)1%)
k=1 k=1
soit encore
k-1
kRk(l', 61,) - [A, Rk(l', 61,)] = —Bk(l', 61,) - Rk_]‘(l', 61,) B]‘(l', 61,) . (3426)

1

J

En notant ad4(Q) = |

, Q] pour tout () matrice mp x mp a coeflicients dans
Dy, on peut regarder Ly = (k-

lmp—ada) comme étant un opérateur a coefficients
constants

Ly DY s plmo)® (3.4.27)

On a alors d’apres un résultat classique

det(Ly) = [J [k — (wi — w))] (3.4.28)
]
Oll Wi, ...,Wy, sont les valeurs propres de A = C&, et donc les racines de b(s).

Ces racines ne different pas par des entiers non nuls, donc det(Ly) # 0.
Par conséquent, les Rj sont bien déterminés par récurrence sur k :

— L' By(2,0,) sik=1
Ri(z,d,) = =l 3.4.29
7=1
et nous avons obtenu un opérateur R inversible qui vérifie (3.4.15). g
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3.4.4 Décomposition de Lk_1

Pour finir la construction annoncée au debut de 3.4, il nous reste a prouver
maintenant que R et R~" agissent sur G et sur G/*F. Par le méme raisonnement
que celui que nous venons de faire a 3.4.3, nous pouvons montrer qu’il existe aussi
un opérateur R’ inversible tel que

[(t8:) Ly — A — tB]R' = R'(t)) , (3.4.30)

et par 'unicité de 'inverse nous avons R’ = R™!; il suffit donc de prouver seule-
ment que R = Ro(t)[ln, + E::{ Ry(z,0,)t"] agit sur G™ et sur é;”p.

Enfin, Ro(t) est a coefficients de classe de Nilsson (car So(t) 'est, d’apres
(3.4.21), p. 37), donc il suffit encore de prouver que [I,,, + E::{ Ry(z,0,)t"] agit
sur G et sur é;”p.

Pour cela faire, nous examinons d’abord L, '.

Soit donc de nouveau Ly = (k- I, —ad4). Comme nous ’avons déja vu, il est

2
. . ’ N . . m
inversible comme opérateur a coefficients constants agissant sur Dgf P) , pour tout

k € N*. 51 nous regardons maintenant aussi ady comme opérateur a coefficients
2
constants sur Dgf P) , et si nous le notons dans cette situation par N, I'inverse

Lk_1 de L s’écrit encore

1 ~— N
(k[(mp)2 — N)_ = W (3.4.31)
=0
si k> |IN|| (ot “|| - ||” est ici par exemple la norme “sup” sur les matrices

(mp)?* x (mp)?).
Puisque A = C# est d’ordre < 1 (au sens de 3.4.1), nous avons a priori

ord(N'Q) < ord(Q) + 1 (3.4.32)

pour tout [ € N et tout () matrice mp x mp a coefficients dans Dy . Mais a cause
du fait que N est a coefficients constants, nous pouvons donner aussi une autre
estimation : pour tout [ € N et tout () nous avons

ord(N'Q) < ord(Q) + 2(m—1) , (3.4.33)

car les éléments de N'Q sont des combinaisons linéaires a coefficients constants
des éléments de ().
Si nous notons maintenant
I, )
WN ,s1l€{0,...,2m—3}
NkJ = 2m—3 1 4 (3434)
L' =Y NI il =2m—2
j=0

kit
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nous avons alors

Li'= N (3.4.35)
=0
et

ord( N, Q) < ord(Q) +1 (3.4.36)

pour tout k € N*, [ € {0,...,2m—2}, et () matrice mp X mp a coefficients dans
Dy .

Enfin, si & > ||N||, nous avons

[ Nial| < ”;,V]l" (3.4.37)
sile{0,...,2m—3}, et
| Ni2m—2ll = HNM_Z S A IvPP= (3.4.38)
’ frm=2 e R 2 (k=[N

D’autre part ’ensemble {k € N | k < ||N||} est fini. Il existe donc Cy > 0 tel
que pour tout () matrice mp X mp a coefficients dans Dy d’ordre < r on ait

14 C ¢
N(NeiQ. 1) < 57 N Q) (3.4.39)

pour tout [ € {0,...,2m—2}, k € N*, K C T*Y compact et T > 0. Par
conséquent, nous avons aussi une estimation pour les normes.

3.4.5 Ordre et norme de R,

Nous voulons maintenant trouver des estimations convenables pour 'ordre et
pour la norme formelle de Rj. Pour cela nous avons bésoin d’une décomposition
de Rk

Rappelons que les Ry sont donnés par

— L' Bi(x,0,) sik=1
Ri(z,d,) = =l 3.4.40
7=1

Pour abréger I’écriture, soit d’abord

Mps=1{k=(ki,....,k) EN° |k =y > hy > ... >k, > 1} (3.4.41)
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pour tout & € N* s € {1,...,k}, et soit également

R™) = (L' L") (B Bro_y—k.* Bry—,) (3.4.42)
pour tout k = (ki,...,ks) € My,. Alors :

Proposition 3.4.5.1 Pour tout k € N*, nous avons :

k
Ry=> (=1  R® (3.4.43)
s=1 EeMk,s
Preuve: Par récurrence sur k :
o Sik=1:R, =—L "B, ce qui vérifie 'affirmation de 1’énoncé.

e Sinous supposons maintenant que l'affirmation est vraie pour les E; avec
J < (k—1), nous avons pour k > 2 :

k—1
Ri=—L;'Be— L' > R;Bi; (3.4.44)
7=1
et
j
Ry=> (=1 > (L7'Lg' -+ L) (BrBro o Bio,) (3.4.45)
s=1 EEM]
donc

k=1 J
Boo= L7 B- N0 Y (s L L

7=1 s=1 keM]yS

X(Br,Br._,~k =+ Bj—r, Bi—j)]

k
= L' B+ ) (1)) (Lt L) (B Beol ke Braog,) -
s=2 k

eMk,s
Par conséquent, 'affirmation est vraie aussi pour Rj. g

D’autre part maintenant, d’apres (3.4.35), p. 40, chaque L' s’écrit encore

Li'= N (3.4.46)
(=0

donc en notant
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Ly={l=(l1,....0,) eN° | [; <2m—2 (V)5 € {1,...,s}} (3.4.47)

pour tout s € {1,...,k}, et en notant aussi

Q) = (N, - Nt (B By -k~ Bry ) (3.4.48)

pour tout k = (ki,...,ks) € My, et | = (ly,...,1,) € L,, chaque R se
décompose a son tour en (2m—1)° termes :

leL;

Pour Q) *'%) nous pouvons donner des estimations pour l'ordre et la norme
formelle :

Proposition 3.4.5.2 Pour tout k € N*, s € {1,...,k}, k= (ki,...,ks) € My,
et | =(ly,...,ls) € Ly, sil = (l4+1) +--- + ([41), nous avons :

1. ord(Q(M’s)) <l

2. Pour tout K C T*Y compact et tout Ty > 0, il existe C1,Cy > 0 (indépen-
dants de k et 1), tel que :

s 7 (2m—1)

NE(QU,Ty) < CrCH= (3.4.50)

Preuve: La premiere affirmation est immédiate : par (3.4.36), p. 40, nous avons
ord(Q (k’l’s)) <li+...+ls+ord( By, Br._,—k. - Bk, -k, ), donc aussi ord(Q (k’l’s)) <
L+...4+1;+s, car les B; sont d’ordre < 1.

Pour la deuxieme affirmation, remarquons d’abord que E:ﬁ By(z,0,)t" =B
est une matrice a coefficients dans Dx (cf. 3.4.2), donc la série E::{ NE(By, To)t"
est convérgente pour ¢t > 0 assez petit. Par conséquent, il existe C',C" > 0 tel
que

NE(By, Ty) < C'C"* (3.4.51)

pour tout k € N*.
D’autre part, par (3.4.39), p. 40, et (3.4.4), p. 34, il existe Cy > 0 tel que

NE(@Q (hle), Ty) < th—OthN{X (Br., To)N{* (Br._, k., To) - - N{* (Br, 1, To)
bl kL

et donc
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. o C C/ sC//k
N{X(Q(k’l’s)aTo)< (Go")

< (3.4.52)

car by = k.
Si nous prenons maintenant Cy = CoC’ et Cy = C”, 'inégalité que nous avons
annoncé decoule alors du lemme 3.4.5.3 suivant. O]

Lemme 3.4.5.3 Pour tout k € N*, s € {1,...,k}, k= (ki,...,ky) € My, et
l=(l,...,0l5) € L, sil=(l1+1)+ -+ (Is+1), nous avons

1 (Qm—l)l
kil—l—l . kls‘l‘l —= /! (3453)
Preuve: Par récurrence sur s :
e Sis=1:nous avons
1 - <2m—1>11+1 - (2m—1)ll+1 (3.4.54)
N (Li+1)! o

e Simaintenant nous supposons que l'affirmation est vraie pour (s—1), nous
avons kg > ... > ks > 1, donc ky > (s — 1), et donc

1 (2m—1)(12+1)+...+(15_|_1)

. 3.4.55
Rt gl T (A1) 4L+ (D) ( )
Il suffit alors de montrer encore que
1 2m—1)h+t
T+1 < TS (2m—1) . (3.4.56)
ky H]‘:1 b+ (L+1l) + .o+ (L41)]
Mais [T [+ (Lt 1) 4.4 (1)) < (1) + (1) + .+ (1)) <
[s(2m—1)]"T" < [k1(2m—1)]"*", donc nous avons bien I'inégalité annoncée. O

Ces estimations étant établies, regroupons maintenant les Q (F19) par ordre :
soit d’abord

Js={l=(,....0) € Ly | (L+1) + ...+ (L4+1) =1} (3.4.57)

pour tout [,s € N*, s <1 < s(2m—1) (de fagon a avoir donc L, = lsfsm_l) Ji.s),
et soit encore

k

Ro=>" (=10 Y Y Q& (3.4.58)

s=1 EeMk,s ieJl,s

pour tout k,[ € N*, | < k(2m—1).
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Alors, d’apres la proposition précédente, les R sont d’ordre < [, ils forment
une décomposition de Ry :

2m—1

k(2m—1)
Ry= ) R, (3.4.59)
=1

pour tout k& € N* (cf. proposition 3.4.5.1, p. 41, et (3.4.49), p. 42), et nous avons
pour eux des bonnes estimation pour les normes formelles :

Proposition 3.4.5.4 Pour tout k,l € N*, [ < k(2m—1), tout K C T*Y compact
et tout Ty > 0, il existe Cs,Cy > 0 (indépendants de k et 1), tel que

. 1
NE(RL, Ty) < ﬁcgcf : (3.4.60)

Preuve: D’apres la proposition précédente, pour les K et Ty donnés, il existe
C1,Cy > 0 tel que

(Zm—l)l
[!

Maintenant, ’ensemble My ; de (3.4.41) (p. 40) est a (ij) < 2% éléments

(nous notons par (i) les coefficients binomiaux), et d’autre part 'ensemble J; ; a

moins de (ij) éléments, car d’apres un résultat classique d’Euler, le nombre des
solutions (x1,...,2,) € N* de I’équation
14+ ... +x,=m (3.4.62)

ou m € N*, est donné par le nombre des combinaisons avec répétition de m
1, N 9 N . n+m—1
éléments n a n — c’est a dire par ( N )

Par conséquent nous avons

v < B ecyry (e

[ — \s—1
(2m—1)" e (-1
< 20y )
) s=0

1
< ﬁ[(HCl)(Qm—l)]l(QCz)ka
ce que nous permet de choisir C5 = (1+C)(2m—1) et Cy = 2C5. O

Enfin, nous pouvons énoncer maintenant :
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Proposition 3.4.5.5 Pour tout k € N* :

L. Ry est d’ordre < k(2m—1);

2. Pour tout K C T*Y compact et tout Ty > 0, il existe C' > 0 (indépendant
de k), tel que

c*
NkX(Zm—l)(Rkv TO) <

< m . (3.4.63)

Preuve: La premiere affirmation est évidente, et pour la deuxieme, par (3.4.5)
(p. 34) et par la proposition précédente, pour K et Ty donnés il existe Cs, Cy > 0

tel que :
k(2m—1) 9 L
. 1 T2\ k(em=1)=1
K 0 K {
Nk(2m—1)(Rk7 TO) < Z [k(Qm—l) _ l] ! <%> Nl (Rkv TO)
k(2m—1)
1 T2 k(2m—1)-1
< CF Sy
- 12:1: NE(2m—1) = ]! 3<2n>
1 T2\ 2m—17k
< — -0 .
= Rem—1]! (cstgr) ]
. . L. T2 2m—1
Cela nous amene a choisir C' = (4 <03 + ﬁ) . O]

Cet estimation va nous permettre dans la section suivante de montrer que R
agit sur G et sur G 7.

3.4.6 Action de R sur G"7 et sur é;ﬂp

Rappelons d’abord les notations que nous avons prises en 3.3 :
L. ¥. C CxC" lesecteur ¥, = {(t,2) € CxC" | ||z]| < ¢, |t| < e,|argt] < e};
2. G = Ocni1 (X2);

3. Goe={o€G. | (D feCG.telquep=ctf et (N0<e <cet A, B>
0 tel que |f(t,2)] < A g (t,x) € Yo}

4. G =1limG., et G, =lim G, ..

e>0 e>0

Nous sommes en mésure de prouver maintenant :
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Proposition 3.4.6.1 R agit sur G™? et sur ég”p.

Preuve : Comme nous 'avons déja dit a 3.4.4, il suffit de montrer que la partie
o Ry (, 0,)1F agit sur G™ et sur G car Ro(t) de (3.4.16), p. 37, est &
coefficients de classe de Nilsson. Si nous notons Fj = (r”k Jije(t,...mp}, il suffit de

Z(.f) k agit sur GG et sur éa.

Fixons done ¢,7 € {1,...,mp}, et notons rl(»f) = (¥, Par ce que nous venons
de voir, r®(x,9,) est d’ordre < k(2m—1) + ¢ (ot ¢ € {0,...,(m—1)}), donc si
Mz, d,) s'écrit

prouver donc que chaque E::{ r

rW@ o) = Y pral(2)d) (3.4.64)

I\ <k(2m—1)+q

alors pour montrer que E::{ rtk agit sur G, il suffit de voir que si f €
Ocn+1(X:), et si K C T*Y est un compact, alors il existe un ¢, > 0 tel que
la série

S(X sl (3.4.65)

k=1 [\<k(2m—1)+q “€8

soit convergente.

Fixons € > 0. Si nous notons maintenant par P(x,¢) le polydisque P(x,¢) =
{yeC | |y;—aj] <e(¥)je{l,...,n}}, et par JoP(x,e) sa frontiere distinguée
OgP(z,e) = {2 € C" | |y, —z;| = ¢ (V)7 € {1,...,n}}, nous avons pour tout
S<p<eg (tr)e¥, AeNet fedG,:

_ A f(t,€)
a;,\f(t,l’) == (27”)71 /aop(xs ) Wdéﬂ (3466)

(ou A+1 = (A+1,...,A,+1)), donc

(1, )] < sup |f(4,0)] - (3.4.67)

(e — P)m CE€ByP(z,e—p)
Il suffit donc de montrer que si K C T"Y est un compact, alors il existe un
s <p<ecetunty >0 tel que la série

Al i
Z (X e pral)] )14 (3.4.68)

k=1 |M<k(2m—1)+g

soit convergente, et cela suffit encore pour montrer que E::{ (k) ¢k agit aussi

sur 'espace Gy : les r®) sont indépendants de &, donc ils commutent & e¥,
et les majorations que nous obtenons ainsi ne changent pas les conditions de

décroissance en t.
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D’autre part, par ce que nous avons vu dans la section précédente, pour tout
K C T*Y compact tel que K’ = pry(K) C {z € Y | |[z]]| < €}, et pour tout
To > 0, il existe C' > 0 tel que

Ck

K k
Nk(zm—1)+q(7“( ),To) < m (3.4.69)

pour tout k € N*. Par conséquent, pour tout 0 < T" < T et tout k& € N*, nous
avons :

Ck 2m 1 3’
_— >
Fom—] © zﬁ: T T B
X sup a;vagﬁ Z pk,A(l’)fA T2s+|al+10] 7
(#.8)ER IN=k(2m—1)+q—s

ou, si nous retenons de la deuxieme somme seulement les termes ou o = 0 et

8] = k(2m—1) 4 q s :

Al
T T S 2 2. GlEe T

s=0 |/\|:k(2m—1)—|—q—s

X sup |pk7A(:1:)|T25+|A| )
reK'!

Enfin, ¢ < (m—1), donc [k(2m—1)+¢]! < [k(2m—1)]! [k(2m—1)+(m—1)]""",

et (2n)° < (2n)F@m=1+1 et nous avons :

kom1) + 0" =Y () sl (5)

i
IA<k(2m—1)+4 eR

Si nous choisissons maintenant 0 < 7' < £ et £ < p < e tel que (¢ —p) > T,
nous avons

Al
Z PPV Pea(z)] <

plghizmotyrg (& TP wene

sy oo () o () )

2m—1
donc la série (3.4.68) est convergente pour 0 < ¢y < % <%> , et cela termine

la preuve. O
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Comme nous "avons dit a 3.4.4, 'existence de R implique celle de S annoncée
au début de 3.4.

Incidemment, les mémes estimations montrent que I'action de R sur G["? est
continue (par rapport a la topologie usuelle), et cela signifie que les coefficients
de R sont dans DY (voir [35], p. 116), et donc aussi ceux de S.

3.5 Le systeme “t0,”

Pour finir la preuve du résultat principal, il nous reste maintenant a prouver :

Proposition 3.5.1 Le compleze :

0— Gy 25 Gy — 0 (3.5.1)

est acyclique st a <0, et quasi-isomorphe au compleze :

0— GG —0 (3.5.2)

sta > 0.

Preuve:

o Sia <0:ilsuffit de voir que pour tout ¢ > 0 fixé, 'action de ¢ et celle
de 0y sur G, sont inversibles. Cela c’est évident pour ¢, et pour 0; on vérifie
facilement que I'inverse est donné par

(07 )t z) = t/ol flrt,x)dr (3.5.3)

pour tout (¢, x) € X, et tout f € CN?M.

e Sia>0: CN?M est le sous-espace de (G, des fonctions holomorphes sur X,
a croissance au plus exponentielle sur un secteur X, plus petit (0 < &’ < ¢). La
question revient alors a montrer que le complexe

0 — Go/Gar 2 G )Glae — 0 (3.5.4)
est acyclique, et cela résulte immédiatement de la régularité de t0;. g
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Annexe A

Fonctions admettant a 'infini un
développement asymptotique nul

Nous reprenons les notations de 2.2 et de 2.3 : soit F un espace vectoriel
complexe de dimension finie, vu comme variété algébrique, et soit F une com-
pactification projective de E. Soient encore Z = I\ E, et By 1’éclaté réel de F
le long de 7 (qui coincide avec le complété en boules de F).

Notons par j et m les morphismes canoniques j: £ — E et m: By — E, par
E' le dual de E, et par j et 7 les morphismes 7 = j x id: B x E' — FE x E' et
T =n xid: Bp x E' — E x E'. Notons encore S = Bp \ E.

Nous considérons sur Bg x E’ le faisceau A<° = AléngﬂSxE'? défini comme
suit :

e SiUestun ouvert de £ x £/, I'(U, A<°) = T(U, Opxp);

e SiU =V x V’ est une voisinage ouverte d'un point (s, &%) € S x B/,
(U, A<%) c’est le sous-espace de T'((V N E) x V', Opxp) des fonctions f tel que
pour tout compact K C V' on a

i el (e, ) =0 (A1)

uniformement par rapport a £ € K, pour tout m € N (c’est a dire : les fonctions
holomorphes sur £/ x £’ admettant a I'infini un développement asymptotique nul,

uniformement par rapport a &).
Pour ce faisceau on a un théoreme de Borel-Ritt (voir [38]), et comme en

dimension n = 1 (voir [29]) on peut prouver que si on note par O le complété
formel de Og, 5 le long de Z x E’; alors on a

O)Op. i ~ R (A)1] . (A.2)

D’autre part, si A est un complexe borné de Dgyp-modules & cohomologie
cohérente, on a
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o~

RHomp,, ., (Rj(N),0)=0
(il suffit d’utiliser 1.6.10, p. 9), et par conséquent :

RHomp, ,,(Rj(N),Opym) =~ RHomp, ., (RI(N), RT(A)) .

Nous avons bésoin ce résultat dans 3.2.
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