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IntrodutionDans la théorie des formes modulaires, on s'intéresse depuis déjà fortlongtemps au problème d'obtenir des formes modulaires à partir d'opéra-teurs di�érentiels que l'on applique à une ou plusieurs formes. Par exemple,R.A. Rankin donne dans [Ra℄ une lassi�ation des polyn�mes en les dé-rivées f; f 0; f 00; � � � d'une forme elliptique f �xée, qui sont aussi des formesmodulaires. Dans e travail, on étudie une famille d'opérateurs di�érentielsbilinéaires sur les formes modulaires de Siegel de genre m, qui généralise unopérateur dé�ni par H. Cohen (voir [Co℄) dans le as elliptique (m = 1). L'in-térêt essentiel de et opérateur est qu'il intervient dans des formules intégralespour des fontions zêta assoiées à des formes modulaires, omme un noyauintégrale. Soit Mkm(N; ) l'espae vetoriel des formes modulaires de Siegelde genre m de niveau N de aratère  et de poids k et soit � = (m+ 1)=2.Nous verrons dans les setions 2 et 3 que et opérateur Fr peut s'érire,Mk1m (N; 1)�Mk2m (N; 2) Fr�! Sk1+k2+2rm (N; 1 2)(f1; f2) 7�! Fr(f1; f2) = CrHol(f2Æ(r)k1 f1)où Cr = (2i�)rm �m(k��)�m(k�r��) , r 2 N désigne un entier positif, Hol est la proje-tion holomorphe orrespondant au produit salaire de Petersson et on dé�nitÆ(r)k = Æk+2r�2 � � � Æk, l'opérateur de Shimura parMkm(N; ) Æk�! fMk+2rm (N; )f 7�! Æk(f)où Æk(f) = ��14� �m det(y)�1 det(z � �z)��k��det(z � �z)k��+1f(z)� ;ave z = x + iy 2 H m une matrie du demi-plan supérieur de Siegel et� = det(2�1(1 + Æij)�=�zij) l'opérateur de Maass. D'autre part, on notefMkm(N; ) l'espae vetoriel des formes modulaires C1 de poids k et dearatère  . Cet opérateur Æk agit don sur les formes modulaires, mais il neonserve pas la propriété d'holomorphie.Le but reherhé ii est une desription la plus expliite possible de l'a-tion de l'opérateur Fr sur les développements de Fourier. Ainsi, si on notef1 = P (h)em(hz) et f2 = P b(h)em(hz) les développements de Fourierrespetifs des formes modulaires f1 et f2 où em(hz) = exp(2i�tr (hz)), on7



montre dans la setion 3 (Corollaire 3.6.8) que le développement de Fourierde Fr(f1; f2) s'éritFr(f1; f2) = Cr Xh1+h2=h b(h1)(h2)P (h2; h; r; �)em(hz);pour � = ��k1�r et sous ertaines hypothèses de roissane sur f1 et f2 quiseront étudiées dans la setion 3 (� 3.6). Ii, P (h2; h; r; �) est à r et � �xés,un polyn�me en les variables matriielles h2 et h. Une grande partie de etravail, prinipalement la setion 3 et la setion 6 sera onsarée à déterminere polyn�me sous une forme su�samment expliite pour les appliations dela setion 5. L'ériture qui onviendra dans le as du genre arbitraire m etque l'on établit dans la setion 3 (théorème 3.5.4) est la suivante :Théorème A (Sur la forme expliite du polyn�me P (v; u; r; �)).� Pouru et v deux matries réelles symétriques dé�nies positives, r 2 N un entierpositif et � 2 C un nombre omplexe, on aP (v; u; r; �) = det(v)r rXt=0 �rt�XjLj�t L(�)�l1(v�1u) � � ��lt(v�1u);où la somme porte sur les multi-indies L = (0 � l1 � � � � � lt � m)tels que jLj = l1 + � � � + lt � t. Les oe�ients L(�) sont des polyn�mesde degré jLj en � à oe�ients diadiques (L(�) 2 Z[1=2; �℄) et si de plus2� 2 Z, on a ord2(L(�)) � �mt=2. En�n, les polyn�mes �i(u) sont lespolyn�mes invariants élémentaires, 'est à dire les oe�ients du polyn�mearatéristique de u : det(t1m + u) = mXi=0 �i(u)tm�i:La seonde partie de e travail onsiste à appliquer les résultats obte-nus sur le polyn�me P (v; u; r; �) pour montrer que des fontions zêta non-arhimédiennes onstruites par A.A. Panhishkin dans [Pa1℄ s'obtiennentomme des transformées de Mellin de mesures h-admissibles au sens de Y.Amie, J. Vélu et M.M. Vi²ik (voir setion 5, � 5.1). Dans [Pa1℄, A.A. Pan-hishkin onstruit des mesures p-adiques et don des fontions L p-adiques(via la transformation de Mellin). Ce sont des fontions analytiques bornéesdé�nies sur le groupe de Lie analytique C p -adiqueXS = Homont(Z�S ; C �p );8



où C p désigne le orps de Tate et Z�S est le groupe pro�niZ�S =Yq2SZ�q ;pour S un ensemble �ni de nombres premiers ontenant p. La démarhe em-ployée est la suivante. On onsidère une forme parabolique f 2 Skm(N; )propre de l'algèbre de Heke globale Lm(N) = 
q 6 jNLmq (N) dé�nie dans lasetion 4. Les valeurs propres de f sont aratérisées par ses q-paramètresde Satake �i(q) pour i 2 f0; � � � ; mg. On dé�nit alors la fontion zêta stan-dard assoiée à f et à un aratère de Dirihlet � par le produit eulérienD(s; f; �) == Yq 6 jN "�1� � (q)qs � mYi=1 �1� � (q)�i(q)qs ��1� � (q)�i(q)�1qs �#�1 :Puis, on utilise les représentations intégrales des fontions zêta de RankinL(s; f; ��) dé�nies dans la setion 4 (� 4.3) de f et d'une fontion thêta, ainsique l'identité d'Andrianov qui permet d'exprimer la fontion zêta standardomme une fontion zêta de Rankin. On en déduit don des représentationsintégrales pour les fontions zêta standards. Pour exprimer des propriétésanalytiques et algébriques, on introduit ensuite les fontions zêta normaliséesD?(s; f; �) = (2�)�m(s+k��)�((s+ Æ)=2) mYj=1�(s+ k � � � j)! ��D(s; f; �);D+(s; f; �) = iÆ�1=2�s�((1� s+ Æ)=2)D?(s; f; �);D�(s; f; �) = �((s+ Æ)=2)�1D?(s; f; �);où Æ, � 2 f0; 1g sont tels que � (�1) = (�1)Æ et �(�1) = (�1)�. A.A.Panhishkin onstruit alors dans [Pa1℄ (voir aussi [Pa2℄) des distributionsp-adiques en interpolant les valeurs spéiales de es fontions zêta, 'est àdire aux valeurs entières 1 � s � k �m� � pour D+(s; f; �) et aux valeursentières 1 � k + m + � � s � 0 pour D�(s; f; �). Le seond objetif de etravail est d'utiliser le théorème A pour préiser les formules donnant lesvaleurs spéiales. Pour énoner le deuxième résultat prinipal on a besoin deformuler un ertain nombre d'hypothèses sur f .Soit f 2 Skm(N; ) une forme parabolique de Siegel de genre pair m etde poids k > 2m + 2 propre des opérateurs de Heke. On suppose toutd'abord que les oe�ients de Fourier de f , a(h) 2 �Q sont algébriques et9



que f est normalisée par a(h0) = 1 pour une ertaine matrie demi-entièredé�nie positive h0 > 0, telle que S(2 det(2h0)) � S (ii pour n 2 N unentier positif S(n) est l'ensemble de es diviseurs premiers). On fait égalementl'hypothèse essentielle que le oe�ient de Fourier a0(h0) 6= 0 de la formeauxiliaire f0 assoiée à f (voir setion 4, � 4.5) est non-nul (f0 est une fontionpropre de tous les q-opérateurs de Frobenius, q 2 S). On suppose aussi queS(N) \ S = ;.Théorème B (Sur l'interpolation p-adique des fontions zêta standards).Pour f véri�ant les hypothèses i-dessus et  > 1,  2 Z�S un entier positiftel que (; N) = 1, alors il existe des fontions C p -analytiques holomorphesL� : XS ! C p telles que :(i) Pour toutes paires (s; �) telles que s 2 Z ave 0 � s � k �m � 2 et� 2 XtorsS est un aratère de Dirihlet primitif de onduteur C� : S-omplet(S(C�) = S), on a alors� L+(�xsp) = GC�(1m; �)Cm(2s+2k�m)=2�(iC�)m2=2 � �0(C2�) Cs+1�� G(�� )(1� (�� )2()�2s�2)��YqjN (1� (� � )0(q)qs)(1� (�� )0(q)q�s�1)D+(s+ 1; f; ��)hf; fiN :� L�(�xsp) = GC�(1m; ��)Cm(2�2s+2k�m)=2�(iC�)m2=2 � �0(C2�) (1� (�� � )2()�2s�2)��D�(�s; f; �)hf; fiN :Ces valeurs sont des nombres algébriques et on onsidère �Q omme un sous-orps du orps de Tate C p (par un plongement ip : �Q ! C p �xé). D'autrepart, es fontions C p-analytiques s'annulent aux points suivantsL+(�xsp) = L�(�xsp) = 0 si s � 0 (mod 2):(ii) Si ordp(�0(p)) = 0 ('est à dire que f est p-ordinaire), alors les fon-tions holomorphes L+ et L� sont des fontions C p -analytiques bornées.(iii) Dans le as général, les fontions holomorphes L+ et L� sont du typeo(log(�)h) où h = [2ordp(�0(p))℄ + 1 et elles peuvent se représenter ommedes transformées de Mellin de mesures h-admissibles.(iv) Si h � k�m�1, alors les fontions L� sont déterminées de manièreunique par (i).Le (ii) est en fait démontré dans [Pa1℄. L'assertion (iii) est le résultatavané dans [Pa2℄, mais la démonstration néessite une préision. Le pro-blème essentiel est de dérire de façon su�samment expliite le polyn�me10



P (v; u; r; �) qui intervient dans les représentations intégrales des fontionszêta standards. L'une des propriétés importantes du polyn�me P est qu'ilvéri�e la ongrueneP (v; u; r; �) � det(v)r (mod huiji);qui permet de traiter le as p-ordinaire. Cependant, dans le as général on abesoin d'avantage d'information pour véri�er les onditions d'h-admissibilité.Le travail est alors organisé en six setions dont on donne ii les grandeslignes.Dans la première setion, on donne des rappels généraux sur les formesmodulaires de Siegel et sur l'opérateur de projetion holomorphe. La seondesetion est onsarée à l'étude de l'opérateur de Cohen dans le as elliptique(m = 1), plus préisément on démontre le fait que l'opérateur dé�ni parCohen dans [Co℄ s'exprime (pour r � 2) sous la forme (théorème 2.2.3, voiraussi [Ha1℄) Fr(f1; f2) = (2i�)r �(k � 1)�(k � r � 1)Hol(f2Æ(r)k1 f1):Ce résultat déjà onnu est le point de départ pour étendre la dé�nition de etopérateur au as de Siegel. Dans la troisième setion, nous nous emploieronssurtout à dérire de la manière la plus expliite possible l'ation d'un telopérateur généralisé sur les développements de Fourier. On e�etue là unelongue étude sur des polyn�mes invariants dans le but d'obtenir la formeexpliite du théorème A (pour le polyn�me P (v; u; r; �)). On introduit aussiles séries d'Eisentein qui interviennent dans les représentations intégralesdes fontions zêta de Rankin. Ensuite, on se penhera sur un problème deonditions de roissane. En e�et, pour pouvoir aluler le développementde Fourier de la projetion holomorphe de ertaines formes modulaires, ondoit imposer des onditions de roissane pour assurer la onvergene deertaines intégrales. Dans la quatrième setion, on rappelle la dé�nition desfontions zêta standards et de Rankin. On donne également les formulesintégrales exprimant la fontion zêta de Rankin omme un produit salaire oùapparaissent les séries d'Eisentein. On verra également l'identité d'Andrianovqui permet de lier la fontion zêta standard D(s; f; �) (assoiée à une formepropre f) à une fontion zêta de Rankin L(s; f; ��) de f et d'une fontionthêta. Puis, nous introduirons la forme auxiliaire f0 assoiée à f qui joueun r�le prépondérant dans notre onstrution (f0 est une fontion propre desq-opérateurs de Frobenius et de valeurs propres égales à �0(q)). La inquièmesetion est onsarée à la véri�ation des onditions d'h-admissibilité pour11



les distributions p-adiques onstruites par A.A. Panhishkin dans [Pa1℄ et[Pa2℄. En�n, dans la dernière setion, on alule expliitement et de manièreélémentaire les polyn�mes P (v; u; r; �) dans le as où m = 1 et m = 2, dansle but d'illustrer les résultats de la troisième setion. En e�et, le alul dees polyn�mes donné au théorème A dans le as du genre m quelonque, estsu�sant pour nos appliations, mais de plus, les oe�ients L(�) s'exprimentde manière omplètement expliite si m = 1 et m = 2.
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NotationsLes symboles N , Z, Q , R, C , Zp, Q p et C p où p désigne un nombre premierauront leur sens habituel, 'est à dire queN est l'ensemble des entiers naturels,Z est l'anneau des entiers relatifs,Q est le orps des nombres rationnels,R est le orps des nombres réels,C est le orps des nombres omplexes,Zp est l'anneau des entiers p-adiques,Q p est le orps des nombres p-adiques,C p est le orps de Tate : C p = �̂Q p.On désignera par i = p�1 une raine arré de �1 dans le orps C . Soitz = x+ iy 2 C un nombre omplexe alors �z = x� iy est le nombre omplexeonjugué de z et on notera <(z) = x sa partie réelle et =(z) = y sa partieimaginaire.Pour un entier m 2 N et un anneau R l'ensemble noté Mm(R) désigneral'algèbre des matries m �m à oe�ients dans l'anneau R. Si a 2 Mm(R)est une matrie à oe�ients dans R on notera par tr (a) et det(a) sa traeet son déterminant et par ta sa matrie transposée. Les matries 0m et 1msymboliseront respetivement la matrie nulle et la matrie identité de taillem�m. Nous onsidérerons aussi l'espae vetorielVm = fy 2 Mm(R) j ty = ygdes matries symétriques réelles. Soit y 2 Vm une telle matrie, la notationy � 0 signi�e que y est une matrie symétrique positive et y > 0 signi�equ'elle est dé�nie positive. On note à présent par Jm la matrieJm = � 0m �1m1m 0m � 2 M2m(Z):On dé�nit ensuite les groupes linéaires lassiques suivants :GLm(R) = f 2 Mm(R) j det() 6= 0g;SLm(R) = f 2 Mm(R) j det() = 1g;Om(R) = f 2 GLm(R) j t = 1mg;SOm(R) = f 2 Om(R) j det() = 1g;13



GSpm(R) = f 2 GL2m(R) j tJm = �()Jm; �() 2 R�g;GSpm(Q ) = f 2 GL2m(Q ) j tJm = �()Jm; �() 2 Q�g;GSp+m(R) = f 2 GSpm(R) j  > 0g;GSp+m(Q ) = f 2 GSpm(Q ) j  > 0g;Spm(R) = f 2 GSpm(R) j �() = 1g;Um(C ) = f 2 Mm(C ) j t� = 1mg:La notation em(z) pour z 2 GLm(R) désignera em(z) = exp(2i�tr (z)) etdans le as elliptique e(z) = e1(z).Soient U et V deux variétés C1, on notera C(U; V ) (et respetivementC1(U; V )) l'espae vetoriel des fontions ontinues (respetivement indé�-niment dérivables) dé�nies sur U et à valeurs dans V .Pour r, n 2 N deux entiers positifs, le symbole�nr� = n!r!(n� r)! = n(n� 1) � � � (n� r + 1)r!désigne le oe�ient bin�miale lassique ('est un polyn�me de degré r enn). Si n 2 N est un entier positif on appellera S(n) le support de n qui estl'ensemble onstitué par tous les diviseurs premiers de n.On note par �(s) la fontion gamma dé�nie par la formule intégrale�(s) = Z 10 ys�1e�ydy; (s 2 C j <(s) > 0):Cette fontion se prolonge en une fontion méromorphe sur C . On note aussi�m(s) la fontion gamma généralisée dé�nie par (<(s) > �� 1)�m(s) = ZY det(y)s��e�tr(y)dy = �m(m�1)=4 m�1Yj=0 �(s� j=2);où Y est le sous-ensemble de Vm des matries symétriques dé�nies positives :Y = fy 2 Vm j y > 0g, � = (m + 1)=2 et dy =Qi�j dyij.Puis on dé�nit les sous-ensembles :Am = fh 2 Mm(R) j th = h; hii 2 Z; 2hij 2 Z 8 i 6= jg;Bm = fh 2 Am j h � 0g;Cm = fh 2 Am j h > 0g:Le sous-ensemble Am est le réseau des matries demi-entières dans l'espaevetoriel Vm. Ce sont les ensembles sur lesquels porte la somme des séries deFourier des formes modulaires de Siegel.14



1. Formes modulaires et opérateur de projetionholomorpheDans ette setion, on introduit tout d'abord les formes modulaires de Sie-gel, et plus partiulièrement les formes ave aratères de Dirihlet. On donneégalement la dé�nition du produit salaire de Petersson. Dans le deuxièmeparagraphe, on dé�nit les formes modulaires de Siegel C1 ainsi que l'opéra-teur de projetion holomorphe. Puis, on expose deux résultats qui permettentde dérire l'ation de et opérateur sur les développements de Fourier. Ainsi,le théorème 1.2.3 donne le développement de Fourier de la projetion ho-lomorphe de formes partiulières qui véri�ent ertaines onditions de rois-sane. 1.1. Formes modulaires de SiegelOn va d'abord rappeler quelques dé�nitions et notations standards surles formes modulaires de Siegel. Dans tout le texte, m désignera un entiernaturel m � 1.Soit H m = fz 2 Mm(C ) j tz = z = x+ iy; y > 0g, le demi-plan supérieurde Siegel de genre m. C'est une variété analytique omplexe de dimensionm(m + 1)=2. Il s'agit aussi de l'espae sur lequel sont dé�nies les formesmodulaires de Siegel. Le groupe sympletique Spm(R) agit transitivementsur H m par Spm(R) � H m �! H m� = � a b d � ; z� 7�! (az + b)(z + d)�1L'appliation  : z 7! (z) = (az+ b)(z+d)�1 est un automorphisme analy-tique de H m . Sous ette ation, H m s'identi�e en tant qu'espae homogène àH m �= Spm(R)=Km où Km = Stab(i1m) = Spm(R)\SO2m(R) est le stabilisa-teur de i1m. Le groupe Km est un sous-groupe ompat maximal du groupede Lie Spm(R) et Km s'identi�e à Um(C ) parKm ��! Um(C )� a b d � 7�! a + ibL'image par l'appliation Spm(R) ! H m de la mesure de Haar sur legroupe Spm(R), dé�nit un élément de volume sur H m , unique à un fateur15



onstant près, invariant sous l'ation de Spm(R), et qui s'érit sous la formed�z = det(y)�(m+1)Yi�j dxijYi�j dyij:où z = x + iy 2 H m .On dé�nit �m = Spm(Z) = Spm(R) \ M2m(Z), le groupe modulaire deSiegel, ainsi que les sous-groupes de ongruenes suivants pour un entiernaturel N 2 N :�m(N) = � = � a b d � 2 �m j  � 12m (mod N)�;�m0 (N) = � = � a b d � 2 �m j  � 0m (mod N)�;�m1 (N) = � = � a b d � 2 �m j  � 0m (mod N) etdet(a) � 1 (mod N)�:Tous es groupes sont des sous-groupes disrets de Spm(R), ils agissent disrè-tement sur l'espae H m . Le groupe �m(N) est le sous-groupe de ongrueneprinipal de niveau N de �m. On a par ailleurs les inlusions évidentes�m(N) � �m1 (N) � �m0 (N) � �m.On va maintenant donner la dé�nition générale des formes modulaires deSiegel. Soient k un entier et � � GSp+m(Q) un sous-groupe de ongruene('est à dire qu'il existe un entier N 2 N tel que �m(N) � � et � est om-mensurable ave �m dans GSp+m(Q) modulo son entre). Pour toute matrie 2 GSp+m(Q ), pour tout z 2 H m et pour f 2 C1(H m ; C ), on note l'ationde  sur z et l'ation de poids k de  sur f par (z) = (az + b)(z + d)�1 et(f jk)(z) = det()k�� det(z + d)�kf((z)) (où � = (m+ 1)=2).Définition 1.1.1 (formes modulaires). � Une fontion f : H m ! C estune forme modulaire holomorphe de poids k pour � si :(1) f jk = f pour tout  2 �;(2) f est holomorphe sur H m ;(3) et si m = 1; f doit être holomorphe aux pointes de �:On désigne par Mkm(�) l'espae vetoriel omplexe des formes modulairesholomorphes de poids k pour �. 16



Pour plus de détails onernant les formes modulaires on renvoie à [An-Zh℄ou à [Fr℄. Si m = 1, on est dans le as bien onnu des formes modulaireselliptiques (voir par exemple [Mi℄, [Se℄, [Ko℄ ou [La℄).Le groupe � étant un sous-groupe de ongruene, il existe un entier N 2 Ntel que �m(N) � � � GSp+m(Q ). Si M est le plus petit entier tel que� � �� 1m Mu0m 1m � j u 2 Mm(Z) et tu = u� ;alors tout f 2 Mkm(�) admet le développement de Fourierf(z) = Xh2M�1Bm (h)em(hz);ave (h) 2 C . Pour tout  2 GSp+m(Q), on a (f jk) 2 Mkm(�()) où �()est un sous-groupe de ongruene (�() = � \ �1�) et(f jk)(z) = Xh2M�1 Bm (h)em(hz):Une forme f est dite parabolique si pour toute matrie h de déterminant nul,on a (h) = 0, 'est à dire que pour tout  2 GSp+m(Q ) le développement deFourier de f jk est indiié par des matries de déterminant positif :(f jk)(z) = Xh2M�1 Cm (h)em(hz):On note Skm(�) �Mkm(�), le sous-espae des formes paraboliques.On dé�nit ensuite les formes modulaires ave aratères.Définition 1.1.2 (espae vetoriel Mkm(N; )). � Soient k un entierpositif et  un aratère de Dirihlet modulo N , alors on poseMkm(N; ) = �f 2 Mkm(�m1 (N)) j f jk =  (det(d))f8  = � a b d � 2 �m0 (N)�;Skm(N; ) = Mkm(N; ) \ Skm(�m1 (N)):On rappelle en�n la formule donnant le produit salaire de Petersson.Définition 1.1.3 (produit salaire de Petersson). � On onsidère uneforme parabolique f 2 Skm(N; ) et une forme modulaire g 2 Mkm(N; ), le17



produit salaire de f et g est alors dé�ni parhf; giN = Z�0(N) f(z)g(z) det(y)kd�z;où �0(N) = �m0 (N) n H m est un domaine fondamental du groupe �m0 (N).L'intégrale i-dessus onverge si f ou g est une forme parabolique. Ce produitsalaire dé�nit don un produit hermitien sur l'espae Skm(N; ).1.2. Opérateur de projetion holomorpheUne fontion F 2 C1(H m ; C ) est une forme modulaire C1 de poids entierk pour le groupe �m0 (N) et le aratère de Dirihlet  modulo N , si ellevéri�e F ((z)) = F ((az + b)(z + d)�1) =  (det(d)) det(z + d)kF (z) pourtout  2 �m0 (N). On note fMkm(N; ) l'espae de es fontions. Toute formeF 2 fMkm(N; ) admet le développement de FourierF (z) = Xh2AmA(y; h)em(hx);ave z = x+ iy et A(y; h) une fontion C1 en y.Le produit salaire de Petersson est dé�ni pour une forme paraboliqueholomorphe g 2 Skm(N; ) et une forme modulaire C1 : F 2 fMkm(N; ) parhg; F iN = Z�0(N) g(z)F (z) det(y)kd�z:Ainsi, tout F 2 fMkm(N; ) dé�nit une forme linéaire sur l'espae Skm(N; )par g 7! hg; F iN . D'après un argument d'algèbre linéaire, on voit qu'il existeune unique forme parabolique Hol(F ) 2 Skm(N; ), telle que l'on a l'égalitéhg; F iN = hg;Hol(F )iN pour toute forme g 2 Skm(N; ) ; Hol(F ) est appeléela projetion holomorphe de F .On donne dans la dé�nition qui suit des onditions de roissane sous les-quelles on peut obtenir les oe�ients de Fourier de la projetion holomorphed'une forme modulaire C1 en fontion de eux de ette dernière. Nous étu-dierons plus en détails quel type de forme modulaire véri�e es onditions àla �n de la setion 3.Définition 1.2.1. � Une fontion F 2 fMkm(N; ) est dite à roissanebornée si pour tout réel " > 0, l'intégrale suivante onverge :ZX ZY jF (z)j det(y)k�m�1e�"tr(y)dydx <1;18



où X = fx 2 Mm(R) j tx = x; jxijj � 1=2 8 i; jg et Y = fy 2 Mm(R) jty = y > 0g. On note également dx =Qi�j dxij et dy =Qi�j dyij.Le théorème suivant dérit l'ation de l'opérateur de projetion holo-morphe sur le développement de Fourier.Théorème 1.2.2. � Soient F 2 fMkm(N; ) une forme modulaire C1que l'on suppose à roissane bornée et k > 2m. On pose pour h 2 Cm et� = (m + 1)=2 :a(h) = (k;m)�1 det(4h)k�� ZY A(y; h) det(y)k�1�mem(ihy)dy; (1.2.1)où (t;m) = �m(t � �)��m(t��) pour tout entier t 2 N et les oe�ientsA(y; h) sont les oe�ients de Fourier de F . On a alorsHol(F )(z) = Xh2Cm a(h)em(hz) 2 Skm(N; ): (1.2.2)Démonstration. � (voir [St3℄, Th. 1, p. 330).Voii à présent un théorème qui donne le développement de Fourier de laprojetion holomorphe d'une forme automorphe partiulière. Pour x un réelpositif et � un nombre omplexe, on notera x� = exp(� log(x)).Théorème 1.2.3. � Soient un entier k > 2m et F 2 fMkm(N; ) dutype suivant F (z) = g(z)G(z) oùg(z) = Xh2Bm b(h)em(hz);G(z) = Xh2Bm (h) det(4�y)�rR(4�hy; r; �)em(hz);tels que F soit à roissane bornée et R(z; r; �) est l'appliation polyn�mialeà variable matriielle z = tz, dé�nie par la formuleR(z; r; �) = (�1)mretr(z) det(z)r+��rm �e�tr(z) det(z)��� ;où � 2 C , r 2 N , et �m = det(~�ij) ave ~�ij = 2�1(1 + Æij)�ij pour tout i, jet �ij = �=�zij , (l'opérateur �m est l'opérateur di�érentiel de Maass), alorson a Hol(F )(z) = XCm3h=h1+h2 b(h1)(h2)P (h2; h; r; �)em(hz);19



où P (v; u; r; �) est une autre appliation polyn�miale à variables matriiellesu = tu = (uij) et v = tv = (vij), telle queP (v; u; r; �) � det(v)r (mod huiji);P (v; u; r; �) 2 Q [u; v℄ 8 � 2 Q ;P (v; u; r; �) = �m(k � r � �)�m(k � �) det(u)k��R(�v ~�u; r; �) �det(u)��k+r�:et on rappelle que ~�u = (2�1(1 + Æij)�=�uij) et que � = (m+ 1)=2.Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 2, Th. 4.6). Ce théorème déoulediretement du préédent. La démonstration en est faite dans [Pa1℄. On re-donne ii le alul du polyn�me P (v; u; r; �), pour préiser le signe dans lepolyn�me R(�v ~�u; r; �). Le théorème 1.2.2 nous dit quea(h) = det(4�h)k���m(k � �) ZY A(y; h) det(y)k��em(ihy)d�y;où d�y = det(y)��dy est la mesure invariante sur Y . Or ii, par hypothèseon a A(y; h) = det(4�y)�rem(ihy) XBm3h=h1+h2 b(h1)(h2)R(4�h2y; r; �):D'où, en remplaçant dans la formule (1.2.2) :Hol(F (z)) = Xh2Cm Xh=h1+h2 b(h1)(h2)P (h2; h; r; �)em(hz);on en déduit que P (h2; h; r; �) == det(4�h)k���m(k � �) ZY R(4�h2y; r; �) det(4�y)�r det(y)k��em(2ihy)d�y:On e�etue alors le hangement de variable sur y , y $ (4�)�1y, e qui donneP (h2; h; r; �) = det(h)k���m(k � �) ZY R(h2y; r; �) det(y)�r+k��e�tr(hy)d�y: (1.2.3)Puis, on utilise la représentation intégrale de la fontion gamma, pour ex-primer P (h2; h; r; �) omme le résultat d'une di�érentiation. On rappelle quepour un entier n > m :�m(n� �) det(u)��n = ZY det(y)n��e�tr(uy)d�y: (1.2.4)20



Si on applique un opérateur di�érentiel R(~�u) (où R est un polyn�me) sure�tr(uy), on trouve de manière évidenteR(~�u) �e�tr(uy)� = R(�y)e�tr(uy):Ainsi, on peut regarder e qui se passe si on applique et opérateur à laformule intégrale (1.2.4), ar la dépendane suivant la variable u dans leterme de droite n'a lieu que sur le fateur e�tr(uy). On obtient alors�m(n� �)R(~�u) �det(u)��n� = ZY R(�y) det(y)n��e�tr(uy)d�y:On peut don remplaer ette dernière formule dans (1.2.3), ave n = k� r,u = h et R(~�u) = R(�h2 ~�u; r; �), de sorte que l'on retombe sur la formule duthéorème. Le fait que P (h2; h; r; �) est un polyn�me et ses propriétés de ra-tionnalité seront démontrés plus loin dans la setion 3 où nous l'expliiteronsd'avantage en utilisant l'invariane de ertains polyn�mes.
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2. Opérateur de projetion holomorphe et opérateur deCohen dans le as elliptiqueOn étudie dans ette setion un opérateur di�érentiel partiulier qui per-met d'obtenir des formes modulaires à partir d'autres formes. Ce problème deonstruire de nouvelles formes à l'aide des dérivés d'une ou plusieurs formes�xées, a déjà été onsidéré par de nombreux mathématiiens. Ainsi, R.A.Rankin a étudié en détail dans [Ra℄ omment obtenir des formes modulaireselliptiques à partir des dérivés suessives d'une seule forme. Plus préisé-ment, si f est une forme modulaire ave aratère, il donne une lassi�ationdes polyn�mes en les dérivés de f qui sont aussi des formes modulaires. Plustard, H. Cohen dé�nit dans [Co℄ un opérateur di�érentiel bilinéaire agissantsur les formes modulaires holomorphes elliptiques. Il utilise et opérateurdi�érentiel pour obtenir une formule du type formule de trae de Selberg-Eihler. Il s'en sert pour onstruire des formes modulaires dont les oe�ientsde Fourier sont donnés par des sommes �nies de fontions zêta de orps qua-dratiques. Puis, D. Zagier dans [Za℄ reprend et opérateur, pour obtenir lemême genre de résultats mais ette fois pour des sommes in�nies de fontionszêta de orps quadratiques. La philosophie de et opérateur est qu'il permetd'obtenir les valeurs spéiales de ertaines fontions zêta du type fontionzêta de Rankin omme un produit salaire de Petersson où et opérateurapparaît. On ommene par rappeler la dé�nition de H. Cohen, ainsi queertaines propriétés élémentaires de et opérateur. Ensuite, on redémontreun fait onnu, à savoir que l'opérateur de Cohen s'exprime à l'aide de l'opé-rateur de projetion holomorphe et de l'opérateur di�érentiel de Shimura ;e dernier opérateur n'agit pas sur les formes modulaires holomorphes maissur les formes modulaires C1. En�n, on verra dans le dernier paragrapheomment on exprime les valeurs spéiales des fontions L de Rankin à l'aidede et opérateur et des séries d'Eisenstein.2.1. Dé�nitions et notationsOn donne ii la dé�nition de H. Cohen proposée dans [Co℄.Définition 2.1.1 (Opérateur de Cohen). � Soient f1; f2 2 C1(C ; C ) ;k1, k2 2 R, on dé�nit pour tout entier r 2 N :Cr(f1; f2) = rXj=0(�1)j�rj� �(k1 + r)�(k1 + r � j) �(k2 + r)�(k2 + j) �r�j�zr�j f1 �j�zj f2:23



On rappelle ensuite quelques propriétés essentielles de et opérateur quiagit sur les formes modulaires holomorphes et on donne dans le théorèmesuivant une forme équivalente de l'opérateur Cr.Théorème 2.1.2. � Pour toute matrie  2 SL2(R) et pour tous en-tiers k1; k2; r 2 N , on a la relation Cr(f1jk1; f2jk2) = Cr(f1; f2)jk1+k2+2r:L'opérateur Cr(f1; f2) véri�e d'autre part l'identité Cr(f1; f2) == rXj=0(�1)j�rj� �(k1 + r)�(k1 + r � j) �(k1 + k2 + 2r � j � 1)�(k1 + k2 + r � 1) �j�zj �f2 �r�j�zr�j f1� :Cet opérateur agit sur les formes modulaires de la façon suivante :Mk1(N; 1)�Mk2(N; 2) Cr�! Mk1+k2+2r(N; 1 2)(f1; f2) 7�! Cr(f1; f2)où bien entendu on pose Mk(N; ) =Mk1(N; ). De plus, Cr(f1; f2) est uneforme parabolique si r > 0 et et opérateur véri�e la relation de ommutati-vité Cr(f1; f2) = (�1)rCr(f2; f1).Démonstration. � (voir [Co℄, Th. 7.1 et Cor. 7.2).On montre dans le paragraphe suivant que l'on peut dé�nir l'opérateurde Cohen Cr(f1; f2) à l'aide de l'opérateur de projetion holomorphe et del'opérateur di�érentiel de Shimura. En e�et, l'opérateur de Shimura Æ est unopérateur di�érentiel linéaire agissant sur les formes modulaires C1. Maissi on applique l'opérateur de projetion holomorphe à un produit de formesmodulaires C1 du type f2Æ(r)f1, où f1 et f2 sont deux formes modulaires holo-morphes, on réupère une forme modulaire holomorphe. Nous allons montrerque l'opérateur de Cohen est essentiellement de e type, en véri�ant queles ations oïnident sur les développements de Fourier. Pour ela nous re-donnons des versions plus simples des théorèmes 1.2.2 et 1.2.3 dans le aselliptique (m = 1). Il nous faut alors dé�nir la fontion de Wittaker.Définition 2.1.3 (fontion de Wittaker). � On dé�nit la fontion deWittaker par la formuleW (y;�; �) = �(�)�1 Z 10 (u+ 1)��1u��1e�yudu;où y > 0 ; �; � sont deux nombres omplexes et <(�) > 0. Cette fontionest dé�nie par prolongement analytique à l'aide de l'équation fontionnelle24



suivante W (y;�; �) = y1����W (y; 1� �; 1��). Si r est un entier positif, onobtient W (y;�;�r) = (�1)r rXj=0 �rj� �(�)�(�� r + j)(�y)j:Nous allons avoir besoin des formules expliites pour l'ation de l'opé-rateur de projetion holomorphe sur des formes modulaires C1 du mêmetype que dans le théorème 1.2.3, 'est à dire pour F (z) = g(z)G(z) aveg(z) 2 Ml(N; 1) et G(z) 2 fMk�l(N; 2) sous la forme (t 2 N , z = x + iy)g(z) = 1Xn=0 bne(nz);G(z) = (4�y)�r 1Xn=0 nW (4�yn; r + t;�r)e(nz): (2.1.1)En e�et, dans e as les oe�ients de Fourier a(n) de Hol(F ) sont donnés parla proposition suivante, qui est en fait une version plus simple du théorème1.2.3 dans le as des formes modulaires elliptiques.Proposition 2.1.4. � Soient k � l = t + 2r, ave r � 2. Alors, lesoe�ients de Fourier de Hol(F ) sont donnés para(n) = Xn1+n2=n bn1n2 rXj=0(�1)j�rj� �(r + t)�(r + t� j) �(k � j � 1)�(k � 1) nr�j2 nj:Démonstration. � Cette proposition est un as spéial du théorème 1.2.3pour m = 1. En e�et, dans e as le polyn�me P1(v; u; r; �) est faile àaluler, 'est e que nous ferons dans la setion 6. On trouve don sansdi�ulté (proposition 6.1.2) queP1(v; u; r; �) = rXj=0 �rj��(� + j)�(�) �(k � j � 1)�(k � 1) vr�juj:De plus, le polyn�me R1(z; r; �) =W (z; 1� �;�r) oïnide ave la fontionde Wittaker (voir proposition 6.1.1). La proposition en déoule alors, il su�tde remplaer � par 1�r� t, v et u par n2 et n respetivement, puis d'utiliserla relation �(� + j)�(�) = (�1)j �(1� �)�(1� � � j) ;et en�n de substituer le polyn�me dans la formule du théorème 1.2.3 donnantles oe�ients de Fourier de Hol(F ). Il reste à voir que F est à roissane25



bornée. Nous verrons au paragraphe 3.6 de la setion 3 (proposition 3.6.7)que 'est l'hypothèse r � 2 qui nous l'assurera.2.2. Lien entre opérateur de Cohen et opérateur de projetion holomorpheOn va d'abord dé�nir l'opérateur di�érentiel de Shimura qui agit sur lesformes modulaires C1.Définition 2.2.1. � Soient un entier k 2 N et f 2 C1(H 1 ; C ), l'opéra-teur de Shimura Æk est alors dé�ni omme suit :Ækf(z) = 12�i �f�z (z)� k4�yf(z):Le deuxième terme de Æk permet de orriger la dérivée �f�z de manière àobtenir une forme modulaire. On peut en fait érire et opérateur de ma-nière di�érente, 'est e que nous faisons dans la proposition 2.2.2, ar 'estsous ette forme que nous généraliserons et opérateur au as des formesmodulaires de Siegel de genre supérieur, à l'aide de l'opérateur de Maass.Proposition 2.2.2. � L'opérateur de Shimura s'érit aussi sous uneforme �tordue�Ækf(z) = ��14� � (y)�1(z � �z)1�k ��z h(z � �z)kf(z)i :Démonstration. � omme (z � �z) = 2iy on a��14� � y�1(z � �z)1�k ��z h(z � �z)kf(z)i == ��14� � y�1(2iy)1�k �k(z � �z)k�1f(z) + (z � �z)k�f�z (z)�= �k4�yf(z)� 2i4� �f�z (z) = �k4�yf(z) + 12�i �f�z (z) = Ækf(z):L'opérateur de Shimura Æk agit sur les formes modulaires C1 de la façonsuivante (voir [Sh1℄, p. 788) Æk : fMk(N; )! fMk+2(N; ) ave  un ara-tère de Dirihlet modulo N . On dé�nit alors le r-ème itéré de l'opérateur deShimura. Pour ela, il faut modi�er le poids de deux à haque fois pour quel'opérateur soit bien dé�ni Æ(r)k = Æk+2r�2Æk+2r�4 � � � Æk.26



Soient f1 2 Mk1(N; 1), f2 2 Mk2(N; 2) et k = k1 + k2 + 2r où r 2 Nest un entier positif. On dé�nit alors l'opérateurFr(f1; f2) = (2i�)r �(k � 1)�(k � r � 1)Hol(f2Æ(r)k1 f1);qui agit sur les formes modulaires holomorphes. Le théorème suivant donnel'expression de l'opérateur de Cohen en fontion de l'opérateur de projetionholomorphe et de l'opérateur de Shimura.Théorème 2.2.3. � Pour r � 2, l'opérateur de Cohen est donné parCr(f1; f2) = Fr(f1; f2) = (2i�)r �(k � 1)�(k � r � 1)Hol(f2Æ(r)k1 f1):Pour démontrer e théorème, on va utiliser les formules de l'opérateurde projetion holomorphe dans le as partiulier où F (z) = f2(z)Æ(r)k1 f1(z),pour montrer que l'ation de l'opérateur de gauhe et elle de l'opérateurde droite sur les développements de Fourier sont les mêmes. Pour ela, ilnous faut don préalablement véri�er que G(z) = Æ(r)k1 f1 2 fMk1+2r(N; 1)admet bien un développement de Fourier omme elui de la formule (2.1.1).On va voir que les oe�ients de Fourier de G(z) s'expriment bien ommesouhaité à l'aide de la fontion de Wittaker. On alule don expliitementle développement de G dans les propositions qui suivent.Proposition 2.2.4. � Soient f 2 C1(C ; C ), k et r deux entiers natu-rels, alors :Æ(r)k f(z) = ��14� �r rXj=0(2i)j�rj��(k + r)�(k + j)yj�r �j�zj (f(z)):Démonstration. � On raisonne par réurrene sur r :� Si r = 0, on a évidemment Æ(0)k f(z) = f(z).� On suppose la formule vraie pour r et on lui applique l'opérateur di�érentielÆk+2r = � 12�i ��z � (k + 2r)4�y � = � 14� �2i ��z + (k + 2r)y � ;27



e qui donne après dérivation et en utilisant également le fait que ��z (y) = 12i :Æ(r+1)k f(z) == ��14� �r+1 rXj=0(2i)j+1�rj��(k + r)�(k + j) �� �(j � r)2i yj�r�1 �j�zj (f(z)) + yj�r �j+1�zj+1 (f(z))�++��14� �r+1 rXj=0(2i)j�rj��(k + r)�(k + j)(k + 2r)yj�r�1 �j�zj (f(z)):On réalise ensuite un déalage de l'indie de sommation (j $ j � 1) pour ledeuxième terme de la première somme et on trouve après regroupementÆ(r+1)k f(z) = ��14� �r+1 r+1Xj=0(2i)j�(k + r)�(k + j)yj�r�1 �j�zj (f(z))�� ��rj�(j � r) + � rj � 1�(k + j � 1) + �rj�(k + 2r)�| {z }K ;où l'on onvient que �rj� = 0 si j < 0 ou si j > r. On a alors d'après laformule de Pasal :K = �rj�(k + j + r) + � rj � 1�(k + j � 1)= ��rj�+ � rj � 1�� (k + j � 1) + �rj�(r + 1) = �r + 1j �(r + k):En remplaçant K dans la formule préédente, on obtient la formule à démon-trer.Si les développements de Fourier de f1 et f2 sont donnés par les sériesf1 =P ne(nz) et f2 =P bne(nz), alors on peut érire le développement deFourier de G = Ærk1f1 à l'aide de la fontion de Wittaker.Proposition 2.2.5. � L'ation de l'opérateur de Shimura sur le déve-loppement de Fourier s'obtient par l'intermédiaire de la fontion de WittakerG(z) = Æ(r)k1 f1(z) = (4�y)�r 1Xn=0 nW (4�ny; r + k1;�r)e(nz):28



Démonstration. � On a par un alul évident :�j�zj (f1(z)) = 1Xn=0(2i�n)jne(nz):On obtient don en remplaçant dans la formule de la proposition 2.2.4 etd'après la dé�nition 2.1.3 de la fontion de Wittaker :Æ(r)k1 f1(z) = (�4�y)�r 1Xn=0 rXj=0(2i)j�rj��(k1 + r)�(k1 + j)yj(2i�n)jne(nz)= (4�y)�r 1Xn=0 n (�1)r rXj=0 �rj��(k1 + r)�(k1 + j)(�4�ny)j!| {z }W (4�ny; r + k1;�r) e(nz);
e qui montre notre proposition.On peut maintenant démontrer le théorème 2.2.3, en véri�ant que lesdeux dé�nitions de l'opérateur de Cohen (Cr et Fr) oïnident au niveaude leur ation sur les développements de Fourier, quand r � 2. Pour ela,on va utiliser l'expression de l'opérateur Cr donnée dans le théorème 2.1.2,ainsi que la proposition 2.1.4 qui nous fournit expliitement les oe�ientsde Fourier de Hol(f2Æ(r)k1 f1).Démonstration (théorème 2.2.3). � On a par un alul évident sur lesséries de Fourier de f1 et f2 :f2 �r�j�zr�j f1 = 1Xn1=0 bn1e(n1z) 1Xn2=0 n2(2i�n2)r�je(n2z)= 1Xn=0 e(nz) Xn1+n2=n bn1n2(2i�n2)r�j!:On en déduit don que�j�zj �f2 �r�j�zr�j f1� = 1Xn=0(2i�n)je(nz) Xn1+n2=n bn1n2(2i�n2)r�j= (2i�)r " 1Xn=0 Xn1+n2=n bn1n2nr�j2 nj! e(nz)# :29



D'où, en remplaçant dans la formule du théorème 2.1.2 : Cr(f1; f2) == 1Xn=0 1Xj=0(�1)j�rj� �(k1 + r)�(k1 + r � j) �(k1 + k2 + 2r � j � 1)�(k1 + k2 + r � 1) �� Xn1+n2=n bn1n2nr�j2 nj(2i�)re(nz)= (2�i)r �(k � 1)�(k � r � 1) 1Xn=0 e(nz)�� Xn1+n2=n bn1n2 rXj=0(�1)j�rj� �(k1 + r)�(k1 + r � j) �(k � j � 1)�(k � 1) nr�j2 nj| {z }a(n) :
On retrouve à droite les oe�ients de Fourier de Hol(F ) = Hol(f2Æ(r)k1 f1),donnés dans la proposition 2.1.4, quand r � 2. Ainsi, pour tout entier r � 2,les deux opérateurs Cr et Fr oïnident.2.3. AppliationsNous allons voir que l'opérateur de Cohen appliqué à une forme modu-laire et à une série d'Eisenstein, s'interprète essentiellement omme le noyaud'une formule intégrale permettant d'obtenir les valeurs spéiales de ertainesfontions zêta. Dans e paragraphe, nous rappelons es résultats que l'on tiredes travaux de J. Sturm et de G. Shimura (toujours dans le as elliptique(m = 1)).On onsidère f1 2 Sk1(N; 1) une forme parabolique et f2 2 Mk2(N; 2)une forme modulaire. On notera ii par f1 = P ane(nz) et f2 = P bne(nz)leur développement de Fourier respetif. La fontion zêta de Rankin est alorsdé�nie par la série L(s; f1; f2) =P anbnn�s, ette série onverge absolumentpour tout omplexe s de partie réelle assez grande, (<(s) > 1+ k1=2+ k2+ "pour tout réel " > 0), et elle admet un prolongement méromorphe sur toutle plan omplexe. On note f �1 (z) = f1(��z) = P �ane(nz) (f �1 2 Sk1(N; � 1))la forme parabolique assoiée à f1 dont les oe�ients de Fourier sont lesonjugués de eux de f1. Ensuite, pour s un nombre omplexe, k un entiernaturel, z 2 H 1 et � un aratère de Dirihlet modulo N de même parité quek : �(�1) = (�1)k, on dé�nit les séries d'Eisenstein parEk(z; s; �) = ys X2�1n�0(N)�(d)(z + d)�kjz + dj�2s;30



où �1 = ��� 1 m0 1 � j m 2 Z� est le stabilisateur de l'in�ni dans SL2(Z).Ces séries onvergent absolument si <(2s) > 2 � k. On pose pour s = 0,Ek(z; �) = Ek(z; 0; �). Ces séries dé�nissent des formes modulaires C1,Ek(z; s; �) 2 fMk(N; ��) pour <(2s) > 2 � k, de plus Ek(z; �) 2 Mk(N; ��)est une forme modulaire holomorphe sauf si k = 2 et � est trivial. D'autrepart les séries d'Eisenstein sont liées par l'opérateur di�érentiel de Shimura(voir [Sh1℄, p. 789) :Ek+2r(z;�r; �) = (�4�)r �(k)�(k + r)Æ(r)k Ek(z; �): (2.3.1)Dans son artile (voir [Sh1℄), G. Shimura montre que les valeurs spéialesde la fontion zêta de Rankin L(s; f1; f2) s'obtiennent omme un produitsalaire où interviennent f1, f2 et les séries d'Eisenstein.Théorème 2.3.1. � On suppose k2 + 2r < k1 ave r un entier positif,alorsL(k1�1�r; f1; f2) = (4�)k1�1 (�1)r�(k1 � 1� r) �(k)�(k + r)hf �1 ; f2Æ(r)k Ek(z;  1 2)iNoù k = k1 � k2 � 2rDémonstration. � (voir [Sh1℄, Th. 2, p. 789).On peut réérire es égalités à l'aide de l'opérateur de Cohen. Pour lesmêmes hypothèses que dans le théorème, on aL(k1�1�r; f1; f2) = (4�)k1�1�r (2i)r�(k1 � 1) �(k)�(k + r)hf �1 ; Fr(Ek(z;  1 2); f2)iN :(2.3.2)On voit don que l'opérateur de Cohen appliqué à Ek(z;  1 2) et à f2 s'inter-prète omme le noyau d'une formule intégrale donnant les valeurs spéialesde la fontion zêta de Rankin. Une telle représentation permet alors d'obtenirdes résultats d'algébriité sur es valeurs spéiales. On va rappeler mainte-nant es résultats qui ont été obtenus par G. Shimura et J. Sturm (voir [Sh1℄et [St1℄). On note Kf1 et Kf2 les orps respetivement engendrés sur le orpsdes rationnels par les oe�ients de Fourier de f1 et f2. On poseMk(N) =X Mk(N; ); Sk(N) =X Sk(N; );31



où  parourt l'ensemble de tous les aratères de Dirihlet modulo N . Ona alors le théorème suivant.Théorème 2.3.2. � Soient f1 2 Sk1(N) une forme parabolique primi-tive, f2 2 Mk2(N) une forme modulaire et r 2 N tels que l'on a k2 < k1 et0 � r < (k1 � k2)=2 alors�1�k1hf1; f1i�1N L(k1 � 1� r; f1; f2) 2 Kf1Kf2:Démonstration. � (voir [Sh1℄, Th. 3, p. 790).
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3. Généralisation de l'opérateur de Cohen aux formesmodulaires de SiegelOn veut généraliser l'opérateur de Cohen, aussi appelé opérateur de Ran-kin-Cohen, en un opérateur di�érentiel bilinéaire agissant sur les formes mo-dulaires de Siegel holomorphes. Il y a plusieurs façons de généraliser etopérateur dans le as m > 1. Par exemple, une telle généralisation a étéréalisée par Y. Choie et W. Eholzer (voir [Ch-Eh℄), pour le as des formesmodulaires de genre deux, à partir de l'opérateur holomorphe de Maass �.Si F et F 0 sont des formes modulaires de genre deux et de poids entier k etk0 respetivement pour le groupe �2, on dé�nit pour tout entier naturel l :[F; F 0℄l = Xr+s+p=lCr;s;p(k; k0)D p �D r (F )D s(F 0)� ;aveCr;s;p(k; k0) = (� + r + s+ p)s+pr! � (� + r + s+ p)r+ps! � (�( + r + s+ p))r+sp!où � = k � 3=2, � = k0 � 3=2,  = k + k0 � 3=2, (x)n = Q0�j�n�1(x� j) etD = 4� = 4�2��1��2� �2�z2 ave Z = � �1 zz �2 � la variable dans H 2 . Alors [F; F 0℄lest une forme modulaire de Siegel de genre deux et de poids k + k0 + 2l. Y.Choie et W. Eholzer donnent deux démonstrations de e résultat en utilisantd'une part le lien entre les formes de Jaobi et les formes modulaires de Siegelde genre deux, et d'autre part des séries thêta ave oe�ients harmoniques.De plus, ils montrent qu'à multipliation par une onstante près, 'est leseul opérateur di�érentiel bilinéaire s'exprimant en fontion de l'opérateurdi�érentiel D , qui agit sur les formes modulaires de Siegel holomorphes degenre deux.Par ailleurs, T. Ibukiyama et W. Eholzer donnent dans [Eh-Ib℄ une géné-ralisation de es opérateurs di�érentiels bilinéaires du type de Rankin-Cohenaux as des formes modulaires de genre quelonque. Ils utilisent pour ela lefait qu'il existe pour des poids k et k0 assez grands des formes modulairesonsidérées, une orrespondane bijetive entre de tels opérateurs et ertainspolyn�mes pluri-harmoniques invariants. Leur onstrution oïnide, pourles as de genre un et deux ave elle de H. Cohen et elle de Y. Choierespetivement.L'opérateur qu'on dé�nit dans ette setion est onstruit di�éremment :ette onstrution est addaptée au alul de valeurs spéiales des fontions33



zêta de Rankin. Cette dé�nition est plus prohe de elle onsidérée par M.Harris (voir [Ha2℄). Cet opérateur est obtenu en appliquant l'opérateur deprojetion holomorphe à un opérateur di�érentiel bilinéaire qui agit sur lesformes modulaires, mais qui ne onserve pas la propriété d'holomorphie dees formes. En e�et, on a vu dans la setion préédente que l'opérateur deCohen dans le as elliptique pouvait s'érire (pour r � 2)Cr(f1; f2) = Fr(f1; f2) = (2i�)r �(k � 1)�(k � r � 1)Hol(f2Æ(r)k1 f1):On va don dé�nir dans le as m � 1, pour tout r 2 N , l'opérateur suivantque l'on appellera opérateur de Cohen de genre m :Fr(f1; f2) = (2i�)rm �m(k � �)�m(k � r � �)Hol(f2Æ(r)k1 f1);où � = (m + 1)=2 et Æ(r)k1 est l'opérateur de Shimura généralisé au genresupérieur que l'on dé�nit plus loin dans le paragraphe 3.2. L'intérêt de onsi-dérer une telle généralisation, provient du fait que les valeurs spéiales deertaines fontions zêta du type fontion zêta de Rankin s'obtiennent ommeun produit salaire de Petersson de la forme hf; h1Æ(r)(h2)ik où Æ est l'opé-rateur de Shimura, f , h1 et h2 sont des formes modulaires partiulières. Detels résultats sont exposés dans les travaux de M. Harris [Ha2℄ ou de A.A.Panhishkin ([Pa1℄, hap. 2 et 3). Ils permettent notamment d'obtenir desrésultats d'algébriité sur es valeurs spéiales, et de onstruire des mesuresp-adiques orrespondantes.On peut se demander si et opérateur est bien di�érent de elui de Y.Choie, W. Eholzer et T. Ibukiyama déjà introduit, d'autant plus qu'ils ontmontré que leur opérateur était unique omme opérateur di�érentiel bili-néaire s'exprimant en fontion de D = 4�, dans le as du genre deux. Laonstrution onsidérée ii est di�érente, ependant au vu des travaux de T.Ibukiyama et W. Eholzer (voir [Eh-Ib℄), on est en droit d'attendre que esopérateurs oïnident à un fateur onstant près. Pour ela, il faut véri�erque ertains polyn�mes qui apparaissent sont pluri-harmoniques. On peutaussi omparer les ations sur les développements de Fourier et voir qu'ellesoïnident à un fateur près.Nous allons à présent étudier l'ation de et opérateur de Cohen au ni-veau des développements de Fourier, pour pouvoir obtenir ertaines relationsde ongruenes dans le but de véri�er des onditions de roissane pour desdistributions p-adiques. On utilise alors la desription expliite de l'opéra-teur de projetion holomorphe donnée dans le théorème 1.2.3. Il nous faut34



don montrer dans un premier temps que l'opérateur de Shimura agit surle développement de Fourier par l'intermédiaire du polyn�me R(z; r; �) déjàintroduit. Dans le premier paragraphe, on expliiteR(z; r; �), en utilisant l'in-variane de ertains polyn�mes. Puis, on détermine l'ation de l'opérateur deShimura sur les développements de Fourier, en fontion de e polyn�me. Autroisième paragraphe, on dé�nit les séries d'Eisenstein-Siegel et on regardeomment elles se omportent vis à vis de l'opérateur de Shimura. Ensuite,on introduit les séries d'Eisenstein normalisées, qui interviendront dans laonstrution de nos mesures p-adiques. Le inquième paragraphe est onsa-ré au alul du polyn�me P (v; u; r; �), en exploitant toujours l'invariane depolyn�mes à variable matriielle. En�n, le dernier paragraphe vise à dérirel'ation de l'opérateur Fr sur les développements de Fourier et on s'intéresseraplus attentivement aux onditions de roissane exigées dans les théorèmes1.2.2 et 1.2.3 de la première setion.3.1. Propriétés du polyn�me R(z; r; �)On a dé�ni dans la première setion au théorème 1.2.3 un polyn�me àvariable matriielle z = tz, par la formuleR(z; r; �) = (�1)mretr(z) det(z)r+��rm �e�tr(z) det(z)��� ; (3.1.1)ave r un entier positif et � un nombre omplexe. Il n'est à priori pas lairque ette identité dé�nisse un polyn�me. Nous allons don nous en assurerii et nous allons voir qu'il peut s'érire omme un polyn�me en la variablez, matrie m�m générale, et qu'il est aussi invariant par onjugaison.Tout d'abord, on étudie quelques règles de alul di�érentiel pour desfontions à variables matriielles. On va suivre ii les notations utilisées par G.Shimura dans [Sh2℄. On onsidère pour r un entier naturel, la représentationlinéaire �r : GLm(C ) �! GL(^rC m)z 7�! �r(z)où �r(z) est la matrie �mr � � �mr � donnant l'ation de z sur ^rC m . Les o-e�ients de ette matrie sont les mineurs r � r de z. On a en partiulier�0(z) = 1, �1(z) = z, �m(z) = det(z) et �r(tz) = t�r(z). On dé�nit aussi uneautre représentation �?r de GLm(C ) par �?r(z) = det(z) � t�m�r(z)�1, 'est àdire que �?r représente l'ation de z sur ^m�rC m par rapport à la base dualede elle de ^rC m . Ainsi, �?m�r(z) est une matrie �mr �� �mr �, dont les oe�-ients �?m�r(z)LK sont au signe près les mineurs omplémentaires : �m�r(z)�L�Kdes mineurs �r(z)LK (K et L désignent ii des multi-indies stritement or-donnés de taille r dans m = f1; � � � ; mg, et �K, �L sont leurs multi-indies35



omplémentaires dans m). Ce sont des représentations polyn�miales. L'opé-rateur de Maass est alors donné par � = �m = �m(~�ij) = �?m(~�ij). On dé�nitaussi les polyn�mes invariants �r(z) = tr (�r(z)). Ce sont les oe�ients dupolyn�me aratéristique de z :det(t1m � z) = mXj=0(�1)j�j(z)tm�j : (3.1.2)Dans son artile (voir [Sh2℄, lemme 9.1, p. 466), G. Shimura donne plusieursrègles de alul que nous résumons ii. Soient f; g : H m ! C deux fontionsC1, � un nombre omplexe, u une matrie symétrique réelle et z 2 H m , ona alors les relations :�(fg) = mXr=0 tr�t�r(~�)f � �?m�r(~�)g� ; (3.1.3)�r(~�) det(z)� = r(�) det(z)��1�?m�r(z); (3.1.4)�?r(~�) det(z)� = r(�) det(z)��1�m�r(z); (3.1.5)�r(~�)etr(uz) = �r(u)etr(uz); (3.1.6)� �etr(uz) det(z)�� = etr(uz) det(z)��1 mXr=0 m�r(�)�r(uz); (3.1.7)ave r(�) = 8><>: 1 si r = 0;r�1Yj=0(� + j=2) si r > 0:En d'autre terme, on a m(�) = �m(� + �)�m(�+ �� 1) où � = (m + 1)=2.On peut généraliser la formule (3.1.3), pour obtenir le résultat de l'appli-ation de l'opérateur � sur un produit de n fontions f1; � � � ; fn.Lemme 3.1.1. � Soient f1; � � � ; fn : H m ! C , n fontions C1, alors onobtient�(f1 � � �fn) = XjT j=mXK;L(�1)�(�K;L)�t1(~�)Lt1Kt1 (f1) � � ��tn(~�)LtnKtn (fn); (3.1.8)où T parourt les multi-indies T = f0 � t1; � � � ; tn � mg qui véri�entjT j = t1 + � � � + tn = m. La seonde somme porte sur les multi-indiesK et L de multi-indies stritement ordonnés Ktj et Ltj qui sont tels queard(Ktj ) = ard(Ltj ) = tj et [nj=1Ktj = [nj=1Ltj = m = f0; � � � ; mg forment36



deux partitions de m. La permutation �K;L de m est déterminée par : pourtout h 2 m, il existe un tj tel que h = hi 2 Ktj ave i qui désigne le rang deh dans Ktj , par rapport à l'ordre sur les entiers, alors �K;L(hi) = h0i où h0i estl'élément de rang i de Ltj . On note �(�K;L), la signature de la permutation�K;L.Démonstration. � On raisonne par réurrene sur n pour montrer elemme.� Si n = 2, 'est la formule (3.1.3) érite sous une forme équivalente, enutilisant le fait que le mineur �?m�r(~�)LK oïnide au signe près ave le mineur�m�r(~�)�L�K , où �K désigne le multi-indie omplémentaire de K dans m.� On suppose (3.1.8) vraie pour (n� 1) et on va voir qu'elle l'est aussi pourn. L'hypothèse de réurrene nous dit que�(f1 � � � fn) = XjT j=mXK;L(�1)�(�K;L)�t1(~�)Lt1Kt1 (f1) � � � �tn�1(~�)Ltn�1Ktn�1 (fn�1fn):(3.1.9)Or, l'opérateur �tn�1(~�)Ltn�1Ktn�1 est l'opérateur �tn�1(z1) pour la variable ma-triielle (non symétrique) z1 = (zij)i2Ktn�1 ;j2Ltn�1 . Ainsi, la formule (3.1.3)(où l'on remplae ~� par ~�jz1) nous donne�tn�1(~�)Ltn�1Ktn�1 (fn�1fn) = Xt0n�1+t0n=tn�1(�1)�(�0K;L)�t0n�1(~�)Lt0n�1Kt0n�1 (fn�1)���t0n(~�)Lt0nKt0n (fn);ave ard(Kt0n�1) = ard(Lt0n�1) = t0n�1, ard(Kt0n) = ard(Lt0n) = t0n et on aKt0n�1 [Kt0n = Ktn�1 , Lt0n�1 [Lt0n = Ltn�1 . Alors, si on substitue ette dernièreéquation dans (3.1.9), on retrouve la formule (3.1.8) à démontrer.En utilisant e lemme pour n = 3, ainsi que les formules (3.1.4) et (3.1.6),on en déduit que �r �etr(uz) det(z)�� == etr(uz) det(z)��r mXl1;���;lr=0 m�l1(�) � � � m�lr(�� r + 1)Pl1���lr(u; z); (3.1.10)où Pl1���lr(u; z) == Xi1+i2=m�lrXK;L(�1)�(�K;L)�i1(u)Li1Ki1�?m�lr(z)LlrKlr�i2(~�)Li2Ki2 �Pl1���lr�1(u; z)� ;est un polyn�me en les variables matriielles u et z, qui est indépendant visà vis de � et symétrique en les lj. L'indépendane en � vient du fait que l'on37



a fatorisé par les oe�ients qui dépendent de � et qui proviennent de lapuissane du déterminant après dérivation (formule (3.1.4)). La symétrie enles lj déoule du théorème de Shwarz qui dit que pour des fontions C1,omme ii, la dérivation ne dépend pas de l'ordre dans lequel on di�érentie.Or ii, le hoix de l1; � � � ; lr orrespond à un ordre de di�érentiation appliquésur le fateur det(z)?. En remplaçant u par �1m et � par ��, puis en insé-rant la formule (3.1.10) dans elle dé�nissant R(z; r; �) ('est à dire (3.1.1)),on trouve bien qu'il s'agit d'un polyn�me, ar les fateurs etr(z) et e�tr(z)s'éliminent ainsi que les fateurs det(z)� et det(z)��. On obtient alors :R(z; r; �) = mXl1;���;lr=0 m�l1(��) � � � m�lr(�� � r + 1)Pl1���lr(�1m; z): (3.1.11)De plus, vu la dé�nition de l'opérateur de Maass � = det(~�ij) (on rappelleque ~�ij = 2�1(1 + Æij)�ij), on voit que Pl1���lr(�1m; z) 2 Z[12℄[z℄. En e�et, lesseuls dénominateurs possibles proviennent des oe�ients 1=2 des opérateurs~�ij quand i est di�érent de j.Maintenant, nous allons voir que R(z; r; �) est aussi invariant par onju-gaison. Cela déoule d'un fait général, ependant nous le démontrons iide manière tout à fait élémentaire. Considérons une matrie orthogonalea 2 Om(R). Une telle matrie dé�nit alors un automorphisme de l'espaeVm = fz = tz 2 Mm(R)g, par z 7! taza. De plus, il est bien onnu que latrae et le déterminant sont invariants par onjugaison, puisqu'ils font partiedes polyn�mes invariants élémentaires �j(z). On peut don érireR(taza; r; �) = (�1)mretr(z) det(z)r+� ��r �e�tr(z) det(z)��� jz=taza� :Regardons e qui se passe quand on e�etue le hangement de variable suivantz0 = taza. Le oe�ient zij de z apparaît dans tous les oe�ients z0kl de z0ave omme fateur aikajl, si on note �ij = ��zij , �0kl = ��z0kl , on a don�ii = X1�k�l�m aik�0klail:On rappelle que l'on a ~�ij = 1+Æij2 �ij, d'où ii :~�ii = mXk=1 uik ~�0kkuik + 2 X1�k<l�muik ~�0kluil;or �0kl = �0lk, on peut ainsi séparer la deuxième somme en une somme pour1 � k < l � m et une pour 1 � l < k � m, e qui nous permet d'en déduire38



que ~�ii = mXk;l=1 aik ~�0klail:Traitons à présent le as où i est di�érent de j, omme z = tz, on a zij = zjiet il faut tenir ompte de es deux oe�ients qui apparaissent tous deuxdans z0kl ave pour fateur respetif aikajl et ajkail, on érit don�ij = X1�k�l�m (aik�0klajl + ajk�0klail)= 2 mXk=1 aik�0kkajk + X1�k<l�m aik�0klajl + X1�l<k�m aik�0klajl;dans la troisième somme on a e�etué le hangement d'indie k $ l. Enutilisant le fait que �0kl = �0lk et puisque ~�ij = 12�ij, on obtient �nalement~�ij = mXk;l=1 aik ~�0klajl:On peut don en onlure au niveau des matries de dérivations, que l'ona ~� = a~�0ta. On déduit de ela que l'opérateur de Maass véri�e la relationsuivante �(z) = det(~�) = det(a~�0ta) = det(~�0) = �(z0) ar on a hoisia 2 Om(R). En d'autre terme, l'opérateur � est invariant sous l'ation de lamatrie orthogonale a. On peut don a�rmer que l'on a��r �e�tr(z) det(z)��� jz=taza� = �r �e�tr(z) det(z)��� :Cei montre bien que le polyn�me R(z; r; �) est invariant par l'ation de a :R(taza; r; �) = R(z; r; �).D'autre part, on sait (voir [Ar-Fr℄, Chap. 3, � 3.3, Cor. 2) que toutematrie symétrique réelle z 2 Vm peut s'érire z = tada pour une matriea 2 SOm(R) et une matrie d diagonale. On a alors R(z; r; �) = R(d; r; �). Lamatrie d peut être vue omme un veteur de Rm . En fait, e que nous allonsmontrer à présent est un fait général que nous énonerons sous la forme d'unlemme.Lemme 3.1.2. � Si on onsidère un polyn�me P (z) 2 C [zij ℄ en la va-riable matriielle symétrique z = tz qui véri�e l'hypothèse P (taza) = P (z)pour toute matrie orthogonale a 2 Om(R), alors on peut érire P (z) ommeun polyn�me en les polyn�mes invariants élémentaires �j(z). De plus, etteériture dé�nit un prolongement de P en un polyn�me invariant par onju-gaison sur l'espae des matries z de taille m�m.39



Démonstration. � On a déjà dit que toute matrie symétrique z pouvaits'érire z = tada pour une matrie a 2 SOm(R) et une matrie d diagonale.On a alors P (z) = P (d), il su�t don de onsidérer le polyn�me P ommeun polyn�me en les m variables dj, oe�ients de la matrie diagonale d.D'autre part, les matries de permutation p� = (Æi�(j)) où � 2 Sm, sont dansOm(R). On a don P (tp�dp�) = P (d). Cei nous dit que P vu omme poly-n�me en m variables est un polyn�me symétrique. On peut don l'érire (voir[Bourbaki, Algèbre, hap. 4℄) omme un polyn�me à oe�ients omplexesen les polyn�mes symétriques élémentaires ej(d) = P1�l1<���<lj�m dl1 � � �dljpour j = 0; � � � ; m. Or, es polyn�mes symétriques élémentaires ne sont riend'autre que la restrition des polyn�mes invariants élémentaires �j(z) auxmatries diagonales ej(d1; � � � ; dm) = �j(d). Cei montre bien le lemme.On peut à présent appliquer notre lemme au polyn�me R(z; r; �), ar ona préalabrement vu qu'il était bien invariant sous l'ation des matries ortho-gonales. On en onlut que R(z; r; �) peut s'érire omme un polyn�me inva-riant par onjugaison en la variable z. On va maintenant préiser un peu pluse dernier résultat et montrer que les polyn�mes Pl1���lr(z) = Pl1���lr(�1m; z)s'érivent eux aussi omme des polyn�mes invariants par onjugaison. On vale voir par réurrene sur r. En e�et, supposons que l'on sahe que Pl1���lr(z)est invariant, alors par onstrution on a � �e�tr(z) det(z)��rPl1���lr(z)� == e�tr(z) det(z)��r�1 mXlr+1=0 m�lr+1(�)Pl1���lr+1(z): (3.1.12)Or, l'expression de gauhe est invariante par l'ation de la matrie orthogo-nale a 2 Om(R) (z 7! taza), par hypothèse de réurrene et ar l'opérateur�,la trae et le déterminant sont eux aussi invariants. L'expression de droite estdon aussi invariante sous l'ation de a. Par ailleurs, les oe�ients m�lr+1(�)sont des polyn�mes de degré m � lr+1 en � et les polyn�mes Pl1���lr+1(z) nedépendent pas de �. Ainsi, si on soustrait au membre de droite de l'équation(3.1.12) e même membre dans lequel on a remplaé z par taza, on trouvemXlr+1=0 m�lr+1(�)�Pl1���lr+1(z)� Pl1���lr+1(taza)� :C'est à dire que l'on obtient pour tout z une ombinaison linéaire des po-lyn�mes m�lr+1(�) qui est nulle pour tout � 2 C . Or, les degrés de espolyn�mes étant tous di�érents, eux-i sont linéairement indépendants. Ona don forément Pl1���lr+1(taza) = Pl1���lr+1(z). G. Shimura utilise un raison-nement analogue dans [Sh2℄. Le lemme 3.1.2 nous dit alors que les polyn�mes40



Pl1���lr+1 s'érivent omme des polyn�mes invariants. De plus, d'après e qu'ona déjà vu auparavant, on voit que Pl1���lr(z) 2 Z[12℄[�j(z)℄ (voir [We℄) et ainsion a don R(z; r; �) 2 Z[�; 12 ℄[z℄.On peut pousser enore plus loin la aratérisation du polyn�me R(z; r; �)mais pour ela on a besoin de regarder plus attentivement ertains alulsdi�érentiels. Nous allons voir que l'opérateur de Maass � = det(~�) qui agitsur les fontions C1 en m(m + 1)=2 variables représentées sous forme dematries symétriques z = tz, se omporte essentiellement de la même façonque l'opérateur di�érentiel �0 = det(�) qui lui agit sur les fontions C1 enm�m variables représentées par des matries z non forément symétriques.L'intérêt de faire le lien entre les deux opérateurs � et �0 est que dans lepremier as nos variables z sont des matries symétriques et le hangementz 7! uz (où u est une matrie symétrique) n'est pas un hangement de va-riable sur et espae ; par ontre, si on se plae dans la deuxième situationoù la variable z est une matrie générale, l'opération z 7! uz fournit bienun hangement de variable. On va montrer qu'il existe une orrespondaneentre l'ation de es deux opérateurs di�érentiels. Cette orrespondane vanous permettre de nous ramener à l'opérateur �0, qui est plus souple et avelequel on déterminera ertains aluls di�érentiels en utilisant le hangementde variable z 7! uz. Puis, on en déduira le même type de alul pour l'opé-rateur �. Plus préisément, on a besoin de montrer pour étudier l'ation del'opérateur de Shimura que le polyn�me R(z; r; �) véri�e la relationR(uz; r; �) = (�1)mretr(uz) det(z)r+��r �e�tr(uz) det(z)��� ;pour u une matrie symétrique réelle.Lemme 3.1.3. � Soient u = tu une matrie m�m symétrique réelle, �un nombre omplexe, r, j deux entiers tels que 0 � r � j � m et z 2 H m ,on a alors les formules :(1) �r(~�) �etr(uz)� = �r(u)etr(uz);(2) �r(~�) (det(z)�) = r(�) det(z)��1�?m�r(z);(3) �r(~�) (�j(z)�) = r(�)�j(z)��1�?r;j�r(z):Ii �?r;j�r(z) est une matrie de taille �mr �� �mr � dont les oe�ients sontdonnés par �?r;j�r(z)LK = XT�K;L �?j�r(z)TnLTnK ;la somme porte sur les multi-indies T : 1 � t1 < � � � < tj � m ontenant lesmulti-indies K : 1 � k1 < � � � < kr � m et L : 1 � l1 < � � � < lr � m. La41



notation �L désigne le multi-indie omplémentaire dans m = f0; � � � ; mg dumulti-indie L. On rappelle que le oe�ient �?m�r(z)LK est, au signe près, lemineur de z omplémentaire du mineur �r(z)LK , plus exatement on a�?m�r(z)LK = (�1)�(�K;L)�m�r(z)�L�K ;où �K;L est la permutation de Sm déterminée par la règle suivante : pour toutki 2 K, �K;L(ki) = li et pour tout �ki 2 �K, �K;L(�ki) = �li ave �li 2 �L et idésigne le rang de l'indie ki (respetivement li, �ki, �li) par rapport à l'ordrenaturel dans K (respetivement L, �K, �L). On note �(�K;L) la signature de lapermutation �K;L.Démonstration. � Les deux premières formules ont déjà été vues et sontdonnées dans l'artile de G. Shimura : �On Eisenstein Series� (voir [Sh2℄,lemme 9:1, p. 466). La troisième formule se démontre à partir de la deuxième.En e�et, le polyn�me invariant �j(z) =PT �j(z)TT est la somme des mineursdiagonaux de taille j de z. Si on lui applique l'opérateur di�érentiel �r(~�)LK, onobtient des termes non nuls uniquement pour les mineurs diagonaux �j(z)TT ,quand le multi-indie T ontient les multi-indiesK et L. Ce mineur est alorsle déterminant d'une sous-matrie de z, le alul est don identique à eluide la formule (2) mais pour une matrie plus petite. Cei nous donne alors�r(~�)LK (�j(z)�) = r(�)�j(z)��1 XT�K;L �?j�r(z)TnLTnK ;e qui montre bien la formule (3).Maintenant, nous allons voir e qui se passe quand on regarde l'opérateurdi�érentiel �0 = det(�) agir sur les mêmes fontions tests, mais ette fois-ivues omme fontions de m�m variables.Lemme 3.1.4. � Pour les mêmes hypothèses que le lemme préédent(lemme 3.1.3), on a les formules :(1) �r(�) �etr(uz)� = �r(u)etr(uz);(2) �r(�) (det(z)�) = 0r(�) det(z)��1�?m�r(z);(3) �r(�) (�j(z)�) = 0r(�)�j(z)��1�?r;j�r(z);où 0r(�) = �(� + r)=�(�).Démonstration. � La deuxième formule est donnée dans l'artile de G.Shimura (voir [Sh2℄, �as SU�, p. 466). La troisième s'en déduit par le mêmetype de raisonnement que pour le lemme préédent. Et pour la première, il42



su�t de faire un alul diret tout simple. On a tr (uz) =Pj;l ujlzlj, or u estune matrie symétrique e qui permet d'érire tr (uz) = Pj;l uljzlj. Don sion applique un premier opérateur �jl sur la fontion test etr(uz) on va trouver�jl(etr(uz)) = ujletr(uz). Puis, on développe le mineur �r(�)LJ selon la formuledu déterminant : �r(�)LJ = X�2Sr(�1)�(�)�j1l�(1) � � ��jrl�(r);et on l'applique à etr(uz) en di�érentiant suessivement :�r(�)LJ �etr(uz)� = X�2Sr(�1)�(�)uj1l�(1) � � �ujrl�(r)etr(uz) = �r(u)LJetr(uz);e qui donne bien la formule (1).On va à présent voir quelle est la di�érene entre l'ation des opérateurs� et �0 sur des fontions C1 du type etr(uz)P (uz) det(uz)� où P est un poly-n�me invariant par onjugaison. Elle résulte essentiellement dans la di�éreneentre les oe�ients r(�) et 0r(�). Pour s'en assurer on détaille un peu plusertains aluls di�érentiels.Lemme 3.1.5. � Toujours pour les mêmes hypothèses que le lemme3.1.3, on a (1) �r(~�) (�j(uz)�) = r(�)�j(uz)��1�?r;j�r(u; z);(2) �r(�) (�j(uz)�) = 0r(�)�j(uz)��1�?r;j�r(u; z):Ii �?r;j�r(u; z) est une matrie de taille �mr ���mr � dont les oe�ients sontdonnés par �?r;j�r(u; z)LK = XS;T�K;L�j(u)TS�?j�r(z)TnLSnK ;où S : 1 � s1 < � � � < sj � m et T : 1 � t1 < � � � < tj � m parourent lesmulti-indies ontenant K et L.Démonstration. � Le alul est presque le même que pour les lemmes3.1.3 et 3.1.4. En e�et, �j(uz) = PS �j(uz)SS = PS;T �j(u)TS�j(z)TS ar uest une matrie symétrique (don �j(u) est aussi symétrique). Il su�t alorsd'appliquer l'opérateur �r(~�) sur �j(uz)� et par le même raisonnement quepour le lemme 3.1.3, on trouve la formule (1). La formule (2) s'obtient demême manière sans di�ulté. 43



On note pour u = tu et z 2 H m : QT (u; z) ==XK;L(�1)�(�K;L)�t0(u)Lt0Kt0  mYj=1 �?tj ;j�tj(u; z)LtjKtj! �?m�tm+1(z)Ltm+1Ktm+1 ; (3.1.13)ii T désigne un multi-indie t0; � � � ; tm+1 où les tj 2 m = f0; � � � ; mg sonttels que tj � j et jT j = t0 + � � � + tm+1 = m. La somme porte sur lesmulti-indies K et L de multi-indies stritement ordonnés Ktj et Ltj telsque ard(Ktj ) = ard(Ltj ) = tj et [m+1j=0 Ktj = [m+1j=0 Ltj = m forment deuxpartitions de m. La permutation �K;L de m est déterminée par : pour touth 2 m, il existe un tj tel que h = hi 2 Ktj ave i désignant le rang de h dansKtj par rapport à l'ordre sur les entiers, alors �K;L(hi) = h0i où h0i est l'élémentde rang i de Ltj . Les polyn�mes QT (u; z) sont eux qui interviennent dans lealul di�érentiel suivant :� etr(uz) mYj=1 �j(uz)�j! det(z)�! = etr(uz) mYj=1 �j(uz)�j�1! det(z)��1 ��0�XjT j=m T (�; �)QT (u; z)1A; (3.1.14)où �; �j 2 C sont des omplexes pour tout j = 1; � � � ; m et on érit lesoe�ients T (�; �) = tm+1(�)Qmj=1 tj (�j). Pour le voir, il su�t d'appliquerle lemme 3.1.1 pour n = m + 2 et pour les (m + 2) fontions suivantes :fj(z) = �j(uz)�j pour tout j = 1; � � � ; m, f0(z) = etr(uz) et fm+1(z) = det(z)�,e qui nous donne la formule (3.1.14), à l'aide des formules du lemme 3.1.5.Pour l'ation de l'opérateur �0 = det(�) en m�m variables, on obtient uneformule analogue :�0 etr(uz) mYj=1 �j(uz)�j! det(z)�! = etr(uz) mYj=1 �j(uz)�j�1! det(z)��1 ��0�XjT j=m 0T (�; �)QT (u; z)1A;(3.1.15)où ii 0T (�; �) = 0tm+1(�)Qmj=1 0tj (�j).A présent, nous allons montrer que QT (1m; uz) = QT (u; z) = QT (uz)s'érit omme un polyn�me en la matrie uz. Si dans la formule (3.1.15), one�etue à gauhe le hangement de variable z0 = uz, on va trouver � = u�044



ar u est une matrie symétrique, d'où�0 etr(uz) mYj=1 �j(uz)�j det(z)�! = det(u)1�� mYj=1 �j(uz)�j�1 det(uz)��1��etr(uz)0�XjT j=m 0T (�; �)QT (1m; uz)1A:En omparant ave la formule (3.1.15), on en déduit bien que l'on a leségalités suivantes QT (uz) = QT (u; z) = QT (1m; uz). De plus, omme QT (z)est donné par une somme de produits de (m+1) mineurs, on voit que ommepolyn�me invariant, QT (z) est de degré au plus (m+1) en les �j(z). On peutvoir aussi que QT (z) est de degré (m + 1) en z11. De plus, haque �j(z) estde degré 1 en z11 et QT est invariant. On en déduit don que QT (z) est dedegré (m+ 1) en les �j(z).Cette étude sur le polyn�me QT nous permet d'en déduire quePl1���lr(u; z) = Pl1���lr(uz) =XK PK�k1(uz) � � ��kr(uz): (3.1.16)En e�et, la formule (3.1.16) est laire si r = 1, ar Pl(u; z) = �l(uz) d'aprèsla formule (3.1.7). On va voir par réurrene sur r que (3.1.16) est vraie pourtout r 2 N . Par dé�nition des polyn�mes Pl1���lr , on a� �etr(uz) det(uz)��rPl1���lr(uz)� = etr(uz) det(z)��r�1 mXlr+1=0 m�lr+1(�)��Pl1���lr+1(u; z): (3.1.17)De plus, l'hypothèse de réurrene nous dit quePl1���lr(uz) =XK PK�k1(uz) � � ��kr(uz):Ainsi, l'équation (3.1.17) est une ombinaison linéaire de formules du type(3.1.14). On en déduit alors que les polyn�mes Pl1���lr+1(u; z) sont des ombi-naisons linéaires de polyn�mes du type :mYj=1 �j(uz)�j�1QT (uz);e qui nous montre que Pl1���lr+1(u; z) = Pl1���lr+1(uz). En onlusion, on trouvebien la relation annonée pour le polyn�me R(z; r; �), à savoir queR(uz; r; �) = (�1)mretr(uz) det(z)r+��r �e�tr(uz) det(z)��� :45



De tout ei on tire le théorème :Théorème 3.1.6. � Le polyn�me R(z; r; �) s'érit don omme uneombinaison linéaire R(z; r; �) = PL L(�)PL(z), où la somme porte surtous les multi-indies L = (l0 � � � � � lr) quelonques de m = f0; � � � ; mget les PL(z) sont des polyn�mes invariants par onjugaison, symétriques enles lj, indépendants de � et de degré au plus r en les �j(z). De plus, on a larelationR(uz; r; �) = (�1)mretr(uz) det(z)r+��r �e�tr(uz) det(z)��� : (3.1.18)On peut même érireR(z; r; �) = rXt=0 �rt� det(z)r�t XjLj�mt�tRL(�)�l1(z) � � ��lt(z); (3.1.19)où L parourt tous les multi-indies 0 � l1 � � � � � lt � m tels que l'ona jLj = l1 + � � � + lt � mt � t et les oe�ients RL(�) 2 Z[1=2℄[�℄ sontdes polyn�mes à oe�ients diadiques en � de degré (mt� jLj). De plus, si2� 2 Z on a ord2(RL(�)) � �(mt � jLj)=2.Démonstration. � La première formule (3.1.18) résulte de l'étude quivient d'être faite. La deuxième déoule du fait que R(z; r; �) est un polyn�meinvariant de degré r en les �j(z). On a donR(z; r; �) =XL L(�)�l1(z) � � ��lr(z); (3.1.20)où L parourt les multi-indies 0 � l1 � � � � � lr � m. La formule (3.1.19)provient d'une ertaine déomposition du développement (3.1.20). La sommesur t de (3.1.19) orrespond à un hoix de exatement (r � t) opérateurs �que l'on applique sur la fontion e�tr(z) lors du alul di�érentiel�r �e�tr(z) det(z)��� :Comme e hoix se fait parmi r opérateurs �, e terme va apparaître �rt� fois.On rappelle que 'est le théorème de Shwartz qui nous assure que e termeest le même quel que soit le hoix de l'ordre de di�érentiation. De plus, eterme s'érit alors (�1)mt det(z)r�t (ar �t(e�tr(z)) = (�1)mt) multiplié parle résultat du alultXj=0(�1)j(�1)m(t�j)�tj�etr(z) det(z)�+t�j �e�tr(z) det(z)��� ; (3.1.21)46



qui orrespond aux termes où on a appliqué exatement (r � t) opérateurs� sur la fontion e�tr(z). Ainsi, on voit que l'on peut érireR(z; r; �) = rXt=0 �rt� det(z)r�t XjLj�mt�tRL(�)�l1(z) � � ��lt(z);où L parourt 0 � l1 � � � � � lt � m, tel que jLj � mt � t. Cette dernièreinégalité provient du fait que l'on a t opérateurs � que l'on applique pasentièrement sur e�tr(z), 'est à dire que l'on a t opérateurs d'ordre au moinsun qui s'appliquent sur det(z)?. Ainsi, on voit bien que jLj ne peut exéderla quantité mt � t où mt = deg(det(z)t). D'autre part, le alul (3.1.21) estindépendant de r et les oe�ients RL(�) qui vont apparaître proviennentde la puissane de det(z). Ces oe�ients RL(�) sont don des polyn�mesen la variable � et leur degré est donné par l'ordre de l'opérateur di�érentielqui s'est appliqué sur det(z)?. Bien évidemment et ordre n'est autre que ladi�érene entre les degrés (en les zij) de det(z)t et de �l1(z) � � ��lt(z), 'està dire mt � jLj. La valuation 2-adique de RL(�) se majore failement ; ene�et, on a vu lors des di�érentiations suessives que les seuls dénominateursqui apparaissent sont des puissanes de deux. Ceux-i interviennent dans lesoe�ients T (�; �) de la formule (3.1.14), qui sont des produits de demi-entiers suessifs. On en déduit don que ord2(T (�; �)) � �jT j=2, e quimontre qu'après r di�érentiations, ord2(RL(�)) � �(mt� jLj)=2.3.2. Ation de l'opérateur de Shimura sur le développement de FourierNous allons appliquer les résultats obtenus sur le polyn�meR(z; r; �) pouraluler l'ation de l'opérateur di�érentiel de Shimura sur le développementde Fourier des formes modulaires. On va tout d'abord dé�nir l'opérateur deShimura Æk dans le as des formes modulaires de Siegel de genre m, ainsi quel'opérateur de Maass �tordu� Mk, où k est un réel positif. En e�et, on a déjàintroduit l'opérateur � que l'on appelle aussi opérateur de Maass. Ce sontdeux opérateurs di�érents qui ont été étudiés en détails par H. Maass (voir[Ma℄).Définition 3.2.1. � Pour f 2 C1(H m ; C ), on dé�nit les opérateurs deMaass et de Shimura par les formulesMkf(z) = Mk(z)f(z) = det(z � �z)��k� �det(z � �z)k��+1f(z)�;Ækf(z) = Æk(z)f(z) = ��14� �m det(y)�1Mkf(z):47



D'après les travaux de H. Maass (voir [Ma℄), si k est un entier et  un aratère de Dirihlet modulo N , l'opérateur de Shimura agit sur lesformes modulaires C1, Æk : fMkm(N; ) ! fMk+2m (N; ). On a bien entenduÆ(r)k = Æk+2r�2 � � � Æk.On va maintenant montrer que le développement de Fourier de Æ(r)k f oùf =PBm (h)em(hz) 2 Mkm(N; ) est bien donné par une formule du typeÆ(r)k f(z) = Xh2Bm (h) det(4�y)�rR(4�hy; r; �)em(hz):On donne à présent un lemme alulatoire important qui va nous per-mettre de montrer que le développement de Fourier de Æ(r)k f est de la formevoulue.Lemme 3.2.2. � Soient � un nombre omplexe, r un entier positif, uune matrie symétrique réelle et z 2 H m , on a alors la relationdet(z)�r��det(z)r+1�r �etr(uz) det(z)��� = �r+1 �etr(uz) det(z)�+1� :Démonstration. � Pour démontrer e lemme on applique à la formule(3.1.10) donnant �r �etr(uz) det(z)��, l'opérateur det(z)�r�(det(z)r+1�) et onobtient det(z)�r��etr(uz) det(z)�+1 �� mXl1;���;lr=0 m�l1(�) � � � m�lr(�� r + 1)Pl1���lr(uz)� == etr(uz) det(z)��r�� mXl1;���;lr+1=0 m�l1(�) � � � m�lr(�� r + 1)m�lr+1(�+ 1)Pl1���lrlr+1(uz):Comme les polyn�mes Pl1���lr sont symétriques en les lj, on peut e�etuerle hangement d'indie l01 = lr+1, l02 = l1, � � �, l0r+1 = lr, de sorte que l'onretombe sur la formule donnant �r+1 �etr(uz) det(z)�+1�. On retrouve ainsi larelation annonée.Pour aluler le développement de Fourier de Æ(r)k f , on proède par réur-rene sur r. On va d'abord aluler l'ation de l'opérateur de Shimura sur lesfontions tests em(hz), plus préisément on va montrer que l'on aÆ(r)k (em(hz)) = det(4�y)�rem(hz)R(4�hy; r; �� k � r):48



En e�et, si on onsidère f(z) =PBm (h)em(hz), on obtient alors par linéa-rité le développement de Fourier de Æ(r)k f , e qui nous donneÆ(r)k f(z) = Xh2Bm (h) det(4�y)�rR(4�hy; r; �� k � r)em(hz);qui est bien de la même forme que dans le théorème 1.2.3. Il nous reste donà démontrer le lemme suivant.Lemme 3.2.3. � L'ation de l'opérateur de Shimura sur les fontionstests em(hz) où h 2 Bm et z 2 H m est donnée par la formuleÆ(r)k (em(hz)) = det(4�y)�rem(hz)R(4�hy; r; �� k � r):Démonstration. � On démontre e lemme par réurrene sur r :� Si r = 0, 'est évident.� On suppose ensuite la formule vraie pour r et on lui applique l'opérateurde Shimura Æk+2r, on a alorsÆ(r+1)k (em(hz)) = (�1)m det(4�y)�1 det(z � �z)��k�2r��� hdet(z � �z)k+2r+1�� det(4�y)�rem(hz) �� R(4�hy; r; �� k � r)i :On remarque que 4�hy = �2i�h(z � �z). D'autre part, �z étant une applia-tion anti-holomorphe, elle se omporte omme une onstante par rapport àl'opérateur di�érentiel �, e qui nous permet d'érire (d'après le théorème3.1.6), en posant u = �2i�h, � = �� k � r : R(u(z � �z); r; �) == (�1)mretr(u(z��z)) det(z � �z)r+��r �e�tr(u(z��z)) det(z � �z)��� :On remplae ette expression dans la première formule, puis on regroupe lesfateurs identiques sans oublier de sortir les fateurs onstants de la di�é-rentiation ainsi que le fateur em(h�z) = etr(�u�z) qui est une fontion anti-holomorphe et qui se omporte don omme une fontion onstante vis à visde l'opérateur �. On obtient donÆ(r+1)k (em(hz)) = det(4�y)�(r+1)em(hz)(�1)m(r+1)etr(u(z��z)) det(z � �z)���� hdet(z � �z)r+1�r �e�tr(u(z��z)) det(z � �z)���i:On peut alors appliquer le lemme 3.2.2 sur le fateur qui onerne la di�é-rentiation et on trouveÆ(r+1)k (em(hz)) = det(4�y)�(r+1)em(hz)(�1)m(r+1)etr(u(z��z))�� det(z � �z)r+��r+1 �e�tr(u(z��z)) det(z � �z)���= det(4�y)�(r+1)em(hz)R(4�hy; r + 1; �� k � (r + 1));49



e qui ahève la démonstration par réurrene.En onlusion, es aluls nous montrent que l'ation de l'opérateur deShimura sur le développement de Fourier des formes modulaires de Siegel, seréalise à l'aide du polyn�me R(z; r; �) par la formule que l'on réérit dans laproposition suivante :Proposition 3.2.4. � Soit f 2 Mkm(N; ) une forme modulaire de Sie-gel dont le développement de Fourier est donné par f(z) =PBm (h)em(hz),alors Æ(r)k f(z) = Xh2Bm (h) det(4�y)�rR(4�hy; r; �� k � r)em(hz):3.3. Séries d'EisensteinOn va dé�nir ii les séries d'Eisenstein-Siegel Ek(z; s; �), qui intervien-dront dans les représentations intégrales des fontions zêta de Rankin. Pourela on a besoin d'introduire quelques notations supplémentaires. On �xe unentier positif m, une paire de matries , d 2 Mm(Z) est dite primitive sitoute matrie à oe�ients rationnels  2 Mm(Q) telle que ; d 2 Mm(Z)est une matrie entière  2 Mm(Z). La paire (; d) est dite symétrique si � td = d � t. Deux paires primitives symétriques (1; d1) et (2; d2) sont diteséquivalentes si (1; d1) = (u2; ud2) pour une ertaine matrie u 2 SLm(Z).On noteDm l'ensemble des lasses d'équivalene des paires de matries primi-tives symétriques. Soient maintenant k;N deux entiers positifs, s un nombreomplexe et � un aratère de Dirihlet modulo N tel que �(�1) = (�1)k ;pour z 2 H m on dé�nit les séries d'Eisenstein-Siegel par la formuleEk(z; s; �) = det(y)sX(;d) �(det(d)) det(z + d)�k�j2sj; (3.3.1)où la somme porte sur toutes les lasses de paires de matries primitivessymétriques (; d) 2 Dm telles que  � 0m (mod N) et on utilise la notationde Deligne et Ribet z�k�j2sj = z�kjzj�2s pour tout z 2 C � . La série (3.3.1) estabsolument onvergente pour k +<(2s) > m+ 1 et admet un prolongementméromorphe sur tout le plan omplexe. On pose j(; z) = det(z + d) pour = � a b d � 2 �m et z 2 H m . D'autre part, on peut identi�er l'ensembledes lasses à droite �m0 n �m du groupe �m = Spm(Z) par rapport au sous-50



groupe parabolique �m0 = � = � a b0m d � j  2 �m� ave Dm par�m0 n �m �! Dm�m0 � a b d � 7�! l(; d)Via ette appliation, l'ensemble f(; d) 2 Dm j  � 0m (mod N)g s'identi-�e à l'ensemble des lasses �m0 n�m0 (N). On peut don aussi érire Ek(z; s; �)sous la formeEk(z; s; �) = det(y)s X2P T�n��(det(d))j(; z)�k�j2sj;ave � = �m0 (N),  = � a b d � et P = �� a b0m d � 2 GSp+m(R)�.Ces séries d'Eisenstein dé�nissent par ailleurs des formes modulaires C1,Ek(z; s; �) 2 fMkm(N; ��) et si s = 0 et k > m + 1, es formes sont aussiholomorphes Ek(z; �) 2 Mkm(N; ��). Cette série d'Eisenstein admet alors undéveloppement de FourierEk(z; �) = Xh2Bm bk(h)em(hz):D'après les travaux de H. Maass (voir [Ma℄, hap. 19), les séries Ek(z; s; �)sont liées pour des k et s di�érents par l'opérateur de Shimura :Ek+2(z; s� 1; �) = (�4�)m �m(k + s)�m(k + s+ 1)ÆkEk(z; s; �): (3.3.2)Ainsi, on obtient en réitérant r fois l'opérateur di�érentiel Æk; � � � ; Æk+2r�2 :Ek+2r(z;�r; �) = (�4�)mr �m(k)�m(k + r)Æ(r)k Ek(z; �):On en déduit d'après la proposition 3.2.4, que les séries d'Eisenstein non-holomorphes Ek+2r(z;�r; �) admettent les développements de Fourier sui-vants :Ek+2r(z;�r; �) = det(�y)�r �m(k)�m(k + r) Xh2Bm bk(h)R(4�hy; r; ��k�r)em(hz):Nous verrons dans la prohaine setion, que l'opérateur de Cohen appliquéà un ouple formé par une série d'Eisenstein Ek(z; �) et une série thêta,détermine à une normalisation près le noyau d'une formule intégrale quidonne les valeurs spéiales des fontions zêta standards de formes propresdes opérateurs de Heke. 51



3.4. Séries d'Eisenstein normaliséesOn va introduire des séries d'Eisenstein normalisées à partir de ellesvues dans le paragraphe préédent. Ces normalisations permettent d'obtenirexpliitement les développements de Fourier. Elles ont été étudiées en détailspar G. Shimura (voir [Sh2℄) et par P. Feit (voir [Fe℄). Ave les mêmes notationsque pour le paragraphe préédent, on poseE?k(z; s; �) = Ek(�z�1; s; �) det(z)�k: (3.4.1)C'est à dire que es séries s'obtiennent en appliquant l'involution Jm auxséries Ek(z; s; �), E?k(z; s; �) = Ek(z; s; �)jkJm. Pour k > m+1 et N = 1 esdeux séries oïnident et se réduisent pour s = 0 aux séries originellementétudiées par Siegel Ek(z) = Ek(z; 0; 1) = E?k(z; 0; 1). Ces séries admettent ledéveloppement de FourierE?k(z; s; �) = Xh2N�1Am b(h; y; s)em(hx);où les oe�ients b(h; y; s) sont donnés expliitement dans [Pa1℄ (hap. 2,prop. 3.4.) dans [Sh2℄ et dans [Fe℄ à l'aide de la fontion hypergéométriqueon�uente.Nous allons introduire trois autres types de séries d'Eisenstein normali-sées, dont on peut dérire préisément les propriétés d'holomorphie par rap-port à la variable s ainsi que les propriétés d'algébriité de leurs oe�ientsde Fourier. On dé�nitG?k(z; s; �) = Nm(k+s)e�(k; s)LN(k + 2s; �) ��0�[m=2℄Yj=1 LN(2k + 4s� 2j; �2)1AE?k(Nz; s; �); (3.4.2)oùe�(k; s) = imk2�m(k+1)��m(s+k) � (3.4.3)�� �m(k + s)�(s+ (k �m=2 + �)=2) si m est pair,�m(k + s) si m est impair,et LN (s; �) = Yq 6 jN(1� �(q)q�s)�152



est la série de Dirihlet assoiée au aratère � et � = �(m=2 + k), ave�(r) 2 f0; 1g tel que �(r) � r (mod 2) pour tout entier r 2 N . Si le a-ratère �2 est non trivial, la fontion G?k(z; s; �) est une fontion entière dela variable omplexe s (voir [Pa1℄, Chap. 3, Th. 3.6 ou [Fe℄, Th. 9.1, p. 49).Plus préisément on aura besoin pour étudier les propriétés analytiques deertaines fontions zêta du résultat suivant.Proposition 3.4.1. � Soit N > 1 un entier positif tel que 2jN , alors(a) Si �2 6= 1 la série G?k(z; s; �) est une fontion entière de la variable s.(b) Si �2 est trivial alors� (b1) Si 2k � m et que m est impair ou que m est pair et � = �(m=2+k) = 1alors G?k(z; s; �) est entière.� (b2) Si 2k � m et quem est pair ave � = 0 alorsG?k(z; s; �) est une fontionholomorphe en s ave un unique p�le simple éventuel en s = (m+2� 2k)=4.Démonstration. � (voir [Fe℄, Th. 9.1, p. 49).De plus, si m est impair, on pose G+k (z; s; �) = G�k (z; s; �) = G?k(z; s; �).Et si m est pair alors on dé�nitG�k (z; s; �) = �((k + 2s�m=2 + �)=2)�1G?k(z; s; �);G+k (z; s; �) = i����k�2s�((1� k � 2s+m=2 + �)=2)G?k(z; s; �);où � = �(m=2 + k). Nous verrons plus loin que es deux dernières sériesinterviennent dans une formule intégrale donnant les fontions zêta standardsnormalisées d'une forme modulaire de Siegel. Les développements de Fourierde G?k(z; s; �) et G�k (z; s; �) sont donnés parG?k(z; s; �) = Xh2Am b?(h; y; s)em(hz);G�k (z; s; �) = Xh2Am b�(h; y; s)em(hz):Les oe�ients de Fourier b?(h; y; s) sont donnés expliitement dans [Pa1℄(Chap. 2, � 3.5). Nous utiliserons dans la setion 5 les oe�ients de Fou-rier b�(h; y; s), 'est pourquoi nous donnons i-dessous leur forme dans lasituation qui nous intéresse.Proposition 3.4.2. � Soient m un entier positif pair et k un entierpositif tel que 2k > m. On a alors :(a) Si 2s 2 Z est un entier tel que s � 0 et k + 2s � 1 +m=2, h 2 Cmest une matrie symétriques demi-entière dé�nie positive, les oe�ients de53



Fourier de G+k (z; s; �) s'ériventb+(h; y; s) = W+(y; h; s)L+N(k + 2s�m=2; ��h)M(h; �; k + 2s);où L+N (s; �) = 2iÆ�(s) os(�(s� Æ)=2)(2�)s LN (s; �);est la fontion L de Dirihlet normalisée ave Æ 2 f0; 1g qui est lié à la paritédu aratère � : �(�1) = (�1)Æ. Le fateurM(h; �; k+2s) désigne un produiteulérien �ni M(h; �; k + 2s) = Yq2P (h)Mq(h; �(q)q�k�2s);où q parourt tous les nombres premiers qui divisent N et tous les diviseursélémentaires de la matrie h. D'autre part, haque fateurMq(h; t) 2 Z[t℄ estun polyn�me à oe�ients entiers. Pour plus de détails sur es polyn�meson renvoie à [Fe℄. Le aratère �h est un aratère quadratique assoié à lamatrie h, que l'on dé�nit dans la setion 4 (voir � 4.3, formule (4.3.2)).En�n, la fontion W+(y; h; s) est donnée parW+(y; h; s) = 2�m� det(h)k+2s�� det(4�y)sR(4�hy;�s; �� k � s);quand s 2 Z est un entier et dans le as ontraire on a b+(h; y; s) = 0.(b) Si 2s 2 Z tel que k + 2s � m=2 et k + s � �, h 2 Cm, les oe�ientsde G�k (z; s; �) s'obtiennent parb�(y; h; s) = W�(y; h; s)L�N(k + 2s�m=2; ��h)M(h; �; k + 2s);où L�N (s; �) = LN (s; �);W�(y; h; s) = 2�m� det(4�y)��k�sR(4�hy; k + s� �; s);pourvu que s+ k � � soit un entier et sinon b�(y; h; s) = 0.De plus, sous les hypothèses du (a) et du (b), les séries normaliséesG� ontdes développements de Fourier indiiés par des matries dé�nies positives :G�k (z; s; �) = Xh2Cm b�(h; y; s)em(hz):Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 2, Th. 3.8).A présent on étudie l'ation de l'opérateur de Shimura sur es sériesd'Eisenstein normalisées (voir aussi [Ma℄).54



Lemme 3.4.3. � L'opérateur de Shimura agit sur les séries E?k(z; s; �)de la façon suivante :(1) ÆkE?k(z; s; �) = 1(�4�)m �m(k + s+ 1)�m(k + s) E?k+2(z; s� 1; �);(2) ÆkE?k(Nz; s; �) = Nm(�4�)m �m(k + s+ 1)�m(k + s) E?k+2(Nz; s� 1; �):Démonstration. � Les travaux de H. Maass (voir [Ma℄) sur l'opérateur�, montre que pour une fontion f à variable matriielle z = tz, on a larelation Æk(f jk) = (Ækf)jk+2 pour tout  2 Spm(R) et k 2 N . Et ommeE?k(z; s; �) = Ek(z; s; �)jkJm, on déduit immédiatement la formule (1) à par-tir de l'équation (3.3.2) véri�ée par Ek(z; s; �). Pour la deuxième formule, ilsu�t de regarder e qui se passe quand on e�etue le hangement de variablez0 = Nz. On obtient donÆk(z)E?k(Nz; s; �) = det(N1m)Æk(z0)E?k(z0; s; �);d'où la formule (2).Corollaire 3.4.4. � On a les relations :(1) Æk(G?k(z; s; �)) = G?k+2(z; s� 1; �);(2) Æk(G+k (z; s; �)) = G+k+2(z; s� 1; �);(3) Æk(G�k (z; s; �)) = G�k+2(z; s� 1; �):Démonstration. � Les trois formules se démontrent de la même manière,nous montrerons le (1). L'opérateur de Shimura s'applique à G?k(z; s; �). Or sion regarde les di�érents fateurs dans la formule (3.4.2) donnant G?k(z; s; �),les seuls qui ne soient pas invariants par le hangement de variable k 7! k+2,s 7! s� 1 sont : Nm(s+k)imk2�m(k+1)��m(s+k)�m(k + s):Ceux-i interviennent prinipalement dans le fateur e�(k; s) (voir (3.4.3)).On applique alors l'opérateur de Shimura à G?k(z; s; �) en utilisant la formule(2) du lemme 3.4.3, on regroupe les puissanes de N , de �, de 2 et de i,puis le fateur �m(k + s) va se simpli�er, e qui va �nalement nous donnerÆk(G?k(z; s; �)) = G?k+2(z; s�1; �). Pour le (2) et le (3) on proède exatementde la même façon. 55



3.5. Propriétés du polyn�me P (v; u; r; �)On a vu dans le théorème 1.2.3 que le développement de Fourier de laprojetion holomorphe de formes modulaires C1 du type gÆ(r)k f était donnéà l'aide d'un polyn�me P (v; u; r; �) obtenu parP (v; u; r; �) = �m(k � r � �)�m(k � �) det(u)k��R(�v ~�u; r; �)[det(u)��k+r℄: (3.5.1)Ii et tout au long de e paragraphe u; v 2 Mm(R) représenteront des matriessymétriques, r; k 2 N des entiers positifs, �; � 2 C des nombres omplexeset � = (m + 1)=2. De plus, l'étude du polyn�me R(z; r; �) dans le théorème3.1.6, nous a montré qu'il s'érivaitR(z; r; �) = rXt=0 �rt� det(z)r�t XjLj�mt�tRL(�)�l1(z) � � ��lt(z);où la somme porte sur les multi-indies L = (0 � l1 � � � � � lt � m)ave jLj � mt� t. Ainsi, pour aluler le polyn�me P (v; u; r; �) il nous fautonnaître l'ation d'un mon�me �l1(v ~�u) � � ��lt(v ~�u) sur une puissane dudéterminant det(u)�.On va d'abord voir un petit résultat qui permet d'érire les formules quel'on va obtenir sous une forme di�érente, plus ommode pour les appliations.Lemme 3.5.1. � Pour une matrie symétrique dé�nie positive u, on a�j(u) = det(u)�m�j(u�1):Démonstration. � On a déjà vu quedet(t1m + u) = mXj=0 �j(u)tm�j:Or, on peut fatoriser le terme de gauhe par tm det(u) e qui donnetm det(u) det(t�11m + u�1) = tm det(u) mXj=0 �j(u�1)tj�m:En omparant les deux expressions obtenues et en identi�ant les oe�ientsdes mêmes puissanes de t, on trouve�j(u) = det(u)�m�j(u�1):56



On se plae à présent dans le as où v = �1m.Lemme 3.5.2. � Pour u une matrie symétrique dé�nie positive, on ala relation�j(~�u) (det(u)�) = j(�) det(u)��j(u�1) = j(�) det(u)��1�m�j(u):Démonstration. � On sait que le polyn�me invariant �j(z) est la sommedes mineurs diagonaux de taille j � j de la variable matriielle z, d'où�j(~�u) (det(u)�) =XL �j(~�u)LL (det(u)�) ;où L désigne un multi-indie L = f1 � l1 < � � � < lj � mg. On peutalors appliquer les formules du lemme 3.1.3 pour aluler la di�érentiationdu terme de droite, e qui nous donne�j(~�u) (det(u)�) = j(�) det(u)��1XL �?m�j(u)LL:Or, on a vu que par dé�nition �?m�j(u)LL = det(u)�j(u�1)LL et si on remplaedans la formule i-dessus on trouve�j(~�u) (det(u)�) = j(�) det(u)�XL �j(u�1)LL;e qui est bien la formule annonée.On va à présent aluler l'ation d'un opérateur �j1(~�u) � � ��jt(~�u) sur unepuissane du déterminant det(u)�.Lemme 3.5.3. � Pour les mêmes hypothèses que préédemment, on a�j1(~�u) � � ��jt(~�u) (det(u)�) = det(u)��t XjLj=mt�jJj L(�)�l1(u) � � ��lt(u);où la somme porte sur les multi-indies L = (0 � l1 � � � � � lt � m) telsque jLj = mt� jJ j et L(�) est un polyn�me de degré jJ j = j1 + � � �+ jt en� à oe�ients diadiques. De plus, si 2� 2 Z, on a alors l'inégalité suivanteord2(L(�)) � �(mt� jLj)=2.Démonstration. � On montre e lemme par réurrene sur t.� Si t = 1, 'est le lemme 3.5.2. 57



� Si t > 1, on va appliquer à la formule supposée onnue pour t�1, l'opérateur�j(~�u), on va obtenir�j(~�u) det(u)��t+1XL L(�)�l1(u) � � ��lt�1(u)! == det(u)��tXL XjIj=j L(�)QL;I(u); (3.5.2)où la somme porte sur les multi-indies I = (i1; � � � ; it) qui véri�ent la relationjIj = i1 + � � �+ it = j ave 0 � ih � lh si h = 1; � � � ; t� 1 et 0 � it � j. Lespolyn�mes QL;I(u) sont donnés par la formule QL;I(u) ==XS XK;K0(�1)�(�K;K0 )it(�� t+1) t�1Yh=1 ih(1) t�1Yh=1�?ih;lh�ih(u)K0ihKih! �?m�it(u)K0itKitoù S parourt les sous-ensembles stritement ordonnés de ardinal j de met la deuxième somme porte sur les multi-indies K et K 0 de multi-indiesstritement ordonnés Kih et K 0ih , tels que ard(Kih) = ard(K 0ih) = ih et[th=1Kih = [th=1K 0ih = S forment deux partitions distintes de S. Il s'agitexatement du même type de formule que l'équation (3.1.13) obtenue ii enappliquant l'opérateur di�érentiel �j(~�u) = PS �j(~�u)SS à un produit de tfontions C1. Par ailleurs, si dans l'équation (3.5.2), on e�etue le hange-ment de variable u0 = taua pour a 2 SO2m(R), on voit que le terme degauhe reste inhangé. Cei provient du fait que les �j sont invariants paronjugaison. Cela montre don, par le même raisonnement que pour les po-lyn�mes QT (z) (étudiés au paragraphe 3.1), que les polyn�mes QL;I(u) sontinvariants. On peut alors les érireQL;I(u) =XL0 bL0(�)�l01(u) � � ��l0t(u):Ii bL0(�) est un polyn�me en � à oe�ients diadiques dont les oe�ientsvéri�ent ord2(bL0(�)) � �j=2. D'autre part, QL;I(u) est de degré au plus ten les �j(u) ar il est invariant et de degré t en z11, et omme on a appliquéun opérateur de degré j sur det(u)�l1(u) � � ��lt�1(u) qui est de degré m+ jLjen u, on a bien que jL0j = jLj+m� j. On obtient �nalement que�j(~�u) det(u)��t+1XL L(�)�l1(u) � � ��lt�1(u)! == det(u)��t XjL0j=jLj+m�j L0(�)�l01(u) � � ��l0t(u):58



Et ompte tenu du fait que ord2(L(�)) � �(m(t � 1) � jLj)=2 dans lapremière somme (par hypothèse de réurrene), et que ord2(bL0(�)) � �j=2,on obtient bien que ord2(L0(�)) � �(mt� jL0j)=2 dans la deuxième somme.Cei ahève don notre démonstration par réurrene.On peut donner à présent la forme générale du polyn�me P (v; u; r; �).Théorème 3.5.4. � Pour u, v deux matries symétriques réelles dé�-nies positives, on aP (v; u; r; �) = det(v)r rXt=0 �rt�XjLj�t L(�)�l1(v�1u) � � ��lt(v�1u); (3.5.3)où la somme porte sur les multi-indies L = (0 � l1 � � � � � lt � m), tels quejLj � t et L(�) est un polyn�me de degré jLj en � à oe�ients diadiqueset si de plus 2� 2 Z, on a ord2(L(�)) � �mt=2.On remarque que P (v; u; r; �) est bien un polyn�me en les variables u etv, on peut le voir si on l'exprime sous la forme suivante :P (v; u; r; �) = rXt=0 �rt� det(v)r�t XjLj�t L(�) tYi=1 tr��?m�li(v)�li(u)� :Démonstration. � La formule 3.1.19 du théorème 3.1.6 nous donneR(~�u; r; �) = rXt=0 �rt��r�tu XjLj�mt�tRL(�)�l1(~�u) � � ��lt(~�u):Or, l'ation de �ru sur det(u)� a déjà été vue (voir l'équation (3.1.4)) :�ru(det(u)�) = �m(�+ �)�m(�+ �� r) det(u)��r:Cette remarque et le lemme 3.5.3 nous permettent d'obtenirR(~�u; r; �) (det(u)�) = det(u)��r rXt=0 �rt� �m(�+ �)�m(�+ �� r + t) ��XjLj�t L(�0; �)�l1(u) � � ��lt(u);où �0 = � � r + t et L(�0; �) est un polyn�me à oe�ients diadiques en�0 et � de degré jLj en � d'après la proposition 3.1.6. Plus préisément, es59



polyn�mes L(�0; �) sont des ombinaisons linéaires à oe�ients entiers deproduits RL0(�)L(�) où jLj + jL0j = mt. Cei nous donne en remplaçantdans l'équation (3.5.1) ave � = �� k + r :P (�1m; u; r; �) = (�1)mr rXt=0 �rt�XjLj�t L(�)�l1(u) � � ��lt(u);où L(�) = �m(2�� k)�m(2�� k + t)L(�0; �)est un polyn�me de degré jLj en � à oe�ients diadiques. On a utilisé iil'équation suivante�m(k � r � �)�m(k � �) = (�1)mr �m(2�� k)�m(2�� k + r) ;de sorte que les fateurs �(2��k+r) s'éliminent. D'autre part, R(z; r; �) estun polyn�me invariant en z, 'est don une ombinaison linéaire de mon�mesen les �j(z). Or, on a vu que �j(~�) se omportait essentiellement de la mêmefaçon que �j(�). Plus préisément on trouveR(�u; r; �) (det(u)�) = det(u)��r rXt=0 �rt� �m(� + �)�m(�+ �� r + t) ��XjLj�t 0L(�0; �)�l1(u) � � ��lt(u): (3.5.4)Mais on peut ii e�etuer le hangement de variable u0 = �v�1u qui donne�0 = �v�. On obtient don en remplaçant �u par �v�u dans l'équation(3.5.4) : R(�v�u; r; �) (det(u)�) == det(�v)r det(u)��r rXt=0 �rt� �m(� + �)�m(�+ �� r + t) ��XjLj�t 0L(�0; �)�l1(�v�1u) � � ��lt(�v�1u):On en déduit le même type d'identité pour ~� par la orrespondane entre �et ~�. Puis, en remplaçant � = �� k + r, on obtient : P (v; u; r; �) == (�1)mr det(�v)r rXt=0 �rt�XjLj�t L(�)�l1(�v�1u) � � ��lt(�v�1u): (3.5.5)60



Ii on a � = � � k + r 2 12Z. Les L(�) sont des ombinaisons linéairesà oe�ients entiers de produits RL0(�)L(�) et si 2� 2 Z, on a vu queord2(RL0(�)) � �jLj=2 (voir théorème 3.1.6) et on a également vu queord2(L(�)) � �(mt � jLj)=2 (voir lemme 3.5.3). Cei entraine bien queord2(L(�)) � �mt=2. Pour retomber sur la formule du théorème, on sortles fateurs (�1) des polyn�mes invariants �j, puis on les rentre dans lesoe�ients L(�). 3.6. Opérateur de CohenAu début de ette setion, on a dé�ni l'opérateur de Cohen dans le asdes formes modulaires de Siegel. Soient f1, f2 deux formes modulaires deSiegel de poids entiers k1, k2 et r un entier positif.Définition 3.6.1. � L'opérateur de Cohen de genre m est dé�ni parFr(f1; f2) = (2i�)rm �m(k � �)�m(k � r � �)Hol(f2Æ(r)k1 f1); (3.6.1)où k = k1 + k2 + 2r. On note aussi F̂r(f1; f2) = Hol(f2Æ(r)k1 f1) e mêmeopérateur normalisé di�éremment.Cet opérateur produit de nouvelles familles de formes modulaires holo-morphes à partir de deux formes modulaires de Siegel.Proposition 3.6.2. � Soient f1 2 Mk1m (N; 1), f2 2 Mk2m (N; 2), deuxformes modulaires de Siegel et r un entier positif, alors on aFr(f1; f2) 2 Sk1+k2+2rm (N; 1 2):Démonstration. � On a déjà vu que l'opérateur de Shimura appliqué àune forme modulaire produisait une forme C1 : Æ(r)k1 f1 2 fMk1+2rm (N; 1). Pourobtenir l'opérateur de Cohen, on applique ensuite l'opérateur de projetionholomorphe sur le produit f2Æ(r)k1 f1. On trouve don bien que Fr(f1; f2) est uneforme modulaire de Siegel holomorphe de poids k1 + k2 + 2r et de aratèrede Dirihlet  1 2.On va maintenant voir que sous ertaines onditions sur r, on obtientle développement de Fourier de Fr(f1; f2) en fontion de eux de f1 et def2. Pour ela on va appliquer le théorème 1.2.3 qui donne le développementde Fourier de la projetion holomorphe d'un produit partiulier de formesmodulaires C1. On a déjà véri�é que f2 et Æ(r)k1 f1 avaient des développements61



de Fourier du même type que eux requis par le théorème 1.2.3. Il ne restedon plus qu'à voir que les onditions de roissanes sont satisfaites sousertaines hypothèses sur r. On va rappeler une proposition sur la roissanede formes modulaires, démontrée par J. Sturm dans [St3℄. On note 
 undomaine fondamental de H m sous l'ation du groupe �m. On peut supposerque 
 est hoisi de sorte que si z = x + iy 2 
, alors on a y > "1m pour unertain réel " > 0 qui est indépendant de z.Proposition 3.6.3. � Soient d0, a deux réels, tels que d0 > 0 et a � 0.Soit � : H m ! C une fontion, telle quej�((z))j � d0 det(y)a;pour tout z 2 
 et pour tout  2 �m. Alors si �1; � � � ; �m sont les valeurspropres de y, on a j�(z)j � d1 mYj=1(�aj + ��aj );pour tout z 2 H m et pour d1 une onstante positive qui ne dépend que de �.Démonstration. � (voir [St3℄, Prop. 2, p. 333).On va appliquer ette proposition pour en déduire les onditions de rois-sanes qui nous intéressent. On pose �(z) = det(y)k=2+rjÆ(r)k f(z)j (z 2 H m),pour f 2 Mkm(N; ), de sorte que �(z) = �(z) pour tout  2 �m0 (N) (onrappelle que [�m : �m0 (N)℄ <1).Lemme 3.6.4. � (a) Pour f 2 Mkm(N; ) et pour tout z 2 
 on aj�(z)j � d det(y)k=2;où d est un réel positif.(b) Pour f 2 Mkm(N; ) une forme modulaire telle que son développementde Fourier f(z) = PCm (h)em(hz) soit indexé par des matries dé�niespositives h 2 Cm, alors pour tout z 2 
 on aj�(z)j = O(1):Démonstration. � (a) On suppose que f admet le développement de Fou-rier f(z) = PBm (h)em(hz), on a vu que elui de Æ(r)k f (proposition 3.2.4)était donné parÆ(r)k f(z) = det(4�y)�r Xh2Bm (h)R(4�yh; r; �)em(hz);62



ave � = � � k � r. D'autre part, on a R(4�hy; r; �) = R(4�yh; r; �) ettr (hy) = tr (yh). Or, pour une matrie u, on a tr (u) =Pmj=1 uj où uj sont lesvaleurs propres de u et �l(u) = el(uj), ave les el qui désignent les polyn�messymétriques élémentaires. Ii on onsidère la matrie u = yh. Les matries yet h ont des valeurs propres positives, e qui entraine que u a elle aussi desvaleurs propres positives. En e�et, si uv = yhv = �v, on a hv = �y�1v, onobtient don � = tvhv=tvy�1v. Or tvhv � 0 et tvy�1v > 0 ar h � 0 et y > 0,don y�1 > 0. Par ailleurs, on a la majoration suivante pour tout uj � 0 etpour tout entier naturel n :junj e�2�uj j � d(n)e� 32�uj ;où d(n) est un réel positif. Cei montre que pour d3 > 0 un autre réel, on a :jR(4�hy; r; �)em(hz)j � d3e� 32�tr(hy):De plus, A.N. Andrianov a montré dans [An-Zh℄ (Chap. 3, � 3, p. 64) qu'onpouvait trouver un réel d4 > 0 tel quej(h)j � d4e�"tr(h);et pour tout z 2 
, tr (hy) � "tr (h). On déduit de ela qu'il existe d5 > 0tel que jÆ(r)k f(z)j � det(y)�rd5Xh�0 e��2 "tr(h);et la dernière série onverge (voir [An-Zh℄, � 3, p. 64), on a donjÆ(r)k f(z)j � d det(y)�r;pour d > 0 et pour tout z 2 
, e qui induit j�(z)j � d det(y)k=2.(b) Dans e seond as, la positivité des det(h) nous assure (voir [An-Zh℄,Chap. 3, Th. 3.13, p. 75) qu'il existe un réel positif d2 > 0 tel que(h) � d2 det(h)k=2 = d2 det(y)�k=2 det(hy)k=2:Puis, le même raisonnement que pour le (a) nous montre qu'il existe un réelpositif d > 0 tel que jÆ(r)k f(z)j � d det(y)�r�k=2;pour tout z 2 
, et don que j�(z)j = O(1).Ces majorations vont nous permettre d'obtenir une estimation de la rois-sane de nos formes modulaires. 63



Corollaire 3.6.5. � Soit f 2 Mkm(N; ) une forme modulaire, alorsil existe des réels positifs d0, dr > 0, tels que pour tout z 2 H m on a :(1) jf(z)j � d0 mYj=1(1� ��kj );(2) jÆ(r)k f(z)j � dr mYj=1(��rj + ��k�rj ):Démonstration. � Pour le (1), il su�t d'appliquer la proposition 3.6.3ave �(z) = det(y)k=2jf(z)j et a = k=2. Pour le (2), on applique aussi laproposition 3.6.3, mais ette fois ave �(z) = det(y)k=2+rjÆ(r)k f(z)j et a = k=2.L'hypothèse de la proposition 3.6.3 provient alors du (a) du lemme 3.6.4.Proposition 3.6.6. � Soit f 2 Mkm(N; ) une forme modulaire telleque son développement de Fourier f(z) = PCm (h)em(hz) soit indexé pardes matries dé�nies positives h 2 Cm, alors il existe des réels positifs d0,dr > 0, tels que pour tout z = x + iy 2 H m on a :(1) jf(z)j � d0 det(y)�k=2;(2) jÆ(r)k f(z)j � dr det(y)�k=2�r:Démonstration. � Le (1) est un fait bien onnu sur les formes modulairesde Siegel qui est démontré par exemple dans [An-Zh℄ (Th. 3.13, p. 75).Le (2) déoule alors de la proposition 3.6.3 où l'on onsidère ette fois�(z) = det(y)k=2+rjÆ(r)k f(z)j et a = 0. C'est alors de nouveau le lemme 3.6.4(assertion (b)) qui nous assure que la ondition de la proposition 3.6.3 estvéri�ée, 'est à dire que j�(z)j = O(1).Proposition 3.6.7. � (a) Soient f1 2 Mk1m (N; 1) et f2 2 Mk2m (N; 2)deux formes modulaires de Siegel, alors si r > m, F (z) = f2(z)Æ(r)k1 f1(z) està roissane bornée.(b) Soient f1 2 Mk1m (N; 1) et f2 2 Mk2m (N; 2) telles que leurs déve-loppements de Fourier f1(z) =PCm b(h)em(hz) et f2(z) =PCm (h)em(hz)soient indexés par des matries dé�nies positives, alors si r > m� (k1+k2)=2la forme C1 : F (z) = f2(z)Æ(r)k1 f1(z) est à roissane bornée.Démonstration. � (a) Soit�(y) = mYj=1(1� ��k2j )(��rj + ��k1�rj )�k1+k2+2r�1�mj e�"�j :64



Le orollaire 3.6.5 nous dit queZX ZY jF (z)j det(y)k�1�me"tr(y)dz � V ZY �(y)dy;pour une ertaine onstante V et k = k1 + k2 + 2r. On poseeU = fu 2 Mm(R) j tuu = 1mg;e� = f� = diag(�1; � � � ; �m) j 0 < �1 � � � � � �mg:Alors si y 2 Y , on a y = u�tu pour une matrie u 2 eU et une unique matrie� 2 e�. Si �1; � � � ; �m sont distintes alors u est même unique à multipliationprès par une matrie de la forme diag(�1; � � � ;�1). Par onséquentZY �(y)dy = 2�m ZeU�e� �(ty)jJ(�1; � � � ; �m)jdud�1 � � �d�m:Ii J est le déterminant de la matrie jaobienne. C'est un polyn�me en�1; � � � ; �m indépendant de u. Don, il nous su�t de montrer queZe� �(y)jJ(�1; � � � ; �m)jd�1 � � �d�m <1:Cette intégrale onverge lairement à l'in�ni, ainsi il reste juste à véri�er queles exposants de haque �j dans l'intégrale sont stritement supérieurs à �1.Ce qui nous donne omme onditions�k2 � r + k1 + k2 + 2r � 1�m > �1�k2 � k1 � r + k1 + k2 + 2r � 1�m > �1après simpli�ation on obtient les seules onditions que r > m et r > m�k1,'est à dire que r > m.(b) Soit maintenant�(y) = det(y)�k2=2 det(y)�k1=2�r det(y)k1+k2+2r�1�me�"tr(y);alors d'après la proposition 3.6.6, on a pour une ertaine onstante V etk = k1 + k2 + 2r :ZX ZY jF (z)j det(y)k�1�me"tr(y)dz � V ZY �(y)dy:Ainsi, de même que pour le (a) il nous su�t de voir queZe� �(y)jJ(�1; � � � ; �m)jd�1 � � �d�m <1:65



Cette intégrale onverge de manière évidente à l'in�ni. Et il reste juste à voirque les exposants de haque �j sont stritement supérieurs à �1, 'est à direque �k2=2� k1=2� r + k1 + k2 + 2r � 1�m > �1;soit enore r > m� (k1 + k2)=2.Corollaire 3.6.8. � Soient f1 2 Mk1m (N; 1) et f2 2 Mk2m (N; 2)deux formes modulaires de Siegel, de développement f1(z) = P (h)em(hz)et f2(z) = P b(h)em(hz). Alors, l'opérateur de Cohen F̂r(f1; f2) détermineune forme modulaire holomorphe de poids k1+ k2+2r et de aratère  1 2.De plus, si r > m, son développement de Fourier s'érit pour � = ��k1� r :F̂r(f1; f2) = Xh1+h2=h2Cm b(h1)(h2)P (h2; h; r; �)em(hz);et si f1 et f2 ont leur développement de Fourier indiié par des matries dé-�nies positives, alors la formule i-dessus donne le développement de Fourierde F̂r(f1; f2) pour r > m� (k1 + k2)=2.Démonstration. � Il su�t d'appliquer le théorème 1.2.3.Pour la onstrution des distributions p-adiques nous aurons besoin d'uti-liser l'opérateur de Cohen de genre pair m pour f2 une série thêta et f1 unesérie d'Eisenstein holomorphe.
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4. Fontions zêta assoiées aux formes modulaires deSiegelOn rappelle dans ette setion la dé�nition de la fontion zêta standard as-soiée à une forme modulaire de Siegel propre des opérateurs de Heke. C'estles valeurs spéiales de es fontions zêta que l'on va interpoler p-adiquement,a�n de onstruire des fontions zêta non-arhimédiennes, omme des transfor-mées de Mellin de distributions p-adiques. Puis, nous introduirons les sériesthêta assoiées à des aratères de Dirihlet. Dans le troisième paragraphe,nous verrons les fontions zêta de Rankin, ainsi que leurs représentations in-tégrales à l'aide des séries d'Eisenstein. Ces représentations nous permettrontd'exprimer les valeurs spéiales des fontions zêta à l'aide de l'opérateur deCohen, omme dans le as elliptique (voir la setion 2, formule (2.3.2)). En-suite, nous rappellerons l'identité obtenue par A.N. Andrianov qui permet dedonner la fontion zêta standard, ommme une fontion zêta de Rankin. Onréupère ainsi des représentations intégrales pour nos fontions zêta stan-dards. Nous introduirons dans le quatrième paragraphe, les fontions zêtanormalisées, qui véri�ent des propriétés d'analytiité et d'algébriité. En�n,nous regarderons l'extension de l'algèbre de Heke, a�n de dé�nir une formeauxiliaire f0 assoiée à f qui jouera un r�le ruial dans notre onstrutionde distributions p-adiques. Cette forme f0 est une fontion propre de tous lesq-opérateurs de Frobenius (q 2 S).4.1. Fontion zêta standardOn onsidère f 2 Mkm(N; ) une fontion propre de tous les opérateursde Heke, 'est à dire que f jX = �f(X)f pour tout X 2 Lmq (N) ave qun nombre premier, tel que (N; q) = 1. On rappelle que Lmq (N) est l'es-pae vetoriel engendré sur le orps des rationnels par les lasses doubles(�m0 (N)�m0 (N)) où  2 �mq (N) et le semi-groupe �mq (N) est dé�ni par�mq (N) = � = � a b d � 2 GSp+m(Q)TGL2m(Z[q�1℄) j�()�1 2 Z[q�1℄ et  � 0m (mod N)� :On renvoie à [Pa1℄ ou à [An-Zh℄ pour plus de détails sur les algèbres de Heke.On rappelle aussi qu'on a l'isomorphisme de SatakeSat : Lmq (N) ��! Q [x�10 ; � � � ; x�1m ℄Wm;67



où Wm est le groupe de Weyl engendré par le groupe des permutations desvariables xj pour 1 � j � m, 'est à dire Sm, et par les automorphismesdé�nis par x0 7! x0xl, xl 7! x�1l et xj 7! xj pour tout j 6= l tel que 1 � j � m.La forme modulaire f étant une forme propre des opérateurs de Heke,elle dé�nit un homomorphisme �f : Lmq (N) ! C qui est déterminé de ma-nière unique par un (m + 1)-uplet de nombres omplexes que l'on notera(�0(q); � � � ; �m(q)) 2 ((C �)m+1)Wm . Les �j(q) sont appelés les q-paramètresde Satake de la forme propre f . On dé�nit alors la fontion zêta standard def et � un aratère de Dirihlet modulo M .Définition 4.1.1 (fontion zêta standard). � On onsidère une formepropre de Lm(N) = 
q 6 jNLmq (N), f 2 Mkm(N; ), et � un aratère deDirihlet moduloM , alors la fontion zêta standard de f et � est donnée parD(s; f; �) ==Yq "�1� � (q)qs � mYl=1 �1� � (q)�l(q)qs ��1� � (q)�l(q)�1qs �#�1où q parourt tous les nombres premiers qui ne divisent pas N .Les propriétés analytiques de ette fontion zêta ont été étudiées par A.N.Andrianov et V.L. Kalinin (voir [An-Ka℄) dans le as du genre pair et S.Böherer (voir [Bö3℄) a étendu es résultats au as du genre arbitraire. Dansle as elliptique la fontion zêta standard orrespond au arré symétrique dela forme modulaire f (après un hangement de variable sur s).4.2. Séries ThêtaOn onsidère h0 2 2Cm, une matrie symétrique paire dé�nie positive deniveau q0. On rappelle que le niveau d'une telle matrie est dé�ni omme leplus petit entier positif q0 tel que q0h�10 2 2Cm. Soient � un aratère deDirihlet modulo M et � = 0 ou 1, on dé�nit alors la fontion thêta par lasérie �(�)h0 (�) = �(�)h0 (z; �) = Xh2Mm(Z)�(det(h)) det(h)�em(zh0[h℄=2);où l'on note h0[h℄ = thh0h. Cette fontion donne une forme modulaire depoids entier si m est pair. Plus préisément on a�(�)h0 (z; �) 2 M(m=2)+�m (q0M2; ��(m)M2h0);68



ave le aratère de Dirihlet quadratique �(m)h0 qui est donné à l'aide dusymbole de Jaobi �(m)h0 () = �(�1)m=2 det(h0)det(d) � ;pour tout  = � a b d � 2 �m0 (q0).Nous aurons besoin dans la prohaine setion d'une équation fontionnellepour es séries thêta. C'est e que nous allons énoner maintenant.Proposition 4.2.1. � Soient m un entier pair et N > 0 un entier po-sitif, on note J(N) la matrieJ(N) = � 0m �1mN1m 0m � :Soit � un aratère de Dirihlet primitif modulo M , alors on a l'équationfontionnelle�(�)h0 (J(M2q0)z; �) = (iM)m�GM(1m; �) det(ĥ0)m=2+� det(�iz)m=2+��(�)ĥ0 (z; ��);où ĥ0 = q0h�10 etGM(h; �) = Xh02Mm(Z) mod M �(det(h0))em(th0h=M)est la somme de Gauss de degré m du aratère �.Démonstration. � Cette proposition a été démontrée dans [Pa1℄, nous laredonnons ii pour préiser le signe dans la formule (2.4) du hapitre 2 de[Pa1℄. Dans [An-Zh℄, une série thêta généralisée a été introduite�(m)h0 (z;X; Y ) = Xh2Mm(Z)em �(zh0[h� Y ℄ + 2 � thX � tXY )=2� ; (4.2.1)où z 2 H m et X, Y 2 Mm(C ). Cette série satisfait l'équation fontionnelle(voir [An-Zh℄, lemme 3.15, p. 23) :�(m)h0 (z;X; Y ) = det(h0)�m=2 det(�iz)�m=2�(m)h�10 (�z�1;Y;�X): (4.2.2)On onsidère alors l'équation fontionnelle (4.2.2) ave M2h0 à la plae deh0, X = 0 et �M�1Y à la plae de Y . On multiplie l'équation obtenue par69



�(det(Y )), puis on e�etue la sommation de es égalités pour Y parourantY 2 Mm(Z) mod M . Ainsi, on trouve pour la partie gauheXY 2Mm(Z) mod M �(det(Y ))�(m)M2h0(z; 0;�M�1Y ) == XY 2Mm(Z) mod M �(det(Y )) Xh2Mm(Z)em �zh0[Mh + Y ℄=2� ; (4.2.3)et pour la partie droiteXY 2Mm(Z) mod M �(det(Y )) det(M2h0)�m=2 det(�iz)�m=2 ���(m)M�2h�10 (�z�1;�M�1Y; 0) == det(M2h0)�m=2 det(�iz)�m=2 XY 2Mm(Z) mod M �(det(Y )) �� Xh2Mm(Z)em �(�(zM2q0)�1ĥ0[h℄� 2M�1 � thY )=2� : (4.2.4)D'autre part, on peut réérire par dé�nition de la série thêta�(�)h0 (z; �) = XY 2Mm(Z) mod M �(det(Y )) Xh�Y mod M det(h)�em �zh0[h℄=2� :(4.2.5)Or, si on tient ompte du fait que � est primitif (voir [Pa1℄, hap. 2, (2.12)ou [An2℄, (5.12)), on a�(�)h0 (z; �) = GM(1m; ��)�1 XY 2Mm(Z) mod M ��(det(Y )) �� Xh�Y mod M det(h)�em �(zh0[h℄ + 2M�1 � thY )=2� :(4.2.6)On a de plus la relation GM(1m; �)GM(1m; ��) =Mm2 (m est pair). Alors(4.2.3) n'est rien d'autre que �(0)h0 (z; �) et en utilisant (4.2.4) et (4.2.6), ontrouve�(0)h0 (z; �) = GM(1m; �) det(M2h0)�m=2 det(�iz)�m=2�(0)ĥ0 (J(q0M2)z; ��);il ne nous reste alors plus qu'à remplaer z par J(q0M2)z et à simpli�er lespuissanes de M e qui donne�(0)h0 (J(q0M2)z; �) = GM(1m; �) det(ĥ0)m=2 det(�iz)m=2�(0)ĥ0 (z; ��):70



A présent, nous allons onsidérer le as où � = 1. Pour ela, on va faireintervenir h1 = th1 2 Mm(R) tel que h1 > 0 et h21 = h0 et pour une matrie� = (�ij) 2 Mm(C ), on va utiliser l'opérateur di�érentiel de Maass suivant�0 = �0� = det( ���i;j ). On pose X = 0 et Y = h�11 � dans (4.2.2) :�(m)h0 (z; 0; h�11 �) = det(h0)�m=2 det(�iz)�m=2�(m)h�10 (�z�1; h�11 �; 0):Puis on applique l'opérateur �0, e qui nous donne pour la partie gauhe�0 ��(m)h0 (z; 0; h�11 �)� = (2i�)m det(h0)1=2 det(z) Xh2Mm(Z)det(Y � h)��em(zh0[h� Y ℄=2);et pour la partie droite�0 ��(m)h0 (z; 0; h�11 �)� = (2i�)m det(h0)�1=2 det(h0)�m=2 det(�iz)�m=2�� Xh2Mm(Z)det(h)em �(�z�1h�10 [h℄ + 2thY )=2�:En égalisant es deux dernières équations, on obtientXh2Mm(Z)det(Y � h)em (zh0[h� Y ℄=2) == im det(h0)�m=2�1 det(�iz)�m=2�1 Xh2Mm(Z)det(h)��em �(�z�1h�10 [h℄ + 2thY )=2� :On reommene alors le même type de manipulation que pour le as � = 0en remplaçant h0 parM2h0, Y parM�1Y , puis en multipliant par �(det(Y ))et en e�etuant la sommation suivant Y 2 Mm(Z) mod M . Ainsi, on obtientgrâe à (4.2.5) et à (4.2.6)�(1)h0 (z; �) = (iM)mGM(1m; �) det(M2h0)�m=2�1 det(�iz)�m=2�1���(1)ĥ0 �J(q0M2)z; ���:Pour onlure, il su�t de rempaer z par J(q0M2)z omme dans le as où� = 0 et on retrouve la formule de la proposition pour � = 1.4.3. Fontion zêta de RankinOn regarde des formes modulaires f1(z) =PCm (h)em(hz) 2 Skm(N; 1)et f2(z) = PBm b(h)em(hz) 2 Mlm(N; 2). On dé�nit sur Bm et Cm une71



relation d'équivalene par h1 � h2 si et seulement si h1 = tuh2u pour unematrie u 2 SLm(Z). La fontion zêta de Rankin qui est en fait une sorte deonvolution de deux formes modulaires de Siegel est dé�nie par la sérieL(s; f1; f2) = Xh2Cm=� "(h)�1(h)b(h) det(h)�s; (4.3.1)où s est un nombre omplexe, "(h) = jAut(h)j, 'est à dire que "(h) estl'ordre du groupe unitaire Aut(h) = fu 2 SLm(Z) j tuhu = h[u℄ = hg etCm= � est l'ensemble des lasses modulo la relation d'équivalene �. Lasérie L(s; f1; f2) onverge pour <(s) > m+ k=2+ l+ ", pour tout " > 0 (voir[St3℄). La fontion zêta de Rankin admet omme dans le as elliptique unereprésentation intégrale que l'on peut érire à l'aide du produit salaire dePetersson.Proposition 4.3.1. � Pour s un nombre omplexe tel que <(s) � 0,on a la représentation intégrale(4�)�ms�m(s)L(s; f1; f2) = Df �1 ; f2Ek�l(z; s� k + �;  1 2)EN ;où f �1 (z) = f1(��z) =PBm (h)em(hz) 2 Skm(N; � 1).Démonstration. � (voir [St3℄, Prop. 6, p. 341 ou [Pa1℄, Chap. 2, Prop.2.6). On attire l'attention sur le fait que dans [St3℄ les résultats sont formulésdi�éremment.On peut don omme dans le as elliptique obtenir les valeurs spéialesde la fontion zêta de Rankin omme un produit salaire où intervient l'opé-rateur de Cohen. On rappelle que les séries d'Eisenstein sont liées par l'opé-rateur de Shimura :Ek+2r(z;�r; �) = (�4�)mr �m(k)�m(k + r)Æ(r)k Ek(z; �):On en déduit don que L(k � �� r; f1; f2) == (�1)mr(4�)m(k��)�m(k � �� r) �m(�)�m(�+ r) Df �1 ; F̂r(E�(z;  1 2); f2)EN ;où � = k � l � 2r.Nous allons à présent voir que la fontion zêta standard peut s'expri-mer omme une onvolution de Rankin. On onsidère une forme paraboliquef(z) = Ph2Cm a(h)em(hz) 2 Skm(N; ), de genre entier pair m, qui est une72



fontion propre des l'algèbres de Heke Lmq (N) pour q premier ave N . Onnote (�0(q); � � � ; �m(q)) 2 ((C �)m+1)Wm ses q-paramètres de Satake. On �xeh0 2 Cm tel que a(h0) 6= 0, on onsidère le aratère de Dirihlet primitif�h0 dé�ni pour tout entier positif d tel que (d; 2 det(2h0)) = 1 à l'aide dusymbole de Jaobi �h0(d) = �(�1)m=2 det(2h0)d � : (4.3.2)Si det(2h0) est impair alors �h0(2) = 1 ou �1 suivant que la forme quadra-tique assoiée à la matrie h0 est équivalente sur le orps F2 = Z=2Z à laforme quadratique :x1x2 + � � �+ xm�1xm;ou x1x2 + � � �+ xm�3xm�2 + x2m�1 + xm�1xm + x2m:On hoisit aussi � un aratère de Dirihlet modulo M qui véri�e l'identité�(�1) = (�1)� ('est à dire que � 2 f0; 1g détermine la parité de �). Lerésultat que nous allons donner a été obtenu par A.N. Andrianov, il exprimela fontion zêta standard D(s; f; �) omme une fontion zêta de Rankin def et d'une série thêta.Proposition 4.3.2. � Pour un nombre omplexe de partie réelle su�-samment grande on aa(h0)R(s; f; �) = 2�1 det(h0)(s+k�1+�)=2L((s+ k � 1 + �)=2; f; �(�)2h0(z; �));où R(s; f; �) est dé�ni parD(s; f; �) = L(s+m=2; � �h0)m=2�1Yj=0 L(2s+ 2j; �2 2)R(s; f; �);on suppose queM est divisible par tous les diviseurs premiers de N det(2h0).Démonstration. � (voir [An1℄, [St3℄, p. 347-348 ou [Pa1℄, Chap. 2, Prop.2.8). 4.4. Propriétés de la fontion zêta standardSoit f 2 Skm(N; ) une forme parabolique propre de l'algèbre de Hekeglobale Lm(N) = 
q 6 jNLmq (N). Ses valeurs propres sont données par un73



homomorphisme �f : Lm(N) ! C . On note �0(q); �1(q); � � � ; �m(q) ses q-paramètres de Satake qui déterminent �f de manière unique, de sorte quel'on a la relation �0(q)2�1(q) � � ��m(q) =  (q)mqm(k��):On rappelle que la fontion zêta standard de f et d'un aratère de Dirihlet� modulo M est donnée par le produit eulérienD(s; f; �) = Yq 6 jND(q)(s; f; �);où D(q)(s; f; �)�1 == �1� � (q)qs � mYj=1�1� � (q)�j(q)qs ��1� � (q)�j(q)�1qs � :Ce produit onverge absolument pour <(s) > m + 1. On va maintenantonsidérer trois types de fontions zêta normalisées, en rapport ave les troistypes déjà vus de séries d'Eisenstein normalisées. On dé�nitD?(s; f; �) = (2�)�m(s+k��)�((s+ Æ)=2) mYj=1 �(s+ k � � � j)! ��D(s; f; �);D+(s; f; �) = iÆ�1=2�s�((1� s+ Æ)=2)D?(s; f; �);D�(s; f; �) = �((s+ Æ)=2)�1D?(s; f; �);où Æ 2 f0; 1g tel que � (�1) = (�1)Æ. Dans [Pa1℄, A.A. Panhishkin a dé-montré des résultats d'analytiité pour la fontion zêta D? et des résultatsd'algébriité pour les valeurs spéiales des fontions zêta D+ et D� qui géné-ralisent eux onnus dans le as elliptique. Nous rappelons ii es théorèmes.Théorème 4.4.1. � On onsidère � un aratère de Dirihlet moduloM et f omme i-dessus, tels que le poids de f , k � m + � où � 2 f0; 1gtel que �(�1) = (�1)� . On suppose de plus que N det(2h0) divise M pourune ertaine matrie h0 telle que a(h0) 6= 0. Alors la fontion zêta D?(s; f; �)admet un prolongement analytique, qui est holomorphe sur C tout entier,exepté un p�le simple éventuel en s = 1 dans le as où �2 2 est trivial etÆ = 0. 74



Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 3, Th. 1.3). On veut juste préiserii par rapport au théorème 1.3 du hapitre 3 de [Pa1℄, que si Æ = 1 et �2 2est trivial alorsD?(s; f; �) est une fontion entière de la variable s. En e�et, ladémonstration dans [Pa1℄ utilise les représentations intégrales de D?(s; f; �)obtenues via les représentations intégrales des fontions zêta de Rankin etvia l'identité d'Andrianov (voir [Pa1℄, Chap. 3, Prop. 3.9). Il déoule de etteétude que les p�les éventuels de D?(s; f; �) dans la situation du théorème4.4.1 proviennent de eux de la série G?k�m=2��(z; (s� k+ � +m)=2; � �h0).Or eux-i ont été vus dans la proposition 3.4.1. Par ailleurs, on sait queles séries d'Eisentein sont nulles si � �h0 et k � m=2 � � ne sont pas demême parité. Don es séries sont non-nulles si Æ = � = �(k � �) ar on doitavoir � �h0(�1) = (�1)m=2+Æ = (�1)k�m=2��. Ainsi, la préision rajoutéedans le théorème 4.4.1 déoule diretement des propriétés analytiques de G?énonées dans la proposition 3.4.1.Théorème 4.4.2. � On suppose que la forme propre de l'algèbre deHeke Lm(N) : f 2 Skm(N; ) (m pair et k > 2m + 2) satisfait la onditiona(h0) = 1 pour une ertaine matrie h0 2 Cm, alors(a) Pour tout entier s tel que 1 � s � k � � � m et tout aratère deDirihlet � modulo M tel que �2 2 est non trivial pour s = 1, on ahf; fi�1N D+(s; f; �) 2 Q(f;�f ;  ; �);où Q(f;�f ;  ; �) est le orps engendré sur Q par les oe�ients de Fourierde f , les valeurs propres de �f(X) des opérateurs de Heke sur f et par lesvaleurs des aratères de Dirihlet � et  . De plus, on a D+(s; f; �) = 0 sis 6� Æ (mod 2).(b) Pour tout entier s tel que 1�k+�+m � s � 0 et pour tout aratèrede Dirihlet � modulo M , on ahf; fi�1N D�(s; f; �) 2 Q(f;�f ;  ; �):De plus, on a D�(s; f; �) = 0 si s � Æ (mod 2).Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 3, Th. 3.2).4.5. Extension de l'algèbre de Heke et ation des opérateurs de Heke surle développement de FourierOn onsidère l'algèbre de Heke déjà introduite dans le paragraphe 4.1L = Lmq (N). On rappelle que la multipliation dans L est dé�nie en utilisant75



une extension de L qui est un espae vetoriel plus grand V. Cet espaevetoriel est engendré sur Q par les lasses à gauhe de la forme � où� = �m0 (N) et  2 �mq (N). On a alors une ation à droite de � sur V dé�niepar �� V �! V(�;X) 7�! X� = t(X)Xj=1 �j(�j�)où X =Pt(X)j=1 �j(�j) 2 V. Ainsi, l'algèbre de Heke L oïnide ave le sous-espae vetoriel des éléments de V �xés point par point par �, via l'inlusionL ,! V(��) 7! [t()j=1�j = ��Cei nous dé�nit pour X = Pt(X)j=1 aj(�j) et Y = Pt(Y )l=1 bl(��l), deux élé-ments de L � V, l'élémentXY = t(X)Xj=1 t(Y )Xl=1 ajbl(�j�l) 2 L � V:La multipliation est bien dé�nie dans V et appartient enore au sous-espaeL. Cette onstrution donne la multipliation dans L qui en fait une algèbre.L'intérêt de la dé�nir ainsi, est que ette multipliation orrespond à la om-position des opérateurs de Heke.D'autre part, de telles onstrutions d'algèbres de Heke réalisées ii pour� = �m0 (N) et � = �mq (N) peuvent s'appliquer de la même façon sur d'autreouple (�;�). Il su�t pour ela que le groupe � soit un sous-groupe du semi-groupe �, tel que toute lasse double () = (��) (où  2 �) puisse êtrereprésentée omme une union disjointe de lasses à gauhe : () = [t()j=1�j.Pour plus de détails on renvoie à [An3℄ (Chap1.) ou à [An-Zh℄. En partiulierpour �0 = �m0 = � 2 � a b d � 2 � = �m0 (N) j  = 0m�;�0 = �m0;q = � 2 � a b d � 2 � = �mq (N) j  = 0m�;on obtient un anneau assoiatif mais non ommutatif L0 = Lm0;q(N).Il déoule de la théorie des diviseurs élémentaires que ��0 = �. Paronséquent, ela induit l'existene d'un homomorphisme "0 : L ! L0 dé�ni76



par e qui suit. Si X =Pt(X)j=1 �j(�j) 2 L � V, on peut supposer quej = � q�jd?j bj0m dj � ;où d?j = td�1j . On pose alors"0(X) = t(X)Xj=1 �j�0� q�jd?j bj0m dj � :On peut de plus supposer (voir [An3℄) que la matrie dj est de la formedj = 0BBB� qÆj(1) ? � � � ?0 qÆj(2) . . . ?... . . . . . . ...0 � � � 0 qÆj(m) 1CCCA ;où Æj(1) � � � � � Æj(m) sont uniquement déterminés par dj. On pose pourX =Pt(X)j=1 �j(�0j) 2 L0 :�(X) = t(X)Xj=1 �jxvj0 mYl=1(xlq�l)Æj(l):L'isomorphisme de Satake n'est alors rien d'autre queSat = �"0 : L ��! Q [x�10 ; � � � ; x�1m ℄Wm:On onsidère à présent f(z) =PBm a(h)em(hz) 2 Mkm(N; ) une formemodulaire. Pour un nombre premier �xé q, on regarde un élément de l'algèbrede Heke L0, X =Pt(X)j=1 �j(�0j), avej = � q�jd?j bj0m dj � 2 �m0;q:On désigne alors par (ajX)(h), les oe�ients de Fourier de f jX :(f jX)(z) = Xh2Bm(ajX)(h)em(hz):Ces oe�ients sont donnés par la formule(ajX)(h) = t(X)Xj=1 �jq�j(mk�m�) det(dj)�k (qm�j det(dj)�1)��em(q��j � tbjdj)a(q��jdjhtdj):77



On remarque que si X 2 L0 mais que X 62 "0(L), on obtient en généralf jX 62 Mkm(N; ). Cependant, f jX 2 Mkm(�0X) où �0X = \j�1j �m1 (N)j.Par exemple si on onsidère les éléments de Fronenius�� = �m�(q) = ��0� q1m 0m0m 1m ��0�;�+ = �m+(q) = ��0� 1m 0m0m q1m ��0�;alors si f =PBm a(h)em(hz) 2 Mkm(N; ), on obtient(aj��)(h) =  (q)mqmk�m�a(q�1h);(aj�+)(h) = a(qh):Proposition 4.5.1. � Pour f 2 Mkm(N; ) et q un nombre premier telque (q; N) = 1, on a f j��(q), f j�+(q) 2 Mkm(qN;  ).Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap.2, Prop. 1.9).A.N. Andrianov a dé�ni les polyn�mes de Heke Q(z) 2 L[z℄ parQ(z) = 2mXj=0(�1)jTjzj;de sorte que es polyn�mes orrespondent par l'isomorphisme de Satake auxpolyn�meseQ(x0; � � � ; xm; z) = (1� x0z) mYr=1 Y1�j1<���<jr�m(1� x0xj1 � � �xjrz);qui interviennent dans la formation des fontions zêta spinorielles. Ces poly-n�mes admettent une fatorisation en terme des éléments de Frobenius.Proposition 4.5.2. � On a la fatorisation suivante :Q(z) =  2m�1Xj=0 V +j zj! (1� �+z) = (1� ��z) 2m�1Xj=0 V �j zj! ;où V +j =Pjl=0(�1)lTl�j�l+ et V �j =Pjl=0(�1)l�j�l� Tl sont deux éléments deL0. 78



Démonstration. � (voir [An3℄, � 2.2).Soit f(z) =PBm a(h)em(hz) 2 Mkm(N; ) une forme propre de l'algèbrede Heke L = Lmp (N), dont les valeurs propres sont données par un homomor-phisme �f : L ! C . On note �0(p); � � � ; �m(p) ses p-paramètres de Satake.On dé�nit alors la forme auxiliaire assoiée à f parf0 = ~m�1Xj=0 �0(p)�jf jV +j (p);où ~m = 2m.Proposition 4.5.3. � (a) La fontion f0 2 Mkm(Np ~m�1;  ).(b) On a f0j�+(p) = �0(p)f0.Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 2, Prop. 1.11).On a un résultat analogue si on se plae dans le as d'un ensemble �ni Sde nombres premiers q tels que (q; N) = 1. On onsidère alors les algèbres deHeke globalesL(N) = 
q 6 jNLmq (N) et L0(N) = 
q 6 jNLm0;q(N):Les opérateurs �+(M), ��(M), V +j (q), V �j (q) 2 Lm0;q(N) et les nombres�0(q) pour (q; N) = 1, se prolongent par multipliativité à tous les entierspositifs M premiers ave N . On pose alorsf0 = f0;S = XM jM ~m�10 �0(M)�1f jV +(M);ave M0 =Yq2S q.Proposition 4.5.4. � (a) Soit f 2 Mkm(N; ) une forme modulaire deSiegel alors f0 2 Mkm(NM ~m�10 ;  ).(b) Pour tout entier positifM de support S(M) � S, on a l'égalité suivante :f0j�+(M) = �0(M)f0.() Soit f0(z) = PBm a0(h)em(hz) 2 Mkm(NM ~m�10 ;  ) le développementde Fourier de f0, alors les oe�ients de Fourier véri�ent les propriétésde multipliativité suivantes, pour tout M 2 N tel que S(M) � S on aa0(Mh) = �0(M)a0(h) pour tout h 2 Bm.(d) On a de plus la relation a0(h) = a(h) pour tout h 2 Cm tel queS(det(h)) \ S = ;.Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 2, Prop. 1.13).79



4.6. Opérateurs U , V et WPour une fontion f : H m ! C de la formef(z) = Xh2Am (h)em(hz); (z 2 H m);et pour deux entiers N , k 2 N, on dé�nit les opérateurs suivants :f jU(N)(z) = Xh2Am (Nh)em(hz)= Xtu=u2Mm(Z)f jk � 1m u0m N1m �;f jV (N)(z) = Xh2Am (h)em(Nhz) = f(Nz)= Nm(��k)f jk � N1m 0m0m 1m �;f jW (N)(z) = det(pNz)�kf(�(Nz)�1) = det(pNz)�kf(J(N)z)= Nm(��k=2)f jk � 0m �1mN1m 0m �:On a alors les relations suivantes pour es opérateurs qui nous seront utilesdans la prohaine setion :(f jW (N))jW (N) = (�1)mkf; (4.6.1)f jW (N 0N) = Nmk=2f jW (N 0)V (N): (4.6.2)
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5. Fontions zêta standards non-arhimédiennesassoiées aux formes modulaires de SiegelDans ette setion, on va voir la onstrution de fontions zêta standardsnon-arhimédiennes L+(x; f), L�(x; f) omme des transformées de Mellinde ertaines distributions p-adiques. Ces distributions proviennent des valeursspéiales des fontions zêta standards D+(s; f; �) et D�(s; f; �), introduitesau hapitre préédent. Nous allons d'abord rappeler sans démonstration laonstrution d'A.A. Panhishkin dans le as p-ordinaire où on obtient desdistributions bornées, 'est à dire des mesures p-adiques. Puis nous repren-drons ette onstrution a�n de voir que si on n'impose pas la ondition dep-ordinarité, on obtient des distributions non bornées (voir [Pa2℄), mais deroissane ontrolée. Il s'agira de mesures h-admissibles au sens de Y. Amieet J. Vélu (voir [Am-Ve℄). L'existene de es mesures néessite une informa-tion assez �ne sur l'opérateur de Cohen de genre m (théorème 3.5.4), quipermet de préiser le raisonnement de [Pa2℄.5.1. Intégration non-arhimédienne et mesures h-admissiblesOn va dé�nir dans e paragraphe la notion de mesures h-admissibles etles propriétés de leurs transformées de Mellin. On onsidère S un ensemble�ni de nombres premiers ontenant p. L'ensemble sur lequel sont dé�niesles fontions zêta non-arhimédiennes que l'on étudie est le groupe de Lieanalytique C p-adique XS = Homont(GalS; C �p ) où GalS est le groupe deGalois de l'extension abélienne maximale de Q non rami�ée en dehors de Set de l'in�ni. On rappelle que d'après la théorie du orps de lasse, le groupede Galois GalS est donné par la limite projetiveGalS �= lim �S(n)�S(Z=nZ)� = Z�S =Yq2SZ�q ;où n parourt tous les entiers dont les diviseurs premiers sont dans S, 'est àdire à support S(n) dans S. On peut voir les éléments d'ordre �ni � 2 XtorsSomme des aratères de Dirihlet de onduteur C� à support dans S, parl'intermédiaire de la déomposition� : Z�S �! (Z=MZ)� �! �Q� i1�! C � ;où i1 est un plongement �xé. Ces aratères � 2 XtorsS forment un sous-groupe disret XtorsS � XS. On aurra aussi besoin de l'homomorphisme na-turel xp 2 XS : xp : Z�S �! Z�p �! C �p ;81



qui permet d'interpréter tous les entiers k 2 Z omme des aratères du typexkp : y 7! yk.La struture analytique de XS est donnée par la déompositionXS = Homont YS3q 6=pZ�q � Z=p�Z�; C �p !� Homont(�; C �p );où � = 1 ou 2 suivant que p > 2 ou p = 2 et � = h1 + p�i est le groupetopologique ylique engendré par 1 + p�. On a d'autre part l'isomorphismede groupe Homont(�; C �p ) ��! T = fu 2 C �p j ju� 1jp < 1gx 7�! x(1 + p�)Ainsi, le groupe Homont(�; C �p ) s'identi�e au disque T de C �p et ei fournitla struture analytique de XS par translation, 'est à dire que XS est vuomme un produit in�ni de disques isomorphes à T .On rappelle qu'une mesure p-adique sur Z�S peut se dé�nir omme uneforme C p-linéaire � sur l'espae C(Z�S ; C p) de toutes les fontions ontinuesà valeurs dans C p : C(Z�S ; C p) ��! C p' 7�! �(') = ZZ�S 'd�Cette forme est déterminée de manière unique par sa restrition au sous-espae C lo(Z�S ; C p) des fontions loalement onstantes. On notera alors par�(a+(Q)) la valeur de � en la fontion aratéristique de l'ensemble suivanta + (Q) = fx 2 Z�S j x � a (mod Q)g � Z�S . La transformation de MellinL� de � est une fontion analytique bornée dé�nie parXS L��! C p� 7�! L�(�) = ZZ�S �d�et qui est déterminée de manière unique par ses valeurs L�(�) aux aratères� 2 XtorsS .On introduit à présent la notion de mesure h-admissible dé�nie par Y.Amie et J. Vélu, puis reprise par M.M. Vi²ik (voir [Am-Ve℄ et [Vi℄). Onnote par Ch(Z�S ; C p) l'espae des fontions à valeurs dans C p représentées82



loalement par des polyn�mes de degré inférieur à un entier positif h et dela variable xp 2 XS.Définition 5.1.1. � Une forme C p-linéaire � : Ch(Z�S ; C p) ! C p estune mesure h-admissible si pour tout r = 0; 1; � � � ; h � 1 la ondition deroissane suivante est satisfaite :����� supa2Z�S Za+(M)(xp � ap)rd������p = o(jM jr�hp ): (5.1.1)On remarque qu'une mesure bornée est alors une mesure 1-admissiblemais toute mesure 1-admissible n'est pas forément une mesure bornée. Onsait d'autre part que toute mesure h-admissible peut se prolonger de ma-nière unique en une forme linéaire sur le C p -espae vetoriel des fontionsloalement analytiques. On peut don lui assoier sa transformée de MellinXS L��! C p� 7�! L�(�) = ZZ�S �d�qui est une fontion C p -analytique sur XS du type o(log(�)h). De plus, lamesure � est déterminée de manière unique par les valeurs spéiales du typeL�(�xrp), où � 2 XtorsS et r = 0; 1; � � � ; h�1 (voir [Vi℄). Ii pour F;G : T ! C pdeux fontions analytiques, la notation F = o(G) signi�e quesupju�1j<r jF (u)jp = o supju�1j<r jG(u)jp! ; (5.1.2)quand r < 1 tends vers 1. Et si F est dé�nie sur XS, omme par exempleL� ette même notation veut dire que (5.1.2) a lieu sur toute omposante deXS isomorphe à T . De plus, on utilisera aussi le fait que L� est déterminéede manière unique par ses valeurs L�(�xrp) où � 2 XtorsS est S-omplet ('està dire S(C�) = S) et r = 0; 1; � � � ; h � 1 ar l'enveloppe onvexe C p -linéaireh� j S(C�) = SiCp oïnide ave l'enveloppe onvexe h� j S(C�) � SiCp (voir[Pa1℄, Chap. 3, � 1.1).5.2. Fontions zêta standards non-arhimédiennes dans le as p-ordinaireOn rappelle dans e paragraphe la onstrution des fontions zêta stan-dards non-arhimédiennes L+(x; f), L�(x; f) dans le as p-ordinaire. Elles83



s'obtiennent omme des transformées de Mellin de mesures p-adiques pro-venant des valeurs spéiales des fontions zêta normalisées D+(s; f; �) etD�(s; f; �). Le domaine de dé�nition de es fontions est le groupe de Lieanalytique vu dans le paragraphe préédentXS = Homont(Z�S ; C �p );où S désigne un ensemble �ni de nombres premiers ontenant p et on rappelleque ZS �=Qq2S Zq d'après le théorème Chinois.Avant d'énoner le résultat, il nous faut formuler quelques hypothèses surf néessaires pour la onstrution des fontions zêta non-arhimédiennes.On onsidère f(z) = PCm a(h)em(hz) 2 Skm(N; ), une forme propre desopérateurs de l'algèbre de Heke globale Lm(N) = 
q 6 jNLmq (N). On note�0(q); � � � ; �m(q) ses q-paramètres de Satake.La première hypothèse sur f est qu'elle soit p-ordinaire. Si ip : �Q ,! C pdésigne un plongement �xé de �Q dans C p , alors ette ondition s'exprimejip(�0(q))jp = 1 pour tout q 2 S: (5.2.1)Nous verrons que ette hypothèse nous assurera que les fontions zêta non-arhimédiennes sont bornées. On remarque que ette ondition est automa-tiquement véri�ée si q est di�érent de p. Puis, pour tout q tel que (q; N) = 1,on �xe un (m + 1)-uplet (�i(q)) satisfaisant 5.2.1 et on prolonge par multi-pliativité les formes �i(n) pour tout n 2 N tel que (n;N) = 1.D'autre part, on peut supposer que a(h) 2 �Q pour tout h 2 Cm. En e�et,ette ondition est toujours satisfaite par les éléments d'une ertaine base dusous-espae vetoriel des formes propres de Heke dans Skm(N; ) de valeurpropre � = �f donnée. On suppose de plus quea(h0) = 1; (5.2.2)pour un hoix de matrie h0 2 Cm. On fait également l'hypothèse essentielleque a0(h0) 6= 0; (5.2.3)où a0(h0) est le oe�ient de Fourier de la forme S-auxiliaire f0 dé�nie dansla setion préédente.On suppose aussi que l'ensemble �ni S de nombres premiers ontient lesupport ('est à dire tous les diviseurs premiers) du nombre 2 det(2h0) et queS \ S(N) = ;, e qu'on peut enore érireS(2 det(2h0)) � S et (N;M0) = 1 où M0 =Yq2S q: (5.2.4)84



On pose par ailleurs N0 = 4q0NM ~m�10 où ~m = 2m. On peut maintenanténoner le théorème obtenu par A.A. Panhishkin.Théorème 5.2.1. � Soit f(z) =P a(h)em(hz) 2 Skm(N; ) une formeparabolique de genre pair m et de poids k > 2m + 2, propre de l'algèbre deHeke Lm(N) dont les valeurs propres sont données par �f : Lm(N) ! C .On suppose que les onditions 5.2.1-5.2.4 sont satisfaites. Alors si  > 1est un entier positif tel que (; N0) = 1, il existe des fontions analytiquesbornées L+(x; f), L�(x; f) : XS ! C p déterminées de manière unique parles onditions suivantes :(a) Pour tout aratère de Dirihlet primitif � 2 XtorsS de onduteur C�tel que S(C�) = S et pour tout entier s ave 1 � s � k � � � m, on aL+(�xsp; f) == ip 24GC�(1m; �)Cm(2s+2k�2�m)=2�(iC�)m2=2�0(C�)2 Cs�� G(�� )(1� (�� )2()�2s)��0�YqjN (1� (� � )0(q)qs�1)(1� (�� )0(q)q�s) 1A D+(s; f; ��)hf; fiN 35 :(b) Pour tout aratère de Dirihlet primitif � 2 X torsS de onduteur C�tel que S(C�) = S et pour tout entier s ave 1 � k + � +m � s � 0, on aL�(�xsp; f) == ip "GC�(1m; ��)Cm(2s+2k�2�m)=2�(iC�)m2=2�0(C�)2 (1� (�� � )2()2s�2)D�(s; f; �)hf; fiN # :où GC�(h; �) = Xh02Mm(Z) mod C� �(det(h0))em(hh0=C�);est la somme de Gauss de degré m du aratère primitif � mod C�, l'entier� 2 f0; 1g est lié à la parité de � : �(�1) = (�1)� et G(�� ) est la somme deGauss du aratère �� et (�� )0 désigne le aratère primitif assoié à �� .Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 3, Th. 1.6).Dans la suite de ette setion, nous allons nous intéresser au as où laforme f n'est pas p-ordinaire et voir qu'on obtient alors une fontion analy-tique non plus bornée, mais qui peut se représenter omme la transformée deMellin d'une mesure h-admissible pour un ertain entier h que l'on préisera.85



Pour ela, il nous faut reprendre la démonstration du théorème 5.2.1 de A.A.Panhishkin. Il ommene par onstruire des distributions à valeurs om-plexes assoiées aux fontions zêta standards D(s; f; �). Il exprime ensuitees distributions en fontion des oe�ients de Fourier de f , de séries thêtaet de ertaines séries d'Eisenstein, en utilisant des représentations intégrales.Puis, il régularise es distributions de manière à en faire des mesures bornéesà valeurs dans C p . En�n, il ne lui reste plus qu'à appliquer la transformationde Mellin non-arhimédienne pour onlure.5.3. Distributions à valeurs omplexes assoiées aux fontions zêtastandards de formes modulaires de SiegelOn onsidère toujours f =PCm a(h)em(hz) 2 Skm(N; ) une forme propredes algèbres de Heke loales Lmq (N) pour (q; N) = 1. On note par �j(q) sesq-paramètres de Satake et on prolonge les �j(M) par multipliativité à tousles entiers M 2 N tels que (M;N) = 1. Soient S un ensemble �ni de nombrespremiers ontenant p, premiers à N et le groupe pro�ni Z�S =Qq2S Z�q . On vadé�nir des distributions à valeurs omplexes sur Z�S assoiées aux fontionszêta standards D(s; f; �). Pour ela, on a besoin de la forme auxiliaire f0assoiée à f introduite dans la setion 4 au paragraphe 4.5 :f0 = XM jM ~m�10 �0(M)�1f jV +(M);où M0 = Qq2S q et ~m = 2m. On rappelle que l'on a la relation suivantea0(h) = a(h) pour tout h 2 Cm tel que S(det(h)) \ S = ;, ainsi que lapropriété multipliative importante a0(Mh) = �0(M)a0(h) pour tout h 2 Cmet pour tout M 2 N tel que S(M) � S. Soit � un aratère de Dirihletmodulo M , � 2 f0; 1g de sorte que �(�1) = (�1)�, h0 2 Am une matriesymétrique demi-entière dé�nie positive et q0 le niveau de h0. On noteraĥ0 = q0h�10 et N0 = 4q0NM ~m�10 .Proposition 5.3.1. � Soit s 2 C , tel que <(s)� 0. Alors il existe unedistribution à valeurs omplexes sur Z�S qui est déterminée de manière uniquepar ses valeurs sur les aratères de Dirihlet � modulo M ave S(M) � Set qui est donnée par2a0(h0) det(h0)�(s+k�1+�)=2Ds(�) == �0(M ~m�10 M 0)�1(NM ~m�10 M 0)m(2s+2k�2�m)=4 det(q�1=20 h0)�m=2�� ��LN0(s+m=2; �� �h0)0�m=2�1Yj=0 LN0(2s+ 2j; ��2 2)1A �86



�L�(s+ k � 1 + �)=2; f0jV (N); �(�)2ĥ0(�M)jW (N0M 0)�; (5.3.1)ave M , M 0 des entiers su�samment grands tels que M0C�jM , M2jM 0 desorte que S(M) = S(M 0) = S, de plus C� dénote le onduteur du aratère� et �M le aratère de Dirihlet modulo M induit par �.Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 3, Prop. 2.2).On peut également exprimer les valeurs des distributions Ds;M(�) à l'aidedes fontions zêta standards.Proposition 5.3.2. � Soit � modulo M un aratère de Dirihlet pri-mitif de onduteur S-omplet C� tel que C�jM ('est à dire que l'on aS(C�) = S). On suppose de plus que S(2 det(2h0)) � S, alors on a l'identitéDs;M(�) = GC�(1m; �)(iC�)m2=2 Cm(2s+2k�2�m)=2� �0(C�)2 D(s; f; ��);où GC�(1m; �) = Xh02Mm(Z) (mod C�)�(det h0)em(thh0=C�);est la somme de Gauss de degré m du aratère �.Démonstration. � La démonstration de ette proposition est basée surl'identité d'Andrianov et sur l'équation fontionnelle de la fontion thêta quel'on a vue dans la setion préédente. On a ainsi d'après la proposition 4.2.1et d'après la dé�nition de l'opérateur W (N) (voir � 4.6) :�(�)h0 (�)jW (q0C2�) = (iC�)�m2=2GC�(1m; �) det(q1=20 h�10 )m=2+��(�)ĥ0 (��): (5.3.2)Puis, on remplae dans (5.3.2) h0 par 2h0, q0 par 2q0 et on applique l'opéra-teur V (2) sahant que �(�)2h0(�) = �(�)h0 (�)jV (2). Ainsi on trouve (en utilisant(4.6.2)) �(�)2h0(�)jW (4q0C2�) = GC�(1m; �)(iC�)m2=2 det(q1=20 h�10 )m=2+��(�)2ĥ0(��):On ontinue alors en appliquant de nouveau l'opérateur W (4q0C2�), en rem-plaçant � par �� et en utilisant la relation GC�(1m; �)GC�(1m; ��) = Cm2� (mest pair), on en déduit�(�)2ĥ0(�)jW (4q0C2�) = GC�(1m; �)(iC�)m2=2 det(q�1=20 h0)m=2+��(�)2h0(��):87



Maintenant, on pose N0M 0 = 4q0C2�N 0 ave N 0 = NM ~m�10 M 0C�2� de sorteque l'on a d'après le paragraphe 4.6 (formule (4.6.2)) :�(�)2ĥ0(�)jW (N0M 0) = N 0m(m+2�)=4�(�)2ĥ0(�)jW (4q0C2�)V (N 0)= (NM ~m�10 M 0)m(m+2�)=4GC�(1m; �)(iC�)m2=2 C�m(m+2�)=2� �� det(q�1=20 h0)m=2+��(�)2h0(��)jV (N 0):Si on remplae ette dernière expression dans (5.3.1), on obtient après sim-pli�ation des fateurs qui s'éliminent2a0(h0) det(h0)�(s+k�1+�)=2Ds;M(�) == GC�(1m; �)(iC�)m2=2 C�m(m+2�)=2� �0(M ~m�10 M 0)�1LN0(s+m=2; �� �h0)��0�m=2�1Yj=0 LN0(2s+ 2j; ��2 2)1A (NM ~m�10 M 0)m(s+k�1+�)=2��L�(s+ k � 1 + �)=2; f0jV (N); �(�)2h0(��)jV (N 0)�: (5.3.3)D'autre part, si on note g = �(�)2h0(��) =P b(h)em(hz) et s0 = (s+k�1+�)=2on a l'égalité L�s0; f0jV (N); gjV (N 0)� == N 0�ms0 Xh2Cm=� "(h)�1a0(M ~m�10 M 0C�2� h)b(h) det(h)�s0 :On se sert à présent des propriétés multipliatives des oe�ients de Fourierde f0 à savoir que a0(Mh) = �0(M)a0(h). Ainsi, le fateur �0(M ~m�10 M 0) vas'éliminer. Puis, il faut se souvenir (voir proposition 4.5.4) que a0(h) = a(h)si S(det(h))\S = ; et que dans le as ontraire si S(det(h))\S 6= ;, alors lesoe�ients de Fourier des séries thêta b(h) = 0 sont nulles ar �(det(h)) = 0.On en déduit don queL�s0; f0jV (N); gjV (N 0)� = N 0�ms0 �0(M ~m�10 M 0)�0(C�)2 L�s0; f; �(�)2h0(��)� :Pour onlure, il ne nous reste plus qu'à remplaer ette dernière égalité entrefontion zêta de Rankin dans (5.3.3) et à utiliser l'identité d'Andrianov (voirproposition 4.3.2) pour se ramener à la fontion zêta standard. C'est pourela que l'on impose les onditions S(2 det(2h0)) � S et S(C�) = S qui nous88



permettent de satisfaire les hypothèses de la proposition 4.3.2, et qui nousdisent que 2 2 S. Ainsi, les séries L de Dirihlet suivantes oïnidentLN0(2s+ 2j; ��2 2) = LNM(2s+ 2j; ��2 2);LN0(s+m=2; �� �h0) = LNM(s+m=2; �� �h0);ar N0 = 4q0NM ~m�10 . On retrouve don bien la formule de la proposition4.3.2. La substitution de ette formule dans (5.3.3) ahève don la démons-tration.D'autre part, on a vu dans la setion 4 des représentations intégrales pourles fontions zêta de Rankin qui induisent via l'identité d'Andrianov (voir laproposition 4.3.2) des représentations intégrales similaires pour les fontionszêta standards. Cei nous fournit bien entendu des représentations intégralespour les distributions à valeurs omplexes Ds;M .Proposition 5.3.3. � Pour s 2 C , <(s) � 0 on a la représentationintégrale suivante :2a0(h0) h(4�)m det(h0)i�(s+k�1+�)=2 �m �(s+ k � 1 + �)=2�Ds;M(�) == �0(M ~m�10 M 0)�1(NM ~m�10 M 0)m(2s+2k�2�m)=4 det(q�1=20 h0)�m=2�� ��LN0(s+m=2; �� �h0)0�m=2�1Yj=0 LN0(2s+ 2j; ��2 2)1A ���f �0 jV (N); �(�)2ĥ0(�M)jW (N0M 0) � E �(s� k +m + �)=2��N1 ;oùM etM 0 sont deux entiers positifs su�samment grands tels queM0C�jM ,M2jM 0, C� est le onduteur de �, �M est le aratère de Dirihlet moduloM induit par �, N1 = NN0M 0 etE(z; s) = Ek�m=2��(z; s; �� �h0):Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 3, Prop. 2.4).On va maintenant se ramener dans la dernière formule intégrale à desformes modulaires non plus de niveau N1 = NN0M 0 mais de niveau NN0par le biais de l'opérateur de trae. Cet opérateur TrNN0M 0NN0 agit sur l'espaefMkm(N1; � ) parF jTrNN0M 0NN0 = Xtu=u2Mm(Z) (mod M 0)F jk � 1m 0mNN0u 1m � :89



Ainsi, on a hf0jV (N); F iNN0M 0 = hf0jV (N); F jTrNN0M 0NN0 iNN0 ar f0jV (N) estde niveau NN0. On peut dérire l'ation de et opérateur de trae sur lesdéveloppements de Fourier par l'intermédiaire des opérateurs U(M 0) dontl'ation s'éritF jU(M 0)(z) = (M 0)�m� Xtu=u2Mm(Z) (mod M 0)F ((z + u)=M 0):Si par ailleurs, on tient ompte de l'égalité matriielle : � 1m 0mNN0u 1m � == (�NN0M 0)�1� 0m �1mNN0M 01m 0m �� 1m �u0m M 01m �� 0m �1mNN01m 0m � ;on voit que l'opérateur de trae véri�e la relation :F jTrNN0M 0NN0 = (M 0)�m(k�m�1)=2F jW (NN0M 0)U(M 0)W (NN0):On peut maintenant appliquer ei à la représentation intégrale de la propo-sition 5.3.3, e qui nous donne2a0(h0) h(4�)m det(h0)i�(s+k�1+�)=2 �m((s+ k � 1 + �)=2)Ds;M(�) == �0(M ~m�10 M 0)�1(NM ~m�10 M 0)m(2s+2k�2�m)=4 det(q�1=20 h0)�m=2�� ��LN0(s+m=2; �� �h0)0�m=2�1Yj=0 LN0(2s+ 2j; ��2 2)1A (M 0)m(m+1�k)=2��N�m(m+2�)=4 Df �0 jV (N); F (s; �)jU(M 0)W (NN0)ENN0 : (5.3.4)où F (s; �) = �(�)2ĥ0(�M)jV (N) �E((s� k+m+ �)=2)jW (NN0M 0). On a aussiutilisé ii le fait que les séries thêta satisfont les équations fontionnellessuivantes (voir � 4.6, formule (4.6.2)) :�(�)2ĥ0(�M)jW (N0M 0)W (NN0M 0) = (�1)m(m=2+�)N�m(m+2�)=4�(�)2ĥ0(�M)jV (N):5.4. Distributions normaliséesOn va dé�nir à présent des distributions normalisées liées aux fontionszêta standards normalisées. On notehf; fiND?s;M(�) = (2�)�m(s+k��)�((s+ Æ)=2) mYj=1�(s+ k � � � j)! �90



�Ds;M(�);D+s;M(�) = D+s;M(�; f) = iÆ�1=2�s�((1� s+ Æ)=2)D?s;M(�); (5.4.1)D�s;M(�) = D�s;M(�; f) = �((s+ Æ)=2)�1D?s;M(�): (5.4.2)Ces distributions normalisées véri�ent bien entendu omme les fontionszêta standards normalisées des propriétés d'algébriité que nous rappelonsi-dessous.Proposition 5.4.1. � On suppose que la forme propre f 2 Skm(N; )de genre pair m et de poids k > 2m + 2, satisfait les onditions a(h0) = 1pour un h0 2 Cm �xé et a(h) 2 �Q pour tout h 2 Cm alors :(a) Pour tout entier s tel que 1 � s � k � � �m et s 6= 1 si le aratère�2 2 est trivial on aD+s;M(�) 2 K = Q (f;�f ;  ; �; �j(q) j 0 � j � m; q 2 S);K désigne le orps engendré sur Q par les oe�ients de Fourier de f , lesvaleurs propres �f(X) des opérateurs de Heke X sur f , les q-paramètres deSatake et par les valeurs des aratères de Dirihlet � et  . De plus, on aD+s;M(�) = 0 si s 6� Æ (mod 2).(b) Pour tout entier s tel que 1� k + � +m � s � 0, on aD�s;M(�) 2 K et D�s;M(�) = 0 si s � Æ (mod 2):Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap.3, Prop. 3.4).Ces distributions normalisées admettent de plus des représentations in-tégrales où intervient l'opérateur de Cohen de genre m appliqué à une séried'Eisenstein normalisée vue dans la setion 3 et à une série thêta. On rappelleque l'opérateur de Cohen a été dé�ni parFr(f1; f2) = (2i�)rm �m(k � �)�m(k � r � �)Hol(f2Æ(r)k1 f1):et on note F̂r(f1; f2) = Hol(f2Æ(r)k1 f1);e même opérateur normalisé autrement.Proposition 5.4.2. � Soient f 2 Skm(N; ) une forme propre de l'al-gèbre de Heke Lm(N) pour m un entier pair et � un aratère de Dirihlet91



modulo M . On suppose que a0(h0) 6= 0 pour un hoix de matrie h0 2 Cm,alors on a les représentations intégraleshf; fiND?s;M(�) = (M 0)Df �0 jV (N); F ?M 0(s; �)jW (NN0)ENN0 ;où(M 0) = 2�12m(2k�1���m��)i�m(k�m=2��)a0(h0)�1�0(M ~m�10 )�0(M 0)�1 ��(NM ~m�10 )(k�1�m)=2(q0N)�m(2m+2��k+1)=2; (5.4.3)et F ?M 0(s; �) = 2m�(q0N)�m(s�1+k�m��)=2 det(h0)(s�1+k�m��)=2�� ��(�)2ĥ0(�M)jV (N) �G? �(s� k + � +m)=2)�� jU(M 0);où G?(s) = G?k�m=2��(z; s; �� �h0) est la série d'Eisenstein normalisée intro-duite dans la setion 3 (voir (3.4.2)), et N1 = NN0M 0 = 4q0N2M ~m�10 M 0 estle niveau du aratère �� �h0. La partie droite est bien dé�nie et holomorphepour tout s 2 C sauf l'exlusion éventuelle d'un p�le simple en s = 1 quandle aratère ��2 2 est trivial et Æ = 0.Démonstration. � La preuve de ette proposition repose sur la dé�nitiondes séries d'Eisenstein normalisées G?(s) (voir (3.4.2)) et les représentationsintégrales des distributions Ds;M(�) (voir (5.3.4)). Par dé�nition, on a pourN1 = 4q0N2M ~m�10 M 0 : G?k�m=2��(z; s; �� �h0) == Nm(2s+m)=41 e��k �m=2� �; (s� k + � +m)=2�LN1(s+m=2; �� �h0)��0�m=2Yj=1 LN1(2s+m� 2j; ��2 2)1AE ((s� k + � +m)=2) jW (N1);ave e��k �m=2� �; (s� k + � +m)=2� =im(k�m=2��)2�m(k�m=2��+1)��m(s+k��)=2�m �(s+ k � �)=2���(s+ Æ)=2� :Le fateur �((s+Æ)=2) est en fait �((s+�)=2) pour � = �(k��). Cependant,on rappelle que �(�1) = (�1)�, � (�1) = (�1)Æ et que �h0(�1) = (�1)m=2.Cei entraine que �� �h0(�1) = (�1)m=2+Æ. D'autre part, on sait que les sériesd'Eisenstein sont non-nulles si �� �h0(�1) = (�1)m=2+Æ = (�1)k�m=2�� , 'està dire si Æ � k � � (mod 2) et don ii Æ = �(k � �) = �.92



On va aussi utiliser la formule de dupliation de la fontion Gamma�(s2)�(s+ 12 ) = 21�s�1=2�(s):Ainsi, on peut érire mYj=1�(s+ k � � � j) == �m2=22m(s+k���1��)�m �(s+ k � �)=2��m �(s+ k � � � 1)=2� ;en tenant ompte de la formule�m(s) = �(m�1)m=4 m�1Yj=0 �(s� j=2):De plus, par dé�nition des mesures D?s;M , on ahf; fiND?s;M(�) = (2�)�m(s+k��)��(s+ Æ)=2� mYj=1 �(s+ k � � � j)! ��Ds;M(�);et d'après (5.3.4), on obtient hf; fiND?s;M(�) == 2�1a0(h0)�1(4�)m(s+k�1+�)=2 det(h0)(s+k�1+�)=2�m �(s+ k � 1 + �)=2��1 �� �0(M ~m�10 M 0)�1(NM ~m�10 M 0)m(2s+2k�2�m)=4 det((q0N)�1=2h0)�m=2�� �� LN0(s+m=2; �� �h0)0�m=2Yj=1 LN0(2s+m� 2j; ��2 2)1AM 0m(m+1�k)=2�� (2�)�m(s+k��)��(s+ Æ)=2� �m2=22m(s+k���1��)�m �(s+ k � �)=2� �� �m �(s+ k � � � 1)=2�Df �0 jV (N); F (s; �)jU(M 0)W (NN0)E.On regroupe alors les puissanes de 2, de �, de (q0N) et de det(h0) ommedans l'énoné, puis on simpli�e les fateurs �m �(s+ k � 1 + �)=2� et onretrouve la formule annonée.On va dans le prohain orollaire traduire es résultats pour les distribu-tions normalisées D�s;M en faisant intervenir l'opérateur de Cohen.Corollaire 5.4.3. � Sous les mêmes hypothèses que la propositionpréédente, on a les représentations intégrales :93



(a) Pour tout entier s tel que 1 � s � k � Æ �m où Æ 2 f0; 1g de sorteque � (�1) = (�1)Æ, on ahf; fiND+s;M(�) = (M 0)Df �0 jV (N); F+M 0(s; �)jW (NN0)ENN0 ;où F+M 0(s; �) est une forme modulaire de Siegel donnée parF+M 0(s; �) = 2m�(q0N)�m(s�1+k�m��)=2 det(h0)(s�1+k�m��)=2��F̂r+ �G+m=2+s(z; 0; �� �h0); �(�)2ĥ0(�M)jV (N)� jU(M 0);où r+ = (k � m � � � s)=2 2 N si s � Æ (mod 2) et D+s;M(�) = 0 si on as 6� Æ (mod 2).(b) Pour tout entier s tel que 1� k + Æ +m � s � 0 on ahf; fiND�s;M(�) = (M 0)Df �0 jV (N); F�M 0(s; �)jW (NN0)ENN0 ;où F�M 0(s; �) est la forme modulaire de Siegel donnée par F�M 0(s; �) == 2m�(q0N)�m(s�1+k�m��)=2) det(h0)(s�1+k�m��)=2��F̂r� �G�m=2+1�s(z; s� 1=2; �� �h0); �(�)2ĥ0(�M)jV (N)� jU(M 0);ave r� = (k � � �m + s � 1)=2 2 N si s 6� Æ (mod 2) et D�s;M(�) = 0 sis � Æ (mod 2).Démonstration. � Ce orollaire déoule diretement de la propositionpréédente si on tient ompte des dé�nitionsD+s;M(�) = iÆ�1=2�s�((1� s+ Æ)=2)D?s;M(�);D�s;M(�) = ��(s+ Æ)=2��1D?s;M(�);et du fait (voir le orollaire 3.4.4) queÆ(r+)m=2+sG+m=2+s(z; 0; �� �h0) = G+k0(z; s0; �� �h0);Æ(r�)m=2+1�sG�m=2+1�s(z; s� 1=2; �� �h0) = G�k0(z; s0; �� �h0);où k0 = k�m=2� � et s0 = (s� k+m+ �)=2. En e�et, si on a r+; r� 2 N leorollaire n'est qu'une ériture di�érente de la proposition 5.4.2 en fontionde l'opérateur de Cohen et de nos normalisations.94



Le dernier point à voir est que r+ 2 N si s � Æ (mod 2) et que r� 2 N sis 6� Æ (mod 2). On a déjà vu que si Æ 6� k�� (mod 2), les séries d'Eisenteinnormalisées sont nulles. On se plae don dans le as où Æ � k�� (mod 2).Ainsi, si s � Æ (mod 2), alors ela entraine que (k � � � s) � 0 (mod 2)et m étant pair, on voit dans e as que r+ = (k � � �m� s)=2 2 N est unentier positif. Un raisonnement similaire pour r� nous montre que r� 2 N sis 6� Æ (mod 2).Maintenant, l'étude faite sur l'opérateur de Cohen nous permet d'ob-tenir de manière expliite les oe�ients de Fourier des formes modulairesF�M 0(s; �) en fontion de eux des séries thêta onernées et de eux des sé-ries d'Eisenstein normalisées. Par ailleurs, les oe�ients de es séries sontonnus. Le développement des séries thêta est le suivant :�(�)2ĥ0(�M)jV (N) = Xh12Mm(Z)+�M(det(h1)) det(h1)�em(Nĥ0[h1℄z):Ceux des séries d'Eisenstein sont donnés par les formulesG+m=2+s(z; 0; �� �h0) = Xh2Cm b+(h)em(hz);G�m=2+1�s(z; s� 1=2; �� �h0) = Xh2Cm b�(h)em(hz);où les oe�ients de Fourier s'érivent pour ! = �� �h0 (proposition 3.4.2) :b+(h) = 2�m� det(h)m=2+s��L+N1(s; !�h)M(h; !;m=2 + s);b�(h) = 2�m�L�N1(s; !�h)M(h; !;m=2 + s);ave M(h; !;m=2 + s) = Yq2P (h)Mq(h; !(q)q�m=2�s);est un produit eulérien �ni et Mq(h; t) 2 Z[t℄. Les fontions L normaliséessont dé�nies parL+N1(s; !�h) = iÆ�(1�2s)=2 �((s+ Æ)=2)�((1� s+ Æ)=2)LN1(s; !�h);L�N1(s; !�h) = LN1(s; !�h):Cependant, pour pouvoir appliquer nos résultats sur l'opérateur de Co-hen, a�n d'érire expliitement le développement de Fourier de la formeF�M 0(s; �), il faut d'abord véri�er que les onditions de roissane du théo-rème 1.2.3 sont satisfaites. C'est l'étude faite dans le paragraphe 3.6 de la95



setion 3 qui va nous l'assurer. En e�et, la forme F�M 0(s; �) = (�)F̂r�(G�; �(�)2ĥ0)s'obtient par appliation de l'opérateur de Cohen sur une série d'Eisensteinnormalisée et une série thêta qui sont ii deux formes modulaires holo-morphes. Or, on vient de voir que leurs développements de Fourier sontindexés par des matries dé�nies positives. Ainsi, le (b) de la proposition3.6.7 de la setion 3 nous dit que les onditions de roissane sont satis-faites si r� > m � (k1 + k�2 )=2 où ii k1 = m=2 + �, k+2 = m=2 + s etk�2 = m=2+1� s. On obtient don omme ondition que r+ > (m��� s)=2et omme r+ = (k � m � � � s)=2 ette ondition se réduit à k > 2m quifait partie de nos hypothèses. Cette supposition (k > 2m) entraine égalementque r� > (m���1+s)=2, e qui montre que sous ette hypothèse les ondi-tions de roissanes sont véri�ées pour tous les entiers r� onernés. On peutdon appliquer les résultats sur le développement de Fourier de l'opérateurde Cohen et on trouveF�M 0(s; �) = Xh2Cm XNĥ0[h1℄+h2=M 0h d�(s; h1; h2)em(hz);ave d+(s; h1; h2) = (q0N)�m(s�1+k�m��)=2 det(h0)(s�1+k�m��)=2���M(det(h1)) det(h1)� det(h2)s�1=2L+N1(s; !�h2)��M(h2; !; s+m=2)P (h2;M 0h; r+; �+); (5.4.4)sous l'hypothèse que s � Æ (mod 2), sinon on a d+(s; h1; h2) = 0. Onrappelle que l'on a noté ! = �� �h0 , �+ = (1 � s � k + � + m)=2 etr+ = (k � � �m� s)=2. Le oe�ient d�(s; h1; h2) lui est donné pard�(s; h1; h2) = (q0N)�m(s�1+k�m��)=2 det(h0)(s�1+k�m��)=2���M(det(h1)) det(h1)�L�N1(s; !�h2)��M(h2; !; s+m=2)P (h2;M 0h; r�; ��)�; (5.4.5)sous l'hypothèse que s 6� Æ (mod 2), sinon on a d�(s; h1; h2) = 0. Parailleurs, on rappelle que �� = (s�k+�+m)=2 et que r� = (k���m+s�1)=2.5.5. Congruenes pour les distributions régulariséesLa démonstration du théorème 5.2.1 est basée sur une régularisation desdistributions à valeurs dans �Q , D+s;M (pour 1 � s � k���m) et D�s;M (pour1� k + � +m � s � 0). On onsidère un entier positif  tel que (; N0) = 196



et N0 = 4q0NM ~m�10 . On suppose toujours que m est pair et que k > 2m+2.Alors il existe des distributions régularisées D+s , D�s sur Z�S déterminées demanière unique parD+s;M(�) = Cs�� G(�� )�1 �1� (�� )2()�2s�D+s;M(�)��YqjN0 h(1� (� � )0(q)qs�1)(1� (�� )0(q)q�s)�1i;D�s;M(�) = �1� (�� � )2()2(s�1)�D�s;M(��):On rappelle que l'on a (N;C�) = 1 où C� est le onduteur de �. Pourobtenir les mesures p-adiques du théorème 5.2.1, on pose alors s = 0 et onapplique le plongement ip : �Q ! C p e qui nous donne D+ = ip(D+0 ) etD� = ip(D�0 ).Proposition 5.5.1. � Sous les hypothèses de la proposition 5.4.1,(a) Pour tout entier s véri�ant 1 � s � k � � � m les distributionsD+ = ip(D+0 ) sont bornées et on aZZ�S �xspdD+ = ip(D+s;M(�));où les deux termes de l'égalité s'annulent si s6�Æ (mod 2).(b) Pour tout entier s véri�ant 1 � k + � +m � s � 0 les distributionsD� = ip(D�0 ) sont bornées et on aZZ�S �xspdD� = ip(D�s;M(�));où les deux termes de l'égalité s'annulent si s � Æ (mod 2). On rappelle que� et Æ 2 f0; 1g véri�ent �(�1) = (�1)�, � (�1) = (�1)Æ.Démonstration. � (voir [Pa1℄, Chap. 3, Prop. 4.2).Nous allons voir à présent e qui se passe si on ne suppose plus dansla onstrution des distributions D+s;M et D�s;M que la forme propre f estp-ordinaire. Nous allons montrer que dans e as on obtient des mesuresh-admissibles pour h = [2ordp(�0(p))℄ + 1.On onsidère la forme C -linéaireLf : Mkm(N; ) �! Cg 7�! hf �; gjW (N)iNhf; fiN97



A.A. Panhishkin a montré (voir [Pa1℄, Chap. 3, setion 3.15) que si on ag =Ph�0 b(h)em(hz), il existe des matries positives h(1); h(2); � � � ; h(t) 2 Bmet des nombres �1; �2; � � � ; �t 2 Q (f;�f ;  ) tels que Lf(g) = Pj �jb(h(j)).D'après les représentations intégrales obtenues, on peut érireD�s;M(�) = (M 0)L(F �M 0(s; �M)) = (M 0) tXj=1 �jv�(M 0h(j); s; �M);où v�(M 0h(j); s; �M) sont les oe�ients de Fourier de la forme modulaireF �M 0(s; �M) : v�(M 0h; s; �M) = XNĥ0[h1℄+h2=M 0h d�(s; h1; h2);et L = hf0; f0iNM ~m�10hf; fiN Lf0jV (N):Les d�(s; h1; h2) s'obtiennent par régularisation à partir des oe�ients deFourier d�(s; h1; h2) (voir (5.4.4) et (5.4.5)).On regarde à présent les formes C p -linéaires D� : Ck�m�1(Z�S ) ! C pdé�nies sur les mon�mes loaux xjp pour j = 0; 1; � � � ; k �m� 2 :Za+(M) xjpdD+ = Za+(M) dD+j+1;M = D+ �xjp � 1fa+(M)g�;Za+(M) xjpdD� = Za+(M) dD��j;M = D� �xjp � 1fa+(M)g�:On a alors pour tout entier 0 � l � k �m� 2 : Za+(M)(xp � ap)ldD+ == lXj=0 �lj�(�a)l�j Za+(M) dD+j+1;M= lXj=0 �lj�(�a)l�j 1'(M) X� mod M ��1(a)D+j+1;M(�)= (M 0) lXj=0 �lj�(�a)l�j 1'(M) X� mod M ��1(a)L(F +M 0(j + 1; �M));où ' désigne la fontion d'Euler. On a utilisé ii les propriétés d'orthogonalitédes aratères de Dirihlet et on a de même (toujours pour 0 � l � k�m�2) :98



Za+(M)(xp � ap)ldD� == lXj=0 �lj�(�a)l�j Za+(M) dD��j;M= (M 0) lXj=0 �lj�(�a)l�j 1'(M) X� mod M ��1(a)L(F �M 0(�j; ��M )):On veut montrer qu'il s'agit là de mesures h-admissibles où l'on onsidèrel'entier h = [2ordp(�0(p))℄ + 1, on va don voir que es ditributions satisfontles onditions de roissane suivantes pour tout entier 0 � l � h� 1 :supa2Z�S ����Za+(M)(xp � ap)ldD�����p = o �jM jl�[2ordp(�0(p))℄�1p � : (5.5.1)Pour ela, il su�t d'après les égalités i-dessus de montrer que les nombresA+ et A� dé�nis i-dessous véri�ent le même type de onditions :A+ = (M 0) lXj=0 �lj�(�a)l�j 1'(M) X� mod M ��1(a)v+(M 0h; j + 1; �);A� = (M 0) lXj=0 �lj�(�a)l�j 1'(M) X� mod M ��1(a)v�(M 0h;�j; ��):D'autre part, on a vu que les oe�ients de Fourier v� s'érivaientv�(M 0h; s; �M) = XNĥ0[h1℄+h2=M 0h d�(s; h1; h2);où les oe�ients d�(s; h1; h2) sont donnés par les formulesd+(s; h1; h2) = (q0N)�m(s�1+k�m��)=2 det(h0)(s�1+k�m��)=2���M(det(h1)) det(h1)� det(h2)s�1=2P (h2;M 0h; r+; �+)��M(h2; �� �h0 ; s+m=2)L+N1(s; �� �h0�h2)� (5.5.2)� Cs�� G(�� )(1� (�� )2()�2s)0�YqjN0 (1� (� � )0(q)qs�1)(1� (�� )0(q)q�s) 1A:d�(s; h1; h2) = (q0N)�m(s�1+k�m��)=2 det(h0)(s�1+k�m��)=2 ��M(det(h1))�� det(h1)�P (h2;M 0h; r�; ��)M(h2; � �h0 ; s+m=2)��L�N1(s; � �h0�h2)�1� (�� � )2()2(s�1)�: (5.5.3)99



et on rappelle que r+ = (k � m � � � s)=2, r� = (k � m � � + s � 1)=2,�+ = (1� s� k + � +m)=2 et �� = (s� k + � +m)=2.Pour montrer la ondition voulue, on va utiliser le alul expliite fait surle polyn�me P (h2; h; r; �) dans la setion 3 et il nous faut détailler préisé-ment le r�le de haques fateurs dans les oe�ients d�. Avant de véri�er lespropriétés de ongruene, on va rappeler ertaines représentations intégralesp-adiques pour les séries L qui interviennent ii.On onsidère ! mod H un aratère de Dirihlet primitif �xé tel que(H;M0) = 1 ave M0 =Qq2S q et � un aratère de Dirihlet modulo C� telque S(C�) � S. On pose �S = S [ S(H), �M =Qq2 �S q. Alors pour tout entierpositif  ave (; �M) = 1,  > 1, il existe des C p -mesures �+(; !), ��(; !)sur Z�S déterminée de manière unique par les onditions suivantes (voir [Pa1℄,Chap. 3, � 4.5). Pour s 2 Z, s > 0, on a en utilisant la mesure de Mazuret les équations fontionnelles des fontions L assoiées à des aratères deDirihleti�1p  ZZ�S �xspd�+(; !)! = (1� ��!()�s) Cs��!G(��!)L+�M (s; ��!)��0� Yq2SnS((�)) (1� (��!)0(q)qs�1)(1� (��!)0(q)q�s) 1A= (1� ��!()�s)L �M (1� s; ��!); (5.5.4)et pour s 2 Z, s � 0, on ai�1p  ZZ�S �xspd��(; !)! = (1� ��!()s�1)L��M(s; ��!); (5.5.5)où L+�M(s; ��!) = L �M (s; ��!)iÆ�(1�2s)=2 �((s+ Æ)=2)�((1� s+ Æ)=2) ;L��M(s; ��!) = L �M (s; ��!)sont les fontions L normalisées ave Æ 2 f0; 1g tel que (�1)Æ = ��!(�1).Par ailleurs, on a vu (proposition 3.4.2) que l'on pouvait érire le fateurM(h2; � �h0; s + m=2) omme une ombinaison linéaire �nie à oe�ientsentiers bi 2 Z :M(h2; � �h0; s+m=2) = X�i2Z�S bi�(�i)�s+m=2i = X�i2Z�S bi ZZ�S �(x)xs+m=2Æ�i ;100



où Æ�i est la mesure de Dira onentrée au point �i 2 Z�S . On dé�nit alorsla mesure �h2 parZZ�S �(x)xsd�h2 = ZZ�S �(x)xs+m=2 X�i2Z�S biÆ�i ;ainsi que les mesures suivantes obtenues par onvolution�+(!) = �+(; !) � �h2 ;��(!) = ��(; !) � �h2 :On rappelle aussi que le polyn�me P (h2; h; r; �) s'érit (voir l'équation(3.5.5)) :P (v; u; r; �) = det(v)r rXt=0 �rt�XjLj�t L(�)�l1(v�1u) � � ��lt(v�1u)= det(v)r rXt=0 �rt�XjLj�t L(�)QL(v; u):Ainsi, en ombinant toutes es remarques, on en déduit don que les o-e�ients ip(v�(M 0h; s; �M)) sont des ombinaisons-linéaires à oe�ientsindépendants de M , M 0 et s d'expressions du type suivant :B+ = �M(det(h1)) det(h1)� det(h2)s�1=2 det(h2)r+ r+Xt=0 �r+t �XjLj�t L(�+)��QL(h2;M 0h)�(q0N)�m det(h0)�r++s�1=2 �� (�)� s�1=2 ZZ�S �xspd�+(!);B� = ��M(det(h1)) det(h1)� det(h2)r� r�Xt=0 �r�t �XjLj�t L(��)��QL(h2;M 0h)�(q0N)�m det(h0)�r� ZZ�S ��xspd��(!);ave ! =  �h0�h2 et det(2h2) det(2h0) = �a2 pour a; � 2 Z tels que � estsans fateur arré. Ainsi, on a C��! = �C�� et G(��!) = �� (�)p�G(�� ) etomme Nĥ0[h1℄ + h2 =M 0h, on voit don que l'on a la ongruene suivantedet(h2) det(h0) � (q0N)m det(h1)2 (mod M 0). De plus, m est pair, on endéduit don que det(h2) det(h0) est un arré modulo q pour tout q 2 S. Ona don (��!)0(q) = (�� )0(q) pour tout q 2 S, e qui nous donne bien lesformules i-dessus à partir de (5.5.4) et (5.5.5). On onsidère alors M 0 et M101



assez grands tels que M2jM 0 et qm0 jM et on rappelle aussi que N 2 Z�S , ainsion trouve que det(h2)(q0N)�m det(h0) � det(h1)2 (mod M):Or les oe�ients �M(det(h1)) sont non-nuls uniquement si det(h1) 2 Z�S .On voit don que det(h2)(q0N)�m det(h0) est un arré dans Z�S et on pose� = �+ = ��1pdet(h2)(q0N)�m det(h0) 2 Z�S dans le as +,� = �� = pdet(h2)(q0N)�m det(h0) 2 Z�S dans le as �:On en déduit que les expressions B+ et B� s'érivent sous la forme suivanteB+ =  (�)�k�m���1=2 det(h1)��(�)�s�1+k�m�� [(k�m�1)=2℄Xt=0 �r+t ���XjLj�t L(�+)QL(h2;M 0h) ZZ�S �xspd�+(!); (5.5.6)B� = det(h1)� ��(�)�s�1+k�m�� [(k�m�1)=2℄Xt=0 �r�t �XjLj�t L(��)��QL(h2;M 0h) ZZ�S ��xspd��(!): (5.5.7)De ette façon, A+ est une ombinaison linéaire à oe�ients indépendantsde M , M 0 et j du type A+ == (M 0) det(h1)��k�m���1�l [(k�m�1)=2℄Xt=0 XjLj�tQL(h2;M 0h) lXj=0 �r+jt ���L(�+j )�lj�(�a��1)l�j ZZ�S 1'(M) X� mod M �(xa�1)xj+1d�+(!):Or L(�+j ) est un polyn�me de degré jLj en �+j don de degré jLj en j ar�+j = (�j � k + � +m)=2 et �r+jt � est un polyn�me de degré t en r+j don dedegré t en j puisque r+j = (k �m� � � j � 1)=2. Ainsi, on peut érire�r+jt �L(�+j ) = t+jLjXn=0 �n (j + n+ 1)!(j + 1)! :Ii les oe�ients �n sont des nombres diadiques, mais on a vu (voir théorème3.5.4) qu'ils sont uniformément bornés : ord2(L(�+j )) � �m(k�m� 1)=4 et102



ord2(�r+jt �) � �[(k �m� 1)=2℄. Ainsi, il existe une borne inférieur uniforme�m;k qui ne dépend que de m et k, tel que ord2(�n) � ��m;k pour tout entiern. Alors en utilisant de nouveau les propriétés d'orthogonalité des aratèresde Dirihlet, on voit que la somme sur j que l'on notera C+ s'érit C+ == Zx�a��1 mod M t+jLjXn=0 �n lXj=0 �lj�(�a��1)l�j (j + n + 1)!(j + 1)! xj+1| {z }x�n �n�xn �xn+1(x� a��1)l� d�+(:)
Or, (x� a��1)l � 0 (mod M l), e qui nous donne que2�m;kC+ � 0 (mod M l�n)� 0 (mod M l�t�jLj):Maintenant on aA+ = (M 0) det(h1)��k�m���1+l [(k�m�1)=2℄Xt=0 XjLj�tQL(h2;M 0h)C+;de plus, (M 0) = o�jM j�[2ordp(�0(p))℄�1p � pour M 0 = M2 (d'après la formule(5.4.3)) et en�n QL(h2;M 0h) est un polyn�me de degré jLj en les variablesM 0hij e qui nous permet d'érire queQL(h2;M 0h) � 0 (mod M 0jLj)� 0 (mod M2jLj):On en déduit don queA+ = o �jM j�[2ordp(�0(p))℄�1+2jLj+l�t�jLjp � :D'autre part, on sait que jLj � t, on voit ainsi que l'on a �nalementA+ = o �jM jl�[2ordp(�0(p))℄�1p � = o �jM jl�hp � :Cei nous montre don que D+ est une mesure h-admissible, ar elle véri�ebien les onditions de roissane (5.1.1).Pour D� la démonstration est similaire, mais il faut remplaer � par ��.Ainsi, A� est également une ombinaison linéaire à oe�ients indépendantsde M , M 0 et j du type A� == (M 0) det(h1)��k�m���1 [(k�m�1)=2℄Xt=0 XjLj�tQL(h2;M 0h) lXj=0 �r�jt ���L(��j )�lj�(�a�)l�j ZZ�S(N0) 1'(M) X� mod M ��(a�x)x�jd��(!):103



On va de nouveau utiliser les propriétés d'orthogonalité des aratères deDirihlet et le fait que �r�jt �L(��j ) est un polyn�me de degré t+ jLj en j. Onérit alors e polyn�me�r�jt �L(��j ) = t+jLjXn=0 �n (j + 1 + n)!(j + 1)! :On obtient don si on note C� la somme sur l'indie j dans la formule donnantA� que C� == Zx�1�a� mod M t+jLjXn=0 �n lXj=0 �lj�(�a�)l�j (j + 1 + n)!(j + 1)! x�j| {z }xn1 �n�xn1 �xn+11 (a�� x1)l� d��(:);
où x1 = x�1. Puis, un raisonnement tout à fait identique à elui appliquépour A+ nous montre queA� = o �jM jl�[2ordp(�0(p))℄�1p � = o �jM jl�hp � :On trouve alors que la distribution D� est aussi une mesure h-admissible.On peut résumer les résultats obtenus ii et par A.A. Panhishkin en unthéorème que nous énonçons maintenant.Théorème 5.5.2. � Soit f 2 Skm(N; ) une forme parabolique de Siegelde genre pair m et de poids k > 2m + 2 propre des opérateurs de Hekesatisfaisant les onditions 5.2.2-5.2.4. Pour  > 1,  2 Z�S un entier positiftel que (; N) = 1, il existe des fontions C p -analytiques holomorphes L� :XS ! C p telles que :(i) Pour toutes paires (s; �) telles que s 2 Z ave 0 � s � k �m � 2 et� 2 XtorsS est un aratère de Dirihlet primitif de onduteur C� : S-omplet(S(C�) = S), on a alors� L+(�xsp) = GC�(1m; �)Cm(2s+2k�m)=2�(iC�)m2=2 � �0(C2�) Cs+1�� G(�� )(1� (�� )2()�2s�2)��YqjN (1� (� � )0(q)qs)(1� (�� )0(q)q�s�1)D+(s+ 1; f; ��)hf; fiN :� L�(�xsp) = GC�(1m; ��)Cm(2�2s+2k�m)=2�(iC�)m2=2 � �0(C2�) (1� (�� � )2()�2s�2)��D�(�s; f; �)hf; fiN : 104



Ces valeurs sont des nombres algébriques et on onsidère �Q omme un sous-orps du orps de Tate C p (par un plongement ip : �Q ! C p �xé). D'autrepart, es fontions C p -analytiques s'annulent aux points suivantsL+(�xsp) = L�(�xsp) = 0 si s � 0 (mod 2):(ii) Si ordp(�0(p)) = 0 ('est à dire que f est p-ordinaire), alors les fon-tions holomorphes L+ et L� sont des fontions C p-analytiques bornées.(iii) Dans le as général les fontions holomorphes L+ et L� sont du typeo(log(�)h) où h = [2ordp(�0(p))℄ + 1 et elles peuvent se représenter ommedes transformées de Mellin de mesures h-admissibles.(iv) Si h � k�m�1, alors les fontions L� sont déterminées de manièreunique par (i).Démonstration. � L'assertion (ii) oïnide essentiellement ave le résul-tat d'A.A. Panhishkin (voir [Pa1℄, voir aussi le théorème 5.2.1 au début deette setion). Dans le as où h � k�m�1, l'étude qui vient d'être faite nousmontre exatement l'assertion (iii) du théorème. Dans le as ontraire, quandh > k � m � 1, l'indie s parourt l'ensemble f0; � � � ; h � 1g, on peut alorse�etuer la même étude en prolongeant nos fontions L� par L�(�xsp) = 0pour tout � 2 XtorsS S-omplet (S(C�) = S) et s > k�m�1�� et en gardantles mêmes dé�nitions pour 0 � s � k�m� 1� �. Ce sont alors les fateurs�r�t � qui s'annulent dans les formules (5.5.6) et (5.5.7) donnant B� et la véri-�ation de l'h-admissibilité se fait don sans hangement. Ainsi, on obtient denouveau des mesures h-admissiblesD� pour h = [2ordp(�0(p))℄+1. Les fon-tions L� sont alors les transformées de Mellin de es mesures h-admissibles.En onlusion, si h � k �m � 1 les onditions du (i) déterminent les fon-tions analytiques L� de manière unique d'après e qu'on a vu au paragraphe5.1 (voir aussi [Vi℄) et si h > k �m � 1, il peut exister plusieurs fontionsanalytiques L� véri�ant les onditions du (i) suivant le prolongement hoisipour les valeurs L�(�xsp) quand s > k�m� 1� �, on montre ii qu'il existeau moins un prolongement (par exemple elui qui vient d'être dérit).
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6. Polyn�mes R(z; r; �) et P (v; u; r; �) pour m = 1 etm = 2Le but de ette setion est de donner un alul diret des polyn�mesR(z; r; �) et P (v; u; r; �) dans le as du genre un et deux a�n d'illustrer lesrésultats de la setion 3. On rappelle que es polyn�mes interviennent dansle développement de Fourier des formes modulaires produites par l'opéra-teur de Cohen de genre m. Nous n'utilisons ii que les règles de dérivationsélémentaires, tandis que dans la setion 3, on applique des moyens plus gé-néraux (l'invariane de ertains polyn�mes) mais moins direts qui ne nouspermettent pas de les expliiter entièrement. On ommene par rappeler quedans le as elliptique le polyn�me R1(z; r; �) n'est autre que la fontion deWittaker W (z;�; �) spéialisée en des valeurs entières de �. Le polyn�meP1(v; u; r; �) est essentiellement le polyn�me qui intervient dans la formuledu théorème 2.1.2 donnant l'opérateur de Cohen. Puis, nous allons aluleromplètement es deux polyn�mes dans le as du genre m = 2. En e�et, pourle as du genre arbitraire, on a donné dans la setion 3 la forme générale dees polyn�mes en termes de polyn�mes invariants, mais on n'a pas déter-miné expliitement les di�érents oe�ients qui interviennent. On a justemontré que es oe�ients étaient des nombres diadiques et on a déterminéune borne supérieure de leurs normes 2-adiques. On notera par �, � deuxnombres omplexes et par r et k deux entiers positifs.6.1. Cas elliptiqueCe as a été partiellement traité dans la setion 2. La proposition 2.2.5donne l'ation de l'opérateur de Shimura sur le développement de Fourierd'une forme modulaire f =P anqn de poids entier k. Cette ation s'e�etuepar l'intermédiaire de la fontion de Wittaker et l'étude faite dans la setion3 sur l'opérateur de Shimura nous montre queR1(4�ny; r; 1� k � r) = W (4�ny; r + k;�r):Cependant, le polyn�me R1(z; r; �) oïnide aussi ave la fontion de Witta-ker W (z;�; �) spéialisée en � 2 N pour des valeurs arbitraires de �. Danstout e paragraphe z, u et v désigneront des nombres réels.Proposition 6.1.1. � Le polyn�me R1(z; r; �) est lié à la fontion deWittaker par la formuleR1(z; r; �) = W (z; 1� �;�r) = rXj=0 �rj��(� + j)�(�) zr�j:107



Démonstration. � On rappelle que le polyn�me R1(z; r; �) est dé�ni parl'équation R1(z; r; �) = (�1)rezzr+� �r�zr �e�zz��� :Il su�t alors d'appliquer la formule de Leibnitz pour aluler la di�érentiationdu terme de droite et on trouveR1(z; r; �) = (�1)r rXj=0 �rj� �(1� �)�(1� � � r + j)(�z)j = W (z; 1� �;�r);d'après la dé�nition 2.1.3 de la fontion de Wittaker. Pour en déduire laformule du lemme, il su�t d'utiliser la relation�(1� �)�(1� � � j) = (�1)j�(� + j)�(�) ;après avoir e�etué le hangement d'indie : j $ r � j dans la somme i-dessus.A partir de là, il est faile de aluler le polyn�me P1(v; u; r; �).Proposition 6.1.2. � Le polyn�me P1(v; u; r; �) s'éritP1(v; u; r; �) = rXj=0 �rj��(� + j)�(�) �(k � j � 1)�(k � 1) vr�juj:Démonstration. � Le polyn�me P1(v; u; r; �) est dé�ni parP1(v; u; r; �) = �(k � r � 1)�(k � 1) uk�1R1(�v ��u ; r; �) �u1�k+r� :En utilisant la formule de la proposition préédente et en dérivant le termede droite, on obtientP1(v; u; r; �) = �(k � r � 1)�(k � 1) rXj=0 �rj��(� + j)�(�) (�v)r�j�(2� k + r)�(2� k + j)uj;pour onlure, il su�t alors d'utiliser à nouveau la relation�(2� k + r)�(2� k + j) = (�1)r�j�(k � j � 1)�(k � r � 1) ;108



puis de simpli�er les fateurs �(k � r � 1).On remarque que l'on retrouve bien la forme générale donnée dans lasetion 3 (théorème 3.5.4, formule (3.5.3)) :P1(v; u; r; �) = vr rXj=0 �rj��(� + j)�(�) �(k � j � 1)�(k � 1) (v�1u)j:6.2. Le polyn�me R2(z; r; �)Durant tout e paragraphe, on onsidérera z = tz 2 M2(R) une matriesymétrique réelle. On rappelle queR2(z; r; �) = etr(z) det(z)r+��r �e�tr(z) det(z)��� : (6.2.1)On va don dans un premier temps déterminer par réurrene sur r le aluldi�érentiel �r(e�tr(z) det(z)��). On en déduira alors failement le polyn�meR2(z; r; �). De plus, le théorème 3.1.6 de la setion 3 nous dit que (formule(3.1.18)) : R2(uz; r; �) = etr(uz) det(z)r+��r �e�tr(uz) det(z)��� :Ainsi, si on onsidère u = �12, on voit qu'il nous su�t de onnaître le alulde �r(etr(z) det(z)�) pour onlure.Lemme 6.2.1. � On a� �etr(z) det(z)�� = etr(z) �det(z)� + � det(z)��1 (tr (z) + � + 1=2)� :Démonstration. � On véri�e e résultat par un alul diret sans malie,en déomposant � = �11�22 � 1=4�212 et en e�etuant les dérivations sues-sives par rapport aux variables z11, z22 et z12. On peut aussi voir que e alulest le même que elui de la formule (3.1.7) donnée par G. Shimura.On va maintenant proéder par réurrene sur r pour déterminer le alulqui nous intéresse. Pour pouvoir mener la réurrene, il faut onnaître l'ationde � sur le terme général etr(z) det(z)�tr (z)�. C'est l'objet de notre prohainlemme.Lemme 6.2.2. � On a ��etr(z) det(z)�tr (z)�� == etr(z) �det(z)� �tr (z)� + 2�tr (z)��1 + �(� � 1)tr (z)��2� ++ � det(z)��1 �tr (z)�+1 + (� + � + 1=2)tr (z)��� :109



Démonstration. � On obtient e résultat par dérivation élémentaire, enutilisant la déomposition � = �11�22 � 1=4�212. On e�etue alors les dériva-tions suessives par rapport aux variables z11, z22 et z12, e qui nous donne��etr(z) det(z)�tr (z)�� == etr(z) �det(z)�tr (z)� + �z22 det(z)��1tr (z)� + � det(z)�tr (z)��1++ �z11 det(z)��1tr (z)� + � det(z)��1tr (z)� ++ �(�� 1)z11z22 det(z)��2tr (z)� + ��z11 det(z)��1tr (z)��1++ � det(z)�tr (z)��1 + ��z22 det(z)��1tr (z)��1++ �(� � 1) det(z)�tr (z)��2 + �=2 det(z)��1tr (z)� �� �(�� 1)z212 det(z)��2tr (z)��:On regroupe alors les di�érents termes qui vont ensemble et on obtient lerésultat herhé.On donne maintenant le alul de l'expression �r �etr(z) det(z)��.Proposition 6.2.3. � On a pour r 2 N :�r �etr(z) det(z)�� = etr(z) " rXj=0 �rj� �(� + 1)�(�+ 1� j) det(z)��j�� jXl=0 �jl� �(�+ r + 3=2� j)�(� + r + 3=2� j � l)tr (z)j�l!#:Démonstration. � On montre ette proposition par réurrene sur r :� Si r = 1 'est le lemme 6.2.1.� On suppose ensuite la formule vraie pour r et on lui applique l'opérateur deMaass�. On utilise alors le lemme 6.2.2 pour déterminer e alul di�érentiel.En e�et, les di�érents termes de la formule de la proposition sont tous dumême type que dans le lemme 6.2.2. On pose Cr+1 = e�tr(z)� �etr(z) det(z)��et �r = � + r + 3=2, on a don Cr+1 == rXj=0 �rj� �(�+ 1)�(�+ 1� j) jXl=0 �jl� �(�r � j)�(�r � j � l) �det(z)��j���tr (z)j�l + 2(j � l)tr (z)j�l�1 + (j � l)(j � l � 1)tr (z)j�l�2�++ (�� j) det(z)��j�1 �tr (z)j�l+1 + (�� l + 1=2)tr (z)j�l��:110



On fatorise ensuite le rohet par det(z)��j et on distribue la somme indi-iée par l sur les inq di�érents termes de e rohet. On obtient don inqsommes portant sur l'indie l. Pour haunes d'elles on e�etue les hange-ments d'indie de sommation suivants :� pour la première : auun,� pour la deuxième : l := l + 1;� pour la troisième : l := l + 2;� pour la quatrième : j := j + 1;� pour la inquième : j := j + 1 et l := l + 1:Tout ei nous donne alors Cr+1 == rXj=0 �rj� �(� + 1)�(� + 1� j) det(z)��j jXl=0 �jl� �(�r � j)�(�r � j � l)tr (z)j�l++ rXj=0 �rj� �(� + 1)�(�+ 1� j) det(z)��j j+1Xl=1 � jl � 1� �(�r � j)�(�r + 1� j � l) �� 2(j + 1� l)tr (z)j�l ++ rXj=0 �rj� �(� + 1)�(�+ 1� j) det(z)��j j+2Xl=2 � jl � 2� �(�r � j)�(�r + 2� j � l) �� (j + 2� l)(j + 1� l)tr (z)j�l ++ r+1Xj=1 � rj � 1� �(� + 1)�(� + 1� j) det(z)��j j�1Xl=0 �j � 1l � �(�r + 1� j)�(�r + 1� j � l) �� tr (z)j�l++ r+1Xj=1 � rj � 1� �(� + 1)�(� + 1� j) det(z)��j jXl=1 �j � 1l � 1� �(�r + 1� j)�(�r + 2� j � l) �� (�+ 3=2� l)tr (z)j�l.A présent, il faut regrouper tous les termes de mêmes indies j et l et voirqu'on obtient bien la formule de la proposition ave (r + 1) à la plae de r.Après un ours examen, il résulte qu'en regroupant, on va avoir une sommesur j = 0; � � � ; r+1 suivie d'une autre sur l = 0; � � � ; j et qu'une même partieréapparaît dans haune de es inq sommes. On peut don fatoriser ettepartie, puis on regroupe tous les termes restants à j et l �xés en un fateurque l'on notera Aj;l. On obtient alors :Cr+1 = r+1Xj=0 �(� + 1)�(�+ 1� j) det(z)��j jXl=0 �(�r � j)�(�r + 2� j � l)tr (z)j�lAj;l:111



Il nous reste maintenant à véri�er que Aj;l est bien du type voulu, 'est àdire qu'il faut montrer queAj;l = �r + 1j ��jl�(�r + 1� j � l)(�r � j):Or, Aj;l résulte du regroupement des inq fateurs restants des inq sommespréédentes, après fatorisation par le fateur ommun à j et l �xé. Ce nombres'érit donAj;l = �rj��jl�(�r � j � l)(�r + 1� j � l)++ �rj�� jl � 1�(�r + 1� j � l)2(j + 1� l)++ �rj�� jl � 2�(j + 2� l)(j + 1� l)++ � rj � 1��j � 1l �(�r � j)(�r + 1� j � l)++ � rj � 1��j � 1l � 1�(�r � j)(�+ 3=2� l);où l'on onvient que �rj� = 0 si j < 0 ou si j > r de sorte que la formulede Pasal est toujours satisfaite. On sépare alors le premier terme de Aj;len deux parties, en déomposant �r � j � l = (�r � j) + (�l). On éritdi�éremment les deuxième et troisième termes et on regroupe partiellementles deux derniers. Cei nous donneAj;l = �rj��jl�(�r + 1� j � l)(�r � j)� �rj��jl�(�r + 1� j � l)l ++ �rj��jl�(�r + 1� j � l)2l + �rj��jl�l(l � 1) ++ � rj � 1��jl�(�r + 1� j � l)(�r � j) �� � rj � 1��j � 1l � 1�(�r � j)(r + 1� j):En�n, on regroupe les premier et inquième termes de ette dernière formule,ainsi que les deuxième et troisième termes et on obtientAj;l = �r + 1j ��jl�(�r + 1� j � l)(�r � j) ++ �rj��jl�(�r + 1� j � l)l + �rj��jl�l(l � 1) �� � rj � 1��j � 1l � 1�(�r � j)(r + 1� j):112



Cela nous montre queAj;l = �r + 1j ��jl�(�r + 1� j � l)(�r � j);qui est la formule herhée ar les trois derniers termes de la formule préé-dente s'éliminent. Cei ahève la réurrene et don la démonstration de laproposition.On déduit alors failement de ette proposition le alul de R2(z; r; �) parune simple substitution.Corollaire 6.2.4. � Le polyn�me R2(z; r; �) s'éritR2(z; r; �) = rXj=0 �rj��(� + j)�(�) det(z)r�j�� jXl=0 �jl��(� � r � 1=2 + j + l)�(� � r � 1=2 + j) tr (z)j�l:Démonstration. � Il su�t de substituer le résultat de la proposition 6.2.3dans la formule 6.2.1 dé�nissant R2(z; r; �), en remplaçant z par �z et � par�� et en utilisant la relation�(�� + 1)�(�� + 1� j) = �(� + j)�(�) (�1)j:On remarque que le début, 'est à dire la première ligne de la formuledu orollaire n'est autre que R1(z; r; �), si on oublie la suite et qu'on tientompte du fait évident que det(z) = z pour le as du genre m = 1. En fait,on n'a pas déterminé R2(z; r; �) sous la même forme que dans la setion 3 quiest un peu moins naturelle, mais qui nous sert pour notre appliation dansla setion 5. Cependant, nous allons le faire maintenant a�n de véri�er qu'onretrouve bien la formule (3.1.19).On dé�nit l'opérateur di�érentiel�rf(z) = det(z)r+���det(z)1�r��f(z)�� det(z)f(z):Proposition 6.2.5. � On peut érire notre polyn�meR2(z; r; �) = rXt=0 �rt�det(z)r�t [t=2℄Xj=0 t�2jXl=0 (2j � 1)!(j � 1)! � t2j��t� 2jl ��� �(1� �)�(1� � + j � t) �(3=2� �)�(3=2� � + 2j + l � t) det(z)jtr (�z)l:113



Démonstration. � La première somme orrespond au hoix de (r � t)opérateurs � qui s'appliquent sur e�tr(z) dans la formuleR2(z; r; �) = etr(z) det(z)r+��r �e�tr(z) det(z)��� :Ainsi, on obtientR2(z; r; �) = rXt=0 �rt� det(z)r�tetr(z)�(t)(e�tr(z)); (6.2.2)où �(t) = �t � � ��1. Pour démontrer notre proposition, il su�t alors de mon-trer par réurrene sur t que�(t)(etr(z)) = [t=2℄Xj=0 t�2jXl=0 (2j � 1)!(j � 1)! � t2j��t� 2jl � �(1� �)�(1� � + j � t) �� �(3=2� �)�(3=2� � + 2j + l � t) det(z)jtr (z)l etr(z): (6.2.3)� Si t = 1, on a �1(etr(z)) = �� �tr (z) + (1=2� �)� etr(z) qui est bien laformule (6.2.3) pour t = 1.� On suppose la formule (6.2.3) vraie pour t et on lui applique l'opérateur�t+1. On utilise alors le lemme 6.2.2 pour déterminer e alul et on e�etueaussi quelques hangements d'indie : �(t+1)(etr(z)) == ([t=2℄+1)Xj=1 (t+1�2j)Xl=0 (2j � 3)!(j � 2)! � t2j � 2��t+ 2� 2jl + 1 �2(l + 1) �(1� �)�(j � � � t) �� �(3=2� �)�(1=2� � + 2j + l � t) det(z)jtr (z)l etr(z) ++ ([t=2℄+1)Xj=1 (t�2j)Xl=0 (2j � 3)!(j � 2)! � t2j � 2��t + 2� 2jl + 2 �(l + 1)(l + 2)�� �(1� �)�(j � � � t) �(3=2� �)�(3=2� � + 2j + l � t) det(z)jtr (z)l etr(z) ++ [t=2℄Xj=0 t+1�2jXl=1 (2j � 1)!(j � 1)! � t2j��t� 2jl � 1 � �(1� �)�(j � � � t) �(3=2� �)�(1=2� � + 2j + l � t) �� det(z)jtr (z)l etr(z) ++ [t=2℄Xj=0 (t�2j)Xl=0 (2j � 1)!(j � 1)! � t2j��t� 2jl � �(1� �)�(j � � � t) �(3=2� �)�(3=2� � + 2j + l � t) �� (1=2� � + j + l � t) det(z)jtr (z)l etr(z).114



On fatorise alors par les termes ommuns, e qui nous donne une formuledu type : �(t+1)(etr(z)) == [t=2℄+1Xj=0 t+1�2jXl=0 �(1� �)�(j � � � t) �(3=2� �)�(3=2� � + 2j + l � t) det(z)jtr (z)l etr(z)Aj;l;où le oe�ient Aj;l résulte du regroupement des fateurs des quatre sommespréédentes :Aj;l = (2j � 3)!(j � 2)! � t2j � 2��t+ 2� 2jl + 1 �2(l + 1)(1=2� � + 2j + l � t) ++ (2j � 3)!(j � 2)! � t2j � 2��t+ 2� 2jl + 2 �(l + 1)(l + 2) ++ (2j � 1)!(j � 1)! � t2j��t� 2jl � 1 �(1=2� � + 2j + l � t) ++ (2j � 1)!(j � 1)! � t2j��t� 2jl �(1=2� � + j + l � t):On regroupe alors partiellement les deux derniers termes ave le premierAj;l = (2j � 1)!(j � 1)! �t+ 12j ��t+ 1� 2jl �(1=2� � + 2j + l � t) ++ (2j � 3)!(j � 2)! � t2j � 2��t+ 2� 2jl + 2 �(l + 1)(l + 2) �� (2j � 1)!(j � 1)! � t2j��t� 2jl �j:Cei ahève notre réurrene ar les deux derniers termes de l'égalité i-dessuss'éliminent et on retombe sur la formule (6.2.3) ave t + 1 à la plae de t.Pour onlure la démonstration de la proposition il su�t alors de remplaere alul ave �z à la plae de z dans la formule 6.2.2.La proposition 6.2.5 nous donne R2(z; r; �) sous la même forme que dansle théorème 3.1.6 de la setion 3. Dans le prohain paragraphe, nous allonsaluler le polyn�me P (v; u; r; �) dans le as du genre deux.6.3. Le polyn�me P2(v; u; r; �)Pour e paragraphe, on désignera par u et v 2 M2(R) deux matriessymétriques réelles. On rappelle tout d'abord queP2(v; u; r; �) = �2(k � r � 3=2)�2(k � 3=2) det(u)k�3=2R2(�v ~�u; r; �) hdet(u)3=2�k+ri :(6.3.1)115



On a bien entendu � = 3=2 ar m = 2. Il nous faut aluler l'ation del'opérateur di�érentiel R2(�v ~�u; r; �) sur une puissane de det(u). D'aprèsla forme de R2(z; r; �) donnée dans le orollaire 6.2.4, on voit qu'il y a es-sentiellement deux types d'opérateurs di�érentiels qui interviennent : �u et�(u; v) = tr�v ~�u�. On pose également �(u; v) = det(u)tr (vu�1) = tr (v~u) où~u = det(u)u�1 est la omatrie de u. On remarque aussi que�(u; v) = det(v)tr �v�1u� = u11v22 + u22v11 � 2u12v12:L'ation de l'opérateur �u sur une puissane de det(u) a déjà été vuedans la setion 3, elle est donnée par�u(det(u)�) = �(�+ 1=2) det(u)��1;où � est un nombre omplexe. On en déduit alors de manière évidente quel'on a �ru(det(u)�) = �(�+ 1)�(� + 1� r) �(� + 3=2)�(� + 3=2� r) det(u)��r= �2(� + 3=2)�2(� + 3=2� r) det(u)��r: (6.3.2)On va donner maintenant quelques lemmes dans le but de dérire l'ationde l'opérateur di�érentiel �(u; v) sur les di�érents termes qui vont apparaîtreau ours du alul du polyn�me P2(v; u; r; �).Lemme 6.3.1. � On a les résultats suivants :(1) �(u; v) (det(u)�) = � det(u)��1�(u; v);(2) �(u; v) (�(u; v)) = 2 det(v);(3) �(u; v) �det(u)��(u; v)�� = � det(u)��1�(u; v)�+1 ++ 2� det(u)��(u; v)��1 det(v):Démonstration. � (1) La première formule se démontre par un aluldiret en utilisant la déomposition : �(u; v) = v11Æ11 + v22Æ22 + v12Æ12, e quientraine que�(u; v) (det(u)�) = v11u22� det(u)��1 � 2v12u12� det(u)��1++ v22u11� det(u)��1:On obtient bien le résultat herhé. 116



(2) Ce deuxième alul se fait diretement omme pour le (1) :�(u; v) (�(u; v)) = v11v22 + v22v11 � 2v212 = 2det(v):(3) On utilise le (1) et le (2) pour montrer le (3), ainsi�(u; v) �det(u)��(u; v)�� = � det(u)��1�(u; v)�+1++ 2� det(u)��(u; v)��1 det(v);e qui ahève la démonstration.On alule à présent l'ation de l'opérateur �(u; v)r sur det(u)�.Lemme 6.3.2. � On a�(u; v)r (det(u)�) = [r=2℄Xj=0 � r2j�(2j � 1)!(j � 1)! �(� + 1)�(�+ 1� r + j) �� det(u)��r+j�(u; v)r�2j det(v)j:Démonstration. � On montre e lemme par réurrene sur r. On posewr;j = � r2j� (2j�1)!(j�1)! , ainsi on a wr+1;j = wr;j + 2(r + 2� 2j)wr;j�1.� Si r = 1 'est le (1) du lemme 6.3.1.� On suppose l'assertion vraie pour r, on a alors en appliquant le (3) dulemme 6.3.1 : �(u; v)r+1 (det(u)�) == [r=2℄Xj=0 wr;j �(� + 1)�(� + 1� (r + 1) + j) det(u)��(r+1)+j�(u; v)r�2j+1 det(v)j++ [r=2℄Xj=0 2wr;j(r � 2j) �(� + 1)�(�+ 1� r + j) det(u)��r+j�(u; v)r�2j�1 det(v)j+1:On e�etue alors le hangement d'indie j $ j � 1 dans la deuxième sommeet on la regroupe ave la première : �(u; v)r+1 (det(u)�) == [r=2℄+1Xj=0 �wr;j + 2(r + 2� 2j)wr;j�1�| {z }wr+1;j det(u)��(r+1)+j�(u; v)(r+1)�2j det(v)j:Cela nous redonne la même formule et ei ahève la réurrene.Maintenant, en utilisant les di�érents résultats que l'on vient d'énoner,on est en mesure de aluler expliitement le polyn�me P2(v; u; r; �). En e�et,117



on a étudié l'ation de tous les opérateurs di�érentiels qui interviennent dansla formule (6.3.1) qui le dé�nit.Proposition 6.3.3. � Le polyn�me P2(v; u; r; �) s'éritP2(v; u; r; �) = det(v)r rXj=0 jXl=0 [(j�l)=2℄Xt=0 C(j; l; t) det(v�1u)l+ttr ��v�1u�j�l�2toùC(j; l; t) = �rj��jl��j � l2t �(2t� 1)!(t� 1)! �(� + j)�(�) �(� � r � 1=2 + j + l)�(� � r � 1=2 + j) �� �(3� k)�(3� k + j) �(5=2� k)�(5=2� k + l + t) :Démonstration. � Il su�t de remplaer dans la formule (6.3.1), l'opéra-teur R2(�v ~�u; r; �) par la formule du orollaire 6.2.4. On trouve d'après lelemme 6.3.2 et la formule (6.3.2) :P2(v; u; r; �) = �2(k � r � 3=2)�2(k � 3=2) rXj=0 jXl=0 [(j�l)=2℄Xt=0 �rj��jl��j � l2t ���(2t� 1)!(t� 1)! �(� + j)�(�) �(� � r � 1=2 + j + l)�(� � r � 1=2 + j) �2(3� k + r)�2(3� k + j) �� �(5=2� k + j)�(5=2� k + l + t) det(u)l+t�(u;�v)j�l�2t det(v)r�j+t:Pour onlure, il su�t alors de simpli�er les fateurs gamma qui s'éliminententre eux et d'utiliser l'équation�2(k � r � 3=2)�2(k � 3=2) = �2(3� k)�2(3� k + r) = �(3� k)�(3� k + r) �(5=2� k)�(5=2� k + r) :Il faut aussi se souvenir que �(u; v) = det(v)tr (v�1u). En regroupant tousles fateurs ommuns on trouve la formule de la proposition.Proposition 6.3.4. � En utilisant l'autre ériture de notre polyn�meR2(z; r; �) on trouveP2(v; u; r; �) = det(v)r rXt=0 �rt� [t=2℄Xj=0 (t�2j)Xl=0 [l=2℄Xs=0 C(t; j; l; s)�� det(v�1u)t�j�l+str �v�1u�l�2s;118



où : C(t; j; l; s) == � t2j��t� 2jl �� l2s�(2j � 1)!(j � 1)! (2s� 1)!(s� 1)! �(1� �)�(1� � + j � t) �� �(3=2� �)�(3=2� � + 2j + l � t) �(3� k)�(3� k � j + t) �(5=2� k)�(5=2� k + t� j � l + s) :Démonstration. � Cette proposition se montre de la même manière quela préédente, à partir de la seonde forme expliite du polyn�me R2(z; r; �).On retrouve ii la même expression que dans la setion 3 (voir le théorème3.5.4).
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