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Introduction

Dans la théorie des formes modulaires, on s’intéresse depuis déja fort
longtemps au probléme d’obtenir des formes modulaires a partir d’opéra-
teurs différentiels que 'on applique & une ou plusieurs formes. Par exemple,
R.A. Rankin donne dans |[Ra| une classification des polynomes en les dé-
rivees f, f', f",--- d’une forme elliptique f fixée, qui sont aussi des formes
modulaires. Dans ce travail, on étudie une famille d’opérateurs différentiels
bilinéaires sur les formes modulaires de Siegel de genre m, qui généralise un
opérateur défini par H. Cohen (voir [Co|) dans le cas elliptique (m = 1). L’in-
térét essentiel de cet opérateur est qu’il intervient dans des formules intégrales
pour des fonctions zéta associées a des formes modulaires, comme un noyau
intégrale. Soit ME (N, 1)) I'espace vectoriel des formes modulaires de Siegel
de genre m de niveau N de caractére ¢ et de poids k et soit kK = (m + 1)/2.
Nous verrons dans les sections 2 et 3 que cet opérateur F, peut s’écrire,

ME(N 1) x ME(N ) =55 SkHRt20(N 4y hy)
(f1, f2) — F.(fi, f2) = CrHOI(fz(S;(crl)fﬂ

ou C, = (QiW)Tm%, r € N désigne un entier positif, Hol est la projec-

tion holomorphe correspondant au produit scalaire de Petersson et on définit
6,(:) = Opy9r—2* - Ok, l'opérateur de Shimura par

Ok

ME(NY) 5 MEFT(N, )
f — 0(f)

ou

m
5e(f) = (4—;> det(y) Ydet(z — 2)" *A (det(z _ gk f(z)) ,
avec z = v + 1y € H,, une matrice du demi-plan supérieur de Siegel et
A = det(271(1 + 0;;)0/0z;;) opérateur de Maass. D’autre part, on note
/K/lvﬁl(N, 1) V'espace vectoriel des formes modulaires C* de poids k et de
caractére 1. Cet opérateur d; agit donc sur les formes modulaires, mais il ne
conserve pas la propriété d’holomorphie.

Le but recherché ici est une description la plus explicite possible de I’ac-
tion de lopérateur F, sur les développements de Fourier. Ainsi, si on note
fi = > c(h)en(hz) et fo = > b(h)e,(hz) les développements de Fourier
respectifs des formes modulaires f; et fy ou e, (hz) = exp(2intr (hz)), on
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montre dans la section 3 (Corollaire 3.6.8) que le développement de Fourier
de F.(f1, f2) s'écrit

F(fi,f2) = Cr Y b(ha)e(ha)P(ha, bi 1, B)em(hz),

hi1+ho=h

pour 8 = k—k; —r et sous certaines hypothéses de croissance sur f; et fy qui
seront étudiées dans la section 3 (§ 3.6). Ici, P(ho, h;r, 3) est a r et [ fixés,
un polyndme en les variables matricielles ho et h. Une grande partie de ce
travail, principalement la section 3 et la section 6 sera consacrée a déterminer
ce polyndome sous une forme suffisamment explicite pour les applications de
la section 5. L’écriture qui conviendra dans le cas du genre arbitraire m et
que l'on établit dans la section 3 (théoréme 3.5.4) est la suivante:

THEOREME A (Sur la forme explicite du polynéome P(v,u;r, 3)).— Pour
u et v deux matrices réelles symétriques définies positives, r € N un entier
positif et € C un nombre complexe, on a

P('Ua u;r, ﬂ) = det(v)r Z (Z) Z CL(B))\h (Uﬁlu) RV ('Uilu)a

t=0 PE

ou la somme porte sur les multi-indices L = (0 < [} < --- < [; < m)
tels que |L| = Iy +--- 4+, > t. Les coefficients ¢, () sont des polynomes
de degré |L| en B a coefficients diadiques (cp () € Z[1/2,5]) et si de plus
26 € Z, on a ords(c,(B)) > —mt/2. Enfin, les polynémes \;(u) sont les
polynémes invariants élémentaires, c’est a dire les coefficients du polynoéme
caractéristique de u :

m

det(tl, +u) =Y Ai(u)t™ .

1=0

La seconde partie de ce travail consiste & appliquer les résultats obte-
nus sur le polynéme P(v,u;r, ) pour montrer que des fonctions zéta non-
archimédiennes construites par A.A. Panchishkin dans |[Pal| s’obtiennent
comme des transformées de Mellin de mesures h-admissibles au sens de Y.
Amice, J. Vélu et M.M. Visik (voir section 5, § 5.1). Dans [Pal]|, A.A. Pan-
chishkin construit des mesures p-adiques et donc des fonctions L p-adiques
(via la transformation de Mellin). Ce sont des fonctions analytiques bornées
définies sur le groupe de Lie analytique C,-adique

XS - Homcont (Z§, (C;; )7
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ou C, désigne le corps de Tate et Zg est le groupe profini

7} :HZqX,

ges

pour S un ensemble fini de nombres premiers contenant p. La démarche em-
ployée est la suivante. On considére une forme parabolique f € Sk (N, )
propre de l'algebre de Hecke globale L™(N) = ®,/yL}'(N) définie dans la
section 4. Les valeurs propres de f sont caractérisées par ses g-parameétres
de Satake «;(¢q) pour i € {0,---,m}. On définit alors la fonction zéta stan-
dard associée a f et & un caractére de Dirichlet y par le produit eulérien

D(s, f,x) =

1 [(1 _ %@ ) 1 (1 _ xzb(qq)sai(q)) (1 B qu);i(q)—l)

4N i=1

Puis, on utilise les représentations intégrales des fonctions zéta de Rankin
L(s, f,,) définies dans la section 4 (§ 4.3) de f et d’une fonction théta, ainsi
que l'identité d’Andrianov qui permet d’exprimer la fonction zéta standard
comme une fonction zéta de Rankin. On en déduit donc des représentations
intégrales pour les fonctions zéta standards. Pour exprimer des propriétés
analytiques et algébriques, on introduit ensuite les fonctions zéta normalisées

D*(s, f,x) = (2m)™™EH=RID((5 4 6)/2) (H [(s+k—v-— j)) :

j=1
'D(SJ f; X)7
7:571.1/275

D=(s, f,ix) = T((s+0)/2)7'D*(s, [, x),

o §, v € {0,1} sont tels que y¥(—1) = (=1)° et x(=1) = (=1)". A.A.
Panchishkin construit alors dans [Pal| (voir aussi [Pa2|) des distributions
p-adiques en interpolant les valeurs spéciales de ces fonctions zéta, c’est a
dire aux valeurs entiéres 1 < s < k —m — v pour DT (s, f, x) et aux valeurs
entieres 1 —k +m + v < s < 0 pour D~ (s, f, x). Le second objectif de ce
travail est d’utiliser le théoréme A pour préciser les formules donnant les
valeurs spéciales. Pour énoncer le deuxiéme résultat principal on a besoin de
formuler un certain nombre d’hypothéses sur f.

Soit f € S¥ (N, ) une forme parabolique de Siegel de genre pair m et
de poids £ > 2m + 2 propre des opérateurs de Hecke. On suppose tout
d’abord que les coefficients de Fourier de f, a(h) € Q sont algébriques et

9



que f est normalisée par a(hg) = 1 pour une certaine matrice demi-entiére
définie positive hy > 0, telle que S(2det(2hy)) C S (ici pour n € N un
entier positif S(n) est 'ensemble de ces diviseurs premiers). On fait également
I’hypotheése essentielle que le coefficient de Fourier ag(hg) # 0 de la forme
auxiliaire fj associée & f (voir section 4, § 4.5) est non-nul (fy est une fonction
propre de tous les g-opérateurs de Frobenius, ¢ € S). On suppose aussi que
S(N)Nn S = 0.

THEOREME B (Sur 'interpolation p-adique des fonctions zéta standards).
Pour f vérifiant les hypothéses ci-dessus et ¢ > 1, ¢ € Z3 un entier positif
tel que (¢, N) = 1, alors il existe des fonctions C,-analytiques holomorphes
Lt Xg — C, telles que:

(i) Pour toutes paires (s, x) telles que s € Z avec 0 < s < k—m —2 et
X € X¥™ est un caractére de Dirichlet primitif de conducteur C : S-complet
(S(Cy) =S), on a alors

G, (L, Y)OYT2EmmI2 it o
(O @) Glray L X

TI (1 - (x)ol9)g®) D (s+1,fx)

q|lN (1= (x)olg)g=) (fLfin

Gey (L, YOT 222

° LC+(Xx;)

P (e acy) T O
<f7 f>N

Ces valeurs sont des nombres algébriques et on considére Q comme un sous-
corps du corps de Tate C, (par un plongement i, : Q — C, fixé). D’autre
part, ces fonctions Cy-analytiques s’annulent aux points suivants

L (xxp) =L (xz;) =0 si s=0 (mod 2).

(ii) Si ord,(c(p)) = 0 (c’est a dire que f est p-ordinaire), alors les fonc-
tions holomorphes Lt et L°~ sont des fonctions C,-analytiques bornées.
(iii) Dans le cas général, les fonctions holomorphes Lt et L~ sont du type

o(log(-)*) ot h = [2ord,(ay(p))] + 1 et elles peuvent se représenter comme
des transformées de Mellin de mesures h-admissibles.

(iv) Si h < k—m—1, alors les fonctions L°* sont déterminées de maniére
unique par (i).

Le (ii) est en fait démontré dans [Pal|. L’assertion (iii) est le résultat
avancé dans [Pa2|, mais la démonstration nécessite une précision. Le pro-
bléme essentiel est de décrire de fagon suffisamment explicite le polynéme
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P(v,u;r, ) qui intervient dans les représentations intégrales des fonctions
zéta standards. L'une des propriétés importantes du polynoéme P est qu’il
vérifie la congruence

P(v,u;r, B) = det(v)" (mod (u;j)),

qui permet de traiter le cas p-ordinaire. Cependant, dans le cas général on a
besoin d’avantage d’information pour vérifier les conditions d’h-admissibilité.

Le travail est alors organisé en six sections dont on donne ici les grandes
lignes.

Dans la premiére section, on donne des rappels généraux sur les formes
modulaires de Siegel et sur 'opérateur de projection holomorphe. La seconde
section est consacrée a 1’étude de I'opérateur de Cohen dans le cas elliptique
(m = 1), plus précisément on démontre le fait que lopérateur défini par
Cohen dans |Co| s’exprime (pour r > 2) sous la forme (théoréme 2.2.3, voir
aussi [Hal])

T(k—1)

(r)
mHOI(fz% fi).

F(f1, f2) = (2im)"
Ce résultat déja connu est le point de départ pour étendre la définition de cet
opérateur au cas de Siegel. Dans la troisiéme section, nous nous emploierons
surtout a décrire de la maniére la plus explicite possible ’action d’un tel
opérateur généralisé sur les développements de Fourier. On effectue la une
longue étude sur des polynomes invariants dans le but d’obtenir la forme
explicite du théoréme A (pour le polynéme P(v,u;r, 3)). On introduit aussi
les séries d’Eisentein qui interviennent dans les représentations intégrales
des fonctions zéta de Rankin. Ensuite, on se penchera sur un probléme de
conditions de croissance. En effet, pour pouvoir calculer le développement
de Fourier de la projection holomorphe de certaines formes modulaires, on
doit imposer des conditions de croissance pour assurer la convergence de
certaines intégrales. Dans la quatriéme section, on rappelle la définition des
fonctions zéta standards et de Rankin. On donne également les formules
intégrales exprimant la fonction zéta de Rankin comme un produit scalaire ot
apparaissent les séries d’Eisentein. On verra également I'identité d’ Andrianov
qui permet de lier la fonction zéta standard D(s, f,x) (associée a une forme
propre f) a une fonction zéta de Rankin L(s, f,6,) de f et d’une fonction
théta. Puis, nous introduirons la forme auxiliaire fy, associée a f qui joue
un role prépondérant dans notre construction (fy est une fonction propre des
g-opérateurs de Frobenius et de valeurs propres égales & ay(q)). La cinquiéme
section est consacrée a la vérification des conditions d’h-admissibilité pour
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les distributions p-adiques construites par A.A. Panchishkin dans [Pal| et
[Pa2]. Enfin, dans la derniére section, on calcule explicitement et de maniére
élémentaire les polynomes P(v,u;r, ) dans le cas ot m =1 et m = 2, dans
le but d’illustrer les résultats de la troisiéme section. En effet, le calcul de
ces polyndmes donné au théoréme A dans le cas du genre m quelconque, est
suffisant pour nos applications, mais de plus, les coefficients ¢, (3) s’expriment
de maniére complétement explicite si m =1 et m = 2.
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Notations

Les symboles N, Z, Q, R, C, Z,, Q, et C, ou p désigne un nombre premier
auront leur sens habituel, c’est a dire que

est ’ensemble des entiers naturels,
est I’anneau des entiers relatifs,

est le corps des nombres rationnels,
est le corps des nombres réels,

est le corps des nombres complexes,
est ’anneau des entiers p-adiques,
est le corps des nombres p-adiques,

est le corps de Tate: C, = Q

p*

DONamoNZ

On désignera par i = y/—1 une racine carré de —1 dans le corps C. Soit
2z = x+1y € C un nombre complexe alors Z = x — iy est le nombre complexe
conjugué de z et on notera R(z) = x sa partie réelle et I(z) = y sa partie
imaginaire.

Pour un entier m € N et un anneau R I’ensemble noté M,,(R) désignera
lalgébre des matrices m x m a coefficients dans 'anneau R. Si a € M,,(R)
est une matrice a coefficients dans R on notera par tr (a) et det(a) sa trace
et son déterminant et par ‘a sa matrice transposée. Les matrices 0,, et 1,,
symboliseront respectivement la matrice nulle et la matrice identité de taille
m X m. Nous considérerons aussi I’espace vectoriel

Vi ={y € Mnu(R) | 'y =y}
des matrices symétriques réelles. Soit y € V,,, une telle matrice, la notation

y > 0 signifie que y est une matrice symétrique positive et y > 0 signifie
qu’elle est définie positive. On note a présent par .J,, la matrice

Om _]-m
I = ( .0, ) € Mo (Z).

On définit ensuite les groupes linéaires classiques suivants:

GLn(R) = {7 € Mp(R) | det(y) # 0},
SLn(R) = {7 € Mp(R) | det(y) =1},
OnR) = {v€GLn(R) |"yy=1n},
SOR(R) = {7 € On(R) | det(y) =1},
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GSp,,(R) = {7 € GLon(R) | "vJmy = v(7)Jm, v(7) € R*},
GSp,,(Q) = {7 € GLam(Q) | "vJmy = v(7)Jm, v(7) € Q*},
GSp,,(R) = {7y € GSp,([R) |~ >0},
GSp,,(Q) = {y€GSp,(Q) [~ > 0},

Sp,(R) = {y€GSp,(R) |v(y) =1},

Um((C) = {’7 € Mm((c) | t’V’V - lm}

La notation e, (z) pour z € GL,,(R) désignera e,,(z) = exp(2imtr (z)) et
dans le cas elliptique e(z) = e1(%).

Soient U et V deux variétés C*°, on notera C(U,V) (et respectivement
C®(U,V)) l'espace vectoriel des fonctions continues (respectivement indéfi-
niment dérivables) définies sur U et a valeurs dans V.

Pour r, n € N deux entiers positifs, le symbole

<n> nl nm—1) - (n—r+1)

r

ri(n —r)! r!

désigne le coefficient binomiale classique (c’est un polynome de degré r en
n). Si n € N est un entier positif on appellera S(n) le support de n qui est
I’ensemble constitué par tous les diviseurs premiers de n.

On note par I'(s) la fonction gamma définie par la formule intégrale

['(s) = /000 y* e vdy, (se€C|R(s)>0).

Cette fonction se prolonge en une fonction méromorphe sur C. On note aussi
I';,(s) la fonction gamma généralisée définie par (R(s) > k — 1)

m—1

Lon(s) = /Y det(y)*~"e" "0y = 71/ T] T(s — j/2),

j=0
ou Y est le sous-ensemble de V;,, des matrices symétriques définies positives:
YV={yeVuly>0}, r=(m+1)/2et dy =[], dyi;.
Puis on définit les sous-ensembles :

Bm = {heA,|h>0},
{h € A, | h>0}.

5
I

Le sous-ensemble A,, est le réseau des matrices demi-entiéres dans I'espace
vectoriel V,,,. Ce sont les ensembles sur lesquels porte la somme des séries de
Fourier des formes modulaires de Siegel.
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1. Formes modulaires et opérateur de projection
holomorphe

Dans cette section, on introduit tout d’abord les formes modulaires de Sie-
gel, et plus particuliérement les formes avec caractéres de Dirichlet. On donne
également la définition du produit scalaire de Petersson. Dans le deuxiéme
paragraphe, on définit les formes modulaires de Siegel C* ainsi que 'opéra-
teur de projection holomorphe. Puis, on expose deux résultats qui permettent
de décrire 'action de cet opérateur sur les développements de Fourier. Ainsi,
le théoréme 1.2.3 donne le développement de Fourier de la projection ho-
lomorphe de formes particuliéres qui vérifient certaines conditions de crois-
sance.

1.1. Formes modulaires de Siegel

On va d’abord rappeler quelques définitions et notations standards sur
les formes modulaires de Siegel. Dans tout le texte, m désignera un entier
naturel m > 1.

Soit H,,, = {z € M;,(C) | 'z = z =z +1y, y > 0}, le demi-plan supérieur
de Siegel de genre m. C’est une variété analytique complexe de dimension
m(m + 1)/2. 11 s’agit aussi de l'espace sur lequel sont définies les formes
modulaires de Siegel. Le groupe symplectique Sp,,(R) agit transitivement

sur H,, par
Sp,,(R) x Hy, — H,,

(7:@ Z>Z> — (az +b)(cz+d)!

L’application v : z — v(2) = (az+b)(cz +d) ! est un automorphisme analy-
tique de H,,. Sous cette action, H,, s’identifie en tant qu’espace homogéne a
H,, = Sp,,(R)/K,, ou K,, = Stab(il,,) = Sp,,,(R) NSOy, (R) est le stabilisa-
teur de 71,,. Le groupe K, est un sous-groupe compact maximal du groupe
de Lie Sp,,(R) et K, s’identifie & U,,(C) par

K, — Un(C)

a b — a-+1b
. d a-+1

L’image par l'application Sp,,(R) — H,, de la mesure de Haar sur le
groupe Sp,,(R), définit un élément de volume sur H,,, unique a un facteur
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constant prés, invariant sous 'action de Sp,,(R), et qui s’écrit sous la forme

d*z = det(y)_(m+1) H d.Z'ij H dyz]
i<j i<j
ou z =x +1y € H,,.

On définit I'™ = Sp,,(Z) = Sp,,(R) N My, (Z), le groupe modulaire de
Siegel, ainsi que les sous-groupes de congruences suivants pour un entier
naturel N € N:

o) = fr= (40 ) e 1=t @moa M},
) = {r= (4 5 )erm =0, moam}
I™(N) = {7:<‘CL Z)erm | ¢=0,, (mod N) et

Tous ces groupes sont des sous-groupes discrets de Sp,, (R), ils agissent discre-
tement sur 'espace H,,,. Le groupe I'™(N) est le sous-groupe de congruence
principal de niveau N de ™. On a par ailleurs les inclusions évidentes
I'(N) cI''"(N) c TjH(N) Cc T™.

On va maintenant donner la définition générale des formes modulaires de
Siegel. Soient k un entier et [' C GSp; (Q) un sous-groupe de congruence
(c’est a dire qu’il existe un entier N € N tel que I'"(N) C I' et ' est com-
mensurable avec I'™ dans GSp,' (Q) modulo son centre). Pour toute matrice
v € GSp, (Q), pour tout z € H,, et pour f € C*(H,,,C), on note 'action
de v sur z et P’action de poids k de v sur f par v(z) = (az + b)(cz +d)~" et

(f1k7)(2) = det(y)* " det(cz + d)~"f(7(2)) (ot K = (m +1)/2).

DEFINITION 1.1.1 (formes modulaires). — Une fonction f : H,,, — C est
une forme modulaire holomorphe de poids k pour I' si:

(1) fley = f pour tout y €T,
(2) f est holomorphe sur H,,,,

(3) et sim =1, [ doit étre holomorphe aux pointes de T'.

On désigne par ME (T') Iespace vectoriel complexe des formes modulaires
holomorphes de poids k pour I'.
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Pour plus de détails concernant les formes modulaires on renvoie a [An-Zh]|
ou a [Fr]. Si m = 1, on est dans le cas bien connu des formes modulaires
elliptiques (voir par exemple |Mil, [Se|, [Ko| ou |La|).

Le groupe [ étant un sous-groupe de congruence, il existe un entier N € N
tel que I™(N) C T' € GSp;-(Q). Si M est le plus petit entier tel que

r;{(ém ]i“) |ueMm(Z)ettu:u},

alors tout f € MPF (I') admet le développement de Fourier

f)= Y chen(ha),

heEM 1B,

avec c¢(h) € C. Pour tout v € GSp;. (Q), on a (f|ry) € ME(I'(v)) ou I'(v)
est un sous-groupe de congruence (I'(y) = TN~y T'y) et

Finz) = Y elh)en(hz).

Une forme f est dite parabolique si pour toute matrice h de déterminant nul,
on a ¢, (h) = 0, c’est a dire que pour tout v € GSp," (Q) le développement de
Fourier de f|py est indicié par des matrices de déterminant positif:

FnE = 3 e (hem(ha).

heMy Cr,

On note S¥ (I') € Mk (T), le sous-espace des formes paraboliques.

On définit ensuite les formes modulaires avec caractéres.

DEFINITION 1.1.2 (espace vectoriel M¥ (N,)). — Soient k un entier
positif et 1 un caractére de Dirichlet modulo N, alors on pose

Mo = {1 € METTO) | Sl = v(dela)s
a b m
\V/ Y= ( c d) EFO(N)}J
ShN,Y) = My (N, ) NS, (TT(N)).
On rappelle enfin la formule donnant le produit scalaire de Petersson.

DEFINITION 1.1.3 (produit scalaire de Petersson). — On considére une
forme parabolique f € S* (N, ) et une forme modulaire g € MF (N, 1)), le
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produit scalaire de f et g est alors défini par

(. g)n = / o T et

otu ®y(N) = I'f"(NV) \ H,,, est un domaine fondamental du groupe I'J'(N).
L’intégrale ci-dessus converge si f ou g est une forme parabolique. Ce produit
scalaire définit donc un produit hermitien sur I'espace S* (N, ).

1.2. Opérateur de projection holomorphe

Une fonction F' € C*(H,,, C) est une forme modulaire C* de poids entier
k pour le groupe I'f*(N) et le caractére de Dirichlet ¢ modulo N, si elle
vérifie F(v(2)) = F ((az + b)(cz + d)™') = ¢(det(d)) det(cz + d)*F(z) pour

tout v € I'F(N). On note MF (N, 1)) I'espace de ces fonctions. Toute forme
F € Mk (N, ) admet le développement de Fourier

F(z)= ) Ay, h)em(hz),

heAm
avec z = x + iy et A(y, h) une fonction C* en y.

Le produit scalaire de Petersson est défini pour une forme parabolique
holomorphe g € Sk (N, ) et une forme modulaire C*: F € MP¥ (N, ) par

(g9, F)n :/@ - g(2)F(2) det(y)*d* 2.

Ainsi, tout F' € MVﬁI(N, 1) définit une forme linéaire sur espace S (N, 1))
par g — (g, F') 5. D’aprés un argument d’algébre linéaire, on voit qu’il existe
une unique forme parabolique Hol(F) € S* (N, 1)), telle que 'on a 1'égalité
(g9, F)n = (g, Hol(F))x pour toute forme g € Sk (N, ) ; Hol(F) est appelée
la projection holomorphe de F'.

On donne dans la définition qui suit des conditions de croissance sous les-
quelles on peut obtenir les coefficients de Fourier de la projection holomorphe
d’une forme modulaire C* en fonction de ceux de cette derniére. Nous étu-
dierons plus en détails quel type de forme modulaire vérifie ces conditions a
la fin de la section 3.

DEFINITION 1.2.1. — Une fonction F' € va,L(N, 1) est dite a croissance
bornée si pour tout réel ¢ > 0, 'intégrale suivante converge :

F(2)| det(y)s ™ te "W dydz < oo,
|
xJy
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ou X ={x € M,(R) | 'e =x, |u; | <1/2 V 4,5} etY ={y € M,,(R) |
'y =y > 0}. On note également dv = [[,_; dv;; et dy = [[;, dyy;.

Le théoréme suivant décrit ’action de l'opérateur de projection holo-
morphe sur le développement de Fourier.

THEOREME 1.2.2. — Soient F € MF¥ (N,v) une forme modulaire C*
que 'on suppose a croissance bornée et k > 2m. On pose pour h € C,, et
k=m+1)/2:

a(h) = c(k,m)™! det(4h)k_“/ A(y, h) det(y)F = "e,, (ihy)dy,  (1.2.1)

Y

ot c(t,m) = I (t — &)a~™=%) pour tout entier t € N et les coefficients
A(y, h) sont les coefficients de Fourier de F'. On a alors

Hol(F)(z) = Z a(h)en (hz) € SF (N, ). (1.2.2)
heCy,
Démonstration. — (voir [St3], Th. 1, p. 330). O

Voici a présent un théoréme qui donne le développement de Fourier de la
projection holomorphe d’une forme automorphe particuliére. Pour x un réel
positif et o un nombre complexe, on notera x* = exp(alog(z)).

THEOREME 1.2.3. — Soient un entier k > 2m et F € ME (N,v) du
type suivant F(z) = g(z)G(z) ou

9(z) = Y blh)em(hz),

h€Bm,

G(z) = Y c(h)det(dmy) " R(4mhy;r, B)en(h2),

h€Bm,

tels que F soit a croissance bornée et R(z;r, ) est 'application polynoémiale
a variable matricielle z = 'z, définie par la formule

R(zr,B) = (=1)™e" ) det(2)" TP A7, [e7") det(2) 7],
ou pe€C,reN etA,= det((:)ij) avec (%- = 2741 + 04;)0;; pour tout i, j

et 0;j = 0/0,,., (l'opérateur A, est 'opérateur différentiel de Maass), alors
on a

ij?

Hol(F)(z) = Z b(h1)e(he) P(ha, h; 1, B)en (hz),

Cmdh=h1+h>
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ot P(v,u;r, B) est une autre application polynoémiale a variables matricielles
u="u= (u;) et v="v=(v;), telle que
P(v,u;r,f) = det(v)”  (mod (uy)),

P(v,u;r, ) € Qu,v] ¥V Be€Q,
Lok —1—K)
Lok — k)

P(v,u;r, ) det(u)f " R(—v0,; 1, B) [det (u)"F17].

et on rappelle que 0, = (27" (1 + 6;;)0/du;;) et que k = (m + 1)/2.

Démonstration. — (voir [Pal]|, Chap. 2, Th. 4.6). Ce théoréme découle
directement du précédent. La démonstration en est faite dans [Pal]. On re-
donne ici le calcul du polynéome P(v,u;r, ), pour préciser le signe dans le
polyndome R(—véu; r, ). Le théoréme 1.2.2 nous dit que

_ det(4mh)kr

a(h) = m/yfl(y, h) det(y)* " e, (ihy)d*y,

ou d*y = det(y) "dy est la mesure invariante sur Y. Or ici, par hypothése
on a

Ay, h) = det(dmy) "en(ihy) > b(hy)c(he) R(4mhay; T, B).
B,Oh=nhi1+h2
D’oi, en remplagant dans la formule (1.2.2):
HOl(F(z) = Y2 37 blhn)e(ho) P, i B)en(h2),
heCy h=h1+ho
on en déduit que P(hy, h;r, f) =

_det(4mh)Fr

-~ 7 4 . 4 —r k—k 2 X )
) /YR( mhay;, B) det(dmy) ™" det(y)""em (2ihy)d™y

On effectue alors le changement de variable sur y , y <> (47) "y, ce qui donne

det(h)k—*

P(hmh;?“;ﬁ):m

/R(hgy; r, B) det(y) " Heremt (W) qx g (1.2.3)
Y

Puis, on utilise la représentation intégrale de la fonction gamma, pour ex-
primer P(hgy, h;r, 3) comme le résultat d’une différentiation. On rappelle que
pour un entier n > m:

[(n— k) det(u)* " = / det ()" Fe W) >y, (1.2.4)
Y
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Si on applique un opérateur différentiel R(d,) (ot R est un polynome) sur
e ") on trouve de maniére évidente

R(@,) (e7") = R(=y)e~".

Ainsi, on peut regarder ce qui se passe si on applique cet opérateur a la
formule intégrale (1.2.4), car la dépendance suivant la variable u dans le
terme de droite n’a lieu que sur le facteur e~ On obtient alors

Lo — %) R(8,) (det(u)™™") = / R(—y) det ()"~ gy,
Y
On peut donc remplacer cette derniére formule dans (1.2.3), avec n =k —r,
u=het R(éu) = R(—hgéu; r, ), de sorte que ’on retombe sur la formule du
théoréme. Le fait que P(hg, h;r, 5) est un polynome et ses propriétés de ra-
tionnalité seront démontrés plus loin dans la section 3 ot nous ’expliciterons
d’avantage en utilisant 'invariance de certains polynomes. O
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2. Opérateur de projection holomorphe et opérateur de
Cohen dans le cas elliptique

On étudie dans cette section un opérateur différentiel particulier qui per-
met d’obtenir des formes modulaires & partir d’autres formes. Ce probléme de
construire de nouvelles formes a 1’aide des dérivés d’une ou plusieurs formes
fixées, a déja été considéré par de nombreux mathématiciens. Ainsi, R.A.
Rankin a étudié en détail dans [Ra] comment obtenir des formes modulaires
elliptiques a partir des dérivés successives d’une seule forme. Plus précisé-
ment, si f est une forme modulaire avec caractére, il donne une classification
des polyndomes en les dérivés de f qui sont aussi des formes modulaires. Plus
tard, H. Cohen définit dans [Co| un opérateur différentiel bilinéaire agissant
sur les formes modulaires holomorphes elliptiques. Il utilise cet opérateur
différentiel pour obtenir une formule du type formule de trace de Selberg-
Eichler. Il s’en sert pour construire des formes modulaires dont les coefficients
de Fourier sont donnés par des sommes finies de fonctions zéta de corps qua-
dratiques. Puis, D. Zagier dans [Za] reprend cet opérateur, pour obtenir le
méme genre de résultats mais cette fois pour des sommes infinies de fonctions
zéta de corps quadratiques. La philosophie de cet opérateur est qu’il permet
d’obtenir les valeurs spéciales de certaines fonctions zéta du type fonction
zéta de Rankin comme un produit scalaire de Petersson ou cet opérateur
apparait. On commence par rappeler la définition de H. Cohen, ainsi que
certaines propriétés élémentaires de cet opérateur. Ensuite, on redémontre
un fait connu, & savoir que 'opérateur de Cohen s’exprime a I’aide de 1'opé-
rateur de projection holomorphe et de l'opérateur différentiel de Shimura;
ce dernier opérateur n’agit pas sur les formes modulaires holomorphes mais
sur les formes modulaires C*°. Enfin, on verra dans le dernier paragraphe
comment on exprime les valeurs spéciales des fonctions L de Rankin a I’aide
de cet opérateur et des séries d’Eisenstein.

2.1. Définitions et notations
On donne ici la définition de H. Cohen proposée dans [Co].

DEFINITION 2.1.1 (Opérateur de Cohen). — Soient fi, fo € C®(C,C);
ki, ko € R, on définit pour tout entier r € N:

o~ (N T(ky+r) T(ho+r) o= 0
Crlfinf) = 2 (=1 (J) (b + 7 — ) Tlka ) 0271 01

J=0

23



On rappelle ensuite quelques propriétés essentielles de cet opérateur qui
agit sur les formes modulaires holomorphes et on donne dans le théoréme
suivant une forme équivalente de 'opérateur C..

THEOREME 2.1.2. — Pour toute matrice v € SLy(R) et pour tous en-

tiers ki, ko, v € N, on a la relation C,(f1|g,7, f2lk.7) = Cr(f1s f2) lky+ ko207
L’opérateur C,(f1, fo) vérifie d’autre part I'identité C,.(fy, f2) =

r (k1—|—7") F(k1+k2+27“—]—1) ar]
_Z () 1{11—|—7"—]) F(k1+k2+7"—1) aZ] <f2 f)

Cet opérateur agit sur les formes modulaires de la fagon suivante :

Mkl(Nawl) XMkz(NJwQ) & Mk1+k2+2T(N7wlw2)
(f1, f2) — Cr(f1, f2)

ot bien entendu on pose My(N, 1) = M¥(N,). De plus, C,(f1, f2) est une
forme parabolique si v > 0 et cet opérateur vérifie la relation de commutati-

vité Cr(fla f2) - (_1)rcr(f27 fl)

Démonstration. — (voir [Co|, Th. 7.1 et Cor. 7.2). O

On montre dans le paragraphe suivant que ’on peut définir 'opérateur
de Cohen C,(fi, fo) a I'aide de l'opérateur de projection holomorphe et de
lopérateur différentiel de Shimura. En effet, 'opérateur de Shimura ¢ est un
opérateur différentiel linéaire agissant sur les formes modulaires C*°. Mais
si on applique 'opérateur de projection holomorphe & un produit de formes
modulaires C* du type fo6() f1, ot f; et fo sont deux formes modulaires holo-
morphes, on récupére une forme modulaire holomorphe. Nous allons montrer
que l'opérateur de Cohen est essentiellement de ce type, en vérifiant que
les actions coincident sur les développements de Fourier. Pour cela nous re-
donnons des versions plus simples des théorémes 1.2.2 et 1.2.3 dans le cas
elliptique (m = 1). Il nous faut alors définir la fonction de Wittaker.

DEFINITION 2.1.3 (fonction de Wittaker). — On définit la fonction de
Wittaker par la formule

Wy o, ) =T(5)" /Ooo(u +1)* WP le v du,

ouy > 0; «,f sont deux nombres complexes et R(3) > 0. Cette fonction
est définie par prolongement analytique a l'aide de I’équation fonctionnelle
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suivante W (y; o, 8) = y*~*PW(y;1— 3,1 — ). Si r est un entier positif, on

obtient
Wgia-n) = (0 Y (1) s o

=\ a—r+7)

Nous allons avoir besoin des formules explicites pour 'action de 'opé-
rateur de projection holomorphe sur des formes modulaires C>* du méme
type que dans le théoréme 1.2.3, c’est a dire pour F(z) = g(2)G(z) avec
g(z) € M(N,9) et G(z2) € Mi_i(N, 1) sous la forme (t € N, 2 = x + iy)

9(z) = 3 baeln2).

G(z) = (4my)™" Z e W (4myn;r +t, —r)e(nz). (2.1.1)

n=0

En effet, dans ce cas les coefficients de Fourier a(n) de Hol(F') sont donnés par
la proposition suivante, qui est en fait une version plus simple du théoréme
1.2.3 dans le cas des formes modulaires elliptiques.

PROPOSITION 2.1.4. — Soient k — [ = t + 2r, avec r > 2. Alors, les
coefficients de Fourier de Hol(F') sont donnés par

B d r\ Tr+t) Th—j-1) .,
a(n)— Z bnlchZ(_l) ()F(T—Ft—]) F(k—l) Ny "N .

ni+ne=n 7=0 J
Démonstration. — Cette proposition est un cas spécial du théoréme 1.2.3
pour m = 1. En effet, dans ce cas le polynome P;(v,u;r, ) est facile a

calculer, c’est ce que nous ferons dans la section 6. On trouve donc sans
difficulté (proposition 6.1.2) que

) _ ~ (\T(B+j)D(k—j—1) r—j.j
P1(v,u,7”,[3)—z<j> ' (3) Tk —1) v .

J=0

De plus, le polynome R;(z;r, f) = W(z;1 — 8, —r) coincide avec la fonction
de Wittaker (voir proposition 6.1.1). La proposition en découle alors, il suffit
de remplacer § par 1 —r —t, v et u par ny et n respectivement, puis d’utiliser

la relation
L@y DA-)
NG r1-pg-j)
et enfin de substituer le polynome dans la formule du théoréme 1.2.3 donnant
les coefficients de Fourier de Hol(F'). Il reste a voir que F' est a croissance
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bornée. Nous verrons au paragraphe 3.6 de la section 3 (proposition 3.6.7)
que c’est ’hypothése r > 2 qui nous I’assurera. O

2.2. Lien entre opérateur de Cohen et opérateur de projection holomorphe

On va d’abord définir I'opérateur différentiel de Shimura qui agit sur les
formes modulaires C*°.

DEFINITION 2.2.1. — Soient un entier k € N et f € C>*°(H,, C), 'opéra-
teur de Shimura 0, est alors défini comme suit :

1 of
Onf(2) = 5 —2-(2) 47ryf( z).

Le deuxiéme terme de 0 permet de corriger la dérivée % de maniére a
obtenir une forme modulaire. On peut en fait écrire cet opérateur de ma-
niére différente, c’est ce que nous faisons dans la proposition 2.2.2, car c’est
sous cette forme que nous généraliserons cet opérateur au cas des formes
modulaires de Siegel de genre supérieur, a ’aide de I'opérateur de Maass.

PROPOSITION 2.2.2. — L’opérateur de Shimura s’écrit aussi sous une
forme “tordue”

— 0
50 = () 07 - 244 - 216)].
Démonstration. — comme (z — z) = 2iy on a

(Z) -2y -2 -

B (r) v ) {’ﬁ(z s (ORICE z)k%w]
k 2i Of k 1 of
=y O s = gy /O 5, () = )

L’opérateur de Shimura dj, agit sur les formes modulaires C* de la fagon
suivante (voir [Sh1], p. 788) 8 : My (N, 1)) — Myy2(N,1b) avec b un carac-
tere de Dirichlet modulo N. On définit alors le r-éme itéré de 'opérateur de
Shimura. Pour cela, il faut modifier le poids de deux & chaque fois pour que
I'opérateur soit bien défini (5,(;) = Opt2r—20k42r—4 " * - Op.
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Soient f1 € Mk1(N,1l)1), f2 c Mk;Z(N7w2) et k=Fki+ky+2roureN
est un entier positif. On définit alors l'opérateur

Lk — 1)

(r)
mHOl(fz(skl f1)s

F.(f1, f2) = (2im)"

qui agit sur les formes modulaires holomorphes. Le théoréme suivant donne
I’expression de I'opérateur de Cohen en fonction de 'opérateur de projection
holomorphe et de 'opérateur de Shimura.

THEOREME 2.2.3. — Pour r > 2, I'opérateur de Cohen est donné par
s \T F(k — 1) r
Cr(f1, f2) = Fr(f1, fo) = (2im) mHOl(f25z(cl)f1)-

Pour démontrer ce théoréme, on va utiliser les formules de 'opérateur
de projection holomorphe dans le cas particulier ou F(z) = fg(z)él(g?fl(z),
pour montrer que ’action de I'opérateur de gauche et celle de 'opérateur
de droite sur les développements de Fourier sont les mémes. Pour cela, il
nous faut donc préalablement vérifier que G(z) = (5,(;1)f1 € Mg, 1o (N, 1)
admet bien un développement de Fourier comme celui de la formule (2.1.1).
On va voir que les coefficients de Fourier de G(z) s’expriment bien comme
souhaité a l’aide de la fonction de Wittaker. On calcule donc explicitement
le développement de GG dans les propositions qui suivent.

PROPOSITION 2.2.4. — Soient f € C*(C,C), k et r deux entiers natu-
rels, alors:
—1\" ¢ (\T(k+r) .., 0
5 _ Y j-r Z_ )
i = () > 2 ORs s

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur r:
e Sir =0, on aévidemment 5,(60)f(z) = f(2).
e On suppose la formule vraie pour r et on lui applique 'opérateur différentiel

5k+2r:< L0 M) __L <2¢3+M>,

2mi 0z 4y 4T 0z Y
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i e . ) . 0 1
ce qui donne aprés dérivation et en utilisant également le fait que EP (y) = ==
F4

) 21
UV f(z) =

- (&) Ser (g
: <(j2_ir)ij1%(f(z)) + yjrgzj:l (f(z))) +

I <__1> ™ g(m)j <T> %(k + 2r)yj”aa—;(f(2))-

On réalise ensuite un décalage de I'indice de sommation (j <> j — 1) pour le
deuxiéme terme de la premiére somme et on trouve apres regroupement

. Tl (k) o O
e = (3) > F A )

[ (2 e (s

/

~
K

ou l'on convient que (;) =0sij <0ousij>r. Ona alors d’apres la
formule de Pascal :

K = <;>(k+j+r)+<ji1>(k+j—1)

- <<;>+(ji1>>(k+j_1)+<;>(r+1): (le)(rw).

En remplacant K dans la formule précédente, on obtient la formule & démon-
trer. U

Si les développements de Fourier de f; et f, sont donnés par les séries
f1=> cpe(nz) et fo = bye(nz), alors on peut écrire le développement de
Fourier de G' = 0y f1 a I'aide de la fonction de Wittaker.

PROPOSITION 2.2.5. — L’action de 'opérateur de Shimura sur le déve-
loppement de Fourier s’obtient par I'intermédiaire de la fonction de Wittaker

G(z) = 5k1 fi(z) = (4my)~ ch (Amny;r + ki, —1r)e(nz).
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Démonstration. — On a par un calcul évident :
o -
55 (f1(2) = > (Qirn) cpe(n).

n=0

On obtient donc en remplacant dans la formule de la proposition 2.2.4 et
d’aprés la définition 2.1.3 de la fonction de Wittaker :

05 = (a3 Y () oy i ene(n)

=0 j=0 L'k + )
R "\ T(ky +7) .
= (4my)™" cn | (1) ) =——=(—4mny)’ | e(nz),
)7 S e >;(})F(,ﬁﬂ)< y>> (n)
W (4mny;r + ki, —r)
ce qui montre notre proposition. [

On peut maintenant démontrer le théoréme 2.2.3, en vérifiant que les
deux définitions de 'opérateur de Cohen (C, et F,) coincident au niveau
de leur action sur les développements de Fourier, quand r > 2. Pour cela,
on va utiliser I’expression de 'opérateur C, donnée dans le théoréme 2.1.2,
ainsi que la proposition 2.1.4 qui nous fournit explicitement les coefficients
de Fourier de Hol(fgé,(crl)fl).

Démonstration (théoréme 2.2.3). — On a par un calcul évident sur les
séries de Fourier de f et f5:

o > > ) .
f2 f = Z by, e(nyz) Z Cny (2iT02)" T e(n92)
n1=0 no=0
= Ze < Z bnlcn2(2i7rn2)’°_j>.
n= ni+ns=n
On en déduit donc que
ay or—i o
= (2im)" [Z( Z by CryMiy nj) e(nz)] .
n=0 ni+ns=n
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D’ou, en remplagant dans la formule du théoréme 2.1.2: C,.(f1, f2) =
_ ii(_l)j() P(ki+7) Tlhit+ky+2r—j—1)
j F(k1+T—j) F(k1+k2+7"—1)

. Z by, 1ty I (2i)"€(n2)

ni+no=n

n=0 j=0

d i(r\ Tlhi+r) Dk—=j—-1) . ;
2 buen ) (=) <>F(k1+r—j) re-1 ="

J

a(n)

On retrouve a droite les coefficients de Fourier de Hol(F') = Hol(fgé,(crl)fl),
donnés dans la proposition 2.1.4, quand r > 2. Ainsi, pour tout entier r > 2,
les deux opérateurs C, et F} coincident. ]

2.3. Applications

Nous allons voir que I'opérateur de Cohen appliqué & une forme modu-
laire et a une série d’Eisenstein, s'interpréte essentiellement comme le noyau
d’une formule intégrale permettant d’obtenir les valeurs spéciales de certaines
fonctions zéta. Dans ce paragraphe, nous rappelons ces résultats que 'on tire
des travaux de J. Sturm et de G. Shimura (toujours dans le cas elliptique

(m =1)).

On considére f; € Sk, (N, 1) une forme parabolique et fo € My, (N, 1)2)
une forme modulaire. On notera ici par fi = > aye(nz) et fo =Y bye(nz)
leur développement de Fourier respectif. La fonction zéta de Rankin est alors
définie par la série L(s, fi1, fo) = D a,b,n™°, cette série converge absolument
pour tout complexe s de partie réelle assez grande, (R(s) > 14+ ki /2+ ko +¢
pour tout réel € > 0), et elle admet un prolongement méromorphe sur tout
le plan complexe. On note f{(z) = fi(=2) = Y. ane(nz) (ff € Sk, (N, 1))
la forme parabolique associée a f; dont les coefficients de Fourier sont les
conjugués de ceux de f;. Ensuite, pour s un nombre complexe, k£ un entier
naturel, z € H; et x un caractére de Dirichlet modulo N de méme parité que
k: x(=1) = (=1)*, on définit les séries d’Eisenstein par

E(zsx) =y Y, xl(d)(cz+d) Flez+d| 7>,

V€L \T'o(N)
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oul'y = {i < Lom > | m e Z} est le stabilisateur de l'infini dans SLy(Z).

0 1
Ces séries convergent absolument si ®(2s) > 2 — k. On pose pour s = 0,
Er(z,x) = Ek(z,0,x). Ces séries définissent des formes modulaires C>,

Ex(z,5,x) € Mg(N,x) pour R(2s) > 2 — k, de plus Ex(z,x) € Mg(N,X)
est une forme modulaire holomorphe sauf si £ = 2 et x est trivial. D’autre
part les séries d’Eisenstein sont liées par l'opérateur différentiel de Shimura
(voir [Shl1|, p. 789):

B (2 -1, x) = (—4w)r%5,§%k(z, ). (2.3.1)

Dans son article (voir [Sh1]), G. Shimura montre que les valeurs spéciales
de la fonction zéta de Rankin L(s, fi, f2) s’obtiennent comme un produit
scalaire ou interviennent fi, fy et les séries d’Eisenstein.

THEOREME 2.3.1. — On suppose ks + 2r < ki avec r un entier positif,
alors

(=1)" I'(k)
L(ky—1—=r)T(k+7r)

L(ky—1—r, f1, fo) = (4m)5! (f0, f207 Bz, 1h2)) v

Oﬁk:kl—k2—27"

Démonstration. — (voir |Sh1|, Th. 2, p. 789). O

On peut réécrire ces égalités a ’aide de 'opérateur de Cohen. Pour les
mémes hypothéses que dans le théoréme, on a

(20" T'(k)

L{ki=1=r, f1, fo) = (4”)’“_1_%(/“ DIk +r)

<f1pJ Fr(Ek(ZJ %1/)2), f2)>N-

(2.3.2)
On voit donc que 'opérateur de Cohen appliqué a E(z,111) et & f5 s’inter-
préte comme le noyau d’une formule intégrale donnant les valeurs spéciales
de la fonction zéta de Rankin. Une telle représentation permet alors d’obtenir
des résultats d’algébricité sur ces valeurs spéciales. On va rappeler mainte-
nant ces résultats qui ont été obtenus par G. Shimura et J. Sturm (voir [Shl]
et [St1]). On note Ky, et Ky, les corps respectivement engendrés sur le corps
des rationnels par les coefficients de Fourier de f; et fo. On pose

ME(N) =Y M(N,0),  Sp(N) =D Su(N,v),
(U (4
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ot 1) parcourt ’ensemble de tous les caractéres de Dirichlet modulo N. On
a alors le théoréme suivant.

THEOREME 2.3.2. — Soient f, € S, (NN) une forme parabolique primi-
tive, fo € My,(N) une forme modulaire et v € N tels que 'on a ky < k; et
0<r < (k —ke)/2 alors

B f f)N Lk =1 =1, fu, fa) € Ky K.

Démonstration. — (voir [Sh1|, Th. 3, p. 790). O
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3. Généralisation de 'opérateur de Cohen aux formes
modulaires de Siegel

On veut généraliser 'opérateur de Cohen, aussi appelé opérateur de Ran-
kin-Cohen, en un opérateur différentiel bilinéaire agissant sur les formes mo-
dulaires de Siegel holomorphes. Il y a plusieurs facons de généraliser cet
opérateur dans le cas m > 1. Par exemple, une telle généralisation a été
réalisée par Y. Choie et W. Eholzer (voir [Ch-Eh|), pour le cas des formes
modulaires de genre deux, a partir de 'opérateur holomorphe de Maass A.
Si F' et F' sont des formes modulaires de genre deux et de poids entier k et
k' respectivement pour le groupe I'?, on définit pour tout entier naturel [ :

[F,F)i= > Cryplk, k) (]DY(F)D"”(F’)),

r+s+p=I
avec
(@+r+5+p)sry BHr+s+py (—(r+7+5+D)rs
r! s! p!
oita =k —3/2, 8=k —3/2 y = k+K —3/2, ()0 = [Tyjen_y(x — j) et

_ 402 9% _ T1
]D)—4A—6,T16T2 5.7 avec Z = .

Or,s,p(ka k,) =

la variable dans Hy. Alors [F, F"],

est une forme modulaire de Siegel de genre deux et de poids k + k' + 2[. Y.
Choie et W. Eholzer donnent deux démonstrations de ce résultat en utilisant
d’une part le lien entre les formes de Jacobi et les formes modulaires de Siegel
de genre deux, et d’autre part des séries théta avec coefficients harmoniques.
De plus, ils montrent qu’a multiplication par une constante pres, c’est le
seul opérateur différentiel bilinéaire s’exprimant en fonction de I'opérateur
différentiel D, qui agit sur les formes modulaires de Siegel holomorphes de
genre deux.

Par ailleurs, T. Ibukiyama et W. Eholzer donnent dans [Eh-Ib| une géné-
ralisation de ces opérateurs différentiels bilinéaires du type de Rankin-Cohen
aux cas des formes modulaires de genre quelconque. Ils utilisent pour cela le
fait qu’il existe pour des poids k et k' assez grands des formes modulaires
considérées, une correspondance bijective entre de tels opérateurs et certains
polynomes pluri-harmoniques invariants. Leur construction coincide, pour
les cas de genre un et deux avec celle de H. Cohen et celle de Y. Choie
respectivement.

L’opérateur qu’on définit dans cette section est construit difféeremment :
cette construction est addaptée au calcul de valeurs spéciales des fonctions
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zéta de Rankin. Cette définition est plus proche de celle considérée par M.
Harris (voir [Ha2|). Cet opérateur est obtenu en appliquant l'opérateur de
projection holomorphe & un opérateur différentiel bilinéaire qui agit sur les
formes modulaires, mais qui ne conserve pas la propriété d’holomorphie de
ces formes. En effet, on a vu dans la section précédente que l'opérateur de
Cohen dans le cas elliptique pouvait s’écrire (pour r > 2)

L(k—1)
L(k—r—1)

On va donc définir dans le cas m > 1, pour tout r € N, 'opérateur suivant
que 'on appellera opérateur de Cohen de genre m :

Cr(f1, fo) = B fu, fo) = (2im)" Hol(f260 f1).

(k= k)
Co(k—71—K)

Fy(f1, f2) = (2im)™ Hol(f20," f),

ou k = (m+1)/2 et 6,(;;) est l'opérateur de Shimura généralisé au genre
supérieur que I'on définit plus loin dans le paragraphe 3.2. L’intérét de consi-
dérer une telle généralisation, provient du fait que les valeurs spéciales de
certaines fonctions zéta du type fonction zéta de Rankin s’obtiennent comme
un produit scalaire de Petersson de la forme (f, h10) (hy));, ot & est Popé-
rateur de Shimura, f, hy et hy sont des formes modulaires particuliéres. De
tels résultats sont exposés dans les travaux de M. Harris [Ha2| ou de A.A.
Panchishkin (|[Pal], chap. 2 et 3). Ils permettent notamment d’obtenir des
résultats d’algébricité sur ces valeurs spéciales, et de construire des mesures
p-adiques correspondantes.

On peut se demander si cet opérateur est bien différent de celui de Y.
Choie, W. Eholzer et T. Ibukiyama déja introduit, d’autant plus qu’ils ont
montré que leur opérateur était unique comme opérateur différentiel bili-
néaire s’exprimant en fonction de D = 4A, dans le cas du genre deux. La
construction considérée ici est différente, cependant au vu des travaux de T.
Ibukiyama et W. Eholzer (voir [Eh-Ib]), on est en droit d’attendre que ces
opérateurs coincident & un facteur constant pres. Pour cela, il faut vérifier
que certains polynomes qui apparaissent sont pluri-harmoniques. On peut
aussi comparer les actions sur les développements de Fourier et voir qu’elles
coincident & un facteur prés.

Nous allons a présent étudier ’action de cet opérateur de Cohen au ni-
veau des développements de Fourier, pour pouvoir obtenir certaines relations
de congruences dans le but de vérifier des conditions de croissance pour des
distributions p-adiques. On utilise alors la description explicite de 'opéra-
teur de projection holomorphe donnée dans le théoréme 1.2.3. Il nous faut
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donc montrer dans un premier temps que 'opérateur de Shimura agit sur
le développement de Fourier par l'intermédiaire du polynome R(z;r, ) déja
introduit. Dans le premier paragraphe, on explicite R(z;r, 3), en utilisant I'in-
variance de certains polynomes. Puis, on détermine 'action de 'opérateur de
Shimura sur les développements de Fourier, en fonction de ce polynéme. Au
troisiéme paragraphe, on définit les séries d’Eisenstein-Siegel et on regarde
comment elles se comportent vis & vis de 'opérateur de Shimura. Ensuite,
on introduit les séries d’Eisenstein normalisées, qui interviendront dans la
construction de nos mesures p-adiques. Le cinquiéme paragraphe est consa-
cré au calcul du polynéme P(v,u;r, 3), en exploitant toujours 'invariance de
polynomes a variable matricielle. Enfin, le dernier paragraphe vise a décrire
I’action de 'opérateur F; sur les développements de Fourier et on s’intéressera
plus attentivement aux conditions de croissance exigées dans les théorémes
1.2.2 et 1.2.3 de la premiére section.

3.1. Propriétés du polynéme R(z;r,3)

On a défini dans la premiére section au théoréme 1.2.3 un polynoéme a
variable matricielle z = !z, par la formule

R(z;r, B) = (—1)™ e det(2)" P AT [e_tr(z) det(z)~7], (3.1.1)

avec r un entier positif et S un nombre complexe. Il n’est a priori pas clair
que cette identité définisse un polynome. Nous allons donc nous en assurer
ici et nous allons voir qu’il peut s’écrire comme un polynéme en la variable
z, matrice m x m générale, et qu’il est aussi invariant par conjugaison.

Tout d’abord, on étudie quelques régles de calcul différentiel pour des
fonctions a variables matricielles. On va suivre ici les notations utilisées par G.
Shimura dans [Sh2]. On considére pour 7 un entier naturel, la représentation
linéaire

pr + GL,(C) — GL(A"C™)
2 = p(?)

ol p,(z) est la matrice (') x (') donnant l'action de z sur A"C™. Les co-
efficients de cette matrice sont les mineurs r x r de z. On a en particulier
po(2) =1, p1(2) = 2, pm(z) = det(2) et p.(*2) = 'p,(2). On définit aussi une
autre représentation p* de GL,,(C) par p*(z) = det(2) - pp_r(2)7", Clest &
dire que p} représente ’action de z sur A™ "C™ par rapport a la base duale

de celle de A"C™. Ainsi, pf,_,.(z) est une matrice (') x ("), dont les coeffi-

cients p},_,(z)% sont au signe prés les mineurs complémentaires: py,_(2)%

des mineurs p,(2)% (K et L désignent ici des multi-indices strictement or-
donnés de taille r dans m = {1,---,m}, et K, L sont leurs multi-indices
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complémentaires dans m). Ce sont des représentations polynomiales. L’opé-
rateur de Maass est alors donné par A = A,, = pp(0i5) = pf,(9;5). On définit
aussi les polynomes invariants A, (z) = tr (p,(z)). Ce sont les coefficients du
polynome caractéristique de z:

zm: 2)tm (3.1.2)

Jj=0

det(t1,,

Dans son article (voir [Sh2|, lemme 9.1, p. 466), G. Shimura donne plusieurs
régles de calcul que nous résumons ici. Soient f,g: H,, — C deux fonctions
C*, a un nombre complexe, v une matrice symétrique réelle et z € H,,, on
a alors les relations:

Afg) = St (%0 )f - p . (D)g) (3.1.3)
r=0
pr(0)det(2)® = ¢ (a)det(2)*pk_ (2), (3.1.4)
pe(0) det(2)® = ¢ (a)det(2)*  pm_r(2), (3.1.5)
pr(0)e ) = p (u)et ) (3.1.6)
A (") det(2)*) = " det(2)* D emor(a)Ar(uz),  (3.17)
r=0
1 si r=0,
B r—1
avec ¢(a) = H(a +3j/2) si r>0.
=0
I'm
En d’autre terme, on a ¢, (o) = Fm(a(jé—t; i)l) ol k= (m+1)/2.
On peut généraliser la formule (3.1.3), pour obtenir le résultat de 1’appli-
cation de 'opérateur A sur un produit de n fonctions fi,- -, fn.
LEMME 3.1.1. — Soient fi,---, f, : H,, — C, n fonctions C*°, alors on
obtient
= >0 DD, () (F) - o (D) (F), (318)
|T|=m K,L
ou T parcourt les multi-indices T = {0 < t1,---,t, < m} qui vérifient
|| = t; +---+t, = m. La seconde somme porte sur les multi-indices

K et L de multi-indices strictement ordonnés K, et Ly qui sont tels que
card(Ky;) = card(Ly;) = tj et Uj_ | Ky, = U} Ly; =m = {0,---,m} forment

36



deux partitions de m. La permutation ok j de m est déterminée par: pour
tout h € m, il existe un t; tel que h = h; € K;; avec i qui désigne le rang de
h dans K, , par rapport a 'ordre sur les entiers, alors o 1 (h;) = h; ou h; est
Iélément de rang i de L;;. On note e(og,1), la signature de la permutation

OK,L-

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur 7 pour montrer ce
lemme.
e Si n = 2, c’est la formule (3.1.3) écrite sous une forme équivalente, en

utilisant le fait que le mineur pf, .(9)% coincide au signe prés avec le mineur

pm_r(é)%, ot K désigne le multi-indice complémentaire de K dans m.
e On suppose (3.1.8) vraie pour (n — 1) et on va voir qu’elle ’est aussi pour
n. L’hypotheése de récurrence nous dit que

A(fr---fa) = Z Z(_l)e(aK’L)Ptl(g)f(tfl (f1) - Pras (@?{Zfl (fn-1n)-
|T|=m K,L

(3.1.9)
est l'opérateur A, _ (2;) pour la variable ma-

tp—1

Or, lopérateur ptn_l(é)fﬁ »
tricielle (non symétrique) 21 = (2ij)ick,, _, jeL,,_,- Ainsi, la formule (3.1.3)

(ot ’on remplace  par |,,) nous donne

A\ tn—1 e(o’ ~Lt;'L—l
P @ famid) = D0 ()T (97 (fa)

t,n_l‘i‘t’n:tn—l

~ Ly
i, D)1 (1),
avec card(Ky ) = card(Ly ) =1, _,, card(Ky,) = card(Ly,) =t et on a

Ky UKy =Ky, |, Ly ULy =Ly, . Alors, si on substitue cette derniére
équation dans (3.1.9), on retrouve la formule (3.1.8) a démontrer. O

En utilisant ce lemme pour n = 3, ainsi que les formules (3.1.4) et (3.1.6),
on en déduit que A" (") det(z)*) =

— etr(uz) det(z)a—r Z Con—1y (CY) C (a —r—+ 1)‘Pll"'lr (U,, Z), (3110)
I1,lp=0

ou P, .., (u,z) =
L; Ly, A\ L
= > DD g (W), (i i (D)2 (Pt (0,2))
i1+ia=m—Il, K,L
est un polynome en les variables matricielles u et z, qui est indépendant vis

a vis de a et symétrique en les ;. L'indépendance en « vient du fait que I’on
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a factorisé par les coefficients qui dépendent de « et qui proviennent de la
puissance du déterminant aprés dérivation (formule (3.1.4)). La symétrie en
les {; découle du théoréme de Schwarz qui dit que pour des fonctions C*°,
comme ici, la dérivation ne dépend pas de l'ordre dans lequel on différentie.
Or ici, le choix de [, - - -, [, correspond & un ordre de différentiation appliqué
sur le facteur det(z)*. En remplacant u par —1,, et @ par —f, puis en insé-
rant la formule (3.1.10) dans celle définissant R(z;r, §) (c’est a dire (3.1.1)),
on trouve bien qu'il s’agit d’un polynome, car les facteurs e"(®) et e ()
s’éliminent ainsi que les facteurs det(z)” et det(z)~?. On obtient alors:

m

Rz B) = Y cun(=B) - cnt, (=B =1+ 1)Py, (1, 2). (3.1.11)

I eyl =0

De plus, vu la définition de I'opérateur de Maass A = det(9;;) (on rappelle
que 0;; = 27 1(1 4 6;;)0;;), on voit que Py, (— 1y, 2) € Z[3][z]. En effet, les
seuls dénominateurs possibles proviennent des Coefﬁments 1/2 des opérateurs
5ij quand ¢ est différent de j.

Maintenant, nous allons voir que R(z;r, ) est aussi invariant par conju-
gaison. Cela découle d’un fait général, cependant nous le démontrons ici
de maniére tout a fait élémentaire. Considérons une matrice orthogonale
a € Op(R). Une telle matrice définit alors un automorphisme de l’espace

m = {2 =2 € M,,(R)}, par z — ‘aza. De plus, il est bien connu que la
trace et le déterminant sont invariants par conjugaison, puisqu’ils font partie
des polynomes invariants élémentaires A;(z). On peut donc écrire

R(taza;r, B) = (—=1)™e"®) det(z)" 7 (A7 [ ) det(z)~ ] |s=taza) -

Regardons ce qui se passe quand on effectue le changement de variable suivant
2" ='aza. Le coefficient z;; de z apparait dans tous les coefficients z}, de 2’

: _ 0 / el
avec comme facteur a;za;;, si on note 0;; = 35y Ol = 3 on a donc

/
0ii = E a'ikakla'il-
1<k<I<m

1+6

On rappelle que 1'on a 5ij = —20;;, d’ou ici:

zz — E uzkakkuzk + 2 E uzkakluzla

1<k<I<m

or 0;; = 0j, on peut ainsi séparer la deuxiéme somme en une somme pour
1<k<l<metune pour 1 <[ < k < m, ce qui nous permet d’en déduire
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que
m
3 3/
it — E aika]glail-
k=1

Traitons a présent le cas ou i est différent de j, comme z ="'z, on a z;; = z;;
et il faut tenir compte de ces deux coefficients qui apparaissent tous deux
dans lecl avec pour facteur respectif GikQj et ajrpa;, on écrit donc

/ /
0 = Y (awOya; + a;xdyan)
1<k<l<m
= 2 E azikakka]k + E a:ikakla:]l + g azkakla]l,
1<k<I<m 1<i<k<m

dans la troisiéme somme on a effectué le changement d’indice k£ <> [. En

utilisant le fait que 9}, = ), et puisque 0;; = 10;j, on obtient finalement
m
8ij == Z aikﬁ,'daﬂ.
k=1

On peut donc en conclure au niveau des matrices de dérivations, que 1'on

a 0 = ad''a. On déduit de cela que 'opérateur de Maass vérifie la relation
suivante A(z) = det(d) = det(ada) = det(d') = A(2') car on a choisi
a € O, (R). En d’autre terme, 'opérateur A est invariant sous l'action de la
matrice orthogonale a. On peut donc affirmer que l'on a

(Ar [ —tr(z det( ) ] |z:taza) A" [ —tr(z det( ) ]

Ceci montre bien que le polynéome R(z;r, ) est invariant par I’action de a:
R('aza;r, B) = R(2;1, B).

D’autre part, on sait (voir [Ar-Fr|, Chap. 3, § 3.3, Cor. 2) que toute
matrice symétrique réelle z € V,, peut s’écrire 2 = ‘ada pour une matrice
a € SO, (R) et une matrice d diagonale. On a alors R(z;r, 3) = R(d;r, ). La
matrice d peut étre vue comme un vecteur de R™. En fait, ce que nous allons
montrer a présent est un fait général que nous énoncerons sous la forme d’un
lemme.

LEMME 3.1.2. — Si on considére un polynéme P(z) € C[z;;] en la va-
riable matricielle symétrique z = 'z qui vérifie 'hypothése P('aza) = P(z)
pour toute matrice orthogonale a € O,,(R), alors on peut écrire P(z) comme
un polynéme en les polynoémes invariants élémentaires \;(z). De plus, cette
écriture définit un prolongement de P en un polyndéme invariant par conju-
gaison sur 'espace des matrices z de taille m x m.
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Démonstration. — On a déja dit que toute matrice symétrique z pouvait
s’écrire z = 'ada pour une matrice a € SO,,(R) et une matrice d diagonale.
On a alors P(z) = P(d), il suffit donc de considérer le polynome P comme
un polynome en les m variables d;, coefficients de la matrice diagonale d.
D’autre part, les matrices de permutation p, = (d;0(;)) ot 0 € Sy, sont dans
O (R). On a donc P('pydp,) = P(d). Ceci nous dit que P vu comme poly-
nome en m variables est un polynoéme symétrique. On peut donc I’écrire (voir
|[Bourbaki, Algébre, chap. 4]) comme un polynome a coefficients complexes
en les polynomes symétriques élémentaires e;(d) = Z1§l1<m<zjgm dy, - - - dj
pour j = 0,---,m. Or, ces polyndmes symétriques élémentaires ne sont rien
d’autre que la restriction des polynomes invariants élémentaires \;(z) aux
matrices diagonales e;(dy, -, d,,) = A;(d). Ceci montre bien le lemme. O

On peut a présent appliquer notre lemme au polynéme R(z;r, 3), car on
a préalabrement vu qu’il était bien invariant sous 1’action des matrices ortho-
gonales. On en conclut que R(z;r, ) peut s’écrire comme un polynéme inva-
riant par conjugaison en la variable z. On va maintenant préciser un peu plus
ce dernier résultat et montrer que les polynomes F,..;, (2) = Py ..., (—1m, 2)
s’écrivent eux aussi comme des polyndmes invariants par conjugaison. On va
le voir par récurrence sur 7. En effet, supposons que 'on sache que P,..;, (2)
est invariant, alors par construction on a A (e~ det(2)*~" P,..q, (z)) =

m

= ¢ W) det(2)* " Z Cim—ty 1 (@) Pyt (2)- (3.1.12)

Or, 'expression de gauche est invariante par ’action de la matrice orthogo-
nale a € O,,(R) (2 — ‘aza), par hypothése de récurrence et car opérateur A,
la trace et le déterminant sont eux aussi invariants. L’expression de droite est
donc aussi invariante sous 1’action de a. Par ailleurs, les coefficients ¢, 4, ,, ()
sont des polynomes de degré m — 41 en « et les polynomes Fj,..,, ., (2) ne
dépendent pas de a. Ainsi, si on soustrait au membre de droite de I’équation
(3.1.12) ce méme membre dans lequel on a remplacé 2z par ‘aza, on trouve

m

Z Crm—t,,1 (@) (le---er(Z) — Bl...lrﬂ(taza)) )

lr41=0

C’est a dire que 'on obtient pour tout z une combinaison linéaire des po-
lynémes ¢y, () qui est nulle pour tout o« € C. Or, les degrés de ces
polynomes étant tous différents, ceux-ci sont linéairement indépendants. On
a donc forcément P,..,, ., (*aza) = P, ..q,,,(2). G. Shimura utilise un raison-
nement analogue dans [Sh2|. Le lemme 3.1.2 nous dit alors que les polynomes
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Py, .4, ., s’écrivent comme des polynomes invariants. De plus, d’apres ce qu’on
a déja vu auparavant, on voit que Pj,..;, (2) € Z[35][A;(z)] (voir [We]) et ainsi
on a donc R(z;r, 8) € Z[3, 1][z].

On peut pousser encore plus loin la caractérisation du polynome R(z;r, 5)
mais pour cela on a besoin de regarder plus attentivement certains calculs
différentiels. Nous allons voir que 'opérateur de Maass A = det((:)) qui agit
sur les fonctions C* en m(m + 1)/2 variables représentées sous forme de
matrices symétriques z = 'z, se comporte essentiellement de la méme facon
que l'opérateur différentiel A" = det(d) qui lui agit sur les fonctions C* en
m x m variables représentées par des matrices z non forcément symétriques.
L’intérét de faire le lien entre les deux opérateurs A et A’ est que dans le
premier cas nos variables z sont des matrices symétriques et le changement
z +— uz (o0 u est une matrice symétrique) n’est pas un changement de va-
riable sur cet espace; par contre, si on se place dans la deuxiéme situation
ou la variable z est une matrice générale, 'opération z + wuz fournit bien
un changement de variable. On va montrer qu’il existe une correspondance
entre l'action de ces deux opérateurs différentiels. Cette correspondance va
nous permettre de nous ramener a 'opérateur A’, qui est plus souple et avec
lequel on déterminera certains calculs différentiels en utilisant le changement
de variable z — wuz. Puis, on en déduira le méme type de calcul pour I'opé-
rateur A. Plus précisément, on a besoin de montrer pour étudier I'action de
l'opérateur de Shimura que le polynome R(z;r, ) vérifie la relation

R(uz;r, ) = (—1)™ e det(2) P A" (e_tr(“z) det(z)7),
pour u une matrice symétrique réelle.

LEMME 3.1.3. — Soient v = 'u une matrice m x m symétrique réelle, o
un nombre complexe, r, j deux entiers tels que 0 < r < j < m et z € H,,,
on a alors les formules :

D) p@) () = p(u)ents),
(2) prl0) (det(2)) = o) det(z)" 25, (2),
3) AN = @A) py(2).

Ici pi}; ,(7) est une matrice de taille (") x (") dont les coefficients sont
donnés par

T\L
Dk = D P
TOK,L

la somme porte sur les multi-indices 7: 1 <¢; < --- <{; < m contenant les
multi-indices K: 1 <k < - <k <metL:1 <[ <---<I[, <m. La
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notation L désigne le multi-indice complémentaire dans m = {0,---,m} du
multi-indice L. On rappelle que le coefficient p*,_,.(2)% est, au signe prés, le
mineur de z complémentaire du mineur p,(z)%, plus exactement on a

Pr ()i = (1) pr ()5,

ol 0k 1, est la permutation de .S, déterminée par la régle suivante : pour tout
ki S K, UK,L(ki) = lz et pour tout I%i S K, O-K,L(Ei) = l_z avec l_Z S E et 1
désigne le rang de I'indice k; (respectivement [;, k;, [;) par rapport a 'ordre
naturel dans K (respectivement L, K, L). On note €(og 1) la signature de la
permutation o r.

Démonstration. — Les deux premiéres formules ont déja été vues et sont
données dans l'article de G. Shimura: “On Eisenstein Series” (voir [Sh2],
lemme 9.1, p. 466). La troisiéme formule se démontre a partir de la deuxiéme.
En effet, le polynome invariant \;(z) = >, pj(2)% est la somme des mineurs
diagonaux de taille j de z. Si on lui applique I'opérateur différentiel pr((:?)%(, on
obtient des termes non nuls uniquement pour les mineurs diagonaux p;(2)7%,
quand le multi-indice T" contient les multi-indices K et L. Ce mineur est alors
le déterminant d’une sous-matrice de z, le calcul est donc identique a celui

de la formule (2) mais pour une matrice plus petite. Ceci nous donne alors

P @ ) = @ Y 6 R

TOK,L

ce qui montre bien la formule (3). O

Maintenant, nous allons voir ce qui se passe quand on regarde l'opérateur
différentiel A’ = det(0) agir sur les mémes fonctions tests, mais cette fois-ci
vues comme fonctions de m x m variables.

LEMME 3.1.4. — Pour les mémes hypothéses que le lemme précédent
(lemme 3.1.3), on a les formules :
(1) pr(0) (50 = py(w)es),

(o) det(2)* o7, . (2),

(2) pr(9) (det(2)”) =
0 (a))\j(z)a_lu;:jfr(z )

3) 20 (Ni(2)%) =

ou c (o) =T(a+71)/T ().

/
CT
/
CT

Démonstration. — La deuxiéme formule est donnée dans 'article de G.
Shimura (voir [Sh2|, “cas SU”, p. 466). La troisiéme s’en déduit par le méme
type de raisonnement que pour le lemme précédent. Et pour la premiére, il
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suffit de faire un calcul direct tout simple. On a tr (uz) = >_;, ujiz;, or u est
une matrice symétrique ce qui permet d’écrire tr (uz) = > wjzig. Done si
on applique un premier opérateur d; sur la fonction test e'"(*2) on va trouver
0;1(e*(#2)) = u;;e(#2). Puis, on développe le mineur p,(9)% selon la formule

du déterminant :

pr(a)g = Z (_l)e(a)ajllg(l) T ajTlo’(r)’

oESy

et on Papplique a e"(#?) en différentiant successivement :

Pr (8)51 (etr(uz)) = Z (_I)E(U)ujlla(n o ,ujrlg(r)etr(uz) = Pr (U')getr(uz)a

UEST

ce qui donne bien la formule (1). O

On va a présent voir quelle est la différence entre ’action des opérateurs
A et A’ sur des fonctions C* du type e"*) P(uz) det(uz)® ot P est un poly-
nome invariant par conjugaison. Elle résulte essentiellement dans la différence
entre les coefficients ¢, («) et ¢,.(a). Pour s’en assurer on détaille un peu plus
certains calculs différentiels.

LEMME 3.1.5. — Toujours pour les mémes hypothéses que le lemme
3.1.3, on a

(1) (@) (Nj(u2)®) = erl@)Aj(uz)* ppy, (u, 2),
0) (Nj(uz)®) = ) Aj(uz)*" ;o (u, 2).

Ici i ;. (u, z) est une matrice de taille (") x (') dont les coefficients sont
donnés par

T\L
/’L:,jfr(uﬂ Z)%( = Z Pj (u)jsjpjfr(z)stif(a
S, ITDOK,L

ouS:1<s<---<s;<metT:1<¢t <---<t; <m parcourent les
multi-indices contenant K et L.

Démonstration. — Le calcul est presque le méme que pour les lemmes
3.1.3 et 3.1.4. En effet, \j(uz) = Y gpj(uz)d = D gppj(u)ip;j(2)% car u
est une matrice symétrique (donc p;(u) est aussi symétrique). 11 suffit alors
d’appliquer Popérateur p,(9) sur Aj(uz)® et par le méme raisonnement que
pour le lemme 3.1.3, on trouve la formule (1). La formule (2) s’obtient de
méme maniére sans difficulté. O
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On note pour u ="'u et z € H,, : Qr(u,z) =

e a L m
- Z ot Kto (H 1, g (u ) Pyt o1 (2) Kimfl, (3.1.13)

ici T désigne un multi-indice tg, -+, ¢4 o0t les t; € m = {0,---,m} sont
tels que t; < j et |T| = to + -+ + tyyp1 = m. La somme porte sur les
multi-indices K et L de multi-indices strictement ordonnés Ky, et L, tels
que card(Ky,) = card(Ly,) = t; et UMK, = UL, = m forment deux
partitions de m. La permutation og j de m est determlnee par: pour tout
h € m, il existe un t; tel que h = h; € K;; avec i désignant le rang de h dans
K;; par rapport & 'ordre sur les entiers, alors o1 (h;) = hj ot hj est 'élément
de rang i de L;;. Les polynomes Q7 (u, z) sont ceux qui interviennent dans le
calcul différentiel suivant :

A (etr(uz) <ﬁ )\j(uz)l/j> det(z)o‘> = tr(u2) <1m_[ )\j(uz)”j—1> det(z)a—1

> er(v,0)Qr(u, 2) |, (3.1.14)

|T|=m

ou «a,v; € C sont des complexes pour tout 7 = 1,---,m et on écrit les
coefficients cr (v, @) = ¢, (@) [}~ ¢; (). Pour le voir, 11 suffit d’appliquer
le lemme 3.1.1 pour n = m + 2 et pour les (m + 2) fonctions suivantes:
F1(2) = Ag(uz)" pour tout j =1, -, m, folz) = €70 et f . (2) = det(2)®,
ce qui nous donne la formule (3.1.14), a ’aide des formules du lemme 3.1.5.
Pour l'action de 'opérateur A" = det(d) en m x m variables, on obtient une
formule analogue :

A’ (etr(uz) (lm_[ )\j(uz)”f> det(z)a> = etrlu?) (lm_[ )\j(uz)”J'l) det(z)*

Z (v, @)Qr(u, ) |,(3.1.15)

|T|=m

ol ici cp(v,a) = ¢ ., (@) H] ) ct (v5).

A présent, nous allons montrer que Qp(l,,uz) = Qr(u,z) = Qr(uz)
s’écrit comme un polynome en la matrice uz. Si dans la formule (3.1.15), on
effectue & gauche le changement de variable 2’ = uz, on va trouver 0 = ud’
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car u est une matrice symétrique, d’ou

A’ (etr(uz) H Aj(uz)% det(2)® ] = det(u)'™® H Aj(uz)¥ 7t det(uz)* !

J=1 J=1

TS (v, )Qr (L, uz)

|T|=m

En comparant avec la formule (3.1.15), on en déduit bien que 'on a les
égalités suivantes Qr(uz) = Qr(u, 2) = Qr(1,,,uz). De plus, comme Qr(2)
est donné par une somme de produits de (m-+1) mineurs, on voit que comme
polynome invariant, Qr(z) est de degré au plus (m+1) en les A;(z). On peut
voir aussi que Qp(z) est de degré (m + 1) en z1;. De plus, chaque \;(z) est
de degré 1 en 211 et Qr est invariant. On en déduit donc que Qr(z) est de
degré (m + 1) en les \;(z).

Cette étude sur le polynome @) nous permet d’en déduire que

Py (u,z) =P, (uz) = Z P, (uz) -+ Mg, (uz). (3.1.16)

En effet, la formule (3.1.16) est claire si r» = 1, car P(u, 2) = A\j(uz) d’aprés
la formule (3.1.7). On va voir par récurrence sur r que (3.1.16) est vraie pour
tout r € N. Par définition des polynémes F;,..;., on a

A(etr(“z) det(uz)* " Py..q, (uz)) = (U2 det (7)1 Z Cm—t,,1 (@)
ly+1=0
P, (u, 2). (3.1.17)

De plus, I'hypothése de récurrence nous dit que

Py (uz) = Z Pr g, (uz) - Mg, (uz).

Ainsi, I’équation (3.1.17) est une combinaison linéaire de formules du type
(3.1.14). On en déduit alors que les polynémes P, ..., ., (u, z) sont des combi-
naisons linéaires de polynomes du type:

H Aj(uz)" 71 Qp (uz),
j=1

ce qui nous montre que Py, ., (u, 2) = P),..y, ., (uz). En conclusion, on trouve
bien la relation annoncée pour le polynome R(z;r, 3), & savoir que

R(uz;r, B) = (—1)™ ™) det(2)" P A" (e ") det(2) 7).
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De tout ceci on tire le théoréme:

THEOREME 3.1.6. — Le polynéme R(z;r,[3) s’écrit donc comme une
combinaison linéaire R(z;r,B) = Y., c(B)Pr(z), ou la somme porte sur
tous les multi-indices L = (ly < --- < [,) quelconques de m = {0,---,m}

et les P (z) sont des polynomes invariants par conjugaison, symétriques en
les lj, indépendants de [ et de degré au plus r en les \j(z). De plus, on a la
relation

R(uz;r, B) = (—=1)™ e det(z) P A (e ~tr(v2) det(z)~ 7. (3.1.18)

On peut méme écrire

R(z;r,ﬂ):ZC) det(z)"" Y Rp(B)An(2) - N, (2),  (3.1.19)

t=0 |L|<mt—t

ou L parcourt tous les multi-indices 0 < [; < --- < [; < m tels que I'on
al|lLl =1 +---4+ 1 < mt—t et les coefficients Rr () € Z[1/2][5] sont
des polynomes a coefficients diadiques en (3 de degré (mt — |L|). De plus, si
28 € Z on a ordy (R (B)) > —(mt — |L|)/2.

Démonstration. — La premiére formule (3.1.18) résulte de l'étude qui
vient d’étre faite. La deuxiéme découle du fait que R(z;r, 5) est un polynéme
invariant de degré r en les \;(z). On a donc

R(z;1, B) = ZCL YA, (2) - A (2), (3.1.20)

ou L parcourt les multi-indices 0 < [} < --- <[, < m. La formule (3.1.19)
provient d’une certaine décomposition du développement (3.1.20). La somme
sur t de (3.1.19) correspond a un choix de exactement (r — ¢) opérateurs A
que 'on applique sur la fonction e ") lors du calcul différentiel

AT (e*tr(z) det(z) 7).

Comme ce choix se fait parmi r opérateurs A, ce terme va apparaitre ( ) fois.
On rappelle que c’est le théoréme de Schwartz qui nous assure que ce terme
est le méme quel que soit le choix de 'ordre de différentiation. De plus, ce
terme s’écrit alors (—1)™" det(z)"* (car Af(e=(*)) = (—1)™) multiplié¢ par
le résultat du calcul

t

Z(—l)j(—l)m(t’j) (;) e"?) det(2)P T A7 (e det(2)F), (3.1.21)

J=0
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qui correspond aux termes ot on a appliqué exactement (r — t) opérateurs
A sur la fonction e ™), Ainsi, on voit que 'on peut écrire

Rlar ) =Y () derley Y0 RuAWGE) (o)

t=0 |L|<mit—t

ou L parcourt 0 < [} < --- <[, < m, tel que |L| < mt — t. Cette derniére
inégalité provient du fait que 1'on a t opérateurs A que 'on applique pas
entiérement sur e (?) c’est a dire que l'on a t opérateurs d’ordre au moins
un qui s’appliquent sur det(z)*. Ainsi, on voit bien que |L| ne peut excéder
la quantité mt — ¢ ou mt = deg(det(z)"). D’autre part, le calcul (3.1.21) est
indépendant de r et les coefficients Ry () qui vont apparaitre proviennent
de la puissance de det(z). Ces coefficients Ry (/) sont donc des polynomes
en la variable 3 et leur degré est donné par 'ordre de 'opérateur différentiel
qui s’est appliqué sur det(z)*. Bien évidemment cet ordre n’est autre que la
différence entre les degrés (en les z;;) de det(2)" et de A\, (2) - A, (2), cest
a dire mt — |L|. La valuation 2-adique de Ry (f) se majore facilement; en
effet, on a vu lors des différentiations successives que les seuls dénominateurs
qui apparaissent sont des puissances de deux. Ceux-ci interviennent dans les
coefficients cp(v, ) de la formule (3.1.14), qui sont des produits de demi-
entiers successifs. On en déduit donc que ordy(cr(v,«)) > —|T'|/2, ce qui
montre qu’aprés r différentiations, ordy (R () > —(mt — |L|)/2. O

3.2. Action de I'opérateur de Shimura sur le développement de Fourier

Nous allons appliquer les résultats obtenus sur le polynoéme R(z;r, 5) pour
calculer 'action de 'opérateur différentiel de Shimura sur le développement
de Fourier des formes modulaires. On va tout d’abord définir 'opérateur de
Shimura d; dans le cas des formes modulaires de Siegel de genre m, ainsi que
I'opérateur de Maass “tordu” My, ou k est un réel positif. En effet, on a déja
introduit Popérateur A que 'on appelle aussi opérateur de Maass. Ce sont
deux opérateurs différents qui ont été étudiés en détails par H. Maass (voir
[Ma]).

DEFINITION 3.2.1. — Pour f € C*(H,,C), on définit les opérateurs de
Maass et de Shimura par les formules

Mif(z) = Mu2)f(z) = det(z — 2)* *A [det(z — 2)* 1 7(2)],

) = 6@ = (4 de) )
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D’aprés les travaux de H. Maass (voir [Mal), si k& est un entier et ¢
un caractére de Dirichlet modulo N, I'opérateur de Shimura agit sur les

formes modulaires C*, Jj: Mv’ﬁ,L(N,w) — MPFFZ(N ). On a bien entendu

51(:) = Okt2r—2" " Og.

On va maintenant montrer que le développement de Fourier de 6,(:) f ou
f=>5 c(h)em(hz) € ML (N, 1) est bien donné par une formule du type

5,(:)f(z) = Z c(h)det(4my) "R(4mhy;r, B)em(hz).

h€Bm

On donne a présent un lemme calculatoire important qui va nous per-
mettre de montrer que le développement de Fourier de 6,(:) f est de la forme
voulue.

LEMME 3.2.2. — Soient o« un nombre complexe, r un entier positif, u
une matrice symétrique réelle et z € H,,, on a alors la relation

det(Z)irA (det(z)r+1Ar (etr(uz) det(z)a)> — Ar+1 (etr(uz) det(z)aH) .

Démonstration. — Pour démontrer ce lemme on applique a la formule
(3.1.10) donnant A" (e'(“*) det(z)*), Popérateur det(z) "A (det(2)"*!-) et on

obtient det(z)™"A (e”(“z) det(z)**t .

Z Cm—1, (a) © Cm—ly (a —7r+ 1)P11...1T (uz)) =

li,+lr=0
— etr(uz) det(z)a—r .
m

Y tmn(@)emo (@ =+ Vemoy, (@4 1) Py, (u2).
l1,~~~,lr+1:0
Comme les polynomes Fj,..;, sont symétriques en les [;, on peut effectuer

le changement d’indice I = l,41, l5 = 1y, --+, I}, = [, de sorte que l'on
retombe sur la formule donnant A" (e'*(“) det(z)**!). On retrouve ainsi la
relation annoncée. O

Pour calculer le développement de Fourier de 5,?) f, on procéde par récur-
rence sur r. On va d’abord calculer ’action de 'opérateur de Shimura sur les
fonctions tests e,,(hz), plus précisément on va montrer que ’on a

0 (e (h2)) = det(4my) " em (h2)R(AThy; 7k — k — 7).
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En effet, si on considére f(z) =), c(h)en(hz), on obtient alors par linéa-
rité le développement de Fourier de 6,(:) f, ce qui nous donne
8 f(2) = Z c(h) det(4my) "R(4mhy;r, k — k — r)en(hz),
h€ B,

qui est bien de la méme forme que dans le théoréme 1.2.3. Il nous reste donc
a démontrer le lemme suivant.

LEMME 3.2.3. — L’action de l'opérateur de Shimura sur les fonctions
tests e, (hz) ou h € By, et z € Hy, est donnée par la formule

5](:) (em(h2)) = det(4my) "em(hz) R(4mhy;r K — k — 7).

Démonstration. — On démontre ce lemme par récurrence sur 7r:
e Sir =0, c’est évident.
e On suppose ensuite la formule vraie pour r et on lui applique 'opérateur
de Shimura 6., on a alors
00 (e (hz)) = (=1)™det(dry)~! det(z — z)"F-2.
A [det(z — Z)FF2r =R det (4y) e, (h2) -
- R(4rhy;ryk—k —1r)| .
On remarque que 47hy = —2inh(z — z). D’autre part, zZ étant une applica-
tion anti-holomorphe, elle se comporte comme une constante par rapport a
lopérateur différentiel A, ce qui nous permet d’écrire (d’aprés le théoréme
3.1.6), en posant u = —2irh, 8 =Kk —k —1r: R(u(z — 2);r, ) =
— (_l)mretr(u(zfz)) det(z . 2)T+ﬂAr (eftr(u(zfi)) det(z - 2)7ﬂ) )
On remplace cette expression dans la premiére formule, puis on regroupe les
facteurs identiques sans oublier de sortir les facteurs constants de la diffé-
rentiation ainsi que le facteur e,,(hZ) = e"(=%%) qui est une fonction anti-

holomorphe et qui se comporte donc comme une fonction constante vis a vis
de l'opérateur A. On obtient donc

8T (e (h2)) = det(dmy)” Tt Dey, (hz)(—1)™0 D 4=2) det (2 — 2)P.
A [det(z — Z) AT (e det(z — 2)‘5)] .
On peut alors appliquer le lemme 3.2.2 sur le facteur qui concerne la diffé-
rentiation et on trouve
87 (e (hz)) = det(dmy) ey, (hz)(—1)mr+Detrluz-2),
Cdet(z — 2)"HBATH (e*trww)) det(z — 2)*5)
= det(4my)~ Ve, (hz)R(4nhy;r + 1,k — k — (r + 1)),
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ce qui achéve la démonstration par récurrence. O

En conclusion, ces calculs nous montrent que 1’action de 'opérateur de
Shimura sur le développement de Fourier des formes modulaires de Siegel, se
réalise a l’aide du polynome R(z;r, ) par la formule que ’on réécrit dans la
proposition suivante:

PROPOSITION 3.2.4. — Soit f € MF (N, ) une forme modulaire de Sie-
gel dont le développement de Fourier est donné par f(z) = Y, c(h)en(hz),
alors

5 f(2) = Z c(h) det(4my) " R(4mhy;r, k — k — 1)en(hz).

h€Bm

3.3. Séries d’Eisenstein

On va définir ici les séries d’Eisenstein-Siegel Ey(z, s, x), qui intervien-
dront dans les représentations intégrales des fonctions zéta de Rankin. Pour
cela on a besoin d’introduire quelques notations supplémentaires. On fixe un
entier positif m, une paire de matrices ¢, d € M,,(Z) est dite primitive si
toute matrice a coefficients rationnels v € M,,(Q) telle que e, vd € M,,(Z)
est une matrice entiére v € M,,(Z). La paire (c,d) est dite symétrique si
¢ 'd =d-'c. Deux paires primitives symétriques (c1, d;) et (c2, ds) sont dites
équivalentes si (c1,d;) = (ucy, uds) pour une certaine matrice u € SL,,(Z).
On note D,, I’ensemble des classes d’équivalence des paires de matrices primi-
tives symétriques. Soient maintenant k£, N deux entiers positifs, s un nombre
complexe et y un caractére de Dirichlet modulo N tel que x(—1) = (=1)*;
pour z € H,,, on définit les séries d’Eisenstein-Siegel par la formule

Ep(z,5,x) = det(y)* > x(det(d)) det(cz + d)~F1!, (3.3.1)
(c,d)

ou la somme porte sur toutes les classes de paires de matrices primitives
symeétriques (¢, d) € D,, telles que ¢ =0, (mod N) et on utilise la notation
de Deligne et Ribet z7¥712s] = 2=%|2|=2% pour tout z € C*. La série (3.3.1) est
absolument convergente pour k + R(2s) > m + 1 et admet un prolongement
méromorphe sur tout le plan complexe. On pose j(7, z) = det(cz + d) pour
v = ( CCL Z ) € I'™ et z € H,,. D’autre part, on peut identifier I’ensemble

des classes a droite I']" \ ['™ du groupe '™ = Sp,,(Z) par rapport au sous-
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groupe parabolique I'* = {fy = < Oa Z > | v € Fm} avec D,, par

re\1rm — Dy,
m ([ a b
Iy e d — cl(e, d)

Via cette application, 'ensemble {(c,d) € D,, | c=0,, (mod N)} s’identi-
fie & 'ensemble des classes I']" \ ['f*(IV). On peut donc aussi écrire Ey(z, s, X)
sous la forme

Ej(z,5,x) =det(y)* > x(det(d))j(y,z) 7],

yeP(O\I\I'

avecF:Fg"(N),fy:(z Z) etP:{<0a Z) EGSp;(R)}.

Ces séries d’Eisenstein définissent par ailleurs des formes modulaires C*°,
Ey(z,8,x) € MF(N,x) et si s = 0et k > m + 1, ces formes sont aussi
holomorphes Ej(z,x) € ME (N, x). Cette série d’Eisenstein admet alors un

développement de Fourier

Er(z,x) = Y bi(h)en(hz).

hE€Bm,

D’aprés les travaux de H. Maass (voir [Ma|, chap. 19), les séries Fy(z, s, x)
sont liées pour des k et s différents par 'opérateur de Shimura:

Lok +s)
E -1 =(A4r)" —F——— O F . 3.3.2
k+2(2’,$ 7X) ( 7T) Fm(k+8—|—1) k k(z787X) ( )
Ainsi, on obtient en réitérant r fois 'opérateur différentiel oy, - -, 0pior o:
mr_ Lm(k)
Ek+2r(za -, X) = (_47T) Fm(k + T) 51(9 )Ek(za X)

On en déduit d’aprés la proposition 3.2.4, que les séries d’Eisenstein non-
holomorphes Eji9.(z, —7, x) admettent les développements de Fourier sui-
vants:

Lk
Egior(z,—1,x) = det(—y)_rﬁ Z bp(h)R(4dmhy; 1, k—k—r)en(hz).
Lo (k+ 1)
heB,
Nous verrons dans la prochaine section, que 'opérateur de Cohen appliqué
a un couple formé par une série d’Eisenstein Ej(z,x) et une série théta,
détermine & une normalisation prés le noyau d’une formule intégrale qui
donne les valeurs spéciales des fonctions zéta standards de formes propres
des opérateurs de Hecke.
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3.4. Séries d’Eisenstein normalisées

On va introduire des séries d’Eisenstein normalisées a partir de celles
vues dans le paragraphe précédent. Ces normalisations permettent d’obtenir
explicitement les développements de Fourier. Elles ont été étudiées en détails
par G. Shimura (voir [Sh2]|) et par P. Feit (voir |[Fe|). Avec les mémes notations
que pour le paragraphe précédent, on pose

Ef(z,8,%) = Ex(—27", 5, x) det(2) 7", (3.4.1)

C’est a dire que ces séries s’obtiennent en appliquant l'involution .J,,, aux
séries Ex(z,s,x), Ef(z,s,x) = Ex(2, 5, X)|gJm- Pour k > m+1et N =1 ces
deux séries coincident et se réduisent pour s = 0 aux séries originellement
étudiées par Siegel Ei(z) = Eg(2,0,1) = Ef(2,0,1). Ces séries admettent le
développement de Fourier

Ei(z,5,x) = Y. bhy,s)em(ha),

heN—-1A,,

ou les coefficients b(h,y, s) sont donnés explicitement dans [Pal| (chap. 2,
prop. 3.4.) dans [Sh2| et dans [Fe| a l’aide de la fonction hypergéométrique
confluente.

Nous allons introduire trois autres types de séries d’Eisenstein normali-
sées, dont on peut décrire précisément les propriétés d’holomorphie par rap-
port & la variable s ainsi que les propriétés d’algébricité de leurs coefficients
de Fourier. On définit

Gi(z,8,x) = N™IT(k, s) Ly (k + 2s,x) -

[m/2]
. H Ln(2k +4s —25,x*) | Ef(Nz,s,%), (3.4.2)
7=1
ou
[(k,s) = imkg-mbt)p—mls+h). (3.4.3)
Lon(k+s)C(s+ (k—m/24 pn)/2) sim est pair,
Lok +s) si m est impair,
et

Ln(s,x) = [J (1 = x(9)g *)

afN

52



est la série de Dirichlet associée au caractére y et u = e(m/2 + k), avec
e(r) € {0,1} tel que ¢(r) = r (mod 2) pour tout entier r € N. Si le ca-
ractére x? est non trivial, la fonction G%(z, s, x) est une fonction entiére de
la variable complexe s (voir |[Pal|, Chap. 3, Th. 3.6 ou |Fe|, Th. 9.1, p. 49).
Plus précisément on aura besoin pour étudier les propriétés analytiques de
certaines fonctions zéta du résultat suivant.

PROPOSITION 3.4.1. — Soit N > 1 un entier positif tel que 2|N, alors
(a) Si x* # 1 la série G3(z, s, x) est une fonction entiére de la variable s.
(b) Si x? est trivial alors
e (bl) Si2k > m et que m est impair ou que m est pair et i = €(m/2+k) =1
alors G7}(z, s, x) est entiére.

e (b2) Si2k > m et que m est pair avec p = 0 alors G(z, s, x) est une fonction
holomorphe en s avec un unique pole simple éventuel en s = (m+ 2 — 2k) /4.

Démonstration. — (voir [Fe|, Th. 9.1, p. 49). O

De plus, si m est impair, on pose G (2,5, x) = G} (2,5, %) = Gi(z, 5, X).
Et si m est pair alors on définit

Gil(z,5.0) = T((k+2s —m/2+ 1) /2)7'Gi(z, 5, %),

iuﬂm—k—Qs

Ci@sX) = A E—as v mja s w2 oSN

ou u = €(m/2 + k). Nous verrons plus loin que ces deux derniéres séries
interviennent dans une formule intégrale donnant les fonctions zéta standards
normalisées d’une forme modulaire de Siegel. Les développements de Fourier
de G%(z,s,x) et Gi(z,s,x) sont donnés par

Gi(z,8,X) = Y U(h,y,s)em(ha),

hEAm

Gi(z,8,x) = Zbi(h,y,s)em(hz).

hEAm

Les coefficients de Fourier b*(h,y, s) sont donnés explicitement dans [Pal]
(Chap. 2, § 3.5). Nous utiliserons dans la section 5 les coefficients de Fou-
rier b*(h,y, s), ¢’est pourquoi nous donnons ci-dessous leur forme dans la
situation qui nous intéresse.

PROPOSITION 3.4.2. — Soient m un entier positif pair et k un entier
positif tel que 2k > m. On a alors:

(a) Si 2s € Z est un entier tel que s < 0 et k+2s > 1+m/2, h € C,,
est une matrice symétriques demi-entiére définie positive, les coefficients de
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Fourier de G (z, s, x) s’écrivent
b (hyy,s) = W (y, h,s) Ly (k + 25 — m/2, xxn) M (h, X, k + 2s),
ou
2i°T'(s) cos(m(s — 6)/2)
(2m)®
est la fonction L de Dirichlet normalisée avec § € {0, 1} qui est lié a la parité

du caractére x : x(—1) = (=1)°. Le facteur M (h, x, k+2s) désigne un produit
eulérien fini

L} (s,x) = Ly (s, x),

M(h, x, k + 2s) = HMhX )g k%),

geP(h

ol ¢ parcourt tous les nombres premiers qui divisent N et tous les diviseurs
élémentaires de la matrice h. D’autre part, chaque facteur M,(h,t) € Z[t] est
un polynéme a coefficients entiers. Pour plus de détails sur ces polynomes
on renvoie a [Fe|. Le caractére x;, est un caractére quadratique associé a la
matrice h, que I'on définit dans la section 4 (voir § 4.3, formule (4.3.2)).
Enfin, la fonction W™ (y, h, s) est donnée par

W (y, h,s) = 27 det(h)""27F det(47y)* R(dmhy; —s,k — k — 5),

quand s € Z est un entier et dans le cas contraire on a b* (h,y,s) = 0.
(b) Si2s € Z tel que k+2s < m/2 et k+ s > k, h € Cy,, les coefficients
de G (z,s,x) s’obtiennent par
b (y,h,s) =W~ (y, h,s)Liy(k + 2s — m/2, xxa) M (h, x, k + 2s),

ou
Ly(s,x) = Ln(s,x),
W=(y,h,s) = 2™ det(dmy)**SRdrhy;k + s — K, s),

pourvu que s + k — k soit un entier et sinon b~ (y, h, s) = 0.

De plus, sous les hypothéses du (a) et du (b), les séries normalisées G* ont
des développements de Fourier indiciés par des matrices définies positives :

Gi(z,8,X) = Zb (h,y, s)em(hz).
heCpy,

Démonstration. — (voir |Pal|, Chap. 2, Th. 3.8). O

A présent on étudie ’action de l'opérateur de Shimura sur ces séries
d’Eisenstein normalisées (voir aussi [Ma]).
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LEMME 3.4.3. — L’opérateur de Shimura agit sur les séries E}(z, s, X)
de la fagon suivante:

1 Tp(k+s+1)
1 onEy = Ef -1
( ) k k(2757X) (—47T)m Fm(l{l—FS) k+2(z78 7X)7
n N™ Tpk+s+1)
(2) 6kEk(Nza 57X) = (—47T)m Fm(k + 8) Ek—I—Q(NzaS - 17X)

Démonstration. — Les travaux de H. Maass (voir [Ma]) sur 'opérateur
A, montre que pour une fonction f a variable matricielle z = 'z, on a la
relation 0 (f|xy) = (0kf)|k+27y pour tout v € Sp,,(R) et k € N. Et comme
Ef(z,s,X) = Ex(z, 8, X)|kJm, on déduit immédiatement la formule (1) & par-
tir de I’équation (3.3.2) vérifiée par Ey(z, s, x). Pour la deuxiéme formule, il
suffit de regarder ce qui se passe quand on effectue le changement de variable
2z = Nz. On obtient donc

Ox(2)Er(Nz,s,x) = det(N1,)0k(2" ) Ex (2, 5, X),
d’on la formule (2). O

COROLLAIRE 3.4.4. — On a les relations:

(1) 6k(Gz(Z787X)) = GZ+2(Za8 - 17X)7
(2) 5k(Gl—ci_(Z= S,X)) = Gl-c'_+2(zv s — 17X)7
(3) 5k(Gl;(Z= S,X)) = Gl;+2(Z= s — 1,X)-

Démonstration. — Les trois formules se démontrent de la méme maniére,
nous montrerons le (1). L’opérateur de Shimura s’applique a G3(z, s, x). Or si
on regarde les différents facteurs dans la formule (3.4.2) donnant G5(z, s, x),
les seuls qui ne soient pas invariants par le changement de variable k — k+2,
s+ s —1sont:

Nm(s+k)ikafm(kJrl)ﬂ_fm(erk)l—\m(k + 8) )

Ceux-ci interviennent principalement dans le facteur I'(k,s) (voir (3.4.3)).
On applique alors 'opérateur de Shimura a G%(z, s, x) en utilisant la formule
(2) du lemme 3.4.3, on regroupe les puissances de N, de 7, de 2 et de 1,
puis le facteur I';,(k + s) va se simplifier, ce qui va finalement nous donner
0k (G%(2,5,x)) = Giyo(z,5—1,%). Pour le (2) et le (3) on procéde exactement
de la méme facon. O
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3.5. Propriétés du polynéme P (v, u;r,3)

On a vu dans le théoréme 1.2.3 que le développement de Fourier de la
projection holomorphe de formes modulaires C* du type gé,(gr)f était donné
a l'aide d'un polynéme P(v,u;r, ) obtenu par

Co(k—1—K)
Lok — k)

P(v,u;r,fB) = det (u)* " R(—vdy; r, B)[det(u)"*+]. (3.5.1)

Ici et tout au long de ce paragraphe u, v € M,,(R) représenteront des matrices
symétriques, r,k € N des entiers positifs, «, 5 € C des nombres complexes
et kK = (m + 1)/2. De plus, I’étude du polynome R(z;r, 3) dans le théoréme
3.1.6, nous a montré qu’il s’écrivait

Rlar ) =3 () ety X0 RuAMG) o)

t=0 |L|<mt—t

ou la somme porte sur les multi-indices L = (0 < [} < --- < [; < m)

avec |L| < mt —t. Ainsi, pour calculer le polynome P(v,u;r, 3) il nous faut
connaitre l'action d’'un monoéme A, (vdy)--- A, (v0,) sur une puissance du
déterminant det(u)®.

On va d’abord voir un petit résultat qui permet d’écrire les formules que
’on va obtenir sous une forme différente, plus commode pour les applications.

LEMME 3.5.1. — Pour une matrice symétrique définie positive u, on a
Aj(u) = det(u)Ay_j(u™).
Démonstration. — On a déja vu que
m
det(tly +u) =Y Aj(u)t™
=0

Or, on peut factoriser le terme de gauche par t™ det(u) ce qui donne

t™ det(u) det(t™" L, +u™") = ™ det(u) Y Aj(u™" )™

J=0

En comparant les deux expressions obtenues et en identifiant les coefficients
des mémes puissances de ¢, on trouve

Aj(u) = det(w) Ay, j(u™).
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On se place a présent dans le cas ot v = —1,,.

LEMME 3.5.2. — Pour u une matrice symétrique définie positive, on a
la relation

)\j(éu) (det(u)®) = ¢j(a) det(u)*A; (ut) = cj(a) det(u)a’l)\m,j (u).

Démonstration. — On sait que le polynéme invariant A;(z) est la somme
des mineurs diagonaux de taille j X j de la variable matricielle z, d’ou

\;(0u) (det(u Zp] L (det(u)™),

ou L désigne un multi-indice L = {1 < [; < --- < [; < m}. On peut
alors appliquer les formules du lemme 3.1.3 pour calculer la différentiation
du terme de droite, ce qui nous donne

)‘J(éu) (det(u’)a) det a ! Z pm ]

Or, on a vu que par définition p},_;(u)} = det(u)p;(u~")] et si on remplace
dans la formule ci-dessus on trouve

)‘j(éu) (det(u)®) = ¢j(a) det(u ij _1 LJ

ce qui est bien la formule annoncée. O
On va a présent calculer Paction d'un opérateur A, (3,) - - - Aj, (,,) sur une

puissance du déterminant det(u)®.

LEMME 3.5.3. — Pour les mémes hypothéses que précédemment, on a

Mg () -+ g, (0a) (det(w)®) = det(w)*™ Yy enl@)Ay (w) -+~ Ny, (w),

|Ll=mi—|J]

ou la somme porte sur les multi-indices L = (0 < [} < --- < I, < m) tels
que |L| = mt — |J| et ¢p(«) est un polynéme de degré |J| = j; + -+ j; en
a a coefficients diadiques. De plus, si 2« € Z, on a alors I'inégalité suivante
ordy(cr(a)) > —(mt — |L])/2.

Démonstration. — On montre ce lemme par récurrence sur t.
e Sit =1, cest le lemme 3.5.2.
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e Si¢ > 1, on va appliquer a la formule supposée connue pour ¢—1, 'opérateur
A;(0y), on va obtenir

)\j (5u) (det a i Z CL )\ll ’ )\lt 1 (U)) =
= det(u)*" t Z Z cn(@)Qri( (3.5.2)
L |I|=j

ou la somme porte sur les multi-indices I = (iy, - - -, 4;) qui vérifient la relation
[I|=iy+---+ig=javec 0<ip <Ilpsih=1,---,t—1et0<1i <j. Les
polynomes Q) r(u) sont donnés par la formule Qp, ;(u) =

t—1

E(T I K’Z

_ E E K,K Ci, (O[ t+1 chh <H 'ulhylh Zh )pm Zt( )KIZ
S K,K' h=1

ou S parcourt les sous-ensembles strictement ordonnés de cardinal 7 de m
et la deuxiéme somme porte sur les multi-indices K et K’ de multi-indices
strictement ordonnés K;, et K , tels que card(Kj;,) = card(K] ) = i, et
Up—1 K, = U K] = S forment deux partitions distinctes de S. I s’agit
exactement du méme type de formule que 'équation (3.1.13) obtenue ici en
appliquant Popérateur différentiel \;(9,) = Y ¢ p;(0u)2 & un produit de ¢
fonctions C*°. Par ailleurs, si dans lequatlon (3.5.2), on effectue le change-
ment de variable u' = taua pour a € SOy, (R), on voit que le terme de
gauche reste inchangé. Ceci provient du fait que les A\; sont invariants par
conjugaison. Cela montre donc, par le méme raisonnement que pour les po-
lynomes Qr(z) (étudiés au paragraphe 3.1), que les polynomes Q) ;(u) sont
invariants. On peut alors les écrire

Qri( Z br (o )\l’ : )‘lé (u).

Ici by (o) est un polynéme en « a coefficients diadiques dont les coefficients
vérifient ordy (b («)) > —7j/2. D’autre part, Qr r(u) est de degré au plus ¢
en les \j(u) car il est invariant et de degré ¢ en z;;, et comme on a appliqué
un opérateur de degré j sur det(u)A;, (u) -+ A,_,(u) qui est de degré m + |L|
en u, on a bien que |L'| = |L| + m — j. On obtient finalement que

2;(0u) (ciet(lb)"“t+1 > cn(@y(w) A, (U)> =

=det(u)*" > ey (u)- - Ay (u).

| |=|L|+m—j
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Et compte tenu du fait que ords(cp(«)) > —(m(t — 1) — |L|)/2 dans la
premiére somme (par hypothése de récurrence), et que ordy (b () > —j/2,
on obtient bien que ordy(cp («)) > —(mt — |L'|)/2 dans la deuxiéme somme.
Ceci achéve donc notre démonstration par récurrence. O

On peut donner & présent la forme générale du polynéme P(v,u;r, ().

THEOREME 3.5.4. — Pour u, v deux matrices symétriques réelles défi-
nies positives, on a

T

P(o,u;r, B) = det() S (1) 3 en(B)hn (v u) - Ay (v ), (3.5.3)
t

t=0 |L|>t

ou la somme porte sur les multi-indices L = (0 < [} < --- < [, <'m), tels que
|L| >t et c(S) est un polynéme de degré |L| en [ a coefficients diadiques
et si de plus 23 € Z, on a ords(c(B)) > —mt/2.

On remarque que P(v,u;r, 3) est bien un polynéme en les variables u et
v, on peut le voir si on 'exprime sous la forme suivante :

r

P(v,u;r,8) =) C) det(v)" ")

t=0 L2t

ci(9) Ht (Pt (o))

Démonstration. — La formule 3.1.19 du théoréme 3.1.6 nous donne

r

ROirm =3 ([)ar X RGN h @)

|| <mit—t
Or, Paction de A” sur det(u)® a déja été vue (voir I'équation (3.1.4)):

Lok + )
Lk +a—r1)

AT (det(u)®) = det(u)>~".

Cette remarque et le lemme 3.5.3 nous permettent d’obtenir

R(Dy; 7, B) (det(u)®) = det(u)* " Z <7"> Fm(rm(n +a)

—~ \t K+a—r1+t)

D7 ewlals B (u) -+ g ),

|L|>t

ou & =a—r1r+tetc(a,) est un polynome a coefficients diadiques en
o et B de degré |L| en 8 d’aprés la proposition 3.1.6. Plus précisément, ces
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polynomes ¢y (¢, ) sont des combinaisons linéaires a coefficients entiers de
produits Ry (8)cr(«) ou |L| + |L'| = mt. Ceci nous donne en remplacant
dans I’équation (3.5.1) avec « =k — k + 1

T

Pltniin8) = (0 3 (1) X v w(w),

t=0 |L|>t

ol
en(p) = ) )
v (26 —k+1) 7

est un polynome de degré |L| en [ a coefficients diadiques. On a utilisé ici
I’équation suivante
Lok —1 —K)
Lok — k)

(26— k)
Cm(26 —k+71)’

= (-1

de sorte que les facteurs I'(2x — k +r) s’éliminent. D’autre part, R(z;r, 3) est
un polynome invariant en z, c’est donc une combinaison linéaire de monoémes

en les A\j(z). Or, on a vu que \;(0) se comportait essentiellement de la méme
facon que A;(0). Plus précisément on trouve

R(0y; 7, B) (det(uw)®) = det(u)*™" Z (7“) Lok + )

= \t)Tn(s+a—r+1)
(e BN () - Ay, (). (3.5.4)
L[>t
Mais on peut ici effectuer le changement de variable v/ = —v~'u qui donne
d = —wvd. On obtient donc en remplacant 0, par —vd, dans I’équation

(3.5.4) : R(—vdy; 1, ) (det(u)*) =

— K+a—r1r+t)
1

) Z C,L(alv B)All(_v_ u) o ')‘lt(_v_lu)'

L[>t

On en déduit le méme type d’identité pour d par la correspondance entre 0
et 0. Puis, en remplacant & = k — k + r, on obtient: P(v,u;r, ) =

= (—1)™ det(~v)" Y C) 3" en(B) A (—v ) Ay (—o M), (3.5.5)

\L|>t
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Ici on a @« = k —k +7r € 3Z. Les ¢,(f) sont des combinaisons linéaires
a coefficients entiers de produits R/ (5)cp(«) et si 26 € Z, on a vu que
ordy(Rp () > —|L|/2 (voir théoréme 3.1.6) et on a également vu que
ordy(cr(a)) > —(mt — |L])/2 (voir lemme 3.5.3). Ceci entraine bien que
ordy(cp(B)) > —mt/2. Pour retomber sur la formule du théoréme, on sort
les facteurs (—1) des polynomes invariants A;, puis on les rentre dans les
coefficients ¢y, (/). O

3.6. Opérateur de Cohen

Au début de cette section, on a défini 'opérateur de Cohen dans le cas
des formes modulaires de Siegel. Soient f;, fo deux formes modulaires de
Siegel de poids entiers ki, ky et r un entier positif.

DEFINITION 3.6.1. — L’opérateur de Cohen de genre m est défini par
- \Tm Fm(k - Ii) (r)
Fr(f17f2) = (2”1—) Fm(k—T—K)HOI(f26k1 f1)7 (361)

ou k = ki + ky + 2r. On note aussi Fr(fl,fg) = Hol(fgél(fl)fl) ce méme
opérateur normalisé différemment.

Cet opérateur produit de nouvelles familles de formes modulaires holo-
morphes a partir de deux formes modulaires de Siegel.

PROPOSITION 3.6.2. — Soient f; € M (N, 4y), fo € MF2(N, 1)), deux
formes modulaires de Siegel et r un entier positif, alors on a

Fo(f1, f2) € SN, 1hyahy).

Démonstration. — On a déja vu que 'opérateur de Shimura appliqué a
une forme modulaire produisait une forme C* : 6,(67;)f1 € MFF2 (N 4y). Pour
obtenir 'opérateur de Cohen, on applique ensuite 'opérateur de projection
holomorphe sur le produit fgé,g:)fl. On trouve donc bien que F,.(f1, f2) est une
forme modulaire de Siegel holomorphe de poids k; + ks + 2r et de caractére
de Dirichlet ¢/, 1),. O

On va maintenant voir que sous certaines conditions sur r, on obtient
le développement de Fourier de F,(fi, f2) en fonction de ceux de f; et de
fa. Pour cela on va appliquer le théoréme 1.2.3 qui donne le développement
de Fourier de la projection holomorphe d’un produit particulier de formes
modulaires C*°. On a déja vérifié que f, et (5,(;1) f1 avaient des développements
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de Fourier du méme type que ceux requis par le théoréme 1.2.3. Il ne reste
donc plus qu’a voir que les conditions de croissances sont satisfaites sous
certaines hypothéses sur r. On va rappeler une proposition sur la croissance
de formes modulaires, démontrée par J. Sturm dans [St3|. On note © un
domaine fondamental de H,,, sous l'action du groupe ['. On peut supposer
que €2 est choisi de sorte que si z = x + iy € 2, alors on a y > 1, pour un
certain réel € > 0 qui est indépendant de z.

PROPOSITION 3.6.3. — Soient dy, a deux réels, tels que dy > 0 et a > 0.
Soit ¢ : H,,, — C une fonction, telle que

|6(7(2))| < do det(y)*,

pour tout z € ) et pour tout v € I'™. Alors si A1, -+, A, sont les valeurs

propres de 1y, on a
m
H (A4 A

pour tout z € H,,, et pour d, une constante positive qui ne dépend que de ¢.

Démonstration. — (voir [St3|, Prop. 2, p. 333). O

On va appliquer cette proposition pour en déduire les conditions de crois-
sances qui nous intéressent. On pose ¢(z) = det(y)k/2+’“|6,(cr)f(z)| (z € H,,),
pour f € MPF (N,4), de sorte que ¢(vz) = ¢(z) pour tout v € I'"(N) (on
rappelle que [I'"™ : ['j*(N)] < o0).

LEMME 3.6.4. — (a) Pour f € MF,(N,) et pour tout z € Q on a
[6(2)] < ddet(y)*",

otl d est un réel positif.

(b) Pour f € MF¥ (N, ) une forme modulaire telle que son développement

de Fourier f(z) = ) . c(h)en(hz) soit indexé par des matrices définies
positives h € C,,, alors pour tout z € 2 on a
|®(2)] = O(1)

Démonstration. — (a) On suppose que f admet le développement de Fou-

rier f(z) = > 5 c(h)en(hz), on a vu que celui de (5,(:)]” (proposition 3.2.4)
était donné par

5 f(2) = det(d4my) " D e(h)R(4myhsr, Bew(hz),

h€Bm
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avec f = k — k — r. D’autre part, on a R(4rhy;r,3) = R(4mwyh;r, ) et
tr (hy) = tr (yh). Or, pour une matrice u, on a tr (u) = 7| u; ot u; sont les
valeurs propres de u et \;(u) = e;(u;), avec les e; qui désignent les polynomes
symétriques élémentaires. Ici on considére la matrice u = yh. Les matrices y
et h ont des valeurs propres positives, ce qui entraine que u a elle aussi des
valeurs propres positives. En effet, si uv = yhv = Av, on a hv = Ay v, on
obtient donc A\ = 'vhv/fvytv. Or tvhv > 0 et foy v > 0car h > 0 et y > 0,
donc y ' > 0. Par ailleurs, on a la majoration suivante pour tout u; > 0 et
pour tout entier naturel n:

|u?€—27'ru]‘ | S d(n)e—%m”7
ol d(y,) est un réel positif. Ceci montre que pour ds > 0 un autre réel, on a:
|R(dmhy; 7, B)em(he)| < dse 2™ ).

De plus, A.N. Andrianov a montré dans [An-Zh| (Chap. 3, § 3, p. 64) qu’on
pouvait trouver un réel d, > 0 tel que

|C(h)| < d467rat1r(h)7

et pour tout z € €, tr (hy) > ctr (h). On déduit de cela qu’il existe d5 > 0
tel que

1607 f(2)] < det(y)™"ds Y _ e300

h>0

et la derniére série converge (voir [An-Zh], § 3, p. 64), on a donc
67 ()] < ddet(y) ™,

pour d > 0 et pour tout z € €2, ce qui induit |®(2)] < d det(y)*/2.

(b) Dans ce second cas, la positivité des det(h) nous assure (voir [An-Zh],
Chap. 3, Th. 3.13, p. 75) qu'il existe un réel positif dy > 0 tel que

¢(h) < dydet(h)*? = dy det(y) /2 det(hy)*/2.

Puis, le méme raisonnement que pour le (a) nous montre qu’il existe un réel
positif d > 0 tel que
07 F ()] < ddet(y) 72,

pour tout z € 2, et donc que |®(2)] = O(1). O

Ces majorations vont nous permettre d’obtenir une estimation de la crois-
sance de nos formes modulaires.
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COROLLAIRE 3.6.5. — Soit f € MF (N, ) une forme modulaire, alors
il existe des réels positifs dy, d, > 0, tels que pour tout z € H,, on a:

1) f2)] < doH(l_)‘j_k)a

2) 16 < &G+ A,
j=1

Démonstration. — Pour le (1), il suffit d’appliquer la proposition 3.6.3
avec ¢(z) = det(y)*/?|f(2)| et @ = k/2. Pour le (2), on applique aussi la
proposition 3.6.3, mais cette fois avec ¢(z) = det(y)¥/27|6") f(2)| et a = k/2.
L’hypothése de la proposition 3.6.3 provient alors du (a) du lemme 3.6.4. O

PROPOSITION 3.6.6. — Soit f € MPF (N,) une forme modulaire telle
que son développement de Fourier f(z) = ) . c(h)en(hz) soit indexé par
des matrices définies positives h € C,,, alors il existe des réels positifs d,
d,. > 0, tels que pour tout z = x + iy € H,, on a:

(1) |f(2)] < dydet(y) 2,
2) [67F(2)] < dydet(y) k2T

Démonstration. — Le (1) est un fait bien connu sur les formes modulaires
de Siegel qui est démontré par exemple dans [An-Zh| (Th. 3.13, p. 75).

Le (2) découle alors de la proposition 3.6.3 ou l'on considére cette fois
®(2) = det(y)¥/27(67 f(2)| et a = 0. Cest alors de nouveau le lemme 3.6.4
(assertion (b)) qui nous assure que la condition de la proposition 3.6.3 est
vérifiée, c’est a dire que |®(z)| = O(1). O

PROPOSITION 3.6.7. — (a) Soient f; € M~ (N, 1;) et fo € MF2(N, 1)
deux formes modulaires de Siegel, alors si v > m, F(z) = fg(z)é,(:;)fl(z) est

a croissance bornée.

(b) Soient f; € MF(N,¢,) et fo € ME(N,1),) telles que leurs déve-
loppements de Fourier fi(z) = Y . b(h)en(hz) et f2(z) =D ¢ c(h)en(hz)
soient indexés par des matrices définies positives, alors sir > m— (ki +ks)/2
la forme C*: F(z) = f2(z)6,(£)f1(z) est a croissance bornée.

Démonstration. — (a) Soit
T(y) = H(l — )\J_kz)()\;r + )\j—lﬂ—r))\;?1+k2+2r—1—me,€)\j.
j=1
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Le corollaire 3.6.5 nous dit que

/ / IF(2)| det(y) e 0z < v / ~(y)dy,
XJY Y

pour une certaine constante V et k = ky + ky + 2r. On pose

U = {ueM,R) | uu=1,},

A = {A=diag(A,, - Am) [0 <AL < -+ < Ak

Alorssiy € Y,onay = uA'u pour une matrice u € U et une unique matrice
A e A Si A, -+, A\, sont distinctes alors u est méme unique a multiplication
prés par une matrice de la forme diag(+1,-- -, £1). Par conséquent

/T(y)dyzz—m/~ )T, A dud) - -
Y UxA

Ici J est le déterminant de la matrice jacobienne. C’est un polyndme en
A1,y Ay indépendant de u. Dong, il nous suffit de montrer que

[0 AN - < o
A

Cette intégrale converge clairement a |’infini, ainsi il reste juste a vérifier que
les exposants de chaque A; dans I'intégrale sont strictement supérieurs a —1.
Ce qui nous donne comme conditions

—ky—r+k+ke+2r—1—m > -1
—ky—ki—r+ki+ky+2r—1—m > -1

apres simplification on obtient les seules conditions que r > m et r > m —kq,
c’est a dire que r > m.

(b) Soit maintenant
T(y) _ det(y)—kz/Z det(y)—kl/Z—r det(y)Icl-l—k2-l—27“—l—me—estr(y)7

alors d’aprés la proposition 3.6.6, on a pour une certaine constante V et
k= kl + I{Ig + 2r:

/ / F(2)] det(y)F—1—me 0 5 < / (y)dy.
XJY Y

Ainsi, de méme que pour le (a) il nous suffit de voir que

[0 AN - < o

A
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Cette intégrale converge de maniére évidente a l'infini. Et il reste juste a voir
que les exposants de chaque A; sont strictement supérieurs a —1, c’est a dire
que

—ko/2 — k1 /2 —r+ki+ke+2r—1—m>—1,

soit encore r > m — (ki + k2)/2. O

COROLLAIRE 3.6.8. — Soient fi € MFL(N, ) et fo € ME(N, 1)
deux formes modulaires de Siegel, de développement fi(z) = > c(h)en,(hz)
et f2(z) = S2b(h)em(hz). Alors, lopérateur de Cohen F,(fy, f») détermine
une forme modulaire holomorphe de poids ki + ks + 2r et de caractére 1y1),.

De plus, si r > m, son développement de Fourier s’écrit pour f =k —ky —1:

Ex(fi,f)= Y. blha)c(ha) P(hy, b, B)em(hz),

h1+h2=heCp,

et si f1 et fo ont leur développement de Fourier indicié par des matrices dé-
finies positives, alors la formule ci-dessus donne le développement de Fourier
de F.(f1, f2) pour r >m — (k1 + k) /2.

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le théoréme 1.2.3. 0

Pour la construction des distributions p-adiques nous aurons besoin d’uti-
liser 'opérateur de Cohen de genre pair m pour f, une série théta et f; une
série d’Eisenstein holomorphe.
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4. Fonctions zéta associées aux formes modulaires de
Siegel

On rappelle dans cette section la définition de la fonction zéta standard as-
sociée a une forme modulaire de Siegel propre des opérateurs de Hecke. C’est
les valeurs spéciales de ces fonctions zéta que 1’on va interpoler p-adiquement,
afin de construire des fonctions zéta non-archimédiennes, comme des transfor-
mées de Mellin de distributions p-adiques. Puis, nous introduirons les séries
théta associées a des caractéres de Dirichlet. Dans le troisiéme paragraphe,
nous verrons les fonctions zéta de Rankin, ainsi que leurs représentations in-
tégrales & I’aide des séries d’Eisenstein. Ces représentations nous permettront
d’exprimer les valeurs spéciales des fonctions zéta a l'aide de I'opérateur de
Cohen, comme dans le cas elliptique (voir la section 2, formule (2.3.2)). En-
suite, nous rappellerons l'identité obtenue par A.N. Andrianov qui permet de
donner la fonction zéta standard, commme une fonction zéta de Rankin. On
récupére ainsi des représentations intégrales pour nos fonctions zéta stan-
dards. Nous introduirons dans le quatriéme paragraphe, les fonctions zéta
normalisées, qui vérifient des propriétés d’analyticité et d’algébricité. Enfin,
nous regarderons ’extension de 1’algébre de Hecke, afin de définir une forme
auxiliaire fy associée & f qui jouera un role crucial dans notre construction
de distributions p-adiques. Cette forme f, est une fonction propre de tous les
g-opérateurs de Frobenius (¢ € S).

4.1. Fonction zéta standard

On considére f € MPF (N, 1)) une fonction propre de tous les opérateurs
de Hecke, c’est a dire que f|X = Ay(X)f pour tout X € LJ'(N) avec ¢
un nombre premier, tel que (N,q) = 1. On rappelle que L'(N) est Pes-
pace vectoriel engendré sur le corps des rationnels par les classes doubles
(LFH(N)VLTFT(N)) ot v € ATH(N) et le semi-groupe A7 (N) est défini par

apn = {o= (4 1) € GSP@NCLanzla )|

v(y)*t € Zlg Y et ¢=0,, (mod N)} :

On renvoie a |[Pal| ou a [An-Zh| pour plus de détails sur les algébres de Hecke.
On rappelle aussi qu’on a I’isomorphisme de Satake

Sat : L3'(N) — Qzg", -+, 2],

m
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ou W, est le groupe de Weyl engendré par le groupe des permutations des
variables z; pour 1 < j < m, c’est a dire S, et par les automorphismes
définis par xg — xox;, T, — a;l_l et x; — x; pour tout j # [ telque 1 < j < m.

La forme modulaire f étant une forme propre des opérateurs de Hecke,
elle définit un homomorphisme Ay : L*(N) — C qui est déterminé de ma-
niére unique par un (m + 1)-uplet de nombres complexes que 1'on notera
(ao(q), -+ am(q)) € ((C)™)"™ . Les a;(q) sont appelés les g-paramétres
de Satake de la forme propre f. On définit alors la fonction zéta standard de
f et x un caractére de Dirichlet modulo M.

DEFINITION 4.1.1 (fonction zéta standard). — On considére une forme
propre de L™(N) = ®q.nLI(N), [ € ME (N, 9), et x un caractére de
Dirichlet modulo M, alors la fonction zéta standard de f et x est donnée par
D(s, f,x) =

_ H [(1 . %(q» 1 (1 . Xw(Q)az(Q)> (1 3 W(Q)az(Q)_1>] ‘

S S
=1 q q
oll ¢ parcourt tous les nombres premiers qui ne divisent pas N.

Les propriétés analytiques de cette fonction zéta ont été étudiées par A.N.
Andrianov et V.L. Kalinin (voir |[An-Ka|) dans le cas du genre pair et S.
Bécherer (voir [B63]) a étendu ces résultats au cas du genre arbitraire. Dans
le cas elliptique la fonction zéta standard correspond au carré symétrique de
la forme modulaire f (aprés un changement de variable sur s).

4.2. Séries Théta

On considére hy € 2C,,, une matrice symétrique paire définie positive de
niveau ¢y. On rappelle que le niveau d’une telle matrice est défini comme le
plus petit entier positif g, tel que gohy' € 2C,,. Soient Y un caractére de
Dirichlet modulo M et v = 0 ou 1, on définit alors la fonction théta par la
série

07 () =0 (20 = Y x(det(h)) det(h)” en (2ho[h]/2),

heMm (Z)

ot l'on note ho[h] = thhoh. Cette fonction donne une forme modulaire de
poids entier si m est pair. Plus précisément on a

0 (2, X) € MGD (oM xxpt,,)s
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avec le caractére de Dirichlet quadratique XE::) qui est donné a l'aide du

symbole de Jacobi

o {(=1)™2 det(ho)
XELO)(P)/) - ( det(d) ) )

pour tout v = ( CCL Z ) € I't"(qo)-

Nous aurons besoin dans la prochaine section d’une équation fonctionnelle
pour ces séries théta. C’est ce que nous allons énoncer maintenant.

PROPOSITION 4.2.1. — Soient m un entier pair et N > 0 un entier po-
sitif, on note J(N) la matrice

J(N) = < ]\?Tm _Ofnm ) .

Soit x un caractére de Dirichlet primitif modulo M, alors on a I’équation
fonctionnelle

05 (J(M?q0)z, x) = (iM)™ Gar(Ln, x) det(ho) ™/ det(—iz)™>*6%) (2, x),

ou iLg = qahal et
Gar(hy x) = x(det(h))em ("h'h/M)
W EMm (Z) mod M

est la somme de Gauss de degré m du caractére x.

Démonstration. — Cette proposition a été démontrée dans [Pal|, nous la
redonnons ici pour préciser le signe dans la formule (2.4) du chapitre 2 de
|[Pal|. Dans |[An-Zh|, une série théta généralisée a été introduite

0 (=X,Y)= Y e ((zho[h ~Y]+2-thX — tXY)/Q) , (4.21)
heMn,(Z)

ou z € H,, et X, Y € M,,(C). Cette série satisfait ’équation fonctionnelle
(voir [An-Zh|, lemme 3.15, p. 23):

O (2 X, Y) = det(ho) ™/ det(—iz) ™20\ (=271 Y, - X).  (4.2.2)

0

On considére alors 1’équation fonctionnelle (4.2.2) avec M?hgy a la place de
ho, X =0 et —M~'Y & la place de Y. On multiplie I’équation obtenue par
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x(det(Y")), puis on effectue la sommation de ces égalités pour Y parcourant
Y € M;,(Z) mod M. Ainsi, on trouve pour la partie gauche

ST x(det(¥)OVR, (20, —M7Y) =

YEM(Z) mod M

= Y x@et(v) Y e (sho[MA+Y]/2), (423)

YEMpy (Z) mod M heMm (Z)

et pour la partie droite

> x(det(Y)) det(M>ho) ™ det(—iz) ™/ -

YEMn(Z) mod M
B, (=25 =M Y, 0) =

M~=2n5!
= det(M?he) ™? det(—iz) ™/? > x(det(Y)) -
YEMy(Z) mod M

3 en ((—(zM2q0)*1iL0[h]—2M*1-thy)/2). (4.2.4)

heMn(Z)

D’autre part, on peut réécrire par définition de la série théta

o) = Y x(det(Y) D det(h)em (zholh]/2).
YEM»(Z) mod M h=Y mod M
(4.2.5)
Or, si on tient compte du fait que x est primitif (voir [Pal|, chap. 2, (2.12)
ou [An2|, (5.12)), on a

0020 = Gullw )™ Y x(det(Y))
YEM(Z) mod M
> det(h)"em ((zholh] +2M " - 'hY")/2) (4.2.6)

h=Y mod M

On a de plus la relation Gy (Lo, X)Gar(Lm, X) = M™ (m est pair). Alors

(4.2.3) n’est rien d’autre que 0,8?(2,)() et en utilisant (4.2.4) et (4.2.6), on
trouve

Oh (2 X) = Gar (L, x) det(M>ho) ™ det(=iz) ™26, (T (qoM?)z, %),

il ne nous reste alors plus qu’a remplacer z par J(qyM?)z et a simplifier les
puissances de M ce qui donne

08 (J (90 M?)2, X) = Gt (L, x) det(ho)™? det(—i2)™/20% (2, ).

0
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A présent, nous allons considérer le cas ou v = 1. Pour cela, on va faire
intervenir h; = ‘hy € M,,,(R) tel que h; > 0 et h? = hgy et pour une matrice
n=(ny;) €M ((C), on va utiliser 'opérateur différentiel de Maass suivant
A’—A’—det( )OnposeX—OetY hy'n dans (4.2.2):

05" (230, hy ') = det(ho) ™/? det(—iz) ™20} (=2 1; by ', 0).

0

Puis on applique 'opérateur A’, ce qui nous donne pour la partie gauche
N (9 (2,0, h; 77)) —  (2im)™ det (ho) "2 det (= Z det Y — h)-

em(zholh — Y]/2),

et pour la partie droite
A’ (9 (2,0, h; n)) — (@2in)™ det(hg)*l/z det (o) ™2 det(—iz) ™2
=3 det(h ( L[] +2th,Y)/2).

heMn, (%)

En égalisant ces deux derniéres équations, on obtient

D det(Y — h)ey, (zho[h — Y]/2) =
heM,, (Z)
= " det(ho) ™/ " det(—iz) "> > det(h):
hEMy, (7)

cem ((—2 thy'[h] + 2'hY) /2) .

On recommence alors le méme type de manipulation que pour le cas v = 0
en remplagant hg par M2hg, Y par M 'Y, puis en multipliant par x(det(Y"))
et en effectuant la sommation suivant Y € M,,(Z) mod M. Ainsi, on obtient
grace a (4.2.5) et a (4.2.6)

0 (2 x) = (i{\l/{)mGM(lm, X) det (M2ho) ™™/~ det(—iz) ™™/
'9}10 (J(qOMz)Z,)Z)

Pour conclure, il suffit de rempacer z par J(qoM?)z comme dans le cas ou
v = 0 et on retrouve la formule de la proposition pour v = 1. O

4.3. Fonction zéta de Rankin

On regarde des formes modulaires f1(z) = > . c(h)en(hz) € SF (N, 1)
et fo(z) = D5 b(h)em(hz) € M. (N,¢y). On définit sur By, et C,, une
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relation d’équivalence par h; ~ hy si et seulement si h; = ‘uhyu pour une
matrice u € SL,,(Z). La fonction zéta de Rankin qui est en fait une sorte de
convolution de deux formes modulaires de Siegel est définie par la série

L(s, fi. f2) = Y e(h) " c(h)b(h) det(h)~*, (4.3.1)
hECum [~
ou s est un nombre complexe, (h) = |Aut(h)|, c’est a dire que (h) est

I'ordre du groupe unitaire Aut(h) = {u € SL,,(Z) | 'uhu = hlu] = h} et
C/ ~ est l'ensemble des classes modulo la relation d’équivalence ~. La
série L(s, f1, f2) converge pour R(s) > m+k/2+1+¢, pour tout € > 0 (voir
[St3]). La fonction zéta de Rankin admet comme dans le cas elliptique une
représentation intégrale que 1'on peut écrire a l'aide du produit scalaire de
Petersson.

PROPOSITION 4.3.1. — Pour s un nombre complexe tel que R(s) > 0,
on a la représentation intégrale

(7)™ D ($)L(s, fu, fo) = (FF: eBr(zs = k4 kb))

ot f{(2) = fi(=2) = X, c(h)em(hz) € Sy, (N, ).

Démonstration. — (voir [St3], Prop. 6, p. 341 ou |Pal|, Chap. 2, Prop.
2.6). On attire ’attention sur le fait que dans [St3| les résultats sont formulés
différemment. O

On peut donc comme dans le cas elliptique obtenir les valeurs spéciales
de la fonction zéta de Rankin comme un produit scalaire ot intervient 1’opé-
rateur de Cohen. On rappelle que les séries d’Eisenstein sont liées par 'opé-
rateur de Shimura:

[ (k)
Lo (k+ 1)

On en déduit donc que L(k — k —r, f1, fo) =

Epyor (2, —1,X) = (—4m)™ 0\ (2, x)-

_ (D)™ )™ E T ()
Dk —k—71) Dp(A+7)

<f1p= FT(EA(% V11)2), f2)>N )

ouA=k—1—2r.

Nous allons & présent voir que la fonction zéta standard peut s’expri-
mer comme une convolution de Rankin. On considére une forme parabolique
f(2) = X hee, alh)em(hz) € SE(N,v), de genre entier pair m, qui est une
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fonction propre des 'algébres de Hecke L7'(N) pour ¢ premier avec N. On
note (ag(q), -+, am(q)) € (C)™)"™ ses g-paramétres de Satake. On fixe
ho € Cy, tel que a(hg) # 0, on considére le caractére de Dirichlet primitif
Xho défini pour tout entier positif d tel que (d,2det(2hy)) = 1 a 'aide du
symbole de Jacobi

Xno(d) = <( 7

—1)m/2 det(2h0)> . (4.3.2)

Si det(2hy) est impair alors xp,(2) = 1 ou —1 suivant que la forme quadra-
tique associée a la matrice hy est équivalente sur le corps Fy = Z/27Z a la
forme quadratique:

T1To + -+ Ty 1T,
Ou T1To+ -+ T 3Tm 2+ T2, | + Ty 1Ty + T2,

On choisit aussi y un caractére de Dirichlet modulo M qui vérifie I'identité
X(—1) = (=1)” (c’est a dire que v € {0,1} détermine la parité de x). Le
résultat que nous allons donner a été obtenu par A.N. Andrianov, il exprime
la fonction zéta standard D(s, f, x) comme une fonction zéta de Rankin de
f et d’une série théta.

PROPOSITION 4.3.2. — Pour un nombre complexe de partie réelle suffi-
samment grande on a

a(ho)R(s, f,x) = 27 det (ho) 2L (s + k — 1+ 1) /2, f,65) (2, ),

ou R(s, f,x) est défini par

m/2—1
D(s, f,x) = L(s +m/2, xtbxn,) [[ L(25+ 24, x°V*)R(s, f, %),
j=0

on suppose que M est divisible par tous les diviseurs premiers de N det(2hy).

Démonstration. — (voir [Anl|, [St3], p. 347-348 ou [Pal|, Chap. 2, Prop.
2.8). O

4.4. Propriétés de la fonction zéta standard

Soit f € SF (N, ) une forme parabolique propre de 'algébre de Hecke
globale L™(N) = ®qynLy'(N). Ses valeurs propres sont données par un
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homomorphisme Ay : L™(N) — C. On note ap(q),@1(q), -+, am(q) ses g-
parameétres de Satake qui déterminent Ay de maniére unique, de sorte que
I’on a la relation

ao(g)?a1(q) -+ - am(q) = ¥(g) g™ * .

On rappelle que la fonction zéta standard de f et d’'un caractére de Dirichlet
x modulo M est donnée par le produit eulérien

D(S,f, X) = H D(q)(87f7 X)a

afN

ot DW(s, f,x)"' =

_ (1 B Xd;EQ)) ﬁ (1 B XT/)((])%‘(Q)> (1 B w(q)aj(q)‘1> ‘

= ¢* ¢*

Ce produit converge absolument pour R(s) > m + 1. On va maintenant
considérer trois types de fonctions zéta normalisées, en rapport avec les trois
types déja vus de séries d’Eisenstein normalisées. On définit

D(5,f,x) = (2m) "OTIT((s +0)/2) (H Ms+h—v— ﬂ) |

j=1
'D(SJ f7 X)J
,L'67T1/2fs

DXsf) = sa—szam? & H0)

D (s, f,x) = T((s+0)/2)7'D*(s, f,x),

oit § € {0,1} tel que x¢»(—1) = (=1)°. Dans [Pal], A.A. Panchishkin a dé-
montré des résultats d’analyticité pour la fonction zéta D* et des résultats
d’algébricité pour les valeurs spéciales des fonctions zéta D' et D~ qui géné-
ralisent ceux connus dans le cas elliptique. Nous rappelons ici ces théorémes.

THEOREME 4.4.1. — On considére x un caractére de Dirichlet modulo
M et f comme ci-dessus, tels que le poids de f, k > m+ v ouv € {0,1}
tel que x(—1) = (—1)". On suppose de plus que N det(2hg) divise M pour
une certaine matrice hy telle que a(hg) # 0. Alors la fonction zéta D*(s, f, x)
admet un prolongement analytique, qui est holomorphe sur C tout entier,

excepté un pole simple éventuel en s = 1 dans le cas ot x?9? est trivial et
0 =0.
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Démonstration. — (voir [Pal|, Chap. 3, Th. 1.3). On veut juste préciser
ici par rapport au théoréme 1.3 du chapitre 3 de [Pal|, que si § = 1 et x?*)?
est trivial alors D*(s, f, x) est une fonction entiére de la variable s. En effet, la
démonstration dans [Pal]| utilise les représentations intégrales de D*(s, f, x)
obtenues via les représentations intégrales des fonctions zéta de Rankin et
via l'identité d’Andrianov (voir [Pal], Chap. 3, Prop. 3.9). Il découle de cette
étude que les poles éventuels de D*(s, f, x) dans la situation du théoréme
4.4.1 proviennent de ceux de la série G}, » (2, (s =k +v+m)/2, xthxn,)-
Or ceux-ci ont été vus dans la proposition 3.4.1. Par ailleurs, on sait que
les séries d’Eisentein sont nulles si xt¢xp, et K — m/2 — v ne sont pas de
méme parité. Donc ces séries sont non-nulles si § = 1 = €(k — v) car on doit
avoir xxn,(—1) = (—1)™/#*% = (—1)k=m/2=v_ Ainsi, la précision rajoutée
dans le théoréme 4.4.1 découle directement des propriétés analytiques de G*
énoncées dans la proposition 3.4.1. O

THEOREME 4.4.2. — On suppose que la forme propre de I’'algébre de
Hecke L™(N): f € S¥(N,1) (m pair et k > 2m + 2) satisfait la condition
a(hy) = 1 pour une certaine matrice hy € C,,, alors

(a) Pour tout entier s tel que 1 < s < k — v — m et tout caractére de
Dirichlet x modulo M tel que x*? est non trivial pour s = 1, on a

<f7 f>]:f1D+(87f7 X) € Q(f: Af777b7X)7

o Q(f,Ar, 1, x) est le corps engendré sur Q par les coefficients de Fourier
de f, les valeurs propres de A;(X) des opérateurs de Hecke sur f et par les
valeurs des caractéres de Dirichlet x et 1. De plus, on a D" (s, f,x) = 0 si
s#0 (mod 2).

(b) Pour tout entier s tel que 1 —k+v+m < s < 0 et pour tout caractére
de Dirichlet x modulo M, on a

<f7 f>]:f1D7(87f7X) € Q(fa Af7w7X)
De plus, on a D~ (s, f,x) =0sis=4d (mod 2).

Démonstration. — (voir [Pal], Chap. 3, Th. 3.2). O

4.5. Extension de ’algébre de Hecke et action des opérateurs de Hecke sur
le développement de Fourier

On considére l'algébre de Hecke déja introduite dans le paragraphe 4.1
L = L7'(N). On rappelle que la multiplication dans £ est définie en utilisant
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une extension de £ qui est un espace vectoriel plus grand V. Cet espace
vectoriel est engendré sur Q par les classes a gauche de la forme I'y ou
[ =T7(N) et v € AP*(N). On a alors une action a droite de I' sur V définie
par

'xy — VY
£(X)

(6,X) — XE=> p;(Tv8)
j=1

ou X = ZE(:XI) i (Ty;) € V. Ainsi, I’algébre de Hecke £ coincide avec le sous-
espace vectoriel des éléments de V fixés point par point par I', via I'inclusion

L — VYV
([AD) uﬁ}r%:mr

Ceci nous définit pour X = Zi(:XI) a;j(I'vy,) et Y = ng) b (T§), deux éle-
ments de £ C V, I’élément

{(X) t(Y)

XY = ZZajbl(F'yj{fl) eLCV.

j=1 I=1

La multiplication est bien définie dans V et appartient encore au sous-espace
L. Cette construction donne la multiplication dans £ qui en fait une algebre.
L’intérét de la définir ainsi, est que cette multiplication correspond a la com-
position des opérateurs de Hecke.

D’autre part, de telles constructions d’algébres de Hecke réalisées ici pour
['=TF(N) et A= AP (N) peuvent s’appliquer de la méme fagon sur d’autre
couple (I', A). 1l suffit pour cela que le groupe I' soit un sous-groupe du semi-
groupe A, tel que toute classe double (v) = (I'yI") (ot v € A) puisse étre
représentée comme une union disjointe de classes a gauche: (y) = U;(;’%F'yj.
Pour plus de détails on renvoie a [An3| (Chapl.) ou a [An-Zh|. En particulier

pour

[, = I = {’y€<i Z)eF:Fg‘(NHc:Om},
b m
Ay = AT, = {7€<Z d)eA:Aq(NHc:Om},

on obtient un anneau associatif mais non commutatif £, = Ly, (N).

Il découle de la théorie des diviseurs élémentaires que I'Ay = A. Par
conséquent, cela induit I’existence d’un homomorphisme ¢y : £ — Ly défini
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par ce qui suit. Si X = ZE(:XI) pi(Iv;) € £ C V, on peut supposer que

q"id; bj)
Vi = )
’ < Om  d;

ol df = tdj_l. On pose alors

I/Jd* b.
=3 (57 %)

m

On peut de plus supposer (voir [An3|) que la matrice d; est de la forme

q‘sj(l) * N *
0 q‘sj 2 -. . *
dj - ’
0 oo 0 ghlm
ou 0,;(1) < .-+ < 4;(m) sont uniquement déterminés par d;. On pose pour

X =30 15(Tovy) € Lo

t(X) m
X) = may [[(ma™)®.
j=1 =1
L’isomorphisme de Satake n’est alors rien d’autre que

Sat = deg : L — Qi -+, a2,

rYm

On considére a présent f(z) = >, a(h)en(hz) € ME (N, 1) une forme
modulaire. Pour un nombre premier fixé ¢, on regarde un élément de ’algébre
de Hecke Ly, X = Zﬁ(:Xl) 1 (Loy;), avec

Pl b\
=" ) €

On désigne alors par (a|X)(h), les coefficients de Fourier de f|X :
(f1X)(z) = Y (alX)(h)em(hz).
h€Bn,
Ces coefficients sont donnés par la formule

#H(X)
(alX)(h) = ) g™ ) det(d;) Fep(™ det(d;) )

j=1

-em (g™ - 'bid;)a(q " d;h' ;).
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On remarque que si X € Ly mais que X ¢ £9(L), on obtient en général
FIX & ME (N, ). Cependant, f1X € ME (') ot Iy = N7 T7 (V).

Par exemple si on considére les éléments de Fronenius

. = 1m(q) = <r0<q01: O’">r0>,

Lm
L Om
I, = Mg = <F0<0 g1 >F0>,

alors si f =3, a(h)en(hz) € MF, (N, 1)), on obtient

(allI_)(h) = ¥(g)™q¢™ ™ a(q "h),
(allly)(h) = a(gh).

PROPOSITION 4.5.1. — Pour f € Mk (N, ) et ¢ un nombre premier tel
que (¢, N) =1, on a flII_(q), f|IL;(q) € My, (aN,¥).

Démonstration. — (voir [Pal|, Chap.2, Prop. 1.9). O
A.N. Andrianov a défini les polynomes de Hecke Q(z) € L[z] par

2m
Q) =) _(-1)T;,
j=0
de sorte que ces polynomes correspondent par I’isomorphisme de Satake aux
polynomes
. m
Q(%;"';xmiz) = (1—£UOZ)H H (1—£Ugl‘jl"'l‘jr2’),

r=11<j1<---<gr<m

qui interviennent dans la formation des fonctions zéta spinorielles. Ces poly-
nomes admettent une factorisation en terme des éléments de Frobenius.

PROPOSITION 4.5.2. — On a la factorisation suivante :
Q(Z): (Z ‘/j—'_Z]) (1_H+Z):(1_H_Z) <Z ‘/;_Z]> ,
Jj=0 j=0

ou Vit = {:0(—1)ZT1H¥[l et Vi = {:0(—1)11_[]‘,717} sont deux éléments de

Ly.
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Démonstration. — (voir [An3], § 2.2). O

Soit f(z) = >, a(h)en(hz) € My, (N,¢) une forme propre de I'algebre
de Hecke £ = L'(N), dont les valeurs propres sont données par un homomor-
phisme Ay : £ — C. On note ay(p),- - -, am(p) ses p-paramétres de Satake.
On définit alors la forme auxiliaire associée a f par

fo=> o)V (p),

oum =2m.

PROPOSITION 4.5.3. — (a) La fonction fo € ME (Np™ 1 ).
(b) On a fo|ILi(p) = ao(p) fo.

Démonstration. — (voir |Pal|, Chap. 2, Prop. 1.11). O

On a un résultat analogue si on se place dans le cas d’un ensemble fini S
de nombres premiers ¢ tels que (¢, N) = 1. On considére alors les algébres de
Hecke globales

Les opérateurs I1,.(M), II_(M), V;"(q), V; (¢) € Lf,(N) et les nombres
ap(q) pour (¢, N) = 1, se prolongent par multiplicativité a tous les entiers

positifs M premiers avec N. On pose alors

fo=Jos = Z ag(M)~HFIVH(M),

MMt

avec My = Hq.

qes

PROPOSITION 4.5.4. — (a) Soit f € MF (N,) une forme modulaire de
Siegel alors fy € ME (NMg* ).
(b) Pour tout entier positif M de support S(M) C S, on a I'égalité suivante :
JollLi (M) = ao (M) fo. )
(c) Soit fo(z) = Y5 ao(h)em(hz) € ME(NMG™" ¢) le développement
de Fourier de fy, alors les coefficients de Fourier vérifient les propriétés
de multiplicativité suivantes, pour tout M € N tel que S(M) C S on a
ag(Mh) = ap(M)ag(h) pour tout h € By,.
(d) On a de plus la relation ag(h) = a(h) pour tout h € C,, tel que
S(det(h)) NS = 0.

Démonstration. — (voir |Pal|, Chap. 2, Prop. 1.13). O
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4.6. Opérateurs U, V et W

Pour une fonction f : H,,, — C de la forme

f(2) =) clh)en(h2), (z € Hn),

heAm

et pour deux entiers N, k € N, on définit les opérateurs suivants:

JIUN)(2) = Y e(Nh)eu(hz)

= 1,, U
> (Z)m(om Vi)
fIV(N)(2) = ZC(h)em(NhZ) = f(N2)
m(k— k Om
S )
fIW(N)(z) = det(VNz)TFf(=(N2)™") = det(vVNz)*f(J(N)z)

-1
_ m(k—k/2) m
=N f' <N1 O )

On a alors les relations suivantes pour ces opérateurs qui nous seront utiles
dans la prochaine section :

(W) IW(N) = (=)™,
fIW(N'N) = N™2fW(N)V(N).
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5. Fonctions zéta standards non-archimédiennes
associées aux formes modulaires de Siegel

Dans cette section, on va voir la construction de fonctions zéta standards
non-archimédiennes Lt (z, f), L (z, f) comme des transformées de Mellin
de certaines distributions p-adiques. Ces distributions proviennent des valeurs
spéciales des fonctions zéta standards D7 (s, f, x) et D~ (s, f, x), introduites
au chapitre précédent. Nous allons d’abord rappeler sans démonstration la
construction d’A.A. Panchishkin dans le cas p-ordinaire ot on obtient des
distributions bornées, c’est a dire des mesures p-adiques. Puis nous repren-
drons cette construction afin de voir que si on n’impose pas la condition de
p-ordinarité, on obtient des distributions non bornées (voir [Pa2|), mais de
croissance controlée. Il s’agira de mesures h-admissibles au sens de Y. Amice
et J. Vélu (voir [Am-Ve|). L’existence de ces mesures nécessite une informa-
tion assez fine sur l'opérateur de Cohen de genre m (théoréme 3.5.4), qui
permet de préciser le raisonnement de |[Pa2].

5.1. Intégration non-archimédienne et mesures h-admissibles

On va définir dans ce paragraphe la notion de mesures h-admissibles et
les propriétés de leurs transformées de Mellin. On considére S un ensemble
fini de nombres premiers contenant p. L’ensemble sur lequel sont définies
les fonctions zéta non-archimédiennes que ’on étudie est le groupe de Lie
analytique Cj-adique Xg = Homeoy(Galg, C)) ot Galg est le groupe de
Galois de I'extension abélienne maximale de @Q non ramifiée en dehors de S
et de I'infini. On rappelle que d’aprés la théorie du corps de classe, le groupe
de Galois Galg est donné par la limite projective

Gals = lim (Z/nZ)* =175 = || Z7,

S(n)CS qeS

ou n parcourt tous les entiers dont les diviseurs premiers sont dans S, ¢’est a
dire a support S(n) dans S. On peut voir les éléments d’ordre fini x € X
comme des caractéres de Dirichlet de conducteur C), a support dans S, par
I'intermédiaire de la décomposition

XL — (Z/MZ)* — Q* == C*,
Ol iy est un plongement fixé. Ces caractéres y € X&* forment un sous-
groupe discret X C Xg. On aurra aussi besoin de 'homomorphisme na-
turel z, € Xg:
rp: Ly — L, — C;,
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qui permet d’interpréter tous les entiers k € Z comme des caractéres du type
x’; cy syt

La structure analytique de Xg est donnée par la décomposition

XS e Homcom ( H Z; X Z/pVZX7(C;> X Homcont(r,(c;),
S3q#p

ou v =1 ou 2 suivant que p > 2 oup = 2 et I' = (1 + p¥) est le groupe
topologique cyclique engendré par 1 4+ p”. On a d’autre part l'isomorphisme
de groupe

Homeont (I, C)) — T'={ueCS | Ju—1],<1}
x — (1 +p¥)

Ainsi, le groupe Homeoy (I, G ) s’identifie au disque 7" de C et ceci fournit
la structure analytique de Xg par translation, c’est a dire que Xg est vu
comme un produit infini de disques isomorphes a 7'.

On rappelle qu'une mesure p-adique sur Zg peut se définir comme une
forme C,-linéaire p sur l'espace C(Zg, C,) de toutes les fonctions continues
a valeurs dans C, :

c(z:,c,) % C,
po o ue) Z/Xsodu

S

Cette forme est déterminée de maniére unique par sa restriction au sous-
espace C'°°(Z%,C,) des fonctions localement constantes. On notera alors par
p(a+(Q)) la valeur de u en la fonction caractéristique de 1’ensemble suivant
a+ (Q)={r €Zi|r=a (modQ)} C Zg. La transformation de Mellin
L, de p est une fonction analytique bornée définie par

Xs 2% C,

X L,u(X):/ xdp

Zg
et qui est déterminée de maniére unique par ses valeurs L,(x) aux caractéres
X € X

On introduit a présent la notion de mesure h-admissible définie par Y.
Amice et J. Vélu, puis reprise par M.M. Visik (voir [Am-Ve| et |Vi|). On
note par C"(Z3,C,) l'espace des fonctions a valeurs dans C, représentées
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localement par des polynomes de degré inférieur a un entier positif h et de
la variable x, € Xg.

DEFINITION 5.1.1. — Une forme C,-linéaire y: C"(Z%,C,) — C, est
une mesure h-admissible si pour tout r = 0,1,---,h — 1 la condition de
croissance suivante est satisfaite :

=o(|M[;7"). (5.1.1)

sup / (z, —ap)"dp
aEZ;f a+(M) p

On remarque qu’une mesure bornée est alors une mesure 1-admissible
mais toute mesure 1-admissible n’est pas forcément une mesure bornée. On
sait d’autre part que toute mesure h-admissible peut se prolonger de ma-
niére unique en une forme linéaire sur le C,-espace vectoriel des fonctions
localement analytiques. On peut donc lui associer sa transformée de Mellin

Xs 25 C,

X Lu(x)zf xdpu

X
ZS

qui est une fonction C,-analytique sur Xg du type o(log(-)"). De plus, la
mesure 4 est déterminée de maniére unique par les valeurs spéciales du type
Lu(x),oux € X¢™etr =0,1,---,h—1 (voir [Vi]). Ici pour F,G : T — C,
deux fonctions analytiques, la notation F' = o(G) signifie que

sup |F(u)|, =0 ( sup |G(u)|p> , (5.1.2)
|lu—1|<r |lu—1|<r

quand r < 1 tends vers 1. Et si F' est définie sur Xg, comme par exemple
L, cette méme notation veut dire que (5.1.2) a lieu sur toute composante de
Xg isomorphe & 1. De plus, on utilisera aussi le fait que L, est déterminée
de maniére unique par ses valeurs L, (xzy) ot x € X§™ est S-complet (c’est
a dire S(Cy) = S) et r =0,1,--+,h — 1 car 'enveloppe convexe C,-linéaire
(x | S(Cy) = S)c, coincide avec I'enveloppe convexe (x | S(Cy) C S)¢, (voir
|[Pal], Chap. 3, § 1.1).

5.2. Fonctions zéta standards non-archimédiennes dans le cas p-ordinaire

On rappelle dans ce paragraphe la construction des fonctions zéta stan-
dards non-archimédiennes Lt (z, f), L~ (x, f) dans le cas p-ordinaire. Elles
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s’obtiennent comme des transformées de Mellin de mesures p-adiques pro-
venant des valeurs spéciales des fonctions zéta normalisées DT (s, f,x) et
D~ (s, f,x). Le domaine de définition de ces fonctions est le groupe de Lie
analytique vu dans le paragraphe précédent

XS = Homcont(Zg'(a (C;;),

ou S désigne un ensemble fini de nombres premiers contenant p et on rappelle
que Zg = qus Zq d’aprés le théoréme Chinois.

Avant d’énoncer le résultat, il nous faut formuler quelques hypothéses sur
f mnécessaires pour la construction des fonctions zéta non-archimédiennes.
On considére f(z) = > . a(h)en(hz) € Sk(N,v), une forme propre des
opérateurs de l'algebre de Hecke globale L™(N) = ®ynLy(N). On note
ap(q), -, am(q) ses g-paramétres de Satake.

La premiere hypothese sur f est qu’elle soit p-ordinaire. Si 4, : Q—C,
désigne un plongement fixé de Q dans C,, alors cette condition s’exprime

li,(ao(q))|, = 1 pour tout g € S. (5.2.1)

Nous verrons que cette hypothése nous assurera que les fonctions zéta non-
archimédiennes sont bornées. On remarque que cette condition est automa-
tiquement vérifiée si ¢ est différent de p. Puis, pour tout ¢ tel que (¢, N) =1,
on fixe un (m + 1)-uplet (a;(q)) satisfaisant 5.2.1 et on prolonge par multi-
plicativité les formes a;(n) pour tout n € N tel que (n, N) = 1.

D’autre part, on peut supposer que a(h) € Q pour tout h € C,,. En effet,
cette condition est toujours satisfaite par les éléments d’une certaine base du
sous-espace vectoriel des formes propres de Hecke dans S (N, 1) de valeur
propre A = A; donnée. On suppose de plus que

a(ho) = 1, (5.2.2)

pour un choix de matrice hy € C,. On fait également I’hypotheése essentielle
que
ao(ho) 0, (5.2.3)

ot ag(hy) est le coefficient de Fourier de la forme S-auxiliaire fy définie dans
la section précédente.

On suppose aussi que I’ensemble fini S de nombres premiers contient le
support (c’est a dire tous les diviseurs premiers) du nombre 2 det(2h¢) et que
SNS(N) =0, ce quon peut encore écrire

S(2det(2hg)) €S et (N, Mp) =1o0u My=[]qg. (5.2.4)

geS
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On pose par ailleurs Ny = 4q0NM{f‘_1 ou m = 2™. On peut maintenant
énoncer le théoréme obtenu par A.A. Panchishkin.

THEOREME 5.2.1. — Soit f(z) = . a(h)e,(hz) € Sk (N,+) une forme
parabolique de genre pair m et de poids k > 2m + 2, propre de ’algébre de
Hecke L™(N) dont les valeurs propres sont données par Ay : L™(N) — C.
On suppose que les conditions 5.2.1-5.2.4 sont satisfaites. Alors si ¢ > 1
est un entier positif tel que (¢, Ny) = 1, il existe des fonctions analytiques
bornées Lt (x, f), L (z, f) : Xg — C, déterminées de maniére unique par
les conditions suivantes :

(a) Pour tout caractére de Dirichlet primitif x € X" de conducteur C,
tel que S(C,) = S et pour tout entier s avec 1 < s < k—v —m, on a

L (xay, f) =

i GC’X (].m, X)C;z(25+2k727m)/2 %d;
’ (1Cy )™ 20 (Cy)? G(xv)

11 (1 - (x¥)ola)e’ ") | D*(s. £, %)
(1= (x¥)ola)g) (fs )

qlN

(b) Pour tout caractére de Dirichlet primitif x € X" de conducteur C,
tel que S(Cy) = S et pour tout entier s avec 1 —k+v+m < s <0, on a
L (xx,, f) =

| Ge, (1, )o@ o e D7(s, £ )
= s | i ey (1 (WP e ) =
Gey (b, x) = > x(det(h))em (hh'/Cy),

h' €My (Z) mod Cy
est la somme de Gauss de degré m du caractére primitif x mod C,, I'entier
v € {0,1} est lié a la parité de x : x(—1) = (—1)” et G(xv) est la somme de
Gauss du caractére x et (xv)o désigne le caractére primitif associé a \1).

Démonstration. — (voir [Pal], Chap. 3, Th. 1.6). O

Dans la suite de cette section, nous allons nous intéresser au cas ou la
forme f n’est pas p-ordinaire et voir qu’on obtient alors une fonction analy-
tique non plus bornée, mais qui peut se représenter comme la transformée de
Mellin d’une mesure h-admissible pour un certain entier h que ’on précisera.
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Pour cela, il nous faut reprendre la démonstration du théoréme 5.2.1 de A.A.
Panchishkin. Il commence par construire des distributions a valeurs com-
plexes associées aux fonctions zéta standards D(s, f, x). Il exprime ensuite
ces distributions en fonction des coefficients de Fourier de f, de séries théta
et de certaines séries d’Eisenstein, en utilisant des représentations intégrales.
Puis, il régularise ces distributions de maniére a en faire des mesures bornées
a valeurs dans C,. Enfin, il ne lui reste plus qu’a appliquer la transformation
de Mellin non-archimédienne pour conclure.

5.3. Distributions a valeurs complexes associées aux fonctions zéta
standards de formes modulaires de Siegel

On considére toujours f = Y, a(h)en(hz) € Sk (N, 1) une forme propre
des algébres de Hecke locales £7'(N) pour (¢, N) = 1. On note par a;(q) ses
g-paramétres de Satake et on prolonge les a;(M) par multiplicativité & tous
les entiers M € N tels que (M, N) = 1. Soient S un ensemble fini de nombres
premiers contenant p, premiers & N et le groupe profini Zg = qus Zg;.On va
définir des distributions a valeurs complexes sur Z§ associées aux fonctions
zéta standards D(s, f, x). Pour cela, on a besoin de la forme auxiliaire f;
associée a f introduite dans la section 4 au paragraphe 4.5:

fo= Y ao(M) ' fIVF(M),

MMt

ou My = qusq et m = 2™. On rappelle que l'on a la relation suivante
ag(h) = a(h) pour tout h € C,, tel que S(det(h)) NS = (), ainsi que la
propriété multiplicative importante ag(Mh) = «o(M)ag(h) pour tout h € Cy,
et pour tout M € N tel que S(M) C S. Soit x un caractére de Dirichlet
modulo M, v € {0,1} de sorte que x(—1) = (=1)", hy € A,, une matrice
symétrique demi-entiére définie positive et ¢y le niveau de hg. On notera
iL[] = qgha1 et Ny = 4q0NM6ﬁ’1.

PROPOSITION 5.3.1. — Soit s € C, tel que R(s) > 0. Alors il existe une
distribution a valeurs complexes sur Z§ qui est déterminée de maniére unique
par ses valeurs sur les caractéres de Dirichlet x modulo M avec S(M) C S
et qui est donnée par

2a¢(ho) det(ho) ~CHE=1H1/2D () =
= aO(Mgh_lM’)—l(NMgh—lMl)m(Zs—i—Qk—Z—m)M det(qo_l/2h0)_m/2_”-
m/2—1

Ly (s +m/2, Xxno) | [T Lovo(25+ 24, 0%
j=0
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L ((s k= 1+4v)/2, fo|V(N) )|W(N0M')) (5.3.1)

’2h(

avec M, M' des entiers suffisamment grands tels que MyC\|M, M?|M' de
sorte que S(M) = S(M') = S, de plus C, dénote le conducteur du caractére
X et xa le caractére de Dirichlet modulo M induit par x.

Démonstration. — (voir |[Pal], Chap. 3, Prop. 2.2). O

On peut également exprimer les valeurs des distributions D; »/(x) & l'aide
des fonctions zéta standards.

PROPOSITION 5.3.2. — Soit x modulo M un caractére de Dirichlet pri-
mitif de conducteur S-complet C,, tel que C\|M (c’est a dire que I'on a
S(Cy) = S). On suppose de plus que S(2det(2hy)) C S, alors on a I'identité

GC ( m7X)C m(2s+2k—2—m)/2

Dy m(x) = (ZC'X)mZ/2 ao(Cx)2

‘D(S7 f7 X))

ou
Ge,(1n, X) = > x(det h')e,,(*hh'/C.),

W €M, (Z) (mod Cy)

est la somme de Gauss de degré m du caractére x.

Démonstration. — La démonstration de cette proposition est basée sur
I’identité d’Andrianov et sur I’équation fonctionnelle de la fonction théta que
I’on a vue dans la section précédente. On a ainsi d’aprés la proposition 4.2.1
et d’aprés la définition de 'opérateur W (N) (voir § 4.6) :

05 COIW (00C3) = (iCy) ™G, (1, x) det(ge*hg )™*76)) (x). (5.3.2)

Puis, on remplace dans (5.3.2) hy par 2hg, qo par 2¢o et on applique I'opéra-
teur V(2) sachant que 9&',?0 (x) = 9,(1';)()()|V(2). Ainsi on trouve (en utilisant
(4.6.2))

GCX( ms X )

iy deta’ hg )L ().

2ho

05, (0|W (490C3) =

On continue alors en appliquant de nouveau l'opérateur W(4q00 ), en rem-

plagant x par x et en utilisant la relation G¢, (1, X)Ge, (1m, X) = C’m (m
est pair), on en déduit

GCX( ms X )

( )W (4g0C3) = AR

det(gy "> ho)™?*765) (%).
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Maintenant, on pose NoM' = 4qC;N" avec N' = NM™™ 1M’C’ 2 de sorte
que l'on a d’aprés le paragraphe 4.6 (formule (4.6.2)):

0% ()W (M) = Nmme2/10) ( >|v¢f(4qoc22>vf<) )
Ge X
_ NMm 1Ml m(m+2u /4 X m’ C m(m+2v)/2,
( ) (ZC )m2/2
~det(gy ' ho)™ > 05 () |V (N').

Si on remplace cette derniére expression dans (5.3.1), on obtient aprés sim-
plification des facteurs qui s’éliminent
2@0 (ho) det(hg)_(S-HC_H_V)/QDS,M(X) =

GCX(]_WUX) —m(m=2v)/2 1 n_1 ~
WCX (20012 0 (ML M) Ly, (5 + m/2, X Xho )-
m/2—1
H Ly (25 4 25, X202) | (NDM—t pgymlsth=140)/2,
=0
L ((s 4+ k= 14 0)/2, f]V(N), 08 (VVY)). 5.33)

D’autre part, si on note g = 952)0 (X) =>_b(h)en(hz) et s' = (s+k—1+v)/2
on a légalité L (s', folV(N), g|V(N’)) =

N Z g(h)_laO(Mg‘_lM'th)b(h)det(h’)_s
h,ECm/N

On se sert a présent des propriétés multiplicatives des coefficients de Fourier
de f; a savoir que ag(Mh) = ap(M)ay(h). Ainsi, le facteur ao(Mg* *M') va
s’éliminer. Puis, il faut se souvenir (voir proposition 4.5.4) que ag(h) = a(h)
si S(det(h))NS = () et que dans le cas contraire si S(det(h))NS # 0, alors les
coefficients de Fourier des séries théta b(h) = 0 sont nulles car x(det(h)) = 0.
On en déduit donc que

m—1qa 11
L (s AVl 0)) = 8 D (4105, 0)).

Pour conclure, il ne nous reste plus qu’a remplacer cette derniére égalité entre
fonction zéta de Rankin dans (5.3.3) et & utiliser I'identité d’Andrianov (voir
proposition 4.3.2) pour se ramener a la fonction zéta standard. C’est pour
cela que 'on impose les conditions S(2det(2hg)) C S et S(Cy) = S qui nous
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permettent de satisfaire les hypothéses de la proposition 4.3.2, et qui nous
disent que 2 € S. Ainsi, les séries L de Dirichlet suivantes coincident

Ly (25 +25,X*%) = Lwm(2s + 24, X*9?),
LNO (S + m/27 Xd)Xho) = LNM(S + m/27 Xd)Xho)a

car Ny = 4q0NM6h’1. On retrouve donc bien la formule de la proposition
4.3.2. La substitution de cette formule dans (5.3.3) achéve donc la démons-
tration. 0

D’autre part, on a vu dans la section 4 des représentations intégrales pour
les fonctions zéta de Rankin qui induisent via l'identité d’Andrianov (voir la
proposition 4.3.2) des représentations intégrales similaires pour les fonctions
zéta standards. Ceci nous fournit bien entendu des représentations intégrales
pour les distributions & valeurs complexes D; y;.

PROPOSITION 5.3.3. — Pour s € C, R(s) > 0 on a la représentation
intégrale suivante :

—(s+k—1+v)/2
2a0(ho) | (4m)™ det(ho)]

T, <(s Fh—1+ y)/2) Dyar(x) =

= OéO(MéﬁflMl)fl(NMg)%flMl)m(Zs+2k72fm)/4 det(qofl/2h0),m/2,,,.
m/2—1

Ly (s +m/2, Xxno) | [ Lovo(25+ 2, ¥°0°)
j=0

. <f0P|V(N), 05 (xan) W (NoM') - E ((s —k+m+ v)/2)> :

N1

ou M et M’ sont deux entiers positifs suffisamment grands tels que MyC, | M,
M?|M', C, est le conducteur de x, xu est le caractére de Dirichlet modulo
M induit par x, Ny = NNoM' et

E(2,5) = Ex—my2—v(2, 8, X¥Xn,)-

Démonstration. — (voir [Pal], Chap. 3, Prop. 2.4). O

On va maintenant se ramener dans la derniére formule intégrale a des

formes modulaires non plus de niveau N; = NNyM' mais de niveau NN,

par le biais de l'opérateur de trace. Cet opérateur Tr%%gM' agit sur l'espace

M (N1, ) par

NNoM' I,  On
FlTryy ™ = Z( dM,)F|’“<NN0u o )

tu=u€Mn(Z)
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Ainsi, on a (fo]V(N), F)ynorr = (folV(N), F|TeNAM Y v, car fo|V(N) est
de niveau NNy. On peut décrire 'action de cet opérateur de trace sur les
développements de Fourier par l'intermédiaire des opérateurs U(M') dont
I’action s’écrit

FIUM")(z) = (M) > F((z 4 u)/M').

tu=u€M,,(Z) (mod M)

. . . e 1eis . L, 0 )
Si par ailleurs, on tient compte de ’égalité matricielle : ( NNou 1, ) =

_ n—1 Om _lm 1m —u Om _lm
= (=NNolM') ( NNoM'l,, 0Oy O M'1,, NNoly, 0n, )’
on voit que 'opérateur de trace vérifie la relation:

F|TeNNeM = (M7)=mE=m=172 pIW (N NoM" YU (M")W (N Np).

On peut maintenant appliquer ceci a la représentation intégrale de la propo-
sition 5.3.3, ce qui nous donne

] —(s+k—1+v)/2

2a0(ho) | (47)™ det(ho) To((s+k—1+20)/2)Dsm(x) =

= O[O(Mgh_lM’)—l(NMgh—lMl)m(Qs—i-Zk—Q—m)/‘l det(qo—l/QhO)—m/Q—u_

m/2—1
Ly (s 4+m/2, X1 Xho) H Ling (25 + 27, Y2?) | (M")mim+1=k)/2,
=0
.N—m(m+2V)/4 <f0p|V(N), F(S, X)|U(M,)W(NNO)>NN ‘ (5'3‘4)
0

ot F(s,x) = eggl(XM)W(N) E((s — k+m+v)/2)|W(NNoM’). On a aussi
utilisé ici le fait que les séries théta satisfont les équations fonctionnelles
suivantes (voir § 4.6, formule (4.6.2)):

9;2)0 (xar) |W(N0M')W(NN0M') _ (_1)m(m/2+u)N7m(m+2u)/49ég)0 (xa1)|V (V).

5.4. Distributions normalisées

On va définir & présent des distributions normalisées liées aux fonctions
zéta standards normalisées. On note

(o HNDinu(x) = (2m) ™+ 90((s +0)/2) (H (s +k—v —j)> -

J=1
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'DS,M(X)J

Z‘67r1/2—s
Do) = Doy f) = T((s+0)/2) "D u(x)- (5.4.2)

Ces distributions normalisées vérifient bien entendu comme les fonctions
zéta standards normalisées des propriétés d’algébricité que nous rappelons
ci-dessous.

PROPOSITION 5.4.1. — On suppose que la forme propre f € S¥ (N, 1)
de genre pair m et de poids k > 2m + 2, satisfait les conditions a(hy) =1
pour un hy € Cy, fixé et a(h) € Q pour tout h € C,, alors:

(a) Pour tout entier s tel que 1 < s <k —v —m et s # 1 si le caractére
x21? est trivial on a

D/ y(x) € K =Q(f, A, ¥, x, a5(q) |0 < j <m,qeS),

K désigne le corps engendré sur Q par les coefficients de Fourier de f, les
valeurs propres A¢(X) des opérateurs de Hecke X sur f, les g-paramétres de
Satake et par les valeurs des caractéres de Dirichlet x et 1. De plus, on a
Dy y(x)=0sis#0 (mod 2).

(b) Pour tout entier s tel que 1 —k+v+m < s <0, ona

D, y(x) € K et D,y (x) =0 si s=¢ (mod 2).

Démonstration. — (voir [Pal|, Chap.3, Prop. 3.4). O

Ces distributions normalisées admettent de plus des représentations in-
tégrales ou intervient 'opérateur de Cohen de genre m appliqué a une série
d’Eisenstein normalisée vue dans la section 3 et & une série théta. On rappelle
que 'opérateur de Cohen a été défini par

Lok — k)

(r)
Fm(k — K) HOl(f26k1 fl)

Fr(fla f2) = (2”1_)7‘7%

et on note .
Fr(f17 fZ) = HOl(f25]E;7;)fl)7

ce méme opérateur normalisé autrement.

PROPOSITION 5.4.2. — Soient f € S¥ (N, 1) une forme propre de ’al-
gébre de Hecke L™(N) pour m un entier pair et x un caractére de Dirichlet
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modulo M. On suppose que ag(hg) # 0 pour un choix de matrice hy € C,,
alors on a les représentations intégrales

(12 )Pl (0) = 1) (FIV(N), Fip(s, )W (VNG )

0

ou

V(MI) — 2712m(2k717V7m7n)l-7m(k7m/2fu) ao(ho)flao(Mg)ﬁfl)ao(Ml)fl .
. (NMgh—l)(k—l—m)/Z(qu) —m(2m+2u—k+1)/2, (543)

et
F]’\(/p(& X) — 9omK (qu) —m(s—1+k—m—v)/2 det(ho)(sfl+kfmfu)/2_
: [GQEL(XM)W(N) G ((s—h+v+ m)/z))] UM,

ou G*(s) = G}_,, /5, (2,8, XtXn,) est la série d’Eisenstein normalisée intro-
duite dans la section 3 (voir (3.4.2)), et Ny = NNoM' = 4qoN?MJ* ' M’ est
le niveau du caractére x1xn,. La partie droite est bien définie et holomorphe
pour tout s € C sauf I’exclusion éventuelle d’un poéle simple en s = 1 quand
le caractére % est trivial et § = 0.

Démonstration. — La preuve de cette proposition repose sur la définition
des séries d’Eisenstein normalisées G*(s) (voir (3.4.2)) et les représentations
intégrales des distributions D; p(x) (voir (5.3.4)). Par définition, on a pour
Ny = 4qoN>M" M Gz_m/Q_V(z, Sy XU Xho) =

= NPT (= mf2 = v, (s = kv m)/2) Ly, (s 4 m/2, X000)
m/2
A LTI Lm @5 +m =25, 30%) | B((s =k +v+m)/2) [W (W),

7=1
avecf(k—m/Q—l/,(s—k+V+m)/2) =

Z'm(kfm/2fu)27m(k7m/2fu+1),n-*m(s+kfl/)/21"m ((S + k — V)/2> r <(8 + 6)/2) .

Le facteur I'((s+0)/2) est en fait I'((s+p)/2) pour u = €(k —v). Cependant,
on rappelle que x(—1) = (=1)", x9(=1) = (=1)° et que xp(—1) = (=1)"/%.
Ceci entraine que x4, (—1) = (—=1)™/2%. D’autre part, on sait que les séries
d’Eisenstein sont non-nulles si ytxp, (—1) = (=1)™/210 = (—1)k=m/27v 'est,
adiresid =k —v (mod 2) et donc ici 6 =€(k —v) = p.
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On va aussi utiliser la formule de duplication de la fonction Gamma

s+1

5 ) = 2175721 (s).

D(3)0(

Ainsi, on peut écrire H I(s+k—v—j)=
j=1

= qm*/2gm(sth-v=1-r)p ((s + k- u)/2) T, ((s kv 1)/2) ,

en tenant compte de la formule
m—1
L(s) = a4 T (s = j/2).
j=0

e N
De plus, par définition des mesures Dy ,,, on a

(S PNDia () = 2m) 90 (5 4+ 0)/2) (H D(s+k—v - j)) -
Do (X, :

et d’apres (5.3.4), on obtient (f, f)ND} 1, (x) =
-1
= 27 Lqy(ho) L (dm)mEHTIH/2 Jeg (g )HR-1E/2D ((s k14 V)/2> )

. ao(MéﬁflMl)fl(NMglflMl)m(2s+2kf2fm)/4 det((qu)fl/ghO),m/gfy.
m/2

Lo (5 4+ m/2, X0xno) | [] Lo (25 +m — 24, x*¢?) | Mrmim+1=k)/2,
=1

. (271_)*m(5+k7n)r <(8 + 5)/2) 7.‘_m2/22m(5+k*1171*’i)1—‘m ((5 k- V)/2> ]
Ty ((s+ k= v = 1)/2) { fIVIN), F(s,0)[U (M)W (NN) ).
On regroupe alors les puissances de 2, de 7, de (goV) et de det(hy) comme

dans ’énoncé, puis on simplifie les facteurs 'y, ((s +k—1+ V)/2) et on

retrouve la formule annoncée.

On va dans le prochain corollaire traduire ces résultats pour les distribu-
tions normalisées D,, en faisant intervenir I'opérateur de Cohen.
)

COROLLAIRE 5.4.3. — Sous les mémes hypothéses que la proposition
précédente, on a les représentations intégrales :

93



(a) Pour tout entier s tel que 1 < s < k—6 —m oud € {0,1} de sorte
que xt(—1) = (=1)°, on a

(F AINDE (0 = 7O (FIVIN), B (s, 0IW (NN )

NNo
ou F,l,(s,x) est une forme modulaire de Siegel donnée par
F]\Z,(S, X) _ 2mn(q0N)fm(sfl+kfmfl/)/2 det(ho)(sfl+k7mfl/)/2.

By (G2 (220,000, 05 () [V (N) ) U (M),
ourt =(k-m-v—s5)/2€Nsis=0 (mod2)et D, (x)=0siona
sZ 0 (mod 2).

(b) Pour tout entier s tel que 1 —k+d+m < s <0 on a

(s IIND2as () = VL) (FEIVN), (s, )W (NN) )

NNo
ou Fy,(s,x) est la forme modulaire de Siegel donnée par Fy; (s, x) =
= 9y N) TR m)[2) ot (g ) (1R mn) 2,

B (Grpa (505 = 1/2,50%00), 05 (xan) [VV) ) [U(M),

avecr” =(k—v—-m+s—1)/2€ Nsis#d (mod2) et D, (x) =0 si
s=0 (mod 2).

Démonstration. — Ce corollaire découle directement de la proposition
précédente si on tient compte des définitions
Z’67r1/2—s

Do) = T((s+6)/2) D),

et du fait (voir le corollaire 3.4.4) que

)

65:;/2—1—56;’:7_1/24—5 (Z7 0, Xtho) = Glj;_’ (Z, SIJ Xd)Xho)a
67(7:/2)+175G;1/2+1fs(z7 §— 1/27 waho) = GI;’ (Za SIJ Xd)Xho)a
ouk'=k—m/2—vets =(s—k+m+wv)/2. Eneffet, sionar®,r- € Nle

corollaire n’est qu’une écriture différente de la proposition 5.4.2 en fonction
de 'opérateur de Cohen et de nos normalisations.

94



Le dernier point a voir est que rt € Nsi s =d (mod 2) et que r~ € Nsi
s#ZJ (mod 2).Onadéjavuquesid # k—v (mod 2), les séries d’Eisentein
normalisées sont nulles. On se place donc dans le casou 6 = k—v  (mod 2).
Ainsi, si s =0 (mod 2), alors cela entraine que (k—v —s) =0 (mod 2)
et m étant pair, on voit dans ce cas que r* = (k—v —m — s)/2 € Nest un
entier positif. Un raisonnement similaire pour 7~ nous montre que 7~ € N si

sZ0 (mod 2). O

Maintenant, 1’étude faite sur l'opérateur de Cohen nous permet d’ob-
tenir de maniére explicite les coefficients de Fourier des formes modulaires
F.(s, x) en fonction de ceux des séries théta concernées et de ceux des sé-
ries d’Eisenstein normalisées. Par ailleurs, les coefficients de ces séries sont
connus. Le développement des séries théta est le suivant :

O Can)[VIN) = 30 xar(det(hn)) det(hn)" e (Nho[hn]2).

h1EM o (Z)+

Ceux des séries d’Eisenstein sont donnés par les formules

Gorjars(2 0, X0XR) = Zb+ em(hz),

heCp,

Gm/2+1 2,8 =1/2,X0xn,) = Z b (h)em(hz),
heChp,

ou les coefficients de Fourier s’écrivent pour w = xt)xy, (proposition 3.4.2):

bt(h) = 27" det(h)™*** L} (s,wxn)M(h,w,m/2 + s),
b=(h) = 27" Ly (s,wxa)M(h,w,m/2+s),
avec
M(h,w,m/2+s) = H M,(h,w(q)g™*7%),
geP(h

est un produit eulérien fini et M,(h, t) € Z[t]. Les fonctions L normalisées
sont définies par

1-25)/2 ['((s+90)/2)
I'((1—s+4)/2)
Ly (s,wxn) = Ly, (s,wxn).

Lﬁl(s, wxXh) = il

LN1 (87 th)J

Cependant, pour pouvoir appliquer nos résultats sur 'opérateur de Co-
hen, afin d’écrire explicitement le développement de Fourier de la forme
F]\im(s,x), il faut d’abord vérifier que les conditions de croissance du théo-
réme 1.2.3 sont satisfaites. C’est I’étude faite dans le paragraphe 3.6 de la
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section 3 qui va nous Iassurer. En effet, la forme FZ, (s, x) = () Fr= (G, 0;2) )
s’obtient par application de 'opérateur de Cohen sur une série d’Eisenstein
normalisée et une série théta qui sont ici deux formes modulaires holo-
morphes. Or, on vient de voir que leurs développements de Fourier sont
indexés par des matrices définies positives. Ainsi, le (b) de la proposition
3.6.7 de la section 3 nous dit que les conditions de croissance sont satis-
faites si r* > m — (ky + kF)/2 ot ici k1 = m/2 + v, ki = m/2 + s et
k3 =m/2+1—s. On obtient donc comme condition que 7+ > (m—v —s)/2
et comme rt = (k —m — v — s)/2 cette condition se réduit & k£ > 2m qui
fait partie de nos hypothéses. Cette supposition (k > 2m) entraine également
que r~ > (m—v—1+s)/2, ce qui montre que sous cette hypothése les condi-
tions de croissances sont vérifiées pour tous les entiers r* concernés. On peut
donc appliquer les résultats sur le développement de Fourier de 'opérateur
de Cohen et on trouve

Fi(sx) =) > d* (s, by, hy)em(h2),

h€Cm Nholhi]+ha=M'h

avec

dt(s,hy, hy) = (qON)—m(s—1+k—m—1/)/2 det(ho)(s_1+k_m—”)/2.
xar(det(h)) det(hy)” det(hy)* 2LE (8, wXh,)-

M (hy,w, s +m/2)P(hy, M'h;r", 81), (5.4.4)

sous I'hypothése que s = 0 (mod 2), sinon on a d*(s,hy,hy) = 0. On
rappelle que 1'on a noté w = Xt¢xp,, 7 = (1 —s —k+v+m)/2 et
rt = (k—v—m—s)/2. Le coefficient d™ (s, hy, h2) lui est donné par

d=(s,hi, hy) = (goIN)~mE=1HE=m=1)/2 qog (po)(s=Ltk=m—0)/2,
XM(det(hl)) det(hl)”L;ﬁ (37 th2) .
'M(hQ,w,S+m/2)P(h2,M'h; 7"_75_).7 (5'4'5)

sous I'hypothése que s Z ¢ (mod 2), sinon on a d (s, hy,hs) = 0. Par
ailleurs, on rappelle que 5~ = (s—k+v+m)/2 et que r~ = (k—v—m+s—1)/2.

5.5. Congruences pour les distributions régularisées
La démonstration du théoréme 5.2.1 est basée sur une régularisation des
distributions & valeurs dans Q, D:M (pour 1 <s <k—v—m)et D, (pour

1—k+v+m<s<0). On considére un entier positif ¢ tel que (¢, Ny) =1
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et Ny = 4q0NM57‘_1. On suppose toujours que m est pair et que k > 2m + 2.
Alors il existe des distributions régularisées D¢, DS~ sur Zg déterminées de
maniére unique par

D) = CpG) ™ (1 () (e)e ™) Py )

T [0 Gl = olya™) ]

q|No
Do) = (1= (S ) Doy ().

On rappelle que l'on a (N, C,) = 1 ou C) est le conducteur de x. Pour
obtenir les mesures p-adiques du théoréme 5.2.1, on pose alors s = 0 et on
applique le plongement i, : Q — C, ce qui nous donne Dt = 4,(D§") et
D =iy,(D§ ).

PROPOSITION 5.5.1. — Sous les hypothéses de la proposition 5.4.1,

(a) Pour tout entier s vérifiant 1 < s < k — v — m les distributions
Dt =4, (D§") sont bornées et on a

/ VD = iy (D%, (X)),
7

s
ot les deux termes de I'égalité s’annulent si s#5 (mod 2).

(b) Pour tout entier s vérifiant 1 — k +v +m < s < 0 les distributions
D¢ = i,(Dg") sont bornées et on a

/ VDS = iy(D% 3, (X)),
7

S
ou les deux termes de I'égalité s’annulent si s = ¢ (mod 2). On rappelle que
v et § € {0,1} vérifient x(—1) = (=1)", xyp(—1) = (=1)°.

Démonstration. — (voir [Pal], Chap. 3, Prop. 4.2). O

Nous allons voir & présent ce qui se passe si on ne suppose plus dans
la construction des distributions D:M et D, que la forme propre f est
p-ordinaire. Nous allons montrer que dans ce cas on obtient des mesures
h-admissibles pour h = [2ord,(ag(p))] + 1.

On consideére la forme C-linéaire

[P 9\W(N))n
S T
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A.A. Panchishkin a montré (voir [Pal|, Chap. 3, section 3.15) que si on a
9= >0 b(h)en(hz), il existe des matrices positives ), by, -+, by € Bm

et des nombres 1,72, -, n € Q(f, Af, ) tels que L;(g) = > mib(h))-
D’apres les représentations intégrales obtenues, on peut écrire

Dh(X) = Y(M")L(Fyi (s, xu)) = 7(M') Zm (32 8+ Xa1),

ou v=(M'hj), s, xm) sont les coefficients de Fourier de la forme modulaire
Fipi(s,Xxar)

UCi(M,ha SaXM) - Z dCi(sa h17h2)7
Nho[h1]+ha=M'h
o (o o)
05 J0/ nypg—1
L=—"J—° [ .
(f. fw PV

Les d“*(s, hi, hy) s’obtiennent par régularisation a partir des coefficients de
Fourier d*(s, hy, hy) (voir (5.4.4) et (5.4.5)).

On regarde a présent les formes C,-linéaires D= : CF™"YZ%) — C,

définies sur les mondmes locaux xi pour yj =0,1,---, k—m —2:
/ zidD = / dDiT, = D (xf, . 1{a+(M)}>a
a+(M) a+(M)
xidDC* = / dDi;’M = D (:U; . l{a—l—(M)})-
a+(M) a+(M)

On a alors pour tout entier 0 <[ <k —m —2: / (2, — a,)'dD" =

a+(M)
!
= Z ( ) / dD]Cil,M
a+(M)

J=0
l

= 0<;>( %MX a)D5T, 1 (X)

j:

— 7(M’)Z<;>(—a —M Z F](\:/}i;(]+1 XM))

ol ¢ désigne la fonction d’Euler. On a utilisé ici les propriétés d’orthogonalité
des caractéres de Dirichlet et on a de méme (toujours pour 0 < [ < k—m—2):
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/ (2, — a,)'dD™ =
a+(M)

(e

Jj=0

oy (Yt Y e

l
7=0 SO(M) x mod M

On veut montrer qu’il s’agit 1a de mesures h-admissibles ou ’on considére
Ventier h = [2ord,(ag(p))] + 1, on va donc voir que ces ditributions satisfont
les conditions de croissance suivantes pour tout entier 0 <[ < h —1:

/ (zp — ap)ldDCi
a+(M)

Pour cela, il suffit d’aprés les égalités ci-dessus de montrer que les nombres
AT et A~ définis ci-dessous vérifient le méme type de conditions:

sup =0 (|M|§,’[2°rdp(a°(p))]’1) . (5.5.1)

aEZ§

p

At =00 ()0 m X @t 0r + 1),

o \J p(M) X mod M
—=\J (M) = -

et g’écrivaient

vEM by s, xu) = Y A (s, b, ho),
Nilo[hﬂ-l—hz:M’h,

D’autre part, on a vu que les coefficients de Fourier v

ot les coefficients d“*(s, hy, hy) sont donnés par les formules

dC-I-(S7 hq, h2) = (qu) —m(s—1+k—m—v)/2 det(ho)(s_1+k_m_”)/2.
'XM(det(hl)) det(hl)” det(h2)5*1/2p(h2, M’h; 7”+, 5+)

'M(h275(th075+m/2)L-']\_f1(87>Zth0Xh2)' (552)

. Civ (w2 ()28 (1= (x)olg)® ")
ot O T =G @e

a|No

de (8, hl; h2) — (qON)—m(s—l-i—k—m—z/)/Q det(hg)(s_l+k_m_y)/2)_(M(det(hl))'
~det(hy)" P(hy, M'h; ™, B7)M (ha, X¥Xno, s + 10/2)-

Ly, (5, Xxoxna) (1= (W) (€)e?0V) (5.5
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et on rappelle que r* = (k—m—-v—39)/2,r =(k—m—-v+s—1)/2,
fr=(1-s—k+v+m)/2et - =(s—k+v+m)/2.

Pour montrer la condition voulue, on va utiliser le calcul explicite fait sur
le polynome P(hs, h;r, ) dans la section 3 et il nous faut détailler précisé-
ment le role de chaques facteurs dans les coefficients d°*. Avant de vérifier les
propriétés de congruence, on va rappeler certaines représentations intégrales
p-adiques pour les séries L qui interviennent ici.

On considére w mod H un caractére de Dirichlet primitif fixé tel que
(H, My) =1 avec My = [],c5¢ et x un caractére de Dirichlet modulo C), tel
que S(Cy) C S. On pose S =SUS(H), M =[] 5¢- Alors pour tout entier
positif ¢ avec (¢, M) = 1, ¢ > 1, il existe des C,-mesures p"(c,w), p (¢, w)
sur Zg déterminée de maniére unique par les conditions suivantes (voir [Pal],
Chap. 3, § 4.5). Pour s € Z, s > 0, on a en utilisant la mesure de Mazur
et les équations fonctionnelles des fonctions L associées a des caractéres de
Dirichlet

(/m;dmc,w)) = (1—xw(c>c—5>%%<saxw>-

S

et pour s € Z, s <0, on a
1

; (/

Z

Li(s,xw) = Ly(s, xw)i’n

Xdeu(c,w)) = (1—x@(e)e’ L, (s,xw), (5.5.5)

X
S

o gy Tl(s+0)/2)
[(1—s+0)/2)

Ly (s,xw) = Ly (s, xw)
sont les fonctions L normalisées avec § € {0,1} tel que (—1)° = yw(—1).
Par ailleurs, on a vu (proposition 3.4.2) que l'on pouvait écrire le facteur

M (hg, X% Xhes S + m/2) comme une combinaison linéaire finie a coefficients
entiers b; € Z:

M(h27X77th07 s+ m/2) = Z biX(ai)af+m/2 = Z bz /X X(x)xs+m/26ai7
ai€Z§ aiEZé ZS
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ol do, est la mesure de Dirac concentrée au point «; € Zg. On définit alors
la mesure p;, par

s _ s+m/2
/ x(x)z*dpy, = / x(z)zstm/ g bida;,
Zg Zg X
a;€Lg
ainsi que les mesures suivantes obtenues par convolution

/’l’c+(w) = :U’+(CJ w) * hyy
pe(w) = p(e,w) * fin,.

On rappelle aussi que le polynome P(hy, h;r, ) s’écrit (voir I’équation
(3.5.5)):

r

Pl ) = detter Y () o en@n(etu) - x o7

- det(v)’“g () Z 1 (9)Qulv, ).

Ainsi, en combinant toutes ces remarques, on en déduit donc que les co-
efficients i,(v*(M'h, s, xas)) sont des combinaisons-linéaires a coefficients
indépendants de M, M’ et s d’expressions du type suivant :

rt

Bt = XM&mum»daUhYdaUmf1”daUQY+§:<:i)§:cdﬁﬂ-

t=0 PE

Qulte am) (o) den(h) D) [ e,

Ts—1/2
s

BszWManer(>Z (67)-

|L|>t

Qula M'D) ((a0N) " detlh) [ xrpdn® @)

X
ZS

avec w = XnoXn, et det(2hy) det(2hy) = Ta® pour a,7 € Z tels que T est
sans facteur carré. Ainsi, on a Cy, = 7Cyy et G(xw) = xY(7)/TG(XY) et
comme Nho[hy] + hy = M'h, on voit donc que l'on a la congruence suivante
det(hy) det(ho) = (qoN)™det(hy)? (mod M'). De plus, m est pair, on en
déduit donc que det(hy) det(hg) est un carré modulo ¢ pour tout ¢ € S. On
a donc (Yw)o(q) = (X¥)o(g) pour tout ¢ € S, ce qui nous donne bien les
formules ci-dessus a partir de (5.5.4) et (5.5.5). On considére alors M’ et M
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assez grands tels que M?|M' et ¢f*| M et on rappelle aussi que N € Z, ainsi
on trouve que

det(hs)(qoN) ™ det(hg) = det(h1)* (mod M).

Or les coefficients ys(det(hy)) sont non-nuls uniquement si det(hy) € Zj.
On voit donc que det(hy)(qoN)~™ det(hg) est un carré dans Zg et on pose

A= A = 7t /det(hy)(qN) ™ det(hy) € ZZ dans le cas +,
A=A = Jdet(hy)(gN)™det(hy) € ZZ dans le cas —.

On en déduit que les expressions BT et B~ s’écrivent sous la forme suivante

k=m-vy2]
B+ — k—m—u—l/Zd t(hi)’v(\ )\s—1+k_m_y .
v(7)T et(h1)"x(A) tz[]: .
-ZCL(B+)QL(h2,M'h)/ X, dpt (w), (5.5.6)
L|>t Zg
[(k—m—1)/2] -
B~ = det(hy)"x(N) ATy (t>ZcL(B—).
t=0 L|>t
'QL(hg,M'h)/ X, dps (w). (5.5.7)
L

De cette fagcon, A' est une combinaison linéaire & coefficients indépendants
de M, M' et j du type AT =

[(e=m=1)/2] Lo
= (M) det(hy)" Ay ZQL(hz,M’h)Z<">'

, t
=0 |L>t =0
[ : 1 .
ap (o [ S ¥ e et o)
AV Z% (M) X %M

Or ¢, (B]") est un polynome de degré |L| en 3 donc de degré |L| en j car
B =(=j—k+v+m)/2et (’"{) est un polynome de degré ¢ en ;" donc de
degré t en j puisque 7 = (k —m —v — j — 1)/2. Ainsi, on peut écrire

t+|L|

rf T U+n+1)
<t>“(ﬁj)_z“” G+l

n=0

Ici les coefficients p1,, sont des nombres diadiques, mais on a vu (voir théoréme
3.5.4) qu'ils sont uniformément bornés : ordy(cz(8;)) > —m(k —m —1)/4 et
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ordg((rg)) > —[(k —m — 1)/2]. Ainsi, il existe une borne inférieur uniforme
Vm g qui ne dépend que de m et k, tel que ordy(p4,) > —vy pour tout entier
n. Alors en utilisant de nouveau les propriétés d’orthogonalité des caractéres
de Dirichlet, on voit que la somme sur j que 1’on notera Ct s’écrit C+ =

t+|L]

o B (o

-

—nﬁ n-i-: _ —1\!
x axn(x (z —ar™")!)

Or, (z —aX H'=0 (mod M"), ce qui nous donne que

2vmk CF 0 (mod M!=™)
0 (mod M'~tIE),

Maintenant on a
[(k—m—1)/2]

A* =y (M) det(hy)* Xm0 NN Qp(hy, MT)C
t=0  |L|>t
de plus, v(M') = o (|M|;[20rdp(a°(p))]fl> pour M' = M? (d’aprés la formule
(5.4.3)) et enfin @Qp(ha, M'h) est un polynome de degré |L| en les variables
M'h;; ce qui nous permet d’écrire que
Qr(ha, M'h) (mod M'IH)

0
0 (mod M?ZIH),

On en déduit donc que
A+ =0 (|M|;[20rdp(ao(P))]*1+2\L\+l,t,‘L‘) .

D’autre part, on sait que |L| > ¢, on voit ainsi que 1'on a finalement
A+ =0 (|M|é_[20rdp(040(p))]_1) =0 (|M|;_h) )

Ceci nous montre donc que Dt est une mesure h-admissible, car elle vérifie
bien les conditions de croissance (5.1.1).

Pour D¢ la démonstration est similaire, mais il faut remplacer x par x.
Ainsi, A~ est également une combinaison linéaire a coefficients indépendants
de M, M' et j du type A~ =

[(k—m—1)/2] l
= (M) det(hy) N7 " Y " Quha, M'h) Z (r )
t=0

|L|>t

ap (e [ ¥ xewea ),

J S(Ng) QO( x mod M
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On va de nouveau utiliser les propriétés d’orthogonalité des caractéres de
Dirichlet et le fait que (r% )cL(Bj_) est un polynome de degré ¢t + |L| en j. On
écrit alors ce polynome
_ t+|L| .
T _ (j+1+n)!
I er(B7) =Y pn
(t) L (55) 2 B )]

On obtient donc si on note C'~ la somme sur 'indice j dans la formule donnant
A que C =

L Gt
:/‘:D—1¥a)\ mosz_%MnZ_;(j)(_a)\) ](]J+T)!)x T du (),

(& J/
-~

an
n n+1 l
' — (z aX — Ty
ol x; = x~'. Puis, un raisonnement tout & fait identique & celui appliqué
pour A" nous montre que

Ai =0 (|M|;_[20rdp(060(p))}_1) =0 (|M|é—h) )
On trouve alors que la distribution D¢ est aussi une mesure h-admissible.

On peut résumer les résultats obtenus ici et par A.A. Panchishkin en un
théoréme que nous énoncgons maintenant.

THEOREME 5.5.2. — Soit f € 8% (N, 1) une forme parabolique de Siegel
de genre pair m et de poids k > 2m + 2 propre des opérateurs de Hecke
satisfaisant les conditions 5.2.2-5.2.4. Pour ¢ > 1, ¢ € Z§ un entier positif
tel que (¢, N) = 1, il existe des fonctions C,-analytiques holomorphes L% :
Xg — C, telles que:

(i) Pour toutes paires (s, x) telles que s € Z avec 0 < s < k—m —2 et
X € X¥™ est un caractére de Dirichlet primitif de conducteur C : S-complet
(S(Cy) =S), on a alors

G ]_m, Cm(25+2k7m)/2 C§+1 i o
B an P o TR LA Lt
TI (1 - (Who(9)e’) DH(s+1fx)
alN (1= (x¥)olg)g=>") (f, f)n
GC (lm; X)C;n(Z—Zs—i—Qk—m)/Q

° LC+(Xx;) =

P (e acy) T PO
<f7 f>N .
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Ces valeurs sont des nombres algébriques et on considére Q comme un sous-
corps du corps de Tate C, (par un plongement i, : Q — C, fixé). D’autre
part, ces fonctions Cy-analytiques s’annulent aux points suivants

L (xap) = L (xxp) =0 si s=0 (mod 2).

(ii) Si ord,(c(p)) = 0 (c’est a dire que f est p-ordinaire), alors les fonc-
tions holomorphes Lt et L~ sont des fonctions C,-analytiques bornées.

(iii) Dans le cas général les fonctions holomorphes Lt et L~ sont du type
o(log(-)") ou h = [2ord,(ap(p))] + 1 et elles peuvent se représenter comme
des transformées de Mellin de mesures h-admissibles.

(iv) Si h < k—m—1, alors les fonctions L** sont déterminées de maniére
unique par (i).

Démonstration. — L’assertion (ii) coincide essentiellement avec le résul-
tat d’A.A. Panchishkin (voir [Pal|, voir aussi le théoréme 5.2.1 au début de
cette section). Dans le cas ou h < k—m—1, I’étude qui vient d’étre faite nous
montre exactement I’assertion (iii) du théoréme. Dans le cas contraire, quand
h >k —m — 1, I'indice s parcourt ’ensemble {0,---,h — 1}, on peut alors
effectuer la méme étude en prolongeant nos fonctions L* par L* (Xa:;) =0
pour tout xy € X¥"® S-complet (S(Cy) = S) et s > k—m—1—v et en gardant
les mémes définitions pour 0 < s < k —m — 1 — v. Ce sont alors les facteurs
(")) qui s’annulent dans les formules (5.5.6) et (5.5.7) donnant B et la véri-
fication de I’h-admissibilité se fait donc sans changement. Ainsi, on obtient de
nouveau des mesures h-admissibles D pour h = [2ord, (c(p))]+1. Les fonc-
tions L sont alors les transformées de Mellin de ces mesures h-admissibles.
En conclusion, si A < k —m — 1 les conditions du (i) déterminent les fonc-
tions analytiques L°" de maniére unique d’aprés ce qu’on a vu au paragraphe
5.1 (voir aussi [Vi]) et si h > k —m — 1, il peut exister plusieurs fonctions
analytiques L°* vérifiant les conditions du (i) suivant le prolongement choisi
pour les valeurs LCi(Xx;) quand s > k—m —1—wv, on montre ici qu’il existe
au moins un prolongement (par exemple celui qui vient d’étre décrit). O
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6. Polyndémes R(z;r,3) et P(v,u;r,3) pour m =1 et
m =2

Le but de cette section est de donner un calcul direct des polynomes
R(z;r, ) et P(v,u;r, ) dans le cas du genre un et deux afin d’illustrer les
résultats de la section 3. On rappelle que ces polynomes interviennent dans
le développement de Fourier des formes modulaires produites par 'opéra-
teur de Cohen de genre m. Nous n’utilisons ici que les regles de dérivations
élémentaires, tandis que dans la section 3, on applique des moyens plus gé-
néraux (l'invariance de certains polynomes) mais moins directs qui ne nous
permettent pas de les expliciter entiérement. On commence par rappeler que
dans le cas elliptique le polynéme R;(z;7, ) n’est autre que la fonction de
Wittaker W(z; «,n) spécialisée en des valeurs entiéres de 1. Le polynome
Pi(v,u;r, B) est essentiellement le polynéme qui intervient dans la formule
du théoreme 2.1.2 donnant 'opérateur de Cohen. Puis, nous allons calculer
complétement ces deux polyndmes dans le cas du genre m = 2. En effet, pour
le cas du genre arbitraire, on a donné dans la section 3 la forme générale de
ces polynomes en termes de polynomes invariants, mais on n’a pas déter-
miné explicitement les différents coefficients qui interviennent. On a juste
montré que ces coefficients étaient des nombres diadiques et on a déterminé
une borne supérieure de leurs normes 2-adiques. On notera par «, [ deux
nombres complexes et par r et k deux entiers positifs.

6.1. Cas elliptique

Ce cas a été partiellement traité dans la section 2. La proposition 2.2.5
donne l'action de l'opérateur de Shimura sur le développement de Fourier
d’une forme modulaire f =Y a,¢™ de poids entier k. Cette action s’effectue
par l'intermédiaire de la fonction de Wittaker et I’étude faite dans la section
3 sur 'opérateur de Shimura nous montre que

Ry(4mny;r, 1 —k —r) = W(drny;r + k, —r).

Cependant, le polynome Ry (z;r, 5) coincide aussi avec la fonction de Witta-
ker W (z; «,n) spécialisée en n € N pour des valeurs arbitraires de «. Dans
tout ce paragraphe z, u et v désigneront des nombres réels.

PROPOSITION 6.1.1. — Le polynéme Ry(z;r, 3) est lié a la fonction de
Wittaker par la formule
~ (M\L(B+J) .y
Ri(z;r, B) =W(z;1—08,—1) = <>7zr I,

J=0
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Démonstration. — On rappelle que le polynéme R;(z;r, ) est défini par
I’équation
87‘
Ru(r,8) = ((1) ez (e229)

ZT'

Il suffit alors d’appliquer la formule de Leibnitz pour calculer la différentiation
du terme de droite et on trouve

RI(Z;Ta B) = (_1)7‘ Z <T> F( F(l - B) (_Z)j = W(Z’ 1- 67 —7"),

=\ TA=F=r+))

d’aprés la définition 2.1.3 de la fonction de Wittaker. Pour en déduire la
formule du lemme, il suffit d’utiliser la relation

LU-5) __lB+9)
T—-5-)) e

aprés avoir effectué le changement d’indice: j <+ r — 7 dans la somme ci-
dessus.

O

A partir de 14, il est facile de calculer le polynéme Py (v, u;r, ().

PROPOSITION 6.1.2. — Le polynéme Py (v,u;r, ) s’écrit

i _ ~ (r\T(B+j)D(k—j—1) r—j. j
Pl(v,u,T,ﬁ)—Z(j) r(3) ok —1) vl

J=0

Démonstration. — Le polynéme P (v, u;r, ) est défini par

T(k—r—1) )

Pl(U, us T, B) - F(I{I — 1) Uk_lRl(—U%; T, 6) (UI_IH_T) .

En utilisant la formule de la proposition précédente et en dérivant le terme
de droite, on obtient

_ CT(k=—r—=1) (P\T(B+7) r L2 —k+7)
i) =S 3 () g e

pour conclure, il suffit alors d’utiliser & nouveau la relation

P@—k+r) o Lh—j-1)
r@—k+ﬁ‘4_) L(k—r—1)
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puis de simplifier les facteurs I'(k — r — 1). O

On remarque que 'on retrouve bien la forme générale donnée dans la
section 3 (théoréme 3.5.4, formule (3.5.3)):

s (N\TBENT =G —1)

=0
6.2. Le polynome R;(z;7,3)

Durant tout ce paragraphe, on considérera z = 'z € My(R) une matrice
symétrique réelle. On rappelle que
Ry(2;1, B) = ™) det(2)PA” (e det(z) 7). (6.2.1)

On va donc dans un premier temps déterminer par récurrence sur r le calcul
différentiel A"(e~**() det(z)~?). On en déduira alors facilement le polynome

Ry(z;r, B). De plus, le théoréme 3.1.6 de la section 3 nous dit que (formule
(3.1.18)) :

Ry(uz;r, B) = ) det(2) P A" (e_tr(“z) det(z)").

Alinsi, si on considére u = —15, on voit qu’il nous suffit de connaitre le calcul
de A" (™) det(2)®) pour conclure.

LEMME 6.2.1. — On a

A ("3 det(2)%) = ) |det(2)® + ardet(2)* (tr (2) + o+ 1/2)] .

Démonstration. — On vérifie ce résultat par un calcul direct sans malice,
en décomposant A = 9y1095 — 1/40%, et en effectuant les dérivations succes-
sives par rapport aux variables 211, 200 et z12. On peut aussi voir que ce calcul
est le méme que celui de la formule (3.1.7) donnée par G. Shimura. O

On va maintenant procéder par récurrence sur r pour déterminer le calcul
qui nous intéresse. Pour pouvoir mener la récurrence, il faut connaitre ’action
de A sur le terme général e(?) det(z)tr (z)°. C’est I'objet de notre prochain
lemme.

LEMME 6.2.2. — On a A (etr(z) det(z)“tr (z)6> =

_ oo {det(Z)a (i (2)" + 26t ()P~ 4 BB — Dt (2)7) +

+ adet(z)* ! (tr (2)"" + (a+ B +1/2)tr (z)ﬂ)] .
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Démonstration. — On obtient ce résultat par dérivation élémentaire, en
utilisant la décomposition A = 9109 — 1/49%,. On effectue alors les dériva-
tions successives par rapport aux variables zi1, 299 et 219, ce qui nous donne

A (etr(z) det(2)“tr (z)ﬁ> =

= ¢tr®) {det(z)atr (2)7 + azyy det(2)* tr (2)° 4 Bdet(2)%tr (2)° " +

+ azpdet(2)*ttr (2)7 + adet(2)* tr (2)° +

+ ala — 1)z 20 det(2)*72tr (2)° + afizyy det(2) i (2)° 1 +

+ Bdet(2)%r (2)"" + afzy det(2)* Hr (2)° 7! +

+ BB — 1) det(2)%tr (2)” ? + /2 det(2)*  tr (2)° —

— ala —1)zi, det(2)* %tr (z)ﬁ] :
On regroupe alors les différents termes qui vont ensemble et on obtient le
résultat cherché. O

On donne maintenant le calcul de Pexpression A" (e"*) det(z)).

PROPOSITION 6.2.3. — On a pour r € N:
d [(a+1) -
AT (e det(2)Y) = 73 (7") ————~ —det(2)*7.
_ i (;) Clatr+3/2—j) ()~
—~\l)T(a+r+3/2—j—1)
Démonstration. — On montre cette proposition par récurrence sur r:

e Sir =1 c’est le lemme 6.2.1.

e On suppose ensuite la formule vraie pour r et on lui applique 'opérateur de
Maass A. On utilise alors le lemme 6.2.2 pour déterminer ce calcul différentiel.
En effet, les différents termes de la formule de la proposition sont tous du
méme type que dans le lemme 6.2.2. On pose C,;1 = e TIA (e12) det(2)*)
et a, = a+r+3/2,on adonc Cpyy =

(@ 2 e G0 - ()

+ (a — j)det(z)2=i! (tr ) (@ — 1+ 1/2)tr (z)jl)] .
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On factorise ensuite le crochet par det(z)® 7 et on distribue la somme indi-
ciée par [ sur les cinq différents termes de ce crochet. On obtient donc cing
sommes portant sur 'indice [. Pour chacunes d’elles on effectue les change-

ments d’indice de sommation suivants:

pour la premiére
pour la deuxiéme
pour la troisiéme
pour la quatriéme
pour la cinquiéme

Tout ceci nous donne alors C,.,1 =

aucun,
[:=1+1,
=142,
Jji=7+1,

ji=j+letl:=101+1.

2 ()t g () ms

. :rl(z)j_l+ =0
VLA T(a+1) v (G =1\ Tla,+1-7)
;<j—1>r(a+1—j)det(z) ;<l—1>r(ar+2—j—l>'

(+3/2=Dtr (2)7"

A présent, il faut regrouper tous les termes de mémes indices j et [ et voir
qu’on obtient bien la formule de la proposition avec (r + 1) a la place de r.
Apreés un cours examen, il résulte qu’en regroupant, on va avoir une somme
sur j =0,---,r+ 1 suivie d'une autre sur [ = 0, -- -, j et qu'une méme partie
réapparait dans chacune de ces cinq sommes. On peut donc factoriser cette
partie, puis on regroupe tous les termes restants a j et [ fixés en un facteur

que l'on notera A,;;. On obtient alors:

r—+1 J .
Na+1 w o, —
Cry1 = E I‘(—).det(z)a J E T ( J)

=0

—Tla+1-7)

tr (Z)jil Aj,l-

(ap +2—j=1)
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Il nous reste maintenant a vérifier que A;; est bien du type voulu, c’est a
dire qu’il faut montrer que

e (7)o er-s-0

Or, A;; résulte du regroupement des cing facteurs restants des cinq sommes
précédentes, aprés factorisation par le facteur commun a j et [ fixé. Ce nombre
s’écrit donc

4y = (;ﬁ)(j).(ar—j—z>(ar+1—j—z>+

r J

r+1—7—10)2 1-0+
()i
(VT VG re-nGe-ns
i)\i-2)V J
r Jg—1 , ,
r r 1—j5-1
0 ;)= i)er + 15D+
r j—1 ,
_ 9 _

ou l'on convient que (;) =0sij <0ousij > r desorte que la formule
de Pascal est toujours satisfaite. On sépare alors le premier terme de A;;
en deux parties, en décomposant o, — j — I = (o, — j) + (=1). On écrit
différemment les deuxiéme et troisiéme termes et on regroupe partiellement
les deux derniers. Ceci nous donne

Ay = (;)(j)'arn—j—z)(ar—j)—(;)({)mrﬂ—j—ou

(
+ ;)(;)(a,«+1—j—l)2l+<§><g>l(l—1)+
(7 NNy +1- 5~ o, ) -

()0 e ar -

Enfin, on regroupe les premier et cinquiéme termes de cette derniére formule,
ainsi que les deuxiéme et troisiéme termes et on obtient

= (T ()= -0t -

()6 <er+1—f—~+<><>~—1

RARIEIS

jg—1J\0l—-1
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Cela nous montre que

Ajy = (TT) (i) (o +1—j = D{ar — j),

qui est la formule cherchée car les trois derniers termes de la formule précé-
dente s’éliminent. Ceci achéve la récurrence et donc la démonstration de la
proposition. ]

On déduit alors facilement de cette proposition le calcul de Ry(z;r, B) par
une simple substitution.

COROLLAIRE 6.2.4. — Le polynéme Ry(z;r, ) s'écrit
—~ (T\T(B+) -
Ry(z;r, B) = g <_>7detzrj
2( ) ~ j F(ﬁ) ( )

L N\TB=r—1/2+j+1) i
;(J FG-r—12+j) TG

Démonstration. — Il suffit de substituer le résultat de la proposition 6.2.3
dans la formule 6.2.1 définissant Ry(z;7, #), en remplagant z par —z et a par
—[( et en utilisant la relation

[(=+1) _LE+))

[(-+1-j)  L(B) (=1

O

On remarque que le début, c’est a dire la premiére ligne de la formule
du corollaire n’est autre que Ri(z;r,[3), si on oublie la suite et qu’on tient
compte du fait évident que det(z) = z pour le cas du genre m = 1. En fait,
on n’a pas déterminé Ry(z;r, ) sous la méme forme que dans la section 3 qui
est un peu moins naturelle, mais qui nous sert pour notre application dans
la section 5. Cependant, nous allons le faire maintenant afin de vérifier qu’on
retrouve bien la formule (3.1.19).

On définit 'opérateur différentiel
A f(2) = det(2)P A <det(z)1_T_5 f(z)) — det(2) f(2).

PROPOSITION 6.2.5. — On peut écrire notre polynome
[t/2] t— 2] .
2] —1)! t—2j
. _ r t
i = 3o 3 G ()(07)
t=0 j=0 1=0
I'(1-p) (3/2 - )

det(z)’tr (—2)".

F1-=p4+j—-t)TB/2-0+27+1—1)
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Démonstration. — La premiére somme correspond au choix de (r — t)
opérateurs A qui s’appliquent sur e *(*) dans la formule

Ry(z;r, B) = &) det(z) TP A" (e det(2) 7).

Alinsi, on obtient

r

Ry(z;m,B) = ( )d t(z)" "t @AM (g7, (6.2.2)

t=0

ot A® = A, ---A,. Pour démontrer notre proposition, il suffit alors de mon-
trer par récurrence sur t que

Ny - S SH @Dy (17 20) T

2j I JTA—B+j—t)

['(3/2-5)

T(3/2—B+2j+1—1)

det(2)’tr (2)' e, (6.2.3)

e Sit=1onaA(e"®) = -3 (tr( )+ (1/2—5)) e™?) qui est bien la
formule (6.2.3) pour t = 1.

e On suppose la formule (6.2.3) vraie pour ¢ et on lui applique 'opérateur
A¢y1. On utilise alors le lemme 6.2.2 pour déterminer ce calcul et on effectue

aussi quelques changements d’indice: At (et(?)) =
([t/2]+1) (t4+1-27)

Sy B (P e

j=1 =0

(3/2_ ) J I tr(z
(1/2—6+2j+l—t)det(z)tl“(Z)e(’+
W (2) -3t t+2—2j
" Jz; lz(; (7 —2)! <2j—2><+l+2 )(l+1)(l+2).
I'(1-5) r'(3/2-08)

det(z)7tr (2)" e"®) +

TG-B-0TB2-B12j+1—1)
[t/2] t+1-25 . . )
25 =D/t \[(t—=25\ T(1-27) I'(3/2-0)

i 2 (=1 <2j>(l—l>F(j—ﬁ—t)F(1/2—B+2j+l—t)'

=0 I=1
- det z)]tr( ) etr®) 4
[t/2] (t—27)

(25 — 1! t—27\ T(1-7p) I'(3/2 — )
" Z (= D! ( >< [ )F( —B-)T(3/2—B+2j+1—1t)

7=0 1=0
(1/2 = B+7j+1—t)det(z)tr (2)' e,
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On factorise alors par les termes communs, ce qui nous donne une formule
du type: A+D (etr()) =

[t/2]+1 t+1-25

r(3/2 - |
-2 2T r(j— —t r(3/2 —(5/+ 2jﬁlz—t) det(z) tr (2)' ") Ay,
=0

7=0

ot le coefficient Aj;; résulte du regroupement des facteurs des quatre sommes
précédentes :

Ay = M( ! ><t+2_2j>2(l+1)(1/2—[3+2j+l—t)+

(Gj—2)\2j —2 [+1

+ %(2;_2) <t+12+_22j>(l+1)(l+2) +

+ M(;j) (tl__21j> (1/2—-B+2j+1—1t) +

(7 =1 .
e [ I

On regroupe alors partiellement les deux derniers termes avec le premier

@D (1 =25 B —
A = (j—l)!<2j>< ; )(1/2 B4+2j+1—1t) +

+M< ! ><t+2_2j>(z+1)(z+2)—

(7—2)!\2j -2 [+2

25—l /t\ [(t—27\.

G-nr\zi)\ « )~
Ceci achéve notre récurrence car les deux derniers termes de 1’égalité ci-dessus
s’éliminent et on retombe sur la formule (6.2.3) avec ¢t + 1 a la place de t.

Pour conclure la démonstration de la proposition il suffit alors de remplacer
ce calcul avec —z & la place de z dans la formule 6.2.2. O

La proposition 6.2.5 nous donne Ry(z;7, 5) sous la méme forme que dans
le théoréeme 3.1.6 de la section 3. Dans le prochain paragraphe, nous allons
calculer le polynéme P(v,u;r, ) dans le cas du genre deux.

6.3. Le polynome P, (v, u;r,3)

Pour ce paragraphe, on désignera par u et v € My(R) deux matrices
symétriques réelles. On rappelle tout d’abord que

By(v,u;m, ) = FQF(/;(;: /%2) det(u)" 2 Ry(—vdy;r, B) | det(u) 27+ .
(6.3.1)
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On a bien entendu x = 3/2 car m = 2. Il nous faut calculer I'action de
Popérateur différentiel Ry(—vd,;r, f) sur une puissance de det(u). D’aprés
la forme de Ry(z;r, ) donnée dans le corollaire 6.2.4, on voit qu’il y a es-
sentiellement deux types d’opérateurs différentiels qui interviennent: A, et
n(u,v) = tr (véu> On pose également \(u, v) = det(u)tr (vu™") = tr (va) ou

@ = det(u)u~! est la comatrice de u. On remarque aussi que

Au,v) = det(v)tr (v’lu) = U1V + UeU11 — 2U12V12.

L’action de l'opérateur A, sur une puissance de det(u) a déja été vue
dans la section 3, elle est donnée par

A, (det(u)®) = afa +1/2) det(u)*

ol « est un nombre complexe. On en déduit alors de maniére évidente que
I'on a

. o _ Dla+1) T(a+3/2) amr
Auldet(w)) = ST T T+ 32— ) 2t

_ FQ(O“/ + 3/2) a-r
= Tat32-1) det(u)*™". (6.3.2)

On va donner maintenant quelques lemmes dans le but de décrire I'action
de 'opérateur différentiel n(u, v) sur les différents termes qui vont apparaitre
au cours du calcul du polynome Py (v, u;r, [3).

LEMME 6.3.1. — On a les résultats suivants:

(1) n(u,v) (det(u)®) = adet(u)* 'A(u,v),
(2) n(u,v) (Mu,v)) = 2det(v),
(3) n(u,v) (det(u)*A(u,v)?) = adet(u)* "' Au,v)”™" +
+ 2B det(u)*A(u, v)? " det(v).

Démonstration. — (1) La premiére formule se démontre par un calcul
direct en utilisant la décomposition : n(u, v) = v11011 + V22022 + V12019, ce qui
entraine que

n(u,v) (det(u)®) = wviiumpadet(u)® ! — 2voupa det(u)* ™+
+ vpouya det (u)* L.

On obtient bien le résultat cherché.
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(2) Ce deuxiéme calcul se fait directement comme pour le (1):

n(u,v) (Mu,v)) = v11v99 + Vogv11 — 21}%2 = 2det(v).

(3) On utilise le (1) et le (2) pour montrer le (3), ainsi

n(u,v) (det(u)*Au,v)’) = adet(u)* " A(u,v) '+
+ 28 det(u)*A(u, v)? L det(v),

ce qui achéve la démonstration. O

On calcule a présent I'action de 'opérateur n(u,v)" sur det(u)®.

LEMME 6.3.2. — On a

[r/2)
2j— 1)1 T(a+1)
n(u, v)" (det(u Z(g) G- T(a+1l—r+j)

et (u)™ T A(w, 0) Y det(v).

Démonstration. — On montre ce lemme par récurrence sur r. On pose
(@Dt C— _ 94 .
Wy = (2j) GO Ainsi on a w1y = wr; + 2(r 42— 2j)wy 1.

e Sir=1clestle (1) du lemme 6.3.1.
e On suppose 'assertion vraie pour r, on a alors en appliquant le (3) du
lemme 6.3.1: n(u,v) ™ (det(u)®) =

[r/2]
[a+1) . . )
det a—(r-l—l)—l—])\ r—2j5+1 det j
2:: 7]Fa+1_(r+1)+]) € (U) (U’JU) € (U) +

. F(a + 1) a—r+j r—2j—1 j+1
+Z2wr,j(r—2j)F(a+l_r+j)det(u) IX(u,v)" =%~ det(v)/ !

On effectue alors le changement d’indice j <+ 7 — 1 dans la deuxiéme somme
et on la regroupe avec la premiére: n(u, v)"* (det(u)®) =

[r/2]+1
Z <w” +2(r +2 —2j)w,j— 1) det (u) =TI\ (4, v) T+~ det (v)7.
Jj=0 >~ ~~
Wr41,5
Cela nous redonne la méme formule et ceci achéve la récurrence. O

Maintenant, en utilisant les différents résultats que I'on vient d’énoncer,
on est en mesure de calculer explicitement le polynome Py (v, u; 7, ). En effet,
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on a étudié ’action de tous les opérateurs différentiels qui interviennent dans
la formule (6.3.1) qui le définit.

PROPOSITION 6.3.3. — Le polynéme Ps(v,u;r, ) s’écrit

r [(G—0)/2]

] .
Py(v,ur, B) = det(v) YN 3" €1 1) det(v7 ) Foor (—o7tu)

j=0 =0 t=0

ot
, (I (F -\ -DT(B+)D(B—r—1/2+7+1)
j) \I 2t ) t—1! [(B) TBE—-r—-1/2+))
I'(3—k) I'(5/2 — k)
F'B—k+j)T(B/2—k+1+1t)
Démonstration. — 1l suffit de remplacer dans la formule (6.3.1), 'opéra-

teur Rg(—véu; r, ) par la formule du corollaire 6.2.4. On trouve d’apreés le
lemme 6.3.2 et la formule (6.3.2):

| - 1_‘2 —’[“—3/2 r J 1G-0/2] j—l
Blowsr B) = =5 a3 Zz; Z_: <><>< 2t>
.(2t—1)!1“([3+]) B-r—1/2+j+1)TeB-k+1)
(t—D! T(@) TBE-r—1/2+;) T:B—k+j)

I'(5/2—k+j) I - —j
det +t)\ _aN\I! 2td t T ]+t.
I'G/2—k+141t) et(w) 7 A u, —v) et(v)

Pour conclure, il suffit alors de simplifier les facteurs gamma qui s’éliminent
entre eux et d’utiliser I’équation

Ty(k—r—3/2)  Ty(3—k) rG3-—k T(5/2—k)

Dok —3/2)  To(B—k+r) T@B—k+r)I(B/2—k+7)

Il faut aussi se souvenir que A(u,v) = det(v)tr (v"'u). En regroupant tous
les facteurs communs on trouve la formule de la proposition. O

PROPOSITION 6.3.4. — FEn utilisant I'autre écriture de notre polynome
Ry(z;r, B) on trouve

’ [t/2] (t—27) [1/2]
Py(v,u;r,B) = det(v Z( ) Z C(t, 7,1, )
0

=0 j=0 =0 s=
~det (v tu) I (v’lu)lfzs,
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ou: C(t,j,l,s) =

_<t><t—2j><l>(2j—1)!(2s—1)! re-5
\2) l 2s) Gj—-1! (s—=D!'T(1—=B+j—1)
T(3/2~ B) L3 — k) ['(5/2 — k)
TBR2-B+2+1—-)TB—k—j+t)0(B/2—k+t—j—1+s)

Démonstration. — Cette proposition se montre de la méme maniére que
la précédente, a partir de la seconde forme explicite du polynome Ry(z; 7, ).
On retrouve ici la méme expression que dans la section 3 (voir le théoréme
3.5.4). O
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