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INTRODUCTION 9
IntrodutionI: Consid�erons l'op�eration hamiltonienne d'un groupe de Lie r�eel, ompat etonnexe K dans une vari�et�e di��erentiable M ompate, onnexe et symple-tique. �A ette ation est assoi�ee un invariant ombinatoire remarquable, lepolytope moment (voir [Ki84a℄). Parmi es op�erations, elles qui sont \sansmultipliit�e", au sens de [Gu-St84a℄, forment une lasse naturelle \dont ledegr�e de sym�etrie est le plus grand possible".Lorsque K est ommutatif, une op�eration hamiltonienne e�etive de Kdans M est sans multipliit�e si et seulement si dimM = 2 dimK. Cesop�erations sont assez bien omprises : le \th�eor�eme de Delzant" (voir [De88℄ou [Gu℄, page 13)1) aÆrme que le polytope moment d�etermine M �a isomorphisme pr�es ;2) arat�erise les polytopes provenant d'op�erations hamiltoniennes sans mul-tipliit�e.Si K n'est pas ab�elien, la lassi�ation des op�erations hamiltoniennesest un probl�eme r�eput�e diÆile : pour V. Guillemin, \one of the most hal-lenging unsolved problems in sympleti geometry is to determine to whatextent Delzant's theorem is true of every ompat sympleti spae" ([Gu℄,postfae). Ce probl�eme n'a �et�e r�esolu que dans quelques as partiuliers :pour les groupes de rang inf�erieur �a deux ([De90℄) ou sous des hypoth�eses detransversalit�e tr�es restritives ([Wo96℄).II: Les op�erations hamiltoniennes r�eelles de K sont �etroitement reli�ees auxop�erations alg�ebriques omplexes du groupe omplexi��e de K et elles quisont sans multipliit�e orrespondent aux vari�et�es sph�eriques (voir [Ki84b℄,[Br87a℄ et [Sj℄). C'est en s'appuyant sur es rapprohements que F. Knop aformul�e la onjeture dite \de Delzant", qui g�en�eralise le point (1) i-dessus :Conjeture DeuxK-vari�et�es hamiltoniennes sans multipliit�e qui ont mêmepolytope moment et même groupe d'isotropie g�en�erique sont isomorphes.



10 INTRODUCTIONIl a de plus montr�e que ette onjeture �etait �equivalente �a un probl�emepurement alg�ebrique (voir [Kn97℄) :Conjeture (Knop, 1997) Soit G un groupe r�edutif onnexe (sur C ).Deux G-vari�et�es sph�eriques aÆnes lisses qui ont même semi-groupe momentsont isomorphes.Expliquons les termes employ�es : une G-vari�et�e sph�erique X est uneG-vari�et�e alg�ebrique irr�edutible normale dans laquelle un sous-groupe deBorel B de G poss�ede une orbite ouverte. Son semi-groupe moment est lesemi-groupe des poids de B dans l'alg�ebre des fontions r�eguli�eres sur X.III: Le prinipal objetif de e travail est de d�emontrer la onjeture de Knoplorsque G est de type A, 'est-�a-dire que le groupe adjoint de G est un pro-duit de groupes projetifs lin�eaires (th�eor�eme C). Au passage, nous obtenonsun rit�ere ombinatoire de lissit�e pour les vari�et�es sph�eriques (qui g�en�eraliseelui qui existait pour les vari�et�es toriques, voir [Fu℄) et une lassi�ationombinatoire des vari�et�es sph�eriques aÆnes lisses (qui �equivaut �a la desrip-tion des \mod�eles loaux" d'op�erations hamiltoniennes sans multipliit�e detype A, voir [Sj℄ et [Gu-St84b℄).IV: Les deux premiers hapitres ontiennent des rappels et ompl�ements surles vari�et�es sph�eriques et les objets ombinatoires qui leur sont assoi�es, enpartiulier les syst�emes sph�eriques. Le troisi�eme introduit la notion de sole,qui prolonge elle de syst�eme sph�erique et se r�ev�elera essentielle pour la suite.Le hapitre 4 rassemble quelques exemples simples qui illustrent les notionsintroduites et �elairent les diÆult�es de la onjeture de Knop.Le hapitre 5 traduit dans le langage des soles des r�esultats de Leahy etKnop ([Le℄, [Kn98℄) qui, ave un th�eor�eme de struture loale, permettrontau hapitre 6 d'obtenir un rit�ere ombinatoire de lissit�e pour les vari�et�essph�eriques de type A (th�eor�eme A).Les hapitres 7 et 8 pr�eparent l'�enon�e et la preuve d'un th�eor�eme B(lassi�ation ombinatoire des vari�et�es sph�eriques aÆnes lisses) au hapitre9. Nous obtenons en�n au hapitre 10 une preuve de la onjeture de Knop(en type A) qui s'appuie de fa�on essentielle sur ette lassi�ation.



INTRODUCTION 11NotationsPr�eisons quelques notations qui seront employ�ees dans toute la suite.Soit H un groupe alg�ebrique lin�eaire. D�esignons par Hr son radial,Hu son radial unipotent, (H;H) son groupe d�eriv�e, �(H) son groupe desarat�eres et H� l'intersetion des noyaux de es arat�eres. Si E est unH-module, on note EH le sous-module des points �xes de H dans E (lesinvariants) et E(H) l'ensemble des veteurs propres de H dans E (les semi-invariants).Si � est un r�eseau, on note �� = Hom(�;Z) son dual et �Q = � 
 Q .Pour � 2 �� et x 2 �, nous noterons �:x la valeur de � en x. Si F est unepartie de �, nous d�esignerons par < F > le sous-r�eseau qu'elle engendre.Le symbole G d�esignera toujours un groupe r�edutif onnexe de type A,dont K est un sous-groupe r�edutif (non n�eessairement onnexe) et B unsous-groupe de Borel ontenant un tore maximal T . L'on d�esigne par B� lesous-groupe de Borel de G oppos�e �a B qui ontient T .Soit R � �(B) ' �(T ) l'ensemble des raines de G, S � R la base deR relative �a B (les raines simples de G). Pour tout � 2 S, notons �_ laoraine assoi�ee �a �. Notons aussi !�, � 2 S, la base duale de elle form�eepar les �_ (les poids fondamentaux). Nous d�esignerons par �+(B) l'ensembledes poids dominants ; pour ! 2 �+(B), il existe un G-module simple V (!)de plus haut poids ! pour B, unique �a isomorphisme pr�es. Pour  2< S >,notons Supp () le plus petit sous-ensemble S 0 de S pour lequel  2< S 0 >.Si S 0 � S, nous d�esignerons par PS0 (respetivement P�S0) le sous-groupeparabolique assoi�e �a S 0 ontenant B (respetivement B�). Rappelons queG0 = PS0 \ P�S0 est un sous-groupe de Levi de PS0 et de P�S0. Le groupeB \ G0 est un sous-groupe de Borel de G0. De plus, �(B \ G0) s'identi�e�a �(B) et les raines simples de G0 s'identi�ent aux �el�ements de S 0. Nousnoterons plus simplement P� = Pf�g le parabolique assoi�e �a S 0 = f�g.Lorsque G = SLn+1, nous num�eroterons �1; : : : ; �n les raines simplesde G et !1; : : : ; !n ses poids fondamentaux. Le symbole C n+1 d�esignera leG-module V (!1) ; rappelons qu'alors V (!k) ' �kC n+1 .
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Chapitre 1Des vari�et�es sph�eriquesVoii quelques g�en�eralit�es sur les vari�et�es sph�eriques et leurs relationsave les vari�et�es magni�ques. Nous expliquerons omment assoier �a une G-vari�et�e sph�erique une \donn�ee sph�erique homog�ene" qui arat�erise son orbiteouverte sous l'ation de G et un \syst�eme sph�erique". Nous expliquerons aussiomment assoier �a une vari�et�e sph�erique simple ('est-�a-dire ontenant uneunique G-orbite ferm�ee) une \donn�ee sph�erique simple" qui la arat�erise.Cei sera ompl�et�e par quelques rappels sur les vari�et�es sph�eriques aÆnes etleurs semi-groupes moments.1.1 Vari�et�es sph�eriques, vari�et�es magni�queset raines sph�eriquesUne vari�et�e sph�erique est d�e�nie omme �etant une vari�et�e alg�ebriqueirr�edutible normale dans laquelle G op�ere alg�ebriquement et B a une or-bite ouverte. Elle est dite simple lorsque G y admet une unique orbite ferm�ee.Exemples.| Lorsque G = T est ab�elien, les vari�et�es sph�eriques ne sontrien d'autre que les vari�et�es toriques. Mentionnons aussi les espaes ho-mog�enes sym�etriques (voir [DeC-P℄) et les vari�et�es de drapeaux ('est �a-direles espaes homog�enes G=P o�u P est un sous-groupe parabolique de G).Si X est une vari�et�e sph�erique, le groupe B, et a fortiori le groupe G,n'ont qu'un nombre �ni d'orbites dans X et toute sous-G-vari�et�e ferm�eeirr�edutible de X est sph�erique (voir par exemple [Br℄). L'on d�esigne par X0Gla G-orbite ouverte de X et X0B � X0G la B-orbite ouverte.



14 CHAPITRE 1. DES VARI�ET�ES SPH�ERIQUESUn sous-groupe H de G est appel�e sph�erique lorsque l'espae homog�eneG=H est une vari�et�e sph�erique. L'on dit alors que B est oppos�e �a H si leproduit BH est ouvert dans G ('est-�a-dire eH 2 (G=H)0B).Un plongement d'un espae homog�ene sph�erique G=H est une vari�et�esph�erique X munie d'un G-isomorphisme G=H ' X0G.Soit X une vari�et�e sph�erique. L'on d�esigne par C [X℄ l'alg�ebre des fon-tions r�eguli�eres sur X, par C (X) le orps des fontions rationnelles sur X etpar �X le r�eseau des poids de B dans C (X). L'on note PX le stabilisateur deX0B et la quantit�e rg X = dim X � dim P uX = rg �X s'appelle le rang deX. L'on d�esigne par VX l'ensemble des diviseurs premiers G-stables de X etpar �X l'ensemble des diviseurs premiers B-stables mais non G-stables deX, appel�es les ouleurs de X : �X est en bijetion naturelle ave l'ensembledes B-orbites de odimension 1 de X0G. Nous noterons DX = �X [VX . Pourtout D 2 DX , l'on note �X(D) l'�el�ement de ��X d�e�ni par�X(D): = �D(f)o�u  est un �el�ement de �X , f est est un veteur propre de B dans C (X)de poids  (unique �a un fateur multipliatif pr�es) et o�u �D est la valuationB-invariante normalis�ee de C (X) assoi�ee �a D (qui assoie �a une fontionl'ordre de son z�ero ou pôle le long de D). L'on obtient ainsi une appliation�X : DX �! ��X .L'on d�esigne par VX l'ensemble des valuations disr�etes G-invariantes(non n�eessairement normalis�ees et �a valeurs dans Q ) de C (X) qui s'annulentsur C � . L'appliation qui �a � 2 VX assoie l'�el�ement v de ��X 
 Q d�e�ni parv: = �(f) est injetive (voir [Br℄ et [Kn91℄) ; l'on peut don identi�er VX �ason image dans ��X 
 Q , que l'on appelle le ône des valuations de X.Vari�et�es magni�ques et raines sph�eriquesSoit G un groupe adjoint. Une G-vari�et�e lisse et ompl�ete M est appel�eemagni�que lorsque G y op�ere (alg�ebriquement) ainsi :{ G poss�ede une orbite ouverte dans M , dont le ompl�ementaire est uneunion de diviseurs (Di)i2I lisses et irr�edutibles, �a roisements normauxet d'intersetion non vide ;{ pour x; x0 2 M , G � x = G � x0 �equivaut �a : fijx 2 Dig = fijx0 2 Dig.



1.1. VARI�ET�ES SPH�ERIQUES ET MAGNIFIQUES 15Toute vari�et�e magni�que M est sph�erique ([Lu96℄), de rang r = ard I,et G admet 2r orbites dans M , dont une unique ferm�ee. Chaque \i2JDi(J � I) est une vari�et�e magni�que dont le rang est r� ard J , en partiulierM ontient r sous-vari�et�es magni�ques de rang un.Le ône des valuations VM est un ône onvexe et simpliial (voir parexemple [Br℄). Notons �M l'ensemble des �el�ements primitifs dans �M desarêtes de l'oppos�e du ône dual de VM . Il est appel�e l'ensemble des rainessph�eriques de M ; elles-i forment une base de �M .L'ensemble �M peut s'interpr�eter g�eom�etriquement omme suit : 'estl'ensemble des poids de T dans TzM=Tz(Gz), o�u z est l'unique point �xede B� (le sous-groupe de Borel de G oppos�e �a B ontenant T ) dans M .C'est aussi l'ensemble des raines sph�eriques assoi�ees aux sous-vari�et�es ma-gni�ques de M de rang un ([Lu96℄).Notons �(G) l'ensemble des raines sph�eriques de G : 'est l'ensemble desraines sph�eriques assoi�ees aux di��erentes vari�et�es magni�ques du groupeadjoint de G : en partiulier, �(G) est inlus dans le r�eseau radiiel de G.Il r�esulte de la lassi�ation des vari�et�es magni�ques de rang un (voir [Ak℄,[Br89a℄ et [Wa℄) que �(G) est �ni.Exemple 1.| Consid�erons l'ation naturelle de G = SL2 dans la vari�et�eX = P(S2C 2). C'est une PSL2-vari�et�e magni�que de rang un : en e�et,PSL2 admet dans X une orbite ouverte (isomorphe �a SL2=NSL2(T ), o�uT est l'ensemble des matries diagonales) dont le ompl�ementaire est unePSL2-orbite (ferm�ee) Z. D�eterminons la raine sph�erique  de X.Soit e1; e2 la base anonique de C 2 ; hoisissons l'ensemble des matriestriangulaires sup�erieures omme sous-groupe de Borel de G. L'unique point�xe de B� dans Z est ainsi z = [e22℄. Consid�erons la arte au voisinage de z :� : C 2 �! X(x; y) 7�! [xe21 + ye1e2 + e22℄:Elle munit C 2 de l'ation suivante de T (ave les notations du paragraphe\notations") : t � (x; y) = (!(t)4x; !(t)2y):Or ��1(Z) a pour �equation x = (y=2)2, son espae tangent s'identi�e don �a(x = 0) et le poids de T dans TzX=TzZ est 4!. D'o�u  = 2�.Clôture sph�erique�A une vari�et�e sph�erique X d'orbite ouverte X0G ' G=H, l'on assoieune vari�et�e magni�que omme suit. Le normalisateur NG(H) de H dans



16 CHAPITRE 1. DES VARI�ET�ES SPH�ERIQUESG op�ere �a droite dans G=H et dans �G=H . L'on d�esigne par H le groupedes �el�ements de NG(H) qui op�erent trivialement dans �G=H . Puisque Hontient le entre de G, l'on peut voir G=H omme un espae homog�ene sousl'ation du groupe adjoint de G. Celui-i admet alors, �a G-isomorphismepr�es, un unique plongement magni�que ([Kn91℄), que l'on appelle la vari�et�emagni�que assoi�ee �a X.L'on peut alors d�e�nir l'ensemble �X des raines sph�eriques de X omme�etant elui de la vari�et�e magni�que assoi�ee �a X : le ône dual de �X dans��X
Q est VX (voir [Br℄), mais les �el�ements de �X ne sont pas n�eessairementprimitifs dans �X .L'on appelle H la lôture sph�erique de H (dans G). Il est sa proprelôture sph�erique ; un sous-groupe de G v�eri�ant ette propri�et�e est qua-li��e de sph�eriquement los (dans G). Rappelons quelques propri�et�es de H.L'on a HCG(H) � H, (H)� = H� et les arat�eres de H se prolongent en desarat�eres de H (voir [Br℄ et [Lu℄). De plus, H est l'intersetion des noyauxde ertains arat�eres de H. Observons que si HCG(H) = NG(H), e groupeest H.1.2 Formalisme ombinatoireRappelons que G est un groupe r�edutif onnexe de type A, dont B estun sous-groupe de Borel ontenant un tore maximal T et dont S est l'en-semble des raines simples pour es hoix de B et T . Nous allons d�e�nir plu-sieurs objets ombinatoires : les donn�ees sph�eriques homog�enes, les syst�emessph�eriques et les donn�ees sph�eriques simples, que nous relierons au para-graphe suivant aux vari�et�es sph�eriques.Donn�ees sph�eriques homog�enes et syst�emes sph�eriquesConsid�erons un quintuplet Sp;�; A;�; � form�e d'un sous-ensemble Spde S, d'un sous-ensemble � de �(G), d'un ensemble �ni A, d'un sous-groupe� de �(B) ontenant � et d'une appliation � : A �! ��. Pour � 2 S \ �,posons A(�) = fd 2 A; �(d):� = 1g:La famille A est dite adapt�ee �a � lorsque les trois onditions suivantes sontsatisfaites :{ (A1) pour tout d 2 A et tout  2 �, l'on a �(d): � 1, et �(d): = 1implique  2 S \ �,



1.2. FORMALISME COMBINATOIRE 17{ (A2) pour tout � 2 S \ �, A(�) ontient deux �el�ements, not�es d+� etd�� , et �(d+� ) + �(d�� ) est la restrition de �_ �a �,{ (A3) A est la r�eunion des A(�) pour � 2 S \ �.Le quintuplet Sp;�; A;�; � est une donn�ee sph�erique homog�ene (surG) lorsquesont de plus satisfaites les onditions suivantes :{ (�1) si 2� 2 � \ 2S, alors pour tout  2 �, �_() est un entier pair,n�egatif ou nul si  2 �� f2�g,{ (�2) si � + � 2 �, o�u � et � sont des raines simples orthogonales,alors les restritions de �_ et �_ �a � o��nident,{ (S) pour toute � 2 Sp, �_ s'annule sur �, et pour tout  2 �, l'on af� 2 S; �_: = 0g \ Supp  � Sp.Un syst�eme sph�erique est une donn�ee sph�erique homog�ene Sp;�; A;�; �pour laquelle � =< � >. Nous le noterons plus simplement Sp;�; A et iden-ti�erons A �a la famille des �(d); d 2 A, d'�el�ements de < � >�.Toute donn�ee sph�erique homog�ene d�e�nit un syst�eme sph�erique, en onsi-d�erant la restrition des �el�ements de �(A) �a < � >.CouleursConsid�erons une donn�ee sph�erique homog�ene Sp;�; A;�; �. Nous allonslui assoier un ensemble de "ouleurs" (qui ne d�epend en fait que de sonsyst�eme sph�erique) et un "espae vetoriel olori�e".Commen�ons par partitionner S en quatre ensembles Sp, Sa = S \ �,Sa0 = f� 2 S; 2� 2 �g, et Sb = S � (Sp [ Sa [ Sa0). Soient �a = A,�a0 = Sa0 , et �b le quotient de Sb par la relation suivante : � � � si etseulement si � est orthogonale �a � et � + � 2 �. Soit � la r�eunion de �a,�a0 et �b. Prolongeons � (qui est une appliation d�e�nie sur A �a valeurs dans��) en une appliation d�e�nie sur �, enore not�ee �, ainsi :{ si � 2 Sa0 , soit d� l'�el�ement de � qui lui orrespond et posons pourtout  2 � : �(d�): = 12�_:{ si � 2 Sb, soit d� l'image de � dans �b et posons pour tout  2 � :�(d�): = �_::



18 CHAPITRE 1. DES VARI�ET�ES SPH�ERIQUESL'on appelle �; � la famille des ouleurs de la donn�ee sph�erique homog�eneonsid�er�ee.Espae vetoriel olori�e et donn�es sph�eriques simplesPosons V = fv 2 ��Q ; v: � 0 8 2 �g, ensemble qui est appel�e le ônedes valuations de la donn�ee sph�erique homog�ene onsid�er�ee. L'espae veto-riel ��Q muni de �, vue omme une appliation de � dans ��Q , et muni de Vest appel�e l'espae vetoriel olori�e de la donn�ee sph�erique homog�ene.L'on appelle donn�ee sph�erique simple un septuplet Sp;�; A;�; �;�0;V,dont les inq premiers termes forment une donn�ee sph�erique homog�ene dont�0 est un sous-ensemble de l'ensemble de ouleurs et V � V est un ensembled'�el�ements de ��Q tels que{ �(�0) ne ontient pas l'origine,{ le ône C engendr�e par �(�0) et V est stritement onvexe,{ l'int�erieur de C renontre le ône des valuations V et{ tout �el�ement de V est normalis�e, non proportionnel �a un �el�ement de�(�0), et se trouve sur une arête de C.1.3 Relations entre g�eom�etrie et ombinatoirePr�eisons maintenant le lien entre les vari�et�e sph�eriques et les objets om-binatoires pr�e�edemment introduits. Nous expliquons omment assoier �a uneG-vari�et�e sph�erique X une donn�ee sph�erique homog�ene SpX , �X , AX , �X , �X .Nous expliquons aussi omment, lorsqueX est simple, lui assoier une donn�eesph�erique simple (voir [Lu℄).Donn�ee sph�erique homog�ene d'une vari�et�e sph�eriqueSi S 0 � S, nous noterons �X(S 0) l'ensemble des ouleurs de X qui nesont pas stables par le parabolique PS0 assoi�e �a S 0. Nous noterons aussiSpX = f� 2 S;�X(�) = ;g;SaX = f� 2 S; ard �X(�) = 2get AX la r�eunion des �X(�) pour � 2 SaX . Remarquons que SpX est l'ensemblede raines simples assoi�e au parabolique PX .



1.3. RELATIONS ENTRE G�EOM�ETRIE ET COMBINATOIRE 19Le quintuplet SpX ;�X ; AX ;�X ; �X o�u l'on voit, par restrition, �X ommeune appliation d�e�nie sur AX , est une donn�ee sph�erique homog�ene, dont lafamille des ouleurs s'identi�e �a �X ; �X et dont le ône des valuations s'iden-ti�e �a VX . Cette donn�ee sph�erique homog�ene est un syst�eme sph�erique si etseulement si X0G admet un plongement magni�que.L'appliation qui, �a une G-vari�et�e sph�erique homog�ene assoie sa donn�eesph�erique homog�ene, est une bijetion entre l'ensemble des (lasses d'isomor-phie de) G-vari�et�es sph�eriques homog�enes et l'ensemble des donn�ees sph�eri-ques homog�enes (sur G).R�e�erivons plus g�eom�etriquement le fait que SpX ;�X ; AX ;�X ; �X soit unedonn�ee sph�erique homog�ene : si � 2 S, �X(�) ontient au plus deux �el�ementset si l'on note{ Sa0X = f� 2 S; ard �X(�) = 1 et 2� 2 �Xg = S \ 12�X et{ SbX = f� 2 S; ard �X(�) = 1 et 2� =2 �Xg,alors S est partitionn�e en SpX [ SaX [ Sa0X [ SbX . De plus, si l'on d�esigne par{ �a0X la r�eunion des �X(�) pour � 2 Sa0 et par{ �bX la r�eunion des �X(�) pour � 2 Sb;l'ensemble �X est la r�eunion disjointe de AX , �a0X et �bX . En�n,{ si � 2 Sa, notant D+� , D�� les �el�ements de �X(�), l'on a pour  2 �X :�(D+� ): + �(D�� ): = �_:{ si � 2 Sa0 , notant D� l'�el�ement de �X(�), l'on a pour  2 �X :�(D�): = 12�_:{ si � 2 Sb, notant D� l'�el�ement de �X(�), l'on a pour  2 �X :�(D�): = �_::



20 CHAPITRE 1. DES VARI�ET�ES SPH�ERIQUESDonn�ee sph�erique simple d'un plongement simpleSoit X une vari�et�e sph�erique simple. Notons �0X l'ensemble des ouleursde X ontenant l'unique G-orbite ferm�ee de X. Le septuplet onstitu�e dela donn�ee sph�erique homog�ene de X, de �0X et de VX est alors une donn�eesph�erique simple. Inversement, toute donn�ee sph�erique simple d�etermine, �aisomorphisme pr�es, une unique vari�et�e sph�erique simple (ei d�eoule de [Lu℄et de la th�eorie des plongements de Luna-Vust, voir [Kn91℄ ou [Br℄).Exemple 2.| Si X est magni�que, l'on a �0X = ; et VX est la base dualede �X (voir par exemple [Wa℄).Une ondition n�eessaire de lissit�e (voir [Br℄)Soit X une vari�et�e sph�erique et Y une orbite de G dans X. L'ouvertXY;G = fx 2 X;Gx � Y gde X est une vari�et�e sph�erique simple. D�esignons par VX;Y l'ensemble desdiviseurs G-stables de X ontenant Y et par �X;Y l'ensemble des ouleursde X ontenant Y . La donn�ee sph�erique simple de XY;G est alors SpX , �X ,AX , �X , �X , �X;Y , VX;Y ; nous l'appellerons donn�ee sph�erique simple de Xen Y .Une ondition n�eessaire 1 pour que les points de Y soient lisses dans Xest que les �(D), pour D 2 DX;Y , forment un d�ebut de base de ��X . Elle n'esten g�en�eral pas suÆsante (voir [Br℄, la remarque i-dessous et le th�eor�eme A),sauf lorsque G est un tore (voir [Fu℄).1.4 Vari�et�es sph�eriques aÆnesSoitX une vari�et�e sph�erique aÆne. AlorsX est simple : en e�et, puisqueGadmet une orbite ouverte dansX, C [X℄G = C don le \quotient g�eom�etrique"X==G est r�eduit �a un point, or elui-i param�etre les orbites ferm�ees de X(voir [Po-Vi℄). Inversement, l'on dispose du rit�ere d'aÆnit�e suivant pour lesvari�et�es sph�eriques simples (voir [Br℄).Un rit�ere d'aÆnit�eSoient X une vari�et�e sph�erique simple et Y l'orbite ferm�ee de G dans X.Rappelons que �0X d�esigne l'ensemble des ouleurs deX ontenant Y . Notons1. C'est en r�ealit�e un rit�ere de fatorialit�e loale.



1.4. VARI�ET�ES SPH�ERIQUES AFFINES 21D0X = �0X [VX l'ensemble des diviseurs B-stables irr�edutibles ontenant Y .La vari�et�e X est aÆne si et seulement si il existe  2 �X tel que :{ pour tout D 2 D0X , �X(D): = 0,{ pour tout D 2 �X ��0X , �X(D): > 0 et{ pour tout � 2 VX , �: � 0:Remarque.| Pour lasser les vari�et�es sph�eriques aÆnes lisses, ombinere rit�ere d'aÆnit�e ave la ondition de lissit�e du paragraphe pr�e�edent nesuÆt pas (voir par exemple le paragraphe 4.2.1).Pr�eisons maintenant la struture \g�eom�etrique" des vari�et�es sph�eriquesaÆnes, en partiulier de elles qui sont lisses.Fibr�esSoitK un sous-groupe r�edutif deG et F uneK vari�et�e aÆne. Consid�eronsl'ation deK sur G�F donn�ee par k�(g; f) = (gk�1; kf), dont on note G�KFle quotient (g�f d�esignant l'image de (g; f) par l'appliation quotient), munide la struture de vari�et�e aÆne donn�ee par C [G�K F ℄ = C [G�F ℄K . L'ationde G sur G � F par translations �a gauhe dans le premier fateur passe auquotient en une op�eration sur G �K F .Soit X une G-vari�et�e aÆne v�eri�ant C [X℄G = C . Alors X ontient uneunique G-orbite ferm�ee Y , dont les groupes d'isotropie sont r�edutifs, et ilexiste une r�etration �equivariante � de X dans Y . Si K est le groupe d'iso-tropie d'un point y 2 Y , posons F = ��1(y). Alors F est une sous-K-vari�et�eferm�ee de X, et le morphisme naturel G�F �! X induit un isomorphisme�equivariant G �K F �! X. La vari�et�e X est lisse si et seulement si F estisomorphe �a un K-module rationnel, autrement dit X est G-isomorphe �a un�br�e vetoriel de base G=K (voir par exemple [Po-Vi℄, hapitre 6).Le point de vue ombinatoireSupposons de plus que X est sph�erique et lisse. La r�etration � permet deprolonger les fontions de l'orbite ferm�ee Y de X en des fontions onstantessur les �bres, e qui permet de voir �Y omme un sous-r�eseau de �X . Deplus, les �el�ements primitifs de �Y sont primitifs dans �X (voir [Kn91℄).Rappelons que �0X d�esigne l'ensemble des �el�ements de �X qui ontien-nent Y et que D0X = �0X [ VX . L'appliation D 7�! ��1(D) fournit unebijetion de �Y dans �X ��0X et pour tout D 2 �Y , �X(��1(D)) prolonge



22 CHAPITRE 1. DES VARI�ET�ES SPH�ERIQUES�Y (D). De plus, pour tout D 2 D0X , �X(D) s'annule sur �Y .Le syst�eme sph�erique de X et l'ensemble �0X d�eterminent 2 le syst�emesph�erique de la G-orbite ferm�ee Y . De plus, les �el�ements de �Y sont des�el�ements primitifs du semi-groupe engendr�e par �X (voir [Lu℄).1.5 Le semi-groupe momentSoit X une G-vari�et�e alg�ebrique normale et aÆne. Le semi-groupe S(X)des poids dominants du G-module (rationnel) C [X℄ s'appelle le semi-groupemoment de X. Le ône C(X) qu'il engendre dans �(B)Q est appel�e le ônemoment de X.La vari�et�e X est sph�erique si et seulement si l'alg�ebre C [X℄ des fon-tions r�eguli�eres sur X est un G-module sans multipliit�e (voir [Br℄). Elleest alors isomorphe, omme G-module, �a la somme direte des V (!) pour! 2 S(X). La donn�ee du semi-groupe moment d'une vari�et�e sph�erique estdon �equivalente �a la donn�ee de la struture de G-module de C [X℄.La donn�ee de S(X) et de la struture multipliative sur le orps C (X)d�etermine don la G-alg�ebre C [X℄. Puisque X est aÆne, elle-i d�etermineX ' Spe C [X℄ omme G-vari�et�e.Supposons X sph�erique et aÆne. La donn�ee sph�erique simple de X d�eter-mine son semi-groupe moment : en e�et, tout �el�ement de C (X)(B) est le quo-tient de deux �el�ements de C [X℄(B) (voir [Br℄), le semi-groupe S(X) engendredon le groupe �X et par normalit�e de X, l'on aS(X) = f 2 �X ; �X(D): � 0; 8D 2 DXg:En partiulier, le ône C(X) est onvexe et poly�edral.Nous dirons qu'un �el�ement D 2 DX d�elimite une fae de C(X) si le noyaude �X(D) est un l'hyperplan d'appui d'une fae de odimension 1 de C(X).L'on sait que ela est toujours le as pour les �el�ements de VX (voir [Br℄).2. Plus pr�eis�ement, soit Ker �0 l'intersetion des noyaux des �X(D) pour D 2 �0Xet soit �+X le semi-groupe engendr�e par �X . Le syst�eme sph�erique de Y est e que l'onappelle le quotient de SpX , �X , AX par �0X :{ SpY est l'ensemble des � 2 S tels que �X(�) � �0X ,{ �Y est l'ensemble des �el�ements ind�eomposables du semi-groupe �+X \ Ker �0,{ AY est la famille des AX (�) pour � 2 S tel que �X(�) \�0X = ;.



1.5. LE SEMI-GROUPE MOMENT 23Un as bien onnu : les modules sph�eriquesL'on appelle G-module sph�erique un espae vetoriel muni d'une ationde G qui en fait une vari�et�e sph�erique. Rappelons quelques faits bien onnussur e type de vari�et�es sph�eriques aÆnes lisses.Si X = E est un G-module sph�erique, tout D 2 DE admet une �equationirr�edutible gD 2 C [E℄(B) dont on note D le poids pour B. De plus, l'alg�ebreC [E℄ �etant fatorielle, le groupe multipliatif C [E℄(B)=C � est engendr�e li-brement par ses �el�ements irr�edutibles. Ainsi, S(E) est engendr�e librementpar les D, D 2 DE, qui forment une base de �E. Le ône C(E) est donsimpliial.Soit D 2 DE. Puisque gD est une �equation irr�edutible de D, l'on a�(D):D = 1. Et pour D0 2 DE, D0 6= D, la fontion r�eguli�ere gD0 ne s'annulepas sur D, don �E(D):D0 = 0. Ainsi, les �(D), D 2 DE, forment la baseduale (dans ��E) de la base D, D 2 DE, de �E et tous les diviseurs premiersB-stables de E d�elimitent une fae du ône moment.Remarque.| Soit F une fae du ône C(E). Puisque elui-i est simpliial,F ontient toutes les arêtes de C(E) sauf une. Soit  le poids primitif dans�E de ette arête : 'est le poids de l'�equation du diviseur D d�elimitant F .Ainsi, D 2 VE si et seulement si  2 �(Gr).RemarquesLorsque G = T est ab�elien, tous les �el�ements de DX = VX d�elimitentune fae de S(X). Par ailleurs, si X est un G-module ou si G est de rangdeux (omme dans [De90℄), le ône C(X) est simpliial. Ces propri�et�es ne seg�en�eralisent pas (voir 4.2).Pour montrer la onjeture de Knop, l'id�ee des hapitres 7 �a 10 est lasuivante. Il est en g�en�eral diÆile de d�eterminer diretement le semi-groupemoment d'une vari�et�e sph�erique aÆne lisse X. Celui-i peut être d�etermin�e�a partir de la donn�ee sph�erique simple de X. Nous essaierons don de om-prendre quelles sont les donn�ees sph�eriques simples des vari�et�es sph�eriquesaÆnes lisses (hapitre 9) puis quel est le lien entre es donn�ees sph�eriquessimples et le semi-groupe moment qu'elles d�e�nissent (hapitre 10).



24 CHAPITRE 1. DES VARI�ET�ES SPH�ERIQUES



25
Chapitre 2Des syst�emes sph�eriquesNous expliquerons dans e hapitre omment repr�esenter un syst�emesph�erique Sp, �, A par un \diagramme", sur lequel on pourra \lire" sim-plement{ la partition de S en quatre sous-ensembles Sp, Sa, Sa0 et Sp et l'en-semble � des ouleurs assoi�e �a S (voir 1.2),{ la partition de � en di��erents \types" de raines sph�eriques (d�e�nisi-dessous).Nous pr�esenterons ensuite deux op�erations sur les syst�emes sph�eriques (laloalisation et l'indution parabolique) et d�e�nirons une liste de syst�emessph�eriques qui interviendront omme syst�emes sph�eriques de vari�et�es sph�eri-ques aÆnes lisses (voir les paragraphes 5.2, 7.1 et 8.1).2.1 Types de raines sph�eriquesCommen�ons par partitionner l'ensemble des raines sph�eriques de Gomme suit. Les raines sph�eriques de G qui sont aussi des raines simplessont appel�ees raines sph�eriques de type a. Celles qui sont le double d'uneraine simple sont de type a0 et elles qui sont la somme de deux rainessimples orthogonales sont de type a1 � a1.Une raine sph�erique  pour laquelle il existe une omposante simple deG, de raines simples num�erot�ees �1; : : : ; �n, telle que  = �k�1+2�k+�k+1ave 2 � k � n� 1 (respetivement  = �p+1 + : : :+ �p+m ave 1 � p+ 1 <p+m � n) est appel�ee de type d3 (respetivement de type am).D'apr�es la lassi�ation des vari�et�es magni�ques de rang 1 sous l'ationd'un groupe de type A (voir [Wa℄), toute raine sph�erique est de type a, a0,



26 CHAPITRE 2. DES SYST�EMES SPH�ERIQUESa1 � a1, d3 ou am. Si Sp, �, A est un syst�eme sph�erique, nous noterons ainsi� = �a [ �a0 [ �a1�a1 [ �d3 [ �amla partition de � en raines sph�eriques de type a, a0, a1 � a1, d3 et am.2.2 Repr�esentation graphiquePro�edons (presque) omme dans [Lu℄ pour repr�esenter graphiquementles syst�emes sph�eriques par des \diagrammes".Soit Sp;�; A un syst�eme sph�erique. Rappelons qu'il induit une partitionde la base S du syst�eme de raines de G en quatre ensembles (voir le para-graphe 1.2) Sp, Sa = S \ �, Sa0 = S \ 12� et Sb que l'on repr�esente ainsi : si� 2 S, l'on ajoute selon les as au sommet du diagramme de Dynkin de Gqui orrespond �a � l'un des dessins suivants :� 2 Sp � 2 Sa � 2 Sa0 � 2 SbRappelons aussi qu'il est assoi�e �a Sp;�; A un ensemble de ouleurs (voirenore 1.2) � = [�2S�(�). Les \ronds" ainsi dessin�es sur le diagramme deDynkin repr�esentent don �(�), mais les ensembles �(�), � 2 S, ne sontpas toujours disjoints (voir [Lu℄). En e�et, pour �; � 2 S,{ si � + � 2 �a1�a1 , l'on a �(�) = �(�),{ si �; � 2 Sa, l'on peut avoir �(�) \�(�) 6= ; et{ dans tous les autres as, �(�) \�(�) = ;.Repr�esentons don les �el�ements de �a ainsi : pour � 2 Sa, �(�) estonstitu�e de deux �el�ements, dont on rappelle qu'ils sont not�es d+� et d�� .Convenons que le \rond" sup�erieur ajout�e au diagramme de Dynkin orres-pond �a d+� et le rond inf�erieur �a d�� . Si d 2 �(�) \�(�) o�u � 2 Sa, � 6= �,nous relierons les deux \ronds" orrespondant �a d par un trait.Exemple 3.| Le dessin suivant repr�esente un syst�eme sph�erique pourlequel d+�1 = d+�02 , d+�2 = d+�01 , et d��1 = d��01 .



2.2. REPR�ESENTATION GRAPHIQUE 27De même, si d 2 �(�) \�(�) ave �+ � 2 �a1�a1 , l'on relie les \ronds"en � et � omme sur le dessin suivant.Les informations port�ees sur le diagramme de Dynkin permettent �a estade de repr�esenter l'ensemble � omme r�eunion des ensembles �(�) pour� 2 S, ainsi que les raines sph�eriques de type a, a0 ou a1�a1. Repr�esentonsles autres raines sph�eriques omme suit : si  2 �d3 , il existe un unique �dans (S � Sp) \ Supp  et l'on assombrit le rond repr�esent�e sur le sommetdu diagramme de Dynkin orrespondant �a �. Si  2 �am , (S�Sp)\ Supp est onstitu�e de deux �el�ements, �, � et l'on relie par un zigzag les rondsrepr�esent�es sur les sommets du diagramme de Dynkin orrespondant �a � et�, e qui donne les diagrammes suivants.Les informations port�ees jusqu'ii sur le diagramme ne suÆsent pas tou-jours �a d�eterminer A. Dans tous les syst�emes sph�eriques que nous aurons �arepr�esenter graphiquement et lorsqu'il y aura ambiguit�e, A sera l'unique fa-mille adapt�ee �a �, sans �el�ement projetif 1, dont la repr�esentation graphiquedonne le diagramme onsid�er�e 2.Exemple 4.| Consid�erons le diagramme
pour lequel il existe deux andidats pour la famille A : la premi�ere est onsti-tu�ee de deux �el�ements qui prennent les valeurs 0; 1 et �2; 1 sur �1 + �3 et�2 respetivement, la seonde de deux �el�ements identiques qui prennent lesvaleurs �1; 1 sur �1+�3 et �2 respetivement. Seule elle-i est sans �el�ementprojetif.Exemple 5.| Il existe une unique famille A adapt�ee �a � orrespondantau diagramme suivant.

1. Un �el�ement d de A est quali��e de projetif lorsqu'il est �a valeurs positives ou nullessur �.2. Lorsqu'il n'y a pas ambigu��t�e, il peut exister des �el�ements projetifs, omme le montrel'exemple de SL2=T .



28 CHAPITRE 2. DES SYST�EMES SPH�ERIQUESL'on peut en e�et aluler d+�1 : en e�et, d+�1 :�1 = 1 et d+�1 = d+�02, d'o�ud+�1:�02 = 1. Par ailleurs, d��1 :�01 = 1 et (d+�1 + d��1):�01 = �_1 (�01) = 0 dond+�1:�01 = �1. De même, d+�2 :�2 = 1 don d��1 :�2 = �1 puis d+�1:�2 = 0. D'o�ud�+1 .Puisque d+�1 + d��1 est la restrition de �_1 �a < � >, d��1 est d�etermin�e parle diagramme. Par le même raisonnement, les autres �el�ements de A le sontaussi.2.3 Op�erations sur les syst�emes sph�eriquesSoit S 0 � S. Rappelons (voir le paragraphe \notations") que P = PS0 estle sous-groupe parabolique de G assoi�e �a S 0 ontenant B et queG0 = PS0 \ P�S0 en est un sous-groupe de Levi. Voii deux op�erations surles syst�emes sph�eriques et les vari�et�es magni�ques.Loalisation (voir [Lu97℄ et [Lu℄)Soit M une G-vari�et�e magni�que, et Sp, �, A son syst�eme sph�erique.Notons MS0 l'ensemble des m 2 M tels que P �m ontienne la G-orbiteferm�ee de M . Notons aussi MS0 l'ensemble des points �xes de G0r dans MS0 :'est une G0-vari�et�e magni�que. De plus, l'appliation � : MS0 �! MS0 , qui�a m assoie l'unique point de MS0 adh�erent �a G0r � m, est un morphismeG0-�equivariant et d�e�nit une bijetion de �MS0 dans �M (S 0) (qui d�esigne,rappelons-le, l'ensemble des �el�ements de �M qui sont P -instables).Cette op�eration g�eom�etrique se traduit ombinatoirement ainsi : le syst�emesph�erique de MS0 est e que l'on appelle le loalis�e de Sp, �, A en S 0 : 'estle syst�eme sph�erique sur G0 d�e�ni par{ S 0p = Sp \ S 0{ �0 = � \ < S 0 >{ A0 est la famille des restritions des A(�), � 2 S 0 \ �0, �a < �0 >.Indutions paraboliques (voir [Wa℄ et [Lu℄)Soit X une G-vari�et�e magni�que, d'orbite ouverte G=H. Supposons queP r � H � P . L'on peut montrer qu'il existe alors une G0-vari�et�e magni�queX 0 telle que X est G-isomorphe au �br�e G �P X 0 (P r agissant trivialementdans X 0). De plus, modulo les inlusions S 0 � S et �(G0) � �(G), les vari�et�es



2.4. UNE LISTE DE SYST�EMES SPH�ERIQUES 29X et X 0 ont \le même" syst�eme sph�erique.Nous ne renontrerons qu'un type tr�es partiulier d'indutions parabo-liques, pour lesquelle nous emploierons les notations suivantes.Supposons que G = SLn+1, et que S 0 est de la forme S 0 = S � f�pg. Legroupe d�eriv�e de L est le produit de deux groupes simples L1 ' SLp (surlequel le arat�ere �n s'annule) et L2 ' SLn+1�p (sur lequel le arat�ere �1s'annule). Soit X 0 une G0-vari�et�e magni�que sur laquelle L2 (respetivementL1) agit trivialement. Si s(p) d�esigne le syst�eme sph�erique deX 0 (par exemplel'un de eux d�e�nis au paragraphe 2.4), l'on notera s(n p) (respetivements(p! n)) le syst�eme sph�erique de son induit parabolique au moyen de P .Cette notation s'�etend sans probl�eme au as o�u G n'est pas un groupesimple.Exemple 6.| Voii les di��erentes indutions paraboliques que l'on peutobtenir dans SL3 � SL2 ou dans SL2 � SL3 �a partir du syst�eme sph�erique,not�e ay(2; 2), de l'exemple pr�e�edent.ay(3 2; 2)
ay(2; 3 2) ay(2; 2! 3)

ay(2! 3; 2)

2.4 Une liste de syst�emes sph�eriquesVoii une liste de syst�emes sph�eriques (en grande partie tir�es de [Lu℄)qui interviendront omme syst�emes sph�eriques de vari�et�es sph�eriques aÆneslisses.Pr�eisons les notations employ�ees : pour ela, rappelons que le hoix d'unsous-groupe de Borel B de G ontenant un tore maximal T a �et�e fait, etque lorsque G = SLn+1, nous num�erotons �1; : : : ; �n l'ensemble des rainessimples de G relatif �a B et T . Notons de même �1; : : : ; �n, �01; : : : ; �0m les



30 CHAPITRE 2. DES SYST�EMES SPH�ERIQUESraines simples de G = SLn+1�SLm+1. Le symbole An d�esignera le syst�emede raines de SLn+1, le symbole An � Am elui de SLn+1 � SLm+1.Si Sp, �, A est un syst�eme sph�erique, et  2 �, nous d�esignerons par Æl'�el�ement de < � >� qui vaut 1 en  et 0 sur � � fg (ei est liite, les�el�ements de � �etant lin�eairement ind�ependants).ao(n) ave n � 1 sur le syt�eme de raines AnSp = ;� = f2�1; : : : ; 2�ngA = ;Diagramme de ao(2) :a(n) ave n � 3 impair sur le syt�eme de raines AnSp = f�k; k impair g� = f�1 + 2�2 + �3; �3 + 2�4 + �5; : : : ; �n�2 + 2�n�1 + �ngA = ;Diagramme de a(5) :a�(n) ave n � 3 sur le syt�eme de raines AnSp = ;� = f�1 + �2; �2 + �3; : : : ; �n�1 + �ngA = ;Diagramme de a�(4) :aa(1) [ a�(n� 1) sur le syt�eme de raines An ave n � 3C'est l'unique syst�eme sph�erique sur SLn+1dont le loalis�e en f�1g est aa(1) etdont le loalis�e en f�2; : : : ; �ng est a�(n� 1).Diagramme de aa(1) [ a�(4) :aa(p + q+ p) sur le syt�eme de raines A2p+q ave p � 0 et q � 1Sp = f�p+2; : : : ; �p+q�1g



2.4. UNE LISTE DE SYST�EMES SPH�ERIQUES 31� = f�1 + �2p+q; �2 + �2p+q�1; : : : ; �p + �p+q+1; �p+1 + : : :+ �p+qgSi q � 2, A = ;.Si q = 1, A est l'unique famille adapt�ee �a � sans �el�ement projetif.Diagramme de aa(2 + 2 + 2) :Nous noterons plus simplement aa(q) = aa(0 + q + 0).Soit aa(p; p) le syst�eme sph�erique obtenu �a partir de aa(p + q + p)par loalisation en f�1; : : : ; �p; �p+q+1 : : : ; �2p+qg.aa�(p + 1+ p) sur le syt�eme de raines A2p+1 ave p � 0Sp = ;� = f�1 + �2p+1; �2 + �2p; : : : ; �p + �p+2; 2�p+1gA = ;Diagramme de aa�(2 + 1 + 2) :ay(p+ q + p) sur le syt�eme de raines A2p+q ave p � 1;q � 1Sp = f�p+2; : : : ; �p+q�1g� = f�1; : : : ; �p; �p+1 + : : :+ �p+q; �p+q+1; : : : ; �2p+qgA est l'unique famille adapt�ee �a �, sans �el�ement projetif, qui ontientÆ�2p+q � Æ�1 :
Diagramme de ay(2 + 2 + 2) :Soient ay(p; p) et ay(p; p� 1) les syst�emes sph�eriques obtenus �a partir deay(p+ q + p) par loalisation enf�1; : : : ; �p; �p+q+1 : : : ; �2p+qg et f�1; : : : ; �p; �p+q+1 : : : ; �2p+q�1g.Diagramme de ay(3; 3) :



32 CHAPITRE 2. DES SYST�EMES SPH�ERIQUESDiagramme de ay(3; 2) :ay(m;m) [ aa(n�m) sur An �Am ave n >m � 0C'est l'unique syst�eme sph�erique dont le loalis�e enf�1; : : : �m; �01; : : : �0mgest ay(m;m) et dont le loalis�e en f�m; : : : �ng est aa(n�m).Diagramme de ay(2; 2) [ aa(2) :aa(n�m� 1) [ ay(m+ 1;m) sur An �Am ave n >m+ 1 � 2C'est l'unique syst�eme sph�eriquedont le loalis�e en f�1; : : : �n�m�1g est aa(n�m� 1) etdont le loalis�e en f�n�m; : : : �n; �01; : : : �0mg est ay(m+ 1; m).Diagramme de aa(2) [ ay(3; 2) :ax(1+ p + 1; 1) sur Ap+2 �A1 ave p � 1Sp = f�3; : : : ; �pg� = f�1; �2 + : : :+ �p+1; �p+2; �0gA est l'unique famille adapt�ee �a �, sans �el�ement projetif, qui ontientÆ�1 � Æ�2+:::+�p+1 + Æ�p+2 � Æ�0 :Diagramme de ax(1 + 2 + 1; 1) :Soit ax(1; 1; 1) le loalis�e de ax(1 + p+ 1; 1) en f�1; �p+2; �0g.a�(n ) ave n � 0 sur AnSp = f�1; : : : ; �n�1g� = ;A = ;Diagramme de a�(2 ) :
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Chapitre 3Des solesNous avons expliqu�e au hapitre 1 omment assoier �a une vari�et�e sph�eri-que une donn�ee sph�erique homog�ene et un syst�eme sph�erique. Nous avonsaussi expliqu�e omment assoier �a une vari�et�e sph�erique simple une donn�eesph�erique simple. Nous d�e�nissons ii la notion de sole d'une donn�ee sph�eri-que simple (l'analogue de e qu'�etait le syst�eme sph�erique d'une donn�ee sph�e-rique homog�ene).Nous expliquons ensuite omment repr�esenter les soles des vari�et�es sph�eri-ques aÆnes lisses et d�e�nissons les notions de produit de soles et d'imaged'un sole par un automorphisme de G.3.1 D�e�nitionsRappelons que G est un groupe r�edutif onnexe de type A, dont B estun sous-groupe de Borel ontenant un tore maximal T et que, pour es hoix,S d�esigne l'ensemble des raines simples de G. Rappelons aussi qu'un syst�emesph�erique est un triplet 1 Sp;�; A v�eri�ant ertaines propri�et�es (�enon�ees auparagraphe 1.2) et auquel est assoi�e un ensemble � de ouleurs.D�e�nition Un sole est un quintuplet Sp;�; A;�0;V 0 form�e d'un syst�emesph�erique Sp;�; A dont �0 est une partie des ouleurs et d'une famille �nieV 0 d'�el�ements de < � >�.�A une donn�ee sph�erique simple Sp, �, A, �, �, �0, V est naturellementassoi�e un sole : la famille V 0 est la famille des restritions des �el�ements deV �a < � >�. Si X est une vari�et�e sph�erique simple, nous noterons tout aussi1. form�e d'un sous-ensemble Sp de S, d'un sous-ensemble �ni � du r�eseau radiiel deG et d'une famille A d'�el�ements de < � >�.



34 CHAPITRE 3. DES SOCLESnaturellement so(X) le sole de sa donn�ee sph�erique simple. Nous en don-nerons une interpr�etation g�eom�etrique ave la proposition 9.4.Nous dirons qu'un sole est admissible lorsqu'il provient d'une vari�et�esph�erique aÆne lisse et qu'il est vetoriel lorsqu'il provient d'un G-modulesph�erique : l'on a alors 2 �0 = �.Appelons triviaux les soles pour lesquels Sp = S (et don �0 = � = ;)et V 0 = ;. Ce sont les soles des G-vari�et�es sph�eriques homog�enes sur les-quelles (G;G) agit trivialement. En e�et, si (G;G) agit trivialement dans uneG-vari�et�e sph�erique X, l'on a �X = ; don SpX = S. Si X est de plus ho-mog�ene, V 0X = ; don le sole de X est trivial. Inversement, si le sole d'uneG-vari�et�e sph�erique X est trivial, le rit�ere d'aÆnit�e (voir 1.4) montre queX est aÆne. Mais alors, �X [VX �etant vide, l'on a S(X) = �X . Ainsi, toutefontion B-semi-invariante sur X est inversible, don X est homog�ene.L'aÆnit�e se \lit" sur le solePour illustrer l'importane de la notion de sole, r�e�erivons le rit�ered'aÆnit�e (1.4) omme suit.Proposition 3.1 Soient X et Y deux G-vari�et�es sph�eriques simples ayantmême sole. Alors X est aÆne si et seulement si Y l'est.Preuve.| Supposons que X est aÆne. �Erivons le rit�ere d'aÆnit�e duparagraphe 1.4 pour X : il existe  2 �X tel que :{ pour tout D 2 D0X , �X(D): = 0,{ pour tout D 2 �X ��0X , �X(D): > 0 et{ pour tout � 2 VX , �: � 0.Il suÆt don, pour montrer la proposition, de montrer que  2< � >Q . Pourela, on observe que  est dans l'oppos�e du ône dual de VX . Celui-i �etantl'oppos�e du ône dual du ône onvexe C engendr�e par � dans �X 
 Q , l'ona  2 C (un ône onvexe ferm�e o��nide en e�et ave son bidual, voir parexemple [Fu℄, paragraphe 1:2).2. Nous montrerons au paragraphe 6.2 qu'un sole admissible v�eri�ant �0 = � estvetoriel.



3.2. OP�ERATIONS SUR LES SOCLES 35Repr�esentation graphique des solesPour repr�esenter \graphiquement" un sole Sp;�; A;�0;V 0, ommen�onspar ajouter au diagramme repr�esentant son syst�eme sph�erique (voir 2.2) uneroix dans les \ronds" orrespondant aux �el�ements de �0.Repr�esentons ensuite V 0 omme suit. Les seuls soles que nous aurons �adessiner v�eri�eront la propri�et�e suivante : pour toute � 2 V 0, il existe au plusune raine sph�erique  telle que �: 6= 0, et alors �: = �1. Selon le type de, nous repr�esenterons � \au voisinage de " omme i-dessous, ou �a ôt�e dudiagramme si � est nulle.� � ���Exemple 7.| Soient G = SL3 � SL3 et K = SL3 plong�e diagonalementdans G, et onsid�erons V (!1) ' C 3 sur lequel K agit omme sous-groupe deG. La vari�et�e X = G �K V (!1) est sph�erique et son sole est le suivant : sonsyst�eme sph�erique est ay(2; 2), l'on a �0 = fd��1 = d��01 ; d��2; d��02g et V 0 = ;(pour tout ei, voir 8.1). Nous noterons AY(2; 2) e sole, qui se repr�esenteomme suit.
3.2 Op�erations sur les solesD�e�nissons deux op�erations : le produit de deux soles et l'image d'unsole par un automorphisme de G.ProduitsSupposons que G est de la forme G = G1 �G2. Soients1 = (Sp1 ;�1; A1;�01;V 01) ets2 = (Sp2 ;�2; A2;�02;V 02)des soles sur G1 et G2 respetivement. Soit Sp, �, A le syst�eme sph�eriqueproduit (au sens de [Lu℄) de Sp1 , �1, A1 et Sp2 , �2, A2 : 'est le syst�eme



36 CHAPITRE 3. DES SOCLESsph�erique sur G1 �G2 d�e�ni parSp = Sp1 [ Sp2� = �1 [ �2A = A1 [ A2(o�u l'on voit A1 et A2 omme des familles d'�el�ements de < � >� en prolon-geant les �el�ements de A1, respetivement de A2, par des appliations nullessur < �2 >, respetivement sur < �1 >). L'on a alors � = �1 [�2 et l'onpeut poser �0 = �01 [�02V 0 = V 01 [ V 02(o�u l'on a prolong�e les �el�ements de V 01 et V 02 omme pr�e�edemment). Appelonsle sole Sp, �, A, �0, V 0 le produit de s1 et s2.Si X1 est une G1-vari�et�e de sole s1 et X2 une G2-vari�et�e de sole s2, laG1�G2 vari�et�e produit X1�X2 a pour sole le produit de s1 et s2. Ainsi, unproduit de soles vetoriels est vetoriel et un produit de soles admissiblesest admissible.Tout sole se fatorise de mani�ere unique en produit de soles premiers('est-�a-dire qui ne s'�erivent pas omme produit de soles non triviaux). Parommodit�e, nous ne distinguerons pas un sole de son produit ave un soletrivial.Remarque.| Une vari�et�e dont le sole est un produit de soles ne s'�eritpas n�eessairement omme un produit de vari�et�es (par exemple le �br�e endroites SL3 �GL2 C du paragraphe 4.2 ; voir aussi le orollaire 9.1 page 110).AutomorphismesSoit � un automorphisme (ext�erieur) de G. Quitte �a omposer � par unautomorphisme int�erieur, l'on peut supposer que �(B) = B : � induit alorsun automorphisme de �(B) (enore not�e �) et une permutation de S.Soit X une vari�et�e sph�erique simple, de sole Sp, �, A, �0, V 0. Notons{ A Æ ��1 la famille des d Æ ��1 pour d 2 A et{ V 0 Æ ��1 la famille des � Æ ��1 pour � 2 V 0.



3.2. OP�ERATIONS SUR LES SOCLES 37Le triplet �(Sp), �(�), A Æ ��1 est alors un syst�eme sph�erique, dont l'en-semble �� des ouleurs est naturellement muni d'une bijetion � �! ��.Soit �0� l'image de �0 par ette bijetion.Le sole de la vari�et�e X sur laquelle G agit \�a travers �" est alors �(Sp),�(�), A Æ ��1, �0�, V 0 Æ ��1 ; nous l'appellerons l'image de so(X) par �.Exemple 8.| Reprenons le sole AY(2; 2) de la vari�et�e X de l'exemplepr�e�edent et onsid�erons les automorphismes �1 et �2 de G d�e�nis ommesuit : �1(g1; g2) = (tg�11 ; g2) et �2(g1; g2) = (g1;t g�12 ). Voii les images du solede X par �1, �2 et �1 Æ �2.
�1 �2 �1 Æ �2

Ces quatre soles sont deux �a deux distints. Soit K 0 = �1(K). Alors{ l'image de AY(2; 2) par �1 est le sole de G �K V (!1)�,{ l'image de AY(2; 2) par �2 est le sole de G �K0 V (!1) et{ l'image de AY(2; 2) par �1 Æ �2 est le sole de G �K0 V (!1)�,les groupes K et K 0 agissant toujours omme sous-groupes de G sur V (!1).Observons en�n queAY(2; 2) est invariant par l'automorphisme � qui �ehangeles deux fateurs simples de G : en e�et, la vari�et�e X munie de l'ation de G�a travers � est G-isomorphe �a X.



38 CHAPITRE 3. DES SOCLES
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Chapitre 4Premiers exemplesCe qui suit illustre les notions introduites aux hapitres pr�e�edents (dontnous garderons les notations) en onsid�erant des exemples simples de vari�et�essph�eriques aÆnes lisses dont nous alulerons le sole, la donn�ee sph�eriquesimple et le semi-groupe moment. Le premier paragraphe regroupe les teh-niques utilis�ees : nous y donnons deux rit�eres de sph�eriit�e puis expliquonsomment d�eterminer la donn�ee sph�erique simple d'une vari�et�e sph�erique af-�ne lisse.Dans toute la suite, nous supposerons que G est le produit diret de Gret de (G;G), qui est de plus simplement onnexe de type A.4.1 Compl�ements4.1.1 Comment montrer qu'une vari�et�e est sph�eriqueNous pr�esentons ii deux rit�eres de sph�eriit�e, bien onnus mais dontnous rappelons une d�emonstration. Le premier �etudie la sph�eriit�e d'unevari�et�e dont on onnâ�t le semi-groupe moment lorsqu'on modi�e l'ation deGr, le seond �etudie la sph�eriit�e des �br�es vetoriels.Premier rit�ere de sph�eriit�eSoit G un sous-groupe onnexe de G de la forme G = (G;G)Gr. AlorsB = [B \ (G;G)℄Gr est un sous-groupe de Borel de G. Soit � la restrition�(B) �! �(B).Lemme 4.1 Soit X une G-vari�et�e sph�erique aÆne. Elle est sph�erique sousl'ation de G si et seulement si la restrition de � �a S(X) est injetive ; sonsemi-groupe moment est alors �(S(X)).



40 CHAPITRE 4. PREMIERS EXEMPLESPreuve.| La vari�et�e X �etant aÆne, elle est sph�erique sous l'ation de Gsi et seulement si le G-module C [X℄ est sans multipliit�e (voir [Br℄), 'est-�a-dire si et seulement si les poids de B dans e module sont sans multipliit�e.Or C [X℄(B ) = C [X℄(B) , et si f 2 C [X℄ est de poids  pour B, elle est de poids�() pour B. Ainsi, X est sph�erique sous l'ation de G si et seulement si larestrition de � �a S(X) est injetive, et son semi-groupe moment est alors�(S(X)).Seond rit�ere de sph�eriit�eRappelons que toute vari�et�e sph�erique aÆne lisse X est G-isomorphe �a un�br�e vetoriel G �K N , o�u G=K est un espae homog�ene sph�erique et N estun K0-module sph�erique. Inversement, si K est un sous-groupe r�edutif deG et N un K-espae vetoriel sph�erique pour K0, l'exemple suivant montreque le �br�e G �K N n'est pas n�eessairement sph�erique.Exemple 9.| Soient G = GL3, et K = NG(SO3). Consid�erons l'ationnaturelle de K sur N = C 3 . L'espae homog�ene G=K est sph�erique (K estmême sph�eriquement los dans G) et le K-module N est sph�erique. Parontre, G �K N n'est pas sph�erique, ne serait-e que pour des raisons de di-mension.Plus pr�eis�ement, l'on dispose du rit�ere de sph�eriit�e suivant.Lemme 4.2 Supposons B oppos�e �a K. Alors G �K N est sph�erique si etseulement si B \K a une orbite ouverte dans N .Preuve.| Consid�erons l'appliation anonique � : X = G�KN �! G=K.Puisque K est sph�erique et puisque B est oppos�e �a K, BK=K est un ouvertde G=K. Notons O � X son image inverse par �. Montrons que l'appliation� B \K � orbitesdans e �N � i�! � B � orbitesdans O �qui �a une B \K-orbite assoie la B-orbite la ontenant est bijetive.{ i est injetive : soient o et o0 deux B\K-orbites de e�N . Si i(o) = i(o0),il existe n; n0 2 N et b 2 B tels que b(e � n) = e � n0. Ainsi, b 2 K etbn = n0 don o = o0.{ i est surjetive : soit g � u 2 O. Alors g s'�erit bh ave b 2 B et h 2 Kdon g � u est sur la B-orbite de h � u = e � hu 2 e � N . Ainsi, touteB-orbite de O renontre une B \K-orbite dans e �N .



4.1. COMPL�EMENTS 414.1.2 Comment d�eterminer une donn�ee sph�erique simpleRappelons que nous avons suppos�e que G est le produit diret de Gr et de(G;G), qui de plus est simplement onnexe : les alg�ebres C [G℄Gr et C [(G;G)℄sont don isomorphes et fatorielles ([KKLV℄).Pour tout sous-groupe sph�erique H de G, notons (B)C [G℄(H) l'ensembledes B � H semi-invariants de C [G℄, B agissant dans G par translations �agauhe et H par translations �a droite : (b; h)�g = bgh�1. Pour f 2(B) C [G℄(H) ,notons !(f) le poids de f pour B.Soit H un sous-groupe sph�erique de G et � : G �! G=H le morphismequotient. Si D 2 �G=H , ��1(D) est de la forme D0�Gr, D0 �etant un diviseurB \ (G;G)-stable de (G;G). Puisque C [(G;G)℄ est fatorielle, ��1(D) admetune unique �equation fD 2 C [G℄ qui vaut 1 sur Gr. Et ��1(D) �etant stablepar B �H, fD 2(B) C [G℄(H ). Les f 2(B) C (G)(H ) sont alors de la formef = f(e)� YD2� fnD(f)Do�u � est un arat�ere de G et nD(f) 2 Z, ette �eriture �etant unique. Deplus, pour tout D 2 �, �(D):!(f) = nD(f).Comment trouver les fDL'on peut onstruire des �el�ements de (B)C [G℄(H ) omme suit. Soit ! unpoids dominant. Supposons qu'il existe un H-semi-invariant v 2 V (!), depoids not�e �. Soit � 2 V (!�)(B) ; la fontion fv : g 7�! �(g � v) sur G estB �H-semi-invariante et (!�; �) est le ouple de ses poids pour B et H.D'apr�es le th�eor�eme de Peter-Weyl, C [G℄ = �!2�+(B)V (!�)
V (!) ommeG�G-module, don tous les �el�ements de (B)C [G℄(H ) sont de ette forme.Si B est oppos�e �a H, f(e) 6= 0 et quitte �a multiplier fv par un arat�ere(e qui revient �a supposer que �(v) = 1 et que ! est nul sur Gr), l'on peutsupposer qu'elle vaut 1 sur Gr. Alors, fv est l'une des fD si et seulement si fvest irr�edutible. C'est le as si !� est un poids fondamental, mais les !(fD)ne sont pas toujours des poids fondamantaux : en e�et,�_:!(fD) = 1 si D 2 �(�) et 2� =2 �= 2 si D 2 �(�) et 2� 2 �= 0 si D =2 �(�):



42 CHAPITRE 4. PREMIERS EXEMPLESTrouver les fD revient don �a reherher les semi-invariants de H dans unnombre �ni de G-modules, puis �a �etudier l'irr�edutibilit�e des fontions quileur sont assoi�ees.Comment aluler les valuations assoi�ees aux diviseurs G-stablesSoit m un sous-groupe �a un param�etre de G, 'est-�a-dire un morphismede groupes m : C � �! G, et E un G-module rationnel. D�e�nissons une ap-pliation �m : E �! Z omme suit. �Erivons tout x 2 E �f0g sous la formePn2Zxn, ave m(t) � xn = tnxn, et soit �m(x) le plus petit entier n tel quexn 6= 0.Lorsque E est leG-module C [G℄ pour l'op�eration par translations �a droite,�m est une valuationG-invariante (pour l'op�eration par translations �a gauhe)qui se prolonge en une unique valuation G-invariante de C (G).Soit x un point de X0G, d'isotropie H, et D un diviseur G-stable de X. Sila limite, lorsque t tend vers 0, de m(t) �x existe, nous la noterons m(0) �x. Lesous-groupe �a un param�etrem est dit adapt�e �a x etD sim(0)�x 2 D0G. De telssous-groupes existent, la restrition de �m �a C (G=H) est alors proportionnelle�a la valuation �D assoi�ee �a D ; elle est normalis�ee si et seulement si lemorphisme m � x est transverse �a D en 0 (voir [Br℄,[LV℄).4.2 Quelques exemplesCommen�ons par un exemple simple. Soient G, G0 deux groupes iso-morphes �a SL2 et T , T 0 des tores maximaux de G et G0 respetivement.Soient  l'unique arat�ere non nul de NG(T ) et 0 l'unique arat�ere nonnul de NG0(T 0). Soit K le sous-groupe de N(T )�N(T 0) qui est le noyau duarat�ere 0. Consid�erons l'espae homog�ene X = (G�G0)=K.Lemme 4.3 L'espae homog�ene X est sph�erique, le r�eseau �X est engendr�epar 2� et �+�0 et le ône moment de X est la hambre de Weyl de G�G0.Preuve.| Le groupe K est d'indie �ni dans le sous-groupe sph�eriqueNG(T ) � NG0(T 0) de G � G0 (voir 1.1), il est don sph�erique. Ce groupeadmet des semi-invariants dans V (2!) et dans V (2!0), qui sont de poidsrespetifs  et 0, mais n'en admet ni dans V (!) ni dans V (!0). Les fontionsf et f 0 assoi�ees �a es semi-invariants sont don irr�edutibles et leurs poidspour B � K sont (2!; ) et (2!0; 0). La lôture sph�erique de K est don



4.2. QUELQUES EXEMPLES 43NG(T )�NG0(T 0). Ainsi, Sp = ;, � = f2�; 2�0g et A = ; (voir 1.1). Puisque0 vaut 1 sur K, le r�eseau �X est engendr�e par!(f 2) = 2� 2! = 2� et!(ff 0) = 2! + 2!0 = � + �0:De plus, �X(D�) et �X(D�0) sont les restritions de 12�_ et 12�0_�a �X , d'o�ule seond point du lemme.Voii la situation dans ��X et dans �X . Observons que le r�eseau �X n'estpas engendr�e par les poids primitifs des arêtes de S(X), alors que ettepropri�et�e est v�eri��ee pour les modules sph�eriques (voir 1.5).
2��(D�0)�(D�) 2�0VX

4.2.1 Autour de SL3=GL2Soit G = SL3, et V = C 3 muni de la base anonique e1; e2; e3. Soit K lestabilisateur de la droite E engendr�ee par e3 (sur lequel il agit ave un ertainpoids �), et du plan engendr�e par e1 et e2. C'est un groupe r�edutif, isomorphe�a GL2, et K 0 = (K;K) est isomorphe �a SL2. �Etudions parall�element lesespaes homog�enes G=K, G=K 0, et le �br�e en droites X = G �K E.Lemme 4.4 Ces trois vari�et�es sont sph�eriques, et leur syst�eme sph�erique estSp = ;, � = f�1 + �2g, A = ;.Preuve.| Commen�ons par montrer queK est sph�eriquement los dansGet que le syst�eme sph�erique de G=K est elui qui est annon�e. Consid�eronspour ela l'ation naturelle de SL3 sur P2 (l'espae projetif assoi�e �a C 3)et sur (P2)� (l'espae projetif assoi�e �a (C 3)�). Consid�erons la SL3-vari�et�eP2� (P2)�. Choisissons omme sous-groupe de Borel de G l'ensemble des ma-tries triangulaires sup�erieures et omme tore maximal l'ensemble des ma-tries diagonales. L'on v�eri�e sans trop de peine que P2� (P2)� est sph�eriqueet ontient deux ouleurs :{ l'une est l'ensemble des points ([x℄; [�℄) tels que �(e1) = 0, elle estP�1-instable et



44 CHAPITRE 4. PREMIERS EXEMPLES{ l'autre est l'ensemble des points ([x℄; [�℄) tels que e�3(x) = 0, elle estP�2-instable.L'on a don Sp = ; et A = ;. De plus, la PSL3-vari�et�e P2 � (P2)� est unevari�et�e magni�que de rang un : en e�et, PSL3 y admet une orbite ouverte,dont le ompl�ementaire est une PSL3-orbite (ferm�ee) Z form�ee des ([x℄; [�℄)tels que �(x) = 0. Le point �xe de B� dans Z est z = ([e3℄; [e�1℄). Consid�eronsla arte suivante :� : C 4 �! P2 � (P2)�(x; y; x0; y0) 7�! ([xe1 + ye2 + e3℄; [e�1 + x0e�2 + y0e�3℄):Elle munit C 4 d'une ation de T pour laquelle les veteurs f1; : : : ; f4 de labase anonique sont des semi-invariants de poids respetifs !1+!2, 2!2�!1,2!1�!2 et !1+!2. Visiblement, f2; f4 2 T0(��1)(Z) don le poids de T dansTzX=TzZ ne peut être que !1+!2 = �1+�2. Ainsi, le syst�eme sph�erique deG=K est elui qui a �et�e annon�e.Montrons �a pr�esent que K 0 est sph�erique dans G et que sa lôture sph�eri-que est K. Pour ela, hoisissons le sous-groupe de Borel de G qui stabilise ladroite engendr�ee par e1+e3 et le plan engendr�e par e1+e3 et e2. Alors B\K 0est le neutre deG don dimBK 0 = 5+3 = dim G ;K 0 est don sph�erique dansG et B lui est oppos�e. L'on observe de plus que K 0CG(K 0) = NG(K 0) = Kdon e groupe est la lôture sph�erique de K 0.En�n, K 0 �etant le groupe d'isotropie de e � e3 2 X0G, le syst�eme sph�eriquede X est elui de G=K 0, e qui ah�eve la preuve du lemme.Lemme 4.5 Les r�eseaux �G=K0 et �X sont le r�eseau �(B) des poids.Preuve.| Remarquons d'abord que, K �etant sph�eriquement los dans G,le r�eseau �G=K est engendr�e par l'unique raine sph�erique �1 + �2 de G=K.Par ailleurs, X0G �etant isomorphe �a G=K 0, l'on a �X = �G=K0.D�eterminons �G=K0. Le veteur e3 2 C 3 est un K 0-invariant, la fontionfe3 (ave les notations de 4.1.2) est de poids (!2; 0) pour B�K. L'on a don!2 2 �G=K0. Le veteur e�3 2 (C 3)� est aussi un K 0-invariant, et la fontionfe�3 est de poids (!1; 0). L'on a don !1 2 �G=K0, d'o�u le lemme.Remarque.| Les poids pour B des fontions fe3 et fe�3 �etant des poidsfondamentaux, elles-i sont irr�edutibles. Ce sont don respetivement fD�2et fD�1 (toujours ave les notations de 4.1.2).



4.2. QUELQUES EXEMPLES 45Lemme 4.6 Les semi-groupes moments de G=K, G=K 0 et X sontS(G=K) = N(!1 + !2) = N(�1 + �2)S(G=K 0) = N!1 + N!2 etS(X) = N!2 + N(!1 + !2):Preuve.| Nous avons vu dans les preuves des lemmes pr�e�edents que ler�eseau �G=K est engendr�e par �1+�2. De plus, le syst�eme sph�erique de G=Kne ontient que deux ouleurs D�1 et D�2 ; l'on a don pour  2 �G=K :�G=K(D�1): = �_1 : = �_2 : = �G=K(D�2)::Le semi-groupe moment de G=K est don engendr�e par �1 + �2 = !1 + !2.De même, le r�eseau �G=K0 �etant le r�eseau des poids, le semi-groupe mo-ment de G=K 0 est engendr�e par !1 et !2.La vari�et�e X ne ontient que deux G-orbites : l'orbite ouverte et un divi-seur G-stable Df = G � 0, qui est aussi l'orbite ferm�ee de X. Nous venons ded�eterminer le semi-groupe moment de Df ' G=K : 'est N(�1 + �2), sur le-quel �X(Df ) s'annule. Pour aluler �X(Df ) sur �X , utilisons le sous-groupe�a un param�etre m : t 7�! Diag (1; t�1; t) 2 K; adapt�e �a Df et x : en e�et,m(t) � x = e � (m(t) � 1) = e � t;qui tend vers e � 0 2 Df lorsque t tend vers 0. L'on a ainsi pour g 2 G[m(t) � fe3 ℄(g) = fe3(gm(t))= e�3(gm(t) � e3)= te�3(g � e3);don �(Df ):!2 = 1 puis S(X) = N!2 + N(!1 + !2), e qui ah�eve la preuvedu lemme.Les soles de G=K et de X sont don les suivants : �R�esumons e que nous savons des vari�et�es G=K 0 et X sur deux dessins.Le premier repr�esente ��G=K0 et ��X : les \ronds" symbolisent �(D�1) = �_1et �(D�2) = �_2 , et la partie gris�ee repr�esente les ônes des valuations VX et



46 CHAPITRE 4. PREMIERS EXEMPLESVG=K0. L'on symbolise en�n �(Df ) par un \�".�2_ �_1 VX�VG=K
Remarquons que le rit�ere d'aÆnit�e (voir 1.3) est ais�e �a v�eri�er pour G=K 0 :il existe une droite qui s�epare �(D�1) et �(D�2) du ône des valuations.L'aÆnit�e de X se lit aussi failement.Repr�esentons aussi les ônes moments de G=K 0 et X dans �(B) en gris(les semi-groupes moments sont form�es des poids de B qui sont dans le ônemoment). L'on voit bien, sur es deux dessins, que C(X) est le ône dual duône onvexe engendr�e par les �X(D), pour D 2 DX .
Chaune des ouleurs D�1 et D�2 d�elimite don une fae du semi-groupemoment de G=K 0, alors que seule D�1 d�elimite une fae du semi-groupemoment de X, l'autre �etant oult�ee par la valuation provenant du diviseurG-stable Df .Des ontre-exemples1) L'on ne peut abandonner l'hypoth�ese de lissit�e dans la onjeture deKnop, qui deviendrait alors fausse. Consid�erons en e�et, dans C 3 � (C 3)�muni de l'ation de SL3 � C � � C � suivante :(g; �; �0) � (z; �) = (��1gz; �0�1g � �);le diviseur D qui est G� C � � C � -stable (d'�equation �(z) = 0). Il n'est ertespas lisse, mais est sph�erique et puisque le semi-groupe moment de C 3� (C 3)�est engendr�e par !1 + �0; !2 + �; �+ �0 (voir [Le℄) et que l'�equation de D dansC 3 � (C 3)� a pour poids �+ �0, le semi-groupe moment de D est engendr�e par!1+�0 et !2+�. Par le premier rit�ere de sph�eriit�e i-dessus, D est sph�erique



4.2. QUELQUES EXEMPLES 47sous l'ation de SL3, pour laquelle le semi-groupe moment est N!1 + N!2 :'est aussi le semi-groupe moment de SL3=SL2.2) Le groupe d'isotropie de (e1; e�3) 2 D0 pour l'ation de SL3 est l'uni-potent maximal U , le syst�eme sph�erique de D est don Sp = ;, � = ;,A = ;. Puisqu f0g est l'unique orbite ferm�ee de SL3 dans D, l'on a �0 = � ;l'on voit par ailleurs sans trop de peine que D n'admet pas de diviseur SL3-stable. Ainsi, D v�eri�e la ondition n�eessaire de lissit�e (voir 1.3). En e�et,�(D�1) = �_1 et �(D�2) = �_2 forment une base de ��D.4.2.2 Autour de SL4 �GL3 C 3Soit e1; e2; e3; e4 la base anonique de C 4 muni de sa struture de G =SL4-module naturelle, et N l'hyperplan engendr�e par e1; e2; e3. Soit K lestabilisateur dans G de N et de la droite C e4 (K est isomorphe �a GL3), surlaquelle il agit ave un arat�ere not�e �. Consid�erons l'ation de K dans Nomme sous-groupe de G, \tordue" par le arat�ere �m, o�u m 2 Z. NotonsXm = G �K N le �br�e vetoriel ainsi obtenu.Lemme 4.7 Pour tout m 6= �1, la vari�et�e Xm est sph�erique, et son syst�emesph�erique est le suivant : Sp = ;, � = f�1+�2; �3g, et A est l'unique familleadapt�ee �a �. De plus, V 0 = ; et �0 est onstitu�e de D�2 et de l'unique �el�ementde A qui s'annule sur �1 + �2 + �3.Autrement dit, le sole de Xm est le suivant :
Preuve.| L'on montre ais�ement, omme dans la d�emonstration du lemme4.4, que K est sph�eriquement los dans G et que son syst�eme sph�erique est 1Sp = f�2g, � = f�1 + �2 + �3g, A = ;. Le sous-groupe de Borel B relatif�a e1 + e4; e2; e3; e1 � e4 est oppos�e �a K. En e�et, B \ K est l'ensemble desmatries de la forme k = 0BB� �(k) 0 0 00 � � 00 0 � 00 0 0 �(k) 1CCA1. L'on peut aussi se r�ef�erer �a la lassi�ation des espaes homog�enes sph�eriques aÆnesau hapitre 7.



48 CHAPITRE 4. PREMIERS EXEMPLESdon est de dimension 3. Ainsidim BK = dim B + dim K � dim B \K = 9 + 9� 3 = 15 = dim G;don BK est ouvert dans G. Lorsque m 6= �1, B \K agit sur N ave uneorbite ouverte, le lemme 4.2 montre alors que la vari�et�e X est sph�erique. Deplus, B \K admet exatement deux diviseurs irr�edutibles stables dans N .L'on a don ard D0N = 2. Or N ne ontient auun diviseur K-stable, d'o�uV 0 = ;, puis ard �0 = 2.SoitHm le groupe d'isotropie du point e�e1 de la G-orbite ouverte de Xm.Ii, HmCG(Hm) = NG(Hm) est le sous-groupe de K qui stabilise la droite deN engendr�ee par e1 : 'est don la lôture sph�erique de haun des Hm. Soit �le poids par lequel il agit sur e1. Consid�erons les veteurs Hm-semi-invariantse1 ^ e2 ^ e3 2 V (!3); e4 2 V (!1); e1 2 V (!1) et e1 ^ e4 2 V (!2):Les fontions B�Hm semi-invariantes fe1^e2^e3 , fe4, fe1 , et fe1^e4 qui leur sontassoi�ees ont respetivement pour ouple de poids (!1;��), (!3; �), (!3; �)et (!2; � + �). Le poids de B sur haune d'elles est un poids fondamental,elles sont don irr�edutibles. Ainsi, fe1^e2^e3 = fD�1 , fe1^e4 = fD�2 , et l'onpeut hoisir de noter fD��3 = fe4, fD+�3 = fe1 . L'on a alors �0 = fD�2 ; D+�3g,et les raines sph�eriques de G=Hm sont�1 + �2 = !(fe1^e2^e3fe1^e4f�1e1 )�3 = !(fe1fe4f�1e1^e4);e qui ah�eve la preuve du lemme.Repr�esentons e que nous savons de < � >�. Les raines sph�eriques deXm sont les raines simples d'un ertain syst�eme de raines, dont voii ledual (o�u les \ronds" ontenant une roix repr�esentent les �(D) pour D 2 �0et les autres \ronds" les �(D) pour D 2 ���0).



4.2. QUELQUES EXEMPLES 49�(D��3)
�(D�2)
�(D�1)�(D+�3)

VX
Pr�eisons maintenant le lemme 4.7 en expliitant la donn�ee sph�eriquesimple des vari�et�es Xm.Lemme 4.8 Le r�eseau �Xm est engendr�e par !1 + !3, (1 + m)!3 et !2 +(m� 1)!3, sur lesquels �Xm(D+�3) prend les valeurs 0, 1, 0, et �Xm(D��3) lesvaleurs 1, m, et m� 1.Preuve.| Ave les notations i-dessus, Hm est le sous-groupe de Hm surlequel � +m� s'annule, �Xm est don le r�eseau engendr�e par!1 + !3 = !(fe1^e2^e3fe4)(1 +m)!3 = !(fe1fme4 )!2 + (m� 1)!3 = !(fe1^e4fm�1e4 ):D'o�u les assertions sur �Xm(D+�3) et �Xm(D��3), e qui prouve le lemme.L'on montre alors ave quelques aluls simples que lorsque m � 1, laouleur D��3 ne d�elimite pas de fae de S(Xm), et que e semi-groupe estengendr�e par !1+!3, (1+m)!3, et !2+(m�1)!3. De même, lorsque m = 0ou m � �2, la ouleur D�1 ne d�elimite pas de fae de S(Xm), qui est lesemi-groupe engendr�e par !1 + !3, !3 �m!1 et !2 � (m� 1)!1.Voii don dessin�ees les traes des ônes moments C(Xm) (repr�esent�ee engris) sur l'espae aÆne de �Q ontenant !1, !2 et !3 (si D est un diviseur,on note HD le noyau de �(D) dans �Q). HD�1HD�2m = 0; m � �2 m � 1!1 !2

!3HD�2HD��3 HD+�3 HD+�3



50 CHAPITRE 4. PREMIERS EXEMPLESD'autres semi-groupes momentsLes semi-groupes moments que nous avons renontr�es �etaient tous sim-pliiaux ; e n'est en g�en�eral pas le as, omme le montre l'exemple suivant,dont les aluls ne seront pas d�etaill�es.Soient N = C � C muni de l'ation de C � � C � suivante :(�; �) � (z; w) = (��1z; ��1w)et T l'ensemble des matries diagonales (t; t�1) de SL2 ave t 2 C � . Soientn;m deux entiers. Consid�erons l'ation de T sur N ave poids tm et tn. SoientG = SL2 � C � � C � et Xm;n la vari�et�e G �T�C��C� N . Elle est sph�erique etson sole est le suivant : Sp = ;, � = f�g, A est l'unique famille adapt�ee �a�, �0 = ; et V 0 est onstitu�e de deux �el�ements � et � 0 qui sont nuls. De plus,{ lorsque m � 0 et n � 0, l'une des deux ouleurs, disons D+� , ne d�elimitepas de fae du semi-groupe moment, qui est engendr�e par 2!, m! + �et n! + � ;{ lorsque m < 0 et n < 0, la ouleur D�� ne d�elimite pas de fae dusemi-groupe moment, qui est engendr�e par 2!, �m!+ � et �n!+ � et{ lorsque mn < 0, les ouleurs D+� et D�� d�elimitent haune une fae dusemi-groupe moment, qui est engendr�e par 2!, jmj! + �, jnj! + � etjnj�+ jmj�.
H 0�2!H�HD��H 0� m! + �2!H� HD+� jmj! + �m; n � 0

H 0�2!H� jmj! + �jnj�+ jmj�
m; n < 0

n! + � jnj! + �
jnj! + �mn < 0



4.2. QUELQUES EXEMPLES 514.2.3 Remarques onlusivesSoit X une vari�et�e sph�erique aÆne lisse. R�esumons les \pathologies" ren-ontr�ees{ les poids des arêtes de S(X) n'engendrent pas toujours �X ,{ toutes les ouleurs de X ne d�elimitent pas n�eessairement une fae deS(X) et{ le ône C(X) n'est pas n�eessairement simpliial.De fa�on plus positive, remarquons que pour les �br�es G�KN �etudi�es, modi-�er l'ation de K sur N par un arat�ere ne modi�e pas le sole de X, maispeut modi�er l'ensemble des diviseurs de e sole qui d�elimitent une fae dusemi-groupe moment (es ph�enom�enes seront pr�eis�es aux hapitres 9 et 10).
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53
Chapitre 5Les modules sph�eriquesRappelons que G est un groupe r�edutif, produit de Gr et de (G;G), elui-i �etant simplement onnexe de type A. Rappelons aussi qu'un G-modulesph�erique est un espae vetoriel muni d'une ation de G qui en fait unevari�et�e sph�erique.L'objetif de e hapitre est de arat�eriser les donn�ees sph�eriques simplesorrespondant aux G-modules sph�eriques (proposition 5.2). Pour ela, nousommen�erons par d�erire les soles vetoriels (proposition 5.1) en nous ra-menant �a l'�etude de modules \standards" dont nous �erirons la liste des solesen utilisant les travaux [Le℄ et [Kn98℄.5.1 Liste SV des soles vetorielsConsid�erons un G-module sph�erique E et notons � : G �! GL(E) l'ho-momorphisme orrespondant �a l'ation de G dans E. Nous expliquons danse paragraphe omment d�eterminer le sole de E, en ommen�ant par rame-ner e probl�eme �a l'�etude d'un module \standard" omme suit.Notons TE;G l'ensemble des �el�ements de GL(E) qui ommutent �a l'ationde G. Puisque E est sph�erique, il est sans multipliit�e. Autrement dit, lespoids de B dans E sont distints, don E admet une unique d�eompositionen sous-modules irr�edutibles et TE;G est un tore (ontenant �(Gr)), dont ladimension est le nombre de sous-modules irr�edutibles de E.Nous dirons que le module E est standard si Ker � est �ni et si � induitun isomorphisme de Gr ave TE;G.



54 CHAPITRE 5. LES MODULES SPH�ERIQUESSi E n'est pas standard, nous pouvons lui assoier un module standardomme suit : soit Gnt le produit des fateurs simples de (G;G) qui agissentnon trivialement sur E. L'espae E, vu omme Gst = Gnt�TE;G-module, estalors standard : nous l'appellerons le standardis�e de E et le noterons Est.Le r�esultat suivant montre qu'il s'agit, pour aluler le sole de E, dealuler elui de Est.Lemme 5.1 Les modules E et Est ont le même sole.Commen�ons par �etablir un lemme fondamental que nous utiliserons dansla d�emonstration du lemme i-dessus (et au hapitre 9). Soit G0 un grouper�edutif onnexe de la forme G0 = (G;G) � G0r o�u G0r ontient Gr (d'o�uG � G0). Rappelons que VX d�esigne l'ensemble des diviseurs G-stables pre-miers de X et que V 0X est la famille des restritions des �el�ements de �X(VX)�a < �X >.Lemme 5.2 a) Soient X une G-vari�et�e sph�erique, X 0 une G0-vari�et�e sph�eri-que et � : X ��! X 0 un G-morphisme rationnel dominant qui induit unebijetion de �X0 sur �X . Alors les vari�et�es X et X 0 ont même syst�emesph�erique.b) Si de plus X et X 0 sont aÆnes et lisses et si � est une submersionpartout d�e�nie qui induit une bijetion de VX0 sur VX , alors V 0X0 = V 0X .Nous utiliserons dans la d�emonstration de e lemme la remarque suivante.Remarque.| Soit H un sous-groupe sph�erique de G. D'apr�es [Br℄, pa-ragraphe 4.3, H est le stabilisateur �a droite des diviseurs B � H-stables deG. Ceux-i sont de la forme D � Gr, o�u D est un diviseur de (G;G) quiest [B \ (G;G)℄ � [H \ (G;G)℄-stable. Ainsi, H est le produit de Gr et dustabilisateur �a droite des diviseurs [B\(G;G)℄�[H\(G;G)℄-stables de (G;G).Preuve.| a) Soient x 2 X0G et H son isotropie. Puisque � est un G-morphisme dominant, �(x) est dans la G0-orbite ouverte de X 0. Soit H 0 sonisotropie (l'on a H � H 0). Puisque � induit une bijetion de �X0 dans �X ,la remarque i-dessus montre que, dans (G;G), les diviseurs stables pour[B \ (G;G)℄ � [H \ (G;G)℄ sont les diviseurs [B \ (G;G)℄ � [H 0 \ (G;G)℄-stables. Ainsi, H \ (G;G) = H 0 \ (G;G) don X et X 0 ont le même syst�emesph�erique.b) Soit D0 2 VX0 et D = ��1(D0). Soient �D la valuation normalis�ee as-soi�ee �aD sur C (G)H et �D0 la valuation normalis�ee assoi�ee �aD0 sur C (G)H0 .



5.1. LISTE SV DES SOCLES VECTORIELS 55Alors �D et �D0 o��nident sur C ((G;G))H\(G;G) (o�u l'on voit C ((G;G))omme un sous-orps de C (G) et de C (G0) grâe aux projetions de G etG0 sur (G;G)). Ainsi, �X(D) et �X0(D0) o��nident sur < � >.Nous pouvons �a pr�esent d�emontrer le lemme 5.1.Preuve du lemme 5.1.| Nous allons appliquer le lemme 5.2 au G-moduleE et au G0 = (G;G)Gr � TE;G module E, que nous noterons ii E 0. PuisqueE est sph�erique, B n'y admet qu'un nombre �ni d'orbites. Celles-i sontdon stables par TE;G. De plus, elles qui sont G-stables sont elles qui sontG0-stables. Ainsi, l'identit�e de E induit une bijetion de �E0 sur �E et unebijetion de VE0 sur VE. Puisqu'il s'agit d'espaes vetoriels, toutes leursouleurs ontiennent l'orbite ferm�ee. Il en r�esulte que E et E 0 ont le mêmesole.Puisque nous ne distinguons pas un sole de son produit ave un soletrivial, nous pouvons voir Est omme un (G;G)�TE;G-module. L'on montrealors, en utilisant le lemme 5.2 omme pr�e�edemment, que Est et E 0 ont lemême sole, d'o�u le lemme 5.1.Pour aluler le sole de Est, rappelons la notion suivante (voir [Le℄et [Kn98℄).L'on dit que Est est d�eomposable lorsque Gst s'�erit Gst1 � Gst2 etEst = Est1 � Est2 o�u Esti est un Gsti -module standard. Tout module stan-dard s'�erit omme produit de modules standards ind�eomposables.Le sole de Est est visiblement le produit des soles des fateurs ind�eom-posables de Est. Or la lassi�ation de es modules, �a G-automorphisme pr�es,est bien onnue ([Le℄,[BeRa℄), et le travail [Kn98℄ peut s'interpr�eter ommele alul de leur sole (f. infra). Ces soles sont pr�esent�es dans la liste SVi-apr�es. Nous avons ainsi obtenu le r�esultat suivant.Proposition 5.1 Les soles vetoriels sont, �a automorphisme pr�es, les pro-duits de soles de la liste SV.Expliquons bri�evement omment le travail [Kn98℄ permet de aluler lesole Sp, �, A, �0 = �, V 0 d'un module standard ind�eomposable E. Destables pr�eisent entre autres le "petit groupe de Weyl" WE, dont la donn�eeest �equivalente �a elle de �, et les "basi weights", poids primitifs des arêtesde S(E), desquels on d�eduitSp = f� 2 S; �_(S(E)) = 0g:



56 CHAPITRE 5. LES MODULES SPH�ERIQUESSoit en e�et � 2 S. Puisque S(E) est engendr�e par les poids des �equationsdes �el�ements de � [ V (voir 1.5), l'on a �_(S(E)) = 0 si et seulement si les�el�ements de � [ V sont P�-stables, 'est-�a-dire � 2 Sp.Chaque diviseur B-stable de E d�elimitant une fae de S(E) (voir le para-graphe 1.5), la famille �(A) est l'ensemble des �equations de fae de C(E) quivalent 1 sur au moins un �el�ement de �a. Les �el�ements de V sont les �equationsde fae de C(E), normalis�ees sur �, qui d�e�nissent une fae F dont l'arêteoppos�ee est onstitu�ee d'�el�ements de �(Gr) (voir 1.5). L'on en d�eduit V 0 parrestrition �a < � >.Comment lire la liste SVLes deux premi�eres olonnes d�e�nissent un sole vetoriel Sp, �, A,�0 = �, V 0 omme suit. La premi�ere olonne ontient un symbole (d�ependantd'entiers m et n), dont les lettres sont des majusules. Ce \même" sym-bole, dont les lettres sont not�ees en minusules, d�e�nit (ave les notationsde 2.4) un syst�eme sph�erique Sp, �, A (sauf AC��(n), dont nous d�e�nissonsle syst�eme sph�erique omme �etant a�(n)). La olonne suivante d�e�nit lafamille V 0.La troisi�eme olonne donne un exemple du sole onsid�er�e pour des va-leurs partiuli�eres des entiers m et n par un diagramme (voir 3.1) qui rendlaires les valeurs retenues pour m et n. La derni�ere olonne donne l'espaevetoriel standard ayant le sole onsid�er�e. L'espae C n+1 y est muni de sastruture naturelle de SLn+1-module, e qui rend laires les notations S2C n+1et �2C n+1 .



Liste SV



Sole vetoriel V 0 Dessin Module standardA�(n ), n � 0 ; si n 6= 0f0g si n = 0 C n+1AO(n), n � 1 �Æ2�1 � S2C n+1AC(n (n� 1)), n � 4 pair ; �2C n+1AC(n), n � 3 impair �Æ�1+2�2+�3 � �2C n+1AC�(n), n � 3 �Æ�1+�2 � C n+1 � �2C n+1AC��(n), n � 3 impair �Æ�2+�3 � (C n+1)� � �2C n+1AA(1) [ AC�(n� 1), n � 4 pair ; (C n+1)� � �2C n+1AA(n; n! m), m � n � 1 ; si n 6= m�Æ�1+�0n si n = m Hom (C m+1 ; C n+1)



Sole vetoriel V 0 Dessin Module standardAY (n; n! m)m � n � 1 ; si m 6= n�Æ�0n si m = n C n+1 � Hom (C m+1 ; C n+1)

AY (n;m n)m � n � 2 ; si m 6= n�Æ�01 si m = n C n+1 � Hom (C n+1 ; C m+1)

AY (m;m) [ AA(n�m)n � m+ 1 � 1 ; si m 6= 0�Æ�1+:::+�n si m = 0 C n+1 � Hom (C n+1 ; C m+1)

AY (n m + 1; m)n � m+ 1 � 1 ; si m 6= m+ 1�Æ�1 si n = m+ 1 C n+1 � Hom (C m+1 ; C n+1)

AX(n 1; 1; m 1)n;m � 1 ; si n;m 6= 1�Æ� si n = 1; m 6= 1�Æ�00 si n 6= 1; m = 1�Æ�;�Æ�00 si n = m = 1 Hom (C 2 ; C n+1)� Hom (C 2 ; C m+1)



60 CHAPITRE 5. LES MODULES SPH�ERIQUES5.2 Classi�ation ombinatoire des modulessph�eriquesRappelons que, siX est une vari�et�e sph�erique, DX d�esigne �X[VX . Voiila lassi�ation ombinatoire des modules sph�eriques.Proposition 5.2 Une vari�et�e sph�erique simple X est isomorphe �a un mo-dule sph�erique si et seulement si{ les �X(D), pour D 2 DX , forment une base de ��X et{ son sole est, �a G-automorphisme pr�es, produit de soles de la liste SV.Pr�eparons la preuve de ette proposition par un r�esultat sur les rainessph�eriques d'un G-module sph�erique.Inlusion de < � > dans �Soient E un G-module sph�erique et Sp, �, A, �, �, �, V sa donn�eesph�erique simple. Rappelons que E admet une unique d�eomposition enirr�edutibles E = �i2IEi. Soient fi un B-semi-invariant de E�i � C [E℄, ison poids et Di le lieu des z�eros de fi dans E : 'est un hyperplan B-stable.Nous noterons ainsi D1 = fDi; i 2 Ig � Dl'ensemble des hyperplans B-stables de E. L'ation de TE;G = (C �)I sur C [E℄induit alors un homomorphismedeg : � �! ZIet l'ensemble des deg(i), i 2 I, est la base anonique de ZI.Lemme 5.3 Le r�eseau � est engendr�e par � et les D, D 2 D1. De plus, lenoyau de l'appliation deg est le r�eseau des raines sph�eriques.Nous utiliserons pour la d�emonstration de e lemme le fait suivant (voir[Br℄, paragraphe 4:2) : soient M1 et M2 deux sous-modules irr�edutibles deC [E℄ de plus hauts poids �1 et �2. Alors le plus haut poids de haque sous-module irr�edutible du produitM1M2 dans C [G℄ est de la forme �1+�2�, o�u appartient au semi-groupe engendr�e par l'ensemble des raines sph�eriquesde E.



5.2. CLASSIFICATION COMBINATOIRE 61Preuve du lemme 5.3.| Puisque l'alg�ebre C [E℄ est fatorielle, S(E) estle semi-groupe engendr�e par les poids des irr�edutibles de C [E℄(B) , 'est-�a-dire les poids des �equations des diviseurs de D. Mais C [E℄ est l'ensemble desfontions polynômiales sur E, il est don engendr�e omme alg�ebre par ses�el�ements de degr�e un. D'o�u le premier point en utilisant le rappel i-dessus.Les raines sph�eriques sont dans le noyau de deg : en e�et, si H � Gest un groupe d'isotropie g�en�erique de E, le quotient G=H �! G=H sere�ete en l'inlusion < � >�! �, et TE;G agit trivialement dans G=H, dondeg(�) = 0.Inversement, soit � dans le noyau de deg. Puisque � est le r�eseau engendr�epar � et l'ensemble des D, D 2 D1, il existe  2< � > et des entiers n(D),D 2 D1, tels que � =  +PD2D1 n(D)D. Les deg(i), i 2 I, �etant libresdans ZI, les n(D) sont nuls et � =  2< � >.Preuve de la proposition 5.2.|Ces onditions sont lairement n�eessaires :si X est un G-module sph�erique, son sole est par d�e�nition vetoriel, 'estdon d'apr�es la proposition 5.1 un produit de soles de la liste SV �a automor-phisme pr�es. De plus, les �X(D), D 2 DX , forment une base de ��X (voir 1.3).Montrons qu'elles sont suÆsantes. Soit X une vari�et�e sph�erique simple,dont le sole Sp, �, A, �0 = �, V 0 est vetoriel et telle que les �X(D),D 2 D, forment une base de ��X . Il existe un espae vetoriel E 0 sous l'ationd'un groupe de la forme G0 = (G;G)� (G0)r, dont le sole est so(X). Nousallons onstruire une ation de Gr sur E 0, que nous noterons alors E, quisera sph�erique et aura la même donn�ee sph�erique simple que X. Puisqu'unedonn�ee sph�erique simple d�etermine �a isomorphisme pr�es une unique vari�et�esph�erique simple (voir 1.3), l'on aura alors X ' E et X sera vetorielle.Soient D, D 2 D, la base duale des �X(D), D 2 D (on a D 2 �X) et0D, D 2 D, la la base duale (dans �E0) des �E0(D), D 2 D.Soit B# un sous-groupe de Borel de (G;G). Consid�erons les sous-groupesde Borel B = B#�Gr de G et B0 = B#�(G0)r de G0. �Erivons D = �D+�Dave �D 2 �(B#) et �D 2 �(Gr). �Erivons de même 0D = �0D + �0D ave�0D 2 �(B#) et �0D 2 �(G0r). Commen�ons par montrer que pour tout D 2 D,l'on a �D = �0D:Soit H un sous-groupe sph�eriquement los de (G;G) tel que le syst�emesph�erique de (G;G)=H soit elui de X et E 0. Soit H un groupe d'isotropieg�en�erique de X dont la lôture sph�erique est H � Gr, et H 0 un grouped'isotropie g�en�erique de E 0 dont la lôture sph�erique est H �G0r.



62 CHAPITRE 5. LES MODULES SPH�ERIQUESConsid�erons, omme au paragraphe 4.1.2, les quotients � : G �! G=Het �0 : G0 �! G0=H 0. Soient D 2 �, fD et f 0D les �equations de ��1(D) et�0�1(D0) qui valent respetivement 1 sur Gr et sur G0r. L'on peut alors voirfD et f 0D omme des fontions sur (G;G), qui, puisque H et H 0 ont la mêmelôture sph�erique, sont �egales.Soit f un �el�ement B#�Gr-semi-invariant de C [X℄ de poids D. Par hoixde D, l'on a f = f(eG)�DfD:Ainsi, fD est un B#-semi-invariant de poids �D. De même, si f 0 2 C [E 0 ℄ estB# �G0r-semi-invariante de poids 0D, l'on af 0 = f(eG)�0DfD:Don fD est de poids �0D pour B#. L'on a don �D = �0D.Soit D 2 V. Si f est un �el�ement B#�Gr-semi-invariant de C [X℄ de poidsD, l'on a par hoix de D : f = f(eG)�Ddon �D = 0. L'on pourrait montrer de même que �0D = 0, mais ei est lair :puisque E 0 est un G0-module, �0D est le poids pour B# d'une �equation du di-viseur D, qui est G0-stable (voir 1.5). Ainsi, pour tout D 2 D, l'on a �D = �0D.D�e�nissons une ation de Gr dans E 0 omme suit. Soient E 0i un sous-G0-module irr�edutible de E 0 et Di l'�el�ement de D1 qui admet pour �equationun �el�ement du dual de E 0i. Faisons alors agir Gr dans E 0i par le poids ��Di .Remarquons que le plus haut poids de B dans Ei est alors, d'apr�es e quipr�e�ede, ��0Di � �Di = �Di. Faire ei pour toute omposante irr�edutibleEi de E d�e�nit une ation de G dans E 0 ; soit E le G-module ainsi obtenu.Par onstrution, G agit �a travers un homomorphisme � : G �! G0 quiinduit un homomorphisme � : �(B0) �! �(B)qui laisse invariants les poids de �(B#). L'on a de plus �(0D) = D pourtout D 2 D1.Cette �egalit�e est enore vraie si D 2 D. Il existe en e�et, d'apr�es le lemme5.3, un �el�ement  de < � > et, pour tout D1 2 D1, un entier n(D1) tels que0D =  + XD12D1 n(D1)0D1 :



5.2. CLASSIFICATION COMBINATOIRE 63Puisque  2 �(B#), l'on a �() = , d'o�u�(0D) =  + XD12D1 n(D1)D1:Pour tout D# 2 D, l'on a don�X(D#):�(0D) = �X(D#):( + XD12D1 n(D1)D1)= �X(D#): + XD2D1 n(D1)ÆD1D#= �E0(D#): + XD2D1 n(D1)�E0(D#):0D1= �E0(D#):0D= ÆD#D:Les D, D 2 D, �etant la base duale des �X(D), l'on a ainsi �(0D) = D pourtout D 2 D.Les D, pour D 2 D, formant par hypoth�ese une famille libre, l'applia-tion � est injetive sur S(E 0). Le lemme 4.1 montre alors que le G-moduleE est sph�erique et que son semi-groupe moment est le semi-groupe engendr�epar les D, D 2 D. Ceux-i forment ainsi la base duale des �E(D), D 2 D,et les D, D 2 D, engendrent le r�eseau �X = �E. Les appliations �X(D) et�E(D) sont les mêmes.



64 CHAPITRE 5. LES MODULES SPH�ERIQUES



65
Chapitre 6Un rit�ere de lissit�eSoit X une G-vari�et�e sph�erique et Y une orbite de G dans X. Rappelonsque l'ouvert XY;G = fx 2 X tels que Gx � Y gest une vari�et�e sph�erique simple, dont la donn�ee sph�erique simple s'appelle\donn�ee sph�erique simple de X en Y " (voir 1.3). L'objetif de e hapitreest de r�epondre �a la question suivante : omment \lire" sur ette donn�eesph�erique simple si les points de Y sont lisses dans X ?Nous ommen�ons pour ela par rappeler un r�esultat de struture loale et�a le \traduire" ombinatoirement, e qui permettra de ramener e probl�eme �al'�etude de la lissit�e d'une vari�et�e sph�erique aÆne. Rappelons que nous avonssuppos�e G de la forme (G;G)�Gr.6.1 Struture loaleSoit X une vari�et�e sph�erique et Y une orbite de G dans X. NotonsXY;B = fx 2 X= Bx � Y g � XY;G;appel�ee la \arte aÆne anonique" : 'est un ouvert B-stable de X, dont l'in-tersetion ave Y est Y 0B. Notons P = P uL = fg 2 G; gXY;B = XY;Bg leparabolique assoi�e �a Y et par SY l'ensemble de raines simples orrespon-dant.Le \th�eor�eme de struture loale" (voir [Br℄) s'�enone alors ainsi : il existeune sous-L-vari�et�e ferm�ee, sph�erique et aÆne V de XY;B telle que l'applia-tion P u � V �! XY;B soit un isomorphisme P -�equivariant, P agissant dansP u � V ainsi : ul � (u0; v) = (ulu0l�1; l � v). De plus, V \ Y est l'orbite ferm�eede L dans V et haun de ses groupes d'isotropie ontient (L; L).



66 CHAPITRE 6. UN CRIT�ERE DE LISSIT�ELa proposition suivante permet de d�eterminer la donn�ee sph�erique simplede la L-vari�et�e V �a partir de la donn�ee sph�erique simple SpX , �X , AX , �X , �X ,�X;Y , VX;Y de X en Y (rappelons que �X;Y d�esigne l'ensemble des ouleursde X ontenant Y et VX;Y l'ensemble des diviseurs premiers G-stables de Xontenant Y ).Puisque P u � V �! XY;B est un isomorphisme P -�equivariant, l'applia-tion j : D 7�! D \V est une bijetion de �X;Y [VX;Y sur �V [VV . Puisquej(�X;Y ) � �V , l'on peut voir �V omme un sous-ensemble de �X;Y . Identi-�ons, dans l'�enon�e suivant, VX;Y �a son image par �X dans ��X et VV �a sonimage par �V dans ��V (voir 1.1).Proposition 6.1 Le syst�eme sph�erique de V est le loalis�e de elui de Xen SY . De plus, �V = �X, �V est la restrition de �X �a �V , �0V = �V , etVV = VX;Y [ f�(D); D 2 �X;Y ��V g.La donn�ee sph�erique simple de V ne d�epend ainsi que de la donn�eesph�erique simple de X en Y . Nous l'appellerons la donn�ee sph�erique simpler�eduite de X en Y .Preuve.| Puisque P u� V �! XY;B est un isomorphisme P -�equivariant,la restrition C (X)(B) �! C (V )(B\L) est bijetive, et �X = �V .L'on a lairement �0V = �V , et pour tout D 2 DX;Y , �X(D) = �V (j(D)).Bien �evidemment, j(VX;Y ) � VV . Soit D 2 �X;Y . Si D 2 �X(SY ), l'on aj(D) 2 �V et si D =2 �X(SY ), l'on a j(D) 2 VV . Ainsi, identi�ant VX;Y �ason image par �X dans ��X et VV �a son image par �V dans ��V , l'on aVV = VX;Y [ f�(D); D 2 �X;Y ��X(SY )g:Mais puisque SY est l'ensemble des � 2 S tels que �X(�) � �X;Y , l'on a�X(SY ) = �V et VV est bien l'ensemble d�erit dans la proposition.Montrons �a pr�esent que le syst�eme sph�erique de V est le loalis�e de elui deX en SY . Consid�erons pour ela la vari�et�e magni�queM assoi�ee �aX et, aveles notations du paragraphe onernant la loalisation (2.3), l'appliationrationnelle L-�equivariante� : V i��! X �� !M ���!MSY :Nous allons montrer qu'il est dominant et qu'il induit une bijetion entre�MSY et �V . Le lemme 5.2 montrera alors que le syst�eme sph�erique de Vest elui de MSY , 'est-�a-dire le loalis�e du syst�eme sph�erique de X en SY .



6.2. VARI�ET�ES QUASI-VECTORIELLES 67Le morphisme � est dominant : en e�et, P u � V �etant ouvert dans X,l'image de V dans M ontient un point de la P -orbite ouverte. Celle-i s'en-voyant par � dans la L-orbite ouverte de MSY , �(V ) ontient un ouvert deMSY .Montrons que � induit une bijetion entre �MSY et �V . Rappelons pourela que � induit une bijetion de �MSY dans �M (SY ). D'apr�es e quipr�e�ede, �M(SY ) ' �X(SY ) est inlus dans �X;Y et son image par j est�V . Ainsi, � induit une bijetion de �MSY dans �V .6.2 Vari�et�es quasi-vetoriellesLa proposition 6.1 a fait apparâ�tre une vari�et�e sph�erique aÆne V donttoutes les ouleurs ontiennent l'orbite ferm�ee. Si les points de Y sont lissesdans X, alors V est lisse. �Etudions ette sorte de vari�et�es.Nous appellerons quasi-vetorielle une vari�et�e sph�erique aÆne lisse donttoutes les ouleurs ontiennent l'orbite ferm�ee.Soit V une vari�et�e quasi-vetorielle. Elle est isomorphe �a un �br�e vetorielG �K E o�u K est un sous-groupe de G ontenant (G;G) et o�u E est un K-module (voir 1.4). Le groupe K s'�erit de plus (G;G) � C, o�u C � Gragit sur le K0-module sph�erique E par des arat�eres. Il existe don desprolongements �a G de l'ation de K sur E ; en hoisir un fournit un G-isomorphisme G �K E �! G=K � E; g � v 7�! (gK; g � v):Fixons, pour tout e paragraphe, l'un de es prolongements. La vari�et�e V estalors tr�es \prohe" du G-module sph�erique E, e que re�ete sa ombinatoire :Lemme 6.1 Le sole de V est elui de E. De plus, �V = �G=K��E et pourtout D 2 D, �V (D) est le prolongement de �E(D) qui est nul sur �G=K. Lesemi-groupe moment S(V ) est engendr�e par S(E) et �G=K ; de plus, �G=K
Qest la partie lin�eaire du ône moment de V .Preuve.| La projetion � : G=K � E �! E est surjetive et induit unebijetion entre �E et �V d'une part, VE et VV d'autre part. Les vari�et�es V etE ont don même syst�eme sph�erique (lemme 5.2). De plus, S(G=K) = �G=Ket l'on a C [V ℄ = C [G=K℄ 
 C [E℄= [��2�G=KV (�)℄
 [��2S(E)V (�)℄= ��2�G=K ;�2S(E)V (�)
 V (�)



68 CHAPITRE 6. UN CRIT�ERE DE LISSIT�Emais puisque K ontient le groupe d�eriv�e de G, les V (�), pour � 2 �G=K,sont de dimension 1 : l'on a don, pour � 2 S(E),V (�)
 V (�) = V (�+ �);d'o�u il r�esulte que S(V ) = ��2�G=K ;�2S(E)V (�+ �):Autrement dit, S(V ) est le semi-groupe engendr�e par �G=K et S(E). Etpuisque G=K�E est sph�erique, on a �G=K\�E = f0g don �V = �G=K��E.De plus, si D 2 D, l'appliation �(D) est �evidemment nulle sur �G=K . Il enr�esulte que le sole de V est elui de E.Nous pouvons �a pr�esent �enoner la lassi�ation ombinatoire des vari�et�esquasi-vetorielles (rappelons que nous avons d�e�ni les soles vetoriels omme�etant eux provenant d'un G-module sph�erique, et qu'ils sont d�erits ombi-natoirement par la proposition 5.1).Proposition 6.2 Une G-vari�et�e sph�erique simple V est quasi-vetorielle siet seulement si son sole est vetoriel et les �V (D), pour D 2 DV , formentun d�ebut de base de ��V .Preuve.| Le lemme 6.1 montre que es onditions sont n�eessaires. Mon-trons qu'elles sont aussi suÆsantes. Soit V une vari�et�e sph�erique simple dontle sole est vetoriel et telle que les �V (D), D 2 DV , forment un d�ebut debase de ��V . Nous allons onstruire une vari�et�e quasi-vetorielle G=K � Eayant la même donn�ee sph�erique simple que V , elle lui sera don isomorphe(voir 1.3).Puisque le sole de V est vetoriel, il existe un G0 = (G;G)�(G0)r-moduleE 0 ayant le même sole que V . Soient D, D 2 D, la base duale des �E0(D),pourD 2 D, et D,D 2 D1, un d�ebut de base duale des �V (D), pourD 2 D1.L'on peut alors onstruire, omme dans la d�emonstration de la proposition5.2, un G-module E et une appliation � : �(B0) �! �(B) tels que, pourtout D 2 D1, l'on ait �(0D) = D.Pour D =2 D1, posons D = �(0D). Puisque V et E ont même sole, etpuisque les 0D sont dans le r�eseau engendr�e par � et les 0D pour D 2 D1(lemme 5.3), le même alul que dans la preuve de la proposition 5.2 montreque pour tous D;D0 2 D, on a �V (D0):D = ÆDD0. Les D, D 2 D formentdon une famille libre, et E est sph�erique (lemme 4.1.1)Soit �f l'intersetion des noyaux des �V (D) pour D 2 D. Ceux-i formantune base de ��E, l'on a �V = �E � �f . Soient H un groupe d'isotropie



6.3. CRIT�ERE DE LISSIT�E 69g�en�erique de V et f un B-semi-invariant de C (V )H de poids  2 �f . Puisque�0 = �, f est le multiple d'un arat�ere de G. Ainsi, �f est un sous-r�eseaude �(Gr), don il existe un sous-groupe K de G ontenant (G;G) tel que�f = �G=K. Le lemme 6.1 montre alors que la G-vari�et�e quasi-vetorielleG=K � E et la G-vari�et�e V ont même donn�ee sph�erique simple.6.3 Crit�ere de lissit�eNous pouvons �a pr�esent r�epondre �a la question du d�ebut de e hapitre.Th�eor�eme A (Crit�ere ombinatoire de lissit�e) SoientX une G-vari�et�esph�erique et Y une orbite de G dans X. Les points de Y sont lisses dans Xsi et seulement si{ le sole de la donn�ee sph�erique simple r�eduite de X en Y est, �a auto-morphisme pr�es, le produit de soles de la liste SV et{ les �X(D), pour D 2 DX;Y , forment un d�ebut de base de ��X.Remarque.| Si �X;Y = ; (l'on dit alors que X est toro��dale), le solede la donn�ee sph�erique simple r�eduite de X en Y est un produit de solesisomorphes �a A�(0), qui est vetoriel ('est le sole du module standard C ).Les points de Y sont don lisses dans X si et seulement si les �el�ements deVX;Y forment un d�ebut de base de ��X . Ainsi,{ l'on retrouve que les vari�et�es magni�ques sont lisses et{ e th�eor�eme g�en�eralise la ondition n�eessaire de lissit�e ('est la se-onde ondition) dont on sait qu'elle est aussi suÆsante si G est ab�elien(voir [Fu℄).Preuve du th�eor�eme A.| �Erivons, omme en 6.1, XY;B ' P u� V , o�u Vest une vari�et�e sph�erique aÆne dont toutes les ouleurs ontiennent l'orbiteferm�ee. Rappelons que le sole de la donn�ee sph�erique simple r�eduite de Xen Y n'est autre que le sole de V .Si les points de Y sont lisses dans X, les points de Y 0B le sont dans XY;B.La vari�et�e V est don quasi-vetorielle et la proposition 6.2 montre que{ le sole de V est vetoriel, 'est don un produit de soles de la listeSV (proposition 5.1) ;{ les �V (D), pour D 2 DV forment un d�ebut de base de ��V : les �X(D),pour D 2 D0X forment don un d�ebut de base de ��X (proposition 6.1).



70 CHAPITRE 6. UN CRIT�ERE DE LISSIT�EInversement, siX et Y v�eri�ent les onditions du th�eor�eme, la proposition6.2 montre que V est quasi-vetorielle. Les points de Y 0B sont don lisses dansXY;B, et puisque Y est un G-espae homog�ene, les points de Y sont lissesdans X.



71
Chapitre 7Les espaes homog�enessph�eriques aÆnesNous avons �etabli au hapitre pr�e�edent un rit�ere ombinatoire de lissit�epour les vari�et�es sph�eriques (th�eor�eme A). Notre objetif est d�esormais d'ob-tenir une lassi�ation ombinatoire pr�eise 1 des vari�et�es sph�eriques aÆneslisses (th�eor�eme B page 109). Rappelons qu'une telle vari�et�e est isomorphe�a un �br�e vetoriel sur un espae homog�ene sph�erique aÆne (voir 1.4) ; 'estpourquoi nous rappelons ii la lassi�ation de es espaes homog�enes etformulons un lemme qui interviendra au hapitre suivant.7.1 Classi�ationSoit H un sous-groupe de G. L'espae homog�ene G=H est aÆne si etseulement si le groupe H est r�edutif (voir [Po-Vi℄). Lorsque H est un sous-groupe sph�erique de G, ei est enore �equivalent �a : H est r�edutif (ar H=Hest diagonalisable, voir [Br87b℄). Autrement dit, G=H est aÆne si et seule-ment si G=H l'est 2.Du point de vue ombinatoire, G=H est aÆne si et seulement si il existeun �el�ement de �G=H en lequel, pour toute ouleur D de G=H, �G=H(D) eststritement positif et en lequel tout �el�ement du ône des valuations VG=H estn�egatif (voir 3.1).1. Plus pr�eise que la ombinaison des onditions du rit�ere de lissit�e et du rit�ered'aÆnit�e (voir 1.4).2. Voir aussi le paragraphe 3.1 : l'aÆnit�e se lit sur le sole.



72 CHAPITRE 7. ESPACES HOMOG�ENES SPH�ERIQUES AFFINESSoit K un sous-groupe r�edutif sph�erique de G. L'espae homog�ene G=Kest rarement un produit d'espaes homog�enes. Par ontre,G=K s'�erit ommeproduit 3 d'espaes homog�enes premiers ('est-�a-dire d'espaes homog�enessph�eriques aÆnes ne s'�erivant pas eux-mêmes omme produit), dont lalassi�ation est bien onnue (voir [Mi℄ ou [Br87b℄). Voii la liste, �a auto-morphisme de G pr�es, des espaes premiers lorsque G est simplement onnexe(de type A). Ce sont les espaes G=K suivants (nous employons ii les nota-tions de 2.4 ; voir [Lu℄ pour le alul de es syst�emes sph�eriques).G = SLn+1 et K = NG(SOn+1) ave n � 2. Le syst�eme sph�erique de G=Kest alors ao(n).G = SLn+1 et K = NG(Spn+1) ave n impair � 3. Le syst�eme sph�erique deG=K est alors a(n).G = SLn+1 et K = NG(Spn) ave n pair � 4 et o�u Spn � SLn � SLn+1 sontdes inlusions naturelles. Le syst�eme sph�erique de G=K est alors a�(n).G = SLn+1� SLn+1 et K = NG(�SLn+1) ave n � 1 et o�u �SLn+1 d�esignele plongement diagonal de SLn+1 dans G. Le syst�eme sph�erique de G=K estalors aa(n; n).G = SLn+1 � SLn et K = NG(�SLn) ave n � 2 et o�u �SLn est la diago-nale de SLn�SLn que l'on plonge dans G au moyen de l'inlusion naturelleSLn � SLn+1. Le syst�eme sph�erique de G=K est alors ay(n; n� 1).G = SL2 � SL2 � SL2 et K = NG(�SL2), o�u �SL2 est la diagonale de G.Le syst�eme sph�erique de G=K est alors ax(1; 1; 1).G = SL2p+q+1 et K = N0G(SLp+q � SLp+1) ave p � 0; q � 1. Le syst�emesph�erique de G=K est alors aa(p+ q + p).G = SL2p+2 et K = NG(SLp+1 � SLp+1) ave p � 0. Le syst�eme sph�eriquede G=K est alors aa�(p+ 1 + p).G = SLp+3�SL2 et K = NG(SLp+1��SL2) ave p � 1, o�u �SL2 est la dia-gonale de SL2�SL2 et o�u l'on se sert du plongement naturel de SLp+1�SL2dans SLp+3 pour plonger SLp+1 � SL2 � SL2 dans G. Le syst�eme sph�eriquede G=K est alors ax(1 + p+ 1; 1).3. Un exemple �gure au paragraphe 4.2.



7.2. CONS�EQUENCES 737.2 Cons�equenesConsid�erons un sous-groupe r�edutif sph�erique K de G. D�emontronsquelques propri�et�es de K (lemme 7.1) qui interviendront par la suite.Il r�esulte de la lassi�ation pr�e�edente que le groupe (K;K) est onnexe,qu'il est �egal �a K� (qui, rappelons-le, d�esigne l'intersetion des noyaux desarat�eres de K). De plus, lorsque le syst�eme sph�erique de G=K n'admetpas de fateur aa�(p + 1 + p) (pour p � 1), e groupe est semi-simple. S'iln'admet pas non plus de fateur ao(n) (pour n impair � 3), l'on a de plusK = (K;K)Z(K).De es onstatations d�eoulent les propri�et�es suivantes de K.Lemme 7.1 L'on a (K;K) = (K;K), et e groupe est onnexe. De plus,si le syst�eme sph�erique de G=K n'admet ni de fateur aa�(p + 1 + p) (pourp � 0), ni de fateur ao(n) (pour n impair � 3), l'on a K = (K;K)Z(K).Malheureusement 4, le groupe (K;K) n'est pas toujours sph�erique (onsi-d�erer par exemple SL2=T ).Preuve.| Puisque K � K, l'on a (K;K) � (K;K). Prouvons l'inlusioninverse. L'on a remarqu�e que (K;K) = K�. Or K� = K� (voir 1.1) ; il s'agitdon, pour montrer le lemme, de montrer que K� � (K;K).Si Gl=Kl est un fateur premier de G=K dont le syst�eme sph�erique n'estpas aa�(p + 1 + p), l'on a observ�e que K�l �etait semi-simple, l'on a donK�l = (K�l ; K�l ) qui, puisque K�l � K, est inlus dans (K;K).Si Gl=Kl est un fateur premier de G=K dont le syst�eme sph�erique estaa�(p+ 1 + p), K ontient un �el�ementk 2 (Kl �K�l )�l0 6=lGl0et l'ensemble des ommutateurs (k;K�l ) est K�l don (K;K) ontient K�l .Prouvons �a pr�esent la seonde assertion du lemme. L'on a, sous les hy-poth�eses formul�ees, K = (K;K)Z(K). Puisque (K;K) = (K;K), l'on aK = (K;K)[Z(K) \K℄ � (K;K)Z(K)et l'inlusion inverse est �evidente.4. L'on aurait en e�et appr�ei�e de pouvoir �etudier, au hapitre suivant, les �br�es ve-toriels sph�eriques de la forme G �K N en restreignant l'ation de K sur N �a (K;K), maisla vari�et�e G �(K;K)N n'est pas toujours sph�erique. L'on hoisira au ontraire de prolongerl'ation de K sur N �a K, e �a quoi ontribuera le pr�esent lemme.
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Chapitre 8Sur la g�eom�etrie des vari�et�essph�eriques aÆnes lissesNous allons d�e�nir (au paragraphe 8.1) huit familles de �br�es vetorielssph�eriques �a partir desquels seront \d�erites" toutes les vari�et�es sph�eriquesaÆnes lisses : Xa(n)[C n+1 ℄ (n � 3 impair)Xaa(n;n)[C n+1 ℄ (n � 1)Xaa(p+q+p)[C p+1 ℄ (p; q � 1)Xaa(p+q+p)[(C p+q )�℄ (p � 0 et q � 2)Xaa(n)[�2C n ℄ (n � 4)Xaa(1;1)[Hom(C 2 ; C m+1)℄ (m � 1)Xaa(n)[Hom(C m+1 ; C n)℄ (n � 2 et m � 1)Xaa(1+p+1)[Hom(C 2 ; C m+1)℄ (p;m � 1).Plus pr�eis�ement, nous utiliserons la notion suivante : une G-vari�et�e sph�eriqueaÆne lisse est appel�ee standard lorsqu'elle est isomorphe au produit{ d'un espae homog�ene sph�erique et aÆne sous l'ation d'un groupesemi-simple, dont l'isotropie est sph�eriquement lose,{ d'un module sph�erique standard et{ de vari�et�es qui sont �a G-automorphisme pr�es parmi les huit familles devari�et�es i-dessus.Soit X une G-vari�et�e sph�erique aÆne lisse. Choisissons un isomorphismeX ' G �K N , o�u K est un sous-groupe r�edutif sph�erique de G et N unK-module, sph�erique sous l'ation de K0 (voir 1.4). D�esignons par TN;Kl'ensemble des �el�ements de GL(N) qui ommutent �a l'ation de K ('est untore, voir 5.1).



76 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIERappelons que nous avons suppos�e que G �etait le produit de (G;G) etdeGr. PuisqueK ontientGr, nous pouvons l'�erire sous la formeK = K#Grave K# � (G;G). Notons Gst = (G;G)� TN;K et Kst = K# � TN;K .Nous noterons � : K �! GL(N) l'homomorphisme qui orrespond �al'ation de K dans N et d�esignerons par Mor(K; TN;K) l'ensemble des ho-momorphismes de K dans TN;K. Pour � 2 Mor(K; TN;K), nous noterons N�le K-module orrespondant �a l'homomorphisme �� : K �! GL(N). Nouspouvons �a pr�esent �enoner le r�esultat prinipal de e hapitre.Proposition 8.1 Il existe un prolongement de l'ation de K sur N �a K etun �el�ement � de Mor(K#; TN;K) tels que la vari�et�e Gst �Kst N� est standard.Cette Gst-vari�et�e est visiblement unique �a isomorphisme pr�es, nous l'ap-pellerons le standardis�e de X et le noterons Xst.Remarque.| Ce passage de G �a Gst dans l'�enon�e de la propositionest n�eessaire. Consid�erons en e�et le �br�e en droites SL3 �GL2 C du pa-ragraphe 4.2. Il existe un arat�ere � de GL2 tel que SL3 �GL2 C � soit leproduit de l'espae homog�ene SL3=GL2 et du module (trivial) C , qui n'estpas sph�erique. Par ontre, la SL3� C � -vari�et�e (SL3=GL2)� C est sph�erique.Voii omment est organis�e e hapitre. Nous ommen�ons par donnerune d�e�nition des huit familles de �br�es vetoriels auxquelles il a �et�e faitr�ef�erene i-dessus et par d�eterminer leur sole, qui n'interviendra qu'au ha-pitre suivant. Nous d�emontrerons ensuite la premi�ere partie de la proposition8.1 au paragraphe 8.2 et la seonde au paragraphe 8.3.8.1 Huit familles de �br�es vetorielsNous allons d�e�nir huit familles de �br�es vetoriels, dont nous d�etermi-nerons les soles par des arguments essentiellement ombinatoires, que nousexpliquons i-dessous. Commen�ons pour ela par introduire la notion desole r�eduit.Soles r�eduitsRappelons que nous avons d�e�ni (au hapitre 3) une appliationso : �donn�ees sph�eriques simples	 �! �soles	



8.1. HUIT FAMILLES DE FIBR�ES VECTORIELS 77qui �a une donn�ee sph�erique simple assoie son sole, et une appliation (voirle paragraphe 6.1)red : � donn�ees sph�eriquessimples � �! � donn�ees sph�eriquessimples r�eduites �qui �a une donn�ee sph�erique simple assoie sa donn�ee sph�erique simple r�eduite.Appelons r�eduits les soles pour lesquels �0 = � et d�e�nissons une applia-tion so : �soles	 �! �soles r�eduits	omme suit. L'image d'un sole Sp, �, A, �0, V 0 est le sole r�eduit ~Sp, ~�, ~A,~�, ~V suivant :{ ~Sp, ~�, ~A est le loalis�e de Sp, �, A en l'ensemble ~S des � 2 S pourlesquels �(�) � �0,{ ~V 0 est la famille des restritions �a < ~� > des �el�ements deV 0 [ f�(D); D 2 �0 ��( ~S)g:Les appliations so Æ red et red Æ so (d�e�nies sur l'ensemble des donn�eessph�eriques simples) sont alors identiques.Cette op�eration peut s'interpr�eter g�eom�etriquement ainsi : soit X uneG-vari�et�e sph�erique simple. �Erivons, ave les notations du paragraphe 6.1,le th�eor�eme de struture loale pour X et son orbite ferm�ee Y : il existe uneL-vari�et�e V telle que P u�V ' XY;B. Le sole r�eduit du sole de X est alorsle sole de V (proposition 6.1).Compl�ements sur les �br�es vetorielsSoit K un sous-groupe r�edutif sph�erique de G. Supposons que B estoppos�e �a K et soit P le parabolique assoi�e �a G=K. �Erivons le th�eor�eme destruture loale pour la vari�et�e G=K et la G-orbite Y = G=K : il existe unesous-vari�et�e VY de G=K, qui est un espae homog�ene sph�erique sous l'ationd'un sous-groupe de Levi L de P , telle queP u � VY �! BK=Ksoit un isomorphisme P -�equivariant. Quitte remplaer la vari�et�e VY par sonimage par un �el�ement de P u et �a onjuguer L, l'on peut supposer que VYontient e. Le groupe d'isotropie L \ K = P \ K de e pour l'ation de L



78 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIEontient (L; L) don est r�edutif. Soit LK sa omposante neutre : puisqueB \ L est un sous-groupe de Borel de L et que (L; L) � LK , la omposanteneutre de B \ LK est un sous-groupe de Borel de LK .Soit N un K-module. Notons N(LK) l'espae N vu omme LK-module.Lemme 8.1 La vari�et�e G �K N est sph�erique si et seulement si N(LK) estsph�erique. Le sole r�eduit du sole de G �K N est alors le sole de N(LK).Preuve.| Le lemme 4.2 montre que G�KN est sph�erique si et seulementsi B \ K poss�ede une orbite ouverte dans N . Cei �equivaut �a : (B \ K)0poss�ede une orbite ouverte dans N ou enore �a : N est sph�erique pour LK .Si G �K N est sph�erique, (G �K N)Y;B est P -isomorphe �a la vari�et�eP u � L=(L \ K) � N , e qui pr�eise le th�eor�eme de struture loale pourla G-orbite G=K de G �K N . Ainsi, la proposition 6.1 montre que le soler�eduit du sole de G�KN est le sole de L=(L\K)�N . Celui-i est, d'apr�esle lemme 6.1, le sole de N(LK).Pr�esentation des huit famillesNous pouvons maintenant pr�esenter les huit familles de �br�es vetorielsG �KN (que nous d�esignerons par le symbole X) d�e�nis par la donn�ee de G,K et N . Nous d�eterminerons le sole Sp, �, A, �0, V 0 de haun. Rappelonsque �G=K est inlus dans le semi-groupe engendr�e par �X (plus pr�eis�ement,le syst�eme sph�erique de G=K est le quotient du syst�eme sph�erique de Xpar �0, voir 1.4) et que le sole r�eduit du sole de X est le sole de N (lemme8.1). En partiulier, le syst�eme sph�erique de N est le loalis�e de elui de Xen SpG=K et ard �0 [ V 0 = ard �0N(LK ) [ V 0N(LK):Nous reprendrons les notations du paragraphe 4.1. Lorsque (G;G) estSLn+1�SLm+1, nous ontinuerons �a noter �1; : : : ; �n, �01; : : : ; �0m les rainessimples de G (pour un ertain hoix de B et T ), !1; : : : ; !n, !01; : : : ; !0mles poids fondamentaux de G, C n+1 = V (!1) dont e1; : : : ; en+1 est la baseanonique et C m+1 = V (!01) dont e1; : : : ; em+1 est la base anonique. Cesnotations s'�etendent sans probl�eme lorsque (G;G) est le produit de troisgroupes simples. Dans tous les as, N �etant irr�edutible, nous noterons plussimplement C � = TN;K .Nous utiliserons librement le lemme i-dessus, ainsi que la lassi�ation(en type A) des modules sph�eriques (voir 5.1) et des espaes homog�enessph�eriques aÆnes (voir 7.1).



8.1. HUIT FAMILLES DE FIBR�ES VECTORIELS 79Xa(n)[C n+1 ℄ ave n impair � 3Soient G = SLn+1�C � et K = N(Spn+1)�C � agissant dans le G-moduleN = C n+1 omme sous-groupe de G.Puisque le syst�eme sph�erique de G=K est a(n), les raines simples de Ls'identi�ent �a SpG=K = f�1; �3; : : : ; �ng et L est isomorphe �a N0G(SL2� : : :�SL2) (n+12 opies de SL2). Puisque LK ontient (L; L), N(LK) est sph�eriquedon X l'est aussi.De plus, le sole de N(LK) est A�(1)n+12 . En partiulier, V 0N(LK) = ; donV 0 = ;. Le sole de G=K �etant a(n), ard �(�) = 1 pour tout � 2 S. Etpuisque �1 + : : : + �n 2 �G=K , l'on a �i + �i+1 2 � pour 1 � i � n � 1.Le syst�eme sph�erique de X est don a�(n) et vu le sole de N(LK), �0 estl'ensemble des ouleurs D�k pour 1 � k � n impair.Notons AC�(n) sole de ette vari�et�e.Exemple.| Pour n = 5, les soles de N(LK), G=K et X sont :R�edutionQuotientXaa(n;n)[C n+1 ℄ ave n � 1Soient G = SLn+1 � SLn+1 � C � et K = NG(�SLn+1), qui agit ommesous-groupe de G dans N = V (!1). Soient B0 un sous-groupe de Borel deSLn+1. Choisissons B = B0 � B0� � C � omme sous-groupe de Borel de G ;puisque le syst�eme sph�erique de G=K est aa(n; n), le sous-groupe paraboliqueassoi�e �a G=K est P = B, SpG=K = ; et un alul de dimension montre queLK est le produit de C � et d'un tore maximal de (K;K). Ainsi, N(LK) estsph�erique don X l'est aussi.De plus, le sole de N(LK) est A�(0)n+1. Puisque K n'admet pas dediviseur stable dans N , l'on a V 0 = ; d'o�u ard �0 = n + 1. Pour des rai-sons ombinatoires 1, le sole de X ne peut être que ay(n; n) ou son image1. En e�et, ard � = 2n+1 don �a 6= ;. Vu le syst�eme sph�erique deG=K, il existe don1 � k � n tel que �k; �0n+1�k 2 �. Soit l 2 fk+1; k�1g : puisque �l+�0n+1�l 2 �G=K , l'ona �l; �0n+1�l 2 � ou �l + �0n+1�l 2 �. Cette derni�ere �eventualit�e est exlue par l'axiome(�2) des donn�ees sph�eriques. Par un raisonnement it�eratif, l'on a � = S.Soit D+�1 = D+�0n . Pour 3 � k � n, l'on a �(D+�1):(�k + �0n+1�k) = 0 et �(D+�1):�k � 0,



80 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIEpar un automorphisme. Mais le groupe d'isotropie de e � e1 2 X0G admettantun semi-invariant (le veteur e1) dans V (!1), le syst�eme sph�erique de X estay(n; n). Il en r�esulte que �0 = fD��1 = D��0n ; : : : ; D��n�1 = D��01 ; D��n; D��0ng.Notons AY(n; n) le sole de ette vari�et�e.Exemple.| Pour n = 2, les soles de N(LK), G=K et X sont :�3
Xaa(p+q+p)[C p+1 ℄ ave p;q � 1Soient G = SL2p+q+1 � C � et N le sous-espae vetoriel de C 2p+q+1 en-gendr�e par e1; : : : ; ep+1. Soit K le stabilisateur de N et du sous-espae veto-riel de C 2p+q+1 engendr�e par ep+2; : : : ; e2p+q+1. Choisissons le sous-groupe deBorel de G qui stabilise le drapeau assoi�e �a e1+ ep+2, : : : , ep+1+ e2p+2, ep+3,: : : , e2p+q+1, ep+1 � e2p+2, : : : , e1 � ep+2. L'on montre ais�ement que B estoppos�e �a K et que LK est le sous-groupe de K qui admet e2p+3^ : : :^e2p+q+1omme semi-invariant et qui, pour 1 � i � p + 1, admet ei et ep+i ommesemi-invariants de même poids. �A un revêtement �ni pr�es, LK est isomorphe�a SLq�1 � (C �)p+1 � C � et l'ensemble de ses raines simples s'identi�e �aSpG=K = f�p+2; : : : ; �p+q�1g. Le moduleN(LK) �etant sph�erique, X l'est aussi.Le sole de N(LK) est A�(0)p+1. Puisque K n'admet pas de diviseurstable dans N , l'on a V 0 = ;, d'o�u ard �0 = p+ 1. L'on montre failement,par des arguments ombinatoires similaires aux pr�e�edents, que le syst�emesph�erique de X ne peut être que ay(p + q + p) ou son image par un auto-morphisme. Le groupe d'isotropie de e� e1 admettant un semi-invariant dansV (!1), le syst�eme sph�erique de X est ay(p+ q+ p). Le syst�eme sph�erique deG=K �etant aa(p+q+p), l'on a �0 = ��fD+�1 = D+�2p+q ; : : : ; D+�p = D+�p+q+1g.�(D+�1):�0n+1�k � 0 d'o�u �(D+�1):�k = �(D+�1):�0n+1�k = 0.Par ailleurs, �(D+�1):(�2 + �0n) = �1 et �(D+�1):�2 � 0, �(D+�1):�0n � 0 d'o�u�(D+�1):�2 2 f�1; 0g. Quitte �a remplaer le syst�eme sph�erique de X par son image parle G-automorphisme (g; g0) 7�! (t(g0)�1;t g�1), l'on peut supposer que �(D+�1):�2 = 0 etque �(D+�1):�0n = �1. L'on v�eri�e alors ais�ement que ei d�etermine la famille A et que lesyst�eme sph�erique de X est ay(n; n).



8.1. HUIT FAMILLES DE FIBR�ES VECTORIELS 81Notons AY(p + q + p) le sole de ette vari�et�e.Exemple.| Pour p = 2 et q = 2, les soles de N(LK), G=K et X sont :�3
Xaa(p+q+p)[(C p+q)�℄ ave p � 0;q � 2Soient G, K et B omme pr�e�edemment. Consid�erons l'ation de K surle sous-espae vetoriel N de (C p+q)� engendr�e par e�p+2; : : : ; e�2p+q+1 ommesous-groupe de G. Le module N(LK) �etant sph�erique, X l'est aussi.Le sole de N(LK) est A�(q� 2 )�A�(0)p+1. Puisque K n'admet pasde diviseur stable dans N , l'on a V 0 = ;, d'o�u ard �0 = p+ 2. L'on montrefailement, par des arguments ombinatoires similaires aux pr�e�edents, que lesyst�eme sph�erique de X ne peut être que ay((p+1)+(q�1)+p) ou son imagepar un automorphisme. Le groupe d'isotropie de e � e1 admettant un semi-invariant dans V (!2p+q), le syst�eme sph�erique deX est ay((p+1)+(q�1)+p).Le syst�eme sph�erique de G=K �etant aa(p+ q + p), l'on a lorsque q > 2 :�0 = fD+�1 ; D+�2 = D+�2p+q ; : : : ; D+�p+1 = D+�p+q+1; D�p+2g:Lorsque q = 2, ave la onvention �(D+�p+1):(�p+1 + �p+2) = 0, l'on a�0 = fD+�1 ; D+�2 = D+�2p+2 ; : : : ; D+�p+1 = D+�p+3 ; D+�p+2g:Notons AY((p+ 1) + (q � 1) + p) le sole de ette vari�et�e.Exemple.| Pour p = 2 et q = 3, les soles de N(LK), G=K et X sont :�3



82 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIEXaa(n)[�2C n ℄ ave n � 4Soient G = SLn+1 � C � et K le stabilisateur de en+1 2 C n+1 et du sous-espae vetoriel M de C n+1 engendr�e par e1 : : : ; en. Soient N = �2M et Ble sous-groupe de Borel hoisi pr�e�edemment. L'on a SpG=K = S � f�1; �nget LK est, �a un revêtement �ni pr�es, isomorphe �a SLn�1 � (C �)2. De plus,N(LK) ' �2C n�1 � C n�1 est sph�erique don X l'est aussi.Pla�ons-nous dans le as n = 2l pair. Le sole de N(LK) est AC�(n� 2).Le groupe K admet dans N un unique diviseur irr�edutible stable C (form�edes x v�eri�ant x^l = 0).Ainsi, ard �(�) = 1 pour tout � 2 S. Puisque �G=K = f�1 + : : :+ �ng,l'on a �1 + �2; �n�1 + �n 2 �. Le syst�eme sph�erique de X est don a�(n).Le syst�eme sph�erique de G=K �etant aa(n), l'on a �0 = �� fD�1 ; D�ng.D�eterminons �a pr�esent V 0. Soit D0 = G � C. Puisque le sole de N(LK)est AC�(n � 2), l'on a �(D0):(�2 + �3) = �1 et �(D0):(�i + �i+1) = 0 pour3 � i � n�2. Comme �1+ : : :+�n 2 �G=K , l'on a �(D0):(�1+ : : :+�n) = 0.Et puisque �(D0):(�1 + �2) � 0 et que �(D0):(�n�1 + �n) � 0, l'on a�(D0):(�1 + �2) = 0 et �(D0):(�n�1 + �n) = 0. Ainsi, �(D0) = �Æ�2+�3 .Notons AC��(n) le sole de Xaa(n)(�2C n) pour n pair.Exemple.| Pour n = 6, les soles de N(LK), G=K et X sont :�
�Remarque.| Nous aurions aussi pu remarquer que les groupes d'isotro-pie g�en�erique sont r�edutifs et utiliser le paragraphe 7.1 pour montrer que lesyst�eme sph�erique de X est a�(n).Supposons que n = 2l+1 est impair. Le groupeK n'admet pas de diviseurstable dans N don V 0 = ;. Le sole de N �etant AC�(n � 2), le diviseurLK-stable de N \provient" d'un �el�ement D de �(�1) [�(�n) don :ard �(�i) = 1 si 2 � i � n� 1 etard �(�1) [�(�n) = 3:



8.1. HUIT FAMILLES DE FIBR�ES VECTORIELS 83Ainsi, �1 2 � ou �n 2 �. Puisque �(D):(�1 + �2) = �1, les propri�et�es desdonn�ees sph�eriques (voir 1.2) montrent que D 2 �(�1), d'o�u �1 2 �. De plus,puisque �1 + : : : + �n 2 �G=K appartient au semi-groupe engendr�e par �,l'on a �n�1+�n 2 �. Ainsi, le syst�eme sph�erique de X est aa(1)[a�(n�1).L'ensemble ���0 ontient exatement deux �el�ements : D�n et D��1 , elui-i�etant hoisi tel que �(D��1):(�1 + : : :+ �n) = 1.Notons AA(1) [ AC�(n� 1) le sole de Xaa(n)(�2C n) pour n impair.Exemple.| Pour n = 5, les soles de N(LK), G=K et X sont :
�

Xaa(1;1)[Hom (C 2 ; Cm+1)℄ ave m � 1Soit G = SL2 � SL2 � SLm+1 � C � . Consid�erons SL2 plong�e diagonale-ment dans SL2 � SL2 puis dans G et soit K son normalisateur. Soit N leG-module V (!) 
 V (!00) sur lequel K agit omme sous-groupe de G. L'ona SpG=K = f�001; : : : ; �00mg et LK est isomorphe �a C � � SLm+1 � C � . PuisqueN(LK) est sph�erique, X l'est aussi.Pla�ons-nous dans le as m � 2. Le sole de N(LK) est AY (m  1; 0)don V 0N(LK ) = ;, d'o�u V 0 = ; et ard �0 = 3. Puisque � + �0 2 �G=K ,l'on a soit �; �0 2 � soit � + �0 2 �. Cette derni�ere �eventualit�e est ex-lue : en e�et, un groupe d'isotropie g�en�erique de X n'admet pas de semi-invariant dans V (!00m). Ainsi, �; �0 2 � et puisque ard �0 = 3, le syst�emesph�erique de X est ax(1; 1; m 1). Vu le syst�eme sph�erique de G=K, l'on a�0 = �� fD+� = D+�0g.



84 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIEExemple.| Pour m = 2, les soles de N(LK), G=K et X sont :

Pla�ons-nous dans le as m = 1. Le sole de N(LK) est AY (1  1; 0)et K admet dans N un unique diviseur irr�edutible stable C, qui est form�edes appliations qui ne sont pas de rang maximal. Ainsi, ard �0 = 2 et l'onmontre failement, omme pr�e�edemment, que le syst�eme sph�erique de X estax(1; 1; 1).Soit D0 = G � C. Vu le sole de N(LK), �(D0):�00 = �1. Par ailleurs,�+�0 2 �G=K don �(D0):(�+�0) = 0. De plus, �(D0):� � 0 et �(D0):�0 � 0.L'on a don �(D0):� = �(D0):�0 = 0. Ainsi, �(D0) = �Æ�00.Les soles de N(LK), G=K et X sont don :
�
�

Notons AX (1; 1; m 1) le sole de ette vari�et�e pour m � 1.Remarque.| Dans le as m = 1, nous aurions aussi pu remarquer queles groupes d'isotropie g�en�erique sont r�edutifs et utiliser le paragraphe 7.1pour montrer que le syst�eme sph�erique de X est ax(1; 1; 1).Xaa(n)[Hom (Cm+1 ; C n)℄ ave n � 2 et m � 1Soient G = SLn+1 � SLm+1 � C � et K le stabilisateur dans G de en+1 etde l'espae vetoriel M engendr�e par e1 : : : ; en. Soit N = Hom (C n+1 ;M).



8.1. HUIT FAMILLES DE FIBR�ES VECTORIELS 85Choisisons un sous-groupe de Borel de G dont l'intersetion ave SLn+1 estle sous-groupe de Borel qui stabilise le drapeau assoi�e �a e1�en+1, e2; : : : ; en,e1 + en+1. L'on v�eri�e sans trop de peine qu'il est oppos�e �a K et que LK estle sous-groupe de K qui stabilise la droite engendr�ee par e1 et le sous-espaevetoriel de C n+1 engendr�e par e2; : : : ; en. L'on a SpG=K = S � f�1; �ng et, �aun revêtement �ni pr�es, LK est isomorphe �a C � � SLn�1 � SLm+1 � C � . LemoduleN(LK) est isomorphe �a Hom(C m+1 ; C n�1)�(C m+1)� et est sph�erique.Ainsi, X est sph�erique.Supposons que n � m + 1. Le sole de N(LK) est alors, �a permutationdes fateurs simples de LK pr�es, l'image de AY (m (n� 2) + 1; n� 2) parl'automorphisme g 7�!t g�1 de LK .Supposons que n = m + 1. Le groupe K admet alors dans N un divi-seur stable C, form�e des appliations qui ne sont pas de rang maximal. L'ona �1 + : : : + �n 2 �G=K don vu le sole de N(LK), l'on a �1; �n 2 �.Ainsi, � = S. L'on montre alors sans trop de peine que le syst�eme sph�eriquede X est ay(m + 1; m). Le syst�eme sph�erique de G=K �etant aa(n), l'on a�0 = � � fD+�1 ; D��ng. D�eterminons V 0 : soit D0 = G � C l'unique diviseurG-stable irr�edutible de X. Vu le sole de N(LK), l'on a �(D0):� = 0 pour� 2 SpG=K � f�0mg et �(D0):�0m = �1. Par ailleurs, �(D0):(�1 + : : :+ �n) = 0et �(D0):�1, �(D0):�n sont n�egatifs don �(D0):�1 = �(D0):�n = 0. Ainsi,�(D0) = �Æ�0m .Exemple.| Pour n = 4 et m = 3, les soles de N(LK), G=K et N sont�
�Remarque.| Nous aurions aussi pu remarquer que les groupes d'isotro-pie g�en�erique sont r�edutifs et utiliser le paragraphe 7.1 pour montrer que lesyst�eme sph�erique de X est ay(m+ 1; m).



86 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIESupposons que n < m + 1. L'on montre sans trop de peine, omme i-dessus, que V 0 = ;, que le syst�eme sph�erique de X est ay(n; (n� 1)! m) etque l'on a enore �0 = �� fD+�1; D��ng.Nous noterons AY(n; (n� 1)! m) le sole de X lorsque n � m + 1.Supposons que n � m + 2. Quitte �a permuter les fateurs simples de(LK; LK), le sole de N est l'image du sole AY (m;m ! n � 2) par l'auto-morphisme g 7�!t g�1 de LK . De plus, V 0 = ; ar K n'admet pas de diviseurstable dans N .Si n = m+2, puisque V 0 = ;, l'�el�ement de V 0N(LK) \provient" d'un �el�ementde �(�1). Ainsi, ard �(�) = 2 pour tout � 2 S don � = S. Vu le syst�emesph�erique de N , elui de X est aa(1)[ay(m+1; m) et �0 = ��fD+�1 ; D��ng,o�u D��n est l'�el�ement de �(�n) tel que �(D��n ):(�1 + : : :+ �n) = 0.Si n > m + 2, l'on a pour � 2 S :ard �(�) = 1 si � = �1; �n�m�1�(�) = ; si � = �2; : : : ; �n�m�2ard �(�) = 2 sinon.Puisque �G=K = f�1 + : : : + �ng, l'on doit avoir �1 + : : : + �n�m�1 2 �. Lesyst�eme sph�erique de X est don aa(n � m � 1) [ ay(m + 1; m). De plus,�0 = ��fD�1; D��ng, o�u D��n est l'�el�ement de �(�n) tel que �(D��n ) s'annulesur �1 + : : :+ �n.Nous noterons AA(n �m � 1) [ AY(m + 1; m) le sole de ette vari�et�epour n > m + 1.Exemple.| Pour n = 5 et m = 2, les soles de N(LK), G=K et X sont :



8.1. HUIT FAMILLES DE FIBR�ES VECTORIELS 87Xaa(1+p+1)[Hom (C 2 ; Cm+1)℄ ave p � 1 et m � 1Soient G = SLp+3 � SLm+1 � C � et K le sous-groupe de G qui stabilisele sous-espae vetoriel de C p+3 engendr�e par e1; : : : ; ep+1 et le sous-espaevetoriel M de C p+3 engendr�e par ep+2 et ep+3. Consid�erons l'ation de Ksur M omme sous-groupe de G et soit N le K-module Hom(M; C m+1). L'ona SpG=K = S � f�1; �2; �p+1; �p+2g et, �a un revêtement �ni pr�es, LK est iso-morphe �a SLp�1 � (C �)2 � SLm+1 � C � . Le module N(LK) est isomorphe �aC m+1 � C m+1 et est sph�erique don X est sph�erique.Pla�ons-nous dans le as m = 1. Le sole de N(LK) est AY (1 1; 0) etK admet dans N un diviseur irr�edutible stable C form�e des �el�ements quine sont pas de rang deux. Ainsi, ard �0 = 2. Puisque �1 + �p+2 2 �G=K ,l'on a �1; �p+2 2 � ou �1 + �p+2 2 �. Cette derni�ere �eventualit�e est exlue :en e�et, un groupe d'isotropie g�en�erique de X n'admet pas de semi-invariantdans V (!0). Ainsi, �1; �p+2 2 � et puisque ard �0 = 2, le syst�eme sph�eriquede X est ax(1 + p+ 1; 1). Vu le syst�eme sph�erique de G=K, �0 = �(�0).Soit D0 = G�C l'�el�ement de V. Vu le sole de N , l'on a �(D0):�0 = �1 et�(D0):(�1 + �p+2) = �(D0):(�2 + : : : + �p+1) = 0. Par ailleurs, �(D0):�1 � 0et �(D0):�p+2 � 0 : il en r�esulte que �(D0):�1 = �(D0):�p+2 = 0. Ainsi,�(D0) = �Æ�0 .Pla�ons-nous dans le as m � 2. Le sole de N(LK) est alorsAY (m  1; 0) don V 0 = ;. Ainsi, ard �0 = 3 et l'on montre failement,omme i-dessus, que le syst�eme sph�erique de X est ax(1 + p+1; m 1) etque �0 = �(�0m�1) [�(�0m).Notons AX (1 + p+ 1; m 1) le sole de ette vari�et�e pour m � 1.Exemple.| Pour p = 2 et m = 2, les soles de N(LK), G=K et X sont :
Remarque.| Dans le as m = 1, nous aurions aussi pu remarquer queles groupes d'isotropie g�en�erique sont r�edutifs et utiliser le paragraphe 7.1pour montrer que le syst�eme sph�erique de X est ax(1 + p+ 1; 1).



88 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIE8.2 Existene de prolongementsConsid�erons, omme dans l'introdution de e hapitre, une vari�et�e sph�e-rique aÆne lisse X munie d'un isomorphisme ave un �br�e vetoriel G �K N .Rappelons que � : K �! GL(N) d�esigne l'homomorphisme orrespondant �al'ation de K dans N . Le lemme suivant ontribuera �a d�emontrer la propo-sition 8.1.Lemme 8.2 Il existe des prolongements de � �a K. De plus,�(K) = �[(K;K)℄Z[�(K)℄:Commen�ons pour ela par �enoner un r�esultat de ombinatoire. Soit Gun fateur simple de G, dont nous identi�ons l'ensemble des raines simples�a un sous-ensemble S = f�1; : : : ; �ng de S.Lemme 8.3 Si le loalis�e 2 du syst�eme sph�erique de G=K en S est ao(n) ouaa�(p+ 1+ p), elui-i est aussi le loalis�e du syst�eme sph�erique de X en S.Preuve.| Rappelons que les raines sph�eriques de G=K appartiennentau semi-groupe engendr�e par �X (voir 1.4).Supposons que le loalis�e du syst�eme sph�erique de G=K en S est ao(n).Soit � 2 S. Alors 2� appartenant au semi-groupe engendr�e par �X , l'on a� 2 �X ou 2� 2 �X . Or 2� est primitif dans �G=K , il est don aussi primitifdans �X (voir 1.4), d'o�u � =2 �X . Ainsi, 2� 2 �X . Cei valant pour tout� 2 S, le loalis�e du syst�eme sph�erique de X en S est aussi ao(n).Si le loalis�e du syst�eme sph�erique de G=K en S est aa�(p + 1 + p), l'onmontre, en raisonnant omme i-dessus, que 2�p+1 2 �X . Soit �+� 2 �a1�a1G=K .Alors ou bien � + � 2 �X ou bien �; � 2 �X . L'axiome (�2) des syst�emessph�eriques montre que, si l'on avait �; � 2 �X , l'on aurait par un raisonne-ment it�eratif �aX = S � f�p+1g. Mais les axiomes des syst�emes sph�eriquesmontrent aussi que �aX est orthogonal �a �a0X , e qui onduit �a une absurdit�e.L'on a don � + � 2 �X . Cei valant pour tout � + � 2 �a1�a1G=K , le loalis�edu syst�eme sph�erique de X en S est aussi aa�(p+ 1 + p).Nous pouvons maintenant d�emontrer le lemme 8.2.Preuve du lemme 8.2.| Rappelons que l'espae G=K s'�erit omme pro-duit d'espaes homog�enes aÆnes premiers (voir 7.1) :G=K = �l(Gl=Kl)2. La d�e�nition en a �et�e donn�ee en 2.3.



8.3. FIBR�ES VECTORIELS STRICTS 89Supposons que le syst�eme sph�erique de Gl=Kl est ao(n). Soit x un point dela K-orbite ouverte de N , et H l'isotropie de e � x. Alors H � K et d'apr�esle lemme i-dessus, le loalis�e du syst�eme sph�erique de G=H en l'ensembledes raines simples de Gl est ao(n). Il en r�esulte que H ontient K�l . Ceivalant pour tous les points de la K-orbite ouverte de N , le groupe K�l agittrivialement dans N . Le même raisonnement s'applique lorsque le syst�emesph�erique de Gl=Kl est aa�(n + 1 + n) : ii aussi, le groupe K�l agit triviale-ment dans N .�Erivons G=K sous la forme (G0=K 0)�(G00=K 00), o�u G00=K 00 est le produitdes fateurs premiers Gl=Kl dont le syst�eme sph�erique est aa�(n+1+ n) ouao(n). Posons ~K = K=(K 00; K 00) et ~K = K=(K 00; K 00). D'apr�es le lemme 7.1,l'on a K = (K 0; K 0)Z(K 0) � K 00. Puisque K 00=(K 00; K 00) est ab�elien, l'on a~K = (K 0; K 0)Z( ~K). Il en r�esulte que ~K = (K 0; K 0)Z( ~K). Comme (K 00; K 00)agit trivialement dans N , � passe au quotient en un homomorphisme~K �! GL(N). Puisque ~K = (K 0; K 0)Z( ~K) et que ~K = (K 0; K 0)Z( ~K),elui-i se prolonge �a ~K ; il existe don un prolongement de l'ation de Ksur N �a K. L'on a alors lairement �(K) = �[(K;K)℄Z[�(K)℄ ; la seondeassertion du lemme en r�esulte diretement.8.3 Fibr�es vetoriels stritsNous d�emontrons dans e paragraphe la proposition 8.1. Rappelons queX est une vari�et�e sph�erique aÆne lisse munie d'un isomorphisme ave un�br�e vetoriel G �K N . Ce qui pr�e�ede montre qu'il existe un prolongementde l'ation de K sur N �a K. Soit � : K �! GL(N) l'homomorphisme or-respondant �a ette ation.a) Nous dirons que G �K N est d�eomposable lorsqu'il existe{ une fatorisation G=K = (G1=K1)� (G2=K2) et{ une �eriture N = N1 � N2 en somme de sous-modules : N1 sur lequel(K2; K2) agit trivialement et N2 sur lequel (K1; K1) agit trivialement.Cei �equivaut �a l'existene d'un � 2 Mor(K#; TN;K) tel que G �K N� soit unproduit non trivial (en e�et, d'apr�es le lemme 8.2, �(K) = �[(K;K)℄Z[�(K)℄).La notion de �br�e vetoriel ind�eomposable prolonge elle de modulesph�erique ind�eomposable et d'espae homog�ene aÆne premier. Un �br�e ve-toriel sera dit strit lorsqu'il n'est isomorphe ni �a un module sph�erique ni �aun espae homog�ene.



90 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIEExemple 10.| Un �br�e en droites sph�erique sur un espae homog�eneaÆne est toujours d�eomposable. Par ontre, la vari�et�e SL4 �GL3 C 3 du pa-ragraphe 4.2 est ind�eomposable.b) Revenons au �br�e vetoriel sph�erique G �K N . Rappelons que nousavons not�e Gst = (G;G)� TN;K et Kst = K# � TN;K (ave K = K#Gr). Ilexiste alors � 2 Mor(K#; TN;K) tel que Gst �Kst N� soit le produit{ d'un espae homog�ene sph�erique et aÆne sous l'ation d'un groupesemi-simple, dont l'isotropie est sph�eriquement lose,{ d'un module sph�erique standard et{ de �br�es vetoriels strits sur un espae homog�ene dont l'isotropie estsph�eriquement lose.Prouver la proposition 8.1 revient don �a montrer que les �br�es vetorielsstrits sur un espae homog�ene dont l'isotropie est sph�eriquement lose sont,�a un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et �a automorphisme de G pr�es, eux des huitfamilles �enum�er�ees. Cei tient en les trois aÆrmations suivantes.D�esormais, G �K N sera un un �br�e vetoriel sph�erique strit pour lequelG = (G;G)� TN;K et K = K# � TN;K. Voii la premi�ere aÆrmation.1. Si (G;G)=K# est premier, G �K N est, �a un �el�ement deMor(K#;TN;K) et �a automorphisme pr�es, isomorphe �a Xa(n)[C n+1 ℄,Xaa(n;n)[C n+1 ℄, Xaa(p+q+p)[C p+1 ℄, Xaa(p+q+p)[(C p+q)�℄ ou Xaa(n)[�2C n ℄.Preuve.| Soit sf le syst�eme sph�erique de G=K. Nous allons d�eterminer,dans haque as, quel peut être le K-module N �a un �el�ement deMor(K#; TN;K) et �a automorphisme pr�es. Nous utiliserons le rit�ere de sph�eri-it�e du paragraphe 8.1 et reprendrons la notation LK et les di��erents hoixde B de e paragraphe.a) Si sf �etait ao(n) ou aa�(n+1+n), d'apr�es la d�emonstration du lemme8.2, (K;K) agirait trivialement dans N , mais ei est impossible ar G �K Nne serait alors pas strit.b) Si sf �etait ay(n � 1; n) ou ax(1; 1; 1), un alul de dimension montreque dim B \ K# = 0, e qui onduit �a une absurdit�e ar G �K N ne seraitalors pas strit 3.3. L'on aurait aussi pu �eliminer es as par des onsid�erations ombinatoires omme on



8.3. FIBR�ES VECTORIELS STRICTS 91) Si sf �etait a�(n) ave n pair � 3, un alul de dimension montre quel'on aurait dim B \K � 1. C'est, omme pr�e�edemment, impossible.d) Supposons que sf = ax(1+p+1; 1). Alors (G;G) = SLp+3�SL2. Soite1; : : : ; ep+3 la base anonique de C p+3 , et e01; e02 elle de C 2 . Pour un ertainhoix 4 de B, LK est le sous-groupe deK qui admet e01 et e02 omme invariants,e1, e2, ep+2 et ep+3 omme semi-invariants de même poids, et e3 ^ : : : ^ ep+1omme semi-invariant.L'un des sous-modules irr�edutibles de N est, d'apr�es le hapitre 5, �a dua-lit�e pr�es isomorphe �a C 2 , C p+1 , �2C p+1 , S2C p+1 ou Hom(C 2 ; C p+1). D'apr�esla desription qui a �et�e faite de LK, haun de es modules ontient deuxdroites stables sur lesquelles LK agit ave même poids : G �K N n'est donpas sph�erique.e) Supposons que sf = a(n). D'apr�es la lassi�ation des Spn+1-modulessph�eriques (voir [Le℄),N est isomorphe �a C n+1 ou son dual. Le �br�eG�KN estalors, �a un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et �a automorphisme pr�es, isomorphe�a Xa(n)[C n+1 ℄.f) Supposons que sf = aa(n; n). Rappelons qu"alors le groupe LK est leproduit d'un tore maximal de (K;K) et de TN;K . Le (K;K)-module N estdon isomorphe �a C n+1 ou son dual. Le �br�e G �K N est alors, �a un �el�ementde Mor(K#; TN;K) et �a automorphisme pr�es, isomorphe �a Xaa(n;n)[C n+1 ℄.g) Supposons que sf = aa(p + q + p). Commen�ons par supposer que Nest irr�edutible. D'apr�es [Le℄, 'est, �a dualit�e pr�es, l'un des (K;K)-modulessuivants :{ C p+1 : le �br�e G �K N est alors, �a un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et �aautomorphisme pr�es, isomorphe �a Xaa(p+q+p)[C p+1 ℄ ;{ (C p+q)� : le �br�e G �K N est alors, �a un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et�a automorphisme pr�es, isomorphe �a Xaa(p+q+p)[(C p+q )�℄ ;{ �2C p+q qui est sph�erique sous l'ation de LK si et seulement si p =0 : le �br�e G �K N est alors, �a un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et �aautomorphisme pr�es, isomorphe �a Xaa(q)[�2C q ℄ ;l'a fait pour ao(n) et aa�(n+ 1 + n).4. relatif aux drapeaux assoi�es aux veteurs e01 + e02; e01 � e02 ete1 + ep+2; e2 + ep+3; e3; : : : ; ep+1; e2 � ep+3; e1 � ep+2:



92 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIE{ �2C p+1 , S2C p+1 , S2C p+q ou Hom(C p+1 ; C p+q), dont on v�eri�e sans tropde peine qu'auun n'est sph�erique sous l'ation de LK .Nous pouvons �a pr�esent traiter le as o�u N n'est pas irr�edutible. Ce quipr�e�ede montre qu'il �gure, �a automorphisme pr�es, parmi les (K;K)-modulessuivants : C p+1�C p+1 , C p+1�(C p+1)�, C p+q�C p+q , C p+q�(C p+q )�, C q��2C qou C p+1 � C p+q , dont on v�eri�e ais�ement qu'auun n'est LK-sph�erique.Cei ah�eve la d�emonstration de la premi�ere assertion destin�ee �a prouverla proposition 8.1. Voii la deuxi�eme.2. Si (G;G)=K# est le produit de deux espaes premiers, le �br�eG�KN est, �a un �el�ement de Mor(K#;TN;K) et �a automorphisme pr�es,isomorphe �a Xaa(1;1)[Hom(C 2 ; Cm+1)℄, Xaa(1+p+1)[Hom(C 2 ; Cm+1)℄, ouXaa(n)[Hom(Cm+1; C n)℄.Nous utiliserons pour d�emontrer ette assertion le r�esultat suivant. SoientG1 et G2 des groupes r�edutifs onnexes. Soient K1 un sous-groupe r�edutifsph�erique de G1 et N1 un K1-module, K2 un sous-groupe r�edutif sph�eriquede G2 et N2 un K2-module. Supposons que (G1 � G2) �K1�K2 Hom(N1; N2)soit sph�erique. Faisons agit C � sur haun des Ni (i = 1; 2) ave un arat�erenon nul.Lemme 8.4 Chaque (Gi � C �) �Ki�C� Ni est sph�erique.Preuve.| Soit Bi un sous-groupe de Borel de Gi oppos�e �a Ki (i = 1; 2).Alors B1 � B2 est oppos�e �a K1 � K2 et d'apr�es le lemme 4.2, le groupe(B1\K1)�(B2\K2) a un nombre �ni d'orbites dans Hom(N1; N2). Fixons unedroite d1 de N1. Les traes des (B1\K1)�(B2\K2)-orbites sur Hom(d1; N2)sont en nombre �ni. Puisque B1 \K1 agit dans d1 omme un sous-groupe deC � , le groupe C � � (B2 \K2) n'a qu'un nombre �ni d'orbites dans N2. Unenouvelle appliation du lemme 4.2 montre alors que (G2� C �) �K2�C� N2 estsph�erique.L'on montre de même que (B1\K1)� C � n'a qu'un nombre �ni d'orbitesdans N�1 . D'apr�es [Py℄, ei entrâ�ne que (B1 \ K1) � C � n'a qu'un nombre�ni d'orbites dans N1, d'o�u le lemme.Preuve de l'assertion 2.| �Erivons (G;G)=K# = (G1=K1) � (G2=K2).Commen�ons par traiter le as o�u N est irr�edutible. Le �br�e G �K N estalors de la forme (G1 �G2 � C �) �K1�K2�C� Hom(N1; N2)



8.3. FIBR�ES VECTORIELS STRICTS 93o�u Ni est un Ki-module de dimension au moins deux (i = 1; 2). D'apr�es lelemme pr�e�edent, haque vari�et�eXi = (Gi � C �) �Ki�C� Niest sph�erique. De plus, l'espae homog�ene Gi=Ki est soit premier, soit r�eduit�a un point : la vari�et�e Xi est don, �a un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et �aautomorphisme pr�es, l'une des vari�et�es �enon�ees au point 1 ou un modulesph�erique. Nous allons, pour d�emontrer le point 2, examiner es di��erentespossibilit�es. Commen�ons par quelques observations pour r�eduire le nombrede as �a examiner.La vari�et�e G �K N �etant un �br�e strit, haque Xi est ind�eomposable etl'un au moins des Xi n'est pas une repr�esentation. Supposons, quitte �a les�ehanger, qu'il s'agit de X1.Il r�esulte par ailleurs de la lassi�ation des modules sph�eriques (voir [Le℄)que si X2 est une repr�esentation, 'est le SLm+1-module C m+1 ou son dual.Il r�esulte aussi de ette lassi�ation que Xi 6= Xaa(n)[�2C n ℄ : il n'existe ene�et pas de module sph�erique de la forme Hom(�2C n ; N2) o�u N2 n'est pasune droite.La vari�et�e X1 est don �a un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et �a automor-phisme pr�es, isomorphe �a Xa(n)[C n+1 ℄, Xaa(n;n)[C n+1 ℄, Xaa(p+q+p)[C p+1 ℄ ouXaa(p+q+p)[(C p+q)�℄. Examinons es as un par un.Soient B1 un sous-groupe de Borel de G1 oppos�e �a K1 et B2 un sous-groupe de Borel de G2 oppos�e �a K2. Lorsqu'au ours de la d�emonstrationdu point 1 le hoix d'un sous-groupe de Borel partiulier a �et�e fait, nous leonserverons.a) Supposons que X1 = Xa(n)[C n+1 ℄. Le LK1-module N1 est alors lasomme de n+12 opies de C 2 (voir 8.1). D'apr�es la lassi�ation des mo-dules sph�eriques (voir [Le℄), il n'existe pas de K2-module N2 de dimensionsup�erieure �a 2 tel que Hom(N1; N2) soit sph�erique sous l'ation de LK .b) Supposons que X1 = Xaa(n;n)[C n+1 ℄. Alors LK1 est un tore maximalde (K;K). Si X2 est le SLm+1-module C m+1 , Hom(N1; N2) admet une LK-orbite ouverte si et seulement si n = 1. �A un �el�ement de Mor(K#; TN;K)et �a automorphisme pr�es, G �K N est isomorphe �a Xaa(1;1)[Hom(C 2 ; C m+1)℄.Les autres possibilit�e pour X2 s'�eliminent sans peine �a l'aide de la remarquei-dessous, qui se d�emontre ais�ement.



94 CHAPITRE 8. G�EOM�ETRIERemarque.| Soient k; l � 2, Tk et Tl des tores maximaux de GLk et GLl.Consid�erons une ation de C � sur Hom(C k ; C l) par un arat�ere non trivial.Le Tk � Tl � C � -module Hom(C k ; C l) n'est alors pas sph�erique.) Supposons que X1 = Xaa(p+q+p)[C p+1 ℄. Rappelons que N1 est alors, entant que LK1-module, une somme de droites.Si X2 est le SLm+1-module C m+1 , Hom(N1; N2) est sph�erique pour l'a-tion de LK si et seulement si p = 1. �A un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et �aautomorphisme pr�es, G �K N est isomorphe �a Xaa(1+q+1)[Hom(C 2 ; C m+1)℄.Les autres possibilit�e pour X2 s'�eliminent sans peine �a l'aide de la remarquei-dessus.d) Supposons que X1 = Xaa(p+q+p)[(C p+q)�℄. Si X2 est le SLm+1-moduleC m+1 , Hom(N1; N2) est isomorphe �a (C m+1)�p+1�Hom(C q�1 ; C m+1) (en tantque LK-module), qui est sph�erique sous l'ation de LK si et seulement sip = 0. Le �br�e G �K N est alors �a un �el�ement de Mor(K#; TN;K) et �a auto-morphisme pr�es, isomorphe �a Xaa(q)[Hom(C m+1 ; C q )℄.Nous pouvons �a pr�esent traiter le as o�u N n'est pas irr�edutible. Le �br�eG �K N �etant strit, il existe un sous-module irr�edutible N 0 de N sur lequelhaun des sous-groupes (K1; K1) et (K2; K2) agit non trivialement. Le �br�evetoriel G�KN 0 est alors strit ; N �etant irr�edutible, il est, �a un �el�ement deMor(K#; TN;K) et �a automorphisme pr�es, isomorphe �a l'une des trois vari�et�espr�e�edemment obtenues :Xaa(1;1)[Hom(C 2 ; C m+1)℄ : la lassi�ation des modules sph�eriques (voir le pa-ragraphe 5.1) montre alors qu'�a automorphisme pr�es, N est isomorphe �aC 2 � Hom(C 2 ; C m+1) ou C m+1 � Hom(C 2 ; C m+1), mais l'on v�eri�e sans tropde peine qu'auun n'est sph�erique pour LK ;Xaa(1+q+1)[Hom(C 2 ; C m+1)℄ : la lassi�ation des modules sph�eriques montrequ'�a automorphisme pr�es, N est isomorphe �a l'un des modules suivants :C 2 � Hom(C 2 ; C m+1), C q+1 � Hom(C 2 ; C m+1) ou C m+1 � Hom(C 2 ; C m+1),mais l'on v�eri�e sans trop de peine qu'auun n'est sph�erique pour LK ;Xaa(q)[Hom(C m+1 ; C q )℄ : la lassi�ation des modules sph�eriques montre qu'�aautomorphisme pr�es, N est isomorphe �a C q � Hom(C m+1 ; C q ) ou C m+1 �Hom(C m+1 ; C q ), mais l'on v�eri�e sans trop de peine qu'auun n'est sph�eriquepour LK .



8.3. FIBR�ES VECTORIELS STRICTS 953. L'espae (G;G)=K# n'est pas le produit de trois ou plus fateurspremiers.Preuve.| �Erivons G=K omme produit d'espaes homog�enes premiersGl=Kl. Observons que N ne peut être ir�edutible : il existerait au plus deuxsous-groupes Kl dont le groupe d�eriv�e n'agit pas trivialement dans N , le �br�eG �K N ne pourrait don être strit.Il existe don un sous-groupe Kl dont le groupe d�eriv�e agit dans aumoins deux sous-modules irr�edutibles M et M 0 de N : en e�et, N n'est pasirr�edutible et G �K N est strit. Ramenons-nous �a la situation des points 1et 2 omme suit. �Erivons M sous la forme M = Hom (M1;M2) o�u M1 estun Kl-module et M2 un (�k 6=lKk)-module. Il existe par ailleurs un unique l0tel que (Kl0 ; Kl0) agisse non trivialement dans M 0. D'apr�es le lemme 8.4, lavari�et�e (Gl �Gl0 � C � � C �) �Kl�Kl0�C��C� (M1 �M 0)est sph�erique (C � � C � agissant omme TM1�M 0;K). Les assertions 1 et 2montrent alors que ette vari�et�e est un espae vetoriel. Cei est absurde, arG �K N ne serait alors pas strit.
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Chapitre 9Sur la ombinatoire desvari�et�es sph�eriques aÆnes lissesL'objetif de e hapitre est de d�erire ombinatoirement les vari�et�es sph�e-riques aÆnes lisses (th�eor�eme B). Commen�ons pour ela par �etablir la listeSA des soles admissibles 1.Proposition 9.1 Les soles admissibles sont, �a automorphisme pr�es, lesproduits de soles de la liste SA.Voii omment lire la liste SA des soles admissibles premiers �a automor-phisme pr�es. Chaque sole orrespond �a une ligne. Les trois premi�eres o-lonnes d�e�nissent un sole Sp, �, A, �0, V 0 omme suit. La premi�ere olonneontient un symbole (d�ependant d'entiersm et n), dont les lettres sont des mi-nusules, des majusules, ou des majusules alligraphi�ees (omme A; C;Y).Ce \même" symbole, dont les lettres sont not�ees en minusules, d�e�nit (aveles notations de 2.4) un syst�eme sph�erique Sp, �, A (sauf AC��(n) etAC��(n),dont nous d�e�nissons le syst�eme sph�erique omme �etant a�(n)). La deuxi�emeolonne d�e�nit l'ensemble �0, la troisi�eme la famille V 0. Nous avons adopt�eles onventions suivantes :{ les soles des espaes homog�enes aÆnes sont identi��es �a leur syst�emesph�erique (ar �0 = ; et V 0 = ;) don not�es en minusules,{ les soles vetoriels sont, omme en 5.1, not�es en majusules et{ les autres soles sont not�es en majusules alligraphi�ees.1. Rappelons que les soles admissibles ont �et�e d�e�nis, au hapitre 3, omme euxprovenant des vari�et�es sph�eriques aÆnes lisses.



98 CHAPITRE 9. COMBINATOIRELa quatri�eme olonne d�e�nit un ensemble �� � ���0 dont la signi�ation 2sera donn�ee en 10.3 . La inqui�eme donne un exemple du sole onsid�er�epour des valeurs partiuli�eres des entiers m et n par un diagramme (qui rendlaires les valeurs retenues pourm et n). La signi�ation, sur les diagrammes,des \ronds" noiris, qui orrespondent �a l'ensemble ��, sera aussi donn�ee en10.3. La derni�ere ase rappelle la vari�et�e standard ayant le sole onsid�er�e(voir le hapitre 8).

2. Elle n'est pas n�eessaire pour la ompr�ehension du hapitre 9.



Liste SA



Sole �0 V 0 �� Dessin Vari�et�e standardA�(n ), n � 0 � ; si n 6= 0f0g si n = 0 ; C n+1ao(n); n � 2 ; ; ; SLn+1=N(SOn+1)AO(n), n � 1 � �Æ2�1 ; � S2C n+1a(n), n � 3 impair ; ; ; SLn+1=N(Spn+1)AC(n (n� 1)), n � 4 pair � ; ; �2C n+1AC(n), n � 3 impair � �Æ�1+2�2+�3 ; � �2C n+1



Sole �0 V 0 �� Dessin Vari�et�e standarda�(n), n � 4 pair ; ; ; SLn+1=N(Spn)AC�(n), n � 3 impair D�k ; k impair ; ; Xa(n)(C n+1)AC�(n), n � 3 � �Æ�1+�2 ; � C n+1 � �2C n+1AC��(n), n � 4 pair �� fD�1; D�ng �Æ�2+�3 D�1 ; D�n � Xaa(n)(�2C n)AC��(n), n � 3 impair � �Æ�2+�3 ; � (C n+1)� � �2C n+1



Sole �0 V 0 �� Dessin Vari�et�e standardAA(1) [ AC�(n� 1), n � 4 pair � ; ; (C n+1)� � �2C n+1AA(1) [ AC�(n� 1), n � 5 impair �� fD��1 ; D�ng ; D��1 ; D�n Xaa(n)(�2C n)aa(p+ q + p), p � 0, q � 1 ; ; D�p+1 ; D�p+q si q 6= 1D+�p+1 ; D��p+q si q = 1 SL2p+q+1=S(GLp+1 �GLp+q)aa�(p+ 1 + p), p � 0 ; ; ; SL2p+2=N(SLp+1 � SLp+1)aa(n; n), n � 1 ; ; ; SLn+1 � SLn+1=N(�SLn+1)AA(n; n! m), m � n � 1 � ; si n 6= m�Æ�1+�0n si n = m ; Hom (C m+1 ; C n+1)



Sole �0 V 0 �� Dessin Vari�et�e standardAY(p+ q + p)p; q � 1 D��1 = D��2p+q�1 ; : : : ; D��p�1 = D��p+q+1D��p; D��2p+q ; D�p+1 ; D�p+qsi q 6= 1D+�p+1; D��p+1si q = 1 Xaa(p+q+p)(C p+1)

AY((p+ 1) + (q � 1) + p)p � 0; q � 2 D+�2 = D+�2p+q ; : : : ; D+�p+1 = D+�p+q+1;D+�1 ; D�p+2 si q > 2D+�2 = D+�2p+2 ; : : : ; D+�p+1 = D+�p+3 ;D+�1 ; D+�p+2 si q = 2 ; D��p+1 ; D�p+qsi q > 2D��p+1; D+�p+2si q = 2 Xaa(p+q+p)(C p+q )�

AY(n; n)n � 1 D��1 = D��0n ; : : : ; D��n�1 = D��01 ,D��n ; D��0n ; ; Xaa(n;n)(C n+1)

AY (n; n! m)m � n � 1 � ;si m 6= n�Æ�0nsi m = n ; C n+1 � Hom (C m+1 ; C n+1)

AY (n;m n)m � n � 2 � ;si m 6= n�Æ�01si m = n ; C n+1 � Hom (C n+1 ; C m+1)

AY (m;m) [ AA(n�m)n � m + 1 � 1 � ; si m 6= 0�Æ�1+:::+�n si m = 0 ; C n+1 � Hom (C n+1 ; C m+1)



Sole �0 V 0 �� Dessin Vari�et�e standarday(n; n� 1)n � 2 ; ; ; SLn+1 � SLn=N(�SLn)

AY (n m + 1; m)n � m + 1 � 1 � ;si m 6= m+ 1,�Æ�1si n = m+ 1 ; C n+1 � Hom (C m+1 ; C n+1)

AY(n; (n� 1)! m)m + 1 � n � 2 �� fD+�1; D��ng ;si n 6= m + 1,�Æ�0msi n = m+ 1 D+�1 ; D��n Xaa(n)[Hom (C m+1 ; C n)℄

AA(n�m� 1) [ AY(m+ 1; m)n > m + 1 � 2 �� fD�1; D��ngsi n = m + 2�� fD+�1; D��ngsi n > m + 2 ; D�1 ; D��nsi n = m + 2D+�1 ; D��nsi n > m + 2 Xaa(n)[Hom (C m+1 ; C n)℄



Sole �0 V 0 �� Dessin Vari�et�e standardax(1 + p+ 1; 1)p � 1 ; ; ; SLp+3 � SL2=N(SLp+1 ��SL2)

AX (1 + p+ 1; m 1)p;m � 1 D+�0m ; D��0m ; D�0m�1si m 6= 1D+�0m ; D��0msi m = 1 ; si m 6= 1�Æ�0 si m = 1 D�2 ; D�p+1si p 6= 1,D+�2 ; D��2si p = 1 Xaa(1+p+1)[Hom (C 2 ; C m+1)℄

ax(1; 1; 1) ; ; ; SL2 � SL2 � SL2=N(�SL2)

AX(n 1; 1; m 1)n;m � 1 � ; si n;m 6= 1�Æ� si n = 1; m 6= 1�Æ�00 si n 6= 1; m = 1�Æ�;�Æ�00 si n = m = 1 ; Hom (C 2 ; C n+1)� Hom (C 2 ; C m+1)

AX (1; 1; m 1)m � 1 �� fD+�1 = D+�01g ; si n;m 6= 1�Æ�00 si m = 1 ; Xaa(1;1)[Hom (C 2 ; C m+1)℄



106 CHAPITRE 9. COMBINATOIRE9.1 Liste SA des soles admissiblesL'objetif de e paragraphe est de d�emontrer la proposition 9.1 : nousraisonnerons omme dans le paragraphe 5.1, lorsqu'il s'est agi de trouver laliste des soles vetoriels.Fixons une vari�et�e sph�erique aÆne lisse X munie d'un isomorphismeave un �br�e vetoriel G �K N (voir 1.4). Choisissons un prolongement del'homomorphisme � : K �! GL(N) �a K, que nous ontinuerons �a no-ter �. Soient N st l'espae vetoriel N muni de sa struture de Kst-module etXst = Gst �Kst N st le standardis�e de X (pour tout ei, voir le hapitre 8).Nous pouvons �a pr�esent �enoner l'analogue du lemme 5.1.Lemme 9.1 Les vari�et�es X et Xst ont le même sole.La proposition 9.1 en d�eoule. En e�et, le sole de Xst est visiblement leproduit d'un sole vetoriel, du sole d'un espae homog�ene aÆne et, �a auto-morphisme pr�es, de soles des vari�et�es des huit familles. Ce sont pr�eis�ementeux de la liste SA (voir le hapitre 5, les paragraphes 7.1 et 8.1).Pr�eparons la d�emonstration du lemme 9.1 par deux remarques.Remarque 1.| �Erivons, omme en 8.1, le th�eor�eme de struture loalepour G=K : P u� (L=(L \K)) est P -isomorphe �a BK=K. De plus, le lemme6.1 montre que �L=(L\K) = �G=K et les �el�ements de e r�eseau se prolongent(de fa�on unique) en des arat�eres de L. Ainsi, L \K est l'intersetion desnoyaux de tous es arat�eres. De même, L\K est l'intersetion des noyauxdes �el�ements de �G=K ; l'on a don B \K = (B \K)Z(B \K). Ainsi, B \Kposs�edant une orbite ouverte dans N (voir 8.1), les B \K-orbites de N ensont les B \K-orbites.Remarque 2.| Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a K. Lequotient � : G � N �! G �K N de G � N sous l'ation de K induit unebijetion de VX dans l'ensemble des diviseurs premiers G � K-stables deG � N . Il induit aussi une bijetion de �X dans l'ensemble des diviseurspremiers B�K-stables mais non G�K stables de G�N . Celle-i se restreinten une bijetion de �0X dans l'ensemble des diviseurs premiers B�K-stablesmais non G�K stables de G�N ontenant G� f0g.De plus, l'appliation qui, �a un diviseur D de G�N assoie D\(feg�N)est une bijetion de l'ensemble des diviseurs premiers B � K-stables onte-nant G� f0g dans l'ensemble des diviseurs B \K-stables de N .



9.1. LISTE SA DES SOCLES ADMISSIBLES 107Preuve du lemme 9.1.| Commen�ons par nous ramener, par des appli-ations suessives du lemme 5.2, au as o�u Gr = TN;K. Soit X 0 le �br�eG�KGrN , o�u KGr agit dans N via l'homomorphisme �. Consid�erons le mor-phisme naturel � : X = G �K N �! G �KGr N . Puisque K et KGr ont lamême lôture sph�erique, il induit une bijetion de �X ��0X sur �X0 ��0X0 .Supposons que B est oppos�e �a K. Pour montrer que � induit une bijetionde �0X sur �0X0 , il suÆt de montrer que les diviseurs B \ K-stables de Nsont stables par B\ (KGr) = (B\K)Gr. Cei est lair : l'ation de K sur N�etant sph�erique, les B \K-orbites sont en nombre �ni, stables par TN;K, etGr agit omme sous-groupe de TN;K . De plus, � induit une bijetion de VX0sur VX . Le lemme 5.2 montre don que X et X 0 ont le même sole.Soit K 0 = (KGr) \ (G;G). Consid�erons l'ation de K 0 sur N via �. L'onv�eri�e sans peine, omme i-dessus, que le lemme 5.2 s'applique aussi :{ aux groupes G et G� TN;K et au morphismeG �KGr N �! (G� TN;K) �(KGr�TN;K) N;{ aux groupes (G;G)� TN;K et G� TN;K et au morphisme[(G;G)� TN;K ℄ �(K0�TN;K) N �! (G� TN;K) �(KGr�TN;K) N:Tous es �br�es ont don le même syst�eme sph�erique et le même ensembleV 0. Ayant visiblement le même ensemble �0, ils ont le même sole. Quitte �arempaer X par le dernier �br�e, e qui ne hange rien �a son sole, l'on peutdon supposer que Gr = TN;K. Soit �st l'homomorphisme qui orrespond �al'ation de Kst sur N st. L'on a Kst = K et les homomorphismes � et �stdi��erent d'un �el�ement de Mor(K; TN;K) (voir le hapitre 8).Montrons �a pr�esent que le sole de X est elui de Xst. L'ation de K surN �etant sph�erique, les K-orbites de N sont stables par TN;K. Les K-orbitesde N sont ainsi, d'apr�es le lemme 8.2, les K-orbites de N . Puisque � et �stdi��erent d'un �el�ement de Mor(K; TN;K), e sont aussi les K-orbites de N st.De même, d'apr�es la premi�ere remarque i-dessus, les B \ K-orbites de Nsont stables par B \K, e sont don les B \K-orbites de N st.La seonde remarque i-dessus montre alors que les diviseurs B � K-stables de G� N sont les diviseurs B �K-stables de G� N st. De plus, lesdiviseurs G�K-stables de G�N sont les diviseurs G�K-stables de G�N st.



108 CHAPITRE 9. COMBINATOIRESoient O la K-orbite ouverte de N , n 2 O, H le groupe d'isotropie dee � n 2 X et Hst le groupe d'isotropie de e � n 2 Xst. Consid�erons le G-morphisme G�O �st�! G=Hst pst�! G=Hst:Il se fatorise �a travers � : G�O �! G=H en un G-morphismej : G=H �! G=Hst:Soient en e�et k 2 K et g 2 G ; il existe alors t 2 TN;K tel que �(k) = �st(kt)et l'on a pst Æ �st[k � (g; n)℄ = pst Æ �st(gk�1; �(k)n)= pst Æ �st(gk�1; �st(kt)n)= pst Æ �st(gk�1kt; n)= pst Æ �st(gt; n)= pst(gtHst)= gHst:D'apr�es e qui pr�e�ede, j induit une bijetion entre �X et �Xst ; le lemme 5.2montre don que X et Xst ont le même syst�eme sph�erique. De plus, ettebijetion se restreint en une bijetion entre �0X et �0Xst.Montrons �a pr�esent que V 0X = V 0Xst . Soit p l'appliation rationelle G-�equivariante d�e�nie sur la G-orbite ouverte de G �K N par p(e � n) = H.D�e�nissons pst de fa�on similaire et onsid�erons le diagramme :G�N �st���! G �K N st�??y ??ypstG �K N p���! G=H = G=HstC'est un diagramme ommutatif. En e�et, si (g; v) 2 G�O, il existe k 2 Ktel que �(k)n = v et t 2 TN;K tel que �st(tk)n = v. Alorsp Æ �(g; v) = p(g � �(k)n) = p(gk � n) = gkH etpst Æ �st(g; v) = pst(g � �(tk)n) = pst(gtk � n) = gkHst:De plus, � induit une bijetion de VX dans l'ensemble des diviseurs premiersG�K-stables de G�N . Ceux-i sont de la formeG�D0, o�uD0 est un diviseurpremierK-stable de N . Ils sont don K-stables pour l'ation standard. Ainsi,



9.2. CLASSIFICATION COMBINATOIRE 109�st induit une bijetion entre l'ensemble des diviseurs premiers G�K-stablesdeG�N et VXst . SoitD 7�! Dst la bijetion ainsi onstruite de VX dans VXst .Voyons C (G�K N) et C (G�K N st) omme des sous-orps de C (G�N). SiD 2 VX , les valuations assoi�ees �a D et Dst o��nident sur leur intersetion.Celle-i, puisque le diagramme i-dessus est ommutatif, ontient C (G=H ).Ainsi, �X(D) et �Xst(Dst) o��nident sur < � >. Cei ah�eve la preuve dulemme 9.1.9.2 Classi�ation ombinatoireL'objetif de e paragraphe est d'obtenir la lassi�ation ombinatoiredes vari�et�es sph�eriques aÆnes lisses :Th�eor�eme B Une G-vari�et�e sph�erique simple X est aÆne et lisse si etseulement si{ les �X(D), pour D 2 D0X, forment un d�ebut de base de ��X et{ son sole est, �a G-automorphisme pr�es, produit de soles de la liste SA.Pour d�emontrer e r�esultat, nous utiliserons un orollaire du th�eor�eme A :Proposition 9.2 Le sole r�eduit d'un sole admissible est vetoriel.Preuve.| Soit s un sole admissible. Il existe une vari�et�e sph�erique aÆnelisseX dont s est le sole : le th�eor�eme A montre alors que le sole de la donn�eesph�erique simple r�eduite de X est vetoriel. Puisque so Æ red = red Æ so(voir 8.1), e sole est le sole r�eduit de s.Nous pouvons �a pr�esent d�emontrer le th�eor�eme B.Preuve du th�eor�eme B.| Ces onditions sont n�eessaires : si X est unevari�et�e sph�erique aÆne lisse, son sole est par d�e�nition admissible, 'est dond'apr�es la proposition 9.1 un produit, �a automorphisme pr�es, de soles de laliste SA. D'apr�es le rit�ere de lissit�e (voir 1.3), les �X(D), pour D 2 D0X ,forment de plus un d�ebut de base de ��X .Les onditions �enon�ees sont aussi suÆsantes : soitX une vari�et�e sph�eriquesimple dont le sole est un produit, �a automorphisme pr�es, de soles de laliste SA et telle que les �X(D), pour D 2 D0X , forment un d�ebut de base de��X . Alors le sole r�eduit de elui de X est vetoriel (proposition 9.2) et leth�eor�eme A montre que X est lisse. De plus, puisque \l'aÆnit�e se lit sur lesole" (voir 3.1), X est aÆne.



110 CHAPITRE 9. COMBINATOIRE9.3 G�eom�etrie et ombinatoireCe paragraphe 3 pr�esente des ompl�ements sur les liens qui existent entrela g�eom�etrie d'une vari�et�e sph�erique aÆne lisse et sa ombinatoire. Com-men�ons par une onstatation :Proposition 9.3 Les soles de la liste SA sont premiers. De plus, l'appli-ation qui, �a une vari�et�e de la liste SA assoie son sole est injetive.Nous avions vu (au paragraphe 3.2) qu'une vari�et�e dont le sole s'�eritomme produit n'est pas n�eessairement elle-même un produit. Le lemme 9.1et la proposition 9.3 permettent de pr�eiser e ph�enom�ene.Corollaire 9.1 Une vari�et�e sph�erique aÆne lisse est ind�eomposable si etseulement si son sole est premier.Preuve.| SiX est d�eomposable,Xst l'est aussi, don so(Xst) = so(X)n'est pas premier. Si X est ind�eomposable, Xst l'est aussi, don est �a auto-morphisme pr�es une des vari�et�es qui �gure dans la table SA : son sole estdon premier.Nous pouvons aussi interpr�eter g�eom�etriquement, pour les G-vari�et�essph�eriques aÆnes lisses, la relation \avoir le même sole" :Proposition 9.4 Soient X = G �K N et X0 = G �K0 N0 deux G-vari�et�essph�eriques aÆnes lisses. Elles ont le même sole si et seulement si{ les espaes homog�enes G=K et G=K0 sont isomorphes ; l'on peut alors,quitte �a onjuguer, supposer que (K;K) = (K0; K0) et{ les (K;K)-modules N et N0 sont isomorphes.Preuve.| Ces onditions sont n�eessaires. En e�et, si X et X0 ont mêmesole, les espaes G=K et G=K0 ont même syst�eme sph�erique (ar le soled'une vari�et�e aÆne d�etermine le syst�eme sph�erique de son orbite ferm�ee,voir 1.4). Les espaes G=K et G=K0 sont don isomorphes et, quitte �a onju-guer, l'on peut supposer que K = K0. L'on a alors (K;K) = (K0; K0) d'apr�esle lemme 7.1. Les vari�et�es X et X0 ayant même sole, les vari�et�es Xst et Xst0ont aussi même sole (lemme 9.1). Comme l'appliation qui, �a une vari�et�edes tables assoie son sole est injetive (proposition 9.3), Xst et Xst0 sontisomorphes. Ainsi, les (K;K) = (K0; K0)-modules N et N0 sont isomorphes.Les onditions �enon�ees sont suÆsantes. En e�et, si X et X0 les v�eri�ent,les vari�et�es Xst et Xst0 sont isomorphes. Elles ont don même sole. Il enr�esulte (lemme 9.1) que X et X0 ont aussi même sole.3. Il n'est pas n�eessaire pour aborder le hapitre 10.



111
Chapitre 10Une preuve de la onjeture deKnopL'objetif de e hapitre est de prouver la onjeture de Knop lorsque Gest de type A, autrement dit :Th�eor�eme C Soit G un groupe (r�edutif, onnexe) de type A. Deux G-vari�et�es sph�eriques aÆnes lisses qui ont même semi-groupe moment sontG-isomorphes.Voii omment nous montrerons e r�esultat. Fixons, dans tout e ha-pitre, une vari�et�e sph�erique aÆne lisse X, pour laquelle nous reprendrons lesnotations du hapitre 1. En partiulier, S(X) est le semi-groupe moment deX et �X est l'ensemble de ses raines sph�eriques, qui admet (voir 2.1) unepartition en sous-ensembles de raines sph�eriques de type a, a0, a1 � a1, d3et am : �X = �aX [ �a0X [ �a1�a1X [ �d3X [ [m�2�amX :Nous montrerons que �X , puis la donn�ee sph�erique homog�ene de X et en�nX elle-même (�aG-isomorphisme pr�es) sont uniquement d�etermin�es par S(X),e qui prouvera le th�eor�eme C.La d�emonstration i-dessous est \onstrutive" : elle fournit une desrip-tion de haun des ensembles de la partition de �X i-dessus, partiuli�erementsimple pour les ensembles de raines sph�eriques de type am ave m > 2, a0,a1 � a1 et d3, plus ompliqu�ee pour les autres.



112 CHAPITRE 10. UNE PREUVE DE LA CONJECTURE DE KNOP10.1 Comment S(X) d�etermine XRappelons que X est une vari�et�e sph�erique aÆne lisse �x�ee et admettonsque S(X) d�etermine �X , SpX et �X (e qui sera d�emontr�e en 10.2 et en 10.4).Montrons omment l'on peut en d�eduire que S(X) d�etermine aussi la donn�eesph�erique homog�ene de X puis X elle-même, e qui prouvera le th�eor�eme C.Commen�ons par montrer le lemme i-dessous, pour lequel nous emploieronsla notation suivante : si  2 �aX [ �amX ave m � 2, nous d�esignerons par�X() l'ensemble des ouleurs de X qui sont instables pour le paraboliqueassoi�e au support de .Lemme 10.1 Si  2 �aX [ �amX , l'un au moins des �el�ements de �X()d�elimite une fae de S(X).Preuve.| Si auun des �el�ements de �X() ne d�elimitait de fae de S(X),l'on aurait S(X) = f0 2 �X ; �X(D):0 � 0 8D 2 DX � �X()g. Maissi D 2 �X � �X(), il r�esulte des axiomes des syst�emes sph�eriques que�X(D):(�) � 0, et si D 2 VX , l'on a �X(D):(�) � 0 ar  2 �X . L'on au-rait don � 2 S(X), e qui est absurde ar � n'est pas un poids dominant.De e lemme r�esulte que la famille �X(A) peut se lire sur S(X). Rappelonsen e�et que AX = [�2�aX AX(�):Soit � 2 �aX . D'apr�es le lemme pr�e�edent et sa d�emonstration, il existe aumoins une fae de S(X) admettant une �equation � qui vaut 1 en �, et elle-i provient d'un �el�ement de AX(�). Ainsi, �X(A(�)) est la famille dont les�el�ements sont � et �_ � �.Le semi-groupe moment de X d�etermine don la donn�ee sph�erique ho-mog�ene SpX , �X , AX , �X , �X de X. Celle-i d�etermine X0G (voir 1.3), donle orps C (X) muni de l'ation de G. La sous-alg�ebre C [X℄ en est le sous-module (rationnel) engendr�e par les veteurs propres de B dont les plus hautspoids sont dans S(X). Comme X est aÆne, il s'ensuit que X ' Spe C [X℄est bien d�etermin�ee par S(X).10.2 Raines sph�eriques de type d3; a0; a1� a1ou am ave m > 2Commen�ons par montrer omment S(X) d�etermine le r�eseau �X et l'en-semble SpX , qui serviront ensuite �a d�erire �X . Puisque X est aÆne, �X estle r�eseau engendr�e par S(X) (voir 1.4) ; de plus,



10.2. TYPES d3; a0; a1 � a1 OU am AVEC m > 2 113Lemme 10.2 L'ensemble SpX est l'ensemble des raines simples � telles que�_ s'annule sur �X .Preuve.| Soient � 2 SpX et  2 S(X). Puisque le parabolique P� stabiliseX0B, le lieu des z�eros d'un �el�ement f 2 C (X) de poids  pour B est stablepar P� : f est don P� semi-invariante. L'on a don �_() = 0.Inversement, si � 2 �aX , l'on a � 2 �X et �_:� = 2 don �_ ne s'annulepas sur �X . Et si � 2 S � SpX � �aX , l'ensemble �X(�) ontient un unique�el�ement D� et �X(D�) est un multiple positif de �_. Si D� ontient l'orbiteferm�ee de X, le rit�ere de lissit�e (paragraphe 1.3) montre que �X(D�) est un�el�ement primitif de ��X . Si D� ne ontient pas l'orbite ferm�ee de X, le rit�ered'aÆnit�e (paragraphe 1.3) montre qu'il existe un �el�ement de �X sur lequel�X(D�) est stritement positif. Dans haque as, �X(D�) n'est pas nul sur�X , don �_ ne l'est pas non plus.Pr�esentons maintenant les \reettes" pour d�eterminer les raines sph�eri-ques de type d3; a0; a1 � a1 ou am ave m > 2 �a partir de S(X).Lemme 10.3 L'ensemble �a0X est l'ensemble des 2�, � 2 S, telles que2� 2 �X , � =2 �X , et �_ est �a valeurs paires sur �X . L'ensemble �a1�a1Xest l'ensemble des sommes � + �0 2 �a1�a1(G) telles que � + �0 2 �X, �_et (�0)_ o��nident sur �X, et �, �0 sont orthogonales �a SpX . L'ensemble �d3Xest l'ensemble des sommes �1 + 2�2 + �3 2 �d3(G) telles que �1; �3 2 SpX et�1 + 2�2 + �3 2 �X . L'ensemble �amX , o�u m > 2, est l'ensemble des sommes�1+ : : :+�m de �am(G) telles que �1+ : : :+�m 2 �X et �2, : : : , �m�1 2 SpX.Remarque.| D'apr�es le lemme 10.2, SpX est d�etermin�e par �X ; les en-sembles �a0X , �a1�a1X , �d3X et �amX , ave m > 2, sont don aussi d�etermin�espar �X .Rappelons que le sole de X d�etermine le syst�eme sph�erique de son orbiteferm�ee Y ; en partiulier, toute raine sph�erique de Y appartient au semi-groupe engendr�e par �X (voir 1.4). Rappelons aussi que le sole r�eduit dusole de X est un sole vetoriel, dont le syst�eme sph�erique s'obtient parloalisation du syst�eme sph�erique de X en SpY (voir 8.1).Notons IX = S � (SpX [ Supp �X). Remarquons que, si � 2 IX , l'on a� 2 SbX et D� 2 �0X . En e�et, l'on a � =2 Supp �X don � =2 Supp �Y . Ils'ensuit que � 2 SpY (voir 7.1) don D� 2 �0X .Preuve du lemme 10.3.| Prouvons l'assertion sur �a0X . Cet ensemble est,d'apr�es les axiomes des syst�emes sph�eriques (voir 1.2), inlus dans l'ensemble



114 CHAPITRE 10. UNE PREUVE DE LA CONJECTURE DE KNOPdes 2�, � 2 S, telles que 2� 2 �X , � =2 �X et �_ est �a valeurs pairessur �X . Inversement, soit � v�eri�ant es propri�et�es. Puisque 2� 2 �X , l'ona � =2 SpX [ Supp (�d3X [ �a1�a1X ). Et puisque � =2 �X , l'on a � =2 �aX . En�n,puisque �_ est �a valeurs paires sur �X , � =2 Supp �amX ave m � 2. Pour lamême raison, � =2 IX , ar l'on aurait alors � 2 SbX et D� 2 �0X don �_serait un �el�ement primitif de ��X . Ainsi, � 2 Sa0X .L'ensemble �a1�a1X est, d'apr�es les axiomes des syst�emes sph�eriques, inlusdans l'ensemble des sommes � + �0 2 �a1�a1(G) telles que � + �0 2 �X , �_et (�0)_ o��nident sur �X , et �, �0 sont orthogonales �a SpX . Inversement, si�+�0 2 �a1�a1(G) v�eri�e es propri�et�es, l'on a �; �0 =2 �aX . Deux as peuventdon se pr�esenter :{ si D�; D�0 =2 �0X , le paragraphe 7.1 montre alors que � + �0 2 �Y ;puisque �; �0 =2 �aX , l'on a �+ �0 2 �X ;{ si l'une des ouleurs D� ou D�0 , disons D�, appartient �a �0X , le rit�ered'aÆnit�e (voir 1.4) montre queD�0 2 �0X (en e�et, �X(D�) = �X(D�0)).La ondition de lissit�e (voir 1.4) montre alors que D� = D�0 . Puisque�; �0 =2 �aX , l'on a ainsi � + �0 2 �a1�a1X (voir 2.2).L'ensemble �d3X est, d'apr�es les axiomes des syst�emes sph�eriques, inlusdans l'ensemble des sommes �1 + 2�2 + �3 2 �d3(G) telles que �1; �3 2 SpXet �1 + 2�2 + �3 2 �X . Inversement, supposons que �1 + 2�2 + �3 2 �d3(G)v�eri�e es propri�et�es. Deux as peuvent se pr�esenter :{ si D�2 =2 �0X , l'on a �1; �3 2 SpY et �2 =2 SpY : la lassi�ation dessyst�emes sph�eriques des espaes homog�enes aÆnes (voir 7.1) montrealors que �1+2�2+�3 2 �Y ; puisque 'est un �el�ement du semi-groupeengendr�e par �X et que �1; �3 2 SpX , l'on a �1 + 2�2 + �3 2 �X ;{ si D�2 2 �0X , la liste SV des soles vetoriels (voir 5.1) montre alorsque �1 + 2�2 + �3 est une raine sph�erique du sole r�eduit du sole deX, don de X.Soit m > 2. L'ensemble �amX est, d'apr�es les axiomes des syst�emes sph�e-riques, inlus dans l'ensemble des sommes �1+ : : :+�m de �am(G) telles que�1 + : : : + �m 2 �X et �2, : : : , �m�1 2 SpX . Inversement, si �1 + : : : + �mest un �el�ement de �am(G) qui v�eri�e es propri�et�es, l'on a, puisque m > 2,�1; �m =2 �aX . Trois as peuvent se pr�esenter :{ D�1 ; D�m 2 �0X : alors �1; : : : ; �m 2 SpY et la liste SV montre que�1 + : : : + �m est une raine sph�erique du sole r�eduit du sole de Xdon �1 + : : :+ �m 2 �X ;



10.3. L'ENSEMBLE �� ET LES \RONDS" NOIRS 115{ D�1 ; D�m =2 �0X : le paragraphe 7.1 montre alors que �1+: : :+�m 2 �Y :ainsi, puisque �2; : : : ; �m�1 2 SpX , l'on a �1 + : : :+ �m 2 �X ;{ D�1 =2 �0X et D�m 2 �0X (ou le as sym�etrique) : l'on montre alors sanstrop de diÆult�e qu'il existe  2 �anY ave n � m tel que �1; : : : ; �m 2Supp . Puisque  appartient au semi-groupe engendr�e par �X et que�2; : : : ; �m�1 2 SpX , l'on a n�eessairement �1 + : : :+ �m 2 �X .10.3 L'ensemble �� et les \ronds" noirsCe paragraphe �etablit les r�esultats n�eessaires pour montrer (en 10.4) queS(X) d�etermine �aX et �a2X : il nous faudra savoir qu'un nombre \suÆsant"de ouleurs de X d�elimitent une fae de X. Nous expliquons ii omment onpeut \lire" sur le sole de X quelles peuvent être es ouleurs. Nous \oublie-rons" jusqu'au paragraphe 10.4 la vari�et�e X et nous int�eressons aux solesadmissibles.Soit s un sole admissible premier. Certains diviseurs de � v�eri�ent lapropri�et�e suivante :(P) pour toute vari�et�e sph�erique aÆne lisse Z dont s est un fateur du sole,D d�elimite une fae de S(Z).Nous allons montrer (proposition 10.1) que soit toutes les ouleurs de sv�eri�ent P, soit il existe exatement deux ouleurs D1 et D2 de s ne v�eri�antpas P et qu'alors :Pour toute vari�et�e sph�erique aÆne lisse Z dont s est un fateur du sole,l'une au moins des ouleurs D1 ou D2 d�elimite une fae de S(Z).Nous noterons alors ��(s) ette paire de ouleurs. La proposition 10.1peut s'interpr�eter omme d�eterminant l'ensemble �� de haque sole admis-sible premier. Celui-i �gure dans la table SA des soles admissibles en qua-tri�eme olonne. Nous le repr�esenterons sur le dessin d'un sole s omme suit :l'int�erieur des \ronds" orrespondant �a D1 et D2 est noiri (ainsi, les ouleursorrespondant aux ronds blans ou gris v�eri�ent la propri�et�e P).Prouvons �a pr�esent que les ensembles �� sont bien eux annon�es dans latable SA. Soient s = Sp, �, A, �0, V 0 un sole admissible et Z une vari�et�esph�erique aÆne lisse de sole s. Rappelons que D0 d�esigne l'ensemble des



116 CHAPITRE 10. UNE PREUVE DE LA CONJECTURE DE KNOPdiviseurs B-stables irr�edutibles de Z qui ontiennent sa G-orbite ferm�ee Y .Notons sf le syst�eme sph�erique de Y (d'apr�es 1.4 uniquement d�etermin�e pars). Soit D 2 �. Rappelons qu'il existe une bijetion naturelle de � � �0dans l'ensemble des ouleurs de l'orbite ferm�ee de Z. Nous dirons, lorsqueD 2 ���0, qu'il provient de Y et l'identi�erons alors �a son image.Proposition 10.1 Si D 2 D0 ou si D provient d'un fateur premier de sfqui n'est pas aa(p+ q+ p), ave p � 0 et q � 1, alors D d�elimite une fae deS(Z).Si D provient d'un diviseur D�1 = D�2p+q ; : : : ; D�p = D�p+2 d'un fateuraa(p+ q+ p) de sf , il d�elimite une fae de S(Z). De plus, l'un au moins desdeux autres diviseurs provenant de e fateur d�elimite une fae de S(Z).Preuve.| Supposons queD 2 D0. Puisque Z est lisse, les �Z(D0),D0 2 D0,forment un d�ebut de base de ��Z (voir 1.3). Il existe don un �el�ement � de�Z tel que{ �Z(D):� < 0 et{ pour tout D0 2 D0 di��erent de D, �Z(D0):� � 0.�Erivons aussi le rit�ere d'aÆnit�e pour Z (voir 1.4) : il existe un �el�ement de �Z tel que{ pour tout D00 2 ���0, l'on a �Z(D00): > 0 et{ pour tout D0 2 D0, l'on a �Z(D0): = 0.Choisissons un entier m suÆsamment grand pour que �Z(D00)(� +m) � 0pour tout D00 2 ���0. L'on a alors{ �Z(D):(� +m) = �Z(D):� < 0 et{ pour tout D0 2 D0 di��erent de D, �Z(D0):(� +m) = �Z(D):� � 0.Ainsi, D d�elimite une fae de S(Z).Soit D une ouleur provenant de l'orbite ferm�ee. Pour montrer que Dd�elimite une fae de S(Z), il suÆt, puisque pour tout D0 2 D0, �Z(D0) s'an-nule sur < �Y >, de montrer l'existene d'un  2< �Y > v�eri�ant{ pour tout D00 2 �Y � fDg, �Y (D00): � 0, et{ �Y (D): < 0.Cei se prouve ais�ement au as par as pour toute ouleur d'un fateur pre-mier de sf qui n'est pas aa(p + q + p) et pour les ouleurs provenant desdiviseurs D�1 = D�2p+q ; : : : ; D�p = D�p+2 d'un fateur aa(p + q + p) de sf .La derni�ere assertion r�esulte quant �a elle du lemme 10.1.



10.4. RACINES SPH�ERIQUES DE TYPE A ET A2 11710.4 Raines sph�eriques de type a et a2Revenons �a la vari�et�e X que nous avions �x�ee, et expliquons maintenantomment S(X) d�etermine �aX et �a2X . Nous allons pour ela introduire desensembles �av et �a2v , dont le lemme 10.4 montrera qu'ils sont onstitu�es deraines sph�eriques de type a et a2 respetivement. Nous expliquerons ensuiteomment d�erire �aX �a partir de es ensembles et omment l'on peut alorsonnâ�tre �a2X (lemme 10.5).D�e�nissons l'ensemble �av des \raines sph�eriques visibles de type a" :'est l'ensemble des raines simples � telles que{ � 2 �X ,{ deux faes exatement de C(X), F+ et F�, admettent une �equationqui prend une valeur stritement positive en � et{ il existe une �equation �+ de la fae F+ et une �equation �� de la faeF� telles que �+:� = ��:� = 1 et �+()+��() = �_() pour  2 �X .Lorsque � 2 �aX et que D+� ; D�� d�elimitent deux faes distintes de S(X),l'on a � 2 �av. En e�et, � 2 �X et pour tout D 2 VX [�X ��X(�), l'on a�X(D):� � 0. La deuxi�eme ondition est don v�eri��ee. De plus, les faes F+et F� admettent pour �equation �X(D+� ) et �X(D�� ), qui valent 1 en � et dontla somme en  2 �X vaut, d'apr�es les axiomes des donn�ees sph�eriques, �_().D�e�nissons aussi l'ensemble �a2v des \raines sph�eriques visibles de typea2" : 'est l'ensemble des sommes �1+�2, o�u �1 et �2 sont des �el�ements nonorthogonaux de S, telles que{ �1 + �2 2 �X ,{ deux faes exatement de C(X) admettent une �equation qui prend unevaleur stritement positive en � et{ �_1 = 0 et �_2 = 0 sont des �equations de es faes.Lorsque �1 + �2 2 �a2X et que les ouleurs D�1 ; D�2 d�elimitent deux faes deS(X), l'on a �1 + �2 2 �a2v . En e�et, si D 2 �X � fD�1 ; D�2g, les axiomesdes donn�ees sph�eriques montrent que �X(D):(�1+�2) � 0 et si D 2 VX , l'ona aussi �X(D):(�1 + �2) � 0.Inversement :Lemme 10.4 Les �el�ements de �av et �a2v sont des raines sph�eriques de X.



118 CHAPITRE 10. UNE PREUVE DE LA CONJECTURE DE KNOPMalheureusement, les exemples i-dessous montrent que �av ne ontientpas n�eessairement �aX et que �a2v ne ontient pas non plus n�eessairement �a2X .Exemple 11.| Reprenons les exemples SL3=SL2 et X ' SL3 �GL2 C duparagraphe 4.2. Nous avons d�etermin�e leurs soles qui, d'apr�es le paragraphe10.3, se repr�esentent ainsi : �SL3=SL2 SL3 �GL2 CRappelons que leurs ônes moments sont les suivants :
Puisque �_1 = 0 et �_2 = 0 sont des �equations des faes de S(SL3=SL2), l'ona �a2v = f�1 + �2g. Par ontre, �_2 = 0 n'est pas une fae de S(X), l'on adon �a2v = ;.Exemple 12.| Reprenons la famille de vari�et�es Xm du paragraphe 4.2.2,dont le sole est, d'apr�es le paragraphe 10.3 :
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��������������������Rappelons aussi le dessin de la trae de C(Xm) sur le plan engendr�e par lespoids fondamentaux : HD�1HD�2m = 0; m � �2 m � 1!1 !2

!3HD�2HD��3 HD+�3 HD+�3
Lorsque m � 1, seules les faes orrespondant �a D�1 et D�2 admettent une�equation qui est positive sur �1 + �2 = !1 + !2 � !3, qui don appartient �a�a2v . Par ontre, seule la fae orrespondant �a D��3 admet une �equation quiest positive sur �3. L'on a don �3 =2 �av. Lorsque m = 0 ou m � �2, 'est



10.4. RACINES SPH�ERIQUES DE TYPE A ET A2 119l'inverse qui se produit : �1+�2 =2 �a2v et, les ouleurs D+�3 et D��3 d�elimitantune fae de S(X), l'on a �3 2 �av .Pour montrer que S(X) d�etermine �aX et �a2X nous allons onsid�erer lesensembles suivants. SoitS 0 = S � SpX � Supp ��av [ �a2v [ �a0X [ �a1�a1X [ �d3X [ [m>2�amX �:Pour � 2 S, nous noterons S� la omposante \onnexe" de S ontenant �,�av(S�) = �av \ S� et�a2v (S�) = f 2 �a2v ; Supp  � S�g:Soit �a+ l'ensemble des � 2 S 0 qui v�eri�ent les onditions suivantes :(i) � est orthogonale �a S 0 � f�g,(ii) �_ = 0 n'est pas l'�equation normalis�ee d'une fae de C(X) et(iii) si ard �a2v (S�) � 2, alors �a2v (S�) est impair et �av(S�) = ;.Les ensembles �a2v et �av �etant d�etermin�es par S(X), les ensembles S 0 et �a+le sont aussi. Nous pouvons �a pr�esent �enoner le r�esultat suivant, qui montreque �aX et �a2X sont d�etermin�es par S(X).Lemme 10.5 L'on a �aX = �av [ �a+. De plus, l'ensemble �a2X est elui dessommes d'�el�ements non orthogonaux de l'ensembleS � �SpX [ �aX [ Supp (�a0X [ �a1�a1X )�:Exemple 13.| Dans la d�e�nition de l'ensemble �a+, la ondition (ii) estimportante. Consid�erons en e�et l'espae homog�eneX = SL2=T . Alors �X =f�g et �(D+� ) = �(D�� ) = 12�_. Puisque S(X) est engendr�e par �, l'on a�av = ;. De plus, S 0 = f�g et � satisfait aux onditions (i) et (iii). Puisquela restrition de �_ �a �X n'est pas un �el�ement primitif de ��X , l'on a � 2 �a+et la premi�ere assertion du lemme est v�eri��ee.Par ontre, si X est le SL2-module C 2 (dont le syst�eme sph�erique estSpX = ;, �X = ;, AX = ;), l'on a enore S 0 = f�g mais �X est le r�eseau despoids et la restrition de �_ �a �X est un �el�ement primitif de ��X . L'on a don� =2 �a+ et la premi�ere assertion du lemme est v�eri��ee.Nous d�emontrons i-dessous un r�esultat pr�eliminaire qui servira dans lapreuve des lemmes 10.4 et 10.5. Rappelons que IX = S � (SpX [ Supp �X).



120 CHAPITRE 10. UNE PREUVE DE LA CONJECTURE DE KNOPLemme 10.6 Soit � 2 S. Si � 2 IX , alors D� appartient �a �0X , la restri-tion de �_ �a �X est un �el�ement primitif de ��X , et �_ est l'�equation d'une faede S(X). Inversement, si la restrition de �_ �a �X est un �el�ement primitifde ��X , et si �_ = 0 est l'�equation d'une fae de S(X), l'on a � 2 SbX.Si �1 et �2 sont des �el�ements non orthogonaux de SbX�Supp �a1�a1X , l'ona �1 + �2 2 �X .Preuve.| Si � 2 IX , � n'appartient pas au support de �X . Soit Y l'orbiteferm�e de X. Puisque les raines sph�eriques de Y appartiennent au semi-groupe engendr�e par �X (voir 1.4), � n'appartient pas au support de �Y . Orle syst�eme sph�erique d'un espae homog�ene aÆne ne provient jamais d'uneindution parabolique (voir 7.1), don � 2 SpY . L'on a don D� 2 �0X don�X(D�) est un �el�ement primitif de ��X (voir la ondition n�eessaire de lissit�een 1.3) et D� d�elimite une fae de C(X) (proposition 10.1).Soit � 2 S tel que �_ = 0 est l'�equation d'une fae de S(X) et que larestrition de �_ �a �X est un �el�ement primitif de ��X . Rappelons qu'il existeune partition de S en quatre ensembles SpX , Sa0X , SaX , et SbX (voir 1.2). D'apr�esles axiomes des donn�ees sph�eriques homog�enes, � =2 SpX [ Sa0X . Si l'on avait� 2 SaX , la fae en question proviendrait d'un �el�ement D de �(�) et l'onaurait �X(D): = 12�_: pour  2 �X , mais alors la restrition de �_ �a �Xne serait pas un �el�ement primitif de ��X .Prouvons maintenant la derni�ere assertion du lemme. Soit sr le soler�eduit de elui deX. Rappelons qu'il est vetoriel et que son syst�eme sph�eriqueest le loalis�e de elui de X en SpY (voir 8.1). Trois as peuvent se pr�esenter :{ �1; �2 2 SpY : la liste des soles vetoriels montre alors que �1 + �2 estune raine sph�erique de sr, don de X ;{ �1; �2 =2 SpY : le paragraphe 7.1 montre qu'alors �1 + �2 2 �Y . Cet�el�ement appartient au semi-groupe engendr�e par �X (voir 1.4) et puisque�1; �2 2 SbX , �1; �2 =2 �aX don �1 + �2 2 �X ;{ �1 =2 SpY et �2 2 SpY (ou la situation sym�etrique) : le paragraphe 7.1montre qu'alors il existe  2 �Y tel que �1; �2 2 Supp . L'on montreomme pr�e�edemment que �1 + �2 2 �X .Remarque.| Reprenons le diviseur D du paragraphe 4.2.1, qui n'�etaitpas lisse. Son syst�eme sph�erique est SpD = ;, �D = ;, AD = ;. La derni�ereassertion du lemme 10.6 n'est don pas v�eri��ee.Nous pouvons �a pr�esent d�emontrer les lemmes 10.4 et 10.5.



10.4. RACINES SPH�ERIQUES DE TYPE A ET A2 121Preuve du lemme 10.4.| Soient � 2 �av, et F+, F� les deux faes admet-tant des �equations �+ et �� valant 1 en �. Remarquons que puisque � 2 �X ,les axiomes des donn�ees sph�eriques homog�enes montrent que � n'appartientau support ni de �a0X , ni de �a1�a1X , ni de �d3X , ni de �amX ave m > 2. Nous al-lons montrer que � n'appartient ni �a IX ni au support de �a2X , e qui montreraque � 2 �aX .Observons que ni �+ ni �� ne sont proportionnelles �a �_, l'on aurait sinon�+ = ��. Il en r�esulte que �_ = 0 n'est pas l'�equation d'une fae de S(X) etd'apr�es le lemme 10.6, que � =2 IX .Supposons que � appartienne au support d'un �el�ement  2 �a2X . Puisque�+:+��: vaut �_: = 1, l'on a �+: > 0 ou ��: > 0. Quitte �a les permu-ter, l'on peut supposer que �+: > 0. Soit D un �el�ement de DX d�elimitantF+. Puisque �+: > 0, l'on a �X(D): > 0. Ainsi, D =2 VX et les axiomesd�e�nissant les donn�ees sph�eriques homog�enes montrent alors que D = D�.Mais alors �X(D) est la restrition de �_ �a �X , e qui est absurde.Soit �1 + �2 2 �a2v . Puisque �1 + �2 2 �X , les restritions de �_1 et �_2 �a�X sont des �el�ements primitifs de ��X et ni �1 ni �2 n'appartient au supportde �a1�a1X . Le lemme 10.6 montre alors que �1 et �2 appartiennent �a SbX , puisque �1 + �2 2 �a2X .Preuve du lemme 10.5.| L'�enon�e onernant �a2X r�esulte de la derni�ereassertion du lemme 10.6. En e�et, si �1 + �2 est une somme omme dans lelemme, l'on a �1; �2 2 SbX � Supp �a1�a1X .Montrons maintenant l'�enon�e onernant �aX . Fixons un fateur simplede G, dont on identi�e l'ensemble des raines simples �a un sous-ensemble Sde S. Nous utiliserons la notation suivante : si U � �(B), U d�esignera l'en-semble des �el�ements de U dont le support est dans S. Nous allons montrerque �aX = �a+. Cei valant pour toute omposante simple G de G, le lemmesera d�emontr�e.Soit s l'unique fateur premier du sole de X qui \vit" sur un syst�emede raines ontenant S. Si toutes les ouleurs de X d�elimitent une fae deS(X), en partiulier si ��(s) = ;, l'on a d'apr�es e qui pr�e�ede �av = �aX et�a2X = �a2v . De plus, �a+ = ;. En e�et, si � 2 S 0 n'est ni dans �aX ni dansle support de �a2X , l'on a � 2 IX don d'apr�es le lemme 10.6, �_ = 0 estl'�equation normalis�ee d'une fae de S(X). Ainsi, � ne v�eri�e pas la ondition(ii).Si il existe une ouleur de s ne d�elimitant pas de fae de S(X), s estd'apr�es le paragraphe 10.3 l'un des soles suivants.



122 CHAPITRE 10. UNE PREUVE DE LA CONJECTURE DE KNOPAC��(n) ave n � 4 pair. Alors �aX = ;, d'o�u �av = ;. De plus, S 0 est onstitu�ed'un seul �el�ement qui, puisque n est pair, ne v�eri�e pas la ondition (iii).AA(1) [ AC�(n � 1) ave n � 5 impair. Si D��1 ne d�elimite pas de fae deS(X), l'on a �av = ; et S 0 = f�1g. Alors �1 v�eri�e visiblement les onditions(i) et (iii) ; il satisfait aussi �a (ii) en vertu du lemme 10.6. Si D�n ne d�elimitepas de fae de S(X), l'on a �av = f�1g et S 0a = f�ng don �n ne v�eri�e pasla ondition (iii).aa(p+ q + p), AY(p+ q + p) ou AX (1 + q + 1; m 1) ave q = 1 ou q = 2.Si q = 2, toutes les ouleurs de type a d�elimitent une fae de S(X) don�av = �aX . De plus, S0 est onstitu�e de deux �el�ements non orthogonaux don�a+ = ;. Si q = 1, �aX ��av ontient un unique �el�ement qui appartient �a �a+ :en e�et, les onditions (i) et (iii) sont �evidemment satisfaites et (ii) l'estd'apr�es le lemme 10.6.AY((p+1)+ (q� 1)+ p) ave q = 2 ou q = 3. Traitons d'abord le as q = 3.Si D��p+1 ne d�elimite pas de fae de S(X), l'on a �a+ = f�p+1g. Si D�p+3 ned�elimite pas de fae de S(X), l'on a �av = �aX et S 0 est onstitu�e de deux�el�ements non orthogonaux don �a+ = ;. Dans le as q = 2, quel que soitl'�el�ement de �� d�elimitant une fae de S(X), l'unique �el�ement de �aX � �avappartient �a �a+.AY(n; (n� 1)! m) ou AA(1) [ AY(m + 1; m). Quel que soit l'�el�ement de��(s) d�elimitant une fae de S(X), l'unique �el�ement de �aX � �av appartient�a �a+.AA(2)[AY(m+1; m). SiD�1 ne d�elimite pas de fae de S(X), S 0 est onsitu�ede deux �el�ements non orthogonaux don �a+ = ;. Si D��n ne d�elimite pas defae de S(X), l'on a S0 = f�ng et �n 2 �a+.Remarque onlusivePour montrer que S(X) d�etermine �aX et �a2X , nous avons utilis�e inten-sivement la liste SA. Nous aurions pourtant aim�e nous en a�ranhir, maisela semble diÆile.
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