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0.1. INTRODUCTION 5une forme de type (1; 1) � sur une vari�et�e omplexe X s'�erit loalement� = iP1�j;k�n �jkdzj ^ dzk dans des oordonn�ees loales (z1; :::; zn), et laforme � est dite positive ssi la matrie (�jk) est hermitienne positive en toutpoint. En partiulier, du point de vue de la g�eom�etrie di��erentielle, la posi-tivit�e d'un �br�e en droites holomorphe L sur X orrespond �a la positivit�e dela (1; 1)-forme de ourbure d'une m�etrique hermitienne sur L.Un autre aspet arat�eristique des vari�et�es omplexes est la relative absened'objets holomorphes globaux sur une vari�et�e omplexe ompate X. Ainsi,l'espae vetoriel omplexe des setions holomorphes globales d'un �br�e ve-toriel holomorphe E sur une vari�et�e omplexe ompate X est de dimension�nie, et d'ailleurs r�eduit �a z�ero la plupart du temps. De même, l'existened'une appliation non-triviale de X vers une vari�et�e mieux omprise est rela-tivement rare. Les deux ph�enom�enes sont en fait li�es, puisque les appliationsm�eromorphes f : X� ! PN vers un espae projetif sont en orrespondaneave les syst�emes lin�eaires sur X, i.e. les espaes de setions H0(X;L) des�br�es en droites L sur X, et leurs sous-espaes vetoriels. De e point de vue,issu de la g�eom�etrie alg�ebrique, la positivit�e d'un �br�e en droites L se mesure�a l'abondane de ses setions globales.L'exemple typique de relation entre es deux onepts de positivit�e est leth�eor�eme de plongement de Kodaira :Th�eor�eme 0.1.1 (Kod53) Soit X une vari�et�e omplexe ompate, et L un�br�e en droites sur X. Sont �equivalentes :(i) L peut être muni d'une m�etrique hermitienne h �a ourbure stritementpositive.(ii) L est ample, i.e. le syst�eme lin�eaire assoi�e �a L
k plonge X dans unespae projetif pour k � 1.L'amplitude d'un �br�e en droites se manifeste don d�ej�a au niveau ohomolo-gique sur sa lasse de Chern : L est ample ssi 1(L) appartient au ône k�ahle-rien KX de X, i.e. le ône onvexe de H1;1(X;R) form�e des lasses de (1; 1)-formes ferm�ees stritement positives. Il existe une \version bim�eromorphe"de e r�esultat, due �a Bonavero [Bon93℄ et ind�ependamment �a Ji et Shi�man[JS93℄, qui �enone que L est un �br�e gros, i.e. le syst�eme lin�eaire assoi�e�a L
k plonge X bim�eromorphiquement dans un espae projetif, ssi 1(L)appartient au ône gros GX de X, i.e. le ône onvexe de H1;1(X;R) form�edes lasses de (1; 1)-ourants ferm�es stritement positifs.En passant �a la limite, on obtient deux notions de (semi-)positivit�e assoi�ees :une lasse r�eelle � de type (1; 1) est dite nef (num�eriquement e�etive) ssielle peut être repr�esent�ee par des (1; 1)-formes r�eelles dont la partie n�egativeest arbitrairement petite, et � est dite pseudoe�etive ssi elle peut êtrerepr�esent�ee par un ourant positif ferm�e.



6 TABLE DES MATI�ERESD�eomposition de Zariski divisorielleDans la premi�ere partie de e travail, nous nous int�eresserons aux relationsentre pseudoe�etivit�e et e�etivit�e num�erique. Un (1; 1)-ourant ferm�e Tpresque positif (i.e. de partie n�egative born�ee) a en g�en�eral X tout entieromme support singulier, mais ses singularit�es de type analytique, �a savoirelles prises en ompte par ses nombres de Lelong, prennent une plae plusraisonnable : elles se situent le long d'une r�eunion d�enombrable de sous-ensembles analytiques ferm�es (strits) de X. On sait de plus depuis [Dem92℄que les singularit�es de type analytique de T sont exatement l'obstrution �ala r�egularisation de T en perdant arbitrairement peu de positivit�e. Partantde ette observation, nous introduisons la multipliit�e minimale �(�; x) d'une(1; 1)-lasse pseudoe�etive � en un point x, qui mesure l'obstrution �a l'ef-fetivit�e num�erique de � loalement en x : �(�; x) = 0 ssi il existe dans � desourants de partie n�egative arbitrairement petite qui soient lisses pr�es de x.Le lieu des points x 2 X o�u �(�; x) > 0 est une r�eunion d�enombrable d'en-sembles analytiques que nous appelons le lieu non nef de �. Nous d�emontronsque le lieu non nef d'une (1; 1)-lasse pseudoe�etive � ne ontient qu'unnombre �ni de diviseurs irr�edutibles, de sorte que la partie divisorielle de elieu non nef, ompt�ee ave multipliit�es, est un R-diviseur e�etif not�e N(�),la partie n�egative de �. Par onstrution, la di��erene Z(�) := �� fN(�)gest alors une lasse nef en odimension 1, au sens o�u son lieu non nef neontient plus de diviseurs. La d�eomposition � = Z(�) + fN(�)g, que nousappellerons d�eomposition de Zariski divisorielle, est l'analogue en ohomolo-gie de la d�eomposition de Siu d'un ourant positif ferm�e. La partie positiveZ(�) d�e�nit une projetion anonique du ône pseudoe�etif sur le ône deslasses nef en odimension 1, qui est homog�ene et onave. La partie n�egativeest quant �a elle un diviseur exeptionnel, au sens o�u elle est sa propre partien�egative. Un tel diviseur est plong�e tr�es rigidement dans X : il est d�etermin�epar sa lasse de ohomologie, et peut être ontrat�e sur un point par unemodi�ation dans le as d'une surfae.Nous �etudions les propri�et�es de ontinuit�e des multipliit�es minimales et de lad�eomposition de Zariski divisorielle, et nous d�emontrons la arat�erisationsuivante de ette d�eompositionTh�eor�eme 0.1.2 Soit � une (1; 1)-lasse grosse. Alors sa d�eomposition deZariski divisorielle est l'unique d�eomposition � = p+ fNg telle que :(i) p est une lasse grosse et nef en odimension 1.(ii) N est un R-diviseur e�etif.(iii) le support de N est ontenu dans le lieu non k�ahlerien de p.



0.1. INTRODUCTION 7La troisi�eme ondition est une ondition d'orthogonalit�e. Le lieu non k�ahle-rien de p est l'ensemble des points de X en lesquels tous les ourants k�ahle-riens (i.e. stritement positifs) ontenus dans la lasse p ont un nombre deLelong stritement positif. Nous utilisons �nalement notre onstrution pour�etudier la struture g�eom�etrique du ône pseudoe�etif :Th�eor�eme 0.1.3 Le ône pseudoe�etif d'une vari�et�e omplexe ompateest loalement polyh�edral en dehors du ône nef en odimension 1, de rayonsextr�emaux engendr�es par les diviseurs irr�edutibles exeptionnels.Tradution alg�ebriqueLorsque la (1; 1)-lasse � est la premi�ere lasse de Chern d'un �br�e en droitesL, on peut failement assoier �a toute famille de setions globales de L (ouplus g�en�eralement de kL) un ourant positif ferm�e dans � dont les singu-larit�es re�etent pr�eis�ement l'ensemble base de es setions, lieu de leursz�eros ommuns. Cei permet par exemple de voir que le lieu non nef de� est ontenu dans l'ensemble base de jkLj pour tout k > 0. Lorsque Xest de plus projetive, la th�eorie des estim�ees L2 pour l'op�erateur � permetr�eiproquement de onstruire des setions �a partir de ourants, e qui nouspermet de arat�eriser les multipliit�es minimales en termes alg�ebriques :Th�eor�eme 0.1.4 Si L est un �br�e en droites gros sur une vari�et�e projetive,alors la multipliit�e minimale de 1(L) en x est �egale �a la limitelimk!+1 1kmultxjkLj:La multipliit�e multxjkLj est la plus petite multipliit�e en x des �el�ements dejkLj. Il d�eoule de e r�esultat la arat�erisation suivante de la d�eompositionde Zariski divisorielle :Th�eor�eme 0.1.5 La d�eomposition de Zariski divisorielle d'un �br�e en droitesgros L est l'unique d�eomposition L = P +N telle que :(i) P est un R-diviseur nef en odimension 1.(ii) N est un R-diviseur e�etif.(iii) H0(kL) = H0(bkP ) pour tout k.En d'autres termes, la d�eomposition de Zariski divisorielle ram�ene l'�etudeasymptotique des syst�emes lin�eaires jkLj au as o�u L est nef en odimen-sion 1, �a ondition d'aepter des diviseurs �a oeÆients r�eels. Le probl�emede la d�eomposition de Zariski tel qu'il est soulev�e en g�eom�etrie alg�ebriqueonsiste en fait �a demander si on peut rendre la partie positive P nef, quitte�a �elater X. La r�eponse est n�egative, de même que la partie n�egative N(�)n'est pas rationnelle en g�en�erale, même si � l'est. Mais on peut par ontreonstruire des d�eompositions de Zariski approh�ees, qui vont onstituer la



8 TABLE DES MATI�ERESbase de e qui va suivre.Volume d'un �br�e en droitesComme on l'a dit plus haut, un �br�e en droites L est gros si le syst�eme lin�eairejkLj induit un plongement bim�eromorphe pour k assez grand, et ei revient�a dire que sa dimension de Kodaira-Iitaka est maximale, �egale �a n = dimX.La roissane du nombre de setions h0(kL) est don de l'ordre de kn dans eas, et le volume de L est (�a un fateur n! pr�es) le oeÆient de kn dans et�equivalent. Lorsque L est nef, la formule de Riemann-Roh implique que sonvolume v(L) n'est autre que son autointersetion Ln, et le volume d'un �br�epseudoe�etif quelonque est moralement l'autointersetion de sa partie nefdans sa d�eomposition de Zariski. C'est en substane e que dit le r�esultatd'approximation suivant, dû �a T.Fujita :Th�eor�eme 0.1.6 (Fuj94, DEL00) Soit L un �br�e en droites gros sur unevari�et�e projetive. Pour tout " > 0, il existe une modi�ation � : fX ! X etune d�eomposition �?L = A + E telle que :(i) A est un Q-diviseur ample.(ii) E est un Q-diviseur e�etif.(iii) jv(L)� v(A)j < ".Du point de vue de la g�eom�etrie di��erentielle, le th�eor�eme de Calabi-Yaupermet de munir tout �br�e ample A d'une m�etrique hermitienne h dont laourbure moyenne est onstante, partout �egale au volume An de A. En uti-lisant le th�eor�eme d'approximation de Fujita i-dessus, nous donnons uneversion singuli�ere de e r�esultat, qui s'applique �a un �br�e en droites pseu-doe�etif :Th�eor�eme 0.1.7 Soit L un �br�e en droites pseudoe�etif sur une vari�et�ek�ahlerienne X. Alors son volume v�eri�e :v(L) = supT ZX T na;o�u T d�erit l'ensemble des ourants positifs ferm�es dans 1(L). De plus, pourtoute forme k�ahlerienne ! de volume 1, il existe un ourant positif ferm�eT 2 1(L) r�ealisant le supremum, et tel queTa(x)n = v(L)!(x)npour presque tout x 2 X.Dans e r�esultat, Ta d�esigne la partie absolument ontinue du ourant T re-lativement �a la mesure de Lebesgue. Cet �enon�e arat�erise en partiulier les



0.1. INTRODUCTION 9�br�es gros en terme d'int�egrales de ourbures, dans la veine de Grauert-Riemenshneider, et il montre que le volume de L ne d�epend que de sapremi�ere lasse de Chern. Il est don naturel d'introduire le volume d'une(1; 1)-lasse quelonque, a�n de disposer d'une mesure quantitative de sapositivit�e :D�e�nition 0.1.8 Le volume d'une (1; 1)-lasse � sur une vari�et�e ompatek�ahlerienne est d�e�ni par v(�) := supT ZX T na;o�u T d�erit les ourants positifs ferm�es dans � (et v(�) = 0 s'il n'y en a pas).La philosophie sous-jaente est que les d�eompositions de LebesgueT = Ta+Tsg des ourants positifs dans � fournissent des d�eompositions deZariski approh�ees de �, don l'autointersetion de sa partie nef s'approhepar elle de Ta. L'outil tehnique qui nous permet de mettre en oeuvre etteid�ee est une version l�eg�erement raÆn�ee d'un th�eor�eme d'approximation des(1; 1)-ourants ferm�es dû �a J.-P.Demailly [Dem92℄, qui permet d'approheren perdant arbitrairement peu de positivit�e un ourant positif ferm�e T pardes ourants ohomologues n'ayant que des singularit�es analytiques, tout enassurant la onvergene des parties absolument ontinues. Grâe �a e r�esultat,nous pouvons g�en�eraliser le th�eor�eme d'approximation de Fujita ainsi que ler�esultat du type Calabi-Yau au as d'une (1; 1)-lasse arbitraire, lesquelss'appliquent pour �etudier quelques propri�et�es du volume :Th�eor�eme 0.1.9 Le volume v : H1;1(X;R)! R est une fontion ontinue,et la restrition au ône pseudoe�etif de v(�)1=n est homog�ene et onave.La question la plus �epineuse reste �nalement de savoir si le volume arat�erisee�etivement les lasses grosses, omme 'est le as pour les �br�es en droites :Th�eor�eme 0.1.10 Le volume d'une (1; 1)-lasse � est stritement positif ssi� est grosse.Nous d�emontrons e r�esultat en appliquant le as nef, d�emontr�e par Demaillyet Paun [DP01℄, �a des d�eompositions de Zariski approh�ees de �.Nombres d'intersetions mobiles et onstantes de SeshadriLe volume d'une (1; 1)-lasse pseudoe�etive est virtuellement l'autointerse-tion de sa partie nef dans sa d�eomposition de Zariski, et on sait ommentr�ealiser une approximation de ette derni�ere en onsid�erant les ourants �asingularit�es analytiques ave une petite partie n�egative dans la lasse. Nousonstruisons plus g�en�eralement un nombre d'intersetions mobiles (�1 � ::: ��n)�0 de n lasses pseudoe�etives �i, qui prend en ompte les intersetions



10 TABLE DES MATI�ERESdes parties nef des lasses �i. Ces nombres d'intersetions mobiles satisfont �ades propri�et�es de onavit�e qui g�en�eralisent elles des nombres d'intersetionsde lasses nef, et permettent d'obtenir une notion satisfaisante de dimensionnum�erique pour une lasse pseudoe�etive, v�eri�ant les propri�et�es suivantes :Th�eor�eme 0.1.11 Soit � une (1; 1)-lasse pseudoe�etive. Alors :(i) Sa dimension num�erique est nulle ssi sa projetion de Zariski Z(�) estnulle, i.e. � est la lasse d'un diviseur exeptionnel.(ii) Sa dimension num�erique est maximale ssi � est grosse.Pour illustrer ette notion de dimension num�erique, nous donnons lag�en�eralisation suivante d'une version du th�eor�eme d'annulation de Bogomo-lov due �a C.Mourougane :Th�eor�eme 0.1.12 Soit L un �br�e en droites pseudoe�etif sur une vari�et�eompate k�ahlerienne X. AlorsH0(X;
pX 
OX(�L)) = 0pour p < �(L), la dimension num�erique de L.Dans le même ordre d'id�ees, nous introduisons la onstante de Seshadri"(�; x) d'une lasse pseudoe�etive � en un de ses points nefs x, qui me-sure la positivit�e loale de � en e point. Moralement, ette positivit�e seonentre dans sa partie nef, et ette onstante de Seshadri n'est don que laonstante de Seshadri usuelle de sa partie nef. Nous montrons alors le r�esultatsuivant, qui g�en�eralise un th�eor�eme de N.Takayama [Tak01℄ :Th�eor�eme 0.1.13 Soit � une (1; 1)-lasse pseudoe�etive sur une vari�et�eompate k�ahlerienne, et x un de ses points nefs. Alors le volume de � v�eri�ev(�) � "(�; x)n. En partiulier, � est grosse ssi l'une de ses onstantes deSeshadri est non nulle.Cônes positifs sur une vari�et�e hyperk�ahlerienneUne vari�et�e ompate hyperk�ahlerienne peut être vue omme une vari�et�ek�ahlerienne munie d'une forme sympletique holomorphe. On onstruit grâe�a ette derni�ere une forme quadratique sur H2(X;C), la forme de Beauville-Bogomolov, qui jouit de propri�et�es alg�ebriques analogues �a elles de la formed'intersetion sur une surfae. Notre but est d'�etudier en parall�ele la positivit�esur les surfaes et les vari�et�es hyperk�ahleriennes en fontion de es formesquadratiques, que nous noterons q dans les deux as. Commen�ons par le asdes surfaes, essentiellement bien onnu :Th�eor�eme 0.1.14 Soit X une surfae ompate k�ahlerienne.(i) Le ône k�ahlerien de X est une des omposantes onnexes de l'ensembledes (1; 1)-lasses � v�eri�ant �2 > 0 et ��C > 0 pour toute ourbe irr�edutible



0.1. INTRODUCTION 11C de arr�e < 0.(ii) Le ône nef en odimension 1 oinide ave le ône nef, et il est en dualit�eave le ône pseudoe�etif.Lorsque X est hyperk�ahlerienne, nous d�emontrons les r�esultats suivants, quireposent fortement sur les travaux de D.Huybrehts :Th�eor�eme 0.1.15 Soit X une vari�et�e ompate hyperk�ahlerienne.(i) Le ône k�ahlerien de X est une des omposantes de l'ensemble des (1; 1)-lasses � v�eri�ant q(�) > 0 et � � C > 0 pour toute ourbe irr�edutiblerationelle C.(ii) Le ône nef en odimension 1 est en dualit�e ave le ône pseudoe�etifsous la forme q. Il oinide aussi ave l'adh�erene du ône k�ahlerien biration-nel, ensemble des lasses qui s'envoient sur une lasse k�ahlerienne par uneappliation birationnelle entre vari�et�es hyperk�ahleriennes.La d�eomposition de Zariski divisorielle admet elle aussi une interpr�etationg�eom�etrique en fontion de la forme quadratique q. On suppose �a nouveauque X est une surfae ou une vari�et�e hyperk�ahlerienne :Th�eor�eme 0.1.16 (i) Un R-diviseur e�etif E = P ajEj est exeptionnelssi la matrie de Gram (q(Ei; Ej)) est d�e�nie n�egative.(ii) La d�eomposition de Zariski divisorielle d'une (1; 1)-lasse pseudoe�e-tive � est l'unique d�eomposition q-orthogonale de � en la somme d'une lassenef en odimension 1 et de la lasse d'un R-diviseur exeptionnel.La partie n�egative d'une lasse pseudoe�etive est don sa projetion ortho-gonale sur l'une des faes du ône pseudoe�etif dans sa partie polyh�edrale.La fae en question �etant d�e�nie sur Q, le r�esultat pr�e�edent implique en par-tiulier la rationalit�e de la d�eomposition de Zariski divisorielle. Il en r�esulteleCorollaire 0.1.17 Si L est un �br�e en droites pseudoe�etif sur une vari�et�eompate hyperk�ahlerienne, il existe un unique Q-�br�e en droites nef en o-dimension 1 P tel que L� P soit e�etif et tel que l'inlusion naturelleH0(X; kL)! H0(X; kP )soit un isomorphisme pour tout k tel que kP soit �a oeÆients entiers.
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Chapitre 1Pr�eliminaires
1.1 G�en�eralit�es sur les ourants1.1.1 Premi�eres propri�et�esUn ourant de dimension q sur une vari�et�e r�eelle M de dimension m estune forme lin�eaire ontinue sur l'espae vetoriel topologique Dq(M) des q-formes di��erentielles lisses �a support ompat surM . On note D0q(M) l'espaevetoriel des ourants de dimension q sur M et hT; ui le rohet de dualit�eentre une q-forme lisse u et un ourant T de dimension q. De e point devue, la notion de ourant g�en�eralise elle de hâ�ne, et l'exemple fondamentalde ourant de dimension q est en e�et le ourant d'int�egration sur une sous-vari�et�e orient�ee (�eventuellement �a bord) N �M de dimension q, not�e [N ℄ etd�e�ni omme suit : h[N ℄; ui := ZN u:Si f : M ! L est une appliation lisse et propre entres vari�et�es r�eelles,l'op�eration f ? de rapatriement des formes pr�eserve le degr�e et la propri�et�ed'être �a support ompat, don induit par transposition un op�erateur f?d'image direte au niveau des ourants, qui pr�eserve la dimension de eux-i.Si l'on suppose la vari�et�e M orient�ee (e que nous ferons d�esormais), unourant T de dimension q peut aussi se onevoir omme une forme de degr�e(m � q) �a oeÆients distributions, et l'on �erit alors hT; ui =: RM T ^ u.L'entier m� q s'appelle le degr�e de T , et l'on note aussiD0m�q(M) = D0q(M)lorsque l'on veut insister sur le degr�e. En partiulier, �a une q-forme �a oeÆ-ients loalement int�egrables orrespond injetivement un ourant de degr�eq, que nous ne distinguerons pas de la forme en g�en�eral.13



14 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESOn peut multiplier un ourant T de degr�e q par une forme lisse u de degr�ep de sorte que T ^u = (�1)pqu^T , en for�ant l'assoiativit�e RM(T ^u)^v =RM T^(u^v) pour toute forme test v, et on peut appliquer �a T tout op�erateur(pseudo)-di��erentiel P (D) en posant hP (D)T; ui := hT; P (D)?ui, o�u P (D)?est l'adjoint formel de P (D). Par exemple, si N � M est une sous-vari�et�e �abord orient�ee de M , la d�eriv�ee d[N ℄ du ourant d'int�egration sur N est �egaleau signe pr�es au ourant d'int�egration [�N ℄ sur le bord de N . Si l'on note D0qle faiseau des germes de ourants de degr�e q, la d�eriv�ee ext�erieure d�e�nit unomplexe de de Rham (loal)0! C! D00 ! :::! D0m ! 0! :::;qui est exat d'apr�es le dual du lemme de Poinar�e. Chaque faiseau D0qest aylique omme tous les C1-modules, et il resulte du th�eor�eme de deRham-Weil que le q-i�eme groupe de ohomologie Hq(M;C) est anonique-ment isomorphe �a l'espae quotient des q-ourants d-ferm�es sur M par lesourants exats. En partiulier, tout ourant ferm�e T de degr�e q d�e�nit unelasse de ohomologie de de Rham dans Hq(M;C). La ohomologie �a sup-ports ompats Hq (M;C) se alule de même omme le q-i�eme groupe deohomologie du omplexe:::! Dq(M)! :::! Dq+1(M)! :::des formes lisses �a support ompat, et la dualit�e de Poinar�eHm�q(M;C) = Hq (M;C)?est induite par la dualit�e D0m�q(M) = Dq(M)? qui d�e�nit les ourants.1.1.2 Courants positifs ferm�esSoit maintenant X une vari�et�e omplexe de dimension (omplexe) n, mu-nie de son orientation anonique. La d�eomposition en bidegr�es (p; q) auniveau des formes �a valeurs omplexes en induit dualement une au niveaudes ourants, et l'on notera D0p;q(X) (resp. D0p;q(X)) l'espae des ourantsde bidegr�e (resp. bidimension) (p; q). Les op�erateurs di��erentiels du premierordre � et � sont bien d�e�nis au niveau des ourants. Mais la di��erene ru-iale ave le as r�eel est l'existene d'une notion de positivit�e au niveau desformes et des ourants, que nous rappelons bri�evement :si V est un espae vetoriel omplexe de dimension n, V est muni d'uneorientation anonique, d�e�nie par la forme volume(idz1 ^ dz1) ^ ::: ^ (idzn ^ dzn)



1.1. G�EN�ERALIT�ES SUR LES COURANTS 15pour tout hoix de oordonn�ees lin�eaires z1; :::; zn sur V , et une forme dedegr�e maximal sur V est dite positive ssi 'est une multiple positif de laforme d'orientation. Une forme de bidegr�e (p; p) est �a son tour dite positivessi sa restrition �a tout p-plan omplexe de V est positive. L'ensemble des(p; p)-formes positives de V forme alors un ône onvexe saillant ferm�e de^p;pV ?, et les �el�ements du ône dual dans ^n�p;n�pV ? (via la dualit�e induitepar le wedge produit) sont dits fortement positifs. On v�eri�e que le ône des(q; q)-formes fortement positives est engendr�e par les formes du type(i�1 ^ �1) ^ ::: ^ (i�q ^ �q)o�u les �j d�erivent V ?. Par d�e�nition, une (1; 1)-forme � = iP�jkdzj ^ dzkest positive ssi la matrie (�jk) est hermitienne positive ; omme une tellematrie est diagonalisable �a valeurs propres positives, on voit que la (1; 1)-forme � est positive ssi elle fortement positive. Par dualit�e, les deux notionsde positivit�e oinident aussi pour les (n � 1; n � 1)-formes. Ce n'est parontre jamais le as en bidegr�e interm�ediaire ; en fait, la (p; p)-forme ip2�^�est positive pour toute (p; 0)-forme �, mais elle n'est fortement positive quesi � est d�eomposable, i.e. un produit de 1-formes. En prenant maintenantpour V haun des espaes tangents �a la vari�et�e X, on d�e�nit les oneptsde positivit�e faible et forte d'une (p; p)-forme, et don dualement pour lesourants. Notons que omme nous onsid�ererons presque toujours des ou-rants et formes de bidegr�e (1; 1) et (n� 1; n� 1) par la suite, il ne sera pasn�eessaire de se souier de la di��erene entre les deux notions de positivit�e.Courants d'int�egrationSi A � X est un sous-ensemble analytique ferm�e de dimension pure p, onpeut d�e�nir un ourant d'int�egration [A℄ de bidimension (p; p) même si A estsingulier, en int�egrant sur les points lisses de A :ZX [A℄ ^ u := ZAreg u:Dire que ei d�e�nit une forme lin�eaire ontinue sur Dp;p(X) revient �a direque le ourant [Areg℄, bien d�e�ni sur X �Asing, est de masse loalement �niepr�es du lieu singulier de A, e qui se v�eri�e en projetant de fa�on ad�equate Aomme revêtement rami��e au dessus d'ouverts de Cp. On obtient de la sorteun ourant [A℄ fortement positif de bidimension (p; p), ferm�e sur X � Asing,et un th�eor�eme de Skoda et El Mir (f. [ElM84℄)aÆrme que [A℄ est automa-tiquement ferm�e sur X tout entier. Si A = [l�1Al est la d�eomposition deA en omposantes irr�edutibles, sa partie r�eguli�ere est l'union disjointe deelles de haun des Aj, de sorte que l'on a [A℄ = Pl�1[Al℄, o�u la somme estloalement �nie.



16 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESOn peut ainsi assoier �a tout yle analytique un ourant positif ferm�ede même dimension, et les ourants positifs ferm�es de bidimension (p; p) plusg�en�eraux se omportent �a bien des �egards omme des yles analytiques de di-mension p. Ceux-i peuvent se arat�eriser parmi les ourants positifs ferm�esen regardant leur support : si T est un ourant positif ferm�e de bidimension(p; p), T est nul si son support est ontenu dans un ensemble analytique dedimension < p ; si son support est ontenu dans un ensemble analytique A dedimension p, alors on a T = P�l[Al℄, o�u les �l sont des oeÆients positifs etles Al sont les omposantes irr�edutibles de dimension p de A. Ces propri�et�esrestent vraies si T est un ourant ferm�e d'ordre 0, i.e. �a oeÆients mesures.Fontions plurisousharmoniquesLes ourants positifs ferm�es de bidegr�e (1; 1), qui g�en�eralisent les diviseurse�etifs, sont �etroitement li�es aux fontions plurisousharmoniques (psh enabr�eg�e). Rappelons qu'une fontion semi-ontinue sup�erieurement ' : 
 ![�1;+1[ sur un ouvert 
 de Cn est dite psh ssi sa restrition �a toutedroite aÆne est sousharmonique, i.e. v�eri�e l'in�egalit�e de la moyenne. Unetelle fontion est loalement int�egrable si elle n'est pas identiquement �1sur haque omposante de 
, don d�e�nit une distribution, et l'on montre parr�egularisation que le (1; 1)-ourant i��' est positif si ' est psh. R�eiproquement,une distribution ' telle que i��' soit positif est assoi�ee �a une unique fon-tion psh. En utilisant ette arat�erisation, il est faile de voir que le tir�e enarri�ere d'une fontion psh par une appliation holomorphe est enore psh.En partiulier, la notion de fontion psh s'�etend aux vari�et�es omplexes. SiT est un (1; 1)-ourant positif ferm�e sur une vari�et�e omplexe X, T s'�eritloalement (par exemple, sur toute boule ontenue dans un ouvert de arte)sous la forme i��' pour une ertaine distribution ', qui orrespond don �aune fontion psh d'apr�es e qu'on vient de voir. On dit que ' est un potentielloal du ourant T .La notion de potentiel loal d'un (1; 1)-ourant positif ferm�e g�en�eraliseelle d'�equation loale d'un diviseur e�etif. En e�et, si f est une fontionholomorphe sur (un ouvert de) X, la fontion log jf j est le tir�e en arri�ere parf de la fontion (pluri)sousharmonique log jzj de�nie sur C, don est unefontion psh sur X. La formule de Lelong-Poinar�ei��� log jf j = [Zf ℄(o�u Zf d�esigne le dviviseue des z�eros de f) �enone que, �a une onstantepr�es, log jf j est un potentiel loal pour le ourant d'int�egration [D℄ d'undiviseur e�etif D si f = 0 en est une �equation loale. On posera dor�enavantdd := i��� pour all�eger.



1.1. G�EN�ERALIT�ES SUR LES COURANTS 17A�n d'illustrer le prinipe pr�e�edent, onsid�erons u : X ! Y une applia-tion holomorphe. Si D est un diviseur e�etif sur Y d'�equation loale f = 0en un point de Y , et si l'image de u n'est pas ontenue dans (le support de)D, alors f Æu est holomorphe sur un ouvert de X et n'est pas identiquementnulle. Son diviseur des z�eros est not�e u?D, le tir�e en arri�ere de D ; il ne d�ependpas du hoix de f . De la même mani�ere, si T est (1; 1)-ourant positif ferm�esur Y qu'on a �erit T = dd' pr�es d'un point de Y , le tir�e en arri�ere ' Æ uest psh sur un ouvert de X. Si ette fontion n'est pas identiquement �1,son Hessien omplexe dd' Æ u ne d�epend pas du hoix de ' et d�e�nit un(1; 1)-ourant positif ferm�e sur X, not�e u?T . On peut don tirer en arri�ereun (1; 1)-ourant positif ferm�e par une appliation holomorphe surjetive ; en'est plus le as quand le bidegr�e de T d�epasse 1.1.1.3 Produits de ourants et nombres de LelongLa multipliit�e d'un ensemble analytique A � X de dimension pure p enun point x 2 X peut se d�e�nir omme suit : la projetion du germe(A; x) � (X; x) sur un p-plan g�en�erique de (X; x) = (Cn; x) est un revêtement�ni rami��e pour un hoix g�en�erique de oordonn�ees, et la multipliit�e de Aen x est le degr�e minimal possible d'un tel revêtement. Dit autrement, onregarde l'intersetion ompt�ee ave multipliit�es de A ave un (n � p)-plang�en�erique passant par x, pour un hoix donn�e de oordonn�ees en x. En th�eoriedes ourants, l'analogue de l'intersetion de deux yles analytiques est leproduit ext�erieur des deux ourants positifs ferm�es, et dans un as ommedans l'autre, l'intersetion ou le produit n'est en g�en�eral pas d�e�ni - on nepeut en e�et multiplier deux distributions en g�en�eral. Toutefois, on doit �aJ.-P.Demailly le r�esultat suivant :Th�eor�eme 1.1.1 (Dem92) Soit T un ourant positif ferm�e de bidimension(p; p) et ' une fontion psh loalement born�ee en dehors d'un ensemble ana-lytique de dimension < p. On peut alors d�e�nir un ourant produitdd' ^ T:Le produit en question est un ourant positif ferm�e de bidimension(p� 1; p� 1), et il est ontinu en ' le long des suites d�eroissantes.On d�e�nit alors la multipliit�e, ou nombre de Lelong, d'un ourant positifferm�e de bidimension (p; p) en rempla�ant l'intersetion ave un (n� p)-plang�en�erique par le produit ext�erieur ave (dd log jz � xj)p. On a not�e jzj lanorme hermitienne de z ; log jz � xj est don psh et loalement born�ee endehors de x, de sorte que la mesure positive T ^ (dd log jz � xj)p est bien



18 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESd�e�nie d'apr�es e qui pr�e�ede. Le nombre de Lelong �(T; x) de T en x estalors d�e�ni omme la masse port�ee par ette mesure au point x.On montre que ette d�e�nition ne d�epend pas du hoix des oordonn�eesz en x, et que le nombre de Lelong �([A℄; x) du ourant d'int�egration [A℄ surun ensemble analytique A est bien �egal �a la multipliit�e de A en x. Lorsquep = 1, le nombre de Lelong d'un (1; 1)-ourant positif ferm�e T s'interpr�ete auniveau de son potentiel loal ' tel que T = dd' pr�es de x : on peut montrerque �(T; x) est le plus grand r�eel positif  � 0 tel que ' �  log jzj+O(1) pr�esde x. On peut don aussi parler des nombres de Lelong d'une fontion psh.En partiulier, si T = [D℄ est le ourant d'int�egration sur un diviseur e�etifD d'�equation loale f = 0 pr�es de x, on retrouve failement en appliquantette arat�erisation au potentiel loal log jf j de T que �(T; x) est l'ordred'annulation de f en x, i.e. la multipliit�e de D en e point.Bien que le nombre de Lelong d'un ourant T en x mesure la singularit�ede T en x, il ne faut pas roire que T est lisse ou même �a potentiel born�elorsque ses nombres de Lelong sont tous nuls. En e�et, si � : R! R est unefontion onvexe roissante quelonque, �(log jzj) d�e�nit une fontion psh surC ave un pôle �a l'origine d�es que �(�1) = �1, et l'on v�eri�e failementque son nombre de Lelong en 0 est �0(�1), limite des d�eriv�ees �a droite �0(t)lorsque t! �1. Or �0(�1) peut fort bien être nul sans que �(�1) le soit,par exemple ave �(t) = � log(�t) au voisinage de �1.En fait, les nombres de Lelong d'un ourant en mesurent les singularit�esde type analytique. Soit T un ourant positif ferm�e de bidimension (p; p).Pour haque  > 0, on poseE(T ) := fx 2 X; �(T; x) � g:Un r�esultat fondamental dû �a Y.T.Siu [Siu74℄ aÆrme alors que E(T ) est unsous-ensemble analytique ferm�e de X, de dimension au plus p. En prenantpour  une suite de rationnels> 0 qui onverge vers 0, on d�eduit de e r�esultatque E+(T ) := [>0E(T )est une r�eunion au plus d�enombrable d'ensemble analytiques de dimensionau plus p. Mieux, T ontient la partie p-dimensionnelle de E+(T ), ompt�eeave multipliit�es. Plus pr�eis�ement, on introduit d'abord le nombre de Le-long g�en�erique de T le long d'un ensemble analytique irr�edutible A en po-sant �(T;A) := infx2A �(T; x), de sorte que A est ontenu dans E+(T ) ssi�(T;A) > 0. Par e qui pr�e�ede, on a �(T;A) = �(T; x) pour x 2 A tr�esg�en�eral. On peut alors montrer que T � �(T;A)[A℄ est enore un ourant po-sitif ferm�e si A est irr�edutible, de dimension p. En appliquant ei �a tous lesensembles analytiques irr�edutibles de dimension p ontenus dans E+(T ), qui



1.1. G�EN�ERALIT�ES SUR LES COURANTS 19forment une famille au plus d�enombrable, on obtient que la s�erieP �(T;A)[A℄de ourants positifs ferm�es, o�u A d�erit tous les sous-ensembles analytiquesirr�edutibles de dimension p, est onvergente, et que l'on aT = R +X �(T;A)[A℄;o�u R est un ourant positif ferm�e de bidimension (p; p) qui ne ontient plusd'ensemble analytique irr�edutible de dimension p. Cette d�eomposition estappel�ee d�eomposition de Siu du ourant T , et R sa partie r�esiduelle.1.1.4 Singularit�es des (1; 1)-ourantsOn d�esigne enore par X une vari�et�e omplexe de dimension n. Si T estun (1; 1)-ourant ferm�e sur X, il admet loalement des potentiels loaux, i.e.des distributions ' telles que T = dd' loalement ; es potentiels loauxne sont pas uniquement d�etermin�es par T , mais la di��erene  de deux telspotentiels loaux sur leur ensemble de d�e�nition ommun v�eri�e dd = 0,i.e. est pluriharmonique, don lisse en partiulier. On peut don lassi�erles singularit�es de T modulo C1 en regardant ses potentiels loaux. Nousserons amen�es par la suite �a approher un (1; 1)-ourant positif ferm�e par desourants ferm�es qui lui sont ohomologues et �a singularit�es plus raisonnables,�a savoir lisses ou �a singularit�es analytiques ; ei ne peut se faire qu'au prixd'une perte de positivit�e, qui nous am�ene �a la d�e�nition suivante :D�e�nition 1.1.2 On dit qu'un (1; 1)-ourant ferm�e T est presque positif ssisa partie n�egative est loalement born�ee, i.e. ssi pr�es de tout point de x 2 Xon peut trouver une (1; 1)-forme r�eelle born�ee  telle que T � .Quitte �a se rapproher de x, on peut supposer que des oordonn�ees loalesz sont donn�ees et que  � �Ci��jzj2 pour un ertain C > 0. Mais alorsT + Ci��jzj2 est positif et ferm�e, don s'�erit i��' pour ' psh. Au �nal,T s'�erit loalement i�� o�u  est la somme d'une fontion psh et d'unefontion lisse. Une telle fontion est dite presque psh.Il est lair qu'on peut enore parler des nombres de Lelong d'un ou-rant presque positif en regardant sa partie positive, qui existe loalement. Leth�eor�eme de Siu et la d�eomposition qui en r�esulte restent valables, mais lapartie residuelle R est bien sûr seulement presque positive ; plus pr�eis�ement,on aura R �  si T � . Par ailleurs, un (1; 1)-ourant presque positif peutaussi être tir�e en arri�ere par un morphisme surjetif.D�e�nition 1.1.3 (i) Si T est (1; 1)-ourant ferm�e et I est un faiseau oh�erentd'id�eaux, on dit que T est de type I ssi ses potentiels loaux sont ongrus �ades fontions du type 12 log(jf1j2 + ::: + jfpj2);



20 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESmodulo C1, o�u f1; :::; fp est un syst�eme loal de g�en�erateurs de I.(ii) Un (1; 1)-ourant ferm�e T est de type analytique ssi il existe un faiseauoh�erent d'id�eaux I tel que T soit de type I.(iii) Un (1; 1)-ourant ferm�e T est �a singularit�es analytiques (resp. alg�ebriques)ssi il existe un r�eel (resp. un rationnel)  � 0 tel que T soit de type analy-tique.Rappelons que tout faiseau oh�erent d'id�eaux I admet une lotûre int�egraleI, d�e�nie omme le faiseau d'id�eaux form�e des germes g de fontions holo-morphes satisfaisant une �equation gd + a1gd�1 + ::: + ad = 0, o�u ak est un�element de Ik. Un tel germe g v�eri�e jgj = O(jf1j + ::: + jfpj) pour toutsyst�eme loal (f1; :::; fp) de g�en�erateurs de I, et l'on peut montrer que lar�eiproque est vraie, et que I est un faiseau oh�erent. Cela �etant, on a laProposition 1.1.4 Il existe une bijetion entre les faiseaux oh�erents d'id�eauxint�egralement los et les lasses modulo C1 de (1; 1)-ourants de type analy-tique.D�emonstration : si T est de type I, il est presque positif, de sorte quehaun de ses potentiels loaux ' est une fontion presque psh. Le faiseaudes germes de fontions holomorphes g v�eri�ant jgj = O(e') est alors �egal�a la lotûre int�egrale de I d'apr�es e qui pr�e�ede ; on a ainsi assoi�e �a Tun id�eal int�egralement los, qui ne d�epend que de la lasse de T moduloC1. R�eiproquement, �etant donn�e un id�eal oh�erent I, on va onstruire unourant T de type I de la fa�on suivante : on hoisit un reouvrement ouvertloalement �ni Uj de X tel que I soit engendr�e par f (j) = (f (j)1 ; :::; f (j)Nj ) surVj �� Uj, et on se donne une partition de l'unit�e �j assoi�ee �a Uj. On d�e�nitalors T := dd(12 log(Xj �jjf (j)j2)):Sur Uj \ Uk, il existe Cjk > 0 tel que C�1jk jf (j)j2 � jf (i)j2 � Cjkjf (j)j2, et l'onvoit ainsi failement que T est de type I. Il est lair que les deux onstru-tions sont inverses l'une de l'autre, qed.La partie divisorielle d'un ourant T de type I dans sa d�eomposition de Siuest exatement la partie divisorielle D du sh�ema V (I) ; en e�et, il suÆt dele v�eri�er pour T = dd 12 log(jf1j2 + ::: + jfN j2), o�u les fj engendrent I. Si gd�esigne un p.g..d. des fj, on obtientT = dd log jgj+ dd12 log(jh1j2 + :::+ jhN j2);



1.1. G�EN�ERALIT�ES SUR LES COURANTS 21o�u les hj := fj=g ont des z�eros ommuns en odimension au moins deux.Comme on a dd log jgj = [D℄ par la formule de Lelong-Poinar�e, l'assertionest laire. Plus g�en�eralement, si V (I) est de odimension� p, le (p; p)-ourantT p est bien d�e�ni d'apr�es le th�eor�eme 1.1.1, et la formule de King [Kin70℄aÆrme que le p-yle qui apparâ�t dans la d�eomposition de Siu de T p estexatement le p-yle assoi�e au sh�ema V (I).L'avantage des singularit�es analytiques est qu'elles peuvent être r�esolues par�elatements.Proposition 1.1.5 Soit T un (1; 1)-ourant ferm�e de type I sur X. Alors ilexiste une modi�ation propre � : fX ! X qui est une suite loalement �nied'�elatements de entre lisse telle que la partie r�esiduelle de �?T soit lisse.Il est en e�et lair que �?T est de type �?I pour tout morphisme surjetif� : fX ! X ; d'apr�es Hironaka, on peut hoisir une modi�ation � ommedans l'�enon�e telle que �?I soit de la forme O(�D) pour un diviseur e�etifD sur fX, et le r�esultat d�eoule de la disussion i-dessus.Comparaison des singularit�esSi l'on s'int�eresse plus grossi�erement aux singularit�es des fontions presquepsh modulo L1, on peut introduire omme dans [DPS01℄ une omparaisondes singularit�es de deux fontions :D�e�nition 1.1.6 Soit '1 et '2 deux fontions presque psh sur X. On ditque '1 est moins singuli�ere que '2 en x 2 X si'2 � '1 +O(1)au voisinage de x. On note '1 � '2 le fait que '1 soit moins singuli�ere que'2 en tout point.Attention au hangement de diretion dans les in�egalit�es ! On dira que ' estnon-singuli�ere en x ssi ' est loalement born�ee pr�es de x, et l'on note Sing(')son lieu singulier, i.e. l'ensemble des x 2 X tels que ' soit singuli�ere en x.En partiulier, on dira que ' a une singularit�e isol�ee en x ssi x est isol�e dansSing('). Il faut remarquer qu'ave ette d�e�nition, Sing(') est un ferm�e quiontient l'adh�erene de l'ensemble polaire '�1(�1), mais l'inlusion peutêtre strite.La arat�erisation des nombres de Lelong d'une fontion presque psh ' peutse reformuler en disant que �('; x) est le plus grand  � 0 tel que log jz � xj soit moins singuli�ere que ' pr�es de x. En partiulier, on a�('1; x) � �('2; x) d�es que '1 est moins singuli�ere que '2 en x. On peutdonner une interpr�etation similaire des nombres de Lelong g�en�eriques :



22 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESProposition 1.1.7 Soit ' une fontion presque psh sur X et A un sous-ensemble analytique de X. Soit  A une fontion presque psh de type IA.Alors le nombre de Lelong g�en�erique �(';A) de ' le long de A est le plusgrand  � 0 tel que  A soit moins singuli�ere que ' au point g�en�erique deA.Preuve : soit  � 0 tel que  A soit moins singuli�ere que ' au pointg�en�erique de A. On a alors �('; x) � �( A; x) pour x 2 A g�en�erique. Aupoint tr�es g�en�eral x de A, on a �('; x) = �(';A) et �( A; x) = 1, de sorteque  � �(';A). En partiulier, le supremum � des  � 0 onsid�er�es est�ni, et � � �(';A). Pour obtenir l'in�egalit�e en sens inverse, il faut voir que�(';A) A est moins singuli�ere que ' au point g�en�erique de A. On va voirque 'est en fait le as en tout point lisse x de A. Soit don x un tel point ; onhoisit un voisinage de x isomorphe �a un polydisque �n dans Cn = Cp�Cn�pmuni des oordonn�ees z = (z0; z00) telles que A = fz0 = 0g pr�es de x = 0.  Aest alors �egale �a log jz0j modulo C1 pr�es de 0. On pose'0(z0) := supjz00j�r00 '(z0; z00);pour 0 < r00 < 1 �x�e ; '0 est alors une fontion psh au voisinage de 0 dansCp. Pour haque z00 tel que jz00j � r00, le nombre de Lelong �a l'origine dez0 7! '(z0; z00) est au moins �egal �a elui de ' en (0; z00), qui est au moins�(';A) puisque (0; z00) appartient �a A. On en d�eduit que le nombre de Lelongde '0 en l'origine est au moins �egal �a �(';A), e qui signi�e que l'on a'(z0; z00) � �(';A) log jz0j+O(1)pour tout jz0j assez petit, uniform�ement en z00. C'est e qu'on voulait d�emontrer.Comme appliation de e r�esultat, on obtient leCorollaire 1.1.8 Soit � : fX ! X l'�elatement de X le long d'une sous-vari�et�e (lisse) Y , et soit E le diviseur exeptionnel. Alors, pour tout (1; 1)-ourant presque positif ferm�e T sur X, on a�(T; Y ) = �(�?T;E):Preuve : soit ' une fontion presque psh sur X telle que T � dd' soitlisse, de sorte que �(T; x) = �('; x) en tout point. Soit aussi  Y une fontionpresque psh de type IY sur X. Il est imm�ediat de v�eri�er que  Y Æ � estde type IE sur fX. Comme de plus ' est plus singuli�ere que  Y au pointg�en�erique de Y ssi ' Æ � est plus singuli�ere que  Y Æ � au point g�en�erique deE, le orollaire d�eoule imm�ediatement de la proposition 1.1.7.



1.2. CÔNES POSITIFS EN COHOMOLOGIE 231.2 Cônes positifs en ohomologie1.2.1 Cohomologie de Bott-ChernSi X est vari�et�e omplexe et p et q sont deux entiers positifs, on d�e�nit legroupe de ohomologie de Bott-Chern Hp;qBC(X;C) omme l'espae vetorieltopologique quotient de l'espae de Fr�ehet des formes lisses ferm�ees de bi-degr�e (p; q) par elles qui sont exates. Consid�erons le omplexe de faiseauxsuivant : E0;0 dd�! E1;1 d�! E2;1 � E1;2 d�! :::Comme nous l'avons vu, ette suite de faiseaux doux est exate, et le noyaude la premi�ere �ehe est le faiseau des fontions pluriharmoniques (om-plexes) H. D'apr�es le th�eor�eme de de Rham-Weil, H1;1BC(X;C) est don iso-morphe �a H1(X;H). On a de même une r�esolution de H en utilisant lesourants : D00;0 dd�! D01;1 d�! D02;1 �D01;2 d�! :::;de sorte que H1;1BC(X;C) = H1(X;H) peut aussi se aluler en utilisant lesourants. Cei reste valable pour les autres groupes Hp;qBC(X;C), et se montreen utilisant la version ad�equate des suites i-dessus. En partiulier, tout ou-rant ferm�e T de bidegr�e (p; q) d�e�nit une lasse dans Hp;qBC(X;C) que l'onnotera fTg.Comme tout germe de fontion pluriharmonique r�eelle est la partie r�eelled'une fontion holomorphe, on a H = O +O, et la suite exate0! C! O �O ! H ! 0montre que H1;1BC(X;C) = H1(X;H) est de dimension �nie lorsque X estompate. A nouveau, e fait reste valable pour tous les Hp;qBC(X;C). Danse as, l'op�erateur �� entre l'espae de Fr�ehet des (p � 1; q � 1)-formeslisses et l'espae de Fr�ehet des (p; q)-formes ferm�ees lisses a une image deodimension �nie, don ferm�ee. En partiulier, on en d�eduit que la topologiequotient sur Hp;q(X;C) oinide ave son unique topologie d'espae vetorieltopologique s�epar�e de dimension �nie.Notons aussi que Hp;pBC(X;C) est muni d'une struture r�eelle induite par ellede l'espae des (p; p)-formes, ar d et i�� sont des op�erateurs r�eels. On noteraHp;pBC(X;R) l'espae des points r�eels de Hp;pBC(X;C).LorsqueX est une vari�et�e k�ahlerienne ompate,X admet une d�eompositionde Hodge forte au sens o�u les morphismes anoniquesHp;qBC(X;C)! Hp;q(X;C)



24 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESet �p+q=kHp;qBC(X;C)! Hk(X;C)sont des isomorphismes. Ce fait reste valable lorsque X est une vari�et�e deFujiki, i.e. quand il existe une modi�ation � : fX ! X ave fX k�ahlerienne.1.2.2 Groupe de N�eron-S�everiSi X une vari�et�e omplexe, on note Pi(X) := H1(X;O?X) le groupe dePiard de X, form�e des lasses d'isomorphisme de �br�es en droites ; nousutiliserons la notation additive L+M := L
M pour sa loi de omposition.Si L 2 Pi(X) est un �br�e en droites sur X, on peut le munir d'une m�etriquehermitienne lisse h1 ; dans haque trivialisation LjU = U �C, on peut �erireh1(x; v) = jvj2e�2'1(x) ave '1 lisse, et on d�e�nit la forme de ourbure deh1 omme �etant la (1; 1)-forme �1(L) �egale �a dd'1 sur U .Une m�etrique hermitienne singuli�ere sur L s'�erit par d�e�nition h =h1e�2 pour une fontion L1lo  (le poids de h), et le ourant de ourburede h est par d�e�nition �h(L) := �1(L) + dd . Il en r�esulte en partiulierque la lasse de ohomologie de �h(L) dans H1;1BC(X;R) ne d�epend pas duhoix de h ; on la note 1(L), la premi�ere lasse de Chern de L.Pour tout (1; 1)-ourant ferm�e T dans 1(L), il existe une distribution  telle que T = �1(L)+dd ; lorsque T est de plus presque positif,  est unefontion presque psh, don en partiulier L1lo, et h := h1e�2 d�e�nit unem�etrique hermitienne singuli�ere sur L de ourant de ourbure �egal �a T . Il ydon une orrespondane entre les m�etriques singuli�eres �a poids presque pshsur L et les ourants presque positifs dans 1(L).D�e�nition 1.2.1 Le groupe de N�eron-Severi NS(X) de X est l'image dumorphisme Pi(X)! H1;1BC(X;R) L 7! 1(L).On notera aussi NS(X)Q := NS(X) 
 Q � H1;1BC(X;R) et NS(X)R :=NS(X) 
 R � H1;1BC(X;R). Lorsque X est ompate, H1;1BC(X;R) est dedimension �nie, et don NS(X)R aussi. Sa dimension est appel�ee nombre dePiard de X, not�e �(X).On peut arat�eriser le groupe de N�eron-Severi par le th�eor�eme (1; 1) deLefshetz :Proposition 1.2.2 Une lasse � 2 H1;1BC(X;R) appartient �a NS(X) ssil'image de � par le morphisme anonique H1;1BC(X;R) ! H2(X;R) appar-tient �a l'image de H2(X;Z) dans H2(X;R).Remarques :(i) Habituellement, le groupe de N�eron-Severi d�esigne plutôtl'image du morphisme 1 : Pi(X) ! H2(X;Z) obtenu �a partir de la suiteexate exponentielle.



1.2. CÔNES POSITIFS EN COHOMOLOGIE 25(ii) Il n'est pas lair que NS(X) � H1;1BC(X;R) est un sous-groupe disret eng�en�eral, omme dans le as k�ahlerien.1.2.3 Cônes positifsSoit X une vari�et�e omplexe ompate et ! une m�etrique hermitienne�x�ee. On introduit des ônes onvexes dans H1;1BC(X;R) orrespondant �adi��erentes notions de positivit�e pour des lasses de ohomologie.D�e�nition 1.2.3 Soit � 2 H1;1BC(X;R). On dit que(i) � est une lasse k�ahlerienne ssi elle peut être repr�esent�ee par une formek�ahelerienne, i.e. une (1; 1)-forme ferm�ee lisse d�e�nie positive.(ii) � est une lasse nef (num�eriquement e�etive) ssi pour tout " > 0 ilexiste une (1; 1)-forme ferm�ee lisse dans � telle que �" � �"!.(iii) � est une lasse grosse ssi elle peut être repr�esent�ee par un ourantk�ahlerien, i.e. un (1; 1)-ourant ferm�e T tel que T � "! pour " > 0 assezpetit.(iv) � est une lasse pseudoe�etive ssi elle peut être repr�esent�ee par un(1; 1)-ourant positif ferm�e.Ces d�e�nitions ne d�ependent pas du hoix de la m�etrique hermitienne !, ardeux telles formes ! et !0 sont ommensurables, i.e. il existe C > 0 tel queC�1! � !0 � C!. L'ensemble des lasses k�ahleriennes est un ône onvexeouvert K � H1;1BC(X;R), le ône k�ahlerien. On d�e�nit de même le ône nef N ,qui est onvexe et ferm�e, le ône gros G, onvexe et ouvert, et en�n le ônepseudoe�etif E , onvexe et ferm�e. La onvexit�e est laire dans haque as ;l'ouverture de K et G et le fermeture de N r�esultent du fait que H1;1BC(X;R)est muni de la topologie induite par l'espae des (1; 1)-formes lisses et ferm�eespar passage au quotient. On a de plus les inlusions suivantes :K � N � Eet K � G � E ;qui sont toutes laires en dehors de N � E . Pour obtenir elle-i ainsi quele arat�ere ferm�e de E , on utilise une propri�et�e de ompait�e faible desourants :Proposition 1.2.4 L'appliation T 7! fTg qui �a un (1; 1)-ourant ferm�eassoie sa lasse de ohomologie dans H1;1BC(X;R) est propre en restrition �afT � g pour toute (1; 1)-forme r�eelle born�ee .D�emonstration : on utilise le fait qu'il existe sur toute vari�et�e omplexeompate une m�etrique de Gauduhon, i.e. une (1; 1)-forme ! d�e�nie positive



26 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESet telle que ��(!n�1) = 0, o�u n = dimX (f. [Gau77℄). Si T est un (1; 1)-ourant ferm�e ave T � , la masse du ourant positif T � est ontrôl�ee parRX(T � ) ^ !n�1 ; or RX T ^ !n�1 ne d�epend que de la lasse fTg de T dansH1;1BC(X;R) puisque !n�1 est ��-ferm�ee. On en d�eduit que la masse de T �,et don elle de T , est born�ee lorsque la lasse fTg reste dans un ompatde H1;1BC(X;R). Le r�esultat d�eoule don de la propri�et�e de ompait�e faibledes ourants de masse born�ee.Si � 2 H1;1BC(X;R) est nef, la famille de (1; 1)-formes �" dans � telle que �" ��"! reste dans un ompat d'apr�es la proposition, et on peut en extraire unevaleur d'adh�erene T dans l'espae des ourants, qui est lairement positiveet appartient �a �. Cette derni�ere est don bien pseudoe�etive. On d�eduit�egalement de la proposition que le ône pseudoe�etif est �a base ompate.Remarque : il est important de noter que l'on ne peut pas en g�en�eral trouverde (1; 1)-forme lisse et positive dans une lasse nef. L'exemple suivant setrouve dans [DPS94℄ : soit E une ourbe elliptique ; omme Ext1(O;O) =H1(E;O) = 1, il existe une extension non sind�ee0! O ! V ! O ! 0;unique �a isomorphisme pr�es. Si on a �erit E = C=(Z+ �Z) ave =� > 0, onpeut aussi onstruire V omme le quotient de C � C2 par le groupe ab�lienlibre engendr�e par les deux automorphismes g1(z; v; w) = (z + 1; v; w) etg2(z; v; w) = (z + � ; v + w;w).On pose alors X := P(V ), le �br�e des hyperplans de V , et L := OV (1).Comme V est une extension de �br�es nef, il est lui-même nef, e qui signi�eque L est un �br�e en droites nef sur X. Le quotient V ! O ! 0 d�e�nitune setion C de X ! E, qui appartient au syst�eme lin�eaire jLj. Le ourantd'int�egration [C℄ est don un ourant positif ferm�e dans 1(L) et l'on montredans [DPS94℄ que 'est le seul. En partiulier, la lasse nef 1(L) ne peut pasontenir de forme lisse positive.1.2.4 Stabilit�e de la positivit�e sous l'ation d'un mor-phisme.Soit f : X ! Y un morphisme surjetif entre vari�et�es omplexes etompates. On se propose d'�etudier le omportement des di��erentes notionsde positivit�e sous f? et f ?. On ommene par la positivit�e strite, qui ne seonserve que dans le as o�u f est g�en�eriquement �ni.Proposition 1.2.5 Soit f : Y ! X un morphisme surjetif et g�en�eriquement�ni. On onsid�ere deux lasses � 2 H1;1BC(Y;R) et � 2 H1;1BC(X;R). Alors :



1.2. CÔNES POSITIFS EN COHOMOLOGIE 27(i) f?� est grosse si � l'est, mais pas r�eiproquement.(ii) f ?� est grosse ssi � l'est.(iii) Si f est de plus �nie, f ?� est k�ahlerienne ssi � l'est.D�emonstration : (i) Soit T 2 � un ourant k�ahlerien, et !Y (resp. !X)une m�etrique hermitienne sur Y (resp. X), de sorte qu'on a T � "!Y pour" > 0 assez petit. Par ompait�e de Y , il existe une onstante C > 0 telleque f ?!X � C!Y . On a alors f?T � "f?!Y � (" deg f=C)!X , don f?T estbien un ourant k�ahlerien dans la lasse f?�. Pour un ontre-exemple �a lar�eiproque, il suÆt de onsid�erer l'�elatement � de P2 en N = d2 pointsd'une ourbe lisse C � P2 de degr�e d. La transform�ee strite eC de C v�eri�eeC2 = 0, don est nef mais pas grosse, alors que C = �? eC l'est.(ii) Si f ?� est grosse, � l'est d'apr�es (i). R�eiproquement, on suppose que� est une lasse grosse. D'apr�es le th�eor�eme d'applatissement d'Hironaka, ilexiste une suite d'�elatements de entres lisses � : fX ! X telle que l'ap-pliation induite Z := fX �X Y ! fX soit plate, et don �nie. Comme (i)s'applique �a Z ! Y (les singularit�es de Z n'ayant pas d'importane), on estramen�e �a traiter deux as : f est un �elatement de entre lisse, ou bien fest �nie (mais la soure peut être singuli�ere dans e as). Le premier as esttrait�e ave le lemme 1.2.12 i-apr�es. Pour le seond, on utilise leLemme 1.2.6 Soit f : Y ! X un morphisme �ni et plat entre des es-paes omplexes ompats munis de m�etriques hermitiennes !Y et !X res-petivement. Alors il existe une fontion lisse ' sur Y et Æ > 0 tels quef ?!X + dd' � Æ!Y .D�emonstration : on pro�ede par r�eurrene sur la dimension de X. SoitA � X le plus petit sous-ensemble analytique ontenant Xsing tel que f soit�etale au dessus de X�A. A est de dimension stritement plus petite, don ilexiste Æ > 0 et une fontion lisse  sur f�1(A) tels que f ?!X+dd � Æ!Y enrestrition �a f�1(A). D'apr�es [Pau98℄, il existe don un voisinage ouvert U def�1(A) dans Y et une fontion lisse e sur Y tels que f ?!X+dd e � (Æ=2)!Ysur U . Comme f est �etale au dessus de l'ouvert lisse X � A, il existe " > 0tel que f ?!X + "(f ?!X + dd e ) soit d�e�nie positive sur le ompat X � U .Elle est aussi d�e�nie positive sur U puisque f ?!X est semi-positive partoutet f ?!X+dd e est stritement positive sur U par onstrution. On en d�eduitle r�esultat en posant ' := "1+" e .On �nit la preuve de (ii) : si T � "!X est un ourant k�ahlerien dans � surX, on d�eduit du lemme que f ?T + Ædd' est un ourant k�ahlerien dans f ?�,qui est don grosse.(iii) Si � est une lasse k�ahlerienne et f est �nie, f ?� est aussi k�ahlerienned'apr�es le lemme 1.2.6. R�eiproquement, supposons que f ?� soit une lassek�ahlerienne, et soit � un repr�esentant lisse de �. Alors il existe une fontion



28 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESlisse ' sur Y telle que f ?� + dd' soit une forme k�ahlerienne, qui est don afortiori plus grande que "f ?!X pour " > 0 assez petit. Si l'on pose  (x) =maxy2f�1(x) '(y), alors  est une fontion ontinue sur X (puisque f estpropre et ' est ontinue), qui v�eri�e T := � + dd � "!X . T est don unourant k�ahlerien dans � ave tous ses nombres de Lelong nuls, et il r�esultedu th�eor�eme 1.2.9 que � est une lasse k�ahlerienne.On passe maintenant �a la semi-positivit�e :Proposition 1.2.7 Soit f : Y ! X un morphisme surjetif entre vari�et�esomplexes ompates et � 2 H1;1BC(X;R). Alors on a :(i) f ?� est nef ssi � l'est.(ii) f ?� est pseudoe�etive ssi � l'est. Lorsque f est de plus onnexe, haqueourant positif ferm�e T dans f ?� s'�erit T = f ?S pour un unique ourantpositif S 2 �.D�emonstration : le point (i) est le r�esultat prinipal de [Pau98℄. Le point(ii) est beauoup plus simple �a d�emontrer : �xons un repr�esentant lisse � de�, et soit T un ourant positif dans f ?�. On peut �erire T = f ?� + dd',o�u ' est une fontion presque psh sur Y . Soit C � X l'ensemble des valeursritiques de f , et posons  (x) := supy2f�1(x)'(y)pour x dansX�C. Je dis que  admet un unique prolongement presque psh �aX tel que S := �+dd � 0. Si U est un petit ouvert deX sur lequel � = ddu,u Æ f + ' est psh sur f�1(U), et la restrition de f d�e�nit une submersionpropre f�1(U�C)! U�C, don  (y)+u(y) = supx2f�1(y)(uÆf)(x)+'(x)est une fontion psh sur U�C loalement major�ee pr�es de C ar ' est major�eeloalement au dessus de Y ; u+  admet don un unique prolongement psh�a U tout entier, et notre assertion est v�eri��ee. Cei montre d�ej�a le premierpoint de (ii). Si on suppose maintenant f onnexe, la fontion psh uÆf+' surf�1(U) a une restrition psh (�eventuellement identiquement �1) �a haunedes �bres f�1(x) pour x 2 U � C. Ces �bres sont des vari�et�es ompatesonnexes, don la restrition en question est onstante, et l'on voit que ' estonstante sur haune de es �bres. Il en d�eoule que les deux fontions pshu Æ f + ' et u Æ f +  Æ f oinident presque partout (�a savoir en dehors del'ensemble analytique f�1(C)) sur f�1(U) ; elles y sont don �egales partout, etl'on voit que les deux ourants T = f ?�+dd' et f ?S = f ?�+dd( Æf) sont�egaux sur Y . Pour e qui est de l'uniit�e de S, on dispose plus g�en�eralementduLemme 1.2.8 Soit f : Y ! X une appliation surjetive et propre entrevari�et�es omplexes. Si T1 et T2 sont deux ourants presque positifs sur Xave f ?T1 = f ?T2, on a T1 = T2.



1.2. CÔNES POSITIFS EN COHOMOLOGIE 29D�emonstration : l'assertion est loale sur X, don on peut supposer queTi = dd'i. Soit u := '1�'2 ; l'hypoth�ese est que uÆ f est pluriharmonique,et l'on veut voir que u l'est aussi. Il suÆt don de voir qu'une fontion L1lov est �egale presque partout �a une fontion psh lorsque v Æ f est psh (onapplique ensuite ei �a v = u et �u). En dehors de points ritiques de f , onpeut trouver des oordonn�ees loales sur Y telles que f(z1; :::zn) = (z1; :::; zp),est l'assertion est laire dans e as. On voit don que v est psh en dehorsde l'ensemble analytique C des valeurs ritiques de f . Comme v est aussiloalement major�ee pr�es de C (puisque vÆf est loalement major�ee partout),vjY�C admet un unique prolongment psh �a Y , qui est �egal �a v sur X � C,don presque partout sur X, qed.1.2.5 R�egularisation des ourants presque positifsNous rappelons dans ette setion les th�eor�emes de r�egularisation des(1; 1)-ourants presque positifs, dûs �a J.-P.Demailly.Soit X une vari�et�e omplexe ompate. Un ourant positif ferm�e T nepeut en g�en�eral pas être approh�e par des formes lisses ferm�ees et posi-tives. Par exemple, le diviseur exeptionnel E de l'�elatement fX d'un pointdans une surfae lisse X veri�e R eXfEg2 = �1 ; si �k est une suite de (1; 1)-formes lisses, ferm�ees et positives onvergeant faiblement vers le ourantd'int�egration [E℄, alors leurs lasses f�kg 2 H1;1BC(X;R) onvergent vers ellede fEg. Or RXf�kg2 = RX �2k � 0, ar �2k est une (2; 2)-forme positive en tantque produit de (1; 1)-formes positives lisses. Le prix �a payer pour r�egulariserT est une perte de positivit�e dans les diretions n�egatives du �br�e tangentTX , ontrôl�ee par les nombres de Lelong de T . Pour �xer les notations, onnote � : P(TX)! X la projetion anonique du �br�e des hyperplans de TX ,et l'on suppose donn�ee une (1; 1)-forme r�eelle ferm�ee lisse u sur X telle que1(OTX (1)) + �?fug soit nef sur P(TX) (par exemple u = C! ave C � 1).On a alors le r�esultat suivant :Th�eor�eme 1.2.9 (Dem92) Soit T = �+dd' un (1; 1)-ourant ferm�e presquepositif sur une vari�et�e omplexe ompate X, ave � lisse et ' presque psh.Supposons �egalement donn�ee une (1; 1)-forme r�eelle ontinue  telle queT � , ainsi qu'une m�etrique hermitienne ! sur X. Alors il existe une suited�eroissante de fontions lisse 'k telle que :(i) 'k onverge vers ' pontuellement et dans L1lo, et don Tk := � + dd'konverge faiblement vers T .(ii) Tk �  � �ku� "k!, o�u �k est une suite d�eroissante de fontions onti-nues onvergeant pontuellement vers �(T; x), et "k > 0 onverge vers 0.Si on est prêt �a aepter des ourants �a singularit�es analytiques, la perte de



30 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESpositivit�e peut être rendue arbitrairement petite :Th�eor�eme 1.2.10 (Dem92) Les donn�ees �etant les mêmes que dans le th�eor�eme1.2.9, il existe une suite d�eroissante de fontions 'k �a singularit�es analy-tiques telles que :(i) 'k onverge vers ' pontuellement et dans L1lo, et don Tk := � + dd'konverge faiblement vers T .(ii) Tk � �"k! pour une suite "k > 0 tendant vers 0.(iii) les nombres de Lelong �(Tk; x) onvergent vers �(T; x), uniform�ementpar rapport �a x 2 X.1.2.6 Cônes positifs et g�eom�etrie de X.Par d�e�nition, une vari�et�e omplexe ompate est k�ahlerienne ssi son ônek�ahlerien K est non vide, et il est imm�ediat de v�eri�er que le ône nef N estl'adh�erene du ône K dans e as. Si de plus K\NS(X)R est non-vide, alors'est un ouvert non vide de NS(X)R ; K ontient don un point rationnel,i.e. un �el�ement de NS(X)Q, et don aussi un �el�ement de NS(X) puisque Kest un ône. D'apr�es e qu'on a vu, ei signi�e qu'il existe un �br�e en droitesL dont la premi�ere lasse de Chern 1(L) est k�ahlerienne. La vari�et�e X estdon projetive si (et seulement si) K renontre NS(X)R.Rappelons qu'un vari�et�e omplexe ompate X est dite de Moishezon ssisa dimension alg�ebrique a(X) est maximale, i.e. �egale �a dimX. La dimensionalg�ebrique a(X) de X est d�e�nie omme le degr�e de transendane du orpsC(X) des fontions m�eromorphes sur X ; 'est aussi la plus grande dimensiond'Iitaka �(X;L) d'un �br�e en droites L sur X. X est don de Moishezon ssielle est bim�eromorphe �a une vari�et�e projetive, ou bien ssi elle admet un�br�e en droites gros. B.Moishezon a montr�e qu'�etant donn�ee une vari�et�e deMoishezon X, il existe une suite �nie d'�elatements de entre lisse � : fX ! Xtelle que fX soit projetive ; en utilisant le th�eor�eme de r�egularisation desourants, Demailly et Paun ont obtenu une d�emonstration plus simple de er�esultat, ontenu dans le :Th�eor�eme 1.2.11 (DP01) Soit X une vari�et�e omplexe ompate et � 2H1;1BC(X;R) une lasse grosse. Alors il existe une suite �nie d'�elatements deentre lisse � : fX ! X et une lasse k�ahlerienne e� sur X, qui de plus peutêtre hoisie rationnelle lorsque � l'est.Nous allons donner la d�emonstration du th�eor�eme 1.2.11, ar elle nous serautile par la suite. Soit don � 2 H1;1BC(X;R) une lasse grosse sur X ; �xonspar ailleurs une m�etrique hermitienne !. Par d�e�nition, � peut être repr�esent�eepar un ourant k�ahlerien, i.e. un (1; 1)-ourant ferm�e T tel que T � "! pour" > 0 assez petit. En appliquant le th�eor�eme de r�egularisation 1.2.10, on peut



1.2. CÔNES POSITIFS EN COHOMOLOGIE 31de plus supposer que T est �a singularit�es alg�ebriques ; on dispose don d'unrationnel positif  > 0 et d'un id�eal oh�erent I tels que T soit de type I.Par r�esolution des singularit�es (proposition 1.1.5), on trouve une suite �nied'�elatements de entre lisse � : fX ! X telle que la partie r�esiduelle de�?(T ) soit lisse ; on a don T = R + [D℄ pour un ertain Q-diviseur e�etifD et une (1; 1)-forme ferm�ee lisse R ; puisque T � "!, on a �?T � �?"!, etdon aussi R � �?"! ; R est don positive, et stritement positive en dehorsdu diviseur exeptionnel E de �, mais elle est a priori d�eg�en�er�ee le long deE. Sa lasse de ohomologie n'est don pas k�ahlerienne a priori. On utilisele lemme suivant :Lemme 1.2.12 Soit � : Z ! X l'�elatement de X le long d'une sous-vari�et�elisse Y � X, de diviseur exeptionnel E. Supposons que ! soit une (1; 1)-forme lisse d�e�nie positive sur X ; alors il existe une (1; 1)-forme ferm�ee lisse� sur Z ohomologue �a �E telle que �?!+"� > 0 pour tout " > 0 assez petit.D�emonstration : soit  un repr�esentant lisse de f�Eg. On sait que E ! Ys'identi�e au �br�e projetif P(NY=X)! Y des droites du �br�e normal de Ydans X, et que le �br�e onormal OE(�E) de E dans Z oinide ave le �br�etautologiqueO(1) via ette identi�ation. Puisque e dernier est relativementample au dessus de Y , il peut être muni d'une m�etrique hermitienne lisse hdont la forme de ourbure est d�e�nie positive sur TE=Y , e qui signi�e qu'ilexiste une fontion lisse ' sur E telle que jE + dd' soit d�e�nie positive surTE=Y . On hoisit alors un prolongement lisse arbitraire de ' �a Z, enore not�e'. Quitte �a ajouter �a ' un grand multiple de d(x; E)2, on peut supposer que� :=  + dd' est d�e�nie positive non seulement sur TE=Y mais aussi sur le�br�e normal NE=X ; �?! est quant �a elle d�e�nie positive dans les diretionshorizontales de E ! Y , e qui au �nal nous assure que �?! + � est d�e�niepositive sur TX au dessus de tout point de E. Elle va don �egalement êtred�e�nie positive sur un voisinage ouvert U de E. On remarque maintenant que�?! est d�e�nie positive sur le ompat fX�U , et don que �?!+"(�?!+�) yest aussi d�e�nie positive pour " > 0 assez petit. On �nit la preuve du lemmeen notant que �?! + "(�?! + �) est d�e�nie positive sur U puisque �?! estpositive partout et que �?! + � est d�e�nie positive sur U par onstrution.Revenons �a la preuve du th�eor�eme : puisque � : fX ! X est une suite �nied'�elatements de entre lisse, des appliations suessives du lemme pr�e�edentnous fournissent des (1; 1)-formes lisses ferm�ees uj ohomologues aux ompo-santes irr�edutibles Ej du diviseur exeptionnel de � et des rationnels "j > 0tels que �?! � (X "juj)soit d�e�nie positive sur fX. Il en r�esulte que R�P "juj est une forme ferm�ee



32 CHAPITRE 1. PR�ELIMINAIRESlisse d�e�nie positive, i.e. une forme k�ahlerienne, et fX est don bien une vari�et�ek�ahlerienne. Si on suppose de plus que la lasse � de d�epart est rationnelle,i.e. qu'elle appartient �a NS(X)Q, alors la lasse de �?T est aussi rationnelle,et don R = �?T � [D℄ d�e�nit �egalement une lasse rationnelle, puisque Dest un Q-diviseur. Finalement, e� := fR�P "jujg = fRg�P "jfEjg est unelasse k�ahlerienne et rationnelle quand � l'est ; X est projetive dans e as.Pour ompl�eter es r�esultats, nous reproduisons le r�esultat suivant, �egalementdû �a B.Moishezon :Th�eor�eme 1.2.13 Toute vari�et�e de Moishezon ompate et k�ahlerienne estprojetive.D�emonstration : soit X une vari�et�e de Moishezon ompate et k�ahlerienne,de dimension n. On note N1 � Hn�1;n�1(X;R) l'espae vetoriel engendr�epar les lasses de ourbes de X. Alors on a H1;1(X;R) = NS(X)R � N?1sous la dualit�e entre H1;1(X;R) et Hn�1;n�1(X;R). En e�et, 'est vrai surune vari�et�e projetive, et si � : fX ! X est une modi�ation ave fX pro-jetive, ette propri�et�e se transporte de fX �a X en utilisant �? et son in-verse �a gauhe �?, omme on le voit ais�ement. On va montrer que le pro-jet�e sur NS(X)R d'une lasse k�ahlerienne est enore k�ahlerienne, en uti-lisant le rit�ere de Nakai-Moishezon. On onsid�ere don � 2 NS(X)R et� 2 H1;1(X;R) orthogonale �a toute ourbe telles que ! := � + � soit unelasse k�ahlerienne. Il s'agit de voir que � elle-même est alors k�ahlerienne,et il suÆt pour e faire de montrer que � est une lasse grosse. En ef-fet, toutes les sous-vari�et�es de X ont une d�esingularisation k�ahlerienne etde Moishezon, don notre lasse � sera par r�eurrene grosse sur toutesles sous-vari�et�es de X, et don k�ahlerienne d'apr�es [DP01℄. On remarquemaintenant que RC � = RC ! est positive ontre toute ourbe, et don que� est nef par [Pau98℄. Pour voir que � est grosse, il reste �a montrer queRX �n > 0 d'apr�es [DP01℄. Consid�erons l'�elatement � : Y ! X d'unpoint quelonque de X, et notons E son diviseur exeptionnel. Pour tout" > 0, �?�� "fEg est dans NS(Y )R, �?� est nulle sur les ourbes de Y , et�?�� "fEg+ �?� = �?!� "fEg est une lasse k�ahlerienne pour " > 0 assezpetit d'apr�es le lemme 1.2.12. D'apr�es e qu'on vient de voir, �?� � "fEgest don nef, d'o�u RY (�?� � "fEg)n � 0. Mais omme on a �elat�e un point,fEg � �?�k = 0 pour tout k > 0, don (�?� � "fEg)n = �?�n + f�"Egn.Si l'on avait RX �n = 0, on se retrouverait ave RY f�Egn � 0, e qui estimpossible ar fEg � f�Egn�1 = RPn�1 1(O(1))n�1 = 1.Remarque : la �n de la preuve montre en fait que les onstantes de Seshadri"(�; x) de � sont toutes stritement positives (f. setion 3.3). On peut donen d�eduire diretement que � est k�ahlerienne.



Chapitre 2D�eomposition de Zariskidivisorielle
2.1 Constrution analytique2.1.1 Le ône nef en odimension 1.Nous allons introduire un nouveau ône dans H1;1BC(X;R), le ône deslasses nef en odimension 1. Soit X une vari�et�e omplexe ompate, et !une m�etrique hermitienne.D�e�nition 2.1.1 Soit � 2 H1;1BC(X;R).(i) On dit que � est une lasse k�ahlerienne en odimension 1 ssi elle peutêtre repr�esent�ee par un ourant k�ahlerien ne ontenant pas de diviseurs.(ii) On dit que � est une lasse nef en odimension 1 ssi pour tout " > 0 ilexiste un (1; 1)-ourant presque positif ferm�e T" dans � ne ontenant pas dediviseur et tel que T" � �"!.A nouveau, es d�e�nitions sont ind�ependantes du hoix de la m�etrique her-mitienne !, ar deux telles formes sont ommensurables. Par ailleurs, lesourants intervenant dans la d�e�nition peuvent être pris �a singularit�es ana-lytiques, omme le montre le th�eor�eme 1.2.10.L'ensemble des lasses k�ahlerienne en odimension 1 forme un ône onvexeouvert K1 dans H1;1BC(X;R), le ône k�ahlerien en odimension 1, et l'en-semble des lasses nef en odimension 1 est un ône onvexe ferm�e N 1 dansH1;1BC(X;R), le ône nef en odimension 1. L'exemple de [DPS94℄ rappel�e en1.2.3 montre �a nouveau qu'on ne peut prendre " = 0 dans la d�e�nition d'unelasse nef en odimension 1 en g�en�eral. Si T est un ourant k�ahlerien, sapartie r�esiduelle R dans sa d�eomposition de Siu est aussi un ourant k�ahle-rien, et R ne ontient plus de diviseurs par onstrution. On d�eduit don du33



34 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLEth�eor�eme 1.2.11 que le ône k�ahlerien en odimension 1 est non vide ssi Xest une vari�et�e de Fujiki, et dans e as, K1 est l'int�erieur de N 1. Une lassek�ahlerienne en odimension 1 peut se arat�eriser de la fa�on suivante :Proposition 2.1.2 Une lasse � 2 H1;1BC(X;R) est k�ahlerienne en odimen-sion 1 ssi il existe une modi�ation � : fX ! X ave fX lisse telle que � = �? e�pour une lasse k�ahlerienne e� sur fX.D�emonstration : si ! est une forme k�ahlerienne sur fX, son pouss�e en avantT := �?! est un ourant k�ahlerien ; de plus T ne ontient pas de diviseurspuisque � est un isomorphisme au dessus du ompl�ementaire d'un ensembleanalytique de odimension au moins 2. Ainsi � = fTg = �?f!g est unelasse k�ahlerienne en odimension 1. La r�eiproque se montre omme dans leth�eor�eme 1.2.11.2.1.2 Courants �a singularit�es minimalesSupposons maintenantX ompate, et soit  une (1; 1)-forme r�eelle onti-nue et � 2 H1;1BC(X;R). On d�esigne par �[℄ l'ensemble des (1; 1)-ourantsferm�es T dans la lasse � tels que T �  ; �[℄ est un sous-ensemble onvexefaiblement ompat de l'espae des ourants d'apr�es la proposition 1.2.4. Onmunit �[℄ de la relation de pr�eordre partiel T1 � T2 de omparaison dessingularit�es.Proposition 2.1.3 Toute partie non vide de (�[℄;�) admet un borne inf�erieure.D�emonstration : Soit Ti, i 2 I une partie non vide de �[℄, et �xons unrepr�esentant lisse � de la lasse �. Chaque �el�ement Ti peut s'�erire �+ dd'iave 'i une fontion presque psh telle que dd'i �  � �. Comme X estompate, toute fontion presque psh sur X est major�ee, don on peut tou-jours s'arranger pour que 'i � 0, quitte �a soustraire �a 'i une onstante. Ononsid�ere maintenant l'enveloppe sup�erieure et semi-ontinue sup�erieurement' de la famille 'i, i 2 I. Il est alors lair que T := �+dd' est moins singulierque haun des Ti, et que si S 2 �[℄ est un ourant ourant presque pshmoins singulier que haun des Ti, alors S est moins singulier que T . Nousallons par ontre pr�eiser pourquoi T appartient bien �a �[℄, i.e. pourquoiT � . C'est une assertion loale ; pour tout " > 0, en diagonalisant ��  enun point x, on peut trouver des oordonn�ees loales z = (z1; :::; zn) entr�eesen x et une forme q(z) = P�jjzjj2 telles quedd(q(z)� "jzj2) � � �  � dd(q(z) + "jzj2):Puisque Ti = � + dd'i � , on voit don que 'i + q(z) + "jzj2 est psh pr�esde x ; l'enveloppe sup�erieure d'une famille de fontions psh uniform�ement



2.1. CONSTRUCTION ANALYTIQUE 35major�ee �etant psh, on en d�eduit que ' + q(z) + "jzj2 est aussi psh. Ainsi :pour tout " > 0 et tout x 2 X, on a T = �+ dd' � � 2"ddjzj2 pr�es de x.On en d�eduit que T � , qed.Si  � 0,  log jz�xj est moins singuli�ere que ' en x ssi  log jz�xj est moinssinguli�ere que haune des 'i en e point ; on en d�eduit la relation suivante :�(infi2I Ti; x) = infi2I �(Ti; x);valable en tout point x 2 X.Lorsque � 2 H1;1BC(X;R) est pseudoe�etive, le plus petit �el�ement de �[0℄, i.e.le moins singulier des ourants positifs ferm�es ontenus dans � sera appel�eourant positif �a singularit�es minimales dans �, et not�e Tmin = Tmin(�). Il estunique modulo L1. Il est �a noter que même quand � est une lasse grosse, i.e.ontient un ourant k�ahlerien, Tmin n'est pas en g�en�eral un ourant k�ahlerien :Proposition 2.1.4 Si � 2 H1;1BC(X;R) est une lasse grosse ontenant unourant �a singularit�es minimales Tmin qui soit un ourant k�ahlerien, alors �est une lasse k�ahlerienne.D�emonstration : soit � un repr�esentant lisse de �, et �erivons Tmin =� + dd'. Puisque e dernier est k�ahlerien, (1 � ")Tmin + "� est lui aussik�ahlerien pour " > 0 assez petit, et appartient �a �. Par minimalit�e de Tmin,on a don (1� ")' � '+O(1), et on en d�eduit que ' est born�ee. En parti-ulier, tous les nombres de Lelong de Tmin sont nuls ; e dernier �etant k�ahle-rien, il peut alors être approh�e par une forme k�ahlerienne dans � d'apr�es leth�eor�eme 1.2.9 ; � est don bien une lasse k�ahlerienne.Remarque : bien qu'il soit unique modulo L1, un ourant �a singularit�esminimales n'est pas unique en g�en�eral : le as d'une lasse k�ahlerienne suÆra�a s'en onvainre.2.1.3 Multipliit�es minimales et lieu non nefSoit X une vari�et�e omplexe ompate et ! une m�etrique hermitienne.Si � 2 H1;1BC(X;R) est une lasse pseudoe�etive, on note �[�"!℄ l'ensembledes ourants T 2 � tels que T � �"!. Par d�e�nition, � est nef ssi il existe unourant lisse dans �[�"!℄ pour haque " > 0. Or le th�eor�eme de r�egularisation1.2.9 dit pr�eis�ement que si T est un ourant dans �[�"!℄, ses nombresde Lelong sont l'obstrution �a l'approher par des ourants lisses dans �ave une perte de positivit�e arbitrairement petite. Il en r�esulte don que �est nef exatement quand les nombres de Lelong des ourants �a singularit�esminimales dans �[�"!℄ sont nuls, d'o�u la



36 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLED�e�nition 2.1.5 (i) La multipliit�e minimale d'une lasse pseudoe�etive� en x 2 X est d�e�nie omme :�(�; x) := sup">0 �(Tmin;"; x);o�u Tmin;" d�esigne un ourant �a singularit�es minimales dans �[�"!℄.(ii) Le lieu non nef de � est Lnef (�) := fx 2 X; �(�; x) > 0g.Notons que la d�e�nition des multipliit�es minimales est ind�ependante duhoix de la m�etrique hermitienne !, ar deux telles formes sont ommen-surables, et qu'elles sont �nies puisqu'on a lairement �(�; x) � �(Tmin; x)pour tout ourant positif �a singularit�es minimales Tmin dans �. On remarqueaussi que le lieu non nef Lnef(�) est une r�eunion d�enombrable d'ensembleanalytiques, puisqu'on aLnef(�) = [k;l>0E1=k(Tmin;1=l):En fait, l'appliation x 7! �(�; x) est semi-ontinue sup�erieurement dans latopologie de Zariski d�enombrable, pour les mêmes raisons. Comme on vientde le voir, � est nef ssi son lieu non nef Lnef(�) est vide.Proposition 2.1.6 Soit � 2 H1;1BC(X;R) une lasse pseudoe�etive. Si Yest un sous-ensemble analytique de X non ontenu dans le lieu non nef de�, alors la restrition �jY est une lasse pseudoe�etive.D�emonstration : soit " > 0 et Tmin;" un ourant �a singularit�es minimalesdans �[�"!℄. D'apr�es le th�eor�eme 1.2.10, on peut trouver un ourant �a sin-gularit�es analytiques T2" dans �[�2"!℄ qui est moins singulier que Tmin;". Ona don E+(T2") � E+(Tmin;") � Lnef (�);et e dernier ne ontient pas Y par hypoth�ese. Comme T2" est �a singularit�esanalytiques le long de E+(T2") qui ne ontient pas Y , sa restrition �a Y estbien d�e�nie, et v�eri�e (T2")jY � �2"!jY . Par ompait�e faible, la famille deourants (T2")jY sur Y admet une valeur d'adh�erene positive, e qui montrele r�esultat.Si Y est un sous-ensemble analytique, on introduit la multipliit�e minimaleg�en�erique d'une lasse pseudoe�etive � 2 H1;1BC(X;R) le long de Y en posant�(�; Y ) := infx2Y �(�; x):On a en fait �(�; Y ) = �(�; x) pour x 2 Y tr�es g�en�eral, et �(�; Y ) > 0 ssiY � Lnef(�). Par d�e�nition, une lasse pseudoe�etive � est nef en odimen-sion 1 ssi �(�;D) = 0 pour tout diviseur irr�edutible D, ou enore ssi son



2.1. CONSTRUCTION ANALYTIQUE 37lieu non nef ne ontient pas de diviseur.M.Paun a montr�e dans [Pau98℄ qu'une lasse pseudoe�etive � 2 H1;1BC(X;R)est nef ssi �jY est pseudoe�etive pour tout sous-ensemble analytique irr�edutibleY � X. On a don leCorollaire 2.1.7 Une lasse pseudoe�etive � 2 H1;1BC(X;R) est nef ssi �jYest pseudoe�etive pour tout sous-ensemble irr�edutible Y � Lnef(�).2.1.4 Continuit�e des multipliit�es minimalesNous nous int�eressons maintenant �a la ontinuit�e de � 7! �(�; x) et�(�;D) :Proposition 2.1.8 Pour tout x 2 X et pour tout diviseur irr�edutible D,les fontions E ! R � 7! �(�; x) et �(�;D) sont onvexes et homog�enes.Elles sont ontinues sur l'int�erieur E0 du ône pseudoe�etif, et sont semi-ontinues inf�erieurement sur E tout entier.D�emonstration : soit �, � deux lasses pseudoe�etives. Si Tmin;"(�) etTmin;"(�) sont des ourants �a singularit�es minimales dans �[�"!℄ et �[�"!℄respetivement, alors Tmin;"(�)+Tmin;"(�) appartient �a (�+�)[�2"!℄, et don�(Tmin;2"(� + �); x) � �(Tmin;"(�); x) + �(Tmin;"(�); x) � �(�; x) + �(�; x):On d�eduit de ei que �(�+�; x) � �(�; x)+�(�; x), et la propri�et�e de sous-additivit�e de �(�; D) s'obtient de la même mani�ere. Puisque l'homog�en�eit�e denos deux fontions est �evidente, la onvexit�e en r�esulte.L'appliation quotient � 7! f�g de l'espae de Fr�ehet des (1; 1)-formesferm�ees sur H1;1BC(X;R) est surjetive, don ouverte. Si �k 2 H1;1BC(X;R)est une suite de lasses pseudoe�etives onvergeant vers �, et si " > 0 estdonn�e, on peut don trouver une forme lisse �k 2 � � �k pour tout k assezgrand, telle que �"! � �k � "!:Le ourant Tmin;"(�k) + �k est alors dans �[�2"!℄, et don�(Tmin;2"(�); x) � �(Tmin;"(�k); x) � �(�k; x)pour tout k assez grand. On en d�eduit que �(Tmin;2"(�); x) � lim infk!1 �(�k; x)pour tout " > 0, d'o�u �(�; x) � lim infk!1 �(�k; x), en prenant le supremumdu membre de gauhe sur tous les " > 0. Cei signi�e que � 7! �(�; x) estsemi-ontinue inf�erieurement ; la preuve pour �(�;D) est bien sûr similaire,en rempla�ant simplement x par D. En�n, les restritions de nos fontions�a l'int�erieur du ône pseudoe�etif sont ontinues omme le sont toutes les



38 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLEfontions onvexes sur un sous-ensemble onvexe ouvert d'un espae vetorielde dimension �nie.Remarque : nous donnerons en appendie un exemple, dû �a Nakayama, o�uertaines multipliit�es minimales ne sont pas ontinues jusqu'au bord de E .Proposition 2.1.9 Soit � 2 H1;1BC(X;R) une lasse pseudoe�etive, et Tminun ourant positif ferm�e �a singularit�es minimales dans �.(i) On a toujours �(�; x) � �(Tmin; x) et �(�;D) � �(Tmin; D).(ii) Si � est de plus grosse, on a �(�; x) = �(Tmin; x) et �(�;D) = �(Tmin; D).D�emonstration : puisque Tmin appartient �a �[�"!℄ pour tout " > 0, (i) estlair. Si � est de plus grosse, on peut hoisir un ourant k�ahlerien T dans �,qui v�eri�e par d�e�nition T � ! pour une m�etrique hermitienne !. Si Tmin;"est un ourant �a singularit�es minimales dans �[�"!℄, alors (1� ")Tmin;"+ "Test un ourant positif dans �, et don �((1 � ")Tmin;" + "T; x) � �(Tmin; x)par minimalit�e de Tmin ; on en d�eduit(1� ")�(�; x) + "�(T; x) � �(Tmin; x):On obtient ainsi l'in�egalit�e �(�; x) � �(Tmin; x) en laissant "! 0. Le as de�(�;D) est similaire.En utilisant ette proposition, on montre laProposition 2.1.10 Soit � : fX ! X l'�elatement de X le long d'unesous-vari�et�e lisse Y � X, et notons E son diviseur exeptionnel. Si � 2H1;1BC(X;R) est une lasse grosse, on a :�(�; Y ) = �(�?�;E):D�emonstration : omme � est grosse, �?� l'est aussi d'apr�es la proposition1.2.5, et la proposition 2.1.9 montre don que �(�; Y ) = infS �(S; Y ) pourS 2 � positif, et de même �(�?�;E) = infT �(T;E) pour T 2 �?� positif.D'apr�es la proposition 1.2.7, S 7! �?S �etablit une bijetion entre les ourantspositifs dans � et eux dans �?�, et omme de plus on a �(S; Y ) = �(�?S;E)pour tout ourant positif ferm�e S par le orollaire 1.1.8, le r�esultat suit.2.1.5 D�e�nition de la d�eomposition de Zariski diviso-rielle.La d�eomposition de Zariski divisorielle d'une lasse pseudoe�etive� 2 H1;1BC(X;R) est une onstrution qui onsiste �a retirer �a � la partie divi-sorielle de son lieu non-nef Lnef(�), ompt�ee ave multipliit�es, de mani�ere �a



2.1. CONSTRUCTION ANALYTIQUE 39d�eomposer � en une partie nef en odimension 1 et une partie \n�egative".Un diviseur irr�edutible D est ontenu dans e lieu non-nef ssi �(�;D) > 0,de sorte que la partie divisorielle en question est P �(�;D)D. Le probl�emeest qu'un nombre in�ni de diviseurs peut apparâ�tre dans Lnef(�) ; on om-mene don par d�e�nirP �(�;D)[D℄ omme une s�erie (onvergente !) de ou-rants : si Tmin est un ourant positif �a singularit�es minimales dans �, on a�(�;D) � �(Tmin; D) pour tout diviseur irr�edutible D par la proposition2.1.9, et la s�erie de ourants P �(�;D)[D℄ est don onvergente, puisquedomin�ee par P �(Tmin; D)[D℄.D�e�nition 2.1.11 (D�eomposition de Zariski divisorielle) La partie n�egatived'une lasse pseudoe�etive � 2 H1;1BC(X;R) est d�e�nie omme le ourantN(�) :=X �(�;D)[D℄:La projetion de Zariski de � estZ(�) := �� fN(�)g:Nous appellerons la d�eomposition � = Z(�) + fN(�)g sa d�eomposition deZariski divisorielle.Nous allons montrer que le lieu non-nef de � ne ontient qu'un nombre �ni dediviseurs irr�edutibles, de sorte que la partie n�egative N(�) est un diviseur(f. th�eor�eme 2.1.15). Pour l'instant, nous nous penhons sur la projetionde Zariski.Proposition 2.1.12 Soit � 2 H1;1BC(X;R) une lasse pseudoe�etive. Alors :(i) Sa projetion de Zariski Z(�) est nef en odimension 1.(ii) On a Z(�) = � ssi � est nef en odimension 1.(iii) Z(�) est grosse ssi � l'est.(iv) Si � n'est pas nef en odimension 1, alors Z(�) appartient au bord �N 1du ône nef en odimension 1.D�emonstration :(i) Soit omme avant Tmin;" un ourant �a singularit�es mi-nimales dans �[�"!℄, et onsid�erons sa d�eomposition de SiuTmin;" = R"+P �(Tmin;"; D)[D℄. En premier lieu, je dis queN" := P �(Tmin;"; D)[D℄onverge faiblement vers N(�) lorsque " tend vers 0. Pour le voir, on om-mene par remarquer que pour toute forme forme lisse � de bidimension(1; 1), �+C!n�1 est une forme positive pour C > 0 assez grand. Toute formetest � de bidimension (1; 1) est don la di��erene de deux formes positives,et il suÆt de montrer que R N"^ � ! R N(�)^ � pour toute forme positive �.Mais R N"^� = P �(Tmin;"; D) R [D℄^� est un s�erie onvergente dont le termeg�en�eral �(Tmin;"; D) R [D℄ ^ � onverge vers �(�;D) R [D℄ ^ � lorsque "! 0 et



40 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLEest domin�e par �(Tmin; D) R [D℄^� ; puisqueP �(Tmin; D) R [D℄^� � R Tmin^�onverge, notre assertion suit par onvergene domin�ee.En partiulier, la lasse fN" � N(�)g tend vers z�ero. Puisque l'appliation� 7! f�g est ouverte, on peut trouver une suite de formes lisses �k � �Æk!telle que �k 2 fN"k � N(�)g si "k � Æk � 1 sont deux suites bien hoi-sies. Il reste �a remarquer que Tk := R"k + �k est un ourant dans Z(�) aveTk � �("k+Æk)! et qui ne ontient pas de diviseurs. Puisque "k+Æk onvergevers z�ero, Z(�) est bien nef en odimension 1.(ii) Puisque N(�) = P �(�;D)[D℄ est un ourant positif ferm�e, il est nulssi sa lasse fN(�)g 2 H1;1BC(X;R) l'est (int�egrer ontre !n�1, o�u ! est deGauduhon). L'assertion revient don �a dire que � est nef en odimension 1ssi son lieu non nef ne ontient pas de diviseurs, e qu'on a d�ej�a vu.(iii) Si Z(�) est grosse, alors � = Z(�)+fN(�)g est bien sûr grosse �egalement.Si r�eiproquement � est grosse, elle ontient un ourant k�ahlerien T , donton �erit la d�eomposition de Siu T = R+P �(T;D)[D℄. On remarque que lapartie r�esiduelle R est un ourant k�ahlerien ; puisque T appartient �a �[�"!℄pour tout " > 0, on a �(T;D) � �(�;D), et R +P(�(T;D) � �(�;D))[D℄est don un ourant k�ahlerien appartenant �a Z(�), qed.(iv) Supposons que Z(�) appartienne �a l'int�erieur (N 1)0 du ône nef en odi-mension 1. On doit montrer que �(�;D) = 0 pour tout diviseur irr�edutibleD. Supposons don que �(�;D0) > 0 pour un ertain D0. La lasseZ(�)+ "fD0g appartient elle aussi �a l'ouvert (N 1)0 pour " assez petit, et onpeut don �erire pour 0 < " < �(�;D0) :� = (Z(�) + "fD0g) + (�(�;D0)� ")fD0g+ f XD 6=D0 �(�;D)Dg:On en d�eduit que �(�;D0) � �(Z(�)+"fD0g; D0)+(�(�;D0)�"). Comme deplus �(Z(�) + "fD0g; D0) = 0 puisque Z(�) + "fD0g est nef en odimension1, on obtient la ontradition �(�;D0) � �(�;D0)� ".Proposition 2.1.13 (i) L'appliation � 7! N(�) est onvexe et homog�enesur E. Elle est ontinue sur l'int�erieur du ône pseudoe�etif.(ii) La projetion de Zariski Z : E ! N 1 est onave et homog�ene. Elle estontinue sur l'int�erieur de E.D�emonstration : tout ei d�eoule imm�ediatement de la proposition 2.1.8,hormis peut-être la ontinuit�e. Celle-i s'obtient en remarquant que � 7!R N(�) ^ � est une fontion onvexe sur E pour toute forme test positive �.2.1.6 Partie n�egative et diviseurs exeptionnelsSi A = D1; :::; Dr est une famille �nie de diviseurs irr�edutibles, on noteV+(A) = PjR+fDjg le ône onvexe engendr�e par les lasses fD1g,...,fDrg.



2.1. CONSTRUCTION ANALYTIQUE 41Chaque �el�ement de V+(A) s'�erit don � = fEg pour un R-diviseur e�etifsupport�e par les Dj. Puisque [E℄ est un ourant positif dans �, on aN(�) � E. Ainsi, N(�) est une somme �nie dans e as (i.e. un diviseur), etZ(�) peut être repr�esent�e par le R-diviseur e�etif E � N(�), qui est aussisupport�e par les Dj. En d'autres termes : V+(A) est stable sous la projetionde Zariski Z. En partiulier, on a Z(V+(A)) = 0 ssi V+(A) ne renontre N 1qu'en 0.D�e�nition 2.1.14 On dira que A = D1; :::; Dr est une famille exeptionnellede diviseurs irr�edutibles ssi Z(V+(A)) = 0.Th�eor�eme 2.1.15 Pour toute lasse � 2 E, l'ensemble des diviseurs irr�edutiblesontenus dans son lieu non-nef est �ni et exeptionnel. En fait, le passageau quotient D 7! fDg est injetif en restrition �a l'espae vetoriel engendr�epar es diviseurs.D�emonstration : on ommene par remarquer que Z(�) � ZZ(�)+Z(fN(�)g)et ZZ(�) = Z(�) d'apr�es la proposition 2.1.12, d'o�u Z(fN(�)g) = 0. SoitmaintenantD1; :::; Dr des diviseurs irr�edutibles ontenus dans le lieu non-nefde �, et soit E un R-diviseur e�etif port�e par les Di. On a alors E � tN(�)pour t > 0 assez grand, puisque les Di apparaissent dans le support de N(�),et don Z(fEg) � tZ(fN(�)g) = 0. On voit don D1; :::; Dr est une familleexeptionnelle par d�e�nition. De plus, on a N(fEg) � E et leurs lasses sont�egales, don E = N(fEg). De l�a, on d�eduit ais�ement le seond point, e quionlut la d�emonstration.Les diviseurs exeptionnels sont plong�es de fa�on tr�es rigide dans X :Proposition 2.1.16 Si E est un R-diviseur e�etif exeptionnel, alors salasse fEg ne ontient qu'un seul ourant positif ferm�e, �a savoir le ourantd'int�egration [E℄. En partiulier, quand E est un Q-diviseur, sa dimensionde Kodaira-Iitaka �(X;E) est nulle.D�emonstration : si T est un ourant positif dans fEg, on a �(T;D) ��(fEg; D) pour tout diviseur irr�edutibleD. Grâe �a la d�eomposition de Siude T , on a T � P �(T;D)[D℄, et on voit don que T � [E℄ � est un ourantpositif. Puisqu'il est nul en ohomologie, il est nul en tant que ourant, etT = [E℄. Pour voir le dernier point, soit D un �el�ement du syst�eme lin�eairejkEj pour un entier k > 0 tel que kE soit Cartier. Le ourant positif 1k [D℄ estalors un �el�ement de fEg, don on a [D℄ = k[E℄ en tant que ourants, et donD = kE omme diviseur. Cei montre que h0(kE) = 1 pour tout k > 0, qed.



42 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLE2.1.7 Disontinuit�es de la projetion de ZariskiLa projetion de Zariski Z : E ! N 1 est ontinue sur l'int�erieur du ônepseudoe�etif, mais elle n'est pas ontinue jusqu'au bord en g�en�eral. On peutproduire des exemples grâe �a laProposition 2.1.17 Si X ontient un nombre in�ni de diviseurs irr�edutiblesexeptionnels, alors la projetion de Zariski n'est pas ontinue.D�emonstration : nous utiliserons leLemme 2.1.18 siDk est une suite in�nie de diviseurs, les rayonsR+fDkg �E s'aumulent seulement sur N 1.D�emonstration : omme � 7! �(�; x) est semi-ontinue inf�erieurement(proposition 2.1.8), on voit que le lieu non nef Lnef(�) de la limite de toutesuite �k de lasses pseudoe�etives est ontenu dans l'ensemblelim infk!1 Lnef(�k) := \l�0 [k�l Lnef(�k):En appliquant ei �a �k = tkfDkg ave tk > 0, on obtient que Lnef(�) nepeut ontenir de diviseurs puisque Lnef(tkfDkg) � Dk. Cei signi�e bien quetoute valeur d'adh�erene � des rayons R+fDkg est nef en odimension 1.Supposons maintenant qu'une suite in�nie Dk de diviseurs irr�edutibles ex-eptionnels existe. Puisque le ône E est �a base ompate, on peut supposerquitte �a extraire une sous-suite que tkfDjg onverge vers une lasse pseudoef-fetive non-nulle � pour des tk > 0 bien hoisis. Comme Dk est exeptionnel,on a Z(tkfDkg) = 0 pour tout k, mais la limite � est nef en odimension 1d'apr�es le lemme, et don Z(�) = � est non nul �a la limite.Par exemple, l'�elat�e de P2 en au moins neuf points en position g�en�eraleest une surfae ontenant une in�nit�e de (�1)-ourbe, i.e. de ourbes ration-nelles lisses de arr�e �1 (f. [Har77℄, p.409). Ces ourbes sont exeptionnellesd'apr�es le th�eor�eme 4.2.8, et on obtient un exemple de projetion de Zariskidisontinue.Remarque : sur une surfae, la r�eiproque de la proposition i-dessus estvraie, puisque les multipliit�es � 7! �(�;D) sont ontinues dans e as (f.proposition 4.2.15).2.1.8 Carat�erisation de la d�eomposition de ZariskidivisorielleSupposons que nous ayons �erit une lasse pseudoe�etive � omme lasomme � = p+ fNg d'une lasse nef en odimension 1 p et de la lasse d'un



2.1. CONSTRUCTION ANALYTIQUE 43R-diviseur e�etif N . Nous souhaitons un rit�ere permettant de d�eterminerquand ette d�eomposition est la d�eomposition de Zariski divisorielle de �.Comme N(�) � N(p) +N et N(p) = 0 puisque p est nef en odimension 1,N(�) = N se produit ssi Z(�) = p, et notre question revient �a l'�etude des�bres Z�1(p) de la projetion de Zariski Z : E ! N 1. Nous allons en fait�etudier les �bres Z�1(p) au dessus d'une lasse grosse. On introduit �a ette�n laD�e�nition 2.1.19 (lieu non k�ahlerien) Si � 2 H1;1BC(X;R) est une lassegrosse, on d�e�nit son lieu non k�ahlerien omme �etantLkah(�) := \TE+(T )o�u T d�erit tous les ourants k�ahleriens dans �.Pour justi�er la terminologie, on montre leTh�eor�eme 2.1.20 Soit � 2 H1;1BC(X;R) une lasse grosse. Alors :(i) Le lieu non nef Lnef(�) est ontenu dans le lieu non k�ahlerien Lkah(�).(ii) Il existe un ourat k�ahlerien �a singularit�es analytiques T dans � tel queE+(T ) = Lkah(�). En partiulier, Lkah(�) est un sous-ensemble analytiquede X.(iii) � est une lasse k�ahlerienne ssi son lieu non k�ahlerien Lkah(�) est vide.Plus g�en�eralement, � est une lasse k�ahlerienne ssi �jY est une lasse k�ahle-rienne pour toute omposante irr�edutible Y de Lkah(�).D�emonstration :(i) Puisque � est grosse, son lieu non nef Lnef(�) est justeE+(Tmin) par la proposition 2.1.9. Pour tout ourant positif T dans �, on aE+(Tmin) � E+(T ), et le r�esultat suit.(ii) Pour ommener, je dis qu'�etant donn�es deux ourants k�ahleriens T1, T2dans �, il existe un ourant k�ahlerien T dans � �a singularit�es analytiques telque E+(T ) � E+(T1) \ E+(T2). En e�et, nos deux ourants appartiennent�a �["!℄ pour " > 0 assez petit. On hoisit alors une borne sup�erieure T3 denos deux ourants dans et ensemble, i.e. un ourant k�ahlerien dans � moinssingulier que haun des Ti. On applique alors le th�eor�eme 1.2.10 de sorteque l'on trouve un ourant T dans � �a singularit�es analytiques l�eg�erementmoins singulier et moins positif que T3. Le ourant T en question onvient.Grâe �a ette remarque et au th�eor�eme 1.2.10, il est faile de onstruire unesuite de ourants k�ahleriens �a singularit�es analytiques Tk 2 � qui soient demoins en moins singuliers et tels que Lkah(�) = \kE+(Tk). Comme haqueTk est �a singularit�es analytiques, E+(Tk) est un ensemble analytique, la suited�eroissante E+(Tk) est stationnaire par la propri�et�e noetherienne forte. Onobtient don �nalement Lkah(�) = E+(Tk) pour k assez grand, qed.(iii) Si T est un ourant k�ahlerien dans � tel que E+(T ) = Lkah(�) omme



44 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLEen (ii), et si �jY est une lasse k�ahlerienne pour haque omposante Y deLkah(�), alors � est une lasse k�ahlerienne d'apr�es [DP01℄. Le reste est lair.Nous pouvons maintenant �enoner leTh�eor�eme 2.1.21 Soit p une lasse grosse et nef en odimension 1. Alorsles omposantes divisorielles D1; :::; Dr de son lieu non k�ahlerien Lkah(p)forment une famille exeptionnelle, et la �bre de Z au dessus de p est le ônesimpliial Z�1(p) = p+XR+fDjg:Quand p est une lasse nef en odimension 1 quelonque, la �bre Z�1(p) estune r�eunion d�enombrable de ônes simpliiaux engendr�es par des famillesexeptionnelles.D�emonstration : soit d'abord � une lasse pseudoe�etive et E1; :::; Er lesomposantes divisorielles de son lieu non nef Lnef(�). Je dis que le ônesimpliial Z(�) +PR+fEjg est tout entier ontenu dans la �bre Z�1Z(�).En e�et, la restrition de Z �a e ône onvexe est une appliation onavepartout plus grande que Z(�) (i.e. Z(�)�Z(�) 2 E pour toute lasse � danse ône) et oinide ave Z(�) au point � de l'int�erieur relatif de e onvexe,et on a don bien Z(�) = Z(�) pour toute � dans e ône, par onavit�e deZ. Cei montre d�ej�a la derni�ere assertion.Soit maintenant p une lasse grosse et nef en odimension 1. Montrons toutd'abord que Z�1(p) � p+PR+fDjg. De fa�on �equivalente, soit � une lassepseudoe�etive telle que Z(�) = p ; on veut voir que N(�) est support�e parles Dj, i.e. que tout diviseur irr�edutible D0 tel que �(�;D0) > 0 est ontenudans Lkah(p). Si tel n'est pas le as, on peut trouver un ourant k�ahlerienT dans p tel que �(T;D0) soit nul. Si � est un repr�esentant lisse de fD0g,T + "� est enore un ourant k�ahlerien pour " > 0 assez petit. Dans e as,T" := T + "� + (�(�;D0)� ")[D0℄ + XD 6=D0 �(�;D)[D℄est un ourant positif dans � ave �(T"; D0) = �(�;D0) � " < �(�;D0) =�(Tmin; D0) (la derni�ere �egalit�e a lieu grâe �a la proposition 2.1.9, vu que �est grosse puisque p l'est). Cei ontredit la minimalit�e de Tmin, et prouvel'inlusion Z�1(p) � p+XR+fDjg:R�eiproquement, soit � = p+ fEg, o�u E est un R-diviseur e�etif support�epar les Di. On veut voir que Z(�) = p. Soit T un ourant k�ahlerien dans p,et R sa partie r�esiduelle. R est un ourant k�ahlerien qui ne ontient pas de



2.1. CONSTRUCTION ANALYTIQUE 45diviseur, don la lasse � := fRg est k�ahlerienne en odimension 1. Je dis quehaun des Di est ontenu dans le lieu non nef de p�"� pour tout " > 0 assezpetit. Comme p�"� est grosse, ei revient �a voir que �(T;Di) > 0 pour toutourant positif T dans p� "� d'apr�es la proposition 2.1.9. Mais si T est untel ourant, T + "R est un ourant k�ahlerien dans p, don �(T + "R;Di) > 0puisque Di est ontenu dans le lieu non k�ahlerien de p. Comme R ne ontientpas de diviseur, l'assertion suit. D'apr�es la premi�ere partie de la preuve, onen d�eduit que Z(p� "�) +XR+fDig � Z�1Z(p� "�)pour tout " > 0 assez petit. En partiulier, Z(p � "�) est la projetion deZariski de Z(p� "�) + fEg. Z est ontinue en p puisque p est grosse, donZ(p� "�) onverge vers Z(p) = p lorsque " tend vers 0. Z est aussi ontinueen � = p+ fEg, don la projetion de Zariski de Z(p� "�) + fEg onvergevers elle de � = p+ fEg lorsque " tend vers 0, et on a don bien �a la limiteZ(�) = p, qed.2.1.9 Struture du ône pseudoe�etifTh�eor�eme 2.1.22 Le ône pseudoe�etif est loalement polyh�edral en de-hors du ône nef en odimension 1. Les rayons extr�emaux de E non onte-nus dans N 1 sont exatement les rayons R+fDg, o�u D est un diviseurirr�edutible exeptionnel.D�emonstration : pour tout diviseur irr�edutible D, posonsED := f� 2 E ; �(�;D) = 0g:Comme �(�;D) est onvexe, homog�ene, positive et semi-ontinue inf�erieurement,ED est un ône onvexe ferm�e, et l'on aE = ED +R+fDgpour tout diviseur D, omme on le voit sur la d�eomposition de Zariski divi-sorielle � = Z(�)+PE �(�;E)fEg de toute � 2 E .Il reste alors �a remarquerque � est dans N 1 ssi �(�;D) = 0 pour tout diviseur D, i.e. ssi � se trouvedans l'intersetion des ED. Si � n'est pas dans N 1, on a don trouv�e unône onvexe ferm�e ED ne ontenant pas � tel que E soit engendr�e par ED etR+fDg, et ei montre que E est loalement polyh�edral en dehors de N 1. SiR est un rayon extr�emal de E qui n'est pas ontenu dans N 1, R n'appartientpas �a l'un des ED, et est don �egal �a l'un des R+fDg. R�eiproquement, on aplus g�en�eralement le



46 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLELemme 2.1.23 Si D1; :::; Dq est une famille exeptionnelle de diviseursirr�edutibles, le ône simpliial PR+fDig est extr�emal dans E.D�emonstration : soit E un R-diviseur e�etif support�e par les Di, et sup-posons que fEg = �1 + �2 soit la somme de deux lasses e�etives. CommeZ est onave et homog�ene, on a 0 = Z(fEg) � Z(�1) + Z(�2), et donZ(�1) = Z(�2) = 0. On voit alors que E = N(�1) + N(�2), de sorte quehaun des N(�i) est un R-diviseur e�etif support�e par les Di, qed.2.2 L'approhe alg�ebriqueDans ette partie, nous nous int�eresserons aux multipliit�es minimaleset �a la d�eomposition de Zariski divisorielle de la premi�ere lasse de Chern� = 1(L) d'un �br�e en droites L. L'id�ee g�en�erale est que es onstrutionspeuvent se lire sur le omportement asymptotique des syst�emes lin�eaires jkLjpour k ! +1, lorsque L est gros. Le as g�en�eral s'obtient en approhantun �br�e en droites pseudoe�etif L par L + "A o�u A est gros. Nous nousplaerons jusqu'�a nouvel ordre sur une vari�et�e projetive X.2.2.1 Courants assoi�es aux setions d'un �br�e.Soit L ! X un �br�e en droites sur une vari�et�e omplexe ompate X(qui n'a pas �a être projetive pour l'instant). Si �1; :::; �N 2 H0(X;L) sontdes setions globales de L, on peut d�e�nir une m�etrique singuli�ere sur le dualL? par h(v) := X1�i�Nhv; �ii:La m�etrique duale sur L a pour poids loal 12 log(P j�ij2), de sorte que leourant de ourbure �h(L) est un ourant positif de type I, l'id�eal engendr�epar l'image des �i sous le morphisme d'�evaluationH0(X;L)
OX(�L)! OX :En partiulier, si les �i forment une base d'un sous-espae vetoriel V �H0(X;O(L)), on obtient un ourant positif ferm�e TjV j appartenant �a 1(L),qui est �a singularit�es de type BjV j, le sh�ema base du syst�eme lin�eaire jV j(TjV j d�epend du hoix de la base de V , mais il est bien d�e�ni modulo C1).Soit �jV j : X� ! P(V ) l'appliation m�eromorphe assoi�ee �a V , qui �a x 2 Xassoie l'hyperplan f� 2 V; �(x) = 0g 2 P(V ). Le hoix de la base �i de Videnti�e e dernier �a CN , don munit P(V ) d'une m�etrique de Fubini-Study!FS, et l'on v�eri�e ais�ement que TjV j est aussi le ourant tir�e en arri�ere



2.2. L'APPROCHE ALG�EBRIQUE 47(�jV j)?!FS par l'appliation m�eromorphe �jLj (on peut toujours d�e�nir untel objet, par exemple en passant par une d�esingularisation du graphe de�jLj).Comme TjV j est de type BjV j, il ontient beauoup d'information sur etensemble base sh�ematique. Par exemple, son nombre de Lelong �(TjLj; x) enun x 2 X n'est autre quemultxjV j := minf�(E; x); E 2 jV jg;qu'on appelle la multipliit�e du syst�eme lin�eaire jV j en x. Ainsi, TjV j est lissessi jV j est sans point base. La r�esolution des singularit�es de TjV j s'obtienten �elatant X de fa�on �a rendre l'ensemble base sh�ematique divisoriel, i.e.en hoisissant une suite d'�elatements de entre lisse � : fX ! X telle que�?jLj = jM j+ F , o�u jM j est la partie mobile, qui n'a plus de point base, etF est la partie �xe. On a alors �?TjLj = TjM j + [F ℄, et TjM j est lisse.Remarque : lorsque L est un �br�e en droites gros, h0(kL) est non-nul pourtout k assez grand, et on peut don d�e�nir le ourant positif TjkLj. Il estimportant de noter que e dernier n'est pas un ourant k�ahlerien en g�en�eral.Par exemple, si � : fX ! X d�esigne l'�elatement de X en un point et Aest un �br�e ample sur X, L := �?A est un �br�e gros et semi-ample, i.e. kLest engendr�e par ses setions pour k assez grand. Ainsi TjkLj est un ourantlisse, et il n'est jamais k�ahlerien ar un ourant k�ahlerien lisse est une formek�ahlerienne, et 1(kL) ne ontient pas de forme k�ahlerienne puisque L n'estpas ample.R�eiproquement, on peut produire des setions �a partir d'un ourant enutilisant les estim�ees L2 pour l'op�erateur �, par exemple sous la forme duth�eor�eme d'annulation de Nadel. Rappelons laD�e�nition 2.2.1 Si T est un (1; 1)-ourant presque positif ferm�e sur unevari�et�e omplexe X, on d�e�nit son id�eal multipliateur I(T ) omme le fais-eau des germes de fontions holomorphes g 2 Ox telles que jgj2e�2' soitint�egrable sur un voisinage de x, pour un (et don tout) potentiel loal ' deT en x.Ce faiseau d'id�eaux I(T ) ne d�epend de T qu'�a �equivalene des singularit�espr�es. On peut montrer que I(T ) est un faiseau oh�erent (f. [Dem96℄), et leth�eor�eme d'annulation de Nadel s'�enone omme suit :Th�eor�eme 2.2.2 Soit X une vari�et�e k�ahlerienne, L un �br�e en droites groset T 2 1(L) un ourant k�ahlerien. AlorsHq(X;O(KX + L)
 I(T )) = 0



48 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLEpour tout q > 0.En partiulier, l'appliation de restritionH0(X;O(KX + L))! H0(V (I(T ));O(KX + L))au sh�ema V (I(T )) est surjetive. Cei permet de produire des setions deKX + L en onjontion ave le r�esultat suivant :Proposition 2.2.3 (lemme de Skoda) Si �(T; x) < 1, alors I(T )x = Ox.Si �(T; x) � n+ s, on a I(T )x �Ms+1x .2.2.2 R�egularisation des ourants, repriseOn va donner dans ette partie une version expliite du th�eor�eme 1.2.10d'approximation par des ourants �a singularit�es analytiques, dans le adresuivant : soit T un ourant positif ferm�e repr�esentant la premi�ere lasse deChern 1(L) d'un �br�e en droites L sur une vari�et�e projetive X. Comme onl'a vu, un tel ourant T peut s'�erire omme le ourant de ourbure d'unem�etrique hermitienne singuli�ere hL sur L, et nous allons montrer que l'onpeut obtenir des r�egularisations Tk de T �a singularit�es analytiques sous laforme Tk = 1kTjVkj, o�u Vk est le sous-syst�eme lin�eaire de kL + A form�e dessetions L2 relativement �a h
kL .Plus pr�eis�ement, soit (A; hA) un �br�e en droites ample muni d'une m�etriquehermitienne lisse dont la forme de ourbure ! := �hA(A) est d�e�nie positive.La forme ! munit don X d'une m�etrique k�ahlerienne. Si L est un �br�e endroites sur X et T est un ourant positif ferm�e dans 1(L), qu'on a �eritT = �hL(L) pour une m�etrique hermitienne singuli�ere hL sur L, on peutmunir kL+A de la m�etrique singuli�ere h
kL 
hA. On d�e�nit alors un produithermitien sur Vk := H0(X;O(kL+ A)
 I(kT )) assoi�e �a la norme L2 :jj�jj2k := ZX h
kL 
 hA(�)dV!:Cei muni P(Vk) d'une m�etrique de Fubini-Study, et on obtient un ourantpositif ferm�e TjVkj assoi�e (qui orrespond �a une base orthonorm�ee de Vkpour le produit L2). Posons en�n Tk := 1k (TjVkj � !), de sorte que Tk est unourant presque positif �a singularit�es analytiques qui repr�esente 1(L) = fTg.On montre alors leTh�eor�eme 2.2.4 On peut hoisir (A; hA) �a ourbure suÆsamment positivepour que les propri�et�es suivantes aient lieu pour tout hoix de (L; hL) :(i) Tk � � 1k!.(ii) Tk onverge faiblement vers T .



2.2. L'APPROCHE ALG�EBRIQUE 49(iii) Tk est moins singulier que T , et les nombres de Lelong �(Tk; x) onvergentvers �(T; x), uniform�ement par rapport �a x 2 X.D�emonstration : On �xe une m�etrique lisse h1 sur L, et l'on �erit hL =h1e�2', de sorte que T = �hL(L) = �1(L) + dd'. On pose'k(x) := 12k log( X1�i�Nk h
k1 
 hA(�(k)i (x)))pour un hoix de base orthonorm�ee (�(k)i )1�i�Nk de (Vk; jj � jjk). 'k ne d�ependpas du hoix de ette base ; en fait, e2k'k(x) est le arr�e de la norme del'op�erateur d'�evaluation en x Vk ! (kL + A)x, o�u (kL + A)x est muni de lanorme h
k1 
 hA. Par onstrution, on a1kTjVkj = �1(L) + 1k! + dd'k;On invoque le (diÆile) th�eor�eme d'extension L2 d'Ohsawa-Takegoshisous la forme suivante :Lemme 2.2.5 Si (A; hA) est suÆsamment positif, alors il existe une onstanteC > 0 ave la propri�et�e suivante : pour tout �br�e en droite G muni d'unem�etrique hermitienne singuli�ere hG �a ourant de ourbure positif, et pour toutpoint x 2 X tel que hG(x) 6= 0, il existe une setion L2 � de A+G muni dela m�etrique hA 
 hG telle que jj�jj � Cj�(x)j.On �xe alors (A; hA) et C > 0 omme dans le lemme, qu'on applique bien sûr�a (G; hG) = (kL; h
kL ). Soit x 2 X tel que hL(x) 6= 0 ; omme hL = h1e�2',on obtient une setion � de kL + A telle que h
k1 
 hA(�(x))e�2k'(x) = 1 etjj�jjk � C. Comme e2k'k est le arr�e de la norme de l'op�erateur d'�evaluationen x ave h
k1 
 hA omme norme �a l'arriv�ee, il vient quee2k'(x) = h
k1 
 hA(�(x))jj�jj2k � C2e2k'k ;et don l'estim�ee '(x) � 'k(x) +O(1=k)uniforme en x 2 X. Cette in�egalit�e reste bien sûr valable lorsque hL(x) = 0,i.e. lorsque '(x) = �1. En partiulier, 'k est moins singuli�ere que ', etdon �('k; x) � �('; x) en tout point.On obtient une in�egalit�e dans l'autre diretion de fa�on beauoup plus �el�ementaire.On reouvre X par un nombre �ni d'ouverts de artes Uj isomorphes �a la



50 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLEboule unit�e de Cn, sur lesquels les �br�es A et L se trivialisent ; le reou-vrement Ui peut être hoisi de fa�on que les boules Vi �� Ui de rayonmoiti�e reouvrent enore X. On travaille sur un des Ui, qu'on identi�e �a laboule unit�e B de Cn. Comme A et L sont trivialis�es sur B, on peut �erirehA(v) = jvj2e�2 A et h1(w) = jwj2e�2 1 , o�u  A et  L sont des poids lisses.On a don h
k1 
 hA(�(x)) = j�(x)j2e�2k L(x)�2 A(x) sur B. Comme j�j2 estune fontion psh sur la boule B, l'in�egalit�e de la moyenne donnej�(x)j2 � n!(�r2)n ZB(x;r) j�(z)j2dzpour tout x 2 Vi = B1=2 et tout rayon r < 1=2, et don une in�egalit�eh
k1 
 hA(�(x)) � C2ekC1(x;r)+CA(r)r2n ZB(x;r) h
k1 
 hA(�)dV!;o�u C1(x; r) et CA(x; r) sont l'osillation de  1 et  A sur la boule B(x; r),pour r < 1=2 et x 2 Vi. On remarque en�n queZB(x;r) h
k1 
hA(�)dV! � ( supB(x;r) e2k') ZB(x;r) h
kL 
hA(�)dV! � ( supB(x;r) e2k')jj�jj2k:Comme e2k'k est le arr�e de la norme de l'�evaluation, il viente2k'k � C2ekC1(x;r)+CA(x;r)r2n supB(x;r) e2k';ou enore 'k(x) � supB(x;r)'+ C1(x; r) +O(1=k);o�u l'estim�ee est uniforme en x 2 X. Cette in�egalit�e implique que�('; x) � �('k; x) + O(1=k), omme on le voit en divisant par log r et enutilisant que �( ; x) = limr!0( supB(x;r) )= log rpour toute fontion psh  . Comme on a aussi �('k; x) � �('; x), ei d�emontrele point (iii).Par ailleurs, en appliquant l'in�egalit�e �a r = 1=k par exemple et en utilisant lasemi-ontinuit�e de ', il vient lim supk!1'k � ', ar l'osillation C1(x; r) de 1 sur B(x; r) tend bien sûr vers 0 . Comme on a aussi ' � lim infk!1'kd'apr�es e qui pr�e�ede, on en d�eduit que 'k onverge pontuellement vers'. Les propri�et�es d'uniforme int�egrabilit�e des fontions psh implique que 'konverge aussi vers ' dans L1lo, et don que Tk onverge faiblement vers T .Qed.



2.2. L'APPROCHE ALG�EBRIQUE 512.2.3 Multipliit�es minimales d'un �br�e en droitesLe r�esultat pr�e�edent permet d'approher les singularit�es de type ana-lytique d'un ourant dans 1(L) par elles des ensembles base de syst�emeslin�eaires assoi�es. Nous allons illustrer son utilisation en d�emontrant laProposition 2.2.6 Si L est un �br�e en droites gros sur une vari�et�e proje-tive, on a �(1(L); x) = limk!+1 1kmultxjkLjpour tout x 2 X.D�emonstration : notons tout d'abord que la suite multxjkLj des multi-pliit�es en x est lairement sous-additive, de sorte que limk!+1 1kmultxjkLjexiste et vaut aussi infk>0 1kmultxjkLj. Si D est un �el�ement de jkLj, 1k [D℄ estun ourant positif ferm�e dans 1(L), de sorte que 1k�(D; x) � �(Tmin;"; x)pour tout ourant �a singularit�es minimales dans 1(L)[�"!℄. On a don�(1(L); x) � 1kmultxjkLj, et �(1(L); x) est plus petit que la limite onsid�er�ee(ei est bien sûr valable d�es que L est pseudoe�etif). Pour montrer l'in�egalit�er�eiproque, rappelons tout d'abord que les multipliit�es minimales de 1(L)sont ii les nombres de Lelong d'un ourant positif �a singularit�es minimalesT dans 1(L), puisque ette derni�ere est grosse. En appliquant le th�eor�eme2.2.4 �a e ourant T , on obtient un syst�eme lin�eaireVk := H0(X;O(kL + A) 
 I(kT )) tel que les nombres de Lelong de 1kTjVkjonvergent vers eux de T . Comme jVkj est ontenu dans jkL + Aj, la mul-tipliit�e multxjkL + Aj est inf�erieure �a multxjVkj = �(TjVkj; x), don �a lalimite : �(T; x) � limk!+1 1kmultxjkL+ Aj:Mais L �etant gros, on va pouvoir absorber le �br�e ample A dans kL. Ene�et, le lemme de Kodaira dit qu'il existe k0 � 1 tel que k0L � A =: Esoit e�etif. Le syst�eme lin�eaire j(k+ k0)Lj ontient don jkL+Aj+E, d'o�umultxj(k + k0)Lj � multjkL + Aj+ �(E; x), et �a la limitelimk!+1 1kmultxj(k + k0)Lj � limk!+1 1kmultxjkL+ Aj:Cei montre bien l'in�egalit�e r�eiproque �(1(L); x) = �(T; x) � limk!+1 1kmultxjkLj,qed.Remarque : Il est faile d'�etendre e r�esultat au as d'un R-diviseur gros L,si l'on d�e�nit jkLj omme le syst�eme lin�eaire assoi�e �a la partie enti�ere bkL,d�e�nie oeÆient par oeÆient. Il suÆt d'utiliser que 1k�(�k; x) onvergevers �(1(L); x) si �k d�esigne la lasse de bkL.On peut donner une version qualitative de e r�esultat :



52 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLEProposition 2.2.7 Si X est une vari�et�e projetive, il existe un �br�e ampleA tel que, pour tout �br�e en droites pseudoe�etif L, on aitLnef(1(L)) = [k�0BjkL+Aj:D�emonstration : si �(1(L); x) > 0, tous les ourants T � �"! dans 1(L)ont un nombre de Lelong positif en x pour " > 0 assez petit, don en par-tiulier le ourant 1kTjkL+Aj � 1k!, o�u ! 2 1(A). Cei signi�e que TjkL+Aj aun pôle en x pour k assez grand, don que x 2 BjkL+Aj. Pour montrer lar�eiproque, on hoisit un �br�e tr�es ample B, et on va montrer que tout �br�eample A tel que A � (KX + (n + 1)B) =: C soit ample onvient. Soit x unpoint nef de L. Puisque B est tr�es ample, il existe un ourant k�ahlerien TBdans 1(B) ave une singularit�e isol�ee en x et tel que �(TB; x) � 1. Le �br�eC �etant ample, on peut hoisir une forme k�ahlerienne ! dans 1(C) ; puisque�(1(L); x) = 0, pour tout k > 0 assez grand, il existe un ourant Tk � � 1k!dans 1(L) qui est lisse au voisinage de x. Le ourant kTk+!+(n+1)TB estalors un ourant k�ahlerien dans k1(L) +C + (n+1)B, i.e. dans la premi�erede Chern de (kL + A)�KX , ave une singularit�e isol�ee en x de nombre deLelong au moins n+1, et il r�esulte don du lemme de Skoda et du th�eor�emed'annulation de Nadel que kL + A admet une setion ne s'annulant pas enx, qed.Si l'on d�esigne par BjjLjj := \k>0BjkLj l'ensemble base asymptotique d'unQ-�br�e L, on peut �nalement r�einterpr�eter les lieux non nefs et non k�ahleriensde la fa�on suivante, dans l'esprit de [Nak00℄ :Corollaire 2.2.8 Si L est un �br�e pseudoe�etif et A est un �br�e ample, lelieu non nef de � := 1(L) v�eri�e :Lnef (�) = [">0BjjL+"Ajj:Si L est de plus gros, alors le lieu non k�ahlerien de � est :Lkah(�) = \">0BjjL�"Ajj:Le premier point r�esulte imm�ediatement de la proposition pr�e�edente, et leseond d�eoule des inlusionsLnef (1(L� "A)) � BjjL�"Ajj � Lkah(1(L� "A));en remarquant que Lkah(�) = \">0Lnef (� � "!) pour toute lasse grosse �et toute lasse k�ahlerienne !.On peut alors r�einterpr�eter le r�esultat prinipal de [Nak00℄ dans e lan-guage :Th�eor�eme 2.2.9 (Nak00) Si � = 1(L) ave L un �br�e nef et gros, alorsle lieu non k�ahlerien de � est la r�eunion des sous-ensembles irr�edutibles Yde X tels que RY �p = 0, ave p = dimY .



2.2. L'APPROCHE ALG�EBRIQUE 532.2.4 D�eomposition de Zariski d'un diviseurOn peut �enoner le probl�eme de la d�eomposition de Zariski omme ei :soit X une vari�et�e projetive, et L un diviseur sur X. On demande s'il estpossible de trouver deux R-diviseurs P et N tels que :(i) L = P +N(ii) P est nef,(iii) N est e�etif,(iv) l'inlusion anonique H0(X; bkP ) ! H0(X; kL) est un isomorphismepour tout k > 0.Bien sûr, ei ne se produit que quand L est pseudoe�etif. Si N (et don P )peut être hoisi rationnel, on dit que L admet une d�eomposition de Zariskisur Q.Th�eor�eme 2.2.10 Soit L un diviseur gros sur X, soit N(L) la partie n�egativede la lasse fLg et P (L) := L�N(L). Alors L = P (L) +N(L) est l'uniqued�eomposition L = P + N de L en la somme d'un R-diviseur P nef enodimension 1 et d'un R-divieur e�etif N telle que l'inlusion naturelleH0(bkP )! H0(kL) soit un isomorphisme pour tout k > 0.D�emonstration : v�eri�ons d'abord que H0(X; kL) = H0(X; bkP (L)). SiE est un diviseur e�etif lin�eairement �equivalent �a kL, on veut voir queE � dkN(L)e. Mais 1k [E℄ est un ourant positif dans la lasse fLg, donE � kN(L), et aussi E � dkN(L)e puisque E est �a oeÆients entiers.R�eiproquement, on se donne une d�eomposition L = P +N omme dans leth�eor�eme 2.2.10. On veut v�eri�er que N = N(L), i.e. �(fLg; D) = �(N;D)pour tout diviseur irr�edutible D. Or l'hypoth�ese H0(X; kL) = H0(X; bkP )signi�e pr�eis�ement que pour tout E 2 jkLj on a E � dkNe, et donmultxjkLj � P dkajek �(Dj; x) si on a �erit la d�eomposition en omposantesirr�edutibles N = P ajDj. On d�eduit de ei l'in�egalit�e�(fLg; D) = limk!1 1kmultxjkLj �X aj�(Dj; x) = �(N; x);et a fortiori �(fLg; D) � �(N;D). Pour obtenir l'autre in�egalit�e, on re-marque que �(fLg; D) � �(fPg; D) + �(fNg; D) � �(N;D)ar �(fNg; D) � �(N;D) et �(fPg; D) = 0 puisque fPg est nef en odimen-sion 1. La preuve est termin�ee.Corollaire 2.2.11 (Crit�ere de Cutkosky) Si L est un diviseur gros surX dont l'une des multipliit�es �(fLg; D) est irrationnelle, alors il ne peutexister de modi�ation � : fX ! X telle que �?L admette une d�eompositionde Zariski d�e�nie sur Q.



54 CHAPITRE 2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLED�emonstration : si une telle modi�ation existe,N(�?L) doit être rationnel,et N(L) = �?N(�?L) aussi, ontradition.



Chapitre 3Volume et nombresd'intersetions mobiles
3.1 Volume d'un �br�e en droitesSoit X une vari�et�e projetive de dimension n, et L un �br�e en droites surX. On d�e�nit son volume parv(L) := lim supk!+1 n!knh0(X; kL):Par d�e�nition, le �br�e L est gros ssi v(L) > 0. Le volume v(L) est un invariantqui mesure la positivit�e de L d'un point de vue birationnel.On peut montrer que la lim sup dans la d�e�nition du volume est une limitelorsque L est gros (f. [DEL00℄) ; en partiulier, on voit que v(kL) = knv(L)pour tout entier k > 0, de sorte que l'on peut d�e�nir le volume d'un Q-�br�e en droites L en posant v(L) = k�nv(kL) pour k > 0 tel que kL soitCartier. Si A est un �br�e en droites ample sur X, le th�eor�eme d'annulationde Serre implique que hq(kA) = 0 pour tout q > 0 si k � 1, et le th�eor�emede Riemann-Roh asymptotique dit que �(X;O(kA)) = An knn! +O(kn�1). Onen d�eduit que le volume du �br�e ample A est v(A) = An. En partiulier,v(A) ne d�epend que de la premi�ere lasse de Chern de A. C'est enore vraien g�en�eral :Proposition 3.1.1 Le volume v(L) d'un �br�e L ne d�epend que de 1(L).D�emonstration : soit T un ourant k�ahlerien �a singularit�es analytiques dans� := 1(L), et x 2 X un point tel que �(T; x) = 0. On onstruit alors unourant k�ahlerien eT = T + "dd�(z) log jz � xj, 0 < "� 1, ave un pôle isol�een x, en hoisissant une fontion tronquante lisse � pr�es de x. Si � est unrepr�esentant lisse de 1(KX), on pose alors Tk := kT � � . On �xe k0 assez55



56CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESgrand, de sorte que Tk0 est un ourant k�ahlerien dans k0�� 1(KX) tel que xsoit isol�e dans V (I(Tk0)) et I(Tk0)x �Mx. D'apr�es le th�eor�eme d'annulationde Nadel, pour tout �br�e G tel que 1(G) = k0�, on trouve don une setionde G qui ne s'annule pas en x. En partiulier, un tel G est e�etif. Soitmaintenant L0 un �br�e tel que 1(L0) = 1(L), et posons E = L0 � L. On aalors kL0 = kL + kE = (k � k0)L+ (k0L+ kE):Comme 1(k0L+ kE) = k0�, k0L + kE est e�etif, et l'on a don h0(kL0) �h0((k � k0)L). Cei implique bien sûr que v(L0) � v(L), et l'on onlut parsym�etrie.On se pose don la question suivante : peut-on trouver une formule ex-primant v(L) en fontion de 1(L) ?Si L admet une d�eomposition de Zariski L = P+N , alors on a v(L) = v(P ),et le volume du �br�e nef P est juste P n (f. plus loin). Malheureusement, un�br�e en droites L n'admet pas n�eessairement une d�eomposition de Zariski.Toutefois, T.Fujita a montr�e dans [Fuj94℄ l'existene d'une d�eomposition deZariski approh�ee, au moins en e qui onerne le volume (f. aussi [DEL00) :Th�eor�eme 3.1.2 Soit L un �br�e en droites gros sur une vari�et�e projetiveX. Pour tout " > 0, il existe une suite d'�elatements de entre lisse � : fX !X et une d�eomposition �?L = A" + E" telle que :(i) A" est un Q-diviseur ample, E" est un Q-diviseur e�etif.(ii) jv(L)�v(A")j < ": Notre objetif va être de traduire e r�esultat en termesde ourants dans 1(L), a�n de pouvoir passer �a la limite lorsque "! 0. Poure faire, nous aurons besoin de la d�eomposition de Lebesgue d'un ourant.3.1.1 D�eomposition de Lebesgue d'un ourantUn ourant positif T sur une vari�et�e omplexe X est un ourant d'ordre 0,i.e. �a oeÆients mesures. Chaune de es mesures admet une d�eompositionde Lebesgue, i.e. s'�erit de fa�on unique omme la somme d'une mesure ab-solument ontinue (par rapport �a la mesure de Lebesgue) et d'une mesuresinguli�ere. On obtient don une d�eomposition de Lebesgue pour un T lui-même : T = Ta + Tsing:D'apr�es le th�eor�eme de Radon-Nikodym, la partie absolument ontinue Tade T est (le ourant assoi�e �a) une forme �a oeÆients L1lo. On peut dononsid�erer Ta(x)k pour presque tout x, mais on obtient juste une formebor�elienne. En�n, si T est un ourant positif, Ta et Tsing sont positifs ; on end�eduit que Ta �  et Tsing � 0 d�es que T �  pour une forme L1lo .Par ontre, la d�eomposition de Lebesgue ne pr�eserve pas la propri�et�e d'être



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 57ferm�e.Exemple : Soit log+ jzj := max(log jzj; 0) pour z 2 Cn. Cei d�e�nit unefontion psh sur Cn, et l'on pose T := dd log+ jzj. T est un ourant positifferm�e, lisse en dehors de la boule unit�e ferm�ee B � Cn, et nul sur B0, donsa partie absolument ontinue est Ta = �UT , o�u U = X � B et �U est safontion arat�eristique. dd log jzj�Ta est don un ourant positif �a supportdans le ompat B. On utilise alors leLemme 3.1.3 Soit S un ourant positif ferm�e de bidimension (p; p) avep � 1 sur une vari�et�e de Stein X. Si S est �a support ompat, S est nul.D�emonstration : si  est une fontion d'exhaustion lisse stritement psh deX, le th�eor�eme de Stokes implique que RX S^(dd )p = RX ddS^(dd )p�1 =0 (ar S est d-ferm�e), et don S = 0 ar dd est une (1; 1)-forme d�e�niepositive.Ainsi, si n � 2, Ta n'est pas ferm�e ; autrement, on aurait T � Ta =dd log jzj, e qui est absurde puisque dd log jzj est non nul sur B0.Lorsque T est un (1; 1)-ourant ferm�e �a singularit�es analytiques, ettepathologie ne se produit pas. En fait, on a laProposition 3.1.4 Si T est un (1; 1)-ourant ferm�e �a singularit�es analy-tiques, sa d�eomposition de Lebesgue oinide ave sa d�eomposition de SiuD�emonstration : soit R la partie r�esiduelle de T dans sa d�eomposition deSiu. R est �a singularit�es analytiques le long d'un ensemble analytique A deodimension au moins 2, don est lisse en dehors de A et ne harge pas A. Onen d�eduit imm�ediatement que R est absolument ontinu ; omme la partiedivisorielle P �(T;D)[D℄ de T est singuli�ere, le r�esultat suit.La partie absolument ontinue Ta d'un ourant T ne d�epend pas ontinûmentde T , mais l'on a le r�esultat de semi-ontinuit�e suivant :Proposition 3.1.5 Soit Tk une suite de (1; 1)-ourants positifs ferm�es onver-geant faiblement vers T . Alors on a :Ta(x)n � lim supTk;a(x)npour presque tout x 2 X.D�emonstration : soit ! une forme hermitienne �x�ee. Pour haque (1; 1)-forme positive �, on note det(�) le d�eterminant de � relativement �a !, i.e.det(�(x)) = �(x)n=!(x)n. Le r�esultat �etant loal, on peut introduire unnoyau r�egularisant (�j). Puique Tk � Tk;a, on adet(Tk ? �j)1=n � det(Tk;a ? �j)1=n:La onavit�e de la fontion A 7! det(A)1=n sur le ône onvexe des matrieshermitiennes positives montre alors quedet(Tk;a ? �j)1=n � det(Tk;a)1=n ? �j:



58CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESPuisque qu'une onvolution ontre une fontion lisse transforme une onver-gene faible en une onvergene dans C1, le lemme de Fatou implique quedet(T ? �j)1=n � (lim infk!1 det(Tk;a)1=n) ? �j:Maintenant, on a par le th�eor�eme de densit�e de Lebesgue T ? �j ! Ta a.e.,et don det(Ta)1=n � lim infk!1 det(Tk;a)1=n:En�n, on peut hanger la lim inf en une lim sup en hoisissant des sous-suitesappropri�ees pontuellement.Nous aurons �egalement besoin des faits suivants :Proposition 3.1.6 Soit f : X ! Y un morphisme surjetif propre. Si � estune forme de bidimension (p; p) loalement int�egrable sur Y , alors le ou-rant pouss�e en avant f?� est absolument ontinu, don une forme loalementint�egrable de bidimension (p; p). En partiulier, lorsque T est un ourant po-sitif sur Y , le ourant f?(Ta) est absolument ontinu et l'on a la formulef?(Ta) = (f?T )a:D�emonstration : f?� ne harge pas l'ensemble ritique C de f puisque �n'a pas de masse sur l'ensemble analytique f�1(C), qui est de mesure nulle. IlsuÆt don de montrer que f?� est absolument ontinue sur X � C. Puisquef? est additif, on peut se ramener en utilisant une partition de l'unit�e auas o�u � est �a support ompat dans un petit ouvert U entr�e en un pointr�egulier de f ; on peut trouver des oordonn�ees z = (z0; z00) sur U = U 0 � U 00telles que f : U ! U 0 s'�erive f(z) = z0 ; mais alors f?� est la forme z0 7!Rz002U 0 �(z0; z00), qui est loalement int�egrable par Fubini.3.1.2 R�egularisation ave ontrôle de la partie absolu-ment ontinue.On aura besoin par la suite des versions suivantes des th�eor�emes der�egularisation des ourants, qui prennent en ompte la partie absolumentontinue. Dans la suite, (X;!) d�esigne une vari�et�e omplexe ompate mu-nie d'une m�etrique hermitienne. On ite d'abord le r�esultat suivant :Th�eor�eme 3.1.7 (Dem82) Soit T = � + dd' un (1; 1)-urrent presquepositif ferm�e, ave � lisse. Soit aussi  une (1; 1)-forme ontinue ave T � .Alors il existe une suite 'k d�eroissant pontuellement vers ', et telle queTk := � + dd'k v�eri�e :(i) Tk ! T faiblement et Tk;a(x)! Ta(x) p.p.,



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 59(ii) Tk � �C�k!, o�u C > 0 est une onstante ne d�ependant que de (X;!),et �k est une suite de fontions ontinue qui d�erô�t pontuellement vers�(T; x).Pour e qui est de la r�egularisation ave singularit�es analytiques, nous allonsmontrer leTh�eor�eme 3.1.8 Les donn�ees �etant les mêmes que dans le th�eor�eme 3.1.7,il existe une suite 'k de fontions �a singularit�es analytiques d�eroissant vers' telle que Tk := � + dd'k v�eri�e :(i) Tk ! T faiblement et Tk;a(x)! Ta(x) p.p.(ii) Tk �  � "k!, o�u "k > 0 est une suite onvergeant vers z�ero.(iii) Les nombres de Lelong �(Tk; x) onvergent vers �(T; x) uniform�ementpar rapport �a x 2 X.D�emonstration : on hoisit une suite T (1)k = � + dd'(1)k de formes lissesdonn�ee par le th�eor�eme 3.1.7, et une suite T (2)k = � + dd'(2)k de ourants�a singularit�es analytiques donn�ee par le th�eor�eme 1.2.10, qui satisfait donl'�enon�e, hormis l'assertion sur la partie absolument ontinue . On va reolleres deux suites en une troisi�eme T (3)k = �+dd'(3)k qui satisfait l'ensemble del'�enon�e.Soit Ak l'ensemble analytique le long duquel '(2)k est singuli�ere. On hoisit unesuite quelonque Ck > 0 roissant vers +1, et une suite Æk > 0 d�eroissantvers 0. Remarquons queUk := f'(2)k < �(Ck + 1)=Ækgest un voisinage ouvert de Ak sur lequel on a '(2)k < (1� Æk)'(2)k � Ck � 1=2,de sorte que ' � '(2)k < (1� Æk)'(2)k � Ck � 1=2sur le ompat Uk. Puisque '(1)k est ontinue et d�erô�t vers ', on a'(1)jk < (1� Æk)'k � Ck � 1=2sur Uk pour jk assez grand. On hoisit maintenant un voisinage ouvertWk �� Uk de Ak, et l'on pose :'(3)k := ( (1� Æk)'(2)k � Ck sur Uk,max�((1� Æk)'(2)k � Ck; '(1)jk ) sur X �Wko�u max�(x; y) := max ?�� est une fontion maximum r�egularis�ee par onvo-lution ave un noyau r�egularisant ��, et � est hoisi assez petit pour quemax�(x; y) = x quand y < x � 1=2. Les deux parties �a reoller oini-dent sur un voisinage de �Uk, et la propri�et�e de reollement des fontions



60CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESpsh montre que '(3)k est presque psh ; elle est �a singularit�es analytiquespuisqu'elle oinide ave '(2)k pr�es de ses pôles. Il est aussi lair que '(3)konverge vers ', puisque 'est le as de '(1)k et '(2)k . Montrons maintenantque T (3)k := � + dd'(3)k satisfait le point (i). Puisque '(3)k onverge vers ',T (3)k ! T est automatique. En e qui onerne la seonde assertion, notonsque si '(x) > �1, alors x ne peut se trouver dans tous les Uk pour k � 1,ar autrement '(2)k (x) � �(Ck + 1) pour tout k � 1, e qui donnerait �a lalimite '(x) = �1 puisque '(2)k (x) onverge vers '(x). De plus, pour un telx, on a (1� Æk)'(2)k (x)� Ck < '(x)� 1=2pour k � 1, puisque Ck ! +1. Par ons�equent, on obtient que(1� Æk)'(2)k (x)� Ck < '(1)jk (x)� 1=2, et don (1� Æk)'(2)k � Ck < '(1)jk � 1=2sur un voisinage de x (qui d�epend de k) ontenu dans X �Wk, par onti-nuit�e. On en d�eduit que '(3)k = '(1)jk sur e voisinage. Au total, on a montr�e :pour tout x en dehors de l'ensemble polaire de ' (qui est de mesure nulle)on a T (3)k (x) = T (1)jk (x) pour k � 1, et ei implique ertainement queT (3)k (x) = T (3)k;a(x) ! Ta(x) pour presque tout x. On montre maintenant(ii) : la propri�et�e de reollement des fontions psh montre que T (3)k �  auraune partie n�egative onvergeant vers 0 quand k ! +1 si on peut montrerque 'est le as de T (1)jk � sur X�Wk. Mais on a �(T (2)k ; x) = 0 pour x danset ensemble, don �(T; x) est uniform�ement petit pour x dans et ensemble.Puisque la partie n�egative de T (1)jk � est ontrôl�ee par les nombres de Lelongde T , on a le r�esultat.3.1.3 Contrôle de la masse et transform�ee strite d'unourantLorsque T est un (1; 1)-ourant positif ferm�e sur une vari�et�e omplexe X,on peut onsid�erer (Ta)p pour p � 0, mais ette (p; p)-forme bor�elienne n'esten g�en�eral pas loalement int�egrable. Dans [Kis84℄, C.O.Kiselman onstruitle ontre-exemple suivant :exemple : en notant z = (z0; z00) la variable de Cn = Cn�k�Ck, on onsid�erele (1; 1)-ourant T = dd('+ log jz00j);o�u '(z) = (jz0j2 � 1)(� log jz00j)�;



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 61ave 0 < � < 1, i.e. ' = �('1; '2) ave �(t1; t2) = (e2t1 � 1)(�t2)� et'1 = log jz0j, '2 = log jz00j. � est une fontion roissante de t1 et t2 auvoisinage de �1, et l'on v�eri�e ais�ement en alulant son Hessien qu'elle yest aussi onvexe. La fontion ' est don psh, de lieu non born�e ontenu dansl'ensemble analytique fz00 = 0g, qui est de odimension k, et de même pourla fontion psh log jz00j. D'apr�es le th�eor�eme 1.1.1, le ourant produit T p estbien d�e�ni pour p � k, mais on va montrer que le ourant T k+1, bien d�e�nien dehors de fz00 = 0g (ar T y est lisse !), est de masse loalement in�nie auvoisinage de 0 pour 1=2 � � < 1. En e�et, on aT k+1 � (dd')2 ^ (dd log jz00j)k�1;et i��' =X�00jki�'j ^ �'k +X�0ji��'jdon(i��')2 �X(�00jk)2i�'j ^ �'k ^ i�'j ^ �'j � (�0012)2i�'1 ^ �'1 ^ i�'2 ^ �'2:Comme on a �0012 = jz0j2(� log jz00j)��1 �a une onstante pr�es, on voit �nale-ment que la masse de (dd')2 ^ (dd log jz00j)k�1 pr�es de 0 dans Cn est aumoins elle dejz0j4(� log jz00j)2��2i� log jz0j^� log jz0j^i� log jz00j^� log jz00j^(i�� log jz00j)k�1;i.e. �a une onstante pr�es elle du (k; k)-ourant positif(� log jz00j)2��2i� log jz00j ^ � log jz00j ^ (i�� log jz00j)k�1pr�es de 0 dansCk, qui est in�nie d'apr�es le rit�ere de Bertrand si 1=2 � � < 1.Inversement, les ourants �a singularit�es analytiques ne pr�esentent pas e om-portement pathologique :Proposition 3.1.9 Soit T un ourant positif ferm�e �a singularit�es analy-tiques sur une vari�et�e omplexe X. Alors T pa est de masse loalement �niepour tout p.D�emonstration : on utilise la r�esolution des singularit�es (proposition 1.1.5).D'apr�es e r�esultat, on peut trouver une modi�ation � : fX ! X telle quela partie r�esiduelle R de �?T soit lisse. On a alors lairement RU T pa ^!n�p =R��1(U)Rp ^ �?!n�p pour tout ouvert relativement ompat U � X, e quimontre le r�esultat.



62CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESLe ontre-exemple i-dessus est valable sur un ouvert de Cn, et l'on peut sedemander si e ph�enom�ene peut enore se produire sur une vari�et�e ompateX. Dans le as ompat k�ahlerien, nous allons montrer que la masse restetoujours born�ee. La raison en est que l'ensemble des ourants positifs ferm�esde bidegr�e (p; p) dans une lasse de ohomologie donn�ee est faiblement om-pat, et e pour tout p dans le as k�ahlerien. Ce fait n'est vrai que pour p = 1sur une vari�et�e omplexe ompate quelonque (il existe en e�et des exemplesde vari�et�es omplexes ompates dont l'espae des yles de Chow-Barlet aau moins une omposante non-ompate).Th�eor�eme 3.1.10 Soit X une vari�et�e ompate k�ahlerienne. Pour tout (1; 1)-ourant positif ferm�e T et tout p � 0, la masse de T pa est �nie, et peut êtreborn�ee en fontion de la seule lasse de ohomologie fTg.D�emonstration : on �xe une forme k�ahlerienne ! sur X.Lemme 3.1.11 Soit � 2 H1;1(X;R) une lasse de ohomologie pseudo-e�etive. Alors il existe une onstante C > 0 telle que �(T; x) � C pourtout ourant positif ferm�e T 2 � et tout x 2 X.D�emonstration : on hoisit un reouvrement �ni de X par des ouverts deartes Ui isomorphes �a la boule unit�e B de Cn, tel que les boules de rayonmoiti�e Vi � Ui ouvrent enore X. Si z(i) d�esigne les oordonn�ees sur Ui, onpeut trouver une onstante C1 > 0 telle que i2��jz(i)j2 � C1! sur Vi, pourtout i. Si x 2 X se trouve dans Vi, le nombre de Lelong �(T; x) est pard�e�nition la limite d�eroissante quand r tend vers 0 de�(T; x; r)(i) := 1(�r2)n�1 Zjz(i)�xj<r T ^ ( i2��jz(i)j2)n�1:On a don �(T; x) � �(T; x; 1=3)(i) � C1 Rjz(i)�xj<1=3 T^!n�1 � C2 RX T^!n�1pour des onstantes C1 et C2 ne d�ependant que de !. Finalement, il reste �aremarquer que l'int�egrale RX T ^ !n�1 ne d�epend que de la lasse de T dansH1;1BC(X;R), puisque !n�1 est ferm�ee.On onlut maintenant la preuve du th�eor�eme : soit Tk 2 fTg une suite deformes lisses approhant T omme dans le th�eor�eme 3.1.7. Comme la partien�egative de Tk est ontrôl�ee par les nombres de Lelong de T , on peut d'apr�esle lemme 3.1.11 trouver une onstante C > 0 ne d�ependant que de fTg telleque Tk + C! soit positive pour tout k. Comme Tk(x) onverge vers Ta(x)pour presque tout x, le lemme de Fatou implique la seonde de es in�egalit�es :ZX T pa ^ !n�p � ZX(Ta + C!)p ^ !n�p � lim infk!+1 ZX(Tk + C!)p ^ !n�p:Il reste alors �a remarquer que RX(Tk +C!)p ^ !n�p peut se aluler en oho-mologie ar toutes les formes sont ferm�ees, et don ne d�epend pas de k.



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 63Remarques :(i) si X une vari�et�e ompate de Fujiki, il existe une modi�ation � : fX ! Xtelle que fX soit k�ahlerienne. Si T est un (1; 1)-ourant positif ferm�e sur X,on a bien sûr RX T pa ^ !n�p = R eX(�?T )pa ^ �?!n�p pour toute m�etrique her-mitienne ! sur X, et le th�eor�eme reste don valable sur une vari�et�e de Fujiki.(ii) Si X est une surfae omplexe ompate quelonque, le th�eor�eme restevalable omme le montre la d�emonstration pr�e�edente ave ! une m�etriquede Gauduhon au lieu d'une forme k�ahlerienne.(iii) J'ignore si le th�eor�eme est valable sur une vari�et�e omplexe ompatequelonque.Dans le même ordre d'id�ee, soit � un ourant positif ferm�e de bidimension(p; p) sur X, et soient T1; :::; Tq des (1; 1)-ourants positifs ferm�es ave q � p.Soit F � X la r�eunion de leurs lieux non born�es, de sorte que haque Ti s'�eritloalement Ti = ddui sur X�F , ave ui une fontion psh loalement born�ee.D'apr�es Bedford-Taylor [BT76℄, on peut don d�e�nir le produit T1^_::^Tq^�sur X�F , qui est un ourant positif ferm�e de bidimension p� q. On montrealors leTh�eor�eme 3.1.12 Si X une vari�et�e k�ahlerienne ompate, le ourantT1 ^ ::: ^ Tq ^�;d�e�ni sur X � F , est de masse �nie. On peut de plus borner ette masse enfontion des lasses de ohomologie fTig et f�g uniquement.D�emonstration : soit ! une forme k�ahlerienne sur X. Pour all�eger les no-tations, on va supposer que q = 1, ave T1 = T . Si on �erit T = �+dd' ave� lisse, alors d'apr�es le th�eor�eme 1.2.9, il existe une suite Tk = � + dd'k deformes lisses telles que(i) 'k d�erô�t pontuellement vers ',(ii) Tk � �C!, ave C > 0 ne d�ependant que de (X;!) et des nombres deLelong de T , don de fTg.D'apr�es [BT76℄ (f. aussi [Dem92℄), la suite de ourants (Tk+C!)^� onvergefaiblement vers (T + C!) ^ � sur X � F , puisque la suite des potentiels lo-aux de Tk + C! d�erô�t en tout point vers elui de T + C!. On hoisitmaintenant une fontion lisse  sur X � F , �a support ompat et telle que0 �  � 1. Alors RX�F  (T + C!) ^ � ^ !p�1 est la limite de la suiteRX�F  (Tk + C!) ^ � ^ !p�1, qui est major�ee par RX(Tk + C!) ^ � ^ !p�1.Or ette derni�ere int�egrale se alule en ohomologie, don ne d�epend que def!g, fTkg = fTg et f�g, qed.



64CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESTransform�ee strite d'un ourantSi f : Y ! X est un morphisme surjetif, on peut omme on l'a vu d�e�nir letir�e en arri�ere f ?T d'un (1; 1)-ourant (presque) positif T sur X. Cei n'estplus possible lorsque le (bi)degr�e de T est > 1 en g�en�eral. Par exemple, soit� : Y ! X une modi�ation entre vari�et�es k�ahleriennes ompates ; il existeun ensemble analytique A � X de odimension au moins deux tel que � soitun isomorphisme au dessus de A. D�e�nir le tir�e en arri�ere �?� d'un ourantpositif ferm�e de bidegr�e (p; p) quelonque revient essentiellement �a pouvoird�e�nir le produit (�?!)^�, o�u ! est une forme k�ahlerienne sur Y . Le (1; 1)-ourant positif ferm�e T := �?! est lisse en dehors de A, mais est singulier lelong de A. Comme A est odimension au moins deux, le th�eor�eme 1.1.1 nousdit que T ^ � est bien d�e�ni lorsque p < 2, mais en g�en�eral e produit nepeut être d�e�ni pour p � 2.Par ontre, quand f : Y ! X est un morphisme propre, le tir�e en arri�eref ?� est toujours bien d�e�ni en dehors de l'ensemble analytique f�1(C), o�uC � X est l'ensemble des valeurs ritiques de f . Cei est dû au fait que lepouss�e en avant d'une forme lisse par une submersion propre est �a nouveauun forme lisse. On peut don se demander si le ourant positif ferm�e f ?�,d�e�ni sur f�1(X � C), est de masse loalement �nie pr�es de f�1(C). Si telest le as, le th�eor�eme d'extension de Skoda-El Mir nous dit que l'extensiontriviale e� de f ?� �a Y tout entier est un ourant positif ferm�e, qu'on esten droit d'appeler la transform�ee strite de � sous f . Malheureusement, ei�ehoue �a nouveau quand X n'est pas ompate, omme le montre un exempledû �a M.Meo, qui se onstruit en posant � = (dd')2 et � l'�elatement de Cnle long de fz00 = 0g omme dans l'exemple de Kiselman i-dessus. Toutefois,on a un r�esultat positif dans le as suivant :Proposition 3.1.13 Soit � : Y ! X une modi�ation entre vari�et�esk�ahleriennes ompates, et soit � un ourant positif ferm�e de bidegr�e (p; p)quelonque sur X. Alors sa transform�ee strite e� sous � est bien d�e�nie.D�emonstration : d'apr�es e qu'on vient de voir, il s'agit de v�eri�er que, pourtoute forme k�ahlerienne ! sur Y , le ourant � ^ (�?!)p d�e�ni sur X �A estde masse loalement �nie pr�es de A. C'est exatement e que dit le th�eor�eme3.1.12.3.1.4 Une in�egalit�e du type Morse.Rappelons d'abord l'�enon�e des in�egalit�es de Morse holomorphes, dues �aJ-.P.Demailly :Th�eor�eme 3.1.14 (Dem85) Soit X une vari�et�e omplexe ompate, L un�br�e en droites sur X, et � une (1; 1)-forme lisse dans 1(L). Alors on a,



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 65pour tout q � 0, les in�egalit�es de Morse faibleshq(X; kL) � knn! ZX(�;q)(�1)q�n + o(kn)lorque k! +1, et les in�egalit�es forteshq(X; kL)�hq�1(X; kL)+ :::+(�1)qh0(X; kL) � knn! ZX(�;�q)(�1)q�n+o(kn):On a not�e X(�; q) l'ensemble des points d'indie q de la forme �, i.e. les pointso�u � a exatement q valeurs propres stritement n�egatives. X(�;� q) d�esignequant �a lui l'ensemble des points d'indie au plus q. Pour q = n, l'in�egalit�ede Morse forte est une �egalit�e ('est la version asymptotique du th�eor�eme deRiemann-Roh), et les in�egalit�es faibles sont une ons�equene des in�egalit�esfortes.Comme appliation de e th�eor�eme, redonnons le r�esultat suivant (f. [DPS94℄) :Proposition 3.1.15 Si L est un �br�e en droites nef sur une vari�et�e k�ahle-rienne ompate X de dimension n, alors hq(kL) = o(kn) pour tout q > 0,lorsque k! +1.D�emonstration : le but est de voir que vq(L) := lim supk!+1 n!knhq(kL) estnul pour tout q > 0. Soit ! une forme k�ahlerienne �x�ee sur X. Puisque L estnef, il existe pour haque " > 0 une forme lisse �" dans 1(L) telle que �" ��"!, et les in�egalit�es de Morse faibles montrent que vq(L) � RX(�";q)(�1)q�n" .Comme la partie n�egative de �" tend vers 0, il semble raisonnable d'esp�ererque es int�egrales tendent vers 0 ave " pour q > 0 ; 'est e que nous allonsd�emontrer. Il suÆt en fait de remarquer que0 � (�1)qn! �n" � 1q! ("!)q ^ 1(n� q)!(�" + "!)n�qsur X(�"; q). En e�et, RX !q ^ (�" + "!)n�q se alule en ohomologie, donne d�epend pas de ", et le r�esultat suit.Remarque : plus g�en�eralement, on peut montrer en adaptant [DPS94℄ quehn�q(kL) = o(kn) si 1(L) est nef en odimension q < n, au sens o�u son lieunon nef ne ontient pas de sous-vari�et�es de odimension � q.Corollaire 3.1.16 Si L est un �br�e nef sur une vari�et�e k�ahlerienne om-pate X, son volume v�eri�e v(L) = Ln.D�emonstration : il suÆt d'injeter le r�esultat pr�e�edent dans la formule deRiemann-Roh asymptotique �(X;O(kL)) = Ln knn! +O(kn�1):



66CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESNous allons maintenant d�emontrer une version \singuli�ere" de e r�esultatpour un �br�e en droites pseudoe�etif, en utilisant la version singuli�ere desin�egalit�es de Morse due �a L.Bonavero et le th�eor�eme de Fujita 3.1.2, quiram�ene le volume d'un �br�e gros �a elui d'un �br�e ample. Nous itons donle r�esultat suivant, d�emontr�e dans [Bon93℄ :Th�eor�eme 3.1.17 Soit X une vari�et�e omplexe ompate, L un �br�e endroites sur X, et T un (1; 1)-ourant ferm�e presque positif dans 1(L). Sil'on suppose de plus que T est �a singularit�es alg�ebriques, alors on a, pourtout q � 0, les in�egalit�es de Morsehq(X;O(kL)
I(kT ))+:::+(�1)qh0(X;O(kL)
I(kT )) � knn! ZX(T;�q)(�1)qT n+o(kn):Dans et �enon�e, les int�egrales sont prises sur les points lisses de T , de sorteque T n est bien d�e�ni l�a o�u l'on int�egre. Remarquons qu'il revient au même ded�e�nir X(T; q) omme les points d'indie q de la partie absolument ontinueTa de T et d'int�egrer T na sur les points d'indie (au plus) q.Corollaire 3.1.18 Si L est un �br�e en droites sur une vari�et�e omplexeompate X, son volume satisfait l'in�egalit�ev(L) � ZX(T;�1) T napour tout ourant presque positif T 2 1(L) �a singularit�es alg�ebriques.D�emonstration : on ah0(X; kL) � h0(X;O(kL)
 I(kT ))� h0(X;O(kL)
 I(kT ))� h1(X;O(kL)
 I(kT ));don h0(X; kL) � knn! RX(T;�1) T na + o(kn) d'apr�es le th�eor�eme pr�ee�dent. Ler�esultat d�eoule maintenant de la d�e�nition du volume.Th�eor�eme 3.1.19 Soit L un �br�e en droites pseudoe�etif sur une vari�et�eompate k�ahlerienne. Alors on av(L) = supT ZX T napour T d�erivant les ourants positifs ferm�es dans 1(L).D�emonstration : on montre d'abord l'in�egalit�e de Morsev(L) � ZX T na



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 67pour tout ourant positif ferm�e T 2 1(L).Soit ! une forme k�ahlerienne �x�ee, et soit Tk 2 1(L) un suite de ourants�a singularit�es alg�ebriques approhant T omme dans le th�eor�eme 3.1.8, desorte que Tk � �"k! et Tk;a(x) ! Ta(x) pour presque tout x 2 X. Soit�1 � ::: � �n (resp. �(k)1 � ::: � �(k)n ) les valeurs propres de Ta (resp. Tk;a)par rapport �a !. On a don �(k)1 � �"k, et �(k)j ! �(j) presque partout.Soit A := f�1 > 0g. Pour haque Æ > 0, le lemme d'Egoro� nous donnedon BÆ � A tel que �(k)1 ! �1 uniform�ement sur BÆ et tel que A � BÆsoit de mesure inf�erieure �a Æ. Par onvergene uniforme, on a BÆ � X(Tk; 0)pour k assez grand, et par ons�equent lim inf RX(Tk;0) T nk;a � RBÆ lim inf T nk;a =RBÆ T na, en utilisant le lemme de Fatou. Lorsque Æ tend vers 0, RBÆ T na tendvers RA T na = RX(T;0) T na, et l'on a donlim inf ZX(Tk ;0) T nk;a � ZX(T;0) T na:Comme Tk est �a singularit�es alg�ebriques, on av(L) � ZX(Tk ;�1) T nk;a = ZX(Tk;0) T nk;a + ZX(Tk ;1) T nk;a;don la preuve de l'in�egalit�e de Morse sera ahev�ee si l'on peut montrerque RX(Tk;1) T nk;a tend vers 0. Pour e faire, on remarque que les in�egalit�essuivantes ont lieu sur X(Tk; 1) :0 � �T nk;a � n"k! ^ (Tk;a + "k!)n�1;d'o�u l'on tire 0 � � ZX(Tk;1) T nk;a � n"k ZX ! ^ (Tk;a + "k!)n�1:Comme ette derni�ere int�egrale est uniform�ement born�ee d'apr�es la proposi-tion 3.1.10 (ar X est k�ahlerienne !), l'in�egalit�e est d�emontr�ee.Pour ahever la preuve du th�eor�eme 3.1.19, on va exhiber une suite T" deourants positifs ferm�es tels que RX T n";a onverge vers v(L). Cei va r�esulterdu th�eor�eme de Fujita. Notons que l'on peut supposer que X est projetive ;en e�et, X l'est si v(L) > 0, puisque X est dans e as k�ahlerienne et deMoishezon. Autrement, on a v(L) = 0, et le th�eor�eme est d�ej�a d�emontr�e.D'apr�es le th�eor�eme de Fujita, pour haque " > 0, il existe une modi�ation� : fX ! X et une d�eomposition �?L = A" + E", o�u A" est un Q-diviseurample, E" est un Q-diviseur e�etif, et jv(L)� v(A")j < ". On hoisit alorsune forme k�ahlerienne �" dans 1(A), et l'on poseT" := �?(�" + [E"℄):



68CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESCe ourant est positif et appartient �a 1(L). De plus, on a RX T na = R eX(�" +[E"℄)na = R eX �n" , et ette derni�ere int�egrale vaut par d�e�nition An" , qui estaussi le volume v(A") de A" puisque A" est ample. Au total, on a dononstruit pour tout " > 0 un ourant positif ferm�e T" dans 1(L) tel quejv(L)� RX T n";aj < ", qed.3.1.5 Le th�eor�eme de Calabi-Yau.Le r�esultat fondamental suivant est d�emontr�e dans [Yau78℄ :Th�eor�eme 3.1.20 (Aubin-Calabi-Yau) Soit (X;!) une vari�et�e k�ahlerienneompate, et supposons que RX !n = 1. Alors, pour toute lasse de ohomolo-gie k�ahlerienne � 2 H1;1(X;R), il existe une unique forme k�ahlerienne � 2 �telle que �(x)n = (ZX �n)!(x)npour tout x 2 X.Consid�erons le as o�u � = 1(A) est un �br�e en droites amples. Le th�eor�emeaÆrme qu'il existe une m�etrique hermitienne lisse h sur A telle que le produitdes valeurs propres de la forme de ourbure �h(A) soit onstamment �egal auvolume v(A) = An de A. Nous allons d�emontrer une version singuli�ere de er�esultat :Th�eor�eme 3.1.21 Soit L un �br�e en droites pseudoe�etif sur une vari�et�ek�ahlerienne ompate X. Si ! est une forme k�ahlerienne donn�ee ave RX !n =1, alors il existe une m�etrique hermitienne singuli�ere h sur L, �a ourant deourbure T := �h(L) positif, et telle queTa(x)n = v(L)!(x)npour presque tout x 2 X. En partiulier, T r�ealise le supremum dans leth�eor�eme 3.1.19.D�emonstration : on applique �a nouveau le th�eor�eme de Fujita de fa�on �aobtenir, pour haque " > 0, une modi�ation � : fX ! X telle que �?L = A"+E" et jv(L)�v(A")j < ". Au lieu de prendre un repr�esentant quelonque �" de1(A") omme dans la preuve du th�eor�eme 3.1.19, on le hoisit omme suit :soit e! une forme k�ahlerienne quelonque sur fX, et posons e!Æ := �?! + Æe!.Pour tout Æ > 0, e!Æ est une forme k�ahlerienne sur fX, don d'apr�es le th�eor�emede Calabi-Yau, on peut trouver une forme k�ahlerienne �";Æ repr�esentant 1(A")et telle que �";Æ(x)n = An"R e!nÆ e!(x)n



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 69pour tout x 2 fX. Comme l'ensemble des ourants positifs ferm�es dans(A") est faiblement ompat, on peut extraire une valeur d'adh�erene S" =limÆ!0 �";Æ, qui v�eri�e Sn";a � v(A")�?!npar semi-ontinuit�e de la partie absolument ontinue (proposition 3.1.5). Onpose maintenant T" := �?(S" + [E"℄): C'est un ourant positif ferm�e dans1(L), tel que T";a = �?(S";a) d'apr�es la proposition 3.1.6, et donT";a(x)n � v(A")!(x)npresque partout. A nouveau, on extrait une valeur d'adh�erene T = lim"!0 T",qui est un ourant positif ferm�e dans 1(L) aveTa(x)n � v(L)!(x)npresque partout, par semi-ontinuit�e (v(A") onverge vers v(L) par hypoth�ese).Comme RX T na � RX v(L)!n = v(L) par le th�eor�eme 3.1.19, on a don l'�egalit�eT na = v(L)!n presque partout, qed.Remarque : il est peu probable qu'un tel ourant T soit unique en g�en�eral,bien qu'on ait uniit�e dans le as lisse.3.1.6 Volume d'une lasse pseudoe�etive.Dans ette partie, on d�esigne par X une vari�et�e k�ahlerienne ompate dedimension n. Au vu du th�eor�eme 3.1.19, on propose laD�e�nition 3.1.22 On d�e�nit le volume d'une lasse pseudoe�etive � 2H1;1(X;R) par la formule v(�) := supT ZX T napour T d�erivant l'ensemble des ourants positifs ferm�es dans �. Si � n'estpas pseudoe�etive, on pose v(�) = 0.Notons que v(�) < +1 grâe �a la proposition 3.1.10.Nous montrons maintenant une version singuli�ere du th�eor�eme de Calabi-Yau :Th�eor�eme 3.1.23 Soit � 2 H1;1(X;R) une lasse pseudoe�etive, et ! uneforme k�ahlerienne telle que RX !n = 1. Alors il existe un ourant positif ferm�eT 2 � tel que Ta(x)n = v(�)!(x)npresque partout.



70CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESLa preuve de e th�eor�eme est en fait identique �a elle du th�eor�eme 3.1.21,une fois que l'on dispose de la version appropri�ee du th�eor�eme de Fujita :Th�eor�eme 3.1.24 Soit � 2 H1;1(X;R) une lasse grosse. Pour tout " >0, il existe une suite d'�elatements de entre lisse � : fX ! X et uned�eomposition �?� = � + fEg o�u � est une lasse k�ahlerienne et E estun R-diviseur e�etif, telle que jv(�)� v(�)j < ".Une fois que e r�esultat est d�emontr�e, on obtient le th�eor�eme 3.1.23 de la fa�onsuivante : si Æ > 0, la lasse �+ Æf!g est grosse, don le raisonnement utilis�epour d�emontrer le th�eor�eme 3.1.21 nous donne un ourant positif TÆ dans� + Æf!g tel que TÆ(x)n � v(� + Æf!g)!(x)n p.p. x 2 X. Les int�egrales desdeux membres v�eri�ent l'in�egalit�e r�eiproque par d�e�nition du volume, et lesdeux membre sont don �egaux p.p. On hoisit alors une valeur d'adh�ereneT = limÆ!0 TÆ, qui est un ourant positif ferm�e dans � v�eri�ant T (x)n �v(�)!(x)n p.p., et don T (x)n = v(�)!(x)n p.p. (on a utilis�e que v(�) =limÆ!0 v(�+ Æf!g), e qui r�esulte tr�es failement du lemme de Fatou).Montrons maintenant le th�eor�eme 3.1.24 :Lemme 3.1.25 Si � 2 H1;1(X;R) est une lasse grosse, il existe une suitede ourants k�ahleriens �a singularit�es analytiques Tk 2 � telle que RX T nk;a !v(�).D�emonstration : soit " > 0, et hoisissons un ourant k�ahlerien T0 dans �.Par d�e�nition du volume, il existe un ourant positif S dans � ave RX Sna >v(�)� ". Par le lemme de Fatou, on a aussiZX Sna � lim infÆ!0 ZX((1� Æ)S + ÆT0)na;don il existe Æ > 0 tel que T1 := (1 � Æ)S + ÆT0 soit un ourant k�ahleriendans � ave RX T1;a > v(�)�". Grâe au th�eor�eme 3.1.8, on peut maintenanthoisir une suite Tk de ourants k�ahleriens �a singularit�es analytiques dans �telle que Tk;a(x)! Ta(x) p.p., et le lemme de Fatou montre �a nouveau queRX T nk;a > v(�)� " pour k assez grand, qed.Soit maintenant � une lasse grosse, et soit " > 0. Par le lemme 3.1.25,on peut hoisir une ourant k�ahlerien �a singularit�es analytiques T 2 �tel que jv(�) � RX T naj < ". Par r�esolution des singularit�es, on trouve unesuite d'�elatements de entre lisse � : fX ! X telle que la partie r�esiduelleR de �?T soit lisse, et l'on a alors RX T na = R eX Rn. Puisque fRg est nef,�Æ := fRg � Æ1+ÆfP ajEjg = 11+Æ (fRg + Æ(fRg � fP ajEjg)) est une lassek�ahlerienne pour tout Æ > 0. En�n, v(�Æ) = �nÆ tend vers R eX �n = RX T naquand Æ ! 0, et on a don jv(�) � v(�Æ)j < " pour Æ > 0 assez petit.On obtient alors la d�eomposition �?� = � + fEg en posant � := �Æ and



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 71D := E + Æ1+ÆfP ajEjg. Le th�eor�eme 3.1.24 est d�emontr�e.En guise d'appliation du th�eor�eme 3.1.23, on peut ommener �a �etudierla ontinuit�e du volume :Proposition 3.1.26 La restrition de la fontion � 7! v(�)1=n au ônepseudoe�etif E est homog�ene et onave, et don ontinue sur le ône grosE0. Cette fontion est semi-ontinue sup�erieurement sur E tout entier.D�emonstration : soit �1 et �2 deux lasses pseudoe�etives, et hoisissonsun ourant positif ferm�e Tj 2 �j tel queTj;a(x)n = v(�j)!(x)n p.p. Commeon l'a d�ej�a dit, la fontion A 7! det(A)1=n est onave et homog�ene sur leône onvexe des matries hermitiennes positives, et on a don det(T1;a(x)+T2;a(x)) � (det(T1;a(x))1=n + det(T2;a(x))1=n)n = (v(�1)1=n + v(�2)1=n)np.p., d'o�u v(�1 + �2) � RX det(T1;a + T2;a)!n � (v(�1)1=n + v(�2)1=n)n.L'homog�en�eit�e de � 7! v(�)1=n est triviale, et la onavit�e en d�eoule. Ilreste �a d�emontrer la semi-ontinuit�e. Soit �k une suite de lasses pseudoef-fetives onvergeant vers �, et hoisissons pour tout k un ourant positifferm�e Tk 2 �k tel que Tk;a(x)n = v(�k)!(x)n p.p. Par ompait�e faible, onpeut supposer que Tk onverge faiblement vers T 2 �. Par semi-ontinuit�e,T v�eri�e don Ta(x)n � lim supTk;a(x)n = lim supv(�k)!(x)n p.p. Enint�egrant, on en d�eduit v(�) � lim supv(�k), qed.Remarques :(i) nous verrons que le volume est en fait ontinu surH1;1(X;R)tout entier (f. orollaire 3.1.35).(ii) Je remerie R.K.Lazarsfeld de m'avoir signal�e la propri�et�e de onavit�epr�e�edente.La proposition suivante g�en�eralise le as des �br�es en droites :Proposition 3.1.27 Si � 2 H1;1(X;R) est une lasse nef, on a v(�) = �n.D�emonstration : on ommene par le lemme suivant, dû �a C.Mourougane[Mou98℄ :Lemme 3.1.28 Si � est une lasse nef, on a RX T na � �n pour tout ourantpositif ferm�e T 2 �.D�emonstration : elle est similaire �a elle du th�eor�eme 3.1.10. On �xe uneforme k�ahlerienne !, et l'on �erit T = � + dd' ave � lisse. On onsid�ereune approximation de T par des formes lisses T (1)k = �+ dd'(1)k donn�ees parle th�eor�eme 3.1.7, i.e. telles que T (1)k ! T et T (1)k (x)! Ta(x) p.p., ave unepartie n�egative pour T (1)k ontrôl�ee par les nombres de Lelong de T . Comme� est nef, il existe aussi par d�e�nition une suite '(2)k de fontions lisses surX telle que T (2)k := � + dd'(2)k v�eri�e T (2)k � �"k! (T (2)k n'a bien sûr auun



72CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESlien ave T a priori). On pose alors'(3)k := max� ('(2)k � Ck; '(1)jk );ave jk � k. Cette fontion est lisse, et les arguments donn�es dans lapreuve du th�eor�eme 3.1.8 montrent failement que T (3)k := �+ dd'(3)k v�eri�eT (3)k (x)! Ta(x) p.p. et T (3)k � �Æk! pour une suite Æk > 0 onvergeant versz�ero quand jk � k assez rapidement (en revanhe, on ne peut esp�erer queT (3)k onverge faiblement vers T en g�en�eral). Puisque T (3)k +Æk! onverge versTa p.p., le lemme de Fatou donneZX T na � lim infk!1 ZX(T (3)k + Æk!)n;et ette derni�ere int�egrale est juste (�+ Ækf!g)n, don onverge vers �n, qed.On a ainsi v(�) � �n pour toute lasse nef �. Si � est de plus k�ahlerienne,RX T na = �n pour toute forme positive lisse T 2 �, et on a don �egalit�ev(�) = �n dans e as. Pour obtenir le as d'une lasse nef quelonque,on note que si � est nef, � + "f!g est une lasse k�ahlerienne si ! est uneforme k�ahlerienne �x�ee, et don v(�+ "f!g) = (�+ "f!g)n onverge vers �npour " ! 0. Comme le volume est semi-ontinu sup�erieurement, on a donv(�) � �n �a la limite, qed.En�n, nous �etudions le omportement du volume par d�eformation :Proposition 3.1.29 Le volume est semi-ontinu sup�erieurement dans lesd�eformations, au sens suivant : si X ! S est une d�eformation de vari�et�esk�ahleriennes ompates, et si �k 2 H1;1(Xtk ;R) est une suite de lassespseudoe�etives onvergeant vers � 2 H1;1(X0;R) (ave tk ! 0), alorsv(�) � lim supk!+1 v(�k):D�emonstration : quitte �a r�etr�eir la base S, on peut supposer que lad�eformation est topologiquement triviale, et qu'il existe une famillle lisse!t de m�etriques k�ahleriennes sur Xt, qu'on normalise pour que RXt !nt = 1.D'apr�es le th�eor�eme 3.1.23, il existe un ourant positif Tk surXtk , repr�esentant�k et tel que T nk;a = v(�k)!ntk presque partout. Puisque la suite �k onverge,elle est born�ee, et Tk est don born�e en masse. On peut don en extraireune valeur d'adh�erene T = limk!1 Tk. Il est lair que T repr�esente �. Parsemi-ontinuit�e de la partie absolument ontinue, on a T na � lim sup v(�k)!n0presque partout, et don v(�) � lim supv(�k), qed.



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 733.1.7 Volume et lasses grosses.Nous avons vu qu'un �br�e en droites L est gros ssi son volume v(L)est non nul. Nous nous proposons d'�etendre e r�esultat �a toutes les lasses� 2 H1;1(X;R). Commen�ons par un r�esultat dû �a Demailly et Paun :Th�eor�eme 3.1.30 (DP01) Si � 2 H1;1(X;R) est une lasse nef telle que�n > 0, alors � ontient un ourant k�ahlerien.La preuve de e r�esultat n'est pas triviale, et est en fait l'un des prini-pales �etapes dans la preuve par Demailly et Paun de leur rit�ere de Nakai-Moishezon pour les lasses k�ahlerienne. Puisque v(�) = �n pour une lassenef, le r�esultat suivant g�en�eralise le th�eor�eme 3.1.30 :Th�eor�eme 3.1.31 Si X est une vari�et�e k�ahleriene ompate, une lasse � 2H1;1(X;R) est grosse ssi v(�) > 0.D�emonstration : si � est grosse, elle ontient un ourant k�ahlerien T � "!pour " > 0 assez petit. On a don v(�) � RX T na > 0. Pour d�emontrer lar�eiproque, nous allons abondamment faire appel �a la preuve du th�eor�eme3.1.30 donn�ee dans [DP01℄.Par le th�eor�eme d'approximation par des singularit�es analytiques et le lemmede Fatou, on peut trouver une suite Tk � �"! de ourants �a singularit�esanalytiques dans � tels que RX(Tk;a + "k!)n onverge vers v(�), don estuniform�ement minor�ee par une onstante  > 0. Pour tout k, on hoisit unemodi�ation �k : Xk ! X telle que la d�eomposition de Siu de �?Tk s'�eriveRk + [Ek℄ ave Rk lisse. Comme Rk + "k�?k! est une forme lisse positive,sa lasse est nef, de volume RXk(Rk + "k�?k!)n = RX(Tk;a + "k!)n �  >0, don d'apr�es le th�eor�eme 3.1.30, il existe un ourant k�ahlerien Sk dansfRk+"k�?k!g. Le pouss�e en avant �?(Sk+[Ek℄) est alors un ourant k�ahleriendans � + "kf!g, mais le probl�eme est qu'on ne dispose pas d'un minorantuniforme Æ! > 0 de es ourants. Nous allons en fait reopier la preuve duth�eor�eme 3.1.30 donn�ee dans [DP01℄ de fa�on �a montrer que l'existene d'unetelle borne uniforme Æ! d�eoule de la borne uniforme  > 0 sur le volume dela lasse fRk + "�?k!g.Le r�esultat suivant est le lemme 2.1 de [DP01℄ :Lemme 3.1.32 Soit (X;!) une vari�et�e k�ahlerienne ompate, et soit Y � Xun sous-ensemble analytique de odimension p. Alors il existe une funtion' �a singularit�es analytiques le long de Y , un borne Æ > 0 et une suite '" defontions lisses d�eroissant vers ' pontuellement telle que !" := ! + dd'"v�eri�e !" � 1=2! et ZV" !p" ^ !n�p � Æpour tout " > 0, ave V" := f' < log "g.



74CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESid�ee de la preuve : soit f = (f1; :::; fr) des g�en�erateurs loaux de l'id�eal IYde Y pr�es d'un point x0. La fontion �a singularit�es de type IY := 12 log(X jfjj2)est psh, et le (p; p)-ourant positif (dd )p est bien d�e�ni d'apr�es le th�eor�eme1.1.1, puisque Y est de odimension p. D'apr�es la formule de King [Kin70℄,le p-yle qui apparâ�t dans sa d�eomposition de Siu est le p-yle assoi�eau germe (Y; x0), don en partiulier (dd )p harge Y . On pose alors  " :=12 log(P jfjj2 + "2) et !" := ! + dd ". La forme volume !p" ^ !n�p onvergefaiblement vers le ourant (!+ dd )p ^!n�p, qui a une masse non nulle surY d'apr�es e qui pr�e�ede, et ei donne la version loale du r�esultat. Pourglobaliser, on pro�ede omme dans la preuve de la proposition 1.1.4 : on hoi-sit un reouvrement �ni de X par des ouverts Ui tel que f (i) = (f (i)1 ; :::; f (i)Ni )engendre IY sur un voisinage de Ui, et l'on pose := 12 log(Xj �jjf (j)j2)et  " := 12 log(Xj �j(jf (j)j2 + "2));o�u �i est une partition de l'unit�e assoi�ee au reouvrement Ui.  " est alors unesuite de fontions lisses qui d�erô�t vers  , et ette derni�ere est �a singularit�esde type IY . De plus, on montre dans [DP01℄ la partie n�egative de dd "est uniform�ement born�ee, de sorte qu'il existe � > 0 assez petit pour que! + �dd " � 1=2! pour tout " > 0. D'apr�es la version loale du r�esultat, ilreste �a poser ' := � et '" := � ".Le lemme suivant est aussi tir�e de [DP01℄ :Lemme 3.1.33 Soit (X;!) une vari�et�e k�ahlerienne ompate de dimensionn, et soit Y une sou-vari�et�e analytique de odimension p. Supposons donn�es :une base de voisinages V" de Y , une famille de formes k�ahleriennes !" � 1=2!dans la lasse f!g, et une borne Æ > 0 telle queZV" !p" ^ !n�p � Æpour tout " > 0.Alors, pour haque lasse nef � 2 H1;1(X;R) ave v(�) = �n > 0, il existeun (p; p)-ourant positif ferm�e T dans la lasse �p tel queZY T ^ !n�p � �;



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 75pour � := CnÆ2v(�)=(R �n�p ^ !p)v(!), o�u Cn > 0 est une onstante ned�ependant que de n.D�emonstration : pour tout " > 0, le th�eor�eme de Calabi-Yau nous donneune forme k�ahlerienne �" dans la lasse � + "f!g telle que�"(x)n = v(�+ "!)v(!) !"(x)nen tout point x 2 X. Si �"1 � ::: � �"nd�esignent les valeurs propres de �" par rapport �a !", on a don :(1)�"1:::�"n = v(� + "!)=v(!),(2)� p" � (�"1:::�"p)!p" ,(3)�n�p" ^ !p" � C�1n (�"p+1:::�"n)!n" ,o�u Cn = �np�. La relation (3) impliqueZX(�"p+1:::�"n)!n" � Cn Z (� + "!)n�p ^ !p =:Mp;et en partiulier l'ensemble E� := f�"p+1:::�"n � Mp=�g v�eri�e RE� !n" � �pour tout � > 0. De (1) et (2), on tire :ZV" � p" ^ !n�p � v(� + "!)v(!) ZV"(�"p+1:::�"n)�1!p" ^ !n�p� v(�+ "!)v(!) ZV"�E� �Mp!p" ^ !n�p:Remarquons queZV"�E� !p" ^ !n�p � ZV" !p" ^ !n�p � ZE� !p" ^ !n�p:La premi�ere int�egrale sur la droite est plus grande que Æ par hypoth�ese, etpuisque !p" ^ !n�p � 2n�p!n" (on a suppos�e !" � 2�1!), la seonde int�egralesur la droite vaut au plus 2n�p�. En ombinant tout ei, on obtient :ZV" � p" ^ !n�p � (v(�+ "!)�)(v(!)Mp)�1(Æ � 2n�p�):On prend maintenant � := Æ=2n�p+1, de sorte que la derni�ere in�egalit�e de-vientRV" � p" ^!n�p � �, o�u � > 0 est d�e�ni dans l'�enon�e du lemme. Puisque � p" estborn�e en ohomologie, on peut trouver une valeur d'adh�erene T = lim"!0 � p" ,



76CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESqui est alors un (p; p)-ourant positif ferm�e dans la lasse �p, et tel queRY T ^ !n�p � �, qed.Retournons maintenant �a la preuve du th�eor�eme 3.1.11. Rappelons que (X;!)est une vari�et�e k�ahlerienne ompate ave v(!) = R !n = 1, Tk � �"k! estune suite de ourants �a singularit�es analytiques dans la lasse � 2 H1;1(X;R),et une suite de modi�ations �k : Xk ! X a �et�e hoisie de sorte que�?kTk = Rk+[Ek℄ ave Rk lisse. Le volume de la lasse nef �k := fRk+"k�?k!gest uniform�ement minor�e par  > 0. On note e�k : fXk ! fX l'appliation pro-duit �k � �k : Xk � Xk ! X � X, et l'on hoisit sur haque fXk une formek�ahlerienne e!k. Sur fX, on pose e! := p?!+q?!, et e�k := p?k�k+q?k�k, o�u p et q(resp. pk et qk) sont les deux projetions X�X ! X (resp. Xk�Xk ! Xk).Un alul ais�e montre que v(e�k) = �2nn �v(�k)2 �  > 0 pour un  > 0. Onnote en�n � (resp. �k) la diagonale dans fX (resp. fXk).Lemme 3.1.34 Il existe une onstante � > 0 telle que, pour tout k, la lassee�nk ontienne un (n; n)-ourant positif ferm�e �k ave�k � �[�k℄:D�emonstration : si l'on applique le lemme 3.1.32 �a Y = �, on obtient unebase de voisinages V" de �, une famille de formes k�ahleriennes !" � 1=2e!dans fe!g, et une borne uniforme Æ > 0 telles que RV" !n" ^ !n � Æ pour tout" > 0.On �xe maintenant k et � > 0, que l'on va laisser tendre vers 0 par la suite.Travaillant sur fXk, on pose !k := e�?k e! + �e!k;et l'on a une famille !k;" := e�?k!" + �e!kde formes k�ahleriennes dans la lasse f!kg telle que !k;" � 1=2!k. La familleVk;" := e��1k (V") d�e�nit une base de voisnages de Yk := e��1k (�), et l'on aRVk;" !nk;" ^ !nk � Æ > 0 pour le même Æ > 0 que sur fX. Puisque e�k estune lasse nef ave un volume non nul, le lemme 3.1.33 dit qu'il existe un(n; n)-ourant positif ferm�e Uk dans e�nk tel queZYk Uk ^ !nk � �k;ave �k = CnÆ2=(R e�nk ^ !nk )v(!k) > 0 puisque v(e�k) �  > 0.Comme on l'a dit, es donn�ees d�ependent de � > 0. On peut don trouver



3.1. VOLUME D'UN FIBR�E EN DROITES 77une valeur d'adh�erene �k = lim�!0 Uk(�), qui est un (n; n)-ourant positifferm�e dans e�nk tel que ZYk �k ^ e�?k e!n � �k;ave �k = CnÆ2=(R e�nk ^ e�?k e!n)v(e!) pare que !k = e�?k e!+ �e!k ! e�?k e! quand�! 0, et v(e�?k e!) = v(e!).On en d�eduit que Z�k �k ^ e�?k e!n � �k;puisque toutes les omposantes de Yk = e��1k (�) distintes de �k sont en-voy�ees par e�k sur un ensemble analytique de dimension < n, que le (n; n)-ourant positif ferm�e e�k;?�k ne peut harger. Par la d�eomposition de Siu,on a �k � ��k�k = �(�k;�k)[�k℄, o�u �(�k;�k) est le nombre de Lelongg�en�erique de �k le long de �k, et ��k est la fontion arat�eristique ; notreobjetif est maintenant de montrer que �(�k;�k) est uniform�ement minor�epar un nombre > 0, e qui onlura la preuve du lemme 3.1.34.PuisqueR [�k℄ ^ e�?k e!n = R [�℄ ^ e!n, on d�eduit que�(�k;�k) Z [�℄ ^ e!n = Z�k �k ^ e�?k e!n � �k;don il reste �a ontrôler �k = CnÆ2=(R e�nk ^ e�?k e!n)v(e!). Il suÆt de majorerRXk�Xk e�nk ^ e�?k!n uniform�ement. Mais ette derni�ere int�egrale s'exprime enfontion de RXk �lk ^ �?k!n�l = RX(Tk;a + "k!)l ^ !n�l, l = 0; :::; n, qui sonttoutes sous ontrôle uniforme grâe au th�eor�eme 3.1.10. La preuve du lemmeest termin�ee.On peut maintenant terminer la preuve du th�eor�eme 3.1.11. Soient p; q lesdeux projetions fXk = Xk�Xk ! Xk. Puisque �k := �?k! est une forme lissepositive sur Xk, le ourant Sk := q?(Tk ^ p?�k) est un (1; 1)-ourant positifferm�e dans la lasse ((�k � �k)n)?(�k), tel que Sk � �q?([�k℄ ^ p?�k) = ��k.On alule failement que la lasse (f�kn)?(�k) est juste n(R �n�1k ^ �k)�k, desorte que Pk := (n(R �n�1k ^�k)�1Sk est un ourant positif ferm�e dans �k avePk � k�?k! pour k := (n(R �n�1k ^ �k)�1�. Finalement, le pouss�e en avant�k;?Pk est un ourant k�ahlerien sur X, minor�e par k!, et qui appartient �ala lasse �k;?�k = � + "kf!g. Puisque "k ! 0, il reste don �a s'assurer que(R �n�1k ^�k)�1 reste loin de 0. Mais on a R �n�1k ^�k = R (�k+"k�?k!)n�1^�?k! =RX(Tk;a + "k!)n�1 ^ !, et ette derni�ere quantit�e est uniform�ement born�eepar le th�eor�eme 3.1.10. Qed.Corollaire 3.1.35 Le volume v : H1;1(X;R) ! R est une fontion onti-nue.



78CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESD�emonstration : vu la proposition 3.1.26 et le fait que l'on a pos�e v(�) = 0pour toute � 2 H1;1(X;R) hors de E , la ontinuit�e du volume est �equivalentau fait que v(�) = 0 pour � 2 �E , e qui est exatement l'assertion duth�eor�eme 3.1.11.3.1.8 Une onjeture.Si X est une vari�et�e de Fujiki, les r�esultats sur le volume restent valables.R�eiproquement, il est tentant de penser que le th�eor�eme 3.1.11 arat�eriseles lasses grosses sur une vari�et�e omplexe ompate quelonque, e quirevient �a laConjeture : Si une vari�et�e omplexe ompate X admet un (1; 1)-ourantpositif ferm�e T tel que RX T na > 0, alors X est une vari�et�e de Fujiki.Cette onjeture est vraie pour dimX = 2. En e�et, soit T un tel ourant,et soit T = R+P �(T;D)[D℄ sa d�eomposition de Siu. Le lieu non-nef de lalasse fRg est alors une r�eunion d�enombrable de points, de sorte que fRg estnef par le orollaire 2.1.7. On a don fRg2 � RX R2a > 0 par le lemme 3.1.28(qui est valable sur toutes les surfaes, k�ahleriennes ou non, omme on l'aremarqu�e). Mais la forme d'intersetion sur H1;1(X;R) n'est don pas d�e�nien�egative, et ei fore b1(X) a être pair par des onsid�erations lassiques dues�a Kodaira (f. par exemple [Lam99℄). D'apr�es le r�esultat prinipal de [Lam99℄ou [Bu99℄,X est don une surfae k�ahlerienne, et la onjeture est vraie danse as.3.2 Nombres d'intersetions mobiles3.2.1 D�e�nition et propri�et�esSoit X une vari�et�e k�ahlerienne ompate munie d'une forme k�ahlerienne!. On onsid�ere un sous-ensemble analytique Y � X de dimension p et deslasses pseudoe�etives �1; :::; �p 2 H1;1(X;R). Notre but est de d�e�nir unnombre d'intersetions \positif" (�1 � ::: � �p � Y )�0 omme �etant le nombred'intersetion usuel (�1 � ::: � �p � Y ), o�u �i d�esigne la partie nef de �i danssa d�eomposition de Zariski. Par exemple, on souhaiterait que (�n)�0 (aveY = X) soit le volume de �. La d�eomposition de Zariski de �i n'existe h�elaspas en g�en�eral, mais on sait omment en onstruire une bonne approximationen regardant les ourants �a singularit�es analytiques dans �i. A la plae de Y ,on peut mettre un ourant positif ferm�e quelonque � de bidimension (p; p),et l'on arrive �a la



3.2. NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILES 79D�e�nition 3.2.1 Le nombre d'intersetions mobiles (�1 � ::: � �p � �)�0 des�i et de � est d�e�ni omme la limite quand " > 0 tend vers 0 de la quantit�esup ZX�F (T1 + "!) ^ :::(Tp + "!) ^ �;o�u Ti d�erit l'ensemble des ourants �a singularit�es analytiques dans �i[�"!℄,et F d�esigne la r�eunion des Sing(Ti).Plusieurs remarques s'imposent : tout d'abord, les int�egrales onsid�er�eesonvergent d'apr�es le th�eor�eme 3.1.12, et le supremum est même �ni puisqueles int�egrales en question peuvent se majorer en fontion des seules lassesde ohomologie des ourants impliqu�es. Ensuite, il est assez lair que le su-premum en question rô�t ave ", de sorte que la limite onsid�er�ee existe etest aussi l'in�mum pour " > 0. En�n, la d�e�nition ne d�epend pas de la formek�ahlerienne !, omme on le v�eri�e failement en utilisant que deux formesk�ahleriennes sur X sont toujours ommensurables.Il est trivial de v�eri�er que (�1_::: � �p � �)�0 est sym�etrique en les �i, etest onave et homog�ene sur le ône pseudoe�etif E en haque variables�epar�ement.On ommene par v�eri�er que la d�e�nition redonne bien le nombre d'inter-setion ordinaire lorsque les �i sont nef :Proposition 3.2.2 Si les �i 2 H1;1(X;R) sont nef, on a (�1 � ::: ��p ��)�0 =(�1 � ::: � �p � f�g):D�emonstration : soit " > 0, Ti 2 �i[�"!℄ un ourant �a singularit�es ana-lytiques, et F la r�eunion de leurs lieux singuliers. On pose Si := Ti + "! et�i = �i + "f!g.Lemme 3.2.3 On aZX�F S1 ^ ::: ^ Sp ^� � (�1 � ::: � �p � f�g):D�emonstration : on reprend la preuve du lemme 3.1.28 : pour haque i, on�erit Si = �i + dd'i ave �i 2 �i lisse, et le th�eor�eme 3.1.7 nous fournit unesuite S(k)i = �i + dd'(k)i de formes lisses telles que(i) '(k)i d�erô�t vers 'i partout lorsque k ! +1, et la onvergene a lieudans C1 sur X � F (ei vient du fait que '(k)i est obtenue loalement paronvolution ave un noyau r�egularisant).(ii) S(k)i � �C�(k)i !, ave C > 0 ne d�ependant que de (X;!) et �(k)i une suitede fontions ontinues qui d�erô�t vers �(Si; x) en tout point x.Comme �i = �i + "f!g est une lasse k�ahlerienne, on peut aussi hoisirune fontion ui lisse telle que �i + ddui soit une forme k�ahlerienne pour



80CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILEStout i. Soit maintenant  une fontion lisse sur X, �a support ompat dansU �� X � F , et telle que 0 �  � 1 partout. Comme dans la preuve duth�eor�eme 3.1.8, on va modi�er '(k)i sur X � U de fa�on �a rendre la partien�egative de T (k)i petite même sur et ensemble. On pose pour ela v(k)i =max�(ui �Ck; '(k)i ), o�u max� est une fontion maximum r�egularis�ee une foispour toutes, et Ck > 0 est suÆsamment grande pour que v(k)i = '(k)i surU . La nouvelle fontion v(k)i onverge enore vers 'i dans C1(U) lorsquek ! +1, mais on a gagn�e le fait que V (k)i := �i + ddv(k)i � �"k! pour unesuite "k > 0 onvergeant vers 0 (ei pare que �(k)i onverge uniform�ementvers 0 sur U d'apr�es le th�eor�eme de Dini, puisque �(Si; x) = 0 pour toutx 2 U .) On �nit maintenant la preuve : RX  S1^ :::^Sp^� est la limite pourk ! +1 de RX  (V (k)1 + "k!) ^ ::: ^ (V (k)p + "k!) ^ �, qui est major�ee parRX(V (k)1 + "k!)^ ::: ^ (V (k)p + "k!)^� = (�1 + "kf!g) � :::(�p + "kf!g) � f�g.Comme ei a lieu pour toutes les fontions  omme i-dessus, la preuve dulemme est termin�ee.Le lemme donne bien sûr l'in�egalit�e (�1 � ::: � �p � �)�0 � (�1 � ::: � �p � f�g).Pour obtenir l'autre in�egalit�e, il suÆt simplement de hoisir pour tout " > 0un forme k�ahlerienne !i dans �i + "f!g. Le ourant Ti := !i � "! est alorsun �el�ement lisse de �i[�"!℄, et le supremum de la d�e�nition 3.2.1 vaut donau moins RX(T1+"!)^ :::^(Tp+"!)^� = (�1+"f!g) � ::: �(�1+"f!g) �f�g.Il reste �a faire "! 0.On �etudie maintenant la ontinuit�e des nombres d'intersetions mobiles :Proposition 3.2.4 Pour tout ourant positif ferm�e � de bidimension (p; p),les propri�et�es suivantes sont v�eri��ees :(i) (�1 � ::: � �p � �)�0 est une fontion semi-ontinue sup�erieurement de(�1; :::; �p) 2 Ep. Elle est ontinue en (�1; :::; �p) 2 Ep si les �i sont grosseset � ne harge pas leurs lieux non k�ahleriens.(ii) Si �(k)i est une suite de lasses pseudoe�etives qui onverge vers 0 lorsquek! +1, on alimk!+1((�1 + �(k)1 ) � ::: � (�p + �(k)p ) ��)�0 = (�1 � ::: � �p ��)�0:D�emonstration : si �(k)i est une suite de lasses pseudoe�etives onvergeantvers �i pour tout i = 1; :::; p, on peut hoisir une suite "k > 0 tendant vers 0et des ourants �a singularit�es analytiques T (k)i 2 �i[�"k!℄ tels queZX�Fk(T (k)1 + "k!) ^ ::: ^ (T (k)p + "k!)�� (�(k)1 � ::: � �(k)p ��)�0onverge vers 0. Puisque �i��(k)i est une suite de lasses onvergeant vers 0lorsque k !1, on peut en trouver des repr�esentants lisses �(k)i onvergeant



3.2. NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILES 81vers 0 dans C1. On aura don �(k)i � �Æk! pour une suite Æk > 0 onvergeantvers 0. Mais alors T (k)i + �(k)i est un ourant �a singularit�es analytiques dans�i[�("k + Æk)!℄, don la limsup pour k!1 deZX�Fk(T (k)1 + �(k)1 + ("k + Æk)!) ^ ::: ^ (T (k)p + �(k)p + ("k + Æk)!) ^ �est inf�erieure �a (�1 � ::: � �p ��)�0 par d�e�nition de ette derni�ere quantit�e. Ilreste �a remarquer que la di��erene entreZX�Fk(T (k)1 + �(k)1 + ("k + Æk)!) ^ ::: ^ (T (k)p + �(k)p + ("k + Æk)!) ^ �et ZX�Fk(T (k)1 + "k!) ^ ::: ^ (T (k)p + "k!)�est une somme d'int�egrales du typeZX�Fk ^i2I(�(k)i + Æk!) ^ ^j2J(T (k)j + "k!) ^ �:Comme la masse du ourant ^j2J(T (k)j + "k!) ^ � sur les points lisses desT (k)j est uniform�ement ontrôl�ee par les lasses de ohomologies des ourantsen question d'apr�es le th�eor�eme 3.1.12 et omme �(k)i + Æk! onverge vers 0dans C1 lorsque k !1, on voit que haune des int�egralesZX�Fk ^i2I(�(k)i + Æk!) ^ ^j2J(T (k)j + "k!) ^�onverge 0. Ainsi, la limsup deZX�Fk(T (k)1 + �(k)1 + ("k + Æk)!) ^ ::: ^ (T (k)p + �(k)p + ("k + Æk)!) ^ �qui est inf�erieure �a (�1 �:::��p ��)�0, est aussi la limsup de (�(k)1 �:::��(k)p ��)�0.Cei d�emontre la semi-ontinuit�e sup�erieure.On suppose maintenant que les lasses �(k)i onvergent vers la lasse grosse�i pour tout i.Lemme 3.2.5 Si les �i sont grosse et � ne porte pas de massse sur les lieuxnon k�ahleriens des �i, alors (�1 � ::: � �p ��)�0 vautsup ZX�F T1 ^ ::: ^ Tp ^�;o�u Ti 2 �i parourt les ourants k�ahleriens �a singularit�es analytiques et Fest la r�eunion des Sing(Ti).



82CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESD�emonstration : d'apr�es le th�eor�eme 2.1.20, quitte �a hanger la formek�ahlerienne !, on peut supposer qu'il existe un ourant k�ahlerien �a singula-rit�es analytiques Si 2 �i, singulier exatement le long du lieu non k�ahleriende �i, et tel que Si � 2! pour tout i. On hoisit alors une suite "k > 0tendant vers z�ero et des ourants �a singularit�es analytiques T (k)i 2 �i[�"k!℄tels que ZX�Fk(T (k)1 + "k!) ^ ::: ^ (T (k)p + "k!) ^ �onverge vers (�1 � ::: � �p ��)�0 lorsque k !1. On remarque queU (k)i := (1� "k)T (k)i + "kSiest un ourant k�ahlerien �a singularit�es analytiques dans �i, don il suÆt pourmontrer le lemme de voir que la limsup de RX�Gk U (k)1 ^ :::^U (k)p ^� lorsquek !1 est au moins �egale �a (�1 � ::: � �p � �)�0. On a not�e Gk la r�eunion deFk et des Lkah(�i) =Sing(Si). Or on aZX�Gk U (k)1 ^:::^U (k)p ^� = (1�"k)n ZX�Gk(T (k)1 +"k!)^:::^(T (k)p +"k!)^�+O("k)grâe au ontrôle uniforme de la masse par les lasses de ohomologie. Il reste�nalement �a remarquer que RX�Gk(T (k)1 +"k!)^:::^(T (k)p +"k!)^� = RX�Fk :::puisque � ne harge pas Gk � Fk par hypoth�ese. Le lemme suit.On hoisit maintenant grâe au lemme des ourants k�ahleriens �a singu-larit�es analytiques Ti 2 �i tels que RX�F T1 ^ ::: ^ Tp ^� soit tr�es prohe de(�1�:::��p��)�0. Puisque �(k)i onverge vers �i, on peut hoisir un repr�esentantlisse �(k)i de �(k)i ��i qui onverge vers 0 dans C1. Alors Ti+ �(k)i est un ou-rant k�ahlerien dans �(k)i pour k assez grand, don on a(�(k)1 � :::�(k)p ��)�0 � ZX�F (T1 + �(k)1 ) ^ ::: ^ (Tp + �(k)p ) ^ �:Comme �(k)i tend vers 0 pour k ! 1, le ontrôle uniforme de la massemontre �a nouveau que RX�F (T1 + �(k)1 ) ^ ::: ^ (Tp + �(k)p ) ^ � onverge versRX�F T1 ^ ::: ^ Tp ^� pour k !1. On d�eduit de tout ei que(�1 � ::: � �p ��)�0 � lim inf(�(k)1 � :::�(k)p ��)�0;et la ontinuit�e en (�1; :::; �p) est d�emontr�ee.Le point (ii) est maintenant trivial grâe �a la semi-ontinuit�e sup�erieure,puisqu'on a lairement ((�1+�(k)1 ) � ::: � (�p+�(k)p ) ��)�0 � (�1 � ::: ��p ��)�0pour tout k.Une des raisons d'être des nombres d'intersetions mobiles est la propri�et�esuivante :



3.2. NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILES 83Proposition 3.2.6 Soit � 2 H1;1(X;R) une lasse pseudoe�etive. Alorsson volume v�eri�e v(�) = (�n)�0.D�emonstration : on a vu (lemme 3.1.25) qu'il existe une suite T" 2 �[�"!℄de ourants �a singularit�es analytiques tels que RX(T"+ "!)na onverge vers levolume v(�). L'int�egrale RX(T" + "!)na n'est pas autre hose que l'int�egralede (T"+"!)n sur ses points lisses, et on en d�eduit imm�ediatement que v(�) �(�n)�0. Pour obtenir l'in�egalit�e r�eiproque, on montre plus g�en�eralement leLemme 3.2.7 Si �, �k+1; :::; �p sont des lasses pseudoe�etives, alors(�k � �k+1 � ::: � �n)�0 est la limite quand "! 0 desup ZX�F (T + "!)k ^ (Tk+1 + "!) ^ ::: ^ (Tn + "k!)o�u T 2 �[�"!℄ et les Ti 2 �i[�"!℄ sont �a singularit�es analytiques.D�emonstration : il est lair que (�k��k+1�:::��p)�0 vaut au moins la limite enquestion. R�eiproquement, on hoisit " > 0 et des ourants T1; :::Tk 2 �[�"!℄,Ti 2 �i[�"!℄ �a singularit�es analytiques tels que RX�F (T1+"!)^ :::^(Tn+"!)soit prohe de (�k � �k+1 � ::: � �n)�0. Il existe alors une r�esolution ommunede leurs singularit�es � : Y ! X, et on a don �?Ti = Ri + [Di℄ ave Ri lisseet Di un R-diviseur e�etif. On note que pour i = 1; :::; k, �?Ti appartient �a�?�[�"�?!℄. Il existe don un ourant T 2 �[�"!℄ tel que �?T = min1�i�k Tidans et ensemble ordonn�e par la omparaison des singularit�es. On a alorslairement �?T = R+ [D℄ ave R �a potentiel loalement born�e, et D le pgdde D1; :::; Dk. Soit e� la transform�ee strite de � sous �. Je dis queZY (R+"�?!)k^(Rk+1+"�?!)^:::^(Rn+"�?!) � ZY (R1+"�?!)^:::^(Rn+"�?!):En fait, la lasse fR�R1g = fD1 �Dg est pseudoe�etive, et donZY (R+"�?!)^(R2+"�?!)^:::^(Rn+"�?!) � ZY (R1+"�?!)^:::^(Rn+"�?!)puisque haque lasse fRi + "!g est nef. En it�erant, on obtient l'in�egalit�e enquestion. Il reste maintenant �a remarquer queZY (R+"�?!)k^(Rk+1+"�?!)^:::^(Rn+"�?!) = ZX�F (T+"!)k^(Tk+1+"!)^:::^(Tn+"!)pour onlure la preuve du lemme, et elle de la proposition 3.2.6 par lamême oasion.Le lemme pr�e�edent permet d'obtenir la version suivante du th�eor�emed'approximation de Fujita :



84CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESProposition 3.2.8 Soit � et �k+1; :::; �n des lasses pseudoe�etives. Alors,pour tout Æ > 0, il existe " > 0, une modi�ation � : Y ! X et desd�eompositions �?(� + "f!g) = � + fDg et �?(�i + "f!g) = �i + fDigtels que :(i) � et les �i sont des lasses k�ahleriennes.(ii) j(�k � �k+1 � ::: � �n)�0 � (�k � �k+1 � ::: � �n)j < Æ.La preuve est en tout point semblable �a elle du th�eor�eme 3.1.24 une foisqu'on dispose du lemme 3.2.5.Les in�egalit�es de onavit�e de Hovanski-Tessier (f. [Dem93℄), v�eri��ees pardes lasses nef, s'�etendent aux nombres d'intersetions mobiles de lassespseudoe�etives :Th�eor�eme 3.2.9 Soient �1; :::; �n 2 H1;1(X;R) des lasses pseudoe�e-tives. Alors : (�1 � ::: � �n)n�0 � (�n1 )�0:::(�nn)�0:D�emonstration : si ! est une forme k�ahlerienne de volume 1, le th�eor�eme3.1.21 dit qu'il existe un ourant positif ferm�e Ti 2 �i tel que Ti;a(x)n =v(�i)!(x)n presque partout. D'apr�es le th�eor�eme 3.1.8, on peut trouver dessuites T (k)i de ourants �a singularit�es analytiques dans �[�"k!℄ tels queT (k)i (x) onverge vers Ti;a(x) presque partout. D'apr�es le lemme de Fatou,on a donZX T1;a ^ ::: ^ Tn;a � lim infk!1 ZX(T (k)1 + "k!) ^ ::: ^ (T (k)n + "k!);et a fortiori RX T1;a ^ ::: ^ Tn;a � (�1 � ::: � �n)�0. Par ailleurs, la ver-sion pontuelle des in�egalit�es de Hovanskii-Tessier implique que T1;a(x) ^::: ^ Tn;a(x) � det(T1;a(x))1=n::: det(Tn;a(x))1=n!(x)n, et don en int�egrantRX T1;a ^ ::: ^ Tn;a � v(�1)1=n:::v(�n)1=n, qed.Pour terminer, nous montrons que les nombres d'intersetions mobiles sontompatibles ave la d�eomposition de Zariski divisorielle :Proposition 3.2.10 Si �1; :::; �n 2 H1;1(X;R) sont des lasses pseudoef-fetives, on a (�1 � ::: � �n)�0 = (Z(�1) � ::: � Z(�n))�0:D�emonstration : l'appliation T 7! T � [N(�)℄ �etablit une bijetion entreles ourants positifs ferm�es dans � et eux dans Z(�). Comme le ourantd'int�egration [N(�)℄ est bien sûr singulier par rapport �a la mesure de Le-besgue, on a bien Ta = (T � [N(�)℄)a, et l'�egalit�e d�esir�ee est v�eri��ee dansle as o�u les �i sont grosse d'apr�es le lemme 3.2.5. Pour le as g�en�eral, on



3.2. NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILES 85remarque que Z(� + "f!g) � Z(�) est une lasse pseudoe�etive qui tendvers 0 ave ". Il suÆt don d'appliquer le point (ii) de la proposition 3.2.4.Remarques :(i) Sur une surfae X, Z(�) est bien la partie nef de la lasse � dans sad�eomposition de Zariski, et la proposition 3.2.2 montre que (� � �)�0 n'estautre que le nombre d'intersetions Z(�) � Z(�) des parties nef des deuxlasses.(ii) Ce r�esultat montre aussi que le nombre d'intersetions mobiles n'est pasontinu sur le ône pseudoe�etif tout entier en g�en�eral. En e�et, si �k est unesuite de lasses exeptionnelles qui onverge vers une lasse nef � 6= 0 (surune surfae par exemple), alors (�k � �)�0 = 0 pour toute lasse k�ahlerienne�, alors qu'�a la limite (� � �)�0 = � � � est non nulle.3.2.2 Dimension num�erique et th�eor�eme d'annulationde BogomolovEn utilisant les nombres d'intersetions mobiles, on peut d�e�nir la di-mension num�erique �(�) d'une lasse pseudoe�etive � 2 H1;1(X;R) omme�etant la dimension num�erique de sa partie nef (dans sa d�eomposition de Za-riski virtuelle), i.e. �(�) est le plus grand entier k � 0 tel que (�k �!n�k)�0 > 0pour une (et don toute) lasse k�ahlerienne !. D'apr�es la proposition 3.2.6et le th�eor�eme 3.1.31, � est grosse ssi sa dimension num�erique est maximale,i.e. �(�) = dimX. A l'autre bout du spetre, on a :Proposition 3.2.11 Une lasse pseudoe�etive � 2 H1;1(X;R) est de di-mension num�erique 0 ssi Z(�) = 0.D�emonstration : omme (� � !n�1)�0 = (Z(�) � !n�1)�0, on peut supposerque � = Z(�) est nef en odimension 1. On suppose que � est de dimensionnum�erique nulle. Comme � est nef en odimension 1, il existe une famille T"de ourants dans �[�"!℄ �a singularit�es analytiques le long d'un ensemble ana-lytique A" de odimension au moins deux, et l'int�egrale RX�A"(T"+"!)^!n�1tend vers 0 ave " puisque � est de dimension num�erique nulle. Mais T"+ "!est un ourant positif ferm�e de bidegr�e (1; 1), et ne harge don pas A", quiest de odimension > 1. Ainsi, RX(T" + "!) ^ !n�1 = (� + "f!g) ^ f!gn�1elle-même tend vers 0, et on en d�eduit que � = 0 �a la limite.A�n d'illustrer ette notion, nous allons d�emontrer la version suivante duth�eor�eme d'annulation de Bogomolov, qui am�eliore elle donn�ee par C.Mourouganedans [Mou98℄ :



86CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESTh�eor�eme 3.2.12 Soit X une vari�et�e k�ahlerienne ompate, et L un �br�een droites pseudoe�etif sur X. Alors H0(X;
pX 
 OX(�L)) = 0 pour toutp < �(L)D�emonstration : la d�emonstration suit point par point elle de [Mou98℄mutatis mutandis. Soit ! une forme k�ahlerienne de volume 1, et posons� = 1(L). On �xe �egalement une m�etrique lisse h sur L. On ommene parremarquer que v(�+"!) � "n�l(�l �!n�l)�0 pour tout 0 � l � n. Si l'on prendl := �(�), on voit don qu'il existe C > 0 telle que v(�+"!) � C"n�l. D'apr�esle th�eor�eme 3.1.21, on peut hoisir pour tout " > 0 un ourant T" 2 �[�"!℄tel que (Ta(x) + "!(x))n = v(�+ "!)!(x)npour presque tout x 2 X. Si l'on note �"1 � ::: � �"n les valeurs propres deT";a relativement �a !, on a don(�"1 + "!):::(�"n + "!) � C"n�lpresque partout. On a besoin de la version singuli�ere suivante de l'in�egalit�ede Bohner-Kodaira-Nakano :Lemme 3.2.13 Soit T = �h(L)+dd' le ourant de ourbure de la m�etriquehermitienne singuli�ere he�2' sur L, et supposons T presque positif.Si �1 � ::: � �n d�esignent les valeurs propres de Ta, alors pour toutu 2 H0(X;
pX 
OX(�L)) on a :ZX(�1 + :::+ �n�p)juj2e2'dV! � 0;o�u juj2 d�esigne la norme pontuelle de u induite par les m�etriques ! sur TXet h sur L.D�emonstration : d'apr�es le th�eor�eme 3.1.7, il existe une suite 'k de fon-tions lisses qui d�erô�t vers ' partout, et telle que Tk := �h(L) + dd'kv�eri�e Tk � �C! pour une onstante C > 0 et Tk(x) ! Ta(x) presquepartout. Soient �(k)1 � ::: � �(k)n les valeurs propres de Tk, de sorte que �(k)ionverge vers �i presque partout. D'apr�es la version lisse de l'in�egalit�e deBohner-Kodaira-Nakano, on aZX(�(k)1 + :::+ �(k)n�p)juj2e2'kdV! � 0pour tout k. Comme la suite 'k est uniform�ement major�ee, on voit quel'int�egrande est uniform�ement minor�e sur X, et onverge presque partoutvers (�1 + ::: + �n�p)juj2e2'. On peut don appliquer le lemme de Fatou, etle r�esultat suit.



3.2. NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILES 87On �xe maintenant u 2 H0(X;
pX
OX(�L)), et l'on �erit T" = �h(L)+dd'". Si l'on normalise '" de sorte que RX '"dV! = 0, alors la suite '" estuniform�ement major�ee, et l'on peut supposer qu'elle onverge presque partoutvers une fontion ' telle que T := �h(L) + dd' � 0. Il suÆt pour ela deprendre pour T une valeur d'adh�erene de T", et d'utiliser des arguments deompait�e standards (ompait�e de l'op�erateur de Green). D'apr�es le lemme,on a ZX(�"1 + :::+ �"n�l+1 + ::: + �"n�p)juj2e2'"dV! � 0pour tout " > 0. Le but est de montrer que les n � l + 1 premi�eres valeurspropres de T";a ne sont pas trop petites en dehors d'un ensemble de mesurepetite �a ause de ette in�egalit�e, de fa�on �a tirer de l'in�egalit�e de BKN uneestimation du type ZX juj2e2'"dV! = O("�)pour un � > 0 assez petit. On aura alors RX juj2e2'dV! = 0 �a la limite (paronvergene domin�ee), et don u = 0, e qui ah�evera la d�emonstration.On remarque que RX(�"n + ")dV! � RX(T";a + "!) ^ !n�1 est uniform�ementmajor�ee d'apr�es le th�eor�eme 3.1.10. Il s'ensuit que, pour tout Æ > 0, l'en-semble V" := f�"n + " � "�Æg est de mesure O("Æ).Par ailleurs, l'in�egalit�e i-dessus implique que(�"n�l+1 + ")n�l+1(�"n + ")l�1 � (�"1 + "!):::(�n + "!) � C"n�l:En dehors de V", on a don �"n�l+1 + " � C"�, ave� := (n� l + Æ(l � 1))=(n� l + 1) > 0:On �xe maintenant Æ > 0 assez petit pour que � < 1, de sorte qu'on obtient�"1 + ::: + �"n�l+1 + ::: + �"n�p � �"n�l+1 � (n � p)" � C"� en dehors de V"pour une autre onstante C > 0 et " > 0 assez petit. Sur V", on a de toutesmani�eres �"1 + :::+ �"n�l+1 + :::+ �"n�p � �(n� p)", et on a don au totalZX(�"1 + :::+ �"n�l+1 + ::: + �"n�p)juj2e2'"dV!� C"� ZX�V" juj2e2'"dV! � (n� p)"C1vol(V")ave C1 un majorant uniforme de juj2e2'" . La premi�ere int�egrale �etant n�egativepar BKN, on en d�eduit queZX�V" juj2e2'"dV! = O("1��+Æ)



88CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESen utilisant que vol(V") = O("Æ). Comme on a aussiZV" juj2e2'" = O("Æ);on a bien obtenu une estim�ee de la norme L2 de u de la forme annon�ee, qed.3.3 Constantes de SeshadriLa multipliit�e minimale d'une lasse pseudoe�etive � 2 H1;1BC(X;R) enun point x 2 X est l'obstrution �a trouver des ourants T 2 � qui soientlisses pr�es de x et de partie n�egative arbitrairement petite.Inversement, on peut s'int�eresser aux ourants T 2 � ave une singularit�eisol�ee en x la plus grande possible et une partie n�egative arbitrairement petite.Si T 2 � est un ourant presque positif ave T � �"! et x est un point isol�ede Sing(T ), alors (par d�e�nition du lieu singulier) tout potentiel loal ' deT sur un petit voisinage U de x est loalement born�e sur U � fxg. Quitte �ar�etr�eir U , on peut s'arranger pour que ' soit d�e�ni et born�e pr�es de �U ;si l'on pose  = max(';�C) au voisinage de U , alors  = ' pr�es de �Upour C � 1, et on peut don reoller  sur U ave ' sur X �U . On obtientainsi un nouveau ourant T 0 � �"! dans � qui n'a plus de singularit�e en x.On voit don que �(�; x) = 0 si un tel ourant T existe pour tout " > 0.Inversement, si x est un point nef de �, i.e. si �(�; x) = 0, on peut hoisirun ourant T � �"! �a singularit�es analytiques tel que �(T; x) = 0. Si l'onajoute �a T ddÆ�(z) log jz � xj ave � une fontion de tronature pr�es de xet Æ = O("), alors on obtient un nouveau ourant de partie n�egative �2"!ayant une singularit�e isol�ee en x. On peut don poser laD�e�nition 3.3.1 Si � 2 H1;1BC(X;R) est une lasse pseudoe�etive et x 2 Xest un des ses points nefs, on d�e�nit la onstante de Seshadri "(�; x) de �en x omme le supremum des  � 0 tels que, pour tout " > 0, il existeT 2 �[�"!℄ ayant une singularit�e isol�ee en x et tel que �(T; x) � .Les onstantes de Seshadri admettent une arat�erisation plus alg�ebrique :Th�eor�eme 3.3.2 Soit � 2 H1;1BC(X;R) une lasse pseudoe�etive, et soit xun de ses points nefs. Si � : fX ! X d�esigne l'�elatement de X en x, dediviseur exeptionnel E, alors "(�; x) est le plus grand r�eel  � 0 tel que�?�� fEg soit nef le long de E (i.e. E ne renontre pas son lieu non nef).D�emonstration : on remarque tout d'abord que �?� elle-même est nef lelong de E. En e�et, l'hypoth�ese �(�; x) = 0 implique que, pour tout " > 0, ilexiste T 2 �[�"!℄ lisse pr�es de x, et �?T est alors lisse pr�es de E, de partien�egative arbitrairement petite, d'o�u le r�esultat. Soit maintenant Æ > 0. Le



3.3. CONSTANTES DE SESHADRI 89th�eor�eme 1.2.10 implique que, pour tout " > 0, il existe T 2 �[�"!℄ �a singula-rit�es analytiques ayant une singularit�e isol�ee en x ave j�(T; x)�"(�; x)j < Æ.On a don �?T = S+ �(T; x)[E℄, ave S �a singularit�es analytiques, lisse pr�esde E et S � �"�?!. On en d�eduit failement que �?� � "(�; x)fEg est nef.R�eiproquement, on �xe une m�etrique hermitienne ! sur X. Par le lemme1.2.12, il existe Æ > 0 et un repr�esentant lisse � de �ÆfEg tels que �?!+� soitd�e�nie positive. Si �?�� fEg est nef le long de E, et " > 0 v�eri�e  � "Æ,alors �?�� (� "Æ)fEg est aussi nef le long de E puisque �?� l'est. Il existedon un ourant �a singularit�es analytiques R dans �?��(�"Æ)fEg qui soitlisse pr�es de E et tel que R � �"(�?! + �). Mais alors S := R + "� + [E℄est un ourant �a singularit�es analytiques dans �?� tel que S � �"�?! et�(S;E) = . D'apr�es la proposition 1.2.7, il existe don un unique T 2 �tel que S = �?T et T � �"!. T a don une singularit�e isol�ee en x, ave�(T; x) = �(S;E) =  par le orollaire 1.1.8. On en d�eduit que "(�; x) � ,qed.Corollaire 3.3.3 Si L est un �br�e nef sur une vari�et�e projetive, alors � :=1(L) v�eri�e "(�; x) = inf L � C=�(C; x) pour tout x 2 X, o�u C d�erit lesourbes irr�edutibles passant par x.D�emonstration : soit � : fX ! X l'�elatement de X en x. Si D est uneourbe irr�edutible de fX ontenue dans le diviseur exeptionnel E de �, alors(�?��fEg) �D = �E �D est positif, puisque OE(�E) est ample. Si D nerenontre pas E, alors (�?� � fEg) �D = �?� �D � 0 �egalement. D'apr�esle rit�ere de Nakai-Moishezon, on voit don que (�?� � E) est nef ssi elleest positive ontre toute ourbe irr�edutible D de fX renontrant E, maispas ontenue dedans. D est une telle ourbe ssi elle est la transform�ee strited'une ourbe irr�edutible C de X passant par x ; on a alors D �E = �(C; x),et (�?�� fEg) �D = � � C � �(C; x), d'o�u le r�esultat.Si � est une lasse grosse, alors "(�; x) > 0 pour tout x 2 X qui n'est pasdans le lieu non k�ahlerien de �. En e�et, pour un tel x, on peut trouverun ourant k�ahlerien �a singularit�es analytiques T 2 � tel que �(T; x) = 0.T+ddÆ�(z) log jz�xj est alors un ourant positif dans � ave une singularit�eisol�ee en x de nombre de Lelong Æ, et en partiulier on voit que "(�; x) > 0.R�eiproquement :Th�eor�eme 3.3.4 Soit X une vari�et�e k�ahlerienne ompate et � 2 H1;1(X;R)une lasse pseudoe�etive. Si x est un point nef de �, alors le volume de �v�eri�e v(�) � "(�; x)n. En partiulier, � est grosse ssi "(�; x) > 0 en un deses points nefs x.D�emonstration : on �xe une forme k�ahlerienne ! sur X. Soit  > 0 prohede "(�; x). Pour tout " > 0, on peut trouver un ourant T 2 �[�"!℄ �a



90CHAPITRE 3. VOLUME ET NOMBRES D'INTERSECTIONS MOBILESsingularit�es analytiques tel que �(T; x) �  et x est isol�e dans Sing(T ).Soit � : fX ! X une r�esolution des singularit�es de T en dehors de x. Lad�eomposition de Siu de �?T s'�erit R+ [D℄, o�u D est un R-diviseur e�etifet R � �"�?! est lisse hors de x, ave une singularit�e analytique isol�ee en x et�(R; x) = �(T; x) � .R+"�?! est alors un ourant positif ferm�e �a sigularit�esisol�ees, don le th�eor�eme 1.1.1 montre que le ourant produit (R+"�?!)n estbien d�e�ni. D'apr�es [Dem92℄, on a de plus R eX(R+ "�?!)n � �(R+ "�?!; x)n.Or v(� + "f!g) = v(�?� + "�?f!g) � v(fRg + "�?f!g), et e dernier estR eX(R+"�?!)n puisque fR+"�?!g est nef ('est la lasse d'un ourant positifferm�e ave des singularit�es isol�ees). On a don obtenuv(�+ "f!g) � n:Il reste �a faire "! 0 puis  ! "(�; x) pour en d�eduire le r�esultat.Plus g�en�eralement, on obtient de la même fa�on le r�esultat suivant (Xest aussi k�ahlerienne) :Th�eor�eme 3.3.5 Soit �1; :::; �p 2 H1;1(X;R) des lasse pseudoe�etives, etsoit � un ourant positif ferm�e sur X de bidimension (p; p) qui ne harge pasleurs lieux non nefs. On a alors :(�1 � ::: � �p ��)�0 � "(�1; x):::"(�p; x)�(�; x)si x est un point nef de haun des �i.Remarque : on peut reformuler le r�esultat prinipal de [Nak02℄ de la faonsuivante : si � 2 NS(X)R est une lasse grosse (et X projetive), alors"(�; x) = 0 au point g�en�eral x du lieu non k�ahlerien de �. On s'attendbien sûr �a e que ette propri�et�e soit vraie pour une lasse � 2 H1;1BC(X;R)quelonque.



Chapitre 4Cônes d'une vari�et�ehyperk�ahlerienne
4.1 Le ône k�ahlerien d'une vari�et�e hyperk�ahle-rienne4.1.1 Enon�esPar vari�et�e hyperk�ahlerienne, on entendra une vari�et�e ompate hyperk�ahle-rienne irr�edutible, i.e. une vari�et�e X k�ahlerienne ompate, simplementonnexe et telle que l'espae des 2-formes holomorphes H0(X;
2X) soit unedroite omplexe engendr�ee par une 2-forme � non-d�eg�en�er�ee en tout point.On note 2m la dimension de X et on normalise � en sorte que RX(��)n = 1.En utilisant la d�eomposition de Hodge H2(X;C) = (H2;0�H0;2)�H1;1, onmunit H2(X;C) d'une forme quadratique qX (dite de Beauville-Bogomolov)d�e�nie omme suit : qX(�) = RX(��)n�1�2 pour � 2 H1;1, qX(��+��) = ��,et H1;1 est orthogonal �a H2;0 � H0;2. On note alors PX le ône quadra-tique positif de X, i.e. la omposante onnexe du ône k�ahlerien KX dansf� 2 H1;1(X;R); qX(�) > 0g. Dans un preprint r�eent [Huy01℄, D. Huy-brehts montre le r�esultat suivant :Th�eor�eme 4.1.1 Le ône nef KX de X est ompos�e exatement des �el�ements� de l'adh�erene PX du ône quadratique positif qui v�eri�ent RC � � 0 siC � X est une ourbe rationnelle.Mettons ei en relation ave le rit�ere de Nakai-Moishezon r�eemment ob-tenu par J.-P. Demailly et M. Paun [DP01℄ : si X est une vari�et�e k�ahlerienneompate, le ône nef (resp. le ône k�ahlerien) de X est une des omposantesonnexes du ône form�e des lasses � 2 H1;1(X;R) telles que RY �p est posi-91



92 CHAPITRE 4. CÔNES D'UNE VARI�ET�E HYPERK�AHLERIENNEtif (resp. stritement positif) pour tout sous-ensemble analytique irr�edutibleY � X de dimension p.Dans le as o�u X est ompate hyperk�ahlerienne, un r�esultat de A.Fujiki[Fuj87℄ (f.aussi [Huy99℄) montre qu'il existe une onstante  > 0 telle queRX �2n = qX(�)n pour toute lasse � 2 H2(X;C). Ainsi le th�eor�eme 4.2.1revient �a dire qu'il suÆt de tester la positivit�e pour Y = X et Y une ourberationnelle dans le rit�ere de Nakai-Moishezon dans le as hyperk�ahlerien.Si X est d�epourvue de ourbes rationnelles, il r�esulte imm�ediatement duth�eor�eme 4.2.1 que PX = KX , et nous nous proposons de montrer le r�esultatsuivant :Th�eor�eme 4.1.2 Le ône k�ahlerien KX d'une vari�et�e ompate hyperk�ahle-rienne X est ompos�e exatement des �el�ements � 2 PX du ône positif quiv�eri�ent RC � > 0 si C � X est une ourbe rationnelle.Cei r�epond �a une question pos�ee dans [Huy01℄.4.1.2 ExpliationsPour obtenir le th�eor�eme 4.2.1, Huybrehts montre en fait un r�esultatplus fort : si � 2 PX est tr�es g�en�erale et RC � > 0 pour toute ourbe ration-nelle C � X, alors � est une lasse k�ahlerienne, l'expression \tr�es g�en�erale"signi�ant omme d'habitude \en dehors d'une r�eunion d�enombrable de sous-ensembles analytiques". Notre observation est la suivante : en d�eortiquant lad�emonstration du th�eor�eme 4.2.1, on s'aper�oit (a posteriori, i.e. en utilisantle Th�eor�eme 9.1 !) qu'une lasse de PX stritement positive sur les ourbesrationnelles est d�ej�a \tr�es g�en�erale", et don k�ahlerienne.Pour e faire, nous aurons besoin de quelques r�esultats onernant lesd�eformations de X (f. [Huy99℄). Rappelons d'abord que les obstrutions �ad�eformer X s'annulent (ar le �br�e anonique KX est trivial), et omme deplus h0(X; TX) = q(X) = 0, X admet une d�eformation universelle, dont labase est un germe de vari�et�e omplexe de dimension h1;1, not�e (Def(X); 0).Toutes les petites d�eformations de X sont enore hyperk�ahleriennes, et onobtient une appliation des p�eriodes P : Def(X)! PH2(X;C) en assoiant�a t 2 Def(X) la droite H2;0(Xt;C). Cette appliation est holomorphe, etarrive dans l'ouvert de la quadrique Q := fqX = 0g d�e�ni par qX(x+x) > 0.On montre que l'appliation P : Def(X)! Q est �etale (th�eor�eme de Torelliloal).Pour toute lasse k�ahlerienne � de X, il existe une d�eformation parti-uli�ere de X, dite d�eformation twistorielle, obtenue omme suit : d'apr�esle th�eor�eme de Calabi-Yau, il existe dans � une unique m�etrique k�ahle-rienne Rii-plate !, dont l'holonomie va être pr�eis�ement Sp(n) ar X est



4.1. LE CÔNE K�AHLERIEN D'UNE VARI�ET�E HYPERK�AHLERIENNE93hyperk�ahlerienne irr�edutible. Les quaternions H agissent alors omme en-domorphismes parall�eles de TX , et haque �el�ement de la sph�ere unit�e deR3 = RI �RJ �RK induit une struture omplexe sur X. On montre quetout ei s'organise en une d�eformation X ! P1 de �bre entrale X, dontla lasse de Kodaira-Spener orrespond �a � sous l'isomorphisme naturelH1(X; TX)! H1;1(X;C) induit par �. Si l'on note F (�) = C��C��C� �H2(X;C), on montre que la droite H2;0(Xt) est ontenue dans F (�) si Xt estla �bre orrespondant �a t 2 P1 dans la d�eformation. Ainsi, l'appliation desp�eriodes restreinte �a la d�eformation twistorielle P : P1 ! Q arrive en faitdans la quadrique T (�) := Q\PF (�) du plan projetif PF (�), don permetd'identi�er la base P1 de la d�eformation twistorielle assoi�ee �a � ave T (�).On peut du oup g�en�eraliser la d�eformation twistorielle �a n'importe quellelasse � de type (1; 1) : on pose T (�) := P�1PF (�) ave F (�) d�e�ni ommei-dessus, et on appelle d�eformation twistorielle assoi�ee �a � la restritionde la famille universelle �a T (�) (qui n'est toutefois qu'un germe de ourbedans e as plus g�en�eral). Dans e as, on montre �a nouveau que la lassede Kodaira-Spener de la d�eformation twistorielle s'identi�e �a �. Si � estde plus r�eelle, on montre que F (�) \ H1;1(Xt;R) est une droite r�eelle pourhaque t 2 T (�), qui n'est autre que R� pour t = 0.Supposons maintenant que � 2 PX , et que l'on peut trouver t0 2 T (�)prohe de 0 ave PXt0 = KXt0 . Comme la droite F (�)\H1;1(Xt;R) tend versR�, on va pouvoir �erire F (�) \ H1;1(Xt0 ;R) = R�t0 ave �t0 dans PXt0 ,don dans KXt0 . On a alors F (�) = F (�t0), et on obtient ainsi deux famillesX et X 0 au dessus de T := T (�), la premi�ere �etant la d�eformation twistoriellede � et la seonde la restrition �a T (�) de la d�eformation twistorielle de �t0 ,dont les �bres respetives au-dessus de t0 sont isomorphes. On onsid�ere unouvert maximal V � T tel que les d�eformations de Xt0 = X 0t0 , savoir XjVet X 0jV , soient isomorphes. On dispose du lemme suivant, dont la preuve estidentique �a elle du Th�eor�eme 4.3 de [Huy99℄ :Lemme 4.1.3 Soient X ! S et X 0 ! S deux familles de vari�et�es hy-perk�ahleriennes ompates au dessus d'une même base S, et soit U � Sun ouvert tel que XjU et X 0jU soient isomorphes. Si s0 2 S est adh�erent �a U ,il existe un yle de dimension 2n � = Z +PnjYj � Xs0 �X 0s0 telle que(i) Z d�e�nit une appliation birationnelle Xs0 ! X 0s0.(ii) Les projetions Yj ! Xs0 et Yj ! X 0s0 ne sont pas g�en�eriquement �nies.(iii) � est une valeur d'adh�erene des graphes des isomorphismes Xt ! X 0tpour t 2 U .On veut montrer que �V est au plus d�enombrable. La �bre tr�es g�en�eraled'une (vraie) d�eformation twistorielle d'une lasse k�ahlerienne ne ontient niourbes ni diviseurs e�etifs, don il suÆt de voir que pour s 2 �V , X 0s doit



94 CHAPITRE 4. CÔNES D'UNE VARI�ET�E HYPERK�AHLERIENNEontenir une ourbe ou un diviseur e�etif. Si tel n'est pas le as, on appliquele lemme pr�e�edent ave s0 = s ; omme Xs et X 0s sont minimales et queX 0s n'a pas de ourbes, Z d�e�nit en fait un isomorphisme entre Xs et X 0s ;omme X 0s ne ontient pas de diviseur e�etif, les (Yj)? : H2(Xs)! H2(X 0s)sont nuls, et un alul de volume montre alors que les Yj eux-mêmes sontnuls. Il en r�esulte que Z = � induit un isomorphisme Xs ! X 0s qui prolongeXjV ! X 0jV , e qui ontredit la maximalit�e de V . Ainsi �V est bien au plusd�enombrable ; il ne saurait don s�eparer les deux ouverts V et T � V si edernier �etait non-vide, d'o�u : V = T .En partiulier, on obtient que 0 2 T (�) est adh�erent �a V , et on peut �anouveau appliquer le lemme. On voit alors que (�)?(�) 2 H2(X 00;R) engendrela droite r�eelle F (�t0)\H1;1(X 00;R), qui est n�eessairement engendr�ee par unelasse k�ahlerienne puisque X 00 est une des �bres de la d�eformation twistoriellede X 0t0 assoi�ee �a �t0 . On obtient au total laProposition 4.1.4 Si X est hyperk�ahlerienne ompate et � 2 PX v�eri�e :(?) il existe t prohe de 0 dans T (�) tel que PXt = KXtalors il existe X 0 hyperk�ahlerienne ompate et un yle de dimension 2n� = Z +PnjYj 2 X �X 0 tels que :(i) Z induit une appliation birationnelle X� ! X 0.(ii) Les projetions Yj ! X et Yj ! X 0 ne sont pas g�en�eriquement �nies.(ii) (�)?(�) 2 H2(X 0;R) est une lasse k�ahlerienne.Cei orrespond au Corollaire 2.4 de [Huy01℄, ave l'hypoth�ese (?) enplae de \� tr�es g�en�erale". Admettons un moment leLemme 4.1.5 Soit X est hyperk�ahlerienne ompate et � 2 PX telle queRC � > 0 pour toute ourbe rationnelle C. Alors (?) est v�eri��ee.On peut alors ahever la d�emonstration du th�eor�eme 4.1.2 : onsid�erons� 2 PX ave RC � > 0 pour toute ourbe rationnelle C � X. On obtientalors X 0 et � = Z +PnjYj omme dans la proposition. Le fait que RC � > 0pour toute C rationnelle et que �?(�) est k�ahlerienne impliquent que l'imagede haque Yj ! X 0 est de odimension au moins deux (preuve du Th�eor�eme2.5 de [Huy01℄), et don que (Yj)? : H2(X)! H2(X 0) est nul. Ainsi Z?(�) =�?(�) est une lasse k�ahlerienne, e qui signi�e que l'appliation birationnellef : X� ! X 0 induite par Z envoie la lasse �, qui est stritement positivesur les ourbes rationnelles, sur une lasse k�ahlerienne, et la Proposition 2.1de [Huy01℄ permet de onlure que f est en fait un isomorphisme, et donque � est une lasse k�ahlerienne.Venons en au lemme 4.1.5 : on a d�ej�a vu que la lasse de Kodaira-Spener � de la d�eformation twistorielle de X assoi�ee �a � orrespond �a� sous l'isomorphisme H1(X; TX)! H1;1(X) induit par la ontration ave



4.2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI 95� 2 H2;0(X). La lasse d'une ourbe [C℄ 2 H2n�1;2n�1(X) reste de type(2n � 1; 2n � 1) dans la d�eformation twistorielle si et seulement si son upproduit ave � est nul, e qui se r�e�erit RC � 6= 0 d'apr�es e qui pr�e�ede ;ainsi l'hypoth�ese sur � signi�e que la lasse [C℄ 2 H2n�1;2n�1(X) de touteombinaison e�etive de ourbes rationnelles hange de type au ours de lad�eformation twistorielle assoi�ee �a �. Maintenant, si la �bre tr�es g�en�erale deette d�eformation devait ontenir une ourbe rationnelle, elle-i se d�eformeraiten une famille de ombinaisons e�etives de telles ourbes, e qui donneraitsur la �bre entrale une ombinaison e�etive de ourbes rationnelles dont letype reste onstant au ours de la d�eformation, e qui est absurde. Ainsi, la�bre tr�es g�en�erale Xt de la d�eformation twistorielle assoi�ee �a � ne ontientpas de ourbes rationnelles, e qui implique PXt = KXt d'apr�es le th�eor�eme4.2.1, qed.4.2 D�eomposition de Zariski4.2.1 NotationsOn d�esignera par X une surfae k�ahlerienne ompate, ou une vari�et�e hy-perk�ahlerienne. On dispose alors d'une forme quadratique q sur H1;1(X;R),d�e�nie omme suit : si X est une surfae, on pose q(�) := R �2 pour � 2H1;1(X;R). Si X est hyperk�ahlerienne, on dispose d'une forme sympletique� 2 H0(X;
2X), et l'on pose : q(�) := R �2(��)m�1. q est juste la restrition�a H1;1(X;R) de la forme quadratique de Beauville-Bogomolov, et l'on peutnormaliser � de fa�on que q(�)m = R �2m pour toute � 2 H1;1(X;R) (avedimX = n = 2m).Dans les deux as, (H1;1(X;R); q) est lorentzien, i.e. non-d�eg�en�er�e de signa-ture (1; h1;1(X)�1). Le ône ouvert f� 2 H1;1(X;R); q(�) > 0g a don deuxomposantes onnexes, haune un ône onvexe, et l'on appelle ône positif(attah�e �a q) la omposante P qui ontient le ône k�ahlerien K.Pour terminer, on d�esignera en g�en�eral par �?, �>0 et �<0 l'hyperplan etles deux demi-espaes assoi�es �a une forme lin�eaire �. Le dual C? d'un ôneonvexe C � H1;1(X;R) est vu omme un ous-ône de H1;1(X;R) via ladualit�e induite par q.4.2.2 Le dual du ône pseudoe�etifNous allons prouver que le ône nef en odimension 1 est le dual du ônepseudoe�etif, dans haun des deux as.



96 CHAPITRE 4. CÔNES D'UNE VARI�ET�E HYPERK�AHLERIENNELe as d'une surfaeOn suppose que X est une surfae (k�ahlerienne ompate). Le r�esultatsuivant est essentiellement bien onnu :Th�eor�eme 4.2.1 Si X est une surfae, le ône nef oinide ave le ône nefen odimension 1. C'est aussi le dual du ône pseudoe�etif.D�emonstration : si � 2 H1;1(X;R) est nef en odimension 1, son lieu nonnef est une r�eunion d�enombrable de points. La restrition de � �a haun dees points est nef (par onvention), et � est don nef par le orollaire 2.1.7.Puisque RX !^T est positif si ! est une forme k�ahlerienne et T est un (1; 1)-ourant positif ferm�e, on a tout de suite K � E?, et don aussi N = K � E?.L'autre inlusion est plus profonde, puisqu'elle d�eoule du rit�ere de Nakai-Moishezon pour les lasses k�ahleriennes, d�emontr�e dans [Lam99℄ (et aussi[DP01℄). En e�et, d'apr�es e rit�ere, une lasse � 2 H1;1(X;R) est nef ssi� � ! � 0 pour toute lasse k�ahlerienne ! et � � C � 0 pour toute ourbeirr�edutible C � X.Corollaire 4.2.2 Le ône positif P d'une surfae est ontenu dans le ônegros.Autrement dit : si � 2 H1;1(X;R) v�eri�e �2 > 0, alors � ou �� est grosse('est bien onnu pour � = 1(L), ave L un �br�e en droites). Pour le voir,on note que P est son propre dual (ar q est lorentzienne) ; omme K � Ppar onstrution, on a don P � K?. Or K = E? d'apr�es le th�eor�eme, donK? = E . Le r�esultat suit.Le as hyperk�ahlerienDans e as, le ône nef en odimension 1 est aussi le dual du ône pseu-doe�etif. La preuve utilise une autre desription, due �a D.Huybrehts, dudual du ône pseudoe�etif omme ône k�ahlerien birationnel. Dans la dire-tion faile, on a laProposition 4.2.3 (i) Le ône nef en odimension 1 N 1 est ontenu �a lafois dans le dual du ône pseudoe�etif E? et dans l'adh�erene P du ônepositif.(ii) On a q(D;D0) � 0 d�es que D 6= D0 sont deux diviseurs irr�edutibles.D�emonstration : pour montrer (i), il suÆt de voir que K1 � E?. En ef-fet, K1 \ E? � E \ E? est trivialement ontenu dans P . On hoisit donune lasse � 2 H1;1(X;R) k�ahlerienne en odimension 1, que l'on repr�esentepar un ourant k�ahlerien T �a singularit�es analytiques en odimension au



4.2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI 97moins 2. Si � 2 H1;1(X;R) est une lasse pseudoe�etive repr�esent�ee parun ourant positif S, le produit T ^ S est bien d�e�ni d'apr�es le th�eor�eme1.1.1. C'est un (2; 2)-ourant fortement positif ferm�e qui repr�esente la lasseproduit � ^ �. La forme de bidimension (2; 2) (��)m�1 peut aussi s'�erirei2m�22(�)m�1 ^ �m�1, don est (faiblement) positive. Cei suÆt pour assurerque RX T ^ S ^ (��)m�1 est positive. Comme (��)m�1 est ferm�ee, on a bienRX T ^ S ^ (��)m�1 = q(�; �). On a don montr�e que � est positive ontretoute forme pseudoe�etive �, qed.La d�emonstration du point (ii) est identique, en utilisant que le ourant proo-duit [D℄ ^ [D0℄ est bien d�e�ni par le th�eor�eme 1.1.1.La d�emonstration de l'autre inlusion E? � N 1 est beauoup plus profonde.On appelera ourbe rationnelle tout 1-yle e�etif don les omposantes sontdes ourbes rationnelles irr�edutibles. Les ourbes rationnelles C d�e�nissentune famille d'hyperplans C? dans H1;1(X;R), et don des hambres dans P,les omposantes onnexes de P�[C?, qu'on appelera hambres rationnelles.De même, les diviseurs irr�edutibles unir�egl�es D d�e�nissent des hyperplansD? dans H1;1(X;R), et don des hambres de P?, qu'on appelera hambresunir�egl�ees. Parmi les hambres rationnelles (resp. unir�egl�ees), la hambrefondamentale est la trae sur P de l'intersetion de tous les demi-espaesC>0 (resp. D>0). On peut alors �enoner les r�esultats fondamentaux suivants,dûs �a D.Huybrehts [Huy99℄ :Th�eor�eme 4.2.4 (i) Le ône positif P est ontenu dans le ône pseudoef-fetif E.(ii) Si � 2 P appartient �a l'une des hambres rationnelles, alors il existe uneappliation bim�eromorphe f : X� ! X 0 vers une vari�et�e hyperk�ahlerienneX 0 telle que f?� = !0 + fD0g;o�u !0 2 H1;1(X 0;R) est une lasse k�ahlerienne, et D0 est un R-diviseur ef-fetif dont les omposantes sont unir�egl�ees.(iii) Si � 2 P appartient �a l'intersetion de la hambre unir�egl�ee fondamen-tale ave une des hambres rationnelles, alors on peut s'arranger pour queD0 = 0 dans (ii).(iv) La hambre rationnelle fondamentale oinide ave le ône k�ahlerien deX.L'�enon�e (iv) est une reformulation du th�eor�eme 4.1.2.Dans la situation de (iii), � appartient �a f ?KX0 =: Kf pour une applia-tion bim�eromorphe f : X� ! X 0 vers une vari�et�e hyperk�ahlerienne X 0. Lar�eunion des ônes onvexes ouverts Kf := f ?KX0 pour f d�erivant touteses appliations est appel�e le ône k�ahlerien birationnel (ou bim�eromorphe),



98 CHAPITRE 4. CÔNES D'UNE VARI�ET�E HYPERK�AHLERIENNEet est not�ee BK. La r�eunion en question est en fait disjointe. En e�et, unevari�et�e hyperk�ahlerienne est minimale (i.e. a un �br�e anonique nef), dontoute appliation bim�eromorphe entre des vari�et�es hyperk�ahlerienne est unisomorphisme entre deux ouverts de Zariski dont les ompl�ementaires respe-tifs sont de odimension au moins deux. Un r�esultat d'A.Fujiki aÆrme que sif est une telle appliation bim�eromorphe, et s'il existe une lasse k�ahlerienne� au but telle que f ?� soit k�ahlerienne, alors f est un isomorphisme. On voitdon que si Kf et Kf 0 se renontrent, f 0 Æ f�1 est un isomorphisme, et donKf = Kf 0 .Le ône k�ahlerien birationnel BK est don un ône ouvert, mais n'est ertai-nement pas onvexe en g�en�eral. On peut reformuler le point (ii) ainsi :Proposition 4.2.5 Le ône BK oinide ave la hambre unir�egl�ee fonda-mentale priv�ee de [C?, pour C d�erivant les ourbes rationnelles.En partiulier, l'ensemble des lasses des ourbes rationnelles dansH1;1(X;R)est un invariant birationnel, puisque BK, P et l'ensemble des diviseurs irr�edutiblesunir�egl�es le sont.On peut d�erire le dual du ône pseudoe�etif :Proposition 4.2.6 Le dual E? du ône pseudoe�etif d'une vari�et�e hyperk�ahle-rienne X oinide ave :(i) l'adh�erene de BK,(ii) l'adh�erene de la hambre unir�egl�ee fondamentale.(iii) le ône nef en odimension 1.D�emonstration : d'apr�es la proposition 4.2.5, (i) et (ii) sont identiques.De plus, le ône pseudoe�etif est un invariant bim�eromorphe, don on aBK � E?, et E? � BK par la proposition 4.2.5. Il suÆt don de montrer queBK est ontenu dans le ône nef en odimension 1. Mais si f : X� ! X 0est une appliation bim�eromorphe, f est un isomorphisme en odimension 1puisque X et X 0 sont minimales, don f pr�eserve le ône nef en odimension1. Le r�esultat suit.Corollaire 4.2.7 Une lasse pseudoe�etive � 2 H1;1(X;R) est nef en o-dimension 1 ssi q(�;D) � 0 pour tout diviseur irr�edutible exeptionnel D.D�emonstration : la ondition est n�eessaire d'apr�es (i) de la proposition4.2.3. R�eiproquement, soit � pseudoe�fetive et positive ontre les diviseursexeptionnels. Si � est une lasse pseudoe�etive, on a q(�; �) = q(�; Z(�))+P �(�;D)q(�;D). La premier terme est positif ar Z(�) appartient �a N 1 =E?, et le seond est positif par hypoth�ese. On en d�eduite que � appartient �aE? = N 1, qed.



4.2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI 994.2.3 Diviseurs exeptionnelsSi X est une surfae ou une vari�et�e hyperk�ahlerienne, on peut attaher �atoute famille D1; :::; Dr de diviseurs sa matrie de Gram ((q(Di; Dj)))1�i;j�r.On a alors la arat�erisation suivante :Th�eor�eme 4.2.8 Une famille D1; :::; Dr de diviseurs irr�edutibles est exep-tionnelle ssi sa matrie de Gram (q(Di; Dj)) est d�e�nie n�egative.D�emonstration : soit V (resp. V+) le R-espae vetoriel des R-diviseurs(resp. e�etifs) port�es par les Di. On ommene par un lemme d'alg�ebrequadratique :Lemme 4.2.9 supposons que (V; q) soit d�e�nie n�egative. Alors tout E 2 Vtel que q(E;Dj) � 0 pour tout j appartient �a V+.D�emonstration : on �erit E = E+ � E� ave E+ et E� e�etifs sans om-posante ommune. Il s'agit de voir que E� = 0, et ei est �equivalent �aq(E�) � 0. Mais q(E�) = q(E�; E+)�q(E�; E). La premier terme est positifd'apr�es (iii) de la proposition 4.2.3, puisque E+ et E� n'ont pas de ompo-sante ommune, et le seond est positif par hypoth�ese sur E. Qed.Soient maintenant D1; :::; Dr ave une matrie de Gram d�e�nie n�egative. Enpartiulier, fV+g � H1;1(X;R) ne renontre P qu'en 0. only. Puisque le ônenef en odimension 1 N 1 est ontenu dans P par la proposition 4.2.3, fV+gne renontre a fortiori N 1 qu'en 0. Cei signi�e par d�e�nition que D1; :::; Drest une famille exeptionnelle.R�eiproquement, supposons queD1; :::; Dr soit une famille exeptionnelle. Onmontre d'abord que la matrie (q(Di; Dj)) est semi-n�egative. Sinon, on peuttrouver un R-diviseur E dans V tel que q(E) > 0. On �erit E = E+ � E�omme i-dessus, et l'on trouve q(E+) + q(E�) = q(E) + 2q(E+; E�) > 0, desorte que l'on peut supposer que E appartient �a V+. Comme q(E) > 0, E estgros d'apr�es le orollaire 4.2.2 (dont la preuve montre qu'il est aussi vrai dansle as hyperk�ahlerien). Comme on l'a vu au paragraphe 2.1.6, sa projetionde Zariski Z(fEg) est alors un �el�ement de fV+g qui est nef en odimension1, et gros don non nul en partiulier. Contradition.Pour ahever la preuve du th�eor�eme 4.2.8, on peut supposer (par r�eurrene)que la matrie de Gram de D1; :::; Dr�1 est d�e�nie n�egative. Si (par l'ab-surde) (V; q) est d�eg�en�er�e, le sous-espae V 0 de V engendr�e par D1; :::; Dr�1est tel que son orthogonal V 0? dans V est �egal au noyau de (V; q). Ond�eompose alors Dr = E + F selon la somme direte V = V 0� V 0?. Puisqueq(E;Dj) = q(Dr; Dj) � 0 pour j < r, le lemme 4.2.9 implique que E � 0.Par ons�equent, F = Dr � E appartient �a V+, et est ertainement non nul.De plus, F est un diviseur e�etif orthogonal �a toutes ses omposantes, donpositif ontre tout diviseur irr�edutible (grâe �a (iii) de la proposition 4.2.3).



100 CHAPITRE 4. CÔNES D'UNE VARI�ET�E HYPERK�AHLERIENNEAinsi, la lasse fFg est nef en odimension 1 d'apr�es le orollaire 4.2.7, ontra-dition.Le th�eor�eme dit en partiulier qu'un diviseur irr�edutibleD est exeption-nel ssi q(D) < 0. Si X est une surfae K3, ei implique que D est de genrevirtuel � 0, et don est une ourbe rationnelle lisse de arr�e �2. Sur unevari�et�e hyperk�ahlerienne X quelonque, nous obtenons le r�esultat suivant :Proposition 4.2.10 Si X est une vari�et�e hyperk�ahlerienne, les diviseursirr�edutibles exeptionnels sont unir�egl�es.D�emonstration : puisque D est exeptionnel, sa lasse n'appartient pas �aP = P?, et on peut don trouver une lasse � 2 P dans une des hambres ra-tionnelles telle que q(�;D) < 0. Le point (ii) du th�eor�eme 4.2.4 dit qu'il existeune appliation m�eormorphe f : X� ! X 0 vers une vari�et�e hyperk�ahleriennetelle que f?� = !0 +P ajD0j, ave !0 une lasse k�ahlerienne, aj � 0 et D0j undiviseur irr�edutible unir�egl�e. Puisque la forme quadratique q est pr�eserv�eepar f , on a 0 > q(�;D) = q(!0; f?D) + P ajq(D0j; f?D), et q(D0j; f?D) estdon stritement n�egatif pour un des j. Cei implique que les deux diviseursirr�edutibles D0j et f?D oinident d'apr�es (iii) de la proposition 4.2.3, etdon que D = f ?D0j est unir�egl�e, puisque Dj l'est.4.2.4 Rationalit�e de la d�eomposition de Zariski divi-sorielle.Nous allons d�emontrer que la d�eomposition de Zariski divisorielle estrationnelle (quand X est une surfae ou une vari�et�e hyperk�ahlerienne) ausens o�u la partie n�egative N(�) d'une lasse rationnelle � 2 Ns(X)Q est unQ-diviseur. Cei va r�esulter de la arat�erisation suivante de la d�eompositionde Zariski divisorielle :Th�eor�eme 4.2.11 Soit � 2 H1;1(X;R) une lasse pseudoe�etive.Sa d�eomposition de Zariski divisorielle � = Z(�) + fN(�)g est l'uniqued�eomposition orthogonale de � en la somme d'une lasse nef en odimension1 et de la lasse d'un R-diviseur e�etif exeptionnel.D�emonstration : on montre d'abord l'uniit�e d'une telle d�eomposition :supposons que � = p+fNg, ave p nef en odimension 1 et N un R-diviseure�etif exeptionnel orthogonal �a p. Je dis qu'alors N = N(�). Pour e voir,notons D1; :::; Dr les omposantes de N . La matrie de Gram (q(Di; Dj)) estd�e�nie n�egative, et p est orthogonal �a haun des Di puisque q(p;N) = 0 etque q(p;Di) � 0 pour tout i (vu que p est nef en odimension 1). L'�egalit�e� = p + fNg implique que N(�) � N(p) + N (proposition 2.1.13), donN � N(�) est un diviseur e�etif puisque N(p) = 0, port�e par les Di. Mais



4.2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI 101on a aussi q(N(�) � N;Di) = q(p;Dj) � q(Z(�); Dj) � 0 ar q(p;Di) = 0,don N(�) � N est un diviseur e�etif d'apr�es le lemme 4.2.9. On a donbien N(�) = N , et l'uniit�e d�esir�ee.A�n de d�emontrer le th�eor�eme 4.2.11, nous allons montrer l'existene d'unetelle d�eomposition � = p+fNg ; d'apr�es e qui pr�e�ede, ette d�eompositionsera alors n�eessairement la d�eomposition de Zariski divisorielle.Lemme 4.2.12 Soit � 2 H1;1(X;R) une lasse pseudoefetive, et soientD1; :::; Dr et E1; :::; Ep deux familles de diviseurs irr�edutibles telles que :(i) q(�;Dj) < 0 et q(�;Ei) � 0 pour tous i; j.(ii) E1; :::; Er est une famille exeptionnelle.Alors l'union de es deux familles est exeptionnelle.D�emonstration : soit F un R-diviseur e�etif port�e par les Dj et les Ei,et supposons que F soit nef en odimension 1. Il nous faut voir que F = 0.Comme F est nef en odimension 1, on a q(�; F ) � 0, et il r�esulte de (i) queF est port�e par les Ei. Comme la famille des Ei est exeptionnelle, on a bienF = 0.A e point, l'argument suit [Fuj79℄. Si notre lasse � est d�ej�a dans E?,on a termin�e. Sinon, soit A la famille des diviseurs irr�edutibles D tels queq(�;D) < 0. Cette famille est exeptionnelle d'apr�es le lemme pr�e�edent,don A est �nie, de matrie de Gram d�e�nie n�egative. Soit V � H1;1(X;R)le R-espae vetoriel engendr�e par A, et notons� = �1 + fN1gla d�eomposition de � dans la somme direte V ? � V . J'aÆrme que N1est e�etif et que �1 est pseudoe�etive. Le premier point r�esulte du lemme4.2.9, puisque q(N1; D) = q(�;D) < 0 pour toutD 2 A. Erivons maintenantN(�) = E+F ave E et F e�etifs sans omposante ommune et F port�e parla famille A. On a alors, pour tout D 2 A, q(F �N1; D) � q(N(�)�N1; D)puisque E et D n'ont a fortiori pas de omposante ommune, etq(N(�)�N1; D) = q(�1; D)� q(Z(�); D) � 0 puisque q(�1; D) = 0. D'apr�esle lemme 4.2.9, N(�)�N1 est don e�etif, et �1 = Z(�)+ fN(�)�N1g estbien une lasse pseudoe�etive.Si �1 appartient �a E?, on a termin�e. Sinon, on it�ere la onstrution : soit B lafamille des diviseurs irr�edutibles D tels que q(�1; D) < 0. Puisque A est unefamille exeptionnelle ave q(�1; D) = 0 pour tout D 2 A, le lemme 4.2.12montre que la r�eunion A1 de A et de B est aussi une famille exeptionnelle.On note V1 � H1;1(X;R) le R-espae vetoriel enegendr�e par A1, et l'ond�eompose �1 = �2 + fN2g



102 CHAPITRE 4. CÔNES D'UNE VARI�ET�E HYPERK�AHLERIENNEdans la somme direte V ?1 �V1. Les mêmes arguments que i-dessus montrentque N1 est e�etif et que �2 est pseudoe�etive. Mais la famille exeption-nelle A1 est stritement plus grande que A, don l'it�eration de e proessusdoit s'arrêter apr�es un nombre �ni d'�etapes puisque la longueur des famillesexeptionnelles est born�ee par le nombre de Piard. Au bout de l �etapes,�l est nef en odimension 1, et la d�eomposition voulue s'obtient en posantp := �l et N := N1 + ::: + Nl, qui est bien exeptionnel puisque port�e parA [ A1 [ ::: [ Al = Al (on a A � A1 � ::: � Al par onstrution). Qed.Corollaire 4.2.13 La d�eomposition de Zariski divisorielle est rationnellelorsque X est une surfae ou une vari�et�e hyperk�ahlerienne. En partiulier, siL est un �br�e en droites pseudoe�etif, P := L�N(1(L)) est un Q-�br�e endroites nef en odimension 1 tel que H0(X;O(kP )) = H0(X;O(kD)) pourtout k > 0 tel que kP est Cartier.D�emonstration : si � 2 NS(X) 
 Q est une lasse rationnelle, N(�) estn�eessairement l'image de � par la projetion orthogonale NS(X) 
 Q !VQ(�), o�u VQ(�) � NS(X)Q est le Q-espae vetoriel engendr�e par les om-posantes de N(�). Le seond point r�esulte du th�eor�eme 2.2.10.Proposition 4.2.14 (Rationalit�e du volume) Si p 2 H1;1(X;R) est unelasse nef en odimension 1, son volume estv(p) = q(p)m = Z pdimX :En g�en�eral, on a v(�) = R Z(�)dimX ; en partiulier, le volume d'une lasserationnelle est rationnel.D�emonstration : seule la premi�ere assertion reste �a voir. Si X est une sur-fae, ela r�esulte de la proposition 3.1.27. Si X est hyperk�ahlerienne, il suÆtpar ontinuit�e de le montrer pour une lasse p se trouvant dans BK, donon peut supposer qu'il existe une appliation bim�eromorphe f : X� ! X 0telle que f?p soit une lasse k�ahlerienne. La forme q est invariante par f , etle volume l'est �egalement ar f est un isomorphisme en odimension 1. Ler�esultat est don vrai pour p puisqu'il l'est pour la lasse k�ahlerienne f?p.En utilisant le th�eor�eme 4.2.11, nous allons montrer que les multipliit�esminimales le long des diviseurs sont toujours ontinues sur E tout entier.Proposition 4.2.15 Pour tout diviseur irr�edutible D� X, � 7! �(�;D)est ontinue sur E tout entier.D�emonstration : soit �k une suite lasse pseudoe�etive onvergeant vers �.Comme � = Z(�k) + fPD �(�k; D)Dg est born�ee, Z(�k) et haque �(�k; D)



4.2. D�ECOMPOSITION DE ZARISKI 103le sont aussi ; apr�es extration diagonale, on peut don supposer que Z(�k)onverge vers p 2 N 1 et que �(�k; D) ! �D pour tout D. Soit A la familledes diviseurs irr�edutibles D tels que �(�k; D) > 0 pour presque tout k. SiD1; :::; Dp appartiennent �a A, ils vont être ontenus dans le lieu non nef de�k pour k assez grand, et don D1; :::; Dp est une famille exeptionnelle. Onvoit ainsi que A elle-même est exeptionnelle, don �nie en partiulier. Soitk := fPD=2A �(�k; D)Dg, de sorte que�k = Z(�k) + fXD2A �(�k; D)Dg+ k:Chaque �(�k; D) onverge ; puisque A est �nie, P �(�k; D)D onverge aussi,et don k onverge vers un ertain .Je dis que  est nef en odimension 1. D'apr�es le orollaire 4.2.7, il suÆt devoir que q(;D) � 0 pour tout diviseur irr�edutible D. Si D apparâ�t dans lesupport de k pour presque tout k, alors �(�k; D) > 0 pour presque tout k,i.e. D appartient �a A, e qui est absurde par onstrution. On en d�eduit queD n'apparâ�t pas dans le support de k pour une in�nit�e de k, et don queq(k; D) � 0 pour une in�nit�e de k. A la limite, on a don bien q(;D) � 0.Par ailleurs, pour tout k, la famille des diviseurs qui apparaissent dans N(�)est exeptionnelle, don sa matrie de Gram est d�e�nie n�egative. En par-tiulier, on a don q(k; D)2 � q(k)q(D) par Cauhy-Shwartz, pour toutD 2 A et presque tout k. Comme q(k) � 0 pour tout k, il vient q() � 0 �ala limite, et don q() = 0 puisque  est nef en odimension 1. Au total, on adon q(;D) = 0 en passant �a la limite dans l'in�egalit�e de Cauhy-Shwartz,pour tout D 2 A. On a ainsi �erit � = (p+)+fPD2A �DDg, ave p+ nefen odimension 1, A une famille exeptionnelle, et p et  orthogonaux �a Dpour tout D 2 A. La d�eomposition en question est don la d�eompositionde Zariski divisorielle de � d'apr�es le th�eor�eme 4.2.11. En partiulier, on a�(�;D) = �D pour tout D, e qui signi�e que �(�;D) est l'unique valeurd'adh�erene de la suite born�ee �(�k; D). Autrement dit : �(�k; D) onvergevers �(�;D), qed.Remarque : on a obtenu Z(�) =  + limZ(�k), don la disontinuit�e even-tuelle de Z n'est pas remise en ause.
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Chapitre 5Appendie : exemples etontre-exemples
5.1 Remarques onernant le as des surfaesSoit L un �br�e en droites gros sur une surfae projetive. Pour tout k > 0,on peut �erire jkLj = jMkj + Fk, o�u jMkj est la partie mobile de jkLj et Fken est la partie �xe. Alors 1kFk � N(L), et 1kFk onverge vers N(L) au sensdes ourants ('est en une ons�equene du th�eor�eme 2.2.4). Mais en g�en�eral,ette limite n'est pas stationnaire. On a en e�et le r�esultat suivant :Th�eor�eme 5.1.1 Soit L est un �br�e en droites gros sur une surfae proje-tive. Sont �equivalentes :(i) P := L�N(L) est semi-ample, i.e. kP est engendr�e par ses setions pourk assez divisible.(ii) R(X;L) := �k�0H0(X; kL) est une alg�ebre de type �ni sur C.(iii) N(L) = 1kFk pour tout k assez grand.Tout ei est bien onnu, don nous serons brefs :(a) Si P est semi-ample, alors R(X;L) = R(X;P ) est de type �ni sur C.D�emonstration : si (X;P ) = (Pn;O(1)), 'est bien sûr vrai arR(Pn;O(1)) = C[x0; :::; xn℄:Si P = O(1)jX pour un plongement X � PN , alorsH0(PN ;O(l))! H0(X; lP )est surjetive pour l assez grand, don R(X; lP ) est de type �ni pour l assezgrand. Cei implique que R(X;P ) lui-même est de type �ni. En�n dans le asg�en�eral, on hoisit l assez grand pour que lP soit engendr�e par ses setions,105



106CHAPITRE 5. APPENDICE : EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLESet l'on onsid�ere la partie onnexe f : X ! Y de �jkP j dans sa fatorisationde Stein. On a alors P = f ?A ave A ample, et R(X;P ) = R(Y;A) ar f estonnexe, don le r�esultat suit.(b) Si R(X;L) est de type �ni, il existe k0 tel que pour tout k � k0 lamultipliationH0(X; kL)
H0(X; lL)! H0(X; (k+ l)L) est surjetive pourtout l. On voit don que Fmk = mFk pour tout k � k0 et tout m > 0, etdon que �a la limite que N(L) = 1kFk pour tout k � k0.() Si N(L) = 1kFk, on a kP (L) = Mk. Or BjMkj est de dimension 0, et ononlut grâe au lemme bien onnu :Lemme 5.1.2 (Zariski) Si L est un �br�e en droites ave BjLj de dimension0, L est semi-ample.Si C est une ourbe irr�edutible exeptionnelle sur une surfae projetiveX, on sait d'apr�es Grauert qu'il existe une modi�ation � : X ! Y versune surfae normale Y de lieu exeptionnel C. Y est don une surfae deMoishezon, singuli�ere en g�en�eral, et on peut se demander s'il est possible deonstruire un morphisme � : X ! Y vers une surfae projetive singuli�ereY tel que �(C) soit un point. On sait que la r�eponse est en g�en�eral n�egative,et e ph�enom�ene est li�e �a la question pr�e�edente, puisque � existe ssi il existeun �br�e en droites gros et semi-ample L sur X tel que L �C = 0, ou enore :C est ontenue dans le lieu non-k�ahlerien de L. Or on peut toujours trouverun �br�e gros et nef L tel que L �C = 0. En e�et, il suÆt de partir d'un �br�eample A sur X, et de onsid�erer sa projetion orthogonale L parall�element �aC. On a L = A� A�CC2 C, don L est un Q-�br�e gros, de lieu non nef ontenudans C. Comme de plus L �C = 0 par onstrution, L est nef et gros, de lieunon k�ahlerien C exatement. R�eiproquement, si L est un �br�e nef et grosde lieu non k�ahlerien C, alors A := L� "C est ample pour " > 0 assez petit.Pour le voir, on hoisit un ourant k�ahlerien T dans 1(L) tel que E+(T ) = C.On a alors T = R+ �(T; C)[C℄, don L� �(T; C)C est ample. Puisque L estnef, L� "C est lui-aussi ample pour tout 0 < " � �(T; C).Si C v�eri�e de plus la ondition (?) : Pi(X) ! Pi(C) est injetive, alorsL �C = 0 implique que C � BjkLj pour tout k > 0, puisque OC(L) 2 Pi0(C)ne peut être de torsion. En partiulier, il existe dans e as des �br�es nef etgros L sur X de lieu non k�ahlerien C, mais auun d'entre eux n'est semi-ample.Exemple : on part d'une ourbe irr�edutible lisse B sur une surfae Y avePi(Y ) = ZH, et l'on onsid�ere l'�elatement � : X ! Y de Y aux pointsp1; :::; pN 2 B, de diviseur exeptionnel E = E1 + ::: + EN . On a donPi(X) = Z�?H � ZE1 � ::: � ZEN . Soit C la transform�ee strite de Bsous �. D'une part, on a C2 = B2 � N , don C est exeptionnelle d�es queN > B2 ; d'autre part, la restrition d'un �br�e a�?H +P biEi 2 Pi(X) �a



5.2. TROIS CONTRE-EXEMPLES EN DIMENSION SUP�ERIEURE 107B orrespond au �br�e OB(aH �P bipi) 2 Pi(B). Pour assurer la ondition(?), il suÆt don de hoisir les pi de sorte que OC(H) et p1; :::; pN soientZ-ind�ependants dans Pi(B), e qui est possible d�es lors que B n'est pasune ourbe rationnelle (ar Pi0(B) est alors un tore non-trivial). Pour êtreomplet, inspetons le as d'une ourbe rationnelle. Soit don C une ourberationnelle lisse sur une surfae projetive lisse X, de arr�e C2 = �d < 0, etsoit L un �br�e en droites nef et gros de lieu non k�ahlerien C. Je dis que L estn�eessairement semi-ample dans e as. On peut �erire L = A+ 1mC ave Aample et m > 0, et on peut supposer que m = 1 quitte �a hanger L en mL.On a la suite exate :0! OX(kL� (l + 1)C)! OX(kL� lC)! OC(kL� lC)! 0;et omme h1(OC(kL � lC)) = h1(P1;O(ld)) = 0, pour tout l > 0, on voitque h1(OX(kL � (l + 1)C)) = 0 implique h1(OX(kL � lC)) = 0. Si k estassez grand, h1(OX(kL� kC)) = h1(OX(kA)) = 0, et par e qui pr�e�ede ona don h1(O(kL�C)) = 0 pour un tel k. Cei implique que kL est engendr�epar ses setions, puisque OC(kL) est trivial, et le r�esultat suit. Quand d = 1,i.e. quand C est une ourbe exeptionnelle de premi�ere esp�ee, Y est lisse(rit�ere de Castelnuevo).5.2 Trois ontre-exemples en dimension sup�erieureNous allons pr�esenter trois ontre-exemples �a des questions naturellesrelatives �a la d�eomposition de Zariski. Le premier, essentiellement dû �aS.D.Cutkosky, est elui d'un diviseur gros L sur une vari�et�e projetive dedimension 3 dont le volume est irrationnel.Le seond est elui d'un diviseur gros L sur une vari�et�e projetive X de di-mension 4 tel qu'il n'existe pas de modi�ation � : fX ! X pour laquelleZ(�?fLg) soit nef.Le dernier exemple est un diviseur irr�edutible D sur vari�et�e projetive dedimension 3 tel que � 7! �(�;D) soit disontinu au bord du ône pseudoef-fetif. Les deux derniers exemples sont dûs �a N.Nakayama [Nak98℄.Dans les trois as, la vari�et�e X est onstruite omme le projetivis�e d'unesomme de �br�es en droites. Soit don Y une vari�et�e k�ahlerienne ompate dedimension m, et L0; :::; Lr des �br�es en droites sur Y . SoitX := P(L0 � :::� Lr)le �br�e des hyperplans du �br�e vetoriel L0 � :::�Lr, muni de sa projetion� : X ! Y ; on note H := O(1) le �br�e en droites tautologique relativement



108CHAPITRE 5. APPENDICE : EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLESample assoi�e. Pour tout i, la projetion L0� :::�Lr ! L0� :::�Li� :::�Lrparall�elelement �a Li induit une inlusion deDi := P(L0 � :::� Li � :::� Lr)omme hypersurfae lisse deX, ave de plusDi+�?Li lin�eairement �equivalent�a H pour tout i. Il est bien onnu queH1;1(X;R) = �?H1;1(Y;R)�Rh;ave h := 1(H). On notera aussi di := 1(Di), li := 1(Li), et en�n C �NS(Y )R d�esignera l'enveloppe onvexe des li.On s'int�eresse aux ônes nef et pseudoe�etif de X :Proposition 5.2.1 Soit � = �?� + �h un �el�ement de H1;1(X;R). Alors(i) � est nef ssi � � 0 et � + �C est ontenu dans NY .(ii) � est pseudoe�etive ssi � � 0 et � + �C renontre EY .D�emonstration : on remarque d'abord que si � est pseudoe�etive, sa res-trition �a la �bre tr�es g�en�erale de � l'est aussi ; � est don n�eessairementpositif dans e as, puisque h est relativement ample. On suppose don dansla suite que � � 0.(i) si � est nef, sa restrition �jP(Li) est nef pour tout i ; or � induit unisomorphisme P(Li)! Y , pour lequel le �br�e HjP(Li) s'identi�e �a Li. On end�eduit que la lasse nef �jP(Li) s'identi�e �a �+�li, qui est don nef pour tout i.Cei revient �a dire que �+�C est ontenu dans le ône nef de Y . Inversement,on note que � = �?(� + �li) + �fDig puisque h = fDig + �?li ; si � + �liest nef, le lieu non nef de � est don ontenu dans Di. Dans l'hypoth�ese o�uhaun des �+�li est nef, le lieu non nef de � est ontenu dans l'intersetionde tous les Di, qui est vide.(ii) Soit t0l0 + ::: + trlt une ombinaison onvexe des li telle que � +�P tili soit pseudoe�etive. On peut alors �erire h = P tih = P ti�?li +P tifDig, et don � = �?(�+�P tili)+�P tifDig est pseudoe�etive ommesomme de deux lasses pseudoe�etives. R�eiproquement, on suppose que� est pseudoe�etive. Alors la restrition de � � �(�;D0)fD0 = �?(� +�(�;D0)l0)+ (�+ �(�;D0))h �a DO est pseudoe�etive. Par r�eurrene sur r,il vient que �+ �(�;D0)l0+(�+ �(�;D0))C0 renontre le ône pseudoe�etifde Y , si C0 d�esigne l'enveloppe onvexe de l1; :::; lr. Le r�esultat suit.A partir de maintenant, on suppose de plus que NY = EY . Cei se pro-duit par exemple lorsque Y est une ourbe, ou lorsque Y a un �br�e tan-gent TY nef (f. [DPS94℄). D'apr�es le d�ebut de la preuve du (ii) i-dessus,ette hypoth�ese implique que le lieu non nef de toute lasse pseudoe�etive� 2 H1;1(X;R) est ontenu dans la r�eunion des Di. Si I est une partie



5.2. TROIS CONTRE-EXEMPLES EN DIMENSION SUP�ERIEURE 109de f0; :::; rg de ompl�ementaire J , on note VI := \i2IDi = P(�j2JLj) etCI � NS(Y )R l'enveloppe onvexe des li pour i 2 I. Le �br�e normal NVI=Xest isomorphe �a �i2IOVI (Di) = �i2IOVI (H � �?Li). Ave es notations, ona laProposition 5.2.2 Soit � 2 H1;1(X;R) une lasse pseudoe�etive, qu'on�erit � = �?� + �h. La multipliit�e minimale g�en�erique de � le long de VIvaut �(�; VI) = �minft � 0; � + tCI + (1� t)CJ \NY 6= ;g;et l'on a �(�; VI) = �(�; x) pour tout x 2 VI � [j2JDj.D�emonstration : soit � : XI ! X l'�elatement de X le long de VI , etEI son diviseur exeptionnel. On a don EI = P(N?VI=X), le �br�e projetifdes droites de NVI=X , et �(�; VI) = �(�?�;EI) d'apr�es la proposition ? ?.Soit HI le �br�e tautologique sur EI = P(�i2IOVI (�?Li �H) et t � 0. On aOEI (�EI) = HI , don dire que �?��tfEIg est pseudoe�etive sur EI revient�a dire que � + tConvf�?li � h; i 2 Ig = � � th + t�?CI renontre EVI , ouenore que �+tCI+(��t)CJ renontre EY = NY . Comme �?���(�; VI)fEIgest pseudoe�etive sur EI , on a don une des in�egalit�es. Inversement, si  :=� + tPi2I aili + (�� t)Pj2J bjlj est nef sur Y (ave P ai = P bj = 1), alors� = �?() + ftPi2I ajDig + (� � t)fPj2J bjDjg v�eri�e �(�; x) � tP ai = tpour t 2 VI g�en�erique (i.e. hors des Dj pour j 2 J), et don �(�; VI) est pluspetit que le membre de droite de l'�egalit�e �a montrer, qed.Cette proposition nous dit que D0 [ ::: [ Dr est strati��e par les en-sembles \i2IDi�[i2JDj, sur lesquels les multipliit�es minimales �(�; x) sontonstantes.On sp�eialise enore la situation en prenant maintenant pour Y une surfaeprojetive telle que NY = EY . Ce ône oinide don aussi ave le ône qua-dratique positif P de Y .Un volume irrationnelOn prend X = P(O(A0) � O(�A1)) ave A1 et A2 amples sur Y . Danse as, H est gros ar A0 est ample. Son lieu non nef est la surfae D0 =P(O(�A � 1)) et on a �(h; x) = minft � 0; ta0 � (1� t)a1 2 Pg pour toutx 2 D0. Comme �(�; x) = �(Z(�; x) + �(N(�); x) pour tout x 2 X et toutelasse pseudoe�etive �, on voit que Z(h) est nef. �(h;D0) est aussi la pluspetite raine positive du polynôme quadratique P (t) := (t(a0 + a1) � a1)2.Pour un hoix g�en�erique de A0 et A1, ette raine va don être irrationnelle,et l'on obtient ainsi un �br�e en droites gros H ave Z(h) nef mais N(h) ir-rationnelle.



110CHAPITRE 5. APPENDICE : EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLESUne lasse grosse sans partie nefPour e seond exemple, on prend X = P(O �O(A1)�O(A2)), ave A1 etA2 amples, et l'on onsid�ere � = �?� + h telle que :(i) � est non nef.(ii) � + a1 et � + a2 sont nef.Dans e as, � est nef en odimension 1, mais pas nef. Son lieu non nefest V = D1 \ D2, ave D1 = P(O � O(A2)) et D2 = P(O � O(A1)). Lamultipliit�e minimale �(�; x) = � est onstante pour x 2 V , �egale au pluspetit des r�eels t � 0 tel que � + t[a1; a2℄ renontre P . On demande de plusque :(iii) � + �[a1; a2℄ est tangent �a P en � + �x ave x 2℄a1; a2[.Posons X0 := X, E0 := D1, G0 := D2 et V0 := V . On onsid�ere l'�elatement�1 : X1 ! X0 le long de V0, de diviseur exeptionnel E1. On note G1 latransform�ee strite de G0, qui est une hypersurfae lisse de X1 qui interseteE1 transversalement selon une surfae V1 isomorphe �a V par projetion. Parr�eurrene, on d�e�nit �n : Xn ! Xn�1 l'�elatement le long de Vn�1, dediviseur exeptionnel En. On note Gn la transform�ee strite de Gn�1, quioupe transversalement En selon un surfae Vn isomorphe �a V par projetion.On pose �n := Z(�?n�n�1), qui est aussi �egale �a �?n�n�1� �(�n�1; Vn�1)fEnggrâe �a la relation �(�?n�n�1; En) = �(�n�1; Vn�1)(f. proposition 2.1.10). N.Nakayama montre dans [Nak98℄ que que Vn estontenu dans le lieu non nef de �n pour tout n, i.e. que �n := �(�n; Vn) eststritement positif.Nous ne reproduisons pas la preuve, qui est tehnique et pas tr�es parlante,mais nous allons d�emontrer le rit�ere suivant, aussi extrait de [Nak98℄, quipermet de onlure :Lemme 5.2.3 Soit �n : Xn ! Xn�1 une suite d'�elatements de entres lissesVn�1 � Xn�1 de odimension deux et de diviseurs exeptionnels En � Xn, et�0 une lasse grosse et nef en odimension 1 sur X0, tels que :(i) Vn � En pour tout n.(ii) Vn est ontenu dans le lieu non nef de la transform�ee strite �n 2H1;1(Xn;R) de �0 sous �n.Alors il ne peut exister de modi�ation �0 : fX0 ! X0 telle que Z(�?0�0) soitnef.D�emonstration : on raisonne par l'absurde en supposant l'existene de �0.On peut alors onstruire deux suites de modi�ations �n : fXn ! Xn ete�n : fXn ! fXn�1 telles que �n�1 Æ e�n = �n Æ �n. Si l'on note e�0 := �?0�0et e�n le tir�e en arri�ere de e�0 sous la ompos�ee fXn ! fX0, le fait que Z(e�0)soit nef implique que la d�eomposition de Zariski de e�n est juste le tir�e en



5.2. TROIS CONTRE-EXEMPLES EN DIMENSION SUP�ERIEURE 111arri�ere de elle de e�0 pour tout n. En partiulier, le nombre de diviseursirr�edutibles apparaissant dans la partie n�egative de e�n est ind�ependant den. D'un autre ôt�e, on va montrer que la transform�ee strite de En �Xnsous �n appartient au lieu non nef de e�n, e qui implique que le nombre deomposantes de sa partie n�egative est stritement roissant, en ontraditionave e qui pr�e�ede. Cei r�esulte simplement du fait que En apparâ�t dans lelieu non nef de �?n�n�1, �a ause de la relation�(�?n�n�1; En) = �(�n�1; Vn�1)(f. proposition 2.1.10).Multipliit�es minimales disontinuesOn pose X := P(O � O(�L)), ave L nef, de lasse l 2 �P. Soit D0 :=P(O(�L)). Si � = �?�+h est une lasse pseudoe�etive sur X, �(�;D0) estle plus petit r�eel t � 0 tel que � � (1 � t)l soit nef. Si � 2 �P et " > 0, ona (� � "l)2 = �2"� � l, qui est n�egatif, et nul ssi � est proportionnel �a l, arl? renontre �P selon Rl puisque la forme d'intersetion est non-d�eg�en�er�ee.Il en r�esulte que �(�?l + h;D0) = 0, alors que �(�?� + h;D0) = 1 d�es que� 2 �P n'est pas proportionnel �a l. En partiulier, � 7! �(�;D0) n'est pasontinu en �?l + h.
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