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INTRODUCTION

Lobjet de cette these est I'étude des entropies volumique et topologique pour les
métriques de Finsler. Au début des années 80, A. Katok et M. Gromov ont conjecturé que
sur une variété compacte M munie d’'une métrique riemannienne g, localement symé-
trique de courbure sectionnelle strictement négative (par exemple une variété hyperbo-
lique réelle), celle-ci minimise I'entropie volumique (et donc aussi I'entropie topologique
d’apres [Man]) parmi toutes les métriques de Riemann g sur M normalisées par la condi-
tion naturelle volg (M) = volg, (M) ([Kat], [Gro 1], [Gro 2]). La premiére réponse a ce pro-
bléme a été donnée par A. Katok lui-méme en 1982 lorsqu’il montre que la conjecture est
vraie en dimension 2 avec I'entropie topologique ([Kat]). Par la suite, il a été prouvé par
A. Katok, G. Knieper, H. Weiss ([K-K-W]) et aussi, de maniere différente, par M. Pollicott
([Po]) que toute métrique hyperbolique gy sur une variété compacte est un point critique
de I'entropie topologique pour n'importe quelle perturbation riemannienne (gy) Ac]—ee]
de gy préservant le volume de la variété. Finalement, c’est en 1994 que G. Besson, G. Cour-
tois et S. Gallot résolvent compléetement la question par I'affirmative et donnent, en outre,
un important résultat de rigidité (de type Mostow) aux conséquences multiples :

THEOREME ([B-C-G 2]). — Soit M une variété différentiable compacte, munie
d’'une métrique riemannienne g localement symétrique de courbure sectionnelle stricte-
ment négative.

Alors, pour toute métrique de Riemann g sur M telle que vol, (M) = volg (M), on
a (hy désignant I'entropie volumique) :

hv(g) > hv(g)-
De plus, il y a égalité si, et seulement si:
i) g esta courbure sectionnelle constante strictement négative lorsque dimM = 2,
ii) g estisométrique a g lorsque dim M > 3.

Deslors, 'intérét s’est porté vers 'équivalent de la conjecture de A. Katok et M. Gro-
mov en rang supérieur a 1, pour lequel la réponse suivante a été obtenue en 1995, égale-
ment par les trois auteurs précédents :

TuforEME ([B-C-G 3]). — Si (M,g) est le produit d’espaces riemanniens symé-
triques de courbures sectionnelles strictement négatives et différents de HZ, alors pour



tout sous-groupe discret I’ de Isomg (M, g), co-compact et sans points fixes, et pour toute
métrique riemannienne I'-invariante g sur M, on a:

volg (M/T) = volg, (M/T) = hy(8) > hv(g)-

Ce théoréme, malgré le cas irréductible et celui de H? x HP qui restent encore ou-
verts, laisse penser avec espoir que la solution au probléme de I'’entropie minimale en rang
> 2 devrait étre semblable a celle en rang 1, du moins pour les métriques de Riemann.
Aussi, c’est cette derniere précision qui est al'origine du présent travail. En effet, notre but
est ici de regarder si ce qui a été fait précédemment dans le cadre riemannien est encore
valable pour les métriques de Finsler, qui sont la “généralisation minimale” des métriques
de Riemann. Plus exactement, il s’agit pour nous de répondre a la conjecture suivante :

(CF) CONJECTURE FINSLERIENNE DE L'ENTROPIE VOLUMIQUE MINIMALE. —  Soit (M, g)
un espace riemannien symétrique de type non-compact, dont on note G la composante
connexe du neutre dans Isom(M,gy). Alors pour tout sous-groupe discret T de G, co-
compact et sans points fixes, et pour toute métrique de Finsler I'-invariante F sur M :

volp(M/T) = volg,(M/T) => hy(F) > hv(g).

Les trois premiers chapitres sont entiérement consacrés a cette conjecture en rang
différent de 1. Nous y prouvons que, contrairement a la situation riemannienne avec [B-
C-G 3], (CF) est fausse, et ce, quel que soit (M,gp) de rang > 2; c'est le théoréme I11.3.2.
De plus, le contre-exemple général que nous exhibons estl'unique minimum de I’entropie
volumique dans I'ensemble des métriques de Finsler G-invariantes sur M, normalisées par
le volume du quotient M/T (théoréme III.2.4 et proposition I11.3.1).

Dans une deuxieme partie regroupant les chapitres IV et V, on s’intéresse au cas
du rang 1 pour lequel (CF) est malheureusement beaucoup plus difficile a trancher. Néan-
moins, nous y suivons le chemin (cité plus haut) qu’avaient emprunté A. Katok, G. Knieper,
H. Weiss et M. Pollicott dans le cadre riemannien a propos de I'’entropie topologique. En ce
qui nous concerne, le lien entre les deux entropies est fourni par la proposition suivante,
qui généralise [Man] :

ProposITION ([Eg]). — Soit F une métrique de Finsler strictement convexe sur une
variété compacte. Alors

hv(F) < hr(flot géodésique de F)

(hr désignant I'entropie topologique), avec égalité si F est a courbure négative au sens de
P, Foulon ([Fou 1]).

On obtient alors une extension de [K-K-W] :

THEOREME V.3.4. — Soit (M,g) une variété hyperbolique réelle, compacte. Alors
pour toute perturbation de gy a travers des métriques de Finsler strictement convexes



(Fa)ag]— g telles quevolg, (M) = volg, (M), ona:

d
— hr (flot géodésiquede Fy) = 0.
dA |)\:0
Enfin, apres avoir établi au chapitre IV une formule exploitable de la mesure de
Liouville |wp| associée a une métrique de Finsler F strictement convexe (corollaire IV.2.5),
nous 'utilisons pour prouver le:

THEOREME V.3.6. — Soit (M, g) une surface hyperbolique réelle, compacte. Alors
pour toute perturbation de g a travers des métriques de Finsler strictement convexes
(F)a)-ze| telles que|wp, |($™ (M) = |wg|(S8(M)), ona:

d

— hr (flot géodésique de Fy) = 0.
dA |)\=0

Lintérét nouveau de ce résultat par rapport au contexte riemannien réside dans le
fait que la normalisation par le volume de Liouville des fibrés sphériques ne coincide pas
avec celle par le volume finslérien de la variété comme on le montre en IV.2 (proposition
1V2.6).

Pour terminer, indiquons que dans tout ce qui suit, le mot “différentiable” seul si-
gnifie “de classe C*>” et que toutes les variétés considérées sont de classe C*°, connexes,
et de dimension > 2.
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Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et propriétés de base concernant
les trois principaux ingrédients de cette these, a savoir les espaces riemanniens symé-
triques, les métriques de Finsler et I'entropie volumique.

I.1. Espaces riemanniens symeétriques

Pour ce paragraphe, on pourra se référer a [Hel].

DErFINITION 1.1.1. — Un espace riemannien symétrique est une variété rieman-
nienne (M,p) vérifiant: pour tout point x € M, il existe une isométrie sy de (M,p) telle
que sy (x) = x et Tysy = —1d.

Remarque. — On montre qu'une telle symétrie s, est unique pour chaque x € M,
involutive, et que (M,p) est nécessairement compléte.

Le groupe J des isométries d'un espace riemannien symétrique (M,p) peut étre
muni d'une unique structure de groupe de Lie compatible avec la topologie compacte-
ouverte, et si 'on note G la composante connexe de I'élément neutre e = idy; dans 7,
alors G est un sous-groupe de Lie de [J qui agit transitivement et de maniere C*° sur M.

Soient xp € M un point-base fixéetm: G— M la projection naturelle de G sur

g8 %o
M. Par passage au quotient, 77 induit un C*°-difféfomorphisme G/K — M ,ouK C G

gK+—g-x9

est le stabilisateur de xp. Ce dernier est un sous-groupe de Lie compact de G et, si g et h
désignent les algebres de Lie de G et K respectivement, ona:

h={Xeg|TX=X},
ouT:g — gestladifférentielle en e € g de o € Aut(G) défini par

déf
o(g) = Sx,8Sx, pour g € G.

En posant alors p e {X € g| T X =—X}, onobtient:

g = £ ® p (somme directe)

et
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T,m(€) = {0}.

En outre, T}y @ p — Ty, (M) est un isomorphisme linéaire et, si I'on note exp, 'expo-
nentielle riemannienne en x, pour p, ona:

expy, oT,myy, = EprO

avecExp, :p — M ,ouexp : g = Gestl'exponentielle du groupe de Lie G.
X +— (exp X)- xo
Enfin, notonsB : g x g — R la forme de Killing de g.
(X,Y) — tr(ad(X) o ad(Y))
De la compacité de K, on déduit que la restriction de 8 a £ x £ est définie négative,
et les relations de crochets [£,€] C &, [p,p] C et [tp] C p entrainent d’autre part que £ et p
sont orthogonaux relativement & ‘B.

Le type non-compact et la notion de rang.

DEiriniTioN 1.1.2. —  Un espace riemannien symeétrique (M,p) est de type non-
compact si, et seulement si, la restriction de‘B ap x p est définie positive.

Remarque. — Cette définition est indépendante du point-base xy € M choisi.

Pour toute la suite de ce paragraphe, donnons-nous un tel espace et xop € M. Avec
les notations précédentes, I'involution T : g — g est de Cartan, c’est-a-dire qu’en défi-
nissant (X | Y) & —%B(X,T- Y), on obtient un produit scalaire sur g. Celui-ci permet de
munir G d'une unique métrique de Riemann C invariante par multiplication a gauche et
telle que Zg(e) = (- | -) (onnotera Tk la métrique induite par g sur K). De plus, (- | ) est
Ad(K)-invariant, d’ol il existe un unique réel y > 0 tel que 77 : G — M soit une submer-
sion riemannienne pour Z¢ et yp (voir [Ch-Eb], p. 61) ; I'application T 1y, : p — Ty, (M)
est alors une isométrie linéaire pour (+|-) et yp(xp), out (+|-) est la restriction de (- | -) a
p X p.

1l est clair que g est semi-simple et que la décomposition g = € & p est une décom-
position de Cartan. Aussi, le centre Z(G) de G est trivial (car inclus dans K) et la finitude

de Z(G) entraine que K est un sous-groupe compact maximal de G. En outre, on a:

ProrosiTioN 1.1.3 (voir [Hel], p. 241-253).

a) L'application Exp, : p — M est un difféomorphisme. En particulier, M est
simplement connexe.
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b) En identifiant p et Ty, (M) a I'aide de T, )y, soient P C p un 2-plan tangent a M
en xy et k(P) < 0 la courbure sectionnelle de P. Alors k(P) = 0 si, et seulement si, P est
contenu dans une sous-algebre abélienne de g.

DErINITION 1.1.4. — Un plat de (M, p) est une sous-variété riemannienne, totale-
ment géodésique, isométrique a un espace euclidien et maximale pour ces propriétés.

Les plats ont la caractérisation algébrique suivante :

ProposiTION 1.1.5 (voir [Hel], p. 245-247). — Soit S C M une sous-variété conte-
nant xo. En identifiant p et Ty, (M) par T,m,, ona: S est un plat de (M,p) si, et seulement
si, Ty, (S) est une sous-algébre abélienne (de g) maximale dansp. Dans ce cas :

* Pour toute sous-algébre abélienne maximale a C p, il existe k € K tel que Ty, (S) =
Ad(k)a, et par suitep = Ad(K)a.

x Pour tout plat S' de (M,p) contenant x, il existe k € K tel que S = k- §', et par
suite M = K- §'.

On pose alors :

DEériNiTION 1.1.6. — La dimension commune des plats de (M,p) est appelée le
rang de (M,p).
Remarque. — Lorsque rang(M,p) = 1, les plats sont les géodésiques et il existe

une constante ¢ > 0 telle que la courbure sectionnelle de cp soit comprise entre —1 et _Tl.

Systeme de racines.
Considérons une sous-algebre abélienne maximale a C p.

Pour tout H € a, ad(H) est un endomorphisme de g qui est symétrique par rapport
a (- | -). Comme a est abélienne (i.e. [a,a] = {0}), il en résulte qu'on peut diagonaliser
simultanément les éléments ad(H) € End(g) (H € a), ce qui conduit a poser pour chaque
« € a* (dualdea):

0« ¥y € g|[HY] = a(H)Y, VH € a}.

Lensemble des racines de g relatives a a est alors défini par:
Ae E{aca” | a#0 et g # {0} ;

il est fini et on a la décomposition en somme directe :

=009 P ga-

xENq
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Pour chaque & € A, l'entier my def dim g, est appelé la multiplicité de « et le sous-
espace H e {H € a | a(H) = 0} définit I'hyperplan singulier associé a «. On appelle

alors chambre de Weyl de a toute composante connexe de a\ |J Hq.Sia™ C aestune
xEAg
telle chambre de Weyl, on définit 'ensemble des racines positives par rapport a a™ :

Aer € {a € Ay | a(H) >0, VH € 0¥},

etlona:

ProposITION 1.1.7 (voir [Hel], p. 458). — Il existe B C A,+ vérifiant:
i) Bestune basedea®.

ii) ToutB € A4 peut s’écrire: B = Y nyx, oliles ny (« € B) sont des éléments de
xEB
Z ayant méme signe.

On dit que B est une base de A.

Enfin, en définissant respectivement les centralisateur et normalisateur de a dans
K par:

Ko % {k € K |Ad(k)H = H, VH € a},

et

K % (ke Kk |Ad(k)a Ca},

on obtient un isomorphisme de groupes :
K/Ky — W,
a—a
kKy — )
0 (H > Ad(k)H>
ol W, est le groupe de Weyl de a. Ce dernier désigne le groupe de toutes les réflexions de
a par rapport aux hyperplans singuliers H (x € A,) et pour le produit scalaire (- | -).

1.2. Métriques de Finsler G-invariantes

Briévement parlant, une métrique de Finsler sur une variété différentiable est la
donnée d'une norme sur chaque espace tangent avec des conditions de régularité sur
la variation de cette norme. C’est en quelque sorte la plus faible généralisation d’'une
métrique riemannienne, les ellipsoides étant remplacés sur les espaces tangents par des
boules convexes a priori quelconques. La premiére véritable étude de ces métriques a
été faite en 1918 par P. Finsler dans sa theése, mais c’est B. Riemann qui, des 1854, y fit
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allusion (on pourra trouver un apercu dans [Spi], Ch. IV) avant de se concentrer sur le cas
particulier qui porte son nom depuis.

DErINITION 1.2.1. —  Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie et B une
partie de V. On dit que B est une boule convexe si, et seulement si, B est un voisinage
ouvert de l'origine, borné, convexe et symétrique (B = —B).

PRroOPOSITION 1.2.2 (voir [Bou], Ch. II, §2, n° 11). — Soient V un espace vectoriel
réel de dimension finie et @ I'application qui a une norme sur V associe sa boule unité

ouverte. Alors @ est une bijection de I'ensemble des normes sur V vers I'ensemble des

1

boules convexes de V dont la réciproque @' est donnée par: ¢ '(B) = || - ||, ot

llv]|p dzéfinf{?\ >0|v€AB}pourve V.

Ces rappels étant faits, passons a la définition d’'une métrique de Finsler :

DErINITION 1.2.3. —  Soient M une variété différentiable et £ € NU{+o0}. Notons

o
T(M) Ie fibré tangent T(M) de M privé de la section nulle.

On appelle métrique de Finsler de classe C* sur M toute fonction continue

F:T(M) —R
(x,v) — F(x,v)
telle que :

i) F estde classe C* sur T(M),
ii) F(x,-) est une norme sur I'espace tangent T,(M) pour toutx € M.

Etant donné une courbe continue o : [0,1] — M de classe C' par morceaux, on
définit la longueur de o relativement a la métrique de Finsler F par:

Lp(o) ¥ /0 F(o(t),6(¢t)) dt.

Sil’on pose alors pour x,y € M :

dr(xy) 4 ing {EF(O')

o :[0,1] = M chemin de classe C'
par morceaux joignant x a y '

l'application dr : M X M — R est une distance sur M, dite associée a F, induisant sur M
la méme topologie que celle sous-jacente a la structure différentiable de M.

DErINITION 1.2.4. — Soit H un sous-groupe du groupe Diff(M) des difféomor-
phismes C*° de M sur M. On dit qu'une métrique de Finsler F sur M est H-invariante si,
et seulement si, F (f(x),Tyf-v) = F(x,v) pour tout (x,v) € T(M) et tout f € H; on
notera Fy I'ensemble des métriques de Finsler (continues) H-invariantes sur M.
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Exemples.

a) Soient || - || une norme sur R” (n > 1) de classe C¢ (£ € NU{+o00}) sur R*\ {0}
et f : R” — R une fonction de classe C¢ vérifiant f (x) > 0, pour tout x € R".

Alors la fonction F: R” x R* — R est une métrique de Finsler de classe

(xv) — F()|v]]
C¢ sur R”.

b) Soit p une métrique riemannienne de classe C* (¢ € NU {+00}) sur une variété
différentiable M.

Alors F, : T(M) — R est une métrique de Finsler de classe C* sur

(x,0) — (p(x)- (sv))""?
M, dite associée a p.

c) Soit M une variété différentiable sur laquelle agit transitivement et de maniere
C® un groupe de Lie G (i.e. M est un espace homogene). Soient xp € M et C C Ty, (M)
une boule convexe, invariante par le stabilisateur de x, dans G.

Alors il existe une unique métrique de Finsler G-invariante F sur M, dont C est la
boule unité ouverte pour la norme F(xg,- ).

Remarque. — Les métriques de Finsler présentent des analogies certaines avec
celles de Riemann, mais il faudrait se garder de croire qu'il suffit de “paraphraser” les
concepts riemanniens pour obtenir leurs équivalents en géométrie finslérienne. Dans cette
derniere, en effet, il n'y a plus, par exemple, de notion canonique d’orthogonalité, de me-
sure (voir [Run]), de connexion de Levi-Civita et de courbure (voir [Ab-Pa], [Run] et [Fou 2]),
de laplacien, etc. , et de ce fait de nombreux objets classiques du cadre riemannien de-
mandent a étre redéfinis apres avoir été repensés.

Structures finslériennes G-invariantes.

On se donne ici un espace riemannien symétrique (M,p) de type non-compact et
Xp € M. Rappelons qu’'on note:

G la composante connexe du neutre dans le groupe des isométries de (M,p) ,
K le stabilisateur de xy dans G,

g l'algébre de Liede G,

h T'algebre de Lie de K,

g = € P p ladécomposition de Cartan associée a xy,

18



a C p une sous-algebre abélienne maximale ,
W, le groupe de Weyl de a.

Nous avons alors la caractérisation suivante :

THEOREME 1.2.5 ([Pla], p. 23). — Ily a bijection entre:
x les boules convexes B de a, W, -invariantes,
* les boules convexes C de p, Ad(K)-invariantes,

* les métriques de Finsler F sur M, G-invariantes.

Preuve.

e Soient F une métrique de Finsler sur M, By, .) laboule unité ouverte de lanorme
def -
F(XO,' ) sur Txo (M) etC = (Teﬂ[p) 1 (BF(XOY'))'
Supposons que F soit G-invariante. Alors Br(x,,-) est K-invariante, ce qui entraine
T, (Ad(k)C) = T,m(C) pour tout k € K, c’est-a-dire Ad(k)C = C (Ad(k)C et C étant
dans p).

Réciproquement, si B(y,,.) est K-invariante, on a vu dans I'exemple c) précédent
que F est alors G-invariante.

e Soit a présent B une boule convexe de a, W, -invariante. Alors C & Ad(K)B est
une boule convexe de p ([Pla], p. 19) qui est évidemment Ad(K)-invariante.

. . . déf
Inversement, si C est une boule convexe de p, Ad(K)-invariante, alors B =Cna
est une boule convexe de a, Wy-invariante ([Pla], p. 19). [ |

Pour F € Fg, on notera By (resp. Cr) la boule convexe de a (resp. de p) qui lui
correspond par le théoréme précédent.

Remarque. — On a toujours F, € Fg. En outre, on déduit de ce théoreme que
lorsque rang(M,p) = dima = 1, il existe pour F € F¢ unréel A > 0 tel que By, = ABr,
d’'ott F = AF),; par suite F est associée a une métrique riemannienne proportionnelle a p.
Il n’y a par conséquent aucun intérét a étudier les métriques de Finsler G-invariantes en
rang 1.

ProposiTION 1.2.6 ([Pla], p. 25). — Soit F une métrique de Finsler G-invariante
sur M.
Pourx,y € M,g € GetH € atelsqueg-x = xgetg-y = exp(H)- xo, ona:
dr(x%y) = ||Hl|s -
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Exemple. — Pour n > 3, on considere la variété différentiable
M= {S€ GL(nR) | 'S =S, S définie positive, det(S) =1}
(ellipsoides dans R”, de volume canonique unité). Le groupe de Lie connexe G = SL(n,R)

agit transitivement et de maniére C* sur M par:
GXM-—M

(8S) — gS'g
Le stabilisateur de xo = I € M dans G est égal 4 K = SO(n) qui est un sous-groupe com-
pact maximal de G. La projection naturelle de G sur M induit alors un difféomorphisme
de SL(n,R)/SO(n) sur M. Onaici:
g = sl(nR) = matrices réelles n x n de trace nulle,
t = so(n) = matrices n X n antisymétriques,
p = matrices n X n symétriques de trace nulle.

Prenons pour sous-algebre abélienne maximale a = matrices n X n diagonales de
trace nulle C p, et soit:
B = {diag(ny,....nn) €a | |nj—ni| <1, Vij=1,...n}.
C’est une boule convexe de a qui est invariante par le groupe de Weyl W, ce groupe étant
constitué par les permutations des coefficients diagonaux des éléments de a
(W, = G,). Soit maintenant F la métrique de Finsler G-invariante sur M, définie par
B selon le théoreme I1.2.5.

Pour g1, € G, on a alors d’aprés la proposition précédente ([Pla], p. 27) :
o (s ‘e ‘g 'e)

o (g ' &)
(log désignant le logarithme népérien), ol, pour A € M(n,R) de spectre réel S # {), on

1
dr(gi- X0,8- Xo) = Elog

note o0y = maxSeto_ = minS.

Par ailleurs, soit T la métrique riemannienne sur G, invariante par multiplication
a gauche, définie par: Cg(g)- (gX,gY) = (X 'Y) pour g € GetX,Y € g.

Si p est alors I'unique métrique de Riemann sur M telle que la projection naturelle
7 : G — M soit une submersion riemannienne relativement a L et p, on vérifie que (M,p)
est un espace riemannien symétrique de type non-compact et de rang n — 1. De plus, la
composante connexe du neutre dans le groupe des isométries de (M,p) est isomorphe a
PSL(nR) (de méme algebre de Lie que G) et l'involution de Cartan 7 : g — g associée
axg = IsécritT-X = —'X (X € g). Enfin, a titre de comparaison avec F, on a pour
8,8 € G:

1 n 1/2
dp = de = E (Z(logAi)z> ,

i=1

oli Ay, ...,A, sont les valeurs propres de ‘g, 'g, '@ ‘e.
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|.3. Entropie volumique

Dans ce paragraphe, M désigne une variété différentiable, connexe et simplement
connexe, telle que Diff(M) admette un sous-groupe discret, co-compact et sans points
fixes.

DEriniTioN 1.3.1. —  Soient I' un sous-groupe discret de Diff(M), co-compact et
sans points fixes, et F € Fr (i.e. F est une métrique de Finsler I'-invariante sur M).

Soient xy € M et u une mesure borélienne I'-invariante sur M. Pour t > 0, notons
BF (x0,) la boule ouverte dans M relative a dr, de centre xo et de rayon t. Alors la limite :

1
lim -1 B*
im  —log [1(B" (x0,1))]
est finie positive et indépendante des choix de x, u etT.

Elle est appelée entropie volumique de F et se note hy (F).

Preuve.

e Lindépendance de lalimite par rapport a x; et le fait qu’elle soit finie positive sont
prouvés dans [Man] et [Ro].

e L'indépendance par rapport a u est démontrée dans [Ro].

e Soient I'; et ', deux sous-groupes discrets de Diff(M), co-compacts et sans points
fixes, et supposons que F € Fr, N Fr,.

Le sous-groupe (I'; U I';) de Diff(M) engendré par I'1 U I'; est également discret,
co-compact et sans points fixes, ce qui conduit au diagramme commutatif suivant dans
lequel tous les quotients sont des variétés différentiables compactes :

M/T;
e T~
M - r M/(rlUr2>
T~ e
M/T,

(les fleches désignent les surjections canoniques).

En fixant alors une métrique de Riemann arbitraire p sur M/(I'; U [,), la mesure
riemannienne p sur M associée a p*(p) est a la fois I'y -invariante et [';-invariante. ]
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Remarques.
a) Sip estune métrique de Riemann I'-invariante sur M, on note hy (F,) = hy (p).

b) On peut généraliser cette définition de I'entropie volumique aux espaces mé-
triques, mais dans ce cas il y a dépendance par rapport a I'. Pour ces questions on pourra
consulter [Ro].

Nous allons rappeler deux propriétés essentielles de 'entropie volumique pour F €
JFr (I sous-groupe discret de Diff(M), co-compact et sans points fixes) :

ProposITION 1.3.2. — PourtoutA € R’ ,AF € Fr et

hy (AF) = %hV(F).

Preuve. — Soient xy € M et y une mesure borélienne I'-invariante sur M.

Pour ¢ > 0, on a B\ (xo,r) = B"(xp, 1), d’'olx

g [u(B" (30:))] = 377 1og [u(B* (0. 1)]

T A(t/A) )
ce qui permet de conclure en faisant t — 4o0. [ |
ProposiTION 1.3.3. — Soient (N, f) un espace de Finsler et® : M — N une iso-

métrie pour F et f, i.e.  est un difféomorphisme et

f(®(x),Tx®- v) = F(x,v) pour tout (x,v) € T(M).

Alors :
hy(f) = hy(F).
Preuve. — Immédiate. Remarquons au passage que [ est invariante par le sous-
groupe {® o y o ®~! | y € T'} de Diff(N). [

Cette derniere proposition affirme que 'entropie volumique est un invariant géo-
métrique des espaces de Finsler. La question se pose deés lors de savoir jusqu’a quel point.
En d’autres termes, la réciproque de cette proposition est-elle vraie ? Sans hypotheses sur
F et f laréponse est clairement négative (il suffit d'utiliser la proposition 1.3.2).

Néanmoins, avec deux métriques de Riemann, dont 'une vérifie certaines condi-
tions, la réponse est positive comme le montre le résultat suivant d a G. Besson, G. Cour-
tois et S. Gallot :

TuforEME 1.3.4 ([B-C-G 2]). — Soit (M,p) un espace riemannien symétrique de

type non-compact et de rang 1, avec dim M > 3.
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SoitT" un sous-groupe discret de G, co-compact et sans points fixes.
Alors toute métrique de Riemann I'-invariante m sur M, satisfaisant a:
hy (m) = hy (p)
et
vol, (M/T) = vol,(M/T) (volumes riemanniens),
est isométrique a p.

Lorsqu’on remplace dans ce théoreme de rigidité la métrique m par une métrique
de Finsler C*°, la question reste entierement ouverte. En revanche, si 'on passe en rang
> 2 et qu'on s'intéresse aux métriques de Finsler G-invariantes, nous verrons ce qu’il en

est au chapitre III.
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Chapitre Il

UNE FORMULE POUR L'ENTROPIE VOLUMIQUE
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Nous établissons dans ce chapitre une formule simple et générale pour I'entro-
pie volumique des métriques de Finsler G-invariantes sur les espaces riemanniens symé-
triques de type non-compact. Cette formule aura I'avantage, contrairement a la définition
de base donnée au chapitre précédent, d’étre utilisable en pratique dans les calculs, et no-
tamment dans ceux que nous serons amenés a faire au chapitre III.

Soient (M,p) un espace riemannien symétrique de type non-compact et xo € M.

Désignons par (voirI.1) :
G la composante connexe du neutre dans le groupe des isométries de (M,p),
K le stabilisateur de xy dans G,
gl'algébre de Lie de G,
h l'algebre de Lie de K,
g = b @ pla décomposition de Cartan associée a x;,
a C p une sous-algebre abélienne maximale,
a™ C aune chambre de Weyl de a,
A,+ 'ensemble des racines positives par rapport aa™.

Avec ces notations, nous avons le théoréme suivant :

THEOREMEIL.1. — Soit F une métrique de Finsler G-invariante sur M. Alors :

hy(F) = max Z mo((x(H)) (adhérence dans ),
HEaTNBr “gep

indépendamment des choix de xo € M, a C p eta™ C a.

Preuve. — On utilise 'application exponentielle riemannienne en xo,

Exp, :p — M ,
X — exp(X)- xo

qui est ici un difféomorphisme.
Sachant que Cr = Ad(K)Br, on a d’apres la proposition 1.2.6 :
VX € p, dr(xo, Exp, (X)) = [IX]|c;,

olt || - ||, estla norme sur p associée a la boule convexe Cr C p.
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Il en résulte que pour tout > 0, (Exp, )~ (BF (xo,t)) = tCp, ot B (xo,1) désigne
la boule ouverte pour dr dans M, de centre xj et de rayon ¢.

Par ailleurs, en notant (+|-) la restriction a p X p du produit scalaire (- | -) sur g, on
a ([B-C-G 1], p. 443), (la constante y > 0 étant définieen I.1) :

1/2 _
VX €p, [det. ((Bxp,)*p)] " (X) =y /2. exp ( Z mvv(X)) ,
VEA 4+
oun = dimM = dimp, b C p est une sous-algebre abélienne maximale telle que X € b
et bT est une chambre de Weyl de b telle que X € b* (adhérence dans b).
Enfin, K; étant le centralisateur de a dans K, I'application
p:at x (K/Ky) — Ad(K)a™ C p
(H,kKy) — Ad(k)H

est un difféomorphisme ([Hel], p. 402). En notant alors u la mesure sur a™ x (K/Kp) as-
sociée a la métrique riemannienne image réciproque par @ de I'induction a Ad(K)a™ du
produit scalaire (-|-) sur p, nous obtenons:

vol, (B (xp,2)) = ¢"- y*"/z-/

(a+NBr)x (K/Ko)

exp(t- Z mvv(Ad(k)H))du(H,kKo).

VEMq(k)a+
En effet, d'une part, pour tout k € K, Ad(k)a C p est une sous-algebre abélienne maxi-
male dont Ad(k)a™ est une chambre de Weyl, et d’autre part,
p\Ad(K)a® = | ] Ad(K) ({H € a | (H) =0}),
XEN,
réunion finie de sous-espaces vectoriels de p, distincts de p, est de volume nul pour la

mesure de Haar sur p associée a (-|).

Aprésent, pour k € K et o« € Ay+,laformelinéaire vy : Ad(k)a — R
H+— a(Ad(k~1)H)
appartient & Apq(x)+ (car Vg € G, VX,Y € g, Ad(g)[X,Y] = [Ad(g)X, Ad(g)Y] ([Hell,
p. 126)) et vérifie m,, = my (car Ad(k) € GL(g)).

En outre, I'application Ag+ — Apq(r)q+ €tant bijective, il s'ensuit que::
X — Vg

> myv(Ad(H) = Y mao(H)

VEApd(k)at €A+
pour tout H € a.

Par conséquent,

vol, (B (xo,1)) = t"-y*"/z-/ exp (t- Z m,,((x(H))du(H,ng),
(a+ﬂBF)><(K/K()) 0<€An+
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ce qui entraine

1/t
lim 1log [vol,(B"(xo,1))] = lim log [(/ ft du) } ,
t (a*NBr) x (K/Ko)

t—+o0 t—+o0

ot f : (aT N Br) x (K/Ky) — Ry

(H,kKy) — exp (ag I’I’l,xO((H)).

Puisque f est continue, majorée (toute forme linéaire sur a étant majorée sur Br
bornée), et que (a™ N Br) x (K/Ky) est connexe, de y-mesure finie > 0 (Ad(K)at N Cr
étant de volume fini > 0 pour (+|-)), ona:

1/t
(/ ft du) — sup f.
(atNBE) x (K/Kp) 1240 (q+nBp) x (K/Kp)

Par suite 1
lim - log [vol,(Bf (x,1))] = sup [ Z m{xcx(H)}
t—+oo HEaJrﬁBF ER N
= max mgo(H )]
HEaTNBE ~gep .
(la fonction définie par la somme étant continue sur a). |
RemarqueII.2. — Lorsque la métrique riemannienne symétrique p sur M est nor-

malisée (quitte a la multiplier par un scalaire > 0) de telle sorteque r : G — M soitune
§——8 %0
submersion riemannienne pour g et p, nous avons par la formule précédente appliquée
aFk,:
hv(p) = hv(F,) = max (Ho | H)
HeatNBg,

avec Bp, = {H €a|(H|H)<1} et Hy © > mgey, ou Vo € Ay, VH € aq,
D(G/\“+

«(H) = (ex | H). Le vecteur Hy étant dans a™, le maximum des (Hy, | H) pour

H € at N By, est obtenu d’aprés Cauchy-Schwarz pour H = . Par conséquent,

Hy
lEoll1-)
hv(p) = ||Ho||(|.) et nous retrouvons ainsi I'expression de hy (p) utilisée dans [B-C-G 1],

p. 443, appendice C.

Remarque I1.3. — Comme Y. myx estune forme linéaire sur g, le maximum
O(E/\“+

dans la formule de hy (F) peut étre pris sur at N B, o1 9B est la sphere unité dans a
pour la norme || - ||
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Exemples.

a) (Cas irréductible). — Reprenons I'exemple vu en 1.2 avec n = 3, c’est-a-dire
M = {S € GL(3R) | 'S=S5, Sdéfinie positive, det(S) =1}
= SL(3,R)/SO(3),
et calculons hy (F) ainsi que hy (p).

En identifiant @ = matrices réelles 3 x 3 diagonales de trace nulle avec I'espace
vectorielréel V = {(x,,z) € R® | x+y+z =0} gracea (x,y,z) € R* — diag(x,y,2) € p,
I'espace riemannien symétrique (M,p) admet, relativement a la chambre de Weyl a™ =
{(x,y,z) EV]x<y< z}, les racines positives (voir par exemple [B-G-S], appendice 5) :

o v —R (multiplicité¢ =1),
(xyz) ——y—x

oy v —R (multiplicité¢ =1),
(xyz) —z—x

o3 Vv —R (multiplicité =1).
(xyz) —z—y

On aalors:
hy(F)= max_ [(z—x)+(z—y) + (y — x)]

(xyz)€atnB

= max [2(z — x)]
0<z—x<1

(puisque at NB = {(xy2) €V |x<y<zetz—x<1}),soithy(F)=2.

D’autre part, 'isomorphisme linéaire précédent qui identifie a et V fait corres-
pondre la restriction 2 a X a du produit scalaire (X | V) = tr(X ’Y) sur g = sl(3,R) avecla
restriction & V x V du produit scalaire canonique cangs sur R?. Sachant que les racines «;,
o et oz sont représentées respectivement par les vecteurs &1 = (—1,1,0), &2 = (—1,0,1)
eteg = (0, — 1,1) via la restriction de cangs a V x V, on a donc (remarque I1.2 ci-dessus) :

hy(p) = lanorme de & + & + €3 pour cangs i.e. hy(p) = 2V/2.

b) (Cas réductible). — Ftant donné des entiers g > 2etn; > np > - -+ > ng > 2,
on considere la variété différentiable

M=H" x --- x H" avec, pour n > 2,

n
' = {(xO'xL“”xn) e R | 2 — lez =1et x> 0} (hyperboloide) .

i=1
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Le groupe de Lie connexe G = SOy(1,n1) X -+ x SOy(1,n,) agit transitivement et de
maniere C* sur M par isométries pour la métrique riemannienne p = P; X --+ X P,
ol P; est la métrique de Poincaré (de courbure sectionnelle constante égale a —1) sur H'"
(j=1,...,9).Enoutre, pour j € {1,...,4}, soient:

e v;=(L0,...,0) € H",

0 X

Ix

° Kj:{<l Z >|A€SO(nj)}%SO(nj),

gj :ﬁﬂ(l,nj) = {X € M(nj + 1,]R) | X = ( ) ,xeERY, Y € 50(nj)},

0

. hszie(Iq-):{(O v )'Y““(”f)}%”(”f)'

0
= {(f) e}

N 110
o (X|V);j=-1 tr(X1,n, YI,n) pour X,Y € gj, 0ty = <0 —~ ) € M(n+ LR)
n

pour tout entier n > 2,

: 0
e E= (‘) 0 .| € M+ 1LR).
1 0 - 0

Le stabilisateur de (v),...,v;) € M dans Gestégala K = K; X --- X K (sous-
groupe compact maximal de G) eton aici:

g=01 X Xdq,

h=bhx---xbg,

p=pL X XPpg-
Prenons pour sous-algébre abélienne maximale a = RE; x --- X RE; C p, et définissons:

B={(mEy....ngEy) €a||m|+---+[ngl <1}.
C’est une boule convexe de a qui est invariante par le groupe de Weyl W, celui-ci étant
engendré par les éléments
a—a (G=1...,9).
Xty Xy Xg) — (X, — Xy Xg)

En identifiant a avec RY par (ny,...,ng) € RY — (mE,...,nqEy), 'espace riemannien
symétrique (M,p) admet, relativement a la chambre de Weyl at = (R% )9, les racines
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positives :
a:RY — R (multiplicit¢ =n;—1) (j=1,...,9).
(M--Mjy--ing) — nj

Si maintenant F est la métrique de Finsler G-invariante sur M définie par B selon le théo-
réme I1.2.5, on a alors (remarque I1.3) :

hy(F) = max [Zq:(nj - 1)17j] ie.hy(F)=m —1

> o=t =1
j=1

Vi€ {1}, nj20
(en effet hy (F) < m — 1, ce majorant étant atteint pour (11, ...,n4) = (1,0,...,0)).

Par ailleurs, en désignant par (g,(- | -)) 'espace euclidien produit (g;,(- | -)1) X
- X (gg (- | -)q) et par Eg la métrique de Riemann sur G, invariante par multiplication
a gauche, définie a 'aide de (- | -), la projection naturelle 7t : G — M est une submer-
sion riemannienne relativement a £ et p. De plus, I'identification linéaire de a avec R? fait
correspondre la restriction a a X a du produit scalaire (- | -) sur g avec le produit scalaire
canonique cangq sur R?. Sachant que les racines 1, ...,&, sont représentées respective-
ment par les vecteurs &; = (1,0,...,0),...,6 = (0,...,0,1) via cangq, on a donc (remarque
11.2) :

q
hy(p) = lanorme de Z(n] —1)¢; pour cangq i.e. hy(p) =
j=1
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Chapitre Il

CONTRE-EXEMPLE FINSLERIEN EN RANG > 2
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Cette partie est consacrée a la construction explicite, sur tout espace riemannien
symétrique (M,p) de type non-compact et de rang supérieur ou égal a 2, d’'une métrique
de Finsler G-invariante F; dont 'entropie volumique est strictement inférieure a celle de p
et qui vérifie volg, (M/T) = vol,(M/T) pour tout sous-groupe discret I de G, co-compact
et sans points fixes.

En outre, nous montrons que F; est 'unique minimum de I'entropie volumique
parmi toutes les métriques de Finsler sur M qui sont G-invariantes et normalisées par le
volume finslérien de M. Aussi, c’est ce dernier que nous allons maintenant définir.

lll.1. Mesure sur un espace de Finsler

Commencons par un lemme élémentaire. Soit (+|-) un produit scalaire fixé sur R”
(n > 1). A chaque produit scalaire ® sur R" est associé un unique endomorphisme A de
R”", symétrique et positif par rapport a (+|-), tel que:
Vyw € R", d(vw) = (Av | w).

En désignant par vol.|. la mesure de Haar sur R" correspondant a (-|-), ona:

LemMeE III.1.1.
vol |,))

det(, det(A ,
¢ et( Vol Bg)

oi1 B(.|.) et By sont les boules unité ouvertes pour (-|-) et ® respectivement.

Preuve. — Appliquer la formule du changement de variable dans une intégrale. B
Ceci conduit a définir pour toute norme N sur R” :

e voli.p.y (B..
det(..)(N) & voli. (B

vol(.;.y(By)
ol By estla boule unité ouverte pour N.
On peut ainsi associer a N une mesure sur R", volN = /det(.|,)(N) vol. ), qui vé-
rifie de maniére évidente voly = 4/dets(IN) voly pour tout produit scalaire ¢ sur R” (vol

étantla mesure de Haar sur R” correspondant a @ et 1/ dety (V) se définissant comme avec

35



(+]-)). Ainsi voly est intrinseque & N et étend la notion de mesure de Haar pour les produits
scalaires sur R” avec, entre autres, voly (By) = vole(Bs) = constante ne dépendant que
de n pour tout produit scalaire ® sur R”.

Posons alors la:

DErINtTION I11.1.2. —  Soit M une variété différentiable munie d’'une métrique de
Finsler F. On appelle mesure finslérienne associée a F la mesure volr sur M définie par :

dvolp(x) & | /det, o (F(x,)) dvol, (x) (x € M),

ol1 p est une métrique riemannienne C° arbitraire sur M.

Cette définition est une généralisation naturelle de la classique mesure rieman-
nienne sur un espace de Riemann, et c’est elle que nous utiliserons dans toute la suite du
présent chapitre. Pour compléter ce paragraphe, explicitons 4 /det, ) (F(x,")) (x € M).

LemMmE II1.1.3. — Soient N; et N> deux normes sur R" qui sont de classe C! sur
R*\{o}.
Lapplication f : R"\{0} — R"\{0} est un C'-difféomorphisme dont le jacobien

N] v
VN (0)

(ac £)(v) = (Nl(”))" .

Nz(l/)

v
env € R*\{0} vaut:

Preuve.

o f estclairement de classe C', bijective, avec f~!:R"\ {0} — R"\{0} de classe C'.

No(w)
W —Nf(w) w

eOnaVv € R*"\{0}, N2(v)f(v) = Ni(v)v, d'olt en différentiant :
Vh e R", N2(v) [f'(v)- h] = Ni(v)h + [L(v)- K] v,

ouL(v) = Nj(v) — (%;EZ;) Nj(v) (forme linéaire sur R™).

Soient (- | -) le produit scalaire canonique sur R” et (e, ...,e,) la base canonique
de R”. Ennotanta = N;(v),A; = L(v)-e; et ; = (v | e;) pour i € {1,...,n}, la matrice
de N>(v) f'(v) parrapport a (ey, ...,e,) est égale a

B+ al

.....

Il en résulte que det [N2(v) f'(v)] = Cg(—a), ot Cg(X) = det(B — XI) € R[X] est
le polynéme caractéristique de B.
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Or, un rapide calcul montre que B? = sB avec
S =A10) + -+ Apty
=L(v)-v.
Comme N; et N, sont positivement homogenes de degré 1, le théoréme d’Euler en-
traine Nj(v)-v = Ni(v) et Nj(v)-v = Np(v); par suite s = 0, d’ott Cg(X) = (—X)"
puisque B est nilpotente (B> = 0). On en déduit donc que det [N2(v) f'(v)] = a”, c’est-a-
dire det(f'(v)) = (%E;) -

Ce résultat nous conduit ala:

ProposITION I1.1.4. — Soient N; et N, deux normes sur R" et p € C°(R",R). Si
(+]-) est un produit scalaire quelconque sur R", on a:

/BN e(w) dVOl(.|.)(W) = /BN o (P(]]zlézg 1/) (]]zlézg)ndvolu.)(v).

2

Preuve.

e Supposons tout d’abord que N; soit de classe C! sur R"\{0}. D’apres [Bo-Fel,
p. 36, il existe une suite (v¢)¢en de normes sur R”, de classe C! (et méme analytiques) sur
R"\{0}, qui converge simplement sur R" vers N, et telle que V£ € N, N, < v4.0On a
alors:

/B o(w) dvol ) (w) — [ @(w) dvoly(w)

£—+00
Ve Br,

avec V€ € N,
/ P(w) dvol, 1, (1) :/ P(w) dvol, |, (1)
B By,\ {0}

= PGB (B a0

en appliquant le lemme précédent au changement de variable
[ R"\{0} — R"\{0}
Ni(v)
ve(v)
qui estun C'-difféomorphisme envoyant By, \ {0} sur B,,\ {0}.

vV

1

ve(v)

< -1~ nous

Comme @ est bornée sur R” et que V¢ € N, Vv € R"\{0}, < %oy

avons par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue :

/BNI\{O} qg(fv\%; U) (IJ;EZ;)HC‘VOI(-»(V)

5550 Sy \jo) "’(%;EZ; ’) (%;EZ;)nd“’l(-o(V)f

37



d’ou il s’ensuit par unicité de la limite que :

/BN @(w) dvol.|.(w) = /BNI\{O} QD(I;;EZ; y) (Z:EZ))ndVOI(.l.)(y).

2

~

¢ Si maintenant N; est quelconque, il suffit d’'utiliser 1'égalité ci-dessus pour une
suite (6¢)¢en de normes sur R”, de classe C! sur R"\ {0}, qui converge simplement sur
R" vers N, avec V€ € N, 6, < Nj, puis de faire un passage a la limite. |

ProposiTioN I11.1.5. — Soient M une variété différentiable de dimension n > 2 et
F (resp. p) une métrique de Finsler (resp. de Riemann) sur M. Alors :

nC,
Vx €M, y/dety)(F(x-)) = fsﬂ(M) F="(x,u) do%(u)’

o1 S5(M) C Ty(M) est la sphére unité pour p(x), 0% est la mesure canonique sur S¢ (M)

relative a p(x) et Cy est le volume euclidien canonique de la boule unité canonique dans
R".

Preuve. — Pour x € M fixé, nous avons dans Ty (M) :

voly(y) (B(s) = /B oy 200 (1)
Flx,-) \UEX

_ ACHCTA R
_~/Bp(x)\{0x}( Flev) > dvol,(y)(v)

d’apres la proposition I11.1.4.

On peut alors écrire :

voly(y) (Br(x))

/oltn_1 /sg( (F(i,u)ydoﬁ(u)] dt

M)
:1/ F"() do® ().
L)

n

Par ailleurs, vol, ) (Bp( x)) = Cy, ce qui acheve la preuve. [ |

38



lll.2. Minimum de I’'entropie volumique

Position du probleme.

En reprenant les notations de 1.3, soient M une variété différentiable de dimen-
sion n > 2, connexe et simplement connexe, et I' un sous-groupe discret de Diff(M), co-
compact et sans points fixes.

Le probleme du minimum de 'entropie volumique avec normalisation par le vo-
lume finslérien de M consiste a rechercher, s'ils existent, les points qui minimisent la fonc-
tionnelle

Fr— R s
F +— [hy (F)]" volg(M/T)

le volume étant calculé avec la mesure finslérienne voly sur M/I introduite au paragraphe
précédent (on note encore F la métrique de Finsler quotient sur M/T) et Fr étant défini
enl.3.

Comme on a vu que pour A € R% et F € Fy, hy(AF) = }hy(F), la fonctionnelle
ci-dessus n'est pas affectée par les homothéties de rapport > 0 en raison de la présence du
facteur volg(M/T), ce qui donne un sens a'étude de son minimum éventuel.

Remarquons qu’on pourrait trés bien considérer toute autre fonctionnelle sur Fr,
positivement homogene de degré nul, faisant intervenir I'entropie volumique. En particu-
lier, il est intéressant d’utiliser une autre notion de volume finslérien que celle introduite
au III.1 ; c’est ce que nous ferons dans le prochain chapitre.

Plagons-nous dorénavant dans le cas ou M est munie d'une métrique rieman-
nienne symétrique p de type non-compact. Alors, pour toute métrique de Finsler G-
invariante F sur M (i.e. F € Fg, ol G est comme toujours la composante connexe de
l'identité dans le groupe des isométries de (M,p)), ona:

volgp = Yo vol, ,
VF
ou vr (resp. vU,) est la valeur commune (par G-invariance de F et p) des volumes
voly(y) (Br(x,)) (esp. voly(y) (By(y)) = Cy) dans Ty (M) pour x € M.

SiT est un sous-groupe discret de G, co-compact et sans points fixes, il résulte que
pour F € F¢ (donc I'-invariante) nous avons :

[y (F)]"

[hy (F)]" - volg (M/T) = o

- (vp vol, (M/T)) .
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Ainsi, v, vol,(M/T) étant une constante par rapport a8 F € Fg, le probléeme du minimum
de I'entropie volumique revient ici a déterminer les points de F qui minimisent la fonc-

tionnelle
d:Fs— R s

[hv (F)]"

Vr

Fr—

et ceci indépendamment deT.

Pour cette détermination, nous allons établir la

ProposiTioN II1.2.1. — Soit (M,p) un espace riemannien symétrique de type non-
compact. Avec les notations de I.1 (rappelées au début du chapitre II), I'application

Ny:a— R

H+—> Z My | (H)|

XEA +

est une norme sur a qui est W, -invariante pour tout choix de xg, a C p eta™ C a.

Preuve.

e La valeur absolue d'une forme linéaire étant une semi-norme et toute combinai-
son linéaire a coefficients > 0 de semi-normes étant une semi-norme, Ny est une semi-
norme sur d.

e Soit H € atel que Nog(H) = 0; alors Vot € Ag+, a(H) = 0.

En désignant par («y, ... ,(xq) une base de A telle que &; € A+, Vi=1,...,qavec

deéf .. . .
g = dima = rang(M,p) (voir [Hell, p. 458), on obtient :
(Xi(H) =0, Vi=1,...,q,
d’olt H = 0 puisque (&, ...,&4) est une base du dual de a.

Ny est donc une norme sur a.

e Pour montrer la W, -invariance de Ny, prouvons le lemme suivant :

LemMEIIL.2.2. — Pouro € W, fixé, posons pour chaque & € A, :

. ) +
S(x,0) = +1 s1' x>0 sur o-a
-1 si a<0 sur o-a*
(o~ a* est une chambre de Weyl de a). Alors Vo« € Aq, S(,0)o € Ag.q+, et 'applica-
tion A+ —> A, 4+  est bijective.
o — S(o,0)ax
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Preuve du lemme II11.2.2.

* Pour @ € Aq, ilexiste Y € g, Y # 0,telque (H)Y = [H,Y],VH € a;dolien
appliquant l'involution de Cartan T définien .1,
«(H)TY =1 [HY]=[rHT1Y]|=[-HT1Y],
c’est-a-dire
[HT Y] = —a(H)T- Y pourtout H € a.
Comme T-Y # 0, il en résulte que —x € A, et par suite S(o,0)xx € A,. En outre,
S(x,0)ax > 0suro-at, donc S(x,0)x € Ag.q+.

* Pour o, € A+ telles que S(ax,0)ax = S(B,07)B, on ne peut pas avoir « et § de
signes différents sur o~ a™ ; sinon B(H) = —«(H), VH € o-at, douB = —« (puisque
o-a™ est un ouvert non vide de a et 8 sont des formes linéaires sur a), ce qui est impos-
sible compte tenu du fait que o et 8 sont de méme signe (> 0) sur a*. Donc S(&,0) =
S(o,B) et par suite « = B, ce qui prouve I'injectivité.

* Enfin, 'application A+ — A,.,+ étant bijective, on a #A,.,+ = #A,+, ce qui

. a—r oo !
acheve la preuve du lemme. [ |

De retour a la démonstration de la proposition I11.2.1, nous avons pour o € W et
Hega:
No(o-H) = Z my|a(o- H)|
O(E/\“+

= Y mulS(x0)ax(o-H)|

D(G/\“+

Z mS(a,U)a|S(O('0)O((G' H)|

XEN +

(o et S( o, 0) ¢ ayant évidemment les mémes multiplicités)

= >, mv(oH)
VEAs ot
car, d’apres le lemme précédent, A, .+ = {S(x,0)x | & € Ay+}.

Finalement, la bijectivité de A, ,+ — A, + et le fait que m, = m, s pour tout

V— Voo
v € Ag.q+ conduisenta No(o- H) = No(H), ce qui prouve la W,-invariance de Np. |
Remarque I11.2.3. — Pour F € F, la formule de I'entropie volumique établie au
chapitre II peut aussi s'écrire a présent hy (F) = max_[Np(H)], soit encore par W,-
HeBpNa™

invariance de Nj :

hy (F) = max [No(H)]. (1)
HEBy
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Comme melx[ > matx(H)] est compris entre  max { > m,x(x(H)] = hy(F)
HEBp XEN + HeBpnat LaeA +

et max [NO(H)} = hy(F) (ci-dessus), on a également :
HeBF

hy(F) = II{nEaE?(
F

m,XO((H)} . 2)

|: xEA 4+
Nous pouvons énoncer enfin:
TuforiME II1.2.4. — Soit (M,p) un espace riemannien symétrique de type non-

compact. Avec les notations de la proposition précédente, la métrique de Finsler G-
invariante Fy sur M, associée a la boule unité de Ny, minimise la fonctionnelle

o -7:G — R y
hy (F)|"
o )]
VF
avec®(Fy) = 5.
0
Preuve. — Pour F € Fg,ona:

VF = VOl () (BF(xO,_))
= voly(y,) (T,m-Ad(K)Br)
par définition méme de Br etoum: G— M estla projection naturelle (voir I.1 et I.2).
§—8 %o

Or, BF C 8Bp, avec 6 = sup [No(H)] > 0, donc en appliquant les T, o Ad(k)
HEBgp

(k € K) qui sont linéaires de g dans Ty, (M),

T, Ad(K)Br C 8T,m-Ad(K)Bg, -

llenrésulte que vp < " vg,, i.e. ®(Fy) = 5= < W = &(F) puisque la formule
0
(1) de la remarque 111.2.3 entraine que 6 = hy (F) et hy (F) = 1. (]

lll.3. Cas d’égalité et contre-exemple général

La fonctionnelle  sur F étant positivement homogene de degré nul, toutes les
métriques de Finsler AF; (A € RY ) la minimisent. Ce sont en fait les seules, comme nous
allons le voir :
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ProposITION 1I1.3.1. —  Seules les métriques de Finsler AF, (A € R’ ) minimisent
la fonctionnelle ® : F; — R du théoréme III.2.4.

Preuve. — Soit F € Fg telle que ®(F) = ®(F), c'est-a-dire v = 8" v, avec
6 = hy(F), etmontrons que Br = 6Bf, d’'oltl'on tirera F = %FO.

Comme on a toujours Br C 6 Bp,, supposons que Br ; OBF,.

Alors Ad(K)Br ; 6 Ad(K)Bp,, l'inclusion étant stricte, car pour toute boule
convexe B C a,on aAd(K)B N a = B (voir [Pla], p. 19) ; par suite (s'agissant d’ouverts de

p), Ur < 6" vg,. Or, ceci est absurde. [ ]

Contre-exemple finslérien général en rang > 2.

Nous sommes maintenant en mesure de répondre négativement a la conjecture
finslérienne de I'entropie volumique minimale sur tout espace riemannien symétrique de
type non-compact et de rang > 2.

TuforiME I11.3.2. — Soit (M,p) un espace riemannien symétrique de type non-
compact et de rang > 2. Avec les notations du théoreme I11.2.4, on a

hv(Fl) < hv(p) et VOlFl (M/F) = VOlp(M/r)

pour tout sous-groupe discret I de G, co-compact et sans points fixes, ol la métrique de
Finsler F, sur M est définie par :

dét (VR \ /"
BE (ﬂ) Fo.
Up

Preuve.

1/n

* OnaBp = (;Tp) Bp,, d'ou v, = (VUT”) Vg, = Up et par conséquent volp, =
0 0

vol, ; donc volp, (M/T) = vol,(M/T) pour tout sous-groupe discret I’ de G, co-compact et

sans points fixes.

* D’autre part, [hy (F;)]" = (UUTZ) [hy (Fo)]" par définition de Fy, d'ot1 [y (F;)]" <
[hy (p)]" puisque ®(Fy) < ®(p) d’apres le théoreme I11.2.4.

Supposons que hy (F;) = hy(p) ; alors, comme v, = v,, on aurait ®(F;) = &(p),
ce qui entrainerait F/; = Ap (A € R} ) d’apres la proposition II1.3.1. Ainsi F;, donc Fy, serait

riemannienne, ce qui n'est pas possible car la boule By, C a n'est pas euclidienne du fait
que rang(M,p) = dima > 2. |
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Remarques.

a) La condition rang(M,p) > 2 est essentielle pour la construction du contre-
exemple général précédent. Le cas du rang 1 est beaucoup plus délicat et nous verrons
ce qu'on peut en dire au chapitre V.

b) Comme nous I'avions annoncé dans l'introduction, il y a en rang > 2 une nette
distinction entre les métriques de Riemann (voir [B-C-G 3]) et celles de Finsler pour le pro-
bléme du minimum de I’entropie volumique avec normalisation par le volume finslérien
(généralisation naturelle du volume riemannien). Cette différence sera radicale s'il s’avere
— la question reste encore ouverte — que la conjecture de |'entropie volumique minimale
est soluble par I'affirmative pour les métriques de Riemann sur tout espace riemannien
symétrique de type non-compact et de rang > 2 al'instar du rang 1 (voir [B-C-G 2]).
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Chapitre IV

MESURE DE LIOUVILLE
POUR UN ESPACE DE FINSLER
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Utiliser le volume finslérien comme normalisation dans le probléme du mini-
mum de I’entropie volumique est une démarche héritée du cadre riemannien s'imposant
presque d’elle-méme. Mais, nous I'avons dit, cette maniere de procéder n'est pas la seule
possible. En vue du prochain chapitre, nous allons considérer ici, en effet, une autre notion
de volume attachée a une métrique de Finsler : le volume de Liouville. Aprés avoir décrit
explicitement ce dernier, nous montrerons qu'il est de nature différente de celle du volume
finslérien en ce qui concerne la normalisation de 'entropie. Ainsi, cette situation sera a
mettre en contraste avec le cas des métriques de Riemann.

DEriNtTION IV.1. — Soit M une variété différentiable de dimension n > 2, mu-
nie d’'une métrique de Finsler F de classe C*°. On dit que F est strictement convexe si, et
. . déf . . crps .
seulement si, le lagrangien Lr = %Fz est strictement convexe, i.e. la différentielle seconde

o
(Lr(x,-))"(v) par rapport a v est un produit scalaire sur TyM pour tout (x,v) € TM.
Dans tout ce chapitre, nous nous donnons un tel espace finslérien (M, F).

Apres avoir fait quelques rappels, nous allons établir certaines propriétés relatives
a Lr qui nous servirons pour donner une expression de la mesure de Liouville sur le fibré
sphérique S¥ (M) de F.

IV.1. Structure riemannienne induite par F

o .
Onnote p : TM — M la projection canonique, V def Ker(Tp) le fibré vertical
] [e]
au-dessusde TM, Tp : T(TM) — TM étant I'application tangente de p, et

D:T(T(TM)) x (V) —T(V)
(X,Y) — DxY
la connexion verticale de Cartan associée a F (voir [Ab-Pa], p. 26) (pour un fibré vec-
toriel E — B de base B, ['(E) est I'ensemble de ses sections C*°). De plus, soient
Yxp) : TxM — V) lisomorphisme vertical en (x,v) € TM, ou jy: TyM — TM

ur— Tyje-u w— (x,w)
est'inclusion canonique, et 7 € I'(V) le champ de Liouville défini par:

o]

T (x,0) = t(x,) (), Y(x,v) € TM.
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La fibration vectorielle A : T(TM) — V donnée par A(X) e DxJ pour X appartenant
al(T(TM)) estalors telle que H « Ker(A) estun fibré horizontal au-dessus de TM, c’est-

a-dire T(ZI(ZM ) = H @V (somme directe). 1l existe donc un isomorphisme horizontal © :
V — H associé a H (voir [Ab-Pa], p. 9) qui permet de poser :

DEFINITION IV.1.1. — On appelle métrique de Riemann sur ZIO"M induite par F, la
métrique S définie par:V(x,v) € TM,VV,W € V(y,), VH,K € H, ),
D Se(n0) (VW) = (Lr(5 )" (0 (15, (Vg (W)
i) &r(xv) (HK) = Gp(x,v)- (@a}v)(H),G&}v)(K)) ,

ii) Sp(x,v)- (H,V) = 0.

Remarque. — Pour (x,v) € TM, I'isomorphisme vertical ((y, ) : TxM — V() est
une isométrie linéaire pour les produits scalaires (Lp(x,-))" (v) et Sp(x,v) par construc-

tion méme de Gp. Le fait que & doive “vivre” sur ZIO"M provient de la dépendance de
(Lg(x,-))"(v) par rapport a v, celle-ci n'existant pas pour une métrique riemannienne
sur M. Signalons aussi que la connexion verticale de Cartan D n’est pas la connexion de
Levi-Civita associée a &, car on montre que la torsion de D n’est pas identiquement nulle
([Ab-Pa], p. 29).

Parallelement a cette définition, la stricte convexité du lagrangien Lr entraine sa
régularité, c’est-a-dire que la transformation de Legendre

TLe: TM —s T*M
(6 v) — (% (Lr (%)) (V)

e}
est un difféomorphisme local (T* M est le fibré cotangent privé de la section nulle).

o
Par suite, on peut considérer la 1-forme de Liouville o sur TM associée a Lr, image

o
réciproque par 7 Lr de la restriction a T* M de la 1-forme canonique ¢ sur T*M.

Déterminons alors le lien entre & et op :

PROPOSITION IV.1.2. — Pour (x,v) € TM, Y € T(,,)(TM) etV € V,,), ona:

xp(%,0)-Y = 6p(x0) (T (60)t(xu) (TP Y))
et
dop(x,v)- (V,Y) = Sp(x,0)- (Vi) (Tnp Y)) -
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Preuve.

e Par définition, pour g € TYM et Z € T, (T*M), ao(x,q)- Z = q(T(x,qp* Z),
ou p* : T*M — M estla projection canonique.

Il en résulte que

op(x,)- Y = oo (%, (Le (%)) (v)) - Taw) (T Lp)- ¥
= ( ( ))I(V) TTLF (x,v) p Txv (TLF)
= (Lr(x.-))" () T(ouyp- ¥

(carp*y oTLp=p)
IT*M

= (Lr(x.-))"(v)- (uT(xu)p- ¥),
d’apres le théoreme d’Euler et le fait que (Lr(x,-))'(v) est positivement homogene de
degré 1.

e}
e Soient (Q,(xy,...,x,)) une carte locale sur M, centrée en x, et (TQ,(x,...,%n,
]
v, ...,Uy)) la carte locale correspondante sur TM, centrée en (x,v). Avec les conventions
d’Einstein,
0 0
Y=a x,v) + b; xv
"oxi (x:v) o (x:v)

i i
et

0
V= Gy, (x,v), otta;, by ¢; € R (i=1,...,n).
Vi

o]

SiY € I(T(TM)) etV € I'(V) sont des champs de vecteurs tels que :
Y " tbi eV
o o Ci—,
2o aF™ o iTa o

onaY(xv) =Y, V(xv) = Vet [_j o =0
1T

Sachant, d’apres le précédent point, que ar(I'()V)) = {0}, nous avons alors :

docy (5,0)- (V,Y) = (V- (7)) (x.0)

—a-c‘(i o (i))(x v)
~ UGy T ta\ox T

J

Or, toujours d’apres le premier point, V(y,w) € TQ,Vi =1,...,n,

i (0): = (0) = (L)) () Ty 5= ()
= (Le())" (w) aix,.(y)'
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d’otiil résulte que:Vj =1,...,n,

(i.ap . (a%))(x,y) = (LF(x,.))”(y).( 0 x),i(x))

ov; ITQ a_x]

—~

puisque ¢(y,,) (857] (x)) = aa_u, (x,v). Dong, finalement :

dog(x,v)- (V,Y) = Sr(%0): (Vi) (TP V) - =
Fixons-nous maintenant (x,v) € SY(M) (le fibré sphérique de F) et complétons
le vecteur P; def J(xv) € V(x,) €n une base orthonormée (Py,Py,...,Py) de V(xv) Pour

Sr(x,v). En posons Z; def O (x)(Pi) € H(xp) i = 1,...,n), nous avons le:

LEMMEIV.1.3. — (Py,...,Pp,2, ..., Z,) estune base orthonormée de T(y,,(S* (M)
pour Sp(x,v).

Preuve. — La famille (Py,...,Pp,2,...,Zy,) étant orthonormée pour Sg(x,v) par
construction (9, ,) est une isométrie linéaire pour & r(x,v)), il suffit de montrer qu’elle est
tangente a ¥ (M) en (x,v), puisque dim S¥ (M) = 2n— 1. Comme la 2-forme do sur T* M

n

est symplectique (elle s’écrit Y dg; A dx; en coordonnées locales naturelles sur 7* M),il
i=1

en est de méme pour dop sur %M , ce qui permet de définir le gradient symplectique Xr
de Lg par rapport a dor :
ix,dop = —dLp.
Pouri € {2,...,n},onaalors:
Tix,v)Lr- Pi = dog(x,v)- (P Xp(x,0))
= 8r(%0) (Pit(xn)(T(en) P Xe(%,0)))

d’apres la proposition précédente.

Or, T(x, N4 Xr(x,v) = v, car Xp est une équation différentielle du second ordre sur
ZO*M ([Be], p. 26), ce qui conduit a

Tiow) Le+ Pi = Sp(x,v)- (P,Py) = 0.

Sachant que S*(M) = L;;' (), onadonc P; € Ty, (S"(M)),Vi=2,...,n.

D’autre part, le fait d'avoir T ,)Lr- H = 0, VH € H,,) (IAb-Pa], p. 30) entraine
que Z; € T(y,,)(S"(M)) pouri=1,...,n. ]

En notant de la méme maniére S et la métrique qu'elle induit sur S (M), ainsi
que o et sa restriction a S” (M), nous obtenons alors :
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ProposITION [V.1.4. — La (2n—1)-forme de Liouville wp aef ﬁ apA(dop)" !

associée a Lr est une forme volume sur S¥ (M) dont la mesure correspondante |wr| véri-
fie:

|wp| = volg,, .

Preuve. — Soient (x,v) € SF(M) et (Py,...,Pn2,...,Z,) comme dans le lemme
précédent. En vertu de la proposition IV.1.2, onapour i,j = L,...,n: dag(x,v)- (P, Pj) =0
(car Pj € V(y)) et dag(x,v)- (Py,Z;) = ;. Eneffet, ® : )V — H étant horizontale, on a
TP © Oyy) = L(;lv) ([Ab-Pa], p. 6).

Enoutre, ap(x,v)- P; = 0 (car P; € V() et

ap(xv): Z1 = (Lr(x)) (v) 1), (P)
= (Lp(x)) (v)-v
= 2Lp(x,v)
(Lr(x,-) est positivement homogene de degré 2), i.e. ap(x,v)- 73 = 1.
Il s’ensuit que :

or N (d()(p)n_1 (x,v)- (Pg, . .,Pn,Zl, .. .,Zn)

=(-1)"7 Yo ar(xv)- 4[] der(xv) (PogyZog)
oeP({2..,n}) i=2

— ()" (= 1)1 £0, ot P({2...,n})

désigne 'ensemble des permutations de {2,...,n}. Ceci achéve la preuve. ]

IV.2. Expression de la mesure de Liouville associée a F

Afin de pouvoir utiliser |wp|, nous allons en donner une formule ne faisant plus
intervenir ni &, ni & (qui n'aura donc été qu'un intermédiaire de calcul). Pour cela, nous
aurons besoin d’'un lemme préliminaire.

Sur R” (n > 2), on se donne une norme N, C* sur R”\ {0} et strictement convexe,

déf

C'est-a-dire telle que Vv € R"\{0}, (v) = (3N?)"(v) soit un produit scalaire sur R".

On obtient ainsi une métrique riemannienne @ sur R”\ {0} pour laquelle on notera
y € A"(R"\{0}) la forme volume associée a voly, et al'orientation dx; A - - - A dx,, (forme

volume canonique sur R"). Onadonc Vv € R"\{0}, y(v) = /det;..y(@(v))dx; A--- A
dxp, ol (- | -} est le produit scalaire canonique sur R”". Enfin, désignons la boule unité
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ouverte et la sphére unité pour N respectivement par By et Sy (sous-variété C*° de R"),
et considérons 8 € A"~!(Sy) définie par: Vv € Sy, Vuy, ..., un € Ty(Sy),
déf
0v)- (tizs ..., un) = y(v)- (Btiz, ..., un).

Alors :

LemMmE IV.2.1.
a) 0 estune forme volume sur Sy,
b) |6| est la mesure riemannienne de la métrique sur Sy induite par @,

¢) PourR>0etf € CO(R"\{0},R) :

/zeBN\{o}fd|Y| - /oR ( n flevydiel(w)) =" dr.

Preuve.

a) et b) : soient v € Sy et (uy,...,u,) une base orthonormée de T, Sy pour @(v).
Comme (N?)’ est positivement homogene de degré 1 et que T,(Sy) = Ker [(N?)'(v)], on
a:Vie{2,...,n},

(N*)"(0) (ua0)
= SNV () =0,

2

P(v) (pu) =

=N~

Par suite, (v,up,...,u,) est une base orthonormée de R” pour @(v) (sachant que
@(v)- (yv) = N2(v) = 1), dou:

0(v)- (up,...,un) = y(v)- (uy,...,uy)) = £1.

c) :soient¥ : R% x Sy — R"\{0} et dt x 01aforme volume sur R} x Sy définie

(t,v)— tv
en(t,v) € R} x Sy par:

(dr x 0)(t,v)- ((1,0); (O,2); - - -5 (Oup)) =1
pour tous Uy, ..., u, € T,Sy tels que 6(v)- (uy, ...,u,) = 1. Onaalors

Y*(y)(t,v)- ((1,0); (0,u2); - - -5 (O, 1))

oY oY oY
= y(tv)- (E(r,y), ——(60)- i+ 5= (80) u)
= y(tv)- (v; tup; - -5 tuy)

="y (tv) (vuy,...,u,).
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Or,
y(tv) = \/det )y (@(tv))dxy A -+ A dxy
=y(v)
(car (N?)" est positivement homogene de degré nul), donc:
¥ (r) (6v)- (LO); (0,12); -5 (O,un)) = "7,

et par conséquent ¥* (y)(t,v) = t"~!(dt x 0)(t,v). Ceci entraine le résultat puisque, par
ailleurs, |dt x 0| = dr ® |0). |

Revenons a présent a la variété finslérienne (M,F) et introduisons les notations
suivantes en supposant, pour le lemme suivant, M orientée par une forme volume A €
A" (M) :

e A € A"(M) est la forme volume sur M associée a la mesure finslérienne volg
(définieenIl.1) etaA. Onadonc, pour x € M et ey, .. .,e,) une base orthonormée
de TM pour un produit scalaire (+|-) quelconque sur T, M :

Cn
VOl(.‘.)(BF(x,_)) ’

selon que (e, .. .,e,) est directe (+) ou indirecte (—) par rapport a A(x).

Af(x)-(en,...,en) =

e ¢l (x € M) estla métrique de Riemann sur T,,M définie par: Vv € T, M, Vu,w €
.M,
@ (1) (ww) = (Lp(x-))" (v)- (uw).

o VI € AP71(SF(M)) est définie en (x,v) € SF(M) par

6 1
vE (xv) o :i:C— Volg () (Br(x,) )Py A -+ APy,
n

~—

ou (P5,...,P;) est la base duale d'une quelconque base orthonormée (P,,...,P,
de Viy,p) N T(x,1)S* (M) pour S¢(x,v). On a, en effet, dim(Vy, ) N T(x,,)S" (M))

n—1,car Vi) N Tz SF(M) est'orthogonal dans V(xv) pour & (x,v) de Py 4
J (x,v) (d'apres la proposition IV.1.2 et I'égalité ix,dor = —dLp). Le signe dans la

-

définition de v (x,v) est positif si (L(_)C}v) (Py),... ,L(_x’lv) (P,)) est une base directe de

T.M pour A(x), et négatif sinon.
e ps: SF(M) — M estla projection canonique.

Nous avons alors :

LEMME IV.2.2.



Preuve. — Soient (x,v) € SF(M) et (Py,P,,...,Py2,...,Z,) comme dans la pro-
position IV.1.4.

Par choix de v et puisque Tixv)Ps- Pi = T(5)p- Pi =0 (i=2,...,n),ona:
VEAPE AT (xv)- (Poy ..., Pn i, .. Z)

1 1
= (n—1)! 0 Z e(T)vF (xv)- (PT(z),---’PT(n))]
TeP({2...n})
X |: Z E((S)AF()C) . (T(x,v)p' Z5(1), .. "T(x,v)p' Z&(n)):|
s€P({1,...,n})

(€ désigne la signature).
Mais v (x,v) et A¥(x) sont alternées et Z; = ©,,,)(P;) (i = 2,...,n) ; donc il reste :

(VEAPE AT (xv) (Poy ..., PrZa, .. Z)

=V (,0): (Py...,Py) x AP (x)- (L(;}U)(pl),...,L(;}U)(pn))
=1.
En effet, la derniere égalité provient d'une part du fait que les deux facteurs ci-dessus ont
le méme signe qui dépend de la base (l(_xlv) (Py),.. .,L(_xlu) (Pn)) de T, M. De plus, cette base
est orthonormée pour @£ (v), d’ott
C
AP (x)- (rl (P1),..ot"E (P )) S N—
(e) (o) volgr () (Br(x,))
. 1
- VE(x)- (Py,...,Py)

Finalement, la preuve de la proposition IV.1.4 permet de conclure. ]

La variété M étant a nouveau quelconque, ce lemme conduit a la formule d’inté-
gration suivante pour la mesure de Liouville |wp]| :

ProposITION IV.2.3. — Pour toute f € C°(S'(M),R), ona:

1
/ fdlor| = & / < / Flxo) vol(pg(v)(BF(x,,))de(v)> dvolp (),
¥ () n Ju \ sz

ot pour x € M, ol estla mesure riemannienne sur St (M) associée a la métrique induite
par @f sur SE(M).

Preuve.
1" cas. M est orientée par A € A"(M). D’apres la formule d’intégration le long des

fibres et le lemme IV.2.2, nous avons :

Lo o= [ ([ s onio) anico.

X
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ot j3 : SE(M) — SF(M) (x € M) estI'inclusion canonique.

D'autre part, si (x,v) € S¥(M) etsi (P,,...,P,) estune base orthonormée de V. ;)N
Tx,v)S" (M) relativement a G¢(x,v), onapour i = 2,...,n:

0= Gr(xv) (PLPi) (avec P, ¥ 7 (x,v))

= G0 (na (P1)
= (Lr(x,)) (v)- L(;,lv)(Pi) ,
donCL(_)C}U)(Pi) € T,SE(M) = Ker ((Lr(x,)) (v)).

Etant libre, (L(;'lu)(Pg), .. .,L(;'IU)(Pn)) est une base de T, S (M) (dim SE (M) = n —
1), et

U9 () (0)- (1l (P2) 1ot ()
= v (xv) (Py...,Py)

1
= £ volor(y) (Br(x.))

n

1 _ —
= ? VOl(pf(u)(BF(x,-))Yg(v)' (L(x,lv)(Pl ), .. .,L(x’lv)(Pn))

n

(ot yf € A"(T,M) estla forme volume sur T,;M associée a volyr etaA(x))

1 F -1 -1
= ¢ VOlor () (Br(x)0x (v)- (l(x,v) (Pl),---’L(x,v)(Pn))
(ot 0F € A"~1(SE(M)) est définie a partir de y£ comme dans le lemme IV.2.1).

Ainsi, (j3)*(VF)(v) = & volgr(,) (Br(s,.)) 0% (v) - Par suite, puisque 65| = oF
(point b) dulemme IV.2.1) et que |AF| = volg, la proposition est établie dans ce cas.

2° cas. M est non orientable. En utilisant une partition de I'unité sur M dont chaque
ouvert est orientable, on se ramene au 1% cas. [

Remarque IV.2.4. — Lorsque F provient d'une métrique riemannienne g sur M,

onaV(xv) € S§(M), pf(v) = g(x); don Vol () (Br(y,)) = Cy et par suite, nous
retrouvons I'égalité bien connue :

/Sg(M)fd|wg| = /M </S§(M)f(x,v)d0§(v)> dvolg(x).

COROLLAIRE IV.2.5. — Pour toute f € C2(SF(M),R), ona:
[ rad = [ ([ FE ) det (@ 0ot (0) ) avly (),
S8(M) M S8 (Mm)
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o]
ol g est une métrique de Riemann arbitraire sur M et aprés avoir posé pour (x,u) € TM,
déf

f(x,u) = f(x,ﬁ)
Preuve. — Nous avons vu enIIL.1 que

C
dvolg(x) = 2

= —— dvolg(x XEM).
VOlg(x)(BF(x,~)) g( ) ( )

Par ailleurs, on a V(x,v) € S (M),

VOlg () (Br(x,)) = 4/ detg(x) (®% (v)) vOlg 1) (Br(s,)) -

Donc, d’aprés la proposition précédente,

fdewr| = £ (x.0) [dety( (9 (1)) do™ (v) ) dvol ().
/sF(M> /M </sf<M> >

Mais, sachant que @ est positivement homogene de degré nul, le point ¢) dulemme IV.2.1
implique

/SF(M) f(xv)y/detg(y) (E (v))dat (v)

_ % / F(%10)fdety (o) (@ () dvole (u).
Bp(x, )\ {0x}
Ainsi,
1 _
/ f(xv)y/detg( (@F (v))doy (v) = = / f(x,u) ety (@5 (1)) dvoly(y (1)
st (M) " J Br(s o\ q0x3

puisque dvoly,r (u) = y /detg() (@ (1)) dvoly(y)(u), (u € ZIO"XM).

En effectuant alors le changement de variable :

M — TM ,

v

on obtient (proposition II1.1.4) :

Ly Tt @ @)t
B % /Bg(x)\{ox} fxw) (%) ' dety(o) (@’ (w)) dvolyy) (w)
- / F(50) =" (3, 0) ety (F (1)) do® (1) ;

§ (M)

d’ot1 le résultat. [ |
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Montrons maintenant que le lien entre la mesure de Liouville |wr| et la mesure
finslérienne volr n'est pas le méme selon que F est riemannienne ou non. Plus précisé-
ment, nous savons que pour toute métrique de Riemann g sur M et pour tout x € M,
0% (S§(M)) = nC,, dottil découle que |wg|(S8(M)) = nC, volg(M) lorsque volg (M) <
+00 (remarque IV.2.4).

Or, ceci est faux pour une métrique de Finsler quelconque, C* et strictement

convexe, car :

ProrosiTION IV.2.6.

a) Soit N une norme surR?, C* surR*\ {0}, dont la sphére unité Sy est représen-
tée en coordonnées polaires dans la base canonique par une fonctionrayonp : R — R}
6+ p(6)
différentiable et 1t-périodique. En posant ¥ = %, on a: N est strictement convexe si, et
seulement si, V0 € R, ¥(0) + ¥(0) > 0, et dans ce cas

5 N=%(v) det(.|y(@(v))do" 1" (v) = /0 " (¥2(6) — ¥(0)) db,

o1 (- | -) est le produit scalaire canonique sur R? et @ la métrique riemannienne sur
R?\{0} donnée par p(v) = 3(N?)"(v) pour v # 0.

b) SiV6 € R, ¥(6) = 2 + cos? 0, alors la métrique de Finsler F sur R?, invariante
par translation et définie par N (i.e. F(x,v) = N(v), Vx,v € R?), est C*, strictement

convexe, et vérifie :
|wr|(SF(R?/Z3)) # 21w volp(R? /Z7)

(on note encore F la métrique quotient).

Preuve.
a) En désignant par (i,j) la base canonique de R?, e;(6) = cos @i + sin 6] et
e(8) = —sin@i + cosfjpour @ € R, ona N?(e(8)) = ¥2(6), dot en dérivant une
premiere fois par rapporta 9:
1 .
5 (V%) (€1(0)) - ex(6) = ¥(0)¥(0), (%)

soit encore (homogénéité) :

%(NZ)" (e1(0)) - (e1(0),e2(0)) = ¥(0)¥(6). (1)
Par dérivation de (), on a ensuite :

%(Nz)" (e1(0)) - (e2(0),e2(0)) — %(Nz)" (e1(0)) - (e2(0),e1(0)) = ¥*(0) + ¥(0)¥(0)
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ie.

%(Nz)" (e1(6)) - (e2(0),e2(6)) = ¥*(6) + ¥2(6) + ¥(6)¥(0) (2)
puisque )
5 (V)" (e1(0)) - (e1(0),1(0)) = N*(ea(0)) = ¥*(0). (3)
Comme (e;(6),e2(0)) est une base orthonormée pour (- | -), on déduit de (1), (2) et (3)
que:
det(.1 ((e1(6)) = ¥(0)(¥(6) + ¥(6))
et

tr. .y (p(er(0)) = ¥2(0) + ¥2(0) + Y(0)(¥(0) + ¥(0)).

Dire que N est strictement convexe signifie que les valeurs propres de la forme qua-
dratique @(e;(6)) relativement a (- | -) sont> 0 pour tout & € R. Or ici, ceci s'écrit
det(.y(p(er(0)) > 0ettry .y (@(e(0))) > 0, Cest-a-dire ¥(0) + ¥(6) > 0.

Par ailleurs, on a:

Slez(u) det ., (@(v))do1 (v) = /0 "y2(0) det. .y (p(e1(0))) do

= / " ¥(0)(¥(0) + ¥(0)) do

:/0217\1/2(9) d9+/02n\y(9)\'i'(9) dae.

En effectuant ensuite une intégration par parties dans la deuxiéme intégrale et en
tenant compte de la rr-périodicité de ¥, on obtient 1'égalité voulue.

b) Tout d’abord, par un rapide calcul, nous avons:
VOER ¥(0) +¥(0) =1+3sin’0>0;
donc F est strictement convexe. Notons can la métrique riemannienne canonique sur R?

(i.e. associée a (- | -)) ainsi que son quotient sur R? /Z?2. Alors le corollaire IV.2.5 et la Z2-
invariance de can et F entrainent que

|wr|(S*(R2/Z2)) = I- volean(R2/Z2)
avec] = 02"(‘1’2(9) —¥2(0)) dé (point a) ci-dessus).
D’autre part, nous avons :
volp(R?/Z?) = gvolcan(]Rz/Zz) ,

_ 1 p2m

=320 e 90

ouV = V01<_|,>(BN)
Tout revient donc a montrer que

V1421,
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* Calcul de I.

OnaVeo € R,
¥2(0) — ¥2(0) =4+ 5cos 0,

doul = 8w+ %Tr, ie.l= 44—71T.

x Calculde V.

2V _ /ZTT d9 _ 4/”/2 d@
Jo (2+4cos?0)2 " J, (2+cos?6)?’

5 buis x = tg 0)

Ona

) P 1 2
c'est-a-dire (cos” 6 = 1+tg2

1 oo

2 o (3+2x2)2
B 1/+°° dx 1/+°° dx
T4y S4x2 8 (3 + x2)?

—"f
"1 V2 V2

soit
_5m 3
36 V2
Conclusion :
47 5 3 3
Vil=— —m? | > # 21 (\/j ) [
4 36 \/; 7 2 £Q
Remarques.

* La courbure algébrique k() de Sy au point ¢(0) = p(0)e;(6) (6 € R) valant

() = FOYO) +¥(0)
[¥2(0) + ¥2(0)]

on peut réécrire :

N72(v) et ((v))do1" (1) = / k(0)1¢(6) 1% ¥(0) do.

sl

* ] est & noter, bien que nous n'en ayons pas besoin ultérieurement, que nous au-
rions obtenu une proposition similaire en toute dimension en faisant usage des coordon-

nées sphériques.
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Au terme de ce chapitre, il apparait donc que la mesure de Liouville, qui ne présente
pas d’intérét en géométrie riemannienne pour ce qui est de la normalisation de |'entropie
(puisque, rappelons-le, |wg|(S8(M)) = nC, volg(M) pour toute métrique de Riemann g
sur M), offre en revanche de nouvelles perspectives dans le cadre finslérien, comme nous

le verrons par la suite.
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Chapitre V

LE CAS DU RANG 1
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Ce dernier chapitre traite du probleme finslérien du minimum de 'entropie topo-
logique sur les variétés hyperboliques réelles compactes, celles-ci étant les espaces rie-
manniens localement symétriques de rang 1 les plus simples. Ainsi, nous cherchons ici a
donner en quelques sorte un complément a I'étude faite au chapitre III concernant le rang
> 2.

Dans une premiére étape, et tout comme avec I'entropie volumique, nous ferons
une normalisation par le volume finslérien puis, sachant que cela présente un intérét (voir
IV.2), nous utiliserons le volume de Liouville introduit précédemment.

A lintérieur du cadre riemannien, ces deux cas se recoupent et ont été compléte-
ment résolus par A. Katok pour les surfaces ([Kat]) et par G. Besson, G. Courtois et S. Gallot
pour les dimensions supérieures ([B-C-G 2]). En revanche, les méthodes utilisées par ces
auteurs ne s’appliquent plus aux métriques de Finsler, ce qui rend la situation délicate et
laisse encore ouvert en rang 1 le probléme finslérien des minima des entropies volumique
et topologique. Néanmoins, en guise de premiers pas, nous montrons dans ce chapitre que
les métriques hyperboliques sont des points critiques de I'entropie topologique parmi les
métriques de Finsler strictement convexes et ce, que 'on normalise avec le volume finslé-
rien (en toute dimension) ou bien avec le volume de Liouville (en dimension 2).

V.1. Entropie topologique et flots d’Anosov

Dans ce paragraphe, nous rappelons les notions nécessaires pour toute la suite.

DErINITION V.1.1. —  Soient E un espace topologique métrisable, compact, et p =
(¢")ier un flot continue sur E.

Etant donné une distance d induisant la topologie de E, on associe a chaque t > 0
la nouvelle distance d; définie par :
Vx,y € E, di(xy) = max d(@°(x),9°(y)),
0<s<t
et pour § > 0 on note N(t,8) le nombre minimum de boules ouvertes de rayon § relative-
ment a d; qu’il faut pour recouvrir E.

Lentropie topologique du flot @ est alors le nombre positif (fini ou non) :

é 1
hr(p) aef sup (lim sup - log N(t,6)) .

550 N t—too [
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Remarques.

a) Cette définition est indépendante du choix de d et admet plusieurs autres ver-
sions équivalentes (voir [Bo-Ru] et [Bo 1]).

En outre, elle peut se généraliser a un espace topologique compact quelconque et
a une application continue de cet espace dans lui-méme (voir [Smo] et [Wal]).

D’autre part, lorsque E est une variété différentiable et  un flot de classe C!, on
montre que hr (@) est finie ([Szle]).

b) Intuitivement parlant, 'entropie topologique est une estimation de la quantité
asymptotique d'informations dont on a besoin pour connaitre les trajectoires du flot @
avec une certaine précision. Le lecteur intéressé par le lien entre hy(p) et la théorie de
I'information pourra consulter [Ya-Ya], [Bri] et [W-S].

On déduit immédiatement :

ProrosiTION V.1.2.
1) VA E ]R; hT (((p)\t)[e]}g) - |A|hT((p):

ii) Si G est un autre espace topologique métrisable et compact muni d’'un flot
continu¥ = (Y');cg, etsi f : E — G est un homéomorphisme conjuguant @ et ¥ (ie.
f o' =Y o f pourtoutt € R), alors hy(p) = hr(¥) (invariance dynamique de hr).

Considérons dorénavant une variété différentiable compacte V' de dimension > 3.

DEFINITION V.1.3. —  Soit X € ['(TV) un champ de vecteurs C* surV engendrant
le flot @ = (@");cr. On dit que X (ou @) est d’Anosov si, et seulement si, @ est sans points
fixes (i.e. X(x) # Oy, Vx € V) et si pour chaque x € V, il existe des sous-espaces vectoriels
non nuls ES et E¥ de T,V stables par Ty@' pour tout t € R, et qui vérifient :

x TV = RX(x) @ E; ® EY (somme directe continue par rapport a x) ;

x YVt >0,Yv € ES, e

| e @ V]| e (x) < ce llx;

* VYVt >0,VYveEY,

| Te@ ™" vllpr() < ce” ™ l0]lx,

ott||- ||, estlanorme sur T,V (y € V) associée a une métrique riemannienne arbitraire g
surV etc > 1, b > 0 sont des constantes.

Cette propriété ne dépend pas du choix de g (puisque V est compacte) et on notera
A(V) I'ensemble des champs de vecteurs d’Anosov sur V. On a alors :
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THEOREME V.1.4 ([A]).
* A(V) estun ouvertde[(V),

* Le flot géodésique sur le fibré sphérique d’une variété riemannienne compacte,
a courbure sectionnelle partout < 0, est d’Anosov.

Remarque. — La condition de courbure dans le deuxiéme point ci-dessus n'est
pas minimale, comme on pourra s’en rendre compte dans [Eb].

THEOREME V.1.5 (stabilité structurelle) ([L-M-M]). — Soit |—a,a] — A(V) une

A— Xy
perturbation C* (a > 0). En désignant par Hom(V, V) I'espace de homéomorphismes de

V surV etpar oa = (@})cr le flot sur V engendré par X, (A € |—a,al), il existee € ]0,a]
et une application continue
]—&&[ — Hom(V,V) x C°(V,R)
A (03 tr)
tels que:

x1) Qg =idy etug =1,

x2) VA € |—g¢[, Vx € V, un(x) > 0 et 'application R — V est de classe C,
t— 0 (gg(x))
*3) |—ge[xV — TV est continue,

e CCT AT

x4) VA € |—ge[Vx €V,

d

— O (@g(x)) = ta(x) X (6a(x)) -

dt |[:0
CoroLLAIRE V.1.6. — Avec les notations précédentes, on a: VA € |—¢ge[,Vx € V,

VieR,
"up (3 (1)) ds
or( () = o " (03(2)).

Preuve. — En remplagant x par @§(x) (s € R) dans le 4° point du théoréme de

stabilité structurelle, on obtient :

%|H"A(‘P5(X>> = ur (@5(x)) % (0r (@5 (1)),

1
ce qui montre que pour x € V etA € |—¢g¢] fixés, la courbe R Sy est so-
t— O (@p(%))
lution de I'équation différentielle non-autonome du 1% ordre sur V: ¢ = Z,(0) avec
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q
(]
A
Il
)

A(x) pour condition initiale et ot Z; € T(TV) (¢ € R) est défini par Z;(y) =
ur (@g(x))Xa(v), Vy € V.

. c!
O, RxV—TV est continue et la courbe R — V .

(6y) — (W Z:()) ts o WD g )

vérifie aussi 'équation différentielle ci-dessus avec la méme condition initiale ; d’'ot11'éga-
lité des deux solutions. ]

Remarque. — Pour chaque A € ]—¢,¢[, 'homéomorphisme 0, : V — V envoie
ainsi toute orbite de @ sur une orbite de @, et u) indique comment il faut changer de
temps pour parcourir ces orbites a vitesses égales.

Voici a présent les deux principales conséquences de la stabilité structurelle sur
I'entropie topologique des flots d’Anosov, les hypotheses et notations étant toujours celles
du théoreme V.1.5:

ConsEQUENCE V.1.7 ([K-K-W]). — Lapplication |—¢&,e[ — R est continue.
A—> hT((p;\)

Elle entraine a son tour :

ConsEQUENCE V.1.8 ([K-K-W]). — Lapplication ]—g¢e[ — (C°(M,R))’ est conti-

A — my,
nue, ou my, estla mesure de Bowen-Margulis associée a @, (i.e. 'unique mesure de proba-

bilité @, -invariante sur V telle que hr(@a) = h,, (pa) (entropie mesurée)).

Pour terminer, rappelons un résultat indépendant de la stabilité structurelle et qui
exige la définition suivante :

DErInNITION V.1.9 ([K-K-W]). — Soient Q un espace topologique compact muni
d’'une mesure de probabilité y et p = (@'),cr un flot continu sur Q pour lequel on note
O(p) C P(Q) I'ensemble des orbites. Pour§ > 0, f € C°(Q,R) etT € O(p) fermée dont
la période est T > 0, on dit que T est (8, f)-uniformément répartie par rapport a u si, et
seulement si:

‘%/OTf(QDS(X)) ds—/Qfdu‘ <s,

oux € I est quelconque.

Pour chaque ¢ > 0, on désignera alors par ‘pP‘(fs’f ) (t) le nombre d’orbites fermées

de @ dont Ia période est dans ]0,¢] et qui sont (6, f)-uniformément réparties par rapport a
. Aussi, PP(t) serale nombre de toutes les orbites fermées de @ dont la période est dans
10,7].
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ProposiTiON V.1.10 ([Bo 2] et [K-K-W]). — Etant donné X € A(V) de flot =
(@")ier,0na:
1
A, 1 o _
i) tgrlloo . log® P(t) = hr(@),
ii) Pour toute mesure de probabilité u sur V, invariante par @ et telle que @ soit -
ergodique:

1
liminf = log ®P>") (£) > (@), ¥6 >0, Vf € C°(V,R).
t—+oo

De plus, si u est la mesure de Bowen-Margulis associée a @, alors il y a égalité (le
deuxiéme membre valant dans ce cas hy(@)).

V.2. Dérivée de I'entropie topologique
pour les métriques de Finsler

Position du probleme.

Soit M une variété différentiable compacte munie d'une métrique riemannienne
g a courbure sectionnelle partout strictement négative. En désignant par S°(M) le fi-
bré sphérique de gy et par F* l'ensemble des métriques de Finsler C*° et strictement
convexes sur M, on se fixe une perturbation C* de gy dans F T, c’est-a-dire une appli-
cation |—a,al — F* (a > 0) telle que Fy = Fy, et]—a,a] — C>(S°(M),R) soit C*°.
A— Fy A — Farso(u)

Pour chaque A € |—a,al, soient alors:

£, la fonction longueur associée a Fj et s'appliquant aux chemins [0,1] — M de
classe C' par morceaux,

e S'(M) le fibré sphérique de Fj,

F,

o
e a) € A(TM) la 1-forme de Liouville associée au lagrangien L, = %

e Yy € I(T(TM)) le gradient symplectique de L, par rapport a doy (iy,doy =
—dLy), dont la restriction a S* (M) sera notée de la méme facon,

o ¥, = (Y!):er le flot sur S* (M) engendré par Y3 (flot géodésique de Fy).

Ceci étant, nous allons prouver dans cette section la dérivabilité en A = 0 de I'appli-

cation h: |—ag,a[ — R et établir une formule pour 4%(0) qui nous servira

A— h(A) € hp ()
au prochain paragraphe.
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On obtiendra ainsi une généralisation de I'expression de la dérivée de I'entropie
topologique donnée dans [K-K-W] pour les métriques de Riemann. Par ailleurs, notre for-
mule sera une particularisation finslérienne d'un calcul effectué dans [Po] pour les flots
d’Anosov.

Avant de poursuivre, remarquons que pour A € |—a,al, la variété S*(M) sup-
portant le flot ¥,, dont on veut étudier I'entropie topologique h(A), varie avec A ; com-
mencons donc par tout ramener sur S°(M). Pour cela, considérons le difféomorphisme
®) 0 SM(M) — S°(M) et notons X € ['(TS°(M)) 'image de Y par ®,. Ce der-

(ov) = b )
nier est alors une conjugaison entre ¥, et le flot p = (@ ):er sur S°(M) engendré par
Xp, d’otil s’ensuit que #(A) = hr(@a) (proposition V.1.2).

D’autre part, sachant que X, = Y, € A(S°(M)) et d’apres le théoreme V.1.4
avec V = S°(M), on peut supposer (quitte a diminuer a > 0) que VA € ]—a,a], X, €
A(S°(M)) , ce qui conduit a envisager la C* perturbation |—a,a] — A(S°(M)) . La pro-

A— Xy
priété de stabilité structurelle s’appliquant par conséquent, nous utiliserons, pour cette

perturbation et dans toute la suite de ce paragraphe, les notations du théoréme V.1.5 dans
lequel V = S°(M). Montrons maintenant la:

PrOPOSITION V.2.1. — SoientA € |—¢¢[ etC une classe d’homotopie libre et conti-
nue delacets [0,1] — M jamais constants.

]
Alors il existe une unique géodésiquey : R — M pour Fy (i.e. (y,y) : R — TM est
e}
une courbe intégrale de Yy € T(T(TM))) qui vérifie:

y(0) = ¥(1), 7(0) = ¥(1) et yjo1 € C;

l'unicité s’entendant a composition par R — R prés (¢ € R*, d € R). En outre, y
. t—ct+d
est caractérisée par :

£x(¥10,1]) = inf {€a(0) | o € C de classe C' par morceaux} .

Preuve.

* Existence et minimisation de la longueur. Pour F € F T quelconque, il est fa-
cile de voir qu’elle admet une géodésique fermée R — M qui est 1-périodique et telle
que sa restriction a [0,1] minimise £ sur C. 1l suffit, en effet, de calquer la démonstration
sur celle qui est faite dans [Di], p. 368, pour une métrique riemannienne puisque seules
interviennent la compacité de M et la notion de longueur.
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* Unicité. Donnons-nous Yo, y1 : R — M des géodésiques fermées pour Fy, qui
sont 1-périodiques et telles que leurs restrictions a [0,1] soient dans C.

Il existe donc H : [0,1] x R — M continue telle que V(s,¢) € [0,1] X R:
H(0,1) = yo(t)
H(Lt) = y1(2)
H(st+1)=H(s1t).
Notons:
To © F(v0(0),%0(0)) = Fa(vo(1).30(1)), Vi € R,

déf . .
n = Fx(y1(0),71(0)) = Ea(y1(£).31 (1)), YVt € R,
ogo:R— M eto;:R— M . CommeTy>0etTy>0,0na(l—s)Tp+sTy #0
t— yo(4) t— (%)

) def
pour s € [0,1], ce qui permet de poser Ty = (I_ST)O%

Lapplication G: [0,1] x R — M est alors une homotopie conti-
(s.0) — G(s.1) € H(s, L)
nue de 0y a o vérifiant: G(s,t + Ts) = G(s,t), V(s,t) € [0,1] x R . Par ailleurs, (c,09)
et (01,01) étant des courbes intégrales du flot géodésique ¥a de Fp (sur S*(M)), & o
(00,00) et &, o (01,07) sont des courbes intégrales du flot g, (sur S°(M)) qui sont Ty et
T, -périodiques respectivement.

Définissons encore :

def ,_
0 = 05 (@a(00(0),
1

0 )) € (M),
déf .
£1'S 0, (@1 (01(0),01(0) € (M),
Hp: [0,1] x R — S°(M) et H : [0,1] x R — S°(M)
(s2) — @4, (02 (o)) (s2) — @, (01 (1))
Puisque I'application R — R est bijective, il existe un unique réel Ry > 0
te— [ un(®h(Eo))dr
telque Ty = fORO ur (@4 (%0))dr; d’otil découle que:
0 (90" (80)) = @3 (62 (%0))

= @(01(%)) (Ty-périodicité)

00(0
01

= 0r(%0),
c’est-a-dire
®y° (%) = &
Si, pour s € [0,1], on note T9 - ORO usx (pf(%0)) dr > 0, on aalors:
0
P (01 (80)) = 05 (0" (0))

= 95)\(50) ’
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ce qui conduit a:
Hy(s,t +1°) = Hy(s,t), Vt € R.
De la méme maniére, on montre que
Hi(st+7;) = Hi(st), Vt € R, Vs € [0,1],

1 déf

R
2 [T ua@iE) arso,
0

avec R; > 0 définipar T, = fORl ur(ph(&1)) dr.

Par suite, 17 : SO(M) — M étant la projection canonique, Jy def 1T o Hj est une
homotopie continue de [ R — M aoytelle que:V(st) € [01] X R,
t— 1(Hop(0,2))

Jo(s,t + TS) = Jo(s,1).

De fagon analogue, J; def 1T o H; est une homotopie continuede [ R — M a
t— 1t(H(0,1))
o1 qui vérifie: V(s,7) € [0,1] x R,
A(st+Th) = N(st).
Considérons a présent les applications :
Xo: R— M et X1 : R— M ;

t — (Hp(0,75¢1)) t — (H(0,711))
ce sont des géodésiques fermées pour gy qui sont 1-périodiques. En outre, I : [0,1] x R —
M définie par:Vr € R,

1
I(s,t) = Jo(3s,T5,t) pour s € [Og]

I(st) = G(3s — 1, Ty5_1 1) pour s € |

]

’

W~
Wil

et
1 2
I(s,t) = 11(3 — 35,73 _5,t) pour s € [51]
est une homotopie continue de xp a x1, avec: V(s,¢) € [0,1] x R,
I(st+1)=I(s1).
Ainsi, Ijo,1]x[0,1] €St une homotopie libre et continue de lacets joignant Xo (1 @ X1o,1)-

Sachant que les restrictions de xo et x1 4 [0,1] ne sont pas dans une classe d’homo-
topie libre et continue de lacets [0,1] — M contenant un point (sans quoi il en serait de
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meéme pour y et y; par 'intermédiaire de J, et /;), il résulte alors de la stricte négativité de
la courbure sectionnelle de gy qu'il existe A € R* et B € R tels que:

x1(t) = xo(Ar + B), Vt € R ([Kli], p. 357)..

Par conséquent, nous avons pour tout ¢t € R:

! O(At+B
(+) (&) = o (&),
d’ou1 en appliquant 6, :

I w(epE)dr

P (#(01(0),61(0)))

A L (@ (Eo))dr
=<mf° PR (@0 (00(0),60(0))) -

Or,
T5(At+B) B T5(At+B)
[ w@inar= [ uienars [ n@iE)ar,
0 0 B
le deuxieme terme de la somme étant égal a
04 Tyt 0 1
T2 up (@go (Ao/mi+5) (50)) dv

1
T Jo

(en faisant r = 79 (Av/T} + B)), soit encore, d’apres (x) ci-dessus:

204 [TI
- [ nl(@f(E) dv.
1 0
déf 9a déf B

En posantalors C = -, D = [ ur(®y(&0)) dr et en remarquant que la fonction
1

R— R 1 est surjective, on obtient: V¢ € R,
t
t— 0"'1 u)\((p{)(fl)) dr

P (92 (01(0),01(0)) = PP (@2(00(0),60(0))),
et par suite, en projetant sur M :
o1(t) = oo(Ct + D),
C’est-a-dire :yl(Til) = yo(T%t + %)
Finalement, V¢ € R,

y1(t) = yo(ct + d)

déf p

deéf .1 1€
avecc = C #0etd = o

Remarque. — Si la perturbation de gy avait été riemannienne, cette proposition
aurait été immédiate puisque 'argument de stricte négativité de la courbure sectionnelle
de g que nous avons invoqué dans la preuve aurait pu étre directement utilisé avec F).
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Pour A € ]—¢e¢[, désignons par m, (resp. pa) la mesure de Bowen-Margulis sur
S%(M) (resp. S*(M)) associée au flot d’Anosov @, (resp. ¥;) ; on a donc (&, ).px = ma. De
ce qui précede, nous déduisons alors :

COROLLAIRE V2.2. — VA € |—¢¢],

h0) h(A) < h(0) / L am,.

st(M) Fyxdmg — so(ar) Fa

Preuve. — Soient I € O(Y)) fermée dont la période est T > 0, E €T et C la classe

d’homotopie libre et continue de lacets a laquelle appartient o : [0,1] — M
t— (YL (%))

En vertu de la proposition ci-dessus, il existe une unique géodésique (a paramétri-
sation pres) y : R — M pour F, qui est 1-périodique et telle que sa restriction a [0,1] soit
dans C. Si T est la période de y, on a (y(0),13(0)) € S*(M) et I'orbite pour ¥, passant
par ce point est évidemment fermée, sa période valant T. Nous avons ainsi une application
de I'ensemble des orbites fermées pour ¥ dans celui des orbites fermées pour ¥, qui, a

nouveau d’apres la proposition V.2.1, est injective.

Par ailleurs, la propriété de minimisation dans la proposition précédente entraine
que £x(y(,1)) < £a(0), c'est-a-dire

r< [ AE) as.

Notons f; la restriction de Fy a S°(M) et donnons-nous & > 0. Alors, lorsque T est (8, f3)-
uniformément répartie par rapport a pyp = mgp,ona:

1" ¢
! / F(¥3(8)) ds < b(6) & (5.+ / Fydm) >0,
T Jo SO(M)

et par suite: T < b(6)T.

En définitive, on peut associer de maniere injective a toute orbite fermée pour ¥,
de période T et (8, fa )-uniformément répartie par rapport a my, une orbite fermée pour ¥
de période < b(8)T. Ceci s’écrit donc (définition V.1.9) :

vop{3I) (1) < Vp(b(8)T),

1 log “\P(b(5) T
liminf  log "P®/) (1) < b(5) tim 28 L))
T—+too T T—+o0 b(&)T

i.e. (proposition V.1.10)
h(0) < b(8)h(A).
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Puisque c’est vrai pour tout § > 0, on obtient :
n(0) < h(A) / Fydms.
S0(n)
De la méme maniere, en échangeant les roles de A et 0, on aboutit a:
hA) < h(O)/ Fydpa .
SH(M)
Or,
/ Fodor = | R (x.0))dma(x0)
S (M) S0 (M)

avec, pour (x,v) € S°(M), Fo(®; ' (x,v)) = ﬁ, ce qui achéve la preuve. ]
Remarque. — Ce corollaire est une extension finslérienne d'un point déja utilisé

pour le cadre riemannien dans [K-K-W].

Nous pouvons en fin de compte passer a la formule de la dérivée de I'entropie to-

pologique :
THEOREME V.2.3. — Lapplication h : |—a,al — R est dérivable en 0, avec:
A— h(A)

dh 0F
ah 0y = ~n(o) / OB .
dA so(m) OA |)\:0

Preuve. — Nous avons d’apres le corollaire précédent : VA € |—¢ge[, A # 0,

h(0) { 1 1 ] < h(A) — h(0)

A fSO(M) F) dl’l’lo fSO(M) F dl’l’lo - A

1/1 1
< (= -= .
< h(0) /SO(M) A (F;\ F(]) dm

* Lorsque A — 0, le premier membre de cette double inégalité tend vers:

d 1 0 F)
h(0)— — | = —h(0 — dmy .
( )d)\|Ao[fSO(M) Fy dmo} ( )/SO(M) oA |}\:0 0

* D’autre part, lorsque A — 0, la fonction h(0) + (F—IA - FLo) : S°(M) — R converge
LY
0A |)\:0

que VA € ]—65,8[,A # 0, on ait sur S°(M) :

h(o)l(i_i) <2_h(0)aﬂ ,
A\F, F/ — oA |)\=0

uniformément sur S°(M) vers —h(0) . En fixant n > 0, il existe donc 6 € ]0,¢] tel



d’ou en intégrant par rapport a m, :

1/1 1 n 0F
h(0 = ——=)dmy < =-nh(0 —_— dm, .
( )AO(M) )\(F)\ Fo) = 2 ( )AO(M) oA |A:0 i

Or, l'application ]—a,a[ — (C°(S°(M),R))’ est continue en 0 (conséquence V.1.8) ; par

A—> my
suite, il existe B € ]0,6] tel que: VA € |—B,B,A #0,

OF oF
_h(o)/ A am < g - h(O)/ A dm,
N N

0(M) H|A:0 0(M) HP\:O 0

avec en outre (premier point x ci-dessus)

e h(o)/s OF, dmo < h(0) [ 1 1 ] .

o(m) H|A:O A fSO(M) Fxdmy fSO(M) Fydmy

Conclusion :

VA € ]-BB[A#DO,
—n— ]’1(0)/5 0F\ dmygy < M <n-— h(o)/ aﬂ dmyg,

O(M) ﬁ|)\:0 SO(M) oA |)\:0

d’ot1 le résultat. [ |

V.3. Caracteres critiques du rang 1

Comme annoncé au début de ce chapitre, nous allons prouver dans le présent pa-
ragraphe que les métriques hyperboliques sont des points critiques de I'entropie topolo-
gique parmi les métriques de Finsler strictement convexes, aussi bien vis-a-vis de la me-
sure finslérienne que de la mesure de Liouville. Aussi, rappelons la réponse qui a été don-
née au probleme de I'entropie minimale dans le cadre riemannien :

TaforeME V.3.1 ([Kat], [B-C-G 2]). — Soit M une variété différentiable compacte,
munie d’'une métrique riemannienne g, localement symétrique de rang 1. Alors pour toute
métrique de Riemann g sur M telle que volg(M) = volg (M), ona:

hv(g) > hv(g)-
En outre, il y a égalité si, et seulement si :
i) g esta courbure sectionnelle constante strictement négative lorsque dimM = 2,

ii) g estisométrique a gy lorsque dimM > 3.
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Il est a noter que I'inégalité ci-dessus entraine celle avec les entropies topologiques
des flots géodésiques correspondants en vertu du résultat bien connu suivant :

ProrosiTiON V.3.2 ([Din], [Man]). — Pour g métrique riemannienne sur une va-
riété compacte :

hv(g) < hr(flot géodésique de g),

avec égalité lorsque g est a courbure sectionnelle strictement négative.

Avant de poursuivre, commencons par justifier le choix des normalisations que
nous utiliserons :

ProrosITION V.3.3. — Soit M une variété différentiable compacte de dimension
n>2.

Pour chaque métrique de Finsler F sur M, de classe C*™ et strictement convexe, on
note @r = (p%)er le flot géodésique de F sur ST (M). Alors, pour tout § > 0:

i) [hr(@sF)]" volsr (M) = [hr(@r)]" volp(M),

i) [hr(@sr)]"|wse|(S°F (M) = [hr(®r)]"|wr|(SF(M)), ot volr et wr désignent
respectivement la mesure finslérienne et la forme volume de Liouville associées a F.

Preuve.

Le difféomorphisme S°F (M) —» SF(M) conjuguant les flots @sr et (@%°)er, il

(x,v) — (x,6v)
résulte que ceux-ci ont méme entropie topologique ; donc, d’apres le point i) de la propo-

sition V.1.2, hT((péF) = %hT((PF)-
D’autre part, la proposition IIL.1.5 fournit volsr (M) = " volg(M) .

Enfin, la formule établie pour |wr| dans le corollaire IV.2.5 conduit a:

|wsr| (57 (M) = 6"|wp|(S" (M) u

Dans ce qui suit, on se donne, comme tout a I'heure, une variété compacte M de
dimension n > 2 et une C* perturbation |—a,a] — F 1, mais en prenant désormais

A— Fy
pour g une métrique de Riemann hyperbolique réelle (courbure sectionnelle = —1). De

plus, nous garderons les notations du précédent paragraphe, en ajoutant que pour A €
]—a,a[ la mesure finslérienne sur M et la forme volume de Liouville sur S*(M) associées a
F), seront notées vol, et w, respectivement.
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Normalisation par le volume finslérien.

THEOREME V.3.4. — SiVA € |—a,a], vol\ (M) = voly(M), alors :

dh
—(0)=0
- (0

Preuve. — Pour A € |—a,al, nous avons d’apres la proposition I11.1.5 :

nCy,
vol (M) /M e dvoly(x) avec Vx € M,

Aﬁ<x>%§u/’ Fy " (x,0)do® (v)
S (m)

d’ou en dérivant en A = 0 et en tenant compte de 'hypothése :

)
_ o) o[ _oh
0= nCn/M—W dvoly(x) ie 0= /M—a—A|A=0(x) dvoly(x)

car fo = nC,.

Or,pourx € M,
o)) / 0F)
_J4 — _ 4 v)d 80 ,
oA |A:0(x) " so(m) OA |A:0(x v)dod (V)

2
donc:0 = fq a—?‘|)\:0d|wo|.

Comme gy est hyperbolique, on a my = (la mesure de Bowen-Margulis

ol
nCp volg, (M)
du flot géodésique de g est égale a la mesure de Liouville normalisée associée a g), et par

suite le théoreme V.2.3 permet de conclure. [ |

Remarque. — Ce résultat généralise celui obtenu dans [K-K-W] pour les mé-
triques riemanniennes.

Normalisation par le volume de Liouville.

PROPOSITION V.3.5. — SiVA € |—a,al, |wa|(S*(M)) = |wo|(S°(M)), alors :

dh d 1
—(0) =6, — d —(F2(x,-))"(v) | d|wo|(x,v),
) /SO(M) A |a=0 Cla) [2( 1) (”)] ol (e)

déf 1—-n
aVeC(Sn = ngg(]w) <0.

Preuve. — Pour A € |—a,a[, nous avons d’apres le corollaire IV.2.5:

nl(S'00) = [ F ) detg [5G (0] el (50,
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d’ot1 en dérivant en A = 0 avec la normalisation :

o0F 1 0 1
[ S el = [ ety [3 (B ()" ()] dlen](0).

0(M) H|A:O n Jso(m) ﬁ|)\:0
. 3 A _ o] . . N
Mais, gy étant hyperbolique, my = WIZO(M) et h(0) = n — 1, ce qui acheve la preuve
grace au théoréme V.2.3. |
THEOREME V.3.6. — Lorsque M est une surface et si VA € |—a,al, |wa|(S*(M)) =
|wo|(S°(M)), alors :
dh
—(0) =0.
- (0

Preuve. — Posons VA € |—a,a[,Vx € M,
déf —2 L. o " £
L) € [ ET () dety o |5 (F ()" ()] do® (),
Y(m)

et fixons-nous un ouvert de carte admissible Q2 dans M, sur lequel on considére deux

champs de vecteurs X;, X, € I'(TQ) orthonormés pour gy. Définissons ensuite le champ
de vecteurs paramétré X : R x Q — TQ par X(6,x) & cos 0X1(x) + sin 0X2(x), V(6,x) €
R x Q, puis y(A,0) o F\(x,X(6,x)) pour tout A € |—a,al.

En vertu de la proposition IV.2.6.a), nous avons alors pour x € Q:
21 21 a 2
La(x) :/ (y:(1,0))? de—/ (—yx()\,e)) do.

D’otien dérivantenA = 0:

0L

21
0
—_— Xx) = 2y.(0,0) — A,0)do
SENICEY RS

/znza 00> 2 .(an0)do
o 907" o hooa !

c'est-a-dire, puisque y,(0,0) = 1,V0 € R:

ILx T 9
—_— x) =2 — A0)do
oA |)\:0( ) /0 a)\|2\:oyx( )

:2/3 OB (x0) do®(v).

) 2 a0

Comme Q est arbitraire, il vient :

oL 0F,
vrem EA () :2/ OB () do® ().
oA |A:0 so(ar) OA |A:0
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Par conséquent (corollaire IV.2.5) :

T Jenlston) = [ 9L

0T @ o v A aso

0F)
so(m) 0A |)\=0

ce qui entraine (g étant hyperbolique) d’apres le théoreme V.2.3:

dh

(x) dvoly(x)

0
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PERSPECTIVES

11 ne s’agit pas de donner ici une conclusion au travail qui précede — beaucoup
s’en faut —, mais plutot de voir en celui-ci une source de nouvelles pistes a creuser dans le
domaine encore trop peu exploré de la géométrie finslérienne.

En effet, plusieurs questions surgissent naturellement et tout d’abord celles rela-
tives a la situation en rang 1 (la plus délicate), telles que par exemple :

e Que peut-on dire de |'entropie volumique apres normalisation par le volume fins-
lérien d’'une part et le volume de Liouville d’autre part? Il devrait étre assez facile de mon-
trer dans les deux cas qu’elle admet déja un minimum global en s’inspirant de la méthode
de calibration développée dans [B-C-G 2].

e Soit, sur une variété compacte M, une métrique riemannienne g, a courbure sec-
tionnelle strictement négative telle que, pour toutes ses perturbations a travers des mé-
triques de Finsler strictement convexes sur M normalisées par le volume de Liouville, elle
est un point critique de I'entropie topologique. Peut-on dire que la mesure de Bowen-
Margulis associée a gy est égale a sa mesure de Liouville normalisée ? Et en projection sur
M? (Cette question nous a été posée par E Ledrappier.)

Par ailleurs, en ce qui concerne le rang > 2, on peut se demander :

e Quel est le minimum (s'il existe!) de 'entropie volumique dans I'ensemble de
toutes les métriques de Finsler (et pas seulement G-invariantes) ?

e Qu’en est-t-il de I'entropie volumique lorsqu’on normalise avec la mesure de
Liouville, celle-ci étant a définir pour une métrique finslérienne quelconque “en passant
convenablement a la limite” la mesure de Liouville associée a une métrique de Finsler C*
et strictement convexe? (D’apres une suggestion de Y. Colin de Verdiere.)

Enfin, il serait intéressant de considérer le probleme de I'’entropie minimale dans
un cadre plus vaste que celui des métriques de Finsler, en essayant de 'appliquer a des
lagrangiens (ou hamiltoniens) assez généraux ou encore aux espaces de longueurs.
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