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IntrodutionLe domaine des automorphismes de l'anneau de polyn�mes A[y1, · · · , yn]est très vaste et reelle de nombreux problèmes ouverts d'autant plus in-téressants que leur énoné paraît simple et naturel. Certains d'entre euxreposent sur la reonnaissane des polyn�mes qui ont la propriété d'être uneomposante de l'un de es automorphismes, on les appelle des variables; 'est-à-dire que les variables sont, à automorphisme près, équivalentes à y1.Au-delà de ette dé�nition, omment peut-on reonnaître es variables et enonstruire de nouvelles?On tente d'apporter des réponses à ette question dans ette thèse qui se di-vise en trois parties: les deux premières visent à dérire les automorphismes(I) et variables (II) sous ertains points de vue et à en dé�nir de nouveauxen généralisant la onstrution de Nagata, la troisième partie est un artileen anglais o-érit ave MM. Kaliman et Zaidenberg (prépublié à l'InstitutFourier) qui s'attaque à la reti�abilité (ou linéarisabilité) des hypersurfaesayliques de C4 d'équation f(x, y)u + g(x, y, z). Bien que la onlusion es-pérée de et artile n'ait pas été atteinte, il onstitue un hamp d'appliationtrès intéressant des résultats obtenus sur les variables.On pro�te de ette introdution pour donner, d'abord, un résumé del'artile que l'on déompose, ii, en quatre théorèmes prinipaux: 0.4, 0.6,0.9 et 0.10, puis, en partant de e dernier théorème, on présente les prinipauxrésultats obtenus par l'auteur.L'artile s'intitule �Simple birational extensions of the polynomial ring
C[3]� soit �Extensions birationnelles simples de l'anneau de polyn�mes C[3]�e qui désigne l'algèbre C[x, y, z][ g

f
] des fontions régulières sur l'hypersurfaede C4

x,y,z,u d'équation f(x, y, z)u + g(x, y, z) = 0. On se restreindra en réalitéau as partiuliers où f(x, y, z) = f(x, y, 0) ∈ C[x, y].Avant de s'y intéresser rappelons que, dans [KZ99℄, S. Kaliman et M.Zaidenberg ont amélioré un résultat de Russell-Sathaye (Th.5.6) en montrantqu'une hypersurfae lisse et irrédutible X de C3 d'équation p = f(x, y)u +
g(x, y) = 0 est reti�able (i.e. p est une variable) et don isomorphe à C2 siet seulement si elle est aylique 'est-à-dire que son homologie réduite estnulle: H̃∗(X) := H̃∗(X; Z) = 0.On sait déjà qu'un résultat semblable n'est plus vrai dans C4 puisque laubique de Russell: x2u + x + y2 + z3 ⊂ C4 est un C3 exotique 'est-à-direqu'elle est di�éomorphe à R6 mais pas isomorphe à C3.7



Dans un premier temps et artile étudie don les hypersurfaes lisses,irrédutibles et ayliques de C4 dé�nies par:
X = p−1(0) où p = f(x, y)u + g(x, y, z) ∈ C[x, y, z, u]et donne une desription préise de la forme de p lorsque X est isomorphe à

C3 ou, au ontraire, un C3 exotique.En fait, la philosophie de l'artile est de donner, à haque pas, les résultatsles plus généraux possibles qui s'appliquent, bien sûr, au as partiulier où
X : f(x, y)u + g(x, y, z) = 0.Les premiers résultats onernent l'ayliité de ertaines modi�ationsa�nes.On rappelle qu'un espae topologique E est dit aylique si son homologieréduite est nulle: H̃i(E; Z) = 0, ∀i ∈ N.Avant de �resserrer� les hypothèses sur e qui nous intéresse on se plaed'abord dans une situation générale:Hypothèses et définitions 0.1. � Soit Y une variété a�ne, om-plexe, irrédutible et réduite, A := C[Y ] l'algèbre des fontions régulièressur Y , I ⊆ A un idéal non-trivial et f ∈ I \ {0}. La modi�ation a�ne dela variété Y le long du diviseur Df = f ∗(0) de entre I est la variété a�ne
X = spec A′, où A′ := A[I/f ] = {a′ = ak/f

k|ak ∈ Ik} ⊆ FracA . L'inlusion
A →֒ A′ orrespond à un morphisme birationnel σ : X → Y de diviseur ex-eptionnel E = σ−1(D) = (f ◦σ)−1(0) ⊆ X, où D := supp Df . La restrition
σ|(X\E) : X\E → Y \D est un isomorphisme.Soit D =

⋃n
i=1 Di resp. E =

⋃n′

i=1 Ei la déomposition en omposantesirrédutibles qu'on suppose être des diviseurs de Cartier. On appelle matriede multipliité de σ la matrie
Mσ = (mij) ∈ M(n× n′; Z) où σ∗(Di) =

n′∑

j=1

mijEj , i = 1, . . . , n .Remarquons que, lairement, mij > 0⇔ σ(Ej) ⊂ Di.Proposition 0.2. � Ave les hypothèses et dé�nitions 0.1, si X et Ysont lisses et A′ et A fatoriels (en partiulier si X et Y sont ayliques) alors(a) n = n′ et la matrie Mσ est unimodulaire.Si de plus, Mσ est une matrie triangulaire supérieure unipotente alors8



(b) σ∗ : π1(X)→ π1(Y ) est un isomorphisme.() X est ontratible si et seulement si Y l'est.(d) ([CD94℄) Dans e dernier as X et Y sont di�éomorphes à R2m lorsque
m := dimC Y ≥ 3.Hypothèses et définitions 0.3. � En plus de 0.1, on suppose que

X et Y sont lisses, de dimension 3 et que la modi�ation a�ne est simple'est-à-dire que I = (f, g) est un idéal de A de hauteur 2, on dit aussique A′ = A[g/f ] est une extension birationnelle simple de l'anneau A. Onsuppose aussi que D := Dred
f est un diviseur ylindrique i.e. D ≃ Γ× C (où

Γ est une ourbe a�ne) .Remarquons que X peut être vue omme l'hypersurfae de Y ×Cu donnéepar l'équation fu + g = 0 ave σ = pr1|X : X → Y . Le diviseur exeptionnel
E = σ−1(D) = {f = 0} ⊂ X est ylindrique: E = C × C où C = V (I) =
Dred

f ∩ Dred
g . La surfae D étant aussi ylindrique, on peut relier σ à laprojetion anonique π : Γ × C → Γ restreinte à C grâe au diagrammeommutatif:

E ≃ C ×C - C

D ≃ Γ× C - Γ
?
σ

?
π . (0.0.1)Soit C =

⋃n′

i=1 Ci resp. Γ =
⋃n

j=1 Γi la déomposition en irrédutibles de Cresp. Γ. Les omposantes irrédutibles du diviseur E resp. D sont Ei ≃
Ci × C, resp. Dj ≃ Γj × C. Remarquons que mij ≥ 1 si et seulement si
Cj ⊂ Dred

i , et mij = 1 si et seulement si les surfaes Dred
i et Dred

g de Y serenontrent transversalement aux points généraux de la ourbe Cj.Le théorème 0.4 plus bas néessite des dé�nitions appropriées où l'onsuppose que A = C[Y ] est fatoriel, n = n′ et la matrie de multipliité Mσest unimodulaire (voir Prop.0.2 et Th.0.4(δ)):Remarquons que pour tout j = 1, . . . , n il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que
π(Cj) ⊆ Γi, et et indie i = i(j) est unique à moins que π|Cj

= const.Une omposante irrédutible Cj de C est dite vertiale si π|Cj
= const (i.e.deg (π|Cj

) = 0), ainsi les omposantes vertiales de C sont disjointes et iso-morphes à C. L'uniité de l'indie i = i(j) pour une omposante non-vertiale
Cj et l'unimodularité de Mσ impliquent que la jème olonne de la matrie
Mσ est le ième veteur de le base standard (ē1, . . . ēn) de Rn, et deux om-posantes non-vertiales di�érentes Cj et Cj′ de C se projettent dans deux9



omposantes di�érentes Γi resp. Γi′ de Γ. Ainsi, quitte à réordonner, on sup-pose que C1, . . . , Ck sont les omposantes non-vertiales de C et π(Ci) ⊆ Γi,
i = 1, . . . , k. Alors on a

Mσ =




Ik | B
−−− | −−−

0 | B′


Les omposantes irrédutibles Γ1, . . . , Γk sont aussi dites non-vertiales et

Γk+1,. . . , Γn vertiales. Parmi les omposantes non-vertiales Ci resp. Γion distingue elles où deg (π|Cj
) = 1 qu'on appelle horizontales et elles oùdeg (π|Cj

) ≥ 2 qu'on appelle inlinées. On réordonne enore pour obtenirque C1, . . . , Ch resp. Γ1, . . . , Γh sont les omposantes horizontales de C resp.
Γ et Ch+1, . . . , Ck resp. Γh+1, . . . , Γk les inlinées. On note Choriz la réu-nion de toutes les omposantes horizontales de C. De même on dé�nie
Cnon−horiz, Cvert, et. Ainsi f =

∏n
j=1 f

aj

j = fhoriz · fnon−horiz où f ∗
j (0) = Dred

jet
Γhoriz =

h⋃

i=1

Γi, Γinclin =
k⋃

i=h+1

Γi, Γvert =
n⋃

i=k+1

Γi, Choriz =
h⋃

i=1

Ci, et.Les théorèmes 2.11 et 2.27 de l'artile, référenés A.2.11 et A.2.27, don-nent le théorème suivant:Théorème 0.4 ( Th.A.2.11 et A.2.27). � Soit X et Y omme dans 0.3ave Y aylique. Si X est aylique alors(α) π|(Choriz \ Cnon−horiz) : Choriz \ Cnon−horiz → Γhoriz \ Γnon−horiz est unisomorphisme.(β) Les omposantes inlinées Ch+1, . . . , Ck et Γh+1, . . . , Γk sont isolées (i.e.des omposantes onnexes de C et de Γ) et homéomorphes à C.(γ) fnon−horiz = q ◦ fh+1 ave q ∈ C[z], et haque omposante non-horizontale de Γ est homéomorphe à la droite a�ne C . Autrementdit,
fnon−horiz = c ·

n∏

i=h+1

(fh+1 − λi)
ai (c ∈ C∗, λh+1 = 0)ave π(f−1

h+1(λi)) = Γi homéomorphe à C (i = h + 1, . . . , n).10



(δ) Quitte à réordonner, la matrie de multipliité est de la forme:
Mσ =




Ih | 0 | B0

−−− | −−− | −−−
0 | Ik−h | 0
−−− | −−− | −−−

0 | 0 | In−k


La réiproque est vraie si on suppose en plus que(ǫ) Y = Z × C est un ylindre au-dessus d'une surfae a�ne (lisse etaylique) Z ave Γ ⊆ Z.C'est-à-dire que sous les hypothèses (α), (β),(γ), (δ) et (ǫ) l'hypersurfae Xest aylique.Quelques mots d'une preuve très longue. � Le preuve repose sur uneétude poussée du morphisme de groupes d'homologie induit par π:

π∗ : H1(C
∗) −→ H1(Γ

∗)où Γ∗ est Γ débarrassée des es �mauvais points� et C∗ = π−1(Γ∗). On obtientdes informations sur e morphisme grâe:
• à l'isomorphisme induit par σ:

σ∗ : H∗(X
∗ \ E∗)

∼−→ H∗(Y
∗ \D∗)où E∗ := σ−1(C∗) = C∗ × C et D∗ = Γ∗ × C,

• à une version non lassique de la dualité d'Alexander sur les sphèresd'homologie que deviennent les variétés ayliques X et Y lorsqu'on lesompati�e par un point.
• à l'isomorphisme de Thom,
• au diagramme ommutatif 0.0.1.Corollaire 0.5. � Supposons que X et Y sont omme dans 0.3 et ay-liques. Alors d'après la Prop.0.2 σ∗ : π1(X) → π1(Y ) est un isomorphismeet don: 11



X est di�éomorphe à R6 ⇔ Y est di�éomorphe à R6.On s'intéresse maintenant plus préisément aux modi�ations a�nes sim-ples de C3 le long d'un ylindre 'est-à-dire au as partiulier des Hyp. etDéf.0.3 où Y = C3
x,y,z et
C4

x,y,z,u ⊃ X : p = f(x, y)u + g(x, y, z) = 0omme annoné plus haut.En utilisant le théorème 0.4 et l'invariant de Derksen on obtient:Théorème 0.6. � Soit X une hypersurfae lisse de C4 d'équation p =
f(x, y)u + g(x, y, z) = 0. Alors,
X est aylique ⇔ X est di�éomorphe à R6 ⇔ Les onditions (α), (β), (γ)et (δ) du Th.0.4 sont véri�ées.Et dans e as, X ≃ C3 si et seulement si les ourbes Cnon−horiz et Γnon−horiz(voir Hyp. et Déf.0.3) sont lisses.Autrement dit on montre que, lorsque X est di�éomorphe à R6, X est un
C3 exotique si et seulement si, l'une des ourbes Cnon−horiz ou Γnon−horiz estsingulière.On onstate au passage que ela ne peut pas arriver si p est aussi linéaire en
z e qui permet de montrer:Théorème 0.7 (A.3.24). � Soit X une hypersurfae lisse et irrédutiblede C4 d'équation

p = f(x, y)u + g(x, y)z + h(x, y) = 0.L'hypersurfae X est isomorphe à C3 et même reti�able (Th.0.9 et 0.10(jjj)plus bas) si et seulement si elle est aylique.Ce résultat onstitue un analogue en dimension supérieure du théorème deKaliman-Zaidenberg ité au début de ette introdution.Idée de la preuve du théorème 0.6. � Remarquons d'abord que p peuts'érire
p = fhorizfnon−horizu + b0 + b1z + f red

horizh0 (0.0.2)ave b0, b1 ∈ C[x, y] et h0 ∈ (z2) ⊆ C[x, y, z], où b1|Γhoriz\Γnon−horiz
ne s'annulepas. 12



On va utiliser l'invariant de Derksen:
Dk (A′) = C

[ ⋃

∂∈LND(A′)

A′∂
]
⊂ A′et pour montrer que A′ = C[X] n'est pas isomorphe à C[3] on prouve que

Dk (A′) 6= A′ ( alors que Dk (C[3]) = C[3])En fait on montre que
Dkgr (Â′) ⊂ Â′

≤0 :=
⊕

t≤0

A′
t/A

′
t− ⊂ Â′où {A′

t}t∈R est la �ltration asendante dé�nie par une fontion degré d sur
A′ ave

A′
t := {a ∈ A′/d(a) ≤ t}

A′
t− := {a ∈ A′/d(a) < t}.Il se trouve que si d est une fontion degré dé�nie sur A′ = C[n]

��
(p)

, et que lapartie d-homogène prinipale p̂ de p est irrédutible alors
Â′ :=

⊕

t∈R

A′
t/A

′
t− ⊂ Â′ ≃ C[n]

��(p̂) .On suppose d'abord que Γnon−horiz est singulière. On sait (Th.0.4(γ))que fnon−horiz = p ◦ fh+1 où f−1
h+1(0) est homéomorphe à C don d'après lethéorème de Lin-Zaidenberg ([LZ89℄), à un automorphisme de C[x, y] prèson peut supposer que fh+1 = xk−yl ave k, l ≥ 2 et (k, l) = 1. Et omme lesautres �bres xk − yl = c ∈ C \ {0} ne sont pas homéomorphes à C on déduitque h+1 = n i.e. fnon−horiz = fm

n = (xk − yl)m et on trouve que Γn = f−1
n (0)ne peut pas être vertial; �nalement on obtient

p = (xk − yl)mfhoriz(x, y)u + ze + g0(x, y, z) + (xk − yl)h0(x, y, z)où k, l, e ≥ 2, (k, l) = 1, fhoriz ∈ C[x, y] et fhoriz(0, 0) = 1, g0, h0 ∈
C[x, y, z], degzg0 < e et ze|h0. Puis on hoisit une fontion degré pondérée dsur A′ = C[X] dé�nie par

dx = −lN, dy = −kN, dz =
√

2 et du = klmN + e
√

2 ,de telle sorte que 13



fn = fh+1 = xk − yl et p̂ := (xk − yl)mu + zesoit d-quasihomogènes et que p̂ soit la partie d-prinipale de p .En vue de trouver des générateurs homogènes du noyau Â′∂̂ d'une déri-vation quelonque non nulle ∂̂ de
Â′ = C[x, y, z, u]��(p̂) = C[x̂, ŷ, ẑ, û]on alule tous les éléments irrédutibles d-homogènes de Â′:

x̂, ŷ, ẑ, û, λx̂k + µŷl, où λ, µ ∈ C∗ .De plus un résultat de Makar-Limanov montre que λx̂k +µŷl ∈ A′∂̂ ⇒ x̂, ŷ ∈
A′∂̂ e qui nous amène à la onlusion que A′∂̂ est engendré par l'un desouples

(x̂, ŷ), (x̂, û), (ŷ, û), (x̂, ẑ), (ŷ, ẑ), (ẑ, û) .Mais on a la relation p̂ = ẑe + (x̂k + ŷl)mû = 0 et on sait que A′∂̂ estfatoriellement los d'où ẑ ∈ A′∂̂ ⇒ ∂̂ = 0. Des trois ouples restants seuls
C[x̂, ŷ] = A′∂̂ est possible ar les deux autres s'éliminent en raisonnant sur lafontion degré induite par ∂̂: deg∂̂(â) = min{n ∈ N/∂̂n+1(â) = 0}.Ainsi,

Dkgr (Â′) ⊂ C[x̂, ŷ] ⊂ Â′
≤0.On traite le as où 'est Cnon−horiz (et don Cinclin) qui est singulière (sansque Γnon−horiz ne le soit) de la même manière. Au ours de ette démonstra-tion on démontre un lemme intéressant en lui-même:Lemme 0.8 (Lem.A.3.19). � Soit B = C[S] où S := {xm + yk + zl =

0} ⊂ C3 et k, l, m ≥ 2, gcd(k, l) = 1, et soit ∂1 ∈ LND (B). Alors b|S 6∈
ker ∂1 lorsque b ∈ C[y, z] \ C.On a don maintenant une desription assez préise des plongements de
C3 dans C4 dont l'image est X : p = f(x, y)u+g(x, y, z) = 0. Naturellement,en vue de la onjeture de plongement de Abhyankar-Sathaye (Conj.4.7 et5.3) la question qui vient à l'esprit est: X est-elle reti�able? Autrement dit,
p est-il une variable?Cette question s'est avérée trop di�ile et on n'a pu y répondre que par-tiellement, ependant un pas important dans l'étude de es hypersurfaesisomorphes à C3 est le théorème suivant:14



Théorème 0.9 (Th.A.3.21). � Soit X une hypersurfae de C4 d'équation
p = f(x, y)u + g(x, y, z) = 0 (f ∈ C[2]\{0} , g ∈ C[3]) .Si X est isomorphe à C3 alors, à un automorphisme de C[x, y] près (naturelle-ment étendu à C[x, y, z, u]), p est une variable x-résiduelle 'est-à-dire que,

∀x = x0 ∈ C �xé, p(x0, y, z, u) est une variable de C[y, z, u].Démonstration abrégée. � D'après Th.0.4(γ) et Th.0.6,
fnon−horiz = q ◦ fh+1 où f−1

h+1(0) ≃ C,don d'après le théorème d'Abhyankar-Moh-Suzuki, à un automorphisme de
C[x, y] près, fnon−horiz = q(x). De plus, en regardant l'égalité 0.0.2 on on-state que ∀x0 /∈ q−1(0),
p(x0, y, z, u) = q(x0)fhoriz(x0, y)u+b0(x0, y)+b1(x0, y)z+f red

horiz(x0, y)h0(x0, y, z)et on reonnaît là une y-variable ( voir la variable 8.1.1). Lorsque x0 ∈ q−1(0),d'après Th.0.4(β) et Th.0.6,
C ≃ Ci : p(x0, y, z, u) = b0(x0, y) + b1(x0, y)z + f red

horiz(x0, y)h0(x0, y, z) = 0et le théorème d'Abhyankar-Moh-Suzuki onlut enore.Outre la onjeture de plongement d'Abhyankar-Sathaye, on a don en-ore une autre raison de penser que p est une variable et même une x-variable,'est-à-dire une omposante d'un automorphisme qui �xe x. En e�et (setion7) on onstate qu'une x-variable est une variable x-résiduelle et on ne onnaîtpas de as où la réiproque n'est pas vraie.En appliation des parties I et II de ette thèse on trouve le théorème suivant:Théorème 0.10 (Th.9.2). � Soit p = p(x, y, z, u) = f(x, y)u+g(x, y, z) ∈
C[x][y, z, u].Les onditions suivantes sont équivalentes:(i) p est une variable x-résiduelle,(ii) p est un plan x-résiduel i.e. C[y,z,u]

��
(p(x0,y,z,u))

≃ C[2], ∀x0 ∈ C �xé,(iii) p est un x-plan i.e. C[x][y,z,u]
��
(p(x,y,z,u))

≃ C[x][2],(iii') p dé�nit une �bration en x-plans i.e. p − c(x) est un x-plan, ∀c(x) ∈
C[x] �xé, 15



(iv) p est 1-stablement équivalent à une x-variable i.e. il existe un x-automorphisme α de C[x][y, z, u, v] tel que α((p, v)) = (y, v).Et lorsqu'elles sont véri�ées,(j) Si f /∈ C[x] alors p est de la forme:
p = q[rf̃u + g̃0y

2 + g̃1z + f̃redg̃2z
2] + a0 + a1y (0.0.3)ave

• q, r, a0, a1 ∈ C[x], f̃ , g̃0, g̃1 ∈ C[x, y], g̃2 ∈ C[x, y, z],
• f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) est un sous-ensemble �ni de q−1(0)×Cy, et
• ∀x0 ∈ r−1(0), q(x0)f̃(x0, y) ∈ Cet si f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) = ∅ alors p est une x-variable.De plus, si g̃1 ∈ C[x] et g̃2z
2 = ĝ2(x, y, g̃1(x)z) ∈ C[x][y, g̃1z] alors p estaussi une x-variable.(jj) Si f ∈ C[x] alors p est une x-variable.(jjj) Si degz(g) ≤ 1 alors p est une x-variable.(j4) Si g est de la forme g(x, y, z) = g0(x, y) + ǧ2(x, y, z)z2 alors p est une

x-variable.(j5) p est une x-variable de C(x)[y, z, u] ( C(x) = Frac(C[x])).Signalons que le polyn�me w = y+x[xz+y(yu+z2)] véri�e les onditions(i), (ii), (iii), (iii'), (iv) et (j5) de e théorème pourtant on ne sait toujourspas si 'est une x-variable e qui fait de lui un ontre-exemple éventuel à denombreuses onjetures. Notons que y + x3[xz + y(yu + z2)] est, lui, une
x-variable.En�n on s'est aperçu que les tehniques utilisées pour montrer le théorème0.10 peuvent aussi montrer la généralisation suivante d'un théorème de D.Wright (Th.5.7):Théorème 0.11 (Th.9.3). � Soit p = p(x, y, z, u) = f(x, y, z)um+g(x, y, z) ∈
C[x][y, z, u] où m ≥ 2.Les onditions suivantes sont équivalentes:(i) p est un x-plan, 16



(ii) p est une variable x-résiduelle,(iii) p est une x-variable.Le prinipal résultat, hormis le théorème indispensable d'Abhyankar-Moh-Suzuki, sur lequel reposent les théorèmes 0.10 et 0.11 est le théorèmesuivant:Théorème 0.12 (Th.8.7). � Soit p = p(x, y, z, u) une x-variable de l'anneaude polyn�mes C[x][y, z, u] et a = a(x) ∈ C[x].Les onditions suivantes sont équivalentes:(ii') p(x0, y, z, 0) est une variable de C[y, z], ∀x0 ∈ a−1(0);(iii) p(x, y, z, a(x)u) est une x-variable de C[x][y, z, u];(iv) p(x, y, z, a(x)u) est une variable x-résiduelle de C[x][y, z, u].La démonstration de e théorème repose sur l'idée suivante:
p(x, y, z, a(x)u) = σ(p)où σ est simplement dé�ni par σ(u) = a(x)u 'est-à-dire que σ peut être vunon seulement omme un endomorphisme de C[x][u] ou même de C[x, y, z][u]mais aussi omme un automorphisme de C(x)[u] ou enore de C(x)[y, z][u].Comme p est une x-variable, il existe des x-automorphismes α tels que p =

α(y). Le but est de trouver , parmi es automorphismes, eux que l'onpeut onjuguer ave σ de telle sorte que σασ−1 reste un automorphisme de
C[x][y, z, u]. Ainsi on aura

p(x, y, z, a(x)u) = σασ−1(y) = σα(y) = σ(p).En fait il s'avère su�sant de montrer que σασ−1 est un endomorphisme ar lejaobien de σασ−1, j(σασ−1) = j(α) est inversible et σασ−1 a don un inverseformel qui oïnide ave σ−1α−1σ e qui implique qu'il est polynomial. Lepremier exemple de e type de onstrution est l'automorphisme de Nagata(sous-setion 1.2). En toute généralité on trouve le théorème suivant (où
C[x] est remplaé par un anneau ommutatif unitaire quelonque):Théorème 0.13 (Th.2.7). � Soit l'anneau de polyn�mes A[m+n] = A[ȳm, z̄n]où m ≥ 0 et n ≥ 1. Soit σ un endomorphisme tel que

σ ∈ End(A[z̄n]) ∩ Aut( Quot(A)[z̄n]) ⊂ EndA[ȳm](A[ȳm][z̄n])17



et soit k = k(σ) le plus petit entier positif tel que
σ−1 j0̄(σ)

k ∈ End(A[z̄n]) (voir Lem.2.6).Si α ∈ Aut(A[ȳm, z̄n]) est un automorphisme tel que α|A[z̄n] et σ ommutent1modulo ( j0̄(σ)
k) alors σασ−1 ∈ Aut(A[ȳm, z̄n]).En outre pour montrer le point (iv) du théorème 0.10 on utilise un aspartiulier d'un isomorphisme général intéressant qui semble être présentdans beauoup d'exemples:

φ : A[y]
��(y − q(p(y))) ∼−→ A[y]

��(y − p(q(y)))
y 7−→ q(y)

p(y) 7−→ y

(0.0.4)où p(y) et q(y) sont des polyn�mes quelonques de A[y]. De plus, y−p(q(y))et y − q(p(y)) sont 1-stablement équivalents.En�n, omme on l'a vu, on se demande si les variables x-résiduelles sonttoujours des x-variables. En utilisant les résultats sur les dérivations loale-ment nilpotentes de Daigle et Freudenburg on montre:Théorème 0.14 (Th.7.6). � Le polyn�me p = p(x̄k, y, z) de C[x̄k][y, z]est une x̄-variable C[x̄k][y, z] si et seulement si 'est une variable x̄-résiduelle,i.e. p(x̄0, y, z) est une variable de C[y, z] pour tout x̄ = x̄0 ∈ Ck �xé.Dans l'optique de e problème il apparaît normal de se demander e qu'ilen est des automorphismes résiduels. En élargissant la notion de résiduelaux anneaux quelonques en remplaçant �pour tout x = x0 ∈ C �xé� par� modM, pour tout idéal maximalM de A� on trouve:Proposition 0.15 (Prop.2.15). � Soit A un anneau dont le radial deJaobson est réduit au nilradial i.e. ⋂

Mmax

M =
√

0A et α ∈ End(A[n]).Alors α est un automorphisme si et seulement si 'est un automorphismerésiduel.
1C'est-à-dire ασ(p(z̄)) ≡ σα(p(z̄))mod ( j0̄(σ)

k) ∀p ∈ A[z̄].18



Notations et dé�nitionsL'anneau ommutatif unitaire ADans ette thèse tous les anneaux sont supposés ommutatifs unitaires.On note A⋆ ⊂ A l'ensemble des éléments inversibles de A et A× ⊂ A,l'ensemble des éléments qui ne divisent pas 0. On note Quot(A) := (A×)−1 ·Al'anneau quotient total de A et si A est un anneau intègre (i.e. si A× =
A \ {0}) on note Frac(A) := Quot(A) le orps des frations de A. On ap-pelle nilradial et on note √0 ou √0A l'idéal des éléments nilpotents de A.Si E est un sous-ensemble de A, on notera (E) l'idéal de A engendré par Eet, si E = {a1, · · · , ak}, plus rapidement: (a1, · · · , an) := (E).On plaera souvent le pré�xe �A-� devant ertains mots (A-automorphismes,
A-variables...) pour dire �de A-algèbre� ou bien �qui �xe A�. Lorsque A =
C[x1, · · · , xk] on dira simplement x̄-automorphismes, x̄-variables et.L'anneau de polyn�mes A[ȳn]SiA est un anneau et n est un entier naturel non nul on note A[y1, y2, · · · , yn]l'algèbre des polyn�mes p = p(y1, · · · , yn) en les n indéterminées y1, y2, , · · · , yn−1et yn, à oe�ients dans A. On note n := {1, 2, · · · , n} (si n = 0 alors n = ∅).On utilise aussi la notation ȳn en lieu et plae de y1, y2, · · · , yn de sorte que
A[ȳn] = A[y1, y2, · · · , yn]. On notera aussi souvent A[n] := A[y1, y2, · · · , yn].La notation A[ . ] peut aussi être utilisée dans un sens plus large. En e�et soit
R un anneau, A un sous-anneau de R et p1, · · · , pn ∈ R, on note A[p1, · · · , pn]le sous-anneau de R engendré par A et p1, · · · , pn autrement dit les polyn�mesen p1, · · · , pn à oe�ients dans A.Les matries à oe�ients dans A

M(n, A) est l'algèbre des matries arrées de taille n à oe�ients dans
A, identi�ée à l'algèbre des endomorphismes linéaires de An.De même on note Aff(n, A) l'algèbre des endomorphismes a�nes de An,identi�ée de manière naturelle à M(n, A)×An. On peut voir M(n, A) ommeune sous-algèbre de Aff(n, A), en onsidérant que M(n, A) = M(n, A) ×
{0̄n} ⊂ Aff(n, A). Les endomorphismes de A[ȳn]

EndA(A[ȳn]), aussi noté plus simplement End(A[ȳn]) quand il n'y a pasd'ambiguïté, est l'ensemble des endomorphismes de A-algèbre de A[ȳn]. La19



omposition α ◦ β =: αβ lui donne une struture de semi-groupe unitaireoù 1End(A[n]) est l'identité de A[n], IdA[n] que l'on notera aussi id[n] . Re-marquons qu'un endomorphisme α de A[ȳn] est déterminé par les images
α(y1), · · · , α(yn) des n indéterminées. En e�et ∀p(y1, · · · , yn) ∈ A[ȳn], α(p) =
p(α(y1), · · · , α(yn)). On a don une bijetion naturelle entre End(A[n]) et(A[n])n e qui permet de dé�nirune addition: ∀α, β ∈ End(A[n]) on a

(α + β)(yi) = α(yi) + β(yi), ∀i ∈ n.une opération (à droite) de A sur End(A[n]): ∀a ∈ A on a
αa(yi) = α(ayi) = aα(yi), ∀i ∈ n.

End(A[n]) a don une struture de A-module. Cependant remarquons quepour un polyn�me p ∈ A[n] en général on a
(α + β)(p) 6= α(p) + β(p) et (αa)(p) 6= α(ap)et de e fait pour un endomorphisme γ on a en général

(α + β)γ 6= αγ + βγ et (αa)β 6= α(βa).Dans la suite on identi�e a à l'automorphisme IdA[n]a, ainsi (αa)β = αaβ.Si l'on note An
A := Spec(A[n]) l'espae a�ne au-dessus de A, haqueendomorphisme α de A[n] induit un endomorphisme de A-shéma Ψ(α) :

An
A → An

A. En fait l'appliation Ψ est un anti-isomorphisme de semi-groupe(i.e. Ψ(αβ) = Ψ(β)Ψ(α)).Chaque endomorphisme α de A[n] induit aussi une appliation polynomiale
α∗ de An dans lui-même dé�nie par :
α∗ : An −→ An

(b1, · · · , bn) 7−→ α∗(b1, · · · , bn) = (α(y1)(b1, · · · , bn), · · · , α(yn)(b1, · · · , bn))On a enore (αβ)∗ = β∗α∗ mais l'appliation α 7→ α∗ n'est pas forémentbijetive. En réalité elle est toujours surjetive et peut être injetive lorsquepar exemple A est un anneau intègre in�ni.20



Automorphismes (linéaires, a�nes, polynomiaux...)
GL(n, A) est le groupe des matries inversibles de M(n, A) ou groupe(des automorphismes) linéaire(s) de An.De même GA(n, A) ⊂ Aff(n, A) est le groupe (des automorphismes) a�ne(s)de

An.Le sous-ensemble de EndA(A[ȳn]), AutA(A[ȳn]), aussi noté plus simple-ment Aut(A[ȳn]) quand il n'y a pas d'ambiguïté, est le groupe des(A-)automorphismes algébriques de A[ȳn], dits aussi automorphismes poly-nomiaux. Degré et valeneEn général quand on parlera de degré d'un polyn�me p noté deg(p) onentendra le degré usuel et le degré d'un endomorphisme α ∈ End(A[ȳn])aussi noté deg(α) est dé�ni par:
deg (α) := max

i∈n
deg((α(yi)) (0.0.5)La valene est dé�nie de la même manière, en remplaçant max par min dans0.0.5. Matrie Jaobienne, jaobien...On notera det l'appliation �déterminant� :

det : M(n, A) −→ A
M 7−→ det(M) =

∑
σ∈Sn

(−1)ǫ(σ)M1σ(1) · · ·Mnσ(n)On notera Jac l'appliation �matrie Jaobienne� :
Jac : End(A[ȳn]) −→ M(n, A[ȳn])

α 7−→ Jac(α) = (∂(α(yi))
∂yj

)
1≤i,j≤nEn remplaçant A par A[ȳn] dans la dé�nition du déterminant, et en om-posant es deux appliations on obtient l'appliation �jaobien� notée j :=

det ◦ Jac:
j : End(A[ȳn]) −→ A[ȳn]

α 7−→ j(α) = det ( Jac(α)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂(α(y1))
∂y1

· · · ∂(α(y1))
∂yn

· ·
· ∂(α(yi))

∂yj
·

· ·
∂(α(yn))

∂y1
· · · ∂(α(yn))

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣21



En vue de la bijetion naturelle entre End(A[ȳn]) et A[ȳn]n on dé�nit demême le jaobien j(p1, · · · , pn) d'un n-uplet de polyn�mes (p1, · · · , pn):
j(p1, · · · , pn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂p1

∂y1
· · · ∂pn

∂yn

· ·
· ∂pi

∂yj
·

· ·
∂pn

∂y1
· · · ∂pn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Pour alléger un peu l'ériture on utilisera aussi la notation:
j0̄ : End(A[ȳn]) −→ A

α 7−→ j0̄(α) := j(α)(0̄) .Pour deux endomorphismes α et β, la règle de la haîne donne,
Jac(αβ) = α( Jac(β)) · Jac(α)où α(M) = (α(mij )) pour une matrie M = (mij) à oe�ients dans A[ȳn].De même on a

j(αβ) = α( j(β)) · j(α) . (0.0.6)Remarquons que si α et β sont des endomorphismes dont le jaobien estonstant (i.e. j(α), j(β) ∈ A) on a:
j(αβ) = j(βα) = j(β) · j(α) . (0.0.7)Et en partiulier si α est inversible

j(α−1) = j(α)
−1Idéaux de A, ongruene modulo ISoit I un idéal de A. Par abus de notation on utilisera l'expression�modulo I� noté �mod I� pour deux hoses un peu di�érentes:Si a et b sont dans A on dit que a ≡ b mod I si a− b ∈ I.On notera aussi a mod I l'élément de A

��I image de a par la surjetion A→
A
��I . Ainsi a ≡ b mod I équivaut à a mod I = b mod I ∈ A

��I .La surjetion
A[ȳ] −→ A

��I [ȳ]22



a pour noyau l'idéal de A[ȳ] engendré par I, 'est-à-dire I[ȳ] aussi noté I ·A[ȳ].On identi�era don
A
��I [ȳ] = A[ȳ]

��I[ȳ].On utilisera aussi la notation mod I au lieu de mod I[ȳ].En�n on dira que
α ≡ β mod I ou α mod I = β mod I ∈ EndA

��
I

(A��I [ȳ])pour deux endomorphismes α, β ∈ EndA(A[ȳ]) si α(p) ≡ β(p) mod I ∀p ∈
A[ȳ]. Bien évidemment, si α est un automorphisme de A[ȳ] alors α mod I estenore un automorphisme de A

��I [ȳ].Dérivations, LNDUne dérivation est un morphisme de groupe d'un anneau R dans lui même
∂ : R → R qui véri�e la règle de Leibniz : ∂(ab) = a∂b + b∂a, ∀a, b ∈ R.On dit qu'une dérivation ∂ est loalement nilpotente si ∀a ∈ R ∃na ∈ N telque ∂na(a) = ∂ ◦ ∂ · · ·∂(a) = 0. On emploie parfois le terme LND (LoallyNilpotent Derivation) pour parler des dérivations loalement nilpotentes. Lenoyau de ∂ est un sous-anneau de R noté R∂, on véri�e que, si R est intègre,il est fatoriellement los i.e. ab ∈ R∂ \ {0} ⇒ a, b ∈ R∂ . Souvent, les an-neaux seront des A-algèbres et les dérivations des morphismes de A-modules,autrement dit on demandera que ∂(A) = {0}. Lorsque R = A[ȳn] la donnéedes images des oordonnées par une dérivation D, D(y1), · · · , D(yn) su�tpour dé�nir D, en e�et on a

D(p(y1, · · · , yn)) =
∂p

∂y1
D(y1) + · · ·+ ∂p

∂yn

D(yn).
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Première partieAutomorphismesDans beauoup de domaines mathématiques on a la notion d'isomorphisme.En général on ne s'intéresse pas aux isomorphismes en tant que tels maisseulement à leur existene ou non entre deux ensembles donnés. En réalités'y intéresser revient à s'intéresser aux automorphismes:Si φ1 et φ2 sont deux isomorphismes entre A et B,
φ1, φ2 : A −→ Balors

φ2 = φ1α = βφ1 ave α = φ−1
1 φ2 ∈ Aut(A) ≃ Aut(B) ∋ φ2φ

−1
1 = β.

Signalons ii que le livre de A. van den Essen [vdE00℄ onstitue désormaisune référene inontournable dans le sujet des automorphismes polynomiauxen général et de la onjeture Jaobienne en partiulier, l'auteur de ettethèse n'en a malheureusement appris l'existene qu'après l'avoir rédigée.
24



Les endomorphismes surjetifs sont des automorphismesAvant de donner des exemples on peut �simpli�er� la dé�nition d'un au-tomorphisme grâe au résultat bien onnu (voir par exemple [Nag72℄):Proposition 0.16. � Un endomorphisme de A[n] = A[ȳn] est un au-tomorphisme si et seulement s'il est surjetif. Autrement dit pour un en-domorphisme α on a α ∈ Aut(A[ȳn]) si et seulement si A[y1, · · · , yn] =
α(A[y1, · · · , yn]) = A[α(y1), · · · , α(yn)].Démonstration. � Soit α un endomorphisme surjetif de A[n]. Il existealors un endomorphisme α−1 de A[n] tel que αα−1 = id[n] = IdA[n]. Soit
p = p(ȳ) ∈ Kerα.Quitte à se restreindre au sous-anneau de A engendré par 1 et les oe�ientsdes polyn�mes p, α(y1), · · · , α(yn), α−1(y1), · · · , α−1(yn) on peut onsidérerque A est N÷thérien.Ainsi, il existe N ∈ N tel que la suite roissante d'idéaux se stabilise:

Kerα ⊂ Ker α2 ⊂ . . . ⊂ Ker αN = Ker αN+1 = . . .Or, par hypothèse,
αN
−1(p) ∈ Ker αN+1 = KerαNdon

0 = αN(αN
−1(p)) = pOn a montré que α est injetif don α est bien un automorphisme de A[n],d'inverse α−1 = α−1.Les n-uplets de polyn�mes (q1, · · · , qn) qui ont ette propriété que

A[y1, · · · , yn] = A[q1, · · · , qn] sont dits système de oordonnées (e sont leséquivalents des bases en algèbre linéaire). Ainsi on a une orrespondane bi-univoque entre les automorphismes de A[n] et ses systèmes de oordonnées.Ce résultat sera utilisé à plusieurs reprises dans la thèse sans forément êtrementionner, la orrespondane ave les systèmes de oordonnées pouvant êtrepensée omme une deuxième dé�nition des automorphismes.1. Quelques exemples d'automorphismesCette manière un peu di�érente de voir les automorphismes ne nous four-nit ependant pas d'idée pour en onstruire.25



La omposition donne à Aut(A[ȳn]) une struture de groupe e qui permettraave quelques exemples basiques d'automorphismes d'en dé�nir de nouveaux,de plus en plus omplexes.Ajoutons ii que même si on ne s'intéresse qu'aux automorphismes de k[z̄]où k est un orps on doit quand même étudier les automorphismes de A[ȳ].En e�et si z̄ = x̄, ȳ les k[x̄]-automorphismes de k[x̄][ȳ] sont des as parti-uliers de k-automorphismes de k[z̄]. Ces k[x̄]-automorphismes permettent(en hangeant les regroupements x̄, ȳ) de onstruire des k-automorphismesplus omplexes. 1.1. Les automorphismes modérés1.1.1. Les automorphismes a�nes.On a vu dans la setion préédente que les endomorphismes de A[n] in-duisent des appliations polynomiales de An dans lui-même. Un as parti-ulier de telles appliations sont bien sûr les transformations a�nes de An. Ona vu aussi que l'appliation α 7→ α∗ fournit un anti-isomorphisme de semi-groupe entre les endomorphismes de degré au plus un de A[n] et Aff(A, n).Si T = (M, ā) ∈ Aff(A, n) = M(n, A)× An est une transformation a�ne de
An on notera T ∗ ∈ End(A[n]) l'endomorphisme assoié de sorte que:
Aff(A, n) = M(n, A)× An → End(A[ȳn])

T = (M = (mij), ān) 7→ T ∗ : A[ȳn] → A[ȳn]
yi 7→ mi1y1 + · · ·+ minyn + aiAinsi pour tout T ∈ Aff(n, A) resp. α ∈ End(A[n]) de degré au plusun, on aura T ∗

∗ = T resp. α∗
∗ = α. On emploiera la notation Aff∗(n, A)pour désigner l'image par ∗ de Aff(n, A), idem pour M∗(n, A), GL∗(n, A),

GA∗(n, A). Par abus de langage on utilisera les adjetifs linéaire et a�neégalement pour les endomorphismes de A[n].On vient don de trouver deux sous-groupes du groupe des automor-phismes ( ▽ signi�e sous-groupe):
GL∗(n, A)

▽

GA∗(n, A)

▽

Aut(A[n])⊂ ⊂ ⊂

M∗(n, A) ⊂ Aff∗(n, A) ⊂ End(A[n])Remarquons que si α ∈ M∗(n, A) alors Jac(α) et α∗ oïnident (en onsid-érant que M(n, A) est une sous-algèbre de M(n, A[n])).De même que le groupe a�ne GA(n, A) est engendré par le groupe linéaire
GL(n, A) et le groupe des translations, le sous-groupe a�ne GA∗(n, A) de26



Aut(A[n]) est engendré par les automorphismes linéaires GL∗(n, A) et lestranslations: {α ∈ Aut(A[ȳn])/ α(yi) = yi + bi, bi ∈ A}.Bien évidemment il en existe d'autres.1.1.2. Les automorphismes élémentaires.Pour les trouver on a, en quelque sorte, généralisé la notion de translation: prenons un polyn�me p ∈ A[ȳn] tel que p ne dépend pas d'une ertaine in-déterminée yi0 (on note parfois p(y1, · · · , y̌i0, · · · , yn) ∈ A[y1, · · · , y̌i0, · · · , yn]).On dé�nit un automorphisme α par
{

α(yi) = yi, ∀i 6= i0
α(yi0) = yi0 + p(y1, · · · , y̌i0, · · · , yn)En remplaçant p par −p on trouve l'inverse de α, α−1. Ces automorphismessont dits élémentaires. En omposant les automorphismes élémentaires aveles automorphismes linéaires on obtient le sous-groupe des automorphismesmodérés.Remarque. � Lorsque l'on s'intéresse à la struture du groupe des auto-morphismes modérés, on préfère le dé�nir en remplaçant les automorphismesélémentaires par les automorphismes triangulaires:

∀i = 1, · · · , n, α(yi) = uiyi + pi(yi+1, · · · , yn), ui ∈ A⋆Cela donne évidemment le même sous-groupe.1.1.3. Y en a-t-il d'autres?.En général, il est faile de onstruire des automorphismes qui ne sont pasmodérés. En e�et, soit A = Z��
4Z

et α ∈ End(A[y]) dé�nie par α(y) =
y + 2y2. On a αα(y) = α(y + 2y2) = y + 2y2 + 2(y + 2y2)2 = y don
α ∈Aut(A[y]) alors que lairement α n'est pas modéré. On voit ii que 'estpare que 2 est nilpotent dans A qu'on a et automorphisme non modéré.Il semble don que le fait que A puisse avoir des éléments nilpotentsomplique enore les hoses. En fait ela les omplique de la manière la plus�simple� possible omme le montre le résultat bien onnu (voir [Nag72℄) :Lemme 1.1. � Soit α ∈ End(A[ȳ]). Alors α est un automorphisme siet seulement si α mod

√
0 est un automorphisme de A

��√0 [ȳ].27



Démonstration. � Si α mod
√

0A ∈ AutA��√0A
[ȳn] alors

A[ȳ] = α(A[ȳ]) +
√

0A[ȳ]et don, ∀i ∈ n, yi = α(pi) + qi(ȳ) ave pi ∈ A[ȳ] et qi ∈
√

0A[ȳ].Soit N l'idéal de A engendré par les oe�ients des qi, N est nilpotent et ona:
A[ȳ] = α(A[ȳ]) + N ·A[ȳ]

= α(A[ȳ]) + N · (α(A[ȳ]) + N · A[ȳ])
= α(A[ȳ]) + N · α(A[ȳ]) + N2 ·A[ȳ]

= α(A[ȳ]) + N2 · A[ȳ]et, de même, ∀k ≥ 1,
A[ȳ] = α(A[ȳ]) + Nk ·A[ȳ]Puisque N est nilpotent on a

A[ȳ] = α(A[ȳ])i.e. d'après la proposition 0.16 α est un automorphisme de A[ȳ].Ainsi dans les démonstrations, on pourra souvent se ramener au as oùl'anneau des oe�ients A est sans nilpotents ou réduit.Lorsque A est réduit, le problème de savoir s'il existe des automorphismesnon modérés est plus intéressant. Le as n = 1 est sans di�ultés puisquesi A est réduit alors Aut(A[y]) = {α ∈ End(A[y])/ α(y) = uy + b où u ∈
A⋆, b ∈ A} et don en général on a une orrespondane bi-univoque:

Aut(A[y])
1.1←→ uy + b + r(y) où u ∈ A⋆, b ∈ A et r(y) nilpotent (1.1.1)Dans le as où n = 2 les hoses sont loin d'être aussi évidentes ependantpour le as où A = K est un orps on a le résultat lassique suivant:Théorème 1.2 (Jung-van der Kulk). � Soit K un orps. Les automor-phismes de K[y, z] sont modérés, 'est-à-dire qu'ils sont omposés d'automorphismesa�nes et élémentaires.Jung ([Jun42℄) l'a démontré dans le as où le orps K est de aratéris-tique nulle et van der Kulk ([vdK53℄) dans le as général.Il faut attendre Nagata ([Nag72℄) pour obtenir plus d'information sur eproblème. 28



1.2. L'automorphisme de Nagata [Nag72℄1.2.1. Un automorphisme de A[y, z] non modéré.Tout d'abord on s'intéresse au as où n = 2 mais A n'est pas un orps.Comme le remarque Nagata, le théorème de Jung-van der Kulk reste vrailorsque A est non plus un orps mais seulement un anneau Artinien.On suppose que A est un anneau intègre et qu'il existe un élément nonnul a ∈ A× qui n'est pas inversible. L'automorphisme de Nagata, noté γN,est l'automorphisme de A[y, z] dé�ni par2:
{

γN(y) = y + a(az + y2)

γN(z) = z − 2y(az + y2)− a(az + y2)
2On véri�e que l'inverse de γN, γ−1

N est donné par
{

γ−1
N (y) = y − a(az + y2)

γ−1
N (z) = z + 2y(az + y2)− a(az + y2)

2Par un argument d'uniité de la déomposition de γN en tant qu'automorphismede Fra(A)[y, z], Nagata montre (voir aussi [EV99℄):Théorème 1.3. � L'automorphisme de Nagata γN ∈Aut(A[y, z]) n'estpas modéré.1.2.2. Un automorphisme de K[x, y, z] non modéré?.Le as n ≥ 3 n'est toujours pas résolu à e jour, ependant Nagata fait laonjeture suivante:Conjeture 1.4. � Soit A = K [1] = K[x] ave K un orps et a := x.L'automorphisme de Nagata γN ∈ Aut(K[x, y, z]) n'est pas modéré en tantqu'automorphisme de K[x, y, z] (γN(x) = x).Quelques indies semblent on�rmer son hypothèse (voir [Ale95℄).1.2.3. Une déomposition de l'automorphisme de Nagata.Le théorème 1.3 et la onjeture 1.4 i-dessus nous initent don à opierla onstrution de l'automorphisme de Nagata pour obtenir de nouveauxautomorphismes.2On a modi�é la notation lassique pour des raisons d'homogénéité ave e qui suit.29



La déomposition en automorphismes de Fra(A)[y, z] que Nagata endonne lui sert dans la preuve du Th.1.3 mais on préférera une autre dé-omposition :
γN = σβαβ−1σ−1où

{
α(y) = y + az
α(z) = z

{
β(y) = y
β(z) = z + y2

{
σ(y) = y
σ(z) = az

(1.2.1)On voit que l'automorphisme de Nagata est obtenu en onjuguant un auto-morphisme βαβ−1 de A[y, z] ave un automorphisme σ de Fra(A)[y, z].Une autre tehnique permet de onstruire des automorphismes non mo-dérés a priori, elle onsiste à prendre les exponentiels de dérivations loale-ment nilpotentes.1.3. Exponentiels de LND et automorphismes stablement modérés1.3.1. Exponentiels de LND.Soit R un anneau ontenant Q et ∂ une dérivation loalement nilpotentede R. On appelle exponentielle de ∂ et on note e∂ l'automorphisme de R

e∂ : R −→ R

a 7−→ e∂(a) =
∞∑

i=0

∂i(a)

i!Remarquons que même si Q 6⊂ R il se peut que i! divise ∂i et don que
e∂ soit bien dé�nie.On véri�e aisément que, si ∂1 et ∂2 sont deux dérivations loalement nilpo-tentes de R qui ommutent alors ∂1 +∂2 est enore une dérivation loalementnilpotente et:

e∂1+∂2 = e∂1e∂2 = e∂2e∂1Ainsi e∂e−∂ = e0 =IdR et e∂ est bien un automorphisme d'inverse e−∂. Re-marquons que si b ∈ Ker ∂ alors b·∂ ( : p 7→ b·∂(p)) est enore une dérivationloalement nilpotente.1.3.2. Quelques exemples.Dans le as qui nous intéresse, 'est-à-dire R = A[n] = A[ȳn], on exige enplus que les dérivations soient des morphismes de A-module e qui se traduitpar A ⊂ R∂. 30



L'exemple le plus simple de dérivation loalement nilpotente est la dérivéepartielle par rapport à une indéterminée yi: ∂yi
:= ∂

∂yi
que l'on peut aussidé�nir par ∂yi

(yj) = δij
3. L'exponentielle de ette dérivation est la transla-tion: e∂yi (yj) = yj + δij .Un autre exemple un peu plus ompliqué onsiste à prendre un polyn�me

p ∈ A[ȳn] tel que p ne dépend pas d'une ertaine indéterminée yi0, on dé�nit
∂ par {

∂(yi) = 0 ∀i 6= i0
∂(yi0) = p(y1, · · · , y̌i0, · · · , yn)Cette dé�nition ressemble fortement à elle des automorphismes élémentairesde la sous-setion 1.1.2 et 'est sans surprise qu'on onstate que e∂ est e�e-tivement un automorphisme élémentaire (e∂(yi) = yi+δii0p(y1, · · · , y̌i0, · · · , yn)).Ces dérivations sont aussi dites élémentaires. De même on dira qu'une déri-vation ∂ est triangulaire si ∂(yi) ∈ A[yi+1, · · · , yn], ∀i ∈ n (∂(yn) ∈ A), enfaisant la même analogie (ss-se.1.1.2).Remarquons que si ∂ est une dérivation loalement nilpotente et α un auto-morphisme de A[n], on obtient une nouvelle dérivation loalement nilpotenteen onjuguant ∂ ave α:

α∂α−1 ∈ LND(A[n]) et eα∂α−1

= αe∂α−1.En fait α∂α−1 peut-être vue omme étant la dérivation ∂ dans le système deoordonnées α−1(ȳ) = (α−1(y1), · · · , α−1(yn)). S'il existe un automorphisme
α de A[n] tel que α∂α−1 est triangulaire on dit que ∂ est triangulable, ondira que ∂ est modérément triangulable si α est modéré. Ainsi, si ∂ estmodérément triangulable alors e∂ est modéré.Soit A un anneau intègre de aratéristique di�érente de 2 qui possèdeun élément non nul non inversible: a. Soit ∂ une dérivation de A[y, z] dé�niepar: {

∂(y) = a
∂(z) = −2y .On a bien une dérivation loalement nilpotente ar, ∂2(y) = ∂(a) = 0 et

∂3(z) = ∂2(−2y) = ∂(−2a) = 0. En fait, à l'ordre des indéterminées y, z près'est une dérivation triangulaire, i.e. π∂π est triangulaire où π ∈ Aut(A[y, z])est donné par π(y) = π−1(y) = z. En résumé, ∂ est modérément triangulable.On remarque que ∂(∆) = 0 où ∆ = az + y2, ainsi la dérivation ∆ · ∂ :=
(az+y2)·∂ est enore loalement nilpotente omme on l'a vu dans ss-se.1.3.1.3δij est le symbole de Kroneker, égal à 1 si i = j et 0 sinon.31



On obtient: {
(∆ · ∂)(y) = a(az + y2)
(∆ · ∂)(z) = −2y(az + y2)et (∆ · ∂)2(y) = 0, (∆ · ∂)3(z) = (∆ · ∂)2(−2y(az + y2)) = (∆ · ∂)(−2a(az +

y2)) = 0 d'où
{

e∆·∂(y) = y + a(az + y2)
e∆·∂(z) = z − 2y(az + y2)− a(az + y2)2.On retrouve enore l'automorphisme de Nagata γN = e∆·∂ = e(az+y2)·∂1.3.3. L'automorphisme de Nagata est stablement modéré.On a vu (Th.1.3) que l'automorphisme de Nagata n'est pas modéré,ependant, si on étend γN à un (u)-automorphisme γ̃N de A[u][y, z], M.Smith [Smi89℄ a montré qu'il était alors modéré. On dit d'un automorphisme

α ∈ Aut(A[ȳn]) qui a ette propriété (i.e. son extension α̃ à A[u][ȳn] en tantque u-automorphisme est modéré) qu'il est stablement modéré (stably tameen anglais). En fait M. Smith montre un résultat plus général:Proposition 1.5 (Smith [Smi89℄). � Soit ∂ ∈LND(A[ȳn]), ∆ = ∆(ȳ) ∈
Ker (∂), γ := e∆∂, ∂̃ et γ̃ sont les extensions de ∂ et γ à A[u][ȳn] et τ ∈
AutA[ȳn](A[ȳn, u])) donné par τ(u) = u + ∆. On a

γ̃ = e∆∂̃ = e−u∂̃τeu∂̃τ−1(= τ−1e−u∂̃τeu∂̃).Et don si eu∂̃ est modéré (par exemple lorsque ∂ est modérément triangula-ble) alors γ := e∆∂ est stablement modéré.Démonstration. � La preuve est un alul qu'on donne ii pour se fami-liariser ave les ompositions d'automorphismes et les exponentiels de déri-vations loalement nilpotentes:On montre que τeu∂̃ = e(u+∆)∂̃τ , en e�et, ∀i ∈ n, on a
τeu∂̃(yi) = τ(∑

k≥0

uk∂̃k(yi)

k!
)

=
∑

k≥0

(u + ∆)k∂̃k(yi)

k!

= e(u+∆)∂̃(yi)

τeu∂̃(yi) = e(u+∆)∂̃τ(yi)32



et
τeu∂̃(u) = τ(u) = u + ∆ = e(u+∆)∂̃(u + ∆) = e(u+∆)∂̃τ(u).Or e(u+∆)∂̃ = eu∂̃e∆∂̃ et don,

eu∂̃e∆∂̃τ = τeu∂̃

e∆∂̃ = e−u∂̃τeu∂̃τ−1(= τ−1e−u∂̃τeu∂̃).

2. De nouveaux automorphismesOn a vu que l'automorphisme de Nagata pouvait se déomposer en un pro-duit γN = σγσ−1 où γ est un automorphisme de A[y, z] et σ ∈ Aut( Frac(A)[y, z]).On tente ii de généraliser au maximum ette onstrution pour obtenir denouveaux automorphismes. Auparavant on a besoin de quelques résultatsautour de la onjeture Jaobienne.2.1. La onjeture Jaobienne [BCW82℄La onjeture Jaobienne ou problème Jaobien est l'un des plus fameuxproblèmes ouverts sur les automorphismes polynomiaux. En s'inspirant de[BCW82℄ on en donne ii une présentation très suinte ainsi qu'un moyende l'aborder: l'inverse formel. Il permet de montrer le lemme 2.5, très utilepour la suite.2.1.1. Un problème simple...non résolu.Il semble que Keller [Kel39℄ soit le premier à avoir pensé à ette onjetureque l'on peut présenter ainsi:Conjeture 2.1 (Jaobienne). � Soit A un anneau de aratéris-tique nulle. Un endomorphisme α de A[n] est un automorphisme de A[n] siet seulement si sa matrie Jaobienne Ja(α) est inversible i.e. Ja(α) ∈
GL(n, A[n]).En e�et si α ∈ Aut(A[ȳ]) alors id[n] = αα−1 et la règle de la haînedonne Jac( id[n]) = In = Jac(αα−1) = α( Jac(α−1)) · Jac(α) don Jac(α) ∈
GL(n, A[n]). C'est don la réiproque

Jac(α) ∈ GL(n, A[n])⇒ α ∈ Aut(A[n])33



qui fait l'objet d'une onjeture.Notons que si ar(A) = p > 0 alors l'endomorphisme α ∈ End(A[y])dé�ni par α(y) = y + yp véri�e Ja(α) = 1 alors que α n'est pas un au-tomorphisme. Le as n = 1 de la onjeture est trivial mais dès que n ≥
2 le problème n'est pas résolu. Seuls quelques résultats partiels existent([Moh83, Wan80℄) au milieu de nombreuses preuves erronées e qui on�rmela di�ulté de e problème.La onjeture a de nombreuses formulations possibles. La ondition� Jac(α) ∈ GL(n, A[ȳ])� est évidemment équivalente à � le déterminant jao-bien j(α) ∈ A[ȳ]⋆� de plus A[ȳ]⋆ = A⋆ lorsque A est réduit (sans nilpotent).Il faut savoir que si la onjeture est vraie pour A = C alors elle l'est pourtout anneau intègre de aratéristique nulle ('est une onséquene du lemme2.5 plus bas). On peut aussi reformuler la onjeture Jaobienne omme ei:Conjeture 2.2 (Jaobienne). � Soit p1, · · · , pn, n polyn�mes de C[n].Alors j(p1, · · · , pn) ∈ C⋆ 4 si et seulement si C[n] = C[p1, · · · , pn].2.1.2. L'inverse formel.La notion d'inverse formel semble pouvoir être utile dans le problèmeJaobien.On note A[[ȳn]] l'anneau des séries formelles en y1, · · · , yn à oe�ients dans
A. Ainsi A[ȳn] ⊂ A[[ȳn]] ependant End(A[ȳn]) 6⊂ End(A[[ȳn]]), en e�et si
γ ∈ End(A[[ȳn]]) est dé�ni par γ(yi) = Pi(ȳn) ∈ A[[ȳn]] il faut Pi(0̄n) = 0pour que γ(∑k≥0 yk

i )(0̄n) =
∑

k≥0 Pi(0̄n)k soit bien dé�ni.Autrement dit les endomorphismes de A[[ȳn]], dits endomorphismes formels,sont de valene au moins 1.L'équivalent de la onjeture Jaobienne est vrai dans A[[ȳn]] (à noterque la aratéristique de A n'est plus néessairement nulle); 'est le théorèmed'inversion loale:Théorème 2.3. � Soit A un anneau quelonque. Un endomorphismeformel γ de A[[ȳn]] est un automorphisme formel si et seulement si sa matriejaobienne est inversible à l'origine, i.e. Jac(γ)(0̄) ∈ GL(n, A).Don en partiulier, (rappelons que j0̄(α) = j(α)(0̄))4j(p1, · · · , pn) est dé�ni dans l'intro. 34



Corollaire 2.4. � Soit α ∈ End(A[ȳ]) tel que α∗(0̄) = 0̄ et j0̄(α) ∈ A⋆alors α a un inverse formel α−1
f ∈ Aut(A[[ȳn]]).La ondition α∗(0̄) = 0̄ n'est pas très ontraignante puisqu'il su�t de le om-poser ave une translation adaptée pour qu'un endomorphisme quelonque laremplisse. Ainsi, si τ est la translation dé�nie par τ(yi) = yi−α(yi)(0̄) alors

(ατ)∗(0̄) = 0̄ et, de plus, α est un automorphisme de A[ȳ] si et seulement si
ατ l'est.Le problème Jaobien onsiste don à montrer que, lorsque j0̄(α) ∈ A⋆, lesomposantes γ−1

f (yi) ∈ A[[ȳn]] sont des polyn�mes. L'inverse formel permetde montrer failement quelques résultats, nous l'utiliserons pour démontrerle Lem.2.5 et la Prop.2.15 plus bas.2.1.3. Une appliation.Comme on l'a vu dans 1.2, un moyen d'obtenir des automorphismes de
A[ȳ] non modérés a priori est de omposer des automorphismes de Frac(A)[ȳ](quand A est intègre). Plus généralement (que A ⊂ Frac(A)), on onsidèreune extension d'anneau A ⊂ B qui donne lieu aux inlusions End(A[n]) ⊂
End(B[n]) et Aut(A[n]) ⊂ Aut(B[n]) . Qu'est-e qui aratérise, parmi lesautomorphismes de B[ȳ] ou même parmi ses endomorphismes, eux qui sontdans Aut(A[ȳ])?On a d'abord

Aut(A[ȳ]) = {α ∈ End(B[ȳ]) tel que A[ȳ] = α(A[ȳ])}
Aut(A[ȳ]) = {α ∈ Aut(B[ȳ]) tel que A[ȳ] = α(A[ȳ])}
Aut(A[ȳ]) = {α ∈ Aut(B[ȳ]) ∩ End(A[ȳ]) tel que A[ȳ] ⊂ α(A[ȳ])}Mais la ondition A[ȳ] ⊂ α(A[ȳ]) n'est pas faile à véri�er; on montre grâeà la ss-se.2.1.2 qu'elle est équivalente à j0̄(α) ∈ A⋆:Lemme 2.5. � Soit A ⊂ B une extension d'anneau, on a

Aut(A[ȳn]) = {α ∈ Aut(B[ȳn])∩ End(A[ȳn]) tel que Jac(α)(0̄) ∈ GL(n, A)}et don
Aut(A[ȳn]) = Aut(B[ȳn]) ∩ End(A[ȳn]) ∩ j−1

0̄ (A⋆) (2.1.1)
Aut(A[ȳn]) = Aut(B[ȳn]) ∩ End(A[ȳn]) ∩ j−1(A[ȳn]⋆) (2.1.2)Démonstration. � Soit α ∈ Aut(B[ȳn]) ∩ End(A[ȳn]). On a don:

Jac(α)(0̄) ∈ GL(n, B) ∩ M(n, A).35



On suppose que Jac(α)(0̄) ∈ GL(n, A) (e qui est véri�é si j0̄(α) ∈ A⋆ ouenore si j(α) ∈ A[ȳ]⋆). Comme on l'a vu dans ss-se.2.1.2 on peut toujoursse ramener au as où α∗(0̄) = 0̄. Ainsi, d'après le orollaire 2.4, α a un inverseformel α−1
f ∈ Aut(A[[ȳn]]), mais, puisque α ∈ Aut(B[ȳ]), et inverse formelétendu à B[[ȳ]] oïnide ave α−1 ∈ Aut(B[ȳ]). Les omposantes α−1

f (yi)sont don bien des polyn�mes et don α−1 = α−1
f , α ∈ Aut(A[ȳ]).2.2. Généralisation de l'automorphisme de NagataPour généraliser l'automorphisme de Nagata on va onjuguer des auto-morphismes de A[ȳ] ave des endomorphismes qui sont en même temps desautomorphismes de Quot(A)[ȳ].2.2.1. Des endomorphismes-automorphismes.Comme on l'a vu dans la ss-se.1.2.3 l'automorphisme de Nagata est unautomorphisme de A[y, z] qui a la déomposition suivante:

γN = σβαβ−1σ−1'est-à-dire
γN = σ̃α̃σ̃−1ave α̃ ∈ Aut(A[y, z]) et σ̃ ∈ End(A[y, z])∩ Aut( Quot(A)[y, z]). Notons queette déomposition peut se voir de deux manières di�érentes: la première enposant σ̃ = σ et α̃ = βαβ−1 et la deuxième en posant σ̃ = σβ et α̃ = α. Dansle premier as σ̃ est un automorphisme linéaire de Quot(A)[y, z] alors quedans le deuxième as σ̃ = σβ ne l'est pas. Le as où es endomorphismes-automorphismes sont linéaires ou même a�nes a et avantage que l'on on-naît une formule qui donne leur inverse.Le lemme 2.6 i-dessous nous servira pour la suite.On doit utiliser la notation Af qui, lorsque f ∈ A×, désigne l'anneau desfrations:

A ⊂ Af := {f−k, k ∈ N} ·A = A[
1

f
] ⊂ Quot(A).Rappelons (voir se. Not. et Déf.) que l'on peut identi�er, le as éhéant,un élément a ∈ A et l'endomorphisme de A[ȳn], yi 7→ a · yi.Lemme 2.6. � Soit σ ∈ End(A[ȳ]) ∩ Aut( Quot(A)[ȳ]). Il existe k ∈ Ntel que σ−1 j0̄(σ)

k ∈ End(A[ȳ]). Si de plus σ est a�ne alors j0̄(σ) = j(σ) et
k = 1 onvient. 36



Démonstration. � Puisque σ ∈ End(A[ȳ])∩Aut( Quot(A)[ȳ]), on a j0̄(σ) ∈
A ∩ Quot(A)⋆ = A× et don on peut érire

j0̄(σ) ∈ A j0̄(σ)
⋆, ave l'extension d'anneaux A j0̄(σ) ⊂ Quot(A).D'après l'égalité 2.1.1 du lemme 2.5 (où A j(σ) resp. Quot(A) joue le r�le de

A resp. B) σ, σ−1 ∈ Aut(A j(σ)[ȳ]) don il existe k tel que
A[ȳ] ∋ j0̄(σ)

k · σ−1(yi) = σ−1( j0̄(σ)
k · yi) = σ−1 j0̄(σ)

k(yi), ∀i ∈ ni.e.
σ−1 j0̄(σ)

k ∈ End(A[ȳ]).Si σ est a�ne, à une translation de A[ȳ] près on peut onsidérer que σ ∈
M∗(n, A) est linéaire et, dans e as on sait que ( j0̄(σ) = j(σ))
j0̄(σ)σ−1

∗ = tcom(σ∗) ∈ M(n, A) et don σ−1 j0̄(σ) ∈ M∗(n, A) ⊂ End(A[ȳ]).(où com(M) désigne la o-matrie de M).2.2.2. Des onditions su�santes pour onjuguer.Revenons enore une fois sur l'automorphisme de Nagata: γN = σβαβ−1σ−1.En fait on a σ ∈ AutQuot(A)[y]( Quot(A)[y][z]) et
βαβ−1(z) = βα(z − y2)

= β(z − (y + az)2)
= z + y2 − [y + a(z + y2)]

2

βαβ−1(z) = z − a[2y(z + y2) + a(z + y2)
2
]Don βαβ−1(z) ≡ z mod a·A[y, z] = z mod j0̄(σ)·A[y, z] et 'est e qui permetque

γN(z) = σβαβ−1σ−1(z)

= σβαβ−1(
z

a
)

=
1

a
σβαβ−1(z)

=
1

a
σ(z − a[2y(z + y2) + a(z + y2)

2
])

=
1

a
(az − a[2y(z + y2) + a(az + y2)

2
])

γN(z) ∈ A[y, z] 37



(pour γN(y) = σβαβ−1σ−1(y) = σβαβ−1(y) ∈ A[y, z] auun problème). Onva tenter de généraliser au maximum ette onstrution grâe au lemme et àla remarque suivants:Lemme 2.7. � Soit σ un endomorphisme de A[ȳ] = A[ȳn] tel que
σ ∈ End(A[ȳ]) ∩ Aut( Quot(A)[ȳ]),et soit α un automorphisme de A[ȳ].Alors σασ−1 est un automorphisme de A[ȳ] si et seulement si 'est un endo-morphisme de A[ȳ].Démonstration. � Supposons que σασ−1 est un endomorphisme de A[ȳ].On sait déjà que σασ−1 est un automorphisme de Quot(A)[ȳ] aussi, en vuede l'égalité 2.1.2 du lemme 2.5 ave B = Quot(A), il su�t de montrer que

j(σασ−1
) est inversible dans A[ȳ].Puisque σασ−1 est un endomorphisme de A[ȳ], j(σασ−1

) ∈ A[ȳ]. De plussi l'on quotiente A par son nilradial √0 on a A[ȳ]⋆ ≡ A⋆ mod
√

0 resp.
Quot(A)[ȳ]⋆ ≡ Quot(A)⋆ mod

√
0 et don j(α) mod

√
0 resp. j(σ) mod

√
0sont dans A

��√0 . Ainsi, d'après l'égalité 0.0.7, on a:
j(σασ−1

) ≡ j(σ) j(α) j(σ)
−1 ≡ j(α) mod

√
0 ∈ A

��√0

⋆don
A[ȳ] ∋ j(σασ−1

) = j(α) + r(ȳ, z̄)où r(ȳ, z̄) est un nilpotent de Quot(A)[ȳ] mais puisque j(α) et j(σασ−1
) ∈

A[ȳ] on a que r(ȳ, z̄) est un nilpotent de A[ȳ] et don
j(σασ−1

) ∈ A[ȳ]⋆.Ainsi, d'après l'égalité 2.1.2 du lemme 2.5, σασ−1 est bien un automorphismede A[ȳ].La réiproque est immédiate.Avant d'énoner les propositions 2.8 et 2.9 faisons la remarque simple suivantequi servira dans leur preuve:Remarque. � Dans les hypothèses du lemme 2.7 préédent σασ−1 est unendomorphisme de A[ȳ] si et seulement si, quel que soit i ∈ n,
σασ−1(yi) ∈ A[ȳ]ette dernière ondition étant aussi équivalente à

σασ−1( j0̄(σ)kyi) ∈ ( j0̄(σ)k) · A[ȳ]38



où k = k(σ) est le plus petit entier positif tel que
σ−1 j0̄(σ)

k ∈ End(A[z̄n]) (voir Lem.2.6).Proposition 2.8. � Soit l'anneau de polyn�mes A[m+n] = A[ȳm, z̄n] où
m ≥ 0 et n ≥ 1. Soit σ un endomorphisme tel que

σ ∈ End(A[z̄n]) ∩ Aut( Quot(A)[z̄n]) ⊂ EndA[ȳm](A[ȳm][z̄n])et soit k = k(σ) le plus petit entier positif tel que
σ−1 j0̄(σ)

k ∈ End(A[z̄n]) (voir Lem.2.6).Si α ∈ Aut(A[ȳm, z̄n]) est un automorphisme tel que
α|A[z̄n] ≡ Id|A[z̄n] mod ( j0̄(σ)

k) 5alors σασ−1 ∈ Aut(A[ȳm, z̄n]).Démonstration. � Si i ∈ m alors σ−1(yi) = yi, don σασ−1(yi) =
σα(yi) ∈ A[ȳm, z̄n].Si j ∈ n alors σ−1( j0̄(σ)

kzj) ∈ A[z̄n], don par hypothèse
ασ−1( j0̄(σ)

kzj) ≡ σ−1( j0̄(σ)
kzj) mod ( j0̄(σ)

k) ,e qui implique
σασ−1( j0̄(σ)

kzj) ≡ σσ−1( j0̄(σ)
kzj) ≡ ( j0̄(σ)

kzj) ≡ 0 (mod j0̄(σ)
k)et on onlut grâe au lemme 2.7 et à la remarque préédente.Lorsque σ est linéaire on améliore un peu le résultat:Proposition 2.9. � Soit l'anneau de polyn�mes A[m+n] omme dansla proposition 2.8. Soit un endomorphisme linéaire

σ ∈ M∗(n, A) ⊂ End(A[z1, · · · , zn]) ⊂ End(A[m+n])dont le (déterminant) jaobien j(σ) = j0̄(σ) ∈ A ne divise pas 0. Si α ∈
Aut(A[ȳm, z̄n]) est un automorphisme tel que

α(zj) ≡ q(ȳ, z̄)zj mod ( j(σ)), ∀j ∈ moù q est un polyn�me (forément inversible modulo ( j(σ))) de A[ȳ, z̄], alors
σασ−1 ∈ Aut(A[ȳm, z̄n]) (où σ−1

∗ = j(σ)
−1 tcom(σ∗)).5La onjeture 10.3 plus bas dit qu'il su�t que ette ondition soit véri�ée pour k = 1.39



Démonstration. � Si i ∈ m alors σασ−1(yi) = σα(yi) ∈ A[ȳm, z̄n].Si j ∈ n alors σ−1( j(σ)zj) est une ombinaison linéaire de z1, . . . , zn àoe�ients dans A don l'hypothèse implique que
α(σ−1( j(σ)zj)) ≡ q(ȳ, z̄) σ−1( j(σ)zj) mod ( j(σ))et on obtient en�n

σασ−1( j(σ)zj) ≡ σ(q(ȳ, z̄)σ−1( j(σ)zj)) ≡ σ(q(ȳ, z̄)) j(σ)zj ≡ 0 mod ( j(σ)).Le lemme 2.7 et la remarque qui le suit onluent.Il est intéressant de regarder e que donnent les propositions 2.8 et 2.9dans des as partiuliers:Si m = 0 dans la proposition 2.8 on obtientCorollaire 2.10. � Soit un endomorphisme σ ∈ End(A[z̄n])∩Aut( Quot(A)[z̄n])et k = k(σ) le plus petit entier positif tel que
σ−1 j0̄(σ)

k ∈ End(A[z̄n]) (voir Lem.2.6).Si α ∈ Aut(A[z̄n]) est un automorphisme tel que α ≡ id[n] mod ( j0̄(σ)
k)alors σασ−1 ∈ Aut(A[z̄n]).Si n = 1 et σ(z) = az dans Prop.2.9 on a:Corollaire 2.11. � Soit σ l'endomorphisme de End(A[z])∩Aut( Quot(A)[z])dé�ni par σ(z) = az où a ∈ A× et soit α ∈ Aut(A[ȳm, z]).On a σασ−1 ∈ Aut(A[ȳm, z]) si et seulement si α(z) ∈ (z, a).Démonstration. � Si i ∈ m alors σασ−1(yi) = σα(yi) ∈ A[ȳm, z] etdon, d'après le lemme 2.7,

σασ−1 ∈ Aut(A[ȳm, z]) ⇔ σασ−1(z) ∈ A[ȳ, z]

⇔ σα(
z

a
) ∈ A[ȳ, z]

⇔ 1

a
σα(z) ∈ A[ȳ, z]

⇔ 1

a
α(z)(ȳ, az) ∈ A[ȳ, z]

⇔ a divise α(z)(ȳ, 0)

⇔ α(z) ∈ (a, z).
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2.2.3. Conjuguer des LND.On a vu dans la sous-setion 1.3.2 qu'on pouvait aussi onjuguer les déri-vations loalement nilpotentes. On donne deux analogues des résultats dela ss-se.2.2.2 où l'on remplae α, l'automorphisme à onjuguer par ∂ uneLND:Proposition 2.12. � Soit l'anneau de polyn�mes A[m+n] omme dansProp.2.8. Soit σ un endomorphisme tel que
σ ∈ End(A[z̄n]) ∩ Aut( Quot(A)[z̄n])et soit k = k(σ) le plus petit entier positif tel que

σ−1 j0̄(σ)
k ∈ End(A[ȳm, z̄n]) (voir Lem.2.6).Si ∂ ∈ LND(A[ȳm, z̄n]) est une dérivation loalement nilpotente telle que

∂(A[z̄n]) ⊂ ( j0̄(σ)
k) · A[ȳm, z̄n]alors σ∂σ−1 ∈ LND(A[ȳm, z̄n]).Démonstration. � On sait déjà que σ∂σ−1 ∈ LND( Quot(A)[ȳm, z̄n])(voir ss-se.1.3.2) et il su�t don de véri�er que, si ∂(A[z̄n]) ⊂ ( j0̄(σ)

k),alors σ∂σ−1(A[ȳm, z̄n]) ⊂ A[ȳm, z̄n].Pour tout i ∈ m, on a
σ∂σ−1(yi) = σ∂(yi) ∈ A[ȳm, z̄n].Pour tout j ∈ n, σ−1( j0̄(σ)

kzj) ∈ A[z̄] et don par hypothèse
∂(σ−1( j0̄(σ)

kzj)) ∈ ( j0̄(σ)
k) · A[ȳm, z̄n]et

σ∂σ−1( j0̄(σ)
kzj) = σ(∂(σ−1( j0̄(σ)

kzj))) ∈ ( j0̄(σ)
k) ·A[ȳm, z̄n]également don

σ∂σ−1(zj) =
1

j0̄(σ)k
σ∂σ−1( j0̄(σ)

kzj) ∈ A[ȳm, z̄n].Dans le as m = 0 on peut modi�er un peu l'énoné du résultat:41



Corollaire 2.13. � Soit un endomorphisme σ ∈ End(A[z̄n])∩Aut( Quot(A)[z̄n])et k = k(σ) le plus petit entier positif tel que
σ−1 j0̄(σ)

k ∈ End(A[z̄n]) (voir Lem.2.6).Soit ∂ ∈ LND(A[z̄n]) une dérivation loalement nilpotente quelonque. Ona j0̄(σ)
k · σ∂σ−1 = σ( j0̄(σ)

k · ∂)σ−1 ∈ LND(A[z̄n]).Démonstration. � Lorsque m = 0, pour une dérivation ∂1 ∈ LND(A[z̄n])on a
∂1(A[z̄n]) ⊂ ( j0̄(σ)

k) ⇔ ∂1 = j0̄(σ)
k · ∂, ∂ ∈ LND(A[z̄n])Et don d'après la proposition 2.12

σ∂1σ
−1 = σ( j0̄(σ)

k · ∂)σ−1 = j0̄(σ)
k · σ∂σ−1 ∈ LND(A[z̄n]).2.3. Automorphismes résiduels2.3.1. Approhe générale.De manière générale on utilisera l'expression (A-)résiduel ou (A-)résiduellementà la plae de � modM pour tout idéal maximalM de A�. Ainsi, dans le aspartiulier où A = C[x̄], (x̄-)résiduel(lement) signi�e don �∀x̄ = x̄0 ∈ Ck�xé�.On étudiera la réiproque de l'impliation:Vrai⇒ Vrai résiduellement.Ainsi, dire qu'un élément a de A est nul résiduellement signi�e que a ≡

0 modM, ∀M idéal maximal de A. On a:
a est nul ⇒ a est nul résiduellement.Mais la réiproque de ette impliation est fausse si ⋂

Mmax

M, appelé le radialde Jaobson de A, est non nul. Par ontre on a
a est inversible ⇔ a est inversible résiduellement (2.3.1)ar

a ∈ (A��M )⋆

, ∀M ⇔ a 6∈ M, ∀M ⇔ (a) 6⊂ M, ∀M ⇔ (a) = A⇔ a ∈ A⋆42



Quand on passe à l'anneau de polyn�mes A[ȳn] le terme (A-)résiduel(lement)signi�e enore � modM pour tout idéal maximalM de A� et non pas � modMpour tout idéal maximal M de A[ȳn]�. Ainsi l'équivalene 2.3.1 n'est plusvraie pour les polyn�mes en général. En e�et, si la radial de Jaobson de
A, n'est pas réduit à son nilradial alors, si

a ∈
⋂

Mmax

M\
√

0A 6= ∅on a 1+ay ∈ A[y] est inversible résiduellement mais 1+ay n'est pas inversible.De e fait quand on utilise l'approhe �résiduelle� pour les anneaux de polyn�meson suppose que ⋂

Mmax

M =
√

0A et, dans ette situation on peut enore mon-trer que pour un polyn�me p(ȳ) ∈ A[ȳn] on a:
p(ȳ) est inversible ⇔ p(ȳ) est inversible résiduellement (2.3.2)En e qui onerne les automorphismes on aura donDéfinition 2.14 (Automorphisme résiduel). � Un endomorphisme

α de A[n] est un automorphisme résiduel ou automorphisme A-résiduel si
α modM est un automorphisme de A

��M [ȳ], pour tout idéal maximalM de
A.On a enore pour un A-endomorphisme α

α est un automorphisme ⇒ α est un automorphisme résiduel. (2.3.3)Il faut enore que ⋂

Mmax

M =
√

0A pour que la réiproque soit vraie ar sinonl'endomorphisme α de A[y] dé�ni par α(y) = y(1+ ay), où a est omme plushaut, fournit un ontre-exemple.Dans le as où Jacobson(A) =
√

0A, remarquons que si la onjeture ja-obienne est vraie alors, en appliquant l'équivalene 2.3.2 au jaobien j(α)on trouve que j(α) est inversible et on obtient la réiproque de l'impliation2.3.3.Dans la sous-setion suivante, on donne une preuve de la réiproque de2.3.3. 2.3.2. Les automorphismes résiduels sont des automorphismes.Proposition 2.15. � Soit A un anneau dont le radial de Jaobson estréduit au nilradial i.e. ⋂

Mmax

M =
√

0A et α ∈ End(A[n]). Alors α est unautomorphisme si et seulement si 'est un automorphisme résiduel.43



Dans la preuve on a besoin du résultat 2.16 suivant qui donne une bornepour le degré de l'inverse d'un automorphisme. C'est le orollaire (1.4) de[BCW82℄ et les auteurs l'attribuent à O. Gabber:Théorème 2.16 (Gabber-Bass-Connell-Wright). � Si K est un orps et
α ∈ Aut(K [n]) alors deg(α−1) ≤ deg (α)

n−1.Démonstration de Prop.2.15. � En vue du lemme 1.1, quitte à quotien-ter par √0A, on peut supposer que A est réduit et don que le radial deJaobson ⋂

Mmax

M est réduit à (0). On suppose que α est un automorphismerésiduel, ela implique que j(α)(0̄) est inversible résiduellement et don in-versible (voir équiv.2.3.1). On suppose que α∗(0̄) = 0̄ (voir ss-se.2.1.2) etdon d'après le orollaire 2.4, α a un inverse formel α−1
f .Par hypothèse, pour tout idéal maximalM de A on a:

(α modM)−1 = α−1
f modM ∈ Aut(A��M [ȳn])et d'après le théorème 2.16

deg (α−1
f modM) ≤ deg (α modM)n−1 ≤ deg(α)n−1 (2.3.4)Soit α−1

f,p l'endomorphisme polyn�mial de A[ȳn] dé�ni en prenant la partie de
α−1

f de degré inférieur ou égal à deg (α)
n−1. D'après l'inégalité 2.3.4 on a

α−1
f ≡ α−1

f,p modM ∀M
α−1

f − α−1
f,p ∈ M[ȳn] ∀M

α−1
f − α−1

f,p ∈
⋂

Mmax

M[ȳn] = (0)et don α−1
f = α−1

f,p(= α−1) et α est un automorphisme de A[ȳn].On a immédiatement leCorollaire 2.17. � Un automorphisme x-résiduel de C[x][ȳn] est un
x-automorphisme.
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Deuxième partieVariablesUne (A-)variable d'un anneau de polyn�mes A[ȳn] est un polyn�me p =
p(ȳn) équivalent à la oordonnée y1, 'est-à-dire un polyn�me p tel qu'il existeun automorphisme α ∈ Aut(A[ȳn]) qui envoie y1 sur p: α(y1) = p. Ainsiune variable p(x, ȳn) = α(y1) de C[x, ȳn] telle que α(x) = x est aussi une x-variable de C[x][ȳn]. On notera parfois Var(A[ȳ]) ou VarA(A[ȳ]) l'ensembledes (A-)variables de A[ȳ].
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3. Quelques exemples de variablesLa question générale liée aux variables est:Comment reonnaître une variable ?Pour y répondre ommençons d'abord par en onstruire ertains exemplesgrâe à e qu'on a vu dans la setion 1.3.1. Variables a�nesLes variables a priori les plus simples qui viennent à l'esprit sont lesvariables a�nes 'est-à-dire elles qui proviennent d'automorphismes a�nes.Notons que si p est une variable de degré un, 'est forément une variablea�ne. En e�et si α(y1) = p = a1y1 + · · ·+ anyn + b on a
Jac(α) =




a1 · · · an
∂(α(y2))

∂y1

∂(α(y2))
∂y1

· ·
· ·

∂(α(yn))
∂y1

· · · ∂(α(yn))
∂yn



∈ GL(n, A[ȳ])et don

Jac(α)(0̄n) =




a1 · · · an
∂(α(y2))

∂y1
(0̄n) ∂(α(y2))

∂y1
(0̄n)

· ·
· ·

∂(α(yn))
∂y1

(0̄n) · · · ∂(α(yn))
∂yn

(0̄n)



∈ GL(n, A).En posant(M, (b, 0, · · · , 0)) := ( Jac(α)(0̄n), (b, 0, · · · , 0)) ∈ GL(n, A)×An = GA(n, A)on obtient que p = (M, (b, 0, · · · , 0))∗(y1) est une variable a�ne de A[ȳ].Dans le as partiulier des variables a�nes on se retrouve ave des pro-blèmes d'algèbre linéaire à oe�ients dans un anneau. En vue d'aborder unde es problèmes faisons la remarque suivante (qui onerne les variables engénéral):Remarque. � Si p = p(ȳn) est une variable de A[ȳ] alors l'idéal engendrépar les dérivées partielles de p par rapport aux indéterminées y1, · · · , yn est46



égal à tout l'anneau: ( ∂p
∂y1

, · · · , ∂p
∂yn

) = A[ȳ] de plus, si p = a1y1+· · ·+anyn+best de degré un alors dans A on a: a1A + · · ·+ anA = (a1, · · · , an) = A.C'est une onséquene direte de l'impliation faile de la onjeture Ja-obienne (Conj.2.1). En e�et si l'on alule le déterminant de la matriejaobienne d'un automorphisme qui envoie y1 sur p en le développant suivantla première ligne on obtient le résultat i-dessus.Dans le as des variables a�nes la réiproque de la remarque i-dessusoïnide ave un problème d'algèbre onnu sous le nom de Problème de Serreou Conjeture de Serre dans le as où A = B[x̄k] ave B un orps:Problème 3.1 (de Serre généralisé). � Soit a1, · · · , an, n(≥ 1) élémentsd'un anneau A qui l'engendrent i.e. (a1, , · · · , an) = A.Est-e que [a1, · · · , an] est la première ligne d'une matrie inversible M ∈
GL(n, A)?C'est, en fait, une autre formulation de la question: Tous les A-modules pro-jetifs de type �ni sont-ils libres?Notons que pour n = 1 ou 2 la réponse est immédiate (si a1b1 + a2b2 = 1alors [ a1 a2

−b2 b1

]
∈ GL(2, A)).Le problème de Serre en lui-même a été résolu indépendemment par D.Quillen et A. Suslin en 1976:Théorème 3.2 (Quillen, Suslin). � Si A = B[x̄k] où B est un anneauprinipal6 alors la réponse au problème de Serre est positive.En�n, pour se onvainre que la onjeture de Serre n'est pas toujoursvraie donnons le ontre-exemple lassique suivant dû à P. Samuel:Contre-exemple 3.3 ( à la onjeture de Serre généralisée). � Soit A :=

CR(S2) l'anneau des fontions ontinues de la sphère S2 : x2 + y2 + z2 = 1 ⊂
R3

x,y,z dans R et a1, a2 et a3 les trois éléments de A égaux respetivement auxfontions x, y et z. On a bien (a1, a2, a3) = A puisque x2+y2+z2 = 1 et pour-tant il n'existe pas deux autres veteurs lignes [p1, p2, p3] et [q1, q2, q3] ∈ A3tels que: ∣∣∣∣∣∣∣

x y z
p1 p2 p3

q1 q2 q3

∣∣∣∣∣∣∣
= 1.6Anneau intègre dont tout idéal est prinipal.47



Démonstration. � Dans le as ontraire, les veteurs [x, y, z] et [p1, p2, p3]sont linéairement indépendants don la projetion (orthogonale) de [p1, p2, p3]de diretion [x, y, z] sur le plan tangent à la sphère donne un hamp deveteurs tangents jamais nul sur la sphère e qui est onnu pour être impos-sible.Pour plus de renseignements sur le sujet, voir (entre autres) [Lam78℄,[Man97℄ou enore [Swa87℄ pour de nombreux ontre-exemples.3.2. Variables modéréesNaturellement, on dira qu'un polyn�me p = p(ȳ) ∈ A[ȳ] est une variablemodérée si elle provient d'un automorphisme modéré (voir sous-setion 1.1.2).De même que dans la sous-setion 1.1.3 on se rend ompte que les élémentsnilpotents éventuels de A jouent un r�le partiulier. Le lemme 1.1 à pouronséquene direte leCorollaire 3.4. � Soit p = p(ȳ) un polyn�me de A[ȳ]. Alors p estune variable de A[ȳ] si et seulement si p mod
√

0 est une variable de A
��√

0
[ȳ].Dans le as où A est réduit tout e qu'on sait sur les variables modéréesse déduit de e qu'on sait sur les automorphismes modérés (voir sous-setions1.1.3, 1.2.1 et 1.2.2):Proposition 3.5 (Jung-van der Kulk-Nagata). � On a:1. lorsque n = 1 et A un anneau quelonque les variables de A[y] sont dela forme uy + b + r(y) où u est un inversible de A, b ∈ A et r(y) unpolyn�me nilpotent de A[y];2. lorsque n = 2 et A = K est un orps les variables de K[y, z] sonttoujours modérées;3. si A et a sont omme dans la sous-setion 1.2.1 alors la variable de

A[y, z], y + a(az + y2) qu'on appellera variable de Nagata n'est pasmodérée.Démonstration. � On se réfère à la sous-setion 1.1:1. Voir la orrespondane 1.1.1.2. Le théorème 1.2 de Jung-van der Kulk implique que toute variable de
K[y, z] est modérée. 48



3. Si y + a(az + y2) = α(y) où α est un automorphisme modéré de A[y, z]alors α−1γN(y) = y i.e. α−1γN est un A[y]-automorphisme de A[y][z]don forément modéré e qui implique que γN = αα−1γN l'est aussi ord'après la sous-setion 1.2.1 e n'est pas le as.En�n, si la onjeture 1.4 est vraie alors la x-variable de Nagata y+x(xz+
y2) n'est pas une variable modérée de K[x, y, z]. Cependant, on a vu dansla sous-setion 1.3.3 que l'automorphisme de Nagata est stablement modéréet don on peut dire que la variable de Nagata y + a(az + y2) ∈ A[y, z] eststablement modérée ave le sens évident qu'on peut lui donner. On verra plusloin (théorème 8.2) qu'on peut donner un résultat un peu plus général.4. Les problèmes de plongement en généralLes variables interviennent dans un as partiulier des problèmes dits deplongement dont on donne ii une présentation générale.4.1. Présentation du problèmeCommençons par l'observation suivante:Soit I et J deux idéaux de l'anneau de polyn�me A[ȳn] et α un automor-phisme de A[ȳ] tel que α(I) = J . On a alors un isomorphisme des algèbresquotient induit par α:

α̃ : A[ȳn]
��I −→ A[ȳn]

��JOn s'intéresse à la réiproque de ette impliation, à savoir:Problème 4.1 ( de plongement). � Tout isomorphisme
φ : A[ȳn]

��I
∼−→ A[ȳn]

��Jse relève-t-il en un automorphisme de A[ȳn]?Il s'avère qu'en général la réponse est non, omme le montrent les ontre-exemples suivants: 49



4.2. Quelques ontre-exemplesOn aura besoin de la dé�nition suivante:Définition 4.2 (Équivalene). � Soit I et J resp. p(ȳ) et q(ȳ) deuxidéaux resp. deux polyn�mes de l'anneau de polyn�mes A[ȳ]. On dit que I et
J resp. p et q sont équivalents à automorphismes près ou, plus simplement,quand il n'y a pas d'ambiguïté, équivalents s'il existe un automorphisme de
A[ȳ], α tel que α(I) = J resp. α(p) = q.Regardons les exemples d'isomorphismes suivants (où les idéaux I et Jde A[ȳ] sont prinipaux):
• Exemple 1: A = Z, n = 1, I = (2y − 1), J = (4y − 1):

φ : Z[y]��(2y − 1)
∼−→ Z[y]��(4y − 1)

y 7−→ 2y
y2 7−→ y

• Exemple 2: A = C, n = 2, I = (zy − 1), J = (z2y − 1):
φ : C[y, z]��(zy − 1)

∼−→ C[y, z]��(z2y − 1)

z 7−→ z
y 7−→ zy
y2 7−→ y

• Exemple 3: A = C, n = 1, I = J = (y(y − 1)(y − 2)):
φ : C[y]

��(y(y − 1)(y − 2)) ∼−→ C[y]
��(y(y − 1)(y − 2))

y 7−→ (−3
2
y + 1)(y + 1)

(3
2
y + 1)(y − 1) 7−→ y

• Exemple 4: A = C, n = 2, I = J = (z(zy − 1)):
φ : C[y, z]��(z(zy − 1)) ∼−→ C[y]��(z(zy − 1))

z 7−→ z
y 7−→ y + zy − 1

y − zy + 1 7−→ y50



Dans les exemples 1 et 2, on onstate que I et J ne sont pas équivalents:dans l'exemple 1 ela vient du fait que les automorphismes de Z[y] sont tousa�nes et dans l'exemple 2, si les idéaux (zy−1) et (z2y−1) sont équivalentsalors les polyn�mes zy−1 et z2y−1 aussi et don zy est équivalent à z2y e quiest impossible ar ils n'ont pas le même nombre de omposantes irrédutibles.Dans les exemples 3 et 4 la situation est di�érente puisqu'on a I = J ,l'obstrution à l'extension de φ n'est don plus la non équivalene de I et Jmais l'absene d'automorphisme α qui onserve I et qui oïnide ave φ sur
A[ȳn]

��
I

. Ces deux exemples sont empruntés à [DKW99℄.Pour l'exemple 3, si on regarde la situation géométriquement on a φ∗ :
{−1, 0, 1} → {−1, 0, 1} où φ∗(−1) = 0, φ∗(0) = 1, φ∗(1) = −1 e quine peut s'étendre à un automorphisme, néessairement a�ne, de C. En�n,dans l'exemple 4, on montre aisément (voir [DKW99℄) que les seuls automor-phismes qui préservent (z(zy − 1)) sont du type α(y) = ay, α(z) = a−1z equi les empêhe d'être égaux à φ dans C[y,z]

��
(z(zy−1))

.On renvoie à [DKW99℄ pour plus de préisions sur les isomorphismesqu'on ne peut pas étendre.On trouve aussi des exemples intéressants dans [SY01℄ où S. Shpilrain et J.T.Yu utilisent le gradient pour distinguer des hypersurfaes non équivalentes àautomorphismes près. D'ailleurs, les résultats de leur artile sont aussi utilesdans la setion suivante.4.3. Une équivalene 1-stableGrâe aux résultats de [SY01℄, dans haun des quatre exemples, on peutmontrer que les idéaux I et J sont 1-stablement équivalents dans le sens dela dé�nition suivante:Définition 4.3 (Équivalene k-stable). � Soit I et J resp. p(ȳ) et
q(ȳ) deux idéaux resp. deux polyn�mes de l'anneau de polyn�mes A[ȳ]. Ondit que I et J resp. p et q sont k-stablement équivalents si les idéaux (I, v̄k)et (J, v̄k) resp. (p, v̄k) et (q, v̄k) sont équivalents dans A[ȳn, v̄k].En fait on a un résultat plus fort puisqu'on peut dé�nir un automor-phisme α de A[ȳn, v] qui étend le v-isomorphisme φv entre A[v][ȳn]

��
(I,v)

et
A[v][ȳn]

��
(J,v)

induit par φ. On donne es automorphismes pour les exemples1 et 4: 51



• dans l'exemple 1, soit α ∈ Aut(Z[y, v]) dé�ni par:
{

α(y) = v + 2y
α(v) = y − (v + 2y)2 d'inverse { α−1(y) = v + y2

α−1(v) = y − 2(v + y2)On a
α((2y−1, v)) = (2(v+2y)−1, y−(v+2y)2) = (2v+4y−1,−v2−4yv−y(4y−1)).Et on véri�e

(2v + 4y − 1,−v2 − 4yv − y(4y − 1)) = (4y − 1, v)En�n on a
α̃ = φv : Z[y, v]��(2y − 1, v) ∼−→ Z[y, v]��(4y − 1, v)

v = 0 7−→ y − (v + 2y)2 = v = 0
y 7−→ v + 2y = 2y

v + y2 = y2 7−→ y

• dans l'exemple 4, on prend α ∈ Aut(C[y, z, v]) dé�ni par:




α(y) = y(1 + z) + v − 1
α(z) = z
α(v) = yz2 + v(z − 1)− z

d'inverse  α−1(y) = y(1− z) + v + 1
α−1(z) = z
α−1(v) = yz2 − v(z + 1)− zOn a bien α(z(zy − 1), v) = (z(zy − 1), v) et

α̃ = φv : C[y, z, v]
��(z(zy − 1), v) ∼−→ C[y, z, v]

��(z(zy − 1), v)
z 7−→ z

v = 0 7−→ yz2 + v(z − 1)− z = v = 0
y 7−→ y(1 + z) + v − 1 = y + zy − 1

y(1− z) + v + 1 = y − zy + 1 7−→ yD'un point de vue géométrique, le passage de A[ȳ]
��
I

à A[ȳ]
��
(I,v)

onsiste àplonger la variété a�ne SpecA[ȳ]��
I

dans un espae a�ne de dimension plusgrande. Dans la as partiulier où A = C, la situation est assez bien onnuegrâe notamment à [Kal91℄. 52



4.4. Le as A = CDans le as partiulier où A = C (ou tout autre orps de aratéris-tique nulle algébriquement los) notre problème onsiste à se demander siun isomorphisme entre deux sous-variétés algébriques de Cn s'étend en unautomorphisme polyn�mial de Cn. Le résultat suivant, qui est une améliora-tion d'un résultat de Jelonek [Jel87℄ dû à Kaliman [Kal91℄ ( voir aussi [Jel95℄pour une �ré-amélioration�) , dit que si les sous-variétés sont de o-dimensionsu�samment grande la réponse est oui:Théorème 4.4 (Kaliman, [Kal91℄). � Soit φ∗ : X → Y un isomor-phisme entre deux sous-variétés a�nes algébriques fermées X et Y de Cn, et
TX le �bré tangent de Zariski de X. Si

n > max (2 dim(X) + 1, dim(TX)),alors φ∗ s'étend en un automorphisme de Cn.Bien évidemment, si X est lisse, la ondition sur la dimension devient :
n > 2 dim(X) + 1.En outre Kaliman montre aussi que ette ondition ne peut être amélioréeen exhibant deux ourbes (non lisses) isomorphes de C3 non équivalentes àautomorphisme près. 4.5. Un isomorphisme réurrentOutre les exemples donnés en 4.2 on a signalé que [SY01℄ ontenait aussides exemples d'hypersurfaes omplexes isomorphes mais non équivalentes àautomorphisme près. Certains de es exemples sont onstruits, essentielle-ment, à partir de l'isomorphisme suivant:

φ : A[y]
��(y − p(y)k) ∼−→ A[y]

��(y − p(yk))
y 7−→ yk

p(y) 7−→ yoù p = p(ȳ) est un polyn�me quelonque de A[y] et A un anneau quelonque(par exemple A = C[z̄]). D'autre part, dans l'artile III, on a besoin de53



l'isomorphisme suivant:
φ : A[y]

��(y − ap(y)) ∼−→ A[y]
��(y − p(ay))

y 7−→ ay
p(y) 7−→ y

(4.5.1)où a est un élément quelonque de l'anneau A.Il parait alors naturel de donner la généralisation suivante de es deux iso-morphismes:
φ : A[y]

��(y − q(p(y))) ∼−→ A[y]
��(y − p(q(y)))

y 7−→ q(y)
p(y) 7−→ y

(4.5.2)où p(y) et q(y) sont des polyn�mes quelonques de A[y].En outre, grâe à la tehnique de [SY01℄, on montre le résultat suivant:Lemme 4.5. � Soit p(y) et q(y) deux polyn�mes de A[y]. Les polyn�mes
y−q(p(y)) et y−p(q(y)) sont 1-stablement équivalents, de plus l'automorphisme
α de A[y, v] qui réalise ette équivalene peut-être hoisi de telle sorte que

α̃ : A[y, v]
��(y − q(p(y)), v) ∼−→ A[y, v]

��(y − p(q(y)), v)
y 7−→ q(y)

p(y) 7−→ yDémonstration. � On véri�e que l'automorphisme α dé�ni par
{

α(y) = v + q(y)
α(v) = y − p(v + q(y))

d'inverse { α−1(y) = v + p(y)
α−1(v) = y − q(v + p(y))onvient.Ainsi, à l'isomorphisme naturel A[y,v]

��
(r(y),v)

≃ A[y]
��
(r(y))

près on retrouve l'isomorphisme4.5.2.Remarquons que si on pose A = C[z], q(y) = y + zy− 1 et p(y) = y− zy +1,on a
y − q((p(y)) = y − p((q(y)) = y − [y − yz2 + z] = z(yz − 1)et on retrouve exatement l'exemple 4 ainsi que l'automorphisme de C[y, z]trouvé en 4.3 donné ii par le lemme 4.5.54



4.6. Le problème de plongement d'Abhyankar-SathayeOn s'intéresse désormais à un as partiulier du problème 4.1 qui onsisteà regarder e qui se passe lorsque l'idéal J est égal à (yk+1, · · · , yn) (où 1 ≤
k ≤ n− 1):Problème 4.6 ( de plongement d'Abhyankar-Sathaye). � Tout isomor-phisme

φ : A[ȳn]��I
∼−→ A[ȳn]��(yk+1, · · · , yn)

≃ A[ȳk]se relève-t-il en un automorphisme de A[ȳn]?Dans e as le problème est résolu dès lors qu'on a prouvé que I est équiv-alent à (yk+1, · · · , yn) sans forément que l'automorphisme orrespondant neoïnide ave φ sur A[ȳn]
��
I

.En e�et, soit α un automorphisme de A[ȳ] tel que α(I) = (yk+1, · · · , yn) et α̃l'isomorphisme des algèbres quotient induit, on a
A[ȳn]/I

∼
φ

- A[ȳn]/(yk+1, · · · , yn) ≃ A[ȳk]

@
@
@
∼

α̃ R �
�
�∼̄
β:=φα̃−1

�

A[ȳn]/(yk+1 , · · · , yn) ≃ A[ȳk]où β̄ := φα̃−1 ∈ Aut(A[ȳk]) s'étend naturellement en un yk+1, · · · , yn-automorphismede A[ȳ] noté β.On a alors
βα(I) = β((yk+1, · · · , yn)) = (yk+1, · · · , yn)et si on note β̃α l'isomorphisme induit on a

β̃α = β̄α̃ = φα̃−1α̃ = φ.Et βα est don bien un automorphisme qui relève φ.En général la réponse à la question du problème 4.6 est non, omme onle verra dans la setion 5, ependant, lorsque A = C, on ne onnaît pas deontre-exemple qui in�rme le problème, d'où la onjeture suivante:Conjeture 4.7 ( de plongement d'Abhyankar-Sathaye). � Tout plonge-ment birégulier de Ck dans Cn est reti�able 'est-à-dire équivalent à unplongement linéaire. 55



On se ontente, dans ette setion, de donner le orollaire du théorème4.4 adapté:Corollaire 4.8 (Kaliman, [Kal91℄). � Lorsque n ≥ 2k + 2 la onje-ture 4.7 de plongement d'Abhyankar-Sathaye est vraie.Lorsque ette ondition n ≥ 2k + 2 n'est pas véri�ée on sait très peude hoses sur la onjeture d'Abhyankar-Sathaye, on donne un aperçu desonnaissanes supplémentaires que l'on a à e jour sur le problème 4.6 dansla setion 5.5. Variables et problème de plongementd'Abhyankar-Sathaye5.1. Les hyperplans sont-ils des variables?Lorsque k = n− 1 le problème 4.6 de plongement devient:Problème 5.1 ( de l'hyperplan plongé d'Abhyankar-Sathaye). � Un polyn�me
p = p(ȳ) de A[ȳn] qui véri�e

A[ȳn]
��(p) ≃ A[n−1]est-il une variable de A[ȳn]?Un polyn�me qui satisfait l'hypothèse du théorème sera appelé un hyper-plan ou A-hyperplan; bien entendu lorsque n = 3 resp. 2 on dira plan resp.droite (e voabulaire est emprunté à Sathaye [Sat76℄). On dira aussi qu'unpolyn�me p ∈ A[ȳn] dé�nit une �bration en hyperplans ou en A-hyperplanssi p− a est un (A-)hyperplan, ∀a ∈ A.Lorsque n = 1, A[y]��

(p)
≃ A⇒ ∃q ∈ A[y] tel que y = p(y)q(y) et on montresans trop de di�ultés que p est alors de la forme uy + b + n(y) omme dansla proposition 3.5(1.) 'est-à-dire une variable.En toute généralité la réponse est enore négative, omme le montre leontre-exemple suivant dû à Nagata:Contre-exemple 5.2 (au problème 5.1 (Nagata, [Nag71℄)). � Si K unorps de aratéristique p 6= 0 et a > 1 un entier premier à p, alors lepolyn�me y − yap − zp2 est une droite mais pas une variable de K[y, z].56



Remarque. � Le fait que y− yap− zp2 soit une droite peut se démontrerave un isomorphisme du type 4.5.2, en e�et on a:
φ : K[z][y]

��(y − (ya + zp)p) ∼−→ K[z][y]
��(y − (ypa + zp))

y 7−→ yp

ya + zp 7−→ yEt y−(ypa +zp) = y−(ya + z)p est une variable de K[y, z] (l'automorphismeorrespondant se déompose en deux automorphismes élémentaires). Enoutre, d'après le lemme 4.5, la �non-variable� y − yap − zp2 est 1-stablementéquivalente à une variable.C'est la aratéristique non nulle qui permet de trouver des ontre-exemples,aussi a-t-on la onjeture:Conjeture 5.3 (d'Abhyankar-Sathaye). � Soit A un anneau de a-ratéristique nulle. Si p = p(ȳ) est un hyperplan de A[ȳ] alors p est unevariable. 5.2. Les résultats onnusLes prinipaux résultats onernant ette onjeture datent des années70. Le premier résultat qui orrespond au as où n = 2 et A est un orps dearatéristique nulle a été trouvé indépendamment par Abhyankar et Moh[AM75℄ d'un �té et Suzuki [Suz74℄ de l'autre dans le as où K = C:Théorème 5.4 (Abhyankar-Moh-Suzuki). � Si K un orps de ara-téristique nulle et p = p(y, z) une droite de K[y, z] alors p est une variablemodérée de K[y, z].Remarque. � Au passage, on remarque que e théorème redémontre lethéorème 1.2 de Jung-van der Kulk dans le as où le orps est de ara-téristique nulle puisque si α ∈ Aut(K[y, z]), α(y) est une droite don unevariable modérée don α(y) = β(y) où β est modéré et ainsi α = ββ−1α ave
β−1α ∈ AutK[y](K[y][z]) aussi modéré don α est modéré.Ce théorème a été généralisé par Russell et Sathaye dans [RS79℄ puis parBhatwadekar dans [Bha88℄ pour devenir:Théorème 5.5 (Russell-Sathaye-Bhatwadekar). � Si A est un anneauommutatif ontenant Q et p une droite de A[y, z] alors p est une variable de
A[y, z]. 57



En dimension n = 3 on n'a auun résultat général, ependant, en im-posant une ertaine forme au plan p on a:Théorème 5.6 (Russell [Rus76℄, Sathaye [Sat76℄). � Si K est un orpsquelonque et p = p(y, z, u) = f(y, z)u+g(y, z) est un plan de K[y, z, u] alors
p est une variable de K[y, z, u].Ce résultat peut se généraliser au as où u est remplaé par un (n quel-onque) dans p grâe au résultat de D. Wright:Théorème 5.7 (Wright [Wri78℄). � Soit K un orps algébriquement loset p un polyn�me de K[y, z, u] de la forme p(y, z, u) = f(y, z)un + g(y, z) où
n ≥ 2 n'est pas divisible par la aratéristique du orps K. Si p est un planalors 'est une variable.Ce résultat est enore généralisé par Russell et Sathaye:Théorème 5.8 (Russell-Sathaye [RS79℄). � Soit K un orps de ara-téristique nulle et p un polyn�me de K[y, z, u] de la forme

p(y, z, u) = a(y, z)
∑

i≥1

fi(y, z)ui + g(y, z)où a(y, z) /∈ K. Si p est un plan alors 'est une variable.En�n donnons enore un résultat qui, bien qu'il ne soit pas tout à fait dumême type, onstitue un premier pas dans la aratérisation des variables de
C[3] en générale.Théorème 5.9 (Kaliman, [Kal℄). � Soit p = p(x, y, z) un polyn�me de
C[x, y, z]. Si p dé�nit une �bration en plans, i.e. p − c est un plan ∀c ∈ C,alors p est une variable de C[x, y, z].Il existe bien entendu d'autre résultats de e type, omme, par exemple,[Rus79℄, [BD93℄ ou [Rus96℄.6. Variables et dérivations loalement nilpotentes de

A[y, z]6.1. Une LND dé�nie à partir d'un automorphismeComme on l'a vu dans la sous-setion 1.3.2, outre le passage à l'exponentielqui permet de fabriquer des automorphismes à partir de dérivations loale-ment nilpotentes, on a un autre lien, omplètement di�érent, entre LND et58



automorphismes de A[ȳ] qui onsiste à onjuguer l'une ave l'autre. Ainsi, sil'on prend l'une des dérivations les plus simples: ∂
∂yn

et un automorphisme
α de A[ȳ], on obtient une nouvelle dérivation loalement nilpotente α∂

∂yn
α−1que l'on peut voir omme étant la dérivation ∂

∂Yn
dans le système de oor-données (Y1 = α(y1), · · · , Yn = α(yn)).Il existe une autre façon d'érire ette dérivation, en e�et soit j(α(y1), · · · , α(yn−1), ∗ )l'appliation de A[ȳ] dans lui même qui envoie un polyn�me p(ȳ) sur le jao-bien j(α(y1), · · · , α(yn−1), p); on véri�e aisément que 'est bien une dériva-tion. De plus

j(α(y1), · · · , α(yn−1), α(yi)) = j(α)δin

= j(α).α
∂

∂yn

α−1(α(yi))et don
α

∂

∂yn

α−1 = j(α)−1. j(α(y1), · · · , α(yn−1), ∗ )Ainsi la donnée d'un automorphisme ou plus exatement de n−1 omposantesd'un automorphisme fournit diretement une LND.Lorsque n = 2, on introduit la notation ∆p pour un polyn�me p quelonque:Définition 6.1 (∆p). � Soit p = p(y, z) un polyn�me de A[y, z], onnote ∆p la dérivation de A[y, z] dé�nie par
∆p : A[y, z] −→ A[y, z]

q(y, z) 7−→ ∆p(q) = j(p, q) =

∣∣∣∣∣

∂p
∂y

∂p
∂z

∂q
∂y

∂q
∂z

∣∣∣∣∣ =
∂p
∂y

∂q
∂z
− ∂p

∂z
∂q
∂y

.Ainsi, d'après e qui préède, si p est une variable de A[y, z] alors ∆p est unedérivation loalement nilpotente.Les travaux de D. Daigle et G. Freudenburg permettent de dérire, entreautres, les dérivations loalement nilpotentes de A[y, z].6.2. Un théorème dû à Daigle et FreudenburgGrâe aux résultats de [DF98℄ on peut donner une aratérisation desvariables p de A[y, z] par les dérivations ∆p assoiées lorsque A est un anneaufatoriel ontenant Q.Théorème 6.2 (Daigle et Freudenburg). � Soit A un anneau fatoriel7ontenant Q, de orps des frations K = Frac(A), p = p(y, z) un polyn�me7Rappelons qu'un anneau fatoriel est, par dé�nition, intègre.59



de A[y, z] et ∆p = ∂p
∂y

∂
∂z
− ∂p

∂z
∂
∂y

la dérivation assoiée. Les trois assertionssuivantes sont équivalentes:(i) Le polyn�me p est une variable de A[y, z].(ii) La dérivation∆p est loalement nilpotente et l'idéal engendré par l'imagede ∆p, (∆p(A[y, z])) = (∂p
∂y

, ∂p
∂z
) = A[y, z].(iii) Le polyn�me p est une variable de K[y, z] et (∂p

∂y
, ∂p

∂z
) = A[y, z].Démonstration. � Supposons que p = p(y, z) est une variable de A[y, z]i.e. p = α(y) où α ∈ Aut(A[y, z]) et don si q = α(z), on a

∂p

∂y

∂q

∂z
− ∂p

∂z

∂q

∂y
= j(α) ∈ A⋆d'où ( ∂p

∂y
, ∂p

∂z
) = A[y, z].De plus on a bien évidemment α ∈ Aut(K[y, z]) et don p est une variablede K[y, z]. En�n omme on l'a vu préédemment, puisque A[y, z] = A[p, q]la dérivation

∆p : r(p, q) 7−→ j(p, q)
∂r

∂q
(p, q)est loalement nilpotente. On a montré (i)⇒(ii) et (iii).Supposons maintenant que (ii) est véri�é. D'après la proposition 2.1 de[DF98℄, pour toute dérivation loalement nilpotente de A[y, z] non nulle Don a ker D = A[1] don on a ker ∆p = A[f ] pour un ertain f = f(y, z) de

A[y, z] \A. Puisque p ∈ ker ∆p on a en partiulier p = P (f) pour un ertainpolyn�me P (t) ∈ A[t] mais alors
A[y, z] = (∂p

∂y
,
∂p

∂z
) = (P ′(f)

∂f

∂y
, P ′(f)

∂f

∂z
) ⊂ (P ′(f))don P ′(f) ∈ A⋆ e qui néessite P = ut + v où u ∈ A⋆ et v ∈ A d'où

ker ∆p = A[f ] = A[u−1(p− v)] = A[p]Le seond résultat de [DF98℄ que l'on utilise est le théorème 2.5 qui dit quepour une dérivation loalement nilpotenteD ∈ LND(A[y, z]) on a (D(A[y, z])) =
A[y, z] si et seulement s'il existe q = q(y, z) ∈ A[y, z] tel que D(q) = 1.Ainsi pour notre dérivation ∆p, on a ∆p(q) = 1. C'est un fait bien onnu([DF98℄ 1.1(3) ou [Wri81℄ prop. 2.1) que, puisque Q ⊂ A, on a alors,
A[y, z] = ker D[q] = A[p, q] et don p est une variable de A[y, z]; on a montré60



(ii)⇒(i).Supposons en�n que (iii) est véri�é. D'après l'impliation (i)⇒(ii) où Aest remplaé par K on sait que ∆p dé�nit une dérivation loalement nilpo-tente de K[y, z] en même temps qu'une dérivation de A[y, z], 'est don uneLND de A[y, z]; on a montré (iii)⇒(ii) e qui termine la démonstration del'équivalene (i)⇔(ii)⇔(iii).7. Les variables résiduelles sont-elles des variables?7.1. Présentation du problèmeDans la logique de e qui préède (voir ss-se.2.3) on aDéfinition 7.1 (Variable (hyperplan, plan...) (A-)résiduelle). �Un polyn�me p ∈ A[ȳn] est une variable résiduelle ou variable A-résiduellesi p modM est une variable de A
��M [ȳn] pour tout idéal maximalM de A.L'adjetif (A-)résiduel s'étend naturellement aux hyperplans, plans et droitestels qu'ils sont dé�nis dans la sous-setion 5.1.En fait, le terme �variable résiduelle� (ou plut�t �residual variable� puisqu'ils'agit d'un artile en anglais) a déjà été utilisé par S. M. Bhatwadekar et A.K. Dutta dans [BD93℄. Le sens qu'ils lui donnent est di�érent du notre arhez eux regarder un polyn�me de A[ȳn] �résiduellement� onsiste à le re-garder dans AP��PAP

[ȳn] pour tout idéal premier P de A. Ainsi une variablerésiduelle au sens de Bhatwadekar et Dutta est une variable résiduelle à notresens mais l'inverse n'est pas forément vrai.Bien évidemment de même qu'on avait l'impliation 2.3.3 pour les auto-morphismes on a, pour les variables
p est une variable ⇒ p est une variable résiduelle (7.1.1)La proposition 2.15 qui donne la réiproque de 2.3.3 nous autorise à penserque la réiproque de 7.1.1 est aussi vraie. Remarquons enore que, si

a ∈
⋂

Mmax

M\
√

0A 6= ∅le polyn�me y(1+ay) sert de ontre-exemple à la réiproque de 7.1.1. Aussi,il semble logique de se poser la question suivante:61



Question 7.2. � Soit A un anneau tel que ⋂
Mmax

M=
√

0A. Si p est unevariable résiduelle de A[ȳn] i.e. un polyn�me tel que p modM est une variablede A
��M [ȳn] pour tout idéal maximalM de A, est-e-que p est une variablede A[ȳn]?Dans le as n = 1 on peut identi�er automorphismes et variables et, d'aprèsla proposition 2.15, la réponse est don positive.Dans le as partiulier où les idéaux de A sont en nombre �ni la réponse estenore positive, 'est une onséquene du lemme suivant:Lemme 7.3. � Soit A1, · · · , Am des anneaux et A l'anneau produit A :=

A1 × · · · × Am. L'isomorphisme de A-algèbres :
(A1 × · · · × Am)[ȳ]

≃−→ (A1[ȳ])× · · · × (Am[ȳ])

yi = (1A1, · · · , 1Am
).yi 7−→ (yi, · · · , yi)s'étend naturellement aux groupes des A-automorphismes:

Aut(A[ȳ]) ≃ Aut(A1[ȳ])× · · · × Aut(Am[ȳ]).et induit une orrespondane bi-univoque:
Var(A[ȳ]) 1−1←→ Var(A1[ȳ])× · · · × Var(Am[ȳ]) .Dans le orollaire suivant on parle de z̄k-variable A-résiduelle, 'est àdire z̄k-variable modM pour tout idéal maximalM de A e qui n'est paséquivalent a priori à variable A[z̄k]-résiduelle. On peut d'abord regarder eorollaire ave k = 0 puis onstater que rajouter z̄k ne hange pas grandhose.Corollaire 7.4. � SoitA un anneau qui n'a qu'un nombre �ni d'idéauxmaximaux et tel que ⋂

Mmax
M=

√
0A (ondition véri�ée pas un anneau Ar-tinien). Si p est une z̄k-variable A-résiduelle de A[z̄k][ȳn] alors 'est une

A[z̄k]-variable (k ≥ 0, n ≥ 1).Démonstration. � En vertu du orollaire 3.4 quitte à quotienter A[z̄k]par √0A[z̄k] on peut supposer que A[z̄k] est réduit, i.e. que A est réduit. Si
M1, · · · ,Ml sont les idéaux maximaux de A le théorème des restes hinoisdonne l'isomorphisme:

A = A��∏
i∈ lMi

∼−→ ∏
i∈ l

A��Mi
a 7−→ (a modM1, · · · , a modMl)62



Si B := A[z̄k] et Ni :=Mi[z̄k] on a enore
B = B��∏

i∈ lNi
≃
∏

i∈ l

B��Ni
.Or une z̄k-variable A-résiduelle est un élément de

∏

i∈ l

z̄k-Var(A��Mi
[z̄k][ȳ]) =

∏

i∈ l

Var(B��Ni
[ȳ])et d'après le lemme préédent (qui donne la �èhe horizontale) et le théorèmedes restes Chinois (qui donne la �èhe diagonale de droite) on a le diagrammeommutatif suivant:

∏

i∈ l

Var ( B/Ni[ȳ] ) � 1−1- Var(( ∏

i∈ l

B/Ni)[ȳ])
I@
@
@
1−1

R 	�
�
�1−1 �

Var(B[ȳk])La �èhe diagonale de gauhe permet de �remonter� les variables résiduellesen variables.Ce orollaire a lui-même un orollaire qui orrespond au as où A = C[x]��
(a(x))

:Corollaire 7.5. � Soit a = a(x) ∈ C[x] un polyn�me de degré aumoins un. Un polyn�me p = p(x, ȳn, z̄k) de C[x]
��
(a(x))

[z̄k][ȳn] est une x, z̄k-variable si et seulement si 'est une z̄k-variable x-résiduelle autrement dit si
p = p(x0, ȳn, z̄k) est une z̄k-variable, ∀x0 ∈ a−1(0).Dans le as n = 2 on ne onnaît pas la réponse à la question 7.2 engénéral; on montre dans la sous-setion suivante que la réponse est �oui� si
A = C[x̄k].7.2. Les variables x̄-résiduelles de C[x̄k][y, z] sont des x̄-variablesEn utilisant les résultats sur les dérivations loalement nilpotentes de[DF98℄ tels qu'on les présente en 6.2 on montre:Théorème 7.6. � Le polyn�me p = p(x̄k, y, z) de C[x̄k][y, z] est une
x̄-variable de C[x̄k][y, z] si et seulement si 'est une variable x̄-résiduelle, i.e.
p(x̄0, y, z) est une variable de C[y, z] pour tout x̄ = x̄0 ∈ Ck �xé.63



Démonstration. � Bien entendu, omme on l'a vu préédemment, une x̄-variable est une variable x̄-résiduelle et seule la réiproque n'est pas triviale.Soit p = p(x̄, y, z) une variable x̄-résiduelle de C[x̄k][y, z]. Soit r = r(x̄, y, z)un polyn�me quelonque de C[x̄k][y, z], on véri�e aisément que, ∀x̄0 ∈ Ck,on a
∆p(r)(x̄0, y, z) = ∆p(x̄0,y,z)(r(x̄0, y, z)) ∈ C[y, z]Ainsi, ∀m ∈ N on a
∆m

p (r)(x̄0, y, z) = ∆m
p(x̄0,y,z)(r(x̄0, y, z)) ∈ C[y, z]Or, p étant une variable x̄-résiduelle, ∀x̄0 ∈ Ck, d'après le théorème 6.2, ladérivation de C[y, z], ∆p(x̄0,y,z) est loalement nilpotente et don

∀x̄0 ∈ Ck, ∃d(x0) ∈ N tel que ∆
d(x0)
p(x̄0,y,z)(r(x̄0, y, z)) = 0autrement dit,

Ck =
⋃

m∈N

{x̄0 ∈ Ck tel que ∆m
p(x̄0,y,z)(r(x̄0, y, z)) = 0}et, d'après e qui préède,

Ck =
⋃

m∈N

{x̄0 ∈ Ck tel que ∆m
p (r)(x̄0, y, z) = 0}Mais C étant indénombrable, Ck ne peut pas être une réunion dénombrablede sous-variétés de odimension au moins 1 don il existe M ∈ N tel que

∆M
p (r)(x̄0, y, z) = 0, ∀x̄0 ∈ Ck i.e. ∆M

p (r) = 0. On a montré que ∆p estloalement nilpotente.En outre, on sait que, d'après le théorème 6.2, puisque p est une variable
x̄-résiduelle, on a(∂p

∂y
(x̄0, y, z),

∂p

∂z
(x̄0, y, z)) = C[y, z], ∀x̄0 ∈ Cke qui équivaut à

{(y0, z0) ∈ C2 tel que ∂p

∂y
(x̄0, y0, z0) =

∂p

∂z
(x̄0, y0, z0) = 0} = ∅, ∀x̄0 ∈ Ckou enore

∂p

∂y

−1

(0) ∩ ∂p

∂z

−1

(0) = ∅et don (∂p

∂y
,
∂p

∂z
) = C[x̄k][y, z]64



Le polyn�me p véri�e don la ondition (ii) du théorème 6.2, 'est une x̄-variable de C[x̄k][y, z].Remarquons que e résultat permet de redémontrer le théorème 5.5 dansle as partiulier où A = C[x̄k] en utilisant, bien sûr, le théorème d'Abhyankar-Moh-Suzuki (Th.5.4):Corollaire 7.7. � Si p = p(x̄k, y, z) est une x̄k-droite de C[x̄k][y, z]alors p est une x̄k-variable de C[x̄k][y, z].Démonstration. � Une x̄k-droite est une droite x̄k-résiduelle et par lethéorème d'Abhyankar-Moh-Suzuki une droite x̄k-résiduelle est une variable
x̄k-résiduelle et don, d'après le théorème 7.6 'est une x̄k-variable.8. De nouvelles variables8.1. Quelques variables dans le as où A est un anneau quelonqueGrâe aux résultats de 2.2.2 on peut onstruire des variables sans pourautant onstruire tout l'automorphisme orrespondant.Les deux propositions suivantes sont des onséquenes du orollaire 2.11:Proposition 8.1. � Soit p = p(y, z) une variable de l'anneau de polyn�mes
A[y, z] et a ∈ A×. Le polyn�me p(y, az) est une variable de A[y, z] si et seule-ment si p(y, 0) est une variable de A

��
(a)

[y] i.e. p(y, 0) = b0 + b1y + r(y) où
b0, b1 ∈ A, b1 est inversible mod (a) et r(y) ∈ A[y] nilpotent mod (a) (voirProp.3.5(1)).Démonstration. � Si p(y, az) est une variable de A[y, z] alors p(y, az) mod (a)est une variable de A

��
(a)

[y, z] mais p(y, az) ≡ p(y, 0) mod (a) et il n'est pasdi�ile de montrer que p(y, 0) mod (a) est également une variable de A
��
(a)

[y].Supposons maintenant que p(y, z) est une variable de A[y, z] et p(y, 0) mod (a)une variable de A
��
(a)

[y]. Soit α ∈ Aut(A[y, z]) un automorphisme tel que
α(y) = p(y, z). On a

α(z) ∈ A[y, z] = A[y] + (z)or, par hypothèses,
A[y] = A[p(y, 0)] + (a)et don

α(z) ∈ A[p(y, 0)] + (a, z)

α(z) ≡ q(p(y, 0))mod (a, z) ≡ q(p(y, z))mod (a, z)65



où q est un polyn�me de A[1]. Soit µ l'automorphisme élémentaire dé�ni par
{

µ(y) = y
µ(z) = z − q(y)On a

{
αµ(y) = α(y) = p(y, z)

αµ(z) = α(z − q(y)) = α(z)− q(p(y, z)) ≡ 0 mod (a, z)et d'après le orollaire 2.11, σαµσ−1 ∈ Aut(A[y, z]) où σ est l'endomorphismede A[z] dé�ni par σ(z) = az. Ainsi σαµσ−1(y) = σαµ(y) = σ(p(y, z)) =
p(y, az) est une variable de A[y, z].Voii quelques exemples où ette proposition s'applique:

p(y, az) = az + b0 + b1y + r(y) (8.1.1)est une variable de A[y, z] lorsque a ∈ A×, b1 est inversible mod a et r(y) ∈
A[y] est nilpotent mod a. On retrouve la proposition 2.2 de [Rus76℄ quionstitue le dernier pas de la démonstration du théorème 5.6.

p(y, az) = a2z + y + ay2est une variable de A[y, z] ar p(y, z) = y+a(z+y2) est une variable modéréede A[y, z]; on retrouve la variable de Nagata. On a aussi a2z + y + ay2 =
p̃(y, a2z) où p̃(y, z) = z + y + ay2 omme dans l'exemple préédent.

p(y, az) = y + h(az + g(y)) (8.1.2)est une variable de A[y, z] si h(t) = h0 + h1t + · · · ∈ A[t] véri�e hi nilpotent
mod (a), ∀i ≥ 1 (la variable de Nagata est de e type).On se souvient ( sous-setion 3.2) que la variable de Nagata est stablementmodérée, en fait, le théorème 5 de [EV99℄ donne un résultat un peu plusgénéral qui doit être attribué à E. Edo:Théorème 8.2 (Edo). � Lorsque A un anneau fatoriel, la variable 8.1.2préédente est stablement modérée.En regardant l'image de z par l'automorphisme du orollaire 2.11 onobtient:Proposition 8.3. � Soit p = p(ȳm, z) une variable de l'anneau depolyn�mes A[ȳm, z] et a ∈ A×. Si p(ȳm,az)

a
∈ A[ȳm, z] alors 'est une vari-able de A[ȳm, z]. 66



Démonstration. � Soit α ∈ Aut(A[ȳm, z]) tel que α(z) = p = p(ȳm, z).La ondition p(ȳm,az)
a
∈ A[ȳm, z] est équivalente à a divise p(ȳm, 0) ou enore

α(z) ∈ (z, a) et don, d'après le orollaire 2.11, si σ est dé�ni par σ(z) = azon a
σασ−1(z) =

σα(z)

a
=

σ(p)

a
=

p(ȳm, az)

aest une variable de A[ȳm, z].Un as partiulier de e résultat donne l'automorphisme qui relève l'isomorphisme
φ dans 4.5.1. En e�et, en remplaçant y par z et A par A[ȳm] dans l'isomorphisme4.5.1 on obtient

φ : A[ȳm][z]
��(z − ap(ȳm, z)) ∼−→ A[ȳm][z]

��(z − p(ȳm, az))
z 7−→ az

p(ȳm, z) 7−→ zet si z − ap(ȳm, z) est une variable alors d'après la proposition préédente
z − p(ȳm, az) est équivalent à z − ap(ȳm, z) et à z e qui su�t pour releverl'isomorphisme φ (voir la sous-setion 4.6).Une appliation du orollaire 2.10:Proposition 8.4. � Soit σ un y-endomorphisme de A[y, z̄n] qui satis-fait σ ∈ End(A[y][z̄n]) ∩ Aut( Quot(A)[y][z̄n])et k = k(σ) le plus petit entierpositif tel que

σ−1 j0̄(σ)
k ∈ End(A[y][z̄n]) (voir Lem.2.6).Alors y + j0̄(σ)

kσ(z1) est une variable de A[y, z̄n].Démonstration. � Il su�t d'appliquer le orollaire 2.10 ave α ∈ AutA[z̄n](A[z̄n][y])dé�ni par α(y) = y + j0̄(σ)
kz1.Ainsi,

y + a(az + y2)la variable de Nagata, est du type y + j0̄(σ)
kσ(z1) ave a = j0̄(σ) = j(σ),

σ(z) = az + y2.
y + a6[az + y(yu + z2)]est aussi une variable (voir la setion 10 plus bas).67



8.2. Quelques variables dans le as où A = C[x]Les résultats présentés restent vrais si on remplae C par n'importe quelorps algébriquement los de aratéristique nulle.La proposition 2.8 permet de montrer la proposition suivante:Proposition 8.5. � Soit p = p(x, ȳm, z̄n) une x-variable de C[x][ȳm, z̄n]et σ ∈ EndC[x](C[x][z̄n]) ∩ AutC(x)(C(x)[z̄n]) de jaobien x tel que
σ−1x ∈ EndC[x](C[x][z̄n])Si p(0, ȳm, z̄n) est une z̄n-variable de C[z̄n][ȳm] alors σ(p) est une x-variablede C[x][ȳm, z̄n].Démonstration. � On se plae dans les hypothèses de la proposition. Soit

α ∈ AutC[x](C[x][ȳm, z̄n]) tel que α(y1) = p(x, ȳm, z̄n). Soit α0 l'automorphismede C[ȳm, z̄n] obtenu en �xant x = 0 dans α, autrement dit α0 = α mod (x).Par hypothèses, il existe un z̄n-automorphisme β de C[ȳm, z̄n] tel que
α0(y1) = p(0, ȳm, z̄n) = β(y1).En étendant de manière naturelle les automorphismes α0 et β à C[x][ȳm, z̄n]et en posant α̃ := αα−1

0 β on obtient:
α̃(y1) = αα−1

0 β(y1) = α(y1) = p(x, ȳm, z̄n)et, ∀j ∈ n,
α̃(zj) = αα−1

0 β(zj) = αα−1
0 (zj) ≡ zj mod (x)On peut don appliquer la proposition 2.8 à α̃ et ainsi on obtient que

σα̃σ−1(y1) = σα̃(y1) = σ(p)est une variable de C[x][ȳm, z̄n].Dans le as partiulier de la proposition préédente où n = 1 et σ devient
σ(z) = a(x)z on a:Proposition 8.6. � Soit p = p(x, ȳm, z) une x-variable de C[x][ȳm, z]et a(x) ∈ C[x].Les onditions (i) et (ii) suivantes sont équivalentes:(i)p(x, ȳm, z) mod (a(x)) est une z-variable de C[x]

��
(a(x))

[z][ȳm];68



(ii)p(x0, ȳm, z) est une z-variable de C[z][ȳm], ∀x0 ∈ a−1(0).Et lorsqu'elles sont véri�ées on a(iii)p(x, ȳm, a(x)z) est une x-variable de C[x][ȳm, z].Démonstration. � L'équivalene (i)⇔(ii) provient du orollaire 7.5.Pour démontrer (ii)⇒ (iii), on utilise la proposition 8.5 dans une réurrenesur le degré de a(x). Remarquons que si a(x) = 0 la proposition dit quesi p(x, ȳm, z) est une z-variable alors p(x, ȳm, 0) est une variable e qui estévident (voit l'impliation 7.1.1). Si a(x) = a(0) ∈ C⋆ alors p(x, ȳm, a(x)z) =
σ(p) où σ (dé�ni par σ(z) = a(0)z) est un automorphisme de C[x][ȳm, z]don 'est évident aussi.Soit a(x) ∈ C[x] de degré au moins 1. À une translation près on peutsupposer que a(0) = 0 autrement dit a(x) = xã(x). Par hypothèse on a biensûr p(x0, ȳm, z) est une z-variable de C[z][ȳm], ∀x0 ∈ ã−1(0) et par hypothèsede réurrene p(x, ȳm, ã(x)z) est une x-variable de C[x][ȳm, z].Par hypothèse on sait aussi que p(0, ȳm, z) est une z-variable de C[z][ȳm] etdon p(0, ȳm, ã(0)z) aussi ar
• Si ã(0) = 0 'est évident.
• Sinon soit σ ∈ Aut(C[ȳm, z]) dé�ni par σ(z) = ã(0)z et α ∈ Aut(C[ȳm, z])tel que α(y1) = p(0, ȳm, z) et σ(z) = z. On a

σασ−1(y1) = σα(y1) = σ(p(0, ȳm, z)) = p(0, ȳm, ã(0)z)et
σασ−1(z) = σα(

z

ã(0)
) = σ(

z

ã(0)
) = zDon p(x, ȳm, ã(x)z) est une variable de C[x][ȳm, z] telle que p(0, ȳm, ã(0)z)est une z-variable de C[z][ȳm] don, d'après la proposition 8.5 (où σ(z) = xz),

p(x, ȳm, xã(x)z) = p(x, ȳm, a(x)z)est une variable de C[x][ȳm, z].Ainsi, on peut montrer que l'hypersurfae de Choudary-Dima, qn = 0, estreti�able (voir [CD94℄) ∀n pair. En fait on montre que
qn = y0 + yk0

0 y1 + yk1
1 y2 + · · ·+ y

kn−2

n−2 yn−1 + y
kn−1

n−1 yn69



est une variable de C[ȳn+1] pour tout n pair par réurrene sur n
2
. En e�et

qn(ȳn+1) = pn(y0, y1, · · · , yn−1, y
kn−1

n−1 yn)où
{

pn(y0, · · · , yn−2, yn−1, yn) = qn−2 + y
kn−2

n−2 yn−1 + yn est une variable
pn(y0, · · · , yn−2, 0, yn) = qn−2 + yn est une yn-variablear qn−2 = qn−2(y0, · · · , yn−1) est une variable par hypothèse de réurrenedon qn−2 + yn est une yn-variable et don d'après la proposition 8.6 qn estune variable. Remarquons que lorsque n = 3 et k0 ≥ 0 en hangeant le nomdes indéterminées on obtient

q3 = y0 + yk0
0 y1 + yk1

1 y2 + yk2
2 y3 = xk2u + y + yk0z + xzk1 ∈ C[x, y, z, u]qui fait partie des polyn�mes qu'on étudie dans l'artile. La propositionA.1.38 ou 0.2 montre que q−1

3 (0) n'est pas aylique et don pas isomorphe à
C3 puisqu'alors D = {x = 0} et E = {y(1 + yk0−1z) = 0} n'ont pas le mêmenombre de omposantes.Dans le as où m = 2 dans la proposition préédente on parvient à a�aiblirla ondition �p(x0, ȳm, z) est une z-variable de C[z][ȳm], ∀x0 ∈ a−1(0)� en laremplaçant par �p(x0, y1, y2, 0) est une variable de C[x][y1, y2]�. Cela donneune généralisation de la proposition 8.1 (quand A = C[x]) puisqu'on a troisindéterminées au lieu de deux.Les notations dans e théorème sont di�érentes de e qui préède pour êtreen harmonie ave l'artile III, ainsi, 'est u qui joue maintenant le r�le de zet y, z qui jouent le r�le de ȳm:Théorème 8.7. � 9 Soit p = p(x, y, z, u) une x-variable de l'anneau depolyn�mes C[x][y, z, u] et a = a(x) ∈ C[x].Les onditions suivantes sont équivalentes:(i) p(x, y, z, u) mod (a(x)) est une u-variable de C[x]��

(a(x))
[u][y, z];(ii) p(x0, y, z, u) est une u-variable de C[u][y, z], ∀x0 ∈ a−1(0);(i') p(x, y, z, 0) mod (a(x)) est une variable de C[x]

��
(a(x))

[y, z];(ii') p(x0, y, z, 0) est une variable de C[y, z], ∀x0 ∈ a−1(0);8Rappel: le A. de A.1.3 signi�e Artile.9On a mis (ii'), (iii) et (iv) en gras ar 'est l'équivalene la plus intéressante.70



(iii) p(x, y, z, a(x)u) est une x-variable de C[x][y, z, u];(iv) p(x, y, z, a(x)u) est une variable x-résiduelle de C[x][y, z, u].Démonstration. � (i)⇔(ii)⇒(iii) provient de la proposition 8.6 i-dessuset (i')⇔(ii') est donnée par le orollaire 7.5.(iii)⇒(iv) est évident.(iv)⇒(ii') n'est pas immédiat: soit x0 ∈ a−1(0), si p(x0, y, z, 0) est une vari-able de C[y, z, u], alors
C[y, z, u]

��(p(x0, y, z, 0))≃ C[y, z]
��(p(x0, y, z, 0))[1]

≃ C[2]on retrouve un as simple et résolu du �Canellation Problem�. Ainsi p(x0, y, z, 0)est une droite de C[y, z] et par le théorème d'Abhyankar-Moh-Suzuki 'estune variable de C[y, z].(ii')⇒(ii): soit x0 ∈ a−1(0), p(x0, y, z, u) est une variable de C[y, z, u] et
p(x0, y, z, 0) une variable de C[y, z] don on a deux isomorphismes:

φ : C[y, z, u]
��(p(x0, y, z, u)) ∼−→ C[2] et C[y, z]

��(p(x0, y, z, 0))≃ C[1]d'où
C[2]

��(φ(u)) φ≃ C[y, z, u]��(p(x0, y, z, u), u)≃ C[y, z]��(p(x0, y, z, 0))≃ C[1]don, d'après le théorème d'Abhyankar-Moh-Suzuki, φ(u) est une variablede C[2] on peut don onsidérer que C[2] = C[u][1] et que φ(u) = u ainsi, φréalise un u-isomorphisme:
φ : C[u][y, z]

��(p(x0, y, z, u)) ∼−→ C[u][1]et, d'après la généralisation du théorème d'Abhyankar-Moh-Suzuki par Russell-Sathaye, i.e. le théorème 5.5 ou même le orollaire 7.7, ela implique que
p(x0, y, z, u) est une u-variable de C[u][y, z].Ce théorème est important dans les démonstrations de résultat du type:�variable x-résiduelle ⇒ x-variable�.9. Appliation dans l'artileDonnons ii une reformulation du théorème 8.7 ((iii)⇔(iv)) qui est es-sentielle dans la preuve de la majorité des résultats présentés i-dessous:71



Lemme 9.1. � Soit p, q ∈ C[x][y, z, u], a = a(x) ∈ C[x] et ared sonréduit10.Si p(x, y, z, a(x)u) est une variable x-résiduelle de C[x][y, z, u] alors, pourmontrer que 'est une x-variable, il su�t de montrer que p(x, y, z, u) en estune. En partiulier lorsque q(x, y, z, u) est une x-variable, q(x, y, z, a(x)u)est une x-variable si et seulement si q(x, y, z, ared(x)u) en est une.Démonstration. � Remarquons seulement que q(x, y, z, a(x)u) et
q(x, y, z, ared(x)u) sont des variables x-résiduelles simultanément.Ainsi lorsqu'on veut démontrer qu'une variable x-résiduelle p(x, y, z, u) estune x-variable on s'autorise, dans p, à diviser u (ou les autres oordonnées)par des polyn�mes en x tant que p est une variable x-résiduelle.9.1. Des résultats partiels lorsque p = f(x, y)u + g(x, y, z)Dans un premier temps l'artile III montre, entre autres, que si p(x, y, z, u) =
f(x, y)u+g(x, y, z) est un hyperplan de C[x, y, z, u] alors à un automorphismede C[x, y] près, p est une variable x-résiduelle de C[x][y, z, u] (Th.0.9).En partant de ette seule hypothèse et grâe aux résultats préédents onmontre dans l'artile:Théorème 9.2. � Soit p = p(x, y, z, u) = f(x, y)u+g(x, y, z) ∈ C[x][y, z, u].Les onditions suivantes sont équivalentes:(i) p est une variable x-résiduelle,(ii) p est un plan x-résiduel,(iii) p est un x-plan,(iii') p dé�nit une �bration en x-plans,(iv) p est 1-stablement équivalent à une x-variable.Et lorsqu'elles sont véri�ées,(j) Si f /∈ C[x] alors p est de la forme:

p = q[rf̃u + g̃0y
2 + g̃1z + f̃redg̃2z

2] + a0 + a1y (9.1.1)ave10Si a = am1

1 · · · amk

k où les ai sont irrédutibles alors ared := a1 · · · ak (est en fait dé�niaux inversibles près). 72



• q, r, a0, a1 ∈ C[x], f̃ , g̃0, g̃1 ∈ C[x, y], g̃2 ∈ C[x, y, z],
• f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) est un sous-ensemble �ni de q−1(0)× Cy, et
• ∀x0 ∈ r−1(0), q(x0)f̃(x0, y) ∈ Cet si f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) = ∅ alors p est une x-variable.De plus, si g̃1 ∈ C[x] et g̃2z
2 = ĝ2(x, y, g̃1(x)z) ∈ C[x][y, g̃1z] alors p estaussi une x-variable.(jj) Si f ∈ C[x] alors p est une x-variable.(jjj) Si degz(g) ≤ 1 alors p est une x-variable.(j4) Si g est de la forme g(x, y, z) = g0(x, y) + ǧ2(x, y, z)z2 alors p est une

x-variable.(j5) p est une x-variable de C(x)[y, z, u] ( C(x) = Frac(C[x])).À propos de la démonstration. � (i)⇔(ii) est une onséquene d'un asfaile du théorème 5.6 de Russell-Sathaye puisque, pour tout x = x0 ∈ C�xé on a un plan d'équation f(x0, y)u + g(x0, y, z); dans le preuve du lemmeA.4.10 on redémontre indiretement e résultat.(ii)⇒(iv)⇒(iii') est donné par théorème A.4.23 qui utilise l'isomorphisme4.5.1 et le lemme 4.5.(iii')⇒(iii)⇒(ii) est évident.Et, si on suppose es onditions véri�ées, alors(j) la proposition A.4.8 donne la forme de p, on la démontre en onnaissantsa forme x-résiduelle (Lem.A.4.10).Pour le reste on utilise les lemmes A.4.13 et A.4.16 qui reposent essen-tiellement sur le lemme 9.1.(jj) Le lemme 9.1 donne diretement le résultat.(jjj) C'est le lemme A.4.14, on le démontre par une réurrene dont le pas-sage du rang n au rang n + 1 utilise le lemme 9.1.(j4) On est en fait dans un as partiulier de (jj) ar (j) est impossible si
g̃1 = 0.(j5) On retrouve des variables du type p(y, az) = az+b0+b1y+r(y) ∈ A[y, z](voir Prop.8.1) où A = C(x)[y] et A[y, z] = C(x)[y][z, u].73



9.2. Généralisation d'un théorème de WrightOn obtient également la généralisation suivante du théorème 5.7 de Wrightoù le orps K est remplaé par l'anneau C[x]:Théorème 9.3. � Soit p = p(x, y, z, u) = f(x, y, z)um + g(x, y, z) ∈
C[x][y, z, u] où m ≥ 2.Les onditions suivantes sont équivalentes:(i) p est un x-plan,(ii) p est une variable x-résiduelle,(iii) p est une x-variable.Commentaires sur la preuve. � Le théorème 5.7 utilisé x-résiduellementpermet de montrer (i)⇔(ii). En fait dans l'artile de Wright [Wri78℄ ou enoredans [KZ99℄ ou trouve la forme préise de p(x0, y, z, u) à automorphisme de
C[y, z] près e qui permet de montrer le théorème A.4.27 (ave, toujours lelemme 9.1) qui donne le résultat.Remarque. � Dans e théorème on a f = f(x, y, z) et non plus f =
f(x, y) omme dans les résultats préédents.10. Le polyn�me y + x[xz + y(yu + z2)] est-il unevariable?On a onstaté que les résultats de l'artile sont inomplets puisqu'en toutegénéralité on n'a pas réussi à démontrer que les hyperplans de C[x, y, z, u]de la forme f(x, y)u + g(x, y, z) sont des variables. Cet éhe n'est pas dû àune trop grande diversité dans la forme que peuvent prendre es hyperplansmais bien à l'impossibilité de démontrer que ertains polyn�mes expliitessont des variables. On en donne ii un des exemples les plus simples:

w := xy2u + y + x2z + xyz2 = y + x[xz + y(yu + z2)]10.1. PrésentationOn remarque que le terme entre rohet de w ressemble à la variable deNagata: z + y(yu + z2) où A = C[y], a = y et y, z = z, u (voir proposition74



3.5 et sous-setion 1.2.1). En vue de la sous-setion 1.3.2 on dé�nit la y-dérivation loalement nilpotente de C[y][z, u] ∂ par:




∂(z) = y
∂(u) = −2z

(∂(y) = 0)et
∆ = ∆(y, z, u) := yu + z2On a ∂(∆) = 0 et

{
e∆·∂(z) = z + y∆
e∆·∂(u) = u− 2z∆− y∆2.est l'automorphisme de Nagata.On a

w = y + x[xz + y∆] = y + x2[z + y
∆

x
] = y + x2e

∆
x
·∂(z) (10.1.1)où ∆

x
·∂ est une LND de C(x)[y][z, u] et don e

∆
x
·∂ est un x, y-automorphismede C(x)[y][z, u] et e

∆
x
·∂(z) une x, y-variable de C(x)[y][z, u].Proposition 10.1. � Le polyn�me w = w(x, y, z, u) = y + x[xz +

y(yu + z2)] ∈ C[x][y, z, u] véri�e les six onditions (i),(ii), (iii), (iii'), (iv)et (j5) du théorème 9.2.Démonstration. � D'après le théorème 9.2 il su�t de montrer que l'unedes inq premières onditions est véri�ée ependant on pro�te de ette oa-sion pour présenter ertains points de manière plus expliite.(i) w(0, y, z, u) = y est une variable et en �xant x0 6= 0 dans l'égalité 10.1.1,on onstate que w(x0, y, z, u) aussi.(iii) L'isomorphisme 4.5.1 ave a = x et p(y) = −[xz + y(yu + z2)] donne
φ : C[x, y, z][y]

��(y + x[xz + y(yu + z2)]) ∼−→ C[x, y, z][y]
��(y + xz + xy(xyu + z2))

y 7−→ xy
−[xz + y(yu + z2)] 7−→ yet w′ := y+xz+xy(xyu+z2) = y+x[z+y(xyu+z2)] est une x-variablede C[x][y, z, u] en e�et

w′ = e[z+y(xyu+z2)]·D̃(y)75



ave
D̃ = σue

∆·∂De−∆·∂σ−1
uet D est la x, z, u-dérivation élémentaireD(y) = x et σu l'automorphismede C(x)[y, z][u] dé�ni par σu(u) = xu.On a

e∆·∂De−∆·∂ = x · e∆·∂∂ye
−∆·∂ = e∆·∂x · ∂ye

−∆·∂(∂y = ∂
∂y
) et, d'après le orollaire 2.13, D̃ est bien une LND de C[x][y, z, u].En�n on a bien z + y(xyu + z2) ∈ Ker D̃ ar

D̃(z + y(xyu + z2)) = σue
∆·∂De−∆·∂σ−1

u (z + y(xyu + z2))
= σue

∆·∂De−∆·∂(z + y(yu + z2))
= σue

∆·∂De−∆·∂(z + y∆)
= σue

∆·∂D(z)

D̃(z + y(xyu + z2)) = 0.(j5) D'après l'égalité 10.1.1 w = e
∆
x
·∂(x2z + y) don w est bien une x-variable de C(x)[y, z, u] et même un x, y-variable (x2z + y = µ(z) ave

µ ∈ Autx,y(C(x)[y][z])).10.2. Un ontre-exemple éventuelDémontrer que w n'est pas une variable serait une avanée très signi�a-tive notamment dans les problèmes de plongements de Abhyankar-Sathaye,on donne ii une présentation des questions que ela résoudrait (en y répon-dant pas la négative bien entendu):Proposition 10.2. � Si w = y + x[xz + y(yu + z2)] n'est pas une x-variable de C[x][y, z, u] alors:(i) La réponse au problème 5.1 de l'hyperplan plongé d'Abhyankar-Sathayeest �non� lorsque:1. A = C[x] et n = 3,2. A = C et n = 4 si on arrive à montrer qu'une variable qui estaussi une variable x-résiduelle est forément une x-variable.(ii) La réponse à la question 7.2 sur les variables résiduelles est �non� lorsque
n = 3. 76



(iii) La aratérisation des variables de A[2] due à Daigle et Freudenburgqui orrespond à (i)⇔(iii) dans le théorème 6.2 n'est plus valable dans
A[3] = C[x][3].Démonstration. � Seul (iii) néessite une petite expliation: on sait que

w est une x-variable de C(x)[y, z, u] et, étant une variable x-résiduelle, ∀x =
x0 ∈ C �xé ∂w

∂y
= ∂w

∂z
= ∂w

∂u
= 0 n'a pas de solution don pas de solution toutourt (sans �xer x) don (∂w
∂y

, ∂w
∂z

, ∂w
∂u

) = C[x][y, z, u].10.3. y + x3[xz + y(yu + z2)] est une x-variableEn fait w = y+x[xz+y(yu+z2)] ressemble aux variable de la proposition8.4.On prend σ = e
∆
x
·∂σx3 , ave σx3 ∈ EndC[x][y](C[x][y][z, u])∩AutC(x)[y]C(x)[y][z, u])est dé�ni par {

σx3(z) = xz
σx3(u) = x2uCe σx3 a été hoisi pour que σ = e

∆
x
·∂σx3 soit aussi dans End(C[x][y][z, u])∩

Aut(C(x)[y][z, u]) en e�et:
{

e
∆
x
·∂(z) = z + y ∆

x

e
∆
x
·∂(u) = u− 2z∆

x
− y ∆2

x2et don {
σ(z) = e

∆
x
·∂σx3(z) = xz + y∆

σ(u) = e
∆
x
·∂σx3(u) = x2u− 2xz∆ − y∆2 .On a j0̄(σ) = j(σ) = j(σx3) = x3 et on onstate que le k de la proposition8.4 qui véri�e:

σ−1 j0̄(σ)
k = σ−1(x3)k ∈ End(A[y][z̄n]).est égale à 2 ar:

{
e

−∆
x

·∂(z) = z − yx−1(yu + z2)

e
−∆
x

·∂(u) = u + 2x−1z(yu + z2)− x−2y(yu + z2)
2et

{
σ−1(z) = σ−1

x3 (e
−∆
x

·∂(z)) = x−1z − x−1y(x−2yu + x−2z2)

σ−1(u) = σ−1
x3 (e

−∆
x

·∂(u)) = x−2u + 2x−2z(x−2yu + x−2z2)− x−2y(x−2yu + x−2z2)
2(le alul fait apparaître du x6 = ( j(σ))2 au dénominateur).Ainsi, d'après la proposition 8.4, y + x6[xz + y(yu + z2)] est une x-variable77



(ou plus généralement y + a6[az + y(yu + z2)] ∈ A[y, z, u] ave a ∈ A). Enfait y + x6[xz + y(yu + z2)] = σασ−1(y) où α est le x, z, u-automorphisme
α(y) = y + x6z.En réalité le alul montre qu'il su�t de prendre α(y) = y+x3z ou mêmetout autre automorphisme qui soit ongru à l'identité mod (x3) pour que
σασ−1 soit bien un x-automorphisme de C[x][y, z, u] e qui fait que

y + x3[xz + y(yu + z2)] est enore une x-variable.Dans d'autres exemples on onstate e fait un peu étrange qui nous amèneà énoner la onjeture suivante:Conjeture 10.3. � Soit A un anneau réduit et σ un endomorphismede A[ȳ] tel que
σ ∈ End(A[ȳ]) ∩ Aut( Quot(A)[ȳ]).Si α ∈ Aut(A[ȳ]) est un automorphisme ongru à l'identité mod ( j0̄(σ)) alors

σασ−1 est un automorphisme de A[ȳ].Remarque. � Une démonstration de ette onjeture dans le as où Aest un anneau réduit ontenant le orps des rationnels Q a été trouvée parDaniel Daigle, rapporteur de ette thèse.Le problème onernant w = y + x[xz + y(yu + z2)] onsisterait don àtrouver un x, y-endomorphisme σ ∈ End(C[x][y][z, u]) ∩ Aut(C(x)[y][z, u])tel que {
σ(z) = xz + y(yu + z2)
j(σ) = x .En�n il existe bien sûr d'autres polyn�mes que w dont on ne sait pas s'ilssont des variables:

y + x[xkz + y(yu + zl)]par exemple, paraît d'autant moins être une variable que k et l sont grands.On peut aussi rajouter des indéterminées:
x + t(ty + x[xz + y(yu + z2)])est une t-hypersurfae de C[t][x, y, z, u] (on le montre ave l'isomorphisme4.5.1), est-e une t-variable? 78
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Simple birational extensions of the polynomial algebra

C[3]

Shulim Kaliman∗ Stéphane Vénéreau

Mikhail Zaidenberg†

Abstract

The Abhyankar-Sathaye Problem asks whether any biregular em-
bedding ϕ : Ck →֒ Cn can be rectified, that is, whether there exists an
automorphism α ∈ Aut Cn such that α◦ϕ is a linear embedding. Here
we study this problem for the embeddings ϕ : C3 →֒ C4 whose image
X = ϕ(C3) is given in C4 by an equation p = f(x, y)u+ g(x, y, z) = 0,
where f ∈ C[x, y]\{0} and g ∈ C[x, y, z]. Under certain additional as-
sumptions we show that, indeed, the polynomial p is a variable of the
polynomial ring C[4] = C[x, y, z, u] (i.e., a coordinate of a polynomial
automorphism of C4). This is an analog of a theorem due to Sathaye
[Sat76] which concerns the case of embeddings C2 →֒ C3. Besides,
we generalize a theorem of Miyanishi [Miy84, Thm. 2] giving, for a
polynomial p as above, a criterion for as when X = p−1(0) ≃ C3.
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Introduction

Generalizing a theorem of A. Sathaye [Sat76] it is proven in [KZ99] that
if a surface X = p−1(0) ⊆ C3 with p = fu + g ∈ C[3] and f, g ∈ C[x, y] is
acyclic (that is, H̃∗(X; Z) = 0) then p is a variable of the polynomial ring C[3]

i.e., a coordinate of an automorphism α ∈ Aut C3. Thus X can be rectified,
and so is isomorphic to C2. This does not hold any more in C4 (even with
f ∈ C[x]). Indeed [Rus76, ML96] the Russell cubic 3-fold

X := {p = x2u + x + y2 + z3 = 0} ⊆ C4

is an exotic C3 i.e., is diffeomorphic to R6 and non-isomorphic to C3. In 2.28,
3.21 and 3.6 below we give a criterion for as when a 3-fold X = p−1(0) ⊂ C4

with

p = f(x, y)u + g(x, y, z) ∈ C[4] (f ∈ C[2]\{0}, g ∈ C[3]) (1)

is acyclic (resp., is isomorphic to C3 resp., is an exotic C3). In particular, we
show in 2.11 that if X is acyclic then actually it is diffeomorphic to R6. If
furthermore (3.21) X is isomorphic to C3 then any fiber Xλ := p−1(λ) (λ ∈
C) of the polynomial p is isomorphic to C3 as well, and moreover (with an
appropriate choice of coordinates (x, y)) all fibers of the morphism

ρ := (x, p) : C4 → C2

are reduced and isomorphic to C2. We do not know whether in that case
a polynomial p in (1) must be a variable of the polynomial ring C[4], and
ρ must be a trivial family. However, in section 4 in many cases we provide
affirmative answers to these questions and give simple concrete examples
where the answers remain unknown. Due to the Quillen-Suslin Theorem,
the latter question would be answered in positive if the following conjecture
[VD74, (3.8.5)] (cf. [Sat83, KZ00]) were true for n = 2 = dim S:

Dolgachev-Weisfeiler Conjecture. Let f : X → S be a flat affine mor-
phism of smooth schemes with every fiber isomorphic (over the residue field)
to an affine space An

k . Then f is locally trivial in the Zariski topology (i.e.,
is a fiber bundle).

Whereas the former question (as whether p is a variable of the polynomial
ring C4) is a particular case (with n = 4 and k = 3) of the famous

Abhyankar-Sathaye Embedding Problem: Is it true that any biregular
embedding Ck →֒ Cn is rectifiable i.e., is equivalent to a linear one under the
action of the group Aut Cn on Cn?
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Geometrically, the situation can be regarded as follows (cf. [KZ99]). The
morphism σ : (x, y, z, u) 7−→ (x, y, z) represents the 3-fold X as a birational
modification of Y := C3. The latter essentially consists in replacing the
divisor D := D(f) ⊆ Y by the exceptional one E := {f = g = 0} ⊆ X. All
the important properties of X can be recovered in terms of the restriction
σ|E : E → D. In our setting both E and D are cylindrical surfaces, namely
E = C × C and D = Γ × C, where C := D(f) ∩ D(g) ⊂ Y is the center
of the blowing up σ and Γ := f−1(0) ⊆ C2

x,y. This makes it possible to
formulate the criteria mentioned above in terms of the natural projection
π : C → Γ, (x, y, z) 7−→ (x, y), and enables us in concrete examples to verify
these criteria.

Let us briefly describe the content of the paper. Section 1 contains prelim-
inaries; it can be omitted at the first reading and consulted when necessary.
However, some results obtained here (and used later on in the proofs) are of
independent interest. For instance, this concerns 1.3 where we treat the ques-
tion for as when a birational extension of a UFD is again a UFD. Furthermore,
generalizing an observation due to V. Shpilrain and J.-T. Yu [SY01, SY99]
we claim in 1.32-1.33 that for arbitrary polynomials p, q ∈ C[x1, . . . , xn][y]
the hypersurfaces in Cn+1 given respectively by the equations

y = q(p(y)) and y = p(q(y))

are isomorphic and moreover, 1-stably equivalent (see 4.21). We also use the
fact (see 1.12) that a one-point compactification of an acyclic smooth affine
variety is a homology manifold which is a homology sphere and satisfies the
Alexander duality.

In section 2 we study the topology of the 3-folds X as above. More
generally, we work with a 3-fold X = {p = fu + g = 0} ⊂ Y × C, where
f, g ∈ C[Y ] with Y being a smooth acyclic affine 3-fold and D := f−1(0) ⊆ Y
being a cylinder D = Γ × C over an affine curve Γ (whereas in subsection
2.3 Y itself is supposed to be a cylinder over an acyclic affine surface Z i.e.,
Y = Z × C, with Γ ⊆ Z). The main results of section 2 (see 2.11, 2.27 and
2.28) provide a criterion for as when such a 3-fold X is diffeomorphic to R6.

In subsection 3.1 we determine when X = p−1(0) ⊆ C4 with p = fu + g
as in (1) is an exotic C3. The main tool used here is Derksen’s version of the
Makar-Limanov invariant [ML96, Der97] described in subsection 1.3.

Subsection 3.2 is devoted to a study of embeddings C3 →֒ C4 given by an
equation p = fu+g = 0 with f ∈ C[2]\C and g ∈ C[3]. In 3.21 we show that in
appropriate new coordinates in the (x, y)-plane, the x-coordinate restricted
to any fiber of p gives a C2-fibration. On the other hand, the restriction of
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p to any hyperplane x = const is a variable of the polynomial ring C[y, z, u]
(in the latter case we say in brief that p is a x-residual variable).

A complete analog of Theorem 7.2 in [KZ99] cited at the beginning holds
if the polynomial p ∈ C[4] is linear with respect to two (and not just one)
variables. Indeed (3.24) if the 3-fold X:

p = a(x, y)u + b(x, y)v + c(x, y) = 0

in C4 is smooth and acyclic then p ∈ C[4] is a variable. We give a simple
criterion (in terms of the coefficients a, b, c ∈ C[x, y]) for as when this is the
case.

In section 4 we concentrate on the Abhyankar-Sathaye Problem for our
particular class of embeddings. The main results 4.2, 4.16 of subsection 4.1
provide sufficient conditions for as when a residual x-variable p = fu + g ∈
C[4] as in (1) is indeed a variable. For instance (see 4.2, 4.3) this is the case
if degz g ≤ 1, or f is a power of an irreducible polynomial, or else f ∈ C[x]
(the latter result strengthens those of M. Miyanishi [Miy84, Thm. 2], where
it is supposed in addition that g ∈ C[y, z]). As another examples, we show
(see 4.17) that the polynomials

p1 := xy2u + y + xz + xyz2 and p3 := xy2u + y + x2z + x3yz2

are variables of C[4]. However, we do not know whether or not so is

p2 := xy2u + y + x2z + xyz2

(whereas p−1
2 (µ) ≃ C3 ∀µ ∈ C and p2 is a residual x-variable and a C(x)-

variable, see 4.9 and 4.18).

In subsection 4.2 we establish (see 4.23) that every embedding C3 →֒ C4

given by an equation p = fu + g = 0 as in (1) can be rectified in C5.

In the last subsection 4.3 (attributed to the second author) we generalize
a theorem of D. Wright [Wri78] which says that Sathaye’s Theorem holds
for the embeddings C2 →֒ C3 given by an equation p = fun + g = 0 with
f, g ∈ C[x, y] and n ∈ N. Namely, it is shown in 4.27 that a residual x-
variable of the form p = fun + g ∈ C[4], where f, g ∈ C[x, y, z] and n ≥ 2,
actually is an x-variable.

1. Preliminaries

1.1. Affine modifications of UFD’s

We start by recalling the notion of affine modification [KZ99]; at the same
time, we introduce the notation that will be used throughout the paper.
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Notation 1.1 Let Y be a reduced, irreducible affine variety over C,
A = C[Y ] be the algebra of regular functions on Y , I ⊆ A be a non-trivial
ideal and f ∈ I be a non-zero element of I. The affine modification of the
variety Y along the divisor Df = f ∗(0) with center I is the affine variety
X = spec A′, where

A′ := A[I/f ] = {a′ = ak/f
k|ak ∈ Ik} ⊆ Frac A .

The inclusion A →֒ A′ corresponds to a birational morphism σ : X → Y with
the exceptional divisor E = σ−1(D) = (f◦σ)−1(0) ⊆ X, where D := supp Df .
The restriction σ|(X\E) : X\E → Y \D is an isomorphism.

Let D =
⋃n

i=1 Di resp., E =
⋃n′

i=1 Ei be the decomposition into irreducible
components, which we assume to be Cartier divisors. Letting

σ∗(Di) =
n′∑

j=1

mijEj , i = 1, . . . , n , (2)

we consider the n × n′ multiplicity matrix Mσ = (mij) with non-negative
integer entries. Clearly, mij > 0⇔ σ(Ej) ⊆ Di.

The following simple observation will be useful in 1.4 below. We denote
reg Ej = Ej\sing Ej and reg Di = Di\sing Di.

Lemma 1.2 In the notation as above, suppose that the affine varieties X
and Y are smooth. If mij = 1 then σ(Ej) 6⊆ sing Di. Moreover mij = 1 if and
only if σ(reg Ej) ⊆ reg Di and σ sends the analytic discs in X transversal
to Ej at a point Q ∈ reg Ej biholomorphically onto analytic discs in Y
transversal to Di at the point P := σ(Q) ∈ reg Di.

Proof. We may assume that mij > 0 that is, σ(Ej) ⊆ Di. For a point
Q ∈ Ej with the image P = σ(Q) ∈ Di, we let U ∋ P resp., V ∋ Q be a
neighborhood such that Di∩U = f ∗

i (0) resp., Ej∩V = h∗
j(0), where fi resp.,

hj is a holomorphic function in U resp., V . Then we have

fi ◦ σ|V = h
mij

j · h with h(Q) 6= 0 ,

which gives the equality of 1-forms:

d(f ◦ σ)(Q) = mijh
mij−1
j (Q)h(Q) · dhj(Q) . (3)

Assuming that Q ∈ reg Ej (⇔ dhj(Q) 6= 0) and mij = 1, from (3) we obtain:

d(f ◦ σ)(Q) = h(Q) · dhj(Q) 6= 0 ,
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whence dfi(P ) 6= 0 and dσ(TQX) 6⊆ TP Di. This yields the implication ”=⇒”.
On the other hand, if P ∈ reg Di (⇔ dfi(P ) 6= 0) and dσ(TQX) 6⊆ TP Di then
d(f ◦ σ)(Q) 6= 0, and so by (3) mij = 1, which gives ”⇐=”.

For an algebra B, denote by B∗ its group of invertible elements.

Proposition 1.3 In the notation as in 1.1 above, assume moreover that
the algebras A = C[Y ] and A′ = C[X] are UFD’s, and A∗ = A′∗. Then n = n′

and the multiplicity matrix Mσ is unimodular.

Proof. Since the algebras A and A′ are UFD’s there exist irreducible elements
f1, . . . , fn ∈ A resp., h1, . . . , hn′ ∈ A′ such that Di = f ∗

i (0), i = 1, . . . , n,
resp., Ej = h∗

j (0), j = 1, . . . , n′. Clearly, hj = (aj/bj) ◦ σ with coprime
aj , bj ∈ A, j = 1, . . . , n′. The regular functions aj , bj do not vanish in Y \D,
and hence their irreducible factors are proportional to some of the elements
f1, . . . , fn. Thus for each j = 1, . . . , n′ there exists γj ∈ A∗ such that

hj = (γj

n∏

i=1

f
m′

ji

i ) ◦ σ (4)

with m′
ji ∈ Z. On the other hand, for each i = 1, . . . , n there exists δi ∈

A′∗ = A∗ such that

fi ◦ σ = δi

n′∏

k=1

hmik

k . (5)

Plugging successively (4) and (5) one into another and taking into account
the assumption that the algebras A′ and A are UFD’s and σ is a birational
morphism, we obtain the equalities

n′∑

k=1

mikm
′
kj = δij , i, j = 1, . . . , n , (6)

n∑

i=1

m′
jimik = δjk, j, k = 1, . . . , n′ , (7)

that is, M ′
σ ·Mσ = In′ and Mσ ·M ′

σ = In, where Ik denotes the identity matrix
of order k. Hence n = n′ and M ′

σ = M−1
σ , so Mσ is unimodular.

Proposition 1.4 Suppose that the varieties X and Y as in 1.1 are
smooth, and the multiplicity matrix Mσ is an upper triangular unipotent
square matrix:

n = n′, mii = 1, i = 1, . . . , n, mij = 0 ∀i > j .

Then σ∗ : π1(X)→ π1(Y ) is an isomorphism.
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Proof. Letting G = π1(Y \D), G′ = π1(X\E) and σ′ = σ|X\E , we have that
σ′
∗ : G′ → G is an isomorphism which sends the subgroup

H ′ := 〈〈αE1, . . . , αEn
〉〉 ⊆ G′

into the subgroup
H := 〈〈αD1 , . . . , αDn

〉〉 ⊆ G ,

where for a hypersurface Z in a complex manifold X, αZ denotes a vanish-
ing loop of Z in X \ Z, whereas for a group G and elements a1, . . . , ak ∈
G, 〈〈a1, . . . , ak〉〉 denotes the minimal normal subgroup of G generated by
a1, . . . , ak. Moreover, σ∗ : π1(X)→ π1(Y ) is a surjection with kernel ker σ∗ ∼=
H/σ′

∗(H
′) (see e.g., [KZ99, the proof of Prop. 3.1]). Thus we must show that

σ′
∗(H

′) = H .

For i = 1, . . . , n denote

Hi := 〈〈αD1 , . . . , αDi
〉〉 ⊆ G resp., H ′

i := 〈〈αE1 , . . . , αEi
〉〉 ⊆ G′ ,

so that Hn = H and H ′
n = H ′. Clearly, σ′

∗(αE1) ∼ αD1 (where ∼ stands for
conjugation), whence σ′

∗(H
′
1) = H1. We show by induction that σ′

∗(H
′
i) = Hi

for all i = 1, . . . , n.

Assume that this equality holds for i = k − 1 < n. As mkk = 1, by
1.2 we may conclude that for a general point Q ∈ Ek, P := σ(Q) is a
smooth point of Dk, and σ sends biholomorphically a smooth analytic disc
transversal to the divisor Ek at Q onto a transversal disc to Dk at P . As
the matrix Mσ is upper triangular we obtain σ′

∗(H
′
i) ⊆ Hi (i = 1, . . . , n) and

furthermore, σ′
∗(αEk

) ∼ αDk
mod Hk−1. As σ′

∗(H
′
k−1) = Hk−1 it follows that

also σ′
∗(H

′
k) = Hk, therefore σ′

∗(H
′) = H , as desired.

1.2. Acyclic varieties

Recall that the acyclicity of a topological space X means that its reduced
homology vanishes: H̃∗(X) := H̃∗(X; Z) = 0. The following proposition is
an immediate corollary of the above results.

Proposition 1.5 Assume that the affine varieties X and Y as in 1.1
above are smooth and acyclic. Then

(a) n = n′ and the multiplicity matrix Mσ is unimodular.

If moreover, Mσ is an upper triangular unipotent matrix then
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(b) σ∗ : π1(X)→ π1(Y ) is an isomorphism.

(c) X is contractible if and only if so is Y .

(d) In the latter case the varieties X and Y are both diffeomorphic to the
affine space R2m provided that m := dimC Y ≥ 3.

Proof. By [Fuj82, 1.18-1.20] (see also [Kal94, 3.2]) for any smooth acyclic
affine variety Z the algebra C[Z] is UFD and its invertible elements are
constants. Thus (a) follows from 1.3. (b) directly follows from 1.4. In virtue
of the Hurewicz and Whitehead theorems [FF89, Ch.2, §11.5, §14.2], an
acyclic manifold is contractible if and only if it is simply connected. Hence (c)
follows from (b). In turn, (d) follows from the Dimca-Ramanujam theorem
[CD94, Zăı99].

1.6 In section 3.2 we will apply the following corollary (see 1.7 below) of
Miyanishi’s characterization of C3 [Miy84, Miy88]. On the other hand, this
corollary also follows from [Sat83] and [KZ00], as stated in [KZ00, Cor. 0.2].
Moreover, by [Kal94, L. III] it would be enough to suppose in 1.7 that only
general (rather than all) fibers of x were isomorphic to C2.

Theorem 1.7 Let X be a smooth acyclic affine 3-fold. Then X ≃ C3 if
and only if there exists a regular function x ∈ C[X] with all fibers isomorphic
to C2.

1.8 It is known [KZ99, Thm.1.1] that any birational morphism σ : X →
Y of affine varieties is an affine modification. The divisor D ⊆ Y of modi-
fication and the exceptional divisor E ⊆ X of σ can be defined as minimal
reduced divisors such that the restriction σ|X\E : X\E → Y \D is an isomor-
phism. In the next proposition and its corollary we provide conditions (more
general than those in [KZ99, Thm. 3.1]) which guarantee preservation of the
homology group under modification. (Note that the divisors Ê and D̂ below
do not need to satisfy the assumption of minimality.)

Proposition 1.9 Given affine varieties X̂, Ŷ and decompositions

X̂ = (X̂\Ê) ∪ Ê and Ŷ = (Ŷ \D̂) ∪ D̂,

where Ê ⊆ X̂ and D̂ ⊆ Ŷ are reduced divisors, let σ : X̂ → Ŷ be a birational
morphism which respects these decompositions. Suppose that the following
hold.
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(i) Ê, D̂ are topological manifolds, Ê ⊆ reg X̂, D̂ ⊆ reg Ŷ , and σ∗(D̂) =
Ê.

(ii) The induced homomorphisms

(σ|Ê)∗ : H∗(Ê)→ H∗(D̂) and (σ|X̂\Ê)∗ : H∗(X̂\Ê)→ H∗(Ŷ \D̂)

are isomorphisms.

Then σ∗ : H∗(X̂) → H∗(Ŷ ) is an isomorphism as well; in particular, X̂ is
acyclic if and only if Ŷ is so.

Proof. We apply the Thom isomorphism [Dol72, 7.15] to the pairs (X̂, Ê)
resp., (Ŷ , D̂) (notice that locally near Ê resp., D̂ these are pairs of topolog-

ical manifolds). As σ∗(D̂) = Ê and (σ|Ê)∗ : H0(Ê)
∼=−→ H0(D̂), σ maps the

irreducible components of Ê into those of D̂ providing a one-to-one corre-
spondence, and (as in 1.2) sends their transverse classes [Dol72, Ch. VIII]
to the corresponding transverse classes. By functoriality of the cap-product
[Dol72, VII.12.6] for every i ≥ 0 the following diagram is commutative:

Hi(X̂, X̂\Ê)
∼=
t
X̂

- H̃i−2(Ê)

Hi(Ŷ , Ŷ \D̂)

σ∗

? ∼=
t
Ŷ

- H̃i−2(D̂)

σ∗

?

(where t stands for the Thom isomorphism, and the homology groups in
negative dimensions are zero). This allows to replace the relative homology
groups in the exact sequences of pairs as to obtain the following commutative
diagram:

. . .→ H̃i−1(Ê) −→ H̃i(X̂\Ê) −→ H̃i(X̂) −→ H̃i−2(Ê) −→H̃i−1(X̂\Ê)→ . . .

. . .→H̃i−1(D̂)

≀ σ∗

?

−→ H̃i(Ŷ \D̂)

≀ σ∗

?

−→ H̃i(Ŷ )

σ∗

?

−→ H̃i−2(D̂)

≀ σ∗

?

−→H̃i−1(Ŷ \D̂)

≀ σ∗

?

→ . . .

By (ii) the four vertical arrows (as shown at the diagram) are isomorphisms,
whence by the 5-lemma, the middle one is so as well, as stated.
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Actually, the divisors E and D we deal with in section 2 below are not
always topological manifolds. However, in our setting we can apply 1.9 by
decomposing further as follows.

Corollary 1.10 The same conclusion as in 1.9 holds if (instead of (i),
(ii)) we assume that there are decompositions Ê = E ′+E ′′ and D̂ = D′+D′′

satisfying the following conditions:

(i′) E ′\E ′′, D′\D′′, E ′′ and D′′ are topological manifolds, Ê ⊆ reg X̂, D̂ ⊆
reg Ŷ , and σ∗(D′\D′′) = E ′\E ′′, σ∗(D′′) = E ′′.

(ii′) The induced homomorphisms (σX̂\Ê)∗ : H∗(X̂\Ê)→ H∗(Ŷ \D̂),

(σ|E′\E′′)∗ : H∗(E
′\E ′′)→ H∗(D

′\D′′) and (σ|E′′)∗ : H∗(E
′′)→ H∗(D

′′)

are isomorphisms.

Proof. Indeed, 1.9 implies that (under our assumptions)

(σ|X̂\E′′)∗ : H∗(X̂\E ′′)→ H∗(Ŷ \D′′)

is an isomorphism. Now (with Ê and D̂ in 1.9 replaced by E ′′ resp., D′′), 1.9
implies that σ∗ : H∗(X̂)→ H∗(Ŷ ) is an isomorphism as well.

1.11 Recall [Mau70, Ch. 5, §5.3], [VF88, Ch. 2, §8.1]1 that a simplicial
polyhedron P is called a homology n-manifold if for any point p ∈ P we have
H∗(P, P\{p}) ∼= H̃∗(S

n) 2.

Proposition 1.12 Let X be a smooth acyclic affine variety of complex
dimension n. Then the one-point compactification Ẋ of X is a homology 2n-
manifold which is a homology 2n-sphere: H∗(Ẋ) ∼= H∗(S

2n). In particular,
the Alexander duality holds for Ẋ.

Proof. Notice first that X is diffeomorphic to the interior of a compact
manifold, say, XR with boundary ∂XR (indeed, one can take for XR the
intersection of X with a ball of a large enough radius R in an affine space
CN ⊇ X). Hence Ẋ ≃ XR/∂XR ≃ XR ∪∂XR

C(∂XR) (with CY denoting the
cone over Y ), and any triangulation of XR naturally extends to those of Ẋ.

1We are grateful L. Guillou for useful discussions on homology manifolds and references.
2Or equivalently, H∗(lk(p)) ∼= H∗(S

n−1), where lk(p) denotes the link of p in P , or
else, for any q-simplex σ in P , H∗(lk(σ)) ∼= H∗(S

n−q−1).
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By the Poincaré-Lefschetz duality for a manifold with boundary [Mau70,
5.4.13],

H2n−i(XR) ∼= Hi(XR, ∂XR) ∼= H̃i(XR/∂XR) ∼= H̃i(Ẋ) ,

whence Ẋ is a homology 2n-sphere. Using the acyclicity of XR and of
C(∂XR) and applying the Mayer-Vietoris sequence to the decomposition
Ẋ = XR ∪∂XR

C(∂XR), we see that Hi(Ẋ) ∼= Hi−1(∂XR). Thus the smooth
manifold ∂XR is a homology (2n− 1)-sphere.

Clearly, H∗(Ẋ, Ẋ\{x}) ∼= H̃∗(S
2n) for any point x ∈ X = Ẋ\{∞}. For

the vertex x = ∞ of the cone C(∂XR) and for any i ∈ N, by excision and
from the exact homology sequence of a pair we obtain:

Hi(Ẋ, Ẋ\{∞}) ∼= Hi(C(∂XR), C(∂XR)\{∞})

∼= H̃i−1(∂XR) ∼= H̃i−1(S
2n−1) ∼= H̃i(S

2n) .

Thereby Ẋ is a homology manifold and is a homology 2n-sphere. For any
point x ∈ Ẋ, from the exact homology sequence of the pair (Ẋ, Ẋ\{x}) it
follows that Ẋ\{x} is acyclic. Now the proof of the Alexander duality for
the usual sphere [Mau70, 5.3.19] goes mutatis mutandis for Ẋ (cf. [Beg45,
Thm. 6.4], [Wil79, p. 176]).

1.3. Digest on Makar-Limanov and Derksen invariants

These invariants (introduced in [ML96, KML97, Der97]) allow in certain
cases to distinguish space-like affine varieties from the affine spaces. On this
purpose, we use them in subsection 3.1 (to establish 3.6). Let us first recall
the following notions and facts.

1.13 Locally nilpotent derivations. Let A be an affine domain over C.
A derivation ∂ ∈ DerA of A is called locally nilpotent (LND for short) if for
each a ∈ A there exists n = n(a, ∂) ∈ N such that ∂(n)(a) = 0; the set of all
non-zero locally nilpotent derivations of the algebra A is denoted by LND(A).
Given ∂ ∈ LND (A), the function deg∂(a) := min{n(a, ∂) − 1} is a degree
function on A. The kernel A∂ = ker ∂ of ∂ is a ∂-invariant subalgebra of A;
its elements are called ∂-constants. For the proof of the following lemma see
e.g., [ML96, ML98, KML97, Der97], [Zăı99, §7] or [Kal94, 5.1(6)].

Lemma 1.14 The following statements hold:
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(a) tr.deg [A : A∂ ] = 1.

(b) The subalgebra A∂ is algebraically closed.

(c) It is factorially closed i.e., uv ∈ A∂\{0} =⇒ u, v ∈ A∂ .

(d) If uk + vl ∈ A∂\{0} for some k, l ≥ 2 then u, v ∈ A∂.
Moreover, p(u, v) ∈ A∂\C =⇒ u, v ∈ A∂ for any polynomial p ∈ C[2]

with general fibers being irreducible and non-isomorphic to C.

1.15 Invariants. The Makar-Limanov invariant of the algebra A is the
subalgebra

ML (A) =
⋂

∂∈LND(A)

A∂ ⊂ A ,

whereas the Derksen invariant:

Dk (A) = C
[ ⋃

∂∈LND(A)

A∂
]
⊂ A

is the subalgebra of A generated by the ∂-constants of all locally nilpotent
derivations on A. If ML(A) = C (resp., Dk(A) = A) then we say that the
corresponding invariant is trivial. This is, indeed, the case for a polynomial
algebra A = C[n] (n ∈ N).

1.16 Specializations. Let X be an affine variety, and set A = C[X].
To study the locally nilpotent derivations on A, it is possible to proceed
by induction on the dimension of X. Namely, let ∂ ∈ LND (A), and let
u ∈ ker ∂ be non-zero. As ∂(u − c) = 0 ∀c ∈ C, the principal ideal (u − c)
of the algebra A is invariant under ∂, and so ∂ descends to the quotient
Bc = A/(u − c) = C[Sc], where Sc = u−1(c) is a fiber of u. For a general
c ∈ C, this specialization ∂c is a non-zero locally nilpotent derivation of the
algebra Bc (see 1.17 below). Clearly, the restriction to Sc of any ∂-constant
v ∈ ker ∂ is a ∂c-constant.

1.17 C+-actions. Otherwise, the above specialization can be described
via the natural correspondence between the locally nilpotent derivations of
the algebra A and the regular actions of the additive group C+ on the variety
X = spec A (e.g., see [Ren68, Zăı99]). Indeed, the subalgebra ker ∂ coincides
with the algebra of invariants Aϕ of the associated C+-action ϕ = ϕ∂ . If u
is a ϕ-invariant then clearly, the C+-action ϕ|Sc

on a fiber Sc = spec Bc of u
is associated with the above specialization ∂c. Hence ∂c ∈ LND (Bc) if and
only if the C+-action ϕ|Sc

is non-trivial.
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1.18 Jacobian derivations [KML97, KML98]. For an n-tuple of polyno-
mials p1, . . . , pn−1, q ∈ C[n], the Jacobian

∂(q) := jac (p1, . . . , pn−1, q) =
∂(p1, . . . , pn−1, q)

∂(x1, . . . , xn)

(regarded as a function of q, whereas the polynomials p1, . . . , pn−1 are fixed)
gives a derivation on the polynomial algebra C[n]. This derivation is non-zero
provided that the polynomials p1, . . . , pn−1 are algebraically independent.
For p := p1, the principal ideal (p) ⊆ C[n] is invariant under ∂, whence ∂
descents to a derivation of the quotient algebra A := C[n]/(p) = C[X], where
X := p∗(0) ⊂ Cn 3. Denote by JLND(A) the set of all locally nilpotent
Jacobian derivations of the algebra A. Two derivations ∂, ∂′ ∈ Der (A) are
called equivalent if A∂ = A∂′

. Actually, two derivations are equivalent iff
they generate the same degree function [KML98]: deg∂ = deg∂′ . We have
the following theorem.

Theorem 1.19 ([KML97, KML98]) If p ∈ C[n] is a non-constant ir-
reducible polynomial then every locally nilpotent derivation ∂ ∈ LND (A)
(where as above, A = C[n]/(p)) is equivalent to a Jacobian locally nilpotent
derivation ∂′ ∈ JLND (A). Henceforth, we have

ML (A) =
⋂

∂∈JLND(A)

A∂ and Dk (A) = C
[ ⋃

∂∈JLND(A)

A∂
]
.

1.20 Weight degree functions and the associated graded algebras (see
e.g., [KML97, KML98, Zăı99]). A weight degree function on the algebra
A = C[X] = C[n]/(p) is defined by assigning weights di = d(xi) ∈ R to the
variables x1, . . . , xn ∈ C[n] and letting for a ∈ A:

dA(a) := inf {d(q) | q ∈ C[n], q|X = a} .

Here as usual

d(q) = max {d(m) |m ∈M(q)}
with M(q) denoting the set of the monomials m = cm

∏n
i=1 xαi

i of q, where
d(m) :=

∑n
i=1 αidi. The weight degree function dA : A→ R ∪ {−∞} defines

an ascending filtration {At}t∈R of the algebra A with At := {a ∈ A | dA(a) ≤
3To simplify the exposition we suppose that X is a hypersurface, whereas the results

of [KML98] hold in a more general setting.
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t}. We also let A′
t := {a ∈ A | dA(a) < t} ⊂ At, and we consider the

associated graded algebra
Â =

⊕

t∈R

At/A
′
t

(actually, the set of non-zero homogeneous components At/A
′
t of the algebra

Â is at most countable).

1.21 Associated homogeneous derivations. For a polynomial q ∈ C[n],
we consider its d-principal part (in other words, the principal d-quasihomogeneous
part) q̂ :=

∑
m∈M(q), d(m)=d(q) m. For an element a ∈ A, we let â to be its im-

age in the graded algebra Â (clearly, â ∈ At/A
′
t with t = dA(a)). Notice that

â = q̂ |X̂ for a polynomial q ∈ C[n] such that q |X = a and d(q) = dA(a); the
latter equality holds if and only if q̂|X̂ 6= 0.

If ∂ ∈ Der (A) is a derivation then the degree

dA(∂) := inf {dA(a)− dA(∂a) | a ∈ A}

is finite [KML98]. Letting

∂̂â := ∂̂a if dA(a)− dA(∂a) = dA(∂) and ∂̂â = 0 otherwise,

and extending ∂̂ in a natural way to a homogeneous derivation of the graded
algebra Â, we obtain a correspondence Der(A) →Dergr(Â). It has the fol-
lowing properties.

Theorem 1.22 ([KML97, KML98]) Let p ∈ C[n] be a polynomial with
a non-constant, irreducible d-principal part p̂. Set X̂ = p̂−1(0) ⊂ Cn. Then
the following hold.

(a) Â ≃ C[X̂].

(b) If ∂ ∈ LND (A) then ∂̂ ∈ LND (Â), and for any a ∈ A∂ , â ∈ Â∂̂ .

(c) 4 For any non-zero Jacobian derivation

∂ =
∂(p, p2, . . . , pn−1, ∗)

∂(x1, . . . , xn)

of the algebra A = C[X] there exists an equivalent one

∂′ =
∂(p, p′2, . . . , p

′
n−1, ∗)

∂(x1, . . . , xn)
4A similar fact remains true for any affine domain [ML].
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such that the d-principal parts p̂, p̂′2, . . . , p̂
′
n−1 are algebraically inde-

pendent.

(d) If the latter condition holds then the associated derivation ∂̂′ ∈Der(Â)
of the associated graded algebra Â is also a Jacobian one, namely,

∂̂′ =
∂(p̂, p̂′2, . . . , p̂

′
n−1, ∗)

∂(x1, . . . , xn)
.

1.23 Graded invariants. For a graded algebra Â, we denote by Dkgr (Â)
the following ‘graded’ version of the Derksen invariant:

Dkgr (Â) = C
[ ⋃

∂∈LNDgr(Â)

Â∂
]
.

The way we use in the next section the Derksen invariant (similar to that of
[Der97, KML97, ML96, Zăı99]) is based on the next simple lemma.

Lemma 1.24 Given an irreducible hypersurface X ⊆ Cn, suppose that
the algebra A = C[X] is equipped with a weight degree function dA such
that the hypersurface X̂ ⊂ Cn is also irreducible. If

Dkgr (Â) ⊂ Â≤0 :=
⊕

t≤0

At/A
′
t ⊂ Â

then
Dk (A) ⊂ A0 = {a ∈ A | dA(a) ≤ 0} .

Henceforth, X 6≃ Cn−1 unless A = A0.

Proof. By 1.22 (a),(b) for every ∂ ∈ LND (A) and for every ∂-constant
a ∈ A∂, we have â ∈ ker ∂̂, where ∂̂ ∈ LNDgr(Â), whence â ∈ Â≤0. Therefore,
dA(a) ≤ 0 i.e., a ∈ A0, as stated.

1.4. Variables in polynomial rings

1.25 For a commutative ring B, we let B[n] = B[y1, . . . , yn]. A polyno-
mial p ∈ B[n] is called a B-variable (or simply a variable if no ambiguity oc-
curs) if it is a coordinate (p = p1) of an automorphism β = (p1, p2, . . . , pn) ∈
AutBB[n] (thus β|B = idB). The set of all B-variables of B[n] is denoted as
VarBB[n]. For B = C[x1, · · · , xn], a B-automorphism is called in brief an
(x1, · · · , xn)-automorphism, and a B-variable is also called an (x1, · · · , xn)-
variable.
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Remark 1.26 It is easily seen that a polynomial p ∈ C[n] is an (x1, . . . , xk)-
variable (where 0 ≤ k ≤ n− 1) if and only if X := p−1(0) ≃ Cn−1 and there
exists ∂ ∈ LND (C[n]) with x1, . . . , xk ∈ ker ∂ such that ∂p = 1 (i.e., p is a
slice of ∂). Indeed, ∂p = 1 implies that X can be identified with the orbit
space Cn/ϕ∂ = spec (C[n])ϕ∂ = spec (ker ∂) of the associated C+-action ϕ∂

on Cn (see 1.17), and so C[n] = (ker ∂)[p] ∼= C[n−1][p].

Notice that as Cn ≃ X ×C, the assumption X ≃ Cn−1 above is superflu-
ous provided that the Zariski Cancellation Conjecture holds.

1.27 For a polynomial q = q(x, y, z, . . .) ∈ C[n], we denote by qλ (λ ∈ C)
the specialization q(λ, y, z, . . .) ∈ C[n−1].

We say that a polynomial p(x, y1, · · · , yn) ∈ C[x][y1, · · · , yn] is a x-residual
variable if for every λ ∈ C, the specialization pλ is a variable of C[y1, · · · , yn].
It is easily seen that any x-variable is a x-residual variable.

1.28 Let f ∈ B. An element b ∈ B is said to be invertible (resp.,
nilpotent) mod f if its image [b] ∈ B/(f) is so. Thus b is nilpotent mod f
if and only if b ∈ rad (f). Observe that if B is UFD and f =

∏n
i=1 fai

i is a
canonical factorization then b ∈ rad (f)⇔ b ∈ (f red), where f red :=

∏n
i=1 fi ∈

B.

To detect variables in polynomial rings, the following results will be useful.
The statement (a) below is due to P. Russell [Rus76, Prop. 2.2], and is
reproved in [Vén99] basing on (b) (see [Vén99, Prop. 1.4], or also [EV99]).

Proposition 1.29 For a commutative ring B, the following hold.

(a) For any f , b0, b1 ∈ B and q ∈ B[z] with b1 invertible mod f and q
nilpotent mod f , we have p := fu + b0 + b1z + q(z) ∈ VarBB[z, u].

(b) For f ∈ B, we let Bf := B/(f), and we denote by ρ : B → Bf

the canonical surjection. If p ∈ VarBB[z, u] is such that ρ(p(z, 0)) ∈
VarBf

Bf [z] then also pf(z, u) := p(z, fu) ∈ VarBB[z, u].

(c) Let B = C[x] and f ∈ B. If p ∈ VarBB[y, z, u] is such that for every
root x0 of f , the specialization px0(y, z, 0) is a variable of C[y, z] 5 then
also pf(y, z, u) := p(y, z, fu) ∈ VarBB[y, z, u].

5Or equivalently, ρ(p(y, z, 0)) ∈ VarBf
Bf [y, z].
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Proof of (c). It suffices to prove (c) for f = x and then conclude by induction
on the degree of f . Let γ ∈ AutBB[y, z, u] be such that γ(y) = p(x, y, z, u).
Denote γ0 the specialization of γ at x = 0. Clearly, γ0(y) = p(0, y, z, u) is a
variable of C[y, z, u]; in particular,

C[y, z, u]/(p(0, y, z, u)) ≃ C[2] .

If φ denotes this isomorphism then

C[y, z, u]/(p(0, y, z, u), u)≃ C[2]/(φ(u)) .

By our assumption, p(0, y, z, 0) is a variable of C[y, z], and so 6

C[y, z, u]/(p(0, y, z, u), u) ≃ C[y, z]/(p(0, y, z, 0)) ≃ C[1] .

Hence by the Abhyankar-Moh-Suzuki Theorem, φ(u) is a variable in C[2].
Therefore we may assume that φ(u) = u i.e., there is a C[u]-isomorphism

C[u][y, z]/(p(0, y, z, u)) ≃ C[u][1] .

By the Abhyankar-Moh-Suzuki theorem as generalized by Russell and Sathaye
[RS79, Thm. 2.6.2], p(0, y, z, u) is a C[u]-variable of C[u][y, z]. Let α0 be the
corresponding C[u]-automorphism of C[u][y, z] such that α0(y) = p(0, y, z, u),
and denote by γ̄ the composition

γ̄ := γγ−1
0 α0 ∈ AutBB[y, z, u] .

Then we get

γ̄(y) = γγ−1
0 α0(y) = γγ−1

0 (p(0, y, z, u)) = γ(y) = p(x, y, z, u)

and
γ̄(u) = γγ−1

0 α0(u) = γγ−1
0 (u) ≡ u modx .

If σu is the (x, y, z)-automorphism of C(x)[y, z][u] defined by σu(u) = xu then
the composition σuγ̄σ−1

u (which à priori is an x-automorphism of C(x)[y, z, u])
actually is a B-automorphism of B[y, z, u]. Thus σuγ̄σ−1

u (y) = p(x, y, z, xu)
is an x-variable of C[x][y, z, u].

Remark 1.30 We would like to use this opportunity to indicate a flaw
in the proof of Theorem 7.2 in [KZ99] (which generalizes the Sathaye theorem
mentioned in the introduction). Namely, proving Proposition 7.1 in [KZ99]
and carrying induction by the multiplicity of a root x = 0 of the polynomial
p, it was forgotten to extend it over all the roots. Instead, one can apply
1.29(a)( cf. also [Vén99, Thm. 3.6]) which fixes the flaw and simplifies the
proof considerably.

6Hereafter under (f, g) we mean the ideal generated by f and g.
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Corollary 1.31 Let p ∈ C[x][y, z, u] be an x-variable.

(a) If for q(x) ∈ C[x], pq := p(x, y, z, q(x)u) is an x-residual variable then
it actually is an x-variable.

(b) Consequently, p(x, y, z, q(x)u) is an x-variable if and only if p(x, y, z, qred(x)u)
is so.

Proof. (a) As pq is an x-residual variable, for every root x0 of q, px0,0 :=
p(x0, y, z, 0) is a variable of C[y, z, u]. In particular, C[y, z, u]/(px0,0) =
C[y, z]/(px0,0)⊗C[u] ∼= C[2]. It follows that C[y, z]/(px0,0) ∼= C[1], and then by
the Abhyankar-Moh-Suzuki Theorem px0,0 is a variable of C[y, z]. It follows
from 1.29(c) that p(x, y, z, q(x)u) is an x-variable, as stated.

The proof of (b) relies on (a) and on the fact that p(x, y, z, q(x)u) and
p(x, y, z, qred(x)u) are simultaneously x-residual variables.

The proof of the following results is inspired by those of [SY01, Thm. 1.1]
and [SY99, Thm. 1.4].

Proposition 1.32 For any commutative ring B, the following hold.

(a) For arbitrary pair of polynomials p, q ∈ B[y] there exists an automor-
phism γ = γp,q ∈ AutBB[y, v] such that

γ((y − q(p(y)), v))= (y − p(q(y)), v) .

(b) In particular, for q(y) = −ay with a ∈ B we have:

γ((y + ap(y), v)) = (y + p(ay), v) .

Moreover, if ak|p(0) then there exists an automorphism γk ∈ AutBB[y, v]
such that

γk((y + ap(y), v))= (y +
p(ak+1y)

ak
, v) .

Proof. It is not difficult to verify that the desired automorphism γ and its
inverse γ−1 can be defined as follows :

{
γ(y) = v + q(y)
γ(v) = y − p(v + q(y))

{
γ−1(y) = v + p(y)
γ−1(v) = y − q(v + p(y)) .

Iterating γ yields an appropriate γk as needed in (b).
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Corollary 1.33 (a) For any pair p, q ∈ B[y] the homomorphism

φ : B[y]/(y − q(p(y))) −→ B[y]/(y − p(q(y)))
y 7−→ q(y)

is an isomorphism.

(b) In particular, for any a ∈ B and p ∈ B[y] the homomorphism

φ : B[y]/(y + ap(y)) −→ B[y]/(y + p(ay))
y 7−→ ay

is an isomorphism. Moreover, if ak|p(0) then also

φk : B[y]/(y + ap(y)) −→ B[y]/(y + p(ak+1y)
ak )

y 7−→ ak+1y

is an isomorphism.

Proof. We just apply 1.32 and the obvious isomorphism B[y]/(f(y)) ≃
B[y, v]/(f(y), v).

2. Simple modifications of acyclic 3-folds along

cylindrical divisors

We focus below on a special case of affine modifications called simple
birational extensions (see 2.1 below), applied to acyclic affine 3-folds. Our
aim in this sections is to give a criterion for as when the acyclicity is preserved
under such a modification (cf. [KZ99, Thm. 3.1]). In the special case when
the divisor of modification is a cylinder, we obtain in Theorem 2.11 below
necessary conditions for preserving the acyclicity. In Theorem 2.27 (cf. also
2.28) we show that these conditions are also sufficient, provided that the
given acyclic 3-fold is a cylinder as well.

2.1. Simple affine modifications

Definition 2.1 A simple birational extension of a domain A (over C) is
an algebra A′ := A[g/f ], where f, g ∈ A are such that the ideal I = (f, g) ⊂ A
is of height 2 (i.e., the center of modification C = V (I) = Dred

f ∩ Dred
g is of

codimension 2 in Y := spec A). We also call X := spec A′ a simple affine
modification of the affine variety Y .
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In the sequel A is UFD, and the above condition simply means that f, g ∈
A are coprime. More generally [KZ99, Prop. 1.1], any affine modification
can be obtained as A′ = A[g1/f1, . . . , gn/fn] with fi, gi ∈ A; here again, if A
is UFD then we may suppose fi, gi being coprime (i = 1, . . . , n).

2.2 Observe that the variety X = spec A′ can be realized as the hyper-
surface in Y ×C with the equation fu+g = 0 (where u is a coordinate in C),
and the blowup morphism is just the first projection: σ = pr1|X : X → Y .
The exceptional divisor E = σ−1(C) = σ−1(D) = {f = 0} ⊆ X is cylindrical:
E ≃ C × C (cf. [KZ99, Prop. 1.1]).

We have the following simple but useful lemma.

Lemma 2.3 In the notation as above, assume that the affine variety
Y := spec A is smooth. Then the simple affine modification X = spec A[g/f ]
is also smooth if and only if

(i) the divisor Dg = g∗(0) is smooth and reduced at each point of the
center C = Dred

f ∩Dred
g , and

(ii) Df and Dg meet transversally at those points of C where the divisor
Df is also smooth and reduced.

Furthermore, if X is smooth then df = 0 at each singular point of the center
C.

Proof. The second assertion easily follows from the first one. To prove the
first one, let F = 0 be the equation of the hypersurface X ⊆ Y × C with
F := uf − g ∈ C[Y ][u] being irreducible. As X\E ≃ Y \D is smooth, we
should only control the smoothness of X at the points of the exceptional
divisor

E = {f = g = 0} = C ×C ⊆ Y × C .

At a point Q = (P, u) ∈ E, we have:

dF = udf + dg + fdu = udf + dg = 0

if and only if dg = −udf is proportional to df . Now the assertion easily
follows.
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2.2. Preserving acyclicity: necessary conditions

In this subsection we adopt the following convention and notation.

Convention 2.4 (i) X and Y denote smooth, acyclic affine 3-folds 7

such that

(ii) A′ = C[X] is a simple birational extension of the algebra A = C[Y ] i.e.,
A′ = A[g/f ] with coprime elements f, g ∈ A, and

(iii) D := Dred
f ≃ Γ×C (where Γ is an affine curve) is a cylindrical divisor.

2.5 Denote by π : D → Γ the morphism induced by the canonical
projection Γ × C → Γ. By abuse of notation, we equally denote by π the
restriction π|C : C → Γ. Thus we have the following commutative diagram:

E ≃ C × C −→ C

D ≃ Γ×C −→ Γ
?
σ

?
π

If C =
⋃n′

i=1 Ci resp., Γ =
⋃n

j=1 Γi is the irreducible decomposition then the
irreducible components of the divisor E resp., D are Ei ≃ Ci × C, resp.,
Dj ≃ Γj × C. As in 1.1 we denote by Mσ = (mij) the multiplicity matrix
of σ . Recall that by 1.1, 1.2 and 2.3, mij ≥ 1 if and only if Cj ⊂ Dred

i ,
and mij = 1 if and only if the surfaces Dred

i , Dred
g ⊆ Y meet transversally at

general points of the curve Cj.

The terminology in the following definitions comes from the real picture
corresponding to our situation.

2.6 Notice that for each j = 1, . . . , n there exists i ∈ {1, . . . , n} such
that π(Cj) ⊆ Γi, and this index i = i(j) is unique unless π|Cj

= const.

An irreducible component Cj of the curve C is called vertical if π|Cj =
const (i.e. deg (π|Cj

) = 0) and non-vertical otherwise (thus the vertical
components of C are disjoint and each of them is isomorphic to C). The
uniqueness of the index i = i(j) for a non-vertical component Cj and the
unimodularity of Mσ (see 1.5) imply that the j-th column of the matrix Mσ

is the i-th vector of the standard basis (ē1, . . . ēn) in Rn, and two different

7Hence the algebras A and A′ are UFD’s, see the proof of 1.5.
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non-vertical components Cj and Cj′ of C project into two different irreducible
components Γi resp., Γi′ of Γ. Hence up to reordering, we may assume that
C1, . . . , Ck are the non-vertical components of C and π(Ci) ⊆ Γi, i = 1, . . . , k.
Then we have

Mσ =




Ik | B
−−− | −−−

0 | B′




with a unimodular matrix B′. Consequently, for every i = 1, . . . , k, the
surfaces Dred

i and Dred
g meet transversally at general points of the curve Ci.

2.7 The irreducible components Γ1, . . . , Γk are also called non-vertical
resp., Γk+1,. . . , Γn are called vertical. Among the non-vertical components
Ci resp., Γi we distinguish those with deg (π|Cj

) = 1 which we call horizon-
tal and those with deg (π|Cj

) ≥ 2 which we call slanted. We reorder again
to obtain that C1, . . . , Ch resp., Γ1, . . . , Γh are the horizontal components of
C resp., Γ, and Ch+1, . . . , Ck resp., Γh+1, . . . , Γk are the slanted ones. An
irreducible component of C resp., Γ which is not horizontal is refered to as
a non-horizontal component; Choriz denotes the union of all horizontal com-
ponents of C. In the same way we define Cnon−horiz, Cvert, Cnon−vert, Cslant,
Γhoriz, Γnon−horiz, Dhoriz, etc. Thus we have:

Γhoriz =
h⋃

i=1

Γi, Γslant =
k⋃

i=h+1

Γi, Γvert =
n⋃

i=k+1

Γi ,

and similarly

Choriz =
h⋃

i=1

Ci, Cslant =
k⋃

i=h+1

Ci, Cvert =
n⋃

i=k+1

Ci .

2.8 Let furthermore f =
∏n

j=1 f
aj

j = fhoriz · fnon−horiz be factorizations
such that

f ∗
j (0) = Dred

j (j = 1, . . . , n), (fhoriz)
−1(0) = Dhoriz ≃ Γhoriz × C

and

(fnon−horiz)
−1(0) = Dnon−horiz ≃ Γnon−horiz × C .

2.9 An irreducible component is called isolated if it is a connected com-
ponent.
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Let us give a typical example which illustrates our definitions.

Example 2.10 Letting Y = C3 with coordinates x, y, z, set f = xy, g =
y + xz. Then X = {xyu + y + xz = 0} ⊂ C4 = Y × C, D = {xy = 0} ⊂
C3, σ(x, y, z, u) = (x, y, z) and E = {xy = y + xz = 0} ⊆ C4. Therefore,
Γ = {xy = 0} ⊂ C2, Γhoriz = {y = 0} and Γvert = {x = 0} whereas
C = Cvert ∪ Choriz with Choriz = {y = z = 0} and Γvert = {x = y = 0}.

The main result of this subsection is the following theorem.

Theorem 2.11 Let X and Y be smooth acyclic affine 3-folds satisfying
the conditions (ii) and (iii) of 2.4. Then (in the notation of 2.6-2.9) the
following hold.

(α) π|(Choriz \ Cnon−horiz) : Choriz \ Cnon−horiz → Γhoriz \ Γnon−horiz is an iso-
morphism.

(β) The slanted components Ch+1, . . . , Ck and Γh+1, . . . , Γk are isolated and
homeomorphic to C.

(γ) fnon−horiz = p◦fh+1 with p ∈ C[z], and every non-horizontal component
of Γ is homeomorphic to the affine line C. In other words,

fnon−horiz = c ·
n∏

i=h+1

(fh+1 − λi)
ai (c ∈ C∗, λh+1 = 0)

with π(f−1
h+1(λi)) = Γi homeomorphic to C (i = h + 1, . . . , n).

(δ) Up to a further reordering, the multiplicity matrix has the following
form:

Mσ =




Ih | 0 | B0

−−− | −−− | −−−
0 | Ik−h | 0
−−− | −−− | −−−

0 | 0 | In−k




Consequently (by 1.5), σ∗ : π1(X)→ π1(Y ) is an isomorphism. Moreover, X
is contractible (and hence diffeomorphic to R6) if and only if Y is so.

The rest of this subsection is devoted to the proof of Theorem 2.11. It is
convenient to introduce the following terminology and notation.
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2.12 Let F be a curve. We say that a point P ∈ F is multibranch (resp.,
unibranch) if it is a center of µP = µP (F ) > 1 (resp., µP = 1) local analytic
branches of F . We denote by F norm the normalization of F and by F̄ its
smooth complete model. The points of F̄ \ F norm are called the punctures
of F . A morphism of curves ρ : F → G can be lifted to the normalizations
resp., the completions; we denote the lift by ρnorm : F norm → Γnorm resp.,
ρ̄ : F̄ → Ḡ.

2.13 Consider further an irreducible smooth curve F of genus g with n
punctures, and let the 1-cycles a1, . . . , ag, b1, . . . , bg on F provide a symplectic
basis of the group H1(F̄ ) = H1(F̄ ; Z). Then there is an injection H1(F̄ ) →֒
H1(F ) onto the subgroup generated by the classes [a1], . . . , [ag], [b1], . . . , [bg];
we may identify the group H1(F̄ ) with its image in H1(F ). The group H1(F )
being freely generated by the classes [a1], . . . , [ag], [b1], . . . , [bg], [c1], . . . , [cn−1],
where c1, . . . , cn are simple 1-cycles around the punctures of F , we have a
(non-canonical) decomposition

H1(F ) ≃ H1(F̄ )⊕G(F ) with G(F ) := 〈[c1], . . . , [cn]〉 ≃ Zn−1 (8)

(
∑n

i=1[ci] = 0 being the only relation between the generators [c1], . . . , [cn] of
the group G(F )).

2.14 We denote by SΓ = S
(0)
Γ ∪ S

(1)
Γ (where S

(0)
Γ ∩ S

(1)
Γ = ∅) the finite

subset of the curve Γ such that a point P belongs to SΓ if and only if it
satisfies at least one of the following three conditions:

(i) P = π(Ci) for a vertical component Ci of C (⇔ P ∈ S
(1)
Γ );

(ii) P = π(Q) for a multibranch point Q of C;

(iii) P is a multibranch point of Γ.

2.15 Set SC = π−1(SΓ) ⊆ C and S
(i)
C = π−1(S

(i)
Γ ), i = 0, 1. Thus the

analytic set SC contains the union S
(1)
C = Cvert of vertical components of C,

whereas the residue set S
(0)
C = SC \ S

(1)
C is finite.

It is easily seen that if Q ∈ S
(0)
C then over any local analytic branch

Bi of Γ at the point P := π(Q) there is at least one local analytic branch
Aj ⊆ π−1(Bi) ∩ Dred

g of C at Q. Indeed, the surfaces π−1(Bi) ≃ Bi × C

and Dg meet at Q, and so the polynomial g|π−1(Bi) ∈ O[Bi][z] vanishes at
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Q =: (P, z0), but its specialization at P is nonzero, as Q ∈ S
(0)
C means that

no vertical component of C passes through Q. Consequently µQ(C) ≥ µP (Γ)

and P 6∈ Γvert, whence π−1(Γvert) ⊆ S
(1)
C = Cvert.

2.16 We let Γ∗ = Γ \ SΓ (more generally, Γ∗
something = Γsomething ∩ Γ∗)

and C∗ = C \ SC = π−1(Γ∗) = π−1(Γ∗
non−vert) ⊆ C.

2.17 For a complex hermitian manifold M and a closed analytic subset
T of M , by a link lkP (T ) of T at a point P ∈ T we mean the intersection T∩Sε

of T with a small enough sphere Sε in M centered at P . We also call link
the corresponding homology class [lkP (T )] ∈ H∗(T \{P}) = H∗(T \{P}; Z),
and we still denote it simply by lkP (T ).

2.18 We denote by HΓ resp., HC the subgroup of the group H1(Γ
∗) =

H1(Γ
∗; Z) resp., H1(C

∗) generated by the links8 lkP (Γ) resp., lkQ(C) of the

points P ∈ SΓ resp., Q ∈ S
(0)
C . Notice that lkP (Γ) =

∑µ
i=1 lkP (Bi), where

B1, . . . , Bµ are the local branches of Γ at P and µ := µP (Γ). Clearly, HΓ ⊆
G(Γ∗) resp., HC ⊆ G(C∗), and so we obtain (non-canonical) isomorphisms

H1(C
∗)/HC ≃ H1(C∗)⊕ [G(C∗)/HC ] (9)

resp.,

H1(Γ
∗)/HΓ ≃ H1(Γ̄)⊕ [G(Γ∗)/HΓ] . (10)

The next proposition is our main technical tool in the proof of Theorem
2.11.

Proposition 2.19 Under the assumptions as in 2.4, consider the re-
striction π = π|C∗ : C∗ → Γ∗. Then π∗(HC) ⊆ HΓ, and π induces the
following isomorphisms:

π̂∗ : H1(C
∗)/HC

∼=−→ H1(Γ
∗)/HΓ , (11)

π̄∗ : H1(C∗)
∼=−→ H1(Γ̄) , (12)

π̃∗ : G(C∗)/HC

∼=−→ G(Γ∗)/HΓ . (13)

8Here we are in the special case when M = X resp., Y and T = C resp. Γ.
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The proof is based on Lemmas 2.21 and 2.22 below. Let us introduce the
following notation.

2.20 Denote

SE = σ−1(SC) = SC × C ⊆ E resp., S
(i)
E = σ−1(S

(i)
C ) (i = 0, 1)

and

SD = π−1(SΓ) ⊆ D , so that SD ≃ SΓ ×C ⊆ Γ× C ≃ D .

Furthermore, set

E∗ = σ−1(C∗) = E\SE = C∗×C resp., D∗ = π−1(Γ∗) = D\SD ≃ Γ∗×C

and
X∗ = X \ SE resp., Y ∗ = Y \ SD.

Thus
X \ E = X∗ \ E∗ resp., Y \D = Y ∗ \D∗ ,

and so we have an isomorphism

σ|X∗\E∗ : X∗ \ E∗ → Y ∗ \D∗ .

Lemma 2.21 There are monomorphisms

ρX : H3(X
∗)→ H1(C

∗) resp., ρY : H3(Y
∗)→ H1(Γ

∗) (14)

such that π∗ρX = ρY σ∗ and

π̂∗ : H1(C
∗)/ρX(H3(X

∗))→ H1(Γ
∗)/ρY (H3(Y

∗))

is an isomorphism.

Proof.

The map of pairs σ|X∗ : (X∗, X∗ \ E∗) → (Y ∗, Y ∗ \D∗) induces the fol-
lowing commutative diagram (where the horizontal lines are exact homology
sequences of pairs):

. . . - Hi(X
∗ \ E∗) - Hi(X

∗)
i∗- Hi(X

∗, X∗ \ E∗)
∂∗- Hi−1(X

∗ \ E∗) - . . .

(∗1)

. . . - Hi(Y
∗ \D∗)

≀ σ∗

?
- Hi(Y

∗)

σ∗

?
i∗- Hi(Y

∗, Y ∗ \D∗)

σ∗

?
∂∗- Hi−1(Y

∗ \D∗)

≀σ∗

?
- . . .
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Claim. (a) H3(X
∗ \E∗) = H3(Y

∗ \D∗) = 0 and (b) H2(X
∗) = H2(Y

∗) = 0.

Proof of the claim. (a) In virtue of the isomorphism

σ∗ : H3(X
∗ \ E∗) = H3(X \ E)

∼=−→ H3(Y \D) = H3(Y
∗ \D∗)

it is enough to show the vanishing of one of these groups, say, of H3(X \
E). Let as before, Ḟ denote the one-point compactification of a topological
space F . As X is acyclic (whence by 1.12, the Alexander duality can be
applied to Ẋ) and moreover E is closed in X, the Alexander duality gives
an isomorphism

H3(X \ E) ∼= H2(Ė, {∞}) . (15)

Consider the homeomorphisms E ≈ C × R2, Ė ≈ (Ċ × Ṙ2)/(Ċ ∨ Ṙ2) and
replace here Ṙ2 by S2. Since (Ċ × S2, Ċ ∨ S2) has the homotopy type of a
pair of cell complexes, by [Dol72, 4.4] we get

H2(Ė, {∞}) ∼= H̃2(Ė) ∼= H2(Ċ × S2, Ċ ∨ S2) .

The Künneth formula for cohomology [Mas80, (11.2)] yields a monomor-
phism

µ :
∑

p+q=2

Hp(Ċ, {∞})⊗Hq(S2, {∞}) =: H → H2(Ċ × S2, Ċ ∨ S2)

with the cokernel

coker µ =
∑

p+q=3

Tor (Hp(Ċ, {∞}), Hq(S2, {∞})) .

As
H0(Ċ, {∞}) = H0(S2, {∞}) = H1(S2, {∞}) = 0

we have H = 0. The group H∗(S2, {∞}) being torsion free, we also have
coker µ = 0, and so H2(Ċ × S2, Ċ ∨ S2) = 0 as well. Thus in view of (15),
H3(X \ E) = 0. This proves (a).

(b) By the Alexander duality we obtain

H2(X
∗) = H2(X \ SE) ∼= H3(ṠE, {∞}) = H3(ṠE) .

The topological space ṠE is homeomorphic to a bouquet of 4-spheres S4 and
2-spheres S2. The 4-spheres are provided by the one-point compactification
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of the product S
(1)
C ×C = Cvert × C (recall (see 2.6) that the components of

the curve Cvert are disjoint and each one is isomorphic to C), whereas the
2-spheres S2 are provided by the one-point compactification of the product
S

(0)
C × C.

Hence H3(ṠE) ∼= H2(X
∗) = 0. Similarly, we have H2(Y

∗) = 0. This
proves the claim.

In virtue of the above claim, (∗1) (with i = 3) leads to the commutative
diagram

0 - H3(X
∗)

i∗- H3(X
∗, X∗ \ E∗)

∂∗- H2(X
∗ \ E∗) - 0

(∗2)

0 - H3(Y
∗)

σ∗

?
i∗- H3(Y

∗, Y ∗ \D∗)

σ∗

?
∂∗- H2(Y

∗ \D∗)

≀σ∗

?
- 0

Next we apply the Thom isomorphism [Dol72, 7.15] to the pairs of mani-
folds (X∗, E∗) resp., (Y ∗, D∗) (cf. the proof of 1.9). Indeed, the curve C∗

resp., Γ∗ being locally unibranch (whence homeomorphic to its normaliza-
tion), E∗ = C∗×C resp., D∗ = Γ∗×C is a topological manifold. Notice that
(in virtue of 1.2 and 2.6) σ∗ maps the transverse classes [Dol72, Ch. VIII] of
E∗ into those of D∗. By functoriality of the cap-product [Dol72, VII.12.6],
for every i ≥ 2 the following diagram is commutative:

Hi(X
∗, X∗ \ E∗)

∼=
tX

- H̃i−2(E
∗)

(∗3)

Hi(Y
∗, Y ∗ \D∗)

σ∗

? ∼=
tY

- H̃i−2(D
∗)

σ∗

?

By making use of (∗3) together with the following commutative diagram (see
2.5):

H∗(E
∗)

∼=- H∗(C
∗)

(∗4)

H∗(D
∗)

σ∗

? ∼=- H∗(Γ
∗)

π∗

?
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we may replace in (∗2) the group H3(X
∗, X∗ \E∗) resp., H3(Y

∗, Y ∗ \D∗) by
the group H1(C

∗) resp., H1(Γ
∗) to obtain a commutative diagram

0 - H3(X
∗)

ρX- H1(C
∗)

∂∗- H2(X
∗ \ E∗) - 0

(∗5)

0 - H3(Y
∗)

σ∗

?
ρY- H1(Γ

∗)

π∗

?
∂∗- H2(Y

∗ \D∗)

≀
?

- 0

where ρX := σ∗ ◦ tX ◦ i∗ resp., ρY := π∗ ◦ tY ◦ i∗. The diagram (∗5) yields the
assertions of the lemma.

Lemma 2.22 ρX(H3(X
∗)) = HC and ρY (H3(Y

∗)) = HΓ.

Proof. We start by constructing an appropriate free base of the Z-module
H3(X

∗) (resp., H3(Y
∗)). By the Alexander duality we have isomorphisms

H̃3(X
∗) ∼= H2(ṠE) ∼= H2(Ṡ

(0)
E ) ∼= Zb0(S

(0)
C

) ,

where S
(0)
E := S

(0)
C × C (similarly, H̃3(Y

∗) ∼= Zb0(SΓ)). Thus H3(X
∗) =

H̃3(X
∗) ∼= H2(Ṡ

(0)
E ) is a free Z-module, and so the universal coefficient for-

mula provides yet another form of the Alexander duality:

H3(X
∗) ∼= H2(Ṡ

(0)
E ) ∼= H2(Ṡ

(0)
E ) (resp., H3(Y

∗) ∼= H2(ṠD))

(see e.g., [FF89, Ch. 2, §15.5]). Now a free base of H3(X
∗) can be recon-

structed as follows. On each component TQ := σ−1(Q) = {Q} × C ≃ C of

S
(0)
E (where Q ∈ S

(0)
C ) fix a point Q′ ∈ TQ, and fix a complex 2-ball B2

Q′ in X
transversal to TQ at Q′. Then the 3-cycle [sQ′] ∈ H3(X

∗) which corresponds

to the 2-cycle [ṪQ] ∈ H2(Ṡ
(0)
E ) by the Alexander duality, can be represented

by a small 3-sphere (say) sQ′ in B2
Q′ centered at Q′ [FF89, Ch. 2, §17]. These

cycles [sQ′] ∈ H3(X
∗) with π(Q′) = Q, where Q runs over S

(0)
C form the

desired base.

It is convenient to fix the choice of a point Q′ ∈ TQ as follows. Consider
the curve C ′ ⊆ X given by the equations u = f ◦σ = 0 (thus C ′ = E∩Dred

u ).
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It is easily seen that the restriction σ|C ′ : C ′ → C is an isomorphism. Its
inverse C → C ′ ⊆ E is a section of the projection σ|E : E = C × C →
C. Letting Q′ := TQ ∩ C ′ and placing the transversal ball B2

Q′ into the
divisor Dred

u = {u = 0} ⊆ X (notice that by 2.3, Q′ is a smooth point of
Dred

u ≃ Dred
g ), we let δQ′ := sQ′ ∩ C ′. Then σ(δQ′) =: δQ = lkQ(C) is a

link of the curve C at the point Q ∈ C, and so δQ ∈ HC . We claim that
ρX([sQ′]) = [δQ] ∈ H1(C

∗), or in other words, that i∗([sQ′]) = t−1
X ([δQ′ ]).

Indeed, consider the Zariski open dense subsets X∗∗ := X∗\sing E∗ ⊆ X∗

resp., reg E∗ := E∗ \ sing E∗ ⊆ E∗. Let U be a small tubular neighborhood
of the closed submanifold reg E∗ ⊆ X∗∗ with a retraction τ : U → reg E∗.
We have δQ′ ⊆ reg E∗, and the class [τ−1(δQ′)] ∈ H3(X

∗∗, X∗∗ \ reg E∗) =
H3(U, U \reg E∗) corresponds to the class [δQ′] under the Thom isomorphism

H3(X
∗∗, X∗∗\reg E∗)

∼=−→ H1(reg E∗) [FF89, Ch. 4, §30]. The Thom isomor-
phism being functorial under open embeddings [Dol72, VIII.11.5], we have
t−1
X ([δQ′]) = [τ−1(δQ′)] ∈ H3(X

∗, X∗ \ E∗).

The divisors Dred
u and E∗ in X∗ are transversal, and so the 3-sphere sQ′ is

transversal to the divisor E∗ along the 1-cycle δQ′ ⊆ E∗. Hence sQ′ ∩ U and
τ−1(δQ′) represent the same relative homology class in H3(U, U \ reg E∗) =
H3(X

∗∗, X∗∗ \ reg E∗). This proves the equality ρX([sQ′]) = [δQ].

Therefore, we have shown that ρX(H3(X
∗)) ⊆ HC , and every element [δQ]

of a free base of the Z-module HC is the image of an element [sQ′] ∈ H3(X
∗)

with σ(Q′) = Q. This proves the first equality of the lemma; the proof of
the second one is similar.

Proof of Proposition 2.19. In virtue of 2.21 and 2.22 we have π∗(HC) ⊆
HΓ and π̂∗ in (11) is, indeed, an isomorphism. Furthermore, as H1(Γ̄) =
H1(Γ)/G(Γ∗) and H1(C∗) = H1(C)/G(C∗) (see 2.13), the homomorphism
π̄∗ : H1(C∗)→ H1(Γ̄) factors through π̂∗, whence π̄∗ is a surjection. To show
that it is also injective, consider a nonzero element [α] ∈ H1(C∗) generated
by a 1-cycle α in C∗

i (where i ≤ k) such that the 1-cycle β := π(α) in Γ∗
i

gives a zero element of H1(Γ̄i). Hence the class [β] ∈ H1(Γ
∗
i ) is contained in

the subgroup G(Γ∗
i ). It is easily seen that π∗(G(C∗

i )) contains a subgroup of
finite index in G(Γ∗

i ). Thus for some m > 0 we have m[β] = π∗([γ]) with
[γ] ∈ G(C∗

i ). As m[α]− [γ] is still a nonzero element of H1(C∗) whose image
in H1(Γ

∗
i ) is zero, we have π̂∗(m[α]− [γ]) = 0, which is wrong since π̂∗ is an

isomorphism. This proves that π̄∗ in (12) is an isomorphism.

It follows that the decompositions (9) and (10) in 2.18 can be chosen in
such a way that π∗ respects them. Then by (11) and (12), π̃∗ in (13) is also
an isomorphism. The proof is completed.
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2.23 The proof of the next lemma is based on the following simple ob-
servation. Let G is a free abelian group of finite rank. For an element a ∈ G,
the following conditions are equivalent:

(i) a is primitive (that is, if a = kb with b ∈ G, k ∈ Z then k = ±1);

(ii) given a free base a1, . . . , an of a Z-module G, the coordinates in the
presentation a =

∑n
i=1 kiai are relatively prime.

Lemma 2.24 Let F be a curve with the irreducible components F1, . . . , FL,
which are all non-compact, and with the multiple points P1, . . . , PM . Denote
by p1, . . . , pN the punctures of the curve F ∗ := F\{P1, . . . , PM}, and let Bi

be a local branch of F̄ centered at pi. Consider the group G := G(F ∗)/HF ,
where

G(F ∗) := 〈lkpi
(Bi) | i = 1, . . . , N〉 ⊆ H1(F

∗)

and
HF := 〈lkPj

(F ) | j = 1, . . . , M〉 ⊆ G(F ∗) .

Then G ∼= ZN−M−L. Furthermore, for each i = 1, . . . , N the class [lkpi
(Bi)] ∈

G is primitive unless it is zero. The latter holds if and only if pi is the only
puncture of the corresponding component Fl, and Fl is an isolated component
of F .

Proof. Denoting ν : F norm → F a normalization, we let ν−1(Pm) = {pj}j∈Jm

with J :=
∐M

m=1 Jm ⊆ {1, . . . , N} 9. Thus lkPm
(F ) =

∑
j∈Jm

lkpj
(Bj). We

also let {pi}i∈Il
be the set of punctures of a component F ∗

l := Fl ∩ F ∗ of the
curve F ∗. For every m = 1, . . . , M (resp., l = 1, . . . , L) we pick an index
jm ∈ Jm (resp., il ∈ Il\J) (notice that the index set Il\J of the punctures of
Fl is non-empty, as Fl is assumed to be non-compact). Then we have:

G(F ∗) = 〈lkpi
(Bi) | i 6∈ {i1, . . . , iL}〉

= 〈lkpi
(Bi), lkPm

(F ) |m = 1, , . . . , M, i 6∈ {i1, . . . , iL, j1, . . . , jM}〉 .
Thus G(F ∗) ∼= ZN−L ∼= HF ⊕ ZN−L−M with HF

∼= ZM , and so

G = G(F ∗)/HF = 〈[lkpi
(Bi)] | i 6∈ {i1, . . . , iL, j1, . . . , jM}〉 ∼= ZN−L−M .(16)

The elements [lkpi
(Bi)] ∈ G of the free base (16) satisfy the condition (ii)

of 2.23, whence are primitive. The indices jm ∈ Jm being arbitrary, as

9Here
∐

stands for the disjoint union.
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cardJm ≥ 2 the classes [lkpi
(Bi)] ∈ G with i ∈ J are all primitive as well. By

the same reason, a class [lkpi
(Bi)] ∈ G with i ∈ Il\J is primitive unless {i} =

Il\J (i.e., unless pi is the only puncture of Fl). If such a component Fl meets
another one Fl′ at a multibranch point Pm, then choosing jm from Jm∩Il′ and
decomposing [lkpi

(Bi)] ∈ G in the base (16) we obtain that at least one of the
coordinates equals −1, hence 2.23(ii) is fulfilled, and so [lkpi

(Bi)] is primitive
too. Finally, [lkpi

(Bi)] ∈ G is not primitive if and only if pi is the only
puncture of Fl and Fl is isolated (in that case lkpi

(Bi)+
∑

Pm∈Fl
lkPm

(F ) = 0
in G(F ∗), whence [lkpi

(Bi)] = 0 in G).

In the proof of Theorem 2.11 below (based on 2.19 and 2.24) the role of
F in 2.24 is played respectively by the curves Γ and Cnon−vert\Cvert. As in
the proof of 2.24, it will be important to bear in mind the freedom of choice
when selecting the indices {i1, . . . , iL, j1, . . . , jM} as in (16). From 2.24 we
obtain such a corollary.

Corollary 2.25 In the notation as in 2.19, let Q ∈ C̄i (i ∈ {1, . . . , k})
be a puncture of C∗

i such that P := π̄(Q) ∈ Γ̄i is not a puncture at infinity
of the affine curve Γi. Then the following hold.

(a) multQπ̄ = 1 (that is, π̄ is non-ramified at Q);

(b) P is a puncture of Γ∗
i ;

(c) the components Ci and Γi are horizontal (that is, 1 ≤ i ≤ h).

Proof. The curve C∗
i possesses yet another puncture over a place at infinity of

Γi, whence by (2.24), [lkQ(C∗
i )] is a primitive element of the group G(C∗)/HC .

As π̃∗ in (13) is an isomorphism, π̃∗([lkQ(C∗
i )]) = κ[lkP (Γ∗

i )] ∈ G(Γ∗)/HΓ\{0}
is primitive as well, whence κ = multQπ̄ = 1, which yields (a) and (b).

Suppose that there are two different local branches A and A′ of C̄ over a
local branch B of Γ̄ at P , and let Q, Q′ ∈ C̄ be their centers. The same ar-
gument as above shows that π̃∗([lkQ(A)]) = π̃∗([lkQ′(A′)]) = [lkP (B)], where
both [lkQ(A)], [lkQ′(A′)] ∈ G(C∗)/HC are primitive. Hence

[lkQ(A)] = [lkQ′(A′)] 6= 0 . (17)

It is not difficult to verify that (in contradiction with (17)) there exists a base
(16) which includes both [lkQ(A)] and [lkQ′(A′)], unless A and A′ are local

branches of the curve C at a multibranch point Q ∈ S
(0)
C with µQ(C) = 2.

But in the latter case [lkQ(A)] = −[lkQ′(A′)], which again contradicts (17).
Therefore, there is only one local branch of C̄ over B, which yields (c).

115



Now we are ready to prove Theorem 2.11.

Proof of Theorem 2.11. It is convenient to proceed first with the proof of
(β). From 2.25 we get:

Γslant ∩ SΓ = ∅ = Cslant ∩ SC

(indeed, Γ∗
slant resp., C∗

slant cannot have punctures other than the places at
infinity). Thus the slanted components Ci and Γi (h + 1 ≤ i ≤ k) of C
resp., Γ are isolated and do not contain multibranch points. In particular,
Ci = C∗

i resp., Γi = Γ∗
i , and these curves are homeomorphic to their normal-

izations. Furthermore, the group G(C∗
i ) (resp., G(Γ∗

i )) is a direct summand
of G(C∗)/HC (resp., G(Γ∗)/HΓ). Hence by 2.19,

π̃∗|G(C∗
i
) : G(C∗

i )
∼=−→ G(Γ∗

i ) (18)

is an isomorphism, as well as

π̄∗|H1(C̄i) : H1(C̄i)
∼=−→ H1(Γ̄i) . (19)

Since deg π̄|C̄i
> 1, (19) shows that H1(C̄i) = 0 = H1(Γ̄i) i.e., both C̄i and

Γ̄i are rational curves. Therefore by (8) in 2.13,

H1(C
norm
i ) ∼= H1(Ci) = H1(C

∗
i ) = G(C∗

i )

and
H1(Γ

norm
i ) ∼= H1(Γi) = H1(Γ

∗
i ) = G(Γ∗

i ) .

Now (18) yields that

πnorm
∗ : H1(C

norm
i )→ H1(Γ

norm
i )

is an isomorphism. By a theorem of Hurwitz (see e.g., [LZ89, I.2.1]), a
morphism ρ : F → G of smooth irreducible affine curves is an isomorphism
once the induced homomorphism ρ∗ : H1(F ) → H1(G) is an isomorphism,
unless H1(F ) = H1(G) = 0 i.e., F ≃ G ≃ C. Thus Cnorm

i ≃ Γnorm
i ≃ C, and

so the curves Ci and Γi are homeomorphic to C, which proves (β).

(α) By 2.15 π−1(Γvert) ⊆ Cvert, whence π(Choriz\Cvert) ⊆ Γhoriz\Γvert.
To show that actually, the latter inclusion is an equality, suppose on the
contrary that for a point P ∈ Γhoriz\Γvert, π−1(P ) = ∅. Then all µ :=
µP (Γ) branches A1, . . . , Aµ of C̄ over the branches B1, . . . , Bµ of Γ at P have
centers at infinity. By 2.25(b) the curve Γ∗ has a puncture over P . Thus

P ∈ S
(0)
Γ is a multibranch point of Γhoriz\Γvert, and so the primitive classes

116



(see 2.24) [lkP (Bj)] ∈ G(Γ∗)/HΓ (j = 1 . . . , µ) are subjected to the (only)
relation

∑µ
j=1[lkP (Bj)] = 0. Therefore, the primitive classes [lkQj

(Aj)] ∈
G(C∗)/HC (j = 1 . . . , µ) are also related by

µ∑

j=1

[lkQj
(Aj)] = 0 , (20)

where Qj ∈ C̄ is the center of the branch Aj . Constructing a free base (16)
of the free Z-module G(C∗)/HC , we may suppose that for any j = 1, . . . , µ,
j 6∈ {i1, . . . , iL} (and definitely, j 6∈ {j1, . . . , jM} as Qj is a puncture at
infinity of C). Thus the classes [lkQj

(Aj)] (j = 1 . . . , µ) make a part of a
free base (16), and so cannot satisfy (20), a contradiction.

Denote F := Choriz\Cnon−horiz = Choriz\Cvert and G := Γhoriz\Γnon−horiz =
Γhoriz\Γvert. We have shown that the morphism π|F : F → G of degree 1
is bijective. It follows that it is an isomorphism. Indeed, as Dg and Df

meet transversally along F (see 2.5), the curve F is the zero divisor of the
restriction g|G×Cz

, which is a polynomial of degree one in z, say, az + b ∈
C[G][z]. Note that a and b have no common zero on G (otherwise the zeros
of g|G×C = az + b would contain a vertical component). As π|F is surjective,
a is nowhere zero, whence z = −b/a ∈ C[G], and so π|F is an isomorphism.
This proves (α).

(γ) The group G(Γ∗)/HΓ = π̃∗(G(C∗)/HC) being generated by the classes

π̃([lkQj
(C∗

i )]) ∈ G(Γ∗
non−vert)/[HΓ ∩G(Γ∗

non−vert)]

(where Qj runs over the set of punctures of the curve C∗) we have

G(Γ∗
non−vert)/[HΓ ∩G(Γ∗

non−vert)] = G(Γ∗)/HΓ .

Since in virtue of (β), G(Γ∗
slant) = 0 we obtain

G(Γ∗)/HΓ = G(Γ∗
non−slant)/HΓ = G(Γ∗

horiz)/[HΓ ∩G(Γ∗
horiz)] .

In particular, for each puncture P of Γ∗
vert, we have

[lkP (Γ̄)] ∈ G(Γ∗
horiz)/[HΓ ∩G(Γ∗

horiz)] . (21)

It follows that on any vertical component of Γ there is only one puncture
at infinity. Indeed, if there were a component Γi of Γvert with at least two
punctures at infinity, say, P1 and P2, then any free base as in (16) of the
Z-module G(Γ∗)/HΓ would contain at least one of the corresponding classes,
say, [lkP1(Γ̄)], which contradicts (21).
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A similar argument shows that the curve Γvert has no selfintersection. In
particular, the components of Γvert are disjoint, and for each i = k+1, . . . , n,
Γi is homeomorphic to Γnorm

i .

Furthermore, by 2.19

π̄∗ : H1(C̄
∗)→ H1(Γ̄) = H1(Γ̄non−vert)⊕H1(Γ̄vert)

is an isomorphism, and π̄∗(H1(C̄
∗)) ⊆ H1(Γ̄non−vert). It follows that H1(Γ̄vert) =

0, whence the components of Γvert are rational. Finally, Γi (i = k +1, . . . , n)
is a rational curve with one place at infinity and without selfintersections,
therefore is homeomorphic to C.

As for any i = h + 2, . . . , n, Dh+1 ∩ Di = ∅ and Di ≃ Γi × C is simply
connected, with the notation as in 2.6 we have that the restriction fh+1|Di

does not vanish, and so is constant: fh+1|Di
=: λi ∈ C. Thus we obtain a

decomposition as in (γ), which completes the proof of (γ).

(δ) As the matrix B′ in 2.6 is unimodular and by (γ) the vertical com-
ponents are disjoint, arguing as in 2.6 we can easily see that the morphism
π : C → Γ maps any component of Cvert into a component of Γvert, and maps
different components of Cvert into different components of Γvert. Moreover,
the columns of B′ are vectors of the standard basis in Rn−k. Hence up to
a reordering we may assume that B′ is the unit matrix. The slanted com-
ponents Γh+1, . . . , Γk being isolated the last k − h lines of the matrix B are
zero, which completes the proof of (δ).

Remark 2.26 Notice that for any vertical component Ci of C (i =
k + 1, . . . , n), Pi := π(Ci) is a smooth point of the curve Γi. This follows
from 1.2 as mii = 1.

2.3. Preserving acyclicity: a criterion

We have the following partial converse to 2.11.

Theorem 2.27 Let X and Y be irreducible smooth affine 3-folds which
satisfy the condition (ii) of 2.4, as well as the following one (which replaces
2.4(iii)):

(iii′) Y = Z × C is a cylinder over a smooth acyclic affine surface Z, and
D = Γ×C with Γ ⊆ Z.
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Suppose also that the conditions (α)-(δ) of Theorem 2.11 are fulfilled. 10

Then the induced homomorphisms

σ∗ : H∗(X)→ H∗(Y ) and σ∗ : π1(X)→ π1(Y )

are isomorphisms. Henceforth, the 3-fold X is acyclic; it is contractible if
and only if Y is so.

Proof. The theorem immediately follows from 1.4, 1.10 and 2.32 below.
Indeed, the assumption 2.11(δ) allows to apply 1.4 in order to get that σ∗ :
π1(X)→ π1(Y ) is an isomorphism. In turn, by 2.32 the assumptions of 1.10
are fulfilled, and so by 1.10, σ∗ : H∗(X)→ H∗(Y ) is an isomorphism as well.

From 2.11 and 2.27 we obtain the following criterion for preserving the
acyclicity.

Corollary 2.28 Let X and Y be smooth affine 3-folds satisfying the
conditions 2.4(ii) and 2.27(iii′). If Y is acyclic resp., contractible then X is
so if and only if the conditions 2.11(α)-(δ) are fulfilled.

Remark 2.29 Assuming in 2.27 that the conditions 2.11(α)-(δ) are ful-
filled we require implicitly that the things are as in 2.6-2.8, without supposing
acyclicity as in 2.4(i). In fact, 2.6-2.8 refer only to the fact that the multi-
plicity matrix Mσ is unimodular, which is anyhow foreseen by 2.11(δ).

Actually the proofs of the lemmas below rely only on the conditions (ii),
(iii) and the following one.

(iv) There is a regular function ϕ ∈ A = C[Y ] such that for every i = h +
1, . . . , n the restriction ϕ|Di

is constant, as well as the restriction of ϕ to
any fiber of the morphism π : D → Γ, and for any point P ∈ SΓ\Γvert,
both ΦP := ϕ∗(ϕ(π−1(P ))) ⊆ Y and ΨP := σ−1(ΦP ) ⊆ X are smooth,
reduced surfaces with σ∗(ΦP ) = ΨP .

Under these assumptions σ∗ is an isomorphism in homology (even if we do
not suppose as in 2.27 that Y is acyclic).

The next lemma shows that the conditions (ii) and (iii′) imply (iv).

10See 2.29 below.
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Lemma 2.30 Under the assumptions of 2.27 there exists a (possibly
empty) smooth, reduced curve Γ′ on Z such that

(a) Γ′ ∩ Γnon−horiz = ∅ and Γ′ ⊇ S
(0)
Γ \Γnon−horiz,

(b) the surfaces Φ := Γ′ ×C ⊆ Y and Ψ := σ−1(Φ) ⊆ X are smooth, and

(c) σ|Ψ : H∗(Ψ)→ H∗(Φ) is an isomorphism.

Proof. If h < n (i.e., Γnon−horiz 6= ∅) then we take for Γ′ the union of the fibers

of the regular function fh+1|Z through the points of S
(0)
Γ \Γnon−horiz. Indeed,

since the Euler characteristics e(Γh+1) = e(Z) = 1 and Γh+1 = (fh+1|Z)∗(0),
by [Zăı87, 6.2] the fibers of fh+1|Z are smooth, reduced and irreducible except
for, possibly, Γh+1. Thus Γ′ is smooth and reduced. As fh+1 is constant on
any component Γi of Γnon−horiz we have Γ′ ∩ Γnon−horiz = ∅, whence (a) is
fulfilled.

In the case where h = n (i.e., Γnon−horiz = ∅) the existence of a smooth,
reduced curve Γ′ satisfying (a) easily follows by Bertini’s Theorem.

Evidently, Φ = Γ′ × C is a smooth surface. Since σ|X\E : X\E → Y \D
is an isomorphism, the surface Ψ := σ−1(Φ) is smooth if it is smooth at
the points R ∈ Ψ ∩ E. Let Q = (P, z0) := σ(R) ∈ C with P ∈ Γ ∩ Γ′ ⊆
Γhoriz\Γnon−horiz. As Γ′ is smooth we can find local coordinates (x, y) on Z
centered at P such that (locally) Γ′ = {x = 0}. Thus Q = (P, z0) = (0, 0, z0),
R = (Q, u0) = (0, 0, z0, u0), and (locally)

Ψ = {x = 0} ∩X = {f(0, y)u− g(0, y, z) = 0} ⊆ C3
y,z,u ,

where by the condition 2.11(α), (locally) g(0, y, z) = a(y)z+b(y) with a(0) 6=
0 (see the proof of 2.11(α)). Therefore, ∂g/∂z(Q) = a(0) 6= 0, whence the
surface Ψ is smooth at R. Thus (b) holds.

To show (c) we need the following claim.

Claim. (σ|Ψ)∗((Dhoriz ∩ Φ)red) = (Ehoriz ∩Ψ)red.

Proof of the claim. We will use the same local chart and the notation as
above. We have (Dhoriz ∩ Φ)red = {P} × Cz = y∗(0) (y being regarded as a
function on Φ). Then locally, (y ◦ σ) : (y, z, u) 7−→ y, whence the subspace
ker d(y ◦ σ)|R = {y = 0} does not contain the tangent space TRX (indeed as
a(0) 6= 0 the differential d(fu−g)|R = ...−a(0)dz of the defining polynomial
of Ψ in C3

y,z,u at the point R is not proportional to the differential dy of
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y = y ◦ σ at R). It follows that d(y ◦ σ)|Ψ does not vanish at the points
R ∈ Ψ ∩E, and so locally

(Ehoriz ∩Ψ)red = (y ◦ σ)∗(0) = (σ|Ψ)∗((Dhoriz ∩ Φ)red) ,

as desired.

Notice that Φ∩Dhoriz = (Γ′ ∩ Γhoriz)×C ⊆ Φ is a disjoint union of affine
lines, whereas in virtue of 2.11(α), Φ ∩ Choriz is a finite set of points, one on
every of those lines. Furthermore, Ψ ∩Ehoriz = (Φ ∩ Choriz)×C.

The proof of (c) is based on 1.9. In the notation as in 1.9 we let X̂ :=
Ψ, Ŷ := Φ, Ê := Ψ ∩ Ehoriz and D̂ := Φ ∩ Dhoriz. Then by (b) above,
X̂, Ŷ , Ê and D̂ are smooth varieties, σ(Ê) ⊆ D̂, σ(X̂\Ê) = Ŷ \D̂, and (by
the above claim) σ∗(D̂) = Ê, that is, the condition (i) of 1.9 is fulfilled. As
σ|X̂\Ê : X̂\Ê → Ŷ \D̂ is an isomorphism, taking into account the observa-
tions following the claim it is easily seen that 1.9(ii) holds as well. Thus by
1.9, σ∗ : H∗(X̂)→ H∗(Ŷ ) is an isomorphism, which yields (c).

2.31 The proof of the next lemma relies on 1.10, where we let Ê =
E ′ ∪E ′′ and D̂ = D′ ∪D′′ with E ′ := Ehoriz, D′ := Dhoriz,

E ′′ := Enon−horiz

∐
Ψ and D′′ := Dnon−horiz

∐
Φ ,

Φ and Ψ being the same as in 2.30(b).

Lemma 2.32 Under the assumptions and the notation as in 2.27 and
2.31, the conditions (i′) and (ii′) of 1.10 are fulfilled.

Proof. In virtue of 2.11(γ), for every i = h + 1, . . . , n both curves Ci and
Γi are homeomorphic to C, whence both surfaces Ei = Ci × C and Di ≃
Γi × C are homeomorphic to C2. Therefore Enon−horiz and Dnon−horiz are
topological manifolds, and (σ|Enon−horiz

)∗ : H∗(Enon−horiz) → H∗(Dnon−horiz)
is an isomorphism. As the surfaces Φ and Ψ are smooth we have that E ′′

and D′′ are topological manifolds as well, and in view of 2.30(c), (σ|E′′)∗ :
H∗(E

′′)→ H∗(D
′′) is an isomorphism.

As by our construction

SΓ ⊆ Γ′ ∪ Γnon−horiz and SC ⊆ π−1(Γ′) ∪ Cnon−horiz ,

the curves Γhoriz\(Γ′ ∪ Γnon−horiz) and Choriz\(π−1(Γ′) ∪ Cnon−horiz) have no
multibranch points. Therefore they are topological manifolds, as well as the
surfaces

D′\D′′ = [Γhoriz\(Γ′∪Γnon−horiz)]×C and E ′\E ′′ = [Choriz\(π−1(Γ′)∪Cnon−horiz)]×C .
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By 2.11(α) the projection

π : Choriz\(π−1(Γ′) ∪ Cnon−horiz)→ Γhoriz\(Γ′ ∪ Γnon−horiz)

is an isomorphism, whence σ|E′\E′′ : E ′\E ′′ → D′\D′′ is so as well. Now the
conditions (i′) and (ii′) of 1.10 follow.

3. Simple affine modifications of C3 diffeomorphic to
R6

The main result of this section is 3.6, which together with 2.28 provides
a criterion for as when a simple affine modification X ⊆ C4 of Y = C3 is
isomorphic to C3.

3.1. Exotic simple modifications of C3

We keep the terminology and the notation of section 2, and we adopt the
following

Convention 3.1 Hereafter

(i) Y = C3 with the coordinates x, y, z, and

(ii) X is a smooth affine 3-fold in C4 diffeomorphic to R6, with equation of
the form

p = f(x, y)u + g(x, y, z) = 0 , (22)

where f ∈ C[x, y] \ C, g ∈ C[x, y, z] (thus by 2.28, the conditions
2.11(α)-(δ) hold).

3.2 Note that the blowup morphism σ : X ∋ (x, y, z, u) 7−→ (x, y, z) ∈ Y
represents X as a simple affine modification of Y = C3 along the cylindrical
divisor D = Dred

f = Γ × C (where Γ := f−1(0) ⊂ C2) with center C =
{f = g = 0} ⊂ C3 and with the morphism π : C → Γ as in 2.5 given by
π : (x, y, z) 7−→ (x, y). Hence the assumptions (i)-(iii) of 2.4 are fulfilled.
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3.3 As in 2.8 we factorize f ∈ C[x, y] into irreducible factors: f =∏n
i=1 fi

ai , and we write g as a polynomial in z:

g(x, y, z) =
d∑

j=0

bj(x, y)zj with d := degz g .

We let di := deg (π|Ci
). Recall (2.6, 2.7) that an irreducible component Ci

(resp., Γi = f−1
i (0)) of the curve C (resp., Γ) is vertical (resp., horizontal

resp., slanted) if and only if di = 0 (resp., di = 1 resp., di ≥ 2). The following
lemma is a simple observation, and so we omit the proof.

Lemma 3.4 For every i = 1, . . . , n we have bj ∈ (fi) ∀j = di + 1, . . . , d
and bdi

6∈ (fi). Hence p as in (22) admits a unique presentation

p = fu + gi + fihi

with gi(x, y, z) :=
∑di

j=0 bj(x, y)zj ∈ C[x, y, z] and hi ∈ (zdi+1) ⊆ C[x, y, z].
Furthermore, if fhoriz 6= const then p can be written as

p = fhorizfnon−horizu + b0 + b1z + f red
horizh0 (23)

with b0, b1 ∈ C[x, y] and h0 ∈ (z2) ⊆ C[x, y, z], where b1|Γhoriz\Γnon−horiz
has no

zero.

3.5 Recall [Zăı99] that an exotic C3 is a smooth affine 3-fold diffeomor-
phic to R6 but non-isomorphic to C3.

The principal result of this subsection is the following theorem.

Theorem 3.6 If under the assumptions as in 3.1, at least one of the
curves Cnon−horiz and Γnon−horiz is singular then X is an exotic C3.

The proof is done in 3.9 and 3.15 below. For a converse result, see 3.21
in the next subsection.

Notice that 3.6 provides a regular way of constructing exotic C3-s as
hypersurfaces in C4. Let us give concrete examples.

3.7 Examples. For the Russell cubic 3-fold

X = {x2u + x + y2 + z3 = 0} ⊂ C4 ,
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the curve Γ = Γslant = {x = 0} ⊂ C2 is smooth and isomorphic to C,
whereas C = Cslant = {x = y2 + z3 = 0} ⊂ C3 (the center of modification)
is homeomorphic to C but singular. It is well known [ML96, Der97, Zăı99]
that X represents an exotic algebraic structure on C3. By [KML97] the
Koras-Russell cubic 3-fold

X = {(x2 + y3)u + x + z2 = 0} ⊂ C4

also is an exotic C3; here both Γ = Γslant = {x2 + y3 = 0} ⊂ C2 and
C = Cslant = {x2 + y3 = 0 = x + z2} ⊂ C3 are homeomorphic to C but
singular.

Remark 3.8 Generalizing a theorem of Sathaye [Sat76], in [KZ99, Thm.
7.2] it is proven that actually, every smooth acyclic surface in C3 with equa-
tion p = f(x, y)u + g(x, y) = 0 (where f, g ∈ C[2]) is isomorphic to C2 and
rectifiable. Examples 3.7 show that in general, this does not hold anymore
in C4 without the additional assumption of smoothness of Cnon−horiz and
Γnon−horiz (cf. 3.6 above).

The proof of 3.6 starts with the following proposition (cf. 3.20 below).

Proposition 3.9 Let X and Y be as in 3.1. If the curve Γnon−horiz is
singular then the Derksen invariant Dk (A′) of the algebra A′ := C[X] is
non-trivial, whence X 6≃ C3.

The proof is done in 3.10-3.14.

Lemma 3.10 Under the assumptions as in 3.9, choosing appropriate new
coordinates in the (x, y)-plane and rescaling the z-coordinate we may write
the polynomial p in the form

p = (xk − yl)mfhoriz(x, y)u + ze + g0(x, y, z) + (xk − yl)h0(x, y, z) , (24)

where k, l, e ≥ 2, (k, l) = 1, fhoriz ∈ C[x, y] and fhoriz(0, 0) = 1, g0, h0 ∈
C[x, y, z], degzg0 < e and ze|h0.

Proof. In the notation as in 2.6-2.9 we have h < n. In virtue of the condition
2.11(γ) we may suppose that the component Γh+1 of Γnon−horiz is a singular
plane curve homeomorphic to C. Hence by the Lin-Zaidenberg Theorem
[LZ89], choosing new coordinates in the (x, y)-plane we may assume that
fh+1 = xk − yl with k, l ≥ 2 and (k, l) = 1. As the other fibers xk − yl =
c (c ∈ C\{0}) of the polynomial fh+1 are not homeomorphic to C, in view of
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2.11(γ) we have h+1 = n, and so fnon−horiz = fm
n = (xk−yl)m with m := an.

By 3.4 the polynomial (22) can be now written as follows:

p = (xk − yl)mfhoriz(x, y)u + be(x, y)ze + g0(x, y, z) + (xk − yl)h0(x, y, z)

with be ∈ C[x, y], g0, h0 ∈ C[x, y, z], degz g0 < e and ze+1|h0. In virtue
of 2.11(δ) and 2.5 the divisors Dn = Γn × C and Dred

g meet transversally
at general points of Cn = Dn ∩ Dred

g . If Γn were vertical (i.e., g(x, y, z) ≡
b0(x, y) mod (xk−yl); see 3.3, 3.4) then the equation b0(t

l, tk) = 0 would have
a unique solution t0 such that (in virtue of 2.26) π(Cn) = (tl0, t

k
0) is a smooth

point of Γn ⊆ C2
x,y i.e., t0 6= 0. Thus b0(t

l, tk) = c(t− t0)
r which is wrong as

the derivative of the left hand side vanishes at t = 0. Therefore, Γn = Γslant,
whence e = deg π|Cn

≥ 2 and π|Cn
: Cn → Γn is a proper morphism (as each

of these curves has only one puncture). It follows that the restriction be|Γn

has no zero. As Γn is simply connected we have be|Γn
= const =: b0

e ∈ C∗, and
so be(x, y) = b0

e + (xk − yl)ce(x, y) for a certain polynomial ce ∈ C[2]. Finally,
rescaling the z-coordinate if necessary, we obtain the desired presentation.
As by 2.11(δ), Γn = Γslant is an isolated component of Γ, the restriction
fhoriz|Γn

does not vanish, whence is constant, and we may assume in addition
that this constant is fhoriz(0, 0) = 1.

3.11 We choose the weight degree function d on the algebra A with

dx = −lN, dy = −kN, dz =
√

2 and du = klmN + e
√

2 ,

so that the polynomials

fn = fh+1 = xk − yl and p̂ := (xk − yl)mu + ze

are d-quasihomogeneous. Letting N ∈ N to be sufficiently large (thus d(h0) <
klN , and hence d((xk − yl)h0) < 0) we may assume that p̂ as above is the
d-principal part of the polynomial p as in (24).

Lemma 3.12 Let q ∈ C[x, y, z, u] \ C be an irreducible d-homogeneous
polynomial with degzq < e. Then q coincides (up to a constant factor) with
one of the following polynomials:

x, y, z, u, λxk + µyl, where λ, µ ∈ C∗ .

Proof. Letting q =
∑e−1

i=0 ai(x, y, u)zi with ai ∈ C[x, y, u] (i = 0, . . . , e − 1)
we claim that there can be only one nonzero coefficient ai. Assuming on the
contrary that ai, ai+j 6= 0 for some i, i + j ∈ {0, . . . , e − 1} with 1 ≤ j ≤
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e− 1 we would have d(aiz
i) = d(ai+jz

i+j). Taking into account the equality
dy = k

l
dx we derive

d(aiz
i)− d(ai+jz

i+j) = jdz = j
√

2 = αdu + βdx = αe
√

2 + β ′dx

⇒ (j − αe)
√

2 = β ′dx ∈ Q (25)

for certain α ∈ Z≥0 and β, β ′ ∈ Q. But αe− j ∈ Q \ {0}, whence (25) leads
to a contradiction.

Therefore, the irreducible polynomial q must coincide (up to a constant
factor) either with z or with a polynomial a0 ∈ C[x, y, u]. Let q = a0(x, y, u) =∑t

i=0 ci(x, y)ui with ci ∈ C[x, y] (i = 0, . . . , t). The weights dx (resp., dy) and
du being independent over Q the same argument as above shows that at most
one summand ci(x, y)ui may be different from zero.

Thus once again, the irreducible polynomial q coincides (up to a constant
factor) either with u or with a polynomial c0 ∈ C[x, y]. In the latter case, be-
ing d-homogeneous the polynomial q must coincide (up to a constant factor)
with one of the polynomials x, y, λxk + µyl (λ, µ ∈ C∗), as stated.

3.13 Let an irreducible polynomial p ∈ C[4] be as in (24). Set as before
X = p−1(0) ⊂ C4, X̂ = p̂−1(0) ⊂ C4 and Â′ = C[X̂] where p̂ is the d-principal
part of p. Denote by ρÂ′ the canonical surjection

ρÂ′ : C[4] → C[4]/(p̂) = Â′

and by x̂ = ρÂ′(x), . . . , û = ρÂ′(u) ∈ Â′ the traces on X̂ of the coordinate
functions.

The polynomial p̂ being irreducible, by 1.22(a) Â′ is just the graded al-
gebra associated with the filtered algebra A′, a filtration being provided by
the degree function d on A′.

Lemma 3.14 In the notation as in 3.13 we have

MLgr (Â′) = Dkgr (Â′) = C[x̂, ŷ] ⊂ Â′≤0.

Therefore (by 1.24)

Dk (A′) ⊂ A′
0 6= A′ ,

so that A′ 6≃ C[3] and X 6≃ C3, which proves 3.9.
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Proof. The Jacobian derivation

∂0 :=
∂(p̂, x, y, ∗)
∂(x, y, z, u)

on the algebra Â′ being homogeneous and locally nilpotent with Â′∂0
=

ker ∂0 = C[x̂, ŷ], it is sufficient to show that x̂, ŷ ∈ ker ∂̂ for any ∂̂ ∈
LNDgr(Â′). Indeed, by 1.14 both C[x̂, ŷ] and ker ∂̂ are algebraically closed

subalgebras of Â′ of transcendence degree 2, thereby they coincide provided
that C[x̂, ŷ] ⊂ ker ∂̂.

The derivation ∂̂ being homogeneous, the subalgebra ker ∂̂ ⊂ Â is gener-
ated by homogeneous elements (i.e., by the restrictions to X̂ of d-homogeneous
polynomials on C4). Let a = q|X̂ ∈ ker ∂̂ (with a d-homogeneous q ∈ C[4])
be nonconstant. We may assume that degzq < e (otherwise we replace the
polynomial q by the rest of the Euclidean division of q by the z-monic d-
homogeneous polynomial p̂ = ze + (xk − yl)mu).

The kernel Â∂̂ = ker ∂̂ being factorially closed (see 1.14(c)), the irre-
ducible factors of q restricted to X̂ belong to this kernel as well. There-
fore, ker ∂̂ is generated by the traces of irreducible d-homogeneous poly-
nomials q with degzq < e. By 1.14(d) we have x̂, ŷ ∈ ker ∂̂ provided that
λx̂k +µŷl ∈ ker ∂̂ for some λ, µ ∈ C∗. Due to 3.12 and to the above argument
on algebraic closeness, ker ∂̂ coincides with the subalgebra of Â′ generated
by one of the following pairs:

(x̂, ŷ), (x̂, û), (ŷ, û), (x̂, ẑ), (ŷ, ẑ), (ẑ, û) .

If ẑ ∈ ker ∂̂ then by 1.14 and the equality

ẑe + (x̂k + ŷl)mû = 0 (26)

also x̂, ŷ, û ∈ ker ∂̂, whence ∂̂ = 0, a contradiction. This eliminates the last
three cases.

If ker ∂̂ = C[x̂, û] 11 then (26) yields the equality

lm deg∂̂ ŷ = e deg∂̂ ẑ . (27)

On the other hand, as ker ∂̂ = C[x̂, û], by 1.19 ∂̂ is equivalent to the Jacobian
derivation

∂̂1 :=
∂(p̂, x, u, ∗)
∂(x, y, z, u)

.

11The case where ker ∂̂ = C[ŷ, û] can be eliminated by a similar argument.
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It is easily seen that

∂̂1 (ŷ) = −(p̂)′z|X̂ = −ẑe−1 ,

and so as deg∂ = deg∂1
(see 1.18) we get

deg∂̂ ŷ = (e− 1)deg∂̂ ẑ + 1 . (28)

From (27) and (28) we obtain:

[(1− 1

lm
)e− 1]deg∂̂ ẑ = −1 .

But this is impossible because l, e ≥ 2, m ≥ 1, and so (1 − 1
lm

)e ≥ 1. This
completes the proof of the lemma, as well as those of 3.9.

Next we consider the remaining possibility in 3.6.

Proposition 3.15 Let X and Y be as in 3.1. Suppose that Γnon−horiz is
a smooth curve, whereas there exists a singular component, say, Ch+1 of the
curve Cslant. Then once again, the Derksen invariant Dk (A′) is non-trivial,
whence X 6≃ C3.

The proof is done in 3.16-3.19 below.

Lemma 3.16 Under the assumptions as in 3.15, after applying an ap-
propriate tame automorphism of C3

x,y,z the polynomial p can be presented in
the form

p = xmh0(x, y, z)u + yk + zl + xh1(x, y, z) (29)

with k, l, m ≥ 2, (k, l) = 1, h0, h1 ∈ C[x, y, z] and h0(0, y, z) = const = 1.

Proof. The curve Γh+1 ⊂ C2
x,y (being smooth and homeomorphic to C) is

isomorphic to C. Thus by the Abhyankar-Moh-Suzuki Theorem, choosing
appropriate new coordinates in the (x, y)-plane we may suppose that fh+1 =
x. We factorize f = fm

h+1f̃ = xmf̃ with m := ah+1. As Ch+1 is singular, by
2.3 the gradient gradf has to vanish at some point of Γh+1 = {x = 0}. The
component Γh+1 of Γ being isolated (see 2.11(β)) this implies that m ≥ 2.
Furthermore the polynomial f̃(0, y) does not vanish, whence is a non-zero
constant; by rescaling the x-coordinate we may assume this constant being
1.

As the curve Ch+1 = {x = 0 = g(0, y, z)} ⊆ C2
y,z is homeomorphic

to C and singular, by the Lin-Zaidenberg Theorem (after performing an

128



appropriate automorphism of the plane C2
y,z) we may suppose that Ch+1 is

given by x = yk + zl = 0 with k, l ≥ 2 and (k, l) = 1. In virtue of 2.5 and
the condition 2.11(δ) the divisors Dh+1 = {x = 0} ⊂ C3

x,y,z and Dred
g meet

transversally at general points of the curve Ch+1, whence g(0, y, z) = yk + zl

(up to a constant factor which can be put equal to 1) i.e., g = yk + zl +
xh1(x, y, z). Taking for h0(x, y, z) the polynomial obtained from f̃ as a result
of the latter coordinate change, we obtain the desired presentation (29) with
h0(0, y, z) = f̃(0, y) = 1.

3.17 We consider the weight degree function d on the algebra A′ := C[X]
with

dx = −1, dy = dz = 0 and du = m .

As the d-principal part p̂ = xmu + yk + zl of the polynomial p as in (29) is
irreducible, by 1.22 Â′ := C[X̂] is just the graded algebra associated with
the filtration on A′ defined by the degree function d. Notice that in Â′ the
following relation holds:

x̂mû + ŷk + ẑl = 0 . (30)

With this notation we have the following lemma.

Lemma 3.18 Dkgr (Â′) ⊂ Â′≤0 , and so (by 1.24) Dk (A′) ⊂ A′
0 6= A′ .

Thereby A′ 6≃ C[3] and X 6≃ C3, which yields 3.15.

Proof. We must show that ker ∂̂ ⊂ Â′≤0 whenever ∂̂ ∈ LNDgr(Â′). Assume

that there exist ∂̂ ∈ LNDgr(Â′) and â ∈ ker ∂̂ such that â /∈ Â′≤0. Further-
more, by 1.14(c) we may suppose that this element â is non-decomposable.
We have â = q|X̂ for some d-homogeneous polynomial q =

∑
i,j aijx

iuj ∈ C[4]

(with aij ∈ C[y, z]). Moreover, taking into account (30) we may suppose
that i < m whenever j > 0.

Claim. In the above expression for q there is only one non-zero monomial.

Proof of the claim. Indeed, if there were two of them, say, if ai1j1 6= 0 and
ai2j2 6= 0 then we would have

d(q) = mj1 − i1 = mj2 − i2 =⇒ m(j1 − j2) = i1 − i2 . (31)

Assuming that i1 > i2, by (31) we get j1 > j2, and vice versa. Thus j1 > 0,
and then by our assumption i1 < m. Hence also i1−i2 < m, which contradicts
(31). This proves the claim.
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Since the element â = q(x̂, ŷ, ẑ, û) = aij(ŷ, ẑ)x̂iûj is supposed to be

non-decomposable and of positive d-degree, we have â = û ∈ ker ∂̂. Thus ∂̂
can be specified to a locally nilpotent derivation ∂1 of the algebra B = C[S],
where S := {xm + yk + zl = 0} = {u = 1} ∩ X̂ ⊂ C3 (see 1.16).

By 1.14(a), tr.deg (ker ∂̂) = 2, whence there is a homogeneous ∂̂-constant
b̂ such that the elements â = û, b̂ ∈ Â′ are algebraically independent. As
above we obtain that either b̂ = b(ŷ, ẑ) for some irreducible polynomial
b ∈ C[2] \ C, or b̂ = x̂. In the latter case by (30) we have ŷk + ẑl ∈ ker ∂̂,
and thus by 1.14(d) also ŷ, ẑ ∈ ker ∂̂. Therefore ∂̂ = 0, which is impossible.
Finally, we conclude that b(ŷ, ẑ) ∈ ker ∂̂ for a certain polynomial b ∈ C[2]\C,
and so the restriction b|S is a ∂1-constant.

Now the proof can be completed by applying the next lemma (cf. [Der97,
KZ00, Zăı99]).

Lemma 3.19 Let B = C[S] where S := {xm + yk + zl = 0} ⊂ C3

and k, l, m ≥ 2, gcd(k, l) = 1, and let ∂1 ∈ LND (B). Then b|S 6∈ ker ∂1

whenever b ∈ C[y, z] \ C.

Proof. We define the weight degree function d̂ on the algebra B by letting

d̂x = kl, d̂y = lm, d̂z = km .

Actually xm + yk + zl is a d̂-homogeneous polynomial, B is a graded algebra,
and we may consider the associated homogeneous derivation ∂̂1 ∈ LNDgr (B).
Assuming that for a polynomial b ∈ C[y, z] \ C, b|S ∈ ker ∂1 we will get a
d̂-homogeneous polynomial b̂1 ∈ C[y, z] \ C such that b̂1|S ∈ ker ∂̂1 as well.
By 1.14(c) an irreducible d̂-homogeneous factor of the polynomial b̂1 (this
can be y, z or λyk + µzl, where λ, µ ∈ C∗) restricts to S as a ∂̂1-constant. If
it were λyk + µzl then by 1.14(d) both y|S and z|S would be ∂̂1-constants,
whence ∂̂1 = 0, a contradiction.

Thus we may assume that, say, y|S ∈ ker ∂̂1. As (xm + yk + zl)|S = 0 we
have (xm + zl)|S ∈ ker ∂̂1, and (since m, l ≥ 2) again by 1.14(d) we obtain
that x|S, z|S ∈ ker ∂̂1, which is impossible.

This completes the proof of 3.19, 3.18 and 3.15.

Remark 3.20 Choosing a weight degree function likewise in 3.11 and
repeating the proof of Proposition 5.3 in [Kal94] it can be shown that under
assumptions as in 3.6 (that is, as in 3.9 or 3.15) one has C[x] ⊆ ML(A′),
whence the Makar-Limanov invariant ML(A′) is non-trivial as well.
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3.2. Simple affine modifications of C3 isomorphic to C3

The following theorem is a central result of the paper. The expression ‘in
appropriate (x, y)-coordinates’ below means ‘after performing an appropriate
automorphism α ∈ Aut C[x, y] ⊂ Aut C[x, y, z, u]’. (In fact, the new (x, y)-
coordinates are chosen in a way to get fnon−horiz ∈ C[x]; in particular, no
coordinate change is necessary when fnon−horiz =const.)

Theorem 3.21 For a hypersurface X ⊂ C4 given by an equation

p = f(x, y)u + g(x, y, z) = 0 (f ∈ C[2]\{0} , g ∈ C[3]) ,

in appropriately chosen new (x, y)-coordinates the following conditions (i)-
(vi) are equivalent.

(i) X ≃ C3.

(ii) Every fiber Xµ = p−1(µ) (µ ∈ C) of the polynomial p ∈ C[4] is isomor-
phic to C3.

(iii) Every fiber of the regular function x|X ∈ A′ := C[X] is reduced and
isomorphic to C2.

(iv) Every fiber of the morphism ρ : C4 → C2, (x, y, z, u) 7−→ (x, p(x, y, z, u)),
is reduced and isomorphic to C2.

(v) The polynomial p is a x-residual variable 12.

(vi) With Y := C3 and X ⊆ C4 as above being smooth and irreducible, the
conditions 2.11(α)-(δ) hold as well as the following one:

(ε) The curves Cnon−horiz and Γnon−horiz are smooth.

Proof. The implications (v)⇒(iv)⇒(iii) and (ii)⇒(i) are immediate; (i)⇒(vi)
follows from 2.28 and 3.6. Thus it suffices to establish (vi)⇒(v) and (iii)⇒(ii).

Let us show (vi)⇒(v). If fnon−horiz 6= const (that is, h < n) then in virtue
of our assumptions 2.11(γ) and (vi)(ε), Γh+1 ≃ C. By the Abhyankar-Moh-
Suzuki Theorem, after performing an appropriate automorphism of the plane
C2

x,y we may suppose that fh+1 = x. Hence by 2.11(γ) we have

fnon−horiz = c
n∏

i=h+1

(x− λi)
ai ∈ C[x] .

12That is (1.27) for any λ ∈ C, the specialization pλ ∈ C[y, z, u] of p is a variable.
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Anyhow, fnon−horiz = const or not, assuming that fhoriz 6= const by 3.4 we
may write

pλ = κfhoriz,λu + b0,λ + b1,λz + f red
horiz,λhλ

with fhoriz,λ, f red
horiz,λ, b0,λ, b1,λ ∈ B := C[y], hλ ∈ B[z] and κ := fnon−horiz(λ) =

c
∏n

i=h+1(λ − λi)
ai ∈ C. If λ ∈ C\{λh+1, . . . , λn} (i.e., κ 6= 0) then in

virtue of 3.4, b1,λ ∈ B is invertible mod fhoriz,λ, whereas f red
horiz,λ is nilpo-

tent mod fhoriz,λ. Therefore by 1.29, pλ ∈ B[z, u] is a B-variable; in par-
ticular, pλ ∈ C[y, z, u] is a variable (whence for every µ ∈ C, the surface
{pλ = µ} ⊆ C3

y,z,u is reduced and isomorphic to C2).

For every i = h + 1, . . . , n we have fi = x − λi and in virtue of 2.11(γ)
and (vi)(ε), Γi ≃ C ≃ Ci. Moreover by 2.3(i) the polynomial gλi

∈ C[y, z]
is irreducible and g−1

λi
(0) = Ci ≃ C, whence by the Abhyankar-Moh-Suzuki

Theorem it is a variable of the polynomial ring C[y, z]. Thus pλi
= gλi

∈
C[y, z, u] is a variable as well. Now (v) follows. In the remaining case where
fhoriz = const the proof is similar (but simpler) and left to the reader.

Next we prove (iii)⇒(ii). We notice first of all that under the condition
(iii), the hypersurface X is smooth and irreducible (indeed, for every λ ∈ C

we have

grad pλ = pr ((grad p)λ) with pr : (x, y, z, u) 7−→ (y, z, u) ).

Similarly, under the condition (iv) every fiber Xµ (µ ∈ C) is smooth and
irreducible.

Actually we establish (iii)⇒(i), which at the same time shows (iv)⇒(ii).
Together with the implication (i)⇒(iv) (which we already know) these yield
(iii)⇒(ii), as needed.

To prove the implication (iii)⇒(i), in virtue of 1.7 it is enough to show
that a smooth, irreducible 3-fold X satisfying (iii) is acyclic. Let U = C\V
be a Zariski open subset such that over U , the morphism x|X : X → C is a
smooth fibration (with the fibers diffeomorphic to R4). In the notation of 1.9
we let X̂ = X, Ŷ = Y = C3, Ê = (x|X)−1(V ) ⊆ X̂ and D̂ = x−1(V ) ⊆ Ŷ . It
is easily seen that the induced homomorphisms

(x|X̂\Ê)∗ : H∗(X̂\Ê)→ H∗(C\V ) ,

(x|Ŷ \D̂)∗ : H∗(Ŷ \D̂)→ H∗(C\V ) ,

and hence also

(σ|X̂\Ê)∗ : H∗(X̂\Ê)→ H∗(Ŷ \D̂)
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are isomorphisms, as well as

(σ|Ê)∗ : H∗(Ê)→ H∗(D̂)

(indeed, H0(Ê) ∼= Zcard V ∼= H0(D̂) and the senior homology are trivial).
Thus the conditions (i) and (ii) of 1.9 are fulfilled, and so by 1.9

σ∗ : H∗(X̂)→ H∗(Ŷ )

is an isomorphism. Therefore, the 3-fold X = X̂ is acyclic. This completes
the proof.

Remark 3.22 For another proof of the implication (iii)⇒(i) which do
not use 1.7 see 4.23, 4.24 below.

3.23 If the polynomial p ∈ C[4] is linear with respect to two (and not
just one) variables we have a much stronger result (see 3.24 below). It is
an analog in dimension 4 of Theorem 7.2 in [KZ99] generalizing Sathaye’s
Theorem [Sat76]. For a polynomial ϕ ∈ C[x, y] we let Γϕ := V (ϕ) ⊆ C2.
Also, we use below the variable v instead of z to emphasize the symmetry of
the situation.

Theorem 3.24 For a hypersurface X ⊂ C4 given by an equation

p = ã(x, y)u + b̃(x, y)v + c(x, y) = d(au + bv) + c = 0 (32)

with a, b, c, d ∈ C[x, y], d 6= 0, (a, b) 6= (0, 0) and gcd(a, b) = 1, in appro-
priately chosen new (x, y)-coordinates the following conditions (i′)-(v′) are
equivalent.

(i′) The 3-fold X is irreducible, smooth and acyclic.

(ii′) X ≃ C3.

(iii′) The polynomial p ∈ C[4] is a x-residual variable.

(iv′) p ∈ C[x][3] is an x-variable.

(v′) d ∈ C[x], gcd(c, d) = 1, Γa ∩ Γb ⊆ Γd, and for every root x = xi of
d (i = 1, . . . , deg d) we have

cxi
(y) = c(xi, y) ∈ C∗y + C . (33)
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Proof. The strategy of the proof is as follows. In virtue of 3.21 the conditions
(ii′) and (iii′) are equivalent to each other and to the other conditions of 3.21.
The equivalence (iii′)⇐⇒(iv′) will be established later on in 4.2(b). By 2.11
we have (i′)=⇒2.11(α)-(δ). We show below that (i′) also implies the condition
(ε) of 3.21(vi). In virtue of 3.21 this yields the implications (i′)=⇒3.21(vi)
⇐⇒(ii′)=⇒(i′), and so gives (i′)⇐⇒(ii′). Finally we show (iii′)⇐⇒(v′), which
concludes the proof.

Interchanging (if necessary) the roles of u and v we may suppose in the
sequel that a 6= 0.

(i′)=⇒(ε). We observe (see 3.3) that for p as in (32), Cslant = Γslant = ∅,
whence Cnon−horiz = Cvert is smooth. And it was shown in the proof of 3.10
that if Γnon−horiz is singular then Γnon−horiz = Γslant. Henceforth in our setting
Γnon−horiz is also smooth, that shows (ε).

(iii′)=⇒(v′). As X is irreducible we have gcd(c, d) = 1. Letting q := p−c
we fix a point P = (x0, y0) such that

qP = d(x0, y0)(a(x0, y0)u + b(x0, y0)v) = 0 .

It is easily seen that y − y0 divides px0 − c(x0, y0) = qx0 + (cx0 − c(x0, y0)).
As px0 ∈ VarC[y, u, v] we obtain that qx0 = 0 and px0 − c(x0, y0) = cx0 −
c(x0, y0) = κ(y − y0) with κ ∈ C∗, as needed in (33). As gcd(a, b) = 1, from
qx0 = 0 we get dx0 = 0. Thus for every root (x0, y0) of d = 0 we have dx0 = 0,
which means that d ∈ C[x]. Moreover, for every root (x0, y0) of a = b = 0
we also have dx0 = 0, which shows the inclusion Γa ∩ Γb ⊆ Γd and gives (v′).

(v′)=⇒(iii′). In view of (33) for every root xi of d (i = h + 1, . . . , n),
pxi

= cxi
∈ VarCC[y] ⊆ VarCC[y, u, v]. Let further λ ∈ C and d(λ) 6= 0. As

by (v′), Γa ∩ Γb ⊆ Γd we have gcd(aλ, bλ) = 1, whence rλaλ − sλbλ = 1 for
certain polynomials rλ, sλ ∈ C[y]. As the matrix

Aλ =

(
aλ bλ

sλ rλ

)

is invertible over the ring C[y], the mapping

α : (u, v) 7−→ (u1, v1) := Aλ(u, v)

induces a C[y]-automorphism of C[y][u, v] with α(pλ) = d(λ)u1+cλ ∈ VarCC[y, u, v].
Thus (iii′) follows.
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4. Simple birational extensions of C[3] as variables in
C[4]

4.1. Partial positive results

We recall the problem stated in the Introduction.

4.1 Problem. Is it true that if a hypersurface X ⊆ C4 with equation of
the form

p := f(x, y)u + g(x, y, z) = 0 (where f ∈ C[2]\{0} and g ∈ C[3])

is isomorphic to C3 then necessarily p ∈ VarCC[4] and moreover, p ∈ VarBB[3]

(that is, p is an x-variable) provided in addition that fnon−horiz ∈ B := C[x]?

The principal results of this subsection can be summarized as follows.

Theorem 4.2 The answer to 4.1 is positive in each of the following
cases:

(a) f ∈ C[x].

(b) degz g ≤ 1.

(c) fvert = 1.

(d) fhoriz = f red
horiz.

(e) g is of form g = g0(x, y) + ǧ2(x, y, z)z2.

The proof is given in 4.15 below. From 4.2(c),(d) we obtain the following
corollary.

Corollary 4.3 If in 4.1, f = fa1
1 with f1 ∈ C[x, y] irreducible then p is a

variable.

4.4 By 3.21(v) we may suppose that p as in 4.1 is a x-residual variable
(see 1.25, 1.27). Thus 4.1 would be answered in positive if the following
conjecture 13 were true.

13Proposed by the second author.
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Conjecture 4.5 If p ∈ C[n] is a residual x1-variable (that is,

pλ := p(λ, x2, . . . , xn) ∈ VarCC[n−1] ∀λ ∈ C)

then p is an x1-variable: p ∈ VarC[x1]C[x1]
[n−1].

In 4.6-4.8 below we analyze the situation with the only assumption that
p = fu + g is a x-residual variable. First in 4.6 we include the case where
f = 0, then in 4.7 we deal with the special case where f ∈ C[x]\{0}, whereas
the general case is treated in 4.8.

Proposition 4.6 Let X be a smooth affine surface and ϕ : X → C be
a morphism with ϕ∗(λ) ≃ C ∀λ ∈ C. Then the following hold.

(a) X ≃ C2.

(b) Furthermore, if X = spec (C[3]/(g)) with g ∈ C[3] = C[x, y, z] and
ϕ = x|X then g is an x-variable.

(c) Consequently, a x-residual variable g ∈ C[x, y, z] is an x-variable. 14

Proof. (a) The fact is well-known (e.g., cf. [Miy01, Thm. 2.2.1]); nevertheless
we indicate the proof. First extending ϕ : X → C to a projective morphism
ϕ̄ : V → P1 of a smooth ruled surface V , we then pass to a smooth relatively
minimal model of (V, ϕ̄) by contracting successively the superfluous compo-
nents of the reducible fibers of ϕ̄ different form the closures of the original
fibers of ϕ (this is always possible, see e.g. [Giz70, Lemma 7], [Zăı87, Lemma
3.5] or [Miy01, Lemma 1.4.1(6)]). Thus we obtain (as a completion of the
original family) a Hirzebruch surface π : Σn → P1 with a section s : P1→ Σn

‘at infinity’, so that X = Σn\(s(P1) ∪ F∞). By means of elementary trans-
formations over the point ∞ ∈ P1 we replace Σn with Σ0 = P1 × P1 and
s(P1) with a constant section, say, C0. This yields the desired isomorphism
X = Σ0\(C0 ∪ F∞) ≃ C2.

(b) By (a) there is an isomorphism

γ : C[x, y, z]/(g)→ C[2] = C[x, y] .

Letting h := γ(x) ∈ C[2], by our assumption we obtain:

C[2]/(h) = C[x, y, z]/(g, x) = C[ϕ∗(0)] ∼= C[1] .
14Moreover, g ∈ C[x, y, z] is a x-residual variable of the ring C[x][y, z, u] iff it is an

x-variable. Indeed, this follows from (c) and the cancellation for curves: Γ× C ≃ C2 =⇒
Γ ≃ C.
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Hence by the Abhyankar-Moh-Suzuki Theorem, up to an automorphism of
C[x, y] we may suppose that h = x i.e.,

γ : C[x][y, z]/(g)→ C[x][1] .

Now it follows from the generalized version of the Abhyankar-Moh-Suzuki
Theorem [RS79, Thm. 2.6.2] that g is an x-variable, as stated.

(c) immediately follows from (a) and (b).

Proposition 4.7 If p = f(x)u + g(x, y, z) ∈ C[4] (with f ∈ C[x]\{0}) is
a x-residual variable then actually it is an x-variable.

Proof. As u + g(x, y, z) is an x-variable, by 1.31(a) so is p = fu + g.

Proposition 4.8 If p = f(x, y)u+g(x, y, z) ∈ C[x][y, z, u] with f /∈ C[x]
is a x-residual variable then p can be written as follows:

p = q[rf̃u + g̃0y
2 + g̃1z + f̃ redg̃2z

2] + a0 + a1y , (34)

where

• q, r, a0, a1 ∈ C[x], f̃ , g̃0, g̃1 ∈ C[x, y], g̃2 ∈ C[x, y, z],

• f̃−1(0) ∩ g̃−1
1 (0) is a finite subset of q−1(0)× Cy, and

• for every root x0 of r, q(x0)f̃(x0, y) ∈ C.

The proof is done in 4.11 below.

Corollary 4.9 If p = f(x, y)u + g(x, y, z) ∈ C[x][y, z, u] is a x-residual
variable then it is a C(x)-variable of C(x)[3].

Proof. As a C[x]-variable is also a C(x)-variable, by 4.6 and 4.7 we may
suppose that f /∈ C[x], and so 4.8 applies. Let p be presented as in (34).
As f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) is finite, the polynomials qrf̃ , qg̃1 ∈ C[x, y] regarded as
elements of B := C(x)[y] are coprime. Moreover the polynomial f̃ redg̃2z

2 ∈
B[z] is nilpotent mod (qrf̃), and so by 1.29(a), p = fu+ g ∈ VarBB[z, u].

The proof of 4.8 relies on the following lemma (cf. [Sat76, KZ99, Vén99]).

Lemma 4.10 Let p = f(y)u + g(y, z) be a variable of C[y, z, u].
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(a) If f 6= 0 then p is an y-variable, and it can be written as follows:

p = f(y)u + g0(y) + g1(y)z + f red(y)g̃2(y, z)z2

with gcd(f, g1) = 1.

(b) If f = 0 then the coefficient of the highest order term in z of p (which
à priori is a polynomial in y) is constant, unless degz g ≤ 0.

Proof. (a) The statement is evidently true if f = const. Suppose that f /∈ C.
By our assumption C[3]/(p) ∼= C[2]. If y1 ∈ C is such that f(y1) = 1 then we
have

C[y, z, u]/(f(y)u + g(y, z), y − y1) ∼= C[z, u]/(u + gy1(z)) ∼= C[1].

By the Abhyankar-Moh-Suzuki Theorem, the same is true for every value of
y. In particular, for any root y0 of f we have

C[y, z, u]/(f(y)u + g(y, z), y − y0) ∼= C[z, u]/(gy0(z)) ∼= C[1] .

Therefore degz gy0(z) = 1, p = fu + g has the desired form, and by 1.29(a)
(with B := C[y]) it is an y-variable.

(b) In the course of the proof of 1.31 we have noticed that the polynomials
of C[y, z] which are variables of C[y, z, u], are actually variables of C[y, z].
Thus g ∈ VarCC[y, z], and so the statement (b) is well-known (e.g., see
[AM75]).

4.11 Proof of Proposition 4.8. It is easily seen that the polynomial
p = fu + g ∈ C[x][y, z, u] admits a presentation

p = q[f̄u + g̃0y
2 + g̃1z + ḡ2z

2] + a0 + a1y (35)

with a0, a1 ∈ C[x], f̄ , g̃0, g̃1 ∈ C[x, y], ḡ2 ∈ C[x, y, z] and with q ∈ C[x]
being a monic polynomial of maximal degree such that (35) holds. Clearly,

q−1(0) = L(p) := {x0 ∈ C | px0 = f(x0, y)u + g(x0, y, z) ∈ Cy + C}

(possibly, this set is empty, and then we put q := 1). As by our assumption,
f /∈ C[x] the subset

K = K(f) := {λ ∈ C | fλ(y) ∈ C} = q−1(0) ∪ {λ ∈ C | f̄λ(y) ∈ C} ⊆ C
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is finite. We let x0 ∈ C\K(f). The specialization px0 being a variable of
C[y, z, u], by 4.10(a) we have gcd(f̄(x0, y), g̃1(x0, y)) = 1, whence f̄−1(0) ∩
g̃−1
1 (0) ⊆ K × Cy.

Since by 4.10(a), px0 ∈ C[y, z, u] is a residual y-variable, the equality
f̄(x0, y0) = 0 implies that degz gx0,y0(z) = 1, whence also ḡ2(x0, y0, z) = 0. It
follows that

f̄−1(0)\(K × Cy) ⊆ ḡ−1
2 (0) .

It is easily seen that f̄ ∈ C[x, y] admits a factorization f̄(x, y) = r(x)f̃(x, y)
such that r−1(0) ⊆ K and f̃−1(0) ∩ (K ×Cy) is finite. Then we have

f̃−1(0)\(K × Cy) ⊆ ḡ−1
2 (0) .

Passing to the Zariski closures we obtain

f̃−1(0) ⊆ ḡ−1
2 (0) i.e., ḡ2 = f̃ redg̃2 .

Now (35) yields a desired presentation (34). As r−1(0) ⊆ K(f), by the
definition of K(f) for every root x0 of r we have q(x0)f̃(x0, y) ∈ C, and so it
remains to check that f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) is a finite subset of q−1(0)× Cy.

We already know that f̃−1(0)∩g̃−1
1 (0) is a finite subset of K×Cy. Suppose

that there is a point

(x0, y0) ∈ [f̃−1(0) ∩ g̃−1
1 (0)]\q−1(0) .

Then x0 ∈ K(f)\q−1(0), whence f̄(x0, y) ∈ C, and so

f̄(x0, y) = f̄(x0, y0) = r(x0)f̃(x0, y0) = 0 .

By our assumption,

px0 = q(x0)[g̃0(x0, y)y2+g̃1(x0, y)z+f̃ red(x0, y)g̃2(x0, y, z)z2]+a0(x0)+a1(x0)y

is a variable of C[y, z, u], and thus also of C[y, z]. Hence by 4.10(b), f̃ red(x0, y) =
f̃ red(x0, y0) = 0, and then again by 4.10(b), g̃1(x0, y) = g̃1(x0, y0) = 0. There-
fore, px0 ∈ C[y] is a variable, whence q(x0) = 0, a contradiction.

Remark 4.12 In the notation of 4.8, if p = fu + g = qrf̃u + g is a
x-residual variable then also qf̃u + g is so. Moreover by 1.31(a), if qf̃u + g
is an x-variable then p = fu + g is so as well.

Lemma 4.13 Let p = fu + g ∈ C[x][y, z, u] be a x-residual variable
presented as in (34). If f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) = ∅ then p is an x-variable.
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Proof. By 4.12 we may put in (34) r = 1. In virtue of 1.29(a), the polynomial

p̃ := f̃(x, y)u + g̃0(x, y)y2 + g̃1(x, y)z + f̃ red(x, y)g̃2(x, y, z)z2

is an (x, y)-variable i.e., there is an automorphism α ∈ AutBB[z, u] (with
B := C[x, y]) such that α(u) = p̃ (indeed by our assumption, g̃1 is invertible
mod f̃ in B). Furthermore by our assumption, for every root x0 of q the
specialization

px0 = f(x0, y)u + g(x0, y, z) = a0(x0) + a1(x0)y ∈ C[y, z, u]

is a variable. Consequently, a1(x0) 6= 0, and so gcd(q, a1) = 1. It follows that
there is an affine automorphism β ∈ AutC[x]C[x][y, u] such that

β(y) = q(x)u + a0(x) + a1(x)y .

Now αβ ∈ AutC[x]C[x][y, z, u] is such that

αβ(y) = qp̃ + a0(x) + a1(x)y = fu + g = p ,

as desired.

Lemma 4.14 If p = f(x, y)u+g(x, y, z) is a residual x-variable of degree
at most 1 in z then it is an x-variable.

Proof. It follows from 4.8 that if f /∈ C[x] then in (34) g̃1 6= 0 (indeed,
otherwise f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) cannot be a finite subset of q−1(0)× Cy). Thus if
degz g ≤ 0 then f ∈ C[x], and so the statement follows from 4.7.

If degz g = 1 then by 4.8 p = fu + g can be written as follows:

p = q(x)[r(x)f̃(x, y)u + g̃0(x, y)y2 + g̃1(x, y)z] + a0(x) + a1(x)y

with f̃−1(0) ∩ g̃−1
1 (0) being a finite subset of q−1(0) × Cy. By 4.12 we may

assume that r = 1.

We proceed by induction on the intersection index n := f̃ ∗(0) · g̃∗
1(0). If

n = 0 then the statement follows from 4.13. Suppose that n ≥ 1.

Let x0 ∈ q−1(0) be a coordinate of an intersection point (x0, y0) ∈ f̃−1(0)∩
g̃−1
1 (0). Up to a translation we may suppose that x0 = 0. As

min{degy g̃1(0, y), degy f̃(0, y)} > 0

we may write

g̃1(0, y)z + f̃(0, y)u = d(y)(a(y)z + b(y)u) ,
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where gcd(a, b) = 1. Hence there is a linear automorphism γ ∈ AutBB[z, u]
(with B := C[x, y]) such that γ(a(y)z+b(y)u) = z. It is not difficult to verify
that applying γ amounts to:

Jac(γ)

[
g̃1

f̃

]
=

[
ĝ1

xf̂

]

for certain f̂ , ĝ ∈ B (where Jac(γ) is the Jacobi matrix of γ), and hence

γ(p) = γ(fu + g) = q(x)[xf̂(x, y)u + g̃0(x, y)y2 + ĝ1(x, y)z] + a0(x) + a1(x)y .

In view of the equality of ideals:

(ĝ1, xf̂) = (g̃1, f̃) ,

for the intersection indices we have:

ĝ∗
1(0) · (xf̂)∗(0) = g̃∗

1(0) · f̃ ∗(0) = n ,

therefore

ĝ∗
1(0) · f̂ ∗(0) ≤ n− 1 .

Now in virtue of 4.12,

p̂ := q(x)[f̂(x, y)u + g̃0(x, y)y2 + ĝ1(x, y)z] + a0(x) + a1(x)y

is a x-residual variable. Hence by the inductive hypothesis, it is also an x-
variable. Again by 4.12, so are γ(p) and p = fu + g as well. The induction
step is done, so the proof is completed.

4.15 Proof of Theorem 4.2. By 3.21(v),(vi) we may suppose that p =
fu + g is a x-residual variable and fnon−horiz ∈ C[x] (cf. 4.4). Thus we must
show that actually, under each of the assumptions (a)-(d) p is an x-variable.

(a) (resp., (b)) immediately follows from 4.7 (resp., 4.14).

(c) We write the polynomial p = fu+g in the form (34). The assumption
fvert = 1 implies that q−1(0) = ∅, and hence f̃−1(0) ∩ g̃−1

1 (0) = ∅. Now the
conclusion follows from 4.13.

(d) As by our assumption, fhoriz = f red
horiz we have f̃ = f̃ red. In view of

4.12 we may suppose that r = 1 in (34), and so p can be written as follows:

p = fu + g = q[f̃u + g̃0y
2 + g̃1z + f̃ g̃2z

2] + a0 + a1y .
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The C[x, y, z]-automorphism u 7−→ u − z2g̃2(x, y, z) transforms p into a x-
residual variable of degree at most 1 in z. Now the conclusion follows from
(b).

(e) From the form of g one easily deduces that fhoriz = f red
horiz = 1 which is

a special case of (d) or even (a).

The following result extends our list of variables p = fu+ g beyond those
provided in 4.2.

Proposition 4.16 Let p = fu + g ∈ C[4] as in (34) be a x-residual
variable. If g̃1 ∈ C[x] and g̃2z

2 = ĝ2(x, y, g̃1(x)z) ∈ C[x][y, g̃1z] then p is an
x-variable.

Proof. By 4.12 we may suppose that r = 1 in (34), and so p = p̄(x, y, g̃1(x)z, u),
where the polynomial

p̄ := q[f̃u + g̃0y
2 + z + f̃ redĝ2] + a0 + a1y (36)

still is a x-residual variable. Indeed by our assumption for any λ ∈ C\g̃−1
1 (0),

p̄λ = pλ(y, z/g̃1(λ), u) ∈ VarCC[3] .

For x0 ∈ g−1
1 (0), either q(x0) = 0 and then by the assumption, p̄x0 = a0(x0)+

a1(x0)y = px0 ∈ VarCC[3], or q(x0) 6= 0 and then again, in virtue of 1.29(a),
p̄x0 ∈ VarBB[z, u] with B := C[y]. It follows from 4.13 that the polynomial
p̄ as in (36) is an x-variable. Hence by 1.31(a) (with z playing the role of u)
so is p = p̄(x, y, g̃1(x)z, u) as well.

Example 4.17 The polynomial

p := y + x(xz + y(yu + x2z2)) ∈ C[4]

is an x-variable. Indeed p = p̄(x, y, xz, u), where by 1.29(a), p̄ := y + x(z +
y(yu + z2)) is a residual x-variable (and hence by 4.13 is an x-variable).
Therefore, p is a x-residual variable as well, and so 4.16 applies.

4.18 To conclude, we would like to rise the following question. It con-
cerns a (probably simplest) example of a residual x-variable of C[4] which
does not fit any of the assumptions 4.2(a)-(d) or 4.16.

Question: Is the polynomial p = y + x(xz + y(yu + z2)) ∈ C[4] a variable?
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4.2. Simple modifications of C3 rectifiable in C5

The following definitions are inspired by [Sat76].

4.19 Let B be a commutative ring. We say that p ∈ B[n] is a B-
hyperplane if B[n]/(p) ∼= B[n−1]. We say that p defines a B-hyperplane fibra-
tion if p− λ is a B-hyperplane for every λ ∈ B.

If B = C or B = C[x] we simply say hyperplane resp., x-hyperplane
instead of B-hyperplane.

Notice that an x-hyperplane p(x, y1, · · · , yn) ∈ C[x][y1, · · · , yn] becomes a
hyperplane px0(y1, · · · , yn) for every fixed x = x0 ∈ C. A polynomial p with
the latter property is called a residual x-hyperplane.

4.20 Observe [Sat76, KZ00, Vén99] that a polynomial p = f(x, y)u +
g(x, y, z) ∈ C[4] is a residual x-plane if and only if it is a x-residual variable,
and henceforth, if and only if it defines a residual x-plane fibration.

4.21 We say that two polynomials p, q ∈ B[y1, · · · , yn] are 1-stably equiv-
alent if

γ((p, v)) = (q, v)

for an automorphism γ ∈ AutBB[y1, · · · , yn, v].

4.22 For instance, with this terminology 1.32(b) says that y+ap(y) with
a ∈ B, p ∈ B[y] is 1-stably equivalent to y + p(ay), and moreover if ak|p(0)
then y + ap(y) is 1-stably equivalent to y + p(ak+1y)/ak.

Theorem 4.23 Let p = f(x, y)u+g(x, y, z) ∈ C[4] be a residual x-plane.
Then it is 1-stably equivalent to an x-variable. Consequently, p defines an
x-plane fibration, and each fiber Xλ := {p = λ} (λ ∈ C) of p is a 3-fold in
C4 isomorphic to C3 which can be rectified in C5.

Remark 4.24 Notice that 4.23 provides yet another proof of the impli-
cation (iii)⇒(i) of 3.21 which does not need 1.7. Indeed, it proves (v)⇒(i)
while (iii)⇒(v) is observed in 4.20 above.

In the proof of 4.23 (see 4.26 below) we use the following lemma.
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Lemma 4.25 If p ∈ C[x, y, z, u] \ C[x, y] is a residual x-plane then it
is 1-stably equivalent (under an automorphism γ ∈ AutBB[y, v] with B :=
C[x, z, u]) to a polynomial p̄ ∈ C[x][y, z, u] which is still a residual x-plane
and such that for every x0 ∈ C, p̄x0(y, z, u) /∈ C∗y + C.

Proof. As p /∈ C[x, y], the subset

L(p) := {x0 ∈ C | px0 ∈ C∗y + C} =: {x1, · · · , xn} ⊆ C

is finite. The proof proceeds by a descending induction on n =card L(p).

If card L(p) = 0 there is nothing to prove. Suppose that n > 0, and let
xn = 0. Then there exists an affine automorphism τ ∈ AutC[x]C[x][y] ⊆
AutDD[y] (where D := C[x, z, u, v]) such that τ(p) = y + xp̂, where p̂ ∈
C[x, y, z, u] and p̂(x, 0, 0, 0) = 0. Indeed, up to an affine automorphism of
C[y] we may assume that p(0, y, z, u) = y i.e., p = y + xp̃ with p̃ ∈ C[4], and
then we apply the shift y 7−→ y − xp̃(x, 0, 0, 0) to obtain τ(p) = y + xp̂ with
p̂ := p̃− p̃(x, 0, 0, 0).

The polynomial p̂ ∈ C[4] admits a presentation:

p̂ = yq1(x, y, z, u) + xk(xq2(x, z, u) + q3(z, u)) .

As by our assumption for every fixed x = x0 ∈ C the polynomial τx0(p) =
y + x0p̂ ( 6∈ C[y]) is irreducible, we have xq2 + q3 6= 0, and thereby q3 6= 0.
Furthermore,

0 = p̂(x, 0, 0, 0) = xk(xq2(x, 0, 0) + q3(0, 0)) = q3(0, 0) ,

whence q3 /∈ C. Now by 1.32(b) (cf. 4.22 above) there exists an automor-
phism α ∈ AutBB[y, v] (with B = C[x, z, u]) such that

α((y + xp̂, v)) = (y +
p̂(x, xk+1y, z, u)

xk
, v) .

Letting γn := ατ we obtain:

γn((p, v)) = (pn, v) ,

where pn := y + p̂(x, xk+1y, z, u)/xk. We have:

pn = y +
xk+1yq1(x, xk+1y, z, u) + xk(xq2(x, z, u) + q3(z, u))

xk

= y + xyq1(x, xk+1y, z, u) + xq2(x, z, u) + q3(z, u) .
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Hence pn(0, y, z, u) = y + q3(z, u) ∈ VarCC[y, z, u] with q3 /∈ C, and so
pn(0, y, z, u) /∈ C∗y + C. In other words,

0 = xn /∈ L(pn) := {λ ∈ C | (pn)λ ∈ C∗y + C} ⊆ C .

Now the induction step and the proof of the lemma are completed by the
following

Claim. (a) L(pn) = {x1, · · · , xn−1} = L(p)\{xn} .

(b) Furthermore for any x0 6= 0, (pn)x0 ∈ C[y, z, u] is a plane.

Proof of the claim. 15 It is enough to show that for every x0 6= 0 there exists
an affine automorphism βx0 ∈ AutCC[y] ⊆ AutC[z,u]C[z, u][y] such that

βx0(px0) = xk+1
0 (pn)x0 . (37)

Indeed, we have:

xk+1
0 (pn)x0 = xk+1

0 y + x0p̂x0(x
k+1
0 y, z, u) . (38)

Consider the linear automorphism σx0 : y 7−→ xk+1
0 y extended to C[z, u][y]

in a natural way. From (38) we get:

xk+1
0 (pn)x0 = σx0(y + x0p̂x0(y, z, u)) = σx0((τ(p))x0) = σx0((τx0(px0)) ,

where τx0 denotes the specialization of τ at x0. Thus we obtain (37) with
βx0 := σx0τx0 ∈ AutCC[y] extended to C[z, u][y]. Hence px0 ∈ C∗y + C if and
only if so is (pn)x0 .

4.26 Proof of Theorem 4.23. If f = 0 then in virtue of 4.6(c) and the
Abhyankar-Moh-Suzuki Theorem, p itself is an x-variable.

If f 6= 0 then by 4.25, p = fu + g is 1-stably equivalent to a polynomial
p̄ ∈ C[4] such that

L(p̄) := {λ ∈ C | p̄λ ∈ C∗y + C} = ∅ . (39)

It is easily seen that the polynomial p̄ as constructed in the proof of 4.25
still has the form p̄ = f̄u + ḡ with f̄ ∈ C[x, y] and ḡ ∈ C[x, y, z]. It follows

15Alternatively, (b) also follows from existence of a C[x]-isomorphism C[x][3]/(p) ∼=
C[x][3]/(p̄), see 1.33(b).
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from (39) that f̄vert = 1. As p̄ is also a residual x-plane, by 4.2(c) it is an
x-variable. Consequently,

C[x][y, z, u]/(p) ∼= C[x][y, z, u, v]/(p, v) ∼= C[x][y, z, u, v]/(p̄, v)
∼= C[x][y, z, u, v]/(u, v) ∼= C[x][2] .

Hence p is an x-plane. In view of 4.20 the same arguments work for every
‘fiber’ p− λ of p = fu + g (with λ ∈ C[x]). Therefore p = fu + g defines an
x-plane fibration.

4.3. On Sathaye-Wright’s Theorem

The Sathaye Theorem on linear planes [Sat76] cited in the introduction
was generalized by D. Wright [Wri78] for the embeddings C2 →֒ C3 of the
form p = f(x, y)un + g(x, y) = 0, and further generalized in [KZ99] for the
acyclic surfaces in C3 of this type. Here we prove the following theorem
(based on the latter result).

Theorem 4.27 If p = f(x, y, z)un + g(x, y, z) ∈ C[4] (with n ≥ 2) is a
x-residual variable then it is an x-variable.

Proof. By [KZ99, Thm. 7.2], the polynomials f and g satisfy the following
condition:

∀λ ∈ C ∃αλ ∈ AutCC[y, z] and ∃ϕλ ∈ C[y] such that (40)

fλ = αλ(ϕλ) and gλ = αλ(z) .

Hence by 4.6(c), g is an x-variable of C[x, y, z], and so we may suppose that
g = z and αλ ∈ AutC[z]C[z][y]. Then (40) yields:

∀λ ∈ C ∃qλ ∈ C[z] and ∃ϕλ ∈ C[y] such that (41)

fλ = αλ(ϕλ) = ϕλ(αλ(y)) = ϕλ(y + qλ) .

Eventually, we prove below (by induction on degy f) that for any polynomial

f ∈ C[3] which satisfies (41), we have:

f = Φ(x, a(x)y + zQ(x, z)) (42)

with a ∈ C[x], Q ∈ C[x, z] and Φ ∈ C[x, y]. Therefore p = P (x, a(x)y, z, u)
is a x-residual variable with P := Φ(x, y′)u + z ∈ VarC[x]C[x][3] (where y′ :=
y + zQ(x, z)). Thus by 1.31(a), p is an x-variable, as stated.
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If degy f ≤ 0 then (41) implies that f(x, y, z) = f(x, 0, 0) ∈ C[x] and (42)
follows. Assume further that degy f ≥ 1. By (41) we have:

∂yfλ(y, z) = (ϕλ)
′(y + qλ(z)) .

It follows that the polynomial ∂yf with degy ∂yf = degy f − 1 also satisfies
(41), whence by the inductive hypothesis,

∂yf = Φ̃(x, ã(x)y + zQ̃(x, z))

with ã ∈ C[x], Q̃ ∈ C[x, z] and Φ̃ ∈ C[x, y]. Thereby,

ãf = Ψ(x, ã(x)y+zQ̃(x, z))+zR(x, z) with Ψ ∈ C[x, y] and R ∈ C[x, z] ,

where ∂yΨ = Φ̃. If degy f = 1 = degy Ψ then

ãf = Ψ0(x) + Ψ1(x)[ã(x)y + zQ̃(x, z)] + zR(x, z) ,

and so ã divides Ψ0(x) + Ψ1(x)zQ̃(x, z) + zR(x, z) i.e.,

Ψ0(x) + Ψ1(x)zQ̃(x, z) + zR(x, z) = ã(zQ(x, z) + Φ0) .

It follows that
f = Ψ1(x)y + zQ(x, z) + Φ0

has the desired form (42).

Thus we may assume that degy f ≥ 2. By (41) for every λ ∈ C we obtain:

ã(λ)fλ = Ψ(λ, ã(λ)y + zQ̃(λ, z)) + zR(λ, z) = ã(λ)ϕλ(y + qλ(z)) , (43)

and so

Ψ(λ, ã(λ)y − ã(λ)qλ(z) + zQ̃(λ, z)) + zR(λ, z) = ã(λ)ϕλ(y) .

As degy Ψ = degy f ≥ 2 it follows that for every λ ∈ C such that degy Ψ(λ, y) ≥
0 we have degz(zQ̃(λ, z) − ã(λ)qλ(z)) ≤ 0, and so degz zR(λ, z) ≤ 0 as well
i.e., R(λ, z) = 0 for almost every λ ∈ C. Hence R = 0, and from (43)

we obtain:

ãf = Ψ(x, ã(x)y + zQ̃(x, z)) . (44)

If Q̃ = 0 then f = Ψ(x, ã(x)y)/ã ∈ C[x, y], as desired. If Q̃ 6= 0 then (up
to factorizing ã(x)y + zQ̃(x, z) and changing appropriately Ψ(x, y)) we may
assume that gcd (ã, Q̃(x, z)) = 1. Putting in (44) y = 0 gives:

ã(x)f(x, 0, z) = Ψ(x, zQ̃(x, z)) .
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From this equality and the assumption that gcd (ã, Q̃(x, z)) = 1 it is not
difficult to deduce that ã divides Ψ in C[x, y]. Thus from (44) with Φ := Ψ/ã
we get

f = Φ(x, ã(x)y + zQ̃(x, z)) ,

as needed.
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Stéphane Vénéreau
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