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IntrodutionUn des prinipaux problèmes de la géométrie algébrique est la reherhed'invariants des variétés algébriques en vue de leur lassi�ation. Pour en fournir,la ohomologie des faiseaux quasi ohérents est le moyen le plus e�ae.Pour une variété X munie de l'ation d'un groupe algébrique linéaire G,si � : L ! X est un G��bré en droites ('est-à-dire que L est un �bré endroites, que G opère dans L, que pour ette opération � est G�équivariant etque l'ation de G dans les �bres est linéaire), alors les groupes de ohomologiedu faiseau inversible assoié sont des représentations de G qui peuvent êtredignes d'intérêt.Par exemple, si X est une variété de drapeaux, 'est-à-dire une variété pro-jetive, lisse (disons sur C) et homogène pour un groupe semi-simple, le fameuxthéorème de Borel-Weil-Bott dérit omplètement les groupes de ohomologieH i(X;L) des �brés en droites sur X ([Bot℄) : il y a au plus un degré i où egroupe n'est pas nul et en e degré H i(X;L) est une représentation irrédutiblede G.D'ailleurs, on les obtient toutes ainsi y.On onnaît aussi la ohomologie des faiseaux inversibles sur les variétéstoriques, qui sont des variétés normales ontenant un ouvert isomorphe à untore (C�)n (n � 0). Grâe à la lassi�ation ombinatoire de es variétés, leurohomologie se prête bien aux aluls, à l'aide du omplexe de �eh.On voudrait généraliser la détermination des groupes de ohomologie des�brés en droites au as des variétés sphériques : e sont des variétés normales aveune ation d'un groupe rédutif onnexe G et qui ont un nombre �ni d'orbitespour un sous-groupe résoluble maximal B de G. Leur famille omprend à la foisles variétés toriques, les variétés de drapeaux ainsi que les variétés symétriquesave leurs ompati�ations.Étant donnés un G��bré en droites � : L ! X où X est sphérique, et unreouvrement ouvert a�ne de X (qui permet de dé�nir un omplexe de �ehdont l'homologie est la ohomologie de L sur X), les termes du omplexe sontertes des représentations de g, l'algèbre de Lie de G, mais leur struture deg�modules n'est pas laire. C'est pourquoi, on se servira aussi du omplexe deGrothendiek-Cousin (f. [Ke78℄). Ses groupes d'homologie sont préisément lesgroupes de ohomologie de L sur X et il fait intervenir des groupes de ohomo-logie à support dans des ellules, qui sont ertaines sous-variétés B�invariantesde X .On rappellera la dé�nition des groupes de ohomologie à support dans lehapitre I. Dans le as qui nous onerne, es groupes sont aussi des g�modulesyEn fait, on les obtient déjà toutes ave H0.



6partiuliers : les g� B�modules (f. la setion III.1). On peut les analyser : onles déompose en somme direte de sous-g�modules de longueur �nie dont ondétermine une suite de omposition �nie.Cette analyse su�t, dans le as des variétés de drapeaux, pour retrouver lethéorème de Borel-Weil-Bott et, dans le as des variétés toriques, la struturedes groupes de ohomologie des �brés en droites (ainsi que pour déterminerleurs groupes de ohomologie à support dans des sous-variétés toriques).Cette méthode aboutit aussi dans le as de la ompati�ation magni�qued'un groupe adjoint et, plus généralement, pour une ompati�ation (( régu-lière )) d'un groupe rédutif onnexe : on obtient ainsi une desription omplètedes groupes de ohomologie des �brés en droites sur es variétés (théorèmesV.2.2 et V.3.2). Dans le as de la ompati�ation magni�que, le résultat a étéannoné dans [Th℄ et aussi démontré ave les mêmes méthodes, de manièreindépendante, par Syu Kato ([K℄). La démonstration est plus di�ile dans leas général.On rappellera au premier hapitre les résultats usuels sur les groupes de o-homologie à support dont on se servira. On énonera également le théorème deGrothendiek-Cousin (I.3.1) qui relie la ohomologie d'un faiseau F au om-plexe de Grothendiek-Cousin assoié à F et à une �ltration de fermés.Dans le deuxième hapitre, on s'intéressera aux as des variétés munies del'ation d'un tore T . Après quelques onventions sur les aratères (II.2.1), onintroduira les ellules de Bialyniki-Birula (II.3) puis on estimera les aratèresde groupes de ohomologie de faiseaux ohérents à support dans es ellules(f. le théorème II.3.2). Pour e qui onerne les variété toriques, on donneraune formule pour les groupes de ohomologie des faiseaux inversibles à supportdans une sous-variété T�invariante (théorème II.4.2) ; on s'en servira à la �n dela démonstration du théorème prinipal V.3.2.Au début du hapitre III, on pose quelques notations et on rappelle la dé�-nition des g�B�modules ave quelques-unes de leurs propriétés (III.1). Aprèsela et après avoir rappelé omment l'algèbre de Lie de G agit sur ertainsgroupes de ohomologie à support, on retrouve le théorème de Borel-Weil-Bott(théorème III.3.1).Dans la partie III.4, on étudiera pour eux-mêmes les groupes de ohomologiedu faiseau strutural d'un groupe rédutif G à support dans les doubles lassesBgB� (g 2 G).Le hapitre IV onsiste à �xer les notations onernant les variétés régulièreset à donner une déomposition et des �ltrations, en tant que g�modules, desgroupes de ohomologie à support dans les ellules et dans ertaines B�orbitesdes faiseaux linéarisés, ohérents loalement libres (f. le lemme IV.4.1 et leorollaire IV.4.4.1).En�n, au ours du dernier hapitre, on énonera et démontrera le théorèmeprinipal de ette thèse sur la ohomologie des �brés en droites sur les ompati-�ations régulières des groupes rédutifs (théorème V.3.2), en ommençant parle as de la ompati�ation magni�que (théorème V.2.2).
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10 TABLE DES MATIÈRESDans e texte, K sera un orps algébriquement los et de aratéristique 0,on entendra par variété algébrique un shéma X , séparé, réduit et de type �nisur K et on notera par OX son faiseau strutural.
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Chapitre ILa ohomologie à supportOn va introduire dans e hapitre les groupes et les faiseaux de ohomolo-gie à support. On énonera leurs prinipales propriétés, qui serviront dans leshapitres suivants.La setion essentielle, ii, est la setion I.3 où l'on dé�nit le omplexe deGrothendiek-Cousin que l'on utilisera pour déterminer ertains groupes de o-homologie (dans les hapitres II, III et V).En guise de première approhe des termes du omplexe de Grothendiek-Cousin, on donne, dans la setion I.4, des ritères d'annulation des groupes deohomologie à support (f. le théorème I.4.1).La setion I.5 servira surtout au hapitre III, dans l'étude des groupes deohomologie à support du faiseau strutural d'un groupe rédutif (f. la setionIII.4).On terminera par le rapport entre les groupes de ohomologie à supportfermé et les groupes (( Ext )).Soient X un espae topologique et F un faiseau abélien sur X .I.1 Groupes de ohomologie à support (d'après[Ke78℄, [G67℄)I.1.1 Dé�nitionsSi Z est un fermé de X on dé�nit le groupe des setions de F à support dansZ : �Z(F) : = f� 2 F(X) : �jX�Z = 0g :Si Z2 � Z1 sont deux fermés de X , on remarque que�Z2(F) � �Z1(F)et on pose �Z1=Z2(F) : = �Z1(F)=�Z2(F) :Soit H iZ1=Z2(F) le i�ème groupe dérivé du fonteur �Z1=Z2( ) en F.Si Z est un sous-espae loalement fermé de X , on pose :H iZ(F) : = H iZ=Z�Z(F) (8 i � 0) :



12 CHAPITRE I. LA COHOMOLOGIE À SUPPORTOn notera parfois �Z = Z � Z le bord de Z.Remarques : Pour tout i � 0 :� H i;(F) = (0) ;� H iZ=;(F) = (0) ;� H iX(F) = H i(X;F) ;� si Z est ouvert, H iZ(F) = H i(Z;FjZ ) ;� si Z est réunion de deux ouverts disjoints : Z = Z 0 t Z 00, alors H iZ(F) =H iZ0(F)�H iZ00(F) ;� H iZ1=Z2(F) = H iZ1 n Z2(F��Z1 n Z2 ) (f. [Ke78, lemme 7.7℄).Si A est un anneau n÷thérien, ommutatif et unitaire, on dé�nit le fonteur�I( ) sur la atégorie des A�modules par :�I(M) = fm 2M : In:m = (0) pour un n � 0 g(pour tout A�moduleM) et on note H iI( ) le i�ème groupe du fonteur dérivéà droite orrespondant.Le rapport ave le début de la setion est donné par la proposition suivante :Proposition I.1.1 ([G67, théorème 2.3℄) Si M est un A�module et fM lefaiseau orrespondant sur le shéma SpeA, si I est un idéal de A et V (I) lefermé de SpeA assoié, alors :HqI (M) = HqV (I)(fM)pour tout q � 0.I.1.2 Quelques résultats préliminairesPour les deux lemmes suivants, on suppose que Z3 � Z2 � Z1 sont troisfermés de X .Lemme I.1.2 (d'exision [Ke78, lemme 7.9℄) Pour tout ouvert U de X quiontient Z1 �Z2 et pour tout i � 0, les morphismes induits par la restrition àU H iZ1=Z2(F) '�! H iZ1\U=Z2\U (FjU )sont des isomorphismes.Lemme I.1.3 (Grothendiek ([G67℄ et [Ke78, lemme 7.6℄))On a une suite exate longue :0! H0Z2=Z3(F)! H0Z1=Z3(F)! H0Z1=Z2(F)! H1Z2=Z3(F)! H1Z1=Z3(F)! H1Z1=Z2 (F)! : : :



I.2. FAISCEAUX DE COHOMOLOGIE À SUPPORT 13Remarque : Si Z1 = X et Z3 = ;, on obtient la suite exate longue :0! H0Z2(F)! H0(X;F)! H0(X n Z2;F��X n Z2 )! H1Z2(F)! : : :Exemple : Pour le fermé Z = f0g de l'espae a�neX = Ad ;on a : H if0g(OAd) = (0) si i 6= det : Hdf0g(OAd) = M�1;:::;�d<0K:x�11 : : : x�ddave la struture de K[x1; : : : ; xd℄�module où la multipliation des mon�mes estla multipliation usuelle sauf qu'on obtient 0 haque fois qu'apparaît un exposantpositif ou nul (f. [Ha68, p. 380 et proposition 11.9 e)℄ et [Ku, proposition 11.9e)℄). On utilisera aussi, à plusieurs reprises, le lemme suivant :Lemme I.1.4 Si X est une variété algébrique alors tout faiseau quasi ohérentsur X, F, qui est annulé par IY , l'idéal de dé�nition d'une sous-variété fermée,Y , de X y, peut être onsidéré omme un faiseau de OY�modules sur Y (et vieversa). Dans e as, on a pour haque paire Z1 � Z2 de sous-variétés ferméesde X et pour tout q � 0 :HqZ1=Z2(F) = HqZ1\Y=Z2\Y (FjY ) :Démonstration : Soit j : Y ,! X l'inlusion anonique. C'est une immer-sion fermée don un morphisme a�ne et les hypothèses sur F font que :j�j�F = F :Dès lors, grâe à une suite spetrale de Leray qui dégénère (f. [G62, V.3.2℄[Ke78, lemme p. 377℄) :8 q � 0; HqZ1=Z2(F) = HqZ1=Z2(j�j�F)= Hqj�1(Z1)=j�1(Z2)(j�F)= HqZ1\Y=Z2\Y (FjY ) : Q.e.d.I.2 Faiseaux de ohomologie à support (d'après[Ke78℄, [G67℄)I.2.1 Dé�nitionÉtant donnés deux fermés Z2 � Z1 de X , on dé�nit H iZ1=Z2(F) omme lefaiseau assoié au préfaiseau :U 7! H iZ1\U=Z2\U (FjU ) :ypar exemple F = OX=IY .



14 CHAPITRE I. LA COHOMOLOGIE À SUPPORTC'est aussi le i�ème faiseau dérivé (en F) du fonteur�Z1=Z2 ( )qui appliqué à un faiseau abélien G sur X est le faiseau �Z1=Z2(G) assoié aupréfaiseau U 7! �Z1\U=Z2\U (GjU ) :Si Z est un sous-espae loalement fermé de X , on dé�nit aussiH iZ(F) : =H iZ=Z�Z(F) :Remarque : Il existe aussi une version loale du lemme I.1.3 : si Z3 � Z2 �Z1 sont trois fermés de X , alors on a une suite exate :0!H 0Z2=Z3 (F)!H 0Z1=Z3(F)!H 0Z1=Z2(F)!H 1Z2=Z3(F)!H 1Z1=Z3 (F)!H 1Z1=Z2 (F)! : : :Lorsque F est un faiseau quasi-ohérent sur une variété algébrique X alorsle faiseau H iZ1=Z2(F) est aussi quasi-ohérents sur X , pour tout i � 0 (f.[Ke78, théorème 9.6 a)℄).I.2.2 Passage du loal au globalDans le as oùX est une variété algébrique ontenant deux fermés Z2 � Z1 etoù F est un faiseau quasi-ohérent sur X , il y a une suite spetrale onvergentequi ((relie)) les ohomologies loales et globales :Ep;q2 = Hp(X;H qZ1=Z2 (F))) Hp+qZ1=Z2 (F) :Si de plus, Z1 � Z2 est une sous-variété a�ne alors :Lemme I.2.1 ([Ke78, théorème 9.5 d)℄)�(X;H iZ1=Z2(F)) = H iZ1=Z2 (F)pour tout i � 0.(On rappelle la démonstration en annexes (f. A.1).)I.3 Complexe de Grothendiek-CousinVoii le théorème prinipal de ette partie sur les groupes de ohomologie àsupport :Théorème I.3.1 ([MuR℄,[Boz℄,[Ke78℄,[Ha66℄) Soit X � Z0 � Z1 � : : : �Zn � Zn+1 = ; une �ltration de X par des sous-espaes fermés.Pour haque triplet yZp+2 � Zp+1 � Zp, les p+ q�ièmes di�érentielles de lasuite exate longue du lemme I.1.3 dé�nissent des morphismesdp;q1 : Hp+qZp=Zp+1(F)! Hp+q+1Zp+1=Zp+2(F)yPar onvention, Zk = ; si k > n.



I.3. COMPLEXE DE GROTHENDIECK-COUSIN 15pour tout p � 0 et tout q 2 Z. Ces morphismes font partie d'une suite spetraleonvergente : Ep;q1 = Hp+qZp=Zp+1(F)) Hp+qZ0 (F) :En partiulier, pour q = 0, la suiteE�;01 : 0! H0Z0=Z1 (F) d0;01! H1Z1=Z2 (F) d1;01! : : : dn�1;01! HnZn(F) dn;01! 0est un omplexe : 'est le (( omplexe de Grothendiek-Cousin )).Si pour tout q 6= 0 le q-ième omplexe E�;q1 est nul, -à-d si :8 p; 8 q 6= 0; Hp+qZp=Zp+1(F) = (0) (✶) ;alors pour tout i � 0, H iZ0(X;F) est le i-ème groupe d'homologie de :E�;01 : 0! H0Z0=Z1(F) d0! H1Z1=Z2(F) d1! : : : dn�1! HnZn(F) dn! 0 :(On peut aussi voir A.2 pour la démonstration.)Remarques.� 1) On appelle le omplexe E�;q le q�ième omplexe deGrothendiek-Cousin assoié à F et à la �ltration X � : : : � Zp � : : :.2) On verra dans la setion suivante (f. le théorème I.4.1) que la ondition(✶) est véri�ée si :� X est une variété lisse irrédutible,� F est un faiseau loalement libre de OX�modules et� pour tout 0 � p � n, Zp�Zp+1 est vide ou est une sous-variété loalementfermée de X a�ne, lisse et de odimension pure p (-à-d dont toutes lesomposantes irrédutibles sont de odimension p).3) Lorsque Z0 = X et lorsque F est loalement libre, d'après [Ke78, théo-rèmes 9.5 d) et 10.5℄, il su�t que X soit de Cohen-Maaulay et que haqueZp � Zp+1 soit a�ne de odimension � i pour que (✶) soit véri�ée.Exemples :1) (f. [Ke78, introdution p. 311℄) Soient 0 et1 les points [0 : 1℄ et [1 : 0℄ dela droite projetiveP1 et, pour tout n 2 Z, soitLn le faiseauOP1(n:f1g)des frations rationnelles sur P1 qui ont un p�le d'ordre � n en 1 (ondérit ainsi tous les faiseaux inversibles sur P1 , à isomorphisme près).On a une �ltration : P1 � f1g � ; qui véri�e (ave les faiseaux Ln) laondition (✶), d'après la remarque 2.Le omplexe de Grothendiek-Cousin orrespondant est :0! �(A1;Ln) d0! H1f1g(Ln)! 0(où A1 est la droite a�ne P1 n f1g = f[x : 1℄ : x 2 Kg).Or : �(A1;Ln) = K[x℄ ; H1f1g(Ln) = H1f1g(Ln��P1 n f0g ) =Mj>nK:xj



16 CHAPITRE I. LA COHOMOLOGIE À SUPPORTet d0 est le morphisme :K[x℄ ! Lj>nK:xjxr 7! � xr si r > n0 sinon :On retrouve don les résultats suivants :8 n 2 Z; H0(P1;Ln) = M0�j�nK:xj et H1(P1;Ln) = Mn<j<0K:xj(en partiulier, H1(P1;Ln) = (0), n � �1).2) L'espae projetif assoié à l'espae vetoriel des matries d'ordre 2 :M(2;C) = �� a b d � : a; b; ; d 2 C�est : P3 : = �� a b d � : (a; b; ; d) 2 C4 n f0g� ;où l'on note entre rohets la lasse d'une matrie modulo les homothéties.On a une �ltration par les fermés suivants :Z0 : = P3 ;Z1 : = �� a b 0 � 2 P3� ;Z2 : = �� a 0 0 � 2 P3� ;Z3 : = �� a 00 0 � 2 P3� ;Z4 = ;.Pour tout 0 � i � 3, Zi n Zi+1 est isomorphe à l'espae a�ne A3�i.Suivant la remarque 2) i-dessus, il en résulte que pour haque faiseauL ,ohérent et loalement libre sur P3, le groupe de ohomologie H i(P3;L )est le i�ème groupe d'homologie du omplexe de Grothendiek-Cousin :0! H0A3(L )! H1A2(L )! H2A1(L )! H3A0(L )! 0 :Cet exemple sera ontinué plus loin (f. la page 29).� � �Lorsque, par exemple, X est une variété algébrique où agit un groupe (algé-brique) onnexe B dont le nombre d'orbites est �ni, il y a une façon partiulièrede onstruire une �ltration de X par des fermés :On pose pour tout i � 0, Zi la réunion des B�orbites de odimension � i.On a : X = Z0 � Z1 � : : : � ZdimX � ;.Il s'agit de fermés ar haque adhérene de B�orbite 
 est l'union de 
 etd'orbites de odimension > odim(
; X).



I.4. ANNULATION DE GROUPES DE COHOMOLOGIE À SUPPORT 17De plus haque orbite étant lisse, la variété Zi n Zi+1 = G
 de odimension i
est lisse et de odimension pure i (si elle n'est pas vide). Elle est a�ne si haqueorbite est a�ne ; 'est le as quand B est a�ne et résoluble (par exemple siB est un sous-groupe de Borel d'un groupe rédutif). Dans e as, la �ltra-tion i-dessus et n'importe quel faiseau L , ohérent et loalement libre surX véri�ent la ondition (✶) ; et en onséquene, pour tout i � 0, le groupede ohomologie H i(X;L ) est le i�ème groupe d'homologie du omplexe deGrothendiek-Cousin :0! : : :! M
 : odim(
;X)=iH i
(L ) di! M
 : odim(
;X)=i+1H i+1
 (L )! : : :! 0 :I.4 Annulation de groupes de ohomologie à sup-portOn suppose dans e paragraphe que X est une variété algébrique.Le théorème qui suit, démontré dans [Ke78, théorèmes 9.5 & 9.6℄, est un ré-sultat d'annulation des groupes de ohomologie à support. Il justi�e la remarqueno 2 du paragraphe préédent.Théorème I.4.1 Soient L un faiseau loalement libre sur X, que l'on supposeirrédutible et lisse, et C � X une sous-variété loalement fermée.� Si C est fermée, alors :H pC (L ) = (0) si p < odim(C;X) :� Si C est loalement fermée et a�ne, alors :HpC(L ) = (0) si p < odim(C;X) :� Si C est fermée et si son idéal de dé�nition IC est loalement engendrépar odim(C;X) éléments y, alorsH pC (F) = (0) si p > odim(C;X)pour tout faiseau quasiohérent F sur X.� Si C est loalement fermée, a�ne, si IC son idéal de dé�nition dansl'ouvert X��C, est loalement engendré par odim(C;X) éléments, alors :HpC(F) = 0 si p > odim(C;X)pour tout faiseau quasiohérent F sur X.En partiulier, si C est une sous-variété loalement fermée, a�ne, lisse et de o-dimension pure (toutes ses omposantes irrédutibles ont la même odimension),alors : HpC(L ) = 0 si p 6= odim(C;X) :y -à-d : 8 x 2 C, le loalisé (IC)x peut être engendré omme idéal par odim(C;X)éléments de OX;x.



18 CHAPITRE I. LA COHOMOLOGIE À SUPPORTRemarque : Le dernier point du théorème est faux si C n'est pas a�ne(même si C;X sont irrédutibles et lisses). Par exemple si on onsidère la droiteprojetive P1 omme un fermé de P2 via :P1 ! P2[x : y℄ 7! [0 : x : y℄alors (suivant les notations de [Ha97, �II.5.11℄), on a :H2P1(OP2(�3)) ' K 6= (0) :En e�et, d'après la remarque qui suit le lemme I.1.3, en posant L : =OP2(�3), on a une suite exate longue :: : :! H1(P2 n P1;L )! H2P1(L )! H2(P2;L )! H2(P2 n P1;L )! : : :Or P2 n P1 est isomorphe à l'espae a�ne A2 don :H1(P2 n P1;L ) = H2(P2 n P1;L ) = (0)et : H2P1(L ) ' H2(P2;L ) ' K(f. [Ha97, théorème II.5.1℄).Démonstration : 1. Si p < odim(C;X)La C�profondeur de L est profC(L ) : = infx2C profOX;x(Lx). C'est aussiinfx2C prof(OX;x) puisque L est loalement libre. C'est enore infx2C dim(OX;x)omme X est de Cohen-Maaulay.Don, d'après [Ha97, II, ex. 3.20℄, on a :profC(L ) = odim(C;X) = odim(C;X)de même, on a :prof�C(L ) = odim(�C;X) � odim(C;X) + 1 :Grâe au théorème 3.8 p. 44 de [G67℄, on en déduit que :H pC (L ) = 0H p+1�C (L ) = 0Or, on a une suite exate :H pC (L )!H pC (L )!H p+1�C (L )d'après la proposition 1.9 p. 9 de [G67℄. Ainsi : H pC (L ) = 0.2. Si p > odim(C;X)



I.5. POINTS ASSOCIÉS 19Selon [G62, Exposé III, lemme III.2℄, on a :H pC (FjX��C) = 0si IC est loalement engendré par odim(C;X) éléments.3. Si C est a�neIi, on suppose seulement que C est a�ne.D'après le lemme d'exision I.1.2 et le lemme I.2.1, les groupes de ohomo-logie globale véri�ent :HpC(F) = Hp(F��X n �C ) = �(X n �C;H pC (F��X n �C ))pour tout p � 0. 4. Cas généralSi X 0 est une variété algébrique irrédutible, lisse, et si C est une sous-variétéde X 0, fermée et lisse, alors les loalisés de l'idéal de dé�nition de C dans X 0,IC;x peuvent être engendrés par dimOX0;x � dimOC;x éléments d'après [Se75,orollaire du �IV.D.2℄ ou [Ha97, Chap. II, théorème 8.17℄. De plus, si C est deodimension pure  alors dimOX0;x � dimOC;x =  pour tout x 2 C. Q.e.d.Les paragraphes 3 et 4 i-dessus permettent de déduire les assertions globalesdu théorème à partir des loales.I.5 Points assoiésOn suppose enore que X est une variété algébrique irrédutible.Dans la suite on renontrera des morphismes :H iC(L )! H i+1C0 (L )où L est un faiseau loalement libre sur X et C;C 0 sont des sous-variétés de Xde odimensions respetives i et i+1. Voii un lemme qui donne une onditionnéessaire pour que de telles appliations ne soient pas nulles :Lemme I.5.1 Soient L un faiseau loalement libre et de rang �ni sur X, C;C 0des sous-variétés a�nes, lisses , irrédutibles et de odimensions respetives i eti+ 1 dans X.Étant donné un morphisme de OX�modulesd :H iC(L )!H i+1C0 (L ) ;si C 0 n'est pas inlus dans C, alors l'appliation induite sur les setions globales :d(X) : H iC(L )! H i+1C0 (L )est nulle.Pour démontrer e lemme, on va se servir de la struture de shéma de X : onva onsidérer des points de X , vue omme shéma, qui ne sont pas forément despoints de la variété (e sont plut�t des fermés irrédutibles de X). On rappelle :



20 CHAPITRE I. LA COHOMOLOGIE À SUPPORTI.5.1 Dé�nition et propriétés remarquablesDé�nition 1 Soit F un faiseau de OX -modules sur un shéma X. Pour haquex 2 X, on désigne par mX;x l'idéal maximal de l'anneau loal OX;x. Les pointsassoiés de F sont les points de l'ensembleAss(F) = fx 2 X : 9 � 2 Fx; Ann(�) = mX;xg:Si par exemple X est un shéma a�ne, SpeA, et p un idéal premier de A(p 2 X), alors p dé�nit un sous-shéma fermé Y de X dont le faiseau d'idéauxest : IY = pOX . Dans e as, Ass(OX=IY ) = fpg.Proposition I.5.2 ([G67, Lemme 5.3℄) Soient X un shéma loalement n÷-thérien et Y un fermé de X. Si F est un faiseau ohérent sur X tel que8 y 2 Y; profOX;yFy � i;alors : Ass(HiY (F)) � fy 2 Y j profOX;y (Fy) = ig:Corollaire I.5.2.1 Si C est une sous-variété a�ne, lisse, irrédutible et deodimension  dans une variété algébrique, irrédutible et lisse, X, et si L estun faiseau loalement libre de rang �ni sur X, alors :Ass(H C (L )) � fggoù g est le point générique de C dans X.Démonstration : Si C est ferméalors pour tout y 2 C,profOX;y (Ly) = profOX;y (OX;y) ar L est loalement libre= dimOX;y ar X est lisse� dimX � dim y d'après [Ha97, ex. II.3.20℄� dimX � dimC = ave égalité seulement si y = C, -à-d seulement si y = g.En partiulier, ny 2 C : profOX;y = o � fgget il su�t d'appliquer la proposition i-dessus (I.5.2).Avant d'ahever la démonstration de e orollaire, dans le as où C est seule-ment loalement fermée, remarquons que la propriété de posséder au plus unpoint assoié a des onséquenes très fortes :Proposition I.5.3 Si F est un faiseau quasi-ohérent de OX -modules sur unshéma loalement n÷thérien, X, et s'il existe un point g 2 X tel queAss(F) � fggalors pour haque y 2 fgg, l'appliation :ry : � �(X;F) �! Fy� 7�! �yest injetive.



I.5. POINTS ASSOCIÉS 21Démonstration : Si y 2 fgg, on a un diagramme ommutatif :�(X;F) //rg
##G

G
G

G
G

G
G

G
G

FyFgOOIl su�t don de montrer que rg est injetive. Soit s 2 ker(rg).1er as : si X est a�ne et si l'anneau �(X;OX) est n÷thérien ;on pose M = �(X;F) et A = �(X;OX). On a :9 a 2 A� g; a:s = 0:(I.1)Si s 6= 0 l'idéal Ann(s) est propre. Comme A est n÷thérien, la famillefAnn(�)j� 2M;Ann(s) � Ann(�) � Agadmet un élément maximal Ann(t). L'idéal p = Ann(t) est alors premier. Deplus, l'image t1 de t dans Fp =Mp véri�e :pAp = Ann( t1):Par onséquent, p 2 Ass(F) et p = g.Or, d'après (I.1), a 2 Ann(s) � Ann(t) = ge qui est absurde.Cas général : On peut reouvrir X par des ouverts a�nes Ui isomorphes àdes spetres d'anneaux n÷thériens. PuisqueAss(FjUi) = Ass(F)\Ui;si g 2 Ui, le premier as montre que sjUi = 0 ; sinon g 62 Ui et on a :; = Ass(FjUi) � fzg (8z 2 Ui) ;on en déduit enore grâe au premier as que sjUi = 0.Par onséquent, s = 0. Q.e.d.I.5.2 Fins des démonstrations du orollaire I.5.2.1 et dulemme I.5.1Soit F : =H C (L ).Si x 2 C, alors tout ouvert ontenant x est aussi un voisinage de g (le pointgénérique de C). D'où une appliation :� : Fx ! Fg :� est injetive : en e�et, soient W un ouvert de X qui ontient C ommefermé et U un voisinage ouvert, a�ne, quelonque de x. Si � 2 F(U) et si



22 CHAPITRE I. LA COHOMOLOGIE À SUPPORT�(�x) = �g = 0, alors il existe un ouvert a�ne V ontenant g inlus dans U \Wtel que : �jV = 0 :Or,F(U) = HC\U (L jU ); F(V ) = HC\V (L jV ) et F(U \W ) = HC\U (L jU\W )ar C \U est a�ne (f. le lemme I.2.1). Don, le diagramme suivant ommute :HC\U (L jU )r '
��

e� // HC\V (L jV )HC\U (L jU\W ) s 66mmmmmmmmmmmmm(e�; r; s sont les restritions ad ho).En onséquene, �jV = e�(�) = s(r(�)) = 0) r(�)g = 0.Mais r est une bijetion en raison du lemme d'exision (I.1.2). De plus,omme C \ U est fermé dans U \W ,Ass(FjU\V ) � fggd'après la première partie de ette démonstration.La proposition I.5.3 permet de onlure sur l'injetivité de � ar :r(�)g = 0) r(�) = 0) � = 0) �x = 0 :Finissons de montrer que Ass(F) � fgg.Notons, pour tout y 2 X , mX;y l'idéal maximal de l'anneau loal OX;y.Soit x 2 Ass(F). On a x 2 supp(F) ; don x 2 C. Soit �x 2 Fx tel que :Ann(�x) = mX;x :Comme �x 6= 0, �g 6= 0 ar � est injetive. D'où :Ann(�g) � mX;get en partiulier : 8 ax 2 mX;x; ag 2 mX;g :Soit U = SpeA un voisinage ouvert, a�ne de x.x 2 C = fgg ) g 2 Ux et g sont des idéaux premiers de A véri�ant :x � g(ar x 2 fgg ) et : 8 a1 2 xAx; a1 2 gAg :On en déduit que pour tout a 2 x; a 2 g et don que x � g.



I.6. COHOMOLOGIE À SUPPORT ET (( EXT )) 23En onlusion, x = g. Q.e.d.On démontre maintenant le lemme I.5.1 :si C 0 n'est pas inlus dans C et si � 2 HC(L ) = �(X;H C (L )) (f. le lemmeI.2.1), on va montrer que d(X)(�) = 0.On hoisit x 2 C 0 n C, on a :(H C (L ))x = (0) ( ar x 62 C)) (d(X)(�))x = dx(�x) = 0 :Or x 2 C 0 � fgg, où g est le point générique de C 0, don d'après la propositionI.5.3 : (d(X)(�))x = 0) d(X)(�) = 0 Q.e.d.I.6 Cohomologie à support et (( Ext ))Le théorème suivant, dû à Grothendiek, peut être vu omme une dé�nitionéquivalente des groupes de ohomologie à support :Théorème I.6.1 ([G67, théorème 2.8℄) Si X est une variété algébrique etY une sous-variété fermée (de X), d'idéal de dé�nition IY , alors pour toutfaiseau F, quasi ohérent sur X, on a des isomorphismes :8 i � 0; lim�!n�0ExtiOX (OX=InY ;F) ' H iY (F)8 i � 0; lim�!n�0ExtiOX (OX=InY ;F) 'H iY (F) :Sous les hypothèses du théorème, dé�nissons en�n le faiseau ano-nique de Y dans X : !Y=Xdont on aura besoin à plusieurs reprises dans la suite.Dé�nition 2 ([Ha66, �III.1, dé�nition p. 140℄) Si n est la odimensionde Y dans X et NY=X : = (IY =I2Y )_ le faiseau normal de Y sur X, alors onpose !Y=X : = VnNY=X ( _ désigne le dual des faiseaux de OY�modules).C'est un faiseau ohérent sur Y .Remarque : Pour toute variété lisse irrédutible, X , on note 
X=K sonfaiseau des di�érentielles (f. [Ha97, dé�nition �II.8.9℄) et !X : = VdimX 
X=Kson faiseau anonique (ou faiseau dualisant).Si Y et X sont lisses et irrédutibles, alors !Y=X est un faiseau inversiblesur Y et : !Y=X = ExtnOX (OY ;OX) = !Y 
OX!_X(f. [Ha66, remarque 1 du �II.1, p.141, proposition III.7.2 et théorème III.7.11℄).



24 CHAPITRE I. LA COHOMOLOGIE À SUPPORT� � �Terminons le hapitre ave la proposition suivante :Proposition I.6.2 Soit X une variété lisse irrédutible.Si Y est une sous-variété de X, lisse, fermée et irrédutible, de odimension et d'idéal de dé�nition I, alors pour tout faiseau quasi ohérent F :8 n � 0; 8 i > ; ExtiOX (OX=In;F) = (0) :Si, de plus, X est a�ne, alors on a aussi :8 n � 0; 8 i > ; ExtiOX (OX=In;F) = (0)(pour tout faiseau quasi ohérent F).Démonstration : De la suite exate ourte :0! In=In+1 ! OX=In+1 ! OX=In ! 0provient une suite exate longue :(333) : : :! ExtiOX (OX=In;F)! ExtiOX (OX=In+1;F)! ExtiOX (In=In+1;F)! : : :Or, omme Y est lisse, pour tout x 2 X , l'idéal Ix peut être engendré par éléments et le loalisé Inx=In+1x est un OY;x�module libre de rang �ni (f. [Ha97,théorème 8.17 et 8.21A(e)℄ et [Ma70, p. 110℄).Le omplexe de Koszul donne alors une résolution, de longueur , de Inx=In+1x :0! L ! : : :! L0 ! Inx=In+1x ! 0par des OX;x�modules libres (f. [Ma70, théorème 43 p. 135 et orollaire℄).On en déduit, gâe à [Ha97, prop. III.6.5℄, que pour tout i >  :ExtiOX;x(Inx=In+1x ;Fx) = hi(HomOX;x(L�;Fx)) = (0) :Mais alors, pour tout x 2 X et tout i > , les loalisés :�ExtiOX (In=In+1;F)�xsont nuls (f. [Ha97, prop. III.6.8℄).Ainsi : 8 n � 0; 8 i > ; ExtiOX (In=In+1;F) = (0) :En reportant ela dans la suite exate (333), on trouve des morphismessurjetifs :8 i > ; 8 n � 0; ExtiOX (OX=In;F) �� ExtiOX (OX=In+1;F) :Après une réurrene sur n, on en déduit que pour tous i >  et n � 0 :ExtiOX (OX=In;F) = (0) :� � �Dans le as où X est a�ne, on utilise que :8 n; 8 i; ExtiOX (OX=In;F) = �(X;ExtiOX (OX=In))(f. [Ha97, ex. III.6.7℄). Q.e.d.



25
Chapitre IIAtions de toresPour une variété algébrique sur laquelle agit un tore T , les groupes de o-homologie à support T�invariant des T�faiseaux sont des T�modules. Leurstruture est onnue si on sait aluler leur aratère. On étudiera es derniersdans le as où le support est une ellule de Bialyniki-Birula (f. la setion II.3)et dans le as des faiseaux inversibles sur les variétés toriques.II.1 ToresUn tore est un groupe algébrique isomorphe à (K�)m pour un m � 0.Pour un tore T , l'ensemble des morphismes de groupes algébriques � : T !K� forme un groupe pour la multipliation point par point : 'est le réseauX�(T ) des aratères de T . On dé�nit de même X�(T ) le réseau des sousgroupes à un paramètre de T formé des morphismes de groupes algé-briques � : K� ! T .On note additivement les multipliations dans X�(T ) et X�(T ) :8 �; �0 2 X�(T ); 8 �; �0 2 X�(T ); 8 t 2 T; 8 z 2 K�;(�+ �0)(t) = �(t)�(t0) et (� + �0)(z) = �(z)�0(z) :X�(T ) et X�(T ) sont en dualité via le rohet :h ; i : � X�(T )�X�(T ) �! Z� ; � 7�! h�; �idé�ni par : 8 z 2 K�; �(�(z)) = zh�;�i.Jusquà la fin du hapitre T désignera un tore.II.2 Caratères des T�modulesII.2.1 CaratèresSi M est un T�module rationnel, M se déompose en une somme direted'espaes popres M = ��2X�(T )M�



26 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESoù M� : = fm 2M : 8 t 2 T; t:m = �(t)mg. On dit que la dimension de l'es-pae vetoriel M� est la multipliité de �.Si M� 6= (0), on dit que � est un poids de M ; on note P(M) l'ensembledes poids de M omptés ave leur multipliité.Lorsque tous les M� sont de dimension �nie, on dit que M admet unaratère ou queM est admissible. On peut alors dé�nir une appliation :[M ℄ : � X�(T ) �! Z� 7�! dim(M�)'est le aratère de M . On introduit les appliationse� : 8<: X�(T ) �! Z� 7�! � 1 si � = �0 sinonet on onvient d'érire [M ℄ omme une somme formelle[M ℄ = X�2X�(T ) dim(M�)e� :Remarques : Soit h l'algèbre de Lie de T .� On identi�e X�(T ) ave un sous-groupe de h� via :X�(T ) �! h�� 7�! d�j1et X�(T ) ave un sous-groupe de h via :X�(T ) �! h� 7�! d�j1(1) :� Si M est un h�module, on noteraM� : = fm 2M : 8H 2 h; H:m = �(H)mgl'espae propre assoié à un � 2 h�. Contrairement au as des T�modules,M n'est pas forément égal àL�2h�M�. On dira queM est admissiblesi : M = M�2h�M�et si tous les M� sont de dimension �nie. Dans e as, on notera enore[M ℄ : h� ! Zle aratère du h�module admissible M .Pour un T�module M de dimension �nie, on notera M� son dual res-treint : 'est le dual de l'espae vetoriel M où T agit ainsi :8 t 2 T; 8 n 2M�; 8m 2M; t:n(m) = n(t�1:m) :



II.2. CARACTÈRES DES T�MODULES 27II.2.2 Produit tensorielÉtant donnés deux T�modules, M et N , qui ont haun un aratère, leT�module M 
N n'a un aratère que si pour tout � 2 X�(T ), l'ensemblef(�; �) 2 P(M)� P(N) : �+ � = �gest �ni.On va rappeler une ondition su�sante (sur P(M) et P(N)) pour que ettepropriété soit véri�ée.On �xe un sous-groupe à un paramètre � et une famille �nie f�1; : : : ; �kgde aratères tels que : h�i; �i > 0pour tout i. On pose Q : =Pki=1N�i.Si f 2 ZX�(T ), on appelle support de f l'ensemblesuppf = f� 2 X�(T ) : f(�) 6= 0g :Soit Z[[X�(T )℄℄ l'ensemble des f 2 ZX�(T ) dont le support est ontenu dans uneréunion �nie d'ensembles de la forme� �Q (� 2 X�(T ))(� et les �i sont �xés, seul � varie).Si f; g 2 Z[[X�(T )℄℄, alors le produitf � g : 8<: X�(T ) �! Z� 7�! X�+�=� f(�)g(�)est bien dé�ni y en raison de la ondition sur les supports (f. [Di, �7. 5.1℄). Enpartiulier, si P(M) et P(N) sont inlus dans une réunion �nie d'ensembles dela forme � �Q, [M 
N ℄ existe.Si �; � 2 X�(T ) ave � 6= 0, on pose pour abréger :e�1� e� : =Xk�0 e�+k� 2 ZX�(T ) :On s'aperçoit que e�1� e� 2 Z[[X�(T )℄℄ si h�; �i < 0.Don, plus généralement, si M est un T�module de dimension �nie donttous les poids � véri�ent : h�; �i < 0on peut dé�nir : e�Q�2P(M)(1� e�) 2 Z[[X�(T )℄℄ :Si � = 0, 'est le aratère de l'algèbre symétrique de MS(M) : =Mn�0SnMyPour ette multipliation et pour +, Z[[X�(T )℄℄ est un anneau.



28 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESautrement dit : P(S(M)) =8<: X�2P(M)n�:� : 8 �; n� 2 N9=;où la multipliité d'un poids � 2 P(S(M)) est le nombre de suites (n�)�2P(M)telles que P� n�� = �.On notera aussi �(M) : =Ln�0 �nM l'algèbre extérieure de M . C'est unT�module dont le aratère est :Y�2P(M)(1 + e�) :On va exprimer ave es notations le aratère de ertains groupes de oho-mologie à support.On adoptera les mêmes notations (S(M); �M; e�1� e� ; Z[h�℄; Z[[h�℄℄; P(M),le produit, le support) pour les h�modules admissibles.II.3 Cellules de Bialyniki-BirulaSoit X une variété algébrique omplète, lisse et irrédutible. On supposequ'un tore T agit (algébriquement) sur X et que l'ensemble XT des points �xesest �ni.On va introduire des sous-variétés deX , ou ellules, isomorphes à des T�mo-dules.Il existe un sous-groupe à un paramètre � de T tel que XT = X� (l'ensembledes points �xes de �) (f. [BB73, lemme 2.3℄).Quand x 2 XT , TxX est un T� module. On dé�nit sa partie positive :TxX+ : =M� (TxX)�somme des espaes propres de poids � tel que h�; �i > 0 et sa partie négative :TxX� : = ��(TxX)�somme des espaes propres de poids � tel que h�; �i < 0.Comme X� est �ni, TxX = (TxX)+ � (TxX)� (f. [BB73, théorème 4.1℄).II.3.1 Déomposition ellulaireA. Bialyniki-Birula a dé�ni dans [BB73℄ une déomposition de X en uniondisjointe de sous-variétés loalement fermées et T�invariantes (f. aussi [Ko℄) ;on rappelle ii ette onstrution.Comme X est omplète, pour haque x 2 X , le morphisme�x : � K� �! Xa 7�! �(a):xse prolonge à la droite projetive :e�x : P1 ! X



II.3. CELLULES DE BIALYNICKI-BIRULA 29de manière unique.On pose lima!0 �(a):x : = e�x(0) et lima!1 �(a):x : = e�x(1)ave 0 : = [0 : 1℄ et 1 : = [1 : 0℄ 2 P1.On assoie à haque point �xe x 2 XT une ellule de Bialyniki-birula C(x) : = fy 2 X : lima!0 �(a):y = xg :Exemple : On poursuit l'étude de l'exemple 2) page 16.Soient X : = P(M(2;C)) = �� a b d � : (a; b; ; d) 2 C4 n f0g� et T : =�� x 00 1 � : x 2 K�� un tore maximal de PGL(2;C).X est une T �T�variété et même une PGL(2;C)�PGL(2;C) variété pourl'ation :8 g1; g2 2 PGL(2;C); 8M 2M(2;C); (g1; g2):[M ℄ = [g1:M:g2�1℄ :Soit le sous-groupe à un paramètre � : 8<: C� �! T � Tz 7�! (� z 00 1 � ; � z�2 00 1 �) .Pour tout z 2 C�, on a :�(z): � a b d � = � z 00 1 �� a b d � � z2 00 1 �= � z3a zbz2 d �On en déduit :� �(z): � a b 0 � = � z2a bz 0 �� �(z): � a 0 0 � = � za 0 0 �� �(z): � a 00 0 � = � 1 00 0 �.Il en résulte que :
limz!0 �(z): � a b d � =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

x0 : = � 0 00 1 � si d 6= 0x1 : = � 0 10 0 � si d = 0 et b 6= 0x2 : = � 0 01 0 � si b = d = 0 et  6= 0x3 : = � 1 00 0 � si b =  = d = 0 :Ces points sont les points �xes de X pour T � T (et pour �) et on a :8 0 � i � 3; C(xi) = Zi n Zi+1 ' A3�i



30 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORES(suivant les notations de l'exemple 2) page 16).� � �De retour au as général, voii les prinipales propriétés des ellules deBialyniki-Birula :Théorème II.3.1 ([BB73, théorèmes 2.1, 2.5, 4.1, 4.3℄)1o Pour tout x 2 XT , C(x) est une sous-variété loalement fermée de X.2o Pour tout x 2 XT , il existe un voisinage ouvert U de x qui est a�ne,T�invariant, et un morphisme T�équivariant� : U ! TxXvéri�ant :� �(x) = 0 ;� ��1((TxX)+) = C(x) (il en résulte que C(x) est fermé dans U) ;� d�jx = idjTxX ;et induisant un isomorphisme :���C(x) : C(x) '! (TxX)+ :En partiulier, C(x) est isomorphe à un espae a�ne ave ation linéaire deT . 3o On a la déomposition (( ellulaire )) : X = Gx2XT C(x).Pour la démonstration, f. aussi [Ko℄Soient x 2 XT et IC(x)=I2C(x) le faiseau onormal de C(x) dans U (f. [Ha97,Déf.II �8.9.1℄). C'est un faiseau loalement libre sur C(x), les variétés C(x) etX étant lisses (f. [Ha97, II théorème 8.17℄).C'est aussi un faiseau T�linéarisé sur C(x) : rappelons qu'étant donnée unevariété algébrique V munie de l'ation d'un tore T , on dit qu'un faiseau F, quasiohérent sur X , est T�linéarisé, si pour tout ouvert U de X , T�invariant,le groupe des setions F(U) est un T�module rationnel et si es strutures deT�modules rendent les restritions et les morphismesOX (U)
k F(U)! F(U)T�équivariants y. On dit également que F est un T�faiseau. Pour un tel fais-eau, les �bres Fjx en les points x 2 XT sont des T�modules rationnels.On note �IC(x)=I2C(x)�_ : = HomOC(x)(IC(x)=I2C(x);OC(x))le dual du faiseau onormal : 'est le faiseau normal de C(x) dans X .Corollaire II.3.1.1 On a un isomorphisme de T�modules et de O(C(x))�mo-dules : ��C(x); (IC(x)=I2C(x))_� ' S((TxX)�+)
K(TxX)� :yCommeX admet un reouvrement par des ouverts a�nes T�invariants (f. [Su, orollaire2℄) ei oïnide ave la dé�nition usuelle des faiseaux T�linéarisés de [Ke78; x1℄.



II.3. CELLULES DE BIALYNICKI-BIRULA 31Démonstration : On pose N : = �IC(x)=I2C(x)�_. Il su�t de montrer queNjx = (TxX)� :Or, puisque C(x) est un fermé lisse de U , qui est lisse aussi, d'après [Ha97,hapitre II, �8, Appliations℄, on a une suite exate de OC(x)�modules (T�liné-arisés) : 0! TC(x) ! TU 
OUOC(x) ! N! 0où TC(x) et TU sont les faiseaux tangents de C(x) et U .En prenant les �bres en x, on trouve une suite exate :(�) TC(x)jx ! TU jx ! Njx ! 0 :Mais, TC(x)jx = TxC(x) et TU jx = TxU = TxX sont les espaes tangents deC(x) et X en x (f. [Ke93, lemme 6.3.3℄).Grâe au théorème II.3.1, on sait que l'appliation :TxC(x)! TxXest l'injetion anonique (TxX)+ ! TxX . D'où, en raison de (�), un isomor-phisme de T�modules : TxX=(TxX)+ ' Njx :Comme TxX = (TxX)� � (TxX)+, on a Njx ' (TxX)�. Q.e.d.On va maintenant estimer le aratère de ertains groupes de ohomologie àsupport dans es ellules en utilisant notamment le orollaire préédent.II.3.2 Cohomologie à support dans des ellules de Bialyni-ki-BirulaDans la setion préédente, on a vu en partiulier que les ellules C(x) sontdes espaes a�nes. Don, étant donné un faiseau L loalement libre et de rang�ni sur X , on sait (f. hapitre I, théorème I.4.1) que les groupes H iC(x)(L )sont nuls si i 6= odim(C(x); X). On va maintenant s'intéresser au degré i =odim(C(x); X).En général, si F est un faiseau T�linéarisé sur X (f. la setion préédente),alors les groupes de ohomologie à support H iC(x)(F) sont des T�modules ra-tionnels (f. [Ke78℄).Pour le théorème suivant, on introduit une relation d'ordre (partiel) sur lesaratères : si [M ℄ et [M 0℄ sont des aratères de T�modules, on érira[M ℄ � [M 0℄si pour tout � 2 X�(T ), dimM� � dimM 0�.Cela étant posé, on a :Théorème II.3.2 Soient F un faiseau ohérent et T�linéarisé sur X, x 2 Xun point �xe de T et  la odimension de la ellule C(x) dans X. Le T�moduleHC(x)(F) a un aratère et :



32 CHAPITRE II. ACTIONS DE TOREShHC(x)(F)i � P�2P(Fjx ) e�+!Q�2P(TxX+)(1� e��):Q�2P(TxX�)(1� e�)où ! est le poids de V(TxX�) ('est aussi le poids de !C(x)=X jx ).C'est une égalité quand F est loalement libre.Remarque : P�2P(Fjx ) e�+!Q�2P(TxX+)(1� e��):Q�2P(TxX�)(1� e�)est le aratère deS(TxX+)�
KS(TxX�)
K^(TxX�)
KF jx :Exemple : Soit U un sous-groupe unipotent maximal d'un groupe rédutifonnexe G. Soit T un tore maximal de G normalisant U . Notons par f� : � >0g = �+ l'ensemble des poids de l'algèbre de Lie T1U de U , pour l'ation de T .Si w 2 W , le groupe de Weyl de (G; T ), si on note w(U)+ : = wUw�1 \ Uet � : = 12P�>0 �, on retrouve le aratère suivant :[H l(w)w(U)+(OU )℄ = e��w(�)Q�>0(1� e�w(�)) :En e�et, après avoir ordonné �+, on obtient un isomorphisme de T�variétés :Q�>0 U� ' U(u�)�>0 7! Q�>0 u�où, d'une part, haque U� est un espae a�ne où T agit via le aratère � et,d'autre part, T opère sur U via :8 t 2 T; t:u : = tut�1 :Soit  un sous-groupe à un paramètre de T tel que : 8 � > 0; h�; i > 0.Le seul point �xe de T est 1 et la ellule de Bialyniki-Birula assoiée à 1 etau sous-groupe à un paramètre w() est :C(1) = fu 2 U : lima!0w()(a):u = 1g :Or : 8 a 2 K�; w()(a):(u�)�>0 = (ah�;w()iu�)�>0et h�;w()i > 0, hw�1(�); i > 0, w�1(�) > 0d'où : C(1) = f(u�)�>0 : 8 �; w�1(�) < 0; u� = 0g= Y�>0 : w�1(�)>0U� � f0gjf�>0 : w�1(�)<0gj



II.3. CELLULES DE BIALYNICKI-BIRULA 33= U \ wUw�1 \ U = w(U)+qui est de odimension l(w) dans U .D'après le théorème :[H l(w)w(U)+(OU )℄ = e!Q�2P((T1U)+)(1� e��):Q�2P(((T1U)�)(1� e�) :Mais, T1U = L�>0K:du� où haque du� est un veteur propre de T depoids � et: (T1U)� = M�>0 : w�1(�)<0Kdu�(T1U)+ = M�>0 : w�1(�)>0Kdu� :En partiulier, ! qui est le poids de Vl(w)(T1U)� est égal à :X�>0 : w�1(�)<0� = �� w(�) :Ainsi : [H l(w)w(U)+(OU )℄ = e��w(�)Q�>0(1� e�w(�))qui est le aratère d'un module de Verma (f. le hapitre III page 53).� � �Démonstration du théorème II.3.2 : Quitte à remplaer X par l'ouverta�ne et T�invariant U du théorème II.3.1 (quitte aussi à abandonner l'hypo-thèse que X est omplète qui n'intervient plus dans ette démonstration unefois que la ellule C(x) est dé�nie), on peut supposer que C(x) est fermée dansX . Si I : = IC(x) est l'idéal de dé�nition de C(x), on a :HC(x)(F) = lim�!n�0ExtOX (OX=In;F)et pour tout n � 0 une suite exate longue (de T�modules) :(��) : : :! ExtOX (OX=In;F)! ExtOX (OX=In+1;F)! ExtOX (In=In+1;F)! : : :dérivée de la suite exate ourte :0! In=In+1 ! OX=In+1 ! OX=In ! 0 :De ela, on déduit que siMn est l'image de ExtOX (OX=In;F) dans HC(x)(F)(8 n � 0), alors :� d'une part HC(x)(F) = Sn�0Mn ;� d'autre part, pour tout n � 0, Mn � Mn+1 ave Mn+1=Mn qui est unsous-quotient de Pn : = ExtOX (In=In+1;F).



34 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESEn partiulier, pour haque � 2 X�(T ), l'espae propre (Mn+1=Mn)� estde dimension � dimPn� . En fait, on va montrer que Mn�0Pn est un T�moduleadmissible (ou à aratère) et on onlura que :HC(x)(F) a un aratère �Xn�0[Pn℄ :Puisque les variétés C(x) et X sont lisses, le faiseau :(In=In+1)_ = Sn(I=I2)_ = SnNest loalement libre sur X (f. [Ha97, théorème 8.17℄ et [Ma70, p. 110℄). De plus,omme C(x) est isomorphe à un espae a�ne, on a à l'aide de [Ha66, dé�nitionb) du hapitre III, �1 et proposition 7.2, hapitre III℄ :Pn = ExtOX (In=In+1;F)= !C(x)=X(C(x)) 
O(C(x))F��C(x) (C(x)) 
O(C(x))SnN(C(x))(où !C(x)=X =^N est le faiseau anonique de C(x) dans X)= !jx
KSnNjx
KF(C(x))où !jx = VNjx = V((TxX)�) est la �bre en x de !C(x)=X .Or, F(C(x)) est l'image de O(C(x))
KFjx par un morphisme T�équivariant ;il su�t en e�et, d'après le lemme de Nakayama, de hoisir des T�veteurspropres dans F(C(x)) qui relèvent une base de la �bre Fjx . Il s'ensuit que sonaratère satisfait à l'inégalité :(33) [F(C(x))℄ � [O(C(x))℄ � [Fjx ℄� [S((TxX)�+)℄ � [Fjx ℄(le � désigne le produit des aratères dé�ni dans la setion II.2.2).On a ainsi :8 n � 0; [Pn℄ � e! � [Fjx ℄ � [S((TxX)�+)℄ � [SnNjx ℄et Mn�0Pn admet un aratère véri�ant :[�n�0Pn℄ =Xn�0[Pn℄ � e! � [Fjx ℄ � [S((TxX)�+)℄ �Xn�0[SnNjx ℄� e! � [Fjx ℄ � [S((TxX)�+)℄ � [S(Njx )℄� e! � [Fjx ℄ � [S((TxX)�+)℄ � [S((TxX)�)℄� e! � X�2P(Fjx ) e� � 1Q�2P(TxX+)(1� e��) � 1Q�2P(TxX�)(1� e�) :Lorsque F est loalement libre,Ext�1OX (In=In+1;F) = 0



II.3. CELLULES DE BIALYNICKI-BIRULA 35d'après [G67, proposition 3.7℄ ar profC(x)F = profC(x)OX =  et :Ext+1OX (OX=In;F) = 0suivant la proposition I.6.2.Don, il résulte de la suite (��) une suite exate ourte :0! ExtOX (OX=In;F)! ExtOX (OX=In+1;F)! ExtOX (In=In+1;F)! 0 :Par onséquent, HC(x)(F) = [n�0Mnave Mn : = ExtOX (OX=In;F) et Mn+1=Mn = Pn = ExtOX (In=In+1;F).D'où : [HC(x)(F)℄ =Xn�0[Pn℄= e! � X�2P(Fjx ) e� � 1Q�2P(TxX+)(1� e��) � 1Q�2P(TxX�)(1� e�)ar l'inégalité (33) est, dans e as, une égalité. La raison en est que C(x) étantun espae a�ne et F un faiseau loalement libre, F(C(x)) est un O(C(x))�mo-dule libre (f. par exemple [Is, appendie, prop. 8℄). Q.e.d.Remarque : Ce théorème est démontré aussi dans [Wu℄. Pour le as où Xest un T�module et C(x) un sous-T�module, f. aussi [Ke78, théorème 11.9e)℄.Du théorème II.3.2, on utilisera surtout le as d'égalité mais aussi l'inégalitépar l'intermédiaire du orollaire suivant :Corollaire II.3.2.1 Soient C une ellule de Bialyniki-Birula de X de odi-mension  et F un fermé T�stable de X, d'idéal de dé�nition I.Si F \C 6= ;, alors pour tout faiseau F, ohérent et T�linéarisé sur X, ona : lim �n�0HC(F
OXIn) = (0) :Démonstration : Comme lim �n�0HC(F 
OXIn) est un T�module, il su�t demontrer que pour tout aratère � 2 X�(T ),(lim �n�0HC(F
OXIn))� = (0)-à-d que pour haque � 2 X�(T ), il existe N� tel que :8 n � N�; (HC(F
 In))� = (0) :On �xe � 2 X�(T ) et on suppose que :(�) HC(F
 In)� 6= (0) :Soit x 2 XT tel que C = C(x) est la ellule de Bialyniki-Birula assoiée àx et au sous-groupe à un paramètre � (f. le début de la setion II.3).



36 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESSoit ! omme dans le théorème. D'après e dernier :[S(TxX+)�℄:[S(TxX�)℄:[^(TxX�)℄:[Fjx ℄(�) > 0 :Don, il existe un poids � de F
 Injx véri�ant :(��) �+ ! + Æ1 + Æ2 = �pour ertains poids Æ1, Æ2 de, respetivement, S(TxX+)� et S(TxX�). Or:P(S(TxX+)�) + P(S(TxX�)) =X� N:�où � parourt l'ensemble de poids �P(TxX+)SP(TxX�).En partiulier, si l'on note Æ : = Æ1 + Æ2, alors hÆ; �i � 0 et d'après (��), ona : � = �� ! � Æ) h�; �i � h�� !; �i (� � �) :Or, (F
In)jx = Fjx 
OX jx Injx et Injx est une image T�équivariante de Sn(Ijx ).Soient �1; : : : ; �q les poids de Ijx . Comme F \C(x) est un fermé non vide etT�stable de C(x), I��C(x) (C(x)) est un idéal propre et T�invariant de O(C(x))d'où : I��C(x) (C(x)) �Mk>0 Sk((TxX)�+) :Il en résulte que les �i sont ((stritement négatifs)) au sens où h�i; �i < 0 pourtout i.Cela étant dit, il existe a1; : : : ; aq 2 N et un poids f de Fjx tels que :a1 + : : :+ aq = n et � = a1�1 + : : :+ aq�q + f :Par onséquent :(� � �)) a1h�1; �i + : : :+ aqh�q ; �i � h�� ! � f; �i) n� � �h�� ! � f; �ioù �� : = maxfh�i; �i : 1 � i � qg < 0 et �nalement, si M : = maxf�h� �! � f; � : f 2 P(Fjx g, n � M� :On peut don hoisir N� : = M� + 1 pour que :8 n � N�; (HC(F
 In))� = (0) : Q.e.d.



II.4. VARIÉTÉS TORIQUES 37II.4 Variétés toriquesÉtant donnés un faiseau inversibleL sur une variété toriqueX et une �ltra-tion (( bien hoisie )) (f. la setion II.4.7), le omplexe de Grothendiek-Cousinassoié (f. le théorème I.3.1) est omposé de modules dont on peut aluler learatère. On va ainsi retrouver les aratères des groupes de ohomologie deL sur X .Au hapitre V, on généralisera e résultat aux ompati�ations des groupesrédutifs.En fait, pour un faiseau inversible sur une variété torique, on va déterminerles aratères de ses groupes de ohomologie à support dans toute sous-variétéinvariante par le tore. On obtiendra une expression ave les données ombina-toires du faiseau et de la variété (f. les théorèmes II.4.2 et II.4.4).On utilise les notations de [Is℄ et [O88℄, rappelées i-dessous.II.4.1 ÉventailsSoit N ' Zr un réseau de rang r et de dual M : = N_.On pose :NR : = N 
Z R ;MR : =M 
Z R ;h ; i :MR �NR ! R le rohet de dualité ;T : = TN : = N 
Z K� = HomZ(M;K�) le tore assoié à N y.bm : TN ! K� le aratère qui est l'évaluation en m 2M z ;n : � K� �! TNz 7�! n
 z le sous-groupe à un paramètre assoié à n 2 N . xOn appellera �ne deN tout �ne stritement onvexe, rationnel et polyédralde NR (f. [O88, �1.1℄). Pour un tel �ne �, soient :R� : = � + (��) le plus petit sous-espae de NR ontenant � ;dim� : = dimR� et odim� : = r � dim� ;int � l'intérieur relatif de � ;�_ : = fm 2MR : 8 n 2 �; hm;ni � 0g le �ne dual ;int �_ : = fm 2MR : 8 n 2 � n f0g; hm;ni > 0g l'intérieur de �_ ;�? : = fm 2MR : 8 n 2 �; hm;ni = 0g ;S� : =M \ �_.yOn identi�e n
 a 2 N 
Z K� ave le morphisme m 2M 7! ahm;ni 2 K�zL'appliation m 7! bm est un isomorphisme entre M et le réseau des aratères de T .xL'appliation n 7! n est un isomorphisme entre N et le réseau des sous-groupes à unparamètre de T .



38 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESLe monoïde S� est de type �ni d'après le lemme de Gordan (f. [O88, 1.1.(ii)℄)et saturé (-à-d que si  2 N� et m 2M , alors :m 2 S� entraîne que m 2 S�).Par onséquent, la K�algèbre M�graduée assoiée :K[S� ℄ : = Mm2S�Kbmdont la multipliation est dé�nie par linéarité et par :8m; m0 2M; bm � m0 = dm+m0 ;est intégralement lose et de type �ni. C'est don l'algèbre des fontions régu-lières d'une variété a�ne normale, 
�, dont les points sont les morphismes deK�algèbres : K[S� ℄! K :Ceux-i s'identi�ent aux appliations :f : S� ! Ktelles que : f(0) = 1 et 8m; m0 2 S�; f(m+m0) = f(m)f(m0) :Dans 
�, il y a un point partiulier, z�, qu'on appelle point-base de 
�et qui orrespond à l'appliation :S� �! Km 7�! � 1 si m 2M \ �?0 sinon :Dorénavant, on ne fera pas de di�érenes entre un point de 
� et l'applia-tion : S� ! K orrespondante.Le tore TN est un véritable tore algébrique ' K�r qui agit (algébriquement)sur les variétés 
� via : TN � 
� // 
�(t; f) � // t:foù pour tout m 2 S� , (t:f)(m) = t(m)f(m).Pour ette ation, l'orbite du point z� 2 
� est la sous-variétéorb(�)des f 2 
� telles que :8m 2M \ �?; f(m) 6= 0 et 8m 2 S� n M \ �?; f(m) = 0 :Dans 
�, orb(�) est l'unique orbite fermée de TN . Sa odimension est dim�(f. [O88, �1.3, prop. 1.6℄).



II.4. VARIÉTÉS TORIQUES 39Convention : Dans la suite, on sous-entendra que O(
�) = K[
� ℄ estmuni de l'ation induite de TN dé�nie par :8 t 2 tN ; 8  2 O(
�); 8 ! 2 
� ;(t: )(!) =  (t�1:!) :Ave ette onvention, si m 2 S�, bm 2 O(
�) est un veteur propre de poids�bm.Pour les �nes de N , on notera respetivement � et < les relations (( êtreune fae de )) et (( être une fae strite de )).Si � � � , alors S� � S� et la restrition de S� à S� induit une immersionouverte 
� ! 
� .Dé�nition 3 Un éventail de N est un ensemble � de �nes de N tel que :� haque fae d'un �ne de � est dans � ;� Pour tous �; � 2 �; � \ � est une fae de � et de � ;� � est �ni.Son support est le sous-ensemble j�j : = S�2� � de NR.Plus généralement, pour toute partie � de �, on noteraj�j : = [�2� �son support.A un éventail � est assoiée la variété torique X(�) obtenue (( enollant haque paire de variétés a�nes (
� ;
� ) le long de 
�\� )) (f. [O88,�1.2, théorème 1.4℄).X(�) est une variété algébrique normale et de Cohen-Maaulay (f. [Da,Cha. I, théorème 3.4℄), où les ations de TN sur les 
� induisent une ation(algébrique) de TN .Dans X(�), pour ette ation, les ouverts a�nes TN�invariants sont exa-tement les (
�)�2�, les TN�orbites sont les (orb(�))�2� et orb(0) = TN estl'unique orbite ouverte. � � �Réiproquement, à toute variété X , irrédutible et normale, qui ontient untore algébrique T et qui est munie d'une ation de T :T �XS // XST � T // Tqui prolonge la multipliation de T , orrespond un éventail � de X�(T ), leréseau des sous-groupes à un paramètre de T , tel que :X ' X(�)omme T�variété (f. [O78, théorème 4.1℄).On gardera es notations jusqu'à la fin du hapitre.



40 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESII.4.2 Fibrés en droitesLes objets ombinatoires orrespondant aux �brés en droites sur X(�) sontertaines appliations linéaires par moreaux sur j�j qu'on appelle les fontionsd'appui :Dé�nition 4 ([O88℄) y On dit qu'une appliation h : j�j ! R est une fon-tion d'appui s'il existe une famille fh� : � 2 �g d'éléments de MR telleque :� pour toute paire de �nes, � � � , de � , h� � h� 2M \ �? ;� Pour tout n 2 �, h(n) = hh� ; ni.Remarque : On a en partiulier h� � h� 2M \ (� \ �)? (8 �; � 2 �).D'après [O88℄, tout faiseau inversible sur X(�) est OX(�)�isomorphe à unfaiseau TN�linéarisé sur X(�). Et, à haque faiseau inversible TN�linéarisé,on peut assoier une fontion d'appui à valeurs entières surN\j�j ([O88, propo.2.4℄).On aura a�aire plus tard (f. hapitre V, setion V.3.11) au as suivant :On se donne un faiseau inversible L sur X(�) qui n'est pas TN�linéarisémais seulement linéarisé pour un tore TN 0 orrespondant à un sous-réseau N 0de N de même rang r.L'inlusion N 0 ,! N induit un morphisme surjetif de tores :TN 0 �� TNet une inlusion des réseaux duaux :M ,!M 0 : = N 0_ :On peut assoier diretement (et anoniquement) à L , sans passer par unfaiseau TN�linéarisé, une fontion d'appui h, à valeurs entières sur N 0 \�.En e�et, si � 2 �, O(
�) est un anneau TN 0�linéarisé (ou M 0�gradué z)et L (
�) est un O(
�)�module projetif de rang 1 qui est TN 0�linéarisé (ouM 0�homogène). Don L (
�) est un O(
�)�module libre de rang 1 qui admet(au moins) un générateur homogène fh� (f. [Is, proposition 8 de l'appendie℄).Soit �h� 2 M 0 le degré de fh� . fh� est aussi un veteur propre de TN 0 de poidsh�.Proposition II.4.1 En tant que O(
�)�modules T 0N�linéarisés,L (
�) = O(
�)
KKfh�= Mm2�h�+M\�_Kbmet, modulo M \ �?, h� est indépendant du générateur homogène hoisi pourL (
�).yOn omet volontairement la ondition (( à valeurs entières sur N \ j�j )).zOn pose O(
�)m0 : = n O(
�)m0 si m0 2M(0) sinon



II.4. VARIÉTÉS TORIQUES 41Remarques :� En partiulier, si � est une fae de �, alors h� = h� moduloM \ �? ;� si le point-base z� de l'ouvert 
� ((f. setion II.4.1) est un point �xe deTN dans X(�), alors le aratère h� est aussi le poids de la droite L jz� ,qui est la �bre de L en z� ;� le faiseau Lh est noté OX(D�h) dans [O88, �2.1℄.Démonstration : La première partie de la proposition vient du fait queL (
�) = O(
�):fh� .Si f� est un autre générateur homogène (-à-d TN 0�veteur propre) deL (
�), de degré �h0� , alors f� = a�:fh� pour un élément homogène et inversiblede O(
�). Forément, a� est homogène de degré 2M\�_\�(M\�_) =M\�?.D'où h0� 2 h�+M \�?. On en déduit l'indépendane de la lasse de h� . Q.e.d.Dé�nition 5 On dit que l'appliation :h : � j�j �! Rn 7�! hh� ; ni si n 2 �est la fontion d'appui assoiée à L et on érira :L = Lh :II.4.3 Cohomologie à supportSoit N 0 un sous-réseau de N de même rang r.Soient h une fontion d'appui sur j�j à valeurs entières sur N 0 \ j�j et,omme préédemment, Lh le faiseau assoié, inversible et TN 0�linéarisé surX(�).Pour deux espaes topologiques B � A, on notera H�(A;B;R) les groupesde ohomologie relative, à valeurs dans R, dé�nis par exemple dans [Spa, Chap.5, se. 4, ex. 5℄.Cela étant posé, on va démontrer le :Théorème II.4.2 Pour toute sous-variété strite Z de X(�), fermée (éven-tuellement rédutible) et TN�invariante, les groupes de ohomologie à supportdans Z du faiseau Lh ont pour aratères omme TN 0�modules :8 i � 0; [H iZ(Lh)℄ = Xm2M 0(h)dimH i�1(V (h;m); V (h;m) \ j�X n Z j;R):ebmoù :� M 0(h) : = fm 2M 0 : 8 n 2 N \ j�j; hm;ni � h(n) 2 Zg= h� +M (pour tout � 2 �) ;� V (h;m) : = fn 2 j�j : hm;ni � h(n) > 0g ;� �X n Z : = f� 2 � : 
� � X n Zg = f� 2 � : orb(�) \ Z = ;g ; 'estl'éventail de la variété torique X n Z.



42 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESRemarque :Lorsque Z = X , on a, d'après [De70℄ et [Da, théorème 7.2℄ :8 i � 0; �H iX(Lh)� = �H i(X;Lh)� = Xm2M 0(h) dimH i(j�j; V (h;m);R):ebm :II.4.4 Démonstration du théorème à l'aide de la ohomo-logie de �ehOn garde les notations de la setion préédente : X = X(�) est une variététorique et Z est un fermé strit, TN�stable, de X .On va aluler les aratères des groupes de ohomologie à support à l'aidede la ohomologie de �eh.Soit m 2M 0(h).D'après [O88, théorème 2.6℄ et [Fu, proposition du �3.5℄), on a des isomor-phismes : (3) 'i(�) : (H i(X;Lh))bm '! H iZ(h;m)(j�j;R) (8 i � 0)où Z(h;m) : = fn 2 j�j : hm;ni � h(n) � 0g est un fermé de j�j et où l'onidenti�eR ave le faiseau onstant de �breR sur� qui est muni de la topologieusuelle de NR ' Rr.En partiulier, si X est a�ne, on a :8 i > 0; H i(X;Lh) = (0))(33) 8 i > 0; (H iZ(X;Lh)) = H i�1(X n Z;Lh)et par suite :8 i > 0 (H iZ(X;Lh))bm = H i�1Z(h;m)\j�X n Z j(j�X n Z j;R) :ave : �X n Z : = f� 2 � : 
� � X(�) n Zg = f� 2 � : orb(�) \ Z = ;g.En général, X n'est pas a�ne et on n'a pas d'isomorphisme omme (33).Néanmoins, on a toujours une suite exate longue :(�) 0! H0Z(X(�);Lh)! H0(X(�);Lh)! H0(X(�) n Z;Lh)! : : :D'un autre �té, puisque :Hp(�;R) = � R si p = 0(0) si p > 0 ;pour tout i � 0, est véri�ée :H iZ(h;m)(j�j;R) = H i(j�j; j�j n Z(h;m);R) = eH i�1(j�j n Z(hm);R)où eH�( ;R) est la ohomologie réduite à valeurs dans R (f. [Spa, Chap. 5,se 4, �2℄) et où, par onvention, pour tout espae topologique E :eH�1(E;R) : = � R si E = ;(0) si E 6= ;



II.4. VARIÉTÉS TORIQUES 43(f. aussi [Sta, dé�nitions 3.4, 3.9, 3.10℄).On obtient une autre suite exate longue :(��) 0! eH�1(j�j n Z(h;m);R)! eH�1(j�X n Z j n Z(h;m);R)! H0(j�j n Z(h;m); j�X n Z j n Z(h;m);R)! H0(j�j n Z(h;m);R)! H0(j�X n Z j n Z(h;m);R)! H1(j�j n Z(h;m); j�X n Z j n Z(h;m);R)! : : :(f. [Spa, Chapitre 5, Setion 4, �13℄).En prenant l'espae propre assoié au aratère bm 2 X�(TN 0) dans la suite(�) et en tenant ompte des isomorphismes naturels (3) on obtient un dia-gramme ommutatif :...
��

...
��(H iZ(Lh))bm

��

H i�1(j�j n Z(h;m); j�X n Z j n Z(h;m);R)
��(H i(X(�);Lh))bm

��

'i(�) // eH i�1(j�j n Z(h;m);R)
��(H i(X(�) n Z;Lh))bm

��

'i(�X n Z) // eH i�1(j�X n Z j n Z(h;m);R)
��... ...où lorsque i � 0, les �èhes horizontales 'i sont des isomorphismes.Grâe au lemme des inq (f. [Bou, �1, orollaire 3℄), on en déduit des iso-morphismes de R�espaes vetoriels :(H iZ(Lh))bm ' H i�1(j�j n Z(h;m); j�X n Z j n Z(h;m);R)pour tout i � 0 (en partiulier, (H0Z(Lh))bm = (0)).*Lorsque m 62M 0(h), pour tout ouvert a�ne 
� , � 2 �,(�(
� ;Lh))bm = (0)don pour tout i � 0 :(H i(X;Lh))bm = (H i(X n Z;Lh))bm = (0) :Il s'ensuit : (H iZ(Lh))bm = (0) :



44 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESCela démontre le théorème II.4.2.� � �On va retrouver les aratères des groupes de ohomologie à support à l'aidedu omplexe de Grothendiek-Cousin et en obtenir une expression ave lesgroupes de ohomologie d'Ishida.II.4.5 Complexe d'IshidaOn ommenera par rappeler la dé�nition de la ohomologie d'Ishida avantde faire le lien ave le omplexe de Grothendiek-Cousin dans la setion I.3.On onserve les notations de la setion II.4.1.II.4.5.1 Un isomorphisme anoniqueSi � est un �ne de N , de dimension d, alors le réseau M \ �? est de rangr � d. On pose Z� : =^r�dM \ �? ;'est un Z�module libre de rang 1 (isomorphe à Z mais en général non anoni-quement).Soit � un �ne de N , de dimension d+ 1 dont � est une fae. On dé�nit demême Z� .M.-N. Ishida ([Is℄) a introduit une appliation linéaire anoniqueq�=� : Z� ! Z�de la façon suivante :Chaque élément k de Z� s'érit de la forme :k = m1 ^m2 ^ : : : ^mr�doù m1 2M \ �? et m2; : : : ;mr�d 2M \ �?.De plus, le semi-groupe (� +(��))\N=R� \N a un unique générateur : onle note a�=�.Soit alors :q�=�(m1 ^m2 ^ : : : ^mr�d) : = hm1; a�=�i:m2 ^ : : : ^mr�d :Cette dé�nition ne dépend que de k, � et � , de plus q�=� est un isomorphisme(f. le paragraphe qui préède le lemme 1.4 de [Is℄).II.4.5.2 Parties loalement fermées d'un éventailSi � est une partie de �, on dit que :� � est ouverte si :8 �; � 2 �; � � � et � 2 �) � 2 � ;� � est fermée si :8 �; � 2 �; � � � et � 2 �) � 2 � ;



II.4. VARIÉTÉS TORIQUES 45� � est loalement fermée si :8 �; �; � 2 �; � � � � � et �; � 2 �) � 2 � :Cette terminologie s'explique par le fait suivant :� est ouverte (resp. fermée (resp. loalement fermée)), [�2� orb(�) est ouvert (resp. fermé (resp. loalement fermé)) dans X(�) :II.4.6 Cohomologie d'IshidaSoit � une partie loalement fermée de �. M.-N. Ishida a dé�ni un omplexe(Cj(�); dj)j�0où pour tout j � 0 : Cj(�) : = M�2�(j)Z�ave �(j) : = f� 2 � : dim � = jg et où les di�érentiellesdj : Cj(�)! Cj+1(�)ont pour (�; �)�ième omposante :� q�=� si � � �0 sinon :Dé�nition 6 Il est démontré en [Is, lemme 1.4℄ que (C�(�); d�) est bien unomplexe.On l'appelle le omplexe d'Ishida de � et on note H�(�) son homolo-gie. C'est un Z�module de type �ni. On note H�(�;K) l'homologie du omplexe�C�(�)
ZK; d� 
 1�.On exprime dans la proposition suivante les groupes de ohomologie d'Ishidaen fontion de groupes de ohomologie relative de sous espaes de la sphère deNR ' Rr : gNR : = NR n f0g=R�+ ' Sr�1 :On notera, pour toute partie � de �, e� le sous espae j�j n f0g=R+� degNR.Remarque : e� est homéomorphe à j�j \ Sr�1.Proposition II.4.3 ([O88, �3.2, remarque p. 120℄) On suppose que � estsimpliial.Soit � une partie non vide de �.Si � est ouverte, alors :8 i � 0; H i(�;K) = eH i�1(e�;R) :Si en revanhe, � n'est que loalement fermée, alors :8 i � 0; H i(�;K) = H i�1(f�1;f�2;R)pour toutes parties ouvertes et non vides �2 � �1 de � telles que � =�1 n �2.



46 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESEn fait, dans [O88℄, on ne trouve que la version (( � est ouverte )) de etteproposition mais la démonstration est identique dans le as général (f. B.2 enannexe).II.4.7 Complexe de Grothendiek-Cousin (( torique ))On reprend les notations de la setion II.4.3 :� X : = X(�) est une variété torique et lisse ;� Lh est un faiseau inversible et TN 0�linéarisé y sur X(�) ;� Z est une sous-variété fermée (qui peut être rédutible) et TN�invariantede X(�).� �X n Z est l'éventail de l'ouvert X n Z, i.e. �X n Z = f� 2 � : orb(�) �X n Zg.On va retrouver les aratères des groupes de ohomologie à support :H iZ(Lh)en démontrant leThéorème II.4.4 Soit �m;h;Z la partie loalement fermée de � formée des�nes � 2 � qui :� sont inlus dans fn 2 � : hm;ni � h(n) > 0g [ f0g ;� et renontrent j�j n j�X n Z j.Alors : �H iZ(Lh)� = Xm2M 0(h) dimKH i(�m;h;Z ;K):ebmRemarque : On a :� m 2M 0(h)8 n 2 � n f0g; hm;ni � h(n) > 0 , m 2 h� +M \ int �_et : � \ j�j n j�X n Z j 6= ; , orb(�) � Z :D'où : �m;h;Z = f� 2 � : orb(�) � Z et m 2 h� +M \ int �_g pour toutm 2M 0(h).Exemple : On suppose que M 0 =M .Dans le as où X = Ar et Z = f0g, � est l'ensemble des faes du �ne� = R+e1+: : :+R+er où fe1; : : : ; erg est une Z�base deN et,�X n Z = �nf�g.En partiulier : j�X n Z j = r[j=1 rXk=1 : k 6=jR+eket : j�j n j�X n Z j = R�+e1 + : : :+R�+er = int � :yTN0 est un tore de dimension r dont TN est une image



II.4. VARIÉTÉS TORIQUES 47On en déduit que :�m;0;Z = f� 2 � : � \ int � 6= ;g \ f� 2 � : � � fn 2 � : hm;ni > 0g [ f0gg= � � si pour tout 1 � j � r; hm; eji > 0; sinon :Le omplexe d'Ishida orrespondant est don :0! : : :! Z� ! 0et H i(�m;0;Z ;K) = � K si i = r et 8 j; hm; eji > 0(0) sinon :Par onséquent, on retrouve le aratère :[Hrf0g(OAr )℄ = Xm : 8 j; hm;eji>0 ebm :II.4.7.1 Filtration de la variété toriquePour tout p � 0, soit Zp la réunion des TN�orbites de X(�) de odimension� p.Comme X(�) n'a qu'un nombre �ni d'orbites et puisque le bord d'une orbiteest une réunion disjointe d'orbites de dimension stritement inférieure, les Zisont des sous-variétés fermées et TN�invariantes de X(�).De plus, Zp n Zp+1 = [� : dim�=p orb(�) est une union disjointe d'ouvertsa�nes (dans Zp n Zp+1), don une sous-variété a�ne de X(�) de odimensionp. Puisque X(�) est de Cohen-Maaulay, il en résulte, d'après le théorème I.3.1et sa remarque 3, que : 8 q 6= 0; Hp+qZp=Zp+1(Lh) = (0)et que : H i(X(�);Lh)est exatement le i�ème groupe d'homologie du omplexe de Grothendiek-Cousin : GC� : 0! : : :! M� : dim�=p(Hporb(�)(Lh)) dp! : : :Pour haque (�; �) 2 �(p)��(p+1), la di�érentielle dp a pour (�; �)�ièmeomposante un morphisme :(3) d�=� : (Hporb(�)(Lh))! (Hp+1orb(�)(Lh))qui, d'après le lemme I.5.1, est nul si l'orbite orb(�) n'est pas inluse dansl'adhérene orb(�) -à-d si � n'est pas une fae de � .En passant, on a aussi :(33) 8 q 6= 0; Hp+qZp n Zp+1(Lh) =M� Hp+qorb(�)(Lh) = (0)



48 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORESe qui entraîne la :Proposition II.4.5 8 d 6= dim�; Hdorb(�)(Lh) = (0) :Remarque : Ce dernier résultat est une onséquene immédiate du théo-rème I.4.1 dans le as où X est lisse mais non dans le as général.On aura besoin d'analyser : Hdim�orb(�)(Lh) :D'après le lemme d'exision I.1.2, Hdim�orb(�)(Lh) = Hdim�orb(�)(Lhj
� ). Or, 
� estun ouvert a�ne de X(�) qui ontient orb(�) omme fermé. Soit I� l'idéalorrespondant.Ave les notations du premier hapitre, on a :Hdim�orb(�)(Lh) = Hdim�I� (Lh(
�)) :Mais, Lh(
�) = O(
�)
KKeh� suivant les notations de la setion II.4.2 ;don : Hdim�orb(�)(Lh) = Hdim�I� (O(
�))
KKfh� :Puisque orb(�) est l'unique orbite fermée de 
�, son idéal de dé�nition I� estl'unique idéal maximal homogène de O(
�) = K[M \ �_℄.Si on fait l'analogie ave le as, non homogène, d'un anneau loal ave sonidéal maximal, on peut penser que :Hdim�I� (O(
�)) = !_�le dual du faiseau anonique !� de O(
�) et don que :Hdim�orb(�)(Lh) = !_�
KKfh�) (�) Hdim�orb(�)(Lh) = Mm2�h��int �_\MKbm(d'après [O88, �3.2, remarque (i) p. 126℄ et [Is, proposition 6.2 p. 131℄).On va démontrer (�) dans la suite (f. le lemme II.4.6 et le théorème B.1.1dans les annexes).II.4.7.2 Lien ave le omplexe d'Ishida et �n de la démonstrationdu théorème II.4.4Pour établir le lien ave le omplexe d'Ishida, on pose�Z : = f� 2 � : orb(�) � Zg :Remarque : Comme Z est fermé, �Z est une partie fermée de �.Soit m 2M 0.Soient : �m;h : = f� 2 � : m 2 h� +M \ int �_g



II.4. VARIÉTÉS TORIQUES 49('est une partie ouverte de �) et�m;h;Z : = �Z \ �m;h(qui est une partie loalement fermée de �) ; on notera H�(�m;h;Z ;K) sa oho-mologie d'Ishida (f. la setion II.4.6).Suivant le paragraphe qui suit la remarque de la page 48, on pose :K�(m) : = � K� si m 2 h� + int �_ \M(0) sinon :Si d : = dim�, alors on reonnaît que K�(m) est la ��ième omposante deCd(�m;h;K), le d�ième terme du omplexe d'Ishidade �m;h (f. la dé�nition 6,page 45).Soient � � � deux �nes de � ; on note enore :q�=� : K�(m)! K� (m)le morphisme dé�ni par Ishida (f. le début de la setion II.4.5) si :m 2 h� + int �_ \M � h� + int �_ \Met q�=� : = 0 sinon.Ave es notations et en marquant d'un indie bm les espaes propres assoiésau aratère bm, on a :Lemme II.4.6 Il existe une famille d'isomorphismes (de K�espaes veto-riels) : '� : (Hdim�orb(�)(Lhj
� ))bm '! K�(m)telle que pour toutes paires de �nes � � � de � ave dim � = dim � + 1, lediagramme suivant :Hdim�orb(�)(Lhj
� )bm d�=� //'�
��

Hdim �orb(�)(Lhj
� )bm'�
��K�(m) q�=� // K� (m)ommute (pour la dé�nition des d�=�, f. (3) page 47).Remarque : En partiulier, pour tout � 2 �, on a :Hdim�orb(�)(O
� ) = Mm2�M\int �_Kbm :PuisqueLh est un faiseau inversible, il su�t de démontrer e lemme lorsqueh = 0. Pour ela, f. , dans les annexes, le théorème B.1.1.� � �On va ette fois �ltrer X en ommençant par Z : on pose , pour tout p � 0,Z 0p : = Zp \ Z ; 'est la réunion des orbites inluses dans Z et de odimension



50 CHAPITRE II. ACTIONS DE TORES� p dans X et, Z 0p n Z 0p+1 est la réunion disjointe des orb(�) inluses dans Z etde odimension p, -à-d telles que � 2 �Z(p).La proposition II.4.5 a pour onséquene :8 j � 0; HjZp=Zp+1(Lh) = M�2�Z (p)Hjorb(�)(Lh) = (0) si j 6= pet don, d'après le théorème I.3.1, appliqué à la �ltrationX � Z = Z 00 � Z 01 � : : : ;H�Z(Lh) est préisément l'homologie du omplexe de Grothendiek-Cousin :GC� : 0! : : :! M�2�Z (i)H iorb(�)(Lh) di! : : :! 0 :En prenant pour haque m 2 M 0 les espaes propres assoiés au aratèrebm (notés ave un indie bm), on trouve que(H�Z(Lh))bmest l'homologie du omplexe:GC�m : 0! : : :! M�2�Z (p)(Hporb(�)(Lh))bm dp! : : :! 0pour tout i � 0.Par ailleurs, en tenant ompte des notations du lemme II.4.6, on pose pourtout p � 0 :'p : = M�2�Z (p)'� : M�2�Z(p)Hporb(�)(Lh)! M�2�Z (p)K�(m) :Mais, M�2�Z(p)K�(m) = Cp(�m;h;Z ;K)est le p�ème moreau du omplexe d'Ishida de �m;h;Z (f. la dé�nition 6, page45) et en raison du lemme II.4.6, le morphisme('p)p�0 : GC�m ! C�(�m;h;Z ;K)est un isomorphisme de omplexes ( i.e. tous les 'p sont des isomorphismes etommutent ave les di�érentielles des deux omplexes).En onséquene :8m 2M 0; 8 i � 0; H iZ(Lh)bm = H i(�m;h;Z ;K) : Q.e.d.



51
Chapitre IIIAtions de groupes rédutifsDans e hapitre, on onsidère un groupe rédutif G et son algèbre de Lieg. Après avoir posé les prinipales notations propres à G, on va introduire lalasse des g�B�modules (B étant un sous-groupe de Borel de G) (f. la setionIII.1). Les termes des omplexes de Grothendiek-Cousin dont on se servira auxhapitres IV et V sont de ette lasse.On va notamment rappeler omment es g � B�modules se déomposentgrâe aux aratères entraux de g (f. la proposition III.1.2). On mentionneraaussi la dé�nition des modules de Verma tordus qui apparaîtront au hapitre Vomme quotients suessifs de ertains groupes de ohomologie à support.On rappellera également la dé�nition générale des faiseaux linéarisés pourun groupe algébrique linéaire y(f. la setion III.2) et omment l'algèbre de Lieagit sur les groupes de ohomologie à support de tels faiseaux (f. le théorèmeIII.2.2).On utilisera ensuite le omplexe de Grothendiek-Cousin pour redémontrerle théorème de Borel-Weil-Bott (III.3.2) par la méthode qu'on emploiera pourdémontrer les théorèmes prinipaux du hapitre V.En�n, on étudiera les groupes de ohomlogie du faiseau strutural de G, àsupport dans les B �B�-orbites.Pour e hapitre et pour les suivants, soient (f. [Di, 1.10.2 et 1.10.22℄ et[Sp81℄) :G un groupe algébrique rédutif et onnexe sur K ;g son algèbre de Lie ;h une sous-algèbre de Cartan de g ;g = n��h�n+ une déomposition de Cartan de g (f. [Di, 1.10.2 et 1.10.22℄) ;b : = h� n+ , b� : = h� n� ;� = �+ t �� le système de raines assoié ;(X��; H�; X�)�2� un système de générateurs de Cartan de g z;yqui est équivalente à elle donnée pour les tores à la page 30.z 'est-à-dire tel que :� 8 � 2 �; g� = fX 2 g j 8H 2 h; [H;X℄ = �(H)Xg = K:X� ;



52 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFSg� : = K:X� (8 � 2 �) ;Z:� � h� le réseau des poids radiiels ;� la base de � assoiée à b ;B et B� les sous-groupes de Borel de G d'algèbres de Lie b et b� ;U et U� les sous-groupes unipotents maximaux de B et B� ;T le tore maximal B \ B� ( d'algèbre de Lie h) ;U� le sous-groupe additif (' K) de G d'algèbre de Lie g� ;h ; i : h� � h! K le rohet de dualité ;X : = X�(T ) le réseau des aratères de T ;Y : = X�(T ) le réseau des sous-groupes à un paramètre de T ;Remarque : 8 � 2 X; 8 � 2 Y; h�; �i 2 Z�_ le sous-groupe à un paramètre de T tel que :8 � 2 h�; 8 � 2 �; h�; �_i = �(H�) ;� : = 12P�2�+ � et �_ : = 12P�2�+ �_ y;W : = N(T )=T le groupe de Weyl de G ;8 w 2 W , l(w) : = jf� 2 �+ : w(�) 2 ��gj = dimBwB � dimB la longueurde w ;w0 2 W l'élément de plus grande longueur ;� l'ordre de Bruhat sur W : 8w;w0 2W;w � w0 si BwB � Bw0B.On érira w < w0 si w � w0 et w 6= w0.Comme au hapitre II, setion II.2.1, on identi�e X à un sous-groupe de h�et Y à un sous-groupe de h.Le groupe W agit sur T par onjugaison. Il en résulte une ation de W surh et h� :8w 2W; 8H 2 h; 8 � 2 h�; w:H = Ad(w)(H) et (w:�)(H) = �(w�1:H) :On note � l'ation ((tordue)) de W sur h� :8w 2W; 8 � 2 h�; w � � : = w(� + �)� � :Si � 2 �, la ré�exion s� est l'unique élément de W tel que :8 � 2 h�; s�(�) = �� h�; �_i� :On pose aussi :h�+ : = �� 2 h� : 8 � 2 �+; h�; �_i � 0	 l'ensemble des poids dominants ;� 8 � 2 �; [X�; X��℄ = H� ;� 8 � 2 �; �(H�) = 2 .yOn a : 8 � 2 �; h�; �_i = h�; �_i = 1



53h�++ : = �� 2 h� : 8 � 2 �+; h�; �_i > 0	 l'ensemble des poids dominantsréguliers ;X+ : = X \ h�+ et X++ : = X \ h�++ ;P : = f� 2 h� : 8 � 2 �; h�; �_i 2 Zg l'ensemble des poids entiers ;P+ : = P \ h�+ ;P++ : = P \ h�++ ;Q+ : =P�2�+ N:�.De Q+, provient une relation d'ordre partiel sur h� ; on pose :� � � si �� � 2 Q+ (8 �; � 2 h�) :Soient aussi :Y+ : = f� 2 Y : 8 � 2 �+; h�; �i � 0g l'ensemble des sous-groupes à unparamètre dominants ;Y� : = �Y+ l'ensemble des sous-groupes à un paramètre antidominants ;Y++ : = f� 2 Y : 8 � 2 �+; h�; �i > 0gPour un sous-groupe à un paramètre �, on notera � > 0, respetivement� < 0, la propriété � 2 Y++, respetivement �� 2 Y++.U(g) l'algèbre enveloppante yde g ;Z(g) son entre ;Z(g)0 : = HomK�alg(Z(g);K) l'ensemble des aratères entraux;M(�) : = U(g) 
U(b)K� le module de Verma de plus haut poids � 2 h� z.Les modules de Verma sont des exemples de g�modules admissibles (en tantque h�modules) (f. la page 26).Pour tout � 2 h�, on a :[M(�)℄ = e�Q�2�+(1� e��)(f. [Di, prop. 7.5.7℄).On notera aussi :L(�) le g�module simple de plus haut poids � 2 h� ;�� le aratère entral de M(�) (et de L(�)) ;W� : = f� 2 h� : �� = �} (� 2 Z(g)0).yEt plus généralement, U(a) sera l'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie a.zK� est la droite K munie de l'ation de b dé�nie ainsi :8 b 2 b;8 x 2 K; b:x : = �(b)xave �(b) = �(h) si b = h+ n (h 2 h; n 2 n+).



54 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFSRemarque : L(�) est l'unique quotient simple de M(�) et si � 2 X+, L(�)est un G�module (rationnel) : le G�module irrédutible de plus haut poids �.On dira qu'un poids � 2 h� est régulier si 8� 2 �; h�; �i 6= 0 et singu-lier sinon.Dans e as, on désignera omme au hapitre II par [M ℄ le aratère de M .En�n, soit � : G! G l'unique automorphisme de G tel que1o 8 t 2 T; �(t) = t�1 ;2o 8 � 2 �; '(X�) = X�� où ' : = d�je : g! g.Apparaîtront des modules d'un type partiulier :III.1 Les g�B�modulesDé�nition 7 Soit M un g �module. On dit que M est un g �B�modulesi l'ation de la sous-algèbre b � g dérive d'une ation rationnelle de B surM . Si M est �niment engendré en tant que U(g)�module, on dit que 'est ung�B�module de type fini.Exemple : Si � 2 X, alors le module de VermaM(�) est un g�B�modulede type �ni.Les g�B�modules de type �ni sont des g�modules réguliers au sens de [Di,�7.8.15℄. En partiulier, à isomorphisme près, les g � B�modules simples sontles L(�); � 2 X(Cf. [Di, 7.1.11, 7.1.12 et exerie 7.8.15℄)Remarque : Comme K est de aratéristique nulle, un sous-g�moduled'un g�B�module est enore un g�B�module (f. [Hu95, théorème 13.2℄).III.1.1 Caratères entrauxIII.1.1.1 Espaes propres généralisés et déomposition des g�B�mo-dulesOn rappelle d'abord le :Théorème III.1.1 (f. [Di, proposition 7.4.7℄) �� = �� , � 2W � �.Pour haque g�moduleM et haque aratère entral �, on dé�nit des sous-g�modules : M (k)� : =fm 2M j 8 z1; : : : ; zk 2 Z(g); (z1 � �(z1)id) � � � (zk � �(zk)id):m = 0get M� : = [k>0M (k)�l'espae propre généralisé assoié à �.Si M est un g�module, on dira que M admet un aratère entral (respeti-vement un aratère entral généralisé) � 2 Z(g)0 si M =M (1)� (respetivementM =M�).



III.1. LES G�B�MODULES 55De même que les T�modules se déomposent en somme direte d'espaespropres pour les aratères de T , les g�B�modules se déomposent en sommedirete d'espaes propres généralisés pour les aratères entraux de g :Proposition III.1.2 i) Pour tout k > 0; M (k)� �M (k+1)� et on a :X�2Z(g)0M� = M�2Z(g)0M� :Si M est un g�B� module ou si M admet un aratère alors :ii) M = M�2Z(g)0M� ;iii) Si M est de type �ni omme U(g)�module, alors M admet un aratère etune suite de Jordan-Hölder.On trouve l'énoné dans [Di, exerie 7.8.15℄. Cette proposition est démon-trée dans [BGG℄ lorsque M est de type �ni. Cette démonstration s'adapte sansdi�ultés au as général, f. la setion C.1 en annexes. [Cf. exerie 7.8.15 de[Di℄ et [BGG℄℄Le fait (ii) a pour onséquene que le fonteur :M 7!M�est exat sur la atégorie des g�B�modules, autrement dit :SiM 0 !M !M 00 est une suite exate de g�B�modules ou de g�modulesayant un aratère, alors pour haque � 2 Z(g)0, la suite M 0� !M� !M 00� estaussi exate.La proposition suivante est évidente :Proposition III.1.3 SiM est un g�module ayant une suite de Jordan-Hölder,alors y: [M� : L(�)℄ = 0 si �� 6= � :Si M est un g � B�module dont toutes les omposantes M� (� 2 Z(g)0)sont de longueur �nie, on notera [M : L℄la multipliité de tout g�module simple L dansM� où � est le aratère entralde L.Proposition III.1.4 Si 0 ! M 0 ! M ! M 00 ! 0 est une suite exate deg�B�modules, alors sont équivalentes :i) Pour tout �, M� est de longueur �nie ;ii) Pour tout �, M 0� et M 00� sont de longueur �nie.Dans es onditions, on a [M 0 : L℄+ [M 00 : L℄ = [M : L℄ pour tout g�modulesimple L.Remarque : Les onditions de ette proposition sont véri�ées si par exempleM est admissible (f. [Di, �7.6.1℄).ySiM est un g�module qui a une suite de Jordan-Hölder, on notera [M : L℄ la multipliitéd'un g�module simple L dans M .



56 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFSIII.1.1.2 Caratères des espaes propres généralisésEn général, il est di�ile de déterminer les omposantes M� de M (parexemple de aluler leur aratère). Mais si M est admissible et si on sait ex-primer le aratère de M omme une (( ombinaison linéaire )) de aratèresde modules de Verma, on aura le aratère de M� en ne gardant dans etteombinaison que les modules de Verma de plus haut poids dans W�. En e�et :Proposition III.1.5 Soit E une partie d'une réunion �nie d'ensembles de laforme � �Q+ (� 2 h�).Alors, pour toute famille d'entiers (n�)�2E , le aratère (formel) :X�2E n�[M(�)℄est dé�ni.De plus, si M est un g�B�module admettant un aratère de la forme :[M ℄ = X�2E n�[M(�)℄ ;alors pour tout aratère entral � de g, le g�module M� a pour aratère :[M�℄ = X�2E\W�n�[M(�)℄où W� : = f� 2 h� : �� = �g.Remarque :Supposons que M est un g�B�module dont le support du aratère véri�ela même ondition que E i-dessus. Alors le aratère de M s'érit :[M ℄ = X�2supp[M ℄n�[M(�)℄ave pour tout �, n� =  (Y�>0(1� e��)) � [M ℄! (�).Démonstration : Pour justi�er que le aratèreX�2E n�[M(�)℄est dé�ni, il su�t de montrer que pour tout � 2 h�, l'ensemble :f� 2 E : [M(�)℄(�) > 0gest �ni. Compte tenu de la ondition sur le support de [M ℄, il su�t de véri�erque : �� 2 � �Q+ : [M(�)℄(�) > 0	est �ni.Or :� [M(�)℄(�) 6= 0) � � � (f. [Di, proposition 7.1.8.ii℄) ;



III.1. LES G�B�MODULES 57� si q 2 Q+; � � � � q , q � � � � ;� 8 � 2 h�; fq 2 Q+ : q � �g est un ensemble �ni (f. [Di, Chapitre 7℄).Cela démontre la première partie de la proposition.Soient �1; : : : ; �f 2 h� et F la réunion des ensembles �i �Q+.On suppose que E � F . En partiulier, supp[M ℄ � F . Soit � un aratèreentral.Le g�module M� est de longueur �nie d'après la proposition III.1.4 ; don,le aratère [M�℄ est une ombinaison linéaire �nie des aratères [L(�)℄ où �dérit l'ensemble �ni W�. Puisque M� est un sous-g�module de M , on peutse restreindre aux � 2 W� qui sont inférieurs (selon l'ordre �) à un poids� 2 supp[M ℄.Mais, les [L(�)℄ s'expriment, à leur tour, en fontion des [M(�)℄ ave � 2W� et � � � (f. [Ke78, théorème 12.9℄). Il existe don une famille d'entiers(n0�;�)�2W� tels que : [M�℄ = X�2W�n0�;�[M(�)℄et n0�;� 6= 0 seulement si � est inférieur à un poids de M . A fortiori, les � pourlesquels n0�;� 6= 0 appartiennent à F .Or : [M ℄ = [M� M�℄=X� X�2W�n0�;�[M(�)℄= X�2F n0��;�[M(�)℄ = X�2F n�[M(�)℄ :Ce qui s'érit aussi : P�2F n0��;�e�Q�>0(1� e�) = P�2F n�e�Q�>0(1� e�)(f. la setion II.2.2 sur le produit de aratères), d'où :8 � 2 F; n0��;� = n� :Par onséquent : [M�℄ = X�2W�n0�;�[M(�)℄= X�2W� n0��;�[M(�)℄= X�2E\W�n�[M(�)℄ Q.e.d.� � �



58 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFSDual restreintSi M est un g�module qui admet un aratère, en général, le dual usuel deM n'est pas admissible. Aussi à l'aide de l'endomorphisme � vu en page 54, ondé�nit un autre dual M�, le dual restreint de M :1o on munit HomK(M;K) d'une struture de g�module dé�nie par8X 2 g; 8 � 2 HomK(M;K); X:� : = ��('(X):��) ;2o on note M� le sous-g�module de HomK(M;K) dé�ni par :M� : = f� 2 HomK(M;K) : U(h):� est de dimension �nie sur Kg :Lorsque g = h, on retrouve le dual restreint dé�ni en setion II.2.1. Si M =M�2h�M�, alors M� = M�2h�HomK(M�;K). L'ation de g sur M� est telle que(M�)� = HomK(M�;K) si bien que M� admet le même aratère que M .Proposition III.1.6 ([AL℄) Si M est un g�B�module admissible, alors M�aussi.Une famille importante (au moins pour la suite de e texte) de g � B�modules est onstituée par :III.1.2 Les modules de Verma tordus, d'après [FF℄ et [AL℄Si g est semi-simple, on note Mw(�) le module de Verma w�tordude plus haut poids �. C'est un g � B�module de type �ni, de plus haut poids� qui est U(w(n) \ n�)�libre et dont le dual restreint est U(w(n) \ n)�libre y.Remarque : Mw(�) : = le module Mww0(�) de [AL, p. 13℄.De plus, Mw(�) admet �� omme aratère entral et a le même aratèreque M(�) : [Mw(�)℄ = [M(�)℄ = e�Q�2�+(1� e��) :En partiulier : M1(�) =M(�)� et Mw0(�) =M(�)et plus généralement, les sous-quotients simples de Mw(�) et de M(�) sont lesmêmes et apparaissent ave la même multipliité (f. le �2.2 de [FF℄). Don, si� est un poids dominant :[Mw(�) : L(�)℄ = � 1 si � = �0 sinon :(III.1)En e�et, [Mw(�) : L(�)℄ = [M(�) : L(�)℄ > 0) � � � et �� = ��) � � � et � 2W � � :Or, si � est dominant, alors :8w 2W; w(�+ �) � �+ � -à-d w � � � � :Ainsi, � � � et �nalement, � = �.y où l'on note w(n) l'algèbre de Lie du groupe wUw�1.



III.2. FAISCEAUX LINÉARISÉS 59III.1.3 Suite de ompositionAu hapitre suivant, on aura besoin de aluler des aratères de ertainsg�B�modules. On utilisera pour ela, et surtout pour obtenir des expressionsen fontion des aratères des modules de Verma, des �ltrations ((en forme dew�drapeau)).Dé�nition 8 Soit w 2 W . Si V est un g � B�module et si D � X est unensemble de aratères, on dit que V admet un w�drapeau de type D s'ilexiste une suite de omposition de V :V = V0 � V1 � : : : � VN � VN+1 = (0)telle que1o haque quotient Vi=Vi+1 (0 � i � N) est isomorphe à Mw(�) pour un� 2 D ;2o pour haque � 2 D, il y a un et un seul entier i pour lequel Mw(�) 'Vi=Vi+1 .On onviendra que (0) est le seul g�B�module qui admette un w�drapeaude type ;.Il résulte de la dé�nition préédente qu'un g � B�module, V , qui possèdeun w�drapeau de type Y est de type �ni et a pour aratère :[V ℄ = X�2D[M(�)℄ :La proposition suivante est immédiate :Proposition III.1.7 Soit 0 ! V 0 ! V ! V 00 ! 0 une suite exate de g �B�module. Si V 0 et V 00 admettent un w�drapeau respetivement de type D0 etde type D00 où D0 et D00 sont deux ensembles disjoints de aratères, alors :V admet un w�drapeau de type D0SD00.III.2 Faiseaux linéarisésSoit K un groupe algébrique linéaire sur K et K son algèbre de Lie.III.2.1 Dé�nitionSoit X une variété algébrique munie d'une ation à gauhe (algébrique) deK : � : � K �X �! X(g; x) 7�! g:x :Cette ation induit des isomorphismes d'anneaux :�(g; :)℄ : OX (U)! OX (g�1U)(8 g 2 K;8 U ouvert de X). Le faiseau OX est un exemple de K�faiseau.Kempf a donné dans [Ke78, �I.1℄ la dé�nition générale des K�faiseaux quasiohérents :



60 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFSSi F est un faiseau quasi ohérent sur X , on lui assoie une �bration� : F ! Xqui est un morphisme a�ne de shémas tel que :��OF = S�F =Mk�0 SkFl'algèbre symétrique de F (f. [Ha97, ex. II.5.17℄). Une telle �bration est unique(à isomorphisme de shémas sur X près), on dit que 'est le spetre relatifde l'algèbre symétrique de F sur X et on le note :F = SpeXS�F :Remarque : Lorsque F est un faiseau inversible, F est un �bré en droites ettous les �brés en droites sur X s'obtiennent ainsi (f. [Ha97, ex. II.5.18℄).Dé�nition 9 On dit que F est un faiseau K�linéarisé, ou un K�fais-eau, s'il existe une ation à gauhe (algébrique) de K sur F = SpeXS�F :�0 : K � F ! F� qui rende � K�équivariant, -à-d que le diagramme :K � F �0 //idK��
��

F�
��K �X � // Xommute ; et� qui soit ((linéaire dans les �bres)), -à-d que pour tout g 2 K, les isomor-phismes �0(g; :) : F ! Fsont induits par des isomorphismes de OX(U)�modules :(�) F(U) '! F(g�1U)(où l'on onsidère F(g�1U) omme un OX (U)�module via l'isomorphisme�(g; :)℄ : OX(U)! OX(g�1U)).Remarque : Une autre dé�nition (équivalente) des K�faiseaux est ellede Mumford : si pX : K�X ! X est la projetion anonique sur X , alors F estK�linéarisé s'il existe un isomorphisme de OK�X�modules� : ��F ' p�XFqui véri�e les onditions de oyle de [Mu, 3, dé�nition 1.6℄.



III.2. FAISCEAUX LINÉARISÉS 61Exemple : Si X est une K�variété normale et si D est un diviseur de WeilK�invariant (ombinaison linéaire de diviseurs premiers K�invariants), alorsle faiseau ohérent assoié OX(D) est un K�faiseau.Les produits tensoriels, extérieurs, symétriques et les restritions à des sous-variétés K�invariantes (et en partiulier à des points �xes pour K) de faiseauxK�linéarisés sont enore K�linéarisés.Étant donné un faiseau K�linéarisé sur X , on a d'après (�) des isomor-phismes : Tg;U : F(U)! F(gU)pour tout g 2 K et tout U ouvert de X .On en déduit :Proposition III.2.1 Pour tout g 2 K et tout x 2 X, il existe des isomor-phismes de OX;x-modules y : Tg;x : Fx ! Fg:xtels que1o 8 g; g0 2 K; 8 x 2 X; Tg0;g:x Æ Tg;x = Tg0g;x ;2o 8 x 2 X; T1;x = idFx:Démonstration : Il su�t de poser :Tg;x : = lim�!U3xTg;U :Le fait que �0 : K � F ! F soit une ation (à gauhe) entraîne les onditions1o et 2o . De plus, en raison de 1o et 2o , haque morphisme Tg;x est un isomor-phisme d'inverse Tg�1;g:x. Q.e.d.Lorsque K laisse l'ouvert U stable, les isomorphismes Tg;U font de F(U) unK�module rationnel. Mais, en général, si U est un ouvert quelonque de X ,F(U) n'est pas un K�module. Néanmoins, on va voir qu'il subsiste une ationde l'algèbre de Lie K.III.2.2 Ation de l'algèbre de Lie sur les groupes de oho-mologieOn note enore F un faiseau K�linéarisé sur X .Kempf a montré dans [Ke78℄ :Théorème III.2.2 ([Ke78, Lemmes 11.1 et 11.3, théorème 11.6℄)(f. aussi [Ku, lemme 2.11℄)Pour des fermés Z 0 � Z de X les groupes de ohomologie à support (f. lasetion I.1) H�Z=Z0 (F) sont ((naturellement)) des K�modules et pour ette stru-ture, on a :1o si F! F0 est un morphisme de K � faiseaux, alors les morphismesH�Z=Z0 (F)! H�Z=Z0 (F0)sont des morphismes de K�modules ;yOX;x opère sur Fg:x via l'isomorphisme OX;x ' OX;g:x induit par �(g; :)



62 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFS2o le omplexe du lemme de Grothendiek I.1.3 et par onséquent les mor-phismes de la suite spetrale de Grothendiek-Cousin (f. le théorème I.3.1)sont des morphismes de K�modules ;3o si K[X ℄ est l'anneau des fontions régulières sur X, alors les morphismes :K[X ℄
K H�Z=Z0 (F) �! H�Z=Z0 (F)f 
m 7�! f:msont des morphismes de K�modules.4o Si Z et Z 0 sont K�invariants, alors l'ation de K sur les H�Z=Z0 (F) dérived'une ation rationnelle (algébrique) de K et les faiseaux H �Z=Z0 (F) sontK�linéarisés.Dans le paragraphe qui suit, on rappelle la paramétrisation par des aratèresdes faiseaux inversibles et linéarisés sur un espae homogène.III.2.3 Espaes homogènesSoient H un sous-groupe fermé de K, K=H le quotient muni de sa struturede variété algébrique et p : K ! K=H la surjetion anonique (f. [Ja℄ et [Sp81℄).Pour l'ation à gauhe de K, K=H est une K�variété.Soit � : H ! K� un aratère de H . On note K� la droite a�ne K muniede l'ation de H via �.On peut alors dé�nir une relation d'équivalene sur K � K� (f. [Ja℄ et[KKLV, exemple �2.1 ℄ :8 g 2 K; 8 a 2 K� ; 8 h 2 H; (g; a) � (gh; h�1:a) :D'après [Ja℄, le quotient K � K�= � est une K�variété algébrique (pourl'ation de K à gauhe sur K et triviale sur K� . On la notera :K �H K� (ou LK=H(�)) :On a également une surjetion K�équivariante:� : K �H K� ! K=Hqui envoie la lasse d'un ouple (g; a) sur gH . C'est en fait une �bration etmême un �bré en droites. Le faiseau assoié est don un faiseau inversibleK�linéarisé sur K=H : 'est le faiseauLK=H(�)tel que pour tout ouvert V deK=H ,LK=H(�)(V ) est l'ensemble des appliationsrégulières f : p�1(V )! Kvéri�ant : 8 v 2 p�1(V ); 8 h 2 H; f(vh) = ��1(h)f(v) :Proposition III.2.3 ([KKLV, exemple �2.1℄) En le point H 2 K=H, la�bre LK=H(�)jH est une droite dans laquelle H opère par le poids �. Réi-proquement, si L est un faiseau inversible, K�linéarisé sur K=H, alors Lest isomorphe (en tant que faiseau K�linéarisé) à LK=H(�) où � est le poidsde la droite (H�équivariante) L jH .



III.3. VARIÉTÉS DE DRAPEAUX 63III.3 Cas des variétés de drapeaux et théorèmede Borel-Weil-BottOn revient aux notations du début du hapitre.Soit X : = G=B� une variété de drapeaux. Si � 2 X, � se prolonge demanière unique en un aratère de B� (de valeur 1 sur U�) que l'on appelleraenore �. On onsidérera le faiseau inversible et G�linéarisé LG=B�(�) (f. lasetion III.2.3).III.3.1 Cohomologie à support dans les B�orbitesD'après la déomposition de Bruhat :G=B� = Gw2W BwB�=B� :Les B�orbites sont des sous-variétés loalement fermées et lisses de X . Onpeut don former les groupes de ohomologie à supportHkBwB�=B�(LG=B�(�)) :D'après le théorème I.4.1, ils sont nuls sauf (éventuellement) en degrék = odim(BwB�=B�; G=B�) = l(w) :D'après le théorème III.2.2, e sont des g�B�modules et on a :Théorème III.3.1 ([Ke78, lemme 12.8℄, [Br, prop. 7 et rem. p.55℄ et[FF, �2, p. 165℄)1o H l(w)BwB�=B�(LG=B�(�)) est un g � B�module de type �ni, de aratèreentral �� et de aratère :hH l(w)BwB�=B�(LG=B�(�))i = ew��Q�2�+(1� e��) = [M(w � �)℄ :2o Si G est semi-simple,H l(w)BwB�=B�(LG=B�(�)) 'Mw(w � �)en tant que g�B�modules.Remarque : Pour démontrer le 1o , il su�t d'appliquer la formule du théo-rème II.3.2. En e�et, omme dans l'exemple page 32, on véri�e que BwB�=B�est une ellule de Bialyniki-Birula assoiée au point wB� et à un sous-groupeà un paramètre > 0. On utilise aussi que :P(TwB�G=B�) = w:P(g=b�) = fw(�) : � > 0get que le poids de la droite LG=B�(�)jwB� est w:�.Pour la suite, on posera8 w 2 W; 8 � 2 X; Mw(�) : = H l(w)BwB�=B�(LG=B�(w�1 � �))



64 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFS(même si G est rédutif sans être semisimple) et on dira queMw(�) est lemodulede Verma w�tordu de plus haut poids �.On déduit du 1o que le g � B�module H l(w)BwB�=B�(LG=B�(�)) admet unesuite de Jordan-Hölder et omme son aratère est elui de M(w � �), il en a lasuite de Jordan-Hölder (à permutation près des termes). En partiulier si � estun poids dominant :hH l(w)BwB�=B�(LG=B�(�)) : L(�)i = � 1 si � = w � �0 sinon(III.2)(f. le paragraphe III.1.2).A partir de ette desription des groupes de ohomologie à support dans lesB�orbites, on peut retrouver le :III.3.2 Théorème de Borel-Weil-BottLes groupes de ohomologie H i(G=B�;LG=B�(�)) sont des G�modules etleur desription est ontenue dans le théorème suivant :Théorème III.3.2 (Borel-Weil-Bott)H i(G=B�;LG=B�(�)) = � 0 si �+ � est singulier ou si i 6= l(w�)L(w� � �) sinon ;où lorsque � + � est régulier, w� est l'unique élément de W pour lequel w� � �est dominant.Remarque : Si G est semi-simple et simplement onnexe, tout �bré endroites (ou faiseau inversible) est isomorphe à un unique LG=B�(�) (f. [A81℄).Don e théorème détermine tous les groupes de ohomologie de tous les �brésen droites sur G=B�.Démonstration : On applique le théorème de Grothendiek-Cousin àLG=B�(�) et à la �ltration G=B� = [p�0Zpoù pour tout p � 0, Zp : = [w : l(w)�pBwB�=B� est la réunion des B�orbitesde odimension � p.Comme Zp �Zp+1 est union disjointe d'ouverts : les orbites de odimensionp, on a :Hp+qZp n Zp+1(LG=B�(�)) = Mw : l(w)=pHp+qBwB�=B�(LG=B�(�)) = (0) si q 6= 0et la suite spetrale de Grothendiek-Cousin (théorème I.3.1) dégénère au rang2 : Hk(G=B�;LG=B�(�))



III.4. COHOMOLOGIE DU FAISCEAU STRUCTURAL DE G 65est le k�ième groupe d'homologie du omplexe :GC� : : : :! Ml(w)=pHpBwB�=B�(LG=B�(�))! : : :Or, Hk(G=B�;LG=B�(�)) est un G�module (de dimension �nie) ; il su�tdon de aluler ses multipliités selon les g�modules simples de plus haut poids� 2 X+. On peut même se ontenter des plus hauts poids� 2 X+ \W��ar les termes du omplexe GC� ayant tous �� omme aratère entral, il enest de même pour Hk(G=B�;LG=B�(�)) et pour ses sous-quotients simples.Mais d'après III.2 (à la �n de la setion préédente), les seuls termes duomplexe de Grothendiek-Cousin ayant une multipliité non nulle en un poids� 2 X+ \W�� sont les HkBwB�=B�(LG=B�(�))ave w�� = � (et l(w) = k). Comme dans e as la multipliité est 1 et puisqu'ilexiste au plus un tel w 2 W et au plus un seul � 2 X+ \W�� , on trouve lerésultat annoné. Q.e.d.Le point important de ette démonstration a été l'étude des multipliités destermes du omplexe de Grothendiek-Cousin.On généralisera ette méthode au hapitre V pour déterminer les groupesde ohomologie des faiseaux inversibles sur d'autres G�variétés : les ompati-�ations de groupes rédutifs.Avant ela, on va s'intéresser au as du faiseau strutural OG :III.4 Cohomologie à support du faiseau strutu-ral de GLes aratères des g�modules H l(w)BwB�=B�(OG=B�) sont bien onnus, en re-vanhe, les H l(w)BwB�(OG) n'ont en général pas de aratères omme T � T�mo-dules.D'après les paragraphes préédents, e sont des g � g � B � B��modulesar G est une G�G�variété (pour les ations par multipliations à gauhe et àdroite de G sur lui-même). Il sont nuls sauf (éventuellement) en degré i = l(w)la odimension de BwB� dans G, ar BwB� est une sous-variété a�ne, lissede G (f. le théorème I.4.1). On sait aussi que es groupes font partie d'unerésolution de K[G℄, l'algèbre des fontions régulières de G :Lemme III.4.1 La suite0! K[G℄! : : :! Mw : l(w)=iH iBwB�(OG)! : : :! H l(w0)w0B�(OG)! 0est exate.



66 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFSDémonstration : Il su�t d'appliquer le théorème de Grothendiek-Cousin àla �ltration [p�0Zpave Zp = Sw : l(w)�pBwB�, pour obtenir le omplexe i-dessus. On a a�aire àune suite exate ar puisque G est a�ne :8 i > 0; H i(G;OG) = 0 : Q.e.d.A priori, les H l(w)BwB�(OG) ne sont pas de type �ni en tant que g�g�modules(a posteriori non plus selon le hapitre suivant). Ils le sont néanmoins en tantque modules sur l'algèbres des opérateurs di�érentiels d'ordre �ni de G, D(G)omme on pourra le déduire du théorème démontré dans ette setionIII.4.1 Formule de réurrenePour la struture de g� g�module de :H0BB�(OG) = K[BB�℄ ;f. le hapitre V et la proposition V.3.7 (page 124) où l'on fait appel à uneompati�ation de G. On y montrera que ses espaes propres généralisés ontune �ltration �nie ave gradué assoié une somme direte de duaux de modulesde Verma (pour g� g). Je n'ai pas de réponse par une approhe direte.On peut exprimer les groupes de ohomologie à supportH l(w)BwB�(OG)en fontion des groupes (( qui préèdent )), -à-d les :H l(w0)Bw0B�(OG)ave w0 < w.Pour ela on introduit la notion suivante :Dé�nition 10 Étant donnés deux g�modules N �M et un sous-groupe ferméH de G, on dit que N est un sous-H�module rationnel de M si Nest un H�module rationnel et si les deux ations de l'algèbre de Lie de H : parrestrition de elle de g et par dérivation de elle du groupe H, oïnident.La somme des sous-H�modules rationnels de M est enore un sous-modulerationnel : il s'agit du plus grand sous-H-module rationnel de M .On le notera : (M)H�rat :Pour toute raine simple � 2 �, on introduit le sous-groupe paraboliqueminimal engendré parB et s� (ou parB et U��). Rappelons que P� = BtBs�Bet que plus généralement :Proposition III.4.2 ([Hu95, lemmes A, C du �29.3℄) Soit � 2 �. Siw; � 2W véri�ent : w = s�� ave l(w) = l(�) + 1 ;



III.4. COHOMOLOGIE DU FAISCEAU STRUCTURAL DE G 67alors : P��B� = BwB� t B�B� :C'est une réunion de deux B � B��orbites, l'une, BwB�, fermée et l'autre,B�B�, ouverte (dans P��B�).Ave es notations, on a :Théorème III.4.3 Soient w; � 2 W tels que w = s�� pour une raine simple� 2 � et l(w) > l(�).Pour l'ation de P� à gauhe ( -à-d elle de P��f1g vu omme sous-groupede G�G), �H l(�)B�B�(OG)�P��ratest un sous-module de H l(�)B�B�(OG) pour les ations de g � g et de K[G℄ et ona : H l(w)BwB�(OG) ' H l(�)B�B�(OG)=�H l(�)B�B�(OG)�P��rat(en tant que g� g et K[G℄�modules).Remarque : On va au passage démontrer que :(H l(�)B�B�(OG))P��rat = H l(�)P��B�(OG) :III.4.2 Démonstration du théorèmeSoient w; � omme dans le théorème.1�ière étapeOn va d'abord montrer queH l(�)B�B�(OG)=H l(�)P��B�(OG) = H l(w)BwB�(OG)puis que H l(�)P��B�(OG) est le plus grand sous-P��module rationnel de :H l(�)B�B�(OG) :On aura pour ela besoin de la proposition suivante :Proposition III.4.4 Soit P un sous-groupe parabolique de G ontenant B.Pour tout w 2W , la variété PwB est a�ne.Démonstration : Comme PwB ' PwBw�1, il su�t de démontrer quePwBw�1 est a�ne.Soient Ru(P ) le radial unipotent de P et Ru(P )� le sous-groupe unipotentopposé. On a : PwBw�1 = PwUw�1 = P:(wUw�1 \ Ru(P ))' P � w(U) \ Ru(P )�



68 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFSomme T�variété algébrique.Or P et w(U) \Ru(P )� sont a�nes, d'où le résultat. Q.e.d.Lemme III.4.5 On a une suite exate de (g� g;K[G℄)�modules :0! H l(�)P��B�(OG) j(G)! H l(�)B�B�(OG) q(G)! H l(w)BwB�(OG)! 0Démonstration : P��B�, B�B� et BwB� sont loalement fermés dansG ar e sont des orbites (pour P� �B� ou B �B�). On peut don former lesgroupes de ohomologie à support dans es sous-variétés. A ause des hypothèsessur w et � et de la proposition III.4.2, si on pose :Z1 : = P��B� = B�B� ; Z2 : = BwB�et Z3 : = �P��B�(: = P��B� n P��B�) ;alors sont véri�ées :Z1 n Z3 = P��B�; Z1 n Z2 = B�B�; Z2 n Z3 = BwB� :Après avoir appliqué le lemme de Grothendiek I.1.3 à OG et aux fermés Z3 �Z2 � Z1, on obtient une suite exate longue :(�) : : :! H iP��B�(OG)! H iB�B�(OG)! H i+1BwB�(OG)! : : :Or, P��B�; B�B�; BwB� sont des variétés lisses (ar e sont des orbites) eta�nes (pour P��B� f. la proposition III.4.4). Don d'après le théorème I.4.1,H iP��B�(OG) = H iB�B�(OG) = H i+1BwB�(OG) = (0)si i 6= l(�) = odim(B�B�; G).On tire don de (�) une suite exate ourte :0! H iP��B�(OG)! H iB�B�(OG)! H i+1BwB�(OG)! 0C'est une suite de K[G℄�modules et aussi de g�g�modules d'après le théorèmeIII.2.2. Q.e.d.Si on note j :H iP��B�(OG)!H iB�B�(OG)et q :H iB�B�(OG)!H i+1BwB�(OG)les morphismes orrespondants pour la ohomologie loale, l'inlusion et lasurjetion du lemme sont respetivement j(G) et q(G).� � �



III.4. COHOMOLOGIE DU FAISCEAU STRUCTURAL DE G 692�ième étapeEn tenant ompte de la première étape, il ne reste plus qu'à montrer queH l(�)P��B�(OG) est le plus grand sous-P��module rationnel de H l(�)B�B�(OG).Si K est un groupe algébrique et si X = Spe(A) est une K�variété algé-brique a�ne, on dira qu'un A�module M est G�linéarisé si le faiseau quasiohérent fM assoié sur X est un G�faiseau. Cela revient à dire que : M a unestruture de G�module rationnel qui rend l'appliation :A
KM �! Ma
m 7�! a:mG�équivariante (l'ation de G sur A étant elle induite par l'ation de G surX).Soit M le plus grand sous-P�-module rationnel de H l(�)B�B�(OG).Proposition III.4.6 M est un sous-K[G℄-module de H l(�)B�B�(OG).Démonstration : Posons N = H l(�)B�B�(OG) et onsidérons le morphismede Lie(P�)-modules (f. le théorème III.2.2) :m : � K[G℄
K N �! Na
 n 7�! a:n :Il s'agit de montrer que m(K[G℄ 
KM) �M:L'appliation m induit un isomorphisme de Lie(P�)-modules :m(K[G℄
KM) ' K[G℄
KMÆker(m)TK[G℄
KM :Or K[G℄ 
KM est un P�-module rationnel dont ker(m)TK[G℄ 
KM est unsous-Lie(P�)-module. Don ker(m)TK[G℄
KM est en fait un sous-P�-modulerationnel de K[G℄
KM . Ainsi, m(K[G℄
KM) est un sous-P�-module rationnelde N qui ontient M . Mais M est le plus grand, d'où M = m(K[G℄
KM).Q.e.d.On a en partiulier montré que M est un K[G℄�module P��linéarisé, 'est-à-dire que le faiseau fM assoié est P��linéarisé sur G.Comme P��B� est P� � f1g�invariant, H l(�)P��B�(OG) est déjà un sous-P��module rationnel de H l(�)B�B�(OG) d'après le lemme III.4.5. Comme M lesontient tous, H l(�)P��B�(OG) �M :La démonstration s'ahèvera don ave la proposition suivante sur l'inlusionopposée :Proposition III.4.7 M � H l(�)P��B�(OG):



70 CHAPITRE III. ACTIONS DE GROUPES RÉDUCTIFSDémonstration : Comme B�B� est un ouvert de P��B�, si u 2 B�B�,on a : H l(�)P��B�(OG)u =H l(�)B�B�(OG)u = (fM)u :Pour e qui va suivre, soient ew,e� et fs� des relevés de w, � et s� dans N(T )(forément, fs�2 2 T ) et soit q la surjetion de OG�modules :H l(�)B�B�(OG) q��H l(w)BwB�(OG) :On remarque d'abord que si x 2M , q(G)(x)ew = 0. En e�et, soit s : = q(G)(x) ;sew = qew(xew) 2 (H l(w)BwB�(OG))ew. Ave les notations de la proposition III.2.1,T es��1;es�ew Æ T es�;ewest l'appliation identité sur (fM)ew et sur (H l(�)P��B�(OG))ew. Don :xew = T es��1;es�ew Æ T es�;ew(xew) :Or : T es��1;ew(xew) 2 fM es�ew =H l(�)P��B�(OG) es�ewar fs� ew 2 B�B�. De plus, puisque H l(�)P��B�(OG) est un P�-faiseau,xew 2 T es�;es�ew(H l(�)P��B�(OG) es�ew) �H l(�)P��B�(OG)ew = ker(qew):En fait, grâe à la proposition I.5.3 sur les points assoiés, ela su�t arew 2 BwB� = fgg (où g est le point générique de BwB� dans G). Q.e.d.III.4.3 D(G)�modulesOn note DG le faiseau des opérateurs di�érentiels sur G (f. [Ka90, �1.1℄)et D(G) l'algèbre �(G;DG) (f. [DG70, Cha. II no 5.3℄ et [Ja, partie I, �7.18℄).On va étudier ii les groupes de ohomologie à support du faiseau struturalde G en tant que D(G)�modules.Remarque : Cette algèbre est la sous-algèbre de EndK(K[G℄) engendréepar les multipliations par des fontions de K[G℄ et par g qui opère dans K[G℄par dérivation à gauhe y, respetivement par dérivation à droite.En e�et, omme G est lisse, D(G) est engendré, omme K�algèbre parK[G℄et par DerK(K[G℄;K[G℄), l'ensemble des dérivations de K[G℄ (f. [Bo87, �1.1,p. 207℄ ou [Bj93, théorème 1.1.8℄). Or, d'après [Sp81, orollaire 3.3.4℄, on a unisomorphisme de K[G℄�modules entre DerK(K[G℄;K[G℄) et K[G℄
Kg.D'après [Ka78, �1, lemme 1.1℄, les faiseaux H l(w)BwB�(OG) sont des faiseauxde DG�modules (ou DG�faiseaux) et les morphismes :H l(w)BwB�(OG)!H l(�)B�B�(OG)sont DG�équivariants.y ette opération est appelée onvolution à droite dans [Hu95, �9.2℄



III.4. COHOMOLOGIE DU FAISCEAU STRUCTURAL DE G 71En prenant leurs setions globales �(G; ), on s'aperçoit que l'on a desmorphismes surjetifs de D(G)�modules:H l(�)B�B�(OG)! H l(w)BwB�(OG)lorsque w = s�� pour une raine simple �, w; � 2 W , tels que w > � .On en déduit le fait suivant :Proposition III.4.8 Quand G est semi-simple et simplement onnexe, pourtout w 2W , H l(w)BwB�(OG)est un D(G)�module monogène.Démonstration : Grâe aux morphismes surjetifs rappelés i-dessus, ilsu�t de traiter le as w = 1. Or, omme G est simplement onnexe, l'algèbreK[G℄ est fatorielle, le fermé G n BB� a don un idéal de dé�nition prinipal.Si on le note (f), alors :H0BB�(OG) = �(BB�;OG) = K[G℄[ 1f ℄ :Ce D(G)�module est de type �ni selon [Ka78, prop. 2.9℄. ; il est don engendrépar 1fk pour un k > 0 assez grand.En e�et, soient f1; : : : ; fe 2 �(BB�;OG) des générateurs. Pour tout 1 �j � e, il existe kj � 0 tel que fj 2 K[G℄:f�kj . Si on pose k : = emaxj=1 kj , alorsfj 2 K[G℄:f�k pour tout j.Comme D(G) ontient en partiulier K[G℄, la fontion f�k engendre bien�(BB�;OG) omme D(G)�module. Q.e.d.Remarque (Levasseur) :Plus généralement, on peut montrer que les D(G)�modules H l(w)BwB�(OG)sont monogènes si G est seulement rédutif et onnexe. En e�et, le faiseaude DG�modules H 0BB�(OG) est holonome (f. [Ka78, Théorème 1.3℄). Don,omme G est a�ne, �(G;H 0BB�(OG)) = H0BB�(OG)est un D(G)�module de longueur �nie. Puisque D(G) est un anneau simpleet non artinien, il en résulte que H0BB�(OG) est monogène (f. [Bj93, Chap. I,théorème 8.18℄) ; on onlut après omme i-dessus.
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73
Chapitre IVVariétés régulièresSoit G un groupe rédutif onnexe pour lequel on adopte les notations dudébut du hapitre III.On va rappeler i-après la dé�nition des variétés sphériques. On ompteétudier les groupes de ohomologie des �brés en droites sur une telle variété X ,ave le omplexe de Grothendiek-Cousin. Pour ela, on va utiliser une �ltrationde X par des fermés telle que les termes du omplexe assoié soient des (sommesdiretes de) groupes de ohomologie à support dans des ellules de Bialyniki-Birula ou des B�orbites (B étant un sous-groupe de Borel de G).On va s'intéresser dans e hapitre à de tels groupes de ohomologie à sup-port, prinipalement à leur struture de g�B�modules. On va ommener paronstruire des �ltrations de es g � B�modules et déterminer les gradués as-soiés orrespondants. Puis, on va prendre pour haque aratère entral � deg, l'espae propre généralisé assoié (f. la proposition III.1.2). On va ainsi seramener à l'étude de g�B�modules de longueur �nie, par exemple dans le asoù le support est une B�orbite de rang maximal (pour la dé�nition f. la page74). On donnera une suite de omposition de es espaes propres généralisésave des quotients suessifs isomorphes à des (( modules de Verma générali-sés )). Ces derniers sont en fait des groupes de ohomologie de �brés en droitessur des variétés de drapeaux et à support dans des B�orbites. On en onnaît learatère entral et la multipliité selon tout G�G�module simple. Cela noussu�ra pour les démonstrations du dernier hapitre.Juste après avoir donné la dé�nition des variétés sphériques, on va rappelerla notion de variété régulière. Ces variétés présentent des avantages. En e�et,les adhérenes de leurs G�orbites sont des intersetions transverses de divi-seurs lisses et leurs B�orbites sont exatement les intersetions de ellules deBialyniki-Birula et de G�orbites (f. la dé�nition 11 et la setion IV.1.5). C'estpour ela qu'on mènera l'étude des groupes de ohomologie à support sur desvariétés régulières. Pour l'objetif �nal qui est la détermination des groupes deohomologie des �brés en droites sur une variété sphérique, e n'est pas unerestrition trop forte : on peut toujours se ramener au as où X est régulière,d'après la proposition IV.0.11.Une variété X , sur laquelle G agit est sphérique si elle est normale et n'aqu'un nombre �ni de B�orbites.Les ouleurs de X sont ses diviseurs premiers B�invariants qui ontien-nent une G�orbite mais ne sont pas G�invariants (f. [BB96, �2.2℄).



74 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESDésormais, X est une G�variété irrédutible.Parmi les fontions rationnelles sur une B�variété irrédutible Y , on onsi-dère elles qui sont des B�veteurs propres. Dans le réseau des aratères deB, X�(B) = X, leurs poids forment un sous-réseau de rang �ni r(Y ) : 'est ladé�nition du rang de Y .Proposition IV.0.9 ([Kn, orollaire 2.4℄) Pour toute sous-variété (loale-ment fermée) irrédutible B�invariante Y de X, on a : r(Y ) � r(X).Cela entraîne que pour toute B�orbite 
 de X , r(
) � r(G:
) ; en asd'égalité, on dit que 
 est une orbite de rang maximal.Remarque : Soit x 2 X . Si on note Bx le stabilisateur de x dans B, alorsle rang de l'orbite B �x est :r(B �x) = r(B=Bx) = r(B) � r(Bx) = dimT � r(Bx)où r(Bx) est la dimension d'un (de tout) tore maximal de Bx.Lien ave les variétés régulièresLa notion de variété régulière est due à Bifet, De Conini et Proesi dans[BCP℄, f. aussi [B98℄ et [BB96℄.Dé�nition 11 On dit que X est régulière si sont véri�ées :1o X est lisse et a une G�orbite ouverte et dense X0G dont le omplémen-taire est un diviseur à roisements normaux y. On appellera diviseurslimitrophes les omposantes irrédutibles de X �X0G.2o Chaque adhérene de G�orbite est l'intersetion transverse des diviseurslimitrophes qui la ontiennent (-à-d que si A est l'adhérene d'une G�orbite et si D1; : : : ; Dn sont les diviseurs limitrophes ontenant A, alorsl'idéal de dé�nition de A est la somme des idéaux de dé�nition des Di :IA = ID1 + : : :+IDn ):3o Si x 2 X alors sur l'espae normal à G � x dans X, TxX=TxG�x, legroupe d'isotropie de x, Gx, agit ave une orbite dense.(Pour ette dé�nition on peut remplaer G par n'importe quel groupe algé-brique linéaire onnexe.)Les variétés toriques omplètes lisses sont des exemples de variétés régulières.Remarque : Si F est un fermé G�invariant et irrédutible d'une G�variétérégulière X , alors non seulement F est lisse mais 'est aussi une variété régulière(f. [BB96, prop. 2.5℄).Le rapport ave les variétés sphériques est donné par la proposition suivante :Proposition IV.0.10 ([BB96, 2.2.1.℄) Si on suppose que X est omplète etlisse, alors X est régulière si et seulement si X est sphérique et sans ouleur.yCela signi�e que si D1; : : : ;Dn sont des omposantes irrédutibles de X �X0G, alors esont des diviseurs lisses et si elles se renontrent en un point x 2 X, alors les équations loalesf1; : : : ; fn des Di en x sont linéairement indépendantes modulo m2x (-à-d que les fi sont unepartie d'un système régulier de paramètres en x).



IV.1. QUELQUES PROPRIÉTÉS DES VARIÉTÉS RÉGULIÈRES 75De plus, pour toute variété sphérique omplète, on a :Théorème IV.0.11 Il existe une variété sphérique régulière eX et un mor-phisme ' : eX ! Xbirationnel, G�invariant et propre.En partiulier, pour tout faiseau inversible L sur X :H i(X;L ) = H i( eX;'�L )pour tout i � 0. Compati�ationsOn appelle ompatifiation d'un espae homogène � pour G, touteG�variété omplète et normale qui ontient � omme ouvert G�invariant.On a la :Proposition IV.0.12 ([BB96, 2.2.2.℄) Un espae homogène pour G admetune ompati�ation régulière si et seulement s'il est sphérique.On supposera dorénavant que X est une G�variété régulièreomplète.IV.1 Quelques propriétés des variétés régulièresOn notera X0G la G�orbite ouverte de X et X0B sa B�orbite ouverte.IV.1.1 Poids des diviseurs limitrophesSi D est un diviseur limitrophe de X , le faiseau ohérent OX(D) est inver-sible ar X est lisse.Don si x 2 XT , la �bre OX(D)jx est une droite où T , et même Gx, agissentave un poids px(D) 2 X.L'axiome 3o de la dé�nition des variétés régulières a pour onséquene :Proposition IV.1.1 Soient x 2 XT et D1; : : : ; Ds les diviseurs limitrophes deX ontenant x.Les aratères px(D1); : : : ; px(Ds) sont Z�linéairement indépendants (dansX).Démonstration : Soit Gx le groupe d'isotropie de x.L'adhérene d'orbite G � x est l'intersetion transverse des Di (i = 1 à s).Don l'espae normal à G � x dans X est :TxX=TxG�x = sMi=1 OX (Di)jx (�)(f. [BB96, �2.4℄).C'est un K�espae vetoriel de dimension s ave une base (orrespondantà la déomposition (�)) de Gx�veteurs propres e1; : : : ; es de valeurs propres



76 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESrespetives px(D1); : : : ; px(Ds). Dans ette base, l'ation de Gx sur TxX=TxG �xest ainsi donnée par : 8 g 2 Gx; 8 a1; : : : ; as 2 K;g:(a1; : : : ; as) = (a1px(D1)(g); : : : ; aspx(Ds)(g)) :Pour que ette ation ait une orbite dense, il faut (et il su�t) que les px(Di)soient Z�linéairement indépendants. Q.e.d.IV.1.2 La (( grosse ellule ))On pose X0 : = fx 2 X : B �x est ouvert dans G�xg etP : = �g 2 G : g:X0B = X0B	 :P est un sous-groupe parabolique de G qui ontient B. Soit L le sous-groupede Levi de P qui ontient T . D'après [B01, �2℄, il existe une sous-variété ferméeet irrédutible, S, de X0, L�invariante, dont tous les points sont �xés par lesous-groupe dérivé (L;L) et telle que l'appliation :Ru(P )� S ! X0(n; s) 7! n:sest un isomorphisme de variétés algébriques.De plus, S renontre haque G�orbite O, de X en une seule T�orbite (donS admet une T�orbite ouverte dense).IV.1.3 G-orbites ferméesD'après [B98, �1.4℄ et [BB96, �2.2℄, toutes les G�orbites fermées de X sontisomorphes à G=Q où Q � B� est le sous-groupe parabolique opposé à P .IV.1.4 Intersetions propresSoit Y une sous-variété fermée, irrédutible et B�invariante de X .Alors G:Y : = fg:y : g 2 G; y 2 Y g est une sous-variété fermée, irrédutibleet G�invariante de X qui véri�e :Théorème IV.1.2 ([B98, 1.4. ii)℄) Pour toute sous-variété fermée irrédu-tible et G�invariante Z � G:Y , et toute omposante irrédutible C de Y \ Z,on a :odim(C;Z) = odim(Y;G:Y ) (Y et Z s'intersetent proprement dans G:Y )et G:C = Z :IV.1.5 Cellules de Bialyniki-Birula et B�orbitesOn va de nouveau faire appel aux ellules de Bialyniki-Birula (f. la setionII.3).L'ensemble des points �xes de T , XT , est �ni. En e�et, haque B�orbiteomporte au plus un point �xé par T et il n'y a qu'un nombre �ni de B�orbites.



IV.2. COHOMOLOGIE À SUPPORT DANS LES B�ORBITES 77On peut trouver un sous-groupe à un paramètre � > 0 (-à-d que pour tout� 2 �+; h�; �i > 0) tel que X� = XT(f. par exemple [BB73, lemme 2.3℄) (X� est l'ensemble des points �xes del'ation de �(K�)). On fixe e � pour la suite.Pour un tel �, les ellules de Bialyniki-Birula :C(x) = fy 2 X : lima!0 �(a):y = xgsont des sous-variétés B�invariantes de X ar pour tout b 2 B, lima!0 �(a)b�(a�1)existe et appartient à T .On a vu au ours de la remarque sur le théorème III.3.1 que, dans la variétéde drapeaux G=B�, les ellules de Bialyniki-Birula (pour un sous-groupe àun paramètre > 0) oïnidaient ave les B�orbites. Plus généralement, d'après[BL, �2.1 p. 219 et prop. du �2.3℄, l'intersetion d'une ellule et d'une G�orbitede X est soit vide soit une B�orbite.On obtient ainsi toutes les B�orbites de X :8 y 2 X; B �y = C(x) \G�yoù x : = lima!0 �(a):y.IV.2 Filtration des groupes de ohomologie à sup-port dans les B�orbitesL'objetif est d'obtenir des �ltrations dont les quotients suessifs sont de laforme : un groupe de ohomologie, à support dans une B�orbite, d'un faiseauinversible sur une G�variété homogène (par exemple une variété de drapeaux)dont on onnaît un peu mieux la struture de g � B�module (f. le lemmeIV.4.3). � � �A�n d'étudier les groupes de ohomologie sur X à support dans une B �orbite, on va aussi s'intéresser aux groupes de ohomologie sur X à supportdans une intersetion d'une ellule et de l'adhérene d'une G�orbite. Dans etteintension, on �xe les notations qui serviront dans la suite.IV.2.1 NotationsSoit D : = fD1; : : : ; Drg l'ensemble des diviseurs limitrophes de X .Si x 2 XT et si C(x) est la ellule de Bialyniki-Birula assoiée (à x et à �),on note (x) la odimension de C(x) dans X , b(x) la odimension de B �x dansX et eb(x) la odimension de B �x dans G�x. Soit Z un fermé de X , irrédutibleet G�invariant, d'idéal de dé�nition IZ et tel que :x 2 Z � G:C(x) :



78 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESOn pose CZ(x) : = C(x)\Z ('est la ellule de Bialyniki-Birula de Z assoiéeà x et �) et Z(x) la odimension de CZ(x) dans X .Comme Z est G�invariant et x 2 Z, on a : G�x � Z ; soit IG�x l'idéal dedé�nition de G�x dans Z.En e qui onerne les diviseurs, on note Dx l'ensemble des diviseurs limi-trophes ontenant x. On divise et ensemble en deux parties :eIx;Z : = fD 2 D : x 2 D mais Z 6� Dg et eJx;Z : = fD 2 D : Z � Dg :Cette partition s'explique par le :Lemme IV.2.1 Comme faiseaux ohérents sur Z :IZ=I2Z = MD2eJx;Z OX (�D)jZet omme faiseaux ohérents sur G�x :IG�x=I2G�x = MD2eIx;Z OX(�D)��G�x :Démonstration : En e�et, Z (respetivement G:x) est l'intersetion trans-verse des diviseurs limitrophes qui le ontiennent (respetivement des diviseurslimitrophes de Z qui le ontiennent).Cela su�t pour la première égalité (f. [BB96, début du �2.4℄). Pour laseonde, on utilise en outre que, dans la variété régulière Z, les diviseurs limi-trophes sont les D \ Z non vides ave D 2 D ne ontenant pas Z (f. [BB96,�2.4 et �2.5, prop. 2.5℄). Or, pour un diviseur premier G�invariant, on a :D � G�x, D 3 x;e qui montre l'égalité annonée. Q.e.d.Remarque :� Comme Z est lisse, on en déduit que pour tout m � 0 :ImZ =Im+1Z = Sm(IZ=I2Z) = Sm � MD2eIx;Z OX (�D) � jZ=ME OX(�E)où E parourt l'ensemble des diviseurs de la forme XD2eIx;Z nD:D ave :8D; nD � 0 et XD nD = m :



IV.2. COHOMOLOGIE À SUPPORT DANS LES B�ORBITES 79� De même, pour haque m � 0, on a :ImG�x=Im+1G�x =ME OX(�E)où ette fois E parourt l'ensemble des diviseurs de la forme XD2eJx;Z nD:Dave : 8D; nD � 0 et XD nD = m :� On véri�e aussi que :!Z=X =^dimX�dimZ(IZ=I2Z)_= OX ( XD2eIx;Z D)(f. la dé�nition 2 page 23).On onservera es notations jusqu'à la fin du hapitre.IV.2.2 Début du as généralOn va ii obtenir une �ltration des groupes de ohomologie à support dansles B�orbites en utilisant que es dernières sont l'intersetion d'une ellule etd'une G�orbite (f. la setion IV.1.5).Dans le théorème suivant, on exprime le groupe de ohomologie à supportdans une B�orbite d'un �bré en droitesL surX omme une réunion de groupesde ohomologie à support dans des ellules de la forme CZ(x) (x 2 XT et Zune adhérene de G�orbite omme i-dessus). Ensuite, dans la setion suivante(IV.3), on traitera le as de es derniers groupes de ohomologie à support.Théorème IV.2.2 Soit B �y une B�orbite de X de odimension b(y).Si y 2 C(x) pour un (unique) x 2 XT , alors le g�B�module Hb(y)B�y (L ) estla réunion roissante Hb(y)B�y (L ) = [n�0Hb(y)CG�y(x)(L 
OXI�nF )où IF est l'idéal de dé�nition (sur X) du fermé F , réunion des diviseurslimitrophes Di qui ontiennent x mais ne ontiennent pas y.Remarque : Par dé�nition, F est un diviseur, don puisque X est lisse,son idéal IF est inversible e qui permet de dé�nir les faiseaux inversibles I�nFlorsque n > 0.Démonstration : On rappelle que D = fD1; : : : ; Drg désigne l'ensembledes diviseurs limitrophes de X .On a B �y = G�y \ C(x). De plus, F est ainsi dé�ni que :B �y = (G�y n F ) \ C(x) :



80 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRES. En e�et, l'adhérene G�y est l'intersetion transverse des diviseurs limitrophesqui la ontiennent -à-d qui ontiennent y :G�y = \D2D :D3yD :G�y étant l'unique orbite ouverte de G�y, elle est obtenue en retranhant àG�y tous les diviseurs limitrophes qui ne ontiennent pas y :G�y = G�y n [D : y 62DD= (G�y n [D : y 62D;x2DD)\(X n [D : y 62D;x 62DD)= (G�y n F )\(X n [D : x 62DD)ar omme X n D est un ouvert T�stable, on a :x 62 D ) C(x) � X n D ) y 62 D :Dès lors : B �y = C(x) \G�y = C(x) \ (G�y n F ) :Supposons pour simpli�er que F est la réunion des diviseurs limitrophesD1; : : : ; Ds (1 � s � r), posons C : = CG�y(x) et notons F(D) : = F
OXOX(D)pour haque faiseau de OX�modules F et haque diviseur D de X .Si on appelle j : X n F ,! X l'inlusion anonique, alors :lim�!n�0L 
OXI�nF = j�L ��X n F :Or, l'inlusion j est a�ne ar F est un diviseur et X est lisse (f. [Ma70℄ et[Ha68, exemple 1 p. 421℄). Don :lim�!n�0Hb(y)C (L 
 I�nF ) = Hb(y)C (lim�!n�0L 
 I�nF )= Hb(y)C (j�L ��X n F )= Hb(y)C n F (L ��X n F )(la dernière égalité se déduit d'une suite spetrale de Leray qui dégénère (f.[Ke78, lemme p. 377℄ et [G62, V.3.2℄)).En onséquene : lim�!n�0Hb(y)C L 
 I�nF = Hb(y)B�y (L ) :Pour terminer, il ne reste plus qu'à démontrer que les morphismes�n : Hb(y)C L 
 I�nF ! Hb(y)C L 
 I�n�1F



IV.3. COHOMOLOGIE À SUPPORT DANS LES CELLULES 81sont injetifs pour tout n.Remarquons que pour tout 1 � i � s, C 6� Di ar y 62 Di ; en partiulier,C \Di �6= C et dimC \Di = dimC � 1.Puisque I�1F = OX (Psi=1Di), les �n sont les omposés des morphismes y�in : Hb(y)C (L 
 I�nF (i�1Xj=1Dj))! Hb(y)C (L 
 I�nF ( iXj=1Dj)) ;0 � i � s :Mais, les �in sont tous injetifs.En e�et, si 0 � i � s, n � 0 et si on pose :M : = L 
 I�nF ( iXj=1Dj) ;alors : �in : Hb(y)C (M(�Di))! Hb(y)C (M)a pour noyau Hb(y)�1C\Di (MjDi ). Ce noyau est nul ar d'une part,MjDi est un fais-eau inversible sur Di et d'autre part, C \Di, qui est une ellule de Bialyniki-Birula de Di, est une sous-variété a�ne et lisse de odimension b(y) dans Di.Q.e.d.IV.3 Filtration des groupes de ohomologie à sup-port dans les ellulesOn onserve les notations de la setion IV.2.1Soient notamment x 2 XT et Z � G:C(x).Si M est un faiseau ohérent, loalement libre sur X , alors, d'après lethéorème I.4.1, HCZ(x)(M ) = (0) lorsque  6= Z(x). Le théorème qui suitdonne une (( double-�ltration )) de HZ(x)CZ(x)(M ) dont le gradué assoié est sommede groupes de ohomologie sur la G�orbite G �x, à support dans la B�orbiteB �x (qui a la partiularité d'être aussi une ellule de Bialyniki-Birula de G�xvu que B �x = C(x) \G�x).Théorème IV.3.1 On a une �ltration roissante de K�espaes vetoriels :HZ(x)CZ(x)(M ) = [m�0Mmave M0 = (0) et pour tout m � 0, une �ltration déroissante :Mm+1=Mm = [n�0Mmny -à-d que : 8 n � 0; �n = �sn Æ : : : Æ �0n



82 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESave Tn�0Mmn = (0) et dont les quotients suessifs sont :Mmn =Mmn+1 = Heb(x)B�x (Mmn )où Mmn est le faiseau ohérent loalement libre sur G�x suivant :Mmn =  ME OX (E)! 
OG�xM ��G�x ;E dérivant l'ensemble Dx;Zm;n des diviseurs de X de la forme :� XD2eIx;Z nD:D + XD2eJx;Z nD:Davea) 8D 2 eIx;Z (respetivement eJx;Z), nD 2 N (respetivement nD 2 N�) ;b) XD2eIx;Z nD = n et XD2eJx;Z(nD � 1) = m.De plus, si M est G�linéarisé alors il s'agit de �ltrations et de quotients deg�B�modules.Remarque : Grâe aux remarques sur le lemme IV.2.1, le faiseau Mmns'érit aussi :Mmn = (ImZ =Im+1Z )_ ��G�x 
OG�xInG�x=In+1G�x 
OG�xM ��G�x 
OG�x(!Z=X ) ��G�x ;'est sous ette forme qu'il apparaîtra dans la démonstration.� � �On va démontrer e théorème en trois étapes.On se ramène d'abord à un alul de groupes de ohomologie sur Z grâeau lemme et au orollaire suivants :Lemme IV.3.2 Soient V une variété algébrique (sur K) lisse, irrédutible etZ une sous-variété fermée, lisse de V de odimension z.Si M est un faiseau loalement libre, de rang �ni sur V alors le faiseau deohomologie loale H zZ (M ) est la réunion roissante des sous-faiseauxExtzOV (OV =ImZ ;M ) :Et, on a un isomorphisme de OV�modules (ou de OZ�modules) :ExtzOV (OV =Im+1Z ;M )=ExtzOV (OV =ImZ ;M ) ' �!Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_� :Remarque : Si V est une G�variété, si Z est laissé stable par G et si Mest G�linéarisé, alors l'isomorphisme i-dessus est G�équivariant.Démonstration : De la suite exate ourte0! ImZ =Im+1Z ! OV =Im+1Z ! OV =ImZ ! 0



IV.3. COHOMOLOGIE À SUPPORT DANS LES CELLULES 83dérive une suite exate longue :(★) : : :! ExtiOV (OV =ImZ ;M )! ExtiOV (OV =Im+1Z ;M )! ExtiOV (ImZ =Im+1Z ;M )! : : :Or omme Z est lisse,ExtjOV (OZ ;M ) = ( 0 si j 6= zExtjOV (OZ ;OV )
OVM = !Z=X 
OVM si j = zd'après [Ha66, proposition 7.2℄.On en déduit que la suite spetrale [CE, (2)4, �5 XVI℄�ExtiOZ (ImZ =Im+1Z ;ExtjOV (OZ ;M )�) Exti+jOV (ImZ =Im+1Z ;M )dégénère et donne un isomorphisme pour tout m � 0 :�Exti�zOZ (ImZ =Im+1Z ; !Z=X 
OVM )� ' ExtiOV (ImZ =Im+1Z ;M )Le faiseau ImZ =Im+1Z est loalement libre sur Z ar Z est lisse (f. [Ha97,Théorème 8.17 (2)℄ et [Ma70, p.110℄). On note (ImZ =Im+1Z )_ son dual en tant queOZ�module.On a don, pour haque i et haque m :ExtiOV (ImZ =Im+1Z ;M ) ' �Exti�zOZ �OZ ; !Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_��= �Exti�zOZ (OZ ;OZ)
OZ!Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_)�= ( 0 si i 6= z!Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_ si i = zD'autre part, d'après la proposition I.6.2 :Extz+1OV (OV =ImZ ;M ) = (0)pour tout m � 0.D'où la suite exate ourte, tirée de (★), pour haque m � 0 :0! ExtzOZ (OV =ImZ ;M )! ExtzOZ (OV =ImZ ;M )! !Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_ ! 0qui ahève la démonstration arH zZ (M ) = lim�!m�0ExtzOZ (OV =ImZ ;M ) : Q.e.d.� � �Corollaire IV.3.2.1 Soient� V une variété algébrique irrédutible et lisse sur K ;



84 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRES� Z une sous-variété de V , lisse, fermée, irrédutible et de odimension zdans V ;� C une sous-variété de Z, loalement fermée, a�ne, lisse et de odimension dans V .SiM est un faiseau ohérent et loalement libre sur V alors on a la �ltrationroissante : HC(M ) = [m�0H�zC �ExtzOV (OV =ImZ ;M )�et pour tout m � 0 :H�zC �ExtzOV (OV =ImZ ;M )� ÆH�zC �ExtzOV (OV =Im+1Z ;M )�= H�zC �!Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_� :Remarque : Si V est une G�variété, si Z est laissé stable par G et siM est G�linéarisé, il s'agit d'une �ltration et de quotients de g�modules, deg�B�modules si, en outre, C est stable par B.Démonstration : Comme Z est un fermé lisse de V et ommeM est loale-ment libre de rang �ni sur V , le faiseauH jZ (M ) est nul si j 6= odim(Z;X) = z(f. le théorème I.4.1). En partiulier, la suite spetrale [Ke78, 8.4 d)℄H iC(H jZ (M ))) H i+jC (M )dégénère et donne un isomorphisme3 H�zC (H zZ (M )) ' HC(M ) :D'un autre �té, d'après le lemme IV.3.2, on a une suite exate ourte :0! ExtzOV (OV =ImZ ;M )! ExtzOV (OV =Im+1Z ;M )! !Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_ ! 0 :Maintenant, si on applique le fonteur �C(: : :), on obtient une suite exatelongue :(✶) : : :! HjC(ExtzOV (OV =ImZ ;M ))! HjC(ExtzOV (OV =Im+1Z ;M ))! HjC �!Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_�! : : :Or : HjC �!Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_� = (0) si j 6= � zarC est a�ne, lisse, de odimension �z dans Z et !Z=X 
OZM jZ 
OZ �ImZ =Im+1Z �_est un faiseau loalement libre et de rang �ni sur Z.Par onséquent, pour tous m � 0 et j > � z, le morphisme :HjC �ExtzOV (OV =ImZ ;M )� �� HjC �ExtzOV (OV =Im+1Z ;M )�



IV.3. COHOMOLOGIE À SUPPORT DANS LES CELLULES 85est surjetif. Il en résulte, par réurrene sur m, que pour tout j > � z,HjC �ExtzOV (OV =ImZ ;M )� = (0)pour tout m � 0.On déduit don de (✶) les suites exates ourtes0! H�zC �ExtzOV (OV =ImZ ;M )�! H�zC �ExtzOV (OV =Im+1Z ;M )�! H�zC �!Z=X 
OZM jZ 
OZ(ImZ =Im+1Z )_�! 0Finalement, en utilisant 3 on a :HC(M ) ' H�zC (H zZ (M ))' lim�!n�0H�zC �ExtzOV (OV =Im+1Z ;M )�' [n�0H�zC �ExtzOV (OV =Im+1Z ;M )� : Q.e.d.On applique e orollaire à C = CZ(x), Z, V = X et M .� � �Ensuite, on utilise leLemme IV.3.3 Soient C;H � V trois variétés algébriques telles que� H soit une sous-variété fermée et lisse de V , d'idéal de dé�nition IH ;� C soit une sous-variété loalement fermée, a�ne et lisse de V ;� CTH soit lisse ;� odim(C TH;H) = odim(C; V ) ;� C, C \H et V sont irrédutibles.Si  est ette odimension ommune, alors pour haque faiseau loalement librede rang �ni, L sur V , on a :HC(L ) = [n�0HC(L 
OV InH)et pour tout n � 0 :HC(L 
OV InH).HC(L 
OV In+1H ) = HC\H(M jH 
OHInH=In+1H ) :Démonstration : Soit n � 0. On a une suite exate ourte deOV�modules :0! L 
OV In+1H ! L 
OV InH ! L 
OV InH=In+1H ! 0



86 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESdont dérive une suite exate longue :(✸) : : :! H iC(L 
OV In+1H )! H iC(L 
OV )InH ! H iC(L 
OV InH=In+1H )! : : :Or, d'une part, C est a�ne, lisse de odimension  et le faiseau L 
OV In+1H estquasi-ohérent sur V don :H iC(L 
OV In+1H ) = (0) si i > (f. le théorème I.4.1).D'autre part : M 
OV InH=In+1H =M jH 
OHInH=In+1Het : H iC �M 
OV InH=In+1H � = H iC\H �M jH 
OHInH=In+1H �pour tout i � 0 (f. le lemme I.1.4). Puisque C \H est a�ne ('est un fermé dela variété a�ne C), lisse et de odimension  dan H , puisqueM jH 
OHInH=In+1Hest un faiseau loalement libre et de rang �ni sur H (ar H est une sous-variétéfermée, lisse de V ) on a :H iC\H(M jH 
OHInH=In+1H ) = (0) si i 6=  :On extrait don de (✸) une suite exate ourte :(✳) 0! HC(M 
OV In+1H )! HC(M 
OV InH)! HC\H(M jH 
OHInH=In+1H )! 0Par ailleurs, l'égalité M = Sn�0M 
OV InH entraîne queHC(M ) = lim�!n�0HC(M 
OV InH)= [n�0H iC(M 
OV InH)à ause de (✳). Q.e.d.On véri�e maintenant queC = CZ(x); H = G�x; V = Z et L = (ImZ =Im+1Z )_ 
OZM jZsatisfont aux hypothèses du dernier lemme. Or,� l'intersetion CZ(x) \G�x = C(x) \G�x = B �x est lisse ;� CZ(x) etG�x sont des sous-variétés irrédutibles, respetivementB�stableet G�stable. Elles s'intersetent don proprement dans G:CZ(x) = Zd'après [B98, ii) du théorème �1.4℄. A fortiori, CZ(x) qui est un ouvert deCZ(x) et qui renontre G�x (au moins en x), l'intersete proprement dansZ. Dès lors : odim(CZ(x) \G�x;G�x) = odim(CZ(x); Z) :



IV.4. SUITES DE COMPOSITION 87� L est un faiseau loalement libre de rang �ni sur Z ar les faiseauxM jZ ; (ImZ =Im+1Z )_; !Z=X le sont aussi.Pour terminer la démonstration du théorème IV.3.1, il reste à montrer que :Tn�0Mmn = (0) ; il su�t pour ela d'appliquer le orollaire II.3.2.1 aux faiseaux(ImZ =Im+1Z )_
OZM ��Z ;à C = CZ(x) et à F = G�x. Q.e.d.� � �On va se servir de es �ltrations pour analyser les g�B�modules Hb(y)B�y (L )(y 2 X; L faiseau inversible et G�linéarisé sur X). En général, eux-i ne sontpas de type �ni, 'est pourquoi on s'intéressera plut�t à leurs espaes propresgénéralisés (Hb(y)B�y (L ))�assoiés aux aratères entraux � de g.IV.4 Suites de ompositionOn va démontrer i-dessous (f. le orollaire IV.4.4.1) que pour touteB�orbi-te 
 de odimension b et de rang maximal (f. la dé�nition page 74), et pourhaque �, (Hb
(L ))�est un g � B�module de longueur �nie et on va en donner une suite de om-position �nie dont le gradué assoié fait apparaître ertains modules de Vermagénéralisés.Dans le as où le support est une B�orbite de rang maximal, le point im-portant est que les quotients suessifs des �ltrations de la setion préédente(f. le théorème IV.3.1) sont des g�modules qui ont un aratère entral (f.lemme IV.4.3 et la sous-setion III.1.1.1).Pour les groupes de ohomologie à support dans une ellule de Bialyniki-Birula, 'est plus faile ar on a a�aire à des g�B�modules ave un aratère(f. le lemme IV.4.1).Rappelons en e�et que si M est un g�B�module qui admet un aratère,alors pour haque aratère entral � 2 Z(g)0, le g � B�module M� est delongueur �nie (f. la remarque sur la proposition III.1.4).� � �Si L est un faiseau inversible, G�linéarisé sur X , sur la droite L jx , legroupe d'isotropie Gx agit via un aratère que l'on notera px(L ) (on a déjàposé px(D) : = px(OX (D)), au paragraphe IV.1.1). En partiulier, ave lesnotations de la setion III.2.3,L jG�x = LG�x(px(L )) et OX (Dj)jG�x = LG�x(px(Dj)) :



88 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESOn ontinue de noter D = fD1; : : : ; Drg la famille des diviseurs limitrophesde X . Les ensembles suivants vont intervenir pour la desription de suites deomposition : eIx : = eIx;G:C(x) = fD 2 D : x 2 D mais C(x) 6� DgIx : = fpx(D) : D 2 eIxgeJx : = eJx;G:C(x) = fD 2 D : C(x) � DgJx : = fpx(D) : D 2 eJxget Wx;� ;l'ensemble des aratères � de Gx, le groupe d'isotropie de x, tels que :(Heb(x)B�x (LG�x(�)))� 6= (0) :On garde les notations de la sous-setion IV.2.1.IV.4.1 Cas où le support est une elluleLes groupes de ohomologie à support (H(x)C(x)(L )) ayant un aratère (f.le théorème II.3.2), leurs espaes propres généralisés, (H(x)C(x)(L ))� sont de lon-gueur �nie. Plus préisément :Lemme IV.4.1 Si x 2 XT , si L est un faiseau inversible, G�linéarisé surX et si � est un aratère entral, alors le g � B�module (H(x)C(x)(L ))� a unesuite de omposition �nie :�H(x)C(x)(L )�� =M0 �M1 : : : �MN �MN+1 = (0) (N � �1)et il existe une bijetionf0; : : : ; Ng �! (px(L )�N:Ix +N�:Jx)\Wx;�telle que pour haque 0 � i � N ,Mi=Mi+1 = �Heb(x)B�x (LG�x(�(i))��On a noté px(L )�N:Ix+N�:Jx l'ensemble des aratères de Gx de la forme :px(L )�XÆ2IxmÆÆ + XÆ2Jx nÆÆoù mÆ 2 N si Æ 2 Ix et nÆ 2 N� si Æ 2 Jx.Remarque : Rappelons que � est le sous-groupe à un paramètre grâeauquel sont dé�nies les ellules de Bialyniki-Birula de X .On verra plus loin que :Ix = fpx(D) : D est un diviseur limitrophe, x 2 D et hpx(D); �i > 0g



IV.4. SUITES DE COMPOSITION 89et que : Jx = fpx(D) : D est un diviseur limitrophe et hpx(D); �i < 0g(f. la proposition IV.4.2).Démonstration du lemme IV.4.1 : On reprend les notations du théo-rème IV.3.1 ave M = L , on pose M : = H(x)C(x)(L ), on note pour toutm � �1 �m+1 :Mm+1 ��Mm+1=Mmla surjetion anonique (par onvention, M�1 : = (0)) etfMm+1n : = ��1m+1(Mmn ) :On trouve ainsi en prenant les omposantes assoiées à � une �ltration rois-sante : M� = [m�0Mm�et des �ltrations déroissantes :: : : � fMm+10;� � fMm+11;� � : : : � fMm+1n;� � : : :: : : � fMm0;� � fMm1;� � : : : � fMmn;� � : : :: : :Or M� et a fortiori les Mp� sont de longueur �nie (f. la remarque de la propo-sition III.1.4). Il existe don un entier m0 et pour haque p, un entier np telsque : M� =Mm+1� si m � m0 et Mpn;� = (0) si n � np :On obtient une suite de omposition �nie :M� =Mm0+1�= fMm0+10;� � : : : � fMm0+1nm0+1;� =fMm00;� � : : : � fMm0nm0 ;� =fMm0�10;� � : : : � (0)dont les quotients suessifs non triviaux sont les g�B�modules non nuls parmiles �Heb(x)B�x (Mmn )�� ;m; n � 0. Or, d'après le lemme d'exision Heb(x)B�x (Mmn ) = Heb(x)B�x (Mmn jG�x ).D'autre part, si on pose Z : = G:C(x), on a :Mmn =ME OX (E) 
OG�xL ��G�x



90 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESoù E dérit l'ensemble de diviseurs Dx;Zm;n (f. le théorème IV.3.1).D'où, en tant que faiseaux G�linéarisés :Mmn jG�x =M� LG�x(px(L ) + �)et en tant que g�B�modules :�Heb(x)B�x (Mmn )�� =M� �Heb(x)B�x (LG�x(px(L ) + �))��où l'on somme, à haque fois, sur les poids � de la forme :� = �XÆ2Ix nÆÆ + XÆ2Jx nÆÆave, pour tout Æ 2 Ix (respetivement Jx), nÆ 2 N (respetivement nÆ 2 N�)et PÆ2Ix nÆ = n (respetivement PÆ2Jx nÆ = m).La réunion sur m; n � 0 de es ensembles de aratères est exatement :�NIx +N�Jx :Finalement, on trouve que M� = (H(x)C(x)(L ))� possède une suite de ompo-sition �nie dont les quotients suessifs sont les g�B�modules�Heb(x)B�x (LG�x(�))�� non nulstels que � 2 px(L )�NIx +N�Jx. De plus, omme les aratères de l'ensembleIxS Jx sont Z�linéairement indépendants (f. la proposition IV.1.1), haque �élément de px(L ) �NIx +N�Jx apparaît au plus une fois dans ette suite deomposition. Q.e.d.Pour déterminer les ensembles Ix et Jx, il s'agit de savoir si, étant donnésun x 2 XT et un diviseur limitrophe D,C(x) � D ou C(x) 6� D :La proposition suivante donne une réponse à ette question en fontion dusigne de hpx(D); �i où � est le sous-groupe à un paramètre ave lequel sontdé�nies les ellules.Proposition IV.4.2 Soient D un diviseur limitrophe et x 2 XT . On a :[x 2 D et C(x) 6� D℄, hpx(D); �i > 0 :Cette proposition justi�e la remarque qui suit le lemme IV.4.1.Démonstration : Sont équivalentes :x 2 D et C(x) �6= D, ; 6= C(x) \D �6= C(x)



IV.4. SUITES DE COMPOSITION 91, x 2 D et Tx(C(x) \D)�6= TxC(x), x 2 D et (TxD)+ �6= (TxX)+ (�)(pour ette dernière équivalene, f. le théorème II.3.1).Or, si x 2 D, sont véri�ées :OX(�D)jx = (OX (�D)jD )jx= (ID=I2D)jx= (TxX=TxD)� :On remarque qu'en partiulier, px(D) est un poids de TxX=TxD don deTxX et hpx(D); �i 6= 0.On a ainsi une somme direte de T�modules :TxX = TxD � (OX (�D)jx )� :En prenant les parties positives, on trouve :(3) (TxX)+ = � (TxD)+ � (OX (�D)jx )� si hpx(D); �i > 0(TxD)+ si hpx(D); �i < 0De plus, si x 62 D, alors px(D) = 0 ar 'est le poids de la droite :OX (D)jx = OX jx :Il en résulte, par (�) et (3), l'équivalene voulue :x 2 D et C(x)�6= D , hpx(D); �i > 0 : Q.e.d.IV.4.2 Cas où le support est une B�orbite de rang maxi-malOn suppose toujours que x 2 XT . On note enore P le sous-groupe parabo-lique de G assoié à X et Q son groupe parabolique opposé (f. les paragraphesIV.1.2 et IV.1.3).Dans ette setion, on fait l'hypothèse que l'orbite G�x estfermée.Alors d'après le paragraphe IV.1.3, G�x ' G=Q. Il existe don un w 2 W telque x = w:zx pour un unique zx 2 X �xé par Q. On peut hoisir w 2 WQ : =fw 2 W : 8 � 2 �+L ; w(�) > 0g (où L est le sous-groupe de Levi P \Q et �+Ll'ensemble de ses raines positives par rapport à B\L) et, dans e as, un tel west unique et sa longueur véri�e : l(w) = odim(BwQ=Q;G=Q) (f. [B98, �1.1℄) ;on le note wx. En résumé, il existe un unique ouple (wx; zx) 2 WQ �XQ telque x = wx:zx.Remarque : En partiulier, l(wx) = eb(x).



92 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESCela étant dit, on a :px(L jG�x ) = pwxzx(L jG�x ) = wx:(pzx(L jG�x ))= wx:(pzx(L jG�x ))= wx:(pQ=Q(L ��G=Q ))et, en onséquene, Wx;� est l'ensemble des aratères � de Gx = wxQw�1x telsque : (Heb(x)B�x (LG�x(�)))� = (H l(wx)BwxQ=Q(LG=Q(w�1x :�)))� 6= (0)(où l'on a repris, pour LG�x( � ) et LG=Q( � ), les notations onernant lesfaiseaux inversibles sur les espaes homogènes de la setion III.2.3).Mais :Lemme IV.4.3 ([Br, �3, prop. 3℄ et [BB82, prop. 3.5℄) Ave les notati-ons i-dessus, si w 2WQ et si � est un aratère de Q, alors le g�B�moduleH l(w)BwQ=Q(LG=Q(�)) n'est pas nul et admet �� pour aratère entral.On appellera les g � B�modules H l(w)BwQ=Q(LG=Q(�)) i-dessus modules deVerma généralisés.Ainsi,Wx;� est aussi l'ensemble des aratères � de wxQw�1x tels que �w�1x :� =� -à-d l'ensemble : wx:f� 2 X�(Q) : �� = �g(X�(Q) désigne le réseau des aratères de Q). C'est un ensemble �ni de ardinal� jW j (f. [Di, prop. 7.4.7℄).On va déduire de tout ela que(HZ(x)CZ(x)(L )�et en orollaire que (Hb(y)B�y (L ))�sont des g � B�modules de longueur �nie pour tout Z, sous-variété fermée,irrédutible et G�invariante de G:C(x), et tout y 2 C(x).A ette �n, on rappelle que D est l'ensemble des diviseurs limitrophes de xet que : eIx;Z = fD 2 D : x 2 D et Z 6� Dg ;eJx;Z = fD 2 D : Z � Dg :On note aussi :Ix;Z : = npx(D) : D 2 eIx;Zo ; Jx;Z : = npx(D) : D 2 eJx;Zoet �NIx;Z+N�Jx;Z l'ensemble des aratères de Gx de la forme �PÆ2Ix;Z nÆÆ+PÆ2Jx;Z nÆÆ ave, pour tout Æ 2 Ix;Z (respetivement Jx;Z), nÆ 2 N (respeti-vement nÆ 2 N�).Théorème IV.4.4 Pour tout aratère entral � de g, le g�B�moduleHZ(x)CZ(x)(L )�



IV.4. SUITES DE COMPOSITION 93admet une suite de omposition �nieHZ(x)CZ(x)(L )� =M0 �M1 � : : : �MN �MN+1 = (0)dont les quotients suessifs Mi=Mi+1 0 � i � n sont à permutation près lesH l(wx)B�x (LG�x(�))où � dérit l'ensemble(px(L )�NIx;Z +N�Jx;Z) \ wx:f� 2 X�(Q) : �� = �g :Remarque : En partiulier, on a :(HZ(X)CZ(x) (L ))� = (0), (px(L )�NIx;Z +N�Jx;Z) \Wx;� = ;Démonstration : En reprenant mutatis mutandis la démonstration dulemme IV.4.1, on trouve ette fois que les g�B�modules(HZ(x)CZ(x)(L ))�ont une suite de omposition, a priori in�nie, dont les quotients suessifs nonnuls sont à permutation près : Heb(x)B�x (L jG�x (�))ave � 2 (px(L )�NIx;Z +N�Jx;Z) \Wx;�.Or, Wx;� est �ni.Par onséquent, pour haque aratère entral �, il n'y a qu'un nombre �nide quotients suessifs non nuls parmi les :Heb(x)B�x (L jG�x (�))(on utilise enore que Ix;Z S Jx;Z est onstitué de poids Z�linéairement indé-pendants).On a don une suite de omposition �nie pour haque(HZ(x)CZ(x)(L ))� : Q.e.d.D'après [B01, �3, théorème 3℄, lorsque y 2 X , les onditions suivantes sontéquivalentes :(i) y 2 C(x) pour un x 2 XT dont l'orbite G�x est fermée ;(ii) la B�orbite B �y est de rang maximal (f. la dé�nition page 74).On déduit de e fait et du théorème préédent le :Corollaire IV.4.4.1 Soit 
 une B�orbite de X de rang maximal. Soient b laodimension de 
 dans X et x l'unique point �xe de T tel que 
 � C(x). Ongarde les notations wx, Q et LG�x( � ) du début de la setion.



94 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESAlors pour tout aratère entral � de g, �Hb
(L )�� est un g � B�modulede type �ni qui admet une suite de omposition �nie :�Hb
(L )�� =M0 �M1 � : : : �MN �MN+1 = (0) :dont les quotients suessifs Mi=Mi+1 0 � i � n sont à permutation près les(( modules de Verma généralisés )) (f. la page 92) :H l(wx)B�x (LG�x(�))où � dérit l'ensemble�px(L ) + ZIx;G:
 +N�Jx;G:
� \ wx:f� 2 X�(Q) : �� = �g :Remarque : Puisque x = wx:zx, que px(L ) = wx:pzx(L ) et que :H l(wx)B�x (LG�x(�)) ' H l(wx)B�wx:zx(LG�zx(w�1x :�)) ' H l(wx)BwxQ=Q(LG=Q(w�1x �)) ;e orollaire signi�e aussi que �Hb
(L )��admet une suite de omposition �nie dont les quotients suessifs sont à permu-tation près les H l(wx)BwxQ=Q(LG=Q(�))où, ette fois-i, � dérit l'ensemble :�pzx(L ) + ZIzx;G:
 +N�Jzx;G:
� \W� :Démonstration :Soit y tel que 
 = B �y. Posons C : = CG�y(x) et F le diviseur de X qui estla réunion des diviseurs limitrophes D ontenant x mais non y.D'après le théorème IV.2.2 :HbB�y(L ) = [n�0HbC(L 
 I�nF ) :Soit � un aratère entral. On a une réunion roissante de g�B�modules :(HbB�y(L ))� = [n�0(HbC(L 
 I�nF ))� (�) :S'il s'agit d'une union �nie, -à-d si à partir d'un rang N , on a :8 n � N; (HbB�y(L ))� = (HbC(L 
 I�nF ))�alors le théorème préédent permet de onlure. En e�et, d'une part :I�nF = OX (n: Xi :Di3x;Di 63yDi)



IV.4. SUITES DE COMPOSITION 95) px(L 
 I�nF ) = px(L ) + n:( Xi :Di3x;Di 63y px(Di))= px(L ) + n:( XÆ2eIx;G�y px(Æ))= px(L ) + n:( XÆ2Ix;G�y Æ)et d'autre part : Sn�0(n�N) = Z.En fait, la réunion (�) est bien �nie. Pour le véri�er, il su�t de montrer quepour tout g�B�module simple L(�), de plus haut poids � 2 X, la multipliité[(HbC(L 
 I�nF ))� : L(�)℄est �nie et majorée indépendamment de n.Or, le théorème i-dessus entraîne que :[(HbC(L 
 I�nF ))� : L(�)℄=X� [H l(wx)BwxQ=Q(LG=Q(w�1x :�)℄(où � parourt l'ensemble px(L 
 I�nF )�NIx;G�y+N�Jx;G�y \wx:f� 2 X�(Q) :�� = �g) � X� : ��=�[H l(wx)BwxQ=Q(LG=Q(�)) : L(�)℄qui est un entier indépendant de n ar f� : �� = �g est �ni de ardinal � jW j.Q.e.d.� � �Lorsque X est une ompati�ation régulière d'un groupe rédutif G, onsi-déré omme une G � G�variété, tout point �xe de T � T appartient à uneG � G�orbite fermée, autrement dit, toutes les B � B��orbites sont de rangmaximal, (f. [B98, proposition A1℄ et [DCP℄). Don, pour es variétés, tous lesgroupes de ohomologie à support dans les B � B��orbites sont de longueur�nie et ont une suite de omposition donnée par le orollaire i-dessus. Celas'applique en partiulier aux groupes H iBwB�(OG) vu en setion III.4, f. aussiV.3.7.Mais en général, dans une variété régulière, les orbites d'un sous-groupede Borel ne sont pas toutes de rang maximal et les groupes de ohomologie àsupport n'ont pas toujours de �ltrations ave des modules de Verma généralisésomme gradués assoiés. Par exemple :Considérons H : = GL(2;C) omme un sous-groupe fermé de G : =PGL(3;C) via l'injetion :� a b d � 7! 24 1 0 00 a b0  d 35 :



96 CHAPITRE IV. VARIÉTÉS RÉGULIÈRESParmi les ompati�ations régulières de l'espae homogène G=H , il y a :X = P2 � P2�, où l'on a noté P2 et P2� l'espae projetif P(C3) et son dualP(C3�) (f. [BB96, �2.1℄).L'ation de G sur X est diagonale :8 g 2 PGL(3;C); 8 v 2 C3 n f0g; 8 � 2 C3� n f0g;g:([v℄; [�℄) = ([g:v℄; [g:�℄) :Pour ette ation, X admet deux G�orbites :G=H = f([v℄; [�℄) 2 X : �(v) 6= 0gqui est ouverte et : D = f([v℄; [�℄) 2 X : �(v) = 0gqui est fermée.Choisissons un sous-groupe de Borel et un tore maximal de G :B : =8<:24 b1;1 b1;2 b1;30 b2;2 b2;30 0 b3;3 35 : b1;1b2;2b3;3 6= 09=;et T : = 8<:24 x1 0 00 x2 00 0 x3 35 : x1x2x3 6= 09=; :La variété G=H est de rang 1.En e�et, si on note fe1; e2; e3g la base anonique de C3 et fe�1; e�2; e�3g sa baseduale, alors le point x1 : = ([e3℄; [e�1 + e�2 + e�3℄) a pour stabilisateur dans B :Bx1 =8<:24 a b 00 a� b 00 0 a 35 2 B9=; :D'où : dimB �x1 = dimB � dimBx1= 5� 1 = 4= dimX :Ainsi, B �x1 est la B�orbite ouverte de G=H et :r(G=H) = r(B �x1)= dimT � r(Bx1)= 1 :D'un autre �té, le point x0 : = ([e3℄; [e�3℄) de X est �xé par T et appartientà l'orbite ouverte G=H . Son stabilisateur (dans B) estBx0 = 8<:24 b1;1 b1;2 00 b2;2 00 0 b3;3 35 2 B9=;



IV.4. SUITES DE COMPOSITION 97et le rang de sa B�orbite est :r(B �x0) = dimT � r(Bx0)= dim T � dimT= 0 :La B�orbite B �x0 n'est don pas de rang maximal.Remarquons également que B�x0 est une ellule de Bialyniki-Birula (de odi-mension 1 dans X). On peut don aluler le aratère du T�module H1B�x0(OX)à l'aide de la formule du théorème II.3.2 ; on trouve :[H1B�x0(OX )℄ = e�(�+2�)(1� e�(�+�))2(1� e��)2où � et �sont les aratères de T suivants :� : 24 x1 0 00 x2 00 0 x3 35 7! x1x2� : 24 x1 0 00 x2 00 0 x3 35 7! x2x3(e sont les raines simples assoiées à G; B; T ).Ce aratère s'exprime omme une somme de aratères de sl(3;C)�modulesde Verma (on note sl(3;C) l'algèbre de Lie de PGL(3;C)) :[H1B�x0(OX )℄ =X� n�[M(�)℄où � dérit l'ensemble des poids de la forme �N��N�.En se servant de la remarque qui suit la proposition III.1.5, on s'aperçoitque : n� = �(1� e��)(1� e��)(1� e�(�+�)) e���2�(1� e����)2(1� e��)2 � (�)= � (1� e��)e���2�(1� e����)(1� e��)� (�) :En partiulier, n�2��2� = �1 < 0.Il résulte alors de e oe�ient négatif que le g� B�module H1B�x0(OX ) nepeut pas avoir de �ltration dont le gradué assoié soit une somme direte demodules de Verma tordus Mw(�).
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Chapitre VCompati�ations desgroupes rédutifsPour les notations, f. le début du hapitre III.Une ompatifiation de G est une variété omplète normale quiontient G omme ouvert et où se prolonge l'ation de G � G sur G (parmultipliation à gauhe et à droite). On va s'intéresser aux ompati�ationsrégulières : elles qui sont des variétés régulières pour l'ation de G � G (f. lehapitre préédent).On va déterminer les groupes de ohomologie de tous les �brés en droitessur les ompati�ations de G. On ommenera par le as partiulier de laompati�ation magni�que pour lequel l'énoné et sa démonstration sont plussimples.Rappelons que si Gad désigne le groupe G=Z(G), alors d'après [B98, prop.A2℄, toute ompati�ation régulière X de G domine la ompati�ation ma-gni�que Gad (f. la setion V.2.3). Cela signi�e qu'il existe un morphisme' : X! Gadqui induit la surjetion anonique sur G (e morphisme est forément G �G�équivariant).Pour la ompati�ation magni�que et pour les ompati�ations générales,on rappellera, à haque fois, une paramétrisation de leurs faiseaux inversibles (àisomorphisme près) avant d'énoner le résultat prinipal. Comme es faiseauxinversibles ne sont pas toujours linéarisés pour G�G on fera appel dans les deuxas à une isogénie r : eG! G pour obtenir des faiseaux linéarisés au moins poureG� eG.Pour la démonstration des deux résultats prinipaux (les théorèmes V.2.2 etV.3.2), on utilisera le théorème de Grothendiek-Cousin.Pour e qui onerne la ompati�ation magni�que, on l'emploiera ave une�ltration qui fait apparaître, omme termes de la suite spetrale du théorèmeI.3.1, des groupes de ohomologie à support dans des ellules de Bialyniki-Birula. On étudiera ensuite, grâe aux suites de ompositions du lemme IV.4.1(au hapitre préédent), leurs multipliités selon les eG � eG�modules simples.Cela permettra de onlure presque immédiatement.



100 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSAve les ompati�ations générales, l'étude des termes de la suite spetraledu théorème I.3.1 est insu�sante : on a aussi besoin des morphismes impliquésdans ette suite spetrale. C'est pourquoi on utilisera plut�t le théorème I.3.1dans sa version du omplexe de Grothendiek-Cousin. En ontrepartie on devraanalyser les groupes de ohomologie à support dans les B � B��orbites. Ononlura en passant par des aluls de aratères de groupes de ohomologie àsupport dans le adre torique.On ommene par quelquesV.1 Remarques sur les G�G�modulesV.1.1 Les plus hauts poidsOn onsidére le sous-groupe de Borel B � B� de G ; 'est par rapport àlui qu'on ordonne les poids de X � X : si � = (�1; �2) et � = (�1; �2) sont desaratères de X� X, alors :� � �, �1 � �2 et �1 � �2pour l'ordre usuel � sur X (dé�ni à partir de B (f. la page 53)).Pour et ordre-là, le module de Verma de plus haut poids (�; �) 2 X�X est :M(�; �) = U(g� g) 
U(b�b�)K�;�et l'ensemble des poids dominants est X+ � X�.Si (�; �) 2 X+ � X�, on note L(�; �)le G�G�module simple de (( plus haut )) poids (�; �).L'espae End(L(�)) des endomorphismes de L(�) (� 2 X+) muni de l'ationde G�G dé�nie par :8 g1; g2 2 G; 8 f 2 End(L(�)); 8 v 2 L(�);((g1; g2):f)(v) = g1:f(g�12 :v) ;est un G�G�module simple. Ave les notations qui préèdent, on a :End(L(�)) = L(�;��) :On aura aussi besoin d'une nouvelle ation déalée � de W �W :8 w1; w2 2W; 8 �; � 2 X;(w1; w2) � (�; �) : = (w1(�+ �)� �; w2(�� �) + �) :



V.2. LA COMPACTIFICATION MAGNIFIQUE G 101V.1.2 Les multipliitésSoit M un G�G�module.Puisque les aratères entraux �� sont deux à deux distints quand � déritX+ � X�, l'espae propre généralisé M�� est un G � G�module dont tous lessous-quotients simples sont isomorphes à L(�) (pour tout � 2 X+ � X�).En partiulier, si � 2 X+ � X� et si l'on note d'un indie � l'espae propreassoié à �, on a : dim(L(�)�) = 1(f. [Di, proposition 7.1.8 ii℄) ; d'où :[M : L(�)℄ = [M�� : L(�)℄ = dim(M��)� :Par onséquent, la multipliité est juste la dimension d'un espae propre.V.2 La ompati�ation magni�que GOn suppose ii que G est un groupe semi-simple, adjoint et onnexe sur K.En plus des notations du hapitre III, on notera :eG! Gle revêtement universel de G ( eG est semi-simple, simplement onnexe et eG=Z( eG)est isomorphe àG). On notera aussi eB;gB�; eX; eY; eX+; eY+ les objets orrespondantà B, B�, X, Y, X+, Y+, pour eG.De Conini et Proesi ont onstruit ( f. [DCP, �2.1℄ ) la ompati�ation(( magni�que )), ou (( anonique )) de G y:G :On en rappellera une onstrution en V.2.3.V.2.1 Les faiseaux inversibles sur GG n'a qu'une seule G�G�orbite fermée, que l'on nomme O�. En tant queG�G�variétés, on a : O� ' G=B� �G=B(f. [DCP℄).On se sert de O� pour paramétrer les faiseaux inversibles sur G. En e�et,la restrition à O� induit un morphisme :Pi(G) �! Pi(O�) ' X� X[L ℄ 7�! [L jO� ℄(où l'on note entre [ ℄ la lasse d'isomorphisme de OO��modules d'un faiseauinversible). Ce morphisme véri�e le :Lemme V.2.1 ([DCP, �4℄) La restrition à O� est injetive d'image :f[LG=B��G=B(�;��)℄ : � 2 eXgy et plus généralement de toute variété symétrique.



102 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSÉtant donné � 2 eX, on peut trouver un faiseau inversible sur G, eG �eG�linéarisé (et ette linéarisation est unique) représentant de l'antéédent de[L (�;��)℄ dans Pi(G) (Cf. [KKLV, rem. p. 67, prop. 4.6 p. 74℄, [KKV, prop.2.3 p. 81℄ et [BP, 1.℄). Pour haque � 2 eX, on hoisit, une fois pour toutes, untel représentant L�.Remarque : Si � 2 eX, la �bre de L� en le point B� �B de O� est :K�;�� ;la droite a�ne munie de l'ation de gB� � eB via le poids (�;��).V.2.2 Le résultat prinipalCommeG est une G�G�variété (a fortiori une eG� eG�variété) et les faisauxL� sont eG � eG�linéarisé sur G, haque groupe de ohomologie H i(G;L�) estun eG � eG�module rationnel. Il se déompose don en une somme direte deeG� eG�modules simples ave ertaines multipliités. Pour les exprimer, on dé�nitles ensembles :It : = f� 2 � : t(�) > 0g et Jt : = f� 2 � : t(�) < 0g :Théorème V.2.2 Soit � un poids entier. On a :H i(G;L�) = M�2eX+mi�(�)End(L(�))où mi�(�) est le nombre de t 2 W tels que2l(t) + jJtj = i et t�1 � � 2 ��NIt +N�Jt :Remarques :1o On retrouve les faits onnus suivants (f. [DCP℄) :�si i = 0, H0(G;L�) =L�2eX+;��� End(L(�)) ;�si � est dominant, H i(G;L�) = 0 pour tout i � 1.2o Les multipliités sont majorées indépendamment de � (par exemple endegré i, par le nombre de t 2W tels que 2l(t)+ jJtj = i) et elles peuventêtre plus grandes que 2 : par exemple si G = PSO(8;C) et i = 5, alorspour tout � 2 eX+, il existe un poids entier � tel que m5�(�) = 3.On retrouve aussi la dualité de Serre pour les faiseaux inversibles sur G.En e�et, si !G est le faiseau anonique de G, montrer que :8 i � 0;8 � 2 eX; H i(G;L�) ' �HdimG�i(G;L _� 
OG!G)��revient à véri�er que pour tout � 2 eX+, les multipliités�H i(G;L�) : End(L(�))�



V.2. LA COMPACTIFICATION MAGNIFIQUE G 103et �(HdimG�i(G;L _� 
OG!G) : End(L(�w0�))�sont égales.Or, L _� = L�� et : !G = L�2��P�2� �(f. [Str, �3℄).De plus, si t 2 W , on a :t�1 � (�w0�) = �t�1w0�+ t�1�� � = �t�1w0(�+ �)� �= �(t�1w0(�+ �)� �)� 2� = �((t�1w0) � �)� 2�et : (3) � 2l(t) + jJtj = dimG� it�1 � (�w0�) 2 ��� 2��P�2� ��NIt +N�Jt, � 2l(t) + jJtj = 2l(w0) + j�j � i�(t�1w0) � � 2 ���N�It +NJt, � 2l(w0t) + jItj = i�((w0t)�1) � � 2 ���N�It +NJtOr, It = Jw0t et Jt = Iw0t d'où :(3), � 2l(w0t) + jJw0tj = i�((w0t)�1) � � 2 ���N�Jw0t +NIw0tIl en résulte, grâe à la bijetion : t 2 W 7! w0t 2 W et à la formule duthéorème, que les multipliités sont bien égales.� � �Exemple : Lorsque G = PGL(3;C), on peut montrer que le nombre 2l(t)+jJtj ne peut prendre que les valeurs 0; 3; 5; 8. On a don, pour tout faiseauinversible L sur PGL(3;C) :H i(PGL(3;C);L ) = (0) si i 62 f0; 3; 5; 8g :On véri�e aussi que les multipliités mi�(�) sont 0 ou 1.V.2.3 Constrution de GVoii les grandes lignes d'une onstrution de G, due à De Conini et Proesi(f. [DCP, �2.1℄ et aussi [Str℄) :Soit L(�) un eG�module irrédutible de plus haut poids �, dominant etrégulier.L'appliation : eG '1�! End(L(�))g 7�! (v 7! g:v)véri�e : (�) '1(g) 2 K:id, g 2 Z( eG) :



104 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSEn e�et :( : ar puisque V est irrédutible, le entre Z( eG) agit via des homothéties(en raison du lemme de Shur) ;) : ar � est régulier.(�) permet de dé�nir un morphisme injetif vers l'espae projetifP(End(L(�)) : ' : � G = eG=Z( eG) �! P(End(L(�))g 7�! [v 7! g:v℄ :En fait, ' est une immersion (loalement fermée) et on pose G : = '(G).Ce G est indépendant du plus haut poids � hoisi, du moment que � estrégulier.Exemple : Si G = PGL(2;C), alors eG = SL(2;C). La représentationnaturelle : eG ! GL(2;C)g 7! (v 2 C2 7! g(v))fait de C2 un eG�module irrédutible de plus haut poids :�2 : 8<: eT �! C�� x 00 x�1 � 7�! xqui est dominant et régulier.L'appliation ' est l'injetion naturelle :' : 8<: G �! P(M(2;C)) ' P3� a b d � modK� 7�! � a b d � modK�Comme dimG = dimP3 = 3, on a ii '(G) = PGL(2;C) = P(M(2;C)).On retrouve la variété projetive de l'exemple 2) page 16. Appliqué à ettevariété, le théorème V.2.2 donne les groupes de ohomologie des faiseaux in-versibles sur P(M(2;C)). Ave les notations introduites i-dessus et à la page16, on a : X = Z�; eX = Z�2 ; eX+ = N�2 ; � = �2 et W = f1; s�goù s� est la lasse de � 0 1�1 0 � modulo le tore f� x 00 1 � : x 2 K�g.Pour tout n 2 Z, on note Ln le faiseau Ln�2 ; 'est aussi le faiseau OP3(n)sur P3 ' P(M(2;C)).D'après le théorème V.2.2, la multipliité min�2 (m�2 ) est égale au nombre det 2 f1; s�g tels que :2l(t) + jJtj = i et t�1((m+ 1)�2 )� �2 2 n�2 �NIt +N�Jt :Il en résulte que si i = 1 ou 2, H i(P(M(2;C));Ln) = (0) (pour tout n).



V.2. LA COMPACTIFICATION MAGNIFIQUE G 105De plus, si on note Lm : = L(m�2 ) le SL(2;C)�module simple Sm(C2) (f. par exemple [Se66, remarque page IV-7℄), on en déduit aussi que :H0(P(M(2;C));Ln) = M0�m�n :m�n22ZEndC(Lm)et : H3(P(M(2;C));Ln) = M0�m��n�4 :m�n22ZEndC(Lm)en tant que SL(2;C)� SL(2;C)�modules.V.2.4 Utilisation du omplexe de Grothendiek-CousinLa variété G est régulière y et ses diviseurs limitrophes sont indexés par lesraines simples : G n G = [�2�D� :On peut hoisir l'indexation des D� telle que suivant les notations de la setionV.2.1 : 8 � 2 �; OG(D�) = L�(f. [DCP℄, [Str, �3℄ ou [BP, p. 5℄).Une autre partiularité de G est que O� ' G=B� � G=B, l'unique G �G�orbite fermée, ontient tous les T � T�points �xes de G. En partiulier :GT�T = OT�T� = fxw;t : w; t 2W �Wgoù xw;t : = wB� � tB 2 G=B� �G=B.Il existe un sous-groupe à un paramètre � de T � T tel queG� = GT�T et � = (�+; ��) 2 Y+ � Y�(f. le début de la setion II.3 page 28).On prend un tel sous-groupe à un paramètre � que l'on gardera jusqu'à la �nde la démonstration. On appellera Cw;t la ellule de Bialyniki-Birula assoiéeà � et au point xw;t.Remarques :� � a été hoisi dans Y+ � Y� de sorte que toutes es ellules soient B �B��stables ;� on a � 2 Y++ ��Y++ ar :G� = GT�T ) O�� = O�T�T) 8 � 2 �+; h�; �+i > 0 et h�; ��i < 0 :y en tant que G�G�variété



106 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSCes notations étant posées, pour démontrer le théorème préédent, on vautiliser le théorème de Grothendiek-Cousin. A�n de l'appliquer, on a besoinde trouver une �ltration (( onvenable )) de G par des sous-variétés fermées. Onaimerait bien que ette �ltration :G = Z0 � : : : � Zn � : : :soit telle que, pour haque p, Zp n Zp+1 = Cwp;tp , une ellule de Bialyniki-Birula, ar on a déjà des informations sur les groupes de ohomologie à supportdans es sous-variétés (f. le lemme IV.4.1).Cependant, en général, la famille des ellules ne onstitue pas une strati�a-tion de G, -à-d que le bord d'une ellule :�C : = C n Cn'est pas toujours une réunion de ellules (de odimension supérieure). Don,a priori, ontrairement aux as des variétés de drapeaux (f. la setion III.3.2)(où les B�orbites oïnident ave les ellules) et des variétés toriques (ave lesT�orbites à la plae des ellules) la méthode qui onsiste à prendre pour Zi laréunion des ellules de odimension � i n'est pas une �ltration par des fermés.Néanmoins, Bialyniki-Birula a démontré le :Théorème V.2.3 ([BB76, théorème 3℄) Soit X une variété projetive mu-nie d'une ation de K�.A haque omposante irrédutible Xi de la sous-variété des points �xes XK�orrespond une ellule Ci : = fx 2 X : lima!0 a:x 2 Xig :Alors, la déomposition X = tiCi est �ltrable, -à-d il existe une �ltration deX X = Z0 � : : : � Zm = ;par des fermés Zp tels que pour tout p � 0, Zp n Zp+1 soit une des ellules Ci.Puisque G est projetive, on peut lui appliquer e lemme ; on ordonne lesellules de Bialyniki-Birula : Cw0;t0 ; Cw1;t1 ; : : :de sorte qu'il existe des fermés Zp de G (p � 0) véri�ant :� G = Z0 � Z1 � : : : ;� 8 p � 0; Zp n Zp+1 = Cwp;tp .On �xe une telle �ltration et on va s'en servir pour appliquer le théorème deGrothendiek-Cousin : il existe une suite spetrale qui onverge :(��) Ep;q1 = Hp+qCwp;tp (L�)) Hp+q(G;L�) :On va maintenant analyser les H iCw;t(L�), qui sont les termes initiaux deette suite spetrale.



V.2. LA COMPACTIFICATION MAGNIFIQUE G 107V.2.5 DrapeauxSoit � un aratère entral de g� g.On pose : Iw;t : = f� 2 � : hw(�); �+i � ht(�); ��i > 0gJw;t : = f� 2 � : hw(�); �+i � ht(�); ��i < 0g(où � = (�+; ��)).Remarque : Comme �+ 2 Y++ et �� 2 Y��,It;t = It = f� 2 � : t(�) > 0g et Jt;t = Jt = f� 2 � : t(�) < 0gsont indépendants de �.En revanhe, si w 6= t, Iw;t et Jw;t dépendent du hoix de � (parmi lessous-groupes à un paramètre de Y+�Y� véri�ant G� = GT�T . Si par exemple :�+ = n�_ et �� = �_ ave n > max�;�2�+ h�; �_ih�; �_ialors Iw;t = Iw et Jw;t = Jw ; inversement, si :�+ = �_ et �� = n�_ ave n > max�;�2�+ h�; �_ih�; �_ialors Iw;t = It et Jw;t = Jt.On notera w;t la odimension dans G de la ellule de Bialyniki-Birula Cw;tLemme V.2.4 Si � n'est pas de la forme ��;�� pour un � 2 eX, alors :(Hw;tCw;t(L�))� = (0) :Si, en revanhe, � = ��;�� pour un � 2 eX, alors le g � g � eB �gB��module(Hw;tCw;t(L�))��;�� admet un (w; t)�drapeau y de type :f(�;��) : � 2 (��NIw;t +N�Jw;t) \W � �gDémonstration : On remarque d'abord que suivant les notations du lemmeIV.4.1 et de la remarque qui le suit (ii, G�G et B�B� jouent les r�les respetifsde G et B, là), on a :Ixw;t = fpxw;t(D�) : hpxw;t(D�); �i > 0gJxw;t = fpxw;t(D�) : hpxw;t(D�); �i < 0g(pxw;t(D�) désigne le poids de la droite T � T�équivariante OG(D�)��xw;t .).Or,� xw;t 2 O� = T�2�D� ;� pxw;t(D�) = (w(�);�t(�)) ;� � = (�+; ��) ;y f. la dé�nition 8 page 59.



108 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSd'où : Ixw;t = (w; t):f(�;��) : � 2 Iw;tgJxw;t = (w; t):f(�;��) : � 2 Jw;tge qui invite à poser :I�w;t : = f(�;��) : � 2 Iw;tg et J�w;t : = f(�;��) : � 2 Jw;tg :Ensuite, on a : B �B�:xw;t = BwB�=B� �B�tB=Bqui est une B �B�orbite de odimension l(w) + l(t) dans G=B� �G=B. Aveles notations du lemme IV.4.1 : eb(xw;t) = l(w) + l(t).D'après le lemme IV.4.1, le g � g � eB �gB��module (Hw;tCw;t(L�))� admetune suite de omposition �nie dont les quotients suessifs sont à permutationprès les : H l(w)+l(t)B�B��xw;t(LG�G�xw;t(�))où � dérit l'ensemble :(pxw;t(L�)�NIxw;t +N�Jxw;t)\Wxw;t;� :Or, pxw;t(L�) = (w; t)px1;1(L�) = (w; t):(�;��) et :H l(w)+l(t)B�B��xw;t(LG�G�xw;t(�)) ' H l(w)+l(t)BwB�=B��B�tB=B(LG=B��G=B((w�1; t�1):�))qui est un g � g � eB �gB��module ave �(w�1;t�1):� omme aratère entral(f. le théorème III.3.1). On en déduit que :Ww;t = (w; t):f�0 2 X� X : ��0 = �g :On fait maintenant le hangement de variables :e� = (w�1; t�1):�et on trouve que (Hw;tCw;t(L�))� a un (w; t)�drapeau de type :((�;��) �NI�w;t +N�J�w;t)\(W �W )� :Comme tous les poids de l'ensemble (�;��)�NI�w;t +N�J�w;t sont de la forme(�;��), l'intersetion i-dessus est vide si � n'est pas de la forme ��;�� (� 2 eX).En revanhe, si � = ��;� pour un � 2 eX, alors :(W �W )� = f(w1; w2) � (�;��) : (w1; w2) 2W �Wget : (W �W )� \ f(�;��) 2 eXg = f(w � �;�(w � �)) : w 2Wg :D'où le lemme. Q.e.d.



V.2. LA COMPACTIFICATION MAGNIFIQUE G 109Ave la terminologie de la setion V.1 pour les eG� eG�modules simples, onen déduit le :Corollaire V.2.4.1 Selon le eG � eG�module simple de plus haut poids (�; �),la multipliité de Hw;tCw;t(L�) est nulle si � + � 6= 0. Lorsque � + � = 0, leeG� eG�module simple de plus haut poids (�;��) est End(L(�)) et on a :hHw;tCw;t(L�) : End(L(�))i = � 1 si w = t et si t�1 � � 2 ��NIt +N�Jt0 sinon(pour tout � 2 eX+).Démonstration : Si L(�; �) est le eG � eG�module simple de plus hautpoids (�; �), alors � 2 eX+ et � 2 �eX+. Le aratère entral assoié est ��;� .Par dé�nition (f. le paragraphe qui préède la proposition III.1.4) :[Hw;tCw;t(L�) : L(�; �)℄ = [(Hw;tCw;t(L�))��;� : L(�; �)℄ :D'après le lemme préédent, pour que ette multipliité ne soit pas nulle, ilest néessaire que ��;� = ��;�� pour un � 2 eX.Or : ��;� = ��;�� , 9 w1; w2 : (�; �) = (w1; w2) � (� � �), 9 w1; w2 2 W : �+ � = w1(� + �) et � � + � = w2(� + �),W:(�+ �) =W:(�� + �) (�)Mais puisque � + � et �� + � sont dominants et réguliers, (�) entraîne que� = ��.Remarque : Comme �+ � est régulier, on a aussi :(�;��) = (w1; w2) � (�;��)) w1 = w2 :Si � + � = 0, alors L(�; �) = L(�;��) = End(L(�)) et omme le g � g �eB �gB�� module (Hw;tCw;t(L�))��;��a un (w; t)�drapeau de type :f(�;��) : � 2 (��NIw;t +N�Jw;t) \W � �g(f. le lemme V.2.4), on a (f. la setion III.1.3) :[Hw;tCw;t(L�) : L(�;��)℄ =X� [M((w; t) � (� � �)) : L(�;��)℄ (��)où � parourt l'ensemble :(��NIw;t +N�Jw;t)\W � �et où M(�1; �2) est le module de Verma de plus haut poids (�1; �2).



110 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSOr, selon l'égalité III.2, page 64 :[M((w; t) � (� � �)) : L(�;��)℄ = � 1 si (w; t) � (� � �) = (�;��)0 sinon :Mais, suivant la remarque i-dessus, (w; t) � (� � �) = (�;��)) w = t.Pour terminer, on remarque que :(t; t) � (�;��) = (�;��), t�1 � � = �et que ela est possible pour au plus un t 2W vu que � est dominant.Don d'après la formule (��) :[Hw;tCw;t(L�) : L(�;��)℄ = 1si t�1 � � 2 ��NIt;t +N�Jt;t et 'est 0 sinon. Q.e.d.V.2.6 Démonstration du résultat prinipalGrâe à la suite spetrale (��) et au lemme V.2.4, on sait déjà que pour touti � 0 : (H i(G;L�))� = (0)si le aratère entral � n'est pas de la forme ��;�� pour un � 2 eX+.Soit � 2 eX+ ; on va aluler[H i(G;L�) : End(L(�))℄ :Posons � : = ��;��. En utilisant la remarque du paragraphe préédent, il su�tde aluler la dimension de l'espae propre de poids (�;��) :(H i(G;L�))�;� : = (H i(G;L�)�)�;�� :Or les prises d'espae propre généralisé et d'espae propre, assoiés respetive-ment à un aratère entral et à un aratère, sont des fonteurs exats (sur laatégorie des g� g� eB�gB��modules (f. le paragraphe suivant la propositionIII.1.2). On onserve don une suite spetrale onvergente :Ep;q1 = (Hp+qCwp;tp (L�))�;� ) (Hp+q(G;L�))�;� :On va voir (au théorème V.2.6) que ette suite spetrale est dégénérée. La raisonprinipale onstitue le :Lemme V.2.5 Si t; t0 2W sont distints et si on a l'inlusion :Ct;t � Ct0;t0alors : odim(Ct;t; G)� odim(Ct0;t0 ; G) � 2 :



V.2. LA COMPACTIFICATION MAGNIFIQUE G 111Démonstration : Étant donné que G n'a qu'une seule G�G�orbite fer-mée, e lemme est une onséquene immédiate de la proposition plus généraleV.3.6, démontrée dans la setion suivante. Q.e.d.Théorème V.2.6 Pour haque aratère entral � = ��;�� ave � 2 eX+, ona : 8 r � 1; (Ep;q1 )�;� = (Ep;qr )�;� :Démonstration : On proède par réurrene sur r � 1.Il n'y a rien à dire pour le as r = 1.On suppose que (Ep;q1 )�;� = (Ep;qk )�;� si 1 � k � r et on va montrer que :(Ep;qr )�;� = (Ep;qr+1)�;� :Il s'agit de démontrer que les morphismes :dp;qr : (Ep;qr )�;� = (Ep+r;q�r+1r )�;�sont nuls pour tout (p; q).Si dp;qr n'était pas nul, on aurait ertainement :(Ep;qr )�;� 6= (0) et (Ep+r;q�r+1r )�;� 6= (0)-à-d : (Ep;q1 )�;� 6= (0) et (Ep+r;q�r+11 )�;� 6= (0)d'après l'hypothèse de réurrene.Mais alors, on aurait : wp = tp, wp+r = tp+r d'après le orollaire V.2.4.1 et :(� � �) p+ q = odim(Ctp;tp ; G) ; p+ q + 1 = odim(Ctp+r;tp+r ; G)d'après le théorème I.4.1.Selon le lemme I.5.1, on aurait aussi :Ctp+r;tp+r � Ctp;tpet par onséquent :odim(Ctp+r;tp+r ; G)� odim(Ctp;tp ; G) � 2en raison du lemme V.2.5.Cei ontredit (� � �). Q.e.d.Il résulte de e théorème que :8 p; q; (Ep;q1 )�;� = (Ep;q1 )�;� :D'où : [H i(G;L�) : End(L(�)℄ = dim(H i(G;L�))�;�= Xp;q : p+q=i dim(Ep;q1 )�;�



112 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFS= Xp;q : p+q=i dim(Ep;q1 )�;�= Xp;q : p+q=i;wp=tp Æ(tp)= Xt2W Æ(t)ave, pour haque t 2W :Æ(t) : = � 1 si t�1 � � 2 ��NIt +N�Jt et 2l(t) + jJtj = i0 sinon ;d'après le orollaire V.2.4.1.Cei ahève la démonstration du théorème V.2.2. Q.e.d.V.3 Compati�ation générale XG est maintenant un groupe rédutif onnexe sur K.On hoisit une isogénie r : eG ! G telle que Pi( eG) = (0) (f. [Iv76℄ ou[KKLV, prop. 4.6℄). Cela permettra de linéariser les faiseaux inversibles surune ompati�ation de G.On notera eB, gB�, eT , eX, eX+, eY les ensembles orrespondants à B, B�, T ,X, X+, Y dans G. On supposera aussi que l'isogénie a été hoisie telle que lesaratères de eT soient des poids entiers.Soit X une ompati�ation régulière de G (en tant que G � G�variété).Rappelons que X domine la ompati�ation Gad.A�n d'énoner le théorème prinipal de ette partie, voii quelques donnéesonernant X :V.3.1 Données ombinatoires (d'après [B98℄)On note : C+ : = �� 2 YR : 8 � 2 �+; h�; �i > 0	C+ : = �� 2 YR : 8 � 2 �+; h�; �i � 0	la hambre de Weyl positive et son adhérene.V.3.1.1 La subdivision de C+ assoiée à XSoit T l'adhérene de T dans X.Sur G, la restrition de l'ation de G �G à la diagonale de T , diag(T ), estdonnée par : 8 g 2 G; 8 t 2 T; (t; t):g = tgt�1 :Elle se prolonge à X et puisque Gdiag(T ) = T , la variété T est une omposanteirrédutible de Xdiag(T ). Ce dernier est lisse (f. [Iv72, prop. 1.3℄). Pour l'ationde T à gauhe ( i.e. pour l'ation de T � f1g), T est don une variété toriqueomplète lisse ; on appelle E l'éventail assoié à T (f. la �n de la setion II.4.1et [B98, �3.1℄).



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 113Comme T est omplète, E est une subdivision de YR ( i.e. : [�2E � = YR) etomme T est invariant par l'ation de diag(W ) : = f(w;w) : w 2 Wg, E estaussi W�invariant.Il résulte de [B98, prop. A2℄ que E = WE+ où E+ est l'ensemble des �nesde E ontenus dans C+. De plus, E+ est une subdivision de C+ qui paramètreles G�G�orbites de X (f. enore [B98, prop. A2℄).Pour tout � 2 E+, on désigne par z�, ou zO� , le point-base orrespondantdans T (f. page 38) et par O� sa G�G�orbite. On dira que z� est le point-basede l'orbite O�.Les G � G�orbites fermées orrespondent aux �nes de E+ de dimensionmaximale. Ces �nes sont de dimension dimT et on note E+(m) leur ensemble.Lorsque � 2 E+(m), z� a pour groupe d'isotropie B� �B ; d'où :G�G�z� ' G=B� �G=B(f. [B98, prop. A1 ii)℄).V.3.1.2 Les faiseaux inversibles sur XGrâe à la paramétrisation des �brés en droites sur les variétés sphériquesdérite par M. Brion dans [B89, �2.2℄, on obtient elle des �brés en droites surX par les fontions d'appui sur C+. On utilise en partiulier que X admet un re-ouvrement par des ouverts isomorphes à des espaes a�nes et les trivialisationsdes �brés en droites restreints à es ouverts.Théorème V.3.1 ( [B89, �2.2℄ ) Étant donnée une fontion d'appui h : C+ !R à valeurs entières sur eY+, il existe un faiseau L , inversible et eG� eG�linéarisé,tel que : L jO� ' LeG=fB��eG=eB(h� ;�h�)pour toute orbite fermée O� (� 2 E+(m)) y.A isomorphisme de faiseaux eG� eG�linéarisés sur X près, L est unique eton le note : Lh.On obtient ainsi, à isomorphisme de OX�modules près, tous les faiseauxinversibles sur X.On onservera ette notation Lh pour le faiseau inversible eteG� eG�linéarisé sur X orrespondant à la fontion d'appui h.Remarque : Si L (1) et L (2) sont deux eG� eG�linéarisations d'un mêmefaiseau inversible L sur X, alors il existe un aratère � de eG� eG tel que :L (1) = L (2)
KK�où K� est la droite K munie de l'ation de eG� eG via �. En e�et, O(X)� = K�et on peut appliquer [KKV, lemme 2.2℄.y Il s'agit d'isomorphismes de OX�modules eG� eG�linéarisés sur O�. Rappelons que h� 2eX est tel que : 8 n 2 C+; h(n) = hh� ; ni.



114 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSV.3.2 Énoné du théorème prinipalSoient h une fontion d'appui sur C+ à valeurs entières sur eY+.On pose , pour tout � 2 eX :V (h; �) : = fn 2 C+ : h�; ni � h(n) > 0g :Si � 2 �, on note : �? : = fn 2 C+ : h�; ni = 0g. Rappelons que Jt = f� 2� : t(�) < 0g. On utilisera enore la notation H�( ; ;R) pour les groupes deohomologie relative à valeurs dans R de parties de YR.Cela étant posé :Théorème V.3.2 On a une égalité de eG� eG�modules :H i(X;Lh) = M�2eX+mih(�)End(L(�))où pour tout poids entier dominant � et tout entier i, mih(�) est égal à :Xt2W n f1g dimH i�2l(t)�1 V (h; t�1 � �); V (h; t�1 � �) \ [�2Jt �?;R!+dimH i(C+; V (h; �);R)si : (�) 8 n 2 Y+; h�; ni � h(n) 2 Zet mih(�) = 0 sinon.Remarques :1o On peut aussi exprimer les multipliités mih(�) i-dessus à l'aide de laohomologie d'Ishida (f. la dé�nition 6 de la setion II.4.5).Soient :� une fontion d'appui h à valeurs entières sur eY ;� un élément t 2 W ;� un aratère � 2 eX.On dé�nit une partie loalement fermée �(h; t; �) de l'éventail E :Si pour tout n 2 Y+, h�; ni � h(n) 2 Z, �(h; t; �) est l'ensemble des �nesde E qui :� sont inlus dans fn 2 C+ : h�; ni � h(n) > 0g [ f0g ;� et renontrent fn 2 C+ : 8 � 2 Jt; h�; ni > 0g.Sinon, �(h; t; �) : = ;.On a alors pour tout � 2 eX+ :mih(�) = Xt2W H i�2l(t)(�(h; t; t�1 � �)) :Cette formule peut être plus ommode pour les aluls en de petites di-mensions.



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 1152o Lorsque i = 0, et sous la ondition (�), on a :H0(X;Lh) = M�2eX+ dimH0(C+; V (h; �);R)End(L(�))ave : dimH0(C+; V (h; �);R) = � 1 si V (h; �) = ;0 sinon :Les multipliités non nulles orrespondent aux poid dominants � tels que :8 n 2 C+; h�; ni � h(n)et elles valent 1. C'est un résultat déjà onnu (f. [B98℄).3o On retrouve aussi le as d'une variété torique omplète lisse, i.e. lorsqueG = T . On a dans e as :W = f1g; �+ = ; et C+ = YR :Lorsque (�) est véri�ée, on trouve :mih(�) = dimH i(YR; V (h; �);R) :(f. la remarque qui suit le théorème II.4.2).4o On reonnaît également le résultat énoné dans le as magni�que (f. lethéorème V.2.2).En e�et, on remarque d'abord que, dans e as, h est simplement unaratère � de eX. Soit � 2 eX+. On a alors :V (�; �) = fn 2 C+ : h�; ni � h�; ni > 0g :La ondition (�) du théorème est équivalente à :8 n 2 YR; h�; ni � h�; ni > 0, �� � 2 X = XÆ2�Z:Æ :On �xe ensuite � 2 X. Soit V : = fn 2 C+ : h�; ni > 0g. On va montrer(ela su�ra) que, pour tout j � 0 et tout t 2 W n f1g :Hj(V; V \ [�2Jt �?;R) = R si j = jJtj � 1 et si � 2 �NIt +N�Jtet : Hj(V; V \ [�2Jt �?;R) = (0)dans tous les autres as.Comme ela est vrai lorsque V = ;, on va maintenant supposer que Vn'est pas vide.



116 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSPuisque V est onvexe, on a :Hj(V; V \ [�2Jt �?;R) = eHj�1(V \ [�2Jt �?;R)pour tout j.On pose p : � C+ �! R+J�tn =PÆ2� nÆ!_Æ 7�! PÆ2Jt nÆ!_Æ ave les sous groupesà un paramètre fondamentaux !_Æ (dé�nis par h�; !_Æ i = Æ�;Æ pour tous�; Æ 2 �) et R+J�t : = XÆ2JtR+:!_Æ :On notera aussi R+I�t l'ensemble PÆ2It R+:!_Æ .L'appliation p est ontinue et on s'aperçoit que, restreinte à V \S�2Jt �?,ses �bres sont onvexes :8 n0 2 R+J�t ; fn 2 V \ [�2Jt �? : p(n) = n0g= ; ou fn = n1 + n0 : n1 2 R+J�t et h�; n1i > �h�; n0ig :On en déduit grâe à une suite spetrale de Leray (f. [Go, hap. II, théo-rème 4.17.1℄) que :eHj�1(V \ [�2Jt �?;R) = eHj�1(p(V \ [�2Jt �?);R)pour tout j.Mais, si on note �RjJtj+ le bord de R+J�t ' RjJtj+ , sont véri�ées :p(V \ [�2Jt �?) = fn 2 R+J�t \ [�2Jt �? : 9n1 2 R+I�t ; h�; ni+h�; n1i > 0g= R+J�t \ [�2Jt �? n fn 2 R+J�t \ [�2Jt �? : h�; ni � � supn12R+I�t h�; n1ig= �RjJtj+ ou �RjJtj+ n fn 2 �RjJtj+ : h�; ni � 0g :Il s'agit d'un espae ontratile sauf s'il est de la forme :(3) �RjJtj+ n f0g :Dans e as, p(V \S�2Jt �?) est homéomorphe à RjJtj�1 n f0g et :eHj�1(V \ [�2Jt �?;R) = � 0 si j � 1 6= jJtj � 2R si j � 1 = jJtj � 2(f. par exemple [Spa, hap. 4, théorème 6℄).On est dans ette situation (3) si et seulement si :fn 2 �RjJtj+ : h�; ni � 0g = f0g



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 117et on véri�e que 'est équivalent à :� 2 �NIt +N�Jt :Finalement, pour tout t 2 W n f1g, tout i � 0 et tous �; �, on retrouveque : H i�2l(t)�1(V (�; t�1 � �); V (�; t�1 � �) \ [�2Jt �?;R) = Rsi i = 2l(t) + jJtj et t�1 � � 2 ��NIt +N�Jt et que dans tous les autresas : H i�2l(t)�1(V (�; t�1 � �); V (�; t�1 � �) \ [�2Jt �?;R) = (0) :Q.e.d.� � �Lorsque G = PGL(3;C), on peut montrer que les groupes de ohomologiedes �brés en droites sur la ompati�ation magni�que PGL(3;C) sont desSL(3;C) � SL(3;C)�modules sans multipliité (-à-d que leurs multipliités,selon les SL(3;C) � SL(3;C)�modules simples, sont 0 ou 1). Ce n'est plus leas pour les ompati�ations générales du même groupe :Exemple : Soit G = PGL(3;C). On utilise les notations de [Sp81, �11.1℄pour le système de raines de G; T ) :�+ = f�; �; �+ �g; � = f�; �g;W = f1; s�; s�; s�s� ; s�s�; s�s�s�g :On note !_� et !_� les sous-groupes à un paramètre fondamentaux tels que :h; !_Æ i = Æ;Æpour tous ; Æ 2 �.Soit X la ompati�ation régulière de PGL(3;C) assoiée à la subdivisionsuivante de la hambre de Weyl positive :C+ = ��[�� ;où : �� : = R+(!_� + !_� ) +R+!_�= fn�!_� + n�!_� : 0 � n� � n�get : �� : = R+!_� +R+(!_� + !_� )= fn�!_� + n�!_� : 0 � n� � n�g :Soit h la fontion d'appui dé�nie par :



118 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSh(n) = � h�� 2�; ni si n 2 ��h� � 2�; ni si n 2 ��(il n'y a pas d'ambiguïté). Posons Lh le faiseau inversible orrespondant surX. On va montrer que la multipliité de la représentation triviale L(0) dansH3(X;Lh) vaut 2.On remarque d'abord que le aratère 0 véri�e bien la ondition (�) duthéorème V.3.2.Ensuite, puisque si t 2 W :3� 2l(t)� 1 � 0, l(t) � 1 ;on a d'après le même théorème :[H3(X;Lh) : L(0)℄ = m3h(0)= Xt2fs�;s�g dimH0 V (h; t�1 � 0); V (h; t�1 � 0) \ [Æ2Jt Æ?;R!+dimH3(C+; V (h; 0);R) :Or, d'une part : V (h; 0) = fn 2 C+ : h(n) < 0g= fn�!_� + n�!_� : [0 � n� � n� et n� < 2n�℄ ou [0 � n� � n� et n� < 2n�℄g= fn�!_� + n�!_� : (n�; n�) 2 R2+ n f(0; 0)g' R2+ n f(0; 0)gdon : H3(C+; V (h; 0);R) = (0).D'autre part :V (h; s� � 0) = fn 2 C+ : �h�; ni � h(n) > 0g= fn�!_� + n�!_� : 0 � n� < n�gGfn�!_� + n�!_� : 0 � n� < n�get : V (h; s� � 0) \ �? = fn�!_� : n� > 0g :D'où : H0(V (h; s� � 0); V (h; s� � 0) \ �?;R)= H0(R+ �R�+; f0g �R�+;R)MH0(R�+ �R+; ;;R)= R :On montre de même, que V (h; s� � 0) est l'ensemble :fn�!_� + n�!_� : 0 � n� < n�gGfn�!_� + n�!_� : 0 � n� < n�get que : H0(V (h; s� � 0); V (h; s� � 0) \ �?;R) = R :



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 119On a ainsi : [H3(X;Lh) : L(0)℄ = m3h(0)= 1 + 1 + 0= 2 : Q.e.d.V.3.3 Début de la démonstrationLe eG� eG�module H i(X;L ) est le q�ième groupe d'homologie du omplexede Grothendiek-Cousin :GC� 0! H0Z0=Z1(L ) d0! H1Z1=Z2 (L ) d1! : : :! HNZN (L )! 0où pour tout 0 � i � n, Zi est la réunion des B � B��orbites de odimension� i dans X (on expliquera dans la setion V.3.6 (f. la remarque page 125)pourquoi ontrairement au as (( magni�que )), on n'utilise pas une �ltrationfaisant apparaître des ellules de Bialyniki-Birula.On va analyser les g� g� eB �gB��modulesH iZi=Zi+1(L ) =M
 H i
(L ) ;somme direte sur les B �B��orbites 
 de odimension i. On analysera aussiles morphismes di.Pour ela, on utilisera la paramétrisation des B�B��orbites de X obtenuedans [B98, théorème du �2.1℄ et [BL, prop. du �2.3℄. On aura aussi besoin dequelques remarques sur :V.3.4 Les ellules de Bialyniki-Birula de XComme dans le as de la ompati�ation magni�que, les points de X �xéspar T � T sont dans les G�G�orbites fermées (f. [B98, prop. A1 iv)℄).XT�T est don paramétré par W �W � E+(m) :XT�T = �(w; t):z� : (w; t) 2W �W; � 2 E+(m)	Comme dans le as magni�que (f. la setion V.2.4), on �xe un sous-groupeà un paramètre de T � T � = (�+; ��) 2 Y+ � Y� qui a les mêmes points�xes que T �T . Les ellules de Bialyniki-Birula orrespondant à � sont enoreB �B��invariantes. Pour tous w; t 2W et � 2 E+(m), on notera C((w; t):z�)la ellule assoiée au point �xe (w; t):z� et à �.On va déomposer les ellules de Bialyniki-Birula en produit de T�espaesa�nes.Pour ela, on note la grosse ellule (f. page 76) par :X0 = fx 2 X : B �B� �x est ouvert dans G�G�xget on pose T 0 : = T \ X0 ; 'est la variété torique assoiée à E+. Rappelonsaussi qu'à haque �ne � de E, orrespond un ouvert 
� de T , a�ne et T �



120 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSf1g�invariant (f. la setion II.4.1). Comme T est lisse, 
� est isomorphe à unT�module lorsque � 2 E+(m). En outre, T 0 = S�2E+(m) 
�.En�n, pour tout � 2 E+(m), soient :
�;w;t : = f! 2 
� : lima!0(w�1; t�1)(�(a)):! = z�get :Sw;t : = [�2E+(m)
�;w;t = f! 2 T 0 : lima!0(w�1; t�1)(�(a)):! existe dans T 0g :Remarque : Pour tout � 2 E+(m), 
�;w;t est un fermé de 
� ; 'est même unsous T�module de 
� . Don, puisque Sw;t \ 
� = 
�;w;t, Sw;t est un fermé deT 0 (pour tous w; t 2W ).Si pour tout sous-groupeH de G, on pose H+ : = H\U et H� : = H\U�,alors a la :Proposition V.3.3 ([BL, �1.2 et 2.3℄) Les appliationsf(w; t)g � w�1(U)+ � t�1(U�)� � 
�;w;t '! C((w; t):z�)((w; t); (u1; u2); !) 7! (w; t):(u1; u2):!et f(w; t)g � w�1(U)+ � t�1(U�)� � Sw;t '! S�2E+ C((w; t):z�)((w; t); (u1; u2); !) 7! (w; t):(u1; u2):!sont des isomorphismes T � T�équivariants de variétés algébriques.Remarques :� Comme w�1(U)+; t�1(U�)� et Sw;t sont, respetivement, des fermés deU;U� et T 0, on déduit de ette proposition que pour tout (w; t) 2W�W ,la réunion C(w; t) : = [�2E+(m)C((w; t):z�)est une sous-variété loalement fermée de X ; 'est un fermé de l'ouvertXw;t : = (w; t):U � U�:Sw;t = w(U) � t(U�):(w; t)T 0 = (w; t):X0 :� On a aussi les isomorphismes de T � T�variétés suivants :f(w; t)g � w�1(U)+ � t�1(U�)� � 
�;w;t 'w�1(U)+ � t�1(U�)� � (w; t)
�;w;t etf(w; t)g � w�1(U)+ � t�1(U�)� � Sw;t ' w(U)+ � t(U�)� � (w; t)Sw;t :



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 121V.3.5 Les B � B��orbites de XSoient w; t 2 W;� 2 E+(m). Étant données la ellule de Bialyniki-BirulaC((w; t):z�) et O une G � G�orbite, on dé�nit Ow;t;� : = C((w; t):z�) \ Olorsque ette intersetion n'est pas vide.D'après la setion IV.1.5, les B � B��orbites de X sont exatement lesOw;t;�. On va s'intéresser en partiulier aux B �B��orbites de la forme Ot;t;�(t 2W;� 2 E+(m)). Notamment, la proposition V.3.6 jouera un r�le importantdans la démonstration du théorème V.3.2.D'un autre �té, rappelons les notations de [B98, �1.1 et �2.1℄ :� Soit un sous-groupe à un paramètre � de T = T � f1g tel que lima!0 �(a) =zO ; on pose :L(O) : = fg 2 G : 8 a 2 K�; �(a)g�(a)�1 = gg'est le sous-groupe de Levi, ontenant T , du groupe parabolique :P (O) : = fg 2 G : lima!0 �(a)g�(a)�1 existe dans Gg ;tout ela est indépendant du � hoisi (f. [B98, proposition A1℄).� En�n, on note WL(O) le groupe de Weyl de L(O) et WL(O) : = fw 2W :8 v 2WL(O); l(wv) = l(w) + l(v)g y (f. [B98, �1.1 et proposition A1℄).D'après [B98, �1.1 et �2.1℄, haque B�B��orbite 
 de X s'érit de manièreunique : B �B� �(w; t):zOave :� O = G�G:
, la G�G�orbite engendrée par 
 ;� w 2W et t 2WL(O).Le lemme et le orollaire suivants font le lien entre ette notation et lanotation Ow;t;�.Lemme V.3.4 Soit � 2 E+(m). Si Ow;t;� est dé�ni, alors il existe un v 2WL(O) tel quetv 2 WL(O); l(wv) = l(w) + l(v) et Ow;t;� = B �B� �(wv; tv):zO :Démonstration :Il existe w0 2W et t0 2 WL(O) tels que Ow;t;� = B �B� � (w0; t0):zO.Ow;t;� est un ouvert de O \ Cw;t;� qui est la ellule de Bialyniki-Birula deO assoiée au point (w; t):z� (et à �) ; 'est don une variété irrédutible.Par onséquent, Ow;t;� = O \ Cw;t;�.En intersetant ave la G�G�orbite fermée O� , on obtient que :Ow;t;� \ O� = O \ Cw;t;� \ O� � Cw;t;� \ O� :yWL(O) est le sous-groupe deW engendré par les ré�exions simples s� (� 2 �) telles que :h�; �i = 0 et WL(O) est l'ensemble des w 2 W tels que w(�) > 0 pour tout � 2 � véri�anth�; �i = 0.



122 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSComme Cw;t;� \ O� = B � B� �(w; t):z� est un ouvert irrédutible (et nonvide) de O \ Cw;t;� \O� (ar Cw;t;� \O� = Cw;t;� \O\O�), son adhérene estune omposante irrédutible de : Ow;t;� \ O� :Mais alors, [B98, (ii) du théorème du �2.1℄ il existe v0 2 WL(O) tel que l(w0) =l(w0v0) + l(v0) et :B �B� �(w0v0; t0v0):z� = B �B� �(w; t):z� :En onséquene : w = w0v0 et t = t0v0 , w0 = wv�1 et t0 = tv�1.Il su�t alors de poser v : = v0�1. Q.e.d.Corollaire V.3.4.1 Si � 2 E+(m), alorsOt;t;� = B �B� �(t; t):zO et t 2 WL(O)pour tout t 2 W tel que Ot;t;� est dé�ni.Démonstration : D'après le lemme préédent,Ot;t;� = B �B� �(tv; tv):zOpour un v 2WL(O) tel que tv 2WL(O) et :(3) l(tv) = l(t) + l(v) :Or, v 2 WL(O) (, v�1 2WL(O)), tv 2WL(O) et t = (tv)v�1 entraîne que :l(t) = l(tv) + l(v�1)et en reportant dans (3) :l(tv) = l(tv) + l(v�1) + l(v)) l(v) = 0) v = 1 : Q.e.d.Les B�B��orbites de la forme Ot;t;�, pour un t 2W et un � 2 E+(m) ontla partiularité suivante :Proposition V.3.5 Soient t 2 W et � 2 E+(m) tels que Ot;t;� est dé�nie.Alors pour toute G�G�orbite O0 ontenue dans O, on a :Ot;t;� \ O0 = O0t;t;� :En partiulier, Ot;t;� \ O0 est irrédutible.



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 123Démonstration :D'après [B98, �2.1, théorème,ii℄, si y est le point-base d'une G � G�orbiteO00, si w 2 WL(O00) et si Z est une sous-variété fermée de O00, irrédutible etG�G�stable, alors :B �B� �(w;w):y\Z =[B �B� �(wv;wv):zoù z est le point-base de Z et v varie parmi les éléments de WL(O00) tels quewv 2 WL(Z) et l(w) = l(wv) + l(v).Mais, les deux onditions w 2 WL(O00) et v 2 WL(O00) entraînent : l(wv) =l(w) + l(v). Don : l(w) = l(wv) + l(v)) l(w) = l(w) + 2l(v)) l(v) = 0) v = 1 :Par onséquent, B �B� �(w;w):yTZ = B �B� �(w;w):z.Le orollaire préédent permet alors de onlure. Q.e.d.On déduit de ette proposition le fait suivant, dont on se servira tout àl'heure :Proposition V.3.6 Soient t0; t 2W et �; �0 2 E+(m). Si O0t0;t0;�0 � Ot;t;� et sidim(O0t0;t0;�0) = dim(Ot;t;�)� 1, alors t0 = t.Démonstration : On suppose que O0t0;t0;�0 � Ot;t;� et que dim(O0t0;t0;�0) =dim(Ot;t;�)� 1.Ave les notations de [B98, �2.1℄, on a :B �B� �(t0; t0):zO0 � B �B� �(t; t):zOoù zO0 et zO sont les points-bases de O0 et O. On pose :
0 : = B �B� �(t0; t0):zO0 et 
 : = B �B� �(t; t):zO :Forément : O0 � O. Si O0 = O,alors on hoisit une G�G�orbite fermée F de O = O0 et de point-base zF .
0 \ F = B �B� �(� 0; � 0):zF ' B� 0B�=B� �B�� 0B=B :Don 
0 \ F est de odimension 2l(� 0) dans F ' G=B� � G=B. Or, d'après[B98, théorème 2.1℄, 
0 et F se renontrent proprement dans O0, d'où :odim(
0 \ F; F ) = odim(
0;O0) = 2l(� 0) :De même, odim(
;O) = 2l(�).Puisqu'on a supposé que O = O0, on a :1 = dim(
)� dim(
0) = odim(
0;O0)� odim(
;O) = 2(l(� 0)� l(�))e qui est impossible ar 1 est impair.Néessairement, O0 �6= O et odim(O0;O) � 1 puisque O est irrédutible.



124 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSMais alors, 
0 � 
 \ O0 = B �B� �(t; t):zO0 . De nouveau grâe à [B98,théorème 2.1℄, l'intersetion 
 \ O0 est propre dans O si bien que :odim(
 \ O0;O0) = odim(
;O)= odim(
0;O0) + odim(O0;O)� 1� odim(
0;O0) :En onséquene, dim
0 � dim(
 \ O0) :Comme 
\O0 est irrédutible (f. la proposition V.3.5), 
0 = 
\O0 -à-d :B �B� �(t0; t0):zO0 = B �B� �(t; t):zO0) B �B� �(t0; t0):zO0 = B �B� �(t; t):zO0) t0 = t(ar t0; t 2 WL(O0) et l'ériture des B � B��orbites e
 sous la forme B � B� �(w;w0):z, où z est le point-base de Z : = G �G�e
 et w0 2 WL(Z), est unique(f. [B98, �2.1℄)). Q.e.d.V.3.6 Les termes du omplexe de Grothendiek-CousinSi Ow;t;� est une B � B��orbite de X, de odimension i, d'après le orol-laire IV.4.4.1 et la remarque qui le suit, pour tout aratère entral � de g,�H iOw;t;� (L )�� est un g� g� eB �gB��module de longueur �nie qui admet un(w; t)�drapeau de type (f. la dé�nition 8 page 59) :(w; t) � �(pz� (L ) + ZI�;O +N�J�;O) \W��où I�;O = �pz�(D) : D 2 D; z� 2 D mais O 6� D	J�;O = �pz�(D) : D 2 D et O � D	(rappelons que D désigne l'ensemble des diviseurs limitrophes de X et pz�(D) lepoids de la droite OX(D)jz� (f. la setion IV.4.2)). Comme annoné à la page66 (f. la setion III.4.1), il en résulte la :Proposition V.3.7 Le g� g�B �B��module K[BB�℄ véri�e :K[BB�℄ =M� K[BB�℄� ;la somme s'e�etuant sur les aratères � de la forme ��;�� pour un � dans X.De plus, pour tout aratère � de X, le g � g�module K[BB�℄��;�� admetune suite de omposition :K[BB�℄��;�� =M0 �M1 � : : : �MNdont les quotients suessifs sont exatement les duaux de modules de VermaM(�;��)� ;où � dérit l'ensemble W � �.



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 125Démonstration : Soit z� : = lima!0 �(a):1 2 X le point-base assoié au�ne � qui ontient le sous-groupe à un paramètre � (f. page 113). Il su�t deremarquer :� que la ellule ouverte est : C((1; 1):z�) ;� que I�;X = fD 2 D : z� 2 Dg ;� et que les poids pz�(D), lorsque D dérit D, engendrent :f(�;��) : � 2 Xgqui est exatement l'ensemble des poids du T � f1g�module K(T ) desfontions rationnelles sur T (ou sur T ) (f. [B98, prop. A2℄). Q.e.d.On en déduit aussi la proposition suivante qui se démontre omme le lemmeV.2.4 et le orollaire V.2.4.1 qui onernent la ompati�ation magni�que.Le point important est que, ii omme là, les poids des �bres L jz� (et aussiles pz�(D)) sont de la forme (�;��) (� 2 X;L = Lh). En e�et, pz�(Lh) =(h� ;�h�) selon les notations du théorème V.3.1.Proposition V.3.8 Soient Ow;t;� une B � B��orbite de odimension i et(�1; �2) 2 eX+ � eX�. Alors la multipliité[H iOw;t;� (L ) : L(�1; �2)℄est nulle si �1 + �2 6= 0 où si w 6= t.Remarque : On peut montrer de même que les multipliités selon leseG� eG�modules simples des g� g� eB �gB��modulesH iCw;t;�(L )sont nuls si w 6= t. Mais ontrairement au as de la ompati�ation magni�que(f. notamment le lemme V.2.5) , il se peut que deux ellules Ct;t;� et Ct0;t0;�0véri�ent : Ct0;t0;�0 � Ct;t;�et odim(Ct0 ;t0;�0 ; Ct;t;�) = 1.V.3.7 Les di�érentielles du omplexes de Grothendiek-CousinSi 
 et 
0 sont des B � B��orbites de X de odimension i et i + 1, alors
S
0 est une sous-variété loalement fermée de X où 
0 est fermée et d'aprèsle lemme I.1.3, on a une suite exate longue :: : :! H i
[
0(L )! H i
(L ) di
;
0! H i+1
0 (L )! : : :Pour tout i � 0, les morphismes di
;
0 sont les (( omposantes )) du morphismedi ; -à-d que si l'on note :�i
 : H i
(L ) ,! H iZi=Zi+1(L ) et pi
 : H iZi=Zi+1(L ) �� H i
(L )



126 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSl'inlusion et la surjetion orrespondant à la déompositionH iZi=Zi+1(L ) =M
 H i
(L ) :alors :Lemme V.3.9 Pour toute paire de B � B��orbites (O;O0), de odimensionsi et i+ 1, di
;
0 = pi+1
0 Æ di Æ �i
(pour tout i � 0).V.3.8 Déomposition des groupes de ohomologie des �-brés en droites sur XÉtant donné que X est une eG � eG-variété sur laquelle le faiseau Lh esteG � eG�linéarisé, H i(X;Lh) est un eG � eG�module rationnel et admet unedéomposition selon les eG� eG�modules simples :H i(X;Lh) = M�2eX+�eX�m�L(�)où on note m� les multipliités.Notre objetif est de aluler es multipliités.� � �On reprend les notations de la setion V.3.3 sur le omplexe de Grothendiek-Cousin.Pour tout � 2 eX+ � eX� et pour tout i � 0 :[H i(X;Lh) : L(�)℄ = [(H i(X;Lh))�� : L(�)℄où �� est le aratère entral du g� g�module L(�)Mais le fonteur M 7!M�étant exat sur la atégorie des g�g� eB�gB��modules (pour tout � 2 Z(g�g)0)(f. la proposition III.1.2 et le paragraphe qui la suit), le omplexeGC�� : : : :! �H iZi=Zi+1(Lh)�� di�! �H i+1Zi+1=Zi+2(Lh)�� ! : : :a pour i�ème groupe d'homologie :ker di�=im di�1� ' H i(X;Lh)�En partiulier, on peut majorer la multipliité de L(�) dans H i(X;Lh) pourhaque � 2 eX+ � eX� :(33) [H i(X;Lh) : L(�)℄ � XOw;t;�[H iOw;t;� (h) : L(�)℄somme sur les B �B��orbites de odimension i.



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 127V.3.9 (( Élimination des w 6= t ))On déduit de la proposition V.3.8 et de l'inégalité (33) préédente que[H i(X;Lh) : L(�)℄ = 0 ;si � n'est pas de la forme (�;��) pour un poids entier dominant � 2 eX+. Soit� un poids entier dominant. Nous allons montrer que :[H i(X;Lh) : End(L(�))℄ = Xt2W [H iC(t;t)(Lh) : End(L(�))℄ :où l'on rappelle que C(t; t) : = S�2E+(m) C(t; t; �) est un fermé de l'ouvertXt;t : = (t; t)X0. On note t sa odimension.A partir du omplexe de Grothendiek-Cousin i-dessus, on va onstruire unautre omplexe où n'interviennent que des termes de la forme H iOt;t;� (Lh), aveune B �B��orbite Ot;t;� de odimension i.Dans la déomposition en somme direte de H iZi=Zi+1(Lh) (f. la setionV.3.3), on va séparer les omposantes de la formeH iOt;t;� (Lh)qui, éventuellement, ont une multipliité > 0 selon End(L(�)) des autres donton est ertain que la multipliité en End(L(�)) est nulle.Pour tout i � 0, soient : 
i : =GOt;t;�la réunion des B �B��orbites de la forme Ot;t;� et de odimension i etVi : =GOw;t;�la réunion des B�B��orbites Ow;t;� de odimension i ave w 6= t de sorte que :8 i � 0; 
i t Vi = Zi � Zi+1 :On a de plus : H iZi=Zi+1(Lh) = H i
i(Lh)�H iVi(Lh)et : [H i
i(Lh) : End(L(�))℄ = [H iZi=Zi+1(Lh) : End(L(�))℄ ;[H iVi(Lh) : End(L(�))℄ = 0 :Pour déterminer la multipliité de End(L(�)) dans ker di=im di�1, on va voirqu'il su�t de tenir ompte des H i
i(Lh) :En rapport ave la déomposition :H iZi=Zi+1(Lh) = H i
i(Lh)�H iVi(Lh)



128 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSon notera �i l'injetion H i
i(Lh) ,! H iZi=Zi+1(Lh)et pi la surjetion : H iZi=Zi+1(Lh) �� H i
i(Lh) :Pour haque i � 0, on obtient par omposition un morphisme :edi : = pi+1 Æ di Æ �i : H i
i(h)!H i+1
i+1(h) :Lemme V.3.10 On a les égalités suivantes :[im di : L(�)℄ = [im edi : L(�)℄ et [ker di : L(�)℄ = [ker edi : L(�)℄pour tout i � 0.Démonstration : Le onoyau de �i est H iVi(h) et le noyau de pi est H iVi(h) ;e sont des g� g�modules de multipliité nulle selon End(L(�)). Il su�t donde montrer laProposition V.3.11 Soit d :M ! N un morphisme de g�g�modules de type�ni et L un g � g�module simple. On suppose qu'il existe deux suites exatesourtes :0 // M 0 m // M n //d
��

M 00 // 00 // N 0 p // N q // N 00 // 0telles que [M 00 : L℄ = [N 0 : L℄ = 0 et on pose ed : = q Æ d Æm.Alors, [ker ed : L℄ = [ker d : L℄ et [im ed : L℄ = [im d : L℄.0 0
��M 00OO N 0p
��Mn OO d // Nq
��M 0m OO ed // N 00
��0OO 0Démonstration de la proposition : On ommene par établir que [ker d :L℄ = [ker(d Æm) : L℄.m(ker d Æm) � kerd et [ker d : L℄ = [ker d= ker(d Æm) : L℄ + [ker(d Æm) : L℄ :



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 129Or, puisque m est injetive, m(ker(d Æm)) ' ker(d Æm), don[m(ker(d Æm)) : L℄ = [ker(d Æm) : L℄ :Par ailleurs, l'appliation :ker d= ker(d Æm) n�! M 00x+m(ker(d Æm)) 7�! n(x)est injetive ar kern = imm. D'où : [ker d= ker(d Æ m) : L℄ � [M 00 : L℄ = 0.Ainsi, [ker d= ker(d Æm) : L℄ = 0 et [ker d : L℄ = [ker(d Æm) : L℄.Ensuite, on montre que [ker(d Æm) : L℄ = [ker ed : L℄.La restrition de d Æm à ker ed :ker ed (dÆm)0�! Nx 7�! d Æm(x)a pour noyau ker d Æm � ker ed. Don d'après le théorème du rang y :[ker ed : L℄ = [ker(d Æm) : L℄ + [im (d Æm)0 : L℄ :Mais, im (d Æm)0 � (d Æm)(ker ed) � ker q = im p don[im (d Æm)0 : L℄ � [im p : L℄ � [N 0 : L℄ = 0 :Par onséquent, [im (d Æm)0 : L℄ = 0,[ker(d Æm) : L℄ = [ker ed : L℄et [ker d : L℄ = [ker ed : L℄ :On en déduit que :[M : L℄ = [ker d : L℄ + [im d : L℄ = [ker ed : L℄ + [im d : L℄) [im d : L℄ = [M : L℄� [ker ed : L℄= [M 0 : L℄ + [M 00 : L℄� [ker ed : L℄= [M 0 : L℄� [ker ed : L℄= [im ed : L℄d'après le théorème du rang. Q.e.d.Cela ahève en même temps la démonstration du lemme V.3.10.Par ailleurs, 
i t 
i+1 est un loalement fermé où 
i est ouvert. D'après lelemme I.1.3, il existe don une suite exate longue :: : :! H i
it
i+1(Lh)! H i
i(Lh) Æi! H i
i+1(Lh)! : : :ySi f est un morphisme entre deux g � g�modules E et F dont le premier est de type�ni, alors [E : L℄ = [ker f : L℄ + [im f : L℄.



130 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSEn fait, Æi = edi :Proposition V.3.12 Le diagramme suivant ommute :H iZi=Zi+1(Lh) di // H iZi+1=Zi+2(Lh)pi+1
��H i
i(Lh)�i OO ei 66nnnnnnnnnnnn Æi // H i
i+1(Lh)(
i t Zi � Zi+1 est loalement fermé, d'où la ((�èhe diagonale)) ei).Démonstration : Montrons d'abord que 
i[Zi+1 n Zi+2 est bien loalementfermé (et ontient 
i omme ouvert). On véri�e que :(
i [ Zi+1 n Zi+2) n (
i [ Zi+1 n Zi+2)= (
i n 
i n Zi+1 n Zi+2) [ (Zi+1 n Zi+2 n Zi+1 n Zi+2)est fermé dans X.En e�et, d'une part Zi+1 n Zi+2 étant loalement fermé,Zi+1 n Zi+2 n Zi+1 n Zi+2est forément fermé et d'autre part,
i n 
i n Zi+1 n Zi+2est aussi fermé ar 'est exatement la réunion des orbites de odimension � i+2(dans X) du fermé 
i n 
i.
i est ouvert dans l'union 
i [Zi+1 n Zi+2 en tant que réunion d'orbites dedimension maximale.Pour terminer, il su�t d'appliquer [Ke78, lemme 11.3℄. Q.e.d.Pour haque t 2W , on poseH it(h) : =M�;O H iOt;t;� (Lh) ;la somme direte s'e�etuant sur les G�G�orbites O et les � 2 E+(m) tels quel'orbite Ot;t;� est dé�nie et de odimension i. Ave es notations :8 i � 0; H i
i(Lh) = Mt2W H it(h) :Si i � 0 et si t 2 W , alors : Æi(H it (h)) � H i+1t (h) :En e�et, on observe que :Æi(H it (h)) = Æi(M�;O H iOt;t;� (Lh)) �X�;O Æi(H iOt;t;� (Lh))



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 131Mais, pour des raisons de supports,Æi(H iOt;t;� (Lh)) �MH i+1O0t0;t0;�0 (Lh) ;somme direte sur les B�B��orbites de la forme O0t0;t0;�0 de odimension i etinluses dans l'adhérene Ot;t;� ; d'après la proposition V.3.6, ela entraîne que :Æi(H iOt;t;� (Lh)) � MO0;�0H i+1O0t;t;�0 (Lh) � H i+1t (h) :On est don ramené à déterminerkerÆit=im Æi�1toù les Æit : H it(h)! H i+1t (h)sont les restritions de Æi à H it (h) et véri�ent :Mt2W Æit = Æi :D'où : [H i(Lh) : End(L(�))℄ = Xt2W �ker Æit=im Æi�1t : End(L(�))�pour tout i � 0.V.3.10 Multipliités de ker Æi;t=im Æi;tSoit t 2W et on va montrer :Lemme V.3.13 En tant que g� g�modules,ker Æit=im Æi�1t ' H iC(t;t)(Lh) (8 i � 0) :Démonstration : C(t; t) est un fermé de l'ouvert Xt;t = (t; t):X0 deodimension =: t. Soient, pour tout p � 0, Z 0p la réunion des B�B�orbites deC(t; t) dont la odimension dans C(t; t) est � p.Les Z 0p sont des fermés de Xt;t et on peut appliquer le théorème de Grothen-diek-Cousin I.3.1 à la �ltration :Xt;t � C(t; t) = Z 00 � Z 01 � : : : � Z 0p � : : : :Ht+qC(t;t)(Lh��Xt;t ) est le q�ième groupe d'homologie du omplexe :: : :! Hp+tZ0p=Z0p+1(Lh��Xt;t ) d0p! Hp+1+tZ0p+1=Z0p+2(Lh��Xt;t )! : : :D'après le lemme d'exision, pour tout r; p � 0,HrC(t;t)(Lh) = HrC(t;t)(Lh��Xt;t ) etHrZ0p=Z0p+1(Lh��Xt;t ) = HrZ0p�Z0p+1(Lh��Xt;t ) =M
 Hr
(Lh)



132 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSoù 
 dérit l'ensemble des B � B��orbites de C(t; t) de odimension t + pdans X. Or, d'une part omme les B � B��orbites de C(t; t) sont exatementles Ot;t;� (O G�G�orbite et � 2 E+(m)),H it(h) = H i�tZ0i�t=Z0i�t+1(Lh��Xt;t ) (8 i)et d'autre part, on déduit du lemme V.3.9 que :d0i�t = Æit (8 i) :Par onséquent :8 i � 0; ker Æit=im Æi�1t = kerd0i�t=im d0i�t�1 = H iC(t;t)(Lh) :(En partiulier, H iC(t;t)(Lh) = 0 si i < t.) Q.e.d.V.3.11 Où l'on se ramène à un as toriqueOn a don démontré queH i(X;Lh) = M�2eXXt2W hH iC(t;t)(Lh) : End(L(�))iEndL(�) :Il reste ainsi à aluler la multipliité hH iC(t;t)(Lh) : End(L(�))i pour haquet 2W .On va pour ela utiliser la déomposition des ellules de Bialyniki-Birulade C(t; t) en produit de T�modules (f. la proposition V.3.3).On va exprimer la multipliité préédente en fontion du aratère deH i�2l(t)St;t (Lh���T 0 )qui a une struture de eT�module induite par l'ation de eT � f1g sur T 0 et quiest un groupe de ohomologie à support (fermé) d'un faiseau inversible sur lavariété torique T 0.Par onséquent, on pourra se servir au �nal du théorème II.4.2 pour alulere aratère.Proposition V.3.14 Pour tout t 2 W et tout � 2 eX+,hH iC(t;t)(Lh) : End(L(�))i = dim�H i�2l(t)St;t (Lh���T 0 )�t�1�� :Démonstration :Soit � 2 eX+.Puisque Xt;t ' t(U)� t(U�)� (t; t)T 0 ;C(t; t) ' t(U)+ � t(U�)� � (t; t)St;t(f. la proposition V.3.3) et ommeLh��Xt;t ' Ot(U)�t(U�) 
Lh���(t;t)T0 ;



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 133on a un isomorphisme de eT � eT�modules :H iC(t;t)(Lh) ' H2l(t)t(U)+�t(U�)�(Ot(U)�t(U�))
KH i�2l(t)(t;t)St;t(Lh���(t;t)T 0 ) :Or, d'après l'exemple qui suit le théorème II.3.2 (f. page 32), le T �T�moduleH2l(t)t(U)+�t(U�)�(Ot(U)�t(U�))a pour aratère :e(t(�)��;�t(�)+�)Q�>0(1� e(��;�)) = �U(g� g) 
U(b�b�)K(t;t)�0�= [M(t � 0;�t � 0)℄ :En onséquene,H iC(t;t)(Lh) a le même aratère (en tant que eT� eT�module)que : M�1;�2 U(g� g) 
U(b�b�)n�1;�2K�1;�2où (�1; �2) dérit l'ensemble des poids du eT � eT�module H i�2l(t)(t;t)St;t(Lh���(t;t)T 0 ),n�1;�2 est la dimension de l'espae propre assoié à (�1; �2) et n�1;�2K�1;�2 est ladroite K, où eT � eT agit via le poids (�1; �2), omptée ave multipliité n�1;�2 .Or, d'une part :8 � 2 eX� eX; [H i�2l(t)(t;t)St;t(Lh���(t;t)T 0 )℄(�) = [H i�2l(t)St;t (Lh���T 0 )℄((t�1; t�1):�)et d'autre part, tous les poids de H i�2l(t)St;t (Lh���T 0 ) sont de la forme (;�) pourun  2 eX. Par onséquent :n�1;�2 = ( dim�H i�2l(t)St;t (Lh)�t�1(�) si �1 = ��2 = �0 si �1 + �2 6= 0où ette fois H i�2l(t)St;t (Lh) est onsidéré en tant que eT � f1g�module.En notant, pour alléger, pour haque aratère � de eT , parm� la multipliitédu aratère � dans H i�2l(t)St;t (Lh���T 0 ), on a :hH iC(t;t)(Lh)i= 24M�2eXM(t � 0;�t � 0)
Kmt�1:�K�;��35= X�2eXm� [M(t � �;�t � �)℄ :Maintenant on va utiliser la proposition III.1.5 (page 56) : d'après elle-i :��H iC(t;t)(Lh)���;��� = X�2W��m� [M(t � �;�t � �)℄



134 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES RÉDUCTIFSoù � parourt les aratères de W � �. Mais omme les w � � sont deux à deuxdistints lorsque w parourt W (ar � est dominant et don �+ � est régulier),on a : ��H iC(t;t)(Lh)���;��� = Xw2W mw�� [M((tw) � �;�(tw) � �)℄ :Finalement, en utilisant la setionV.1.2, on trouve :hH iC(t;t)(Lh) : End(L(�))i = h(H iC(t;t)(Lh))��;�� : L(�;��)i= h(H iC(t;t)(Lh))��;��i (�;��)= Xw2W mw�� [M((tw) � �;�(tw) � �)℄ (�;��)= mt�1��ar, étant donné que (�; �) est dominant, parmi les modules de VermaM(�)de plus haut poids � 2 W � (�;��), M(�;��) est le seul dont (�;��) est unpoids, et, e poids est de multipliité 1. Q.e.d.Pour terminer la démonstration du théorème, on alule le aratère dueT�module H iSt;t(Lh���T 0 ) :V.3.12 Fin de la démonstration du théorème prinipalComme T 0 est torique et dé�nie par l'éventail E+ et omme St;t est unfermé eT�stable de T 0, on a juste besoin, grâe au théorème II.4.2, de onnaîtrele support d'éventail �T 0 n Z :j�T 0 n Z j = jE+T 0 n St;t j = [�2E+ : orb(�)\St;t=;�=[� �où � dérit les �nes de E+ dont le point-base z� n'appartient pas à St;t-à-d eux qui véri�ent : lima!0 (a):z� 62 T 0ave  = t�1(�+)� t�1(��) = t�1(�+ � ��).Lemme V.3.15 Pour haque t 2W :jE+T 0 n St;t j = [�2Jt �?Démonstration :Rappelons que pour tout n dans l'intérieur relatif de �, z� = lima!0 n(a).



V.3. COMPACTIFICATION GÉNÉRALE X 135On véri�e que lima!0 (a):z� n'appartient pas à T 0 si et seulement s'il existeun n 2 int � tel que n + � n'appartient plus à C+ pour un � arbitrairementpetit. Autrement dit : lima!0 (a):z� 62 T 0, 9 n 2 int �; 9 � > 0 8 0 < � < �; n+ � 62 jE+j = C+ :On en déduit que :jE+T 0 n St;t j = nn 2 C+ : 9 � > 0; 8 0 < � < �; n+ � 62 C+o :Or, n+ � =2 C+ , 9 � 2 �; h�; n+ �i < 0, 9 � 2 �; h�; ni + �h�; i < 0, 9 � 2 �; h�; i < 0 et � > �h�; nih�; i :On obtient :jE+T 0 n St;t j = fn 2 C+ : 9 � 2 �; h�; i < 0 et h�; ni = 0g :D'un autre �té : h�; i < 0, h�; t�1(�+ � ��)i < 0, ht(�); �+ � ��i < 0, t(�) < 0, � 2 Jt :En onséquene, on a bien :jE+T 0 n St;t j = [�2Jt �? : Q.e.d.Réapitulons, si � 2 eX+; i � 0, on a démontré que :� H i(X;Lh) = X�2eX+[H i(X;Lh) : End(L(�))℄End(L(�) d'après la setionV.3.8 ;� [H i(X;Lh) : End(L(�))℄ = Xt2W [H iC(t;t)(Lh) : End(L(�))℄ suivant la se-tion V.3.9 et le lemme V.3.13 ;� [H iC(t;t)(Lh) : End(L(�))℄ = dim�H i�2l(t)St;t (Lh���T 0 )�t�1�� selon la propo-sition V.3.14.En�n, on onlut la démonstration du théorème V.3.2 grâe au dernier lemmeet au théorème II.4.2. (( Et voilà ! ))
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137
Annexe A
A.1 Démonstration du lemme I.2.1 (p. 14)On ommene par le as où Z2 = ; :Z1 est alors un fermé a�ne deX . Comme le faiseauH iZ1=Z2(F) est à supportdans Z1, il existe une suite roissante de sous-faiseaux quasi ohérents (Gn) deH iZ1 (F1) telle que :� H iZ1(F) = Sn�0 Gn ;� G0 = (0) ;� 8 n � 0;Gn+1=Gn est annuilé par IZ1 , l'idéal de dé�nition de Z1.Suivant [Ke78, lemme 9.7℄, il su�t de prendre Gn : = [InZ1 :H iZ1(F)℄, le faiseaudes setions loales de H iZ1(F) annulées par l'idéal InZ1 .D'après le lemme I.1.4 :Hk(X;Gn+1=Gn) = Hk(Z1; (Gn+1=Gn)jZ1 )pour tout k � 0.Puisqu'on a supposé que Z1 était a�ne, on en déduit que :Hk(X;Gn+1=Gn) = (0)si k > 0.Or, on tire de la suite exate ourte0! Gn ! Gn+1 ! Gn+1=Gn ! 0une suite exate longue: : :! Hk(X;Gn)! Hk(X;Gn+1)! Hk(X;Gn+1=Gn)! : : :don, on a des morphismes surjetifs :Hk(X;Gn) �� Hk(X;Gn+1) (8 k > 08 n � 0) :Il en résulte, par réurrene sur n � 0, que8 k > 0;8 n � 0; Hk(X;Gn) = 0 :



138 ANNEXE A.Par onséquent :Hk(X;H iZ1(F)) = Hk(X; [n�0Gn) = lim�!n�0Hk(X;Gn) = (0)si k > 0.Finalement, la suiite spetrale préédant l'énoné du lemme dégénère et onobtient : �(X;H iZ1(F) ' H iZ1(F) :Passons au as général :Soit j : X n Z2 ,! X l'inlusion anonique. On a :(★)j� �H iZ1 n Z2(F��X n Z2 )� =H iZ1=Z2(F) :En e�et, il su�t de véri�er ette égalité sur les ouverts a�nes U de X :�(U; j� �H iZ1 n Z2(F��X n Z2 )�) = �(U n Z2;H iZ1 n Z2(F))= �(U n Z2;H iZ1\U n Z2\U (F��U n Z2 ))= H iZ1\U n Z2\U (F��U n Z2 )ar Z1 \ U n Z2 \ U = Z1 n Z2 \ U est un fermé a�ne de U n Z2 et on peututiliser le premier as (f. i-dessus).Or, d'après le lemme d'exision (I.1.2) :H iZ1\U n Z2\U (F��U n Z2 ) = H iZ1\U=Z2\U (FjU )= �(U;H iZ1=Z2(F))ar U est a�ne.Cei démontre (★).On onlut :�(X;H iZ1=Z2 (F)) = �(X; j� �H iZ1 n Z2(F��X n Z2 )�= �(X n Z2;H iZ1 n Z2(F��X n Z2 ))= H iZ1=Z2(F��X n Z2 )(en raison du premier as appliqué à Z1 n Z2 qui est un fermé a�ne de X n Z2)= H iZ1=Z2 (F)(grâe au lemme d'exision). Q.e.d.



A.2. THÉORÈME DE GROTHENDIECK-COUSIN 139A.2 Démonstration du théorème de Grothendiek-Cousin I.3.1 (p. 14)Soit I� une résolution �asque de F :0! F! I0 ! I1 ! : : :On a une �ltration de omplexes :�Z0(I�) = [p�0�Zp(I�)de quotients suessifs �Zp=Zp+1(I�) (p � 0).Grâe à [CE, XV �4℄ et aveA : = �Z0(I�);F p(A) : = �Zp(I�);F p;q(A) : = �Zp(Ip+q) (8 p � 0; 8 q 2 Z);on obtient une suite spetrale ommençant par :: : :! Ep;q1 dp;q1! Ep+1;q1 ! : : :où Ep;q1 est le p+ q�ième groupe d'homologiehp+q(F p(A)=F p+1(A)) = hp+q(�Zp=Zp+1(I�)) :Comme I� est une résolution �asque de F, on reonnaît les groupes de ohomo-logie à support suivants : Ep;q1 = Hp+qZp=Zp+1(F)et les morphismes du lemme de Grothendiek I.1.3.La suite spetrale onverge :Ep;q1 ) hp+q(A) = hp+q(�Z0(I�)) = Hp+qZ0 (F)ar F p(A) = �Zp(I�) = 0 si p > n (f. [CE, XV �4 proposition 4.1℄). Q.e.d.
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Annexe B
B.1 Démonstration du lemme II.4.6 (p. 49)On reprend les notations de la setion II.4 sur les variétés toriques et enpartiulier elles du lemme II.4.6, (( ave h = 0 )). En partiulier, pour tous� 2 � et m 2M : K�(m) : = � K� si m 2 int �_ \M(0) sinonet pour tous �; � 2 � : q�=� : K�(m)! K� (m)est le morphisme dé�ni par Ishida (f. le début de la setion II.4.5) si m 2int �_ et 0 sinon.On a le :Théorème B.1.1 Il existe une famille d'isomorphismes (de K�espaes veto-riels) : '� : (Hdim�orb(�)(O
� ))bm '! K�(m)telle que, pour toutes paires de �nes � � � de � ave dim � = dim � + 1, lediagramme suivant : Hdim�orb(�)(O
� )bm d�=� //'�

��

Hdim �orb(�)(O
� )bm'�
��K�(m) q�=� // K� (m)ommute.Démonstration : Il su�t de démontrer e théorème pour un éventail dela forme : � = f� : � � �gpour un ertain �ne � de N . Soit d la dimension d'un tel � . On proède parréurrene sur d.



142 ANNEXE B.Pour tout �ne � de �, soit F (�) le TN�module Mm2MK�(m):(d�m). Si onappelle �m l'ensemble f� 2 � : m 2 int �_ \Mg ;alors F (�)bm est la ��ième omposante du omplexe d'Ishida de �m.Notons : � : K[M \ �_℄ ,! K[M ℄ = F (0)l'inlusion anonique. On obtient le omplexe d'Ishida augmenté de �m :(I) : 0! K[M \ �_℄ �! F (0)! : : :! M�2�m(i)F (�) qi! : : : qd�1! F (�) :Pour alléger les notations, on pose :G(�) : = Hdim�orb� (O
� )si � 2 �.Le omplexe de Grothendiek-Cousin, assoié au faiseau O
� et à la �ltra-tion de 
� donnée par la odimension des orbites, s'érit :0 // O
� � // : : : //
L�2�(i)G(�) di // : : :K[M \ �_℄Il s'agit d'une suite exate ar la variété X(�) = 
� est a�ne.Commençons la réurrene : lorsque d = 0, omme G(0) = F (0) = K[M ℄, ilsu�t de poser '0 : = idK[M ℄.Maintenant on suppose que sont onstruits des isomophismes'� : G(�)! F (�)pour les �nes de � de dimension inférieure ou égale à d� 1 (d � 1), tels que,si on note 'j : M�2�(j)G(�) ! M�2�(j)F (�)l'isomorphismeL�2�(j) '� , alors le diagramme suivant ommute :0 // G(0) d0 //'0

��

: : : //
L�2�(d�1)G(�) dd�1 //'d�1

��

G(�) //

���
�

�
00 // F (0) q0 // : : : //

L�2�(d�1) F (�) qd�1 // F (�) // 0Comme la ligne supérieure est exate, si on suppose que le omplexe d'Ishidaaugmenté (I) est d'homologie nulle en degré d� 1, alors les �èhes dd�1 et qd�1sont respetivement les onoyaux de dd�2 et qd�2. Mais, les 'j (j < d) étantdes isomorphismes, es deux onoyaux sont isomorphes ; -à-d qu'il existe unisomorphisme : '� : G(�) ! F (�) ;



B.1. COMPLEXES D'ISHIDA ET DE GROTHENDIECK-COUSIN 143représenté par la �èhe en pointillé du diagramme préédent, qui fait ommuterelui-i. A fortiori, pour toute fae � de � , de odimension 1, le diagramme :G(�)bm d�=� //'�
��

G(�)bm'�
��F (�)bm q�=� // F (�)bmommute (pour tout m 2M).Grâe au lemme qui suit, ela ahève la réurrene et la démonstration.Lemme B.1.2 Soit � un éventail. Si � est un �ne de dimension d de �, ononsidère, pour tout m 2M , le omplexe d'Ishida (augmenté) suivant :0! Z[M \ �_℄bm �! C0(�m) q0! : : : qd�1! Cd(�m)! 0 ;ave �m : = f� 2 � : � � � et m 2M \ int �_g,Z[M \ �_℄bm = � Z si m 2 �M \ �_(0) sinonet l'inlusion anonique �.Alors, e omplexe est d'homologie nulle en degré d� 1, (-à-d :ker qd�1 = im qd�2 ):� � �Pour � = 0, 'est évident.Pour démontrer e lemme quand d > 0, on distingue deux as : � 2 �m et� =2 �m.Puisque �m est une partie ouverte de �, si � 2 �m, alors �m est l'ensembledes faes de � et Z[M \ �_℄bm = (0). Dans e as, le lemme résulte du fait quel'ensemble des faes d'un �ne est une partie homologiquement triviale (f. [Is,pro. 2.3℄).Lorsque � =2 �m, alors le dernier terme du omplexe, Cd(�m) est nul. Il s'agitdon de montrer que : Cd�2(�m) qd�2! Cd�1(�m)est surjetif.C'est vrai si d = 1. En e�et, q�1 est l'augmentation � et elle-i est surjetivesur C0(�m) = Z si et seulement si m 2 �M \ �_. De plus, si on suppose � dedimension 1, on a : m 2 �M \ �_ , m =2M \ int �_, � =2 �m :Si d � 2, alors Cd�1(�m) =L�2�m(d�1)K� et il s'agit don de véri�er quepour haque � 2 �m(d� 1), on a :Z� � im qd�2 :



144 ANNEXE B.Soient � 2 �m(d� 1) et x� 2 Z� . Comme m =2M \ int �_ et omme int �_est l'intersetion des int � 0_ où � 0 dérit les faes de odimension 1 de � , il existeune telle fae � 0 de � , de dimension d � 1 � 1, telle que m =2 M \ int � 0_ ( i.e.� 0 =2 �m).Puisque q�=� 0 est un isomorphisme, il existe ertainement un x� 0 2 Z� 0 telque : q�=� 0(x� 0) = �q�=�(x�) 2 Z�i.e. q�=� 0(x� 0) + q�=�(x�) = 0 :Don, si on note �(�) l'ensemble des faes de � 2 � et :C�(�(�)) : 0! Z0 eq0! : : : eqd�1! Z�son omplexe d'Ishida, alors on a :eqd�1(x� 0 + x�) = 0 :Mais le omplexe C�(�(�)) est une suite exate ar �(�) est homologiquementtrivial (f. [Is, pro. 2.3℄).Dès lors, x� 0 + x� 2 im eqd�2 et :9 y 2 M���;dim�=d�2Z� : eqd�2(y) = x� 0 + x� :Déomposons : y = y1 + y2 ave :y1 2 M���;dim�=d�2;�2�m Z� = Cd�2(�m)et y2 2 M���;dim�=d�2;�=2�m Z� = Cd�2(�(�) n �m) :On va voir que x� = qd�2(y1).On a : (�) eqd�2(y1) + eqd�2(y2) = x� 0 + x� :Or, ompte tenu de la dé�nition de eq� et du fait que �m est une partie ouvertede �, on trouve : eqd�2(y2) 2 M���;dim�=d�1;� 62�m Z� :Il s'ensuit, ave (�), que, par rapport à la déomposition :Cd�2(�m)� Cd�2(�(�) n �m) ;x� est la omposante de eqd�2(y1) selon Cd�2(�m). Cela signi�e préisément quex� = qd�2(y1). Q.e.d.



B.2. COHOMOLOGIE SIMPLICIALE 145B.2 Démonstration de la proposition II.4.3 (p.45)� est simpliial signi�e que pour tout � 2 �, il existe une base fe1; : : : ; edgde R� (où d : = dim�) telle que :� pour tout 1 � i � d; ei 2 N \ � ;� � = R+e1 + : : :+R+ed.Cette base est unique.Dès lors, pour tout s 2 e�, il existe un d�uplet (x1; : : : ; xd) de réels non tousnuls (unique à homothétie près) tel que s = x1 + : : :+ xd moduloR�+.Or, e� = S�2� e� et on peut poser :' : � e� �! NR ' Rrs = [x1e1 + : : :+ xded℄ 7�! x1e1+:::+xdedx1+:::+xd :Cette appliation ontinue est injetive. Elle induit don une triangulation desespaes f�2 � f�1 (f. [Spa, Chap. 3, setion 1, �21℄), -à-d un homéomorphismeentre f�2 � f�1 et les omplexes simpliiaux K2 � K1 où :K� : = [�2�� e� (� = 1; 2) :En onséquene, 8 i; H i(f�1;f�2;K) = H i(K1;K2)où H i(K1;K2) est le i�ième groupe de ohomologie relative des omplexessimpliiaux K1 � K2 (f. [Spa, Cha. 4, setion 3, �13 p. 172℄). Or, H i(K1;K2)est le i�ième groupe d'homologie d'un omplexe, le omplexe dual de elui quipermet de aluler l'homologie relative de (K1;K2). Lorsque K2 6= ; (respe-tivement K2 = ;), e omplexe (respetivement le omplexe augmenté assoié)est isomorphe au omplexe d'Ishida (Cj�1; dj�1)j�0 de � (ave un déalage) (f.[Wa, Chapitre 9, �6℄ et [O91, �3℄). Q.e.d.
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Annexe C
C.1 Démonstration de la proposition III.1.2 (p.55)On s'inspire de [Di, exerie 7.8.15℄ et de [BGG, �8, proposition 8.6℄On va démontrer le (i) et le (ii). Pour ela, on reprend les notations de lasetion III.1.1.1.M est un Z(g)�module et pour tout idéal I de Z(g), on pose :[I :M ℄ : = fm 2M j 8 i 2 I; i:m = 0get [I1 :M ℄ : = [n>0[In :M ℄ :Si � 2 Z(g)0 et si k > 0, on a :M (k)� = [(ker�)k :M ℄ :En e�et,� : si m 2M (k)� et si x1; : : : ; xk 2 ker�,x1 � � �xk:m = (x1 � �(x1)) � � � (xk � �(xk)):m = 0 :� : si m 2 [(ker�)k :M ℄ et si z1; : : : ; zk 2 Z(g), alors :8 1 � j � k; (zj ��(zj)) 2 ker� et (z1��(z1)) � � � (zk��(zk)) 2 (ker�)kdon : (z1 � �(z1)) � � � (zk � �(zk)):m = 0 :i) Soient �1; : : : ; �l 2 Z(g)0 des aratères entraux deux à deux distints ;montrons que si 8 1 � i � l; mi 2M�i ;alors : lXi=1mi = 0) mi = 0 (8 i)



148 ANNEXE C.remarquons que les (ker�i)1�i�l sont des idéaux maximaux deux à deuxdistints de Z(g) et que 8 1 � i � l; mi 2M (ki)�ipour un ertain ki > 0. Puisque Yi>1(ker�i)ki 6� ker�1, on peut hoisirz 2Yi>1(ker�i)ki � ker�1Ainsi, 0 = z: lXi=1mi = z:m1 = �1(z)m1 ) m1 = 0ar �1(z) 6= 0 et : 8 i > 1; Yj>1(ker�j)kj � (ker�i)ki :De même, les autres mi sont nuls.ii) C'est une onséquene des deux lemmes suivants, vrais pour un g�modulequelonque :Lemme C.1.1 Si �1; : : : ; �l sont des aratères distints et si n1; : : : ; nlsont des entiers > 0 alors :[(ker�1)n1 � � � (ker�l)nl :M ℄ = lMi=1 M�i(ni)Lemme C.1.2 Si m 2M et � 2 Z(g)0 :ker �:m � M�2Z(g)0M� =) m 2 M�2Z(g)0M� :� � �En e�et, si M est un g�B�module, alorsN : =MÆP�2Z(g)0M�aussi. En partiulier, N est un B�module rationnel. Considérons pourtout aratère de B �, l'espae propre :N (B)� : = fn 2 N : 8 b 2 B; b:n = �(b)nget : N (B) : = [�2X�(B)N (B)�



C.1. DÉCOMPOSITION DES G�B�MODULES 149Soient � :M ! N la surjetion anonique etm 2M tel que �(m) 2 N (B)� ,pour un ertain aratère �.8X 2 n+; X:�(m) = 0Grâe à la proposition 7.1.8 de [Di℄, on en déduit que le g�moduleU(g):�(m)admet �� pour aratère entral. Par onséquent,ker�� :m 2 X�2Z(g)0M�et �(m) = 0 ar m 2P�2Z(g)0M� à ause du lemme C.1.2. Ainsi,8 � 2 X�(B); N (B)� = (0) et N (B) = (0) :On onlut que N = (0) à l'aide du théorème de Lie-Kolhin (f. le �17.6de [Hu95℄).Remarque : si au lieu d'une struture de g � B�module, on suppose queM admet un aratère, alors on a toujours :M = M�2Z(g)0M� :En e�et, les deux lemmes préédents sont enore valables et pour tout� 2 h�, M� est un sous-Z(g)�module de M qui est de dimension �nie surK. En partiulier, 8 � 2 h�;M� =M� (M�)�D'où : M = M�2h�M�= M�2h�M� (M�)�= M�2h�M� M�\M�= M� M�2h�M�\M�= M� M� :Il ne reste plus qu'à démontrer les lemmes i-dessus. Commençons pardémontrer que le lemme C.1.1 implique le lemme C.1.2 :M�2Z(g)0M� = [F � Z(g)0�ni M�2FM�



150 ANNEXE C.= [F � Z(g)0�ni M�2F [n�>0M (n�)� = [F � Z(g)0�ni [(n�)�2F8 �; n� > 0 M�2FM (n�)�Or omme U(g) est une algèbre n÷thérienne (f. le orollaire 2.3.8 de[Di℄), U(g) ker �:m est un U(g)�module n÷thérien, en tant que sous-U(g)�module de U(g):m, et U(g) ker �:m �L�2Z(g)0M�. Il existe dondes aratères deux à deux distints�1; : : : ; �l 2 Z(g)0et des entiers n1; : : : ; nl > 0 tels que :U(g) ker �:m � lXi=1M (ni)�i = [(ker�1)n1 � � � (ker�l)nl :M ℄ :Dès lors : (ker�1)n1 � � � (ker�l)n) : ker �:m = (0)et en partiulier : m 2 X�2Z(g)0M� :Maintenant, pour démontrer le lemme C.1.1, il su�t de montrer que[(ker�1)n1 � � � (ker�l)nl :M ℄ � lXi=1M (ni)�isi l > 1. Or, (ker�1)n1 + Qlj=2(ker�j)nj = Z(g) pare que sinon, onpourrait trouver un idéal maximal de Z(g), m, tel que :m � (ker�1)n1 + lYj=2(ker�j)nj = Z(g) :Cela entraînerait que m � ker�1 et m � ker�jpour un j > 1 puis que : m = ker�1 = ker�jpar maximalité. Mais ei est impossible étant donné que �j 6= �1 si j > 1.Il existe don a 2 ker�1 et b 2Qlj=2(ker�j)nj tels que a+ b = 1 :8m 2 [(ker�1)n1 � � � (ker�l)nl :M ℄;m = a:m+ b:m 2 [ lYj=2(ker�j)nj :M ℄ + [(ker�1)n1 :M ℄



C.1. DÉCOMPOSITION DES G�B�MODULES 151) [(ker�1)n1 � � � (ker�l)nl :M ℄ � [ lYj=2(ker�j)nj :M ℄ +Mn1�1Par réurrene, on aboutit à :[(ker�1)n1 � � � (ker�l)nl :M ℄ � lXi=1M (ni)�i Q.e.d.



152 ANNEXE C.



BIBLIOGRAPHIE 153
Bibliographie[A81℄ H. H. Andersen, Line bundles on �ag manifolds, in Astérisque87-88, pp. 21-42, 1981.[AL℄ H. H. Andersen, N. Lauritzen, Twisted Verma modules, prépupli-ation math.QA0105012, 2001.[B89℄ M. Brion Groupe de Piard et nombres aratéristiques des variétéssphériques, Duke Math. J. 58, No.2, 397-424, 1989[B98℄ M. Brion, The behaviour at in�nity of the Bruhat deomposition,Comm. Math. Helvetii 73, pp 137-174, 1998.[B01℄ M. Brion, On orbit losures of spherial subgroups in �ag varieties,Commentarii mathematii helvetii, pp 263-299, 2001.[BB73℄ A. Bialyniki-Birula, Some theorems on ations of algebraigroups, Annals of mathematis 98, pp 480-497, 1973.[BB76℄ A. Bialyniki-Birula, Some properties of the deompositions ofalgebrai varieties determined by ations of a torus, Bull. Aad. Pol.Si., Sér. Si. Math. Astron. Phys. 24, 667-674 1976.[BB82℄ W. Borho et J.-L.Brylinski,Di�erential operators in homogeneousspaes, I, Inventiones mathematiæ 69, 437-476, 1982.[BB96℄ F. Bien et M. Brion, Automorphisms and loal rigidity of regularvarieties, Compositio mathematia 104, pp 1-26, 1996.[BCP℄ E. Bifet, C. De Conini et C. Proesi, Cohomology of regularembeddings, Advanes in mathematis 82, pp. 1-34, 1990.[BGG℄ I. N. Bernstein, I. M. Gelfand et S. I. Gelfand Di�erential ope-rators on the base a�ne spae and a study of g-modules, Lie grouprepresentations, Pro. summer shool Bolyai Janos math. so., Bu-dapest 1971, pp 21-64, 1975.[Bj93℄ J.-E. Björk, Analyti D-modules and appliations, Mathematis andits Appliations, 247, Kluwer Aademi Publishers Group, Dordreht,1993.[BL℄ M. Brion et D. Luna, Sur la struture loale des variétés sphériques,Bull. So. math. Frane, 115, pp 211-226, 1987.



154 BIBLIOGRAPHIE[Bo87℄ A. Borel, Algebrai D-modules, Perspetives in Mathematis, Vol.2, Aademi Press, 1987.[Bot℄ R. Bott, Homogeneous vetor bundles, Ann. of Math., II. Ser. 66,pp 203-248, 1957.[Bou℄ N. Bourbaki, Élements de mathematiques, Algebre, Chapitre 10 :Algebre homologique. Masson, Paris, 1980.[Boz℄ M. Bozievi, A geometri onstrution of a resolution of the fun-damental series, Duke ma. j. vol. 60 no 3, pp. 643-669, 1990.[BP℄ M. Brion, P. Polo, Large Shubert varieties, Represent. Theory 4,no 6, pp 97-126, 2000.[Br℄ J.-L.Brylinski, Di�erential operators on the �ag varieties, in Youngtableaux and Shur funtors, Astérisque no 87-88, pp 43-60, 1981.[CE℄ É. Cartan et S. Eilenberg, Homologial Algebra, Prineton Uni-versity Press, 1957.[Da℄ V. I. Danilov, The geometry of tori varieties, Russ. Math. surveys33, pp 97-154, 1978.[DCP℄ C. De Conini et C. Proesi, Complete symmetri varieties, Inva-riant theory, Pro. 1st 1982 Sess. C.I.M.E., Monteatini/Italie, Let.Notes Math. 996, pp 1-44, 1983.[De70℄ M.Demazure Sous-groupes algébriques de rang maximum du groupede Cremona, Ann. Si. Norm. Sup. (4) 3, pp. 507-588, 1970.[DG70℄ M.Demazure et P. Gabriel, Groupes algébriques, Tome I, Masson ;North-Holland, XXVI, 1970.[Di℄ J. Dixmier Algèbres enveloppantes Cahiers sienti�ques, Fas. XXX-VII, Paris - Bruxelles - Montreal: Gauthier-Villars Éditeur, 1974.[FF℄ B.L. Feigin et E.V. Frenkel, A�ne Ka-Moody algebras and semi-in�nite �ag manifolds, Commun. Math. Phys. 128, pp 161�189, 1990.[Fu℄ W. Fulton Introdution to tori varieties The 1989William H. Roe-ver letures in geometry, Annals of Mathematis Studies, 131, Prin-eton University Press 1993.[G62℄ A. Grothendiek, Cohomologie loale des faiseaux ohérents etthéorèmes de Lefshetz loaux et globaux , Séminaire de géométriealgébrique, fasiule I, 1962.[G67℄ A. Grothendiek, Loal ohomology, Leture Notes in Mathema-tis 41, Springer-Verlag 1967.[Go℄ R. Godement, Théorie des faiseaux, Hermann Paris, 1958.[GW℄ S. Goto et K. Watanabe, On graded rings, II, Tokyo j. Math. 1,no 2, pp 237-261, 1978.



BIBLIOGRAPHIE 155[Ha66℄ R. Hartshorne, Residues and duality, Let. N. M. no 20, Springer,1966.[Ha68℄ R. Hartshorne, Cohomologial dimension of algebrai varieties,Ann. Math. (2) 88, 403-450 1968.[Ha97℄ R. Hartshorne, Algebrai geometry, Springer 8e édition, 1997.[Hu95℄ J. Humphreys, Linear Algebrai Groups, Springer, 4e édition, 1995.[Is℄ M.-N. Ishida, Torus embeddings and dualizing omplexes, T�hokuMath. Journ., 32, 111-146, 1980.[Iv72℄ B. Iversen, A �xed point formula for ation of tori on algebraivarieties, Inventiones math. 16, pp. 229-236, 1972.[Iv76℄ B. Iversen, The geometry of algebrai groups, Advanes in mathe-matis 20, pp 57-85, 1976.[Ja℄ J. C. Jantzen, Representations of algebrai groups, Pure and Ap-plied Mathematis, vol. 131, Aademi Press, XIII, 1987.[K℄ S. Kato, A Borel-Weil-Bott type theorem for group ompletions, àparaître.[Ka78℄ M. Kashiwara, On the holonomi systems of linear di�erentialequations, II, Inventiones mathematiae 49, pp 121-135, 1978.[Ka90℄ M. Kashiwara Kazhdan-Lusztig onjeture for a symmetrizableKa-Moody Lie algebra in The Grothendiek Festshrift II, Prog.Math. 87, pp. 407-433, 1990.[Ke78℄ G. Kempf, The Grothendiek-Cousin omplex of an indued repre-sentation, Advanes in Mathematis 29, pp 310-396, 1978.[Ke93℄ G. Kempf, Algebrai varieties, Cambridge University Press, 1993.[KKLV℄ F. Knop, H. Kraft D. Luna et T. Vust, Loal properties of alge-brai group ations in Algebrai transformation groups and invarianttheory, H. Kraft, P. Slodowy, T. A. Springer (eds.), DMV se-minar, Band 13, Birkhäuser, 1989.[KKV℄ F. Knop, H. Kraft et T. Vust, The Piard group of a G-varietyin Algebrai transformation groups and invariant theory, H. Kraft,P. Slodowy, T. A. Springer (eds.), DMV seminar, Band 13, Bir-khäuser, 1989.[Kn℄ F. Knop, On the set of orbits for a Borel subgroup, Comment. Math.Helv. 70, No.2, pp. 285-309, 1995.[Ko℄ J. Konarski, The B-B deomposition via Sumihiro's theorem, Jour-nal of algebra 182, no 1, pp 45-51, 1996.[Ku℄ S. Kumar, Bernstein-Gelfand-Gelfand resolution for arbitrary Ka-Moody algebras, Math. Ann. 286, pp 709-729, 1990.



156 BIBLIOGRAPHIE[Ma70℄ H. Matsumura, Commutative Algebra, Mathematis leture noteseries, New-York, Benjamin,1970.[Mu℄ D. Mumford, Geometri invariant theory, Ergebnisse der Mathe-matik und ihrer Grenzgebiete, Neue Folge, B. 34, Springer-Verlag,1965.[MuR℄ M. Murray et J. Rie, A geometri realisation of the Lepowsky-Bernstein-Gelfand-Gelfand resolution, Pro. Am. ma. so. vol. 114,no 2, pp. 553-559, 1992.[O78℄ T. Oda, Letures on torus embeddings and appliations. (Based onjoint work with Katsuya Miyake.) Tata Institute of FundamentalResearh Letures on Mathematis and Physis, Bombay, Springer-Verlag, XI, 1978.[O88℄ T. Oda, Convex bodies and algebrai geometry, Springer-Verlag,1988.[O91℄ T. Oda Simple onvex polytopes and the strong Lefshetz theorem J.Pure Appl. Algebra 71, No.2/3, pp 265-286, 1991.[Se66℄ J.-P. Serre, Algèbres de Lie semi-simples omplexes, W. A. Benja-min, 1966.[Se75℄ J.-P. Serre, Algèbre loale - multipliités, Let. N. Math. no 11,Springer-Verlag, 1975.[Sp81℄ T. A. Springer, Linear algebrai groups, Birkhäuser, 1981.[Sp℄ T.A. Springer, Intersetion ohomology of B � B�orbitsin group ompati�ations, prépubliation disponible àhttp://www.math.uu.nl/people/vdkallen/kallen.html .[Spa℄ E. H. Spanier Algebrai topology, MGraw-Hill Series in Higher Ma-thematis, New York et. XIV, 1966.[Sta℄ R. P. Stanley, Combinatoris and ommutative algebra Progress inMathematis, Vol. 41, Birkhäuser, 1983.[Str℄ E. S. Strikland, A vanishing theorem for group ompati�ations,Math. Ann. 277, pp. 165-171, 1987.[Su℄ H. Sumihiro Equivariant ompletion J. Math. Kyoto Univ. 14, pp.1-28, 1974.[Th℄ A. Thoudjem, Cohomologie des �lbrés en droites sur la ompa-ti�ation magni�que d'un groupe semi-simple adjoint, C. R. Math.Aad. Si. Paris 334, no 6, pp. 441�444, 2002.[Wa℄ A. H. Wallae Introdution à la topologie algébrique, traduit del'anglais par J.-L. Verley, Paris : Gauthier-Villars Éditeur, XI, 1973.[Wu℄ S.Wu, On the instanton omplex of holomorphi Morse theory, Ade-laide IGA preprint 1998-07, math.AG/9806118, 1998.


