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IntroductionAvant proposLa théorie des déformations des �brés vectoriels sur une variété algébrique(ou analytique) X, nous amène à la construction des espaces de modulesde �brés stables. Ces espaces de modules sont des variétés dont l'ensembledes points géométriques est un ensemble de classes d'isomorphisme de �brésvectoriels. Pour obtenir des variétés complètes il faut élargir la catégorie des�brés vectoriels à celle des faisceaux cohérents sans torsion et remplacer lanotion de stabilité par celle de semi-stabilité. Dans ce contexte, on obtient desespaces de modules dont l'ensemble des points géométriques est un ensemblede classes de S-équivalence de faisceaux semi-stables.La compréhension de ces espaces est un des objets d'étude centraux engéométrie algébrique. On a ainsi remarqué que beaucoup de propriétés de Xse répercutent sur ces espaces, et que certaines variétés peuvent être recons-truites à partir de ces espaces de modules.Si M est un bon espace de modules de �brés stables, alors il est l'espacede paramètres d'une famille universelle, qu'on appelle aussi �bré de PoincaréW �! X �MLe thème central de cette thèse est l'étude des déformations des �brés surM , qu'on obtient en restreignant la famille universelle en les points de X.Dans certains cas particuliers (lorsque X est une courbe projective [Na-Ra1], une surface K3 [M], ou une variété abélienne [Mu]) X est un espaceuniversel de déformations pour ces �brés. Par conséquent l'application d'éva-luation x 7�! Wxidenti�e X à une composante connexe d'un certain espace de modules de�brés vectoriels surM . Un tel résultat peut être interprété comme un résultatde dualité, l'application ci-dessus s'identi�ant à l'application biduale.Dans le cas général, l'absence d'une famille universelle empêche la dé-�nition d'une application de bidualité. Une des possibilités de dépasser ceproblème est de modi�er le foncteur de déformation, en rigidi�ant la situa-tion. Pour cela, on �xe un point a 2 X, et on considère l'espace de modulesdes couples (E;'), où E est un �bré stable de rang r sur X et ' est unisomorphisme de C r sur Ea. On peut voir facilement que ce nouvel espacede modules paramètre une famille universelle. On remarque aussi qu'on peut9



travailler avec des �brés simples, mais on obtient un espace de modules quin'est pas séparé.Bien sûr, dans le cas général on ne peut pas s'attendre à la bijectivité del'application biduale (il su�t de considérer des espaces de modules discrets).Néanmoins une question qui se pose naturellement, est sur la surjectivité decette application. Plus précisément, on veut savoir si X est un espace com-plet de déformation, ce qui se traduit par la surjectivité de l'application dedéformation in�nitésimale (K-S) en chaque point de X. On remarque aussi,que pour montrer l'injectivité de l'application K-S, il su�t de construire unefamille particulière véri�ant cette propriété (grace au caractère fonctoriel decette l'application), ce qui n'est pas le cas lorsqu'on veut véri�er la surjecti-vité de cette application. Description de la thèseCette thèse est divisée en deux parties. La première partie est algébriqueet traite le cas des espaces de modules de �brés vectoriels stables sur unecourbe projective X. Nous travaillons sur le corps des nombres complexes C ,mais les résultats obtenus restent vrais, sans aucune modi�cation, sur n'im-porte quel corps de caractéristique zéro, algébriquement clos. On dénoterapar U(r; �) l'espace de modules de �brés stables sur X, de rang r et détermi-nant isomorphe à �, où � est un �bré en droites tel que (r; deg�) = 1. Nousregardons U(r; �) comme une variété duale de X. Le point de départ est unthéorème de Narasimhan et Ramanan ([Na-Ra1]) qui peut être interprétécomme suitThéorème de Narasimhan et Ramanan - Soit W une famille uni-verselle paramétrée par l'espace de modules U(r; �). Alors l'application d'éva-luation x 7�!Wxest un isomorphisme de X sur une composante connexe d'un espace de mo-dules de �brés vectoriels sur U(r; �)Cela fait de l'application d'évaluation une application de bidualité, telqu'on l'a expliqué auparavant. Pour avoir une bonne propriété de dualitéil faut que les �brés Wx, obtenus par la restriction de W en les points deX, soient stables. Puisque le groupe de Picard de U(r; �) est isomorphe àZ, la notion de stabilité ne dépend pas d'une polarisation de U(r; �). Nousobtenons le résultat suivantThéorème 1.24. - Si U(r; �) contient des �brés (1; 1)-stables, alors Wxest stable sur U(r; �), pour tout x 2 X.10



L'idée de la démonstration est de regarder les restrictions de Wx surcertaines sous-variétés de U(r; �). Ces sous-variétés sont en fait les Hecke-cycles de Naramsimhan et Ramanan ([Na-Ra2]), et elle sont obtenues par destransformations élémentaires de �brés (0; 1)-stables. Les restrictions de Wx àces sous-variétés sont des �brés semi-stables. Sous des conditions d'existencedes �brés (1; 1)-stables, nous montrons que de telles sous-variétés "existentpartout" dans U(r; �) (i.e. pour tout fermé de codimension � 2, il existe unetelle sous-variété qui le coupe aussi en codimension � 2). Nous en déduisonsla stabilité de Wx. Avec les mêmes considérations nous obtenons aussiThéorème 1.25. - Si U(r; �) contient des �brés (1; 1)-stables alors le�bré adjoint adxW est semi-stable, pour tout x 2 X.Un autre �bré qui apparaît naturellement sur U(r; �) est le �bré de Picard,qui est par dé�nition l'image directe de W par la deuxième projectionp : X � U(r; �) �! U(r; �)Nous supposerons le degré de � su�samment grand, de sorte que R0(p)�Wsoit localement libre. La stabilité de ce �bré reste encore un problème ouvert.Nous appliquons les constructions antérieures au �bré de Picard, et nousobtenons la (0;�1)-stabilité de celui-la (en fait il s'agit d'une condition unpeu plus forte, qui se situe entre la (0;�1)-stabilité et la stabilité) :Théorème 1.31. - Si U(r; �) contient des �brés (1; 1)-stables, alors le�bré de Picard R0(p)�W est (0;�1)-stable sur U(r; �).De plus, si F est un sous-faisceau de R0(p)�W , avec quotient sans torsion,et tel que �(F) � �(R0(p)�W ), alors �(F) = lrdegH, où H est le générateurample du groupe de Picard de U(r; �).La deuxième partie de la thèse est un travail analytique, qui traite lesdéformations du �bré de Poincaré en termes de cohomologie de groupes.On dénotera par X une variété complexe, lisse et compacte de dimensionquelconque. Le point de départ est un théorème de S. Kosarew ([Kos]) quimontre qu'un espace de Stein peut être récupéré à partir de son GLr(C )-spectrum.Théorème de Kosarew - Soient r un entier � 2 et U un espace deStein complexe. Considérons l'application d'évaluation suivante :U �! More(Mor(U;GLr(C )); GLr (C ))x 7�! �x : f 7! f(x)11



où Mor(U;GLr(C )) not= G est le groupe topologique des applications holo-morphes sur U à valeurs dans GLr(C ), et More(G;GLr(C )) dénote l'en-semble des homomorphismes continues de groupes de G dans GLr(C ), quisont invariants par les actions (à gauche et à droite) de GLr(C ) sur les deuxgroupes.Alors, l'application d'évaluation ci-dessus est injective, et pour chaqueélément � 2 More(G;GLr(C )) il existe1: un point x0 2 U ,2: un homomorphisme continu de groupes � : H0(U;O�U) �! C � tel que�(c) = 1 pour toute fonction c, localement constante,3: un homomorphisme � : G=G0 �! C � , où G0 dénote la composanteconnexe de l'unité de G; tels que :�(f) = f(x0) � �(det(f)) � �(f �G0)De plus, x0; � et � sont uniquement déterminés par �.A l'aide de ce théorème nous identi�ons localement X à un ensemble decohomologie de groupes. Cela est fait en considérant U = fUi j i 2 Ig unrecouvrement �ni, avec des ouverts de Stein de X. D'autre part, les �brésvectoriels de rang r trivialisés par U sont classi�és par l'ensemble des �ech-cocycles Z = Z1(U ; GLr(OX))et on a une opération par conjugaison, du groupe G = C0(U ; GLr(OX)),qui correspond aux isomorphismes de �brés vectoriels. Le quotient par cetteopération sera dénoté parM . A�n de munir de Z d'une structure analytique,on doit considérer seulement les �ech-cocycles bornés par rapport à la normeinduite par celle surMr(C ). Si on se restreint aussi aux cocycles représentantdes �brés simples (ou stables), M est l'espace de modules de �brés simples(respectivement stables) sur X. Au dessus de X �Z il y a un G-�bré tauto-logique T, obtenu en recollant Ui�Z � C r . Pour le moment, on va supposerque T descend en une famille universelle W , paramétrée par M . On noteaussi A = Mor(Z;GLr(C ))Nous montrons que les déformations de Wx sont paramétrées par l'en-semble de cohomologie de groupesH1(G;A), et que l'application d'évaluationcorrespond à l'application canoniqueH1(G;GLr(C )) �! H1(G;A) (0.1)12



On remarque que si M est compact, alors GLr(C ) = AG. Nous voulonsmontrer que l'application ci-dessus est une surjection sur une certaine com-posante connexe. Si les ensembles cohomologiques ci-dessus, sont des variétésil su�t de montrer que toutes les applications tangentes sont surjectives, cequi revient à un problème similaire, mais en cohomologie abélienne. Puisqueces ensembles cohomologiques ne sont pas généralemmet des variétés, nousremplaçons les ensembles cohomologiques par un foncteur cohomologique etnous donnons une description du foncteur tangent. On note par H1(��G;A)le foncteur cohomologique et par TH1(��G;A) son foncteur tangent. Pourun élément � 2 Z1(G;A), on dénote par a� le G-module dont le groupesous-jacent est l'algèbre de Lie a de A, et l'action de G est celle induite parl'action sur A conjuguée par �. On dénote aussi par � l'application canoniqueTH1(��G;A) ��! H1(��G;A). On utilisera des notations analogues pourle foncteur Z1(��G;A). Nous obtenonsThéorème 2.10 - Il existe des isomorphismes naturels :1: �(p0)�1(�) �= Z1(G; a�), où p0 = Spec(C )2: Si � et � ont la même classe de cohomologie dans H1(G;A), alorsH1(G; a�) �= H1(G; a�) et �(p0)�1([�]) �= H1(G; a�), où [�] dénote la classede cohomologie de �.Nous utilisons ce théorème pour décrire l'application tangente de 0.1. Nousobtenons une applicationH1(G;Mr(C )�x )! H1(G; a�x) (0.2)où �x 2 H1(G;GLr(C )) est le cocycle d'évaluation en x. Cette applicationn'est rien d'autre que l'application Kodaira-Spencer en termes de cohomolo-gie de groupes. Nous faisons le lien avec le point de vue classique en montrantla proposition suivanteProposition 2.14 - Avec les notations ci-dessus, on a un isomor-phisme canoniqueH1(G; a�x) �= Ker �H1(M;End(Wx)) ���! H1(Z;OZ(Mr))�où � dénote la projection canonique Z �! M et OZ(Mr) est le faisceau desgermes de fonctions holomorphes sur Z à valeurs dans Mr(C ).Sachant que l'espaceM ne paramètre pas toujours une famille universelle,nous introduisons la notion de �bré a-rigide : C'est un couple (E;'), où Eest un �bré de rang r sur X et ' est un isomorphisme de C r sur Ea, a étantun point �xé de X. L'espace de modules de �brés simples a-rigides sera notépar Ma. Il paramètre une famille universelle, dénotée par W . L'universalité13



de W induit une action de PGLr(C ) sur Ma, et le quotient de Ma par cetteaction est isomorphe àM . D'une manière analytique,Ma peut être construitcomme le qutient de Z, par le groupe Ga = fg 2 G j g(a) = Irg. L'existenced'une famille universelle n'est pas l'unique avantage de Ma. Nous avons aussiune propriété très spéciale, satisfaite par le groupe Ga. Il peut être �ltré pardes sous-groupes distingués, dont les quotients successifs sont des groupesadditifs. Sachant que la surjectivité de l'application 0.2, peut être expriméepar l'annulation d'un certain groupe de cohomologie de degré 1, nous devronsdéformer le groupe Ga dans son groupe gradué associé, et utiliser l'annulationde la cohomologie de ce dernier. Nous pensons que la cohomologie des groupesadditifs, agissant sans points �xes, est nulle. A présent, nous ne connaissonspas de tels théorèmes d'annulation, mais nous montrons que cela est vraipour le groupe additif C , et sous des conditions plus fortes, pour Mr(C ).Finalement, nous nous intéressons aux déformations des groupes �ltrés. Nousconsidérons un groupe �ltré G, qui est le groupe des unités d'une algèbre G,et tel que la �ltration sur G soit obtenue par une translation d'une �ltrationsur G. En utilisant des techniques de déformations d'algèbres, nous montronsThéorème 2.29. - Soient G une algèbre �ltrée complète et G le groupedes unités, muni de la �ltration translatée de celle sur GG = G0 � G1 � G2 � � � �Alors G1 est peut être déformé dans le groupe gradué associé grG1.
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1. Dualité pour les surfaces de Riemann

15



16



1.1. Fibrés vectoriels sur une surface de Riemann1.1.1. Préliminaires.Tout au long de cette section X dénotera une courbe projective, irréduc-tible et lisse de genre g � 2. Le corps de base sera C , mais il peut être remplacépar tout corps de caractéristique zéro, algébriquement clos. E ,F , G, etc. déno-teront des faisceaux coherents ; les faisceaux localement libres seront identi�ésau �brés vectoriels et ils seront notés par E, F ,G, etc. Le degré d'un �bré vec-toriel E, sera sa première classe de Chern : deg(E) = c1(E) 2 H2(X;Z) �= Z,donc c'est un entier. La pente de E sera par dé�nition�(E) = deg(E)=rg(E) 2 QUn sous-�bré de E sera un sous-faisceau F tel que le quotient E=F soitlocalement libre. On remarque que tout sous-faisceau de E est localementlibre, car sans torsion sur une variété de dimension 1. Le degré d'un faisceaucoherent E 2 Coh(X) sera celui de son �bré déterminant, qu'on calcule àpartir d'une résolution de E par des faisceaux localment libres.Définition 1.1. � On dit qu'un �bré vectoriel E sur X est semi-stable(respectivement stable) si pour tout sous-�bré vectoriel propre F de E on a�(F ) � �(E) (respectivement �(F ) < �(E))Remarque. � Si E est un �bré (semi-)stable, alors �(F)(�) < �(E) pourtout sous-faisceau F de E. En e�et, considérons F le sous-�bré de E engendrépar F , qui est par dé�nition le noyau de l'applicationE �! (E=F)=Toù T est le sous-faisceau de torsion de E=F . On obtient �(E)(�) > �(F ) =(deg(F)+deg(T ))=r � �(F), sachant que E est (semi-)stable et que deg(T )est le nombre (�ni) de points, comptés avec multiplicités, de son support.Une première propriété importante des �brés semi-stables, est la suivanteProposition 1.2. � Soient E et F deux �brés semi-stables sur X.Alors(1) Si �(F ) < �(E), on a Hom(E; F ) = 0.(2) Si E et F sont stables, et �(F ) = �(E), on a Hom(E; F ) = 0 ou E �= F .(3) Si E est stable, E est simple, i.e. les seuls endomorphismes de E sont leshomothéties. 17



Démonstration. � (1) Soit f : E ! F , un morphisme non nul. Alors�(Im(f)) � �(F ) < �(E)On en déduit que Ker(f) 6= 0 et �(Ker(f)) > �(E), ce qui contredit lasemi-stabilité de E.(2) Avec les notations de (a), puisque E est stable, on a Ker(f) = 0, d'oùIm(f) �= E. D'autre part, puisque F est stable, on obtient Im(f) = F , doncf est un isomorphisme.(3) Soit f un endomorphisme non nul de E. D'après (2), f est un iso-morphisme. Soit x un point de X. Si � est une valeur propre de fx, f � �IXn'est pas un isomorphisme, donc f � �IX = 0, et f est une homothétie.On en déduit la proposition suivante :Proposition 1.3. � Si E est un �bré semi-stable, de rang r et degré dsur X, tels que d > r(2g � 1), alors(1) h1(X;E) = 0(2) E est engendré par ses sections globales.Démonstration. � (1) Par dualité de Serre, il su�t de montrer queHom(E; !X) = 0, où !X est le �bré canonique deX. Cela est une conséquencede la proposition antérieure, compte tenu que �(E) = d=r > 2g�2 = �(!X).(2) Soit x 2 X. On a la suite exacte suivante0! E 
 L�1x �! E �! E 
Ox ! 0où Lx désigne le �bré en droites associé au diviseur x. Compte tenu que�(E
L�1x ) > 2g�2, on trouve que h1(X;E
L�1x ) = 0, et par la suite exactelongue associée à la suite exacte ci-dessus, on en déduit que l'applicationH0(X;E)! E 
Ox est surjective. Ceci démontre (2).Evidemment, tout �bré de rang r = 1 est stable. Dorénavant on supposerale rang r � 2. Il existe un espace de modules U(r; d), de �brés stables derang r et de degré d. C'est une variété quasi-projective, lisse, de dimensionr2(g � 1) + 1 qui possède une complétion naturelle Uss(r; d), dont les pointspeuvent être vus comme classes d'équivalence de �brés semi-stables. Lorsquer et d sont premiers entre eux, tout �bré vectoriel semi-stable est stable,la variété U(r; d) est projective et paramètre une famille universelle, qu'onappelle aussi �bré de Poincaré,W �! X � U(r; d)18



véri�ant la propriété d'universalité suivante : Pour toute famille E �! X�Sde �brés vectoriels stables sur X, de rang r et de degré d, paramétrée par unschéma noetherien S, il existe un unique morphisme ' : S �! U(r; d) telque E �= '#W 
 (pS)�L, où '# = (1X � ')�, pS désigne la projection deX � S sur S, et L est un �bré en droites sur S.En particulier, on en déduit que le �bré de Poincaré est unique modulo tenso-risation par l'image réciproque d'un �bré en droites sur U(r; d). Soient Jd(X)le jacobien des �brés en droites de degré d sur X, det : U(r; d) ! Jd(X)l'application qui associe à chaque �bré de U(r; d) son �bré déterminant, et� 2 Jd(X). On dé�nit l'espace de modules de �brés vectoriels stables sur X,de rang r et de déterminant isomorphe à � par U(r; �) = det�1(�). C'est unevariété de dimension (r2� 1)(g� 1). On utilisera la même notation W , pourla restriction du �bré de Poincare sur X � U(r; �). La proposition suivantemontre que tout �bré vectoriel sur X peut être �approximé� par des �brésstables.Proposition 1.4. � Soit V = (Vt)t2T une famille de �brés vectorielsde rang r et degré d sur X paramétrée par T . Alors il existe une variétéirréductible et lisse T 0, paramétrant une famille (Vt0 )t02T 0 qui contient tousles �brés Vt; t 2 T et tous les �brés stables de rang r et degré d. La variétéT 0 peut être choisie telle que T 0� = �t0 2 T 0 j det(Vt0 ) �= �	 soit irréductibleet lisse pour tout � 2 Jd(X).En particulier, l'ouvert �t0 2 T 0 j Vt0 est stable	 (respectivement l'ouvert�t0 2 T 0� j Vt0 est stable	) est dense en T 0 (respectivement T 0�).Démonstration. � En tensorisant par un �bré en droites on peut suppo-ser que tous les �brés Vt; t 2 T , et tous les �brés stables de rang r et degré d,contiennent un sous-�bré trivial de rang r � 1. Soit Pd la famille universelleparamétrée par Jd(X). Alors la famille de toutes les extensions de �brés endroites de degré d, par le �bré trivial de rang r�1 (construite en utilisant Pd)contient les �brés Vt; t 2 T et tous les �brés stables de rang r et degré d. Deplus, l'espace de paramètres est un �bré vectoriel sur Jd(X) et possède lespropiétés requises.Définition 1.5. � Si E est un �bré vectoriel sur X et k 2 Z on note�k(E) = (deg(E)+k)=(rg(E)). Un �bré vectoriel E sur X est dit (k; l)-semi-stable (resp. (k; l)-stable) si pour tout sous-�bré propre F de E on a�k(F ) � �k�l(E) (resp. �k(F ) < �k�l(E)):Si k = l = 0 on retrouve la notion de (semi-)stabilité de la dé�nition 1:1.19



Remarque. � (i) La condition ci-dessus est équivalente à�k(F ) � ��l(E=F ); ou �k�l(E) � ��l(E=F )(ii) Si E est (k; l)-stable et L 2 PicX, alors E 
 L est (k; l)-stable.(iii) Si E est (k; l)-stable alors E� est (l; k)-stable.Proposition 1.6. � Pour toute famille V �! X�T de �brés vectorielssur X paramétrée par T l'ensemble ft 2 T j V jX�ftg est (k; l) � stableg estun ouvert de T .Démonstration. � Considérons le schema-Quot de V sur T (voir [Gr1]pour la dé�nition). L'ensemble des points non-(k; l)-stables peut être décritcomme l'union des images des composantes du schema-Quot, dont les poly-nômes de Hilbert véri�ent une inégalité qui les contraint à varier dans unensemble �ni. L'assertion s'ensuit, compte tenu que le schema-Quot avec po-lynôme de Hilbert �xé est propre sur T .Proposition 1.7. � Soit L un �bré en droites de degré d sur X.(i) Il existe des �brés (0; 1)-stables (et (1; 0)-stables) de rang r et déter-minant isomorphe à L, sauf pour g = 2; d � 1mod(r).(ii) Il existe des �brés (1; 1)-stables de rang r et déterminant isomorpheà L, sauf pour(a) g = 3; r = 2; d pair,(b) g = 2; r 2 f2; 3; 4g,(c) g = 2; d � 0; � 1 mod(r).Démonstration. � Il su�t d'estimer la dimension de la sous-variété despoints non-(0; 1)-stables (resp. non-(1; 1)-stables) de U(r; L) pour montrerque c'est une sous-variété propre. Un tel �bré E, contient un sous-�bré propreF tel que : deg(F )rg(F ) � deg(E)� 1rg(E) (resp. deg(F ) + 1rg(F ) � deg(E)rg(E) )Par la proposition 1.4 on peut supposer que F et E=F sont stables. Ladimension d'une composante qui correspond à un rang s et degré � deF est majorée par � = dim(U(s; �)) + dim(U(r � s; L 
 (detF )�1)) +dimH1(X;Hom(E=F; F ))� 1. On adimU(s; �) = s2(g � 1) + 1dimU(r � s; L
 (detF )�1)) = ((r � s)2 � 1)(g � 1)20



Hom(E=F; F ) est un �bré de rang s(r� s) et degré (r� s)� � s(d� �). Parle théorème de Riemann-Roch et compte tenu que h0(X;Hom(E=F; F )) = 0(E=F et F étant stables avec �(E=F ) > �(F )) on obtienth1(X;Hom(E=F; F )) = s(r � s)(g � 1) + sd� r�� = (r2 � rs+ s2 � 1)(g � 1) + ds� r�Pour montrer que � < dimU(r; L) = (r2 � 1)(g � 1) il faut véri�er queds� r� < (g� 1)s(r� s). Cela est une conséquence de l'inégalité ds� r� � sdans le premier cas, et � r dans le deuxième, compte tenu des exceptions del'énoncé.Remarque. � Une autre possibilité de démontrer cette proposition estde considérer E ! X � S une famille complète paramétrant les points deU(r; d) (voir [Se1] pour une construction), etH = Hilbr�s;d��(E=S) le schémade Hilbert relatif, paramétrant les quotients de rang r � s et degré d � �.Alors, l'ensemble des points non-(0; 1)-stables de S s'identi�e à l'image del'application canonique H ! S. On peut également évaluer la dimensiondu conoyau de l'application tangente à celle-ci en un point E=F : c'est ladimension de Ext1(F;E=F ). On en conclut avec le théorème de Riemann-Roch. 1.1.2. L'application de déformation in�nitésimale.Dans ce paragraphe N et Y seront deux variétés irréductibles et lissesavec Y projective. Soient F 2 Coh(N � Y ) un faisceau cohérent, plat surl'espace de paramètres N , et n 2 N . Soient A = ON;n l'anneau local de Nen n, m l'idéal maximal de A, et N1 = spec(A=m2) le voisinage in�nitésimald'ordre 1 de n. On dénote par i : N1 ! N l'inclusion de N1 dans N , et parpN1 ; pY les projections de N1 � Y sur N1, respectivement Y . Sur N1 on aune suite exacte de A=m2-modules 0 ! m=m2 �! A=m2 �! A=m ! 0, etcompte tenu de la platitude de F sur N , on obtient la suite exacte suivante,sur N1 � Y0! p�N1(m=m2)
 i#(F) �! i#(F) �! p�N1(A=m)
 i#(F)! 0Définition 1.8. � En appliquant (pY )� à la suite exacte ci-dessus onobtient une suite exacte 0 ! Fn 
 T �n �! FN1 �! Fn ! 0 qui dé�nitun élément �n 2 Ext1(Fn;Fn 
 T �n) �= Hom(Tn; Ext1(Fn;Fn)), où Fn dé-note la restriction de F à fng� Y . �n s'appelle l'application de déformationin�nitésimale de F en n. 21



Remarque. � Dans le cas où F est un �bré vectoriel sur N �Y on peutcalculer l'application de déformation in�nitésimale à partir de la suite exacted'Atiyah (voir [At]) 0 �! End(F ) �! Q �! p�N(�N) �! 0, où �N désignele �bré tangent deN . Cela induit une application � : �N �! R1(pN)�(EndF )et par restriction �n : Tn �! H1(Y;EndFn) �= Ext1(Fn; Fn), qui est l'appli-cation de déformation in�nitésimale en n 2 N .Les Propriétés suivantes découlent immédiatement de la dé�nition précé-dente.Propriétés (1) Soit f : M �! N un changement de base. Alors lediagramme suivant est commutatifTm dmf- Tf(m) �f(m) - Ext1(Ff(m);Ff(m))Ext1((f#F)m; (f#F)m)wwww�m -(2) Soit ' : X �! Y . On considère '#(F) comme une famille de faisceauxsur X paramétrée par N . Alors le diagramme suivant est commutatifTn �n - Ext1(Fn;Fn)Ext1(('#F)n; ('#F)n)�� ?�0n -La proposition suivante fait le lien avec les schémas de Hilbert.Proposition 1.9. � Soient E un faisceau cohérent sur Y , QuotP (E) leschéma de Hilbert paramétrisant les quotients de E avec polynôme de Hilbertégal à P , et U 2 Coh(QuotP (E)�Y ) la famille universelle avec la projectioncanonique p�X(E) �! U ! 0. On a une suite exacte :0 �! V �! p�X(E) �! U �! 0:Soit q 2 QuotP (E) not= Q. L'espace tangent Tq(Q) s'identi�e à Hom(Vq;Uq)et l'application de déformation in�nitésimale de la famille U (resp. V) enq s'identi�e à l'application cobord Tq(Q) = Hom(Vq;Uq) �! Ext1(Uq;Uq);(resp. à moins l'application Tq(Q) = Hom(Vq;Uq) �! Ext1(Vq;Vq)) obtenuede la suite exacte 0 �! Vq �! E �! Uq �! 0, en appliquant le foncteurHom(�;Uq) (resp. Hom(Vq;�) ). 22



Démonstration. � Si dans la suite exacte de l'énoncé on remplace chaqueterme par la suite exacte qui correspond a son application de déformationin�nitésimale, on obtient un diagramme 3 � 3, dont la suite du milieu estscindée (car elle correpond au faisceau p�X(E)). On en déduit le diagrammecommutatif suivant0 - Vq - E - Uq - 00 - Uq 
 T �q� ? - UQ1? - Uqwwwww - 0où � donne, par transposition, l'identi�cation canonique Tq ��! Hom(Vq;Uq)(voir [Gr1]). Si on applique le foncteur Hom(�; T �q 
 Uq) au diagramme ci-dessus on trouve �(�) = ��q, où � est l'application cobord obtenue de lapremière suite du diagramme et �q est l'application de déformation in�nité-simale de U en q 2 Q (d'après la dé�nition, ��q est l'image de l'identité parle cobord de la deuxième suite du diagramme). L'énoncé s'ensuit, comptetenu de la propriété de �.Corollaire 1.10. � Si V est une famille de �brés vectoriels sur Y , pa-ramétrée par N , et M est l'espace de paramètres d'une déformation univer-selle de Vn, alors l'application de déformation in�nitésimale en n 2 N s'iden-ti�e à l'application tangente en n, de l'application de classi�cation N !M .� Compte tenu de la propriété (1) (sur les changements de base) et de laproposition précédente on obtient :Proposition 1.11. � Soient E et U deux faisceaux cohérents sur Y ,et une suite exacte 0 �! V �! p�Y (E) ��! p�Y (U) �! 0, où pY dénotela projection de N � Y sur Y . En considérant � comme une application� : N �! H0(Y;Hom(E ;U)) on obtient, par dérivation en un point n 2 N ,(d�)n : Tn �! H0(Y;Hom(E ;U)), ce qui donne par restriction une applica-tion � : Tn �! H0(Y;Hom(Vn;U)): Alors, le diagramme suivant est commu-tatif Tn �- H0(Y;Hom(Vn;U))Ext1(Vn;Vn)�?��n -où � est le morphisme cobord obtenu à partir de la suite exacte ci-dessus,par restriction à fng � Y , et en appliquant le foncteur Hom(Vn;�). �23



1.1.3. Transformations élémentaires.Soient x un point �xé de X, et E un �bré vectoriel sur X. Alors tout élé-ment q 2 E�x peut être interprété comme une application surjectiveE q�! Ox ! 0, dont le noyau est un faisceau localement libre (car sanstorsion) et qui ne dépend que de la droite déterminée par q dans E�x. Parconséquent, on peut construire une famille de �brés vectoriels sur X, para-métrée par P(E�x). Plus généralement :Définition 1.12. � Soit V �! X � T une famille de �brés vectorielssur X, paramétrée par T . On appelle transformation élémentaire de V unenouvelle famille HV de �brés vectoriels sur X, paramétrée par un �bré pro-jectif Q(V ) �V�! T , et qui est construite comme suit : Soient EV = V �x �! Tet Q(V ) = P(EV ) �! T . Sur X �Q(V ) on a une suite exacte0 �! HV �! �#V V �V�! p�X(Ox)
 p�Q(V )(�V ) �! 0où �V est le �bré ample tautologique sur Q(V ) et �V est construit à partir del'application canonique �#V V 
p�Q(V )(��1V ) �! p�X(Ox)! 0; par tensorisationavec p�Q(V )(�V ). On dé�nit HV = ker �V et on notera par KV = (HV )� lafamille duale.Remarque : Quelques précisions sur l'application �V . � On a la suitesuivante d'isomorphismes :�V 2 H0(Q(V )� V;Hom(�#V V; p�X(Ox)
 p�Q(V )(�V )))i�x�= H0(Q(V ); i�xHom(�#V V; p�X(Ox)
 p�Q(V )(�V )))�= H0(Q(V ); Hom(��V i�xV; �V )) �= H0(Q(V ); Hom(��VE�V ; �V ))où ix : Q(V ) ,! Q(V ) � X, q 7! (q; x). Alors �V est l'unique élément deH0(Q(V ) � V;Hom(�#V V; p�X(Ox) 
 p�Q(V )(�V )), tel que i�x(�V ) = �V , où �Vdésigne le morphisme canonique �V : ��VE�V ! �V .Le but de ce paragraphe est de montrer que la famille HV est injective-ment paramétrée en x 2 X (prop 1.14). La démonstration présentée est cellede [Na-Ra1], et elle fournit également une description du �bré (HV )x. Uneconséquence très importante est une partie du théorème de Narasimhan-Ramanan, dont nous donnons une démonstration raccourcie en utilisantl'existence des �brés (0; 1)-stables. Nous commençons par le lemme suivant :24



Lemme 1.13. � Soient K2V le �bré K(KV ), obtenu par deux trans-formations élémentaires duales successives, et Lx le �bré en droites sur Xassocié à x 2 X. Alors(i) det(KV ) �= det(�#V V �)
 p�XLx(ii) det(K2V ) �= (�V � �KV )# detVDémonstration. � Par la construction de KV on adet(KV )� = detHV = det(�#V V )
 det(p�X(Ox)
 p�Q(V )(�V ))�1Sur X, on a une suite exacte 0 �! L�1x �! OX �! Ox �! 0. On en déduitque det(p�X(Ox)
p�Q(V )(�V )) = p�X(Lx). L'a�rmation (i) s'ensuit. (ii) est unesimple conséquence de (i).Proposition 1.14. � Si on considère HV comme une famille de �brésvectoriels sur Q(V ), paramétrée par X, alors l'application de déformationin�nitésimale en x 2 X est injective.Démonstration. � Compte tenu du caractère fonctoriel de l'applicationde déformation in�nitésimale on peut supposer que T est un point, donc Vest un �bré vectoriel sur X. Soit N un voisinage de x 2 X, tel que V soittrivial sur N , avec �bre Vx = E�V . Alors sur N �Q(V ), �#V V = p�Q(V )��V (E�V ),et par l'image réciproque de �EV , on obtient une applicationp�Q(V )�EV : �#V V = p�Q(V )��V (E�V ) �! p�Q(V )�VCompte tenu que i�x�V = �EV on ap�Q(V )�EV (HV ) � ker(p�Q(V )(�V )! p�Q(V )(�V )
 p�X(Ox))= p�Q(V )(�V )
 p�X(L�1x )et par conséquent on obtient le diagramme commutatif suivant25



0 0p�Q(V )(�V )
 p�X(L�1x )? ====== p�Q(V )(�V )
 p�X(L�1x )?0!HV - (p�Q(V )(�V )
 p�X(L�1x ))� �#V V? � - p�Q(V )(�V )? - 00!HVwww - �#V V? - p�Q(V )(�V )
 p�X(Ox)? - 00? 0?Puisque L�1x est trivial sur N , on peut interpréter � comme une application� = (�1; �2) : N �! H0(Q(V ); End�V )�H0(Q(V ); Hom(��VE�V ; �V )): Alors,avec les identi�cations faites, �2 est constant (= �EV ) et �1 est un paramètrelocal en x (d'après la suite verticale droite du diagramme ci-dessus), donc dx�1est un isomorphisme. Si on restreint la suite exacte du milieu du diagramme,à fxg �Q et compte tenu que l'application �V 
 L�1x =x �! �V est nulle, onobtient (HV )x �= �V 
 T �x � 
1Q(V ) 
 �V . Par conséquent le morphisme � dela proposition 1.11 devient� = (�1; �2) : Tx �! H0(Q(V ); End�V )�H0(Q(V ); Hom(
1Q(V ) 
 �V ; �V ))où �1 est un isomorphisme et �2 = 0. On a le diagramme commutatif suivantTx �- H0(Q(V ); Hom((HV )x; �V ) � - H1(Q(V ); End(HV )x)Txwwwww �1 - H0(Q(V ); End�V )? '- H1(Q(V ); Hom(�V ; (HV )x))?où � (respectivement ') est l'application cobord qu'on obtient lorsqu'onapplique le foncteur Hom(�; �V ) (respectivement Hom(�V ;�)) sur la suiteexacte du milieu du premier diagramme, restreinte à fxg�Q. Il s'ensuit quecoker' �= H1(Q(V ); Hom(�V ; �V � ��VE�V )) = 0. Cela entraine que ' est unépimorphisme, et d'autre part, compte tenu de la description de (HV )x, ontrouve que dimH0(Q(V ); End�V ) = dimH1(Q(V ); Hom(�V ; (HV )x)). Alors' est un isomorphisme, et on en déduit que l'application de déformationin�nitésimale �x = �(� � �) (voir prop. 1.11) est injective.Remarque. � On retiendra aussi de cette démostration, que si V est un�bré vectoriel sur X, alors (HV )x �= �V 
 T �x � 
1Q(V ) 
 �V . D'autre part26



pour y 6= x, (HV )y est trivial (ce qui en résulte facilement de la suite exactequi dé�nit la famille HV ).Une conséquence très importante de cette proposition est le théorèmesuivant ([Na-Ra1]) :Théorème 1.15. � Soit W �! X�U(r; �) un �bré de Poincaré. Si onconsidère W comme une famille de �brés vectoriels sur U(r; �), paramétréepar X, on a(1) L'application de déformation in�nitésimale�x : Tx �! H1(U(r; �); EndWx)est injective en chaque point x 2 X.(2) La famille W est injectivement paramétrée, i.e. Wx �= Wy , x = y.Démonstration. � Soit x 2 X. D'après la proposition 1.7, il existe un�bré V sur X, (0; 1)-stable, de rang r et déterminant isomorphe à � 
 Lx.En e�et, la seule exception possible est g = 2, d � 1mod(r), ce qui nepeut pas arriver dans notre cas, car (r; deg �) = 1. Soit HV la famille destransformations élémentaires de V , paramétrée par P(V �x ). Puisque V est un�bré (0; 1)-stable , on en déduit queHV est une famille de �brés stables surX(voir lemme 1.16), de rang r et déterminant isomorphe à �. Par conséquent ilexiste une application ' : P(V �x ) �! U(r; �) et un �bré en droites L! P(V �x ),tels que HV �= '#W 
p�P(V �x )L. On obtient le diagramme commutatif suivantTx �x- H1(U(r; �); EndWx)H1(P(V �x ); End(HV )x)'�?�0x -L'injectivité de �x s'ensuit d'après la proposition 1.14. Pour le deuxièmepoint, il su�t de remarquer que s'il existe y 6= x, tels que Wy �= Wx, alors(HV )y �= (HV )x. Cela contredit la remarque qui précède le théorème.
27



1.2. Applications aux �brés stables1.2.1. Transformation élémentaire d'un �bré (0; 1)-stable.Dans la section précédente on a vu qu'une transformation élémentaire estinjectivement paramétrée (i.e. l'application de déformation in�nitésimale estinjective) en le point x 2 X. Une question qui se pose naturellement est sicette famille est aussi injectivement paramétrée par l'espace Q(V )? Le butde paragraphe est d'en donner une réponse a�rmative, pour des �brés V(0; 1)-stables sur X.Lemme 1.16. � Soient x 2 X et 0 ! E 0 �! E �! Ox ! 0 une suiteexacte de faisceaux cohérents sur X. Si E est un �bré (k; l)-stable, alors E 0est un �bré (k; l � 1)-stable.Démonstration. � Soient F 0 un sous-�bré de E 0 , et F le sous-�bré deE engendré par F 0 �! E. Alors F 0 �! F est de rang maximal, doncdegF 0 � degF . On obtient �k(F 0) � �k(F ) � �k�l(E) = �k�l+1(E 0). Parconséquent E 0 est (k; l � 1)-stable.Lemme 1.17. � Soient E un �bré (0; 1)-stable et E 0 un �bré stable surX, tels que rgE 0 = rgE et detE 0 �= detE 
 L�1x . Alors, si f : E 0 �! E estun morphisme non-nul, on a une suite exacte0! E 0 f�! E �! Ox ! 0De plus, dimH0(X;Hom(E 0; E)) � 1.Démonstration. � Compte tenu de la (0; 1)-stabilité de E et la stabilitéde E 0 , on a ��1(E) � �(Im(f)) � �(E 0) = ��1(E). On en déduit quetoutes les inégalités ci-dessus sont des égalités, et par conséquent f doit êtrede rang maximal. Alors l'application det f : detE 0 �! detE est non-nulleet elle peut s'annuler seulement en x 2 X avec multiplicité 1. Donc f estde rang maximal dans tous les points sauf x et de rang (rgE � 1) en x.Cela démontre la première partie du lemme. Considérons maintenant deuxmorphismes f; g 2 H0(X;Hom(E 0; E)). Pour y 6= x, fy et gy sont deuxisomorphismes E 0y �! Ey, et soit � 2 C � une valeur propre de f�1y �gy. Alorsg � �f est un morphisme singulier en y, et d'après la première partie on endéduit qu'il est le morphisme nul, donc g = �f .Soit V un �bré (0; 1)-stable sur X de rang r et déterminant isomorphe à�
Lx. Soit HV la famille transformation élémentaire de V . C'est une famille28



de �brés stables sur X, de rang r et déterminant isomorphe à �, paramétréepar Q(V ) = P(V �x ). On dénote par ' : Q(V ) �! U(r; �) l'application declassi�cation.Proposition 1.18. � L'application ' est un plongement de Q(V ) dansl'espace de modules U(r; �).Démonstration. � On démontre en deux étapes :(1) Soit q 2 Q(V ). L'application de déformation in�nitésimale en q est injec-tive. Il s'ensuit que dq' est injective, donc ' est un plongement local.(2) ' est injective.(1) On commence par la remarque suivante : Soient Pr�1C l'espace pro-jectif complex de dimension r� 1, et f : U ! C r une trivialization locale du�bré tautologique en droites O(�1) au dessus d'un ouvert U � Pr�1C , i.e.f(q) 2 q; 8q 2 U (ici q est vu comme une droite en C r ). Alors, pour z 2 Tqon a (dqf)(z) 2 q , z = 0, où Tq dénote l'espace tangent en q à Pr�1C .En e�et, si on considère U = fq = [q0 : q1 : � � � : qr�1] j q0 6= 0g �= C r�1 ,f s'identi�e à une application C r�1 ! C r ; f(q1; � � � qr�1) = (�; �q1; � � � ; �qr�1)où � = �(q1; � � � ; qr�1) : C r�1 ! C � . Par dérivation on trouvedqf(z) = ( r�1Xi=1 @�@qi zi; ( r�1Xi=1 @�@qi zi)q1 + �(q)z1; � � � ; ( r�1Xi=1 @�@qi zi)qr�1 + �(q)zr�1)Alors, s'il existe k 2 C tel que dqf(z) = (k; kq1; � � � ; kqr�1) on en déduit quez1 = � � � = zr�1 = 0, compte tenu que �(q) 6= 0.Dans notre cas, on considère U un ouvert de trivialisation de ��1V commeci-dessus (quite à �xer une base dans V �x ). Sur X � U on obtient une suiteexacte 0 �! HV �! p�X(V ) �V�! p�XOx �! 0. Alors �V peut être interprétécomme une application �V : U ! H0(X;Hom(V;Ox)), et par l'identi�cationcanonique H0(X;Hom(V;Ox)) �= V �x , �V s'identi�e à la trivialisation choisiede ��1V au dessus de U . Soit � : Tq �! H0(X;Hom(Hq;Ox)) le morphismeobtenu à partir de dq�V par restriction, donc �(z) = dq�V (z) � iq, où 0 !Hq iq�! V q�! Ox ! 0. Alors �(z) = 0 , dq�V (z) 2 q, et compte tenude la remarque ci-dessus, on en déduit que � est injectif. D'autre part, enappliquant le foncteur Hom(Hq;�) sur la suite exacte ci-dessus, on obtientla suite exacte longue0! H0(X;End(Hq))! H0(X;Hom(Hq; V ))! H0(X;Hom(Hq;Ox))!��! H1(X;End(Hq)) = Ext1(Hq; Hq)29



Puisque h0(X;Hom(Hq; V )) = 1, on en déduit que l'application cobord � estinjective. Mais d'après la proposition 1.11 on sait que � � � = ��q, ce quidémontre l'injectivité de �q.(2) On considère q 6= q0 2 P(V �x ) et soit f : Hq ��! Hq0 un isomorphisme.Alors iq0 � f 2 H0(X;Hom(Hq; V )) qui est un espace de dimension 1, donc ilexiste k 2 C tel que iq0 � f = k � iq, d'où q0 � iq = 0. On en déduit que q et q0(vus comme éléments de V �x ) ont le même noyau dans Vx et par conséquent ilsdéterminent la même droite dans V �x . On en conclut que ' est une applicationinjective.1.2.2. Double stabilité du �bré de Poincaré.Soit M une variété projective de dimension n, munie d'un �bré ample endroites H. Si E est un faisceau cohérent sans torsion de rang r sur M , lefaisceau detE = (^rE)�� est re�exif de rang 1, donc c'est un �bré en droitessurM . On dé�nit c1(E) = c1(detE), degE = c1(E)c1(H)n�1 2 H2n(M;Z) �=Z, et �(E) = (degE)=r 2 Q .Définition 1.19. � Un faisceau cohérent sans torsion E sur M estdit H-semi-stable, si pour tout sous-faisceau cohérent 0 6= F � E, on a�(F ) � �(E). Si de plus, pour tout sous-faisceau cohérent 0 6= F � E telque 0 < rgF < rgE, on a �(F ) < �(E), alors E est dit H-stable. LorsqueH est sous-entendu (par exemple PicM �= Z) on dira tout simplement �brésemi-stable ou stable.Remarque :Dé�nitions équivalentes. � Un faisceau cohérent sans torsionest semi-stable (resp. stable) si et seulement si(i) Pour tout sous-faisceau cohérent 0 6= F � E tel que le quotient E=Fsoit sans torsion on a �(F ) � �(E) (resp. �(F ) < �(E)).(ii) Pour tout quotient sans-torsion Q de E, on a �(E) � �(Q) (resp.�(E) < �(Q)).Normalement, il n'y a pas de lien entre la semi-stabilité d'un �bré surune variété M , et la semi-stabilité de sa restriction à une sous-variété de M .Tout de même, c'est un fait bien connu que pour l'espace projectif PnC , lasemi-stabilité d'un �bré sur une droite générique, entraine la semi-stabilitédu �bré sur PnC . Le lemme suivant en est un analoque.Lemme 1.20. � Soit Y une variété projective de dimension n telle quePic(Y ) �= Z et soit H le générateur ample de ce groupe. Soit E un �brévectoriel sur Y , qui véri�e la propriété suivante :30



(�) Pour tout fermé F � Y , de codimension � 2, il existe ZF une sous-variété lisse, fermée de Y , de dimension non nulle, telle que ZF \F = ; et larestriction j�E = EjZF soit un �bré j�H-semi-stable, où j dénote l'inclusionde ZF dans Y .Alors E est semi-stable sur Y .Démonstration. � Soit pQ : E ! Q ! 0 un quotient sans torsion deE. Le lieu singulier S(Q) de Q, est un fermé de codimension � 2, et soitZQ la sous-variété de Y , donnée par la propriété (�). Puisque PicY �= Z, ilexiste e; q 2 Z tels que detE �= H
e et detQ �= H
q. Il faut donc véri�erque e=rgE � q=rgQ. Puisque ZQ � Y n S(Q), on obtient que j�Q est unquotient sans torsion de j�E, et det(j�Q) = j�(detQ) = (j�H)
q. Alors,deg(j�Q) = q deg(j�H) et deg j�E = e deg(j�H). Compte tenu du fait quej�E est j�H-semi-stable sur ZQ, on en déduit que e=rgE � q=rgQ. Celadémontre la semi-stabilité de E.Revenons au �bré de Poincaré W �! X � U(r; �). On veut appliquerle lemme ci-dessus aux �brés Wx sur l'espace de modules U(r; �). Pour celail faut montrer que les �brés Wx possèdent la propriété (�), mais aussi quel'espace de modules véri�e l'hypothèse du lemme. C'est un fait bien connuque Pic(U(r; �)) �= Z (pour une démonstration voir [Se2] ou [Ra]). On peuttrouver un tel isomorphisme comme suit (voir [Ra] pour une démonstration)Proposition 1.21. � Soient 0 < l < r et 0 � c < d uniquementdéterminés par la condition ld� cr = 1. Soient V 0 , V 00 deux �brés vectorielsstables sur X, de rang l, r � l et degré c, d� c (respectivement) et tels quedetV 0 
 detV 00 �= �. Alors(1) Toute extension nontriviale 0 ! V 0 �! E �! V 00 ! 0 donnenaissance à un �bré vectoriel E, stable sur X.On obtient ainsi, une famille E de �brés vectoriels stables sur X, para-métrée par P = PH1(X;Hom(V 00; V 0)), et par conséquent un morphisme declassi�cation ' : P �! U(r; �).(2) ' est un plongement et l'application '� : Pic(U(r; �)) �! Pic(P) estun isomorphisme. �Remarque. � Par l'universalité de W , il existe un entier m tel que'#W �= E 
 p�POP(m). D'autre part Ey �= OP(1)�l � O�(r�l)P ; (8) y 2 X.Alors '#(detWy) �= OP(mr + l). On obtient detWy �= H
(mr+l), où H est legénérateur ample de PicU(r; �). Puisque le �bré de Poincaré est déterminémodulo tensorisation par un �bré en droites sur U(r; �), on peut �normaliser�W en demandant detWy �= H
l. Dans ce cas '#W �= E et degWy = l degH.31



Proposition 1.22. � Si U(r; �) contient des �brés (1; 1)-stables, alorsWy veri�e la propriété (�) du lemme ci-dessus, pour tout y 2 X.Démonstration. � Soit U = fE 2 U(r; �) j E est (1; 1) � stableg. Ondénote par W la restriction W jX�U �! X � U . On �xe x 6= y 2 X eton considère KW ! X � Q(W ) la famille duale de la transformation élé-mentaire de W , et K2W ! X � Q(KW ) la famille duale de la transforma-tion élémentaire de KW . Par conséquent, on a Q(W ) = P(W �x) �W�! U , etQ(KW ) = P(KW �x) �KW�! Q(W ): Alors K2W est une famille de �brés stablessur X, de rang r et de déterminant isomorphe à �, paramétrée par Q(KW )(lemme 1.16 et lemme 1.13). On obtientQ(KW ) '- U(r; �)Q(W )�KW?
U�W?� - U(r; �)où ' est l'application de classi�cation.Lemme 1.23. � Soit f' une �bre de '. Alors dim f' � 2r � 2.Preuve : Soit q 2 Q(KW ). On note �q = �KW (q) et ��q = �W (�q). Alors q estune droite dans KW �(�q;x), �q est une droite dans W �(��q;x), et on a0! H(KW )q �! KW �q q�! Ox ! 00 �! HW �q �!W ��q �q�! Ox �! 0Si q 2 f' = '�1(V ), V 2 U(r; �), alors KW �q 2 Ext1(Ox; V �) etW ��q 2 Ext1(Ox; KW ��q). Puisque les familles de tansformations élémentairesparamétrées par P(W �(��q;x)) et P(W �(�q;x)) sont injectives (prop. 1.18), on obtientque dim f' � dimPExt1(Ox; V �) + dimPExt1(Ox; KW ��q) � 2 = 2r � 2, carpour tout �bré V sur X, Ext1(Ox; V ) �= Hom(V;Ox) �= V �x , par dualité deSerre. Le lemme ci dessus est donc démontré.On considère maintenant un fermé F � U(r; �) de codimension � 2.On veut trouver une sous-variété ZF qui véri�e la propiété (�). D'après laproposition 1.18, ' est un plongement sur les �bres de �KW . Pour �q 2 Q(W )on a ��1KW (�q) = P(HW(�q;x)), et on note P(�q) = '(��1KW (�q)).32



a�rmation : Il existe �q 2 Q(W ) tel que codimP(�q)(F \ P(�q)) � 2.En e�et, supposons que codimP(�q)(F \ P(�q)) � 1; (8)�q 2 Q(W ). Alors'�1(F ) coupe chaque �bre de �KW sur un fermé de dimension � r � 2.On obtient dim'�1(F ) � dimQ(W ) + r � 2 = (r2 � 1)(g � 1) + 2r � 3.D'autre part dim'�1(F ) � dimF + dim f' � (r2 � 1)(g� 1)� 2 + 2r� 2 =(r2 � 1)(g � 1) + 2r � 4. Contadiction !Il existe donc �q tel que codimP(�q)(F \ P(�q)) � 2. Par conséquent, on peuttrouver une droite ZF � P(�q), qui ne coupe pas F . L'énoncé s'ensuit, comptetenu que la restriction de Wy à P(�q) est triviale modulo tensorisation par un�bré en droites (voir remarque page 27).Théorème 1.24. � Si U(r; �) contient des �brés (1; 1)-stables, alorsWyest stable sur U(r; �), pour tout y 2 X.Démonstration. � On remarque d'abord que l'énoncé du théorème estvalable dans tout les cas sauf pour g = 2, d � �1mod(r), car les autresexceptions de la prop 1.7 ne peuvent pas arriver lorsque (r; d) = 1.D'après le lemme 1.20 et la proposition 1.22, on en déduit que Wy estsemi-stable. D'autre part, d'après la remarque de la page 32, (degWy; r) = 1.La stabilité s'ensuit.Théorème 1.25. � Si U(r; �) contient des �brés (1; 1)-stables, alors le�bré adjoint adyW est semi-stable, pour tout y 2 Y .Démonstration. � On utilise la même constuction de la proposition 1.22en remarquant que adyW est trivial sur P(�q) pour tout y 2 Y , y 6= x.Remarque. � Les exceptions provenant de l'existence des �brés (1; 1)-stables, peuvent être enlevées. En fait, dans leur article V. Balaji, L. BrambilaPaz et P.E. Newstead (voir [Ba-BrP-Ne]) démontrent, en utilisant la théoriedes courbes spectrales, la stabilité (respectivement semi-stabilité) du �bré dePoincaré (respectivement son �bré adjoint) pour tout g � 2 et r � 2.1.2.3. Double universalité du �bré de Poincaré.Dans ce paragraphe on montre (d'après Narasimhan-Ramanan [Na-Ra1])que la courbe X est un espace universel de déformations pour les restrictionsdu �bré de Poincaré sur l'espace de modules U(r; �). Plus précisément on aThéorème 1.26. � Soit U(Wy) la composante connexe de l'espace demodules de �brés stables sur U(r; �), qui contient le �bré Wy, y 2 X. On33



suppose que (g; r) 6= (2; 2). Alors X �= U(Wy), l'isomorphisme étant donnépar l'application d'évaluation x 7! Wx.Pour montrer ce théorème on a besoin de quelques préliminaires. Onconsidère K2W la famille obtenue par double transformation élémentaireduale de W ! U(r; �), paramétrée par l'espace Q(KW ), et on dénote par
 = fq 2 Q(KW ) j K2Wq est stable sur Xg. Evidemment 
 � Q(KW ).Avec le même raisonnement que dans la démonstration de la proposition 1.7on démontreProposition 1.27. � Soit U l'ouvert des �brés (1; 1)-stables de U(r; �).Alors codimU(r;�)(U(r; �) � U) � 3, sauf pour g = 2, ou g = 3 et r 2 f2; 3g,ou g = 4 et r = 2.En particulier, codimQ(KW )(Q(KW ) � 
) � 3 sauf pour les exceptionsci-dessus. �Remarque. � Il est clair que l'ouvert 
 est plus grand que Q(KW ) =(�W � �KW )�1U , car chaque �bre de �KW contient des �brés stables. En faiton peut montrer que (voir[Na-Ra1], prop.6.8)codimQ(KW )(Q(KW )� 
)8<: � r � 2� 3 sauf pour g = 2; r = 2� 4 sauf pour g = 2; r = 2; 3 ou g = 3; r = 2On note par ' : 
 ! U(r; �) l'application de classi�cation de la familleK2W jX�
. Pour la démonstration de la proposition suivante voir [Na-Ra1].Proposition 1.28. � Il existe une application { : 
 ! Q(KW ) relé-vant ' (i.e. telle que ' = �W ��KW � {), et qui véri�e les propriétés suivantes1: {(
) � 
 et {2 = I
 ({ est une involution)2: {�(��KW ) �= j���KW (���W ), où �� dénote le �bré tangent aux �bres de �,et j l'inclusion canonique de 
 dans Q(KW ). �On a donc, le diagramme commutatif suivant
 � j- Q(KW )Q(W )�KW?

{ 6

'- U(r; �)�W?34



On utilisera aussi le lemme suivantLemme 1.29. � Soit E un �bré vectoriel de rang � 2 sur une variétéprojective Y . On dénote par P(E) �! Y le �bré projectif de E, �E le �bréample tautologique sur P(E), et par �� le �bré tangent aux �bres de �. Alors1: Ri(�)�(�E) = 0 pour i � 1, et ��(�E) �= E�2: Ri(�)�(��) = 0 pour i � 1, et ��(��) �= adE3: Ri(�)�(���) = 0 pour i 6= 1, et R1(�)�(���) �= OY .Démonstration. � Sachant que la cohomologie du �bré tautologique surles �bres de � est nulle en degré strictement positif et compte tenu des isomor-phismes canoniques H0(P(Ey); �E) �= E�y , y 2 Y , le premier point s'ensuit. Ledeuxième point (respectivement troisième) s'obtient en appliquant le foncteur�� sur la suite exacte (respectivement la suite duale) d'Euler0! OP(E) �! ��E 
 �E �! �� ! 0Démonstration du théorème 1.26. � D'après le théorème 1.15, l'appli-cation d'évaluation X �! U(Wy), x 7�! Wx, est un plongement de X dansl'espace de modules U(Wy). Alors il su�t de montrer que l'espace tangent estde dimension 1 en chaque point Wx 2 U(Wy), ce qui revient à montrer quedimH0(U(r; �); EndWx) = 1. Pour cela, si i+2 � codimQ(KW )(Q(KW )�
),on a la suite suivante d'isomorphismes (voir aussi le diagramme ci-dessus)H i(U(r; �); ad(Wx)) (1)�= H i(Q(W );��W ) (2)�= H i(Q(KW ); ��KW��W ) (3)�=H i(
; j���KW��W ) (4)�= H i(
;���KW ) (5)�= H i(Q(KW );���KW ) (6)�=H i�1(Q(KW );OQ(W )) (7)�= H i�1(U(r; �);OU(r;�))où les isomorphismes (1); (2); (6); (7) proviennent par la suite spectrale deLeray (pour (1) et (6) on tiendra compte aussi du lemme précedent), (3); (5)proviennent du théorème sur le prolongement des classes de cohomologieen codim � i + 2 (voir [Sch]) et (4) provient du fait que j���KW��W �={����KW et {2 = I
 (voir proposition 1.28). Alors, compte tenu que la variétéU(r; �) est unirationnelle (cf. [Na-Ra4]), on a dimH i�1(U(r; �);OU(r;�)) = 1(respectivement 0) pour i = 1 (respectivement i 6= 1) et le théorème s'ensuit.35



1.2.4. Fibré de Picard.Les faisceaux de Picard sont, par dé�nition, les images directes R0(p)�Wet R1(p)�W , du �bré de Poincaré, où p dénote la projection de X � U(r; �)sur U(r; �). Lorsque d=r > 2g � 2 on a h1(X;E) = 0, pour tout �bré stableE, de rang r et degré d sur X (prop 1.3). On en déduit que R1(p)�W = 0,et R0(p)�W est un �bré sur U(r; �) de rang d + r(1 � g), qu'on appellera�bré de Picard. Bien évidemment, tout cela s'applique aussi à l'espace demodules U(r; d). Dans ce cas, on sait que le �bré de Picard est stable surU(r; d), par rapport au �bré ample correspondant au diviseur théta généralisé(voir [Li]). Un problème encore ouvert est la stabilité du �bré de Picard surl'espace de modules U(r; �). Dans ce paragraphe on considérera W un �bréde Poincaré normalisé (voir remarque page 31), H dénotera le générateurample de PicU(r; �) et les entiers l; c seront ceux de la proposition 1.21. Onsupposera aussi que d > r(2g � 2) + 1.Lemme 1.30. � Avec les notations ci-dessus, on adeg(R0(p)�W ) = (c+ l(1� g))degH. Démonstration. � On utilisera les notations de la proposition 1.21. Le�bré W étant supposé normalisé, on a '#W �= E. D'autre part, sur X � Pon a une suite exacte0! p�XV 0 
 p�P� �! E �! p�XV 00 ! 0où � est le �bré ample tautologique sur P. Puisque d > r(2g � 2) + 1,on trouve c=l = d=r � 1=rl > 2g � 2, et par conséquent h1(X; V 0) = 0.Alors, en appliquant le focteur image directe sur la suite exacte ci-dessus,on obtient (pP)�E �= H0(X; V 0) 
 � � H0(X; V 00) 
 OP. On en déduit quedeg(pP)�E = h0(X; V 0) = c+ l(1�g). Compte tenu que ' est un plongementqui induit un isomorphisme entre les groupes de Picard, le lemme s'ensuit.Théorème 1.31. � Si U(r; �) contient des �brés (1; 1)-stables, alors le�bré de Picard R0(p)�W est (0;�1)-stable sur U(r; �).De plus, si F est un sous-faisceau de R0(p)�W , avec quotient sans torsion,et tel que �(F) � �(R0(p)�W ), alors �(F) = lrdegH.36



Démonstration. � Pour montrer la (0;�1)-stabilité du �bré de Picard,on utilisera (comme pour la stabilité du �bré de Poincaré) la constructionde la proposition 1.22. On reprendra les mêmes notations. Il su�ra d'étu-dier les restrictions de K2W sur les �bres de �KW . Soit �q 2 Q(W ). Alors��1KW (�q) = Q(KW �q), et sur X �Q(KW �q) on a une suite exacte0! H(KW �q) �! p�XKW �q �! p�X(Ox)
 p�Q(KW �q)(�)! 0Considérons maintenant la suite duale. Puisque Ext1(Ox;OX) �= OX , onobtient 0! p�XHW �q �! K2W �q �! p�X(Ox)
 p�Q(KW �q)(��1)! 0Mais HW �q est un �bré stable sur X, de degré d � 1 > r(2g � 2), et parconséquent h1(X;HW �q) = 0. Alors, en appliquant le foncteur image directesur la suite exacte ci-dessus, on obtient0! H0(X;HW �q)
OQ(KW �q) �! (pQ(KW �q))�K2W �q �! ��1 ! 0Compte tenu que h1(Q(KW �q); �) = 0, l'extension ci-dessus est triviale, donc(pQ(KW �q))�K2W �q �= H0(X;HW �q)
OQ(KW �q) � ��1La (0;�1)-stabilité du �bré de Picard s'ensuit.Considérons maintenant un sous-faisceau F de R0(p)�W . On supposeraque le quotient R0(p)�W=F est sans torsion. On peut trouver �q 2 Q(W ) etZ une droite en P(�q) = '(Q(KW �q)), qui ne coupe ni le lieu singulier de F ,ni celui de R0(p)�W=F (voir prop 1.22). Notons degF = �degH et s = rgF .Soient �; � des entiers tels queHjZ �= OZ(�) etW jX�Z �= K2W jX�Z
OZ(�).Alors deg(FjZ) = ��, et FjZ est un sous-�bré deR0(p)�W jZ �= (H0(X;HW �q)
OQ(KW �q) � ��1)
OZ(�)On en déduit que ��=s � �. Mais, deg(R0(p)�W jZ) = �deg(R0(p)�W ), eth0(X;HW �q) = d�1+r(1�g). On trouve (d+r(1�g))���(c+l(1�g)) = 1.Sachant que (d+r(1�g))l�r(c+l(1�g)) = 1, on obtient � = k(d+r(1�g))+r,et � = k(c + l(1 � g)) + l, avec k � 0. Supposons que �(F) � �(R0p�W ).Alors �� � �s � c+ l(1� g)d+ r(1� g)d'où on trouve les deux inégalités suivantes37



1 � �s ((d+r(1�g))�� (c+ l(1�g))s) � 0 et 1 � d+ r(1� g)s (�s���) � 0Puisque s = rg(F) < rg(R0(p)�W ) = d + r(1 � g), la deuxième inégalitéentraine que �s � �� = 0. Alors (d + r(1 � g))� � (c + l(1 � g))s 6= 0, etla première inégalité entraine s � �, d'où k = 0. Par conséquent � = r et� = l, donc ls� r� = 0.Remarque. � On en déduit, du théorème précédent, que le �bré de Picardvéri�e une condition plus forte que la (0;�1)-stabilité. En fait, pour toutsous-faisceau F de R0(p)�W , on adegFrgF � deg(R0(p)�W ) + 1=rrg(R0(p)�W )
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2. Déformations du �bré de Poincaréen terme de cohomologie de groupes
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2.1. Théorie généraleDans cette section G dénotera un groupe, pas nécessairement abélien.L'opération de groupe sera notée multiplicativement.Définition 2.1. � On appelle G-module, un groupe abélien A, avec unmorphisme de groupes G �! Aut(A). L'action de G sur A, induite par cemorphisme, sera notée multiplicativement. Un morphisme de G-modules seraun morphisme de groupes qui commute avec l'action de G.On dénote par (G � mod) la catégorie des G-modules, et par (Ab) lacatégorie des groupes abéliens. On remarque qu'un groupe abélienA peut êtrevu comme un G-module, en considérant que l'action de G sur A est triviale.Evidemment, les deux catégories sont des catégories abéliennes. Pour chaqueG-module A, on considère AG le sous-groupe de A, des éléments invariantspar l'action de G : AG = fa 2 A j g � a = a; 8g 2 Gg. Alors, l'associationA �! AG dé�nit un foncteur covariant, noté �G : (G�mod) �! (Ab).Définition 2.2. � Soient Rn�G les foncteurs dérivés à droite du fonc-teur �G, et soit A un G-module. On dé�nit Hn(G;A) = Rn�G(A).Remarque. � H0(G;A) = AG car le foncteur �G est exacte à gauche.Si 0 ! A ! B ! C ! 0 est une suite exacte courte de G-modules,alors compte tenu des propriétés des foncteurs dérivés à droite, on obtientla suite exacte longue 0 ! AG ! BG ! CG ! H1(G;A) ! H1(G;B) !H1(G;C)! H2(G;A)! � � �2.1.1. Résolution standard.Soit Z[G] le Z module libre engendré par G. Z[G] est une Z algèbreaugmentée (on a " : ZG ! Z, dé�ni par "(g) = 1, 8g 2 G), ce qui nouspermet de voir Z comme un Z[G]-module.Remarque. � G est un sous-groupe de (Z[G])� (les unités de Z[G]) quivéri�e la propiété d'universalité suivante : Si R est un anneau et f : G !R� un morphisme de groupes, alors il existe une unique extension de f àun morphisme d'anneaux f : Z[G] ! R. On obtient alors l'isomorphismesuivant, appelé aussi "formule d'adjonction" :Homanneau(Z[G]; R) ' Homgroupes(G;R�)Alors, si A est un groupe abélien, un morphisme de groupes G ! AutAcorrespond à un morphisme d'anneaux Z[G] ! EndA, et par conséquent41



un G-module n'est rien d'autre qu'un Z[G]-module "classique". De plus, sion considère Z et A comme Z[G]-modules, on a HomZ[G](Z; A) ' AG, doncHn(G;A) s'identi�ent aux groupes de cohomologie du complexe obtenu enappliquant le foncteur HomZ[G](�; A), sur une résolution projective de Z pardes Z[G]-modules.Définition 2.3. � Soit Fn = Z[Gn+1]. On dé�nit une action de G surFn par g � (g0; g1; � � � ; gn) = (g � g0; g � g1; � � � ; g � gn). Alors, Fn devient unZ[G]-module libre, et une base est formée avec les (n + 1)-uplets dont lepremier élément est égal à 1. On appelle résolution standard de Z sur Z[G],le complexe � � � @2�! F2 @1�! F1 @0�! F0 "�! Zoù @n(g0; g1; � � � ; gn) = nXi=0 (g0; � � � ; gi�1; gi+1; � � � ; gn). On véri�e facilementque ce complexe est acyclique (voir [Be]).On considère une base de Fn dé�nie comme suit :[g1 j g2 j � � � j gn] = (1; g1; g1g2; � � � ; g1 � � �gn)@n[g1 j g2 j � � � j gn] = g1[g2 j � � � j gn] + n�1Xi=1 (�1)i[g1 j � � � j gigi+1 j � � � j gn]+(�1)n[g1 j � � � j gn�1]Avec ces notations, HomZ[G](Fn; A) s'identi�e à l'ensemble des applicationsf : Gn ! A, qui a une structure de groupe abélien induite par celle de A, etl'application cobord s'écrit(@nf)(g1; � � � ; gn+1) = g1f(g2; � � � ; gn+1) + nXi=1 (�1)if(g1; � � � ; gigi+1; � � � ; gn+1)+ (�1)n+1f(g1; � � � ; gn)Remarque. � On en déduit que les 1-cocycles s'identi�ent aux applica-tions f : G ! A telles que f(g1g2) = g1f(g2) + f(g1), et un 1-cocycle estcohomologiquement trivial, s'il existe a 2 A tel que f(g) = ga� a; 8g 2 G.42



2.1.2. Suite spectrale d'une extension de groupes.Soient H un sous-groupe distingué de G, et A un G-module. Puisque Hest distingué en G on a une action par conjugaison de G sur H. En utili-sant la description des groupes de cohomologie à l'aide des résolutions stan-dards, on peut dé�nir une action de G=H sur Hn(H;A) comme suit : Soient[f ] 2 Hn(H;A) représenté par un cocycle f : Hn ! A, et g 2 G=H. Ondé�nit g[f ] = [gf ], où (gf)(h1; � � � ; hn) = g � f(g�1h1g; � � � ; g�1hng). Le théo-rème suivant introduit la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre. Pourune démonstration voir Benson ([Be]).Théorème 2.4. � Il existe une suite spectrale aboutissant à Hn(G;A)et dont les termes initiaux sont Epq2 = Hp(G=H;Hq(H;A)). �En particulier, on a une suite exacte à 5 termes 0! H1(G=H;AH)!H1(G;A)! H1(H;A)G=H ! H2(G=H;AH)! H2(G;A)2.1.3. Cohomologie non-abélienne.Définition 2.5. � Soient A un groupe non-abélien. On dit que A estun G-groupe si on a une action (à droite) de G sur A. Comme dans le casabélien, cela revient à donner un anti-morphisme de groupes (car l'action esta droite !) � : G! Aut(A). On notera �(g)(a) = ag.Remarque. � On peut, bien sûr, considérer une action à gauche de Gsur A, mais cela nous obligerait à utiliser des notations ga, qui sont moinscommodes.On peut introduire la catégorie des G-groupes (les morphismes étant lesmorphismes de groupes qui commutent avec l'action de G), mais cette fois onn'obtient pas une catégorie abélienne, et par conséquent, dé�nir des groupesde cohomologie en degré quelconque dans un cadre non-abelien devient beau-coup plus compliqué. Tout de même, il est possible de donner une dé�nitionen degré 1, qui imite celle du cas abélien, et qui nous permet de construire unensemble cohomologique. Dans le cas non-abélien on n'obtient pas un groupede cohomologie, mais un ensemble avec un point distingué. Plus précisément,on considère l'ensemble Z1(G;A) des 1-cocycles, dé�nit parZ1(G;A) = ff : G! A j f(g1g2) = f(g1)g2f(g2)gOn a aussi une action (à gauche) de A sur Z1(G;A), dé�nie comme suit :(af)(g) = agf(g)a�1; 8a 2 A; f 2 Z1(G;A); g 2 G. Si l'action de G sur43



A est triviale, alors Z1(G;A) s'identi�e à l'ensemble Homgroupes(G;A), etl'action de A est celle par conjugaison.Définition 2.6. � L'ensemble de cohomologieH1(G;A) est par dé�ni-tion le quotient de Z1(G;A) par l'action de A. Il contient un point distinquéqui est l'orbite du cocycle identité. Un 1-cocycle f est dit cohomologiquementtrivial (ou tout simplement trivial), s'il est de la forme f(g) = aga�1, pourun certain a 2 A, i.e. il est dans l'orbite du cocycle identité.Considérons maintenant une suite exacte courte de G-groupes1! A u�! B v�! C ! 1On peut dé�nir une application cobord � : CG ! H1(G;A) comme suit :Soient c 2 CG et b 2 B, tels que v(b) = c. Alors v(bgb�1) = 1, donc il existeun unique ag 2 A, tel que bgb�1 = u(ag). On dé�nit �(c)(g) = ag. On véri�efacilement la proposition suivante (pour une démonstation voir [Se]) :Proposition 2.7. � Pour une suite exacte courte de G-groupes, l'ap-plication cobord donne naissance a une suite exacte1! AG�!BG�!CG ��! H1(G;A) �! H1(G;B) �! H1(G;C)De plus, si A est un G-module, la suite exacte ci-dessus, continue avec uneapplication H1(G;C) �! H2(G;A). �Considérons maintenant le cas d'un sous-groupe distinguéH � G. Dans lecas abélien, cela donne naissance a la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre. Même si cette suite spectrale n'existe plus dans le cas non-abélien, ona toujours une suite exacte à 3 ou 4 termes. Plus précisément (voir [Se] pourune démonstration) :Proposition 2.8. � Si H est un sous-groupe distingué de G et A estun G-groupe, on une suite exacte1! H1(G=H;AH) �! H1(G;A) �! H1(H;A)G=Hoù l'action de G=H sur H1(H;A) est dé�nie de le même manière que dans lecas abélien. De plus, si AH est un sous-groupe central de A, la suite exacteci-dessus, continue avec une application H1(H;A)G=H �! H2(G=H;AH). �
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2.2. Théorie analytiqueDorénavant, on suposera le groupe G muni d'une structure analytique,y compris analytique-banachique. (An) désignera la catégorie des espacesanalytique (y compris analytique-banachique) et tous les G-modules ou lesG-groupes seront considérés munis également d'une structure analytique. Deplus, les ensembles cohomologiques H i(G;A) seront, par dé�nition, formésdes i-cocycles analytiques f : Gi ! A. Toute la théorie développée dansla section précédente restera valable dans ce context analytique. Soient Aun G-groupe et a son algèbre de Lie. L'action de G sur A induit une ac-tion de G sur a, qui en fait un G-module. Le but de cette section est dedécrire l'espace tangent de H1(G;A), à l'aide des 1-coycles à valeurs dansl'algèbre de Lie a. Cela nous permettrait de linéariser certains problèmes encohomologie non-abélienne (comme par exemple, l'étude d'une applicationentre deux ensembles de cohomologie non-abélienne) par passage à l'espacetangent. Mais l'ensemble H1(G;A) n'est pas toujours muni d'une structureanalytique, donc il ne s'agit pas à proprement parler d'un espace tangent.Pour contourner ce problème il faut remplacer l'ensemble cohomologique parun foncteur cohomologique, et considérer son foncteur tangent. Plus précisé-ment on aDéfinition 2.9. � Si A est un G-groupe, on dé�nit les deux foncteurscohomologiques (contravariants) suivantsZ1(��G;A); H1(��G;A) : (An) �! (Ens)Z1(S �G;A) = ff : S �G! A j f(s; g1g2) = f(s; g1)g2f(s; g2)gH1(S �G;A) = Z1(S �G;A)= �où f1 � f2, s'il existe a : S ! A, telle que f1(s; g) = a(s)gf2(s; g)a(s).Autrement dit, H1(� � G;A) est le foncteur quotient de Z1(� � G;A) parle foncteur Hom(�; A).Remarque. � Les égalités de la dé�nition précédente, ne sont pas seule-ment des égalités ensemblistes. Sachant que S n'est pas nécessairement ré-duit, elles doivent être regardées comme des égalités entre morphismes d'es-paces annelés.On dénotera par pi = Spec(C [X]=X i+1), pour i � 0. Considérons main-tenant les foncteurs tangents, dé�nis parTZ1(S �G;A) = Z1(S[p1]�G;A) et TH1(S �G;A) = H1(S[p1]�G;A)45



où S[p1] = S � p1. Si Z1(p0 � G;A) = Z1(G;A) possède une structureanalytique représentant le foncteur Z1(� � G;A), alors le foncteur tangentsera représenté par TZ1(G;A) (et de même pour H1(G;A)). On a aussi deuxmorphismes naturelsTZ1(��G;A) ��! Z1(��G;A) i�! TZ1(��G;A)et de même pour le functeur H1(��G;A). Pour un élément � 2 Z1(G;A),on dénote par a� le G-module (à droite) dont le groupe sous-jacent est a, etl'action de G est donnée par v � g = �(g)�1vg�(g), où v 2 a; g 2 G et vgdénote l'action de G induite par celle sur A. Avec ces notations on a leThéorème 2.10. � Il existe des isomorphismes naturels :(1) �(p0)�1(�) �= Z1(G; a�).(2) Si � et � ont la même classe de cohomologie dans H1(G;A), alorsH1(G; a�) �= H1(G; a�), et �(p0)�1([�]) �= H1(G; a�), où [�] dénote la classede cohomologie de �.Démonstration. � (1) Soit u 2 �(p0)�1(�), alors u peut être vu commeune application u : p1 � G ! A, telle que u(�; g) = �(g); 8g 2 G. Enparticulier, u induit une application u : G ! Hom(p1; A) = TA telle queu(g) 2 T�(g)A, et qui véri�eu(g1g2) = u(g1)g2�(g2) + �(g1)g2u(g2)On dé�nit ~u(g) = �(g)�1u(g) 2 a. Compte tenu de l'égalité ci-dessus, ontrouve ~u(g1g2) = ~u(g1) � g2+ ~u(g2), donc ~u 2 Z1(G; a�). Evidemment, u peutêtre récupéré à partir de ~u, ce qui démontre que l'application u 7! ~u estbijective.(2) Soit a 2 A tel que �(g) = ag�(g)a�1. On véri�e facilement que sif 2 Z1(G; a�), alors afa�1 2 Z1(G; a�). De plus l'application f 7�! afa�1passe au quotient et dé�nit un isomorphisme entre les groupes de cohomologierespectifs.On va véri�er maintenant le dernier isomorphisme. H1(p1�G;A) est pardé�nition, le quotient de Z1(p1 � G;A) par l'action de Hom(p1; A) = TA.Alors, il faut véri�er que l'action de TA sur Z1(p1 � G;A) correspond, parl'isomorphisme de (1), à celle de a� sur Z1(G; a�). Reprenons les notationsde (1), et considérons v 2 TaA. Soient v(u) l'elément de Z1(p1�G;A) obtenupar l'action de v sur u, et �(g) = ag�(g)a�1. On av(u)(g) = vg�(g)a�1 + agu(g)a�1 � ag�(g)a�1va�1 2 T�(g)A46



gv(u) = a[�(g)�1(a�1)gvg�(g) + �(g)�1u(g)� a�1v]a�1 2 Z1(G; a�)qui correspond, par l'isomorphisme ci-dessus, à ~u(g) + (a�1v) � g � (a�1v) 2Z1(G; a�). On en déduit que [gv(u)] = [~u] dans H1(G; a�), donc l'isomor-phisme de (1) descend en une application surjective�(�)�1([�])! H1(G; a�)Pour véri�er l'injectivité, considérons u; u1 2 Z1(p1�G;A), tels que [~u] = [~u1]dans H1(G; a�). Alors il existe v 2 a�, tel que ~u1(g) = ~u(g) + v � g � v, d'oùu1(g) = u(g) + vg�(g)� �(g)v. On obtient u1 = v(u) et l'injectivité s'ensuit.Remarque. � Plus généralement, pour S 2 (An) et �S 2 Z1(S � G;A),il existe des isomorphismes naturels�(S)�1(�S) �= Z1(S �G; a�S) et �(S)�1([�S]) �= H1(S �G; a�S)La démonstration est la même que celle du théorème précédent, il faut justeremplacer G par S �G.
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2.3. Espaces de modules de �brés vectorielsSoit X une variété complexe, compacte, irréductible et lisse. On dénoterapar Glr le faisceau des germes de fonctions analytiques sur X, à valeurs dansGLr(C ). L'ensemble des classes d'isomorphisme de �brés vectoriels de rang rsurX, peut être identi�é à l'ensemble cohomologiqueH1(X;Glr). Fixons U =fUi j i 2 Ig un recouvrement ouvert, �ni de X. Pour chaque p � 0 on dénotepar Ip l'ensemble des i = (i0; � � � ; ip), tels que Ui = Ui0 \ � � � \ Uip 6= ;. Lanorme Euclidienne sur C r induit une norme surMr(C ), l'algèbre des matricescomplexes d'ordre r. Pour chaque famille f = ffi : Ui !Mr(C ) j i 2 Ipg ondé�nit k f k= supi2Ip supx2Ui k fi(x) kL'ensemble des f , tels que k f k<1, forme une algèbre de Banach complexe,qui sera notée par Cp(U ;Or�r). L'ensemble de ses éléments inversibles est unouvert dénoté par Cp(U ;Glr). On dé�nit aussi les opérateurs suivants�0 : C0(U ;Glr)� C1(U ;Glr)! C1(U ;Glr); �1 : C1(U ;Glr)! C2(U ;Glr)�0(g; f)ij = gifijg�1j �1(f)ijk = fjkf�1ik fijSoit Z1(U ;Glr) = (�1)�1(Id) l'ensemble des 1-cocycles, où Id désigne l'élé-ment identité. L'action de C0(U ;Glr) sur C1(U ;Glr), dé�nie par �0, se res-treint à une action sur Z1(U ;Glr). On dé�nitH1(U ;Glr) = Z1(U ;Glr)=C0(U ;Glr)Remarque. � Nos dé�nitions de C0; Z1; H1, sont di�érentes des dé�ni-tions habituelles. Nous supposerons toujours que les cocycles considérés sontbornés par rapport à la norme dé�nie ci-dessus.Bien évidemment, si U est un recouvrement su�samment �n, on a unecorrespondance biunivoque entre les �brés vectoriels de rang r sur X etles éléments de Z1(U ;Glr), et l'action de C0(U ;Glr) correspond aux isomor-phismes de �brés vectoriels. Par conséquent, H1(U ;Glr) est censé résoudrele problème de modules de �brés vectoriels sur X. Mais pour que ce quo-tient existe dans la catégorie des espaces analytiques, il faut se restreindreaux 1-cocycles de Z1(U ;Glr), représentant des �brés simples (ou stables parrapport à une certaine polarisation de X). Plus précisément on a le résultatsuivant (voir [No], théorèmes 2 et 5, pour la démonstration) :Théorème 2.11. � Il existe des recouvrements U de X, arbitrairement�ns, tels que le sous-ensemble H1s (U ;Glr) � H1(U ;Glr), des �brés vectoriels48



simples sur X, admet une structure d'espace analytique (pas nécessairementHausdor�) véri�ant les propriétés habituelles d'un espace de modules gros-sier. De plus, si X est une variété projective et H est un �bré en droitesample, alors l'ensemble des �brés stables par rapport à H est un ouvert deHausdor� de H1s (U ;Glr). �Dorénavant, on utilisera les notations : Z = Z1s (U ;Glr); G = C0(U ;Glr) etM = H1s (U ;Glr) = Z=G. L'indice "s" désigne le fait qu'il s'agit des 1-cocyclesreprésentant des �brés simples (ou stables, selon le contexte). L'espace Zparamètre un �bré tautologique, noté par T , qui est dé�ni à l'aide du recou-vrement fUi � Z j i 2 Ig et du 1-cocycleUij � Z �! GLr(C )(x; (zij)(i;j)2I1) 7�! zij(x)On remarque que, pour x 2 X �xé, la restriction de T sur fxg � Z est un�bré trivial. On a aussi une action de G sur Ui � Z � C r dé�nie parg � (x; z; t) = (x; gizijg�1j ; gi(x)t); g = (gi) 2 G; z = (zij) 2 ZCette action est compatible avec le 1-cocycle qui dé�nit le �bré tautologique,et par conséquent on obtient une action de G sur T . On remarque aussi que,les éléments de Z étant des �brés simples, on a StabG(z) = C �Ir; 8z 2 Z,mais l'action de C �Ir sur T est celle par homothéties. Alors T ne descend pasen un �bré vectoriel sur M , mais tout de même, il descend en une famillelocale W , qui donne une déformation universelle dans chaque point de M(pour cela il su�t de considérer des trivialisations locales de la �brationZ ! H; voir aussi [No]). S'il existe un �bré en droites L sur Z, muni d'uneaction de G, telle que l'action de C �Ir sur L�1 soit celle par homothéties,alors W peut être représenté par un �bré sur M , qu'on appellera �bré dePoincaré (il su�t de considérer le �bré quotient T 
 L=G).2.3.1. Fibré de Poincaré.Dorénavant on considérera W = T 
L=G un �bré de Poincaré paramétrépar M , où L est un �bré en droites sur Z avec une action (�xée) de G, telleque l'action de C �Ir sur L�1 soit celle par homothéties. Par construction, le�bré W est une déformation universelle pour les �brés sur X obtenus parrestriction en un point de M . Une question qui apparaît naturellement est sila réciproque est vrai, c'est à dire, si W dé�nit une déformation universellepour pour les �brés Wx ! M; x 2 X. Même si cela est vrai lorsque Xest une courbe projective (cf. premier chapitre) et dans certains cas pour les49



surfaces K3 (cf. [M]) et les variétés abéliennes ([Mu]), en général on ne peutpas s'attendre à un tel résultat (il su�t de considérer des espaces de modulesdiscrets). Tout de même on peut espérer que, sous certaines conditions, lavariété X soit un espace complet de déformations. On sait que X peut êtrerécupérée à partir d'un groupe de cohomologie non-abélienne (cf. [Ko]). Lebut de cette section est de décrire les déformations des �brés Wx en termesde cohomologie de groupes. Cela nous permettra de voir l'application d'éva-luation x 7!Wx, comme une application entre deux groupes de cohomologienon-abélienne. Alors l'application de déformation in�nitésimale en un pointx 2 X correspondra au passage aux espaces (foncteurs) tangents ; elle setraduira donc, en termes de cohomologie abélienne.On dénote par � la projection Z �! M . Puisque le �bré Tx ! Z esttrivial, on obtient ��Wx �= L�r. On s'interessera aux déformations de Wx quiont la même image réciproque sur Z. L'action à gauche de G sur Z, induitune action à droite de G sur A = Mor(Z;GLr(C )). On aLemme 2.12. � Soit F un �bré de rang r sur M tel que ��F �= L�r.Alors il existe un 1-cocycle � 2 Z1(G;A), qui dé�nit une action de G surO�rZ telle que :1: L'action de C �Ir est celle par homothéties; par conséquent O�rZ 
 L estmuni d'une action de G, telle que l'action de C �Ir soit triviale.2: F est isomorphe au quotient de O�rZ 
 L par cette action. On utilisera lanotation F �= O�rZ 
 L=�G.Démonstration. � Fixons un isomorphisme ' : O�rZ 
 L ! ��F . Alors,pour z 2 Z et g 2 G, on aC r 
 Lz 'z�! (��F )z = (��F )gz '�1gz�! C r 
 LgzCompte tenu de l'action de G sur L, il existe �(g; z) 2 GLr(C ) tel que'�1gz � 'z(t; l) = (�(g; z)t; gl). On véri�e facilement que � 2 Z1(G;A), et parconstruction on obtient F �= O�rZ 
 L=�G.Remarque. � Bien sûr, le cocycle � n'est pas uniquement déterminé. Onpeut véri�er que O�rZ 
L=�G �= O�rZ 
L=�G, si et seulement si [�] = [�] dansH1(G;A). On peut donc considérer H1(G;A), comme l'espace de paramètresdes déformations (avec image réciproque �xée) des �brés Wx sur M .Le groupe GLr(C ) peut être vu comme le sous-groupe des morphismesconstants de A. Dans ce cas, l'action de G sur GLr(C ) est triviale et parconséquent Z1(G;GLr(C )) = Morgroupes(G;GLr(C )). Les cocycles qui dé�-nissent les �brés Wx ! M en font partie. En e�et, pour x 2 X, notons par50



�x le cocycle d'évaluation en x, dé�nit comme suit :�x : G �! GLr(C )g = (gi)i2I 7�! gj(x) ; où x 2 UjAlors, Wx �= O�rZ 
 L=�xGRemarque. � Si x 2 Uj \ Uk alors les cocycles g 7! gj(x) et g 7! gk(x)ont la même classe ce cohomologie dans H1(G;A); autrement dit, ils ont lamême image par l'application canonique H1(G;GLr(C )) ! H1(G;A). Pourmontrer cela, il faut trouver a 2 A tel que gk(x) = aggj(x)a�1. Il su�t deconsidérer a(z) = zkj(x).On utilisera le théorème suivant de S. Kosarew (voir [Ko]) pour identi�erlocalement la variété X à l'espace H1(G;GLr(C )) (en fait, nous devronsremplacer le groupe GLr(C ) par SLr(C ). Cela sera fait dans le paragraphesuivant).Théorème 2.13. � Soient r un entier � 2 et U un espace de Steincomplexe. Considérons l'application d'évaluation suivanteU �! More(Mor(U;GLr(C )); GLr (C ))x 7�! �x : f 7! f(x)où Mor(U;GLr(C )) not= G est le groupe topologique des applications holo-morphes sur U à valeurs dans GLr(C ), et More(G;GLr(C )) dénote l'ensembledes homomorphismes continues de groupes de G dans GLr(C ), qui sont inva-riants par les actions (à gauche et à droite) de GLr(C ) sur les deux groupes.Alors, l'application d'évaluation ci-dessus est injective, et pour chaqueélément � 2 More(G;GLr(C )) il existe1: un point x0 2 U ,2: un homomorphisme de groupes continu � : H0(U;O�U) �! C � tel que�(c) = 1 pour toute fonction c, localement constante,3: un homomorphisme � : G=G0 �! C � , où G0 dénote la composanteconnexe de l'unité de G; tels que :�(f) = f(x0) � �(det(f)) � �(f �G0)De plus, x0; � et � sont uniquement déterminés par �. �Remarque. � Si U est un espace de Stein contractile, alors G0 = G etpar conséquent � est trivial. Si de plus, on remplace GLr(C ) par SLr(C )dans le théorème ci-dessus, alors l'homomorphisme � disparraît.51



2.3.2. Identi�cations, reformulation du problème.A�n d'identi�er la variété X à un espace cohomologique, il faut d'abordremplacer le groupe GLr(C ) par SLr(C ). Cela peut être fait en considérantdes �brés vectoriels sur X avec le déterminant �xé. En e�et, considéronsd = (dij) 2 Z1(U ; C �) un �bré en droites sur X. Alors, en termes de cocycles,les �brés vectoriels sur X, de rang r et déterminant d, sont donnés parZ(d) = fz 2 Z1((U ; GLr(C )) j det(zij) = dij; 8(i; j) 2 I1get les isomorphismes entre ces �brés correspondent à l'action du groupeG0 = C0(U ; SLr(C )) sur Z(d). Dorénavant, on supposera que le recouvre-ment U est choisi tel que les ouverts Ui soient de Stein et contractiles, etque Z(d) ne contient que les cocycles correspondants aux �brés simples. Ondé�nit aussi A(d) = Mor(Z(d); SLr(C ))Alors, les déformations, à déterminant �xé, des restrictions du �bré de Poin-caré sur l'espace de modules M(d) = Z(d)=G0, sont données par l'ensemblede cohomologie non-abélienne H1(G0; A(d)). Les �brés Wx sont dé�nis parles cocycles �x : g 7! g(x), SLr(C ) étant vu comme le sous-groupe des mor-phismes constants de A(d). On remarque ausi que �xjSLr(C ) = ISLr(C ) . Parconséquent une déformation locale �, de �x, donne naissance à une défor-mation locale �jSLr(C ) , de ISLr(C ) , qui est un automorphisme intérieur deSLr(C ). On en déduit que � est conjugué à un cocycle dont la restrictionsur SLr(C ) est l'identité. Par le théorème de S. Kosarew, un tel cocycle estl'évaluation dans un point y 2 X. Cela identi�e un petit voisinage de x,disons Ui, quitte à considérer un recouvrement plus �n, à un voisinage de�x 2 H1(G0 ; SLr(C )) (voir aussi la proposition 2.17). Alors, l'applicationx 7!Wx se traduit localement par l'application canoniqueH1(G0 ; SLr(C )) ! H1(G0 ; A(d))On dénotera par slr(C ) l'algèbre de Lie de SLr(C ) et par a(d) l'algèbre deLie de A(d). Compte tenu de la description du foncteur tangent pour lacohomologie de groupes, la question sur la complétude de la déformationlocale de Wx, fournie par X, se traduit par :L'application H1(G0 ; slr(C )�x )! H1(G0; a(d)�x) est-elle surjective?Bien que la motivation principale soit l'étude des déformations du �bré dePoincaré, on remarque que cette question peut être posée même dans l'ab-sence de celui-la. On pourra donc regarder cette question comme une gé-néralisation du théorème de Narasimhan-Ramanan, aussi bien aux variétés52



de dimension quelconque, qu'au contexte des espaces de modules grossiers.Bien entendu, certaines hypothèses devront être faites sur l'espace de mo-dules M(d) (il s'agit essentiellement d'hypothèses de compacité, comme parexemple, l'absence des fonctions holomorphes non-constantes). Ces hypothèseseront faites au fur et à mesure des besoins.Remarque. � Si on veut étudier les déformations du �bréWx sur l'espacede modules M , on est amené a étudier l'applicationH1(G;Mr(C )�x )! H1(G; a�x)Il faut remarquer, que l'ensemble cohomologique H1(G;GLr(C )) contientplus d'informations que la variété X.Pour appuyer cette reformulation du problème, on va aussi démontrer laproposition suivante :Proposition 2.14. � Avec les notations ci-dessus, on a un isomor-phisme canoniqueH1(G0; a(d)�x) �= Ker �H1(M(d); ad(Wx)) ���! H1(Z(d);OZ(d)(slr))�où � dénote la projection canonique Z(d) �!M(d) et OZ(d)(slr) est le faisceaudes germes de fonctions holomorphes sur Z(d) à valeurs dans slr(C ).Pour l'espace de modules M , cet isomorphisme s'écritH1(G; a�x) �= Ker �H1(M;End(Wx)) ���! H1(Z;OZ(Mr))�Pour montrer cette proposition on a besoin de savoir que la cohomologied'un module induit est nulle.Définition 2.15. � Soient m un G-module à droite, et Mor(G;m) l'en-semble des applications analytiques sur G à valeurs dans m. Pour g 2 G et 2 Mor(G;m), on dé�nit (g)(h) = (gh)g; 8h 2 G. Alors Mor(G;m)devient un G-module à droite, appelé G-module induit.Lemme 2.16. � Avec les notations de la dé�nition ci-dessus, on aH1(G;Mor(G;m)) = 0Démonstration. � Soit f : G �! Mor(G;m) un 1-cocycle, donc f vé-ri�e f(g1g2; h) = f(g1; g2h)g2 + f(g2; h). On dé�nit  2 Mor(G;m) par53



(h) = f(h; 1)h�1. Alors (g � )(h) = f(g; h) et par coséquent [f ] = 0dans H1(G;Mor(G;m)).Démonstration de la proposition 2.14. � On dénotera par a(d)�x le fais-ceau sur M(d), dé�ni par �(U; a(d)�x) = Z1(G0 ;Mor(��1(U); slr)�x), pourchaque ouvert U �M(d). On a une application canonique�(U; ��OZ(d)(slr)) �! �(U; a(d)�x) 7�! (g 7! g � )L'application � : Z(d)!M(d) est une G0=U(r) �bration principale, où U(r)dénote le groupe des racines complexes d'ordre r de l'unité. Alors, si onconsidère U un ouvert de trivialisation de �, on aMor(��1(U); slr)�x �= Mor(G0=U(r);Mor(U; slr)�x)et par le lemme ci-dessus, sa G0=U(r)-cohomologie est nulle en degré 1. Enutilisant la suite spectrale d'une extension de groupes, et compte tenu quel'action de U(r) sur Mor(��1(U); slr) est triviale, on trouveH1(G0;Mor(��1(U); slr)�x) = 0On en déduit que l'application ��OZ(d)(slr)! a(d)�x est surjective. D'autrepart, le noyau de cette application s'identi�e au �bré ad(Wx) (ici on tientcompte du fait que Wx �= OZ(d) 
 L=�xG0) et par conséquent on obtient lasuite exacte suivante0! ad(Wx) �! ��OZ(d)(slr) �! a(d)�x ! 0En considérant la suite exacte longue de cohomologie, et compte tenu queH0(a(d)�x) = Z1(G0; a(d)�x), on obtient un isomorphismeH1(G0; a(d)�x) �= Ker �H1(M(d); ad(Wx))�!H1(M(d); ��OZ(d)(slr))�Il reste juste à remarquer que, par la suite spectrale de Leray, le noyau ci-dessus est le même que celui de l'énonce du théorème.Remarque. � Cette proposition est une redémonstration du fait queH1(G0; a(d)�x) paramètre les déformations in�nitésimales de Wx, avec dé-terminant et image réciproque �xés. En même temps, elle fait le lien entrele point de vue s'appuyant sur la cohomologie de groupes et le point devue classique, i.e considérer H1(M(d); ad(Wx)) comme espace in�nitésimalde paramètres. 54



On note par G0i = Mor(Ui; SLr(C )), le groupe des applications holo-morphes sur Ui à valeurs dans SLr(C ). Fixons j 2 I tel que x 2 Uj, donc lecocycle �x est donné par g 7! gj(x). On dé�nit G0�j =Qi 6=j G0i. AlorsG0 =Yi2I G0i = G0j �G0�jProposition 2.17. � Avec les notations ci-dessus, on aH1(G0j; slr(C )�x ) �= H1(G0 ; slr(C )�x )Démonstration. � On remarque que l'action de G0�j sur slr(C )�x est tri-viale. Alors, en utilisant la suite spectrale d'une extension de groupes, il su�tde montrer que H1(G0�j; slr(C )�x )G0j = 0Soit [f ] 2 H1(G0�j; slr(C )�x ) invariant par l'action de G0j (voir paragraphe2.1.2 pour la dé�nition de cette action). Alors f est un morphisme de groupesf : G0�j ! slr(C ), tel que f(g) = hj(x)�1f(hjgh�1j )hj(x); 8g 2 G0�j; hj 2 G0j.Puisque les sous-groupes G0j et G0�j commutent, on en déduit que f(g) estdans le centre de slr(C ), donc f(g) = 0, pour tout g 2 G0�j.Remarque. � On peut aussi montrer cette proposition, en véri�ant quel'application canonique H1(G0j; SLr(C )) ! H1(G0 ; SLr(C )) est un isomor-phisme local en �x. Pour cela, considérons � une déformation locale de�x dans H1(G0; SLr(C )). Alors �j = �jG0j est surjectif. D'autre part, �j et��j = �jG0�j doivent commuter, car G0j et G0�j commutent. On en déduit queIm(��j) � U(r), et par connexité on trouve ��j � 1, d'où � = �j, ce quidémontre que l'application ci-dessus, est un isomorphisme local en �x.
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2.4. Espace de modules de �brés a-rigidesUn des problèmes principaux qui apparaissent lorsqu'on veut dé�nir uneapplication de bidualité, est l'absence d'une famille universelle. Pour contour-ner ce problème on va rigidi�er la situation, en �xant un point a 2 X et desisomorphismes ' : C r ! Ea, pour chaque �bré E sur X.Définition 2.18. � On appelle �bré vectoriel a-rigide sur X, un couple(E;'), où E est un �bré vectoriel de rang r sur X, et ' : C r ! Ea est unisomorphisme d'espaces vectoriels.Par abus de langage, on dira tout simplement que E est un �bré vectoriela-rigide sur X, ' étant dans ce cas sous-entendu.Un morphisme entre deux couple (E;') et (F;  ), est un morphisme de�brés vectoriels f : E ! F , tel que fa � ' =  .Définition 2.19. � Soit S 2 (An) un espace analytique complexe. Onappelle famille de �brés vectoriels a-rigides sur X, paramétrée par S, uncouple (E;'), où E ! S�X est un �bré vectoriel et ' est un isomorphisme' : O�rS �! Ea = E jS�fagDeux familles (E;') et (F;  ) paramétrées par un espace analytique S,sont dites isomorphes s'il existe f : E ! F un isomorphisme de �brés vecto-riels, tel que fa � ' =  .Si (E;') est une famille de �brés vectoriels a-rigides et � : T ! S est unmorphisme d'espaces analytiques complexes, on dé�nit une nouvelle famille(�#E; ��'), paramétrée par T . Cette construction s'appelle changement debase.Notre but est de montrer qu'il existe un bon espace de modules de �bréssimples a-rigides sur X. Grace au changement de base, on peut dé�nir unfoncteur contravariant F , associant à chaque espace analytique S, l'ensembledes classes d'isomorphisme de familles de �brés simples a-rigides de rang �xé,paramétrées par S.F : (An) �! (Ens)S 7�! ffamilles (E;') parametrées par Sg=isomorphismesProposition 2.20. � Le foncteur F , dé�ni ci-dessus, est représentablepar un epace analytique localement séparé.56



Pour montrer cette proposition on va utiliser le résultat suivant, dû àSchuster et Vogt ([Sc-Vo])Proposition 2.21. � Soit F : (An) ! (Ens) un foncteur contrava-riant, véri�ant les propriétés suivantes(1) F est de nature locale(2) Pour tout élément a0 2 F (p0), il existe un germe (S; s) et a 2 F (S),tels que as = a0, et a soit une déformation formellement verselle pour chaqueax, x 2 S(3) Si S 2 (An) et a; b 2 F (S), alors le foncteurNFS (a; b) : (An=S) �! (Ens)T=S 7�! � ; si IsomT (aT ; bT ) = ;f;g sinonest représentable par un sous-espace analytique localement fermé (respecti-vement fermé) de S.Alors F est représentable (respectivement représentable par un espaceanalytique séparé). �On utilisera aussi le lemme suivantLemme 2.22. � Soient T un espace analytique et L un �bré en droitessur T , avec un morphisme � : L ! O�rT . Si s 2 H0(T;O�rT ) est une sectionpartout non nulle, alors l'ensemble T 0 = ft 2 T j s(t) 2 �(Lt)g est unsous-ensemble analytique localement fermé de T .Démonstration. � Soit D le sous-�bré trivial en droites de O�rT engendrépar s. On considère t0 2 T 0 , et U un ouvert de T qui contient t0, et tel queL jU soit trivial. On considère aussi une décompositionO�rU = D jU �D0 jUSoient l0 2 Lt0 tel que �(l0) = s(t0), et ' une section partout non nulle de Lau-dessus de U , telle que '(t0) = l0. Alors il existe a : U ! C , et b une sectionde D0, avec a(t0) = 1, b(t0) = 0, et tels que �('(t)) = a(t)s(t) + b(t), pourtout t 2 U . De plus, quitte à resreindre U , on peut supposer que a(t) 6= 0sur U .Alors, on peut véri�er facilement que T 0 \ U = b�1(0), ce qui démontreque T 0 est un sous-ensemble localement fermé de T .57



Démonstration de la proposition 2.20. � La nature locale des F est uneconséquence imédiate de la dé�nition des �brés simples a-rigides. Le point(2) est une conséquence du fait qu'il existe un espace de modules (grossier)de �brés simples sur X, paramétrant une famille locale.Nous allons montrer que la condition (3) du théorème est également vé-ri�ée. Pour cela on considère (E;') et (F;  ) deux familles paramétrées parun espace analytique S, et soitS 0 = fs 2 S j (Es; 's) �= (Fs;  s)gIl faut montrer que S 0 est un sous-ensemble analytique localement fermé deS. On considère S1 le sous-ensemble de S, dé�nit comme suitS1 = fs 2 S j h0(X;Hom(Es; Fs)) = h0(X;Hom(detEs; detFs)) = 1gAlors S1 est un sous-ensemble analytique localement fermé de S et S 0 � S1.Il su�t donc de montrer que S 0 est localement fermé dans S1.On dénote par p2 la projection de X � S1 sur S1. Alors, l'image directe(p2)�Hom(E; F ) est un �bré en droites sur S1, et la �bre en un point s 2 S1s'identi�e à H0(X;Hom(Es; Fs)). Par évaluation en a, on obtient un mor-phisme � : (p2)�Hom(E; F ) �! Hom(Ea; Fa)et on a aussi  �'�1 2 H0(S;Hom(Ea; Fa)) une section globale partout nonnulle. En appliquant le lemme précédent, on en déduit que l'ensembleS 00 = fs 2 S1 j  � '�1(s) 2 �(H0(X;Hom(Es; Fs)))gest un sous-ensemble localement fermé de S1. Finalement, il su�t de remar-quer que S 0 est un ouvert de S 00 . En e�et, pour chaque s 2 S 00 il existefs 2 H0(X;Hom(Es; Fs)), tel que fs;a � 's =  s. Alors il faut montrer quela propriété de fs d'être un isomorphisme, est une propriété ouverte en S 00.D'autre part, fs est un isomorphisme si et seulement si detfs l'est, c'est àdire si le �bré detE�s
detFs est trivial (ici on tient compte du fait que fs estun isomorphisme en a). Il su�t donc de montrer l'a�rmation suivante :Soient L! X � S un �bré en droites, et s0 2 S, tels que Ls0 soit trivial.Si h0(X;Ls) = 1 pour tout s 2 S, alors Ls est trivial pour tout s dans uncertain voisinage de s0.On dénote par p2 la projection de X�S sur S. Alors (p2)�L est un �bré endroites sur S, et soit U un ouvert de trivialisation. Il existe A : U ! (p2)�L,A(s) 2 H0(X;Ls), une section partout non nulle. Compte tenu que Ls0 est58



trivial, on en déduit que A(s0) ne s'annule pas sur X. Par conséquent, pourchaque x 2 X, il existe un voisinage Ux de s0, et un voisinage Vx de x, telsque A ne s'annule pas sur Ux�Vx. Puisque X est compacte, on peut trouverx1; � � � ; xn 2 X, tels que X = [ni=1Vxi. On dé�nit U 0 = \ni=1Uxi . Alors A estnon nulle sur U 0 �X, et par conséquent Ls est trivial pour tout s 2 U 0 . Celadémontre l'a�rmation ci-dessus et en même temps le théorème.On dénotera par Ma l'espace de modules de �brés simples a-rigides surX, et par (W;�) la famille universelle, oùW �! X �Ma et O�rMa ��! WaSoit A 2 GLr(C ). En considérant A comme un automorphisme de O�rMa,on obtient une nouvelle famille (W;��A�1), paramétrée aussi par l'espace demodulesMa. Par l'universalité de Ma, on sait qu'il existe un automorphisme�A : Ma ! Ma, tel que (W;� � A�1) �= (�#AW;��A�). Cela nous donne uneaction de GLr(C ) sur Ma, dé�nie parA �m = �A(m)En remarquant que l'action de C �Ir surMa est triviale, on obtient une actionde PGLr(C ) sur Ma.Proposition 2.23. � Soientm1; m2 2Ma. Alors les �brésWm1 etWm2sont isomorphes si et seulement si m1 et m2 sont dans la même orbite dePGLr(C )Démonstration. � Soit f : Wm1 ! Wm2 un isomorphisme de �brés vec-toriels. On dé�nit A = ��1m2;a�fa��m1;a 2 GLr(C ). Alors, on véri�e facilementque A �m1 = m2.La réciproque est une conséquence imédiate de la dé�nition de l'actionde PGLr(C ) sur Ma.Corollaire 2.24. � Le quotient de Ma par l'action de PGLr(C ) estisomorphe à l'espace de modules M , de �brés simples sur X.Remarque. � Si on remplace les �brés simples par des �brés stables, onobtient un bon espace de modules de �brés stables a-rigides. Cet espace estune PGLr(C )-�bration au-dessus de l'espace de modules de �brés stables.Par conséquent c'est un espace analytique séparé.59



2.4.1. Construction analytique.On reprend les notations de la section 2:3. L'espace de modules de �bréssimples (respectivement stables) y était construit comme le quotient d'unespace analytique banachique Z, par l'action d'un groupe G. On rappelleque Z est l'espace des 1-cocycles d'un recouvrement U = fUi j i 2 Ig ouvertde X, qui représentent des �brés simples (respectivement stables). On �xei0 2 I, tel que a 2 Ui0 . Par l'évaluation en a, on obtient un morphismesurjectif de groupes G �! GLr(C )g = (gi)i2I 7�! gi0(a)On dénotera par Ga le noyau de ce morphisme. Alors, l'espace de modulesMa s'identi�e au quotient de Z par l'action de Ga. En même temps, comptetenu du fait que stabGa(z) = f1g pour tout z 2 Z, le �bré tautologique Tdescend dans un �bré W ! X �Ma. On obtient ainsi, le �bré universel duparagraphe précédent. Moyennant la cohomologie de groupes, l'applicationd'évaluation s'écrit dans ce contexteH1(Ga; GLr(C )) �! H1(Ga;Mor(Z;GLr(C )))Si nous voulons montrer que cette application est une surjection sur unecomposante connexe du terme de droite, nous devons nous intéresser auxdéformations in�nitésimales. On remarque que Wa est un �bré trivial surMa, correspondant au cocycle trivial de H1(Ga; GLr(C )). Par conséquent,l'application de déformation in�nitésimale en a, devientH1(Ga;Mr(C )) �! H1(Ga;Mor(Z;Mr(C )))Si on s'intéresse aux espaces de modules de �brés sur X, avec déterminant�xé, on doit remplacer Mr(C ) par slr(C ).2.4.2. Filtration du groupe Ga.L'existence d'une famille universelle n'est pas l'unique avantage de l'es-pace de modules Ma. Nous avons aussi une propriété très spéciale, satisfaitepar le groupe Ga. Il peut être �ltré par des sous-groupes distingués, dontles quotients successifs sont des groupes additifs de matrices complexes. Plusprécisément, considérons les sous-groupes de Ga, dé�nis comme suitGka = fg 2 Ga j d1agi0 = � � � = dkagi0 = 0g; k � 0où dkagi0 dénote la k-ème di�érentielle de g en a. Bien évidemment, Gka sontdes sous-groupes distingués de Ga. On obtient de cette manière une �ltration(G �)Ga = G0a � G1a � � � �Gka � Gk+1a � � � �60



Les quotients successifs de cette �ltrations sont isomorphes aux groupes ad-ditifs des applications linéaires L(TaX;Mr), où TaX dénote l'espace tangentde X en a.Dorénavant, nous nous placerons dans un contexte plus général : Etantdonné un espace vectoriel V , muni d'une action d'un groupe G, nous voulonssavoir sous quelles conditions, l'application de comparaison ci-dessous, estsurjective? H1(G; V G) �! H1(G; V )Si le groupe G est muni d'une �ltration G = G0 � G1 � G2 � � �, nous devronsutiliser des techniques de la théorie des déformations, a�n de déformer Gdans le groupe gradué associé grG =Qk�0Gk=Gk+1. Cela n'est pas toujourspossible pour G, mais sous certaines conditions, lorsque G est le groupe desunités d'une algèbre G, le groupe G1 peut être déformé dans son groupegradué (on remarque aussi l'analogie entre G1 et Ga). Cette approche seradécrite dans le paragraphe suivant. Il nous faut aussi utiliser l'annulation dela cohomologie du groupe gradué et des arguments de semi-continuité. Nouspensons que la cohomologie des groupes additifs, agissant sans points �xes,est nulle. A présent, nous ne connaissons pas de tels résultats d'annulation;néanmoins, on peut montrer facilement la proposition suivanteProposition 2.25. � Soit V un espace vectoriel de dimension �nie,muni d'une action du groupe additif (C ;+). Si l'action de C est sans points�xes sur V nf0g, alors H1(C ; V ) = 0Démonstration. � On dénote par � : C ! Aut(V ) le morphisme degroupes, induisant l'action de C sur V . Puisque cette action est sans points�xes, on en déduit que la dérivée �0(a) est inversible pour tout a 2 C .En e�et, soient a0 2 C et v 2 V , tels que �0(a0)v = 0. En dérivant l'égalité�(a + b) = �(a)�(b), par rapport à a et à b, on obtient�0(a + b) = �0(a)�(b) = �(a)�0(b) (2.1)On en déduit que �0(a)v = 0, pour tout a 2 C , et par conséquent l'applicationa 7! �(a)v est constante sur C . L'action de C étant sans poins �xes, on trouvev = 0, donc �0(a0) est inversible.On considère maintenant un élément f 2 Z1(C ; V ). Donc, f est uneapplication f : C ! V , véri�antf(a+ b) = �(b)f(a) + f(b)61



En dérivant par rapport à a et à b, on obtient les deux égalités suivantesf 0(a + b) = �(b)f 0(a) = �0(b)f(a) + f 0(b) (2.2)f 00(a + b) = �0(b)f 0(a) = �0(a)f 0(b) (2.3)Compte tenu que �(a) et �(b) commutent, on en déduit que les dérivées�0(a) et �0(b) commutent également. Alors, l'égalité 2.3 entraine que le vec-teur v = �0(a)�1f 0(a) est indépendent de a. En multipliant l'egalité 2.2 par(�(b)�0(a))�1 = (�0(b)�(a))�1 (voir l'égalité 2.1), on obtientf(a) = �(a)v � vOn en déduit que tout 1-cocycle est une frontière, donc H1(C ; V ) = 0.Remarque. � Si on veut refaire la démonstration ci-dessus, en rempla-çant C par le groupe matriciel Mr, les dérivées f 0(a) devront être remplacerpar dAf(A+X), A;X 2Mr. Alors, on devrait savoir qu'il existe X 2Mr telque dAf(A+X) soit inversible. Mais cette condition est plus forte que celled'avoir une action sans points �xes. En e�et, la multiplication par X induitun morphisme de groupes C ! Mr, et par conséquence une action �X de Csur V . Alors, la condition ci-dessus est satisfaite si et seulement si �X est uneaction sans points �xes.On peut formuler cela comme suitProposition 2.26. � Soit V un espace vectoriel de dimension �nie,muni d'une action � du groupe matriciel (Mr;+). S'il existe X 2Mr tel que�X soit une action sans points �xes, alorsH1(Mr; V ) = 0� 2.4.3. Déformations des groupes �ltrés.Dans ce paragraphe, par algèbre on comprendra une algèbre associativesur un corps quelconque K. Une algèbre �ltrée sera une algèbre G, munied'une suite décroissante d'idéauxG = G0 � G1 � G2 � � � �telle que GiGj � Gi+j, i; j � 0. G désignera le groupe des unités de G. Il seramuni d'une �ltration dé�nie parGi = (1 + Gi) \G62



On dira que la �ltration sur G est la translatée de celle sur G.Remarque. � Gi sont des sous-groupes distingués de G. En e�et, pourgi; hi 2 Gi et h 2 G, on ag�1i � 1 = g�1i (1� gi) 2 Gi; donc g�1i 2 Gigihi � 1 = gi[(1� g�1i )� (1� hi)] 2 Gi; donc gihi 2 Gihgih�1 � 1 = h(gi � 1)h�1 2 Gi; donc higih�1i 2 GiOn dénotera par F (i) = Gi=Gi+1 et F (i) = Gi=Gi+1. On utilisera la mêmenotation, pi, pour désigner la projection canonique de Gi sur F (i), ou de Gisur F (i). L'algèbre graduée associée à G, respectivement le groupe graduéassocié à G, seront dé�nis par des produits directsF =Yi�0 F (i); respectivement F =Yi�0 F (i)On peut dé�nir une multiplication sur F comme suit : Soient ai; bi 2 F (i)représentés par xi; yi 2 Gi. On dé�nit aibi = pi+j(xixj).Supposons que \i�0Gi = 0. On dé�nit sur G une topologie séparée, enconsidérant les idéaux Gi comme voisinages de zero. On dit que G est unealgèbre �ltrée complète, si G est complète dans cette topologie.Dorénavant, on �xe qi : F (i) ! Gi, des application additives, telles quepiqi = I, où I dénote l'application identité. De plus, on supposera q0 choisietelle que q0p0(1) = 1. On dénotera aussi par 1 = p0(1) 2 F (0).Remarque. � Ces applications existent, puisque G est une K-algèbre. Sion considère que G est muni seulement d'une structure d'anneau, on doit im-poser l'existence des applications qi. Un tel anneau s'appelle prédévélopable.Les résultats de ce paragraphe resteront valables lorsque G est un anneaudévélopable (i.e. prédévélopable et complet).On dé�nit aussi des applications additives Ti : G ! F (i), parT0(x) = p0(x); Ti(x) = pi(I � qi�1pi�1) � � � (I � q0p0)(x)et on pose Ti : G ! F , T (x) = (T0(x); T1(x); � � �).Proposition 2.27. � L'application T est additive, injective et elle in-duit un homéomorphisme sur son image. T est surjective si et seulement siG est complète. 63



Démonstration. � Compte tenu que chaque Ti est additif, T l'est aussi.Si T (x) = 0 on trouve, par récurrence sur i, que x 2 \i�0Gi = 0, donc T estinjective.Dénotons par F�i = F (i) � F (i+1) � � � �. Compte tenu de la dé�nitionde T on a T (Gi) � F�i et T�1(F�i) � Gi. Cela démontre que T est unhoméomorphisme.Soit a = (a0; a1; � � �) 2 F . On pose x = q0(a0) + q1(a1) + � � �. Si G estcomplète cette somme converge et T (x) = a. On voit facilement que la com-plétude de G est aussi une condition nécessaire pour la surjectivité de T .Sachant qu'en général T (xy) 6= T (x)T (y), on va dé�nir par la suite unenouvelle multiplication sur F , pour laquelle T devient un isomorphisme mul-tiplicatif. On dénotera par �i;� la projection de F�i sur F (i+�). On remarqueque pour xi 2 Gi et xj 2 Gj, on a T (xixj) � T (xi)T (xj) 2 F�i+j+1. Alors,pour � � 1, on dé�nit des applications bilinéaires �A� : G � G ! F par�A�(xi; xj) = �i+j;�[T (xixj)� T (xi)T (xj)]Cette dé�nition s'étend par linéarité sur G. Pour a; b 2 F on dé�nit A�(a; b) =�A�(T�1(a)T�1(b)). Ces applications sont bilinéaires. On introduit sur F unenouvelle multiplication, notée �, para� b = ab + A1(a; b) + A2(a; b) + � � �Compte tenu que T (xixj) = T (xi)T (xj) + �A1(xi; xj) + �A2(xi; xj) + � � �, onvéri�e facilement la proposition suivanteProposition 2.28. � Si G est complète, l'application T induit un iso-morphisme d'algèbres de (G;+; �) dans (F ;+;�). �Remarque. � Du point de vue de la théorie des déformations, cet énoncédit qu'une algèbre �ltrée est une déformation de l'algèbre graduée associée (onpeut regarder � comme une déformation du produit � sur F). De plus on peutmontrer que les déformations de F sont en correspondance biunivoque aveccertaines suites de cochaines A� 2 C2;�(F ;F) - ici on utilise la graduationde F pour dé�nir une graduation sur C2(F ;F) - pour les détail voir [Ger].Nous revenons aux déformations des groupes �ltrés. Par déformation d'ungroupe nous entendons une déformation de la structure de groupe. Plus pré-cisément, on dit qu'un groupe (G;�1) peut être déformé dans un groupe(G;�0) s'il existe une famille continue �t de structures de groupe sur G (i.e.64



une application continue � : K � G � G ! G) telle que (G;�1) �= (G;�t),pour tout t 2 K non nul.Notre but est de déformer un groupe �ltré dans son groupe gradué as-socié. Pour cela, il faut trouver des isomorphismes avec deux groupes quiont le même ensemble sous-jacent. Reprenons les notations antérieures. Onremarque que si G est une algèbre complète, alors pour xi 2 Gi, i � 1, lasomme 1�xi+x2i � � � converge. Par conséquent 1+xi est un élément inversiblede G, et on obtient Gi = 1 + GiOn dé�nit F�1 = f(1; a1; a2; � � �) j ai 2 F (i); i � 1g. Soient ai 2 F (i); i � 1.On utilisera les notations suivantesa = (0; a1; a2; � � �) 2 F�1 et �a = (1; a1; a2; � � �) 2 F�1La multiplication� sur F , induit une opération, notée �1, sur F�1. Il estclair que F�1 n'est pas stable par rapport à l'addition sur F . Néanmoins, nouspouvons dé�nir une opération sur F�1, notée �0, en additionant seulementles composantes de degré � 1. Avec ces notations, on a�a�1 �b = T ((1 + T�1(a))(1 + T�1(b))) = �a�0 �b+ a� bOn dé�nit aussi les deux isomorphismes suivantsT 1 : G1 ! (F�1;�1) et � : grG1 ! (F�1;�0)L'isomorphisme T 1 est obtenu par la restriction de l'application T , dé�nieantérieurement. Si g1 2 G1, alors T0(g1) = p0(g1) = 1, et par conséquentT (G1) � F�1. Réciproquement, soit �a 2 F�1. Puisque T est bijectif, il existex 2 G, tel que T (x) = �a. Il s'ensuit que p0(x) = 1, d'où x � 1 2 G1, et parconséquent x 2 G1.Le deuxième isomorphisme est un isomorphisme de groupes gradués. Ondé�nie � = (�1;�2; � � �), où�i : F (i) �! F (i)�i = pi(gi) 7�! pi(gi � 1)Si pi(gi) = pi(hi), alors (gi � 1) � (hi � 1) = gi(1 � g�1i hi) 2 Gi+1. Celadémontre que � est bien dé�nie. � est un morphisme de groupes, puisquepi(gihi � 1) = pi(gi � 1) + pi(hi � 1). Cela est une conséquence du fait quegihi � gi � hi + 1 = (gi � 1)(hi � 1) 2 Gi+i � Gi+1. L'application � est65



évidemment injective. De plus, pour xi 2 F (i); i � 1, on a �i(1 + qi(xi)) =piqi(xi) = xi, et la surjectivité de � s'ensuit.Nous avons le théorème suivantThéorème 2.29. � Soient G une algèbre �ltrée complète et G le groupedes unités, muni de la �ltration translatée de celle sur GG = G0 � G1 � G2 � � � �Alors G1 est peut être déformé dans le groupe gradué associé grG1.Démonstration. � Pour t 2 K, �a;�b 2 F�1, on dé�nit�a�t �b = �a�0 �b + t(a� b)Compte tenu des isomorphismes ci-dessus, il su�t de démontrer que �t dé-�nit une structure de groupe sur F�1. On véri�e facilement que l'inversed'un élément �a, par rapport à �t, est donné par �a�1 = 1tT (x�1T�1(a)), oùx = T�1(�a) 2 G1 (t 6= 0).On remarque aussi que pour t 6= 0, l'application �a 7! ta, dé�nit unisomorphisme de (F�1;�t) dans (F�1;�1).
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