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Introduction

Ce travail concerne l’étude de l’équation de Cauchy-Riemann pour les courants prolon-

geables. Soient X une variété analytique complexe,Ω un domaine de X , le travail se situe dans

le cadre général de la recherche de l’existence de solution à l’équation ∂U = f où f est une

forme différentielle ou un courant surΩ. Ce problème n’a pas toujours une solution. La coho-

mologie de Dolbeault mesure l’obstruction à l’existence de solution pour le ∂. On sait d’après

l’isomorphisme de Dolbeault (cf. [10], théorème (4.1), chapitre V, voir aussi [6]) que sur les do-

maines où on sait résoudre le ∂pour les formes différentielles, on sait résoudre le ∂pour les cou-

rants. La littérature sur l’existence de solution au probème du ∂ est abondante et les méthodes

de résolution variées. On peut se référer à [6] pour la méthode L2 et à [8] pour des résultats

par la théorie des représentations intégrales et quelques notes historiques ou des références

bibliographiques. Cependant même si on parvient à résoudre le ∂ (cf. [4], [6], [8], [13]), il se

pose encore des problèmes d’existence de solutions définies jusqu’au bord pour une donnée

qui est une forme différentielle définie jusqu’au bord. Si l’application naturelle entre le groupe

de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles définies jusqu’au bord d’un domaine

et celui des formes différentielles définies dans le domaine est un isomorphisme, les problèmes

d’existence de solution et de solution définie jusqu’au bord sont équivalents. Les courants pro-

longeables sont pour les courants ce que sont les formes différentielles définies jusqu’au bord

sont pour les formes différentielles définies dans un domaine. Il est donc naturel et intéressant

de se demander si pour un courant prolongeable T , ∂-fermé défini sur un domaine, il existe un

courant prolongeable U défini sur ce domaine solution de ∂U = T . Ce travail est composé de

quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous définissons différentes notions préliminaires et rappelons

quelques résultats qui nous seront utiles par la suite. Le principal résultat étant la proposition 1

due à Martineau [15] et où on a la dualité entre l’espace des courants prolongeables et l’espace

de certaines formes différentielles à support fixé.

Nous résolvons d’abord le ∂ pour les formes différentielles à support fixé dans le chapitre II.

Comme conséquence de cette résolution à support fixé et de la dualité entre les formes à sup-

port fixé et les courants prolongeables, on a la résolution du ∂ pour les courants prolongeables.

On montre ainsi, cf. théorème II.1.1 ; sur une variété analytique complexe X de dimension n si

Ω est un domaine complètement strictement q-convexe de X , 1 6 q 6 n − 1, on sait résoudre

le ∂ pour les courants prolongeables de bidegré (0,r) avec 1 6 n − q 6 r 6 n. C’est le cas

convexe.

Dans le cas concave, cf. théorème II.1.6, on montre que si X est une variété de Stein etΩ un

domaine à bord C
∞ tels que X soit une extension q-convexe de X r Ω, alors on sait résoudre

le ∂ pour les courants prolongeables définis surΩ de bidegré (0,r) avec 1 6 r 6 q et r 6 n− 2.

Dans le chapitre III, on considère un domaine D d’une variété analytique complexe de

dimension n. Notons Ȟ 0,r(D) le (0,r)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault pour les cou-

rants prolongeables définis sur D, H 0,r
∞ (D) respectivement H 0,r

∞ (D) le (0,r)-ième groupe de

cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de classe C
∞ sur D respectivement sur D.
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On s’intéresse alors à la comparaison entre les groupes de cohomologie de

Dolbeault Ȟ 0,r(D), H 0,r
∞ (D), H 0,r

∞ (D). Nous montrons que si le bord de D est strictement q-

concave respectivement strictement q-convexe, l’application naturelle de H 0,r
∞ (D) → Ȟ 0,r(D)

est un isomorphisme si 0 6 r 6 q − 1, respectivement r > n − q et H 0,q(D) → Ȟ 0,q(D) est

injective respectivement H
0,n−q
∞ (D) → Ȟ 0,n−q(D) est surjective.

La première application du quatrième chapitre concerne l’étude de l’isomorphisme de

Dolbeault dans le cas hypersurface réelle. Soit S une hypersurface réelle d’une variété ana-

lytique complexe X de dimension n. Notons H
p,r
∞ (S) respectivement H

p,rour(S) le (p,r)-ième

groupe de ∂b-cohomologie pour les formes différentielles de classe C
∞ sur S respectivement

des courants. On s’intéresse à l’injectivité et à la surjectivité de l’application naturelle de

H 0,r
∞ (S) → H 0,rour(S). On sait que l’application naturelle de H 0,r

∞ (X ) → H 0,rour(X ) est un isomor-

phisme appelé isomorphisme de Dolbeault. Nous utilisons les résultats du chapitre III pour

montrer entre autres que si la forme de Lévi de S a q-valeurs propres de même signe, l’appli-

cation naturelle de H 0,r
∞ (S) → H 0,rour(S) est injective si n − q + 1 6 r 6 q et est surjective si

n − q 6 r 6 q − 1. Ce type de problèmes a été étudié dans [7] et [12].

La deuxième application est une conséquence de la résolution du ∂ pour les courants pro-

longeables dans le cas convexe. SoitΩ un domaine complètement strictement (n−1)-convexe

à bord C
∞ d’une variété analytique complexe X de dimension n. Nous obtenons l’annula-

tion du r-ième groupe de cohomologie des formes différentielles à valeurs dans le faisceau des

fonctions holomorphes définies sur Ω, qui ont une valeur au bord au sens des courants pour

r > 1.

C’est par une application au problème du ∂∂ que nous terminons ce chapitre. SoitΩ un do-

maine complètement strictement (n − 1)-convexe, à bord C
∞ d’une variété analytique com-

plexe X de dimension n. Nous montrons que l’équation ∂∂U = f , où f est une (1,1)-forme

différentielle définie sur Ω, d-fermée, avec valeur au bord au sens des courants admet une

fonction U définie sur Ω qui a une valeur au bord au sens des courants comme solution. Ce

résultat a été obtenu par Barletta [3] dans le cas où X = C
n.



C I

Préliminaires

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Ω ⊂ X un domaine. Un cou-

rant T défini surΩ est dit prolongeable, si T est la restriction àΩ d’un courant (non unique) T̃

défini dans X .

Notons D
p,r(Ω) respectivement D

p,r(Ω), l’espace des (p,r) formes différentielles de classe

C
∞ à support compact dansΩ respectivement dansΩ. SiΩ est relativement compact, D

p,r(Ω)

est muni de la topologie de la convergence uniforme des formes différentielles et de toutes

leurs dérivées sur Ω. Si Ω n’est pas relativement compact, soit K un compact de Ω, notons

D
p,r
K (Ω) le sous-espace de D

p,r(Ω) des formes différentielles à support compact dans K .

D
p,r
K (Ω) est alors muni de la topologie de la convergence uniforme des formes différentielles et

de toutes leurs dérivées sur K . On met sur D
p,r(Ω) =

⋃
K

D
p,r
K (Ω) la topologie d’espace vectoriel

localement convexe la plus fine qui rende continues toutes les inclusions

D
p,r
K (Ω) ֓ D

p,r
(Ω), K compact de Ω .

Ainsi une suite (ϕj ) j∈N d’éléments de D
p,r(Ω) converge vers 0 dans D

p,r(Ω), s’il existe un

compact K de Ω tel que pour tout j ∈ N, ϕj ∈ D
p,r
K (Ω) et la suite (ϕj) j∈N tend vers 0 dans

D
p,r
K (Ω). Notons Ď

′p,r
Ω
(X ) l’espace des courants de bidegré (p,r) définis surΩ et prolongeables

à X . Si
◦

Ω = Ω, on a d’après [15] la relation suivante entre Ď
′p,r
Ω
(X ) et D

p,r(Ω).

P 1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Ω un do-

maine de X tel que
◦

Ω = Ω. L’espace Ď
′p,r
Ω (X ) est le dual topologique de D

n−p,n−r (Ω).

Démonstration. — Soit T ∈ Ď
′p,r
Ω
(X ), nous allons montrer que T admet une unique ex-

tension à D
n−p,n−r(Ω). Posons D = X \Ω, D = X \Ω,puisque

◦

Ω = Ω. Soient T1 et T2 deux

extensions de T à X . T1 − T2 est un courant à support dans D. Soient f ∈ D
n−p,n−r(Ω) et

K ⊂ X un compact qui contient supp f , il existe une constante CK et un entier k tels que :

|〈T1 − T2, f 〉| 6 CK | f |k,K , où | · |k,K désigne la norme C k sur K .

On va prouver qu’en fait |〈T1 − T2, f 〉| 6 CK | f |k,K∩D , car T1 − T2 est à support dans D.



10 CHAPITRE I. PRÉLIMINAIRES

Soit ρ la fonction définissante de D. Posons V j = {z ∈ X | ρ(z) < 1
j }, j ∈ N

∗,

(V j) j∈N∗ est une suite décroissante pour l’inclusion de domaines de X et
⋂
j

V j = D. Asso-

cions à (V j) j∈N∗ une suite (ϕ j) j∈N∗ de fonctions de classe C
∞ sur X , à valeurs dans [0,1], à

support dans V j qui vaut 1 dans V j+1. Comme T1−T2 est à support dans D et D ⊂ V j pour tout

j ∈ N∗, on a

|〈T1 − T2, f 〉| = |〈ϕ j(T1 − T2), f 〉| 6 CK |ϕ j f |k,K , pour tout j ∈ N∗.

|ϕ j f |k,K = |ϕ j f |k,K∩V j 6 | f |k,K∩V j carϕ j ≡ 0 en dehors de V j et 0 6 ϕ j 6 1.

Donc |〈T1 − T2, f 〉| 6 | f |k,K∩V j , pour tout j ; ce qui implique |〈T1 − T2, f 〉| 6 CK | f |k,K∩D

car D =
⋂

j
V j . Mais | f |k,K∩D = 0 car f ≡ 0 sur D, d’où 〈T1 − T2, f 〉 = 0 pour toute

f ∈ D
n−p,n−r(Ω). Donc T1 = T2 dans D

n−p,n−r(Ω). On définit l’unique extension T̃ de T

à D
n−p,n−r(Ω) par T̃ = T1

∣∣
Dn−p,n−r (Ω)

. Ainsi Ď
′p,r
Ω
(X ) ⊂ [Dn−p,n−r(Ω)]′ dual topologique de

D
n−p,n−r(Ω). Soit T ∈ [Dn−p,n−r(Ω)]′, T est un opérateur linéaire continu sur D

n−p,n−r(Ω)

sous-espace vectoriel de D
n−p,n−r(X ), muni de la topologie induite par celle de D

n−p,n−r(X ).

D’après le théorème de Hahn-Banach, il existe un opérateur T̃ : D
n−p,n−r(X ) → C linéaire et

continu qui étend T . Donc T∣∣D est un courant prolongeable et [Dn−p,n−r(Ω)]′ ⊂ Ď
′p,r
Ω
(X ).

R 2. — Pour ϕ ∈ D
n−p,n−r(Ω) et T ∈ Ď

′p,r
Ω
(X ), 〈T ,ϕ〉 = lim

j→+∞
〈T ,ϕj〉, où

(ϕj ) j∈N est une suite de formes différentielles dans D
n−p,n−r(Ω) qui convergent versϕ dans

D
n−p,n−r(Ω).

SiΩ est relativement compact, on a en plus cf. [15], la caractérisation suivante des courants

prolongeables définis surΩ.

T 3. — On a une équivalence entre les propriétés suivantes :

i) T est un courant prolongeable défini surΩ ;

ii) Le courant défini sur X \bΩ par T surΩ et 0 sur {Ω est prolongeable à X ;

iii) Il existe une constante C > 0 et un entier m tels que : |〈T ,ϕ〉| 6 C |ϕ|m,Ω pour toute

forme différentielleϕ de classe C
∞ à support compact dansΩ ;

iv) Il existe un monôme de dérivation D et une forme différentielle continue g sur Ω, restric-

tion d’une forme différentielle continue surΩ, telle que T = Dg surΩ.

D 4. — Soit Ω ⊂ X un domaine à bord C
∞ et de fonction définissante ρ. Pour

ε > 0, posonsΩε = {z ∈ Ω | ρ(z) < −ε} et πε : bΩε → bΩ un difféomorphisme qui tend vers

l’identité quand ε tend vers 0. On dit qu’une (p,q)-forme différentielle ψ de classe C
∞ sur Ω

admet une trace ou valeur au bord au sens des courants notée γ(ψ), s’il existe un courant T de

bidegré (p,q) défini sur bΩ tel que :

lim
ε→0

Z
bΩε

π∗ε (ϕ) ∧ ψ = 〈T ,ϕ〉 , pour toute ϕ ∈ D2n−(p+q)−1
(bΩ) .
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On sait d’après [14] qu’une forme différentielle qui a une valeur au bord au sens des courants

sur bΩ, définit un courant prolongeable surΩ.

Nous allons maintenant donner quelques définitions pour préciser la situation géomé-

trique dans laquelle nous aurons à résoudre le ∂.

D 5. — Une fonction ρ de classe C
∞ sur X est dite q-convexe, 1 6 q 6 n, si sa

forme de Lévi possède au moins q-valeurs propres strictement positives ; ρ est dite q-concave

si−ρ est q-convexe.

D 6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Ω ⊂⊂ X un

domaine relativement compact de X . Ω est complètement strictement q-convexe, 0 6 q 6
n − 1, s’il existe une fonction (q + 1)-convexe ϕ définie dans un voisinage UΩ de Ω telle que

Ω = {z ∈ UΩ | ϕ(z) < 0}. S’il existe une fonction ϕ(q + 1)-convexe dans un voisinage UbΩ

du bord de Ω, telle que Ω ∩UbΩ = {z ∈ UbΩ | ϕ(z) < 0}, on dit alors que Ω est strictement

q-convexe.

X est une extension q-convexe respectivement q-concave deΩ, 0 6 q 6 n − 1, si :

i) Ω rencontre toutes les composantes connexes de X .

ii) Il existe une fonction (q + 1)-convexe, respectivement (q + 1)-concave,ϕ définie sur un

voisinage U de X \Ω telle que : Ω ∩ U = {z ∈ U | ϕ(z) < 0} et pour tout réel α, 0 < α <

sup
z∈U

ϕ(z) l’ensemble {z ∈ U | 0 6 ϕ(z) 6 α} est compact.

Soit G ⊃ Ω un domaine de X . G est une extension q-convexe respectivement q-concave

stricte deΩ, si G est une extension q-convexe respectivement q-concave deΩ, G\Ω est relative-

ment compact dans X et il existe une fonction (q +1)-convexe respectivement (q +1)-concave

ϕ : U → R où U est un voisinage dans X de G\Ω telle que Ω ∩U = {z ∈ U | ϕ(z) < 0} et

G ∩U = {z ∈ U | ϕ(z) < 1}.

R 7. — Puisque si U est un voisinage de X \Ω, U est aussi un voisinage du bord

deΩ, alors si X est une extension q-convexe deΩ,Ω est strictement q-convexe.

D 8. — Une configuration q-convexe de C
n est la donnée d’un quadruplet

[U ,ρ,ϕ,D] vérifiant :

i) U est un convexe de Cn, ϕ : U → R est une fonction convexe de classe C 2 telle que

D2 = {z ∈ U | ϕ(z) < 0} est non vide et relativement compact dans U .

ii) ρ : U → R est une fonction (q + 1)-convexe sans point critique.

iii) dρ(z) ∧ dϕ(z) ≠ 0 pour tout z ∈ U avec ρ(z) = ϕ(z) = 0.

iv) D = {z ∈ U | ρ(z) < 0,ϕ(z) < 0} et∅ ≠ D ≠ {z ∈ U | ϕ(z) < 0}.

Soient A1, A2, V des domaines de X . Le triplet [A1,A2,V ] est dit élément d’extension q-

convexe, 0 6 q 6 n − 1, si :

i) A1 ⊆ A2,
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ii) A2\A1 ⊂⊂ V ⊂⊂ X ,

iii) Il existe deux configurations q-convexes [U j ,ρj ,ϕj ,Dj], ( j = 1,2) de Cn avec U = U1 =

U2 etϕ = ϕ1 = ϕ2 telles qu’il existe une application biholomorphe h de U vers un voisinage

de V pour laquelle on a :

V = h({z ∈ U | ϕ(z) < 0}) et V ∩ A j = h(Dj) pour j = 1,2 .

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Ω un domaine de X . Notons

H p,r
∞ (Ω) le (p,r)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des (p,r) formes différentielles de

classe C
∞ définies dansΩ. Nous terminons ce chapitre en rappelant quelques propriétés.

T 9 (12-14, 12-16, 15-11 et 16-1 de [6]). — Soient X une variété analytique com-

plexe de dimension n etΩ ⊂⊂ X un domaine relativement compact de X .

a) Si X est une extension q-convexe de Ω (0 6 q 6 n − 1), alors l’application induite par

restriction de H
p,r
∞ (X ) → H

p,r
∞ (Ω) est un isomorphisme pour n − q 6 r 6 n.

b) Si X est une extension q-concave de X . Alors l’application induite par restriction de

H
p,r
∞ (X ) → H

p,r
∞ (Ω) est un isomorphisme pour 0 6 r 6 q − 1 et H

p,q
∞ (X ) → H

p,q
∞ (Ω) est

injective.

c) SiΩ est strictement q-convexe, alors dim H p,r
∞ (Ω) < +∞ pour n − q 6 r 6 n.



C II

Résolution du ∂ avec conditions de support – Applications

aux courants prolongeables

Pour pouvoir résoudre le ∂, nous devons mettre des hypothèses géométriques surΩ. Nous

allons nous situer : soit dans le cas oùΩ est un domaine complètement strictement q-convexe,

cas que nous appelons cas convexe, soit dans le cas oùΩ est le complémentaire d’un domaine

complètement strictement q-convexe ; c’est le cas concave.

1. Résolution du ∂ avec conditions de support

1.1. Cas convexe

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Ω un domaine de X . Notons

H
p,q

c (Ω) le (p,q)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de clas-

se C
∞ à support compact dansΩ et H

p,q
∞ (Ω) celui des formes différentielles de classe C

∞ dans

Ω. On a

T II.1.1. — SoientΩ ⊂⊂ X , un domaine à bord C
∞ lisse et q un entier tel que 0 6

q 6 n − 2. On suppose que

i) H
p,q+1

c (X ) = 0 ;

ii) Pour tout compact K de X , il existe un ouvert D tel queΩ∪K ⊂⊂ D et l’application induite

par restriction : H p,q
∞ (X \Ω) → H p,q

∞ (X \D) soit injective.

Alors si f ∈ D
p,q+1(Ω) est ∂-fermée, il existe g ∈ D

p,q(Ω) telle que ∂g = f sur X .

Démonstration. — Puisque H p,q+1
c (X ) = 0, il existe une (p,q)-forme différentielle h à sup-

port compact dans X , telle que ∂h = f .

Soit K un compact qui contient le support de h, d’après l’hypothèse ii) du théorème, il

existe un ouvert D tel que Ω ∪ K ⊂⊂ D et l’application induite par restriction H p,q
∞ (X \Ω) →

H p,q
∞ (X \D) soit injective.
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∂h
∣∣

X \Ω = 0, donc h
∣∣

X \Ω est ∂-fermée. De plus h
∣∣

X \D = 0, donc h
∣∣

X \D appartient à la

classe nulle dans H
p,q
∞ (X \D).

Si q = 0, h|X \Ω est holomorphe et s’annule en dehors du support de h. Donc h|X \Ω = 0

grâce au principe du prolongement analytique. Si q > 1, d’après l’injectivité de l’application

restriction de H p,q
∞ (X \Ω) → H p,q

∞ (X \D), h appartient à la classe nulle dans H p,q
∞ (X \Ω). Il

existe alors θ une (p,q−1)-forme différentielle C
∞ sur X \Ω telle que ∂θ = h sur X \Ω. Soit

θ̃ une extension C
∞ de θ à X . Posons g = h − ∂θ̃. Alors g est une solution de ∂U = f et

g ∈ D
p,q(Ω).

On peut déduire de ce théorème le corollaire suivant :

C II.1.2. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Ω ⊂⊂ X

un domaine complètement strictement (q + 1)-convexe, 0 6 q 6 n − 2, à bord C
∞ lisse alors

si f ∈ D
p,r(Ω) est ∂-fermée (0 6 p 6 n), il existe g ∈ D

p,r−1(Ω) telle que ∂g = f sur X pour

1 6 r 6 q + 1.

Démonstration. — Soit ρ la fonction définissante de Ω. Il existe un voisinage ouvert U de

Ω pour lequel ρ : U → R est (q + 2)-convexe, dρ(z) ≠ 0 si z ∈ bΩ etΩ =
{

z ∈ U | ρ(z) < 0
}

.

Pour ε > 0 assez petit Ω′ =
{

z ∈ U | ρ(z) < ε
}

est une extension (q + 1)-convexe de Ω et

H
p,r

c (Ω′) = 0 pour 1 6 r 6 q + 1 et 0 6 p 6 n (cf. [6], th. 12-7).

Pour K un compact deΩ′,Ω ∪ K ⊂⊂ Ω′. Il existe ε0 < ε tel que :

D =
{

z ∈ U | ρ(z) < ε0
}
⊃ Ω ∪ K

Ω′\Ω est alors une extension (q + 1)-concave stricte deΩ′\D.

De l’invariance de la cohomologie pour les extensions (q + 1)-concaves, on a la restriction

de H
p,r
∞ (Ω′\Ω) → H

p,r
∞ (Ω′\D) qui est bijective si 0 6 p 6 n, 1 6 r 6 q, et en particulier elle

est injective (cf. [6], th. 15-11 et 16-1).

DoncΩ′ vérifie les hypothèses de X dans le théorème II.1.1 ce qui donne le corollaire.

Pour résoudre le ∂ pour les courants prolongeables, on aura besoin de la caractérisation de

∂D
p,q(Ω) suivante :

T II.1.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n,Ω ⊂⊂ X un

domaine à bord C
∞ lisse, p et q des entiers, 0 6 p 6 n, 0 6 q 6 n − 1. On suppose que :

i) H n−p,n−q
∞ (X ) est séparé.

ii) Pour tout compact K de X , il existe un domaine D tel que Ω ∪ K ⊂⊂ D et l’application

restriction H p,q
∞ (X \Ω) → H p,q

∞ (X \D) est injective.

Alors

∂D
p,q
(Ω) =

{
f ∈ D

p,q+1
(Ω) |

Z
X

f ∧ g = 0, ∀g ∈ Z n−p,n−q−1
∞ (X )

}
.

Démonstration. — À cause de l’hypothèse i) la dualité de Serre implique que si

f ∈ D
p,q+1(Ω) vérifie

R
X f ∧ g = 0 pour toute forme différentielle g ∈ Z n−p,n−q−1

∞ (X ), il
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existe h à support compact dans X telle que ∂h = f sur X . Donc on a : f ∈ ∂D
p,q(X ). D’après

le théorème II.1.1, il existe h ∈ D
p,q(Ω) telle que ∂h = f . D’où

{
f ∈ D

p,q+1(Ω) |
R

X f ∧ g =

0
}
⊂ ∂D

p,q(Ω).

Il est clair que ∂D
p,q(Ω) ⊂ D

p,q+1(Ω). Pour ∂h ∈ ∂D
p,q(Ω) et g ∈ Z n−p,n−q−1

∞ (X ), on aR
X ∂h ∧ g =

R
X ∂(h ∧ g) = 0 car h est à support compact. D’où

∂D
p,q
(Ω) ⊂

{
f ∈ D

p,q+1
(Ω) |

Z
X

f ∧ g = 0, ∀g ∈ Z n−p,n−q−1
∞ (X )

}
.

R II.1.4. — L’hypothèse
R

X f ∧ g = 0,∀g ∈ Z n−p,n−q−1
∞ (X ) entraîne ∂ f = 0. En

effet Z
X
∂ f ∧ h =

Z
X
∂( f ∧ h) ±

Z
X

f ∧ ∂h ,R
X ∂( f ∧h) = 0 car f est à support compact et

R
X f ∧ ∂h = 0 à cause de l’hypothèse.

R
X ∂ f ∧

h = 0 pour toute forme différentielle h de classe C
∞ sur X , d’où ∂ f = 0.

On peut tirer du théorème II.1.3 le corollaire suivant :

C II.1.5. — Soit X une variété analytique complexe de dimension n, Ω ⊂⊂ X un

domaine strictement q-convexe, 0 6 q 6 n − 1. Alors si 0 6 r 6 q et 0 6 p 6 n

∂D
p,r
(Ω) =

{
f ∈ D

p,r+1
(Ω) |

Z
X

f ∧ g = 0, ∀g ∈ Z n−p,n−r−1
∞ (X )

}
.

Démonstration. — Considérons Ω′ = Ω ∪
{

z ∈ U | ρ(z) < ε
}

où U est un voisinage de

bΩ et ρ une fonction définissante (q +1)-convexe deΩ. Pour ε assez petit,Ω′ est une extension

strictement q-convexe deΩ.

On a alors H
n−p,n−q
∞ (Ω′) de dimension finie (cf. [6], théorème 12-16), d’où H

n−p,n−q
∞ (Ω′)

est séparé.

Puisque pour r 6 q, on a Ω strictement q-convexe entraîne Ω strictement r-convexe,

H
n−p,n−r
∞ (Ω′) est séparé.

Pour K compact deΩ′,Ω ∪ K ⊂⊂ Ω′. Il existe 0 < ε0 < ε tel que

D = Ω ∪
{

z ∈ U | ρ(z) < ε0
}
⊃ Ω ∪ K ,

alors Ω′\Ω est une extension q-concave stricte de Ω′\D et d’après [11], th. 3-1,

H p,r
∞ (X \Ω) → H p,r

∞ (X \D) est injective. D’après le théorème II.1.3, on a donc

∂D
p,r
(Ω) =

{
f ∈ D

p,r+1
(Ω) |

Z
X

f ∧ g = 0, ∀g ∈ Z n−p,n−r−1
∞ (X )

}
.
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1.2. Cas concave

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D ⊂⊂ X un domaine relative-

ment compact à bord C
∞. PosonsΩ = X r D etΩ = X r D. Nous allons résoudre le ∂ pour les

formes différentielles dans D
p,r(Ω).

T II.1.6. — Soient X une variété de Stein de dimension n, D ⊂⊂ X un domaine

relativement compact à bord C
∞ de X tels que X soit une extension q-convexe de D, 1 6 q 6

n − 1. Alors

i) si n − q + 1 6 r 6 n − 1, ∂D
p,r−1(Ω) = D

p,r(Ω) ∩Ker ∂.

ii) ∂D
p,n−1(Ω) est fermé dans D

p,n(Ω).

iii) si r = n − q et q 6 n − 2, soit f ∈ D
p,n−q(Ω) ∩ Ker ∂, alors pour tout ε > 0 et tout

ℓ ∈ N, il existe gε ∈ D
p,n−q−1(X ) tels que

∂gε = f et |gε|ℓ,D < ε .

Démonstration.

i) Soit f ∈ D
p,r(Ω) ∩ Ker ∂, f ∈ D

p,r(X ) ∩ Ker ∂. Puisque X est de Stein, il existe

h ∈ D
p,r−1(X ), 1 6 r 6 n− 1, telle que ∂h = f sur X . Comme X est une extension q-convexe

de D, D est strictement q-convexe dans une variété de Stein, donc complètement strictement

q-convexe, cf. [6], théorème 5.14. Puisque 2 6 n − q + 1 6 r , c’est-à-dire 1 6 n − q 6 r − 1

et ∂h = 0 sur D complètement strictement q-convexe, il existe (cf. [13], théorème 2) θ une

(p,r − 2)-forme différentielle de classe C
∞ sur D telle que ∂θ = h sur D. Soit θ̃ une extension

C
∞ à support compact dans X de θ, u = h − ∂θ̃ convient.

ii) Pour montrer que ∂D
p,n−1(Ω) est fermé dans D

p,n(Ω), il suffit de montrer que :

∂D
p,n−1

(Ω) =
{

f ∈ D
p,n
(Ω) |

Z
X

f ∧ g = 0 , pour toute (n − p)-forme g

holomorphe dans X
}

.

D’après le théorème de Stokes,

∂D
p,n−1

(Ω) ⊂
{

f ∈ D
p,n
(Ω) |

Z
X

f ∧ g = 0 , pour toute (n − p)-forme g

holomorphe dans X
}

.

Soit f ∈ D
p,n(Ω) telle que

R
X f ∧ g = 0, pour toute (n − p)-forme holomorphe g dans

X . D’après la proposition 20.2 de [6] et la régularité du ∂, cf. [10], chapitre 5, corollaire 4.5,

il existe h ∈ D
p,n−1(X ) telle que ∂h = f . On termine alors comme dans i). Par conséquent

f ∈ ∂D
p,n−1(Ω), d’où l’inclusion dans l’autre sens, ce qui donne l’égalité.

iii) Si f ∈ D
p,n−q(Ω) ∩ Ker ∂, alors f ∈ D

p,n−q(X ) ∩ Ker ∂. Il existe h ∈ D
p,n−q−1(X )

telle que :

∂h = f sur X .
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∂h = 0 sur D = X rΩ et h est une (p,n− q − 1)-forme différentielle ∂-fermée sur D. On ne sait

pas résoudre ∂U = h dans D.

Pour compléter iii) nous allons utiliser le lemme ci-dessous qui est une version C
∞ du

théorème 12.11 de [6].

L II.1.7. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D ⊂⊂ X un

domaine strictement q-convexe tel que X soit une extension q-convexe de D, 0 6 q 6 n−1. Alors

pour tous n − q − 1 6 r 6 n et ℓ ∈ N, l’image de l’application restriction de Zℓ0,r(X ) → Zℓ0,r(D)

est dense pour la norme | · |ℓ,D .

Démonstration. — Pour ℓ = 0, ce lemme est le théorème (12-11) de [6]. Suivant Henkin

et Leiterer, il suffit d’établir les assertions 1, 2, 3 ci-dessous correspondant à la version C
ℓ des

théorèmes (8-1) et (10-1) et du corollaire (12-5) de [6].

Assertion 1.

Si [U ,ρ,ϕ,D] est une configuration q-convexe deCn (0 6 q 6 n−1) alors toute (0,n−q−1)

forme différentielle de classe C
ℓ, ∂-fermée dans un voisinage de D, peut être approximée dans

Dβ pour tout β > 0, par des (0,n − q − 1) formes différentielles de classes C
ℓ, ∂-fermées deCn

pour la topologie de | · |ℓ,Dβ
, où (Dβ)β>0 est une famille de domaines lisses contenus dans D

et qui approchent D.

Démonstration de l’assertion 1. — Pour q = n − 1, d’après (8-2) de [6], toute fonction

f holomorphe dans un voisinage de D peut être approximée uniformément dans D par des

fonctions ( f j) j∈N holomorphes dans Cn. D’après le théorème (4-1), chapitre I de [10], pour

tout multi-indice α, (Dα f j) j∈N converge uniformément vers Dα f dans D. D’où l’assertion

pour q = n − 1.

Le cas q < n − 1 se fait par récurrence comme dans [6]. f = P∗ f + ∂T ∗ f dans Dβ, où

T ∗ est l’opérateur intégral de [13] et P∗ f un opérateur intégral résiduel obtenu en remplaçant

dans la formule de Cauchy-Fantappié l’opérateur Ť de [6] par celui de [13] ; T ∗.

Pour une configuration q-convexe [U ,ρ,ϕ,D] de Cn, posons Dε = {z ∈ D | ϕ(z) < −ε} et

(Dεβ)β>0 une famille de domaines lisses contenus dans Dε et qui l’approchent.

Assertion 2.

Soit [U ,ρ,ϕ,D] une configuration q-convexe de Cn, 0 6 q 6 n − 1. Toute (0,r) forme

différentielle de classe C
ℓ dans Dβ (avec n > r > n − q − 1) ∂-fermée peut-être approximée

dans Dεβ par des (0,r) formes différentielles de classe Cℓ, ∂-fermées de Cn pour la topologie

C
ℓ.

Démonstration de l’assertion 2. — Elle est identique à celle du théorème (10-1) de [6], les

seuls changements se situent au niveau des formules (10-6), (10-8), (10-9), (10-11), (10-13) et la

fin de la démonstration du théorème 10-1, où D est remplacé par Dβ, Ť par T ∗, Ľ par P∗ et le

théorème (8-1) par l’assertion 1.

Nous allons considérer comme élément d’extension q-convexe, un triplet [A1,A2,V ] avec :
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a) A1 ⊂ A2 ;

b) A2 r A1 ⊂⊂ V ;

c) il existe deux configurations (Uj ,ρj ,ϕj ,Dj) j=1,2 avec U = U1 = U2, ϕ = ϕ1 = ϕ2, une

application biholomorphe de U vers un voisinage de V telle que h(V ) = {z ∈ U | ϕ(z) < 0}

et quitte à modifier V , h(V ∩ A j) = D jβ pour un β fixé.

On a l’analogue du corollaire (12-5) de [6] suivant :

Assertion 3.

a) Il existe un opérateur T : Zℓ0,r(V ∩ A j ) → Cℓ+1/2
0,r (V ∩ A j) pour r > n − q, linéaire et

continu tel que pour f ∈ Zℓ0,r(V ∩ A j), ∂T f = f .

b) L’application restriction de Zℓ0,r(V ) → Zℓ0,r(A j ∩ V ), n > r > n − q − 1 est d’image

dense pour la topologie d’espace de Fréchet de Zℓ0,r(A j ∩ V ).

Démonstration de l’assertion 3.

a) C’est le théorème 2 de [13].

b) Pour f ∈ Zℓ0,r(A j ∩ V ), n > r > n − q − 1, on a d’après l’assertion 2 que h∗ f peut

être approximée dans tout D jβ ⊂ D j , β > 0 par des (0,r) formes différentielles ( fν)ν∈N de

classe C
ℓ, ∂-fermées dans Cn pour la topologie C

ℓ. On considère la restriction de ( fν)ν∈N à

h(V ) que l’on note aussi ( fν)ν∈N et la suite (h∗ fν)ν∈N convient.

Fin de la démonstration de iii). — D’après le lemme II.1.7, il existe une famille (ϕε)ε>0

de formes différentielles dans X , ∂-fermées qui convergent vers h|D pour la topologie de la

convergence uniforme des formes différentielles et de leurs dérivées d’ordre inférieur ou égal à

ℓ sur D. Puisque q 6 n − 2, il existe une famille (ψε)ε>0 de (p,n − q − 2) formes différentielles

de classe C
∞ sur X telles que ∂ψε = ϕε sur X .

Soit χ une fonction dans C
∞(X ) à support compact dans X qui vaut 1 dans D. Posons

θε = χψε et gε = h−∂θε, alors f = ∂gε et gε est une (p,n−q−1) forme différentielle à support

compact dans X avec |gε|ℓ,D < ε.

Notons que pour prouver les assertions 1 et 2 il suffit que D soit complètement strictement

q-convexe. Le fait que X soit une extension q-convexe de D ne sert que pour iii).

R II.1.8. — Le théorème II.1.6 reste vrai sous les hypothèses légèrement plus fai-

bles suivantes : X est une variété analytique complexe de dimension n et D ⊂⊂ X est un do-

maine relativement compact à bord C
∞ de X . On suppose que X est une extension q-convexe

de D et qu’il existe un ouvert de Stein U tel que D ⊂⊂ U ⊂ X .

2. Résolution du ∂ pour les courants prolongeables

Comme conséquence de la résolution avec condition de support et de la dualité entre

Ď
′p,r
Ω
(X ) et D

n−p,n−r(Ω), on a des résultats de résolution du ∂pour les courants prolongeables.

C’est donc tout naturellement que l’on retrouve le cas convexe et le cas concave précédents.
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2.1. Cas convexe

Pour résoudre le ∂ pour les courants prolongeables, on procède par dualité et l’on a le théo-

rème suivant :

T II.2.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n,Ω ⊂⊂ X un

domaine complètement strictement q-convexe à bord C
∞ lisse, 0 6 q 6 n − 1. Alors, si T est un

courant de bidegré (0,r), prolongeable, ∂-fermé sur Ω, il existe un courant de bidegré (0,r − 1),

prolongeable S surΩ tel que ∂S = T surΩ, si 1 6 n − q 6 r 6 n.

Démonstration. — Considérons l’application

LT : ∂D
n,n−r

(Ω) -→ C

∂ϕ 7 -→ 〈T ,ϕ〉 .

Siψ = ∂ϕ etψ′ = ∂ϕ′ sont telles que ∂ϕ = ∂ϕ′, on a ∂(ϕ−ϕ′) = 0 et par conséquentϕ−ϕ′

est une (n,n − r)-forme différentielle ∂-fermée à support compact dans Ω. Pour n − r > 1,

ϕ −ϕ′ = ∂θ, θ ∈ D
n,n−r−1(Ω) (cf. corollaire II.1.2).

Puisque D
n,n−r−1(Ω) est dense dans D

n,n−r−1(Ω), il existe (θj ) j∈N ∈ D
n,n−r−1(Ω) telle

que : ∂θj -→
j→+∞

∂θ dans D
n,n−r(Ω). Alors puisque T est une forme linéaire continue sur

D
n,n−r(Ω) et ∂T = 0 surΩ,

〈T ,∂θ〉 = lim
j→+∞

〈T ,∂θj〉 = 0 .

Donc 〈T ,ϕ〉 = 〈T ,ϕ′〉. Ainsi LT (∂ϕ) = LT (∂ϕ
′).

Pour n = r , si ∂(ϕ − ϕ′) = 0, ϕ − ϕ′ est une n-forme holomorphe à support compact

dansΩ. D’après le principe du prolongement analytique,ϕ −ϕ′ ne peut être que nulle. Donc

ϕ = ϕ′ et LT (∂ϕ) = LT (∂ϕ
′). LT est bien définie et est linéaire.

Pour montrer que LT est continue, il suffit de montrer que l’image réciproque par LT d’un

ouvert de C est un ouvert de ∂D
n,n−r(Ω). Par définition de LT , on a LT ◦ ∂ = T . Par ailleurs T

est continu et ∂ : D
n,n−r(Ω) -→ ∂D

n,n−r(Ω) est une application linéaire continue surjective

entre espaces de Fréchet donc ouverte. En effet, d’après le corollaire II.1.2,

∂D
n,n−r

(Ω) =

{
f ∈ D

n,n−r+1
(Ω) |

Z
X

f ∧ g = 0, ∀g ∈ Z 0,r−1
∞ (X )

}
,

ce qui implique que ∂D
n,n−r(Ω) ⊂ D

n,n−r+1(Ω) est fermé ; c’est donc un espace de Fréchet.

Par conséquent si U est un ouvert deC, L−1
T (U ) = ∂(T −1(U )) est un ouvert de ∂D

n,n−r(Ω). On

peut donc étendre LT en une application L̃T : D
n,n−r+1(Ω) → C qui est linéaire et continue. L̃T

appartient au dual topologique de D
n,n−r+1(Ω) et peut être identifié à un courant prolongeable

défini surΩ,

(−1)r
〈∂L̃T ,ϕ〉 = 〈L̃T ,∂ϕ〉 = 〈T ,ϕ〉, ∀ϕ ∈ D

n,n−r+1
(Ω) .

Donc T = ∂
(
(−1)r L̃T

)
. (−1)r L̃T est solution de ∂S = T et est un courant prolongeable.
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C II.2.2. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n,Ω ⊂⊂ X un

domaine complètement strictement pseudoconvexe. Si f est une (0,1)-forme différentielle C
∞,

∂-fermée surΩ, possédant une trace au sens des courants sur bΩ, alors il existe une fonction g de

classe C
∞ surΩ possédant une trace au sens des courants sur bΩ telle que :

∂g = f sur Ω .

Démonstration. — Puisque f admet une trace au sens des courants, f est prolongeable

en un courant F de bidegré (0,1) à support compact dans Ω, (cf. [14], lemme I.1.1), donc f

peut être vue comme un courant défini surΩ qui est prolongeable et ∂-fermé.

Ω est complètement strictement (n − 1)-convexe donc d’après le théorème II.2.1, il existe

un courant S de bidegré (0,0) surΩ tel que : ∂S = f et S est prolongeable.

Ω est une variété de Stein, il existe une solution U de classe C
∞ de ∂U = f surΩ.

On a alors ∂(S−U ) = 0. D’après le théorème 3.5 du chapitre III de [10], il existe une fonction

holomorphe h surΩ telle que

S −U = h .

D’où S = U + h est une fonction C
∞ surΩ qui est prolongeable en tant que courant.

Le corollaire est alors une conséquence immédiate du lemme suivant :

L II.2.3. — Soient Ω un domaine à bord lisse de classe C
∞ de X , f une fonction de

classe C
∞ sur Ω prolongeable au sens des courants telle que ∂ f possède une trace au sens des

courants sur bΩ. Alors pour tout ouvert U ⊂ X tel que U ∩ bΩ ≠ ∅ la restriction de f à U ∩ Ω

possède une trace au sens des courants sur U ∩ bΩ.

Démonstration. — Le cas où ∂ f = 0 sur Ω est traité dans le paragraphe IV de [15]. Nous

allons suivre la même méthode dans le cas où la (0,1)-forme g = ∂ f est de classe C
∞ surΩ et

possède une trace au sens des courants sur bΩ.

Supposons que bΩ est donné par bΩ = {z ∈ V | ϕ(z) = 0}, où ϕ est une fonction C
∞

définie sur un voisinage V de bΩ telle que dϕ(z) ≠ 0 pour tout z ∈ bΩ. Nous devons prouver,

par définition de la trace au sens des courants, qu’il existe un 0-courant γ( f ) assez régulier

en ϕ tel que si γ̂( f ) = γ( f )δ(ϕ)∂ϕ, où δ(ϕ)∂ϕ est la partie de bidegré (0,1) du courant

d’intégration sur bΩ

〈γ̂( f ),ψ〉 = 〈g̃,ψ〉 + 〈 f̃ ,∂ψ〉

pour toute formeψ ∈ D
n,n−1(U ), où g̃ et f̃ sont respectivement des prolongements de g = ∂ f

et f nuls en dehors deΩ, i.e. γ̂( f ) = g̃ − ∂ f̃ .

Soit f̃ un prolongement de f nul en dehors de Ω. Puisque g = ∂ f est une forme C
∞ sur

Ω, ∂-fermée qui possède une trace γ(g) au sens des courants sur bΩ, il existe (cf. [14], lemme

II.1.1) un prolongement g̃ de g nul en dehors deΩ qui vérifie

∂g̃ = γ(g) ∧ δ(ϕ)∂ϕ.
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Posonsω = g̃−∂ f̃ , c’est un (0,1)-courant à support dans bΩ. Nous cherchons une distribution

γ( f ) assez régulière enϕ telle que

ω = γ( f )δ(ϕ)∂ϕ + ∂θ,

où θ est un 0-courant à support dans bΩ. En effet, f̃ 1 = f̃ + θ est encore un prolongement de

f nul en dehors deΩ et

γ( f )δ(ϕ)∂ϕ = g̃ − ∂ f̃ 1.

En utilisant une partition de l’unité (cf. [15]), on peut se ramener au cas où U est un voisi-

nage arbitrairement petit d’un point de bΩ. Sur un tel voisinage on peut écrire

(∗) ω =

nX
k=0

ωkδ
(k)
(ϕ),

où les ωk sont des (0,1)-courants indépendants de ϕ. Comme ω vérifie ∂ω = ∂g̃ = γ(g) ∧

δ(ϕ)∂ϕ, on obtient

(∗∗)

∂ω0 = γ(g) ∧ ∂ϕ

∂ω1 −ω0 ∧ ∂ϕ = 0

...

∂ωN −ωN−1 ∧ ∂ϕ = 0

ωN ∧ ∂ϕ = 0.

On peut alors trouver des 0-courantsα0, . . . ,αN suffisamment réguliers enϕ tels que

ωN = αN ∂ϕ

ωk−1 = ∂αk + αk−1∂ϕ, 1 6 k 6 N

en résolvant le système (∗∗) à partir de la dernière équation, avec ∂α0 ∧ ∂ϕ = γ(g) ∧ ∂ϕ, i.e.

α0 est solution de l’équation de Cauchy-Riemann tangentielle ∂bα = γ(g).

En remplaçant lesωk par leur valeur dans (∗), on obtient

ω = α0δ(ϕ)∂ϕ + ∂
( NX

k=1

αkδ
k−1

(ϕ)
)

d’où le résultat cherché en posant θ =

PN
k=1 αkδ

k−1(ϕ) et γ( f ) = α0.

2.2. Cas concave

Nous avons là aussi comme conséquence de la résolution avec conditions de support et de

la dualité entre Ď
p,r
Ω
(X ) et D

n−p,n−r(Ω) le théorème suivant :

T II.2.4. — Soient X une variété de Stein de dimension n, D ⊂⊂ X un domaine

relativement compact à bord C
∞ de X tels que X soit une extension q-convexe de D, 1 6 q 6

n − 1. PosonsΩ = X r D, alors,



22 CHAPITRE II. RÉSOLUTION DU ∂ AVEC CONDITIONS DE SUPPORT – APPLICATIONS

i) Pour 1 6 r 6 q et r 6 n − 2,

∂Ď
′p,r−1
Ω (X ) = Ď

′p,r
Ω (X ) ∩Ker ∂ .

ii) Si q = n − 1 ,

∂Ď
′p,n−2
Ω

(X ) =

{
T ∈ Ď

′p,n−1
Ω

(X ) | 〈T ,ϕ〉 = 0 , ∀ϕ ∈ D
n−p,1

(Ω) ∩Ker ∂} .

Pour faire la démonstration du théorème, on a besoin de deux lemmes :

L II.2.5. — Sous les hypothèses de la remarque II.1.8, soit K un compact d’intérieur

non vide de U rD. Si T est un courant de bidegré (p,r) sur U rD, ∂-fermé et prolongeable à U ,

il existe un courant S(K ) défini dans U r D prolongeable à U tel que ∂S(K ) = T dans
◦

K , pour

1 6 r 6 q et r 6 n − 2.

Si q = n− 1, pour tout T ∈
{

F ∈ Ď
′p,n−1
UrD

(U ) | 〈F ,ϕ〉 = 0,∀ϕ ∈ D
n−p,1(U r D)∩ ker ∂

}
,

il existe un courant S(K ) défini dans U r D prolongeable à U tel que ∂S(K ) = T dans
◦

K .

Démonstration du lemme. — D’après la remarque II.1.8, ∂D
n−p,n−r(U r D) est fermé

dans D
n−p,n−r+1(U r D) pour 2 6 n − q + 1 6 n − r + 1 6 n, c’est-à-dire 1 6 r 6 q.

Donc si 1 6 r 6 q, pour un compact K de U r D, notons D
n−p,n−r+1
K (U r D) le sous-

espace des formes différentielles appartenant à D
n−p,n−r+1(U r D) et qui ont leur support

dans K .

D
n−p,n−r+1
K (U r D) ∩ ∂D

n−p,n−r(U r D) est fermé dans D
n−p,n−r+1
K (U r D) qui est un

espace de Fréchet, c’est donc un espace de Fréchet.

D
n−p,n−r+1
K (U rD)∩∂D

n−p,n−r(U rD) =
⋃
ν∈N

(
D

n−p,n−r+1
K (U rD)∩∂D

n−p,n−r
Kν

(U rD)
)

,

où (Kν)ν∈N est une suite exhaustive de compacts de U rD. Il existe ν0 tel que D
n−p,n−r+1
K (U r

D)∩∂D
n−p,n−r
Kν0

(U rD) soit de deuxième catégorie de Baire. L’opérateur ∂est alors un opérateur

fermé de domaine de définition
{
ϕ ∈ D

n−p,n−r
Kν0

(U r D) | ∂ϕ ∈ D
n−p,n−r+1
K (U r D)

}
entre

les espaces de Fréchet D
n−p,n−r
Kν0

(U r D) et D
n−p,n−r+1
K (U r D) ∩ ∂D

n−p,n−r(U r D) dont

l’image est de seconde catégorie de Baire. Le théorème de l’application ouverte implique alors

que cet opérateur est surjectif et ouvert. Donc

∂D
n−p,n−r
Kν0

(U r D) ∩ D
n−p,n−r+1
K (U r D) = D

n−p,n−r+1
K (U r D) ∩ ∂D

n−p,n−r
(U r D) .

Posons K̃ = Kν0 . L’application

LK
T : D

n−p,n−r+1
K (U r D) ∩ ∂D

n−p,n−r

K̃
(U r D) -→ C

∂ϕ -→ 〈T ,ϕ〉

est bien définie. En effet, si ∂ϕ = ∂ϕ′, on a ∂(ϕ−ϕ′) = 0.ϕ −ϕ′ est une (n − p,n − r) forme

différentielle, ∂-fermée à support compact dans K̃ , en particulier dans U r D.
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∗ Si r 6 q − 1, d’après i) du théorème II.1.6 et la remarque II.1.8 du paragraphe 1, il existe

θ ∈ D
n−p,n−r−1(U rD) tel queϕ−ϕ′ = ∂θ car n−r > n−q+1. Par densité de D

n−p,n−r−1(U r
D) dans D

n−p,n−r−1(U rD), il existe une suite (θj) j∈N d’éléments de D
n−p,n−r−1(U rD) qui

converge uniformément vers θ dans D
n−p,n−r−1(U r D) et par conséquent 〈T ,ϕ〉 = 〈T ,ϕ′〉+

〈T ,∂θ〉 = 〈T ,ϕ′〉 car T étant ∂-fermé, 〈T ,∂θ〉 = lim
j→+∞

〈T ,∂θj〉 = 0. Donc

LK
T (∂ϕ) = LK

T (∂ϕ
′
) .

∗∗ Si r = q et r 6 n − 2, soit T̃ une extension de T à U . ∂T̃ est un courant à support

compact sur D, donc ∂T̃ est d’ordre fini ℓ. Puisqueϕ −ϕ′ ∈ D
n−p,n−q(U r D) ∩Ker ∂, pour

tout ε > 0, on a, d’après iii) du théorème II.1.6 et la remarque II.1.8, une (n−p,n−q−1)-forme

différentielle hε de classe C
∞ à support compact dans U telle queϕ−ϕ′ = ∂hε et |hε|ℓ,D 6 ε.

|〈T̃ ,∂hε〉| = |〈∂T̃ ,hε〉| 6 c|hε|ℓ,D .

Donc |〈T̃ ,∂hε〉| -→
ε→0

0, d’où 〈T ,ϕ〉 = 〈T ,ϕ′〉 et ainsi LK
T (∂ϕ) = LK

T (∂ϕ
′).

∗∗∗ Si q = n− 1 et T ∈
{

F ∈ Ď
′p,n−1
UrD

(U ) | 〈F ,ϕ〉 = 0,∀ϕ ∈ D
n−p,1(U rD)∩Ker ∂} ,

ϕ−ϕ′ ∈ D
n−p,1(U rD)∩Ker ∂ et d’après l’hypothèse sur T , 〈T ,ϕ−ϕ′〉 = 0, d’où LK

T (∂ϕ) =

LK
T (∂ϕ

′) .

L’application LK
T est linéaire, mais également continue comme composée de deux applica-

tions continues :

T : D
n−p,n−r

K̃
(U r D) -→ C

et

δ : D
n−p,n−r+1
K (U r D) ∩ ∂D

n−p,n−r

K̃
(U r D) -→ D

n−p,n−r

K̃
(U r D)

qui vérifie ∂ ◦ δ = I et qui est obtenue par application du théorème de l’application ouverte

appliqué à

∂ :
{
ϕ ∈ D

n−p,n−r

K̃
(U r D) | ∂ϕ ∈ D

n−p,n−r+1
K (U r D)

}
⊂ D

n−p,n−r

K̃
(U r D)

-→ D
n−p,n−r+1
K (U r D) ∩ ∂D

n−p,n−r

K̃
(U r D) .

D’après le théorème de Hahn-Banach, on peut étendre LK
T en une application L̃K

T : D
n−p,n−r+1

(U r D) → C qui est linéaire et continue. Donc L̃K
T est un courant prolongeable défini dans

U r D et ∂L̃K
T = (−1)p+r T sur

◦

K car si suppϕ ⊂ K , ∂ϕ ∈ D
n−p,n−r+1
K (U r D) et 〈L̃K

T ,∂ϕ〉 =

(−1)p+r〈T ,ϕ〉. On pose S(K ) = (−1)p+r L̃K
T .

L II.2.6. — Sous les hypothèses du théorème II.2.4, soient K1, K2, K3 trois compacts

d’intérieur non vide tels que
◦

K1 ⊂⊂
◦

K2 ⊂⊂
◦

K3 et
◦

K i ∪ D =
{

z ∈ X | ρ(z) < ηi
}

, i = 1,2,3,

où ρ est une fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique qui existe du fait que X est

de Stein. Soit T un courant prolongeable sur Ω tel qu’il existe S2 et S3 deux (p,r − 1) courants

définis sur
◦

K2 et
◦

K3 et prolongeables à X tels que, pour tout indice i = 2,3, ∂Si = T sur
◦

K i et soit

ε > 0, alors il existe un courant prolongeable S̃3 défini sur
◦

K 3 tel que : ∂S̃3 = T sur
◦

K 3 et
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i) S̃3∣∣ ◦

K1
= S2∣∣ ◦

K1
si 2 6 r 6 q ;

ii) |〈S̃3 − S2,ϕ〉| < ε|ϕ|0,K1 , pour touteϕ ∈ D
n−p,n(

◦

K 1 ∪ bD) si r = 1.

Démonstration du lemme.

i) Comme ∂S2 = T sur
◦

K2 et ∂S3 = T sur
◦

K3, ∂(S2 − S3) = 0 sur
◦

K 2. Puisque sur
◦

K2, on peut

résoudre le ∂ pour les formes différentielles à support compact dans
◦

K2 ∪ bD de bidegré (p,r)

avec 2 6 n − q + 1 6 r 6 n − 1 et ∂D
n−p,n−1(

◦

K2 ∪ bD) est fermé dans D
n−p,n(

◦

K2 ∪ bD), cf.

Remarque II.1.8, on a d’après le lemme II.2.5 et pour K un compact tel que
◦

K1 ⊂⊂ K ⊂⊂
◦

K2 un

courant S(K ) sur
◦

K prolongeable à
◦

K 2 ∪ D tel que S2 − S3 = ∂S(K ) sur
◦

K .

Soient χ une fonction dans C
∞(X ) à support compact dans

◦

K ∪D qui vaut 1 dans K1 et

S̃(K ) une extension de S(K ) à X

S3 + ∂(χS̃(K )) = S2 − ∂((1 − χ)S̃
(K )
) sur

◦

K 1 .

On pose

S̃3 = S3 + ∂(χS̃K
) .

ii) Si r = 1, comme ∂S2 = T sur
◦

K2 et ∂S3 = T sur
◦

K3, ∂(S2 − S3) = 0 sur
◦

K2. Il existe θ une

p-forme holomorphe sur
◦

K2 telle que S3 − S2 = θ sur
◦

K2.
◦

K 2 ∪ D est une variété de Stein, D est un compact de
◦

K2 ∪ D et
◦

K 2 = (
◦

K2 ∪ D) r D est

connexe. Par le phénomène de Hartogs, toute p-forme holomorphe sur
◦

K2 se prolonge holo-

morphiquement à
◦

K2 ∪ D. Soit θ̃ un tel prolongement de θ à
◦

K2 ∪ D. Il existe alors (cf. [8],

théorème 5.2.8) une suite (θj) j∈N de p-formes holomorphes dans
◦

K3 ∪ D qui converge uni-

formément vers θ̃ sur K1 ∪ D. On peut donc trouver j0 tel que sup
K1∪D

|θ j0 − θ̃| < ε.

Posons S̃3 = S3 − θ j0 , on a |〈S̃3 − S2,ϕ〉| 6 ε sup
K1∪D

|ϕ|, pour toutϕ ∈ D
n−p,n(

◦

K 1 ∪ bD).

Démonstration du théorème. — Considérons une suite exhaustive (K j) j∈N de compacts

de X r D. Supposons que
◦

K j ∪ D =
{

z ∈ X | ρ(z) < ηj
}

où (ηj) j∈N sont des réels tels

que ηj < η j+1 et ρ est une fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique de X . Pour

2 6 r 6 q, on associe à (K j) j∈N grâce aux lemmes II.2.5 et II.2.6 une suite de courants (S j) j∈N

définis dans K j et prolongeables à X telle que ∂S j = T sur
◦

K j et si j , j + 1, j + 2 sont trois

indices consécutifs, S j+2 = S j+1 sur
◦

K j .

La suite (S j) j∈N converge vers un courant S défini sur Ω et prolongeable. De plus, S est

solution de l’équation ∂U = T dansΩ.

Pour r = 1, soit ε > 0, il existe d’après les lemmes II.2.5 et II.2.6, une solution S̃3 de ∂S = T

dans
◦

K 3, une solution S2 de ∂S = T dans
◦

K 2 telles que |〈S̃3 − S2,ϕ〉| 6 ε|ϕ|0,K1 , pour toute

ϕ ∈ D
n−p,n(

◦

K1 ∪ bD). On construit ainsi une suite (S̃ j) j∈N de courants définis sur
◦

K j et

prolongeables à X tels que si j , j + 1, j + 2 sont trois indices consécutifs, |〈S̃ j+2 − S̃ j+1,ϕ〉| <
ε

2 j |ϕ|0,K j pour touteϕ ∈ D
n−p,n(

◦

K j ∪ bD). La suite (S̃ j) j∈N est une suite de Cauchy pour la
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topologie faible. En effet, soitϕ ∈ D
n−p,n(X r D), il existe N ∈ N tel que suppϕ ⊂

◦

K N ∪ bD

et pour tout m > N et p > 0

|〈S̃m+p − S̃m,ϕ〉| 6 ( ε

2m−1 + · · · +
ε

2m+p−1

)
|ϕ|0,KN ,

par conséquent 〈S̃m+p − S̃m,ϕ〉 -→
m→+∞

0. Donc (S̃ j) j∈N converge faiblement vers S. S est li-

néaire. En effet, soientϕ,ψ ∈ D
n−p,n(X r D). ϕ + ψ ∈ D

n−p,n(X r D). Il existe KN tel quesuppϕ, suppψ, supp(ϕ + ψ) soient inclus dans KN .

〈S,ϕ +ψ〉 = lim
j>N

〈S j ,ϕ + ψ〉 = lim
j>N

〈S j ,ϕ〉 + lim
j>N

〈S j ,ψ〉 = 〈S,ϕ〉 + 〈S,ψ〉 .

Soit (ϕν)ν∈N une suite d’éléments de D
n−p,n(X r D) avecϕν -→

ν→+∞
0 dans D

n−p,n(X r D). Il

existe un compact KN tel que pour tout ν, suppϕν ⊂ KN . |〈S,ϕν〉| = | lim j>N 〈S j ,ϕν〉| et

|〈S j ,ϕν〉| 6 ε j−1X
k=N

1

2k
|ϕν|0,KN + |〈SN+1,ϕν〉| .

SN+1 est un courant donc 〈SN+1,ϕν〉 -→
ν→+∞

0 et par hypothèseϕν -→
ν→+∞

0, donc |ϕν|0,KN -→
ν→+∞

0. D’où 〈S j ,ϕν〉 -→
ν→+∞

0. S est alors continu et est un courant prolongeable solution de l’équa-

tion ∂U = T dans X r D.

R II.2.7. — Si 2 6 q−1, le résultat du théorème II.2.4 reste vrai si l’hypothèse plus

faible D est un domaine complètement strictement q-convexe car la démonstration n’utilise

que le i) du théorème II.1.6 du paragraphe 1.

C II.2.8. — Soient X une variété de Stein de dimension n, n > 3 et D ⊂⊂ X un

domaine à bord C
∞ de X . Supposons que X est une extension 2-convexe de D. PosonsΩ = X rD.

Alors pour toute (0,1) forme différentielle f C
∞ sur Ω, ∂-fermée avec une valeur au bord au

sens des courants, il existe une fonction S ∈ C
∞(Ω) qui admet une valeur au bord au sens des

courants telle que ∂S = f sur Ω. Toute autre solution v est une fonction C
∞ qui admet une

valeur au bord au sens des courants.

Démonstration. — Puisque f admet une valeur au bord au sens des courants, on a d’après

[14] f qui est prolongeable au sens des courants. f est donc un courant de bidegré (0,1) défini

sur Ω, ∂-fermé et prolongeable. D’après le théorème II.2.4, il existe un courant S défini sur Ω

prolongeable tel que ∂S = f . De même puisque X est une extension 2-convexe de D, on a X

qui est une extension 2-concave deΩ. De l’invariance de la cohomologie de Dolbeault pour les

extensions 2-concaves, on a l’application induite par restriction de : H p,r
∞ (X ) → H p,r

∞ (Ω) qui

est un isomorphisme pour r 6 1.

Donc H 0,1
∞ (X ) ≅ H 0,1

∞ (Ω) et puisque X est une variété de Stein, H 0,1
∞ (Ω) = 0. Il existe

alors u ∈ C
∞(Ω) telle que ∂u = f sur Ω, ∂(u − S) = 0 sur Ω. Il existe alors une fonction h

holomorphe sur Ω telle que S − u = h. Ainsi S = u + h. S est donc une fonction C
∞ sur Ω,

prolongeable et ∂S = f admet une valeur au bord au sens des courants. D’après le lemme II.2.3,

S admet une valeur au bord au sens des courants.
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Soit v une autre solution de ∂u = f surΩ, ∂(S − v) = 0. Il existe une fonction holomorphe

h′ sur Ω telle que v − S = h′. Par le phénomène de Hartogs, h′ est la restriction à Ω d’une

fonction holomorphe sur X .

v = S + h′ est alors C
∞ surΩ et est la somme de deux fonctions qui ont une valeur au bord

au sens des courants. Donc v a une valeur au bord au sens des courants.



C III

Invariance de la cohomologie pour les extensions

q-concaves et q-convexes

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine de X . On note

H
p,rour(D) le (p,r)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des courants dans D.

Si Ž p,r(D) désigne l’espace des courants de bidegré (p,r) sur D prolongeables, ∂-fermés et

Ě p,r(D) = ∂Ď
′p,r−1
D (X ), alors on note

Ȟ p,r
(D) =

Ž p,r(D)

Ě p,r(D)
,

le (p,r)-ième groupe de cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables définis sur D.

Nous étudions dans ce paragraphe l’injectivité et la surjectivité de l’application induite par

restriction :

Š : Ȟ 0,r
(D) -→ H 0,rour(D) .

D III.1. — Un domaine D ⊂ X est dit à bord strictement q-convexe, respective-

ment q-concave, si :

i) bD rencontre toutes les composantes connexes de X .

ii) Il existe un voisinage U de bD, une fonction ρ : U → R, (q+1)-convexe, respectivement

(q + 1)-concave, tels que

D ∩U =

{
z ∈ U | ρ(z) < 0

}
.

X est dit extension q-convexe généralisée, respectivement q-concave généralisée, de D si :

1) D rencontre toutes les composantes connexes de X .

2) Il existe une application ρ : [0, +∞[×U → R, où U est un voisinage de X rD telle que :

a) Pour tout t ∈ [0, +∞[, ρ(t ,·) est (q + 1)-convexe, respectivement (q + 1)-concave.

b) Pour tout z ∈ U , ρ(·,z) est une fonction décroissante.

c) L’application t ֏ ρ(t ,·) est continue de [0, +∞[ dans C
∞(U ,R).

d) D ∩U = {z ∈ U | ρ(0,z) < 0} et pour tout t > 0, {z ∈ U | ρ(t ,z) < 0} ∩ {D est

relativement compact dans X .
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Soit G un domaine de X . Supposons que G est une extension q-concave généralisée de D,

1 6 q 6 n − 1. On a d’après [9] les résultats suivants : l’application induite par restriction

S : H 0,r
∞ (G) → H 0,r

∞ (D) est un isomorphisme pour 0 6 r 6 q − 1, (théorème 1.1.3).

S : H
0,q
∞ (G) → H

0,q
∞ (D) est injective pour 1 6 q 6 n − 1, (théorème 1.1.4).

De plus, pour tout domaine Ω de X , l’application naturelle de H 0,r
∞ (Ω) → H 0,rour(Ω),

0 6 r 6 n, est un isomorphisme appelé isomorphisme de Dolbeault. On en déduit l’équivalent

pour les courants de l’invariance de la cohomologie pour les extensions q-concaves suivant :

l’application induite par restriction

S
′ : H 0,rour(G) → H 0,rour(D) est un isomorphisme pour 0 6 r 6 q − 1 ,

S
′ : H

0,qour(G) → H
0,qour(D) est injective.

Dans le cas convexe, on a l’analogue suivant du lemme 1.1.2 de [9].

L III.2. — Soit ρ : [0, +∞[×X → R une application vérifiant les propriétés suivantes :

a) Pour tout t ∈ [0, +∞[, ρ(t ,·) est (q + 1)-convexe.

b) Pour tout z ∈ X , ρ(·,z) est une fonction décroissante.

c) L’application t ֏ ρ(t ,·) est continue de [0, +∞[ dans C
∞(X ,R).

d) ρ n’a pas de point critique dégénéré.

Posons Dα = {z ∈ X | ρ(α,z) < 0} pour tout α ∈ R et on suppose qu’il existe α0 tel que

α < α0, α′ < α0, α′ < α et Dα r D
′

α, est relativement compact dans X . Il existe alors un réel

ε > 0 tel que pour tout α,β vérifiant 0 6 α 6 β 6 ε, il existe un nombre fini de domaines

(Ai)
N
i=0 tels que : Dα = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ AN = Dβ et pour tout j, 1 6 j 6 N , A j se déduit de

A j−1 à l’aide d’un élément d’extension q-convexe de X .

Démonstration. — Elle est identique à celle de [9], on définit Ak par

Ak =

{
z ∈ X | ρ(α,z) −

(
ρ(β,z) − ρ(α,z)

) kX
j=1

χj < 0
}

où χj est comme dans la démonstration du lemme 12.3 de [6].

En utilisant le lemme III.2, le lemme 12.4 de [6] et en procédant comme dans le paragraphe

12 de [6], on a

T III.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, q un entier,

0 6 q 6 n−1 et D un domaine de X . On suppose que X est une extension q-convexe généralisée

de D. Alors l’application induite par restriction :

S : H 0,r
∞ (X ) -→ H 0,r

∞ (D) est un isomorphisme si r > n − q
et

S : H 0,n−q
∞ (X ) -→ H 0,n−q

∞ (D), est surjective.

Si D est relativement compact, alors S : H 0,n−q
∞ (X ) → H 0,n−q

∞ (D), est en plus injective.
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Dans le cas compact le théorème III.3 correspond au théorème 12.14 de [6].

T III.4. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, D un do-

maine à bord C
∞ de X . Supposons que :

a) bD est strictement q-concave, 1 6 q 6 n − 1, alors l’application induite par restriction

Š : Ȟ 0,r
(D) -→ H 0,rour(D) est un isomorphisme pour 0 6 r 6 q − 1

et
Š : Ȟ 0,q

(D) -→ H 0,qour(D) est injective.

b) bD est strictement q-convexe, 1 6 q 6 n − 1, l’application induite par restriction

Š : Ȟ 0,r
(D) -→ H 0,rour(D) est un isomorphisme si r > n − q

et
Š : Ȟ 0,n−q

(D) -→ H 0,n−qour (D), est surjective.

Si de plus D est relativement compact, on a : Š : Ȟ 0,n−q(D) -→ H
0,n−qour (D) qui est en plus

injective.

Démonstration.

a) Soient ρ une fonction définissante de D et(Kν)ν∈N une suite exhaustive de compacts de X .

Considérons une fonction χ1 ∈ D(X ) à support dans
◦

K 2 qui vaut 1 dans K1. Il existe t1 > 0 tel

que ρ1 = ρ − t1χ1 soit (q + 1)-concave dans un voisinage de {ρ1 = 0}.

Posons D1 = D∪{ρ1 < 0}. D1 est un domaine de X à bord C
∞ strictement q-concave. D1r

D = {0 6 ρ < t1χ1} est relativement compact et D1 est une extension q-concave généralisée

de D.

Soit χ2 ∈ D(X ) à support dans
◦

K 3 qui vaut 1 dans K2. Il existe t2 > 0 tel que ρ2 = ρ1 − t2χ2

soit (q + 1)-concave dans un voisinage de {ρ2 = 0}. D2 = D1∪{ρ2 < 0} est un domaine à bord

C
∞ strictement q-concave, D2 rD1 = {0 6 ρ1 < t2χ2} est relativement compact et D2 est une

extension q-concave généralisée de D1. On construit ainsi une suite de domaines (Dν)ν∈N avec

D0 = D, Dν ⊂ Dν+1, Dν+1 r Dν est relativement compact et Dν+1 est une extension q-concave

généralisée de Dν · D̃ =
⋃
ν∈N

Dν ⊃ D et est une extension q-concave généralisée de D.

• Surjectivité de Š : Ȟ 0,r(D) → H 0,rour(D), 0 6 r 6 q − 1.

Nous voulons montrer que pour tout [T ] ∈ H 0,rour(D), il existe [Ť ] ∈ Ȟ 0,r(D) tel que

Š [Ť ] = [T ]. Si 1 6 r 6 q − 1, cela revient à montrer qu’il existe Ť un courant ∂-fermé sur D,

prolongeable et θ un (0,r − 1) courant dans D tels que :

Ť = T + ∂θ dans D .

De la surjectivité de l’application S
′ : H 0,rour(D̃) → H 0,rour(D), 0 6 r 6 q−1, il existe un courant

T ′ défini dans D̃, ∂-fermé et θ′ un (0,r − 1) courant dans D tels que :

T ′
− T = ∂θ′ dans D pour 1 6 r 6 q − 1 .
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Il suffit de choisir Ť = T ′∣∣D
d’où la surjectivité de Š pour 1 6 r 6 q − 1. De même

S
′ : H 0,0our(D̃) -→ H 0,0our(D)∥∥∥

∥∥∥ est surjective,

O (D̃) O (D)

où O (D) désigne l’espace des fonctions holomorphes dans D. Si T ∈ O (D), T est la restriction

d’une fonction holomorphe T ′ définie dans D̃. On pose là aussi Ť = T ′∣∣D
.

Ainsi Š : Ȟ 0,r(D) → H 0,rour(D) est surjective pour 0 6 r 6 q − 1.

• Injectivité de Š : Ȟ 0,r(D) → H 0,rour(D), 0 6 r 6 q.

Pour r = 0, Š : Ȟ 0,0(D) → O (D).Soit [Ť ] ∈ Ȟ 0,0(D) tel que Š [Ť ] = 0 dans D · Ť∣∣D = 0 et

est un courant prolongeable. Ť appartient au dual topologique de D
n,n(D). Soitϕ ∈ D

n,n(D),

il existe une suite (ϕj) j∈N ∈ D
n,n(D) qui converge versϕ dans D

n,n(D).

〈Ť ,ϕ〉 = lim
j→0
〈Ť ,ϕj〉 = 0 car Ť∣∣D = 0 .

Ainsi 〈Ť ,ϕ〉 = 0 pour toute ϕ ∈ D
n,n(D), d’où Ť = 0. Donc Š : Ȟ 0,0(D) → H 0,0our(D) est

injective.

Pour montrer l’injectivité de Š : Ȟ 0,r(D) → H 0,rour(D) pour 1 6 r 6 q, nous avons besoin

de deux lemmes.

L III.5. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine

à bord C
∞ strictement q-concave. Pour tout ξ ∈ bD, il existe un voisinage θ de ξ, tel que pour

tout domaine D1 à bord C
∞ suffisamment proche de D au sens de la topologie C

2 et pour tout

Ť ∈ Ď′0,r
D1
(X )∩ ker ∂, ∂-exact dans D1, avec 1 6 r 6 q, il existe un courant S ∈ Ď

′0,r−1(D1 ∩θ)

tel que ∂S = Ť dans D1 ∩ θ.

Avant de faire la démonstration du lemme donnons d’abord une définition.

D III.6. — Un domaine local q-concave dans Cn (1 6 q 6 n − 1), cf. [11], est un

triplet [U ,D,ρ] qui vérifie les propriétés suivantes :

i) U ⊂⊂ Cn est un ouvert convexe.

ii) ρ est une fonction réelle de classe C
∞ définie dans un voisinage de U qui est strictement

convexe par rapport aux (q + 1) premières coordonnées z1 · · · zq+1 de z ∈ U .

iii) {ρ < 0} ≠ ∅ et {ρ < 1} ⊂⊂ U .

iv) D = {0 < ρ < 1} et dρ(z) ≠ 0 pour tout z ∈ bD.

v) ρ est strictement convexe sur un voisinage de {ρ > 1}.

Démonstration du lemme. — Puisque D est à bord strictement q-concave, pour tout 1 6
r 6 q, D est aussi à bord strictement r-concave. Il suffit de faire la démonstration pour q.
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D’après le lemme 2.1.4 de [11], il existe un système de coordonnées (W ,h) autour de ξ, un

domaine local q-concave [U ,D̃,ρ] tels que :

a) h(W ) = U , {ρ < 0} ⊂ h(W ∩ {ϕ < 0}) oùϕ est une fonction définissante de X r D1.

b) Il existe un voisinage V ⊂ U de h(ξ) pour lequel on a V ∩ {ρ < 0} = h(W ∩ {ϕ < 0}).

Posons ρ̃ = ρ ◦ h, ∆ = {0 < ρ̃ < 1} = h−1(D̃) vérifie les hypothèses du théorème II.2.4.

Posons S0 = {ρ̃ = 0} le bord intérieur de ∆ et S1 = {ρ̃ = 1} le bord extérieur de ∆. Soient

Ω = {ρ̃ < 1} et V1 ⊂⊂ V2 ⊂⊂ V3 ⊂⊂ V4 ⊂⊂ V5 des voisinages dansΩ de ξ tels que V5 ∩ {D1 ⊂⊂

{ρ̃ < 0}. Considérons une fonction χ de classe C
∞ à support compact dans Ω, à valeurs dans

[0,1] qui vaut 1 dans V3 r V 2 et 0 dans V5 r (V4 r V 1). Pour ε suffisamment petit, ρ̃ − εχ est

(q + 1)-convexe dans un voisinage de S0 et ρ̃ − εχ = ρ dans un voisinage de S1.

∆′ = {0 < ρ̃ − εχ < 1} ⊂ ∆ vérifie encore les hypothèses du théorème II.2.4.

Puisque Ť ∈ Ď
′0,q
D1
(X ) ∩ ker ∂ et Ť est ∂-exacte dans D1, il existe un courant γ défini dans

D1 tel que Ť = ∂γ dans D1. Soient D2 ⊂ D1 un domaine de X et χ1 une fonction de classe C
∞

à support dans D1 qui vaut 1 dans D2. Posons T̃ = Ť − ∂(χ1γ). T̃ est un (0,q) courant défini

sur D1 prolongeable, ∂-fermé et à support dans D1 r D2. Choisissons D2 suffisamment proche

de D1 de sorte que (D1 r D2) ∩ ∆
′ ait deux composantes connexes.

T ′
=




T̃ sur ∆′ ∩ D1 ∩ V3

0 sur ∆′ r (D1 ∩ V2)

est un (0,q) courant défini sur∆′, nul au voisinage de S1, prolongeable àΩ et ∂-fermé.

Si q 6 n − 2, d’après le théorème II.2.4, il existe un courant w défini dans∆′ prolongeable

àΩ tel que T ′
= ∂w dans ∆′.

Si q = n − 1, posons S′0 = {ρ̃ − εχ = 0}. D’après le théorème II.2.4, ii),

∂Ď
′0,n−2
∆′

(Ω) =
{

T ∈ Ď
′0,n−1
∆′

(Ω) | 〈T ,ϕ〉 = 0, ∀ϕ ∈ D
n,1
(∆

′
∪ S′0) ∩ ker ∂

}
.

Donc pour montrer que T ′ ∈ ∂Ď
′0,n−2
∆′

(Ω), il suffit de montrer que 〈T ′,ϕ〉 = 0 pour toute

ϕ ∈ D
n,1(∆′ ∪ S′0) ∩ ker ∂.

Considérons T0 une extension de T ′ à Ω. Puisque T ′ est nul au voisinage de S1, T0 est à

support compact dans Ω. Il appartient au dual des formes différentielles de classe C
∞ sur Ω.

Puisque T ′ est ∂-fermé dans ∆′, on a ∂T0 qui est à support dansΩ r ∆′. ∂T0 est d’ordre fini ℓ.

Soitϕ ∈ D
n,1(∆′∪S′0)∩ker ∂,ϕ ∈ D

n,1(Ω)∩ker ∂ etΩ est complètement strictement (n−1)-

convexe. Donc il existe α ∈ D
n,0(Ω) telle que ϕ = ∂α où α∣∣Ωr∆′ est une n-forme C

∞ dans

Ωr ∆′, holomorphe dansΩr ∆
′
. PuisqueΩ est une extension q-convexe deΩr ∆

′
, il existe

une suite (αj) j∈N de n-formes holomorphes définies dans Ω qui converge pour la topologie

C
ℓ vers α dansΩr ∆′.

|〈T ′,ϕ〉| = |〈T0,ϕ〉| = |〈∂T0,α − αj〉| 6 C |α − α j |ℓ,Ωr∆′
pour tout j ∈ N. D’où 〈T ′,ϕ〉 = 0 pour toute ϕ ∈ D

n,1(∆′ ∪ S′0) ∩ ker ∂. Il existe donc

w ∈ Ď
′0,n−2
∆′

(Ω) tel que ∂w = T ′ dans ∆′. On pose θ = V1. Pour tout q, 1 6 q 6 n − 1,

Ť = ∂(χγ + w) dans D1 ∩ θ et χγ + w est un courant prolongeable défini sur D1 ∩ θ.
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L III.7. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine

à bord C
∞ strictement q-concave (1 6 q 6 n−1). Soient Ť un (0,r) courant, 1 6 r 6 q, ∂-exact

dans D, prolongeable et S un compact de bD. Il existe un courant v1 défini sur D, prolongeable,

un courant T1 défini dans D ∪WS , ∂-fermé, où WS est un voisinage de S dans X tels que :

Ť = ∂v1 + T1 dans D .

Démonstration du lemme. — Soit Γ un fermé de S. On dit que Γ satisfait à la condition E x,

s’il existe U ∈ Ď
′0,r−1
D (X ) tel que Ť − ∂U admet une extension ∂-fermée à D ∪WΓ, où WΓ est

un voisinage de Γ dans X .

Notons que d’après le lemme III.5, si ξ ∈ bD, il existe Γ ⊂ bD tel que Γ satisfait à la condition

E x. En effet, soit Γ ⊂⊂ θ ∩ bD, où θ est comme dans le lemme III.5. Si χ1 est une fonction C
∞

sur V2 à support compact qui vaut 1 dans un voisinage de θ, U = χγ + χ1w est un courant

défini dans D qui est prolongeable. Ť − ∂U admet une extension ∂-fermée à D ∪ θ.

Pour faire la démonstration du lemme, il suffit de montrer que S satisfait à la condition E x.

Puisque S est compact, il suffit de montrer que pour tout ξ ∈ bD, il existeΛ un voisinage de ξ

dans X tel que si Γ ⊂ S satisfait à la condition E x, alors Γ∪ (Λ∩ S) satisfait aussi à la condition

E x.

Fixons ξ ∈ S et choisissons deux voisinages Λ et θ de ξ, Λ ⊂⊂ θ, où θ est comme dans le

lemme III.5. Soit Γ ⊂ S qui vérifie la condition E x. Il existe v un courant prolongeable défini

sur D, un voisinage WΓ de Γ dans X tels que Ť − ∂v admet une extension T̃ , ∂-fermée dans

D ∪ WΓ. On choisit D1 suffisamment proche de D au sens du lemme III.5 tel que D ⊂ D1,

Γ ⊂⊂ D1 ⊂⊂ D ∪ WΓ. D’après le lemme III.5, il existe w un courant prolongeable défini sur

D1 ∩ θ tel que T̃ = ∂w dans D1 ∩ θ.

Soit χ ∈ D(X ) à support dans θ et χ ≡ 1 dans un voisinage U
Λ

de Λ. Posons U = v + χw

sur D. U est un courant prolongeable, Ť − ∂U est nul dans un voisinage UΛ de Λ. Ť − ∂U =

(Ť − ∂v) − ∂(χw) admet un prolongement ∂-fermé dans un voisinage D1 ∪UΛ de Γ ∪ Λ.

Comme conséquence du lemme III.7, nous allons montrer que si sous les hypothèses du

lemme III.7, il existe un domaine D1 de X à bord C
∞ strictement q-concave tel que : D ∪ S ⊂

D1 ⊂ D ∪WS et D1 est une extension q-concave généralisée de D, alors il existe un courant U1

défini dans D1 tel que Ť = ∂U1 dans D.

D’après le lemme III.7, il existe un courant U défini sur D prolongeable tel que Ť −∂U = T̃

dans D où T̃ est un courant ∂-fermé défini dans D ∪ WS . T̃∣∣D1
∈ Z 0,rour(D1) et puisque par

hypothèses Ť = ∂ψ dans D, T̃ = ∂(ψ − U ) dans D. Donc T̃ représente la classe nulle dans

H 0,rour(D). De l’injectivité de l’application induite par restriction S
′ : H 0,rour(D1) → H 0,rour(D),

0 6 r 6 q, on déduit que T̃ représente la classe nulle dans H 0,rour(D1). Il existe ψ̃ un courant

dans D1 tel que T̃ = ∂ψ̃. Ainsi Ť = ∂(U + ψ̃∣∣D). Il suffit de poser u1 = ũ + ψ̃, où ũ est une

extension de U à D1.

Fin de la démonstration de la partie a) du théorème. — Soit [Ť ] ∈ Ȟ 0,r(D) tel que Š [Ť ] =

0 dans H 0,rour(D). Pour montrer l’injectivité de Š : Ȟ 0,r(D) → H 0,rour(D), 1 6 r 6 q, on va

construire une suite (D j ,T j) j∈N, où D j est un domaine de X tel que D j+1 ⊃ D j , D j+1 est une
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extension q-concave généralisée de D j , D j+1rD j est relativement compact, D̃ =
⋃

j∈N
D j ⊃ D

et T j est un courant défini sur D j , prolongeable, ∂-exact dans D j tel que T j+1 = T j dans D j .

Supposons que la suite (D j ,T j) j∈N construite. T̃ = lim
j

T j est un courant défini dans D̃,

∂-fermé et T̃ = Ť dans D. Puisque par hypothèses Ť est ∂-exact dans D, T̃ représente la classe

nulle dans H 0,rour(D). Par invariance de la cohomologie pour les extensions q-concaves généra-

lisées, T̃ représente la classe nulle dans H 0,rour(D̃). Il existe donc un courant ψ̃ défini dans D̃ tel

que T̃ = ∂ψ̃ dans D̃. Ť = ∂(ψ̃∣∣D), d’où [Ť ] = 0 dans Ȟ 0,r(D) pour 0 6 r 6 q.

Construction de la suite (D j ,T j) j∈N. Considérons une suite exhaustive (S j) j∈N∗ de com-

pacts de bD. Posons D0 = D et T0 = Ť . Supposons (Dk ,Tk) construit pour k 6 j , D j est un

domaine à bord C
∞ strictement q-concave. T j est un courant défini sur D j , prolongeable à

travers bD j et ∂-exact dans D j . Soit S′j+1 un compact de bD j tel que :

bD j r S′j+1 = bD r S j+1 .

D’après le lemme III.7 appliqué à S′j+1, D j et T j , il existe un courant v j+1 défini dans D j pro-

longeable, un courant T ′
j défini dans D j ∪WS′j+1

(où WS′j+1
est un voisinage dans X de S′j+1),

∂-fermé tels que T j = ∂v j+1 + T ′
j dans D j . Considérons D j+1 et D′

j+1 deux domaines de X , ob-

tenus par une déformation C 2 de la fonction définissante de D j . Supposons que D j+1 et D′
j+1

vérifient : D j ∪ S′j+1 ⊂ D j+1 ⊂ D′
j+1 ⊂ D j ∪WS′j+1

, D′
j+1 est une extension q-concave généra-

lisée de D j+1, D j+1 est une extension q-concave généralisée de D j , D′
j+1 r D j+1 et D j+1 r D j

sont relativement compacts.

T ′
j|D′j+1

∈ Z 0,rour(D′
j+1). Puisque T j = ∂ψj dans D j , T ′

j = ∂(ψj − v j+1) dans D j . T ′
j repré-

sente la classe nulle dans H 0,rour(D j) d’où T ′
j représente la classe nulle dans H 0,rour(D′

j+1) ([9],

théorème (1-1-3) et l’isomorphisme de Dolbeault). Il existe un courant v′j dans D′
j+1 tel que

T ′
j = ∂v′j dans D′

j+1. On pose T j+1 = ∂((v′j + v′j+1)
∣∣D j+1

) où v′j+1 est une extension de v j+1 à

D′
j+1 ce qui donne (D j+1,T j+1) avec les propriétés requises.

Démonstration de b). — C’est une répétition de la démarche de la démonstration de la

partie a) ; du théorème III.3 et de l’isomorphisme de Dolbeault, on a une version courant du

théorème III.3 d’où l’on déduit la surjectivité de Š : Ȟ 0,r(D) → H 0,rour(D), n − q 6 r 6 n.

Pour l’injectivité de Š : Ȟ 0,r(D) → H 0,rour(D), r > n − q, respectivement r > n − q si D est

relativement compact, on remplace le lemme III.5 par le lemme suivant :

L III.8. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine

de X à bord C
∞ strictement q-convexe. Soit Ť un courant sur D, prolongeable et ∂-exact dans D.

Pour tout ξ ∈ bD, il existe un voisinage θ de ξ dans X , un courant Ǔ sur θ∩D, prolongeable tel

que Ť = ∂Ǔ dans θ ∩ D.

Démonstration du lemme. — Puisque bD est strictement q-convexe, D est localement bi-

holomorphe à un domaine linéairement q-convexe. Pour tout ξ ∈ bD, on choisit un ou-

vert de coordonnées (U ,h) autour de ξ, où U est biholomorphe à un convexe de Cn. U ∩ D
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est un domaine complètement strictement q-convexe. Par les fonctions maxβ de [6], on peut

construire un domaine D1 ⊂ U ∩ D, complètement strictement q-convexe à bord C
∞ tel que

ξ ∈ bD1. Ť∣∣D1
est un courant prolongeable, ∂-fermé. D’après le théorème 4.1 de [18], il existe

Ǔ un courant prolongeable sur D1 solution de ∂S = Ť dans D1. Il suffit de choisir θ tel que

θ ∩ D ⊂ D1.

Dans le cas des formes différentielles on a la relation suivante entre H 0,r
∞ (D) et H 0,r

∞ (D) :

T III.9. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un do-

maine de X à bord C
∞. Supposons que :

a) bD est strictement q-concave, alors l’application induite par restriction :

S : H 0,r
∞ (D) -→ H 0,r

∞ (D) est un isomorphisme si 0 6 r 6 q − 1
et

S : H 0,q
∞ (D) -→ H 0,q

∞ (D) est injective.

b) Si bD est strictement q-convexe, alors l’application induite par restriction

S : H 0,r
∞ (D) -→ H 0,r

∞ (D) est un isomorphisme si n − q < r 6 n
et

S : H 0,n−q
∞ (D) -→ H 0,n−q

∞ (D) est surjective.

Démonstration. — C’est une répétition de la démonstration du théorème III.4. Pour l’in-

jectivité de S : H 0,r
∞ (D) → H 0,r

∞ (D), 1 6 r 6 q dans a) on utilise le lemme 3.2 de [11]. Pour

l’injectivité de S : H 0,r
∞ (D) → H 0,r

∞ (D), n−q < r 6 n dans b), on remplace dans le lemme III.8

le courant Ť par une forme différentielle f ∈ Z 0,r
∞ (D), ∂-exacte dans D et le théorème 4.1

de [18] par le théorème 2 de [13].

C III.10. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un do-

maine de X à bord C
∞. Supposons que :

a) bD est strictement q-concave. Alors l’application naturelle de :

H 0,r
∞ (D) -→ Ȟ 0,r

(D) est un isomorphisme si 0 6 r 6 q − 1
et

H 0,q
∞ (D) -→ Ȟ 0,q

(D) est injective.

b) bD est strictement q-convexe. Alors l’application naturelle de :

H 0,r
∞ (D) -→ Ȟ 0,r

(D) est un isomorphisme si r > n − q
et

H 0,n−q
∞ (D) -→ Ȟ 0,n−q

(D) est surjective.

Démonstration.

a) C’est une conséquence de l’isomorphisme de Dolbeault et des théorèmes III.4, a), et III.9,

a). Pour r = q on a le diagramme commutatif suivant :

Ȟ 0,q(D) ֒-→ H 0,qour(D)
x

xo
H

0,q
∞ (D) ֒-→ H

0,q
∞ (D) .
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D’où H
0,q
∞ (D) → Ȟ 0,q(D) est injective.

b) C’est une conséquence de l’isomorphisme de Dolbeault et des théorèmes III.4, b) et III.9,

b). Pour r = n− q, D̃ un voisinage de D qui est en plus une extension q-convexe généralisée de

D, on a d’après le lemme 3 de [7], la surjectivité de l’application restriction de : H
0,n−q
∞ (D̃) →

H
0,n−q
∞ (D). Du diagramme commutatif suivant :

H
0,n−q
∞ (D̃) -→p H

0,n−q
∞ (D)

yo y

H
0,n−qour (D̃) -→p Ȟ 0,n−q(D) ,

on a la surjectivité de l’application naturelle de : H
0,n−q
∞ (D) -→ Ȟ 0,n−q(D).





C IV

Applications

A. Application à l’étude de l’isomorphisme de Dolbeault

dans les hypersurfaces réelles

Nous allons utiliser dans cette partie les relations entre la ∂-cohomologie et la ∂b-

cohomologie établies par [1], [2] pour les formes différentielles et [16], [2] pour les courants

afin d’étudier l’isomorphisme de Dolbeault dans les hypersurfaces réelles. On sait que l’appli-

cation naturelle de H 0,r
∞ (X ) → H 0,rour(X ) est un isomorphisme appelé isomorphisme de Dol-

beault. Si S est une hypersurface réelle, nous allons nous intéresser à l’application naturelle

de H 0,r
∞ (S) → H 0,rour(S), où H 0,r

∞ (S), respectivement H 0,rour(S), est le (0,r)-ième groupe de ∂b-

cohomologie des formes différentielles C
∞ définies sur S, respectivement des courants définis

sur S.

T IV.A.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et S une hy-

persurface réelle de classe C
∞ de X . Si la forme de Lévi de S admet en chaque point de S ;

i) q valeurs propres de même signe, q > n+1
2 , l’application naturelle de

H 0,r
∞ (S) -→ H 0,rour(S) est surjective si n − q 6 r 6 q − 1

et
H 0,r
∞ (S) -→ H 0,rour(S) est injective si n − q + 1 6 r 6 q.

ii) q paires de valeurs propres de signe contraire, 1 6 q 6 n−1
2 , l’application naturelle de :

H 0,r
∞ (S) -→ H 0,rour(S) est un isomorphisme si 0 6 r 6 q − 1 et

n − q + 1 6 r 6 n − 1,

H 0,q
∞ (S) -→ H 0,qour(S) est injective

et
H 0,n−q
∞ (S) -→ H 0,n−qour (S) est surjective.

Remarque. — Le cas ii) correspond au cas de la codimension 1 dans [12].

Démonstration. — Quitte à restreindre X , on peut supposer que S partage X en deux com-

posantes connexes X + et X −.
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i) On peut supposer sans perte de généralité que X − se situe du côté concave de S. D’après

le corollaire III.10, a), l’application naturelle de :

H 0,r
∞ (X

−
) -→ Ȟ 0,r

(X −
) est un isomorphisme si 0 6 r 6 q − 1

et
H 0,q
∞ (X

−
)) -→ Ȟ 0,q

(X −
) est injective.

D’après le corollaire III.10, b), l’application naturelle de :

H 0,r
∞ (X

+
) -→ Ȟ 0,r

(X +
) est un isomorphisme si r > n − q

et
H 0,n−q

∞(X
+
)) -→ Ȟ 0,n−q

(X +
) est surjective.

On applique ces informations au diagramme commutatif :

-→ H 0,r
∞ (X ) -→ H 0,r

∞ (X
+
) ⊕ H 0,r

∞ (X
−
) -→ H 0,r

∞ (S) -→ H 0,r+1
∞ (X ) -→

ycr

yar

ybr

ycr+1

-→ H 0,rour(X ) -→ Ȟ 0,r(X +) ⊕ Ȟ 0,r(X −) -→ H 0,rour(S) -→ H 0,r+1our (X ) -→

-→ H 0,r+1(X
+
) ⊕ H 0,r+1

∞ (X
−
) -→ · · ·

yar+1

-→ Ȟ 0,r+1(X +) ⊕ Ȟ 0,r+1(X
−
) -→ · · ·

où les flèches verticales sont les applications naturelles.

Pour q − 1 > r > n − q + 1, ar , cr , cr+1 sont des isomorphismes et ar+1 injective. D’après

le lemme des quatre, br est un isomorphisme.

De même, pour r = q, aq est injective, cq et cq+1 sont des isomorphismes. Par le lemme des

quatre, bq est injective.

Pour r = n − q, cn−q , cn−q+1, an−q+1 sont des isomorphismes et an−q est surjective. bn−q

est surjective par le lemme des quatre.

ii) Si la forme de Lévi de S admet q paires de valeurs propres de signe contraire, alors

Š : Ȟ 0,r(X ±) -→ H 0,rour(X ±) est un isomorphisme pour 0 6 r 6 q − 1 et

n − q + 1 6 r 6 n ,

Š : Ȟ 0,q(X ±) -→ H
0,qour(X ±) est injective et

Š : Ȟ 0,n−q(X ±) -→ H
0,n−qour (X ±) est surjective.

De même

S : H 0,r
∞ (X

±
) -→ H 0,r

∞ (X ±) est un isomorphisme pour 0 6 r 6 q − 1 et

n − q + 1 6 r 6 n ,

S : H
0,q
∞ (X

±
) -→ H

0,q
∞ (X ±) est injective et

S : H
0,n−q
∞ (X

±
) -→ H

0,n−q
∞ (X ±) est surjective.
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Donc l’application naturelle de :

H 0,r
∞ (X

+
) ⊕ H 0,r

∞ (X
−
) -→ Ȟ 0,r

(X +
) ⊕ Ȟ 0,r

(X −
) est un isomorphisme pour 0 6 r 6 q − 1

et n − q + 1 6 r 6 n ,

H
0,q
∞ (X

+
) ⊕ H

0,q
∞ (X

−
) -→ Ȟ 0,q(X +) ⊕ Ȟ 0,q(X −) est injective et

H
0,n−q
∞ (X

+
) ⊕ H

0,n−q
∞ (X

−
) -→ Ȟ 0,n−q(X +) ⊕ Ȟ 0,n−q(X −) est surjective.

On conclut alors par l’utilisation du lemme des quatre comme dans i).

C IV.A.2. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et S une

hypersurface réelle de classe C
∞ de X . Supposons que pour tout z ∈ S, la forme de Lévi de S à

ℓ valeurs propres d’un même signe et q paires de valeurs propres de signes opposés avec q 6 ℓ.

Alors,

i) Si ℓ 6 n
2 , l’application naturelle de : H 0,r

∞ (S) -→ H 0,rour(S) est un isomorphisme pour

0 6 r 6 q − 1 et n − q + 1 6 r 6 n − 1, est injective si r = q et est surjective si r = n − q.

ii) Si ℓ =
n+1

2 , l’application naturelle de : H 0,r
∞ (S) -→ H 0,rour(S) est un isomorphisme pour

0 6 r 6 q − 1 et n − q + 1 6 r 6 n − 1, injective si r = q et ℓ, surjective si r = n − ℓ et n − q.

iii) Si ℓ > n
2 +1, l’application naturelle de : H 0,r

∞ (S) -→ H 0,rour(S) est un isomorphisme pour

0 6 r 6 q − 1, n − ℓ + 1 6 r 6 ℓ − 1 et n − q + 1 6 r 6 n − 1. Elle est injective si r = q et ℓ,

surjective si r = n − ℓ et n − q.

B. Annulation du r-ième groupe de cohomologie des formes différentielles

à valeurs dans le faisceau des fonctions holomorphes

qui ont une valeur au bord au sens des courants

Soient X une variété analytique complexe,Ω ⊂ X un domaine strictement pseudoconvexe

à bord C
∞.

On considère le faisceau sur X des courants prolongeables défini par la suite exacte :

0 -→ D
′0,r
X \Ω -→ D

′0,r
-→ Ď

′0,r
Ω
(X ) -→ 0 ,

où D
′0,r
X \Ω est le faisceau des courants de bidegré (0,r) à support dans X \Ω et D

′0,r le faisceau

des courants de bidegré (0,r) sur X .

Notons par Ď
′0,r
Ω

∣∣
Ω

le faisceau induit surΩ par Ď
′0,r
Ω
(X ). C’est un faisceau de E

Ω
-modules.

Notons aussi ǑΩ le faisceau surΩ des fonctions holomorphes surΩ possédant une trace au

sens des courants sur bΩ.

On a la proposition suivante :
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P IV.B.1. —
(
Ď
′0,r
Ω

∣∣
Ω,∂
)

est une résolution acyclique de ǑΩ et par conséquent :

H q
(Ω,ǑΩ) ≅

Ker (Γ(Ω,Ď′0,q
Ω

∣∣
Ω

∂
-→ Γ(Ω,Ď′0,q+1

Ω

∣∣
Ω
)
)Im (Γ(Ω,Ď

′0,q−1
Ω

∣∣
Ω

∂
-→ Γ(Ω,Ď

′0,q
Ω

∣∣
Ω
)
) .

Démonstration. — Nous avons à montrer que :

0 -→ ǑΩ -→ Ď
′0,0
Ω

∣∣
Ω

∂
-→· · ·

∂
-→ Ď

′0,n
Ω

∣∣
Ω -→ 0

est exacte.

Soit U un ouvert de X et T ∈ Ď
′0,0
Ω
(U ∩Ω) tel que ∂T = 0 sur U , d’après le théorème 3.5 du

chapitre III de [10], T est un courant défini sur U par une fonction holomorphe h. Puisque h est

prolongeable, alors h admet une valeur au bord au sens des courants d’après le lemme II.2.3,

donc h ∈ ǑΩ(U ∩ Ω). On a donc prouvé queKer (Ď′0,0
Ω

∣∣
Ω
-→ Ď

′0,1
Ω

∣∣
Ω

)
= ǑΩ .

Pour montrer l’exactitude du reste de la suite, on a besoin d’un lemme de Dolbeault.

Pour un ouvert V de Ω et T ∈ Ď
′0, j
Ω
(V ∩ Ω) tel que ∂T = 0 sur V , il existe U ⊂ V

tel que T
∣∣

U ,soit ∂-exact. Si V ∩ bΩ = ∅, c’est le lemme de Dolbeault classique, il suffit de

prendre pour U un ouvert complètement strictement pseudoconvexe contenu dans V . Pour V

tel que V ∩ bΩ ≠ ∅, puisqueΩ est strictement pseudoconvexe à bord C
∞, il existe un ouvert

U ⊂ V ∩Ω à bord lisse, complètement strictement pseudoconvexe tel que bU ∩bΩ ≠ ∅. T
∣∣

U

est ∂-exact d’après le théorème II.2.1.

Par conséquent, pour tout j , 1 6 j 6 nIm (Ď′0, j−1
Ω

∣∣
Ω

∂
-→ Ď

′0, j
Ω

∣∣
Ω

)
= Ker (Ď′0, j

Ω

∣∣
Ω

∂
-→ Ď

′0, j+1
Ω

∣∣
Ω

)
.

Ce qui donne l’exactitude de la suite.

L’isomorphisme

H q
(Ω,ǑΩ) ≅

Ker (Γ(Ω,Ď′0,q
Ω

∣∣
Ω

∂
-→ Γ(Ω,Ď′0,q+1

Ω

∣∣
Ω
)
)Im (Γ(Ω,Ď′0,q−1

Ω

∣∣
Ω

∂
-→ Γ(Ω,Ď′0,q

Ω

∣∣
Ω
)
) ;

résulte alors de la théorie classique de la cohomologie des faisceaux.

On peut déduire de cette proposition le corollaire suivant :

C IV.B.2. — Soit Ω un domaine complètement strictement pseudoconvexe à bord

lisse d’une variété analytique complexe X , alors pour tout r > 1

H r
((Ω,ǑΩ) = 0 .

Démonstration. — D’après le théorème II.2.1, on peut résoudre le ∂ pour les courants pro-

longeables surΩ. Donc Ker (Γ(Ω,Ď′0,r
Ω

∣∣
Ω

∂
-→ Γ(Ω,Ď′0,r+1

Ω

∣∣
Ω
)
)Im (Γ(Ω,Ď′0,r−1

Ω

∣∣
Ω

∂
-→ Γ(Ω,Ď′0,r

Ω

∣∣
Ω
)
) = 0

et H r(Ω,ǑΩ) = 0 grâce à la proposition IV.B.1.
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C. Application au ∂∂

Soit Ω un domaine strictement pseudoconvexe à bord C
∞ lisse d’une variété analytique

complexe X .

Soit I2 le faisceau défini surΩ de la manière suivante : pour V ⊂ Ω un ouvert, f ∈ Γ(V ,I2)

si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) f est une 2-forme différentielle sur V , d-fermée.

ii) f admet une valeur au bord γ( f ) sur V ′
= V ∩bΩ, pour tout V ⊂ Ω tel que V ∩bΩ ≠ ∅.

Soient I0 et I1 les faisceaux sur Ω définis comme suit : pour tout ouvert V ⊂ Ω et i = 0,1,

h ∈ Γ(V ,Ii), si h est une i-forme différentielle sur V telle que γ(h) et γ(dh) existent sur V ′
=

V ∩ bΩ pour V ∩ bΩ ≠ ∅.

Du lemme de Poincaré pour les formes différentielles d-fermée avec valeur au bord au sens

des courants (voir lemme 2 de [3]), la suite

0 ֓ C ֓ I0
d
-→ I1

d
-→ I2 -→ 0

est exacte.

Notons H 2(Ω,C) le deuxième groupe de cohomologie De Rham à valeur dans C, on a en

conséquence

H 2
(Ω,C) = H 2

(Ω,C) =
Γ(Ω,I2)

dΓ(Ω,I1)
.

Soit ρ la fonction définissante de Ω. Notons ( , ) une métrique hermitienne sur X , (il en

existe toujours dès que X est paracompacte). On suppose que ‖∂ρ‖2
=

1
2 sur bΩ.

E
p,q(X )désigne l’espace des (p,q)-formes différentielles de classe C

∞ sur X et E
p,q(bΩ) =

L(E p,q(X )) où L est l’opérateur restriction à bΩ, est l’espace des (p,q)-formes différentielles

de classe C
∞ sur bΩ. On note N

p,q
(bΩ) =

{
α ∈ E

p,q(bΩ) | α = ϕ ∧ ∂ρ sur bΩ
}

, q > 1 et

τp,q(bΩ) =
{
α ∈ E

p,q(bΩ) | (α,β) = 0, ∀β ∈ N
p,q(bΩ)

}
. Pour tout φ ∈ E

p,q(bΩ), on a la

décomposition

φ = N ⌋(∂ρ ∧φ) + ∂ρ ∧ (N ⌋φ) ,

où N est le champ de vecteurs dual à ∂ρ. Ainsi

E
p,q
(bΩ) = N

p,q
(bΩ)

⊕
τp,q

(bΩ) .

Notons N
p,q(bΩ) = {α ∈ E

p,q(bΩ) | α = ϕ ∧ ∂ρ sur bΩ}, p > 1 et τp,q(bΩ) = {α ∈

E
p,q(bΩ) | (α,β) = 0,∀β ∈ N

p,q(bΩ)}. On a aussi la décomposition suivante :

E
p,q
(bΩ) = N

p,q
(bΩ)

⊕
τp,q

(bΩ) .

τ : E
p,q(bΩ) → τp,q(bΩ) respectivement τ : E

p,q(bΩ) → τp,q(bΩ) désigne la seconde

projection. On a ∂b = τ ◦ ∂ et ∂b = τ ◦ ∂ et on pose

δb = (∂b + ∂b),
∗δb = (τ∂b + τ∂b), δ

c
b = i(∂b − ∂b) .
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Par calcul direct (cf. [4]),

ττ(∂∂h) = τ(∂b∂bh) + 2N (h)τ(∂b∂ρ)
et

−ττ(∂∂h) = τ(∂b∂bh) − 2N (h)τ(∂b∂ρ)

où N (h) = (∂h,∂ρ) et N (h) = (∂h,∂ρ).

On obtient en soustrayant les deux égalités

(##) 2iττ(∂∂h) +
∗ δbδ

c
bh = i2[N (h) + N (h)]τ(∂b∂ρ) .

Si ρ n’est pas Lévi-plat, on peut (cf. [4]) “diviser” (##) par iτ(∂b∂ρ). Pour obtenir des opérateurs

R : E
0,0(bΩ) → E

0,0(bΩ) et A : E
1,1(bΩ) → E

0,0(bΩ) tels que N (h) + N (h) = R(h) + A(∂∂h).

On définit un opérateur w : E
0,0(bΩ) → E

1,0(bΩ) par w(h) = ∂bh+
[

N (h)−N(h)
]
∂ρ+R(h)∂ρ

et B : E
1,1(bΩ) → E

1,1(bΩ) par B(h) = −τ(h) + ∂b
(

A(h)∂ρ
)

.

Si U est une solution avec une valeur au bord au sens des courants γ(U ) de ∂∂U = f sur

Ω, alors γ(U ) vérifie les conditions de compatibilité de bord pour le ∂∂.

w(γ(u)) = ∂u − A(∂∂u)∂ρ sur bΩ

∂b(w(γ(u)) = ∂b(∂u + A(∂∂u)∂ρ)

= τ(∂∂u) + ∂b(A(∂∂u)∂ρ)

= −τ( f ) + ∂b(A( f )∂ρ) = B( f ).

Nous avons comme dernière application la proposition suivante :

P IV.C.1. — SoitΩ ⊂⊂ X , un domaine complètement strictement pseudoconvexe

à bord C
∞ lisse d’une variété analytique complexe de dimension n tel que H 2(Ω,C) = 0. Si f est

une (1,1)-forme différentielle d-fermée surΩ avec une valeur au bord au sens des courants, on a

pour tout g ∈ D
′(bΩ) qui vérifie ∂bω(g) = B( f ), une fonction u ∈ C

∞(Ω) avec une valeur au

bord au sens des courants γ(u) qui vérifie



∂∂u = f sur Ω

γ(u) = g .

Démonstration. — Comme H 2(Ω,C) = 0 ; si f ∈ E
1,1(Ω) ∩Ker d , il existe h une 1-forme

différentielle surΩ avec valeurs au bord au sens des courants telle que

dh = f .

Sans perte de généralité, on peut supposer que h et f sont des formes différentielles réelles.

Donc, h = V + V où V est une (1,0)-forme différentielle et V son conjugué et

dh = dV + dV = ∂V + ∂V + ∂V + ∂V = f .

Puisque ∂V est une (2,0)-forme différentielle et ∂V une (0,2)-forme différentielle on a : ∂V =

∂V = 0 et par conséquent

∂V + ∂V = f .
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De plus V est une (0,1)-forme différentielle ∂-fermée avec une valeur au bord au sens des cou-

rants sur bΩ. D’après le Corollaire II.2.2, il existe donc une solution w avec valeur au bord au

sens des courants de l’équation ∂U = V .

On a donc ∂w = V d’où ∂w = V , ce qui implique

∂∂(w − w) = ∂∂w + ∂∂w = f .

Ainsi w −w est solution avec valeur au bord au sens des courants de ∂∂u = f .ω−ω vérifie la

condition de compatibilité du bord pour le ∂∂. Donc ∂bw(γ(ω −ω)) = B( f ).

On a ∂bω
(
γ(w − w) − g

)
= 0. Il existe (cf. proposition 3.6 de [5]) une fonction plurihar-

monique ℓ (c’est-à-dire telle que ∂∂ℓ = 0) qui a γ(w − w) − g pour valeur au bord au sens des

courants.

Posons u′ = w − w − ℓ, alors u′ vérifie



∂∂u′ = f

γ(u′) = g .
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