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Introduction

Ce travail concerne I'étude de 1'équation de Cauchy-Riemann pour les courants prolon-
geables. Soient X une variété analytique complexe, Q un domaine de X, le travail se situe dans
le cadre général de la recherche de I'existence de solution a 'équation 09U = f ol f est une
forme différentielle ou un courant sur Q. Ce probléme n’a pas toujours une solution. La coho-
mologie de Dolbeault mesure 1'obstruction a I'existence de solution pour le 3. On sait d’apres
I'isomorphisme de Dolbeault (cf. [10], théoréme (4.1), chapitre V, voir aussi [6]) que sur les do-
maines oi1 on sait résoudre le d pour les formes différentielles, on sait résoudre le d pour les cou-
rants. La littérature sur I'existence de solution au probéme du 9 est abondante et les méthodes
de résolution variées. On peut se référer a [6] pour la méthode L, et a [8] pour des résultats
par la théorie des représentations intégrales et quelques notes historiques ou des références
bibliographiques. Cependant méme si on parvient a résoudre le 0 (cf. [4], [6], [8], [13]), il se
pose encore des problemes d’existence de solutions définies jusqu’au bord pour une donnée
qui est une forme différentielle définie jusqu’au bord. Si 'application naturelle entre le groupe
de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles définies jusqu’au bord d’'un domaine
et celui des formes différentielles définies dans le domaine est un isomorphisme, les problemes
d’existence de solution et de solution définie jusqu’au bord sont équivalents. Les courants pro-
longeables sont pour les courants ce que sont les formes différentielles définies jusqu’au bord
sont pour les formes différentielles définies dans un domaine. Il est donc naturel et intéressant
de se demander si pour un courant prolongeable T, 3-fermé défini sur un domaine, il existe un
courant prolongeable U défini sur ce domaine solution de 90U = T. Ce travail est composé de
quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous définissons différentes notions préliminaires et rappelons
quelques résultats qui nous seront utiles par la suite. Le principal résultat étant la proposition 1
due a Martineau [15] et ol1 on a la dualité entre I'espace des courants prolongeables et I’espace
de certaines formes différentielles a support fixé.

Nous résolvons d’abord le 3 pour les formes différentielles a support fixé dans le chapitre II.
Comme conséquence de cette résolution a support fixé et de la dualité entre les formes a sup-
port fixé et les courants prolongeables, on a la résolution du 0 pour les courants prolongeables.
On montre ainsi, cf. théoreme II.1.1; sur une variété analytique complexe X de dimension 7 si
Q) est un domaine completement strictement g-convexe de X, 1 < g < n — 1, on sait résoudre
led pour les courants prolongeables de bidegré (0,r) avecl < n— q < r < n.Clestle cas
convexe.

Dans le cas concave, cf. théoréme I1.1.6, on montre que si X est une variété de Stein et Q un
domaine a bord € tels que X soit une extension g-convexe de X \ Q, alors on sait résoudre
led pour les courants prolongeables définis sur Q) de bidegré (0,r) avecl < r < getr < n—2.

Dans le chapitre III, on considére un domaine D d’'une variété analytique complexe de
dimension n. Notons H*" (D) le (0,7)-iéme groupe de cohomologie de Dolbeault pour les cou-
rants prolongeables définis sur D, Hg;r (D) respectivement Hg;r (D) le (0,r)-iéme groupe de
cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de classe @* sur D respectivement sur D.



On s'intéresse alors a la comparaison entre les groupes de cohomologie de
Dolbeault H%7 (D), Hg'r (D), Ho?;r (D). Nous montrons que si le bord de D est strictement g-
concave respectivement strictement g-convexe, 'application naturelle de H2" (D) — H®" (D)
est un isomorphismesi 0 < r < g — 1, respectivement r > n — g et Ho’q(ﬁ) — FIO'q(D) est
injective respectivement HB;”*‘?(B) - HY%"=9(D) est surjective.

La premiere application du quatrieme chapitre concerne I'étude de I'isomorphisme de
Dolbeault dans le cas hypersurface réelle. Soit S une hypersurface réelle d'une variété ana-
lytique complexe X de dimension n. Notons Hoo’r(S) respectivement Hc'é’lfr(S) le (p,r)-ieme
groupe de d;,-cohomologie pour les formes différentielles de classe #* sur S respectivement
des courants. On s’intéresse a l'injectivité et a la surjectivité de 'application naturelle de
HoOo’r(S ) — HCO(;{Ur (S). On sait que 'application naturelle de HOOO’r(X ) — HCO(;{Ur (X) estun isomor-
phisme appelé isomorphisme de Dolbeault. Nous utilisons les résultats du chapitre III pour
montrer entre autres que sila forme de Lévi de S a g-valeurs propres de méme signe, I'appli-
cation naturelle de HY'(S) — HY%'.(S) est injectivesin — g+ 1 < r < q et est surjective si

n—-q < r< q- 1.Cetype de problemes a été étudié dans [7] et [12].

La deuxiéme application est une conséquence de la résolution du @ pour les courants pro-
longeables dans le cas convexe. Soit Q un domaine complétement strictement (n — 1)-convexe
a bord @~ d’une variété analytique complexe X de dimension n. Nous obtenons 'annula-
tion du r-iéme groupe de cohomologie des formes différentielles a valeurs dans le faisceau des
fonctions holomorphes définies sur €, qui ont une valeur au bord au sens des courants pour
r>1.

C’est par une application au probleme du 30 que nous terminons ce chapitre. Soit Q un do-
maine complétement strictement (n — 1)-convexe, a bord € d’une variété analytique com-
plexe X de dimension n. Nous montrons que 1'équation 30U = f, ou1 f est une (1,1)-forme
différentielle définie sur Q, d-fermée, avec valeur au bord au sens des courants admet une
fonction U définie sur Q qui a une valeur au bord au sens des courants comme solution. Ce
résultat a été obtenu par Barletta [3] dans le cas ot X = C".



CHAPITRE I

Préliminaires

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et QQ C X un domaine. Un cou-
rant T défini sur Q est dit prolongeable, si T est la restriction a Q d'un courant (non unique) T
défini dans X.

Notons P"(Q) respectivement 2”7 (Q), 'espace des ( p,r) formes différentielles de classe
@* a support compact dans Q respectivement dans Q. Si Q est relativement compact, 27" (Q)
est muni de la topologie de la convergence uniforme des formes différentielles et de toutes
leurs dérivées sur Q. Si Q n'est pas relativement compact, soit K un compact de Q, notons
@I’?r(ﬁ) le sous-espace de @P" (Q) des formes différentielles a support compact dans K.
@I’?’ r(ﬁ) est alors muni de la topologie de la convergence uniforme des formes différentielles et
de toutes leurs dérivées sur K. On met sur 277 (Q) = ng @I’?’ r (Q) la topologie d’espace vectoriel

localement convexe la plus fine qui rende continues toutes les inclusions
2" (Q) -~ @P"(Q), K compactde Q.

Ainsi une suite (¢ ;) jen d’éléments de 9P7(Q) converge vers 0 dans 2P (Q), s'il existe un
compact K de Q tel que pour tout j € N, @; € @]’;’r(ﬁ) et la suite (@ ;) jen tend vers 0 dans
9D I’? "(Q). Notons Q;z (X)) I'espace des courants de bidegré ( p,r) définis sur Q et prolongeables

aX.SiQ=Q,onadapres [15] la relation suivante entre @g’r(X) et 2P7(Q).

ProPposITION 1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Q un do-

maine de X tel queQ = Q. Lespace @' (X) est le dual topologique de 9"~ P~ (Q)).

Démonstration. — Soit T € @g’ ’r(X ), nous allons montrer que 7 admet une unique ex-

tension a 2" P T(Q). Posons D = X\Q, D = X\Q,puisque Q = Q. Soient Tj et T> deux
extensions de T a X. T} — T est un courant a support dans D. Soient f € @ P"7(Q) et
K C X un compact qui contient supp f, il existe une constante Cx et un entier k tels que:

K@ — T, )l <Ckl flegx, oul - gk désignelanormeClc sur K.

On va prouver qu’en fait (T} — T3, f)| < Ck| f|k,1m5’ car Ty — T, est a support dans D.
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Soit p la fonction définissante de D. Posons V; = {z € X | p(z) < %}, j € N¥
(V) jenx est une suite décroissante pour l'inclusion de domaines de X et (| V; = D. Asso-

J
cions a (Vj) jen* une suite ((pj) jeN* de fonctions de classe € sur X, a valeurs dans [0,1], a
supportdans V; quivaut 1 dans Vj;;. Comme T; — T, est a supportdans D et D C V; pour tout
jE€N* ona

KO -, ) =Ke (G - ), )] < Ckle;j flik, pourtout j € N*.

@ flek =1®j flexav; < T flkkav; carej = 0endehorsde Viet0 < @ < 1.

Donc {1y = T3, f)| < | flk,knv; pour tout j; ce quiimplique {1y — T, f)| < Ckl fli kD
car D = () V;. Mais | flexnp = Ocar f = 0 sur D, dout (T} — Tz, f) = 0 pour toute
J

f € @"P"T(Q).Donc Ty = T dans 2" P"~"(Q). On définit 'unique extension T de T
a g P (Q) par T = T | gn-pn-r (@) Ainsi Q;z (X)) c [@" P T(Q)] dual topologique de
Qn-Prr(Q). Soit T € [@" PT(Q)], T est un opérateur linéaire continu sur 2"~ P~ 7(Q)
sous-espace vectoriel de 2"~ P""~"(X'), muni de la topologie induite par celle de 2"~ P"*~"(X).
D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe un opérateur T : @ P17 (X) — C linéaire et
continu qui étend T. Donc T| p estun courant prolongeable et [@" P T(Q)] C Q;z T(x).0

REMARQUE2. — Pour ¢ € 2" P T (Q)et T € Q;z’r(X), (T,p) = lim (T,p;), ot
Jj—too

(@) jen est une suite de formes différentielles dans 2"~ P""""(Q) qui convergent vers @ dans
@n— p,n—r (ﬁ) .

Si Q est relativement compact, on a en plus cf. [15], la caractérisation suivante des courants
prolongeables définis sur Q.

THEOREME 3. — On a une équivalence entre les propriétés suivantes :
i) T estun courant prolongeable défini sur Q) ;

ii) Le courant défini sur X \bQ par T surQ et0 sur 0Q est prolongeable a X ;

iii) 1l existe une constante C > 0 et un entier m tels que: |[(T,p)| < C|(P|m§ pour toute
forme différentielle @ de classe €~ a support compact dansQ ;

iv) Il existe un mondéme de dérivation D et une forme différentielle continue g sur Q, restric-
tion d'une forme différentielle continue sur Q, telle que T = Dg sur Q).

DEFINITION 4. — Soit Q C X un domaine 4 bord €* et de fonction définissante p. Pour
€>0,posonsQ, = {z € Q| p(z) < —¢&} et e : bQ, — bQ un difféomorphisme qui tend vers
I'identité quand ¢ tend vers 0. On dit qu'une ( p,q)-forme différentielle ¢ de classe @~ sur Q
admet une trace ou valeur au bord au sens des courants notée y (), s’il existe un courant T de
bidegré ( p,q) défini sur bQ tel que:

lina 7 (@) A @ = (T,p), pour toute @ € D= (Pra=1(pq) |
=0 Jpo,
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On sait d’apres [14] qu'une forme différentielle qui a une valeur au bord au sens des courants
sur bQ, définit un courant prolongeable sur Q.

Nous allons maintenant donner quelques définitions pour préciser la situation géomé-
trique dans laquelle nous aurons a résoudre le 0.

DErINITION 5. — Une fonction p de classe @* sur X est dite g-convexe, 1 < g < n, sisa
forme de Lévi posséde au moins g-valeurs propres strictement positives; p est dite g-concave
si —p est g-convexe.

DEFINITION 6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Q CC X un
domaine relativement compact de X. Q est complétement strictement g-convexe, 0 < g <
n — 1, ¢'il existe une fonction (g + 1)-convexe ¢ définie dans un voisinage Ug de Q) telle que
Q= {z € Uy | ¢(z) < 0}. Sl existe une fonction @ (g + 1)-convexe dans un voisinage Ujq
du bord de Q, telle que Q N Upg = {z € Upq | p(z) < 0}, on dit alors que Q est strictement
g-convexe.

X est une extension g-convexe respectivement g-concavede Q,0 < g < n— 1, si:
i) Qrencontre toutes les composantes connexes de X.

ii) Il existe une fonction (g + 1)-convexe, respectivement (g + 1)-concave, @ définie sur un
voisinage U de X\Q telleque: QN U = {z € U | p(z) < 0} et pour toutréel ¢, 0 < & <

sup @(z) I'ensemble {z € U | 0 < @(z) < o} est compact.
zeU

Soit G O Q un domaine de X. G est une extension g-convexe respectivement g-concave
stricte de 2, si G est une extension g-convexe respectivement g-concave de Q, G\ est relative-
ment compact dans X et il existe une fonction (g+ 1)-convexe respectivement (g +1)-concave
@ : U — R ol U est un voisinage dans X de G\Q telleque QN U = {z € U | ¢(z) < 0} et
GNnU={zeU| p(z) <1}

REMARQUE 7. — Puisque si U est un voisinage de X \Q, U est aussi un voisinage du bord
de Q, alors si X est une extension g-convexe de Q, Q est strictement g-convexe.

DEFINITION 8. — Une configuration g-convexe de C” est la donnée d'un quadruplet
[U,p,p,D] vérifiant :

i) U estun convexe de C", @ : U — R est une fonction convexe de classe C? telle que
D, ={z € U | p(z) < 0} est non vide et relativement compact dans U.

ii) p: U — Restune fonction (g + 1)-convexe sans point critique.
iii) dp(z) A dp(z) += 0pourtoutz € U avec p(z) = p(z) = 0.
iv) D={ze U |p(z) <0,p(z) <0}letd =D =+ {ze€ U | p(z) <O0}.

Soient A;, A2, V des domaines de X. Le triplet [ A;,A2,V ] est dit élément d’extension g-
convexe,0 < g < n—1,si:

i) A € Ay,
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ii) A)\A; cc V cC X,

iii) 1l existe deux configurations g-convexes [Uj,pj,(pj,Dj], (j=12)deC"avecU = U =
Us et = @1 = @ telles qu'il existe une application biholomorphe % de U vers un voisinage
de V pourlaquelleona:

V=h({ze U | p(z) <0}) et VmAj=h(Dj) pour j=12.

Soient X une variété analytique complexe de dimension 7 et Q un domaine de X. Notons
HP"(Q) e ( p,r)-iéme groupe de cohomologie de Dolbeault des ( p,r) formes différentielles de
classe > définies dans Q. Nous terminons ce chapitre en rappelant quelques propriétés.

THEOREME 9 (12-14, 12-16, 15-11 et 16-1 de [6]). — Soient X une variété analytique com-
plexe de dimension n et Q) CC X un domaine relativement compact de X .

a) Si X est une extension g-convexede QQ (0 < q < n — 1), alors Uapplication induite par
restriction de HE'" (X) — HE' (Q) est un isomorphisme pourn — q < r < n.

b) Si X est une extension q-concave de X. Alors l'application induite par restriction de
of’r(X) — of’r(Q) est un isomorphisme pour0 < r < g—1let Hof’q(X) — o’f’q(Q) est
injective.

¢) Si Q est strictement q-convexe, alors dim HE'' (Q) < +oo pourn —q < r < n.
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Résolution du 0 avec conditions de support — Applications
aux courants prolongeables

Pour pouvoir résoudre le 9, nous devons mettre des hypotheses géométriques sur Q. Nous
allons nous situer : soit dans le cas ou Q2 est un domaine complétement strictement g-convexe,
cas que nous appelons cas convexe, soit dans le cas o1 Q est le complémentaire d'un domaine
compleétement strictement g-convexe ; c’est le cas concave.

1. Résolution du 9 avec conditions de support

1.1. Cas convexe

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Q un domaine de X. Notons
Hcp 4 (Q) le (p,q)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de clas-
se ¢ asupport compact dans Q et HZP9(Q) celui des formes différentielles de classe @ dans
Q.0Ona

TaEOREME IL.1.1. — Soient Q cC X, un domaine a bord €% lisse et q un entier tel que 0 <
g < n— 2. Onsuppose que

D HP"N(X)=0;

ii) PourtoutcompactK de X, il existe un ouvert D tel queQQU K CC D et l'application induite
par restriction : Ho’f’q(X\Q) - Ho’f’q(X\D) soit injective.

Alorssi f € @P9TN(Q) est 0-fermée, il existeg € DP9(Q) telle quedg = f surX.

,q+1

Démonstration. — Puisque H, (X) = 0, il existe une ( p,q)-forme différentielle ha sup-

port compact dans X, telle que 0h = f.

Soit K un compact qui contient le support de h, d’apres ’hypotheése ii) du théoreme, il
existe un ouvert D tel que Q U K cc D et 'application induite par restriction HY'9(X\Q) —
HY'9(X\D) soit injective.
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oh|x\q = 0, donc k|, q est o-fermée. De plus k| x,p = 0, donc k|, ;, appartient a la
classe nulle dans HZ'? (X\D).

Sig =0, h| x\q est holomorphe et s’annule en dehors du support de /. Donc hlx\q = 0
grace au principe du prolongement analytique. Si ¢ > 1, d’apres l'injectivité de I'application
restriction de HP7(x\Q) — HPY(Xx\D), h appartient a la classe nulle dans HPT(x\Q). 1l
existe alors 0 une ( p,g—1)-forme différentielle € sur X\Q telle que 00 = hsur X\Q. Soit
0 une extension > de 0 a X. Posons g=nh- 20. Alors g est une solution de 0U = f et
g€ aP1(Q). O

On peut déduire de ce théoréme le corollaire suivant:
CoroLLAIREIL.1.2. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Q) cC X
un domaine completement strictement (q + 1) -convexe, 0 < q < n — 2, a bord €% lisse alors

si f € @PT(Q) esto-fermée (0 < p < n), ilexisteg € DP"~1(Q) telle quedg = f sur X pour
1<r<qg+1.

Démonstration. — Soit p la fonction définissante de Q. Il existe un voisinage ouvert U de
Q pourlequel p : U — Rest (g +2)-convexe, dp(z) # 0size bQetQ={z€ U | p(z) <0}.
Pour ¢ > 0 assez petit Q' = {z € U | p(2) < €} estune extension (g + 1)-convexe de Q et
HP'(Q')y=0pourl1 < r< g+1et0< p< ni(ck [6], th. 12-7).

Pour K un compactde Q', Q U K cc Q. Il existe &y < ¢ tel que:
D={zeU|p(z) <&} D>DQUK

0O'\Q est alors une extension (g + 1)-concave stricte de Q'\D.

Del'invariance de la cohomologie pour les extensions (g + 1)-concaves, on a la restriction
de HY"(Q'\Q) — HEY"(Q'\D) qui est bijectivesi0 < p < n,1 < r < g, et en particulier elle
estinjective (cf. [6], th. 15-11 et 16-1).

Donc Q' vérifie les hypotheses de X dans le théoréme I1.1.1 ce qui donne le corollaire. [
Pour résoudre le 0 pour les courants prolongeables, on aura besoin de la caractérisation de
09P4(Q) suivante:
THEOREME I1.1.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, Q cC X un
domaine a bord €% lisse, p et q des entiers,0 < p < n,0 < g < n— 1. On suppose que:
i) HY P 4(x) est séparé.

ii) Pour tout compact K de X, il existe un domaine D tel que Q U K CC D et l'application
restriction Hof’q(X\Q) - Ho’f’q(X\D) est injective.

Alors
daPI(@) = | f € 271 Q) | / frg=0vgezl P l(x)l,
X

Démonstration. — A cause de I'hypothése i) la dualité de Serre implique que si
f e @PI(Q) vérifie fX f A g = 0 pour toute forme différentielle g € zimprnatlix) il
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existe h a support compact dans X telle que 9k = f sur X.Doncona: f € 09”9(X). D’ apres
le théoreme I1.1.1, il existe h € @P9(Q) telle que oh = f.D’olt {f e gPITI(Q) | Jx frg=
0} c 39”1,

1l est clair que 02P9(Q) c @P9t1(Q). Pour 0h € 09P9(Q) et g € Zh=Pn=d-1 %y ona
fX dhAg= fX 9(h A g) = 0 car h est a support compact. D’oit
3P c | f e 2PN Q) | / frg=0vgezl Pl (x)l,
X

O

REMARQUE II.1.4. — Lhypothése fx fArg=0Vge ngp’"qul(X) entraine 5f =0.En

effet
/5f/\h=/5(f/\h)i/f/\5h,
X X X

Jx 9(f Ah) =0car f estasupportcompactet [, f AOh=02 cause de I'hypothése. [xof A
h = 0 pour toute forme différentielle & de classe €~ sur X, d’ou1d f = 0.

On peut tirer du théoréme II.1.3 le corollaire suivant:

CoroLLAIRE I1.1.5. — Soit X une variété analytique complexe de dimension n, Q CC X un
domaine strictement q-convexe,0 < g < n— 1. Alorssi0 < r< qget0< p< n

3IPT@) = {f € 2”@ | / frg=0,vgeZi P X))
X

Démonstration. — Considérons Q" = Q U {z € U | p(z) < €} ol U est un voisinage de
bQ et p une fonction définissante (g + 1)-convexe de Q. Pour ¢ assez petit, Q' est une extension
strictement g-convexe de Q.

On a alors Hee "~ 9(Q)) de dimension finie (cf. [6], théoreme 12-16), d’ott Hey P~ 9(Q)
est séparé.

Puisque pour r < ¢, on a Q strictement g-convexe entraine () strictement r-convexe,
n—p,n—r
(o]

(Q') est séparé.
Pour K compactde Q', Q U K cc Q'. Tl existe 0 < &g < £ tel que

D=Qu{zeU/|plz) <&g}D>DQUK,

alors Q'\Q est une extension g¢-concave stricte de Q'\D et d’apres [11], th. 3-1,
HEPT(X\Q) — HP"(X\D) est injective. D’apres le théoreme 11.1.3, on a donc

3aP (@) = | f € 2PN Q) | / fnrg=0,vgezl P ()},
X
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1.2. Cas concave

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D CC X un domaine relative-
ment compact a bord #%. Posons Q = X \. DetQ = X \. D. Nous allons résoudre le d pour les
formes différentielles dans 277 (Q).

THEOREME I1.1.6. — Soient X une variété de Stein de dimension n, D CC X un domaine
relativement compact a bord €% de X tels que X soit une extension q-convexede D, 1 < q <
n — 1. Alors

i) sin—q+1<r<n-1032P"71Q) =2”"(Q) nKera.
ii) 0@P""1(Q) est fermé dans 2P (Q).

iii) sir=n-gqetq < n-2,so0it f € @P"9(Q) n Ker 9, alors pour tout ¢ > 0 et tout
£ €N, ilexisteg: € gP=a-1(x) fels que

oge=f et 18l p < €.

Démonstration.

i) Soit f € @PT(Q) nKerd, f € @P"(X) n Kerd. Puisque X est de Stein, il existe
he aP1(X)1 < r< n-1,telleque oh = f sur X. Comme X est une extension g-convexe
de D, D est strictement g-convexe dans une variété de Stein, donc completement strictement
g-convexe, cf. [6], théoreme 5.14. Puisque2 < n—g+1 < r,cest-a-direl < n—-g<r-1
etoh = 0sur D completement strictement g-convexe, il existe (cf. [13], théoreme 2) € une
(p,r — 2)-forme différentielle de classe @* sur D telle que 00 = h sur D. Soit 0 une extension
€* asupport compactdans X de 0, u = h — 30 convient.

ii) Pour montrer que 02P" 1 (Q) est fermé dans 27" (Q), il suffit de montrer que:

9P Q) = [ f € 9P(Q) | / f A g=0, pour toute (n — p)-forme g
X
holomorphe dans X} .

D’apres le théoréme de Stokes,

9P Q) c {f € 2P"(Q) | / f A g=0, pourtoute (n — p)-forme g
X
holomorphe dans X} .

Soit f € @P™(Q) telle que |, x [ A & = 0, pour toute (n — p)-forme holomorphe g dans
X. D’apres la proposition 20.2 de [6] et la régularité du 9, cf. [10], chapitre 5, corollaire 4.5,
il existe h € @P"1(X) telle que dh = f.On termine alors comme dans i). Par conséquent
fe 29P"1(Q), d’ot1 'inclusion dans 'autre sens, ce qui donne I'égalité.

iii) Si f € @P"9(Q) nKero, alors f € @P"9(X) n Kerd. Il existe h € @P""971(X)
telle que:
oh= f sur X.



1. Résolution du 0 avec conditions de support 17

oh=0surD =X~ Qethestune ( p,n— q— 1)-forme différentielle o-fermée sur D. On ne sait
pas résoudre 0U = h dans D.

Pour compléter iii) nous allons utiliser le lemme ci-dessous qui est une version €< du
théoreme 12.11 de [6].

LEMME I1.1.7. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D CC X un
domaine strictement q-convexe tel que X soit une extension q-convexede D,0 < q < n—1. Alors
pourtousn—q—1< r < netl € N, l'image de l'application restriction de Z&r(X) - Z&r(ﬁ)
est dense pour la norme| - |€,E-

Démonstration. — Pour £ = 0, ce lemme est le théoréme (12-11) de [6]. Suivant Henkin
et Leiterer, il suffit d’établir les assertions 1, 2, 3 ci-dessous correspondant a la version ! des
théoremes (8-1) et (10-1) et du corollaire (12-5) de [6]. O

Assertion 1.

Si [U,p,p,D] estune configuration g-convexe de C" (0 < g < n—1) alors toute (0,n—g—1)
forme différentielle de classe @’, 3-fermée dans un voisinage de D, peut étre approximée dans
55 pour tout § > 0, par des (0,n — g — 1) formes différentielles de classes @3, o-fermées de C"*

pour la topologie de | - |,g,§ 5 ot (Dg) >0 est une famille de domaines lisses contenus dans D
et qui approchent D.
Démonstration de lUassertion 1. — Pour g = n — 1, d’apres (8-2) de [6], toute fonction

f holomorphe dans un voisinage de D peut étre approximée uniformément dans D par des
fonctions ( f j) jeN holomorphes dans C”. D’apres le théoreme (4-1), chapitre I de [10], pour
tout multi-indice &, (D f j) jeN converge uniformément vers D® f dans D. D’ol1 'assertion
pourg=n-—1.

Le cas g < n — 1 se fait par récurrence comme dans [6]. f = P* f + 3T * f dans Dg, o
T* est'opérateur intégral de [13] et P* f un opérateur intégral résiduel obtenu en remplacant
dans la formule de Cauchy-Fantappié 'opérateur T de [6] par celui de [13]; T*. U

Pour une configuration g-convexe [U,p,p,D] de C", posons D; = {z € D | p(z) < —¢} et
(Dgp) >0 une famille de domaines lisses contenus dans Dy et qui 'approchent.

Assertion 2.

Soit [U,p,@,D] une configuration g-convexe de C", 0 < g < n — 1. Toute (0,r) forme
différentielle de classe @’ dans Dg (avecn > r > n — g — 1) 0-fermée peut-étre approximée
dans D,g par des (0,r) formes différentielles de classe C!, 3-fermées de C" pour la topologie

Démonstration de l'assertion 2. — Elle est identique a celle du théoréme (10-1) de [6], les
seuls changements se situent au niveau des formules (10-6), (10-8), (10-9), (10-11), (10-13) etla
fin de la démonstration du théoreme 10-1, ot D est remplacé par Dg, T par T*, L par P* etle
théoréme (8-1) par I'assertion 1. O

Nous allons considérer comme élément d’extension g-convexe, un triplet [ A;,A,,V ] avec:
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a)A; C Ay,
b) Ay N\ A CcC V;

c) il existe deux configurations (Uj,p;,@},Dj) j=12 avec U = Uy = Uz, ¢ = @1 = @2, une
application biholomorphe de U vers un voisinage de V telle que h(V) = {z € U | @(z) < 0}
et quitte a modifier V, h(V N A;) = D jg pour un p fixé.

On al’analogue du corollaire (12-5) de [6] suivant:

Assertion 3.
a) Il existe un opérateur T : Z({r(V N Aj) — Cogi’;l/z(V N Aj) pour r = n — g, linéaire et
continu tel que pour f € Z({r(V N Aj),5Tf = f.

b) L'application restriction de Zér(V) - Z({,(Zj NV),n>r2>= n—-q-1estdimage
dense pour la topologie d’espace de Fréchet de Z({ LA V).

Démonstration de l'assertion 3.
a) C’estle théoreme 2 de [13].

b) Pour f € z&r(zj NV),n>r>=n-q-1,onadapres'assertion 2 que h™* f peut
étre approximée dans tout D iB C D j» B > 0 pardes (0,r) formes différentielles ( f,),en de
classe @, 3-fermées dans C” pour la topologie @'. On considere la restriction de ( fv)ven @
h(V') quel'on note aussi ( f,)en etlasuite (hy f,),en convient. |

Fin de la démonstration de iii). — D’apres le lemme I1.1.7, il existe une famille (®¢)¢>0
de formes différentielles dans X, d-fermées qui convergent vers h/p pour la topologie de la
convergence uniforme des formes différentielles et de leurs dérivées d’ordre inférieur ou égal a
£ sur D. Puisque g < n — 2, il existe une famille (@)~ de (p,n — g — 2) formes différentielles
de classe @* sur X telles que 0y = Q¢ sur X.

Soit x une fonction dans @* (X) a support compact dans X qui vaut 1 dans D. Posons
O = xpeetge = h— 00, alors f= 5gg et g: estune (p,n— g — 1) forme différentielle a support
compact dans X avec |g¢| ¢ <& O

Notons que pour prouver les assertions 1 et 2 il suffit que D soit complétement strictement
g-convexe. Le fait que X soit une extension g-convexe de D ne sert que pour iii).

REMARQUE I1.1.8. — Le théoreme II.1.6 reste vrai sous les hypotheses légérement plus fai-
bles suivantes: X est une variété analytique complexe de dimension n et D cC X est un do-
maine relativement compact a bord ¢ de X. On suppose que X est une extension g-convexe
de D et qu'il existe un ouvert de Stein U telque D cCc U C X.

2. Résolution du d pour les courants prolongeables

Comme conséquence de la résolution avec condition de support et de la dualité entre
@gg ""(X) et @~ P"T(Q)), on a des résultats de résolution du d pour les courants prolongeables.
C’est donc tout naturellement que '’on retrouve le cas convexe et le cas concave précédents.
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2.1. Cas convexe

Pour résoudre le d pour les courants prolongeables, on procéde par dualité et’on a le théo-
reme suivant:

THEOREME I1.2.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, Q cC X un
domaine completement strictement q-convexe a bord €% lisse,0 < q < n— 1. Alors, si T estun
courant de bidegré (0,r), prolongeable, 5-fermé sur Q, il existe un courant de bidegré (0,r — 1),
prolongeable S sur Q tel quedS = T surQ,sil < n—-qg<r < n.

Démonstration. — Considérons ’application

Ly :09™" T (Q) — C
p — (T,p).

Siy =opety’ =0¢ sonttellesquedp = 0@’,onad(p — @’) = 0 et par conséquent  — @’
est une (n,n — r)-forme différentielle 9-fermée a support compact dans Q.Pourn—r > 1,
@ —-@ =00, 0 € """ 1(Q) (cf. corollaire I1.1.2).

Puisque g1 est dense dans 2" ""1(Q), il existe (0)) jen € g"n=r=1(Q) telle

que: 59j — 00 dans 2"""""(Q). Alors puisque T est une forme linéaire continue sur
J—too

Q@ (Q) etdT = 0sur Q,
(T,00) = lim (T,30;) =0.
Jmtoo

Donc (T,@) = (T,@’). Ainsi Lt (3p) = L (3g").

Pourn =, 315(¢ - @') =0, @ — @ estune n-forme holomorphe & support compact
dans Q. D’apres le principe du prolongement analytique, @ — @' ne peut étre que nulle. Donc
@ =@ etLr(dp) = Ly(3Q’). Lt est bien définie et est linéaire.

Pour montrer que L7 est continue, il suffit de montrer que I'image réciproque par Lt d'un
ouvert de C est un ouvert de 02”7 (Q). Par définition de L, ona Ly o 8 = T. Par ailleurs T
est continu et d : 2" T(Q) — 09™""(Q) est une application linéaire continue surjective
entre espaces de Fréchet donc ouverte. En effet, d’apres le corollaire I1.1.2,

29"MT(Q) = {f c @n,n—r+1(§) | / frg=0 Vge Zgr_l(X)},
X

ce qui implique que 02"~ "(Q) c @™ "1(Q) est fermé; c’est donc un espace de Fréchet.
Par conséquent si U est un ouvert de C, L}l (U) = o(T~H(U)) estun ouvert de 92" "(Q).On
peut donc étendre L7 en une application Ly : @™ Q) - C qui est linéaire et continue. Ly
appartient au dual topologique de @"*"~"*1(Q) et peut étre identifié 2 un courant prolongeable
défini sur Q,

(-1)"(3L7,@) = (L1,09) = (T,®), Vo € ™" Q).

Donc T = 3((-1)" ET). (=" ET est solution de 3S = T et est un courant prolongeable. O
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CoroLLAIRE I1.2.2. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, ) CC X un
domaine complétement strictement pseudoconvexe. Si f est une (0,1)-forme différentielle €,
0-fermée sur Q), possédant une trace au sens des courants sur bQ, alors il existe une fonction g de
classe € surQ possédant une trace au sens des courants sur bQ) telle que :

og= f sur Q.

Démonstration. — Puisque f admet une trace au sens des courants, f est prolongeable
en un courant F de bidegré (0,1) a support compact dans Q, (cf. [14], lemme 1.1.1), donc f
peut étre vue comme un courant défini sur Q qui est prolongeable et o-fermé.

Q) est completement strictement (n — 1)-convexe donc d’apres le théoreme I1.2.1, il existe
un courant S de bidegré (0,0) sur Q tel que: S = f et S est prolongeable.

Q est une variété de Stein, il existe une solution U de classe €* de oU = f sur Q.

Onaalorsd(S—-U) = 0. D’apres le théoréme 3.5 du chapitre I1I de [10], il existe une fonction
holomorphe h sur Q telle que
S-U=h.

D’ot1 S = U + hest une fonction €~ sur Q qui est prolongeable en tant que courant. U

Le corollaire est alors une conséquence immédiate du lemme suivant:

LemME I1.2.3. — Soient Q un domaine a bord lisse de classe € de X, f une fonction de
classe @™ sur Q prolongeable au sens des courants telle que 0 f posséde une trace au sens des
courants sur bQ. Alors pour tout ouvertU C X telqueU N bQ = O la restrictionde f aU n Q
posseéde une trace au sens des courants sur U N bQ.

Démonstration. — Le cas oll 0 f = 0sur Q est traité dans le paragraphe IV de [15]. Nous
allons suivre la méme méthode dans le cas ot la (0,1)-forme g = F} f estde classe €* sur Q et
possede une trace au sens des courants sur bQ.

Supposons que bQ est donné par bQ = {z € V | @(z) = 0}, ol @ est une fonction ¢
définie sur un voisinage V de bQ telle que d@(z) # 0 pour tout z € bQ2. Nous devons prouver,
par définition de la trace au sens des courants, qu’il existe un 0-courant y( f) assez régulier
en @ tel que si ¥(f) = y(f)5(p)dp, oll 5(p)dp est la partie de bidegré (0,1) du courant
d’intégration sur bQ

(FCHLW =&y + (f.op)

pour toute forme ¢ € ™" 1(U), ot1 get f sont respectivement des prolongementsde g= 0 f
et f nulsendehorsde Q, ie. 7(f)=g—-0f.

Soit f un prolongement de f nul en dehors de Q. Puisque g = 0 f est une forme @ sur
Q, 0-fermée qui posseéde une trace y(g) au sens des courants sur bQ, il existe (cf. [14], lemme
I1.1.1) un prolongement g de g nul en dehors de Q qui vérifie

g =y(g) A S(p)og.
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Posons w = §—0 f, c’estun (0,1)-courant a support dans bQ. Nous cherchons une distribution
y( f) assezréguliere en @ telle que

w=y(f)s(@)op + 30,

oi1 0 est un 0-courant a support dans bQ). En effet, f; = f + 0 est encore un prolongement de
f nul en dehors de Q et

Y(f)8(p)op =g -3 fi.

En utilisant une partition de I'unité (cf. [15]), on peut se ramener au cas ou U est un voisi-
nage arbitrairement petit d'un point de bQ. Sur un tel voisinage on peut écrire

n
() w=zwk5(k)(q9),
=0

ol les wy sont des (0,1)-courants indépendants de . Comme w vérifie dw = g = y(g) A
5(@)d@, on obtient

dwo = y(g) A o

5«)1—&)0/\5(p=0

(k)
dwN — WN_1 A 0P =0
WN A 5q9 = 0.
On peut alors trouver des 0-courants &y, . . .,y suffisamment réguliers en @ tels que

wyN = cxN5¢

Wi_1 =00+ X_100, 1 < kKN

en résolvant le systéme (%) a partir de la derniére équation, avec dxg A 0@ = y(g) A 0, i.e.
® est solution de I'équation de Cauchy-Riemann tangentielle 3,0t = y(g).

En remplacant les w par leur valeur dans (), on obtient
N
w = cod(@)3p +3( Y s (@)
k=1

d’ot1 le résultat cherché en posant 0 = Zl,yzl (xkék_l((p) ety(f) = xo. O

2.2. Cas concave

Nous avons la aussi comme conséquence de la résolution avec conditions de support et de
la dualité entre @5’r(X ) et @ P (Q)) le théoréme suivant

THEOREME 11.2.4. — Soient X une variété de Stein de dimension n, D CC X un domaine
relativement compact a bord € de X tels que X soit une extension q-convexede D,1 < q <
n— 1. Posons Q = X ~ D, alors,
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i) Pourl<r<qetr<n-2,

39N (X) = P (X) N Kerd.

i) Sig=n-1,

3P (X) = {read™ LX) 1 (T,p) =0, Vp € 2" PL@Q) n Kerd} .

Pour faire la démonstration du théoréme, on a besoin de deux lemmes :

LEMME I1.2.5. — Sous les hypothéses de la remarque 11.1.8, soit K un compact d'intérieur
non videde U ~ D. Si T est un courant de bidegré ( p,r) sur U ~. D, d-fermé etprolongeablea U,
il existe un courant S'X) défini dans U ~. D prolongeable a U tel que 0S') = T dans K pour
1<r<qgetr<n-2.

pnl

Sig=n-1,pourtoutT € {F € J (U) | {F,p)=0,Vp € 9" pl(U\D)mkera}

il existe un courant S défini dans U ~. D prolongeablea U tel quedS'™ =T dansK

Démonstration du lemme. — D’aprés la remarque 11.1.8, 02" P~ "(U . D) est fermé
dans @" P U N D)pour2< n—-qg+1< n-r+1< ncest-a-direl <r<gq.

Doncsil < r < g, pour un compact K de U ~\ D, notons 9" p.n rH(U ~. D) le sous-
espace des formes différentielles appartenant a 9"~ P"~"*1( \ D) et qui ont leur support
dans K.

n—p,n—r+1

@ﬁfp’"frH(U ~ D) N 99" P (U ~. D) est fermé dans Dy (U ~ D) qui est un

espace de Fréchet, c’est donc un espace de Fréchet.

g PN U D)N3g P WUAD) = U (2 P WD) ndgg P (U D)),

veN
ol (K )yen estune suite exhaustive de compacts de U . D. Il existe v, tel que

D)n af pn=r (U~\.D) soitde deuxieme catégorie de Baire. Lopérateur destalors un opérateur
fermé de domame de définition {@ € Dy, (UND) | op € Dy (U \ D)} entre

les espaces de Fréchet JZ PO~ D) et ;DZ pn= r+1(U <~ D) N 3@ P (U ~. D) dont
(]
I'image est de seconde catégorie de Baire. Le théoreme de ’application ouverte implique alors

n n—-r+l1
Kp (U~

n—p,n—r n—p,n—r+l1
que cet opérateur est surjectif et ouvert. Donc

agz” PRI N D) n @y PPN U N D) = g PPN U N D) n 39" P (U N D).

Posons K = K,,. Lapplication

Ly o PN U N D) 039 P U N D) — C

op — (T,p)

est bien définie. En effet, si 0¢p = 0p’,onad(p — @’) = 0. — @’ estune (n — p,n — r) forme
différentielle, o-fermée a support compact dans K, en particulier dans U ~. D.
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* Sir < g-—1,dapresi)duthéorémeI1.1.6 et la remarque I1.1.8 du paragraphe 1, il existe
0 e g Py~ D) tel que p— @’ = 00 car n—r > n—q+1.Pardensité de 9" P~ Lu~
D) dans @~ P17 D), il existe une suite (6}) jen d’éléments de 2" P77 Ly~ D) qui
converge uniformément vers 0 dans "~ P"~" (U~ D)et par conséquent (T,@) = (T,p") +
(T,30) = (T, Q "y car T étant o-fermé, (T,00) = lim (T, 89 Y =0.Donc

]—>OO

LY @) = Lf (39") .

% Sir=getr < n-— 2, soit T une extension de T a U. 37 est un courant a support
compact sur D, donc 3T est d’ordre fini L. Puisque @ — @' € 9" P"4(U . D) n Ker 0, pour
tout € > 0, on a, d’apres iii) du théoreme I1.1.6 et la remarque I1.1.8, une (n— p,n—g—1)-forme
différentielle h de classe > a support compactdans U telle que ¢ — @’ = 0k, et |h5|,€’5 <Le¢

(T.0he)| = (3T he)| < clhelyp -

Donc [(T,3h)| = 0, dotl (T,p) = (T,@’) etainsi LX 3p) = LK G¢").

**x% Sig=n-letT € {Fe ] ”' (U) | (F,p)=0,Vp € @ P1(U~ D) nKerd},
p-¢ € 9"PLU~D)nKeroet d’apresl hypothesesur T, (T,p — @’) = 0,d’out LIT<(§(p) =
LX@¢").

Lapplication LIT< est linéaire, mais également continue comme composée de deux applica-

tions continues:
T: @I’;‘”'"‘r(U D) — C

et
5: g PN U N D) 039 P WU N D) — 9 P (W N D)

qui vérifie d o § = I et qui est obtenue par application du théoréme de I'application ouverte
appliqué a

d:{pe "W D) |B3pe g " rH(U\D)}CJ" PP D)

n—p,n—r+l n—-p,n—r

— Dy (U\D)HBJ (UND).

D’aprés le théoreme de Hahn-Banach, on peut étendre LX en une application Elf 7
(U ~\ D) — Cqui est linéaire et continue. Donc EK est un courant prolongeable défini dans
U DetaLK (-)Pt'T surKcar31suppcp C K, a(p € YDy (U N D) et (zKﬁ(p) =
(—1)”+r(T,cp).OnposeS(K)=(—1)”+rLIT<. O

n—p,n—r+1

LEMME I1.2.6. — Sous les hypotheses du theoreme 11.2.4, soient K1, Ky, K3 trois compacts
d’intérieur non vide tels queK1 cC Kz cC K3 etK, UD=1{z€ X | plz) <ni},i=123,
ot p est une fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique qui existe du fait que X est
de Stein. Soit T un courant prolongeable sur Q) tel qu'il existe Sy et S3 deux (p,r — 1) coumnts
définis sur Kz et K3 et prolongeables a X tels que, pour tout indicei=2,3,0S; =T sur K, et soit

& > 0, alors il existe un courant prolongeable S5 défini sur K3 tel que: S =T surK3 et
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i) Sg, o =8, - si2<r<gq;
) 3K1 2|K1 X X q

i) 1(S5 — Sp,@)| < el@lo, K, pour toute @ € @”’p’”(lél U bD) sir=1.

Démonstration du lemme.
i) Comme 0S, = T sur 1%2 et 0S3 = T sur 1%3, (S, — S3) = Osur 1%2. Puisque sur 1%2, on peut
résoudre le 0 pour les formes différentielles & support compact dans I%g U bD de bidegré (pr1)
avec2 < n—-qg+1<r<n-1letdg" P 1(K2 U bD) est fermé dans J” p”(Kg U bD), cf.
Remarque II 1.8, ona d’apres le lemme I1.2.5 et pour K un compact tel que K 1 CC K cC Kz un
courant S0 sur K prolongeable a Kg uDtelque Sy — S3 = 28K sur K

Soient x une fonction dans > (X) a support compact dans K UD qui vaut 1 dans Kj et
S une extension de S a X

S+ 3(xSHF)) = 8, —3((1 = x)SK)) sur K .

On pose
Ss =83+ 3(xSK) .

ii) Sir=1, comme582 = T sur I%z et583 = T sur 1%3, 5(82 — S3) = 0sur Igz. Il existe 0 une
p-forme holomorphe sur K5 telle que S3 — Sy = 0 sur Ko.

122 U D est une variété de Stein, D est un compact de 122 U Det Iég = (122 U D) \ D est
connexe. Par le phenomene de Hartogs, toute p-forme holomorphe sur K2 se prolonge holo-
morphiquement a K2 U D. Soit 0 un tel prolongement de 0 a Kz U D Il existe alors (cf. [8],
théoreme 5.2.8) une suite (6;) jen de p-formes holomorphes dans K3 uD qui converge uni-

formément vers 0 sur K; U D. On peut donc trouver jo tel que sup |0 j, — 0| < e
K uD

Posons §3 =83-0j,0ona |<§3 - S,@)| < € sup ||, pourtout p € P~ p’”(Kl U bD).O
KluD
Démonstration du théoréeme. — Considérons une suite exhaustive (K j) jeN de compacts

de X ~ D. Supposons que K; U D = {z e X | pla) < nj} ou (n;) jen sont des réels tels
que nj < n j+1 et p estune fonction d’exhaustion strictement plurisousharmonique de X. Pour
2 < r < g,onassocie a (Kj) jeN grace aux lemmes I1.2.5 et I1.2.6 une suite de courants (S]) jeN

définis dans K et prolongeables a X telle que 3S; j = T sur K jetsij, j+1, j+ 2 sont trois
indices consécutifs, S j+» = S j+1 sur K j-

La suite (S;) jen converge vers un courant S défini sur Q et prolongeable. De plus, S est
solution de I'équation U = T dans Q.

Pour r = 1, soit € > 0, il existe d’apres les lemmes I1.2.5 et I1.2.6, une solution §3 dedS=T
dans K3, une solution S, de 0S = T dans K> telles que |(§3 - $,@)| < &l@lo,k, pour toute

@ € grPIY K1 U bD). On construit ainsi une suite (S j) jen de courants définis sur K jet
prolongeables a X tels quesi j, j + 1, j+ 2 sont trois indices consécutifs, I(S j+2 — S ]+1,(p)| <

i | |O,Kj pour toute @ € 9" P"(K; U bD). La suite (§j) jen estune suite de Cauchy pour la
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topologie faible. En effet, soit p € 9" P"(X \ D), il existe N € N tel que supp ¢ C IgN U bD
etpourtoutm > Netp >0

~ ~ & €
{Sm+p = Sm@)| < <2m_1 tot W>|(P|O,KN’

par conséquent <§m+ p— §m,q9) = 0. Donc (§ j) jen converge faiblement vers S. S est li-
m--—+oo

néaire. En effet, soient @, ¢ € 2" P (X \ D). p + ¢ € @" P (X \ D). Il existe K tel que
supp @, supp ¢, supp(@ + ) soient inclus dans Ky;.

(S,@ +w) = 1im(S;,@+ ) = lim(S;,) + lim (S;,y) = (S,@) + (S,y).
Jj>N J>N J>N

Soit (@, )yen une suite d’éléments de 2" P (X ~. D) avec @, = 0dans 2" P"(X D).l
%

— 100

existe un compact Ky tel que pour tout v, supp @y C Ky. [{S,@y)| = |lim j> n(Sj,@y) | et

j-1

1
(Spev)| <€D plevloy + (Snen @)l

k=N

Sn+1 estun courant donc (Sy+1,P+) = 0 et par hypothese @, = 0, donc | @y |o,ky =
V—T00 V—T00 V—T00
0. D’ou (Sj,@y) = 0. S est alors continu et est un courant prolongeable solution de I'équa-
V—T00

tion 0U = T dans X ~. D. O

REMARQUEIL.2.7. — Si2 < g—1, lerésultat du théoreme I1.2.4 reste vrai si’hypothese plus
faible D est un domaine complétement strictement g-convexe car la démonstration n’utilise
que le i) du théoreme I1.1.6 du paragraphe 1.

CoROLLAIRE I1.2.8. — Soient X une variété de Stein de dimension n, n > 3 et D cC X un
domaine a bord @* de X . Supposons que X est une extension 2-convexe de D. Posons Q = X \.D.
Alors pour toute (0,1) forme différentielle f €* sur Q, 0-fermée avec une valeur au bord au
sens des courants, il existe une fonction S € €~ (Q) qui admet une valeur au bord au sens des
courants telle que dS = f sur Q. Toute autre solution v est une fonction €* qui admet une
valeur au bord au sens des courants.

Démonstration. — Puisque f admet une valeur au bord au sens des courants, on a d’apres
[14] f qui est prolongeable au sens des courants. f estdonc un courant de bidegré (0,1) défini
sur Q, 0-fermé et prolongeable. D’aprés le théoreme 11.2.4, il existe un courant S défini sur Q
prolongeable tel que 0S = f.De méme puisque X est une extension 2-convexe de D, on a X
qui est une extension 2-concave de Q. Del'invariance de la cohomologie de Dolbeault pour les
extensions 2-concaves, on a I'application induite par restriction de : H£’r(X ) — Hof’r(Q) qui
est un isomorphisme pour r < 1.

Donc Hg'l(X ) = Hg'l(Q) et puisque X est une variété de Stein, Ho?;l(Q) = 0. Il existe
alors u € €~ (Q) telle que ou = f sur Q, o(u — S) = 0 sur Q. Il existe alors une fonction h
holomorphe sur Q telle que S — u = h. Ainsi S = u + h. S est donc une fonction €~ sur Q,
prolongeable et 0S = f admet une valeur au bord au sens des courants. D’aprés le lemme I1.2.3,
S admet une valeur au bord au sens des courants.
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Soit v une autre solution de du = fsurQ, (S — v) = 0. Il existe une fonction holomorphe
I sur Q telle que v — S = K. Par le phénomeéne de Hartogs, i’ est la restriction a Q d’'une
fonction holomorphe sur X.

v =S+ h' estalors € sur Q) et est la somme de deux fonctions qui ont une valeur au bord
au sens des courants. Donc v a une valeur au bord au sens des courants. |



CHAPITRE II1

Invariance de la cohomologie pour les extensions

g-concaves et g-convexes

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine de X. On note
HJZ;Jr (D) le (p,r)-ieme groupe de cohomologie de Dolbeault des courants dans D.

Si ZPT(D) désigne l'espace des courants de bidegré ( p,r) sur D prolongeables, o-fermés et
EPT(D) = 5@},’7’”1 (X), alors on note

HPrr(D) = w

le (p,r)-iéme groupe de cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables définis sur D.

Nous étudions dans ce paragraphe I'injectivité et la surjectivité de I'application induite par
restriction:

v

Z: H*" (D) — H%" (D).

cour

DEriNtTION III.1. — Un domaine D C X est dit a bord strictement g-convexe, respective-
ment g-concave, Si:

i) bD rencontre toutes les composantes connexes de X.

ii) Il existe un voisinage U de bD, une fonctionp : U — R, (g+1)-convexe, respectivement
(g + 1)-concave, tels que
DnU={ze€U|p(z) <0}.

X est dit extension g-convexe généralisée, respectivement g-concave généralisée, de D si:
1) D rencontre toutes les composantes connexes de X.
2) Ilexiste une application p : [0,+ o[ xU — R, ou U estun voisinage de X \ Dtelle que:
a) Pour tout t € [0, + o[, p(£,-) est (g + 1)-convexe, respectivement (g + 1)-concave.
b) Pour tout z € U, p(+,z) est une fonction décroissante.
¢) Lapplication t — p(t,-) est continue de [0, + o[ dans €~ (U,R).

d)DNnU={ze U | p(0,z) <0}etpourtoutt >0, {z € U | p(t,z) <0} N CD est
relativement compact dans X .



28 CHAPITRE I1I. INVARIANCE DE LA COHOMOLOGIE

Soit G un domaine de X. Supposons que G est une extension g-concave généralisée de D,
1 < g < n—1.0nadapres [9] les résultats suivants : 'application induite par restriction

& HY"(G) — H%" (D) estun isomorphisme pour 0 < r < g — 1, (théoréme 1.1.3).
L Hg’q(G) — Ho%’q(D) estinjectivepour1 < g < n—1, (théoréme1.1.4).

De plus, pour tout domaine Q de X, l'application naturelle de Hg'r Q) - HY (Q),

cour
0 < r < n, estunisomorphisme appelé isomorphisme de Dolbeault. On en déduit1’équivalent

pour les courants de I'invariance de la cohomologie pour les extensions g-concaves suivant:
I'application induite par restriction
&+ HYI (G) — HY%! (D) estun isomorphismepour0 < r < g -1,

S Hco(gﬂr(G) - Hco(gﬂr(D) est injective.

Dans le cas convexe, on al’analogue suivant du lemme 1.1.2 de [9].

LEmMME II1.2. — Soitp : [0, + co[ XX — R uneapplication vérifiant les propriétés suivantes :
a) Pourtoutt € [0, + oof, p(t,-) est (q + 1) -convexe.

b) Pourtoutz € X, p(-,z) est une fonction décroissante.

¢) Lapplicationt — p(t,-) est continuede[0, + oo[ dans €~ (X,R).

d) p na pas de point critique dégénéré.

Posons Dy = {z € X | p(x,z) < 0} pour tout x € R et on suppose qu'il existe g tel que
X < Kg, & < &g, & < xetDy 5’0(, est relativement compact dans X . Il existe alors un réel
e > 0 tel que pour tout &, vérifiant0 < x < B < ¢, il existe un nombre fini de domaines
(Ai)ﬁ.io telsque: Dy = Ag C Ay C - -+ C Ay = Dg etpourtout j,1 < j < N, Aj sedéduit de
Aj_1 alaide d'un élément d'extension q-convexe de X .

Démonstration. — Elle est identique a celle de [9], on définit A} par

k
Ac={ze X | pa2) — (p(B2) — p(,2) Y xj < 0}
Jj=1

ou x; est comme dans la démonstration dulemme 12.3 de [6]. O

En utilisantle lemme II1.2, le lemme 12.4 de [6] et en procédant comme dans le paragraphe
12de [6],0ona

THEOREME II1.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, q un entier,
0 < g < n—1etDundomainede X. On suppose que X est une extension g-convexe généralisée
de D. Alors l'application induite par restriction :

& HY"(X) — HY"(D) estun isomorphismesir > n— q
et

F HO"9(X) — HY"9(D), estsurjective.

Si D est relativement compact, alors & : HS;”*‘?(X) - HB;”*‘?(D), est en plus injective.
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Dans le cas compact le théoréeme II1.3 correspond au théoréme 12.14 de [6].

THEOREME II1.4. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n, D un do-
maine a bord €~ de X . Supposons que:

a) bD est strictement g-concave, 1 < q < n — 1, alors Uapplication induite par restriction

v

7 HY (D) — H%" (D) estun isomorphismepour0 < r < q—1

cour

et
& H*(D) — H%1.(D) estinjective.
b) bD est strictement q-convexe, 1 < q < n — 1, l'application induite par restriction
& HY" (D) — HY! (D) estunisomorphismesit > n - q
et

& HY"9(D) — HY' (D), estsurjective.
Si de plus D est relativement compact, on a: & . HY"9(D) — Hcoc;ﬁr_q(D) qui est en plus
injective.

Démonstration.
a) Soient p une fonction définissante de D et(K, ),cn une suite exhaustive de compacts de X.
Considérons une fonction x; € %(X) a support dans Igz qui vaut 1 dans Kj. Il existe #; > 0 tel
que p; = p — t1X1 soit (g + 1)-concave dans un voisinage de {p; = 0}.

Posons D; = DU {p; < 0}. D; estun domaine de X a bord ¢ strictement g-concave. D; \
D = {0 < p < X1} estrelativement compact et D; est une extension g-concave généralisée
de D.

Soit x» € Y(X) asupport dans 123 qui vaut 1 dans K>. Il existe o > 0 tel que p2 = p1 — fa X2
soit (g + 1)-concave dans un voisinage de {p2 = 0}. D, = Dy U {p» < 0} estun domaine a bord
€ strictement g-concave, D, \. D) = {0 < p; < X2} estrelativement compact et D, est une
extension g-concave généralisée de D;. On construit ainsi une suite de domaines (D, ), cy avec
Dy = D, D, C D41, Dy41 \ D, estrelativement compact et D,.+] est une extension g-concave

généraliséede D, - D= |J D, D D et est une extension g-concave généralisée de D.
veN

« Surjectivité de .% : H*" (D) — H% (D),0< r< g - L.

cour

Nous voulons montrer que pour tout [T] € H(?(;{lr(D), il existe [T] e HO"(D) tel que
FIT1=[T].Si1<r< g — 1, celarevient a montrer qu’il existe T un courant o-fermé sur D,

prolongeable et 6 un (0,7 — 1) courant dans D tels que:
T=T+30 dans D.

De la surjectivité de I'application %" : HCOC;{H(IN)) — HY%' (D),0 < r < g—1,il existe un courant

T’ défini dans 5, o-fermé et O’ un (0,r — 1) courant dans D tels que:

T'-T=00"dans Dpour 1<r<qg-1.
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11 suffit de choisir T = T|’D d’ot1 la surjectivité de # pour 1 < r < g — 1. De méme

g . HY (D) — HY (D)

cour cour

| |

0(D) 0(D)

est surjective,

ol (D) désigne I'espace des fonctions holomorphesdans D.Si T € ¢(D), T estlarestriction
d’une fonction holomorphe T’ définie dans D.On pose la aussi T = T|'D.

Ainsi .7 : Ho’r(D) -~ HOT (D) estsurjectivepour0 < r < g — 1.

cour

« Injectivité de ¥ : H*" (D) — HY (D),0< r < q.

cour
Pourr =0, .7 : H*(D) — ¢(D).Soit [T] € H*°(D) tel que FIT1=0dansD- T

est un courant prolongeable. T appartient au dual topologique de 2" (D). Soit € 9™"(D),

D=0et

il existe une suite (@ ;) jen € 2'"(D) qui converge vers @ dans g™ (D).

(T, @) = lim(T,p;) =0 car T|D =0.
j—0

Ainsi (T,p) = 0 pour toute ¢ € 2™"(D), dot T = 0. Donc.¥ : H*%(D) — H%® (D) est

cour
injective.

Pour montrer I'injectivité de % : H*" (D) — H(?(;{lr(D) pour 1 < r < ¢, nous avons besoin

de deux lemmes.

LemMmE II1.5. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine
a bord €% strictement q-concave. Pour tout & € bD, il existe un voisinage 6 de &, tel que pour
tout domaine Dy a bord €% suffisamment proche de D au sens de la topologie @ et pour tout
T e D})Ol’r(X) N ker 9, d-exact dans Dy, avecl < r < q, il existe un courant S € P'01(D; N 6)
tel quedS = T dans Dy N 6.

Avant de faire la démonstration du lemme donnons d’abord une définition.

DErINITION I11.6. — Un domaine local g-concave dans C" (1 < g < n — 1), cf. [11], estun
triplet [U,D,p] qui vérifie les propriétés suivantes :

i) U cc C" estun ouvert convexe.

ii) p estune fonction réelle de classe ¢ définie dans un voisinage de U qui est strictement
convexe par rapport aux (¢ + 1) premieres coordonnées z; - - - z4+1 de z € U.

iii) {p <0} #Qet{p<1} ccU.
iv) D={0< p < 1}etdp(z) + 0 pour tout z € bD.
V) p eststrictement convexe sur un voisinage de {p > 1}.

Démonstration du lemme. — Puisque D est a bord strictement g-concave, pour tout 1 <
r < g, D est aussi a bord strictement r-concave. Il suffit de faire la démonstration pour g.
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D’apres le lemme 2.1.4 de [11], il existe un systeme de coordonnées (W ,h) autour de &, un
domaine local g-concave [U ,15, pltels que:

a) h(W)=U, {p <0} c h(W n {@ < 0}) ol @ est une fonction définissante de X . Dj.
b) 1l existe un voisinage V C U de h(§) pourlequelonaV n {p <0} = h(W n {p < 0}).

Posonsp=poh A={0< p <1} = h_l(ﬁ) vérifie les hypothéses du théoréme 11.2.4.
Posons Sp = {p = 0} le bord intérieur de A et S; = {p = 1} le bord extérieur de A. Soient
Q={p<1letV; cC V» cC V3 cC V; cC Vs des voisinages dans Q de £ tels que Vs n CD; cc
{p < 0}. Considérons une fonction x de classe €~ a support compact dans , a valeurs dans
[0,1] qui vaut 1 dans V3 \. V, et 0 dans V5 \. (V4 \. V). Pour ¢ suffisamment petit, p — ex est
(g + 1)-convexe dans un voisinage de Sy et p — €x = p dans un voisinage de S;.

A" = {0 < p — ex < 1} C A vérifie encore les hypotheses du théoreme I1.2.4.

Puisque T e lv)'[())l’q(X ) N kerd et T est 0-exacte dans Dy, il existe un courant y défini dans
D; tel que T = 9y dans Dy. Soient D, C D; un domaine de X et x; une fonction de classe @~
a support dans Dy qui vaut 1 dans D,. Posons T=17- 5(){1 y). T est un (0,g9) courant défini
sur D prolongeable, o-fermé et a supportdans D; \ D,. Choisissons D, suffisamment proche
de D; de sorte que (D; ~\ D») N A" ait deux composantes connexes.
- T sur A'nDnV;
0 sur A"~ (D;nW)

estun (0,q) courant défini sur A’, nul au voisinage de S, prolongeable a Q2 et o-fermé.

Sig < n— 2,daprés le théoreme I1.2.4, il existe un courant w défini dans A’ prolongeable
aQtelque T’ = dwdans A’.

Sig=n -1, posons S(') = {p — ex = 0}. D’aprés le théoreme 11.2.4, ii),
DY) = {T € D" HQ) (T, @) =0, Vo € 2" (A" U S)) n kerd} .

Donc pour montrer que T’ € 5@2),’"_2(9), il suffit de montrer que (T',p) = 0 pour toute
P € DA U S)) N kerd.

Considérons T une extension de T’ a Q. Puisque T’ est nul au voisinage de S;, Ty est a
support compact dans Q. Il appartient au dual des formes différentielles de classe @~ sur Q.
Puisque T est 0-fermé dans A’, on a 8Ty qui est a support dans Q . A’. 8Ty est d’ordre fini 4.
Soitp € g™ (AU S(')) nkerd, @ g™ (Q) nkerd et Q est complétement strictement (n—1)-
convexe. Donc il existe « € 2°(Q) telle que @ = dx oll (x| O €stune n-forme €% dans
Q ~\ A’, holomorphe dans Q A Puisque Q est une extension g-convexe de Q ~ A, il existe
une suite («;) jen de n-formes holomorphes définies dans Q qui converge pour la topologie
@' vers dans Q ~ A,

KT, @) = {To,@)| = [{(0Ty,& — )| < Clae — & jl g0 ar

pour tout j € N. Dot (T',) = 0 pour toute p € @ (A" U Sp) N ker 0. 1l existe donc
w e @'AO,’"_Z(Q) tel que ow = T’ dans A’. On pose & = Vj. Pourtoutq, 1 < g < n — 1,

T =3(xy + w) dans D; N 0 et Xy + w est un courant prolongeable défini sur D; N 6. O
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LEmME II1.7. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine
abord € strictement q-concave(1 < g < n—1). Soient T un (0,r) courant, 1 <r< q,ﬁ-exact
dans D, prolongeable et S un compact de bD. Il existe un courant vy défini sur D, prolongeable,
un courant Ty, défini dans D U Ws, 0-fermé, oit Ws est un voisinage de S dans X tels que:

T =0v, + Ty dans D.

Démonstration dulemme. — Soit'un fermé de S. On dit que I'satisfait a la condition Ex,
s'il existe U € @/[()),r “1(X) tel que T — 9U admet une extension o-fermée a D U W[, olt Wi est

un voisinage de I'dans X.

Notons que d’apreslelemmelll.5,si & € bD,ilexisteI' C bD tel queI'satisfait ala condition
Ex. En effet, soitI’ cC 0 n bD, ou 9 est comme dans le lemme II1.5. Si x; est une fonction €%
sur V5 a support compact qui vaut 1 dans un voisinage de 8, U = xy + x1w est un courant
défini dans D qui est prolongeable. T — 0U admet une extension o-fermée a D U 6.

Pour faire la démonstration du lemme, il suffit de montrer que S satisfait a la condition E x.
Puisque S est compact, il suffit de montrer que pour tout & € bD, il existe A un voisinage de &
dans X tel que siT C S satisfait a la condition Ex, alors'U (A N S) satisfait aussi a la condition
Ex.

Fixons & € S et choisissons deux voisinages A et 8 de §&, A cC 0, ou 6 est comme dans le
lemme IIL.5. Soit I' C S qui vérifie la condition Ex. Il existe v un courant prolongeable défini
sur D, un voisinage Wr de I'dans X tels que T — ov admet une extension T, o-fermée dans
D U Wr. On choisit D; suffisamment proche de D au sens du lemme IIL.5 tel que D C Dy,
I' cc Dy cc D u Wr. D’apres le lemme II1.5, il existe w un courant prolongeable défini sur
Dy n Otelque T = dwdans Dy N 6.

Soit x € 9(X) asupportdans 0 et x = 1 dans un voisinage Uz de A.Posons U = v+ xw
sur D. U est un courant prolongeable, T — dU est nul dans un voisinage Uy de A. T -0U =
(T — dv) — 3(xw) admet un prolongement o-fermé dans un voisinage Dy U Uy deT'u A O

Comme conséquence du lemme II1.7, nous allons montrer que si sous les hypothéses du
lemme II1.7, il existe un domaine D; de X a bord €* strictement g-concave tel que: DU S C
D; ¢ D u Wg et D est une extension g-concave généralisée de D, alors il existe un courant U
défini dans D tel que T = U, dans D.

D’apres le lemme I11.7, il existe un courant U défini sur D prolongeable tel que T —3U = T

dans D ot T est un courant 3-fermé défini dans D U W, 7N"| b € Z%" (Dy) et puisque par

hypotheses T = 5(,1/ dans D, T = 5((,1/ — U) dans D. Donc T représente la classe nulle dans
HYT (D). De I'injectivité de I'application induite par restriction & - HOT (Dy) — HOT (D),

cour cour cour

0 < r < ¢, on déduit que T représente la classe nulle dans HY! (Dy). 1l existe §/ un courant

dans D tel que T = 9. Ainsi T = 3(U + (7/|D). 1l suffit de poser u; = i + (, ol il est une
extensionde U a D;.

Fin de la démonstration de la partie a) du théoréeme. — Soit [T] e HO (D) tel que F[T] =
0 dans H%" (D). Pour montrer I'injectivité de .% : HY"(D) — H% (D),1 < r < g, on va

cour cour
construire une suite (D ,Tj) jen, ol D j est un domaine de X tel que D j4+1 D Dj, D j4+1 estune
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extension g-concave généralisée de D j, D j+1 \ D estrelativement compact, D= U Dj> D
JEN
et T; est un courant défini sur D j, prolongeable, 0-exact dans D j tel que Tj+; = Tj dans D;.

Supposons que la suite (D;,T}) jen construite. T = lim T; est un courant défini dans 5,
]

o-ferméet T = T dans D. Puisque par hypothéses T est 9-exact dans D, T représente la classe
nulle dans H%" (D). Par invariance de la cohomologie pour les extensions g-concaves généra-

lisées, T représente la classe nulle dans HCO(;{lr (5). Il existe donc un courant (T/ défini dans D tel

que T =3 dansD. T = 5(@|D), d’ott [T] = 0dans H>" (D) pour0 < r < q.

Construction de la suite (D J» Tj) jEN- Considérons une suite exhaustive (S j) jen* de com-
pacts de bD. Posons Dy = Det Ty = T. Supposons (Dy,Ti) construit pour k < J, Dj estun
domaine a bord ¢ strictement g-concave. T est un courant défini sur D, prolongeable a
travers bD j et d-exact dans D j- Soit S'j +1 uncompactde bD; tel que:

bDj\S']-+1=bD\Sj+1.

4
jHD

longeable, un courant T défini dans D jU Wy (ouWg estunvoisinage dans X de S’ D
_ _ ] Jjtl Jjtl ]+
o-fermé tels que T = ov 11 + T]f dans D . Considérons D j; et D'j +1 deuxdomaines de X, ob-

D’apres le lemme I11.7 appliqué a S Dj et T}, il existe un courant v j4+1 défini dans D pro-

tenus par une déformation C? de la fonction définissante de D j- Supposons que D j41 et D'j 41

z .. . 3 7 3 4 . , / . _ 2 2z _
vérifient: D ; U Sj+1 CDj1CDjy,cDju WS]-H’ D', estune extension g-concave généra
lisée de D j+1, D j+1 est une extension g-concave généralisée de D j, D'j aNDjtretDj N Dj

sont relativement compacts.

TJ{|D}+1 € Z&;{lr(D’jH). Puisque T = 5([/] dans D, T]f = 5((,Uj — vjy1) dans Dj. T]f repré-
sente la classe nulle dans HY/,.(D;) d’ott T; représente la classe nulle dans HY (D) (191,

théoreme (1-1-3) et 'isomorphisme de Dolbeault). Il existe un courant v'j dans D'j +1 tel que
T]f = 51/]. dans D’jﬂ. Onpose Tjy1 = 5((1/]. + v'jﬂ) D}

D’;,, ce quidonne (D ji1,Tj+1) avec les propriétés requises.

N 4 . ~
1) ou v, estune extension devjia
4
j+

Démonstration de b). — C’est une répétition de la démarche de la démonstration de la
partie a); du théoréme II1.3 et de I'isomorphisme de Dolbeault, on a une version courant du
théoreme I11.3 d’ot1 'on déduit la surjectivité de . : H*" (D) — HCOC;{H(D), n-qg<r<n

Pour I'injectivité de 7 HY (D) — HCOO’{H(D), r > n — ¢, respectivement r > n — g si D est

relativement compact, on remplace le lemme II1.5 par le lemme suivant :

LemMmE I11.8. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un domaine
de X abord € strictement g-convexe. Soit T un courant sur D, prolongeable et d-exact dans D.
Pour tout & € bD, il existe un voisinage 0 de & dans X, un courant U sur0n D, prolongeable tel
que T = 0U dans 6 n D.

Démonstration du lemme. — Puisque bD est strictement g-convexe, D est localement bi-
holomorphe a un domaine linéairement g-convexe. Pour tout & € bD, on choisit un ou-
vert de coordonnées (U, h) autour de &, olt U est biholomorphe a un convexe de C". U n D
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est un domaine complétement strictement g-convexe. Par les fonctions maxg de [6], on peut
construire un domaine D; C U N D, complétement strictement g-convexe a bord € tel que
& € bD;. T| p, €stun courant prolongeable, o-fermé. D’apreés le théoréme 4.1 de [18], il existe

U un courant prolongeable sur D; solution de S = T dans D;. Il suffit de choisir 6 tel que
0nDc D. O

Dans le cas des formes différentielles on a la relation suivante entre Hooo’r (D) et Hooo’r (D) :

THEOREME II1.9. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un do-
maine de X a bord €% . Supposons que:

a) bD est strictement g-concave, alors Uapplication induite par restriction :

&L Ho(?;r(ﬁ) — HoOo’r(D) est un isomorphismesi0 <r < g -1

et
& HY9(D) — H29(D) est injective.
b) SibD est strictement q-convexe, alors Uapplication induite par restriction
& : HY" (D) — HY"(D) estun isomorphismesin—q <r<n
et

& HO"49(D) — H2"9(D) est surjective.

Démonstration. — C’est une répétition de la démonstration du théoréme IIL.4. Pour I'in-
jectivité de & : HY" (D) - HY(D),1 < r < g dans @) on utilise le lemme 3.2 de [11]. Pour
I'injectivité de .# : Hg;r(ﬁ) — Hg;’(D), n—q < r < ndans b), on remplace dans le lemme I1I.8
le courant T par une forme différentielle f € Zooo’r (D), 0-exacte dans D et le théoréme 4.1
de [18] par le théoreme 2 de [13]. O

CoroLLAIRE II1.10. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un do-
maine de X a bord €% . Supposons que:

a) bD est strictement g-concave. Alors l'application naturelle de :

H2"(D) — H°"(D) estun isomorphismesi0 < r< qg-1

et
H29(D) — H™I(D) estinjective.
b) bD est strictement q-convexe. Alors l'application naturelle de :
HY"(D) — H®"(D) estun isomorphismesir > n— q
et

HY"9(D) — H®" (D) estsurjective.

Démonstration.
a) C’est une conséquence de I'isomorphisme de Dolbeault et des théorémes I11.4, a), et I11.9,
a). Pour r = g on a le diagramme commutatif suivant:

. 0,
Ho’q(D) — coZr(D)

T L

H2D) — HYYD).
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D'ott HYY(D) — H%9(D) est injective.

b) C’est une conséquence de I'isomorphisme de Dolbeault et des théoremes I11.4, b) et I11.9,
b).Pourr=n-q, Dun voisinage de D qui est en plus une extension g-convexe généralisée de
D, on a d’apres le lemme 3 de [7], la surjectivité de I'application restriction de : H&”“’(ﬁ) -
HQ,’”‘“’ (D). Du diagramme commutatif suivant:

YD) + HY"YD)

L l

Homr 1(D) =+ HO"49(D),

on a la surjectivité de 'application naturelle de : Hg,n—q (D) — HY"~4(D). O






CHAPITRE IV

Applications

A. Application a I'étude de I'isomorphisme de Dolbeault
dans les hypersurfaces réelles

Nous allons utiliser dans cette partie les relations entre la d-cohomologie et la 9j-
cohomologie établies par [1], [2] pour les formes différentielles et [16], [2] pour les courants
afin d’étudier 'isomorphisme de Dolbeault dans les hypersurfaces réelles. On sait que I'appli-
cation naturelle de H2"(X) — Hco(;l’lr (X) est un isomorphisme appelé isomorphisme de Dol-
beault. Si S est une hypersurface réelle, nous allons nous intéresser a ’application naturelle
de H2"(S) — H(?(;{lr(S), ot HY'(S), respectivement HCO(;{H(S), est le (0,r)-ieme groupe de 0j,-
cohomologie des formes différentielles @ définies sur S, respectivement des courants définis
sur S.

THEOREME IVA.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et S une hy-
persurface réelle de classe € de X . Si la forme de Lévi de S admet en chaque point de S ;

i) q valeurs propres de méme signe, q > ”T“, Papplication naturelle de

HY"(S) — HY%" (S) estsurjectivesin—q < r<q—1

cour

“ H2™(S) — HY! (S) estinjectivesin— q+1 <1< q.
ii) q paires de valeurs propres de signe contraire,1 < q < ”%1, Vapplication naturelle de :
H2™(S) — HY! (S) est un isomorphismesi 0 <1< q—1 et
n-g+1<r<n-1,
HY9(S) — Hcoc;ﬁr(S) est injective
et

HY"9(8) — H%™9(S) est surjective.

cour

Remarque. — Le cas ii) correspond au cas de la codimension 1 dans [12].

Démonstration. — Quitte a restreindre X, on peut supposer que S partage X en deux com-
posantes connexes X " et X .
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i) On peut supposer sans perte de généralité que X ~ se situe du c6té concave de S. D’apres
le corollaire I11.10, a), 'application naturelle de :

HY"(X™) — H®"(X™) estunisomorphismesi0 < r < q—1
et
H29(X")) — H*(X™) estinjective.

D’apres le corollaire I11.10, b), 'application naturelle de :

Ho?;r(YJr) — H%"(X*) estunisomorphismesir > n— g
et
HY" 900 (XT)) — HO"9(X") est surjective.
On applique ces informations au diagramme commutatif:
— HY(X) — HYX"HeHY (X ) — HY(S) — HY(X) —
lcr lar lbr lcrﬂ

. HO,r (X) . HO,I‘(X+) ® I:IO,T(X—) . HO,I‘ (S) . HO,r+1(X) .

cour cour cour

N HO,r+1 (Y+) ® HO,r+1 (Y*) ..
larﬂ
. I:IO’rH (X+) ® I:IO’rH (Yf) ..
ou les fleches verticales sont les applications naturelles.

Pourg-12>2r>n-q+1,ay, c, cr41 sont des isomorphismes et a,+; injective. D’aprés
le lemme des quatre, b, est un isomorphisme.

De méme, pour r = ¢, a, estinjective, ¢4 et ¢4+1 sont des isomorphismes. Par le lemme des
quatre, b, est injective.

Pour r = n — q, ¢y—q, Cn—g+1, An-g+1 sont des isomorphismes et a, 4 est surjective. b,

est surjective par le lemme des quatre.

ii) Silaforme de Lévi de S admet g paires de valeurs propres de signe contraire, alors

F HOT(X*) — HY%' (X*) estunisomorphismepour0 < r < q-1let

cour

n-qg+1<r<n,
F HY(X*) — HYT.(X*®)  est injective et
FHOA(X) — HEI(X*E)  est surjective.
De méme
R H%’(Yi) —  HY'(XF) est un isomorphismepour0 < r < g —1let
n-qg+1<r<n,
7 HYl(X™) —  HYY(x*) est injective et

P HYIXE . HYTA(x*)  est surjective.
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Donc I'application naturelle de :

HY" X e HY (X ) — HY"(X*) @ H*"(X™) estun isomorphisme pour0 < r < g — 1

etn-g+1<r<n,

HYY X" e HYI(X ™) — HOYI(XT) @ HO9(X™) est injective et
HY" I XYY e HYI(X ) — HOM4(X+) @ HO"9(X™) est surjective.

On conclut alors par 'utilisation du lemme des quatre comme dans i). U

CoROLLAIRE [V.A.2. — Soient X une variété analytique complexe de dimension n et S une
hypersurface réelle de classe € de X. Supposons que pour tout z € S, la forme de Lévi de S a
£ valeurs propres d’'un méme signe et q paires de valeurs propres de signes opposés avec q < ¥.
Alors,

) Sit < g, Papplication naturelle de : HOOO’r(S) — HCOO’{H(S) est un isomorphisme pour

0<r<g-letn—-q+1<r< n-1,estinjectivesir = q et est surjectivesir = n — q.

i) Sit= ”T“, Lapplication naturelle de: HY'(S) — HX! (S) est un isomorphisme pour

0<r<g-letn—q+1<r< n-1,injectivesir = q etl, surjectivesir=n—- 4 etn— q.

i) Sit > g+ 1, l'application naturelle de:Ho?;r(S) — H(?(;{lr(S) est un isomorphisme pour

0<r<g-1,n-¢0+1<r<¥l-1letn—q+1<r< n-1.Elleestinjectivesir = q et¥,
surjectivesir=n—{f etn— q.

B. Annulation du r-ieme groupe de cohomologie des formes différentielles
avaleurs dans le faisceau des fonctions holomorphes
qui ont une valeur au bord au sens des courants

Soient X une variété analytique complexe, Q C X un domaine strictement pseudoconvexe
abord €*.

On considere le faisceau sur X des courants prolongeables défini par la suite exacte :
10,1 70,1 >5/0,r .
0— @ — P — I5T(X) — 0,
ol @;?(Q est le faisceau des courants de bidegré (0,r) a support dans X\Q et 9’07 1e faisceau
des courants de bidegré (0,r) sur X.

Notons par @g’ T | g le faisceau induit sur Q par @g "T(X). Cest un faisceau de ég-modules.

Notons aussi ¢f, le faisceau sur Q des fonctions holomorphes sur Q possédant une trace au
sens des courants sur bQ.

On ala proposition suivante:
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ProposiTION I[V.B.1. — (@;20 & 5,5) est une résolution acyclique de O, et par conséquent :
Ker (I(Q,% 210,32 5)

HY(Q,0) =

/0q 1

Im (I(Q,% r-HQ@”ﬂQ»'

Démonstration. — Nous avons 2 montrer que :
— Oy — GO0 L LG
0 % 0" |a 0" a 0
est exacte.

Soit U unouvertde X et T € . 0(U nQ) tel que oT =0surU, d’apres le théoréme 3.5 du
chapitre Il de [10], T est un courant deﬁnl sur U par une fonction holomorphe h. Puisque hest
prolongeable, alors & admet une valeur au bord au sens des courants d’apres le lemme 11.2.3,
donc h € (U n Q). On a donc prouvé que

Ker (9305 — I3 5) = ta -
Pour montrer I'exactitude du reste de la suite, on a besoin d’'un lemme de Dolbeault.

Pour un ouvert V.de Qet T € @g’j(V N Q) tel que OT = OsurV,ilexiste U c V
tel que T'| y »SOit d-exact. SiV n bQ = &, c’est le lemme de Dolbeault classique, il suffit de
prendre pour U un ouvert completement strictement pseudoconvexe contenu dans V. Pour V
telque V n bQ * @, puisque Q est strictement pseudoconvexe a bord @, il existe un ouvert

U c V nQabord lisse, completement strictement pseudoconvexe tel que bU N bQ + @. T | 5
est 0-exact d’apres le théoreme I1.2.1.

Par conséquent, pourtout j,1 < j< n
vrojl a > 10, j J El 570, j+1
Im (%, la— %o |g) = Ker ( JQ |_ 25" ) -
Ce qui donne l'exactitude de la suite.
Lisomorphisme

>.70, v’O +1
Ker ([(Q, 25 |5 2,9 la)
10,g—1 ’

HY(Q,l0) =

Im ((Q, 207 5 2 T(Q, :»’0‘7|

résulte alors de la théorie classique de la cohomologie des faisceaux. U

On peut déduire de cette proposition le corollaire suivant:

CoRroOLLAIRE IV.B.2. — Soit Q) un domaine complétement strictement pseudoconvexe a bord
lisse d’'une variété analytique complexe X, alors pour toutr > 1
H' (Q,00) =0.

Démonstration. — D’apreés le théoréme I1.2.1, on peut résoudre le d pour les courants pro-
longeables sur Q2. Donc

Ker (I(Q, 90" |5 F(Q FO )

=0

Im (r(@,%“H lg = TOQ,7% )
et H(Q,0n) = 0 grace a la proposition IV.B.1. U
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C. Application au 90

Soit QO un domaine strictement pseudoconvexe a bord € lisse d'une variété analytique
complexe X.

Soit J5 le faisceau défini sur Q de la maniére suivante : pour V. C Q unouvert, f € I(V,J,)
si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) f estune 2-forme différentielle sur V', d-fermée.
ii) f admetune valeur aubord y( f) sur V' =V nbQ,pourtout V C Qtel que VnbQ = O.

Soient Jg et J; les faisceaux sur Q définis comme suit : pour tout ouvert V. C Qeti=0,1,
h € I(V,3;), si h est une i-forme différentielle sur V telle que y(h) et y(dh) existent sur V' =
V nbQpourV nbQ + .

Dulemme de Poincaré pour les formes différentielles d-fermée avec valeur au bord au sens
des courants (voir lemme 2 de [3]), la suite

0-C=Tg L3, L3 —0

est exacte.

Notons H2(Q,C) le deuxieme groupe de cohomologie De Rham a valeur dans C, on a en

conséquence

H*(Q,0) = HA(Q,0) = Ljf) .
dar(Q,J3;)

Soit p la fonction définissante de Q. Notons ( , ) une métrique hermitienne sur X, (il en
existe toujours dés que X est paracompacte). On suppose que ||3p||> = % sur bQ.

&P9(X) désignel’espace des ( p,q)-formes différentielles de classe @ sur X et &P7(bQ) =
L(&P9(X)) ol L est 'opérateur restriction a bQ, est I'espace des ( p,q)-formes différentielles
de classe @* sur bQ. On note 479 (bQ) = {xx € EPI(DQ) | &« = @ A dp sur bQ}, g > 1et
TPI(DQ) = {ox € EPI(DQ) | (,B) = 0, VB € AP9(bQ)}. Pour tout p € EP9(bQ), on ala
décomposition

¢=NI|@pAp)+3pA(NIp),

ol1 N est le champ de vecteurs dual 4 dp. Ainsi
&P (bQ) = AP (bQ) P T (bQ) .

Notons AP9(bQ) = {ax € EPI(DQ) | ¢ = @ Adp sur bQ}, p > 1et TPI(DQ) = {x €
EP1(DQ) | (x,B) =0, VB € AP9(bQ)}. On a aussila décomposition suivante :

EPI(bQ) = AP (bQ) P TPI(bQ) .

T : EP1(HQ) — TPI(bQ) respectivement T : EP9(bQ) — TP9(bQ) désigne la seconde
projection.Onad, =T o detd, =T o J et on pose

8p = (0p+0p), *8p = (TOp+T0p), 65 = i(3p — 0p) .
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Par calcul direct (cf. [4]),

TT(80h) = T(3,0ph) + 2N (h)T(3,0p)
et
—TT(00h) = T(3p0ph) — 2N (h)T(3,0p)

ot N(h) = (dh,0p) et N(h) = (0h,dp).

On obtient en soustrayant les deux égalités
(##) 2iTT(00h) +* 6,65h = i2[N(h) + N(h)1T(3,0p) .

Si p n’est pas Lévi-plat, on peut (cf. [4]) “diviser” (##) par i'r(5bap). Pour obtenir des opérateurs
R: &EY0(bQ) — E90°(bQ) et A : EV1(DQ) — E0(DQ) tels que N (h) + N(h) = R(h) + A(30h).
On définit un opérateur w : ¢*°(bQ) — &0 (bQ) par w(h) = d,h+[N(h)—N(h)]dp+R(h)dp
et B: £V (bQ) — V1 (bQ) par B(h) = —T(h) + 3, (A(h)dp).

Si U est une solution avec une valeur au bord au sens des courants y(U) de d0U = f sur
Q, alors y(U) vérifie les conditions de compatibilité de bord pour le 0.

w(y(u)) = ou — A(00u)dp sur bQ
Op(w(y(u)) = 0,(du + A(30u)dp)
=T(00u) + 0, (A(00u)op)
= —7(f) +0p(A(f)op) = B(f).

Nous avons comme derniére application la proposition suivante :

ProposiTiON IV.C.1. — S0itQ) cC X, un domaine complétement strictement pseudoconvexe
abord € lisse d’'une variété analytique complexe de dimension n tel que H*(Q,C) = 0. Si f est
une (1,1) -forme différentielle d -fermée sur Q) avec une valeur au bord au sens des courants, on a
pour tout g € 94’ (bQ) qui vériﬁeﬁbw(g) = B( f), une fonction u € €% (Q) avec une valeur au
dou = sur Q
bord au sens des courants 'y (u) qui vérifie f

y(u)=g.

Démonstration. — Comme H?(Q,C) = 0; si f e EVL(Q) N Ker d, il existe h une 1-forme
différentielle sur Q avec valeurs au bord au sens des courants telle que

dh=f.

Sans perte de généralité, on peut supposer que h et f sont des formes différentielles réelles.
Donc, h =V +V ou V est une (1,0)-forme différentielle et V son conjugué et

dh=dV +dV =0V +3V +0V + 0V = f.

Puisque 0V est une (2,0)-forme différentielle et oV une (0,2)-forme différentielle on a: 0V =
0V = 0 et par conséquent
V+avV=f.
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De plus V est une (0,1)-forme différentielle 0-fermée avec une valeur au bord au sens des cou-
rants sur bQ. D’apres le Corollaire 11.2.2, il existe donc une solution w avec valeur au bord au
sens des courants de 'équation 0U = V.

Onadonc dw =V d’ot1 dw = V, ce qui implique
00(w — w) =00w+ 0w = f.

Ainsi W — w est solution avec valeur au bord au sens des courants de 30u = f. @ — w vérifie la
condition de compatibilité du bord pour le 30. Donc 0, w(y(w — w)) = B( f).

On a 5bw(y(ﬁ — w) — g) = 0.1l existe (cf. proposition 3.6 de [5]) une fonction plurihar-
monique £ (c’est-a-dire telle que 90¢ = 0) quia y(w — w) — g pour valeur au bord au sens des
courants.
oou' = f

Posons u' = w — w — ¥, alors u’ vérifie ,
y(u)=g.
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