
Remer
iementsChristine Laurent-Thiébaut m'a �prise sous son aile� dès la �n de la maî-trise lorsque je suis venue lui demander de diriger mon stage de magistère.C'est à elle que je dois mes premiers 
onta
ts ave
 la re
her
he, et le faitd'avoir poursuivi dans 
ette voie. Malgré les nombreuses 
harges qui lui in-
ombent, elle a toujours su se rendre disponible pour répondre à mes douteset mes questions. Je la remer
ie de tout 
÷ur pour tout 
ela, pour avoirguidé mes travaux ainsi que pour ses en
ouragements.Je tiens à remer
ier aussi Jürgen Leiterer qui m'a a

ueilli pendant six moisà l'Université Humboldt de Berlin. Son aide et ses 
onseils ont été pré
ieux.Je tiens aussi à le remer
ier de faire partie du jury.Vielen Dank, Herr Leiterer !Anne Cumenge et Joa
him Mi
hel ont a

epté de bien vouloir lire mes tra-vaux en étant rapporteurs et d'être membre du jury, j'en suis très honorée etles en remer
ie. J'ai ren
ontré souvent Eri
 Amar lors de 
onféren
es depuisle début de ma thèse. Je suis heureuse de le retrouver à la �n et je le remer
ied'avoir a

epté de faire partie de 
e jury.Je tiens à remer
ier le personnel de l'Institut Fourier, tout parti
ulière-ment Arlette, Myriam et Françoise pour leur e�
a
ité et leur sympathie.Leur travail est pour beau
oup dans le bon fon
tionnement du labo et don
dans nos bonnes 
onditions de travail.Je veux aussi formuler des remer
iements mathématiques à quelques unsde mes �
ollègues�, en tout premier lieu 
eux qui ont partagé mon bureauet mon domaine de re
her
he depuis le début de ma thèse : Judith, Farid,Torsten et Salomon. Un grand mer
i aussi à Sophie et Matthieu pour leurs
onseils �fais
eautiques� et algébriques.Mes premiers 
onta
ts ave
 les mathématiques me viennent des ensei-gnants que j'ai 
roisé tout au long de ma s
olarité et de mes études. Ilsm'ont transmis leur passion pour 
ette matière. Aussi, il me semble impor-tant de leur faire un petit 
lin d'÷il aujourd'hui.Comme une thèse n'est pas uniquement faite de mathématiques, je veux3



avoir une pensée pour tous 
eux que j'ai 
�toyé pendant 
es trois années, 
euxave
 qui je partage les doutes et les angoisses mais aussi les joies liées à lare
her
he et à l'enseignement. Sans les 
iter tous, je remer
ie tout parti
uliè-rement Sophie, Barbara, Matthieu, Costia, Paolo, Torsten, Farid, Guillaume,Pierre-Emmanuel... ainsi que les moniteurs du stage du gouroudoudou.Mes parents m'ont soutenu dans le 
hoix de mes études bien qu'il ait puparaître un peu fou à leurs yeux (et 
eux des autres !). Je leur en suis trèsre
onnaissante. Je tiens à les remer
ier vivement pour leur aide tout au longde 
es années ainsi que toute ma famille et �jolie-famille�.En�n, Ni
olas, 
omment ne pas te remer
ier... Depuis plus de 
inq ansmaintenant, nous partageons tout et ton soutien m'est pré
ieux. Mer
i desupporter les moments d'absen
es lorsque je pars dans la galaxie des mathé-matiques, d'être là pour soutenir mes angoisses et mes �je n'y arriverai pas�.Aujourd'hui, je veux partager ave
 toi le bonheur de l'a

omplissement de
e travail.Ma dernière pensée sera pour Benjamin, mon ami, je lui dédie 
ette thèse.

4



Finan
ementL'auteur a béné�
ié pendant sa thèse d'une bourse EURODOC de la Ré-gion Rhone-Alpes ainsi que d'aides �nan
ières du Réseau Européen �ANA-COGA�, T.M.R. ERBFMX-CT 98-0163. Ces supports �nan
iers lui ont per-mis de séjourner dans plusieurs laboratoire européens et d'assister à de nom-breuses 
onféren
es pendant la durée de sa thèse.

5



6



Table des matières
Introdu
tion 91 Résolution lo
ale de l'équation de Cau
hy-Riemann pour desdomaines à 
oins dans C n 171.1 Préliminaires et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191.2 Opérateurs solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221.3 Le 
as q-
onvexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.3.1 Constru
tion d'une se
tion de Leray asso
iée à un do-maine à 
oins q-
onvexe lo
al . . . . . . . . . . . . . . 251.3.2 Retour aux opérateurs solutions . . . . . . . . . . . . . 271.3.3 Simpli�
ation de l'é
riture de l'opérateur . . . . . . . . 291.3.4 Une estimation auxiliaire . . . . . . . . . . . . . . . . 361.3.5 Pseudo
oordonnées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381.3.6 Estimations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411.4 Le 
as q-
on
ave . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 511.4.1 Constru
tion d'une se
tion de Leray asso
iée à une
on�guration q-
on
ave . . . . . . . . . . . . . . . . . 521.4.2 Les termes linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 561.4.3 Estimations de Trf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 632 Résolution lo
ale dans des sous-variétés CR 672.1 Dé�nitions et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 672.1.1 Sous-variétés de Cau
hy-Riemann . . . . . . . . . . . . 672.1.2 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 682.1.3 Dé�nition des formes de bidegré (n; r) sur M . . . . . 692.2 Étude du 
as 
onvexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 722.2.1 Une autre dé�nition de l'opérateur de Cau
hy-Riemanntangentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 722.2.2 Complexe de se
tions de Whitney . . . . . . . . . . . . 752.2.3 Isomorphisme des groupes de 
ohomologie . . . . . . . 802.2.4 Résolution lo
ale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 812.3 Étude du 
as 
on
ave . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 842.3.1 Complexes de fais
eaux . . . . . . . . . . . . . . . . . 857



2.3.2 Résolution lo
ale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 883 Appli
ations pour l'équation de Cau
hy-Riemann 913.1 Un résultat lo
al sur le 
omplémentaire d'un domaine q-
onvexeà bord lisse par mor
eaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 913.1.1 Un théorème de résolution à support 
ompa
t dans le
as limite pour une 
on�guration q-
on
ave . . . . . . 913.1.2 Retour sur le 
omplexe de 
haîne de se
tions de Whitney 943.1.3 Le théorème de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . 963.2 Résolution de l'équation de Cau
hy-Riemann pour des formesà support 
ompa
t sur le 
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe par mor
eaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1033.2.1 Résolution à support 
ompa
t . . . . . . . . . . . . . . 1043.2.2 Théorème de séparation . . . . . . . . . . . . . . . . . 1124 Quelques résultats globaux pour l'équation de Cau
hy-Riemanntangentielle dans les sous-variétés CR 1134.1 Dans le 
as 
onvexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1144.1.1 Éléments d'extension q-
onvexe . . . . . . . . . . . . . 1144.1.2 Extensions q-
onvexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1174.1.3 Démonstration du Théorème 4.1.4 . . . . . . . . . . . 1184.1.4 Con
lusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1234.2 Dans le 
as 
on
ave . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1254.2.1 Éléments d'extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1264.2.2 Extensions q-
on
aves . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1284.2.3 Con
lusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129A Quelques rappels de théorie des fais
eaux et d'algèbre ho-mologique 133A.1 Préfais
eaux et Fais
eaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133A.1.1 Premières dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133A.1.2 Espa
e étalé, fais
eau engendré . . . . . . . . . . . . . 135A.2 Fais
eaux mous, fais
eaux �ns . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136A.3 Suite exa
te longue de Cohomologie, Lemme du serpent . . . 137Bibliographie 141
8



Introdu
tionDans 
e travail, nous nous intéressons prin
ipalement à l'étude de deuxéquations 
lassiques en Analyse Complexe :� l'équation de Cau
hy-Riemann dans 
ertains domaines de C n :Sa
hant que f est une forme di�érentielle ��-fermée sur un domaine D dansC n , existe-t-il u dé�nie sur D telle que ��u = f ? Par ailleurs, peut-on trou-ver une solution u dont la régularité sur D soit 
omparable à 
elle de f ?� l'équation de Cau
hy-Riemann tangentielle dans 
ertains domaines d'unesous-variété CR générique q-
on
ave :Soit D un domaine in
lus dans M . Si f est ��b-fermée sur D, existe-t-il udé�nie sur D telle que ��bu = f ? De même, peut-on trouver une solution udont la régularité sur D soit 
omparable à 
elle de f ?La formulation de 
es questions et en parti
ulier les hypothèses seront pré-
isées par la suite, 
ependant, on peut déjà noter que l'obje
tif est d'obtenirdes solutions u ayant des propriétés de régularité jusqu'au bord des domaines
onsidérés. L'étude liée à 
haque équation 
onsiste dans un premier tempsà obtenir des résultats de résolution lo
ale (Chapitres 1 et 2). Ensuite, onen déduit des résultats globaux d'annulation, de �nitude ou de séparationdes groupes de 
ohomologie, 
es résultats sont présentés au Chapitre 3 pourl'équation de Cau
hy-Riemann et au Chapitre 4 pour l'équation de Cau
hy-Riemann tangentielle.Pour e�e
tuer les études lo
ales, on utilise prin
ipalement deux théo-ries 
lassiques distin
tes. Dans le 
adre 
omplexe, la méthode de résolution
onsiste à 
onstruire expli
itement une solution grâ
e à la théorie des re-présentations intégrales, théorie dont l'essor date des années 70 grâ
e auxrésultats de H. Grauert, G.M. Henkin, I. Lieb et E. Ramirez (voir [He℄).Dans le 
adre CR, la résolution se déduit des résultats obtenus dans le 
as
omplexe grâ
e à des outils d'algèbre homologique et de théorie des fais
eauxdé
oulant en parti
ulier de travaux de A. Andreotti, G. Frederi
ks, C.D. Hillet M. Na
inovi
h (voir [An℄, [Ai/He℄, [An/Fr/Na℄ et [Na℄).Les résultats globaux dé
oulent ensuite de la résolution lo
ale en parti
ulier9



grâ
e à une méthode due à H. Grauert, appelée �Beulenmethode� ou �mé-thode des bosses� qui 
onsiste à agrandir le domaine en lui ajoutant unebosse possédant de bonnes propriétés de résolution pour l'opérateur 
onsi-déré.� Les résultats prin
ipaux du Chapitre 1 (Théorème 1.0.2 et Théorème1.0.3) donnent la résolution ave
 estimation Ck jusqu'au bord dans le 
as dedomaines à 
oins q-
onvexes et q-
on
aves lo
aux.Le 
adre géométrique est le suivant : 
onsidérons un domaine D dans C ndé�ni par N fon
tions �1; : : : ; �N de 
lasse Cd, ave
 d � 2 dé�nies surU �� C n et à valeurs réelles :D = N\i=1fz 2 U j�i(z) < 0gOn suppose que les interse
tions sont transverses et que l'ensembleE := fz 2 U j�1(z) = : : : �N (z) = 0g n'est pas vide.Soit � 2 E, on s'intéresse à la résolution du �� sur D au voisinage de �, ainsi,pour R > 0, on note B(�;R) la boule de 
entre � et de rayon R dans C n eton pose DR = D \B(�;R)On dé�nit alors les 
onditions suivantes :(
as q-
onvexe) Pour toute 
ombinaison linéaire �� := �1�1+ � � �+�N�N , à 
oe�
ientspositifs ave
 PNi=1 �i = 1, des appli
ations �1; : : : ; �N et pour toutpoint z 2 U , il existe un espa
e ve
toriel de dimension q+1 sur lequella forme de Levi de �� au point z est dé�nie positive.(
as q-
on
ave) Pour toute 
ombinaison linéaire �� := �1�1+ � � �+�N�N , à 
oe�
ientspositifs ave
 PNi=1 �i = 1, des appli
ations �1; : : : ; �N et pour toutpoint z 2 U , il existe un espa
e ve
toriel de dimension q+1 sur lequella forme de Levi de �� au point z est dé�nie négative.Il faut noter que dans 
es 
onditions, l'espa
e ve
toriel dépend de �1; : : : ; �N .On est ainsi dans les 
on�gurations suivantes :B(�; R)U�1 < 0�DR �DR�1 < 0
U B(�; R)


as q-
onvexe 
as q-
on
ave�2 < 0
�2 < 0

10



La théorie des représentations intégrales a 
onsisté dans un premiertemps, notamment ave
 la formule de Bo
hner-Martinelli (1943), à géné-raliser au 
as de plusieurs variables 
omplexes la formule de Cau
hy 
onnuepour les fon
tions holomorphes en une seule variable. Elle voit surtout sarenaissan
e dans les années 70 grâ
e à des idées 
ontenues dans les travauxde J. Leray (1956) et de P. Lelong (1953). Celles-
i ont 
onduit H. Grauert,G.M. Henkin, I. Lieb et E. Ramirez en 1969 (voir [He℄) à la 
onstru
tiond'une bonne formule intégrale permettant de résoudre l'équation de Cau
hy-Riemann sur un domaine D stri
tement pseudo
onvexe, i.e D est dé�ni parune fon
tion dont la forme de Levi est dé�nie positive (q = n � 1 dans le
as q-
onvexe). Depuis, 
ette théorie s'est beau
oup développée, ainsi elle apermis de résoudre de nouveaux problèmes mais aussi de retrouver, en lespré
isant, de nombreux résultats 
onnus.Ne pouvant évidemment 
iter tous 
eux qui ont apporté leur 
ontribution à
ette théorie, nous ne donnerons que quelques référen
es qui sont à la basedes travaux présentés i
i. Des rappels historiques plus 
omplets peuvent êtretrouvés dans [He℄, voir aussi [He/Le 1℄ et [Ra℄.En 1973, R.M. Range et Y.T. Siu ont obtenu (voir [Ra/Si℄), des estimationsuniformes dans le 
as d'un domaine D qui est l'interse
tion transverse dedomaines stri
tement pseudo
onvexes à bord Cd. En 1980, dans [Li/Ra℄, I.Lieb et R.M. Range ont obtenu des estimations Ck lorsque D est stri
tementpseudo
onvexe à bord lisse. En 
ombinant les te
hniques employées dans 
esarti
les et en utilisant des pseudo
oordonnées, J. Mi
hel (ave
 une 
onditionde transversalité 
omplexe) et M. Perotti/J. Mi
hel, dans [Mi℄ et [Mi/Pe℄,ont obtenu des estimations Ck lorsque D est stri
tement pseudo
onvexe àbord Cd par mor
eaux.Il faut remarquer que les résultats 
ités 
i-dessus, ne sont pas des résultatsde résolution lo
ale mais globale, 
ontrairement au 
adre de notre étude. Ene�et, les quatre arti
les 
ités 
on
ernent des domaines pseudo
onvexes ou desinterse
tions de domaines pseudo
onvexes sur lesquels on peut 
onstruire lessolutions globalement sur tout le domaine.Cependant, on ne peut utiliser les mêmes méthodes pour q < n�1 et N > 1
ar la se
tion de Leray dépend non-linéairement du 
oe�
ient �, alors quedans le 
as pseudo
onvexe, la dépendan
e linéaire en � permettait d'élimi-ner expli
itement � par une intégration. Suivant une idée de G.M. Henkin(voir l'introdu
tion de [L-T/Le 1℄), C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer ontdémontré, dans [L-T/Le 1℄ et [L-T/Le 2℄, des théorèmes de résolution lo
aledans les 
as q-
onvexes et q-
on
aves ave
 des estimations uniformes. Ils lesont obtenus sans e�e
tuer l'intégration en � mais en l'estimant de façon adé-quate.Les résultats prin
ipaux du Chapitre 1 sont basés sur 
es idées. Ainsi,le Théorème 1.0.2 donne dans le 
as q-
onvexe, l'existen
e d'un opérateurintégral Rr pour n� q � r � n tel que si f est une (0; r)-forme di�érentielle11



��-fermée sur DR alors ��Rrf = f sur DR ave
 des estimations Ck jusqu'aubord.De manière analogue, le Théorème 1.0.3 traite du 
as q-
on
ave, i
i, il fauttenir 
ompte du fait que la 
onvexité de B(�;R) est opposée à 
elle des ap-pli
ations �1; : : : ; �N 
e qui impose de faire varier le rayon, on a ainsi pour1 � r � q �N et pour r = q �N + 1 ave
 des 
onditions supplémentaires,la résolution lo
ale du �� surDR0 pour des formes dé�nies surDR ave
 R0 < R.Il faut en�n noter que le Théorème 1.0.2, i.e. le 
as q-
onvexe, a été an-non
é et partiellement démontré par M.Y. Barkatou, dans [Ba 2℄, il a obtenude meilleures estimations Ck, en utilisant des noyaux de sa fabri
ation, dansle 
as où les appli
ations �1; : : : ; �N véri�ent une hypothèse plus forte quel'hypothèse du 
as q-
onvexe, où l'on impose que l'espa
e où la forme de Leviest dé�nie positive est le même pour tout (�1; : : : ; �N ).� Le Chapitre 2 traite de l'équation de Cau
hy-Riemann tangentielle surdes sous-variétés CR génériques de C n . Si M est une sous-variété réelle deC n de 
odimension N et de 
lasse Cd, alors pour � 2M , il existe un voisinageU de � dans C n et N appli
ations �1; : : : ; �N dé�nies sur U , de 
lasse Cd età valeurs réelles telles que :M = fz 2 U j�1(z) = �2(z) = � � � = �N (z) = 0gde plus d�1 ^ � � � ^ d�N 6= 0 sur U .On dira que M est CR générique si ���1 ^ � � � ^ ���N 6= 0 sur U (voir lesdé�nitions de la partie 2.1 pour plus de pré
isions).De plus, on dira que M est q-
on
ave, si pour tout système de fon
tionsdé�nissantes �1; : : : ; �N , et pour tout (x1; : : : ; xN ) 2 RN n f0g, la forme deLevi de x1�1+ � � �+xN�N admet q valeurs propres stri
tement positives surl'espa
e tangent 
omplexe à M en tout point de M .Les résultats prin
ipaux de 
e 
hapitre (Théorème 2.2.10 et Théorème2.3.2) traitent de la résolution lo
ale de l'équation de Cau
hy-Riemann tan-gentielle sur une sous-variété CR générique q-
on
ave pour des formes de
lasse C1, ave
 régularité jusqu'au bord, dans trois types de domaines, lo-
alement au voisinage d'un point � de M :(I) sur M \B(�;R) pour R > 0 assez petit ;(II) sur fz 2 U \M j'(z) < 0g\B(�;R), où R > 0 est assez petit, '(�) = 0et ' véri�e des 
onditions de q-
onvexité 
ompatibles ave
 les appli
a-tions dé�nissant M (voir la Dé�nition 2.2.8) ;(III) sur fz 2 U \M j'(z) < 0g\B(�;R), où R > 0 est assez petit, '(�) = 0et ' véri�e des 
onditions de q-
on
avité 
ompatibles ave
 les appli
a-tions dé�nissant M (voir la Dé�nition 2.3.1).12



(I) (II) (III)
' < 0 ' < 0M M M ���B(�;R)Le 
as (I) a été traité grâ
e à des méthodes de théorie des fais
eaux etd'algèbre homologique en 
odimension quel
onque par M. Na
inovi
h dans[Na℄ en 1984, il a obtenu un Lemme de Poin
aré pour des (n; r)-formeslorsque 1 � r � q � 1 ou n � k � q + 1 � r � n � k. Les résultats de M.Na
inovi
h sont redémontrés dans 
e travail, ave
 des méthodes analoguesà 
elles déjà employées par l'auteur, en obtenant pour le 
as 
onvexe (i.e.lorsque n� k � q + 1 � r � n� k) des résultats de régularité jusqu'au bordde B(�;R).Ce sont les 
as (II) et (III) qui semblent nouveaux. Le 
as (II) 
orrespond à 
equ'on appelle le �
as 
onvexe�, ave
 une résolution dans les �grands degrés�,voir le Théorème 2.2.10. Le 
as (III) 
orrespond quant à lui au �
as 
on
ave�,ave
 une résolution dans les �petits degrés�, voir le Théorème 2.3.2.Le 
as où M est une hypersurfa
e, i.e. N = 1, a été traité par C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer en 1995, voir [L-T/Le 4℄. Ils ont obtenu des solutionsave
 estimations uniformes jusqu'au bord grâ
e à leurs résultats lo
aux dansC n pour les domaines à 
oins q-
onvexes et q-
on
ave. Ils ont utilisé une mé-thode 
lassique initiée par A. Andreotti et C.D. Hill 
onsistant à représenterune forme di�érentielle f sur M 
omme le saut de deux formes dé�nies res-pe
tivement �au-dessus� et �au-dessous� de M .Cette formule de saut n'a plus de sens en 
odimension supérieure, en ef-fet, dans 
e 
as M ne dé
onne
te plus C n . Aussi, le r�le qu'elle joue dansle 
as des hypersurfa
es est rempla
é par des 
omplexes simpli
iaux dé�nispar rapport à des objets appelés se
tions de Whitney. On utilise ensuite desoutils de théorie des fais
eaux et en parti
ulier une 
orrespondan
e entre les
ohomologies pour les formes di�érentielles et pour les se
tions de Whitney.Ces te
hniques proviennent de travaux de A. Andreotti, G. Frederi
ks et M.Na
inovi
h en 1981 dans [An/Fr/Na℄, elles sont étendus dans 
e travail aux
as de formes régulières jusqu'au bord.� Le Chapitre 3 présente quelques appli
ations des résultats du premier
hapitre, on en trouve prin
ipalement trois.Tout d'abord on démontre un théorème de résolution lo
ale ave
 régularitéjusqu'au bord, sur le 
omplémentaire W d'un domaine q-
onvexe, D, à bordCd par mor
eaux, il s'agit du Théorème 3.1.6.On se pla
e ainsi dans le 
adre suivant :Soit U �� C n , et D un domaine dé�ni parD = fz 2 U j8i 2 f1; : : : ; Ng ri(z) < 0g13



ave
 les propriétés suivantes :(i) pour tout i 2 f1; : : : ; Ng, ri est de 
lasse Cd sur U , ave
 d assez grand(ii) pour tout I = (j1; : : : ; jl) ave
 1 � j1 < � � � < jl � N :drj1(z)^� � �^drjl(z) 6= 0 pour tout z 2 f� 2 U jrj1(�) = � � � = rjl(�) = 0g(iii) pour tout I = (j1; : : : ; jl) ave
 1 � j1 < � � � < jl � N , et tout(�j1 ; : : : ; �jl) famille de réels positifs tels que �j1 + � � � + �jl = 1, laforme de Levi de l'appli
ation �j1rj1 + � � � + �jlrjl admet au moinsq + 1 valeurs propres stri
tement positives en tout point de UOn pose W = U n D. Soit � 2 �D, on s'intéresse à la résolution de �� surW\B(�;R) pour R > 0 assez petit. Comme dans le 
as q-
on
ave, on obtientun résultat de résolution ave
 rédu
tion du rayon.
� UW \ B(�; R)

Le théorème obtenu généralise le Corollaire 0.2 dans [L-T/Le 2℄, qui donneaussi une résolution sur 
e type d'ouvert. C. Laurent-Thiébaut et J. Leitereront obtenu en e�et des résultats pour des formes 
ontinues, ave
 des solutions
ontinues, mais sans régularité jusqu'au bord de W .Par ailleurs, H. Grauert, dans [Gr℄, a obtenu une résolution plus globalesans rédu
tion du domaine pour des formes lisses dé�nies sur W mais ensupposant que les appli
ations r1; : : : ; rN véri�ent la 
ondition (iii') suivanteà la pla
e de la 
ondition (iii) :(iii') Il existe un sous-espa
e �xé T de C n de dimension q + 1 tel que pourtout j 2 f1; : : : ; Ng, la forme de Levi de rj est dé�nie positive sur Ten tout point de U .Sous 
ette hypothèse, il a montré qu'il existe une base de voisinages de SteinV de � 2 �D telle que si f est dé�nie sur W \V , il existe u telle que ��u = fsur W \ V .La deuxième appli
ation est un résultat global, on se pla
e dans une va-riété 
omplexe X et on 
onsidère un domaine 
 qui est q-
onvexe à bord C1par mor
eaux, (voir la Dé�nition 3.2.3). On suppose de plus que X possède
ertaines propriétés d'exhaustion par rapport à 
.En e�et, on suppose que pour tout voisinage V de 
, il existe un fermé Kave
 
 �� K � V et une fon
tion � dé�nie sur un voisinage U de X nKtelle que � est une fon
tion d'exhaustion et telle que pour tout � 2 U et tout14



système de 
oordonnées holomorphe au voisinage de �, la matri
e de Levi de� possède q + 1 valeurs propres stri
tement positives.Ces hypothèses sont en parti
ulier réalisées dans le 
as suivant (plussimple que le 
adre réel du résultat obtenu dans le Chapitre 3) :
 �� X est un ouvert tel qu'il existe U , voisinage de X n 
 dans X et desappli
ations �1; : : : ; �N dé�nies sur U et à valeurs réelles, de 
lasse C1 tellesque :1. 
 = TNi=1f�i < 0g ;2. d�1 ^ � � � ^ d�N 6= 0 sur un voisinage de �
 ;3. pour tout � 2 U , pour toute 
ombinaison linéaire �� := �1�1 + � � � +�N�N , à 
oe�
ients positifs ave
PNi=1 �i = 1, des appli
ations �1; : : : ; �N ,et pour tout système de 
oordonnées holomorphe au voisinage de �, lamatri
e de Levi de �� admet (q + 1) valeurs propres positives.On obtient alors le résultat suivant : soit f une (0; r)-forme di�érentiellede 
lasse C1 sur X n 
, à valeurs dans un �bré ve
toriel holomorphe E surX ave
 1 � r � q � 1 ou 1 � r � q si q � n � 2. Alors si f est à support
ompa
t dansX n 
 et ��-fermée, il existe u de 
lasse C1 surX n 
, à support
ompa
t dans X n 
 telle que ��u = f .
supp f X


On peut trouver une démonstration de 
e résultat dans [He/Le 2℄ pourle 
as des domaines lisses (N = 1) et sans régularité jusqu'au bord. Parailleurs, 
e théorème a été démontré par C. Laurent-thiébaut et J. Leitererdans [L-T/Le 1℄ pour un domaine lisse (N = 1) ave
 régularité jusqu'aubord pour des formes de 
lasse Ck. Dans 
e travail, la méthode employée estdi�érente de 
elle utilisée dans [L-T/Le 1℄, on utilise une méthode du type�méthode des bosses� de H. Grauert.En�n, 
e résultat 
onduit à la démonstration d'un théorème de sépara-tion analogue au résultat obtenu par A. Andreotti et E. Vesentini en 1965.15



Ce théorème permet alors d'a�rmer que le groupe de 
ohomologie de degré(0; q) sur X n 
 est séparé, il s'agit du Théorème 3.2.11.Dans [An/Ve℄, A. Andreotti et E. Vesentini ont obtenu 
e résultat pour undomaine à bord lisse (N = 1) et sans régularité jusqu'au bord de 
. Plus tard,C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer ont démontré le théorème ave
 régularitéCk jusqu'au bord, toujours pour un domaine à bord lisse, (voir [L-T/Le 1℄).Le résultat présenté i
i 
on
erne les formes de 
lasse C1 jusqu'au bord surle 
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe à bord lisse par mor
eaux (ave
N � 1).� Le dernier 
hapitre présente des résultats globaux d'annulation et de�nitude pour les groupes de 
ohomologie du 
omplexe de Cau
hy-Riemanntangentiel sur une sous-variété CR générique q-
on
ave en 
odimension quel-
onque. Ils sont déduits des résultats du Chapitre 2 en mettant en pla
e uneméthode des bosses de Grauert.Il s'agit i
i de généraliser la théorie d'Andreotti-Grauert établie en 1962 pourles variétés 
omplexes q-
onvexes et q-
on
aves au 
as des variétés CR.Dans [An/Gr℄, A. Andreotti et H. Grauert ont utilisé prin
ipalement la théo-rie des fais
eaux analytiques 
ohérents, mais on peut en trouver une démons-tration utilisant le point de vu des représentations intégrales dans [He/Le 2℄.Dans le 
as des hypersurfa
es, elle a été établie par C. Laurent-Thiébaut et J.Leiterer en 1993 dans [L-T/Le 1℄ dans le 
as 
ontinu ave
 régularité jusqu'aubord. Il faut aussi noter que 
ertains des résultats, en parti
ulier les Théo-rèmes 4.1.13 et 4.2.9, qui présentent l'annulation ou la �nitude de la 
ohomo-logie sur un domaine D présentant de bonnes propriétés de q-
onvexité ou deq-
on
avité, ont été obtenus dans le 
as de la 
odimension quel
onque pourdes formes lisses par C.D. Hill et M. Na
inovi
h dans [Hi/Na℄ et [Hi/Na 2℄en 1993 et 1995 mais sans résultat de régularité jusqu'au bord.
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Chapitre 1Résolution lo
ale de l'équationde Cau
hy-Riemann pour desdomaines à 
oins dans C nLe but de 
e 
hapitre est l'étude de la résolution de l'équation de Cau
hy-Riemann pour des formes di�érentielles dé�nies sur des domaines à 
oins q-
onvexes lo
aux d'une part (voir la Dé�nition 1.3.1) et des domaines à 
oinsq-
on
aves lo
aux d'autre part (voir la Dé�nition 1.4.1). En travaillant ave
des noyaux intégraux, on obtient des estimations Ck jusqu'au bord.Dé�nition 1.0.1 Une 
olle
tion (U; �1; : : : ; �N ) est appelée 
on�guration q-
onvexe (resp. 
on�guration q-
on
ave) de 
lasse Cd dans C n ave
 d � 2(resp. d � 3), si U � C n est un domaine 
onvexe et �1; : : : ; �N sont desappli
ations à valeurs réelles de 
lasse Cd sur U véri�ant les 
onditions sui-vantes :(i) E = �z 2 U ���1(z) = � � � = �N (z) = 0	 6= ?.(ii) d�1(z) ^ � � � ^ d�N (z) 6= 0 pour tout z 2 U .(iii) Pour tout I = (j1; : : : ; jl) � f1; : : : ; Ng ave
 1 � j1 < � � � < jl � N , ettoute famille (�j1 ; : : : ; �jl) de réels positifs tels que �j1 + � � �+ �jl = 1,la forme de Levi de l'appli
ation �j1�j1 + � � � + �jl�jl admet au moinsq+1 valeurs propres stri
tement positives (resp. stri
tement négatives)en tout point de U .On peut maintenant donner les deux théorèmes prin
ipaux de 
e 
hapitre. LeThéorème 1.0.2 et le Théorème 1.0.3 énon
ent respe
tivement les résultatspour des domaines dé�nis par des 
on�gurations q-
onvexes et q-
on
aves.Dans 
es énon
és, on peut rempla
er les domaines DR par des domainesà 
oins q-
onvexes lo
aux, respe
tivement q-
on
aves lo
aux, qui sont plusgénéraux. Cependant, les Dé�nitions 1.3.1 et 1.4.1 étant plus te
hniques etmoins expli
ites que la dé�nition 
i-dessus, on a préféré énon
er les théorèmesde la façon suivante : 17



Théorème 1.0.2 Supposons que (U; �1; : : : ; �N ) est une 
on�guration q-
onvexe de 
lasse Cd dans C n , ave
 d � 2.Pour tout � 2 E, il existe R > 0, que l'on peut 
hoisir indépendamment depetites perturbations C2 des appli
ations �1; : : : ; �N (
e qui entraîne de pe-tites perturbations de �), tel que si on note G = \Ni=1fz 2 U j�i(z) < 0g etDR = G \B(�;R), alors :(i) Si n� q � r � n, il existe un opérateur linéaireRr : C00;r(DR)! C00;r�1(DR)tel que si f est une (0; r)-forme di�érentielle sur DR, 
ontinue sur DR ave
��f = 0 on a :1. ��Rrf = f sur DR.2. Si f 2 Cs0;r(DR), s 2 N� , pour tout 0 � Æ0 < 12 :kRrfks�1+Æ0;DR � CÆ0kfks;DRThéorème 1.0.3 Supposons que d � 3 et que (U; �1; : : : ; �N ) est une 
on�-guration q-
on
ave de 
lasse Cd dans C n .Pour tout � 2 E, il existe R > 0, que l'on peut 
hoisir indépendamment depetites perturbations C2 des appli
ations �1; : : : ; �N , tel que si on noteG = \Ni=1fz 2 U j�i(z) < 0g et DR = G \B(�;R), alors :(i) Si 1 � r � q � N , il existe R0 > 0 ave
 R0 < R que l'on peut 
hoisirindépendamment de petites perturbations C2 des appli
ations �1; : : : ; �N etun opérateur linéaire Tr : C00;r(DR)! C00;r�1(DR0)tels que si f est une (0; r)-forme di�érentielle sur DR, 
ontinue sur DR ave
��f = 0 on a :1. ��Trf = f sur DR0 .2. Si f 2 Cs0;r(DR), s 2 f1; : : : ; d� 2g, pour tout 0 � Æ0 < 12 :kTrfks�1+Æ0;DR0 � CÆ0kfks;DR(ii) Il existe un opérateur linéaireTq�N+1 : C00;q�N+1(DR)! C00;q�N(DR)tel que si f est une (0; q �N + 1)-forme di�érentielle sur DR, 
ontinue surDR ave
 ��f = 0 telle que supp f �� G \B(�;R), véri�ant la 
ondition :(C1) Si q = n� 1,ZS(1;:::;N) f(�) ^ g(�)d�1 ^ � � � ^ d�n = 0, pour tout g 2 O(B(�;R)).alors :1. ��Tq�N+1f = f sur DR.2. Si f 2 Cs0;q�N+1(DR), s 2 f1; : : : ; d� 2g, alors pour tout 0 � Æ0 < 12 :kTq�N+1fks�1+Æ0;DR � CÆ0kfks;DR18



1.1 Préliminaires et notations1.1.1 � Pour z 2 C n , on note z1; : : : ; zn les 
oordonnées 
omplexes 
a-noniques de z. Pour (z; w) 2 C n , on note < z;w >= z1w1 + � � � + znwn etjzj =< z; z > 12 .1.1.2 � Si � est une fon
tion réelle de 
lasse C2 sur un ouvert U de C n ,on note L�(�) la forme de Levi de � au point � 2 U , on note de plus F�(z; �)le polyn�me de Levi de � au point � 2 U appliqué en z 2 C n , i.e. pour tout� 2 U , tout z 2 C nLCn� (�)(z) = nXj;k=1 �2�(�)��j��k zjzkF Cn� (�; z) = 2 nXj=1 ��(�)��j (�j � zj)� nXj;k=1 �2�(�)��j��k (�j � zj)(�k � zk)Lorsqu'il n'y aura pas de 
onfusion possible, on notera L�(�)(z) et F�(�; z)à la pla
e de LCn� (�)(z) et F Cn� (�; z).Alors d'après la formule de Taylor à l'ordre 2, on aRe F�(�; z) = �(�)� �(z) + L�(�)(� � z) + o(j� � zj2) (1.1.1)1.1.3 � Pour h 2 N� , on pose :P (h) = �I = (j1; : : : ; jl)��1 � l � h;8i 2 f1; : : : ; lg; ji 2 f1; : : : ; hg	P 0(h) = �I = (j1; : : : ; jl)��1 � l � h; 1 � j1 < � � � < jl � h	P 0(h; �) = �I = (j1; : : : ; jl)��(j1; : : : ; jl�1) 2 P 0(h); jl = �	1.1.4 � Pour I 2 P 0(N + 1) et 0 � Æ � 1 on note :�I =((�0; : : : ; �N+1) 2 [0; 1℄N+2���N+1Xk=0 �k = 1; �i = 0 8i =2 I)�0I =((�0; : : : ; �N+1) 2 [0; 1℄N+2���N+1Xk=0 �k = 1; �i = 0 8i =2 I [ f0g)�Æ0I =n(�0; : : : ; �N+1) 2 �0I���0 � �0 � Æo1.1.5 � Si I = (j1; : : : ; jl) est une 
olle
tion ordonnée d'entiers, et si� 2 f1; : : : ; lg, on note I(b�) = (j1; : : : ; j��1; j�+1; : : : ; jl).Si � 2 �0(1;:::;N+1), ave
 �0 6= 1, on noteÆ� = �0; �11� �0 ; : : : ; �N+11� �0� 2 �(1;:::;N+1)19



si � 2 �0(1;:::;N+1), ave
 �N+1 6= 1, on note�� = � �01� �N+1 ; : : : ; �N1� �N+1 ; 0� 2 �0(1;:::;N)et si � 2 �0(1;:::;N+1), ave
 �N+1 + �0 6= 1, on poseÆ�� = �0; �11� �0 � �N+1 ; : : : ; �N1� �0 � �N+1 ; 0� 2 �(1;:::;N)1.1.6 � Pour j 2 f0; : : : ; N + 1g, on note � j = (� j0 ; : : : ; � jN+1) 2�0(1;:::;N+1) dé�ni par � jj = 1.1.1.7 � Soit � une appli
ation de 
lasse C1 de [0; 1℄ dans [0; 1℄ telle que�(t) = 0 si 0 � t � 18 et �(t) = 1 si 14 � t � 1.1.1.8 � Soit D un domaine de C n , on dit que D est une interse
tionde 
lasse Ck, k 2 N [ f1g, s'il existe un voisinage UD de D et un nombre�ni de fon
tions réelles de 
lasse Ck, �1; : : : ; �N+1 dé�nies sur un voisinagede UD telles queD = �z 2 UD��8i 2 f1; : : : ; N + 1g; �i(z) < 0	et telles que pour tout I = (j1; : : : ; jl) ave
 1 � j1 < � � � < jl � N + 1 :d�j1(z)^ � � � ^ d�jl(z) 6= 0 pour tout z 2 f� 2 �Dj�j1(�) = � � � = �jl(�) = 0g.On dit alors que (UD; �1; : : : ; �N+1) est un 
adre de 
lasse Ck pour D.1.1.9 � Soit D �� C n une interse
tion de 
lasse C1, pour laquelle onpose �� = �N+1. Pour I = (j1; : : : ; jl) 2 P (N + 1) on pose :SI = fz 2 �Dj8i 2 I; �i(z) = 0gsi les éléments de I sont deux à deux distin
ts, SI = ? sinon.On oriente SI par ré
urren
e sur le nombre d'éléments de I de manièreantisymétrique en les éléments de I, de la façon suivante :si j 2 f1; : : : ; N + 1g, Sj est orienté de manière à avoir�D = N+1Xj=1 Sj (1.1.2)si SI est orienté, on oriente les SIj pour avoir�SI = N+1Xj=1 SIj (1.1.3)20



où, si I = (j1; : : : ; jl), SIj désigne S(j1;:::;jl;j).Si I = (j1; : : : ; jl) 2 P 0(N + 1) 
ontient l'indi
e �, i.e. jl = N + 1, alors onnotera parfois : SI = SJ� ave
 J = (j1; : : : ; jl�1)1.1.10 � Soit D �� C n une interse
tion de 
lasse C1, pour laquelle onpose �� = �N+1. On dé�nit pour "0 > 0 assez petit :D0 = �z 2 UD��8i 2 f1; : : : ; N + 1g; �i(z) < "0	Si "0 > 0 est assez petit, D0 est une interse
tion de 
lasse C1 et on posealors, pour I = (j1; : : : ; jl) 2 P (N + 1) :S0I = fz 2 �D0j8i 2 I; �i(z) = "0gRI = fz 2 UDj8i 2 I; 0 � �j1(z) = � � � = �jl(z) � "0; �j(z) � �j1(z) si j =2 Igsi les éléments de I sont deux à deux distin
ts, S0I = RI = ? sinon.On oriente les S0I 
omme les SI et les RI par ré
urren
e sur le nombred'éléments de I de manière antisymétrique en les éléments de I, de la façonsuivante :si j 2 f1; : : : ; N + 1g, Rj est orienté de manière à avoirD0 nD = N+1Xj=1 Rj (1.1.4)si RI est orienté, on oriente les RIj pour avoir�RI = �N+1Xj=1 RIj � SI + S0I (1.1.5)où, si I = (j1; : : : ; jl), RIj désigne R(j1;:::;jl;j).On a alors la relation suivante :� 0� XI2P 0(N+1)(�1)jIjRI ��0I1A = � XI2P 0(N+1)RI ��I + (D0 nD)��0+ XI2P 0(N+1)(�1)jIjS0I ��0I � XI2P 0(N+1)(�1)jIjSI ��0I (1.1.6)1.1.11 � Soient V un ouvert borné de C n � R2n , s 2 N et 0 < � < 1.Pour � 2 N2n , (x1; : : : ; x2n) un point de V , on notej�j = �1 + � � �+ �2n21



D� = �j�j�x�11 : : : �x�2n2nCsp;q(V ) désigne l'espa
e des (p; q)-formes di�érentielles telles que 
haque 
oef-�
ient est s fois 
ontinûment dérivable sur V et C1p;q(V ) 
elui des (p; q)-formesdi�érentielles telles que 
haque 
oef�
ient est 
ontinûment dérivable à toutordre. De plus Csp;q(V ) désigne l'espa
e des (p; q)-formes di�érentielles tellesque 
haque 
oe�
ient est s fois 
ontinûment dérivable sur un voisinage de Vet C1p;q(V ) 
elui des (p; q)-formes di�érentielles telles que 
haque 
oe�
ientest 
ontinûment dérivable à tout ordre sur un voisinage de V . Soit f : V ! C ,une appli
ation, on note :kfks;V = X�2N2nj�j�s supx2V jD�f(x)jkfks+�;V = kfks;V + sup�����D�f(x)�D�f(y)jx� yj� ���� ; (x; y) 2 V 2; � 2 N2n ; j�j = s�Pour les formes di�érentielles sur V , on dé�nit 
es normes 
omme la bornesupérieure sur tous les 
oe�
ients des normes pré
édentes.1.1.12 � Si D est un domaine borné à bord Ct par mor
eaux, t 2N [f+1g, in
lus dans C n , si V est un voisinage de D, il existe un opérateurlinéaire E, appelé opérateur de Seeley, voir [Se℄, tel que, si � est une (0; r)-forme di�érentielle 
ontinue sur D alors E� est (0; r)-forme di�érentielle
ontinue sur C n ave
 E� � � sur D et supp (E�) � V.De plus, si � 2 Cs(0;r)(D) alors E� 2 Cs(0;r)(V) et il existe une 
onstante Cstelle que kE�ks;V � Csk�ks;D1.2 Opérateurs solutionsSoit D une interse
tion de 
lasse C2, dé�nie ave
 les notations du para-graphe 1.1.8. Diag désigne la diagonale de C n � C n .Supposons qu'il existe une fon
tion! : ���UD nD��D� nDiag���0(1;:::;N+1)�! C n(�; z; �) 7�! (!1(�; z; �); : : : ; !n(�; z; �))telle que :1. ! est C1 par rapport à �.2. Pour tout (�; z) 2 ��UD nD��D� nDiag, pour tout � 2 �0(1;:::;N+1)< !(�; z; �); � � z >= 122



Une telle appli
ation ! sera appelée se
tion de Leray asso
iée à D. On sup-pose de plus :3. Pour tout (�; z) 2 ��UD nD��D� nDiag,!(�; z; (1; 0; : : : ; 0)) = � � zj� � zj2Remarque. Si, pour I 2 P 0(N + 1) et � 2 �I , on pose !I(�; z; �) =!(�; z; �), alors, on retrouve la dé�nition de se
tions de Leray donnée dans[L-T/Le 1℄.Nous allons maintenant suivre la 
onstru
tion de R.M. Range et Y.T.Siu dans [Ra/Si℄, voir aussi [Mi℄ et [Mi/Pe℄, et utiliser leurs 
onventionsde 
al
uls (i.e. dz� 
ommute ave
 d�� ainsi qu'ave
 d�j), pour obtenir unopérateur linéaire donnant une solution à l'équation de Cau
hy-Riemannpour 
ertains types de domaines.Posons, lorsque 
ela est dé�ni�(�; z; �) =< !(�; z; �); d� >et Dn;r(�; z; �) = (�1) r(r�1)2(2i�)n �n� 1r �� r̂ ��z� n�r�1^ ���;�� (1.2.1)où ���;� = ��� + d�.Remarque. Si � 2 �0, le noyau dé�ni 
i-dessus multiplié par (�1)r estla partie de bidegré (0; r) en z du noyau de Bo
hner-Martinelli tel qu'il estdé�ni par exemple dans [He/Le 2℄.Nous allons maintenant énon
er la formule de Bo
hner-Martinelli-Koppelmanave
 les notations utilisées 
i-dessus. Le le
teur pourra par exemple en trou-ver la démonstration dans [Ra/Si℄.Proposition 1.2.1 [formule de Bo
hner-Martinelli-Koppelman℄ Soitf une (0; r)-forme di�érentielle 
ontinue sur D telle que ��f est 
ontinue surD. Alorsf(z) = Z�D��0 f(�) ^Dn;r(�; z; �)� ZD��0 ���f(�) ^Dn;r(�; z; �)���z ZD��0 f(�) ^Dn;r�1(�; z; �)En utilisant un raisonnement 
lassique (voir par exemple [Ra/Si℄), onpeut alors établir la formule suivante : si f est une (0; r)-forme di�érentielle23




ontinue sur D ave
 ��f 
ontinue sur Df(z) =�ZD��0 ��f ^Dn;r � XI2P 0(N+1)(�1)jIj ZSI��0I ���f ^Dn;r���z ZD��0 f ^Dn;r�1 � XI2P 0(N+1)(�1)jIj ��z ZSI��0I f ^Dn;r�1+ XI2P 0(N+1) ZSI��I f ^Dn;r (1.2.2)Posons ainsi pour h (0; r)-forme di�érentielle 
ontinue sur D telle que ��hest 
ontinue sur DeTrh(z) =�ZD��0 h ^Dn;r�1 � XI2P 0(N+1)(�1)jIj ZSI��0I h ^Dn;r�1Lrh(z) = XI2P 0(N+1) ZSI��I h ^Dn;rAinsi, si f est une (0; r)-forme di�érentielle 
ontinue sur D ave
 ��f 
onti-nue sur D f(z) = �� eTrf(z) + eTr+1( ��f)(z) + Lrf(r) si r � 1f(z) = eT1( ��f)(z) + L0f(z) si r = 0 (1.2.3)Cette formule est appelée formule de Cau
hy-Fantappié, nous renvoyonsle le
teur à [L-T/Le 1℄ pour les 
ommentaires d'ordre historique sur 
etteéquation.1.3 Le 
as q-
onvexeLe but de 
ette partie est de démontrer le Théorème 1.0.2. On noteG(n; q) la variété grassmannienne 
omplexe des sous-espa
es de C n de di-mension q et MO(n; q) la variété 
omplexe de toutes les matri
es 
omplexesn � n qui dé�nissent une proje
tion orthogonale de C n sur un sous-espa
ede C n de dimension q.Dé�nition 1.3.1 On dit que D �� C n est un domaine à 
oins q-
onvexelo
al, 0 � q � n�1 si D est une interse
tion de 
lasse C2 (voir le paragraphe1.1.8) pour laquelle on peut trouver un 
adre (UD; �1; : : : ; �L) véri�ant la pro-priété suivante :Il existe une appli
ation C1, Q : �(1;:::;L) ! MO(n; n � q � 1) et des
onstantes �, A > 0 telles queRe F��(�; z) � ��(�)� ��(z) + �j� � zj2 �AjQ(�)(� � z)j2pour tout � = (�1; : : : ; �L) 2 �(1;:::;L), �� := �1�1+� � �+�L�L et (�; z) 2 U2D.24



Remarque. Cette dé�nition est similaire à la Dé�nition 2.3 dans [L-T/Le 1℄,ave
 une 
ondition de transversalité plus faible donnée par la dé�nition d'uneinterse
tion de 
lasse C2 (voir le paragraphe 1.1.8). En e�et, dans 
e travail,on a besoin que les sous-variétés SI , RI , et S0I , pour un réel " > 0 assez petit,soient lisses, et 
ette 
ondition est su�sante pour 
ela. On 
hangera de lamême manière la dé�nition des domaines à 
oins q-
on
aves (voir la Dé�ni-tion 1.4.1). Ces 
hangements permettent d'avoir éventuellement des points
ritiques pour les appli
ations �1; : : : ; �N à l'intérieur de D.Soit (U; �1; : : : ; �N ) une 
on�guration q-
onvexe de 
lasse Cd, d � 2, dansC n . Soit � 2 E, pour R > 0 on note ��(z) = �N+1(z) = j� � zj2 �R2 etDR = N\j=1fz 2 U j�i(z) < 0g \B(�;R)Si R0 assez petit, alors pour tout R < R0, DR est une interse
tion de 
lasseCd ave
 UDR = B(�;R0).Par ailleurs, l'appli
ation �� est de 
lasse C1, sa forme de Levi est dé�niepositive en tout point de U , de plus, elle ne dépend pas de R. Don
, pourtout � 2 �(1;:::;N+1), la forme de Levi de�� = �1�1 + � � �+ �N+1�N+1admet q+1 valeurs propres stri
tement positives en tout point de U et nedépend pas de R.On peut alors énon
er la proposition suivante qui est démontrée dans[L-T/Le 1℄ (il s'agit du Lemme 2.4) :Proposition 1.3.2 Si (U; �1; : : : ; �N ) est une 
on�guration q-
onvexe de
lasse Cd, d � 2, dans C n et si � 2 E.Alors, il existe R0 > 0, que l'on peut 
hoisir indépendamment de petitesperturbations C2 des appli
ations �1; : : : ; �N tel que pour tout R > 0 ave
R � R0, DR est un domaine à 
oins q-
onvexe lo
al. De plus les 
onstantesA et � données par la Dé�nition 1.3.1, peuvent être 
hoisies indépendammentde petites perturbations C2 des appli
ations �1; : : : ; �N ; �N+1.1.3.1 Constru
tion d'une se
tion de Leray asso
iée à un do-maine à 
oins q-
onvexe lo
alOn reprend maintenant les étapes d'une 
onstru
tion 
lassique d'une se
-tion de Leray asso
iée à D, où D est un domaine à 
oins q-
onvexe lo
al et(UD; �1; : : : ; �N+1) le 
adre donné par la Dé�nition 1.3.1, 
ette 
onstru
tionest détaillée en parti
ulier dans [L-T/Le 1℄.25



Comme les appli
ations �1; : : : ; �N+1 sont de 
lasse C2, il existe des fon
-tions C1, a�kj; (1 � � � N + 1; 1 � j � n; 1 � k � n) sur UD tellesque ����a�kj(�)� �2��(�)��j��k ���� � �2n2 ; 8� 2 UDOn pose pour tout � 2 �(1;:::;N+1), a�kj = �1a1kj + � � � + �N+1aN+1kj , alors����a�kj(�)� �2��(�)��j��k ���� � �2n2 ; 8� 2 UDPosons, pour (�; z) 2 UD � C neF��(�; z) = 2 nXj=1 ���(�)��j (�j � zj)� nXj;k=1a�kj(�)(�j � zj)(�k � zk)D'après la Dé�nition 1.3.1, pour tout (�; z) 2 U2D, on aRe eF��(�; z) � ��(�)� ��(z) + �2 j� � zj2 �AjQ(�)(� � z)j2On note Q(�)kj les 
oe�
ients de la matri
e Q(�) : Q(�) = �Q(�)kj�1�j�n1�k�n(k est l'indi
e de la 
olonne).On pose alors pour (�; z; �) 2 UD � C n ��(1;:::;N+1) :8><>:wj(�; z; �) = 2���(�)��j �Pnk=1 a�kj(�)(�k � zk) +APnk=1Q(�)kj(�k � zk)w(�; z; �) = (w1(�; z; �); : : : ; wn(�; z; �))'(�; z; �) =< w(�; z; �); � � z >On a, pour tout (�; z; �) 2 UD � C n ��(1;:::;N+1),'(�; z; �) = eF��(�; z) +AjQ(�)(� � z)j2et si (�; z; �) 2 U2D ��(1;:::;N+1)Re '(�; z; �) � ��(�)� ��(z) + �2 j� � zj2 (1.3.1)En parti
ulier, '(�; z; �) n'est pas nul lorsque(�; z; �) 2 ��UD nD��D� nDiag��(1;:::;N+1).Ave
 les notations des paragraphes 1.1.5 et 1.1.7, posons, lorsque 
ela estdé�ni : !(�; z; �) = �(�0) � � zj� � zj2 + (1� �(�0))w(�; z; Æ�)'(�; z; Æ�) (1.3.2)Alors ! est une se
tion de Leray asso
iée à D suivant la dé�nition donnéedans la partie pré
édente. 26



Dé�nition 1.3.3 Une appli
ation f dé�nie sur une variété 
omplexe X estdite s-holomorphe si pour tout point � 2 X, il existe des 
oordonnées holo-morphes h1; : : : ; hn dans un voisinage de � telles que f soit holomorphe parrapport à h1; : : : ; hs.Lemme 1.3.41. Pour tout (�; �) 2 UD � �(1;:::;N+1) �xé, les appli
ations w(�; z; �) et'(�; z; �) sont (q + 1)-holomorphes en z 2 C n .2. Pour tout K 2 P 0(N + 1) et tout (�; �) 2 (UD nD)��K �xé, l'appli-
ation !(�; z; �) est (q + 1)-holomorphe en z 2 D.Démonstration : La démonstration de 
e lemme est la même que 
elle duLemme 3.3 dans [L-T/Le 1℄. �1.3.2 Retour aux opérateurs solutionsSoit D �� C n un domaine à 
oins q-
onvexe lo
al. Soit f une (0; r)-formedi�érentielle 
ontinue sur D telle que ��f est 
ontinue sur D.Proposition 1.3.5(i) Si � 2 �(1;:::;N+1), et si s � n�q, alors pour tout (�; z) 2 (UD nD)�D,Dn;s(�; z; �) = 0(ii) Si � 2 �(1;:::;N+1), alors pour tout (�; z) 2 (UD nD)�D,��zDn;n�q�1(�; z; �) = 0Démonstration : D'après le Lemme 1.3.4, �(�; z; �) est (q + 1)-holomorpheen z si �0 = 0 
e qui impose (i) et (ii). �Alors, si r � n� q, d'après (i), on a :Lrf(z) = XI2P 0(N+1) ZSI��I f ^Dn;r = 0Don
 si f est une (0; r)-forme di�érentielle 
ontinue sur D telle que ��f = 0,ave
 r � n� q, on a f = �� eTrfNous utilisons maintenant une idée de I. Lieb et R.M. Range voir [Li/Ra℄,et aussi [Mi℄ et [Mi/Pe℄, pour obtenir un noyau de la régularité 
her
hée. Elle
onsiste à utiliser l'opérateur de prolongement de Seeley.Considérons g 2 C00;r(D0) ave
 supp g �� D0, et posonseR1g= eT1(gjD)�PI2P 0(N+1) RRI��I g ^Dn;0 si r = 1eRrg= eTr(gjD) +PI2P 0(N+1)(�1)jIj �� RRI��0I g ^Dn;r�2 si r � 2 (1.3.3)27



D'après la proposition pré
édente, (ii), si r = 1 � n� q, on aXI2P 0(N+1) �� ZRI��I g ^Dn;0 = 0Don
 pour tout r � n� q, eRrg � eTrg est ��-fermé.Si f est une (0; r)-forme di�érentielle 
ontinue surD, on peut la prolongergrâ
e à l'opérateur de Seeley dé�ni au paragraphe 1.1.12 par une forme àsupport dans D0. Ainsi, si on pose Rrf = eRr(Ef) et si ��f = 0 on obtientun autre opérateur solution :si n� q � r � n; f(z) = ��Rrf(z) (1.3.4)Par ailleurs, en utilisant la formule de Stokes et l'équation (1.1.6) onmontre que si f 2 C10;r(D), r � 1 :eTr(f) =�ZD0��0 Ef ^Dn;r�1 + XI2P 0(N+1) ZRI��I Ef ^Dn;r�1+ XI2P 0(N+1)(�1)jIj ZRI��0I ��(Ef) ^Dn;r�1� XI2P 0(N+1)(�1)jIj �� ZRI��0I Ef ^Dn;r�2ave
 Dn;�1 := 0.Alors, d'après la proposition pré
édente, si r � n � q, on a pour toutI 2 P 0(N + 1) ZRI��I Ef ^Dn;r�1 = 0Don
, si f 2 C10;r(D) ave
 r � n� q :Rrf(z) =�ZD0��0 Ef ^Dn;r�1 + XI2P 0(N+1)(�1)jIj ZRI��0I ��(Ef) ^Dn;r�1Nous allons maintenant 
ommen
er le raisonnement qui mènera aux es-timations de l'opérateur Rrf , pour une forme di�érentielle f 2 Ck0;r(D),k > 0. Les estimations pour l'opérateur de Bo
hner-Martinelli-Koppelmanétant 
onnues, il reste à voir pour I 2 P 0(N + 1) :ZRI��0I ��g ^Dn;r�1où g 2 Ck0;r(D0), pour k > 0 et r > 0, ave
 ��g = 0 sur D.28



1.3.3 Simpli�
ation de l'é
riture de l'opérateurContrairement au 
as stri
tement pseudo
onvexe, la se
tion de Leray as-so
iée à D ne dépend pas linéairement de � (voir [Mi℄ et [Mi/Pe℄), on ne peutdon
 e�e
tuer dire
tement l'intégration en �. Nous allons i
i suivre une idéede C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer, voir [L-T/Le 1℄, pour majorer l'opé-rateur (ou ses dérivées). Pour 
ela, nous devons tout d'abord en donner uneexpression plus expli
ite. Soient I 2 P 0(N+1) et g une (0; r) forme C1 surD0.Comme dimRI = 2n� jIj+1 et dim�0I = jIj, la forme que l'on intègredoit être de bidegrés : (0; r � 1) en z(n; n� jIj+ 1) en �jIj en ���g étant de bidegré (0; r + 1) en �, la partie de Dn;r�1 qui entre en 
omptedans l'intégrale est proportionnelle (indépendamment de z, � et �) àKI(�; z; �) = �(�; z; �) r�1̂ ���z�(�; z; �)� n�jIj�r^ �����(�; z; �)� jI ĵ (d��(�; z; �))Or �(�; z; �) = �(�0)< � � z; d� >j� � zj2 + (1� �(�0))< w(�; z; Æ�); d� >'(�; z; Æ�)pour simpli�er l'é
riture, notons : �0 =< � � z; d� >, � =< w(�; z; Æ�); d� >et ' = '(�; z; Æ�), alors��z�(�; z; �) =�(�0)��z � �0j� � zj2�+ (1� �(�0)) ��z ��'� (1.3.5)����(�; z; �) =�(�0)��� � �0j� � zj2�+ (1� �(�0)) ��� ��'� (1.3.6)d��(�; z; �) =�0(�0)d�0 ^ �0j� � zj2 � �0(�0)d�0 ^ �' + (1� �(�0))d� ��'�=�0(�0)d�0 ^ �0j� � zj2 � �0(�0)d�0 ^ �'+(1� �(�0))d��' + (1� �(�0))� ^ d�''2 (1.3.7)En utilisant le fait que si v est une 1-forme, v ^ v = 0, on peut é
rire29



KI(�; z; �) 
omme une 
ombinaison linéaire de termes de la forme suivante :K1I = (�(�0))�0 (1� �(�0))�1�1 �0(�0) �0j� � zj2 ^���z �0j� � zj2�k0 ^���z �'�k1^���� �0j� � zj2�m0 ^���� �'�m1 ^�d�0 ^ �'� ^�d��' �jIj�1
K2I = (�(�0))�0�1 (1� �(�0))�1 �0(�0)�' ^���z �0j� � zj2�k0 ^���z �'�k1^���� �0j� � zj2�m0 ^���� �'�m1 ^�d�0 ^ �0j� � zj2� ^�d��' �jIj�1K3I = (�(�0))�0 (1� �(�0))�1 �0j� � zj2 ^���z �0j� � zj2�k0 ^���z �'�k1^���� �0j� � zj2�m0 ^���� �'�m1 ^�� ^ d�''2 � ^�d��' �jIj�1K4I = (�(�0))�0 (1� �(�0))�1 �0j� � zj2 ^���z �0j� � zj2�k0 ^���z �'�k1^���� �0j� � zj2�m0 ^���� �'�m1 ^�d��' �jIjK5I = (�(�0))�0�1 (1� �(�0))�1+1 �' ^���z �0j� � zj2�k0 ^���z �'�k1^���� �0j� � zj2�m0 ^���� �'�m1 ^�d��' �jIjAve
 k0 + k1 = r � 1, m0 + m1 = n � jIj � r, �0 = 1 + k0 + m0 � 1 et�1 = k1 +m1 + jIj � 1.En utilisant à nouveau le fait que si v est une 1-forme alors v ^ v = 0, ondémontre, voir aussi [Bo℄ :Proposition 1.3.6 Si v est une 1-forme,  une fon
tion qui ne s'annulepas, l un entier et D est un opérateur di�érentiel d'ordre 1, alorsv ^ (D v )l = v ^ (Dv)l lOn note pour (�; �; 
) 2 N3 ,A(�0; �; �; 
) = (�(�0))� (1� �(�0))� (�0(�0))
 .Dans tous les 
as pré
édents, le 
oe�
ient A(�0; �; �; 
) s'annule à l'ordrein�ni si �0 > 14 , on peut don
 se restreindre à intégrer sur RI � � 140I . Ondésigne maintenant par A = A(�0) une fon
tion C1 en �0 sur [0; 1℄ qui s'an-nule à l'ordre 1 pour �0 � 14 . 30



Ce qui nous permet d'é
rire :K1I =A�0 ^ � ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ d�0 ^ (d��)jIj�1j� � zj2�0'�1K2I =A�0 ^ � ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ d�0 ^ (d��)jIj�1j� � zj2�0'�1K3I =A�0 ^ � ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ d�' ^ (d��)jIj�1j� � zj2�0'�1+1K4I =A�0 ^ ���z�0�k0 ^ �����0�m0j� � zj2�0 ^���z �'�k1 ^���� �'�m1 ^�d��' �jIjK5I =A� ^ ���z��k1 ^ ������m1 ^ (d��)jIj'�1+1 ^���z �0j� � zj2�k0 ^���� �0j� � zj2�m0Par ailleurs, ���z �'�k1 ^ ���� �'�m1 ^ �d��' �jIj est une 
ombinaison li-néaire de termes de la forme :( ��z�)k1 ^ ( ����)m1 ^ (d��)jIj'�1 ;� ^ ��z' ^ ( ��z�)k1�1 ^ ( ����)m1 ^ (d��)jIj'�1+1 ; si k1 � 1;� ^ ���' ^ (��z�)k1 ^ (����)m1�1 ^ (d��)jIj'�1+1 ; si m1 � 1:Et de la même manière, ���z �0j� � zj2�k0 ^���� �0j� � zj2�m0 est une 
om-binaison linéaire de termes de la forme :( ��z�0)k0 ^ ( ����0)m0j� � zj2(�0�1) ;�0 ^ ��z(j� � zj2) ^ ( ��z�0)k0�1 ^ ( ����0)m0j� � zj2�0 ; si k0 � 1;�0 ^ ���(j� � zj2) ^ ( ��z�0)k0 ^ ( ����0)m0�1j� � zj2�0 ; si m0 � 1:On peut don
 é
rire KI 
omme 
ombinaison linéaire de termes de la
31



forme suivante :I1I =A�0 ^ � ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ d�0 ^ (d��)jIj�1j� � zj2�0'�1I2I =A�0 ^ � ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ d�' ^ (d��)jIj�1j� � zj2�0'�1+1I3I =A�0 ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ (d��)jIjj� � zj2�0'�1I4I =A�0 ^ � ^ ��z' ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1�1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ (d��)jIjj� � zj2�0'�1+1I5I =A�0 ^ � ^ ���' ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1�1 ^ (d��)jIjj� � zj2�0'�1+1I6I =A� ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ (d��)jIjj� � zj2(�0�1)'�1+1I7I =A�0 ^ � ^ ��z(j� � zj2) ^ ���z�0�k0�1 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0 ^ ������m1 ^ (d��)jIjj� � zj2�0'�1+1I8I =A�0 ^ � ^ ���(j� � zj2) ^ ���z�0�k0 ^ ���z��k1 ^ �����0�m0�1 ^ ������m1 ^ (d��)jIjj� � zj2�0'�1+1où I4I ; I5I ; I7I et I8I ne sont dé�nis respe
tivement que si k1 � 1, m1 � 1,k0 � 1 et m0 � 1.On désigne maintenant par f s� = f s� (�; z; �) une forme di�érentielle nedépendant pas de g, de 
lasse Cs sur D0 �D �� 140I , de 
lasse Cs en � surD0, réelle analytique suivant z, de 
lasse C1 en (z; �) sur D�� 140I pour tout� �xé, qui s'annule à l'ordre � en � = z.Remarque. f s� est réelle analytique suivant la variable z don
 si Djz désigneun opérateur di�érentiel d'ordre j en z, Djzf s� = f s��jAlors on peut é
rire KI 
omme 
ombinaison linéaire de termes de la
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forme suivante : J1I =A� ^ fd�21 (�; z; �) ^ (d��)jIj�1j� � zj2�0'�1J2I =A� ^ fd�21 (�; z; �) ^ d�' ^ (d��)jIj�1j� � zj2�0'�1+1J3I =Afd�21 (�; z; �) ^ (d��)jIjj� � zj2�0'�1J4I =A� ^ fd�22 (�; z; �) ^ (d��)jIjj� � zj2�0'�1+1Proposition 1.3.7 Sur RI �D �� 140I , on a� ^ (d��)jIj�1= X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj f1jIj�t(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)(1.3.8)� ^ d�' ^ (d��)jIj�1= X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj fd�1jIj�t+1(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)+ X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj fd�1jIj�t+2(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)(1.3.9)(d��)jIj= X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj f1jIj�t(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)(1.3.10)� ^ (d��)jIj= X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj f1jIj�t+1(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)(1.3.11)Démonstration : Pour tout (�; z; �) 2 U2D �� 140(1;:::;N+1) :�(�; z; Æ�) = nXj=1wj(�; z; Æ�)d�j=2 nXj=1 ��Æ�(�)��j d�j � nXj;k=1aÆ�kj(�)(�k � zk)d�j +A nXj;k=1Q(Æ�)kj(�k � zk)d�j33



=N+1X�=1 Æ����(�; z) +A nXj;k=1 Q(Æ�)kj � N+1X�=1 Æ��Qkj� ! (�k � zk)d�j=N+1X�=1 Æ����(�; z) + f11 (�; z; �) (1.3.12)où on pose ��(�; z) = �(�; z; ��) et Q� = Q(��) ave
 les notations du para-graphe 1.1.6.On peut de plus remarquer i
i que d�f11 (�; z; �) reste de la forme f11 (�; z; �).Ainsid��(�; z; Æ�) = N+1X�=1 11� �0d��^��(�; z)+N+1X�=1 ��(1� �0)2d�0^��(�; z)+f11 (�; z; �)(1.3.13)De même, si (�; z; �) 2 U2D �� 140(1;:::;N+1),'(�; z; Æ�) = nXj=1 wj(�; z; Æ�)(�j � zj)= 2 nXj=1 ��Æ�(�)��j (�j � zj)� nXj;k=1aÆ�kj(�)(�k � zk)(�j � zj)+A nXj;k=1Q(Æ�)kj(�k � zk)(�j � zj)=N+1X�=1 Æ��'�(�; z) +A <  Q(Æ�)� N+1X�=1 Æ��Q�! (� � z); � � z >=N+1X�=1 Æ��'�(�; z) + f12 (�; z; �) (1.3.14)où '�(�; z) = '(�; z; ��) ave
 les notations du paragraphe 1.1.6.De même, dans 
e 
as, d�f12 (�; z; �) reste de la forme f12 (�; z; �). De plus,pour tout � 2 f1; : : : ; N + 1g, '�(�; z) est de la forme fd�11 (�; z; �).Ainsid�'(�; z; Æ�) = N+1X�=1 11� �0 d��^'�(�; z)+N+1X�=1 ��(1� �0)2 d�0^'�(�; z)+f12 (�; z; �)(1.3.15)
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Alors, d'après (1.3.12) et (1.3.13), sur RI �D �� 140I , on a� ^ (d��)jIj�1= X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj f1jIj�t(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)(d��)jIj= X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj f1jIj�t(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)� ^ (d��)jIj= X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj f1jIj�t+1(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)en utilisant de plus (1.3.14), (1.3.15) et les remarques e�e
tuées à proposdes '� , on obtient :� ^ d�' ^ (d��)jIj�1= X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj fd�1jIj�t+1(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)+ X(�1;:::;�t)�I0�t�jIj fd�1jIj�t+2(�; z; �) ^ ��1(�; z) ^ � � � ^ ��t(�; z)
e qui termine la démonstration. �La Proposition 1.3.7 et les expressions de J1I ; J2I ; J3I et J4I , permettentd'a�rmer que ZRI��0I ��(g)^Dn;r�1, s'é
rit 
omme une 
ombinaison linéairede termes de la forme :ZRI�� 140I A
(�) ^�J(�; z) ^ fd�2l�l0+1(�; z; �)j� � zj2�0'(�; z; Æ�)�1ZRI�� 140I A
(�) ^�J(�; z) ^ fd�2l�l0+2(�; z; �)j� � zj2�0'(�; z; Æ�)�1+1ZRI�� 140I A
(�) ^�J(�; z) ^ fd�2l�l0+3(�; z; �)j� � zj2�0'(�; z; Æ�)�1+1où jIj = l; J = (�1; : : : ; �l0) � I; jJ j = l0;�J(�; z) = ��1(�; z) ^ � � � ^ ��l0 (�; z);�0 � 1; �1 � jIj � 1; �0 + �1 = n;
(�) est un 
oeÆ
ient de ��g:35



On noteJ+(�; J; a0; a1) = ZRI�� 140I A
(�) ^�J(�; z) ^ fd�2� (�; z; �)j� � zj2a0'(�; z; Æ�)a1On remarque que si f est du type fd�2l�l0+3, alors f est du type fd�2l�l0+2,don
 pour estimer l'opérateur, il su�t d'estimer J+(l � l0 + 1; J; �0; �1) etJ+(l � l0 + 2; J; �0; �1 + 1) et leurs dérivées par rapport à z.Soit Dp un opérateur di�érentiel en z d'ordre p. Si on applique Dp, àJ+(�; J; a0; a1), on obtient une 
ombinaison linéaire �nie de termes de laforme suivante :ZRI�� 140I A
(�)^Dp1 0� 1'(�; z; Æ�)a11A^Dp2 (�J(�; z))^Dp3 �fd�2� (�; z; �)j� � zj2a0 �ave
 p1 + p2 + p3 = p.Ce qui donne une 
ombinaison linéaire �nie d'intégrales de la forme suivante :J +(�; J; L; b0; b1)(z) = ZRI�� 140I A
(�) ^�L(�; z) ^ fd�2� (�; z; �)j� � zj2b0'(�; z; Æ�)b1où 1. L � J � I, jLj = m = max(l0 � p2; 0), L = (l1; : : : ; lm).2. a0 � b0 � a0 + p3a1 � b1 � a1 + p13. 2b0 � � � 2a0 + p3 � �Remarque. Si p = 0, alors, on a J+(�; J; a0; a1) = J +(�; J; J; a0; a1)1.3.4 Une estimation auxiliaireCette sous-partie reprend des résultats obtenus par C. Laurent-Thiébautet J. Leiterer dans [L-T/Le 1℄, 
eux-
i vont permettre d'estimer l'intégrationen � a�n de pouvoir ensuite utiliser des méthodes d'estimation employéespar R.M. Range et Y.T. Siu dans [Ra/Si℄, par J. Mi
hel dans [Mi℄ ainsi quepar J. Mi
hel et A. Perotti dans [Mi/Pe℄.Soient h � 2, un entier et K = (k1; : : : ; ks) 2 P 0(h), on pose d�K =d�k2^� � �^d�ks . Soient de plus C�, Æ et " des 
onstantes positives, '1; : : : ; 'hdes nombres 
omplexes tels queRe 'j � Æ + " (1.3.16)Si i; j 2 f1; : : : ; hg ave
 i 6= j, rij représente la dérivée partielle ���jen 
onsidérant �j dans le système de 
oordonnées (�1; : : : ; b�i; : : : ; �h) sur�(1;:::;h) et on note ri1:::itj1:::jt = ri1j1 : : :ritjt36



pour t � 2, et 1 � i� ; j� � h, ave
 i� 6= j� (� = 1; : : : ; t).Soient 
 et � deux fon
tions de 
lasse C1 sur �(1;:::;h) telles quej
(�)j � "4 (1.3.17)jri1:::itj1:::jt
(�)j � "4 (1.3.18)j�(�)j �C� (1.3.19)jri1:::itj1:::jt�(�)j �C� (1.3.20)pour tout � 2 �(1;:::;h), 1 � t � h + 2, 1 � i� ; j� � h, ave
 i� 6= j�(� = 1; : : : ; t).Rappelons alors le Théorème 6.1 dans [L-T/Le 1℄ :Théorème 1.3.8 Si pour tout p 2 N, on note Cp = (3p)!27p, alors1. pour tout p 2 N, on a������Z�(1;:::;h) �(�)d�(1;:::;h)�Phj=1 �j'j + 
(�)�p ������ � CpC�(Æ + ")p2. pour tout K 2 P 0(h) et tout p � jKj+ 1������Z�(1;:::;h) �(�)d�(1;:::;h)�Phj=1 �j'j + 
(�)�p ������ � CpC�Qj2K j'j j(Æ + ")p�jKjOn donne maintenant la dé�nition d'une famille de sommets admissibles
orrespondant à la Dé�nition 7.3 dans [L-T/Le 1℄ :Dé�nition 1.3.9 Soit � la 
onstante donnée par la Dé�nition 1.3.1. Une fa-mille de sommets admissibles est une famille ordonnée (�1; : : : ; �l) de pointsde �(1;:::;N+1) telle que :(i) il existe K = (k1; : : : ; kl) 2 P 0(N + 1) tel que �j 2 �K, pour j =1; : : : ; l ;(ii) �1; : : : ; �l sont des ve
teurs linéairement indépendants dans Rl ;(iii) pour tout (�; z; �) 2 C n � UD ��(1;:::;l) la fon
tion 
 dé�nie par
(�; z; �) = '(�; z; lXj=1 �j�j)� lXj=1 �j'(�; z; �j)véri�e les relations suivantes :j
(�; z; �)j � �8 j� � zj2 (1.3.21)jri1:::itj1:::jt
(�; z; �)j � �8 j� � zj2 (1.3.22)pour tout 1 � t � l + 2, 1 � i� ; j� � l, ave
 i� 6= j� (� = 1; : : : ; t).37



Si (�1; : : : ; �l) est une famille de sommets admissibles, alors, on note�(�1; : : : ; �l) = 8<: lXj=1 �j�j ; � 2 �(1; : : : ; l)9=;On dit alors qu'un simplexe � est admissible s'il existe une famille de som-mets admissibles, (�1; : : : ; �l), telle que � = �(�1; : : : ; �l).On peut maintenant énon
er le lemme suivant, dont on trouve aussi ladémonstration dans [L-T/Le 1℄ :Lemme 1.3.10 Il existe " > 0 tel que, si K = (k1; : : : ; kl) 2 P 0(N + 1) et�1; : : : ; �l 2 �K sont des ve
teurs linéairement indépendants ave
j�i � �jj < "; (1 � i; j � l)alors (�1; : : : ; �l) est une famille de sommets admissibles.1.3.5 Pseudo
oordonnéesDans 
ette sous-partie, nous 
onstruisons des pseudo
oordonnées ana-logues à 
elles de J. Mi
hel (voir par exemple [Mi℄), qui nous permettrontd'intégrer dans de bonnes dire
tions pour obtenir les estimations 
her
hées.Soient z 2 D; �0 2 RI et soient �1; : : : ; �l 2 �I , des ve
teurs linéairementindépendants (
omme ve
teurs de Rl ).L'indépendan
e des ve
teurs �1; : : : ; �l permet d'a�rmer qu'il existe un voi-sinage U(�0) de �0 et un système de 
oordonnées de 
lasse Cd�1 sur U(�0) :x(�) = (x1; : : : ; x2n)= (x1; : : : ; x2n�l; ��1(�)� ��1(z); ��2 (�)� ��1(z); : : : ; ��l(�)� ��1(z))On pose :y = x(z) = (0; : : : ; 0; 0; ��2(z)� ��1(z); : : : ; ��l(z) � ��1(z))x0 = (x1; : : : ; x2n�l); t(�) = ��1(�) et x00 = (x2n�l+2; : : : ; x2n)On pose pour tout j 2 f1; : : : ; lg, et pour (�; z) 2 UD � C nuj(�; z) = Im '(�; z; �j)Notons Es�(�; z) une forme di�érentielle de 
lasse Cs dé�nie sur (UDnD)�D indépendante de g et qui s'annule à l'ordre � en � = z et Es�(�; z; �) uneforme di�érentielle de 
lasse Cs dé�nie sur (UD nD)�D�� 140I indépendantede g et qui s'annule à l'ordre � en � = z.Pour tout j 2 f1; : : : ; lg, on e�e
tue le développement de Taylor de uj àl'ordre 2, 
entré en z, il vientuj(�; z) = 2nX�=1 dj;�(y)(x� � y�)+ 2nX�;�=1 d0j;�;�(y)(x� � y�)(x�� y�)+Ed�12 (�; z)38



On pose alorspj(x; y) = 2nX�=1� 6=2n�l+1 dj;�(y)(x� � y�) + 2nX�;�=1�;�6=2n�l+1 d0j;�;�(y)(x� � y�)(x� � y�)qj(x; y) = pj(x; y) + dj;2n�l+1(y)(t(�)� ��1(z))On a don
 uj(�) = pj(x; y) + dj;2n�l+1(y)(t(�)� ��1(z)) + Ed�12 (�; z).Ainsi d�uj(�) = dxpj(x; y) + dj;2n�l+1(y)dt(�) + Ed�21 (�; z) (1.3.23)On a par ailleursd�uj(�) = 12i �d�'(�; z; �j)� d�'(�; z; �j)�Or '(�; z; �j) =< w(�; z; �j); � � z >don
, par dé�nition de w et 
omme les �i sont réels, on a8<:d�'(�; z; �j) = 2����j (�) + Ed�21 (�; z)d�'(�; z; �j) = 2����j (�) + Ed�21 (�; z)= 2d���j (�)� 2����j (�) + Ed�21 (�; z) (1.3.24)D'où d�uj(�) = 12i �4����j (�)� 2d���j (�) + Ed�21 (�; z)�De plus �(�; z; �j) = 2����j (�) + E11 (�; z)par ailleurs, sur RI , d���j (�) = d���1(�) = dt, on a don
, sur RI \ U(�0) :d�uj(�) = 12i �2�(�; z; �j)� 2dt+ Ed�21 (�; z)�Ce que l'on peut aussi é
rire�(�; z; �j) = id�uj(�) + dt+ Ed�21 (�; z)Et en utilisant l'équation (1.3.23), on obtient sur RI \ U(�0)�(�; z; �j) = idxpj(x) + (1 + idj;2n�l+1(y))dt+ Ed�21 (�; z) (1.3.25)39



Proposition 1.3.11 Si L � I, L = (l1; : : : ; lm),pour tout (�; z; �) 2 (RI \ U(�0))�D �� 140I , on a�L(�; z)^ fd�2� (�; z; �) =Ed�2� (�; z; �) ^ dxpl1 ^ � � � ^ dxplm ^ dt+ X(m1;:::;ms)�(l1;:::;lm)s<m Ed�2�+m�s�1 ^ dxpm1 ^ � � � ^ dxpms ^ dtDémonstration : Soit (�; z; �) 2 (RI \ U(�0))�D �� 140I .Ave
 les notations du paragraphe 1.1.6, on a�L(�; z) = �l1(�; z) ^ � � � ^ �lm(�; z) = �(�; z; � l1) ^ � � � ^ �(�; z; � lm)Comme (�1; : : : ; �l) est une famille de ve
teurs linéairement indépendantsde Rl , et que (� l1 ; : : : ; � lm) peut être vue 
omme une famille de ve
teurs deRl , pour tout j 2 f1; : : : ; lg, il existe 
j1; : : : ; 
jl tels que� lj = lXk=1 
jk�kde plus, �� dépend linéairement de �, don
, pour tout j 2 f1; : : : ; lg,���� lj = lXk=1 
jk����kdon
 �(�; z; � lj ) = 2���� lj + E11 (�; z)= lXk=1 
jk2����k + E11 (�; z)= lXk=1 
jk�(�; z; �k) + E11 (�; z)Alors�L(�; z)^fd�2� (�; z; �) = X(s1;:::;sp)�(l1;:::;lm)Ed�2�+m�p(�; z; �)^�(�; z; �s1)^� � �^�(�; z; �sp)L'équation (1.3.25) nous permet alors d'é
rire, en utilisant le raisonne-ment e�e
tué dans [Mi℄, que si (s1; : : : ; sp) � (l1; : : : ; lm), on a40



Ed�2�+m�p(�; z; �) ^ �(�; z; �s1) ^ � � � ^ �(�; z; �sp)= X(m1;:::;ms)�(s1;:::;sp)Ed�2(�+m�p)+p�s(�; z; �) ^ dxpm1 ^ � � � ^ dxpms+ X(m1;:::;ms)�(s1;:::;sp)s<p Ed�2(�+m�p)+p�s�1(�; z; �) ^ dxpm1 ^ � � � ^ dxpms ^ dt= Ed�2�+m�p(�; z; �) ^ dxps1 ^ � � � ^ dxpsp ^ dt+ X(m1;:::;ms)�(s1;:::;sp)s<p Ed�2�+m�s�1 ^ dxpm1 ^ � � � ^ dxpms ^ dtAinsi, on a�L( � ; z) ^ fd�2� (�; z; �) =X(s1;:::;sp)�(l1 ;:::;lm)Ed�2�+m�p(�; z; �) ^ dxps1 ^ � � � ^ dxpsp ^ dt+ X(s1;:::;sp)�(l1 ;:::;lm) X(m1 ;:::;ms)�(s1;:::;sp)s<p Ed�2�+m�s�1 ^ dxpm1 ^ � � � ^ dxpms ^ dtCe qui permet d'établir la proposition. �On peut alors é
rire l'énon
é de la proposition pré
édente en fon
tion desqi, il vient :�L(�; z)^ fd�2� (�; z; �) =Ed�2� (�; z; �) ^ dxql1 ^ � � � ^ dxqlm ^ dt (1.3.26)+ X(m1;:::;ms)�(l1;:::;lm)s<m Ed�2�+m�s�1 ^ dxqm1 ^ � � � ^ dxqms ^ dt1.3.6 EstimationsIntégration en fon
tion de �On peut supposer sans perdre de généralité que I = (1; : : : ; l).Rappelons queJ +(�; J; L; b0; b1)(z) = ZRI�� 140I A
(�) ^�L(�; z) ^ fd�2� (�; z; �)j� � zj2b0'(�; z; Æ�)b1Si �1; : : : ; �l est une famille de sommets admissible, on posee� = �� 2 � 140I��Æ� 2 �(�1; : : : ; �l)�41



et eJ +(�; J; L; b0; b1)(z) = ZRI�e�A
(�) ^�L(�; z) ^ fd�2� (�; z; �)j� � zj2b0'(�; z; Æ�)b1D'après le Lemme 1.3.10, on peut diviser �I en un nombre �ni de simplexesadmissibles. Don
 il su�t de prouver les estimations pour eJ+.Soit �1; : : : ; �l une famille de sommets admissible �xée. Comme dans[Mi/Pe℄, on re
ouvre maintenant RI par un ensemble �ni de voisinages U(�0)sur lequel on peut dé�nir des pseudo
oordonnées. L'égalité (1.3.26) et leraisonnement sur les pseudo
oordonnées montrent que eJ+(�; J; L; b0; b1) estune 
ombinaison linéaire d'intégrales de formes suivantes :A+ (�; J; L; b0; b1)(z) =Z(RI\U(�0))�e�A
(�) ^ Ed�2� (�; z; �) ^ dxql1 ^ � � � ^ dxqlm ^ dt ^ d�0Ij� � zj2b0'(�; z; Æ�)b1B+ (�; J; L;M; b0; b1)(z) =Z(RI\U(�0))�e�A
(�) ^ Ed�2�+m�s�1(�; z; �) ^ dxqm1 ^ � � � ^ dxqms ^ dt ^ d�0Ij� � zj2b0'(�; z; Æ�)b1où 1. d�0I = d�0 ^ d�2 ^ � � � ^ d�l2. Ed�2::: a les propriétés dé�nies dans la sous-partie 1.3.5 et 
(�) provientde ��(Ef).3. M � L � J � I, jJ j = l0, jLj = m = max(l0 � p2; 0), L = (l1; : : : ; lm),M = (m1; : : : ;ms) et s < m.4. a0 � b0 � a0 + p3a1 � b1 � a1 + p15. 2b0 � � � 2a0 + p3 � �et 
e pour (� = l � l0 + 1; a0 = �0; a1 = �1)et (� = l � l0 + 2; a0 = �0; a1 = �1 + 1),ave
 �0 � 1, �1 � jIj et �0 + �1 = n et l0 � l.On peut supposer sans perdre de généralité que J = (1; : : : ; l0),L = (1; : : : ;m) et M = (1; : : : ; s), pour s < m.Sur RI \U(�0), on 
hoisit 
omme 
oordonnées t; q1; : : : ; qm; �m+1; : : : ; �2n�l(resp. t; q1; : : : ; qs; �s+1; : : : ; �2n�l) et on note �2 = �2m+1+ � � �+�22n�l (resp.
42



�2 = �2s+1 + � � �+ �22n�l). AlorsA+(�; J; L; b0; b1)(z) =Z(RI\U(�0))�e�A
(�) ^ Ed�2� ^ dq1:::m ^ dt ^ d�m+1:::2n�l ^ d�0Ij� � zj2b0'(�; z; Æ�)b1B+(�; J; L;M; b0; b1)(z) =Z(RI\U(�0))�e�A
(�) ^ Ed�2�+m�s�1 ^ dq1:::s ^ dt ^ d�s+1:::2n�l ^ d�0Ij� � zj2b0'(�; z; Æ�)b1où on reprend les notations pré
édentes et on pose pour j 2 f1; : : : ; 2n� lg :d�j:::2n�l = d�j ^ � � � ^ d�2n�l, dq1:::j = dq1 ^ � � � ^ dqjOn va pro
éder 
omme dans [L-T/Le 1℄ pour majorer l'intégration en �.Considérons : [0; 14 ℄��I �! e�(�; #) 7�! ��; (1 � �)Plj=1 #j�j1; : : : ; (1 � �)Plj=1 #j�jl� est un di�éomorphisme, notons a(�), la fon
tion telle que(1� �)l�1d� ^0� lXj=1 �j2d#j1A ^ : : : ;^0� lXj=1 �jl d#j1A = a(�)d� ^ d#Iave
 d#I = d#2 ^ � � � ^ d#l.Posons, pour (�; z; �; #) 2 RI �D � [0; 14 ℄��I��(�; z; �; #) = a(�)AEd�2� (�; z;  (�; #));�0�+m�s�1(�; z; �; #) = a(�)AEd�2�+m�s�1(�; z;  (�; #));
(�; z; #) ='(�; z; lXj=1 #j�j)� lXj=1 #j'(�; z; �j)et 
�(�; z; �; b1) = Z#2�I ��(�; z; �; #)d#I�Plj=1 #j'(�; z; �j) + 
(�; z; #)�b1
0�+m�s�1(�; z; �; b1) = Z#2�I �0�+m�s�1(�; z; �; #)d#I�Plj=1 #j'(�; z; �j) + 
(�; z; #)�b1
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D'après le théorème de Fubini, on ajA+ (�; J; L; b0; b1)(z)j � (1.3.27)ZRI\U(�0) max0��� 14 j
�(�; z; �; b1)j j
(�)jjdq1:::m ^ dt ^ d�m+1:::2n�ljj� � zj2b0jB+ (�; J; L;M; b0; b1)(z)j � (1.3.28)ZRI\U(�0) max0��� 14 j
0�+m�s�1(�; z; �; b1)j j
(�)jjdq1:::s ^ dt ^ d�s+1:::2n�ljj� � zj2b0Nous allons maintenant véri�er que l'on peut utiliser le Théorème 1.3.8pour majorer 
� et 
0�+m�s�1. Soit (�; z; �) 2 U(�0)�D� [0; 14 ℄. D'après lesdé�nitions de a et A et d'après les propriétés de Ed�2� et Ed�2�+m�s�1, il existeune 
onstante C1 > 0 indépendante de (�; z; �) telle que, pour tout # 2 �Iet tout 1 � h � l + 2, 1 � i� ; j� � l, ave
 i� 6= j� (� = 1; : : : ; h) :j��(�; z; �; #)j �C1j� � zj� (1.3.29)jri1:::ihj1:::jh��(�; z; �; #)j �C1j� � zj� (1.3.30)j�0�+m�s�1(�; z; �; #)j �C1j� � zj�+m�s�1 (1.3.31)jri1:::ihj1:::jh�0�+m�s�1(�; z; �; #)j �C1j� � zj�+m�s�1 (1.3.32)(�1; : : : ; �l) étant une famille de sommets admissibles, on sait d'après laDé�nition 1.3.9 que, pour tout # 2 �I et tout 1 � h � l + 2, 1 � i� ; j� � l,ave
 i� 6= j� (� = 1; : : : ; h) : j
(�; z; #)j � �8 j� � zj2 (1.3.33)jri1:::ihj1:::jh
(�; z; #)j � �8 j� � zj2 (1.3.34)Par ailleurs, pour tout j 2 f1; : : : ; lg, on aRe '(�; z; �j) � ��j (�)� ��j (z) + �2 j� � zj2Or, il existe une 
onstante C > 0 telle que si on note Æ(z) = d(z; �D), alorspour tout z 2 D, on a ���j (z) � CÆ(z) (1.3.35)de plus, si � 2 RI , ��j (t) = t(�).Ainsi Re '(�; z; �j) � 
(Æ(z) + t(�)) + �2 j� � zj2 (1.3.36)
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On peut don
 appliquer le Théorème 1.3.8 pour 
� en posant :C�=C1j� � zj�Æ= 
(Æ(z) + t(�))"= �2 j� � zj2'j ='(�; z; �j)
(#) = 
(�; z; #)�(#) =��(�; z; �; #)et on obtient, pour tout K � I, tel que jKj � b1 � 1j
�(�; z; �; b1)j � Cb1C�Qj2K j'j j(Æ + ")b1�jKj� Cb1C1j� � zj�Qj2K j'(�; z; �j)j(
(Æ(z) + t(�)) + �2 j� � zj2)b1�jKj(1.3.37)De même, on peut appliquer le Théorème 1.3.8 pour 
0�+m�s�1 en posantC�=C1j� � zj�+m�s�1Æ= 
(Æ(z) + t(�))"= �2 j� � zj2'j ='(�; z; �j)
(#) = 
(�; z; #)�(#) =�0�+m�s�1(�; z; �; #)et on obtient pour tout K � I, tel que jKj � b1 � 1j
0�+m�s�1(�; z; �; b1)j � Cb1C�Qj2K j'j j(Æ + ")b1�jKj� Cb1C1j� � zj�+m�s�1Qj2K j'(�; z; �j)j(
(Æ(z) + t(�)) + �2 j� � zj2)b1�jKj(1.3.38)Quelques relations supplémentairesNous allons 
iter dans 
e paragraphe quelques relations utiles pour ob-tenir les estimations. Le le
teur pourra trouver la démonstration de (1.3.39)dans [Mi/Pe℄, par exemple. 45



1. Si g 2 Ck0;r(D0), k > 0, ave
 ��g = 0 sur D, il existe une 
onstanteC > 0, indépendante de g telle que pour tout � 2 RIj
(�)j � Ckgkk;D0t(�)k�1 (1.3.39)2. D'après les relations (1.3.35) et (1.3.36), il existe une 
onstante C > 0telle que, pour tout (�; z) 2 (RI \ U(�0))�D et pour tout j 2 I,j'(�; z; �j)j �C(jqjj+ t(�) + Æ(z) + j� � zj2) (1.3.40)j� � zj �C(jq1j+ � � � + jqlj+ t(�) + Æ(z) + jx0j) (1.3.41)3. l0 �m = min(p2; l0)Pour toute la suite, C désigne une 
onstante positive indépendante de g.Estimations pour g 2 Ck0;r(D0), k > 0On suppose que g 2 Ck0;r(D0) ave
 k > 0 et que ��g = 0 sur D.D'après le Lemme 4 dans [He/Ro℄ (voir aussi [Ra/Si℄) et la dé�nition desnormes hölderiennes (
f paragraphe 1.1.11), il su�t d'étudier les 
as oùp = k � 1 et p = k en obtenant des majorations de la forme suivante :j eJ +(�; J; L; b0; b1)(z)j � Ckgkk;D0 ; pour p = k� 1j eJ+(�; J; L; b0; b1)(z)j � C�kgkk;D0Æ(z)��; pour p = k et 12 < � � 1Remarque. I
i, � = 1 � Æ0 où Æ0 est dé�ni dans le Théorème 1.0.2. Parailleurs, 
omme D est 
ompa
t, si � � " � 0, il existe C� > 0 telle que pourtout z 2 D, Æ(z)�" � C�Æ(z)��.1.3.6.1 � L'intégrale A+(�; J; L; b0; b1).(�) Si b1 = jIj = l = m, dans 
e 
as, on a a1 = �1 = l et J = L = I, etdon
, � = 1, on peut utiliser l'équation (1.3.37), ave
 K = (1; : : : ; l � 1),alors, pour tout z 2 D,��A+(�; I; I; b0; l)(z)���C ZRI\U(�0) j� � zj� j
(�)jjdq1:::l ^ dt ^ d�l+1:::2n�ljQl�1j=1 j'(�; z; �j)j(Æ(z) + t+ j� � zj2)j� � zj2b0ave
1. �0 � b0 � �0 + p32. 2b0 � � � 2�0 + p3 � 1Alors, d'après les relations (1.3.39) et (1.3.40), en e�e
tuant de plus unpassage en 
oordonnées polaires en fon
tion des 
oordonnées �l+1; : : : ; �2n�l,on obtient 46



j A+ (�; I; I; b0; l)(z)j� Ckgkk;D0 Zt;qi;� tk�1�2n�2l�1jdq1:::l ^ dt ^ d�jQl�1j=1(jqj j+ t+ Æ(z) + j� � zj2)(Æ(z) + t+ j� � zj2)j� � zj2b0��En utilisant le fait que 2b0 � � � 2�0 + p3 � 1 et en intégrant par rapportaux variables q1; : : : ; ql, on obtient, pour tout " > 0 arbitrairement petit,��A+(�; I; I; b0; l)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�2n�2l�1dtd�(Æ(z) + t+ j� � zj2)1+"j� � zjp3+2�0�1or �0 = n� �1 = n� l d'où��A+(�; I; I; b0; l)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1dtd�(Æ(z) + t+ �2)1+"j� � zjp3et d'après l'inégalité (1.3.41),��A+(�; I; I; b0; l)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1dtd�(Æ(z) + t+ �2)1+"(t+ Æ(z) + �)p3Comme jLj = max(jJ j � p2; 0), on a p2 = 0 et don
 p = p1 + p3, ave
p = k � 1 ou k.- Si p = k � 1,��A+(�; I; I; b0; l)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tp1+p3 jdt ^ d�j(Æ(z) + t+ �2)1+"(t+ Æ(z) + �)p3�C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(Æ(z) + t+ �2)1+"�C"kgkk;D0- Si p = k,1. si p3 > 0��A+(�; I; I; b0; l)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tp3�1jdt ^ d�j(Æ(z) + t+ �2)1+"(t+ Æ(z) + �)p3�1+1�C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(Æ(z) + t+ �2)1+"(t+ Æ(z) + �)�C"kgkk;D0Æ�2"2. si p3 = 0, alors p1 � 1 = k � 1 � 0 et��A+(�; I; I; b0; l)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(Æ(z) + t+ �2)1+"�C"kgkk;D047



(�) Si b1 > jIj, alors, on peut utiliser l'équation (1.3.37) pour K = L, etil vient��A+(�; J; L; b0; l)(z)���C ZRI\U(�0) j� � zj� j
(�)jjdq1:::m ^ dt ^ d�m+1:::2n�ljQmj=1 j'(�; z; �j)j(Æ(z) + t+ j� � zj2)b1�mj� � zj2b0où 1. L � J � I ave
 I = (1; : : : ; l), J = (1; : : : ; l0), L = (1; : : : ;m) etm = max(l0 � p2; 0)2. a0 � b0 � a0 + p33. a1 � b1 � a1 + p14. 2b0 � � � 2a0 + p3 � �On raisonne alors 
omme dans le 
as pré
édent, et on obtient pour " > 0arbitrairement petit��A+(�; J; L; b0; b1)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�2n�l�m�1jdt ^ d�j(Æ(z) + t+ j� � zj2)b1�m+"j� � zj2b0���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�2n�l�m�1dtd�(Æ(z) + t+ j� � zj2)p1+"+a1�mj� � zjp3+2a0���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�2n�l�m�1dtd�(Æ(z) + t+ �2)p1+"j� � zjp3+2(a0+a1)�2m���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1dtd�(Æ + t+ �2)p1+"(Æ + t+ �)p3+2(a0+a1�n)�m+l+1��Posons �1 = p3 + 2(a0 + a1 � n)�m+ l + 1� �.��A+(�; J; L; b0; b1)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1dtd�(Æ + t+ �2)p1+"(Æ + t+ �)�1Si T = (l � l0 + 1; �0; �1), �1 = p3 + l0 �m � p3 + p2, alors��A+(�; J; L; b0; b1)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1dtd�(Æ + t+ �2)p1+"(Æ + t+ �)p3+p2et on trouve 
omme dans [Mi/Pe℄ que, si p1 + p2 + p3 = k � 1 ou k��A+(�; J; L; b0; b1)(z)���C"kgkk;D0Si T = (l � l0 + 2; �0; �1 + 1), �1 = p3 + l0 �m+ 1 � p3 + p2 + 1, alors��A+(�; J; L; b0; b1)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� tk�1dtd�(Æ + t+ �2)p1+"(Æ + t+ �)p3+p2+148



- Si p1 + p2 + p3 = k � 1,��A+(�; J; L; b0; b1)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(Æ + t+ �2)"(Æ + t+ �)�C"kgkk;D0- Si p1 + p2 + p3 = k,1. ave
 p2 + p3 � 1, alors��A+(�; J; L; b0; b1)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(Æ + t+ �2)"(Æ + t+ �)2�C"kgkk;D0Æ�2"2. ave
 p2 + p3 = 0, alors p1 � 1 = k � 1 � 0 don
��A+(�; J; L; b0; b1)(z)���C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(Æ + t+ �2)1+"(Æ + t+ �)�C"kgkk;D0Æ�2"1.3.6.2 � L'intégrale B+(�; J; L;M; b0; b1).Comme jM j < jIj, on a toujours b1 � jM j + 1, on peut don
 appliquer(1.3.38) pour K =M , et on ajB+(�; J; L;M; b0; b1)(z)j �C ZRI\U(�0) j
(�)jj� � zj�+m�s�1jdq1:::s ^ dt ^ d�s+1:::2n�ljQsj=1 j'(�; z; �j)j(Æ(z) + tj� � zj2)b1�sj� � zj2b0Ainsi, pour tout " > 0 arbitrairement petit, en intégrant par rapport auxvariables q1; : : : ; qs, en utilisant la relation (1.3.39) et en passant en 
oordon-nées polaires par rapport à �s+1; : : : ; �2n�l, on ajB+(�; J ; L;M; b0; b1)(z)j�C"kgkk;D0 Zt;� tk�1j� � zj�+m�s�1�2n�l�s�1dtd�(t+ Æ + j� � zj2)b1�s+"j� � zj2b0�C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�2n�l�s�1dtd�(t+ Æ + j� � zj2)p1+1+"+a1�s�1j� � zjp3+2a0���m+s+1�C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�2n�l�s�1dtd�(t+ Æ + j� � zj2)p1+1+"j� � zjp3+2(a0+a1�1)���m�s+1�C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�dtd�(t+ Æ + j� � zj2)p1+1+"j� � zjp3+2(a0+a1�1�n)���m+l+3Notons �2 = p3 + 2(a0 + a1 � 1� n)� � �m+ l + 3.Alors, jB+(�; J ; L;M; b0; b1)(z)j�C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�dtd�(t+ Æ + j� � zj2)p1+1+"j� � zj�249



(�) Si T = (l � l0 + 1; �0; �1), �2 = p3 + l0 �m � p3 + p2, don
jB+(�; J ; L;M; b0; b1)(z)j�C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�dtd�(t+ Æ + �2)p1+1+"(t+ Æ + �)p3+p2- Si p1 + p2 + p3 = k � 1, on ajB+(�; J; L;M; b0; b1)(z)j �C"kgkk;D0 Zt;� �dtd�(t+ Æ + �2)1+"�C"kgkk;D0- Si p1 + p2 + p3 = k1. ave
 p2 + p3 � 1, alorsjB+(�; J; L;M; b0; b1)(z)j �C"kgkk;D0 Zt;� �dtd�(t+ Æ + �2)1+"(t+ Æ + �)�C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(t+ Æ + �2)1+"�C"kgkk;D02. ave
 p2 + p3 = 0, alorsjB+(�; J; L;M; b0; b1)(z)j �C"kgkk;D0 Zt;� �dtd�(t+ Æ + �2)2+"�C"kgkk;D0Æ�"(�) Si T = (l � l0 + 2; �0; �1 + 1), �2 = p3 + l0 �m+ 1 � p3 + p2 + 1, don
jB+(�; J ; L;M; b0; b1)(z)j�C"kgkk;D0 Zt;� tk�1�dtd�(t+ Æ + �2)p1+1+"(t+ Æ + �)p3+p2+1- Si p1 + p2 + p3 = k � 1, on ajB+(�; J; L;M; b0; b1)(z)j �C"kgkk;D0 Zt;� �dtd�(t+ Æ + �2)1+"(t+ Æ + �)�C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(t+ Æ + �2)1+"�C"kgkk;D0
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- Si p1 + p2 + p3 = k1. ave
 p2 + p3 � 1, alorsjB+(�; J; L;M; b0; b1)(z)j �C"kgkk;D0 Zt;� �dtd�(t+ Æ + �2)1+"(t+ Æ + �)2�C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(t+ Æ + �2)1+"(t+ Æ + �)�C"kgkk;D0Æ�2"2. ave
 p2 + p3 = 0, alorsjB+(�; J; L;M; b0; b1)(z)j �C"kgkk;D0 Zt;� �dtd�(t+ Æ + �2)2+"(t+ Æ + �)�C"kgkk;D0 Zt;� dtd�(t+ Æ + �2)2+"�C"kgkk;D0Æ�( 12+")Ce qui termine la démonstration du Théorème 1.0.2.1.4 Le 
as q-
on
aveNous allons maintenant démontrer le Théorème 1.0.3. Le plan de la dé-monstration est analogue à 
elui du Théorème 1.0.2, les prin
ipales di�é-ren
es sont dues au fait que dans 
e 
as, �N+1 a des propriétés de 
onvexitéopposées à 
elles des appli
ations �1; : : : ; �N .Soit (U; �1; : : : ; �N ) une 
on�guration q-
on
ave de 
lasse Cd, ave
 d � 3.Soit � 2 E. Pour R > 0, on note �N+1(z) = ��(z) = j� � zj2 �R2 et :G= N\j=1fz 2 U j�j(z) < 0gDR= N\j=1fz 2 U j�j(z) < 0g \B(�;R)ER= fz 2 U j�1(z) = � � � = �N (z) = 0g \B(�;R)Comme dans le 
as 
onvexe, un 
on�guration q-
on
ave est en fait un
as parti
ulier de domaine à 
oins q-
on
ave dé�ni de la manière suivante :Dé�nition 1.4.1 On dit que (E;D) est un domaine à 
oins q-
on
ave lo
alsi D �� C n est une interse
tion de 
lasse C3 pour laquelle on peut trouver un
adre (UD; �1; : : : ; �N ; ��) où E = fz 2 UDj�1(z) = � � � = �N (z) = 0; ��(z) < 0get véri�ant la propriété suivante : 51



Il existe une appli
ation C1, Q : �(1;:::;N) ! MO(n; n � q � 1) et des
onstantes �, A > 0 telles que�Re F��(�; z) � ��(z)� ��(�) + �j� � zj2 �AjQ(�)(� � z)j2pour tout � = (�1; : : : ; �N ) 2 �(1;:::;N), �� := �1�1 + � � � + �N�N et (�; z) 2U2D.Le Lemme 2.3 dans [L-T/Le 2℄, dont la démonstration est identique à
elle du Lemme 2.4 dans [L-T/Le 1℄ permet alors d'énon
er la propositionsuivante :Proposition 1.4.2 Si (U; �1; : : : ; �N ) est une 
on�guration q-
on
ave de
lasse Cd, ave
 d � 3 et si � 2 E. Il existe R0 > 0 que l'on peut 
hoisirindépendamment de petites perturbations C2 des appli
ations �1; : : : ; �N telque pour tout R < R0, (DR; ER) est un domaine à 
oins q-
on
ave lo
al etles 
onstantes � et A de la Dé�nition 1.4.1 peuvent être 
hoisies indépen-damment de petites perturbations C2 de �1; : : : ; �N .Remarque. Dans la suite de 
e 
hapitre, nous 
ontinuerons à travailler ave
une 
on�guration q-
on
ave, mais tout peut-être démontré ave
 un domaineà 
oins q-
on
ave lo
al. La 
onstru
tion de la se
tion de Leray est alorsidentique, (voir par exemple [L-T/Le 3℄), 
ependant, l'inégalité (1.4.1) estvalable pour (�; z) 2 UD � C n ave
 j� � zj � " pour " assez petit. et nonplus sur U2D. En réalité, 
e
i est su�sant pour étudier les singularités dunoyau (voir le Lemme 1.4.8). Il faut noter en�n que les variations de R
orrespondent à des 
hangements de niveau de la fon
tion �� et que 
e
i peutaussi être fait indépendamment de petites perturbations C2 des appli
ations�1; : : : ; �N .1.4.1 Constru
tion d'une se
tion de Leray asso
iée à une
on�guration q-
on
aveConsidérons don
 une 
on�guration q-
on
ave, (U; �1; : : : ; �N ). On re-prend maintenant les étapes d'une 
onstru
tion 
lassique d'une se
tion deLeray pour une 
on�guration q-
on
ave, voir par exemple [L-T/Le 2℄. On
onstruit d'abord une appli
ation asso
iée à �� et on utilise la même 
onstru
-tion que dans la partie 1.3.1 pour obtenir une appli
ation asso
iée à �� =�1�1 + � � � + �N�N ave
 � 2 �(1;:::;N) en é
hangeant les variables z et �.Ce
i nous permet ensuite de dé�nir une se
tion de Leray véri�ant les troispropriétés demandées dans la partie 1.2.Pour R > 0, on dé�nitw�(�; z) = 2����(�)��1 ; : : : ; ���(�)��n ���(�; z) =< w�(�; z); � � z >52



Alors, 
omme w� et �� ne dépendent pas de R, on peut 
hoisir R1 > 0 telqu'il existe e
 > 0 véri�ant pour tout R � R1 :8(�; z) 2 B(�;R)2; Re ��(�; z)� ��(�)� ��(z) + e
j� � zj2 (1.4.1)Soit R0 donné par la Proposition 1.4.2, on suppose de plus que R0 � R1 etsoit R < R0, on note maintenant D à la pla
e de DR et UD = B(�;R0).Comme �1; : : : ; �N sont des appli
ations de 
lasse C3, il existe des fon
-tions C1, �a1kj�1�j�n1�k�n ; : : : ;�aNkj�1�j�n1�k�n telles que, si on pose a�kj = �1a1kj +� � �+ �NaNkj pour tout 1 � j � n et 1 � k � n, on a����a�kj(�)� �2��(�)��j��k ���� � �2n2 ; 8� 2 UDOn pose alors pour (�; z) 2 UD � C neF��(�; z) = 2 nXj=1 ���(�)��j (�j � zj)� nXj;k=1a�kj(�)(�j � zj)(�k � zk)On a don
, pour tout (�; z) 2 U2D�Re eF��(�; z) � ��(z)� ��(�) + �2 j� � zj2 �AjQ(�)(� � z)j2Comme pré
édemment, on note Q(�)kj les 
oe�
ients de la matri
e Q(�) :Q(�) = �Q(�)kj�1�j�n1�k�n (k est l'indi
e de la 
olonne).On pose alors, pour (�; z; �) 2 UD � C n ��(1;:::;N) :8><>:vj(�; z; �) = 2���(�)��j �Pnk=1 a�kj(�)(�k � zk)�APnk=1Q(�)kj(�k � zk)v(�; z; �) = (v1(�; z); : : : ; vn(�; z))'(�; z; �) =< v(�; z); � � z >On a, pour tout (�; z; �) 2 UD � C n ��(1;:::;N),'(�; z; �) = eF��(�; z) �AjQ(�)(� � z)j2Alors pour tout (�; z; �) 2 U2D ��(1;:::;N)�Re '(�; z) � ��(z) � ��(�) + �2 j� � zj2Pour �nir, on pose pour z 2 UD; � 2 C n ; � 2 �(1;:::;N)8<:wj(�; z; �) = vj(z; �; �)w(�; z; �) = (w1(�; z; �); : : : ; wn(�; z; �))�(�; z; �) =�'(z; �; �) =< w(�; z; �); � � z >53



Ainsi, pour tout (�; z; �) 2 U2D ��(1;:::;N),Re �(�; z; �) � ��(�)� ��(z) + �2 j� � zj2 (1.4.2)Ave
 les notations des paragraphes 1.1.5 et 1.1.7, posons, lorsque 
ela estdé�ni :!(�; z; �) =�(�0) � � zj� � zj2 + (1� �(�0))(1 � �(�N+1))w(�; z; Æ��)�(�; z; Æ��)+(1� �(�0))�(�N+1)w�(�; z)��(�; z) (1.4.3)Alors ! est une se
tion de Leray asso
iée à D satisfaisant les propriétésdemandées dans la partie 1.2. Comme pour le 
as q-
onvexe, en inversant lesr�les de z et �, on obtient :Lemme 1.4.31. Pour tout (z; �) 2 UD � �(1;:::;N) �xé, les appli
ations w(�; z; �) et'(�; z; �) sont (q + 1)-holomorphes en � 2 C n .2. Pour tout K 2 P 0(N) et tout (z; �) 2 D � �K �xé, l'appli
ation!(�; z; �) est (q + 1)-holomorphe en � 2 UD nD.Une formule d'homotopieProposition 1.4.4 Si f est une (0; r)-forme di�érentielle sur D, 
ontinuesur D telle que ��f est 
ontinue sur D, alors :1. si r = 0, ave
 q � N ,f(z) = eT1(��f)(z) + L�0f(z)2. si 1 � r � q �N ,f(z) = �� eTrf(z) + eTr+1( ��f)(z) + L�rf(z)3. si r = q �N + 1 = 0,f(z) = eT1( ��f)(z) + L�0f(z) + LN0 f(z)4. si r = q �N + 1 � 1,f(z) = �� eTrf(z) + eTr+1(��f)(z) + L�rf(z) + LNr f(z)où si h est une (0; r)-forme di�érentielle 
ontinue sur D telle que ��h est
ontinue sur D, eTrh est donné par l'équation (1.2.3) etL�r h (z) = XI2P 0(N) ZSI���I� h ^Dn;rLNr h (z) = ZS(1;:::;N)��(1;:::;N) h ^Dn;r54



Démonstration : D'après l'équation (1.2.3), il su�t de montrer que si f estune (0; r)-forme di�érentielle 
ontinue sur D, pour de bonnes valeurs de r,les intégrales ZSI��I f ^Dn;rsont nulles pour tout I 2 P 0(N), sauf peut-être si I = (1; : : : ; N).Soit I 2 P 0(N), dimSI = 2n � jIj, 
omme f est une (0; r)-forme, leseul terme pouvant apporter une 
ontribution non nulle dans la premièreintégrale est la partie de Dn;r qui est de bidegré (n; n � jIj � r) en �. Ord'après le Lemme 1.4.3, l'appli
ation !(�; z; �) est (q + 1)-holomorphe en �,pour tout (z; �) 2 D ��I .Don
 si n� jIj � r > n� q � 1, l'intégrale est nulle.Alors, si f est une (0; r)-forme di�érentielle sur D, 
ontinue sur D telle que��f est 
ontinue sur D, telle que- r � q �N , alors pour tout I 2 P 0(N), n� jIj � r > n� q � 1 et don
XI2P 0(N+1) ZSI��I f ^Dn;r = XI2P 0(N) ZSI���I� f ^Dn;r- r = q � N + 1, alors pour tout I 2 P 0(N), sauf si I = (1; : : : ; N),n� jIj � r > n� q � 1 et don
XI2P 0(N+1) ZSI��I f^Dn;r = XI2P 0(N) ZSI���I�f^Dn;r+ZS(1;:::;N)��(1;:::;N)f^Dn;rCe qui termine la démonstration de la proposition. �Considérons g 2 C00;r(D0), r � 1 ave
 supp g �� D0, posons maintenant,T 0rg = eTr(gjD) + XI2P 0(N+1)(�1)jIj �� ZRI��0I g ^Dn;r�2 (1.4.4)ave
 Dn;�1 := 0.Il est 
lair que T 0rg � eTr(g) est ��-fermé.Par ailleurs, la (q + 1)-holomorphie de la se
tion de Leray permet d'af-�rmer que si r � q �N + 1, on a :XI2P 0(N+1) ZRI��I Ef ^Dn;r�1 = XI2P 0(N) ZRI���I� Ef ^Dn;r�1 (1.4.5)Alors un raisonnement analogue à 
elui e�e
tué dans le 
as q-
onvexe, permet55



d'a�rmer que si f 2 C10;r(D), on aTrf := T 0rEf =�ZD0��0 Ef ^Dn;r�1 + XI2P 0(N+1)(�1)jIj ZRI��0I ��(Ef) ^Dn;r�1+ XI2P 0(N) ZRI���I� Ef ^Dn;r�1Revenons pour l'instant aux formules d'homotopies données par la Pro-position 1.4.4.1.4.2 Les termes linéaires1.4.2.1 � Si r = q �N + 1.Soient R2 > 0 et � > 0 ave
 R22 � � > 0, assez petits pour que(U;��1 � �; : : : ;��N � �) soit une 
on�guration q-
onvexe et que\Ni=1fz 2 U j � �i < �g \B(�;R2) soit une interse
tion de 
lasse Cd.Quitte à diminuer R, on peut supposer que�1: B(�;R)��TNi=1fz 2 U j � �i(z) < �g \B(�;R2)2: R2 < R22 � �On remarque i
i que R2 et don
 R peuvent être 
hoisis indépendamment depetites perturbations C2 des appli
ations �1; : : : ; �N .Soit f une (0; r)-forme di�érentielle, 
ontinue sur D et telle que ��f = 0,supp f �� G \B(�;R), et f véri�e la 
ondition (C1).La 
ondition de support imposée à f implique que L�q�N+1f = 0. Mon-trons maintenant, par une méthode similaire à 
elle de C. Laurent-Thiébautet J. Leiterer dans [L-T/Le 3℄, qu'il en est de même pour LNq�N+1f .Dé�nition 1.4.5 Soit X une variété 
omplexe de dimension n, on dit queX est une extension q-
onvexe, 1 � q � n � 1, de K où K est un ferméin
lus dans X, s'il existe 
; C, ave
 �1 < 
 < C � +1 et une fon
tionr : U ! (�1; C[, de 
lasse C2 sur U à valeurs réelles telle que pour tout� 2 U , la forme de Levi de r au point � admette au moins (q + 1) valeurspropres stri
tement positives, où U est un voisinage de X nK, tels que :(i) K \ U � fr � 
g(ii) f
 � r � tg est 
ompa
t pour tout t < C.Soit " > 0, on 
onstruit une fon
tion �" dé�nie sur R, 
onvexe et C1 qui
oïn
ide ave
 la fon
tion valeur absolue sur ℄ �1;�"℄ [ [";+1[. On peutainsi supposer que :(i) �" 2 C1(R)(ii) 8t 2 R tel que jtj � ", �"(t) = jtj56



(iii) 8t 2 R, �00" (t) � 0(iv) 8t 2 [�"; 0℄, �1 � �0"(t) � 0(v) 8t 2 [0; "℄, 0 � �0"(t) � 1Dé�nition 1.4.6 Soient h et g deux fon
tions dé�nies sur U �� C n , de
lasse Ck, à valeurs réelles, on dé�nit le maximum généralisé, de h et g,m"(h; g) de la manière suivante :8z 2 U; m"(h; g)(z) = 12 [h(z) + g(z) + �"(h(z) � g(z))℄On remarque que si h et g sont de 
lasse Ck, k 2 N [ f+1g, alors m"(h; g)est de 
lasse Ck. On a de plus la proposition suivante.Proposition 1.4.7 Si k � 2, et si on suppose que pour tout �1; �2 � 0 telsque �1 + �2 = 1, la forme de Levi de �1h+�2g admet au moins q+1 valeurspropres positives alors la forme de Levi de m"(h; g) admet au moins q + 1valeurs propres positives.Démonstration : h et g étant à valeurs réelles, de simples 
al
uls montrentque, pour � 2 U et w 2 C n , on a :Lm"(h;g)(�)(w) = 12 h �1 + �0"(h(�)� g(�))�Lh(�)(w)+ �1� �0"(h(�)� g(�))�Lg(�)(w)+�00" (h(�)� g(�)) j�(h � g)(�)(w)j2iD'après la dé�nition de �", le dernier terme est positif, ainsi, la forme deLevi de m"(h; g) en un point � 2 U est la somme d'une forme quadratiquepositive et d'une forme ayant au moins q+1 valeurs propres positives, 
e quipermet de 
on
lure. �Considérons les appli
ations ri = ��i, pour i 2 f1; : : : ; Ng etrN+1(z) = j� � zj2 � R22 + � (alors B(�;R2) = fz 2 U jrN+1(z) < �g, etB(�;R) �� fz 2 U jrN+1(z) < 0g), on dé�nit pour z 2 U :��1(z) = r1(z)�k(z) =m"(�k�1; rk)(z) 8k 2 f2; : : : ; N + 1gD'après les propriétés des appli
ations r1; : : : ; rN+1 et la proposition pré
é-dente, pour tout k 2 f1; : : : ; N +1g, la forme de Levi de �k admet au moinsq + 1 valeurs propres stri
tement positives.Si 0 < �0 � �, on note F "�0 = fz 2 U j�N+1(z) < �0g. Alors on peut 
hoisir" > 0 pour que les in
lusions suivantes soient vraies :B(�;R) �� F "� �� U (1.4.6)57



Par ailleurs, pour tout 0 < �0 < �, F "� est une extension q-
onvexe de F "�0 .On va maintenant démontrer que LNq�N+1f est nul en tout point z 2 D.Soit z 2 D et soit �0 2℄0;�[ assez petit tel que pour tout i 2 f1; : : : ; Ng,ri(z) > 2�0.Soit G un voisinage de z tel queG �� D \ f� 2 U j8i 2 f1; : : : ; Ng ri(�) > 2�0gOn remarque que pour " assez petit, 
omme B(�;R) �� fz 2 U jrN+1(z) < 0g,on a S(1;:::;N) �� F "�0 (1.4.7)et G �U n F "�0 (1.4.8)La partie de Dn;r(�; z; �) qui intervient dans l'intégrale est de bidegré(n; n� q� 1) en �. Or d'après le Lemme 1.4.3, elle est ��-fermée en � sur F "�0et 
e pour tout (z; �) 2 G��(1;:::;N). De plus F "� est une extension q-
onvexede F "�0 , alors d'après le Théorème 12.11 dans [He/Le 2℄, on peut trouver unesuite (gp(z; �))p2N d'éléments de Z0n;n�q�1(F "�) qui 
onverge uniformémentvers Dn;r(�; z; �) quand p tend vers +1.La 
onvergen
e étant uniforme, on aLNq�N+1f(z) = limp!+1Z(�;�)2S(1;:::;N)��(1;:::;N) u(�) ^ gp(z; �)(�) (1.4.9)Si q = n � 1, pour tout p 2 N et tout � 2 �(1;:::;N), gp(z; �) est une (n; 0)-forme ��-fermée dans F "� don
 sur B(�;R), alors la 
ondition (C1) impliqueque le terme de droite dans l'égalité (1.4.9) est nul et don
 LNq�N+1f = 0.Si q � n� 2, pour tout p 2 N et tout � 2 �(1;:::;N), gp(z; �) 2 Z0n;n�q�1(F "�),
onsidérons leurs restri
tions à B(�;R), B(�;R) étant pseudo
onvexe, ilexiste hp(z; �) 2 C0n;n�q�2(B(�;R)) telle que ���hp(z; �) = gp(z; �). On utilisealors le théorème de Stokes :ZS(1;:::;N)��(1;:::;N) f(� )̂ gp(z; �)(�)Fubini= Z�(1;:::;N) ZS(1;:::;N) f(�) ^ gp(z; �)(�)= Z�(1;:::;N) Z�2S(1;:::;N) f(�) ^ ��hp(z; �)(�)= Z�(1;:::;N) Z�2S(1;:::;N) d�(f(�) ^ hp(z; �))(�)Stokes= Z�(1;:::;N) Z�S(1;:::;N) f(�) ^ hp(z; �)(�)58



or �S(1;:::;N) = S(1;:::;N;�) et f est nulle sur S(1;:::;N;�), don
 le terme de droitedans l'égalité (1.4.9) est nul.
B(�; R2)

F "� B(�; R) �1 < 0�2 < 0 S(1;:::;N)D
F "�0

U

z�2 < ��0�2 < �� �1 < �� �1 < ��0G

Illustration de la démonstration de l'annulation du terme LNq�N+1f1.4.2.2 � Si r � q �N .Soit f une (0; r)-forme di�érentielle sur D, 
ontinue sur D telle que ��f est
ontinue sur D, on veut étudierL�rf(z) = XI2P 0(N) ZSI���I� f(�) ^Dn;r(�; z; �)Lemme 1.4.8 Il existe R4 que l'on peut 
hoisir indépendamment de petitesperturbations C2 de �1; : : : ; �N tel que si f est une (0; r)-forme di�érentiellesur D, ave
 r � q�N , 
ontinue sur D telle que ��f est 
ontinue sur D, alorsL�rf est de 
lasse Cd�2 sur B(�;R4).De plus si f 2 Cs0;r(D), s 2 f0; : : : ; d � 2g, il existe une 
onstante C > 0indépendante de f telle quekL�rfks;B(�;R4) � Ckfks;D (1.4.10)Démonstration : Soit R0 > 0 tel que R0 < R et B(�;R0) �� U .Pour tout I 2 P (N; �), on a SI � S� don
 pour tout 
ouple (�; z) 2 SI �B(�;R0), j� � zj2 � (R�R0)2 (1.4.11)59



Les appli
ations �1; : : : ; �N étant 
ontinues et nulles au point �, et l'ensemble�(1;:::;N) étant 
ompa
t, il existe un réel R3 > 0, que l'on peut 
hoisir indé-pendamment de petites perturbations C2 de �1; : : : ; �N , tel que R3 < R etpour tout J 2 P 0(N) et tout (z; �) 2 B(�;R3)��J��(z) < �4 (R�R0)2Alors, d'après (1.4.2), pour tout (�; z; �) 2 SI � B(�;R3) � �I tels que�0 + �N+1 6= 1, on aRe �(�; z; Æ��)���Æ�� (z) + �2 j� � zj2 � �4 (R�R0)2De plus, R3 < R don
, d'après (1.4.1), pour tout (�; z) 2 SI � B(�;R3), ona Re ��(�; z)����(z) + e
j� � zj2 � e
(R�R0)2Ainsi, pour tout I 2 P 0(N; �), les dénominateurs qui entrent en 
omptedans le noyau Dn;r sont non nuls et leurs parties réelles sont minorées parune 
onstante stri
tement positive pour tout (�; z; �) 2 SI �B(�;R3)��I ,de plus, !(�; z; �) est de 
lasse Cd�1 en z sur B(�;R3) � U . Don
 le noyauDn;r est de 
lasse Cd�2.On peut alors utiliser le théorème de dérivation sous le signe intégrale, pourmontrer que, pour tout I 2 P 0(N; �), z 7! R�2SI��I f(�) ^ Dn;r(�; z; �) estune appli
ation de 
lasse Cd�2 sur B(�;R3). Soit R4 < R3, alors, L�rf est de
lasse Cd�2 sur B(�;R4). Don
 R4 
onvient.Pour démontrer (1.4.10), il su�t de remarquer que 
haque 
omposante deDn;r est de 
lasse Cs sur B(�;R4). Ainsi, si l'on applique un opérateur di�é-rentiel d'ordre inférieur ou égal à s à L�rf , on a une 
ombinaison linéaire �niede termes majorés à une 
onstante près par la norme in�nie de f , 
elle-
iétant inférieure à la norme Cs, 
ela démontre l'inégalité 
her
hée. �On utilise maintenant l'opérateur T dé�ni par le Corollaire 1.12.2 dans[He/Le 1℄, ave
 la se
tion de Leray asso
iée à D = B(�;R4) (voir la Dé�nition2.1.2 et le Corollaire 2.1.4 dans [He/Le 1℄), on a alors :8z 2 B(�;R4); L�rf(z) = ��TL�rf(z) + T ��L�rf(z) (1.4.12)De plus, d'après les propriétés du noyau de Bo
hner-Martinelli-Koppelmanet la 
onstru
tion de T (voir [He/Le 1℄) on a la proposition suivante :Proposition 1.4.9 Si g 2 Cs0;r(D), si D0 �� D, alors pour tout 0 < Æ < 1,il existe une 
onstante CÆ indépendante de g telle quekTgks+Æ;D0 � CÆkgks;D (1.4.13)On 
hoisit R5 < R4, et on pose D0 = B(�;R5). Alors, on peut établir laformule d'homotopie suivante : 60



Proposition 1.4.10 Si f est une (0; r)-forme di�érentielle sur D, ave
 r �q �N � 1, 
ontinue sur D telle que ��f est 
ontinue sur D, alors pour toutz 2 D0, on a :� si r = 0 f(z) = eT1( ��f)(z) + TL�1(��f)(z) + ��TL�0f(z)� si r � 1f(z) = eTr+1( ��f)(z) + TL�r+1(��f)(z) + �� eTrf(z) + ��TL�rf(z)Démonstration : - Supposons que r = 0. Soit z 2 D0.D'après la Proposition 1.4.4, 
omme r � q �N , on a :f(z) = eT1(��f)(z) + L�0f(z)En appliquant l'opérateur de Cau
hy-Riemann à 
ette équation, il vient :��f(z) = �� eT1( ��f)(z) + ��L�0f(z)Par ailleurs, 
omme r+ 1 � q�N , on peut appliquer la Proposition 1.4.4 àla fon
tion ��f , 
e qui donne :��f(z) = �� eT1( ��f)(z) + L�1(��f)(z)En identi�ant, on obtient alors :��L�0f(z) = L�1(��f)(z)Ainsi, l'équation (1.4.12) devient :L�0f(z) = ��TL�0f(z) + TL�1 ��f(z)Ce qui donne le résultat pour r = 0 en utilisant une nouvelle fois la Propo-sition 1.4.4.- Supposons que r � 1, soit z 2 D0.D'après la Proposition 1.4.4, 
omme r � q �N , on a :f(z) = �� eTrf(z) + eTr+1( ��f)(z) + L�rf(z)En appliquant l'opérateur de Cau
hy-Riemann à 
ette équation, il vient :��f(z) = �� eTr+1(��f)(z) + ��L�rf(z)Par ailleurs, 
omme r+1 � q�N , la Proposition 1.4.4 appliquée à la fon
tion��f donne : ��f(z) = �� eTr+1( ��f)(z) + L�r+1( ��f)(z)61



En identi�ant, on obtient alors :��L�rf(z) = L�r+1( ��f)(z)On peut alors 
on
lure en utilisant l'équation (1.4.12) ainsi que la Proposi-tion 1.4.4. �Par ailleurs, on a :Lemme 1.4.11 Si f est une (0; r)-forme di�érentielle sur D, ave
 r � q �N , 
ontinue sur D et telle que ��f = 0, alors ��L�rf = 0 sur D.Démonstration : Il s'agit i
i d'appliquer l'opérateur de Cau
hy-Riemann auxéquations données par la Proposition 1.4.4 et d'annuler ��f . �On peut maintenant résumer les résultats de 
e paragraphe dans la pro-position suivante :Proposition 1.4.12 Supposons que N � q.Il existe R5 > 0 que l'on peut 
hoisir indépendamment de petites perturba-tions C2 de �1; : : : ; �N tel que si f est une (0; r)-forme di�érentielle sur D,ave
 r � q �N , 
ontinue sur D telle que ��f = 0 sur D, alors on a :� si r = 0, 
'est-à-dire que f est une fon
tion holomorphe sur D, 
onti-nue sur D, alors f se prolonge holomorphiquement à B(�;R5).� si r � 1, pour tout z 2 D \B(�;R5), on af(z) = �� eTrf(z) + ��TL�rf(z) (1.4.14)Si de plus f 2 Cs0;r(D), s 2 f0; : : : ; d � 2g, alors pour tout 0 < Æ < 1,il existe une 
onstante CÆ indépendante de f telle quekTL�rfks+Æ;D\B(�;R5) � CÆkfks;D (1.4.15)Démonstration : Il reste à traiter le 
as où r = q�N , d'après la Proposition1.4.4, on a :� si r = 0, f(z) = L�0f(z) = ��TL�0f(z) + T ��L�0f(z), or ��L�0f(z) = 0d'après le lemme pré
édent.� si r � 1, f(z) = �� eTrf(z)+L�rf(z) = �� eTrf(z)+ ��TL�rf(z) 
ar ��L�rf = 0d'après le lemme pré
édent. �En utilisant maintenant l'opérateur Tr à la pla
e de l'opérateur eTr, onobtient, si f 2 C10;r(D), 1 � r � q �N , et pour tout z 2 D \B(�;R5) :f(z) = ��Trf(z) + ��TL�rf(z) (1.4.16)On va maintenant donner les estimations Ck, k > 0 pour Trf .
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1.4.3 Estimations de TrfSoit f une (0; r) forme di�érentielle 
ontinue sur D et telle que ��f = 0,on rappelle que pour tout z 2 DTrf(z) =�ZD0��0 Ef(�) ^Dn;r�1(�; z; �)+ XI2P 0(N+1)(�1)jIj ZRI��0I ��(Ef)(�) ^Dn;r�1(�; z; �)+ XI2P 0(N) ZRI���I� Ef ^Dn;r�1L'estimation du premier terme est déjà 
onnue 
ar il s'agit du noyaude Bo
hner-Martinelli-Koppelman. Il reste à 
onsidérer les deux dernierstermes. I
i en
ore, on doit séparer le 
as où � 2 I, 
'est-à-dire le 
as où lebord délimité par B(�;R) apparaît dans l'intégrale.On é
rit don
 :Trf(z) = �ZD0��0 Ef(�) ^Dn;r�1(�; z; �) + T 1r f(z) + T 2r f(z)ave
 T 1r f(z) = XI2P 0(N)(�1)jIj+1 ZRI���0I� ��(Ef)(�) ^Dn;r�1(�; z; �)+ XI2P 0(N) ZRI���I� Ef ^Dn;r�1et T 2r f(z) = XI2P 0(N)(�1)jIj ZRI��0I ��(Ef)(�) ^Dn;r�1(�; z; �)On remarque tout d'abord que dans le 
as où r = q�N+1, les 
onditionssupplémentaires sur f annulent le terme T 1r f .Si 1 � r � q �N , soit R5 donné par la Proposition 1.4.12. Le même raison-nement que 
elui e�e
tué pour démontrer le Lemme 1.4.8 permet d'a�rmerque si f 2 Cs0;r(D), ave
 s 2 f1; : : : ; d� 3g et si 0 � Æ � 1 alors il existe une
onstante Cs;Æ indépendante de f telle quekT 1r fks�1+Æ;B(�;R5)\D � Cs;Ækfks;DIl reste don
 à estimer T 2r f . Ce qui s'e�e
tue 
omme dans le 
as q-
onvexeave
 quelques nuan
es apportées par l'inversion des variables z et �.63



Ainsi, le même type de 
al
ul que dans la sous-partie 1.3.3 permet d'a�r-mer que T 2r f se dé
ompose 
omme une 
ombinaison linéaire �nie d'intégralesde la forme suivante :J�(�; J; a0; a1) = ZRI�� 140I A
(�) ^�J(�; z) ^ hd�2� (�; z; �)j� � zj2a0�(�; z; Æ�)a1où hs� = hs�(�; z; �) est une forme di�érentielle de 
lasse Cs sur D0�D�� 140I , de 
lasse Cs en z, réelle analytique en �, C1 en (�; �) et qui s'annule àl'ordre � en � = z, jIj = l; J = (�1; : : : ; �l0) � I; jJ j = l0;�J(�; z) = ��1(�; z) ^ � � � ^ ��l0 (�; z); ave
 ��s(�; z) =< w(�; z; ��s); d� >�0 � 1; �1 � jIj � 1; �0 + �1 = n;
(�) est un 
oeÆ
ient de ��(Ef):Comme dans le 
as q-
onvexe, il su�t d'estimer J�(l � l0 + 1; J; �0; �1),J�(l � l0 + 2; J; �0; �1 + 1) et leurs dérivées par rapport à z. On remarquede plus que la seule di�éren
e ave
 le 
as q-
onvexe vient du fait que hs� ,
ontrairement à f s� n'est plus C1 en z, 
'est pour 
ela qu'on doit limitersupérieurement l'ordre pour lequel on estime le noyau. Notons Dp un opéra-teur di�érentiel en z d'ordre p = p1+ p2+ p3, ave
 p � d� 2. Si on appliqueDp à J�(�; J; a0; a1), on obtient une 
ombinaison linéaire �nie de termes dela formeJ �(�; J; L; b0; b1)(z) = ZRI�� 140I A
(�) ^�L(�; z) ^ hd�2�p� (�; z; �)j� � zj2b0�(�; z; Æ�)b1où 1. L � J � I, jLj = m = max(l0 � p2; 0), L = (l1; : : : ; lm).2. a0 � b0 � a0 + p33. a1 � b1 � a1 + p14. 2b0 � � � 2a0 + p3 � �Comme dans le 
as pré
édent, lorsque p = 0,on a J�(�; J; a0; a1) = J�(�; J; J; a0; a1).L'estimation de J�(�; J; L; b0; b1) s'e�e
tue ensuite 
omme 
elle deJ+(�; J; L; b0; b1), il reste seulement à véri�er que malgré l'inversion de z etde �, on peut établir des pseudo
oordonnées analogues à 
elles de J. Mi
hel(voir [Mi℄ et la sous-partie 1.3.5).Pour des ve
teurs linéairement indépendants �1; : : : ; �l 2 �I , on dé�nit64




omme dans la sous-partie 1.3.5 le système de 
oordonnées x(�) au voisi-nage d'un point �0, ainsi que y, x0, x00 et t(�) = ��1(�).On pose aussi pour j 2 f1; : : : ; lg, et pour (�; z) 2 U2Duj(�; z) = Im�(�; z; �j)Es�(�; z), resp. Es�(�; z; �), désigne une forme di�érentielle de 
lasse Cs sur(UD nD)�D, resp. (UD nD)�D�� 140I , indépendante de u et qui s'annuleà l'ordre � en � = z.L'équation (1.3.23) est en
ore véri�ée, 
ependant le système (1.3.24) est mo-di�é, il devient :8<:d��(�; z; �j) = 2����j (z) + E11 (�; z)d��(�; z; �j) = 2����j (z) + E11 (�; z)= 2d���j (z) � 2����j (z) + E11 (�; z) (1.4.17)On obtient don
,d�uj(�) = 12i (4����j (z)� 2d���j (z) + E11 (�; z))De plus �(�; z; �j) = 2����j (z) + E11 (�; z)Les appli
ations �1; : : : ; �N étant de 
lasse Cd, ave
 d � 3, on a pour toutj 2 f1; : : : ; lg d���j (z)� d���j (�) = Ed�11 (�; z)par ailleurs, sur RI , d���j (�) = d���1(�) = dt, on a alors :d�uj(�) = 12i �2�(�; z; �j)� 2dt+ Ed�11 (�; z)�Ce que l'on peut aussi é
rire�(�; z; �j) = id�uj(�) + dt+ Ed�11 (�; z)Et en utilisant l'équation (1.3.23), on obtient, sur RI \ U(�0)�(�; z; �j) = idxpj(x) + (1 + idj;2n�l+1(y))dt+ Ed�21 (�; z) (1.4.18)Cette équation est la même que l'équation (1.3.25), don
, on peut démon-trer une proposition analogue à la Proposition 1.3.11, en remplaçant dansles notations les f par des h. Ce
i termine de justi�er que l'on peut utiliserles pseudo
oordonnées pour estimer le noyau T 2r et a
hève la démonstrationdu Théorème 1.0.3. 65
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Chapitre 2Résolution lo
ale dans dessous-variétés CRLe but de 
e 
hapitre est d'étudier la résolution lo
ale de l'équation deCau
hy-Riemann tangentielle pour des formes de 
lasse C1 jusqu'au borddans plusieurs types de domaines in
lus dans une sous-variété CR q-
on
avede C n de 
odimension k, ave
 1 < k � n.Comme dans [L-T/Le 4℄, on 
onsidère les formes de bidegré (n; r). Ce
i per-met de travailler ave
 de véritables formes di�érentielles et non des 
lassesd'équivalen
e, de plus, l'opérateur de Cau
hy-Riemann tangentiel est alorsla restri
tion de la di�érentielle extérieure usuelle d surM (voir aussi le Cha-pitre II.1 dans [Tr℄). Le fait d'étudier uniquement 
es bidegrés ne 
onstituepas une véritable restri
tion 
ar on travaille lo
alement. En e�et, on pourrapar la suite travailler ave
 des formes à valeurs dans un �bré ve
toriel holo-morphe que l'on supposera trivial au-dessus des ensembles que l'on 
onsidèrei
i. Soit M une sous-variété CR de C n de 
odimension k, q-
on
ave (voir lesdé�nitions de la partie 2.1). Il est bien 
onnu qu'il y a un saut dans les degréspour lesquels on sait résoudre l'équation de Cau
hy-Riemann tangentielle,ainsi, notre étude est séparée en deux : la résolution pour les �grands� degrés,
'est-à-dire pour n � q � k + 1 � r � n � k, appelé �
as 
onvexe� et larésolution pour les �petits� degrés, 
'est-à-dire pour 1 � r � q � 2, appelé�
as 
on
ave�.2.1 Dé�nitions et notations2.1.1 Sous-variétés de Cau
hy-RiemannSoit M une sous-variété réelle de 
lasse Cd, d � 2 et de 
odimensionk � n in
luse dans C n . Nous allons rappeler quelques dé�nitions 
on
ernant67



les sous-variétés CR, pour plus de détails, voir par exemple [Bo℄ ou [L-T 2℄.Pour p 2M , on note T Cp M l'espa
e tangent 
omplexe à M en p.Soit � 2M , on peut représenterM au voisinage de � de la façon suivante :M \ U = fz 2 U jb�1(z) = � � � = b�k(z) = 0g (2.1.1)où les appli
ations b�1; : : : ; b�k sont de 
lasse C2 sur un voisinage ouvert U de� dans C n et à valeurs réelles ave
 db�1 ^ � � � ^ db�k 6= 0 sur U .Une telle famille (b�1; : : : ; b�k) est appelée système lo
al de fon
tions dé�nis-santes.Si M est représentée par un tel système, alors pour tout p 2M \ U ,T Cp M = 8<:� 2 C n j nXj=1 �b���zj (p)�j = 0; � = 1; : : : ; k9=; (2.1.2)et dimC T Cp M � n� k.Dé�nition 2.1.1 On dit que M est une sous-variété de Cau
hy-Riemannou sous-variété CR de C n si le nombre dimC T Cp M ne dépend pas du pointp 2M , et on dit que M est générique si la dimension de T Cp M est minimale,i.e. dimC T Cp M = n� k pour tout p 2M .En représentation lo
ale, M est CR générique si et seulement si pourtout système lo
al de fon
tions dé�nissantes b�1; : : : ; b�k, on a��b�1 ^ � � � ^ ��b�k 6= 0 sur MDé�nition 2.1.2 Soit M une sous-variété CR de C n , on dit que M estq-
on
ave, 1 � q � n�k2 , si pour tout � 2 M , pour toute représentationlo
ale de M de type (2.1.1) au voisinage de � et tout x 2 Rk n f0g, la formequadratique sur T C� M dé�nie parLMb�x(�)(�) = nXi;j=1 �2b�x�zi�zj (�)�i�j (2.1.3)où b�x = x1b�1 + � � � + xkb�k et � 2 T C� M , admet au moins q valeurs propresstri
tement négatives.2.1.2 Notations2.1.2.1 � Dans 
e 
hapitre, on s'intéresse aux formes di�érentielles de
lasse C1. On reprend les notations du 
hapitre pré
édent pour désigner les68



espa
es de formes di�érentielles sur C n de 
lasse C1 sur un sous-ensemblede C n (voir le paragraphe 1.1.11). Par exemple, si U est un ouvert de C n :� C1n;r(U \M) désigne l'espa
e des formes di�érentielles de bidegré (n; r) surC n dont les 
oe�
ients sont de 
lasse C1 au voisinage de M \U dans C n etsont restreints à M \ U ,� C1n;r(U) désigne l'espa
e des formes di�érentielles de bidegré (n; r) sur C ndont les 
oe�
ients sont de 
lasse C1 au voisinage de U .Par ailleurs, siW est un ouvert deM , on note [C1s ℄M (W ), resp. [C1s ℄M (W ),l'espa
e des formes di�érentielles de degré s sur M , à 
oe�
ients dansC1(W ), resp. C1(W ).2.1.2.2 � On désigne par E�;�Cn le fais
eau des germes de formes di�é-rentielles à 
oe�
ients C1 sur C n , par En;rCn le sous-fais
eau des germes de(n; r)-formes.Remarque. Si U est un ouvert de C n alors d'après la théorie des fais
eaux,on peut identi�er l'espa
e des se
tions de En;rCn au-dessus de U ave
 C1n;r(U).Quelques rappels de théorie des fais
eaux sont fait dans l'Annexe A, pourplus de détails, voir par exemple [Go℄ ou [Gu/Ro℄.2.1.3 Dé�nition des formes de bidegré (n; r) sur MSoit M une sous-variété CR générique de C n de 
lasse C2 et W un sous-ensemble ouvert de M .[C1n;r℄M (W ) désigne l'espa
e des formes de degré n + r sur M qui sont larestri
tion à W d'une forme de bidegré (n; r) de 
lasse C1 sur un voisinagede W dans C n .On dé�nit de manière analogue [C1n;r℄M (W ) et [C1n;r℄M (W1 \W2) où W1 etW2 sont des ouverts de M à bord Lips
hitz.Autrement dit, si j :M ! C n est l'in
lusion, on a[C1n;r℄M (W ) = ff 2 [C1n+r℄M (W ) j 9V ouvert� C n ;W � V \M;9 ef 2 C1n;r(V ); j� ef = f sur Wg[C1n;r℄M (W ) = ff 2 [C1n+r℄M (W ) j 9V ouvert� C n ;W �� V \M;9 ef 2 C1n;r(V ); j� ef = f sur WgComme la di�érentielle extérieure 
ommute ave
 l'opération de restri
-tion, l'opérateur de Cau
hy-Riemann tangentiel 
oïn
ide ave
 la di�érentielle69



extérieure. Ainsi si f 2 [C1n;r℄M (W ), (resp. f 2 [C1n;r℄M (W )), df = j�(d ef).Dans la suite, nous travaillerons ave
 des formes dé�nies sur des sous-ensembles de M qui sont l'interse
tion transverse de domaines de 
lasse C2,la proposition suivante donne une des
ription des espa
es de (n; r)-formeslisses sur de tels domaines :Proposition 2.1.3 Soient W1 et W2 deux ouverts dans M qui sont des in-terse
tions transverses d'un nombre �ni d'ouverts dont le bord est de 
lasseC2. On suppose de plus que W1 et W2 se 
oupent transversalement.Alors si V1 et V2 sont des ouverts de C n à bord C2 par mor
eaux, qui inter-se
tent M transversalement et tels que, pour i = 1; 2, Vi \M = Wi , on ales égalités suivantes :[C1n;r℄M (W1) = ff 2 [C1n+r℄M (W1)j9 ef 2 C1n;r(V1); j� ef = fg�C1n;r�M (W1) = ff 2 [C1n+r℄M (W1)j9 ef 2 C1n;r(V1); j� ef = fg�C1n;r�M (W 1 \W2) = ff 2 [C1n+r℄M (W 1 \W2)j9 ef 2 C1n;r(V 1 \ V2); j� ef = fgDémonstration : Si V est un sous-ensemble de C n , notons[En;r℄M (V ) = ff 2 [C1n+r℄M (V \M)j9 ef 2 C1n;r(V ); j� ef = fgDémontrons tout d'abord la première égalité.Il est 
lair que [En;r℄M (V1) � [C1n;r℄M (W1), montrons don
 l'in
lusion inverse.Soit f 2 [C1n;r℄M (W1), 
onsidérons V ouvert de C n et ef 2 C1n;r(V ) tels queW1 � V \M et j� ef = f sur W1. Alorsef = XjIj=r efIdz1 ^ � � � ^ dzn ^ dzIoù 
haque efI est une fon
tion de 
lasse C1 sur V .Considérons pour tout I la restri
tion de efI à M , notée efI��M , alors efI��M 2C1(V1\M), on peut don
 l'étendre à V1, notons gI 
ette extension et 
onsi-dérons g = XjIj=r gIdz1 ^ � � � ^ dzn ^ dzIAlors g 2 C1n;r(V1) et j�g =PjIj=r gI��Mj�(dz1 ^ � � � ^ dzn ^ dzI) = j� ef = f .Ce qui termine la démonstration de la première égalité.Démontrons maintenant la deuxième égalité. Soit f 2 [En;r℄M (V1), alors,il existe g 2 C1n;r(V1) telle que j�g = f sur M \ V1 =W1. Comme le bord deV1 est de 
lasse C2 par mor
eaux, il existe un voisinage V de V1 sur lequelon peut prolonger g, don
 [En;r℄M (V1) � [C1n;r℄M (W1), montrons l'in
lusioninverse. 70



Soit f 2 [C1n;r℄M (W1). Soit V un ouvert de C n tel que W1 � V \M et qu'ilexiste ef 2 C1n;r(V ) ave
 j� ef = f . Quitte à restreindre V , on peut supposerque V �� C n .Soit U un ouvert de C n tel que V1[V �� U . Soit � une appli
ation de 
lasseC1 sur U dont le support est in
lus dans V et qui vaut 1 sur un voisinagede W1, alors g = � ef véri�e toujours j�g = f sur W1 et de plus g 2 C1n;r(U),don
 g 2 C1n;r(V1), 
e qui démontre l'in
lusion inverse.Considérons maintenant la dernière égalité. Un raisonnement analogue à
elui utilisé pour l'égalité pré
édente permet de montrer que[En;r℄M (V1 \ V2) � [C1n;r℄M (W1 \W ).Soit f 2 [C1n;r℄M (W1 \W2) et soit V un ouvert de C n tel que W1 \W2 � Vet qu'il existe ef 2 C1n;r(V ) telle que j� ef = f sur W1 \W2. Alorsef = XjIj=r efIdz1 ^ � � � ^ dzn ^ dzIoù 
haque efI est une fon
tion de 
lasse C1 sur V .Considérons la restri
tion de 
haque 
oe�
ient de ef à V \M , notons la gI .Alors pour tout I, gI est une appli
ation de 
lasse C1 sur W1 \W2, mais
omme l'interse
tion entre W1 et W2 est transverse, on peut l'étendre en uneappli
ation de 
lasse C1 sur W2 = V2 \M . Pour tout I, on peut ensuiteétendre 
ette appli
ation en une appli
ation, notée egI telle que egI 2 C1(V2),alors en parti
ulier, pour tout I, egI 2 C1(V1 \ V2) et si on poseeg = XjIj=r egIdz1 ^ � � � ^ dzn ^ dzIOn a bien j�eg = f sur W1 \W2. Ce qui démontre l'in
lusion inverse. �Ainsi, 
ette proposition permet d'a�rmer que si V est un ouvert, unfermé ou l'interse
tion transverse d'un fermé et d'un ouvert de C n dont lebord est assez régulier, l'espa
e [En;r℄M (V ) ne dépend que de la tra
e de Vsur M . Par la suite, on utilisera les deux notations, [C1n;r℄M (:) ou [En;r℄M (:),suivant si on 
onsidère un sous-ensemble de M ou un sous-ensemble de C n .Ainsi, pour un sous-ensemble V de C n , su�samment régulier, on note indif-féremment [En;r℄M (V ) ou [C1n;r℄M (V \M) l'espa
e des (n; r)-formes sur Mlisses sur M \ V .De même, si ' est une appli
ation dé�nie sur M , la proposition pré-
édente permet d'a�rmer que si V � U est un sous-ensemble de C n quiinterse
te de manière transverse fz 2M j'(z) = 0g, alors l'espa
e[En;r℄M (V \ fz 2 U je'(z) � 0g) ne dépend pas de l'extension de 
lasse C2, e',de ' 
hoisie mais seulement de ' et de l'interse
tion de V etM , on le noteraaussi : [En;r℄M\f'�0g(V ) ou [C1n;r℄M\f'�0g(V \M)71



2.2 Étude du 
as 
onvexeSoit M une sous-variété CR générique de C n de 
lasse C2. Soit � 2 M ,dans 
ette partie, on s'intéresse à la résolution de l'opérateur de Cau
hy-Riemann tangentiel ave
 régularité jusqu'au bord pour des formes di�éren-tielles dans [En;r℄M (V ) dans les deux 
as suivants :(I) V = B(�;R), pour R assez petit,(II) V = fz 2 U je'(z) < 0g \ B(�;R), pour R assez petit et où e' est uneappli
ation de 
lasse C2 sur un voisinage U de � dans C n qui est leprolongement à U d'une fon
tion ' possédant de bonnes propriétés de
onvexité (voir la Dé�nition 2.2.8) ave
 '(�) = 0.La démar
he est la même dans les deux 
as. Dans un premier temps,on démontre que les groupes de 
ohomologie pour l'opérateur de Cau
hy-Riemann tangentiel sur V \M pour des formes lisses sur V \M sont iso-morphes aux groupes de 
ohomologie pour les se
tions de Whitney. Cet iso-morphisme a été prouvé sans régularité jusqu'au bord et pour des ouvertsquel
onques dans [An/Fr/Na℄, A. Andreotti, G. Frederi
ks et M. Na
inovi
hont obtenu des isomorphismes de fais
eaux alors que dans 
ette partie, nousraisonnons pour V �xé.Dans un se
ond temps, on démontre l'annulation des groupes de 
ohomologiepour les se
tions de Whitney en utilisant les résultats du Chapitre 1.2.2.1 Une autre dé�nition de l'opérateur de Cau
hy-RiemanntangentielDans 
ette sous-partie, on dé�nit l'opérateur de Cau
hy-Riemann tan-gentiel pour des formes qui sont lisses sur M \ V , où V est un ouvert deC n assez petit qui est l'interse
tion transverse d'un nombre �ni d'ouverts àbord C2 tel que �V \M est transverse. Pour 
ela, on reprend la 
onstru
tion
lassique, voir [An℄, [An/Fr/Na℄, [An/Hi℄ et [Na℄, adaptée aux formes lissesjusqu'au bord.M est une sous-variété CR générique de C n , don
 d'après le Lemme 1de la partie 7.2 dans [Bo℄, il existe un voisinage U de � et un 
hangementlinéaire 
omplexe de 
oordonnées, A : C n ! C n , qui envoie � à l'origine ettel que M \ U = f(x+ iy; w) 2 C k � C n�k jy = h(x;w)g (2.2.1)où h : Rk � C n�k ! Rk est de 
lasse C2 ave
 h(0) = 0 et Dh(0) = 0.On note z = x+ iy.
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Si on note j :M ! C n , l'in
lusion de M dans C n , on a, à l'origine :j�(dwj) = dwj ; 1 � j � n� kj�(dwj) = dwj; 1 � j � n� kj�(dxj) = dxj ; 1 � j � kj�(dyj) = 0; 1 � j � kAlors (dx1; : : : ; dxk; dy1; : : : ; dyk; dw1; : : : ; dwn�k; dw1; : : : ; dwn�k) forme unebase de l'espa
e 
otangent de C n , au voisinage de 0.De plus, un système de fon
tions dé�nissantes pourM est donné par (b�1; : : : ; b�k)ave
 b�j(z; w) = yj � hj(x;w) et on a ��b�j(0) = � 12idzj.Ainsi (dx1; : : : ; dxk; ��b�1; : : : ; ��b�k; dw1; : : : ; dwn�k; dw1; : : : ; dwn�k) forme unebase de l'espa
e 
otangent de C n au voisinage de 0.De plus, (j�(dx1); : : : ; j�(dxk); j�(dw1); : : : ; j�(dwn�k); j�(dw1); : : : ; j�(dwn�k))est une famille libre au voisinage de 0. Notons U� un tel voisinage. Le le
teurpeut se reporter à la partie 8.3 dans [Bo℄ pour plus de détails.Dans 
e travail, nous e�e
tuons une étude lo
ale, aussi, nous supposeronsque V véri�e V �� U�, 
e qui simpli�e les démonstrations (en parti
ulier
elle de la Proposition 2.2.2), mais, on pourrait se passer de 
ette hypothèseen utilisant des partitions de l'unité.Démontrons en premier lieu une proposition dé
rivant les fon
tions qui s'an-nulent sur M :Proposition 2.2.1 SiW est un ouvert de C n relativement 
ompa
t, si �1; : : : ; �kest un système de fon
tions dé�nissantes pour M sur un ouvert 
ontenant Wet si f 2 C1(W ) s'annule sur M \W , alors il existe des fon
tions �1; : : : ; �kdans C1(W ) telles que, sur W , on aitf = kXj=1 �j�jDémonstration : Soit z 2W .Si z =2 M , il existe j0 et Rz > 0 tels que sur W \ B(z;Rz), �j0 ne s'annulepas. Posons alors �zj0 = f�j0 et pour j 6= j0, �zj = 0, alors8� 2 B(z;Rz) \W; f(�) = kXj=1 �zj (�)�j(�)Si z 2 M \ W , alors le Lemme 3 p. 21 dans [Bo℄ permet d'obtenir aussiune telle dé
omposition. Si z 2 M \ �W , on utilise le fait qu'il existe undi�éomorphisme � : U ! �(U) � R2n où U est un voisinage de W tel que�(M \W ) est un voisinage ouvert de l'origine dansft = (t1; : : : ; t2n) 2 R2n jt2n�k � 0; t2n�k+1 = � � � = t2n = 0g et on applique73



la preuve du Lemme 3 p. 21 dans [Bo℄ ave
 
ette appli
ation �.Ainsi on obtient une dé
omposition au voisinage de tout point de W , onutilise ensuite le fait que W est 
ompa
t et une partition de l'unité pourdémontrer la proposition. �On peut maintenant 
onstruire le 
omplexe de Cau
hy-Riemann tan-gentiel sur V \M pour des formes régulières sur V \M . Le 
omplexe deDolbeault est donné par :0 � C1n;0(V ) d� C1n;1(V ) d � � � � d� C1n;n(V ) � 0 (2.2.2)De plus, on dé�nit l'idéal suivant :In;rM (V ) = kXj=1 b�jC1n;r(V ) + kXj=1 db�j ^ C1n;r�1(V )Il faut noter qu'à 
ause de la Proposition 2.2.1, l'idéal In;rM (V ) ne dépend pasdu système de fon
tions dé�nissantes 
hoisi pour M , (voir [An/Hi℄, Part. I).Comme dIn;rM (V ) � In;r+1M (V ), on a le 
omplexe suivant :0 � In;0M (V ) d� In;1M (V ) d � � � � d� In;nM (V ) � 0 (2.2.3)On peut ainsi dé�nir le 
omplexe quotient, posons pour r 2 f0; : : : ; ngQn;rM (V ) = C1n;r(V )=In;rM (V )on a alors0 � Qn;0M (V ) d� Qn;1M (V ) d � � � � d� Qn;nM (V ) � 0 (2.2.4)On véri�e maintenant la 
ohéren
e des deux dé�nitions, en fait, il su�tde démontrer la proposition suivante :Proposition 2.2.2 Pour tout r 2 f0; : : : ; ng, la suite :0 � In;rM (V ) i � C1n;r(V ) j� � [En;r℄M (V ) � 0où i est l'in
lusion et j : M ! C n est 
elle de M dans C n , est exa
te.Alors pour tout r 2 f0; : : : ; ng, Qn;rM (V ) ' [En;r℄M (V ) et les opérateurs deCau
hy-Riemann tangentiels dé�nis pré
édemment 
oïn
ident.Démonstration : Soit r 2 f0; : : : ; ng, par dé�nition de [En;r℄M (V ), l'appli-
ation j� est surje
tive de C1n;r(V ) dans [En;r℄M (V ). Alors pour démontrerl'isomorphisme, il reste à prouver que Ker j� = In;rM (V ).74



Par dé�nition de l'idéal et grâ
e au fait que la di�érentielle extérieure 
om-mute ave
 j�, il est 
lair que si g 2 In;rM (V ), alors j�g = 0.Considérons maintenant g 2 Ker j�.Si g est une fon
tion, i.e. r = 0, alors j�g = g Æ j don
 la Proposition 2.2.1permet de 
on
lure. Supposons don
 que r � 1.Comme V �� U�, le raisonnement e�e
tué au début de 
ette partie montrequ'il existe des formes di�érentielles sur C n à 
oe�
ients lisses sur V , h1; : : : ; hket gK pour K = (j1; : : : ; jr), 1 � j1 < � � � < jr � n� k telles queg = XjKj=r gKdx(1;:::;k) ^ dw(1;:::;n�k) ^ dwK + kXi=1 ��b�i ^ hioù (dx1; : : : ; dxk; ��b�1; : : : ; ��b�k; dw1; : : : ; dwn�k; dw1; : : : ; dwn�k) est la basede l'espa
e 
otangent de C n 
onstruite à partir de la représentation (2.2.1).Comme g 2 C1n;r(V ), pour tout K, tel que jKj = r, gK est une fon
tionC1 sur V et pour tout i 2 f1; : : : ; kg, hi 2 C1n;r�1(V ). Alors,g = XjKj=r gKdx(1;:::;k) ^ dw(1;:::;n�k) ^ dwK + kXi=1 db�i ^ hiAlors, 
omme j� et d 
ommutent, on aj�g = XjKj=r(gK Æ j) j�(dx(1;:::;k) ^ dw(1;:::;n�k) ^ dwK)Alors le fait que j�g = 0 et les propriétés des xj et wj impliquent que pourtout K ave
 jKj = r, gK Æ j = 0, 
'est-à-dire que gK s'annule sur M \ V .D'après la Proposition 2.2.1, on peut dé
omposer gK en fon
tion des appli-
ations b�1; : : : ; b�k. Ainsi, il existe �1; : : : ; �k, formes di�érentielles de bide-gré (n; r) sur C n lisses sur V et h1; : : : ; hk formes di�érentielles de bidegré(n; r � 1) sur C n lisses sur V , telles queg = kXj=1 b�j�j + kXj=1 db�j ^ hiCe qui termine la démonstration. �Notons, pour r 2 f0; : : : ; ng, Hn;r1 (V ), les groupes de 
ohomologie du
omplexe (2.2.2), Hn;r1 (M \ V ), les groupes de 
ohomologie du 
omplexe(2.2.4) et Hr(V ;In;�M ), les groupes de 
ohomologie du 
omplexe (2.2.3).2.2.2 Complexe de se
tions de WhitneyDé�nitionOn donne tout d'abord la dé�nition des se
tions de Whitney dans le
as général, le le
teur pourra se reporter par exemple à l'arti
le [Na℄ de M.75



Na
inovi
h.Soit X une variété di�érentiable lisse et E un �bré ve
toriel C1 sur X. Étantdonné un ouvert 
 de X, on note �(
; E) l'espa
e des se
tions lisses de Esur 
.Si x 2 
, on dit que f 2 �(
; E) est plate en x si pour tout 
hoix de
oordonnées lo
ales en x, les 
omposantes de f s'annulent ainsi que toutesleurs dérivées partielles en x.Si A est un fermé dans 
, on note FA(
; E) l'espa
e des se
tions f 2 �(
; E)qui sont plates en tout point de A.L'espa
e W (A;E) des se
tions de Whitney de E sur un fermé A de 
 estalors dé�ni par la suite exa
te :0 � FA(
; E) � �(
; E) �W (A;E) � 0 (2.2.5)Pour A fermé dans X, on remarque queU ! �(U;E); U ! FA\U (U;E); U !W (A \ U;E) =WA(U;E)sont des fais
eaux et que la suite (2.2.5) induit une suite exa
te de fais
eaux.Dé�nition 2.2.3 Soit 
 un ouvert de Rm , deux sous-ensembles fermés A etB de 
 sont dits régulièrement situés s'ils véri�ent une des deux propriétéssuivantes :(i) A \B = ?(ii) pour tout x0 2 A \ B, il existe un voisinage V de x0 dans 
 et des
onstantes �; C > 0 tels que pour tout x 2 Vdist(x;A) + dist(x;B) � C dist(x;A \B)�Le fait que A et B soient régulièrement situés est équivalent à l'exa
titudede la suite suivante, appelée suite de Mayer-Vietoris, pour tout �bré ve
torielE sur 
 :0 �W (A [B;E) �W (A;E)�W (B;E) �W (A \B;E) � 0(2.2.6)Soit X une variété di�érentiable C1 et E un �bré ve
toriel C1 sur X.Soit U = fA0; : : : ; A�g une famille de fermés de X, on dit que U est unsystème régulièrement situé si pour tout 0 � i0; : : : ; it � � et 0 � j0; : : : ; js ��, 0 � t; s � �, les fermés Ai0 \ � � � \Ait et Aj0 \ � � � \Ajs sont régulièrementsitués.Proposition 2.2.4 Soient U un ouvert de C n et �1; : : : ; �N+1 des appli
a-tions de 
lasse C2 sur U telles que pour tout I = (j1; : : : ; jl) ave
1 � j1 < � � � < jl � N + 1, pour tout z 2 f� 2 U j�j1(�) = � � � = �jl(�) = 0g,d�j1(z) ^ � � � ^ d�jl(z) 6= 0.Alors si on note pour j 2 f1; : : : ; Ng,
j = fz 2 U j�j(z) � 0g \ fz 2 U j��(z) � 0g76



La famille (
1; : : : ;
N ) est régulièrement située, et on peut 
hoisir l'exposant� de la Dé�nition 2.2.3 égal à 1.Démonstration : Soient 1 � i0 < � � � < it � N et 1 � j0 < � � � < js � N ,notons I1 = (i0; : : : ; it), I2 = (j0; : : : ; js), 
1 = 
i0 \ � � � \ 
it et
2 = 
j0 \ � � � \ 
js .Soit x0 2 
1 \
2.Il est 
lair que si x0 2 Æ(
1 \ 
2), alors il existe un voisinage V de x0 in
lusdans Æ(
1 \ 
2) qui 
onvient ave
 � = 1.Supposons que x0 2 �(
1 \ 
2).Les propriétés de transversalité imposées aux fon
tions �1; : : : ; �N+1 im-pliquent qu'il existe un di�éomorphisme � dé�ni sur un voisinage 
onvexeUx0 de x0 tel que�(
1 \ Ux0) = f(x1; : : : ; x2n) 2 �(Ux0) � R2n jxi0 � 0; : : : ; xit � 0g = A1�(
2 \ Ux0) = f(x1; : : : ; x2n) 2 �(Ux0) � R2n jxj0 � 0; : : : ; xjs � 0g = A2Il est alors fa
ile de voir que les ensembles A1 et A2 sont régulièrement situésau point �(x0) = 0 (
'est-à-dire que la proposition (ii) de la Dé�nition 2.2.3est vraie pour x0 = 0), ave
 � = 1. En e�et, il s'agit de 
omparer entre ellesdes distan
es à des espa
es ve
toriels du type f(x1; : : : ; x2n) 2 R2n jxk1 =� � � = xkl = 0g, pour des sous-ensembles (k1; : : : ; kl) de I1 [ I2, au voisinagede 0.On utilise ensuite le fait que la proposition (ii) de la Dé�nition 2.2.3 eststable par di�éomorphisme, ave
 le même �, (voir [�o℄), pour 
on
lure. �On note Cs(U ;W (E)), 0 � s � �, l'espa
e des 
haînes de la forme :f = (fj0:::js) ave
 fj0:::js 2W (Aj0 \ � � � \Ajs ; E)On dé�nit l'opérateur 
obordÆ : Cs(U ;W (E))! Cs+1(U ;W (E))en posant (Æf)j0:::js+1 = s+1Xh=0(�1)hfj0:::;bjh;:::;js+1jAj0\���\Ajs+1Alors on a le 
omplexe suivant :C0(U ;W (E)) Æ� C1(U ;W (E)) Æ � : : : Æ� C�(U ;W (E)) � 0 (2.2.7)On pose de plus pour tout s 2 f0; : : : ; �gZs(U ;W (E)) = ff 2 Cs(U ;W (E))jÆf = 0gAlors, les suites de Mayer-Vietoris (2.2.6) et le Théorème de prolongementde Whitney, voir [Na℄, permettent de démontrer :77



Proposition 2.2.5 Si U est un système régulièrement situé de fermés deX, alors le 
omplexe (2.2.7) est a
y
lique, de plus pour toute 
haîne f 2Z0(U ;W (E)), il existe une unique g 2 W (A0 [ A1 [ � � � [ A� ; E) telle quegjAj = fj, pour tout j 2 f0; : : : ; �g.Dans 
e qui suit, on travaille ave
 E = Ep;r le �bré des (p; r)-formesdi�érentielles de 
lasse C1 pour X = C n , alors pour un ouvert 
 de C n ,�(
; Ep;r) = C1p;r(
), de plus si A est un fermé de 
, on note :Fp;rA\U (U) := FA\U (U;Ep;r),W p;rA (U) :=WA(U;Ep;r),W p;r(A) :=W (A;Ep;r),Cs(U ;W p;r) := Cs(U ;W (Ep;r))...Par ailleurs, on a la proposition suivante :Proposition 2.2.6 Si A est un fermé in
lus dans U et véri�ant AÆ = Aalors, pour tout (p; r) 2 f0; : : : ; ng2 :W p;r(A) = C1p;r(A)Démonstration : On doit montrer que si AÆ = A, alorsFp;rA (U) = ff 2 C1p;r(U)jfjA = 0gL'in
lusion dire
te est évidente, 
onsidérons don
 f 2 C1p;r(U) telle que fs'annule sur A.Si x 2 AÆ, il est évident que f est plate au point x.Soit x 2 A nAÆ. Par hypothèse, x est limite d'une suite (xn) de points de AÆ.Soit g une fon
tion dérivée de f , g est 
ontinue et pour tout n 2 N, g(xn) = 0,don
 g(x) = 0, 
e qui termine la démonstration. �Complexe induit par la di�érentielle extérieureSoit U un ouvert de C n et soit A un fermé de U , on a alors le 
omplexede Cau
hy-Riemann :0 � C1n;0(U) d� C1n;1(U) d � � � � d� C1n;n(U) � 0 (2.2.8)Par ailleurs, dFn;rA (U) � Fn;r+1A (U) don
 on a le 
omplexe induit :0 � Fn;0A (U) d� Fn;1A (U) d � � � � d� Fn;nA (U) � 0 (2.2.9)et par passage au quotient, le 
omplexe des se
tions de Whitney :0 �W n;0(A) d�W n;1(A) d � � � � d�W n;n(A) � 0 (2.2.10)On peut alors dé�nir la di�érentielle d'une 
haîne de se
tions de Whitneyen appliquant d terme à terme pour un élément de Cs(U ;W n;r), il est 
lair78



que la di�érentielle et le 
obord 
ommutent.Replaçons-nous maintenant dans notre 
ontexte, soient U et V des ou-verts de C n à bord Lips
hitz tels que V �� U et tels que leur bord interse
teM transversalement. On 
onsidère le 
omplexe (2.2.10) ave
 A =M \V . Ona, pour 0 � r � n, la suite exa
te suivante :0 � Fn;rM\V (U) � C1n;r(U) �W n;r(M \ V ) � 0 (2.2.11)Cependant, pour démontrer l'isomorphisme 
her
hé, il est intéressant dedé�nir les se
tions de Whitney 
omme le quotient de formes lisses sur V pardes formes plates et non à partir de formes lisses sur U . Posons :Fn;rM (V ) = ff 2 C1n;r(V )jf est plate sur M \ V gComme dFn;rM (V ) � Fn;r+1M (V ), on a le 
omplexe suivant :0 � Fn;0M (V ) d� Fn;1M (V ) d � � � � d� Fn;nM (V ) � 0 (2.2.12)On pose pour tout r 2 f0; : : : ; ng,Wn;rM (V ) = C1n;r(V )=Fn;rM (V )et on a un 
omplexe induit :0 � Wn;0M (V ) d� Wn;1M (V ) d � � � � d�Wn;nM (V ) � 0 (2.2.13)Il reste alors à montrer que le 
omplexe (2.2.13) est isomorphe au 
om-plexe (2.2.10) pour A =M \ V .Comme V est un ouvert à bord Lips
hitz relativement 
ompa
t dans U ,on a la suite exa
te suivante, pour tout r 2 f0; : : : ; ng :0 � In;rV (U) � C1n;r(U) � C1n;r(V ) � 0où In;rV (U) est l'ensemble des f 2 C1n;r(U) tel que tous les 
oe�
ients def s'annulent sur V . Cependant, 
omme V est un ouvert dans U le fait des'annuler sur V est équivalent au fait de s'annuler à l'ordre in�ni sur V , don
In;rV (U) = Fn;rV (U).De même, on a la suite exa
te suivante :0 � In;rV (U) � Fn;rM\V (U) � Fn;rM (V ) � 0
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On a ainsi le diagramme 
ommutatif et exa
t suivant, pour tout r 2 f0; : : : ; ng :0 00 � In;rV (U)g '� Fn;rV (U)g � 00 � Fn;rM\V (U)g � C1n;r(U)g �W n;r(M \ V )g � 00 � Fn;rM (V )g � C1n;r(V )g � Wn;rM (V )'g � 00g 0g 0gCe qui termine le raisonnement.NotonsHr(M\V ;Wn;�M ), pour r 2 f0; : : : ; ng, les groupes de 
ohomologiedu 
omplexe (2.2.13) et Hr(V ;Fn;�M ), pour r 2 f0; : : : ; ng, les groupes de
ohomologie du 
omplexe (2.2.12).2.2.3 Isomorphisme des groupes de 
ohomologiePour tout r 2 f0; : : : ; ng, on a les deux suites exa
tes suivantes :0 � In;rM (V ) � C1n;r(V ) � [En;r℄M (V ) � 00 � Fn;rM (V ) � C1n;r(V ) � Wn;rM (V ) � 0de plus, 
omme Fn;rM (V ) � In;rM (V ), il existe une appli
ation naturelleWn;rM (V ) ! [En;r℄M (V ), 
elle-
i induit pour tout r 2 f0; : : : ; ng, une ap-pli
ation de Hr(M \ V ;Wn;�M ) dans Hn;r1 (M \ V ), nous allons démontrerque 
es appli
ations sont des isomorphismes. Pour 
ela, on utilise le mêmetype de raisonnement que dans [An/Fr/Na℄, mais en se plaçant dans C1n;r(V ).Cha
une des deux suites exa
tes 
i-dessus induisent une suite exa
telongue de 
ohomologie, ainsi, on a le diagramme 
ommutatif suivant, pourtout r 2 f0; : : : ; n� 1g :Hr(V ;Fn;�M ) � Hn;r1 (V ) � Hr(M \ V ;Wn;�M ) � Hr+1(V ;Fn;�M ) � Hn;r+11 (V )Hr(V ;In;�M )g � Hn;r1 (V )www � Hn;r1 (M \ V )g � Hr+1(V ;In;�M )g � Hn;r+11 (V )www(2.2.14)80



Pour démontrer que les appli
ations Hr(M \ V ;Wn;�M ) ! Hn;r1 (M \ V )sont des isomorphismes, il su�t de démontrer grâ
e au Lemme des 
inq(voir l'Annexe A) que les appli
ations Hr(V ;Fn;�M ) ! Hr(V ;In;�M ) en sont.Ce
i résulte 
omme dans [An/Fr/Na℄ d'un théorème de Cau
hy-Kowalewskiformel dont la démonstration est analogue à 
elle de la Proposition 3 dans[An/Fr/Na℄ en 
onsidérant des formes lisses sur V :Théorème 2.2.7 Le 
omplexe0 � In;0M (V )=Fn;0M (V ) d� In;1M (V )=Fn;1M (V ) d� � � � d� In;nM (V )=Fn;nM (V ) � 0(2.2.15)est a
y
lique.2.2.4 Résolution lo
aleSoit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n . Soit � 2 M et
onsidérons un système lo
al de fon
tions dé�nissantes (b�1; : : : ; b�k) donnantsur U , voisinage de � dans C n , une représentation de type (2.1.1), ave
��b�1 ^ � � � ^ ��b�k 6= 0 sur U .Posons �j = b�j + C kXi=1 b�2i pour tout j 2 f1; : : : ; kg�k+1=� kXi=1 b�i + C kXi=1 b�2ioù C est une 
onstante positive.Notons ��(1;:::;k+1) la frontière du simplexe �(1;:::;k+1) (ave
 les notationsdu Chapitre 1). Si C est assez grande, et si on note pour � 2 ��(1;:::;k+1),�� = �1�1 + � � � + �k+1�k+1, alors la forme de Levi LCn�� (�) de �� admet aumoins q + k valeurs propres stri
tement positives.De plus, pour tout 1 � j1 < � � � < jk � k + 1, ���j1 ^ � � � ^ ���jk 6= 0 sur U ,et si on note 
� = fz 2 U j��(z) < 0g, pour � = 1; : : : ; k + 1, on a, si U estassez petit : M \ U = k+1\�=1
�U nM = k+1[�=1
� (2.2.16)U = k+1[�=1
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A�n de pouvoir 
onsidérer V dans le 
as (II) du début de 
ette partie,on donne la dé�nition suivante :Dé�nition 2.2.8 Soient M une sous-variété de C n de 
odimension k et de
lasse C2, � 2M et q un entier tel que 1 � q � n�k2 . Soit ' une fon
tion de
lasse C2 sur M . On dira que ' est (q+ k)-
onvexe au point � s'il existe unvoisinage U de � dans C n et des fon
tions réelles de 
lasse C2, e'; �1; : : : ; �k+1dé�nies sur U ayant les propriétés suivantes :� e' = ' sur U \M ;� pour tout 1 � j1 < � � � < jk � k + 1, (�j1 ; : : : ; �jk) est un système defon
tions dé�nissantes pour M sur U ;� pour tout 1 � j1 < � � � < jk � k + 1, d�j1 ^ � � � ^ d�jk 6= 0 sur U ;� les fon
tions �1; : : : ; �k+1 véri�ent les égalités (2.2.16) ;� pour tout � = (�0; : : : ; �k+1) 2 �(0;1;:::;k+1) tel qu'il existe j 2 f1; : : : ; k+1g ave
 �j = 0, et pour tout z 2 U , la forme LCn�0 e'+�1�1+���+�k+1�k+1(z)admet au moins q + k valeurs propres stri
tement positives.De plus, on dira que ' est (q + k)-
onvexe sur M si elle est (q + k)-
onvexeen tout point � 2M .En utilisant les appli
ations �1; : : : ; �k+1 
onstruites 
i-dessus, on peutdémontrer la proposition suivante de la même manière que la Proposition2.3, (ii)) (i) dans [L-T/Le 4℄ :Proposition 2.2.9 SoientM une sous-variété CR générique q-
on
ave (1 �q � n�k2 ) de 
lasse C2, � 2M et ' :M ! R une fon
tion de 
lasse C2 telleque pour toute extension  de ' à un voisinage de � dans C n , LM (�) admetau moins q valeurs propres positives. Alors ' est (q+ k)-
onvexe au point �.Remarque. Si ' est une fon
tion sur M véri�ant d'(�) 6= 0 et si r1; : : : ; rkest un système de fon
tions dé�nissantes pour M au voisinage de �, alors,il existe un voisinage de � dans C n sur lequel les appli
ations e'; r1; : : : ; rkvéri�ent les 
onditions de transversalité dé�nies au paragraphe 1.1.8.On peut maintenant énon
er le premier résultat important de 
e 
hapitre,il 
on
erne la résolution dans le 
as 
onvexe :Théorème 2.2.10 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C2 et soit � 2M .(i) Il existe R0 > 0 tel que pour tout 0 < R � R0, et tout n�q�k+1 � r � n,Hn;r1 (M \B(�;R)) = 0(ii) Soit ' une fon
tion (q+k)-
onvexe au point � telle que d'(�) 6= 0, alors ilexiste R0 > 0 que l'on peut 
hoisir indépendamment de petites perturbationsC2 de ', tel que pour tout 0 < R � R0, et tout n� q � k + 1 � r � n,Hn;r1 (fz 2M j'(z) � 0g \B(�;R)) = 082



Démonstration : (i) Si r > n� k, [C1n;r℄M = 0 don
 
'est évident.Supposons n� q � k + 1 � r � n� k.Grâ
e à l'isomorphisme établi dans la partie 2.2.3, il su�t de raisonner ave
les se
tions de Whitney.Notons pour j 2 f1; : : : ; k + 1g et pour R > 0ARj = 
j \B(�;R)Comme les interse
tions des 
i sont transverses, il existe R0 > 0, tel quepour tout R < R0, pour tout 1 � j1 < � � � < jl � k + 1 ave
 l � k + 1,ARj1 \ � � � \AjlR = 
j1 \ � � � \
jl \B(�;R) si l<k+1= 
j1 \ � � � \ 
jl \B(�;R)et, d'après la Proposition 2.2.4, la famille AR = (AR1 ; : : : ; ARk+1) est réguliè-rement située.Ainsi si R0 est assez petit, pour tout R < R0 et tout 1 � j1 < � � � <jl � k + 1 ave
 l � k, ARj1 \ � � � \AjlR est l'adhéren
e d'un domaine à 
oins(q+ k � 1)-
onvexe (voir la Proposition 1.3.2). Ainsi, grâ
e à la Proposition2.2.6 et aux résultats du Chapitre 1 (en 
onsidérant des formes à valeurs dansun �bré holomorphe trivial au-dessus de B(�;R), pour obtenir des formesde bidegré (n; r) à la pla
e de formes de bidegré (0; r)), on peut énon
er lelemme suivant :Lemme 2.2.11 Pour tout r � n � q � k + 1 et 0 � s � k � 1, si f 2Cs(AR;W n;r) ave
 df = 0, il existe g 2 Cs(AR;W n;r�1) telle que dg = f .De plus, on a, grâ
e aux égalités (2.2.16) :AR1 \ � � � \ARk+1=M \B(�;R) (2.2.17)AR1 [ � � � [ARk+1=B(�;R) (2.2.18)Soit f 2 Wn;rM (B(�;R)) telle que df = 0. Alors d'après les 
onsidérations
i-dessus, f 2 Ck(AR;W n;r) ave
 df = 0 et Æf = 0.D'après la Proposition 2.2.5, il existe fk�1 2 Ck�1(AR;W n;r) telle queÆfk�1 = f . Par ailleurs, 
omme d et Æ 
ommutent, Æ(dfk�1) = 0.On peut alors 
onstruire par ré
urren
e une suite (fk�j)j=1;:::;k telle que :(i) pour tout j 2 f1; : : : ; kg, fk�j 2 Ck�j(AR;W n;r+j�1)(ii) pour tout j 2 f2; : : : ; kg, Æfk�j = dfk�j+1En e�et, Æ(dfk�1) = 0 don
 d'après la Proposition 2.2.5, il existe fk�2 2Ck�2(AR;W n;r+1) telle que Æfk�2 = dfk�1, 
e qui initie la ré
urren
e. L'hé-rédité provient ensuite des mêmes arguments.Considérons f0, on a f0 2 C0(AR;W n;r+k�1), (r + k � 1 � n� 1) ave
Æ(df0) = 0, alors, d'après la Proposition 2.2.5,il existe g 2W n;r+k(AR1 [ � � � [ARk+1) telle que pour tout j 2 f1; : : : ; k+1g,gjARj = (df0)j. 83



D'après la Proposition 2.2.6 et l'égalité (2.2.18), g 2 C1n;r+k(B(�;R))et dg = 0. Ainsi, il existe une forme g0 2 C1n;r+k�1(B(�;R)) telle que dg0 = g.Notons en
ore g0 la 
haîne de se
tions de Whitney dé�nie par :g0 = (g0j ) 2 C0(AR;W n;r+k�1) ave
 pour tout j, g0j = g0jARjAlors il est 
lair que Æg0 = 0 et dg0 = df0.Posons h0 = f0 � g0, alors Æh0 = df1 et dh0 = 0.Nous allons maintenant 
onstruire par ré
urren
e une suite (hj)j=0;:::;k�1telle que pour tout j 2 f0; : : : ; k � 1g, hj 2 Cj(AR;W n;r+k�j�1), Æhj = Æf jet dhj = 0.Supposons la suite 
onstruite jusqu'au rang j0 � k � 2.dhj0 = 0, don
 d'après le Lemme 2.2.11, il existe gj0 2 Cj0(AR;W n;r+k�j0�2)telle que dgj0 = hj0 , posons hj0+1 = f j0+1 � Ægj0 .Alors hj0+1 2 Cj0+1(AR;W n;r+k�j0�2), Æhj0+1 = Æf j0+1 etdhj0+1 = df j0+1 � Æ(dgj0 ) = df j0+1 � Æhj0 = 0.Ce qui a
hève l'hérédité de la ré
urren
e.hk�1 2 Ck�1(AR;W n;r) véri�e dhk�1 = 0 et Æhk�1 = f . D'après leLemme 2.2.11, il existe gk�1 2 Ck�1(AR;W n;r�1) telle que dgk�1 = hk�1.Posons g = Ægk�1, alors g 2 Ck(AR;W n;r�1), 
'est-à-dire g 2W n;r�1M (B(�;R))et dg = d(Ægk�1) = Æ(dgk�1) = f .Ce qui termine la démonstration de (i).La démonstration du point (ii) est analogue, en 
onsidérant fe' � 0g \B(�;R) à la pla
e de B(�;R), où e' est l'appli
ation dont l'existen
e est don-née par la Dé�nition 2.2.8. En e�et, de part 
ette dé�nition et d'après laremarque pré
édent le Théorème 2.2.10, si on poseARj = 
j \ fz 2 U je'(z) � 0g \B(�;R)si R est assez petit, alors l'interse
tion d'un nombre �ni des ARj est l'adhé-ren
e d'un domaine à 
oins (q + k � 1)-
onvexe.On peut don
 e�e
tuer exa
tement le même raisonnement pour 
on
lure. �2.3 Étude du 
as 
on
aveOn se donne la dé�nition suivante :Dé�nition 2.3.1 Soient M une sous-variété de C n de 
lasse C2 et de 
odi-mension 1 < k � n, � 2 M et q un entier tel que 1 � q � n�k2 . Soit ' unefon
tion de 
lasse C2 sur M , à valeurs réelles. On dira que ' est (q + k)-
on
ave au point � 2M si �' est (q + k)-
onvexe au point �.De même, on dira que ' est (q+k)-
on
ave surM si elle est (q+k)-
on
aveen tout point de M .Supposons dans 
ette partie queM est une sous-variété CR générique deC n de 
lasse C1. Soient � 2M et ' une fon
tion de 
lasse C1 dé�nie surM ,84



à valeurs réelles et (q + k)-
on
ave au point �, ave
 d'(�) 6= 0, on supposepour simpli�er les notations que '(�) = 0.On s'intéresse à la résolution lo
ale de l'équation de Cau
hy-Riemann tangen-tielle, ave
 régularité jusqu'au bord, sur un domaine V de la forme suivante :(III) V = fz 2 U je'(z) < 0g \B(�;R) pour R > 0 assez petit et pour e'une extension de '.Contrairement au 
as 
onvexe traité pré
édemment, les résultats lo
auxobtenus dans C n au Chapitre 1 ne permettent pas de 
onserver le mêmerayon R lors des résolutions su

essives, on ne peut don
 pas �xer V . Ilfaut aussi noter que la régularité qui nous intéresse est 
elle jusqu'au borddélimité par ' dans M . Ainsi on va démontrer un Lemme de Poin
aré aupoint � par rapport à la variété à bord fM oùfM =M \ fz 2 U je'(z) � 0gOn va don
 raisonner ave
 des 
omplexes de fais
eaux. Le prin
ipe estalors similaire à 
e qui a été fait pour le 
as 
onvexe : on démontre unisomorphisme ave
 le 
omplexe de fais
eaux des se
tions de Whitney et ondémontre le Lemme de Poin
aré en utilisant les résultats du Chapitre 1 ave
des se
tions de Whitney.2.3.1 Complexes de fais
eauxOn redonne brièvement les dé�nitions des 
omplexes de Cau
hy-Riemanntangentiel et de Whitney en adoptant 
ette fois le point de vu et le vo
abu-laire de la théorie des fais
eaux, (voir [An/Fr/Na℄ et [Na℄).Notons X = fz 2 U je'(z) � 0gComme d'(�) 6= 0, on peut supposer quitte à réduire U quede'(z) ^ db�1 ^ � � � ^ db�k 6= 0 sur fz 2 U \M j'(z) = 0g pour tout systèmelo
al de fon
tions dé�nissantes pour M , (b�1; : : : ; b�k).Ainsi, X et fM sont des variétés à bord.On désigne par E�;�X le fais
eau des germes de formes di�érentielles C1 surX et En;rX le sous-fais
eau des germes de (n; r)-formes.On a alors le 
omplexe de Dolbeault :0 � En;0X d� En;1X d � � � � d� En;nX � 0 (2.3.1)Il s'agit d'une suite de fais
eaux mous (voir l'annexe A).On dé�nit le fais
eau JfM des germes de fon
tions C1 sur X qui s'annulent85



sur fM et I�;�fM le fais
eau de E�;�X -modules engendré par JfM et ��JfM . On posealors In;rfM = I�;�fM \ En;rX . On a ainsi le 
omplexe induit :0 � In;0fM d� In;1fM d � � � � d� In;nfM � 0 (2.3.2)Par dé�nition, si fW est un ouvert de X, il existe un ouvert W dans C ntel que fW =W \ fe' � 0g et, 
omme M est générique, l'espa
e des se
tionsde In;rfM au-dessus de fW est donné par :In;rfM (fW ) = kXj=1 b�jEn;rX (fW ) + kXj=1 db�j ^ En;r�1X (fW )= kXj=1 b�jC1n;r(W \ fe' � 0g) + kXj=1 db�j ^ C1n;r�1(W \ fe' � 0g)(2.3.3)où En;rX (fW ) désigne l'espa
e des se
tions de En;rX au-dessus defW et (b�1; : : : ; b�k)est un système de fon
tions dé�nissantes pour M . Comme pré
édemment,
ette é
riture ne dépend pas du système de fon
tions dé�nissantes 
hoisi.De plus, In;rfM est un fais
eau �n.On désigne par [En;�fM ℄ le fais
eau quotient. On a alors le 
omplexe deCau
hy-Riemann tangentiel induit par le passage au quotient :0 � [En;0fM ℄ d� [En;1fM ℄ d � � � � d� [En;nfM ℄ � 0 (2.3.4)Comme il s'agit d'un quotient de fais
eaux �ns, l'espa
e des se
tions de [En;rfM ℄au-dessus d'un ouvert fW est :[En;rfM ℄(fW ) = En;rX (fW )ÆIn;rfM (fW )Cette égalité permet de véri�er 
omme dans la Proposition 2.2.2 que les(n; r)-formes ainsi dé�nies 
orrespondent bien à la restri
tion de formes dif-férentielles dé�nies au voisinage de M . Ainsi en reprenant les notations dela partie 2.1.3, on a, si fW est un ouvert de X, alors il existe W , ouvert deC n tel que fW =W \ fe' � 0g et :[En;rfM ℄(fW ) = [En;r℄M�W \ fz 2 U je'(z) � 0g�Par ailleurs, la Proposition 2.1.3 permet d'a�rmer que si le bord de W estassez régulier, alors l'espa
e 
i-dessus ne dépend que de ' et deW \M , alorsles notations de la partie 2.1.3, on a[En;rfM ℄(fW ) = [En;r℄M\f'�0g(W ) = [C1n;r℄M\f'�0g(W \M)86



On dé�nit de manière analogue le fais
eau des germes de se
tions de Whitneyen quotientant par le fais
eau �n de En;rX -modules libre Fn;rfM engendré parFn;rfM (fW ) = FfM\fW (fW;En;r)ave
 les notations de la sous-partie 2.2.2. On noteWn;rfM le fais
eau des germesde se
tions de Whitney et on a le 
omplexe de fais
eaux suivant :0 � Wn;0fM d� Wn;1fM d � � � � d� Wn;nfM � 0 (2.3.5)De manière analogue, l'espa
e des se
tions au-dessus de fW est donné par lequotient des espa
es de se
tions.On a alors les deux suites exa
tes de fais
eaux suivantes :0 � In;rfM � En;rX � [En;rfM ℄ � 00 � Fn;rfM � En;rX � Wn;rfM � 0et un théorème de Cau
hy-Kowalewski formel (voir [An/Fr/Na℄) permet ànouveau de démontrer que les fais
eaux des groupes de 
ohomologie asso
iésaux 
omplexes (2.3.4) et (2.3.5) sont isomorphes.Lemme de Poin
aréSoit F un fais
eau au-dessus d'un espa
e topologique Y , on note pourz 2 Y , Fz, la �bre au-dessus de z (voir Annexe A).On dit que le Lemme de Poin
aré est valide en dimension j � 1 pour le
omplexe F� au point z 2 Y si la suite :F j�1z dj�1� F jz dj� F j+1zest exa
te.Alors d'après l'isomorphisme qu'il y a entre les groupes de 
ohomologie,le Lemme de Poin
aré est valide pour le 
omplexe (2.3.4) en dimension j siet seulement si il est valide pour le 
omplexe (2.3.5) en dimension j.Par ailleurs, par dé�nition des limites indu
tives, le Lemme de Poin
aréest valide au point z pour un 
omplexe F� en dimension j si et seulementsi pour tout voisinage W0 de z, il existe un voisinage W1 de z tel que sif 2 F j(W0) ave
 djf = 0 alors il existe g 2 F j�1(W1) tel que dj�1g = fdans F j(W1).
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2.3.2 Résolution lo
aleOn peut maintenant énon
er le se
ond résultat important de 
e 
hapitre,il 
on
erne le 
as 
on
ave. (i) redonne un résultat dû à M. Na
inovi
h dans[Na℄, alors que (ii) semble nouveau 
ar il donne la régularité jusqu'au bord :Théorème 2.3.2 Soient M une sous-variété CR générique q-
on
ave de
lasse C1 et de 
odimension k dans C n ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2et � 2M .(i) Si R0 > 0, il existe R1 > 0 ave
 R1 � R0 tel que :si f 2 [En;r℄M (B(�;R0)), 1 � r � q � 1, ave
 df = 0, il existe g 2[En;r�1℄M (B(�;R1)) telle que dg = f .(ii) Soit ' : M ! R une appli
ation (q + k)-
on
ave au point �, de 
lasseC1 telle que d'(�) 6= 0.Alors, si R0 est un réel positif, il existe R1 ave
 0 < R1 � R0 que l'on peut
hoisir indépendamment de petites perturbations C2 de ' tel que :si f 2 [En;r℄M\f'�0g(B(�;R0)), 1 � r � q � 2, ave
 df = 0, il existeg 2 [En;r�1℄M\f'�0g(B(�;R1)) telle que dg = f .Démonstration : (i) I
i, il n'y a pas de bord, on utilise don
 l'isomorphismede fais
eaux 
onnu (voir [An/Fr/Na℄) pour a�rmer qu'il su�t de démontrerque le Lemme de Poin
aré est valide en dimension r pour 1 � r � q�1 pourles se
tions de Whitney au point � 2M .Pour 
ela, on travaille ave
 les fon
tions �1; : : : ; �k+1 
onstruites au début dela partie 2.2.4 et véri�ant les égalités (2.2.16). On pose pour j 2 f1; : : : ; k + 1g,rj = ��j , alors les fon
tions r1; : : : ; rk+1 véri�ent aussi les égalités (2.2.16)et de plus, si R est assez petit, alors pour tout (j1; : : : ; jl) 2 P 0(k + 1) ave
l � k, l\s=1fz 2 U jrs(z) < 0g \B(�;R)est un domaine à 
oins (q+k� 1)-
on
ave lo
al dé�ni par une 
on�gurationayant l appli
ations.Posons, pour j 2 f1; : : : ; k + 1g et pour R > 0, 
j = fz 2 U jrj(z) < 0g etARj = B(�;R) \
jSoit R0 > 0 assez petit pour que : pour tout R < R0, pour tout 1 � j1 <� � � < jl � k + 1 ave
 l � k + 1,ARj1 \ � � � \AjlR = 
j1 \ � � � \
jl \B(�;R)si l<k+1= 
j1 \ � � � \
jl \B(�;R)et la famille AR = (AR1 ; : : : ; ARk+1) est régulièrement située. On e�e
tue alorsle même raisonnement que dans la démonstration du Théorème 2.2.10 enutilisant le Théorème 1.0.3 trans
rit pour les se
tions de Whitney en dimi-nuant R un nombre �ni de fois, 
'est-à-dire dès que l'on résout l'équation de88



Cau
hy-Riemann. Il faut en
ore s'assurer que l'on travaille bien ave
 les bonsdegrés, pour 
ela on reprend les notations de la démonstration du Théorème2.2.10 en modi�ant uniquement les rayons des boules sur lesquelles on sepla
e.La résolution de l'équation de Cau
hy-Riemann apparaît une première foislorsqu'on a g 2 C1n;r+k(B(�;R)) ave
 dg = 0, i
i, d'après le Corollaire 1.12.2dans [He/Le 1℄, il existe une forme g0 2 C1n;r+k�1(B(�;R)) telle que dg0 = gsi r + k � n i.e. r � n� k, 
e qui est le 
as 
ar q � n�k2 .On utilise ensuite la résolution du �� dans la 
onstru
tion de la suite (hj) :on a pour tout j 2 f0; : : : ; k � 1g, hj 2 Cj(ARj ;W n;r+k�j�1) ave
dhj = 0, alors d'après le Théorème 1.0.3, il existeRj+1 et gj 2 Cj(ARj+1 ;W n;r+k�j0�2)telle que dgj0 = hj0 , si r + k � j � 1 � (q + k � 1) � (j + 1) i.e. r � q � 1.La démonstration se termine alors 
omme 
elle du Théorème 2.2.10.(ii) La situation est analogue à 
elle du (i), sauf qu'i
i on utilise l'isomor-phisme de fais
eaux pour la variété à bord fM . Il su�t ainsi de démontrerque le Lemme de Poin
aré est valide en dimension r pour 1 � r � q�2 pourles se
tions de Whitney au point �.Considérons les fon
tions �1; : : : ; �k+1 données par la Dé�nition 2.2.8, et e',l'extension de ' telle que �e' est l'extension de �' donnée par la Dé�nition2.2.8.Posons pour tout j 2 f1; : : : ; k + 1g, rj = ��j, et pour j 2 f1; : : : ; k + 1g,
j = fz 2 U jrj(z) < 0g, alors 
1; : : : ;
k+1 véri�ent les égalités (2.2.16).Posons pour R > 0 et j 2 f1; : : : ; k + 1g,ARj = fz 2 U je'(z) � 0g \B(�;R) \ 
jSoit R0 > 0 assez petit pour que :pour tout R < R0, pour tout 1 � j1 < � � � < jl � k + 1 ave
 l � k + 1,ARj1 \ � � � \AjlR = 
j1 \ � � � \ 
jl \ fz 2 U je'(z) � 0g \B(�;R)si l<k+1= 
j1 \ � � � \ 
jl \ fz 2 U je'(z) < 0g \B(�;R)et d'après la Proposition 2.2.4, la famille AR = (AR1 ; : : : ; ARk+1) est régu-lièrement située. De plus, si R0 est assez petit, pour tout R < R0 et tout1 � j1 < � � � < jl � k + 1 ave
 l � k, ARj1 \ � � � \ AjlR est l'adhéren
e d'undomaine à 
oins (q+ k� 1)-
on
ave dé�ni par une 
on�guration (q+ k� 1)-
on
ave ave
 l + 1 éléments.Le raisonnement est alors le même que dans (i) sauf que les domaines à
oins 
onsidérés ont un bord supplémentaire, ainsi on doit utiliser le Théo-rème 1.0.3 pour 
onstruire g0 
e qui 
onvient si r+k � q+k�2, i.e. r � q�2,et de plus, pour 
onstruire (hj), on doit avoir pour tout j 2 f0; : : : ; k � 1g,r + k � j � 1 � (q + k � 1)� (j + 2), i.e. r � q � 2. �Nous allons maintenant terminer 
e 
hapitre ave
 un résultat de prolon-gement des formes CR de bidegré (n; 0).89



Théorème 2.3.3 Soient M une sous-variété CR générique q-
on
ave de
lasse C1 et de 
odimension k dans C n ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2et � 2M .Soit ' : M ! R une appli
ation (q + k)-
on
ave au point �, de 
lasse C1telle que d'(�) 6= 0.Alors, si R0 est un réel positif, il existe R1 ave
 0 < R1 � R0 que l'on peut
hoisir indépendamment de petites perturbations C2 de ' tel que :si f 2 [En;0℄M\f'�0g(B(�;R0)), ave
 df = 0, il existe ef 2 [En;0℄M (B(�;R1))ave
 d ef = 0 qui prolonge f .Démonstration : Si R > 0 est assez petit, les isomorphismes :H0(M \ f' < 0g \B(�;R);Wn;�M ) '� Hn;01 (M \ f' < 0g \B(�;R))et H0(M \B(�;R);Wn;�M ) '� Hn;01 (M \B(�;R))permettent d'a�rmer qu'il su�t de démontrer le résultat pour les se
tions deWhitney. Le raisonnement est alors analogue à 
elui utilisé pré
édemment.Soit f 2 Wn;0M (f' < 0g \B(�;R0)).On suppose que R0 est assez petit pour que la famille AR, R � R0 soit régu-lièrement située (ave
 les notations du (ii) de la démonstration pré
édente)et que pour tout R < R0 et tout 1 � j1 < � � � < jl � k + 1 ave
 l � k,ARj1 \ � � � \ AjlR est l'adhéren
e d'un domaine à 
oins (q + k � 1)-
on
avedé�ni par une 
on�guration (q + k � 1)-
on
ave ave
 l + 1 éléments.On 
onstruit alors 
omme pré
édemment les suites (f s); (gs) et (hs) (voir ladémonstration du Théorème 2.2.10), en réduisant les rayons des boules surlesquelles on se pla
e.Alors il existe R0 > 0 ave
 R0 < R0 tel que hk�1 2 Ck�1(AR0 ;W n;0)ave
 dhk�1 = 0 et Æhk�1 = f . Pour tout 1 � j0 < � � � < jk�1 � k + 1,hk�1j0:::jk�1 2W n;0(Aj0 \ � � � \Ajk�1), 
omme k � q + k � 1, d'après la Propo-sition 1.4.12, il existe R1 � R0 tel que 
haque hk�1j0:::jk�1 se prolonge holomor-phiquement sur B(�;R1) en ehk�1j0:::jk�1 .Ces se
tions de Whitney dé�nissent une 
haîne eh 2 Ck�1(B;W n;0), où B estla famille de k + 1 
opies de B(�;R1), telle que deh = 0.Alors Æeh prolonge f holomorphiquement. �Remarque. En réalité, on a montré qu'une (n; 0)-forme CR se prolongeholomorphiquement sur un voisinage de � dans C n , en e�et, la forme Æeh estfermée sur B(�;R1) et lisse sur B(�;R1).
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Chapitre 3Appli
ations pour l'équation deCau
hy-RiemannCe 
hapitre présente prin
ipalement des résultats globaux obtenus grâ
eaux résolutions lo
ales ave
 régularité jusqu'au bord qui ont été démontréesdans le Chapitre 1.Il est divisé en deux parties, dans un premier temps, nous démontrons larésolution lo
ale ave
 régularité jusqu'au bord sur le 
omplémentaire d'undomaine dé�ni par une 
on�guration q-
onvexe (voir la Dé�nition 1.0.1).Ensuite, nous nous plaçons dans une variété 
omplexe X de dimension npour démontrer des résultats globaux de résolution pour des formes à support
ompa
t ainsi qu'un théorème de séparation du type théorème d'Andreotti-Vesentini.3.1 Un résultat lo
al sur le 
omplémentaire d'undomaine q-
onvexe à bord lisse par mor
eauxDans 
ette partie, on résout le �� ave
 régularité jusqu'au bord sur le
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe, au voisinage d'un point du bordde 
e domaine. Pour 
ela, nous allons dans un premier temps donner unautre théorème de résolution de l'équation de Cau
hy-Riemann pour une
on�guration q-
on
ave dans le 
as limite où r = q �N + 1.3.1.1 Un théorème de résolution à support 
ompa
t dans le
as limite pour une 
on�guration q-
on
aveSoit N un entier ave
 N � n. Soient U; �1; : : : ; �N tels que (U; �1; : : : ; �N )soit une 
on�guration q-
on
ave de 
lasse Cd, d � 3 dans C n , ave
 les nota-tions de la Dé�nition 1.0.1.
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Comme dans le Chapitre 1, on note, pour R > 0 et pour� 2 fz 2 U j�1(z) = � � � = �N (z) = 0gG= N\i=1fz 2 U j�i(z) < 0gDR=G \B(�;R)On va maintenant établir un théorème de résolution ave
 régularité jus-qu'au bord pour des formes dont le support est relativement 
ompa
t dansG\B(�;R00), pour R00 > 0 assez petit, ave
 une solution dont le support estdu même type.Le fait que les réels R et R0 donnés par le Théorème 1.0.3 puissent être 
hoi-sis indépendamment de petites perturbations C2 des appli
ations �1; : : : ; �Npeut s'énon
er de la façon suivante :Proposition 3.1.1 Soit (U; �1; : : : ; �N ) une 
on�guration q-
on
ave de 
lasseCd, d � 3 dans C n , soit � 2 E. Il existe " > 0, V voisinage de �, ainsi queR� > 0 tels que si R < R�, il existe R0 < R véri�ant :pour toutes e�1; : : : ; e�N , fon
tions de U dans R de 
lasse C3 ave
 :8j 2 f1; : : : ; Ng k�j � e�jk2;U < " (3.1.1)(U; e�1; : : : ; e�N ) est une 
on�guration q-
on
ave, de plus,V \ �z 2 U ��e�1(z) = � � � = e�N (z) = 0	 6= ?et pour tout e� 2 V \ �z 2 U ��e�1(z) = � � � = e�N (z) = 0	, R et R0 véri�ent lespropriétés du Théorème 1.0.3 par rapport aux appli
ations e�1; : : : ; e�N et à e�.On peut alors donner le théorème suivant :Théorème 3.1.2 Soit (U; �1; : : : ; �N ) une 
on�guration q-
on
ave de 
lasseCd, d � 5, dans C n , 1 � N � q � n� 1, soit � 2 E et soit R� donné par laproposition pré
édente. Soit R tel que 0 < R < R�, (on note D à la pla
e deDR), alors il existe R0 ave
 0 < R0 < R, tel quepour tout R0 ave
 0 < R0 < R0, il existe R00 > 0 ave
 0 < R00 < R0 ayant lespropriétés suivantes :si f 2 Cm0;q�N+1(D), ave
 3 � m � d� 2 est telle que :1. ��f = 0 ;2. supp f �� �z 2 U ��8i 2 f1; : : : ; Ng; �i(z) � 0	\fz 2 U jj��zj < R00g ;3. f véri�e la 
ondition (C1) du Théorème 1.0.3, rappelée 
i-dessous :(C1) Si q = n� 1,ZS(1;:::;N) f(�)^ g(�)d�1 ^ � � � ^ d�n = 0, pour tout g 2 O(B(�;R)).alors il existe u 2 Cm�30;q�N (D) telle que :92



1. ��u = f sur D ;2. supp u �� �z 2 U ��8i 2 f1; : : : ; Ng; �i(z) � 0	\fz 2 U jj�� zj < R0g.Démonstration : Soient "0, V0 et R� donnés par la Proposition 3.1.1. SoientR > 0 ave
 R < R� et R2 ave
 R2 < 12R 
orrespondant au R0 de la proposi-tion pré
édente par rapport à 12R.Soient R0 > 0 et R0 > 0 tels que 4R0 < R2 et B(�;R0) � V0 et 0 < R0 < R0.Alors, siR00 < R0 est assez petit, on peut 
onstruire des appli
ations e�1; : : : ; e�N ,telles que :1. supp (e�j � �j) �� B(�;R0), pour tout j 2 f1; : : : ; Ng ;2. ke�j � �jk2;U < "0, pour tout j 2 f1; : : : ; Ng ;3. e�j(z) � �j(z), pour tout z 2 U et tout j 2 f1; : : : ; Ng ;4. e�j(z) > �j(z) pour z 2 B(�;R00) et tout j 2 f1; : : : ; Ng.En parti
ulier, les appli
ations e�1; : : : ; e�N véri�ent les hypothèses de la Pro-position 3.1.1. Soit e� 2 V0 \ �z 2 U ��e�1(z) = � � � = e�N (z) = 0	, alorse� 2 B(�;R0).Soit R1 tel que 12R < R1 < 34R alors B(�;R0) �� B(e�;R1) �� B(�;R), onpose eD = �z 2 U ��e�i(z) < 0; 8i 2 f1; : : : ; Ng	 \B(e�;R1)on remarque que, 
omme R1 > R2 , R2 véri�e le premier point du Théorème1.0.3 par rapport à eD. De plus, on a eD � D.Soit f 2 Cm0;q�N+1(D), véri�ant les hypothèses énon
ées 
i-dessus, alorsd'après le Théorème 1.0.3, il existe v 2 Cm�10;q�N (D) telle que ��v = f sur D.Si q�N = 0, v est une fon
tion holomorphe, alors, d'après la Proposition1.4.12, elle se prolonge en une fon
tion w 2 C10;0(B(e�;R2)). Remarquons queB(�;R0) �� B(e�;R2). On pose pour tout z 2 D\B(e�;R2), u = v�w, alorssupp u � D \B(�;R0), on prolonge ensuite u par 0 à D. u 
onvient.Si q � N � 1, 
omme v 2 Cm�10;q�N ( eD) est ��-fermée, d'après le Théorème1.0.3, il existe w 2 Cm�20;q�N�1( eD \B(e�;R2)) tels que ��w = v sur eD\B(e�;R2).On prolonge alors w à D \B(e�;R2) de manière Cm�2, et on pose pour toutz 2 D \ B(e�;R2), u = v � ��w alors supp u � D \ B(�;R0), on prolongeensuite u par 0 à D. Alors u 2 Cm�30;q�N (D) 
onvient. �
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Illustration de la démonstration du Théorème 3.1.23.1.2 Retour sur le 
omplexe de 
haîne de se
tions de Whit-neyComme dans le 
hapitre pré
édent, on va utiliser des se
tions de Whit-ney. Cependant, i
i, nous raisonnons ave
 des formes de 
lasse Cm, et nonplus uniquement ave
 des formes lisses. On rappelle don
 brièvement leur
onstru
tion, qui est analogue au 
as C1 dé
rit dans la partie 2.2.2.Soit X une variété di�érentiable lisse et E un �bré ve
toriel C1 sur X. Étantdonné un ouvert 
 de X, on note �m(
; E) l'espa
e des se
tions de 
lasseCm de E sur 
.Si x 2 
, on dit que f 2 �m(
; E) est m-plate en x si pour tout 
hoix de
oordonnées lo
ales en x, les 
omposantes de f s'annulent ainsi que leursdérivées partielles jusqu'à l'ordre m en x. Si A est un fermé dans 
, on noteFmA (
; E) l'espa
e des se
tions f 2 �m(
; E) qui sont m-plates en tout pointde A.L'espa
e Wm(A;E) des se
tions de Whitney de 
lasse Cm de E sur un ferméA de 
 est alors dé�ni, 
omme dans le 
as lisse, par la suite exa
te :0 � FmA (
; E) � �m(
; E) �Wm(A;E) � 0 (3.1.2)Pour obtenir un 
omplexe a
y
lique, nous avons besoin de suites du typesuite de Mayer-Vietoris (voir la suite (2.2.6)) pour Wm( : ; E), 
elles-
i sont94



exa
tes de manière triviale pourm = 0 et, lorsque 0 < m < +1, l'exa
titudede 
es suites est équivalente à 
e que les fermés A et B véri�ent une 
onditionplus forte que la notion de fermés régulièrement situés (voir la Dé�nition2.2.3), 
omme 
ela est démontré dans [To℄. On donne ainsi la dé�nitionsuivante :Dé�nition 3.1.3 Soit 
 un ouvert de Rm , deux sous-ensembles fermés A etB de 
 sont dits fortement régulièrement situés s'ils véri�ent une des deuxpropriétés suivantes :(i) A \B = ?(ii) pour tout x0 2 A \ B, il existe un voisinage V de x0 dans 
 et une
onstante C > 0 tels que pour tout x 2 Vdist(x;A) + dist(x;B) � C dist(x;A \B)Soit U = fA0; : : : ; A�g une famille de fermés de X, on dit que U estun système fortement régulièrement situé, si pour tout 0 � i0; : : : ; it � � et0 � j0; : : : ; js � �, 0 � t; s � �, les fermés Ai0 \ � � � \ Ait et Aj0 \ � � � \ Ajssont fortement régulièrement situés.Considérons le �bré ve
toriel Ep;q sur C n des (p; q)-formes di�érentiellessur U , on a alors �m(U;Ep;q) = Cmp;q(U), le fais
eau des (p; q)-formes Cm surU et on note Wm(A;Ep;q) =Wmp;q(A), pour tout A fermé dans U , on a alorsl'identi�
ation suivante :Proposition 3.1.4 Si A est un fermé véri�ant AÆ = A, alors on a :Cmp;q(A) 'Wmp;q(A) (3.1.3)Comme dans le 
as lisse, on dé�nit l'espa
e des 
haînes de se
tion deWhitney Cs(U ;Wm(Ep;q)) = Cs(U ;Wmp;q), de la manière suivante :f = (fj0:::js) ave
 fj0:::js 2Wmp;q(Aj0 \ � � � \Ajs)On dé�nit l'opérateur 
obord Æ : Cs(U ;Wm(Ep;q)) ! Cs+1(U ;Wm(Ep;q))et le 
omplexe asso
ié.On pose de plus pour tout s 2 f0; : : : ; �gZs(U ;Wmp;q) = ff 2 Cs(U ;Wmp;q)jÆf = 0gOn a alors la même propriété d'a
y
li
ité :Proposition 3.1.5 Soit m 2 N. On suppose que U est un système fortementrégulièrement situé de fermés de X, alors le 
omplexe de 
haînes de se
tionsde Whitney de 
lasse Cm est a
y
lique, de plus pour tout f 2 Z0(U ;Wmp;q), ilexiste une unique g 2Wmp;q(A0 [A1 [ � � � [A�) telle que gjAj = f , pour toutj 2 f0; : : : ; �g. 95



On notera par la suite W1p;q(A) à la pla
e de W p;q(A) a�n de ne passéparer le 
as où m = +1 dans les notations.On peut ensuite dé�nir l'opérateur de Cau
hy-Riemann pour les 
haînesde se
tions de Whitney de 
lasse Cm, m > 0 qui 
ommute trivialement ave
le 
obord.� Si m = +1, voir le paragraphe 2.2.2� Si m 2 N� , et si pour tout 0 � j0 < : : : js � �, Æ(Aj0 \ � � � \Ajs) =Aj0 \ � � � \Ajs , on pose pour h 2 Cs(U ;Wmp;q),��h = �( ��h)j0:::js� 2 Cs(U ;Wm�1p;q+1)où (��h)j0:::js 2 Cm�1p;q+1(Aj0 \ � � � \Ajs)3.1.3 Le théorème de résolutionOn se pla
e dans la situation suivante. Soient n 2 N� , U un ouvert deC n et r1; : : : ; rN : U ! R des appli
ations. On suppose que :(i) Les appli
ations r1; : : : ; rN sont de 
lasse Cd, ave
 d assez grand.(ii) Pour tout I 2 P 0(N), I = (j1; : : : ; jl), drj1(z) ^ � � � ^ drjl(z) 6= 0 pourtout z 2 f� 2 U jrj1(�) = � � � = rjl(�) = 0g =: EI .(iii) Pour tout I 2 P 0(N), et tout � 2 �I , la forme de Levi de l'appli
ation�j1rj1 + � � �+ �jlrjl admet au moins q + 1 valeurs propres stri
tementpositives.On pose D = fz 2 U j8i 2 f1; : : : ; Ng; ri(z) < 0gW = N[i=1fz 2 U jri(z) > 0g = U nDOn va montrer le résultat suivant :Théorème 3.1.6 Soit � 2 �D(i) Si 1 � r � q � 1, il existe un voisinage W de � dans C n tel que sif 2 Cm0;r �W �, ave
 2N � 1 � m � d � 2, est ��-fermée, alors il existeune forme di�érentielle u 2 CM0;r�1 �W \W�, ave
 M � m � 2N + 1,telle que ��u = f sur W \W.(ii) Si on suppose de plus que q � n� 2 et D �� U , si � > 0 véri�e :D� = N\j=1fz 2 U jrj(z) < �g��U (3.1.4)alors, il existe un voisinageW de � dans C n tel que si f 2 Cm0;q(D�nD),4N � m � d� 2, à support 
ompa
t, est ��-fermée, alors il existe une96



forme di�érentielle u 2 CM 00;q�1((D� nD) \W), ave
 M 0 �m�4N telleque ��u = f sur �D� nD� \W.Démonstration du Théorème 3.1.6, (i) : Soit � 2 �D, soit I 2 P 0(N),maximal tel que � 2 EI , pour simpli�er les notations, on va supposer queI = (1; : : : ; l), on note aussi pour tout j 2 f1; : : : ; lg, �j = �rj .Posons, pour R > 0 et pour j 2 I,CRj = �z 2 U ��rj(z) � 0	 \B(�;R)UR = �CR1 ; : : : ; CRl 	Alors, il existeR� > 0, ave
 B(�;R�) �� U tel que pour tout J = (j1; : : : ; jk) � I,k � q, R� véri�e les propriétés de la Proposition 3.1.1 par rapport à la 
on�-guration q-
on
ave (U; �j1 ; : : : ; �jk). De plus, la Proposition 2.2.4 impliqueque pour tout R, ave
 0 < R < R�, UR est un système fortement régulière-ment situé.Soient R0 tel que 0 < R0 < R� et B(�;R0) �� U .Soit f 2 Cm0;r(CR01 [ � � � [ CR0l ), ave
 2N � 1 � m � d� 2 et 0 � r � q � 1,��-fermée.L'isomorphisme (3.1.3) permet d'a�rmer que ef = (fj)j=1;:::;l dé�nie parfj = f jCR0j ave
 j 2 f1; : : : ; lgvéri�e ef 2 C0(UR0 ;Wm(E0;r)), Æ ef = 0 et �� ef = 0.La démonstration de la première partie du théorème s'e�e
tue en 
onsidé-rant deux 
as distin
ts, d'abord 
elui où l � r � q� 1 (
e 
as peut être videsi l � q), puis le 
as où 0 � r � min(l � 1; q � 1).- Si l � r � q � 1.On 
onstruit par ré
urren
e les suites (Rj)j=1;:::;l et (gj)j=1;:::;l ayant les pro-priétés suivantes :la suite (Rj)j=1;:::;l est une suite dé
roissante de réels stri
tement positifs,pour tout k 2 f1; : : : ; lg, gk 2 Ck�1(URk ;Wm�k(E0;r�k)) et la suite (gk)k=1;:::;lvéri�e :(i) ��g1 = ef .(ii) Pour tout k 2 f2; : : : ; lg ��gk = Ægk�1 si on se restreint à URk .On détermine d'abord les premiers termes, R1, g1, R2 et g2, a�n d'amor
erla ré
urren
e :d'après le Théorème 1.0.3 transposé pour les se
tions de Whitney, 
ommem� 1 > 0, il existe R1 tel que 0 < R1 � R0et g1 2 C0(UR1 ;Wm�1(E0;r�1)) tels que ��g1 = ef . Or d'après sa dé�nition,g1 véri�e ��(Æg1) = Æ( ��g1) = Æ ef = 097



don
 Æg1 2 C1(UR1 ;Wm�1(E0;r�1)) est ��-fermée. D'après le Théorème 1.0.3,
ommem�2 > 0, il existe R2 ave
 0 < R2 � R1 et g2 2 C1(UR2 ;Wm�2(E0;r�2))tels que ��g2 = Æg1 dans C1(UR2 ;Wm�1(E0;r�1)).Supposons maintenant les suites (Rj) et (gj) 
onstruites jusqu'au rangs 2 f2; : : : ; l � 1g, on a :��(Ægs) = Æ(��gs) = ÆÆgs�1 = 0alors d'après le Théorème 1.0.3, 
omme m � s � 1 > 0, il existe Rs+1ave
 0 < Rs+1 < Rs et gs+1 2 Cs(URs+1 ;Wm�(s+1)(E0;r�s�1)) tels que��gs+1 = Ægs dans Cs(URs ;Wm�s(E0;r�s)). On a
hève ainsi l'hérédité de laré
urren
e et la 
onstru
tion des deux suites.On va maintenant modi�er la suite (gk) en une suite (egk) de manière àavoir pour tout k 2 f1; : : : ; lg, ��egk = ��gk et Æegk = 0.Pour 
ela, on e�e
tue une ré
urren
e dé
roissante 
onstruisant des suites(hk)k=2;:::;l et (egk)k=1;:::;l telles que,pour tout s 2 f2; : : : ; lg, hs 2 Cs�2(URl ;Wm�2l+s(E0;r�s)),pour tout j 2 f1; : : : ; lg, egj 2 Cj�1(URl ;Wm�2l+j(E0;r�j)) et :(i) Æhl = gl et egl = gl(ii) Pour tout k 2 f1; : : : ; l � 1g, egl�k = gl�k � ��hl�k+1 et, si de plusk � l � 2, Æhl�k = egl�k.Construisons d'abord hl et egl :gl 2 C l�1(URl ;Wm�2l+l(E0;r�l)), don
 elle s'é
rit gl = (gl1:::l) ave
 gl1:::l 2Cm�l0;r�l(CRl1 \ � � � \CRll ) d'où Ægl = 0. Le 
omplexe de 
haînes étant a
y
lique,il existe hl 2 C l�2(URl ;Wm�l(E0;r�l)) telle que Æhl = gl. On pose alorsegl = gl.Posons maintenant egl�1 = gl�1���hl, on a egl�1 2 C l�2(URl ;Wm�l�1(E0;r�l+1)),de plus, par 
onstru
tion ��egl�1 = ��gl�1 et Æegl�1 = Ægl�1 � ��(Æhl) = 0.La Proposition 2.2.5, pour le 
as C1, et la Proposition 3.1.5, si m < +1,permettent alors de dé�nir hl�1 2 C l�3(URl ;Wm�l�1(E0;r�l+1)) telle queÆhl�1 = egl�1.Supposons maintenant que les deux suites (hs) et (egs) sont 
onstruites durang l jusqu'au rang l � k pour k 2 f1; : : : ; l � 2g, on pose egl�k�1 =gl�k�1 � ��hl�k, alors Æegl�k�1 = 0 don
 d'après les Propositions 2.2.5 et3.1.5, on peut dé�nir hl�k�1 2 C l�k�3(URl ;Wm�l�k�1(E0;r�l+k+1)) telleque Æhl�k�1 = egl�k�1, on a ainsi 
onstruit le rang l� k � 1 des deux suites.On termine la ré
urren
e dé
roissante en posant eg1 = g1 � ��h2.Considérons maintenant le terme eg1.eg1 2 Z0(URl ;Wm�2l+1(E0;r�1)), don
, d'après les Propositions 2.2.5 et 3.1.5,il existe g 2 Cm�2l+1(CRl1 [ � � � [CRll ) telle que pour tout j 2 f1; : : : ; lggjCRlj = eg1j98



Soit g une telle fon
tion, 
omme ��eg1 = ef , g véri�e ��g = f sur CRl1 [� � �[CRll .- Si 0 � r � l � 1.Dans 
ette situation, on ne peut 
onstruire les suites (Rk) et (gk) jusqu'aurang l mais seulement jusqu'au rang r, alors 
ontrairement au 
as pré
édent,le dernier terme de la suite (gk) n'est pas automatiquement de 
obord nul,
e qui est gênant pour modi�er la suite 
omme on l'a fait pré
édemment. Onva don
 pro
éder 
omme suit.Dans un premier temps on 
onstruit les suites (Rk)k=1;:::;r et (gk)k=1;:::;r dela même façon. Considérons maintenant le terme gr.On a ��gr = Ægr�1 mais a priori, Ægr 6= 0, on va don
 
her
her à modi�ergr au moyen d'une 
haîne de fon
tions holomorphes dont dont le 
obord estégal à 
elui de gr.gr 2 Cr�1(URr ;Wm�r(E0;0)) et véri�e ��Ægr = 0, don
 Ægr est une 
haîne
omposée de fon
tions C1 sur CRrj0 \ � � � \ CRrjr , (j0; : : : ; jr) � f1; : : : ; lg,qui sont holomorphes, elle sont don
 C1 . Or les ensembles de la formesCRrj0 \ � � � \ CRrjr , (j0; : : : ; jr) � f1; : : : ; lg sont des domaines à 
oins q-
on
aves, alors d'après le Théorème 5.7 dans [L-T/Le 2℄ ou la Proposition1.4.12, il existe un voisinage V de � dans C n (on peut le prendre in
lusdans B(�;Rr)), tel que toute fon
tion holomorphe sur CRrj0 \ � � � \ CRrjr ,(j0; : : : ; jr) � f1; : : : ; lg, se prolonge holomorphiquement sur V. Quitte àréduire un peu V, on peut supposer que les prolongements sont de 
lasse C1sur V.On note pour tout (j0; : : : ; jr) � f1; : : : ; lg, hj0:::jr le prolongement holo-morphe de la fon
tion (Ægr)j0:::jr sur V.On note de plus U 0 = nCRr1 \ V; : : : ; CRrl \ Vo.Si r = l� 1, alors, il n'y a qu'un seul (r + 1)-uplet : (j0; : : : ; jr) = (1; : : : ; l).On pose : eh1:::l�1= h1:::l sur �CRr1 \ V� \ � � � \ �CRrl�1 \ V�ehj0:::jr�1 =0 si (j0; : : : ; jr�1) 6= (1; : : : ; l � 1)Alors eh 2 Cr�1(U 0;W1(E0;0)), elle est holomorphe et Æeh = Ægr .On pose alors egr = gr�eh. On peut ainsi 
on
lure en e�e
tuant une ré
urren
edé
roissante pour 
réer la suite (egk)k=1;:::;r de la même manière que dans le
as pré
édent.Si r < l � 1, alors pour tout (j0; : : : ; jr; jr+1) � f1; : : : ; lg on a :r+1Xs=0(�1)shj0:::bjs:::jr+1��CRrj0 \���\CRrjr+1\V = 0Or, les hj0:::bjs:::jr+1 sont holomorphes, don
 le prin
ipe du prolongement ana-lytique des fon
tions holomorphes permet d'a�rmer que les sommes 
i-dessus99



sont nulles sur tout V. On a don
 sur V :r+1Xs=0(�1)shj0:::bjs:::jr+1 = 0 (3.1.5)On note V la famille de l 
opies de V , 
'est un système de fermés régulière-ment situé, de plus h = (hj0:::jr) est un élément de Cr(V;W1(E0;0)) dont le
obord est nul d'après les équations (3.1.5). D'après les Propositions 2.2.5,le 
omplexe de 
haînes est a
y
lique don
 il existe eh0 2 Cr�1(V;W1(E0;0))tel que Æeh0 = h. Alors, par dé�nition du 
obord, eh0 est solution du systèmelinéaire dé�ni sur V, par les équations suivantes :Pour tout (j0; : : : ; jr) � f1; : : : ; lghj0:::jr = rXs=0(�1)skj0:::bjs:::jr (3.1.6)Ainsi pour tout (i0; : : : ; ir�1) � f1; : : : ; lg, eh0i0:::ir�1 est 
ombinaison linéairesur V des éléments de h qui sont holomorphes, don
 ��eh0 = 0.On 
onsidère pour 
haque (i0; : : : ; ir�1) � f1; : : : ; lg, la restri
tion de eh0i0:::ir�1à �CRri0 \ V� \ � � � \ �CRrir�1 \ V�, 
ela donne un élément, noté eh,de Cr�1(U 0;W1(E0;0)) ayant les propriété suivantes :��eh = 0 Æeh = h = ÆgrOn pose alors egr = gr � eh. On peut ainsi 
on
lure en e�e
tuant une ré
ur-ren
e dé
roissante pour 
réer la suite (egk)k=1;:::;r de la même manière quedans le 
as pré
édent. �Démonstration du Théorème 3.1.6, (ii) :Si 
 2 R, on note :D
 = fz 2 U j8i 2 f1; : : : ; Ng ri(z) < 
gon remarque si j
j est assez petite, D
 �� U .L'idée prin
ipale de 
ette démonstration 
onsiste à modi�er le support de fpour pouvoir utiliser le Théorème 3.1.2 de manière analogue au 
as pré
é-dent (voir l'illustration à la �n de 
ette démonstration).Soit � 2 �D, soit I 2 P 0(N), maximal tel que � 2 EI , pour simpli�er lesnotations, on va supposer que I = (1; : : : ; l), pour tout i 2 f1; : : : ; lg, onpose �i = �ri.Soit R > 0 tel que B(�;R) �� D� et tel que si on note ��(z) = j��zj2�R2 et si on pose, pour j 2 f1; : : : ; lg :WRj = �z 2 U ���j(z) < 0	 \B(�;R)100



alors, pour tout (j0; : : : ; js) 2 f1; : : : ; lg, WRj0 \ � � � \WRjs est un domaine à
oins q-
on
ave.Soit " > 0 et V donnés par la Proposition 3.1.1, si e�1; : : : ; e�l, e� véri�ent leshypothèses de 
e lemme, on notefWRj = �z 2 U ��e�j(z) < 0	 \B(e�;R)Comme le réel R0 dont l'existen
e est donné par le Théorème 3.1.2 dépendde manière semi-
ontinue des normes C2 des appli
ations �i, si " est assez pe-tit, on peut 
hoisir R0, 0 < R0 < R tel que R0 véri�e les propriétés donnéespar le Théorème 3.1.2, pour tout fWRj0 \ � � � \fWRjs , ave
 e�1; : : : ; e�l, e� véri�antles hypothèses de la Proposition 3.1.1, pour tout (j0; : : : ; js) 2 f1; : : : ; lg ave
s �.On en déduit qu'il existe une suite �nie, stri
tement dé
roissante, de réelsstri
tement positifs (Rj)j2f1;:::;l+1g telle que pour tout i 2 f1; : : : ; l + 1g,Rj < R et si e�1; : : : ; e�l, e� véri�ent les hypothèses de la Proposition 3.1.1alors :pour tout (j1; : : : ; js) 2 f1; : : : ; lg, ave
 1 � s � min(l; q), pour tout i 2f1; : : : ; lg,si f 2 Cm0;q�s+1(fWRj1 \ � � � \fWRjs ), ave
 m � 3N , ��-fermée et telle quesupp f � fWRj1 \ � � � \fWRjs\B(e�;Ri+1) alors, il existe u 2 Cm�30;q�s(fWRj1 \ � � � \fWRjs )telle que ��u = f et supp u � fWRj1 \ � � � \fWRjs \B(e�;Ri).Soit � > 0 assez petit pour que 0 < Rl+1 � � < Rl+1 + � < R.Considérons maintenant des fon
tions e�1; : : : ; e�l, de 
lasse Cd sur U et véri-�ant les propriétés suivantes :1. pour tout j 2 f1; : : : ; lg; k�j � e�jk2;U < " ;2. pour tout j 2 f1; : : : ; lg, supp (�j�e�j) � B(�;Rl+1+�)nB(�;Rl+1 � �) ;3. pour tout j 2 f1; : : : ; lg et tout z 2 U �j(z) � e�j(z) ;4. il existe 
 > 0, tel que pour tout j 2 f1; : : : ; lg et tout z 2 (D
 nD) \(B(�;Rl+1 + �2 ) n B(�;Rl+1 � �2 )), �j(z) < e�j(z).Soit 
0, ave
 0 < 
0 < 
. Soit f 2 Cm0;q(D� n D), ave
 d � 2 � m � 4N ,��-fermée, à support 
ompa
t.Comme 
ela a déjà été remarqué, pour tout # > 0 et pour tout t 2 R, on ajjtj � �#(t)j � #, ainsi, si on pose ave
 les notations du paragraphe 1.4.2.1,pour z 2 U : ��#1 (z) = r1(z)�#k (z) =m#(�k�1; rk)(z) 8k 2 f2; : : : ; Ngil existe un réel positif #0 > 0 tel que pour tout 0 < # < #0, on a :supp f � fz 2 U j�#N (z) < �g nD101



et B(�;R) �� fz 2 U j�#N (z) < �gPour # 2℄0; #0[, notons D�;# = fz 2 U j�#N (z) < �gQuitte à diminuer #0, on peut supposer que pour tout # 2℄0; #0[, on a�#N (z) = maxi=1;:::;N ri(z) pour tout z 2 (D
 nD)\�B(�;Rl+1 + �) nB(�;Rl+1 � �)�.Si on note D
0;# = fz 2 U j�#N (z) < �gon peut 
hoisir # 2℄0; #0[ tel que D �� D
0;# �� D�;#, alors, par 
onstru
-tion des fon
tions e�i, on a pour tout i 2 f1; : : : ; lg, e�i > 0 sur �D
0;# nD� \�B(�;Rl+1 + �2 ) n B(�;Rl+1 � �2 )�.De plus, D�;# est une extension q-
onvexe de D
0;#, 
omme le support de fest 
ompa
t dans D�;# nD, d'après le Théorème 16.1 dans [He/Le 2℄ et l'iso-morphisme de Dolbeault, il existe v 2 Cm0;q�1(D�;# n D
0;#) telle que ��v = fsur D�;# n D
0;#.Alors D
 est un voisinage de D
0;# tel que pour tout i 2 f1; : : : ; lg, e�i > 0sur (D
 nD) \ (B(�;Rl+1 + �2 ) n B(�;Rl+1 � �2 )).Soit � une fon
tion C1 sur D� telle que � � 1 sur un voisinage de D� nD
et � � 0 sur un voisinage de D
0;#. On note f 0 = f � ��(�v), f 0 est de 
lasseCm�1, ��-fermée et on a supp f 0 �� (D
 nD). On 
onsidère la restri
tion def 0 à �(D
 nD) n (Tli=1fz 2 U je�i(z) > 0g)�, on note en
ore f 0 
ette restri
-tion et on la prolonge par 0 à D� n (Tli=1fz 2 U je�i(z) > 0g), on note aussif 0 
e prolongement.Alors f 0 2 Cm�10;q ([lj=1fWRj ), de plus, on asupp f 0 �� B(�;Rl+1) \ �[lj=1WRj �On peut alors utiliser le Théorème 3.1.2, pour e�e
tuer le même type deraisonnement par ré
urren
e que pour (i) en prenant garde à 
e que les formes(gk) que l'on 
onstruit aient leur support in
lus dans B(�;Rl�k+1) a�n depouvoir appliquer de nouveau le Théorème 3.1.2. On montre ainsi qu'il existeun voisinage W �� B(�;Rl+1 � �) de � dans C n , indépendant de f 0 et uneforme di�érentielle g0 2 CM 00;q�1((W nD)) ave
M 0 =m�4min (l; r) � m�4Ntelle que ��g0 = f 0 sur W nD.Posons maintenant u = �v + g0, alors u 2 CM 00;q�1((W nD)), de plus 
ommeW �� B(�;R) �� D�, on a u 2 CM 00;q�1(W \ (D� nD))��u = ��(�v) + ��g0 = ��(�v) + f 0 = f sur W \ (D� nD).Ce qui a
hève la démonstration du Théorème 3.1.6. �102
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Illustration de la démonstration du Théorème 3.1.6 (ii)3.2 Résolution de l'équation de Cau
hy-Riemannpour des formes à support 
ompa
t sur le 
om-plémentaire d'un domaine q-
onvexe par mor-
eauxSoit X une variété 
omplexe de dimension n et soit E un �bré ve
torielholomorphe sur X. On donne les dé�nitions suivantes :Dé�nition 3.2.1 Une fon
tion q-
onvexe, 1 � q � n, sur X est une fon
-tion � de 
lasse C2 sur X, à valeurs dans R telle que pour tout � 2 X etpour tout système de 
oordonnées holomorphes (z1; : : : ; zn) dans un voisinagede �, la matri
e de Levi de � au point � admet au moins q valeurs propresstri
tement positives.Dé�nition 3.2.2 On dit que X est une extension q-
onvexe généralisée deK, où K est un fermé de X si pour tout voisinage ouvert V de K dans X,il existe un fermé K0 à bord C1 tel que K � K0 � V et que X soit uneextension q-
onvexe de K0 (voir la Dé�nition 1.4.5).Remarque. Lorsque le bord de K est de 
lasse C1, le fait que X soit uneextension q-
onvexe de K implique trivialement que X est une extensionq-
onvexe généralisée de K. 103



Dé�nition 3.2.3 
 �� X est un domaine stri
tement q-
onvexe à bordCk, k � 2, par mor
eaux s'il existe N � 2, des ouverts U1; : : : ; UN de X etdes appli
ations �i : Ui ! R, i = 1; : : : ; N de 
lasse Ck, k � 2 tels que1. �
 � U1 [ � � � [ UN .2. Un point z 2 U1[ � � � [UN appartient à 
 si et seulement si, pour toutk 2 f1; : : : ; Ng tel que z 2 Uk, �k(z) < 0.3. Pour toute 
olle
tion d'indi
es 1 � k1 < � � � < kl � N , on ad�k1(z) ^ � � � ^ d�kl(z) 6= 0 pour tout z 2 Uk1 \ � � � \ Ukl .4. Pour tout I = (i1; : : : ; il) 2 P 0(N) et tout (�i1 ; : : : ; �il) 2 �I , la fon
-tion �i1�i1 + � � �+ �il�il est (q + 1)-
onvexe sur Ui1 \ � � � \ Uil .Pour un tel domaine 
 et pour I = (i1; : : : ; il) 2 P 0(N), on noteEI := fz 2 �
 \ Ui1 \ � � � \ Uil j�i1(z) = � � � = �il(z) = 0gRemarque. Si 
 est un domaine stri
tement q-
onvexe à bord C1 par mor-
eaux dé�ni par des appli
ations �1; : : : ; �N que l'on suppose dé�nies sur unvoisinage U de X n 
, alors, grâ
e aux propriétés du maximum généralisé,X est une extension q-
onvexe généralisée de 
.Dans 
ette partie, nous démontrons dans un premier temps un théorèmede résolution du �� pour des formes di�érentielles de 
lasse C1 à support
ompa
t dans le 
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe à bord C1 parmor
eaux, nous utilisons ensuite 
e résultat pour démontrer un théorème dutype théorème de séparation d'Andreotti-Vesentini.3.2.1 Résolution à support 
ompa
tNous allons mettre en pla
e un raisonnement du type �Beulenmethode�(ou �méthode des bosses�) de Grauert, voir dans [L-T 1℄ pour les ouvertsstri
tement pseudo
onvexes ou [He/Le 2℄ pour les domaines q-
onvexes etq-
on
aves à bord lisse. Celui-
i nous permettra de démontrer le théorèmesuivant :Théorème 3.2.4 Soit 
 �� X un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor-
eaux tel que X soit une extension q-
onvexe généralisée de 
. On noteW = X n 
. On a le résultat suivant :si f 2 C10;r(W;E) ave
 1 � r � q � 1 ou, si q � n� 2, 1 � r � q, à support
ompa
t, ��-fermée, alors il existe u 2 C10;r�1(W;E), à support 
ompa
t telleque ��u = f sur W .La démonstration de 
e théorème s'e�e
tue en plusieurs étapes qui sontreprésentées par les di�érents lemmes suivants.Lemme 3.2.5 Soit 
 �� X un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux,soit � 2 �
. Soit V 0 un voisinage ouvert de � dans X.104



Alors, il existe un réel " > 0 et des voisinages ouverts de � dans X, V 1, V 2tels que :1. V 2 �� V 1 �� V 0 ;2. pour toutes appli
ations e�i : Ui 7! R, i = 1; : : : ; N de 
lasse C1 telles que8i 2 f1; : : : ; Ng; k�i � e�ik2;Ui < " (3.2.1)et 8i 2 f1; : : : ; Ng; 8z 2 Ui; �i(z) � e�i(z) (3.2.2)si on dé�nit e
 par les points 1, 2 et 3 de la Dé�nition 3.2.3 par rapportaux appli
ations e�1; : : : ; e�N , alors e
 est in
lus dans 
 et 
'est un domaineq-
onvexe à bord C1 par mor
eaux et de plus, si on note fW = X n e
, on a :(i) pour i = 0; 1, si f 2 C10;r(fW \ V i; E), ave
 1 � r � q � 1, ��-fermée, ilexiste v 2 C10;r�1(fW \ V i+1; E) telle que ��v = f sur fW \ V i+1 ;(ii) si q � n� 2, pour toute f 2 C10;q(fW;E), ��-fermée, à support 
ompa
t,il existe v 2 C10;q�1(fW \ V 1; E) telle que ��v = f sur fW \ V 1.Si ("; V 2; V 1; V 0) véri�e les propriétés 
i-dessus pour un domaine à 
oinsq-
onvexe 
 donné, on dit qu'il est adapté à 
.Démonstration : Comme 
 est un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor-
eaux, si " > 0 est assez petit, le point 4 de la Dé�nition 3.2.3 est véri�édon
 e
 est aussi un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux. Soit I =(j1; : : : ; jl) 2 P 0(N) maximal pour l'in
lusion tel que � 2 EI , on remarqueque si U �� Uj1 \ � � � \ Ujl est un voisinage de �, alors quitte à diminuer ",il existe e� 2 U \ �e
 tel que e� 2 eEI := fz 2 Uj1 \ � � � \ Ujl je�j(z) = 0 8j 2 Iget tel que I soit aussi maximal pour l'in
lusion, de plus si e& 2 U \ �e
, alorspour tout J tel que e& 2 eEJ , on a J � I. On peut supposer sans perdre degénéralité que I = f1; : : : ; lg.Quitte à diminuer V 0, on peut supposer que V 0 �� U1 \ � � � \Ul, que E estholomorphiquement trivial au dessus de V 0 et qu'il existe des 
oordonnéesholomorphes h : V 0 ! C n telles que h(V 0) = U0 ave
 U0 �� C n est unouvert 
onvexe.Posons pour i 2 I, ri = �i Æ h�1 et pour toutes appli
ations e�i : Ui 7! R,i = 1; : : : ; N véri�ant (3.2.1) posons pour tout i 2 I, eri = e�i Æ h�1. Alors1. pour tout i 2 I, eri = e�i Æ h�1 est dé�nie sur U0 ;2. (U0; er1; : : : ; erl) est une 
on�guration q-
onvexe.On note eD = l\i=1fz 2 U0jeri(z) < 0gPar ailleurs, il est 
lair qu'il existe C > 0 tel que, si e�1; : : : ; e�N véri�ent leséquations (3.2.1), alors, er1; : : : ; erl véri�ent :8i 2 f1; : : : ; lg; kri � erik2;U0 < C" (3.2.3)105



Soient "0 > 0, Uh(�) voisinage de h(�) dans C n (ave
 Uh(�) � U0) et Rh(�)donnés par la Proposition 3.1.1 par rapport aux 
on�gurations q-
on
aves(U0;�rj1 ; : : : ;�rjk) ave
 (j1; : : : ; jk) � I, k � q et à h(�). Le nombre d'en-semble (j1; : : : ; jk) � I étant �ni, de tels "0 > 0, Uh(�) et Rh(�) existent.On suppose de plus que C" � "0. On peut alors reprendre la démonstrationdu Théorème 3.1.6 en utilisant les mêmes suites (Rj) et le même réel 
 > 0(où 
 est 
elui utilisé dans la démonstration, voir aussi l'illustration) pourtoutes les 
on�gurations q-
onvexes (U0; er1; : : : ; erl) dé�nies à partir d'ap-pli
ations e�1; : : : ; e�N véri�ant les inégalités (3.2.1) et (3.2.2) et pour touth(e�) 2 Uh(�)\� eD. On peut don
 a�rmer qu'il existe R1 > 0, ave
 R1 < Rh(�)tel que fW = B(h(e�); R1) est un voisinage de h(e�) qui véri�e les propriétésdu Théorème 3.1.6, en ajoutant dans (ii), l'hypothèse que les formes sont àsupport dans eD
 n eD.En e�et, il faut remarquer i
i que eD n'est pas relativement 
ompa
t dansU0, aussi, on doit travailler ave
 des formes à support 
ompa
t dans eD
 n eD,
ar on ne peut pas utiliser le Théorème 16.1 dans [He/Le 2℄ pour restreindrele support. La restri
tion du support de f 2 C10;q(fW;E) se fera dire
tementdans X, avant de passer en 
oordonnées lo
ales.On peut maintenant 
onstruire V 1 :supposons, quitte à diminuer " et Uh(�) que Uh(�) �� B(h(�); R12 ), ainsi,pour tout e� 2 h�1(Uh(�)), on a Uh(�) �� B(h(e�); R1).Soit U1 un ouvert tel queUh(�) �� U1 �� B(h(�); R12 ) �� \e�2h�1(Uh(�))B(h(e�); R1)Posons alors V 1 = h�1(U1). Montrons alors qu'un tel ouvert 
onvient pourvéri�er (i) si i = 0 et (ii).Montrons tout d'abord que (i) est véri�é pour i = 0, soit f 2 C10;r(fW \ V 0; E),ave
 1 � r � q � 1, ��-fermée et posons g = (h�1)�f . D'après le raisonne-ment pré
édent, il existe u 2 C10;r�1 �(C n n eD) \B(h(e�); R1); E� telle que��u = g, alors 
onsidérons la restri
tion de u à U1 et posons v = h�u, alorsv 2 C10;r�1(fW \ V 1; E) 
onvient.Montrons maintenant que (ii) est véri�é, soit f 2 C10;q(fW;E), ��-fermée, àsupport 
ompa
t.Pour � > 0, assez petit, on note 
�, (resp. e
�) le domaine q-
onvexe à bordC1 par mor
eaux dans X dé�ni par les appli
ations �1��; : : : ; �N��, (resp.e�1 � �; : : : ; e�N � �). Supposons de plus que � < 
.Quitte à diminuer de nouveau " et Uh(�), on peut supposer que 
 �� e
�.Comme X est une extension q-
onvexe généralisée de 
, il existe D ��e
� tel que X est une extension q-
onvexe de D et que 
 �� D alors,106



e
 �� D �� e
�. D'après le Théorème 3.1 dans [L-T/Le 3℄, il existe w,de 
lasse C1, à support 
ompa
t telle que ��w = f sur X n D, soit �une fon
tion de 
lasse C1, positive, telle que � � 1 sur un voisinage deX n e
� et � � 0 sur un voisinage de D. On pose f 0 = f � ��(�w), alors,si on restreint f 0 à V 0, f 0 2 C10;q(e
� n e
 \ V 0; E), est ��-fermée et à sup-port 
ompa
t. Posons g0 = (h�1)�f 0, d'après 
e qui pré
ède, il existe u 2C10;q�1(( eD� n eD) \B(h(e�); R1); E) telle que ��u = g0 sur ( eD�n eD)\B(h(e�); R1).Considérons la restri
tion de u à U1 et posons v = h�u, 
ommeV 1 �� h�1(B(h(e�); Rh(�))), on a (e
� n e
) \ V 1 = (X n e
) \ V 1. Alors laforme di�érentielle v0 = v + �w 
onvient.Il reste maintenant à 
onstruire V 2 véri�ant (i) pour i = 1. Soit R0 > 0tel que B(h(�); 2R0) � U1. Alors quitte à réduire en
ore " et Uh(�), on peutsupposer que Uh(�) �� B(h(�); R0), et on a :[e�2h�1(Uh(�))B(h(e�); R0) �� U1On e�e
tue alors le même raisonnement que pré
édemment en remplaçantRh(�) par R0, 
e qui donne l'existen
e de R2 > 0 ave
 R2 < R0 tel que fW =B(h(e�); R1) est un voisinage de h(e�) qui véri�e les propriétés du Théorème3.1.6 par rapport aux 
on�gurations q-
onvexes (U1; er1; : : : ; erl).On 
onstruit ensuite V 2 exa
tement de la même manière que V 1 en utilisantR2 à la pla
e de R1. �Dé�nition 3.2.6 Soit 
 un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux.On dit que [
; e
; "; V1; V2; V3; V4℄ est un élément d'extension pour le 
omplé-mentaire d'un domaine q-
onvexe à bord lisse par mor
eaux si(i) " est un réel stri
tement positif et V1, V2, V3 et V4 sont des voisinagesouverts d'un point � 2 �
 dans X tels que :V1 �� V2 �� V3 �� V4 ��\i2I Uiil existe des 
oordonnées holomorphes h : V4 ! C n au voisinage de �et E est holomorphiquement trivial au dessus de V4.(ii) ("; V2; V3; V4) est adapté à 
(iii) e
 � 
 est dé�ni par les points 1, 2 et 3 de la Dé�nition 3.2.3 parrapport à des appli
ations e�1; : : : ; e�N , de 
lasse C1 de U1; : : : ; UN dansR telles que, si I 2 P 0(N) est maximal pour l'in
lusion tel que � 2 EI :(a) 8i 2 I, supp (�i � e�i) �� V1 ;(b) 8i =2 I, e�i � �i ;(
) 8i 2 f1; : : : ; Ng, k�i � e�ik2;Ui < ".107



Si e
 � 
 sont des domaines q-
onvexes à bord lisse par mor
eaux, on ditque e
 peut être obtenu de 
 par un élément d'extension pour le 
omplémen-taire d'un domaine q-
onvexe à bord lisse par mor
eaux s'il existe ", V1, V2,V3 et V4 tels que [
; e
; "; V1; V2; V3; V4℄ est un élément d'extension pour le
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe.Lemme 3.2.7 Soit 
 un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux, etpour " 2 R, on dé�nit 
" grâ
e aux points 1, 2 et 3 de la Dé�nition 3.2.3par rapport aux fon
tions �1 � "; : : : ; �N � ", si j"j est assez petit, 
" est undomaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux. Alors il existe "0 > 0 tel quesi �"0 � �0 � 0 � �1 � "0, on peut trouver un nombre �ni de domaines�0; : : : ; �K tels que 
�1 = �0 � �1 � � � � � �K = 
�0et pour tout j 2 f0; : : : ;K � 1g, �j+1 peut être obtenu de �j par un élémentd'extension pour le 
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe à bord lisse parmor
eaux.Démonstration : Comme �
 est 
ompa
t, on peut extraire un re
ouvrement�ni de �
 par des ouverts �V j1 �j2f1;:::;Kg tels que, pour tout j 2 f1; : : : ;Kg,il existe "j > 0, V j2 , V j3 et V j4 tels que V j1 �� V j2 �� V j3 �� V j4 �� X,("j ; V j2 ; V j3 ; V j4 ) est adapté à 
 et il existe des 
oordonnées holomorpheshj : V j4 ! C n . On suppose de plus que si � 2 �
 \ V j4 , alors pour tout itel que � 2 Ui, V j4 �� Ui, 
e qui est le 
as dans la 
onstru
tion que l'on ae�e
tué pour démontrer le Lemme 3.2.5.On pose e" = minj2f1;:::;Kg "j .Soit "0 > 0 tel que 
"0 n 
�"0 �� K[j=1V j1Pour tout j 2 f1; : : : ;Kg, 
onsidérons �j, une appli
ation positive, de 
lasseC1 telle que supp �j �� V j1 ave
PKj=1 �j � 1 sur 
"0 n
�"0 etPKj=1 �j � 1sur X.On pose 
 = maxj2f1;:::;Kg k�jk2;X .Soit maintenant "0 > 0 tel que "0 � "0 et "0 � min� e"4
 ; e"2(1 +K
)� etsoient �0; �1 tels que �"0 � �0 � 0 � �1 � "0 .Soient �1; : : : ; �N des fon
tions dé�nissant 
 par la Dé�nition 3.2.3.On dé�nit pour tout k 2 f1; : : : ;Kg, �k par les points 1, 2 et 3 de laDé�nition 3.2.3 par rapport aux appli
ations e�k;1; : : : ; e�k;N de 
lasse C1 surU1; : : : ; UN dé�nies par :e�k;i(z) = �i(z)� �1 � (�0 � �1) kXj=1 �j(z)108



on a bien �0 = 
�1 , �K = 
�0 de plus pour tout j 2 f0; : : : ;K � 1g,[�j; �j+1; "j2 ; V j1 ; V j2 ; V j3 ; V j4 ℄ est un élément d'extension pour le 
omplémen-taire d'un domaine q-
onvexe à bord lisse par mor
eaux, en e�et :soient j 2 f0; : : : ;K � 1g et i 2 f1; : : : ; Ngsupp (e�j;i � e�j+1;i)� supp �j �� V j1ke�j;i � e�j+1;ik2;Ui = (�1 � �0)k�j+1k2;Ui� 2"0
� "j2De plus, pour i 2 f1; : : : ; Ng, j 2 f1; : : : ;Kg, on ake�j;i � �ik2;Ui � �1 + (�1 � �0)j
� "0(1 +K
)� "j2et 
omme ("j ; V j2 ; V j3 ; V j4 ) est adapté à 
, il est immédiat de voir que ( "j2 ; V j2 ; V j3 ; V j4 )est adapté à �j, 
e qui termine de justi�er le fait que [�j; �j+1; "j2 ; V j1 ; V j2 ; V j3 ; V j4 ℄est un élément d'extension pour le 
omplémentaire d'un domaine q-
onvexeà bord C1 par mor
eaux. �Ce
i permet de démontrer le lemme suivant :Lemme 3.2.8 Soit 
 un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux, etsoit � > 0 assez petit pour que 
� soit un domaine q-
onvexe à bord C1 parmor
eaux ave
 les notations utilisées dans la démonstration pré
édente.Alors, il existe un nombre �ni d'éléments d'extension pour le 
omplémentaired'un domaine q-
onvexe à bord lisse par mor
eaux, [
i;
i+1; "i; V i1 ; V i2 ; V i3 ; V i4 ℄,0 � i � p tel que 
� = 
0 � 
1 � � � � � 
p+1 = 
Démonstration : Cette démonstration est 
lassique, on peut la trouver parexemple dans [L-T 1℄.Considérons l'ensemble B des points � 2 [0; �℄, tels qu'il existe un nombre�ni d'éléments d'extension pour le 
omplémentaire d'un domaine q-
onvexepermettant de passer de 
 à 
�, 
'est-à-dire véri�ant les 
on
lusions dulemme en remplaçant � par �.Montrons que supB = �.Tout d'abord, il est 
lair d'après le Lemme 3.2.7 que B est non vide et qu'ilexiste �1 > 0 appartenant à B, en e�et il su�t de 
onsidérer le 
as où �0 = 0dans l'énon
é.Notons �0 = supB, alors �0 > 0, supposons que �0 < �, alors 
�0 est undomaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux, soit don
 "1 > 0 dé�ni par le109



Lemme 3.2.7. Choisissons alors " > 0 ave
 " < "1 tel que �0 � " 2 B, alors�0 + " appartient aussi à B d'après le Lemme 3.2.7, 
e qui 
ontredit le faitque �0 est la borne supérieure de B, don
 �0 = �.Par ailleurs, en appliquant le Lemme 3.2.7 pour 
 = 
� ave
 �1 = 0 et �0assez pro
he de 0 et tel que �� �0 2 B, on montre aussi que � 2 B �On a, de plus, le résultat de résolution lo
ale suivant :Lemme 3.2.9 Soit [
; e
; "; V1; V2; V3; V4℄ un élément d'extension pour le
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux, alorsE10;r(X n e
; E) = E10;r(X n 
; E) \ Z10;r(X n e
; E) (3.2.4)pour tout 1 � r � q � 1 et si q � n� 2, pour r = q.De plus, dans les mêmes 
onditions sur r et q, si f 2 C10;r(X n e
; E), ��-fermée, est telle qu'il existe u1 2 C10;r�1(X n 
; E) telle que ��u1 = f surX n 
, alors, il existe u2 2 C10;r�1(X n e
; E) telle que ��u2 = f sur X n e
 etu2 = u1 sur (X n 
) n V1.Démonstration : Soit f 2 C10;r(Xne
; E) telle qu'il existe u1 2 C10;r�1(Xn
; E)ave
 ��u1 = f sur X n 
. On a alors deux 
as à 
onsidérer :� si r = q ave
 q � n � 2, soit e� une appli
ation C1 à support 
om-pa
t dans X 
ontenant un voisinage de 
 telle que e� � 1 sur unvoisinage de 
. Alors f � ��((1 � e�)u1) 2 C10;r(X n e
; E), est ��-ferméeet à support 
ompa
t, don
 d'après la Dé�nition 3.2.6 et le Lemme3.2.5, il existe v1 2 C10;r�1((X n e
) \ V3; E) telle que ��v1 = f � ��((1�e�)u1) sur (X n e
) \ V3, on pose alors v = v1 + (1 � e�)u1, on av 2 C10;r�1((X n e
) \ V3; E) et ��v = f sur (X n e
) \ V3.� si 1 � r � q � 1, par dé�nition des éléments d'extension pour le
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux, ilexiste v 2 C10;r�1((X n e
) \ V3; E) telle que ��v = f sur (X n e
) \ V3.Dans les deux 
as, il existe deux formes, u1 2 C10;r�1(X n 
; E) et v 2C10;r�1((X n e
) \ V3; E) telles que ��u1 = f surXn
 et ��v = f sur (Xne
)\V3.1. Si r � 1 > 0, on a u1 � v 2 C10;r�1((X n 
) \ V3; E), ��-fermée,or [
;
; "; V1; V2; V3; V4℄ est un élément d'extension pour le 
omplé-mentaire d'un domaine q-
onvexe, don
 d'après le Lemme 3.2.5 (iii), ilexiste w 2 C10;r�2((X n 
) \ V2; E) telle que ��w = u1�v sur (Xn
)\V2.Soit � une appli
ation C1, positive telle que supp � �� V1 et � � 1au voisinage de 
 n e
.On pose alors u2 = �u1 � ��(�w) sur X n 
v + ��((1� �)w) sur 
 n e
Une telle u2 
onvient. 110



2. Si r = 1, u1�v 2 C10;0((X n 
) \ V3; E) est une appli
ation holomorphe,alors, 
omme il existe des 
oordonnées holomorphes h : V4 ! C n , lafon
tion (h�1)�(u1 � v) se prolonge en une fon
tion holomorphe w surh(V2) d'après la Proposition 1.4.12. Comme 
 n e
 �� V2, on peutposer u2 = �u1 sur X n 
v + h�w sur 
 n e
Une telle u2 
onvient. �On déduit, 
omme dans [He/Le 2℄, des Lemmes 3.2.8 et 3.2.9, le lemmesuivant :Lemme 3.2.10 Soit 
 un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux etsoit � > 0 assez petit pour que 
� soit aussi un domaine q-
onvexe à bordC1 par mor
eaux. Alors, pour tout 1 � r � q� 1 et, pour r = q si q � n� 2,l'appli
ation restri
tion'r : H10;r(X n 
; E) �! H10;r(X n 
�; E)est inje
tive.De plus, si f 2 Z10;r(X n 
; E), telle qu'il existe u1 2 C10;r�1(X n 
�; E)telle que ��u1 = f sur X n 
�, alors, il existe V voisinage de 
 relativement
ompa
t et u2 2 C10;r�1(X n 
; E) telle que ��v = f sur X n 
 et u2 = u1 surX n V .Démonstration : D'après le Lemme 3.2.8, il existe un nombre �ni d'élémentd'extension pour le 
omplémentaire d'un domaine q-
onvexe à bord C1 parmor
eaux, [
i;
i+1; "i; U i1; U i2; U i3; U i4℄, 0 � i � p, tel que
� = 
0 � 
1 � � � � � 
p+1 = 
. Alors, si on note'ir : H10;r(X n 
i+1) �! H10;r(X n 
i)appli
ation de restri
tion, 'ir est inje
tive d'après le Lemme 3.2.9, de plus,'r = '1r Æ � � � Æ 'p+1r .La deuxième a�rmation du Lemme dé
oule fa
ilement de la deuxième a�r-mation de Lemme 3.2.9 et du Lemme 3.2.8. �On peut maintenant démontrer le Théorème 3.2.4 :Démonstration du Théorème 3.2.4 : Soit f 2 C10;r(W;E) ave
 1 � r � q � 1ou, si q � n� 2, 1 � r � q, à support 
ompa
t, ��-fermée. Soit � > 0 assezpetit tel que 
� soit un domaine q-
onvexe à bord C1 par mor
eaux.Comme X est une extension q-
onvexe généralisée de 
, il existe D �� 
�,tel queX est une extension q-
onvexe de D. Comme f est à support 
ompa
t,d'après le Théorème 16.1 dans [He/Le 2℄, il existe g 2 C10;r�1(X n D; E) àsupport 
ompa
t dans X n D telle que ��g = f sur X n D.Soit � une appli
ation positive de 
lasse C1 telle que � � 1 au voisinage de111



X n 
� et � � 0 au voisinage de D.Alors f � ��(�g) 2 C10;r(X n 
; E), est ��-fermée et à support 
ompa
t in
lusdans 
�n
, 
'est don
 une forme exa
te sur X n
�. Alors, d'après le Lemme3.2.10, il existe v 2 C10;r�1(X n
; E) à support 
ompa
t telle que, sur X n
��v = f � ��(�g)Alors u = v + �g 2 C10;r�1(X n 
; E) est à support 
ompa
t dans X n 
 etvéri�e bien ��u = f sur X n 
. �3.2.2 Théorème de séparationNous pouvons maintenant énon
er le théorème suivant que nous démon-trons de manière analogue au Théorème 3.4 dans [L-T/Le 3℄.Théorème 3.2.11 Soit X une variété 
omplexe de dimension n et E un�bré holomorphe sur X. Soit 
 �� X un domaine q-
onvexe à bord C1par mor
eaux tel qu'il existe D0 voisinage ouvert de 
 dans X qui est uneextension q-
onvexe généralisée de 
. On suppose de plus que X est (n� q)-
onvexe. Alors l'espa
e E10;q(X n 
; E)est fermé dans C10;q(X n
; E) pour la topologie de 
onvergen
e uniforme surtout 
ompa
t de X n 
.Démonstration : Soit (fp)p2N une suite d'éléments de E10;q(X n 
; E) qui
onverge uniformément sur tout 
ompa
t de X n 
 vers f 2 C10;q(X n 
; E).Soit � > 0 assez petit pour que 
� soit aussi un domaine q-
onvexe à bordC1 par mor
eaux et 
� �� D0 . Par ailleurs, il existe D ave
 
 � D �� 
�,tel que �D est stri
tement q-
onvexe, en e�et, il su�t de 
onsidérer 
� pour� < � est de lisser le bord en utilisant le maximum régularisé 
omme 
ela adéjà été fait dans la démonstration du Théorème 3.1.6 par exemple.D'après le Théorème de séparation d'Andreotti-Vesentini, voir [An/Ve℄ ou leThéorème 1.2 dans [L-T/Le 3℄, il existe v 2 C10;q�1(X n D; E) tel que ��v = fsur X n D.Soit � une fon
tion C1 sur X telle que supp � � X nD et que � � 1 surun voisinage de Xn
�. Alors la forme g = f� ��(�v) appartient à C10;q(Xn
),est ��-fermée et à un support 
ompa
t in
lus dans 
� n 
 don
 dans D0 n 
.Alors d'après le Théorème 3.2.4, il existe u0 2 C10;q�1(D0 n 
; E) à support
ompa
t telle que ��u0 = g sur D0 n 
.On étend u0 par 0 sur X et on pose u = u0 + �v, alors u 2 C10;q�1(X n 
; E)et ��u = f sur X n 
. �
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Chapitre 4Quelques résultats globauxpour l'équation deCau
hy-Riemann tangentielledans les sous-variétés CRDans 
e 
hapitre, nous démontrons des résultats d'annulation et de �-nitude de la 
ohomologie pour le 
omplexe de Cau
hy-Riemann tangentielsur des domaines d'une sous-variété CR dont le bord possède de bonnespropriétés de q-
onvexité ou de q-
on
avité.Les raisonnements que nous utilisons i
i sont pro
hes de la méthode desbosses déjà employée dans le Chapitre 3 pour démontrer le Théorème 3.2.4.Cependant, une des di�éren
es majeures ave
 l'étude e�e
tuée au 
hapitrepré
édent vient du fait qu'il faut se préo

uper des points 
ritiques de lafon
tion qui dé�nit le bord du domaine. En e�et, dans le 
hapitre pré
édent,on peut se pla
er aussi près du bord de 
 qu'on le souhaite et don
 supposerque les appli
ations dé�nissant 
 (voir la Dé�nition 3.2.3) n'admettent au-
un point 
ritique au voisinage de �
. Un des obje
tifs de 
e 
hapitre est derelier la 
ohomologie des formes dé�nies sur un domaine D, lisses jusqu'aubord, à 
elle des formes dé�nies sur un domaine G, lisses jusqu'au bord, où Det G représentent deux niveaux distin
ts d'une même appli
ation qui ne sontpas for
ément pro
hes l'un de l'autre. Ainsi, 
omme l'ont fait G.M. Henkin etJ. Leiterer dans [He/Le 2℄ ainsi que C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer dans[L-T/Le 4℄, il faut se préo

uper des points 
ritiques de 
ette appli
ation.Nous 
onservons i
i les mêmes notations que dans le Chapitre 2, 
epen-dant, 
omme il s'agit d'une étude globale, on 
onsidère des formes à valeursdans un �bré ve
toriel holomorphe E sur C n , on ajoutera don
 E dans lesnotations, par exemple, [C1n;r℄M (W;E) désigne l'espa
e des formes de bidegré(n; r) sur M de 
lasse C1 sur un voisinage de W dans C n à valeurs dans E.113



4.1 Dans le 
as 
onvexeNous allons mettre en pla
e un raisonnement du type �Beulenmethode�de Grauert, pour 
ela, nous 
ommençons par dé�nir les éléments qui formentles bosses. Ensuite, nous généraliserons au 
as des sous-variétés CR des no-tions d'extension q-
onvexes analogues à 
elles que l'on a vu pour les variétés
omplexes (voir la Dé�nition 1.4.5). Puis, nous démontrerons que si ' est uneappli
ation ayant de bonnes propriétés et dé�nie sur M , sous-variété CR gé-nérique, alors la 
ohomologie des formes lisses sur D, où D = fz 2M j'(z) <0g est la même que 
elle des formes lisses sur G, où G = fz 2M j'(z) < 1g.En�n, nous utiliserons des résultats de C.D. Hill et M. Na
inovi
h (voir[Hi/Na℄) pour démontrer des théorèmes d'annulation et de �nitude de la 
o-homologie de Cau
hy-Riemann tangentielle pour des formes lisses jusqu'aubord d'un domaine ayant les bonnes propriétés de 
onvexité.4.1.1 Éléments d'extension q-
onvexeLes dé�nitions utilisées i
i sont des généralisations de notions que l'ontrouve dans [L-T/Le 4℄ pour le 
as des hypersurfa
es. Il faut noter que 
er-taines notions sont di�érentes (en parti
ulier la notion de bosse q-
onvexeest plus pré
ise i
i), mais, 
omme elles ont un r�le similaire, on a 
onservéleur nom en passant à la 
odimension supérieure.Dé�nition 4.1.1 Soit M une sous-variété CR générique de C n de 
lasseC2, de 
odimension k ave
 1 < k � n et soit q un entier ave
 0 � q � n�k2 .(i) Une 
on�guration q-
onvexe a�ne pour M est une 
olle
tion ordonnée[U;D; ; �1; : : : ; �k+1℄ où U �� C n est 
onvexe et  ; �1; : : : ; �k+1 sontdes appli
ations de 
lasse C2 sur U à valeurs réelles tels que� D = fz 2 U j (z) < 0g et d (z) 6= 0 pour z 2 �D ;� pour tout 1 � j1 < � � � < jk � k+1, (�j1 ; : : : ; �jk) est un système defon
tions dé�nissantes pour M sur U ;� pour tout 1 � j1 < � � � < jk � k + 1, ���j1 ^ � � � ^ ���jk 6= 0 sur U ;� si on note 
� = fz 2 U j��(z) < 0g, pour � = 1; : : : ; k + 1, on a :M \ U = k+1\�=1
� ; U nM = k+1[�=1
�; U = k+1[�=1
�� pour tout 1 � j1 < � � � < jl � k + 1, ave
 l � k,d (z) ^ d�j1(z) ^ � � � ^ d�jl(z) 6= 0sur fz 2 U j (z) = �j1(z) = � � � = �jl(z) = 0g ;� pour tout � = (�0; : : : ; �k+1) 2 �(0;1;:::;k+1) tel qu'il existej 2 f1; : : : ; k + 1g ave
 �j = 0, et pour tout z 2 U ,la forme LCn�0 +�1�1+���+�k+1�k+1(z) admet au moins q + k valeurspropres stri
tement positives.114



(ii) Une bosse q-
onvexe pour M est une 
olle
tion ordonnée[U0; U1; U2;D1;D2;  1;  2; �1; : : : ; �k+1℄ telle que� U0 �� U1 �� U2 sont des ouverts relativement 
ompa
ts dans C n ;� [U2;Di;  i; �1; : : : ; �k+1℄, i = 1; 2, est une 
on�guration q-
onvexea�ne pour M ;� D1 � D2 ave
 D2 nD1 �� U0 ;� pour i = 1; 2, pour j = 1; 2 et pour n � q � k + 1 � r � n, siu 2 [En;r℄M (Di \ Uj) ave
 du = 0, il existe v 2 [En;r�1℄M (Di \ Uj�1)tel que dv = u.(iii) On dit que [�1;�2; V ℄ est un élément d'extension q-
onvexe dans Msi �1 et �2 sont des domaines ouverts de M à bord C2 et V un ouvertrelativement 
ompa
t dans M tels que� �1 � �2 ;� �2 n�1 �� V ;� il existe une bosse q-
onvexe [U0; U1; U2;D1;D2;  1;  2; �1; : : : ; �k+1℄telle que V = U2 \M , et pour i = 1; 2,�i \ V = fz 2 V j i(z) < 0g = Di \ VOn dit que �2 peut être obtenu de �1 par un élément d'extension q-
onvexe dansM , s'il existe V dansM tel que [�1;�2; V ℄ est un élémentd'extension q-
onvexe dans M .Remarques. 1. Si [�1;�2; V ℄ est un élément d'extension q-
onvexe dansM , et si [U0; U1; U2;D1;D2;  1;  2; �1; : : : ; �k+1℄ est une bosse q-
onvexe vé-ri�ant les propriétés dé�nies 
i-dessus, alors �2 n�1 �� U0 \M .2. Il est fa
ile de voir que si [U;D; ; �1; : : : ; �k+1℄ est une 
on�gurationq-
onvexe a�ne pour M alors, pour �, une appli
ation dé�nie sur U su�-samment petite pour la topologie C2, [U;D�;  +�; �1; : : : ; �k+1℄ est aussi une
on�guration q-
onvexe a�ne pour M , ave
 D� = fz 2 U j (z) +�(z) < 0g.3. SoitM une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n , de 
lasse C2, etde 
odimension k, ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2 . Si [U;D; ; �1; : : : ; �k+1℄est une 
on�guration q-
onvexe a�ne pourM et si � 2 �D\U , alors, d'aprèsla remarque pré
édente et le Théorème 2.2.10 (ii), il existe deux voisinagesV� et V 0� de � dans C n , V� �� V 0� �� U et un réel " > 0 tel que pour touteappli
ation � positive, à support dans V� et dont la norme C2 est inférieureà ", [V�; V 0� ; U;D;D��;  ;  � �; �1; : : : ; �k+1℄ est une bosse q-
onvexe pourM . Une version plus forte de 
e fait est démontré dans le Lemme 4.1.5 .Lemme 4.1.2 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n , de
lasse C2 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2 . Soient[�1;�2; V ℄ un élément d'extension q-
onvexe dans M et E un �bré ve
torielholomorphe sur C n qui est holomorphiquement trivial au-dessus d'un voisi-nage de V . Alors, les propriétés suivantes sont vraies :1. Si n � q � k + 1 � r � n � k et si W est un voisinage de �2 n�1dans M , alors pour toute f1 2 [C1n;r℄M (�1; E) ave
 df1 = 0, il existe115



f2 2 [C1n;r℄M (�2; E) ave
 df2 = 0 et u1 2 [C1n;r�1℄M (�1; E) dont lesupport est in
lus dans W \�1 telles que f2 = f1 � du1 sur �1.Ce qui implique que l'appli
ation restri
tion :Hn;r1 (�2; E) �! Hn;r1 (�1; E)est surje
tive.2. Si n � q � k + 2 � r � n � k et si W est un voisinage de �2 n�1,pour toute f 2 [C1n;r℄M (�2; E) telle que df = 0 sur �2 et telle qu'ilexiste u1 2 [C1n;r�1℄M (�1; E) ave
 du1 = f sur �1, alors il existeu2 2 [C1n;r�1℄M (�2; E) telle que du2 = f sur �2 et u2 = u1 sur �1nW .Ce qui implique 
lairement que l'appli
ation restri
tion :Hn;r1 (�2; E) �! Hn;r1 (�1; E)est inje
tive.Démonstration : Soit [U0; U1; U2;D1;D2;  1;  2; �1; : : : ; �k+1℄ une bosse q-
onvexe véri�ant les propriétés de la Dé�nition 4.1.1 par rapport à [�1;�2; V ℄.1. Soit f1 2 [C1n;r℄M (�1; E) ave
 df1 = 0, alors d'après la Dé�nition 4.1.1,(ii), il existe u 2 [C1n;r�1℄M (�1 \ U1; E) tel que du = f1 sur �1 \ U1.Soit � une fon
tion positive surM de 
lasse C1 telle que � � 1 au voisinagede �2 n�1 et supp � ��W \U1.On pose alors u1 = �u sur �1 etf2 = �f1 � d(�u) sur �10 sur �2 n�1Ce
i 
onvient pour démontrer le point 1.2. Soit f 2 [C1n;r℄M (�2; E) telle que df = 0 sur �2 et telle qu'il existeu1 2 [C1n;r�1℄M (�1; E) ave
 du1 = f sur �1.D'après la Dé�nition 4.1.1, (ii), il existe v 2 [C1n;r�1℄M (�2 \ U1; E) tel quedv = f sur �2 \ U1.De plus, u1�v 2 [C1n;r�1℄M (�1 \ U1; E) ave
 d(u1�v) = 0 et r�1 � n�k�q+1, don
, d'après la Dé�nition 4.1.1, (ii), il existe w 2 [C1n;r�2℄M (�1 \ U0; E)telle que dw = u1 � v.Considérons maintenant une appli
ation � dé�nie sur M , positive, de 
lasseC1 telle que � � 1 au voisinage de �2 n�1 et supp � �� W \ U0. Alors,sur �1 \ U0, on a : u1 � d(�w) = v + d((1� �)w)Les deux membres de 
ette égalité dé�nissent alors une forme u2 satisfaisantles 
onditions du point 2. �116



4.1.2 Extensions q-
onvexesDé�nition 4.1.3 Soit M une sous-variété réelle de C n de 
odimension k,ave
 1 < k � n.1. On dit que [D;G℄ est une extension q-
onvexe dans M si D et G sontdes ouverts de M ave
 D � G tels que :� �D est 
ompa
t ;� il existe un voisinage W�D de �D dans M , une appli
ation (q+ k)-
onvexe ' dé�nie sur W = W�D [ (G n D) et 0 < 
1 � +1 telsque(i) D \W = fz 2W j'(z) < 0g ;(ii) 8z 2 �D, d'(z) 6= 0 ;(iii) pour tout 
 ave
 0 � 
 < 
1, fz 2W j0 � '(z) � 
g est 
ompa
t.2. On dit que [D;G℄ est une extension stri
tement q-
onvexe dans M siD et G sont des ouverts de M ave
 D � G tels que :� G nD est 
ompa
t ;� il existe un voisinage W de G nD dans M , une appli
ation (q+ k)-
onvexe ' dé�nie sur W tels que(i) D \W = fz 2W j'(z) < 0g et G \W = fz 2W j'(z) < 1g(ii) 8z 2 �D [ �G, d'(z) 6= 0 ;3. On dit que [D;G℄ est une extension (stri
tement) q-
onvexe non-
ritiquedans M si ' peut être 
hoisie sans point 
ritique sur W .4. On dit que M est une extension q-
onvexe (non-
ritique) de D si[D;M ℄ est une extension q-
onvexe (non-
ritique). On dit que M est
omplètement q-
onvexe si [?;M ℄ est une extension q-
onvexe.Remarque. Comme 
ela a été remarqué dans [L-T/Le 4℄, lorsque [D;G℄est une extension (stri
tement) q-
onvexe dans M , on peut supposer grâ
eaux 
onditions de non-annulation de d' données dans la Dé�nition 4.1.3et à un Lemme de Morse (voir par exemple la Proposition 0.5 dans l'An-nexe B de [He/Le 2℄) que l'appli
ation ' admet uniquement des points
ritiques non-dégénérés. De plus, on peut supposer que si � 2 R, et siD� = fz 2W j'(z) < �g, alors, il y a au plus un point 
ritique sur �D�.L'obje
tif de la sous-partie qui suit est de démontrer le théorème suivant :Théorème 4.1.4 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C2 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2 .Soit [D;G℄ une extension stri
tement q-
onvexe dans M et (Ui)i2I un re
ou-vrement de G nD par des ouverts de M . Alors il existe des ouverts de M ,�0; : : : ;�N , V0; : : : ; VN�1 tels que :� �0 = D et �N = G ; 117



� pour tout i 2 f0; : : : ; N � 1g, [�i;�i+1; Vi℄ est un élément d'extension q-
onvexe dans M ;� pour tout i 2 f0; : : : ; N � 1g, il existe j0 2 I, tel que Vi �� Uj0.4.1.3 Démonstration du Théorème 4.1.4Commençons par démontrer un lemme te
hnique :Lemme 4.1.5 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n , de
lasse C2 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2 .Soient ' une appli
ation (q+k)-
onvexe sur M et � 2M , tel que d'(�) 6= 0,on note '(�) = 
.Soient U�; e'; �1; : : : ; �k+1 donnés par la Dé�nition 2.2.8, alors il existe "� > 0et des ouverts de C n , V�; V 0� et V 00� tels que V� �� V 0� �� V 00� �� U� et telsque : Si e est une appli
ation ave
 k(e' � 
) � e k2;U� < "� et telle que, sion pose eD = fz 2 U�j e (z) < 0g, on a � eD \ M \ V� 6= ?. Alors, pourn� q � k + 1 � r � n� k,1. si u 2 [En;r℄M ( eD \ V 00� ) ave
 du = 0, il existe v 2 [En;r�1℄M ( eD \ V 0� ) telleque dv = u.2. si u 2 [En;r℄M ( eD \ V 0� ) ave
 du = 0, il existe v 2 [En;r�1℄M ( eD \ V�) telleque dv = u.Démonstration : Par dé�nition des appli
ations (q+k)-
onvexes, [U�;D; e'�
; �1; : : : ; �k+1℄ est une 
on�guration q-
onvexe.Comme le réel R0 dont l'existen
e est donné par le Théorème 2.2.10 peutêtre 
hoisi indépendamment de petites perturbations C2 de la fon
tion e'� 
,on peut a�rmer qu'il existe des réels "� > 0 R� > 0 et R0� > 0 tels que :pour toute appli
ation e dé�nie sur U� ave
 k(e' � 
) � e k2;U� < "� , si onpose eD = fz 2 U�j e (z) < 0g, alors, pour tout e� 2M \B(�;R�) \ � eD, pourtout R ave
 0 < R � R0� et pour tout r ave
 n� q� k+1 � r � n� k, on aHn;r1 � eD \B(e�;R) \M� = 0.On peut supposer de plus, que R� < R0�9 .Posons V� = B(�; R0�9 ), V 0� = B(�; R0�2 ) et V 00� = B(�; 3R0�).Soient alors e� 2M\V�\� eD, n�q�k+1 � r � n�k et u 2 [En;r℄M ( eD \ V 00� )ave
 du = 0.Or B(e�;R0�) �� V 00� don
, il existe v 2 [En;r�1℄M ( eD \B(e�;R0�)) tel quedv = u. Cependant, V 0� �� B(e�;R0�), don
 le point 1. est réalisé.Par ailleurs, si u 2 [En;r℄M ( eD \ V 0� ) ave
 du = 0, 
omme, B(e�; R0�4 ) �� V 0� ilexiste v 2 [En;r�1℄M ( eD \B(e�; R0�4 )) tel que dv = u. Comme V� �� B(e�; R0�4 ),on peut 
on
lure la démonstration. �118



On peut maintenant étudier le 
as où l'appli
ation ' n'a pas de point
ritique.Lemme 4.1.6 Sous les hypothèses du Théorème 4.1.4, si on suppose que[D;G℄ est une extension stri
tement q-
onvexe non-
ritique dans M , alorsles 
on
lusions du Théorème 4.1.4 sont véri�ées.Démonstration : Soient W et ' donnés par la Dé�nition 4.1.3, 2. tels qued' 6= 0 sur W .Comme [0; 1℄ est 
ompa
t, il su�t de démontrer le fait suivant :pour tout 0 � 
 � 1, il existe " > 0 tel que pour 
 � " � � � � � 
 + ", ilexiste un nombre �ni d'ouverts de M , �1; : : : ;�N , V1; : : : ; VN�1 tels que :� �1 = fz 2M j'(z) < �g et �N = fz 2M j'(z) < �g ;� pour tout i 2 f1; : : : ; N � 1g, [�i;�i+1; Vi℄ est un élément d'extension q-
onvexe dans M ;� pour tout i 2 f1; : : : ; N � 1g, il existe j0 2 I, tel que Vi �� Uj0 .On note, pour 
 2 [0; 1℄, �
 = fz 2M j'(z) < 
g, ��
 désigne le bord de�
 dans M . Fixons 
 2 [0; 1℄.Soient � 2 ��
 et U�; e'� 
; �1; : : : ; �k+1 donnés par la Dé�nition 2.2.8.Soient "� ; V�; V 0� et V 00� donnés par le Lemme 4.1.5, par ailleurs, on peut sup-poser dans la démonstration de 
e lemme qu'il existe j 2 I tel que V 00� � Uj .��
 est 
ompa
t, don
, on peut extraire une famille �nie (�1; : : : ; �N ) depoints de ��
 telle que (V�i)i=1;:::;N est re
ouvrement de ��
. Considéronsalors "1 > 0 tel que �
+"1 n�
�"1 � N[i=1 V�iSoient �1; : : : ; �K des appli
ations positives de 
lasse C1 sur C n telles quesupp (�i) �� V�i pour i = 1; : : : ; NNXi=1 �i = 1 au voisinage de �
+"1 n�
�"1Alors, on peut trouver un réel " > 0, ave
 " < "1 tel que pour tout
� " � � � � � 
+ ", si on pose pour tout z 2W et tout j 2 f0; : : : ; Ng : j = '� �+ (�� �) jX�=1���i = fz 2W j j(z) < 0get pour j = 0; : : : ; N � 1, Vj = V�j+1 \M alors �0; : : : ;�N ; V0; : : : ; VN�1
onviennent. 119



En e�et il est fa
ile de voir que �0 = ��, �N = �� et que pour toutj 2 f1; : : : ; Ng, il existe i 2 I tel que Vj 2 Ui.Il reste maintenant à véri�er que pour tout j 2 f0; : : : ; N �1g, [�j ;�j+1; Vj ℄est un élément d'extension q-
onvexe. Soit j 2 f0; : : : ; N � 1g, on a j �  j+1 = (� � �)�j+1don
�  j+1 �  j 
e qui implique �j � �j+1 ;� supp ( j �  j+1) = supp �j+1 \M �� Vj ;� [V�j+1 ; V 0�j+1 ; V 00�j+1 ;Dj ;Dj+1; e j ; e j+1; �1; : : : ; �k+1℄ est une bosse q-
onvexequi véri�e les propriétés de la Dé�nition 4.1.1 (iii), où on a posé, pouri = j; j + 1, e i = e'� �+ (�� �)Pj�=1 �� dé�nie sur U�j+1et Di = fz 2 U�j+1 j e i(z) < 0g.En e�et, pour i = j; j + 1,e i � (e'� 
) = (
� �) + (�� �) jX�=1��don
 si " est assez petit, on ak e i � (e'� 
)k2;U�j+1 < "�j+1alors, la deuxième remarque suivant la Dé�nition 4.1.1 et le Lemme 4.1.5permettent de 
on
lure. �Nous allons maintenant nous o

uper des points 
ritiques éventuels del'appli
ation '. Il y en a deux types qui doivent être traités di�éremment :1. � 2 G n D est un point 
ritique non-dégénéré de ' qui n'est pas unpoint où ' atteint un minimum lo
al.2. � 2 GnD est un point où ' admet un minimum lo
al, (nous rappelonsqu'une appli
ation (q + k)-
onvexe n'a pas de maximum lo
al).Considérons le premier 
as, on a alors, le lemme suivant (généralisant en
odimension supérieure le Lemme 7.8 dans [L-T/Le 4℄) :Lemme 4.1.7 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n , de
lasse C2 et de 
odimension k ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2 . Soient ' uneappli
ation (q + k)-
onvexe sur M et � 2M un point 
ritique non-dégénéréde ' qui n'est pas un point où ' atteint un minimum lo
al (i.e. d'(�) = 0 etle Hessien de ' est inversible mais pas dé�ni positif) .Soient U; e'; �1; : : : ; �k+1 donnés par la Dé�nition 2.2.8, on peut de plus sup-poser que de'(�) 6= 0.Alors, il existe Æ0 > 0 et "0 > 0, ave
 B(�; 5Æ0) � U tels que si �1 et �2 sontdes appli
ations véri�ant les propriétés suivantes :(i) �1 et �2 sont des appli
ations de 
lasse C2 sur U à valeurs réelles ;120



(ii) �1 et �2 sont positives ;(iii) pour i = 1; 2, supp (�i) �� B(�; Æ0) ;(iv) pour i = 1; 2, �i est 
onstante et stri
tement positive sur B(�; Æ02 ) ;(v) pour i = 1; 2, k�ik2;U < "0et si on note U0 = B(�; Æ0); U1 = B(�; 5Æ0)D�1 = fz 2 U je'(z) + �1(z) < '(�)get D��2 = fz 2 U je'(z)� �2(z) < '(�)galors [U0; U1; U;D�1 ;D��2 ; e'+�1�'(�); e'��2�'(�); �1; : : : ; �k+1℄ est unebosse q-
onvexe pour M .Démonstration : Il s'agit de faire un raisonnement du même type que 
eluique l'on trouve dans la démonstration du Lemme 4.1.5. L'idée est de modi�erla fon
tion ' pour pouvoir �sauter� au-dessus du point 
ritique. Commed'(�) = 0, on ne peut pas utiliser dire
tement le Théorème 2.2.10.Cependant, il faut remarquer, en revenant au Chapitre 1, que si D est dé�nipar D = \Lj=1f j < 0g \ B(�;R), où  1; : : : ;  L sont des appli
ations de
lasse C2 sur un ouvert V de C n , à valeurs réelles et véri�ant :(Cvx) Pour tout I = (j1; : : : ; jl) � f1; : : : ; Lg ave
 1 � j1 < � � � < jl � L, ettoute famille (�j1 ; : : : ; �jl) de réels positifs tels que �j1 + � � �+ �jl = 1,la forme de Levi de l'appli
ation �j1 j1 + � � �+ �jl jl admet au moinss valeurs propres stri
tement positives en tout point de V ;alors le réel R0 > 0 tel que si 0 < R < R0, les appli
ations  1; : : : ;  L; z 7!jz � �j2 � R2 véri�ent la propriété donnée dans la Dé�nition 1.3.1, dépenduniquement de la forme de Levi des appli
ations �j1 j1+ � � �+�jl jl , et don
des dérivées d'ordre 2, que la di�érentielle s'annule ou non (voir le Lemme2.4 dans [L-T/Le 1℄).0r, 
ette propriété est 
elle qui permet de 
onstruire les se
tions de Leray etles noyaux intégraux qui donnent la résolution du ��. Les 
onditions de non-annulation de la di�érentielle et de transversalité sont utiles uniquement lorsde l'intégration.Ainsi on peut a�rmer qu'il existe " > 0 et R� > 0 tel que si e est uneappli
ation de 
lasse C2 sur U ave
 ke'� e k2;U < " et qui véri�e la 
onditionde transversalité suivante :� pour tout (j1; : : : ; jl) ave
 1 � j1 < � � � < jl � k + 1, l � k,d e (z) ^ d�j1(z) ^ � � � ^ d�jl(z) 6= 0pour tout z 2 fz 2 U j e (z) � '(�) = �j1(z) = � � � = �jl(z) = 0g,
121



et si e� est un point pro
he de � ave
 e (e�) = '(�), alors on peut 
hoisir leréel R0 du Théorème 2.2.10, par rapport à e �'(�) et à e�, tel que R0 = R�.Comme � n'est pas un point où ' atteint un minimum lo
al (voir la Proposi-tion 0.6 de l'Annexe B dans [He/Le 2℄), on peut 
hoisir Æ0 ave
 0 < Æ0 < R�8 et"0 ave
 0 < "0 < "� tels que, si � est une appli
ation positive véri�ant les pro-priétés (i) à (v) données dans l'énon
é alors, pour 1 � j1 < � � � < jl � k+1,l � k et pour R > 0 ave
 R < R�d(e'� �) ^ d�j=1 ^ � � � ^ d�jl 6= 0 (4.1.1)sur fz 2 U j(e'� �)(z) � '(�) = �j1(z) = � � � = �jl(z) = 0g etdz(jz � �j2) ^ d(e'� �) ^ d�j=1 ^ � � � ^ d�jl 6= 0 (4.1.2)sur fz 2 U j(e'� �)(z) � '(�) = jz � �j2 �R = �j1(z) = � � � = �jl(z) = 0g.Ainsi, si "0 est assez petit, on peut montrer en raisonnant 
omme dans leLemme 4.1.5 que [U0; U1; U;D�1 ;D��2 ; e'+�1�'(�); e'��2�'(�); �1; : : : ; �k+1℄est une bosse q-
onvexe pour M . ��Le lemme pré
édent et le Lemme 4.1.6 permettent alors de démontrer :Corollaire 4.1.8 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C2 et de 
odimension k ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2 . Soient' une appli
ation (q + k)-
onvexe sur M et � 2 M un point 
ritique non-dégénéré de ' qui n'est pas un point où ' atteint un minimum lo
al.Soit (Ui)i2I un re
ouvrement de M par des ouverts. Alors, il existe " > 0 etdes ouverts de M , �0; : : : ;�N , V0; : : : ; VN�1 tels que :� �0 = fz 2M j'(z) < '(�)� "g et �N = fz 2M j'(z) < '(�) + "g ;� pour tout i 2 f0; : : : ; N � 1g, [�i;�i+1; Vi℄ est un élément d'extension q-
onvexe dans M ;� pour tout i 2 f0; : : : ; N � 1g, il existe j0 2 I, tel que Vi �� Uj0.Pour le se
ond type de point 
ritique, on a le lemme suivant :Lemme 4.1.9 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n , de
lasse C2 et de 
odimension k ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2 . Soient ' uneappli
ation (q + k)-
onvexe sur M et � 2M un point 
ritique non-dégénéréde ' qui est un point où ' admet un minimum lo
al.Soit (Ui)i2I un re
ouvrement de M par des ouverts. Alors, il existe " > 0 etdes ouverts de M , �0; : : : ;�N , V0; : : : ; VN�1 tels que :� �0 = fz 2M j'(z) < '(�)g et �N = fz 2M j'(z) < '(�) + "g ;� pour tout i 2 f0; : : : ; N � 1g, [�i;�i+1; Vi℄ est un élément d'extension q-
onvexe dans M ;� pour tout i 2 f0; : : : ; N � 1g, il existe j0 2 I, tel que Vi �� Uj0.Démonstration : Cette démonstration est identique à 
elle du point (ii) dansla preuve du Théorème 7.10 dans [L-T/Le 4℄, il reste juste à véri�er, ave
les notations de [L-T/Le 4℄, que, pour " > 0 assez petit, D'(�)+" peut être122



obtenu de D'(�)+" nW " par un élément d'extension q-
onvexe pour M .Comme ' admet un minimum lo
al en �, on peut trouver un voisinage V de� dans C n et une extension e' de ' sur V qui soit stri
tement 
onvexe ave
de'(�) = 0.Comme les points 
ritiques non-dégénérés sont isolés, on peut supposer quitteà réduire V que � est le seul point 
ritique de ' sur V \M , alors pour toutz 2 V , z 6= �, et pour tout 1 � j1 < � � � < jl � k + 1, l � kde'(z) ^ d�j1 ^ � � � ^ d�jl 6= 0La forme de Levi de e'� ('(�) + ") est dé�nie positive et ne dépend pas de", don
 on peut 
hoisir " > 0 assez petit pour pouvoir 
onstruire une se
tionde Leray asso
iée à l'interse
tion C2 dé�nie par le 
adre (V; �j1 ; : : : ; �jl ; e' �('(�) + ")), pour tout 1 � j1 < � � � < jl � k + 1, l � k, (voir le Chapitre 1,Dé�nition 1.3.1 et partie 1.3.1). I
i, e'� ('(�) + ") joue le r�le de ��.Si V et " > 0 sont assez petits, on a W" = M \ fz 2 V je'(z) < '(�) + "g,notons fW" = fz 2 V je'(z) < '(�) + "g.Alors, on démontre 
omme dans le Théorème 2.2.10 (i) en remplaçant B(�;R)parfW", que si " > 0 est assez petit, pour tout r ave
 n�q�k+1 � r � n�k,Hn;r1 (W ") = 0Il est alors fa
ile de 
on
lure. �La démonstration du Théorème 4.1.4 dé
oule alors de manière 
lassiquedes Lemmes 4.1.6 et 4.1.9 ainsi que du Corollaire 4.1.8.4.1.4 Con
lusionsOn peut maintenant énon
er quelques résultats dé
oulant du travail pré-
édent sur les �bosses�.Théorème 4.1.10 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C2 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 1 � q � n�k2 . Soient E un�bré holomorphe sur C n et [D;G℄ une extension stri
tement q-
onvexe dansM . Alors1. Si n� q� k +1 � r � n� k et si W est un voisinage de �D dans M ,alors pour toute f1 2 [C1n;r℄M (D;E) ave
 df1 = 0, il existef2 2 [C1n;r℄M (G;E) ave
 df2 = 0 et u1 2 [C1n;r�1℄M (D;E) telles quef2 = f1 � du1 sur D et f1 = f2 sur D nW .2. Si n � q � k + 2 � r � n � k et si W est un voisinage de �D,pour toute f 2 [C1n;r℄M (G;E) telle que df = 0 sur G et telle qu'ilexiste u1 2 [C1n;r�1℄M (D;E) ave
 du1 = f sur D, alors il existeu2 2 [C1n;r�1℄M (G;E) telle que du2 = f sur G et u2 = u1 sur D nW .3. L'appli
ation de restri
tion :Hn;r1 (G;E) �! Hn;r1 (D;E)123



est un isomorphisme si n � q � k + 2 � r � n � k. De plus, elle estsurje
tive si r = n� q � k + 1.Démonstration : Ce théorème dé
oule immédiatement du Théorème 4.1.4 etdu Lemme 4.1.2. �Théorème 4.1.11 Soient M une sous-variété CR générique q-
on
ave deC n , de 
lasse C2 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 1 � q � n�k2 et Eun �bré holomorphe sur C n . Si D est tel que M est une extension q-
onvexede D, alors pour tout r ave
 n � q � k + 2 � r � n � q, l'appli
ation derestri
tion : Hn;r1 (M;E) �! Hn;r1 (D;E)est un isomorphisme.De plus, si r = n� q � k + 1, elle est surje
tive.Démonstration : D'après un lemme de Morse (voir par exemple la Proposition0.5 dans l'Annexe B dans [He/Le 2℄), il existe une suite (Dn)n2N telle queD0 = D,M = Sn2N Dn et que pour tout n 2 N, [Dn;Dn+1℄ est une extensionstri
tement q-
onvexe dans M . On utilise alors le Théorème 4.1.10 1. (pourla surje
tivité) et 2. (pour l'inje
tivité) sur 
haque 
ouple (Dn;Dn+1) pour
on
lure. �Théorème 4.1.12 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C2 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 1 � q � n�k2 . SoientE un �bré holomorphe sur C n et D � M un ouvert de M tel que �D, lebord de D dans M , est 
ompa
t. Si on suppose qu'il existe une appli
ation', (q + k)-
onvexe, dé�nie sur un voisinage U�D de D dans M telle queD \ U�D = fz 2 U�Dj'(z) < 0g et d'(z) 6= 0 sur �D. Alors, l'appli
ationrestri
tion : Hn;r1 (D;E) �! Hn;r1 (D;E)est un isomorphisme si n� q�k+2 � r � n�k. De plus, elle est surje
tivesi r = n� q � k + 1.Démonstration : Ce théorème dé
oule du Théorème 4.1.10 de manière 
las-sique (voir par exemple le Théorème 12.15 dans [He/Le 2℄). �Théorème 4.1.13 Soient M une sous-variété CR générique q-
on
ave deC n , de 
lasse C2 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 1 � q � n�k2 et E un�bré holomorphe sur C n . Soit D un ouvert de M relativement 
ompa
t, onnote �D le bord de D dans M .1. S'il existe U�D, voisinage de �D dans M et une appli
ation ', dé�niesur U�D, de 
lasse C2 et à valeurs réelles tels que(i) D \ U�D = fz 2 U�Dj'(z) < 0g ;(ii) d'(z) 6= 0 si z 2 �D ;(iii) pour toute extension  de ' à un voisinage de U�D dans C n ,LM (�) admet au moins q valeurs propres positives.124



Alors, pour tout n� q � k + 2 � r � n� k :dimC Hn;r1 (D;E) <12. Si on peut rempla
er U�D par UD, voisinage de l'adhéren
e de D dansM dans les hypothèses pré
édente, alors, pour tout n� q� k+2 � r �n� k : Hn;r1 (D;E) = 0Démonstration : 1. Soient U�D un voisinage de �D dans M et ' une appli-
ation véri�ant les propriétés requises par l'énon
é.D'après la Proposition 2.2.9, ' est (q + k)-
onvexe sur U�D alors d'après leThéorème 4.1.12, il su�t de véri�er que pour tout r ave
 n � q � k + 2 �r � n� k, dimC Hn;r1 (D;E) <1Pour 
ela, on utilise un résultat dû à C.D. Hill et M. Na
inovi
h. En e�et,
omme D est un sous-ensemble ouvert d'une sous-variété CR q-
on
ave deC n , il est évident que D est aussi une sous-variété CR générique q-
on
avede C n , de 
lasse C2 et de 
odimension k, (
'est don
 une variété CR de type(n�k; k), ave
 les notations de [Hi/Na℄ et [Hi/Na 2℄). De plus, les propriétés(i) et (iii) permettent d'a�rmer que D est (n-k-q)-pseudo
onvexe à l'in�ni(ave
 les notations de [Hi/Na℄ et [Hi/Na 2℄). Le Théorème 5.1 dans [Hi/Na 2℄permet alors de 
on
lure.2. Le raisonnement est le même sauf qu'i
i, D est (n-k-q)-
omplète (tou-jours ave
 les notations de [Hi/Na℄ et [Hi/Na 2℄), et la Remarque 1 suivantle Théorème 5.1 dans [Hi/Na 2℄ permet de 
on
lure. �Remarque. Le point 2. de 
e théorème peut être démontré sans utiliser lesrésultats de C.D. Hill et M. Na
inovi
h et sous des hypothèses légèrementplus faibles. En e�et, si on suppose que ' est (q + k)-
onvexe, alors on peutmontrer que si " > 0 est assez petit, alorsHn;r1 (Dmin'+"; E) = 0où Dmin'+" = fz 2 UDj'(z) < minD ' + "g Pour 
ela, il su�t de prendre" su�samment petit pour que 
haque 
omposante 
onnexe de Dmin'+" soitin
luse dans une boule assez petite pour pouvoir 
onstruire les se
tions deLeray. Le Théorème 4.1.10 permet alors de 
on
lure.4.2 Dans le 
as 
on
aveLes raisonnements sont similaires au 
as 
onvexe, aussi, on 
ommen
epar dé�nir des éléments d'extension a�n de 
réer des bosses.125



4.2.1 Éléments d'extensionDé�nition 4.2.1 Soit M une sous-variété CR générique de C n de 
lasseC1, de 
odimension k ave
 1 < k � n et soit q un entier ave
 0 � q � n�k2 .(i) Une bosse q-
on
ave pour M est une 
olle
tion ordonnée[U0; U1; U2;D1;D2;  1;  2; �1; : : : ; �k+1℄ telle que� U0 �� U1 �� U2 sont des ouverts relativement 
ompa
ts dans C n ;� pour i = 1; 2, Di = fz 2 U2j i(z) < 0g ;� pour i = 1; 2, [U2; (U2 nDi);� i; �1; : : : ; �k+1℄ est une 
on�gurationq-
onvexe a�ne pour M ;� D1 � D2 ave
 D2 nD1 �� U0 ;� pour i = 1; 2, pour j = 1; 2 et pour 1 � r � q � 2, si u 2[En;r℄M (Di \ Uj) ave
 du = 0, il existe v 2 [En;r�1℄M (Di \ Uj�1)tel que dv = u ;� pour i = 1; 2, toute (n; 0)-forme CR sur M \Di \ U1 peut être éten-due en une (0; r)-forme CR de 
lasse C1 sur un voisinage de M\U0dans C n .(ii) [�1;�2; V ℄ est un élément d'extension q-
on
ave dans M si �1 et �2sont des domaines ouverts de M à bord C2 et V un ouvert relativement
ompa
t dans M tels que� �1 � �2 ;� �2 n�1 �� V ;� il existe une bosse q-
on
ave [U0; U1; U2;D1;D2;  1;  2; �1; : : : ; �k+1℄telle que V = U2 \M , et pour i = 1; 2,�i \ V = fz 2 V j i(z) < 0g = Di \ VOn dit que �2 peut être obtenu de �1 par un élément d'extension q-
on
ave dansM , s'il existe V dansM tel que [�1;�2; V ℄ est un élémentd'extension q-
on
ave dans M .On a alors le lemme suivant dont la démonstration est identique à 
elledu Lemme 4.1.2 :Lemme 4.2.2 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n , de
lasse C1 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n et 2 � q � n�k2 . Soient[�1;�2; V ℄ un élément d'extension q-
on
ave dans M et E un �bré ve
torielholomorphe sur C n qui est holomorphiquement trivial au-dessus d'un voisi-nage de V . Alors, les propriétés suivantes sont vraies :1. Si 1 � r � q�2 et siW est un voisinage de �2 n�1 dansM , alors pourtoute f1 2 [C1n;r℄M (�1; E) ave
 df1 = 0, il existe f2 2 [C1n;r℄M (�2; E)ave
 df2 = 0 et u1 2 [C1n;r�1℄M (�1; E) dont le support est in
lus dansW \�1 telles que f2 = f1 � du1 sur �1.Ce qui implique que l'appli
ation restri
tion :Hn;r1 (�2; E) �! Hn;r1 (�1; E)126



est surje
tive.2. Si 1 � r � q � 2 et si W est un voisinage de �2 n�1, pour toutef 2 [C1n;r℄M (�2; E) telle que df = 0 sur �2 et telle qu'il existe u1 2[C1n;r�1℄M (�1; E) ave
 du1 = f sur �1, alors il existe u2 2 [C1n;r�1℄M (�2; E)telle que du2 = f sur �2 et u2 = u1 sur �1 nW .Ce qui implique 
lairement que l'appli
ation restri
tion :Hn;r1 (�2; E) �! Hn;r1 (�1; E)est inje
tive.3. Si r = 0, l'appli
ation :Hn;01 (�2; E) �! Hn;01 (�1; E)est bije
tiveDémonstration : 1. La démonstration est identique à 
elle du 
as 
onvexe.2. Si r = 1, en reprenant les notations de la démonstration du Lemme 4.1.2,la forme u1 � v est une (n; 0)-forme CR sur �1 \ U1, don
, d'après le troi-sième point de la Dé�nition 4.2.1, (i), elle peut être étendue en une formeCR, w, sur U0. Posons alors u2 = u1 sur �1 et u2 = v + w sur �2 n�1.Si r � 2, la démonstration est identique à 
elle du 
as 
onvexe.3. La surje
tivité dé
oule dire
tement du troisième point de la Dé�nition4.2.1, (i). Pour l'inje
tivité, on utilise le fait que si M est une variété 1-
on
ave, le théorème de prolongement analytique est valide. Ainsi, lorsque fest une forme fermée sur �2 qui s'annule sur �1, le théorème de prolonge-ment analytique permet d'a�rmer qu'elle s'annule aussi sur �2. �Dans le 
as limite où r = q � 1, on a le résultat suivant :Lemme 4.2.3 Soient M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C1 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 2 � q � n�k2 et E un�bré holomorphe sur C n . Si [�1;�2; V ℄ est un élément d'extension q-
on
avedans M tel que V véri�e les propriétés suivantes :� E est holomorphiquement trivial au-dessus d'un voisinage de V ;� V � B(�;R) \M où � est un point de �2 n�1 et R = R1 où R1 estdonné par le Théorème 2.3.2 (i) pour un R0 �xé.alors la propriété suivante est véri�ée :Soit f 2 [C1n;q�1℄M (M;E) ave
 df = 0 et telle qu'il existe u1 2 [C1n;q�2℄M (�1; E)ave
 du1 = f . Alors pour tout voisinage W dans M de �2 n�1, il existeu2 2 [C1n;q�2℄M (�2; E) ave
 du2 = f sur �2 et u2 = u1 sur �1 nW .Démonstration : Soit [U0; U1; U2;D1;D2;  1;  2; �1; : : : ; �k+1℄ une bosse q-
on
ave asso
iée à [�1;�2; V ℄.Soit f 2 [C1n;q�1℄M (M;E) ave
 df = 0 et telle qu'il existe u1 2 [C1n;q�2℄M (�1; E)127



ave
 du1 = f . D'après le Théorème 2.3.2 (i), il existe v 2 [C1n;q�2℄M (U2; E)telle que dv = f sur U2 \M .Si q � 3, u1 � v 2 [C1n;q�2℄M (�1 \ U2; E) ave
 d(u1 � v) = 0 don
 il existev2 2 [C1n;q�3℄M (�1 \ U1; E) ave
 dv2 = u1 � v.Soit � une appli
ation de 
lasse C1 sur M positive telle quesupp � �� U1 \W et � � 1 au voisinage de �2 n�1, posons :u2 = �u1 � d(�v2) sur �1v + d((1 � �)v2) sur �2 \ (U1 \W )Alors u2 
onvient.Si q = 2, u1 � v 2 [C1n;0℄M (�1 \ U2; E) est CR, don
 il existe w extensionCR de u1 � v sur U0 \M , posons alors u2 = u1 sur �1 et u2 = v + w sur�2 n�1. u2 
onvient. �4.2.2 Extensions q-
on
avesDé�nition 4.2.4 Soit M une sous-variété réelle de C n de 
odimension k etde 
lasse C1, ave
 1 < k � n. Soit q un entier ave
 1 � q � n�k21. On dit que [D;G℄ est une extension q-
on
ave dans M si D et G sontdes ouverts de M ave
 D � G tels que :� �D est 
ompa
t ;� D ren
ontre 
haque 
omposante 
onnexe de G ;� il existe un voisinage W�D de �D dans M , une appli
ation (q + k)-
on
ave ' de 
lasse C1, dé�nie sur W =W�D [ (G nD) et 0 < 
1 �+1 tels que(i) D \W = fz 2W j'(z) < 0g ;(ii) 8z 2 �D, d'(z) 6= 0 ;(iii) pour tout 
 ave
 0 � 
 < 
1, fz 2W j0 � '(z) � 
g est 
ompa
t.2. On dit que [D;G℄ est une extension stri
tement q-
on
ave dans M siD et G sont des ouverts de M ave
 D � G tels que :� G nD est 
ompa
t ;� il existe un voisinage W de G nD dans M , une appli
ation (q+ k)-
on
ave ' dé�nie sur W et de 
lasse C1 tels que(i) D \W = fz 2W j'(z) < 0g et G \W = fz 2W j'(z) < 1g(ii) 8z 2 �D [ �G, d'(z) 6= 0 ;3. On dit que [D;G℄ est une extension (stri
tement) q-
on
ave non-
ritiquedans M si ' peut être 
hoisie sans point 
ritique sur W .4. On dit que M est une extension q-
on
ave (non-
ritique) de D si[D;M ℄ est une extension q-
on
ave (non-
ritique).Remarque. Dans 1. on donne une 
ondition supplémentaire par rapport àla dé�nition des extensions q-
onvexes dans M : D doit ren
ontrer toutes les128




omposantes 
onnexes de G. Cette 
ondition est imposée par le fait qu'uneappli
ation (q + k)-
on
ave n'admet pas de minimum lo
al, 
e qui impliqueque la notion de �sous-variété 
omplètement q-
on
ave� ne peut exister. Ors'il existait une 
omposante 
onnexe deG ne ren
ontrant pasD, 
elle-
i seraitune sous-variété 
omplètement q-
on
ave et on aurait don
 une 
ontradi
tion(voir la remarque III p.101 dans [He/Le 2℄ pour le 
as 
onvexe).En utilisant les Théorèmes 2.3.2 et 2.3.3 ainsi que la remarque suivant leThéorème 2.3.3, on démontre 
omme dans le 
as 
onvexe :Théorème 4.2.5 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C1 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n et 1 � q � n�k2 .Soit [D;G℄ une extension stri
tement q-
on
ave dans M et (Ui)i2I un re
ou-vrement de G nD par des ouverts de M . Alors il existe des ouverts de M ,�0; : : : ;�N , V0; : : : ; VN�1 tels que :� �0 = D et �N = G ;� pour tout i 2 f0; : : : ; N � 1g, [�i;�i+1; Vi℄ est un élément d'extension q-
on
ave dans M ;� pour tout i 2 f0; : : : ; N � 1g, il existe j0 2 I, tel que Vi �� Uj0.4.2.3 Con
lusionsOn peut alors obtenir dans le 
as 
on
ave des résultats analogues auxThéorèmes 4.1.10, 4.1.11, 4.1.12 et 4.1.13 qui s'énon
ent de la manière sui-vante :Théorème 4.2.6 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C1 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 2 � q � n�k2 . SoientE un �bré holomorphe sur C n et [D;G℄ une extension stri
tement q-
on
avedans M . Alors1. Si 1 � r � q � 2 et si W est un voisinage de �D dans M , alors pourtoute f1 2 [C1n;r℄M (D;E) ave
 df1 = 0, il existe f2 2 [C1n;r℄M (G;E)ave
 df2 = 0 et u1 2 [C1n;r�1℄M (D;E) telles que f2 = f1 � du1 sur Det f1 = f2 sur D nW .2. Si 1 � r � q � 2 et si W est un voisinage de �D, pour toute f 2[C1n;r℄M (G;E) telle que df = 0 sur G et telle qu'il existe u1 2 [C1n;r�1℄M (D;E)ave
 du1 = f sur D, alors il existe u2 2 [C1n;r�1℄M (G;E) telle quedu2 = f sur G et u2 = u1 sur D nW .3. L'appli
ation de restri
tion :Hn;r1 (G;E) �! Hn;r1 (D;E)est un isomorphisme si 0 � r � q � 2.129



Théorème 4.2.7 Soient M une sous-variété CR générique q-
on
ave deC n , de 
lasse C1 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 2 � q � n�k2 et Eun �bré holomorphe sur C n . Si D est tel que M est une extension q-
on
avede D, alors pour tout r ave
 0 � r � q � 2, l'appli
ation de restri
tion :Hn;r1 (M;E) �! Hn;r1 (D;E)est un isomorphisme.De plus, si r = q � 1, elle est inje
tive.Démonstration : D'après un lemme de Morse (voir par exemple la Proposi-tion 0.5 dans l'Annexe B dans [He/Le 2℄), il existe une suite (Dn)n2N telleque D0 = D, M = Sn2N Dn et que pour tout n 2 N, [Dn;Dn+1℄ est uneextension stri
tement q-
on
ave dans M . On utilise alors le Théorème 4.2.61. pour démontrer la surje
tivité quand 1 � r � q � 2 et 2. pour démontrerl'inje
tivité quand 2 � r � q�2 sur 
haque 
ouple (Dn;Dn+1) pour 
on
lure.Si r = q�1, on utilise le Lemme 4.2.3 à la pla
e du Théorème 4.2.6 en remar-quant que dans le Théorème 4.2.5, on peut 
hoisir les ouverts V0; : : : ; VN�1de manière à 
e qu'ils véri�ent les hypothèses du Lemme 4.2.3. �Remarque. Si q = 1, alors M est 1-
on
ave et l'appli
ationHn;01 (M;E) �! Hn;01 (D;E)est inje
tive d'après le théorème de prolongement analytique dans les variétésCR 1-
on
aves. Cette remarque s'applique aussi aux Théorèmes 4.2.6 et 4.2.8.Théorème 4.2.8 Soit M une sous-variété CR générique q-
on
ave de C n ,de 
lasse C1 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 2 � q � n�k2 . SoientE un �bré holomorphe sur C n et D � M un ouvert de M tel que �D, lebord de D dans M , est 
ompa
t. Si on suppose qu'il existe une appli
ation', (q + k)-
on
ave, dé�nie sur un voisinage U�D de D dans M telle queD \ U�D = fz 2 U�Dj'(z) < 0g et d'(z) 6= 0 sur �D. Alors, l'appli
ationrestri
tion : Hn;r1 (D;E) �! Hn;r1 (D;E)est un isomorphisme si 0 � r � q � 2.Théorème 4.2.9 Soient M une sous-variété CR générique q-
on
ave deC n , de 
lasse C2 et de 
odimension k, ave
 1 < k � n, 2 � q � n�k2 etE un �bré holomorphe sur C n . Soit D un ouvert de M relativement 
om-pa
t, on note �D le bord de D dans M .S'il existe U�D, voisinage de �D dans M et une appli
ation ', dé�nie surU�D, de 
lasse C2 et à valeurs réelles tels que(i) D \ U�D = fz 2 U�Dj'(z) < 0g ;130



(ii) d'(z) 6= 0 si z 2 �D ;(iii) pour toute extension  de ' à un voisinage de U�D dans C n , LM (�)admet au moins q valeurs propres négatives.Alors, pour tout 0 � r � q � 2 :dimC Hn;r1 (D;E) <1Démonstration : Comme pour le point 1. du Théorème 4.1.13, on utilise desrésultats de C.D. Hill et M. Na
inovi
h, en e�et, les propriétés (i) et (iii)permettent d'a�rmer que D est une variété CR de type (n � k; k) qui estq-pseudo
on
ave à l'in�ni ave
 les notations de [Hi/Na℄, alors le Théorème5.1 dans [Hi/Na℄ et le Théorème 4.2.8 permettent de 
on
lure. �
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Annexe AQuelques rappels de théorie desfais
eaux et d'algèbrehomologiqueVoi
i quelques outils de théorie des fais
eaux et d'algèbre homologiquequi ont pour but de fa
iliter la le
ture de 
ette thèse. Ce qui va suivre est enpartie inspiré de l'annexe B du livre de C. Laurent-Thiébaut (voir [L-T 1℄)et de [We℄. Pour plus de détails, le le
teur pourra lire par exemple [Go℄,[Ka/S
℄, [Gu/Ro℄ ou [We℄, les deux derniers ouvrages étant é
rits dans le
ontexte de l'Analyse Complexe en Plusieurs Variables.A.1 Préfais
eaux et Fais
eauxA.1.1 Premières dé�nitionsDé�nition A.1.1 Soit X un espa
e topologique.Un préfais
eau F sur X est la donnée(i) pour 
haque ouvert U de X d'un ensemble F(U) ;(ii) pour 
haque 
ouple (U; V ) d'ouverts de X tel que V � U d'une appli-
ation de restri
tion rUV : F(U) �! F(V )telle que� pour tout ouvert U de X, rUU = I ;� si W � V � U alors rUW = rVW Æ rUV .Les éléments de F(U) sont appelés se
tions au-dessus de U .Si F et G sont des préfais
eaux sur X, un morphisme de préfais
eauxh : F ! G133



est une 
olle
tion d'appli
ations hU : F(U) ! G(U) telle que pour toutouvert U de X et pour tout ouvert V in
lus dans U , le diagramme suivantest 
ommutatif : F(U) hU� G(U)F(V )rUVg hV� G(V )rUVgSi les appli
ations hU sont des in
lusions, on dit que G est un sous-préfais
eaude F .Remarque. 1. Si, pour un préfais
eau F , 
haque F(U) a une stru
ture algé-brique (par exemple, F(U) a une stru
ture de groupe abélien, d'anneaux....),alors, on demande aux appli
ations de restri
tion et aux morphismes de pré-server 
ette stru
ture, (par exemple rUV et hU sont des homomorphismes degroupes, d'anneaux...). Ainsi, si F est un préfais
eaux de groupes abélienset si G est un sous-préfais
eau de F , alors 
haque G(U) est un sous-groupede F(U).Dé�nition A.1.2 Un préfais
eau F est un fais
eau si et seulement si pourtout ouvert U de X et toute 
olle
tion d'ouvert (Ui)i2I véri�ant U = Si2I Ui,les deux axiomes de re
ollement suivants sont véri�és :(R1) Si s1; s2 2 F(U) et si rUUi(s1) = rUUi(s2) pour tout i 2 I alors s1 = s2.(R2) Si, pour 
haque i 2 I il existe si 2 F(Ui) véri�ant les 
onditions de
ompatibilité rUi(Ui\Uj)(si) = rUj(Ui\Uj)(sj)alors il existe s 2 F(U) telle que rUUi(s) = si.Exemples. Si X est une variété analytique 
omplexe, O est un fais
eausur X, où O(U) est l'ensemble des fon
tions holomorphes sur U et O estmuni des appli
ations de restri
tion usuelles ; C�p;q est un fais
eau sur X pour0 � � � 1, où C�p;q(U) est l'ensemble des (p; q)-formes di�érentielles de
lasse C� sur U .Dé�nition A.1.3 Soit E un préfais
eau d'anneaux 
ommutatifs et M unepréfais
eau de groupes abéliens sur un espa
e topologique X. Supposons quepour tout ouvert U � X, M(U) possède une stru
ture de E(U)-module telleque : si � 2 E(U) et s 2M(U) alors, pour tout V � UrUV (�s) = �UV (�)rUV (s)où les rUV sont les appli
ations de restri
tion pour M et les �UV 
elles pour E.Alors M est appelé préfais
eau de E-modules, si de plus M est un fais
eau,alors M est appelé fais
eau de E-modules.134



Dé�nition A.1.4 Soit E un fais
eau d'anneaux 
ommutatifs sur un espa
etopologique X On dé�nit :(i) Ep, pour p � 0 par le préfais
eauU �! Ep(U) = E(U)� � � � � E(U)| {z }p termesalors Ep est 
lairement un fais
eau de E-modules appelé somme dire
tede E , p fois.(ii) Si M est un fais
eau de E-modules tel qu'il existe p � 0 ave
 M' Ep,on dit que M est un fais
eau de E-modules libre.(iii) SiM est un fais
eau de E-modules tel que pour tout x 2 X, il existe unvoisinage U de x tel que MjU est libre, on dit que M est lo
alementlibre.A.1.2 Espa
e étalé, fais
eau engendréNous allons donner i
i une autre vision des fais
eaux qui donne une ap-pro
he lo
ale au moyen des �bres.Dé�nition A.1.5 Soit X un espa
e topologique.1. On dit que (Y; �) est un espa
e étalé au-dessus de X si Y est un espa
etopologique et � : Y ! X est une appli
ation 
ontinue et surje
tive quiest un homéomorphisme lo
al.2. Soit Y �! X un espa
e étalé. Une se
tion de Y �! X au-dessus de U ,où U est un ouvert de X, et une appli
ation 
ontinue f : U ! Y telleque �Æf = idU . L'espa
e des se
tions au-dessus de U est noté �(U; Y ).Considérons un préfais
eau F au-dessus de X et pour x 2 X, soitFx = lim�!U ouvert 3xF(U)Fx est appelée la �bre de F en x. Il existe alors une appli
ation naturelle :rUx : F(U) �! Fx; x 2 Uqui transforme un élément de F(U) en sa 
lasse d'équivalen
e dans la limitedire
te. Si s 2 F(U), alors sx := rUx (s) est appelé le germe de s en x.Notons alors eF = [x2X Fxet � : eF � Xfx 2 Fx � x135



Pour que eF ��! X soit un espa
e étalé, il reste à 
onstruire une topologie sureF , 
e que nous ne ferons pas i
i. On donne 
ependant le théorème suivant,dont la démonstration peut être lue par exemple dans [We℄. Ce théorème faitle lien entre les deux types de visions.Théorème A.1.6 1. Si F est un préfais
eau au-dessus de X, alors on peutmunir eF d'une topologie pour que eF ��! X soit un espa
e étalé.Alors l'espa
e des se
tions de eF est appelé fais
eau engendré par F , et il estnoté F .2. Si F est un fais
eau sur X alors F ' F . Ainsi, pour tout U ouvert de X,on a F(U) ' �(U; eF), 
e qui justi�e l'appellation de se
tions.A.2 Fais
eaux mous, fais
eaux �nsUn espa
e topologique X est para
ompa
t s'il est séparé et si tout re
ou-vrement ouvert de X possède un re
ouvrement plus �n lo
alement �ni.Soit F un fais
eau au-dessus d'un espa
e topologique X, et soit S unfermé de X, on dé�nit l'ensemble des se
tions de F au-dessus de S parF(S) = lim�!U�SF(U)Dé�nition A.2.1 Soient X un espa
e topologique para
ompa
t et F un fais-
eau sur X. On dit que F est mou si toute se
tion de F au-dessus d'un fermése prolonge à X tout entier.En d'autres termes, pour tout S fermé dans X, l'appli
ation de restri
tionF(X) �! F(S)est surje
tive.Dé�nition A.2.2 Soient X un espa
e topologique para
ompa
t et F un fais-
eau sur X. On dit que F est �n si pour tout re
ouvrement lo
alement �ni deX par des ouverts (Ui)i2I , il existe une famille de morphismes de fais
eaux(�i : F �! F)i2Itelle que :1. P �i = 12. pour tout i 2 I, �i(Fx) = 0 pour tout x dans un voisinage du 
omplé-mentaire de UiUne telle famille (�i)i2I est appelée une partition de l'unité de F subordonnéeau re
ouvrement (Ui).Lemme A.2.3 Tout fais
eau �n est mou.136



On donne maintenant quelques exemples de fais
eaux �ns, 
ertains de
es exemples sont utilisés dans le Chapitre 2.Premiers Exemples : Soit D un domaine ouvert dans C n . Pour n'importequel re
ouvrement lo
alement �ni de D par des ouverts (Ui)i2I , il existe unefamille de fon
tions (�i)i2I telle que1. pour tout i 2 I, �i est C1 sur D, positive ave
 supp �i �� Ui ;2. Pi2I �i � 1 sur D.Par ailleurs, l'opération de multipli
ation par une fon
tion C1 est 
lairementun homomorphisme de fais
eaux sur le fais
eau des germes de fon
tions C1,ou sur le fais
eau des germes de fon
tions 
ontinues ou en
ore sur 
elui desgermes de formes di�érentielles C1... et l'ensemble des multipli
ations parles fon
tions �i fournit alors une partition de l'unité subordonnée au re
ou-vrement (Ui).Ainsi, les fais
eaux de germes de fon
tions C1, de fon
tions 
ontinues et deformes di�érentielles C1 sont des fais
eaux �ns.Autres Exemples : Si X est un espa
e séparé et para
ompa
t, les fais
eauxsuivants sont �ns :1. EX , le fais
eau des germes de formes di�érentielles sur X ;2. Ep;qX , si X admet de plus une stru
ture 
omplexe ;3. tout fais
eau lo
alement libre de EX -module, si X est une variété dif-férentiable ;Une des propriétés utiles des fais
eaux mous, est l'exa
titude du fon
teur�, ainsi on a le résultat suivant, qui est démontré par exemple dans [Go℄,[Gu/Ro℄ ou [We℄ :Théorème A.2.4 Soient X un espa
e topologique para
ompa
t et séparé et0 � F0 � F1 � � � �une suite exa
te de fais
eaux mous, alors la suite induite0 � �(X;F0) � �(X;F1) � � � �est exa
te.A.3 Suite exa
te longue de Cohomologie, Lemmedu serpentLes résultats suivants ne font pas partie de la théorie des fais
eaux, ils'agit plut�t de résultats d'algèbre homologique, qui sont utilisés dans 
etravail dans le 
adre de 
omplexes de groupes abéliens (lorsque l'on passe137



grâ
e au théorème pré
édent aux se
tions asso
iées au fais
eau au-dessusd'un ouvert U).Soient (Fn)n2Z une famille de groupes abéliens et (dn)n2Z une famille d'homomorphismes de groupes abéliens tels quedn : Fn �! Fn+1dn Æ dn+1 = 0On dit alors que :� � � dn�2� Fn�1 dn�1� Fn dn� Fn+1 dn+1� � � �est un 
omplexe de groupes abéliens, on le note (F�; d�) ou F� lorsqu'il n'ya pas de 
onfusion.On note alors pour n 2 Z, Hn(F�) = Ker dn=Im dn�1, les groupes de
ohomologie du 
omplexe (F�; d�).Un morphisme de 
omplexes f entre (F�; dF� ) et (G�; dG� ) est alors une famille(fn) d'homomorphismes de groupes, fn : Fn ! Gn, qui 
ommutent ave
 lesappli
ations di�érentielles, i.e., pour tout n 2 Z, le diagramme suivant est
ommutatif Fn fn � GnFn+1dFng fn+1� Gn+1dGngCe
i permet alors de dé�nir 
e qu'est une suite exa
te de 
omplexes : ils'agit pour 
haque n d'une suite exa
te de groupes abéliens telle que lesmorphismes 
ommutent ave
 les appli
ations di�érentielles.Le résultat suivant est démontré dans [Ka/S
℄ :Théorème A.3.1 Soient (Fn; dFn ), (Gn; dGn) et (Hn; dHn ) des 
omplexes degroupes abéliens. Alors si0 � F� � G� � H� � 0est une suite exa
te, alors, il existe un morphisme de 
onnexion 
anonique :Æ� : Hn(H�) �! Hn+1(F�)et une suite exa
te longue de 
ohomologie asso
iée :� � � � Hn(F�) � Hn(G�) � Hn(H�) Æn� Hn+1(F�) � � � �138



Plus pré
isément si, le diagramme suivant est un diagramme 
ommutatif desuites exa
tes de 
omplexes de groupes abéliens :0 � F� � G� � H� � 00 � eF�g � eG�g � eH�g � 0alors le diagramme des suites exa
tes longues asso
iées est 
ommutatif :� Hn(F�) � Hn(G�) � Hn(H�) � Hn+1(F�) �� Hn( eF�)g � Hn(eG�)g � Hn( eH�)g � Hn+1( eF�)g �Pour �nir, nous allons énon
er et démontrer le Lemme des 
inq que l'onpeut trouver par exemple dans [Sp℄ :Lemme A.3.2 [Lemme des 
inq℄.Si le diagramme suivant est un diagramme 
ommutatif de suites exa
tes degroupes abéliens : X0 '0� X1 '1� X2 '2� X3 '3� X4Y0f0g  0� Y1f1g  1� Y2f2g  2� Y3f3g  3� Y4f4gOn a les propriétés suivantes,1. si f0 est surje
tive et f1 et f3 sont inje
tives, alors f2 est inje
tive ;2. si f4 est inje
tive et f1 et f3 sont surje
tives, alors f2 est surje
tive.Démonstration : 1. Soit x2 2 Ker f2.Le diagramme est 
ommutatif don
 on a f3 Æ '2(x2) = 0.Grâ
e à l'inje
tivité de f3, on peut a�rmer que '2(x2) = 0, don
 x2 2Ker '2 = Im '1, ainsi, il existe x1 2 X1 tel que '1(x1) = x2.Comme le diagramme est 
ommutatif, on a  1 Æ f1(x1) = f2 Æ '1(x1) = 0,don
 f1(x1) 2 Ker  1 = Im  0, i.e. il existe y0 2 Y0 tel que  0(y0) = f1(x1).f0 étant surje
tive, il existe x0 2 X0 tel que f0(x0) = y0.Ainsi,  0 Æ f0(x0) = f1 Æ '0(x0) et  0 Æ f0(x0) = f1(x1), 
omme f1 est inje
-tive, on en déduit que x1 = '0(x0) et don
 '1(x1) = 0. Ce qui permet de
on
lure que x2 = 0.2. Soit y2 2 Y2.Comme f3 est surje
tive, il existe x3 2 X3 tel que f3(x3) =  2(y2).Le diagramme étant 
ommutatif,  3 Æf3(x3) = f4 Æ'3(x3) or f3(x3) Im  2 =Ker  3, don
, par inje
tivité de f4, on a '3(x3) = 0.L'exa
titude des lignes permet d'a�rmer qu'il existe x2 2 X2 tel que '2(x2) =139



x3.Comme le diagramme est 
ommutatif, on a  2 Æ f2(x2) = f3 Æ '2(x2) =f3(x3) =  2(y2), don
 (y2 � f2(x2)) 2 Ker  2.L'exa
titude des ligne permet alors d'a�rmer qu'il existe y1 2 Y1 tel que 1(y1) = (y2 � f2(x2)).Comme f1 est surje
tive, il existe x1 2 X1 tel que f1(x1) = y1. Alorsf2 Æ '1(x1) =  1 Æ f1(x1) = (y2 � f2(x2)).D'où y2 = f2 Æ '1(x1) + f2(x2) don
 y2 2 Im f2. �
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