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Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons principalement a 1’étude de deux
équations classiques en Analyse Complexe :

e ’équation de Cauchy-Riemann dans certains domaines de C" :

Sachant que f est une forme différentielle 0-fermée sur un domaine D dans
C", existe-t-il u définie sur D telle que Ou = f ? Par ailleurs, peut-on trou-
ver une solution u dont la régularité sur D soit comparable & celle de f 2

e ’équation de Cauchy-Riemann tangentielle dans certains domaines d’une
sous-variété CR générique g-concave :

Soit D un domaine inclus dans M. Si f est Oy-fermée sur D, existe-t-il u
définie sur D telle que Oyu = f ? De méme, peut-on trouver une solution u
dont la régularité sur D soit comparable a celle de f ¢

La formulation de ces questions et en particulier les hypothéses seront pré-
cisées par la suite, cependant, on peut déja noter que I'objectif est d’obtenir
des solutions u ayant des propriétés de régularité jusqu’au bord des domaines
considérés. L’étude liée & chaque équation consiste dans un premier temps
a obtenir des résultats de résolution locale (Chapitres 1 et 2). Ensuite, on
en déduit des résultats globaux d’annulation, de finitude ou de séparation
des groupes de cohomologie, ces résultats sont présentés au Chapitre 3 pour
I’équation de Cauchy-Riemann et au Chapitre 4 pour ’équation de Cauchy-
Riemann tangentielle.

Pour effectuer les études locales, on utilise principalement deux théo-
ries classiques distinctes. Dans le cadre complexe, la méthode de résolution
consiste a construire explicitement une solution grace a la théorie des re-
présentations intégrales, théorie dont l'essor date des années 70 grace aux
résultats de H. Grauert, G.M. Henkin, I. Lieb et E. Ramirez (voir |He|).
Dans le cadre CR, la résolution se déduit des résultats obtenus dans le cas
complexe grace & des outils d’algébre homologique et de théorie des faisceaux
découlant en particulier de travaux de A. Andreotti, G. Fredericks, C.D. Hill
et M. Nacinovich (voir [An|, [Ai/He|, [An/Fr/Na| et [Nal).

Les résultats globaux découlent ensuite de la résolution locale en particulier



grace & une méthode due a H. Grauert, appelée «Beulenmethode» ou «mé-
thode des bosses» qui consiste & agrandir le domaine en lui ajoutant une
bosse possédant de bonnes propriétés de résolution pour 'opérateur consi-
déré.

e Les résultats principaux du Chapitre 1 (Théoréme 1.0.2 et Théoréme
1.0.3) donnent la résolution avec estimation C* jusqu’au bord dans le cas de
domaines & coins g-convexes et g-concaves locaux.

Le cadre géométrique est le suivant : considérons un domaine D dans C"
défini par N fonctions p1,...,pn de classe C¢, avec d > 2 définies sur
U CcC C" et a valeurs réelles :

N

D =({z € Ulpi(2) < 0}
=1

On suppose que les intersections sont transverses et que ’ensemble
E :={z e Ulpi(z) =...pn(2) = 0} n’est pas vide.
Soit ¢ € E, on s’intéresse & la résolution du 0 sur D au voisinage de &, ainsi,
pour R > 0, on note B(£, R) la boule de centre £ et de rayon R dans C" et
on pose

Dr=Dn B(f, R)

On définit alors les conditions suivantes :

(cas g-convexe) Pour toute combinaison linéaire py := A1p1+-- -+ Anpn, & coefficients
positifs avec Z?Ll A; = 1, des applications py,...,pn et pour tout
point z € U, il existe un espace vectoriel de dimension g + 1 sur lequel
la forme de Levi de py au point z est définie positive.

(cas g-concave) Pour toute combinaison linéaire py := A\1p1 +- -+ Anpn, & coefficients
positifs avec El]\il A; = 1, des applications py,...,pn et pour tout
point z € U, il existe un espace vectoriel de dimension g + 1 sur lequel
la forme de Levi de p) au point z est définie négative.

Il faut noter que dans ces conditions, I’espace vectoriel dépend de Aq,..., Ay.
On est ainsi dans les configurations suivantes :

Cas g-convexe CasS g-concave
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La théorie des représentations intégrales a consisté dans un premier
temps, notamment avec la formule de Bochner-Martinelli (1943), a géneé-
raliser au cas de plusieurs variables complexes la formule de Cauchy connue
pour les fonctions holomorphes en une seule variable. Elle voit surtout sa
renaissance dans les années 70 grace a des idées contenues dans les travaux
de J. Leray (1956) et de P. Lelong (1953). Celles-ci ont conduit H. Grauert,
G.M. Henkin, I. Lieb et E. Ramirez en 1969 (voir [He|) a la construction
d’une bonne formule intégrale permettant de résoudre ’équation de Cauchy-
Riemann sur un domaine D strictement pseudoconvexe, i.e D est défini par
une fonction dont la forme de Levi est définie positive (¢ = n — 1 dans le
cas g-convexe). Depuis, cette théorie s’est beaucoup développée, ainsi elle a
permis de résoudre de nouveaux problémes mais aussi de retrouver, en les
précisant, de nombreux résultats connus.

Ne pouvant évidemment citer tous ceux qui ont apporté leur contribution a
cette théorie, nous ne donnerons que quelques références qui sont a la base
des travaux présentés ici. Des rappels historiques plus complets peuvent étre
trouvés dans [He|, voir aussi [He/Le 1| et |[Ra].

En 1973, R.M. Range et Y.T. Siu ont obtenu (voir [Ra/Si|), des estimations
uniformes dans le cas d’un domaine D qui est 'intersection transverse de
domaines strictement pseudoconvexes & bord C%. En 1980, dans [Li/Ra], I.
Lieb et R.M. Range ont obtenu des estimations C* lorsque D est strictement
pseudoconvexe a bord lisse. En combinant les techniques employées dans ces
articles et en utilisant des pseudocoordonnées, J. Michel (avec une condition
de transversalité complexe) et M. Perotti/J. Michel, dans [Mi| et [Mi/Pe],
ont obtenu des estimations C¥ lorsque D est strictement pseudoconvexe a
bord C¢ par morceaux.

Il faut remarquer que les résultats cités ci-dessus, ne sont pas des résultats
de résolution locale mais globale, contrairement au cadre de notre étude. En
effet, les quatre articles cités concernent des domaines pseudoconvexes ou des
intersections de domaines pseudoconvexes sur lesquels on peut construire les
solutions globalement sur tout le domaine.

Cependant, on ne peut utiliser les mémes méthodes pour g <n—1et N > 1
car la section de Leray dépend non-linéairement du coefficient X, alors que
dans le cas pseudoconvexe, la dépendance linéaire en \ permettait d’élimi-
ner explicitement A par une intégration. Suivant une idée de G.M. Henkin
(voir l'introduction de [L-T/Le 1]), C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer ont
démontré, dans [L-T/Le 1] et |[L-T/Le 2|, des théorémes de résolution locale
dans les cas g-convexes et g-concaves avec des estimations uniformes. IIs les
ont obtenus sans effectuer I'intégration en A mais en ’estimant de facon adé-
quate.

Les résultats principaux du Chapitre 1 sont basés sur ces idées. Ainsi,

le Théoreme 1.0.2 donne dans le cas g-convexe, I'existence d’un opérateur
intégral R, pour n —q < r < n tel que si f est une (0, r)-forme différentielle
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O-fermée sur Dp alors OR,f = f sur Dy avec des estimations C* jusqu’au
bord.

De maniére analogue, le Théoréme 1.0.3 traite du cas g-concave, ici, il faut
tenir compte du fait que la convexité de B(£, R) est opposée a celle des ap-
plications p1,...,pn ce qui impose de faire varier le rayon, on a ainsi pour
1<r<qg—Netpourr=q— N + 1 avec des conditions supplémentaires,
la résolution locale du 0 sur D p pour des formes définies sur Dy avec R’ < R.

Il faut enfin noter que le Théoréme 1.0.2, i.e. le cas g-convexe, a été an-
noncé et partiellement démontré par M.Y. Barkatou, dans [Ba 2], il a obtenu
de meilleures estimations C¥, en utilisant des noyaux de sa fabrication, dans
le cas ou les applications p1,...,pn vérifient une hypothése plus forte que
I’hypothése du cas g-convexe, ot I’on impose que ’espace ot la forme de Levi
est définie positive est le méme pour tout (Ai,...,Ay).

e Le Chapitre 2 traite de ’équation de Cauchy-Riemann tangentielle sur
des sous-variétés CR génériques de C*. Si M est une sous-variété réelle de
C" de codimension N et de classe C%, alors pour & € M, il existe un voisinage
U de ¢ dans C* et N applications pi,...,py définies sur U, de classe C? et
a valeurs réelles telles que :

M ={z € Ulp1(2) = p2(2) = --- = pn(2) = 0}

de plus dp1 A -+ Adpny # 0 sur U.

On dira que M est CR générique si dpy A --- A Opy # 0 sur U (voir les
deéfinitions de la partie 2.1 pour plus de précisions).

De plus, on dira que M est g-concave, si pour tout systéme de fonctions
définissantes py,...,pn, et pour tout (z1,...,zx) € RV \ {0}, la forme de
Levi de z1p1 + - -+ xnpn admet ¢ valeurs propres strictement positives sur
I’espace tangent complexe & M en tout point de M.

Les résultats principaux de ce chapitre (Théoréme 2.2.10 et Théoréme
2.3.2) traitent de la résolution locale de ’équation de Cauchy-Riemann tan-
gentielle sur une sous-variété CR générique g-concave pour des formes de
classe C*°, avec régularité jusqu’au bord, dans trois types de domaines, lo-
calement au voisinage d’un point ¢ de M :

(I) sur M N B(&, R) pour R > 0 assez petit ;

(II) sur {z e UNM|p(z) < 0}NB(&, R), ou R > 0 est assez petit, p(£) =0
et ¢ vérifie des conditions de g-convexité compatibles avec les applica-
tions définissant M (voir la Définition 2.2.8);

(III) sur {z e UNM|p(z) < 0}NB(&, R), ou R > 0 est assez petit, p(£) =0
et ¢ vérifie des conditions de g-concavité compatibles avec les applica-
tions définissant M (voir la Définition 2.3.1).
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‘M B¢, R) <0 M 0 <
1 1) (1n

Le cas (I) a été traité grace a des méthodes de théorie des faisceaux et
d’algebre homologique en codimension quelconque par M. Nacinovich dans
[Na| en 1984, il a obtenu un Lemme de Poincaré pour des (n,r)-formes
lorsque 1 <r<g—loun—k—q+1<7r <n—k. Les résultats de M.
Nacinovich sont redémontrés dans ce travail, avec des méthodes analogues
a celles déja employées par l'auteur, en obtenant pour le cas convexe (i.e.
lorsque n —k —q+ 1 <r <n — k) des résultats de régularité jusqu’au bord
de B(¢, R).

Ce sont les cas (IT) et (III) qui semblent nouveaux. Le cas (II) correspond a ce
qu’on appelle le «cas convexey, avec une résolution dans les «grands degrés»,
voir le Théoréme 2.2.10. Le cas (III) correspond quant a lui au «cas concavey,
avec une résolution dans les «petits degrésy», voir le Théoreme 2.3.2.

Le cas ou M est une hypersurface, i.e. N = 1, a été traité par C. Laurent-
Thiébaut et J. Leiterer en 1995, voir |[L-T/Le 4]. IlIs ont obtenu des solutions
avec estimations uniformes jusqu’au bord grace & leurs résultats locaux dans
C™ pour les domaines & coins g-convexes et g-concave. Ils ont utilisé une mé-
thode classique initiée par A. Andreotti et C.D. Hill consistant & représenter
une forme différentielle f sur M comme le saut de deux formes définies res-
pectivement «au-dessus» et «au-dessous» de M.

Cette formule de saut n’a plus de sens en codimension supérieure, en ef-
fet, dans ce cas M ne déconnecte plus C". Aussi, le role qu’elle joue dans
le cas des hypersurfaces est remplacé par des complexes simpliciaux définis
par rapport a des objets appelés sections de Whitney. On utilise ensuite des
outils de théorie des faisceaux et en particulier une correspondance entre les
cohomologies pour les formes différentielles et pour les sections de Whitney.
Ces techniques proviennent de travaux de A. Andreotti, G. Fredericks et M.
Nacinovich en 1981 dans [An/Fr/Na|, elles sont étendus dans ce travail aux
cas de formes réguliéres jusqu’au bord.

e Le Chapitre 3 présente quelques applications des résultats du premier
chapitre, on en trouve principalement trois.
Tout d’abord on démontre un théoréme de résolution locale avec régularité
jusqu’au bord, sur le complémentaire W d’un domaine g-convexe, D, a bord
C? par morceaux, il s’agit du Théoréme 3.1.6.
On se place ainsi dans le cadre suivant :
Soit U CcC C", et D un domaine défini par

D={zeUVie{l,...,N} ri(z) <0}
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avec les propriétés suivantes :

(i) pour tout i € {1,..., N}, r; est de classe C? sur U, avec d assez grand
(ii) pour tout I = (j1,...,7;) avec 1 <j; <---<j < N :

drj, (z)A---Adrj,(z) # 0 pour tout z € {¢ € Ulrj,(¢) =---=1;,({) =0}

(iii) pour tout I = (j1,...,7) avec 1 < j3 < -+ < j; < N, et tout

(Ajiy---sAj,) famille de réels positifs tels que Aj; +--- + X;, = 1, la
forme de Levi de 'application Aj,rj, + --- + Ajrj, admet au moins
q + 1 valeurs propres strictement positives en tout point de U

On pose W = U \ D. Soit ¢ € dD, on s’intéresse a la résolution de 0 sur
WNB(&, R) pour R > 0 assez petit. Comme dans le cas g-concave, on obtient
un résultat de résolution avec réduction du rayon.

Le théoréme obtenu généralise le Corollaire 0.2 dans [L-T/Le 2|, qui donne

aussi une résolution sur ce type d’ouvert. C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer

ont obtenu en effet des résultats pour des formes continues, avec des solutions

continues, mais sans régularité jusqu’au bord de W.

Par ailleurs, H. Grauert, dans |Gr|, a obtenu une résolution plus globale

sans réduction du domaine pour des formes lisses définies sur W mais en

supposant que les applications rq,...,ry vérifient la condition (iii’) suivante

a la place de la condition (iii) :

(iii”) I existe un sous-espace fixé T' de C"* de dimension ¢ + 1 tel que pour
tout j € {1,..., N}, la forme de Levi de r; est définie positive sur T'
en tout point de U.

Sous cette hypothése, il a montré qu’il existe une base de voisinages de Stein
V de £ € OD telle que si f est définie sur W NV, il existe u telle que Ou = f
sur WNV.

La deuxiéme application est un résultat global, on se place dans une va-
riété complexe X et on considére un domaine {2 qui est g-convexe a bord C*
par morceaux, (voir la Définition 3.2.3). On suppose de plus que X posséde
certaines propriétés d’exhaustion par rapport a Q.

En effet, on suppose que pour tout voisinage V de €, il existe un fermé K
avec 2 CC K C V et une fonction p définie sur un voisinage U de X \ K
telle que p est une fonction d’exhaustion et telle que pour tout £ € U et tout
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systéme de coordonnées holomorphe au voisinage de £, la matrice de Levi de
p posséde g + 1 valeurs propres strictement positives.

Ces hypothéses sont en particulier réalisées dans le cas suivant (plus
simple que le cadre réel du résultat obtenu dans le Chapitre 3) :
2 CC X est un ouvert tel qu’il existe U, voisinage de X \ €2 dans X et des
applications py, ..., pn définies sur U et a valeurs réelles, de classe C*° telles
que :

L Q=L {pi <0};
2. dp1 A --- Ndpn # 0 sur un voisinage de 0f2;

3. pour tout £ € U, pour toute combinaison linéaire py := Ajp1 + - +
ANPN, & coefficients positifs avec Ef\; A; = 1, des applications p1, ..., pnN,
et pour tout systéme de coordonnées holomorphe au voisinage de ¢, la
matrice de Levi de p) admet (¢ 4 1) valeurs propres positives.

On obtient alors le résultat suivant : soit f une (0,r)-forme différentielle
de classe C* sur X \ , a valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe E sur
Xavecl <r<g—1loul<r<gsiqg<n-—2 Alorssi f est a support
compact dans X \ Q et O-fermée, il existe u de classe C* sur X \ €2, & support
compact dans X \  telle que Ju = f.

On peut trouver une démonstration de ce résultat dans [He/Le 2| pour
le cas des domaines lisses (N = 1) et sans régularité jusqu’au bord. Par
ailleurs, ce théoréme a été démontré par C. Laurent-thiébaut et J. Leiterer
dans [L-T/Le 1] pour un domaine lisse (N = 1) avec régularité jusqu’au
bord pour des formes de classe C*. Dans ce travail, la méthode employée est
différente de celle utilisée dans [L-T/Le 1|, on utilise une méthode du type
«méthode des bosses» de H. Grauert.

Enfin, ce résultat conduit a la démonstration d’un théoréme de sépara-
tion analogue au résultat obtenu par A. Andreotti et E. Vesentini en 1965.
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Ce théoréeme permet alors d’affirmer que le groupe de cohomologie de degré
(0,q) sur X \ Q est séparé, il s’agit du Théoréme 3.2.11.

Dans [An/Ve|, A. Andreotti et E. Vesentini ont obtenu ce résultat pour un
domaine a bord lisse (N = 1) et sans régularité jusqu’au bord de €. Plus tard,
C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer ont démontré le théoréme avec régularité
CF jusqu’au bord, toujours pour un domaine & bord lisse, (voir [L-T/Le 1]).
Le résultat présenté ici concerne les formes de classe C* jusqu’au bord sur
le complémentaire d’'un domaine g-convexe & bord lisse par morceaux (avec
N >1).

e Le dernier chapitre présente des résultats globaux d’annulation et de
finitude pour les groupes de cohomologie du complexe de Cauchy-Riemann
tangentiel sur une sous-variété CR générique g-concave en codimension quel-
conque. Ils sont déduits des résultats du Chapitre 2 en mettant en place une
méthode des bosses de Grauert.

Il s’agit ici de généraliser la théorie d’Andreotti-Grauert établie en 1962 pour
les variétés complexes g-convexes et g-concaves au cas des variétés CR.
Dans [An/Gr|, A. Andreotti et H. Grauert ont utilisé principalement la théo-
rie des faisceaux analytiques cohérents, mais on peut en trouver une démons-
tration utilisant le point de vu des représentations intégrales dans [He/Le 2|.
Dans le cas des hypersurfaces, elle a été établie par C. Laurent-Thiébaut et J.
Leiterer en 1993 dans [L-T/Le 1| dans le cas continu avec régularité jusqu’au
bord. Il faut aussi noter que certains des résultats, en particulier les Théo-
rémes 4.1.13 et 4.2.9, qui présentent I’annulation ou la finitude de la cohomo-
logie sur un domaine D présentant de bonnes propriétés de g-convexité ou de
g-concavité, ont été obtenus dans le cas de la codimension quelconque pour
des formes lisses par C.D. Hill et M. Nacinovich dans [Hi/Na] et [Hi/Na 2|
en 1993 et 1995 mais sans résultat de régularité jusqu’au bord.
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Chapitre 1

Résolution locale de ’équation
de Cauchy-Riemann pour des
domaines a coins dans C"

Le but de ce chapitre est I’étude de la résolution de ’équation de Cauchy-
Riemann pour des formes différentielles définies sur des domaines & coins g-
convexes locaux d’une part (voir la Définition 1.3.1) et des domaines & coins
g-concaves locaux d’autre part (voir la Définition 1.4.1). En travaillant avec
des noyaux intégraux, on obtient des estimations C* jusqu’au bord.

Définition 1.0.1 Une collection (U, p1,...,pnN) est appelée configuration g-
convexe (resp. configuration g-concave) de classe C¢ dans C* avec d > 2
(resp. d > 3), si U C C" est un domaine conveze et pi,...,pn sont des
applications & valeurs réelles de classe C¢ sur U vérifiant les conditions sui-
vantes :

(i) E={z€Ulpi(z) = =pn(z) =0} # @.

(i) dp1(z) A--- Ndpn(z) # 0 pour tout z € U.

(iii) Pour tout I = (j1,...,51) C{Ll,...,N} avec 1 <j3 <--- <5y <N, et
toute famille (\j,,..., ;) de réels positifs tels que Aj, +---+Xj, =1,
la forme de Levi de Uapplication X\j pj, + -+- + Xj,pj, admet au moins
q+ 1 valeurs propres strictement positives (resp. strictement négatives)
en tout point de U.

On peut maintenant donner les deux théorémes principaux de ce chapitre. Le
Théoréeme 1.0.2 et le Théoréme 1.0.3 énoncent respectivement les résultats
pour des domaines définis par des configurations g-convexes et g-concaves.
Dans ces énoncés, on peut remplacer les domaines Dp par des domaines
a coins g-convexes locaux, respectivement g-concaves locaux, qui sont plus
généraux. Cependant, les Définitions 1.3.1 et 1.4.1 étant plus techniques et
moins explicites que la définition ci-dessus, on a préféré énoncer les théorémes
de la fagon suivante :
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Théoréme 1.0.2 Supposons que (U, p1,...,pN) est une configuration q-
conveze de classe C* dans C*, avec d > 2.

Pour tout £ € E, il existe R > 0, que [’on peut choisir indépendamment de
petites perturbations C? des applications p1,...,pN (ce qui entraine de pe-
tites perturbations de £), tel que si on note G = NN {z € Ulp;(z) < 0} et
Dp =GN B(& R), alors :

(i) Sin —q <r <n, il existe un opérateur linéaire
R, : Cg,r(D—R) - Cg,rq(DR)
tel que si f est une (0,7)-forme différentielle sur Dy, continue sur Dg avec
of =0ona:
1. OR,f = f sur Dg.
2. Sif € CS,T(D—R), s € N*, pour tout 0 < 6y < % :

18 flls—1+80,05 < Coo | flls, 05

Théoréme 1.0.3 Supposons que d > 3 et que (U, p1,...,pnN) est une confi-
guration q-concave de classe C¢ dans C".
Pour tout £ € E, il existe R > 0, que [’on peut choisir indépendamment de
petites perturbations C? des applications pi,...,pn, tel que si on note
G =nY {z €U|pi(z) <0} et Dr =GN B(,,R), alors :
(1) Si1 <r <q— N, il exziste R" > 0 avec R' < R que l’on peut choisir
indépendamment de petites perturbations C? des applications py,...,pN et
un opérateur linéaire
T, : C[(]),T'(D—R) - C[(]),rfl(DR')

tels que si f est une (0,7)-forme différentielle sur Dg, continue sur Dy avec
Of =0ona:

1. OT,f = f sur Dpr.

2. Si f GC&T(D—R), s€{l,...,d— 2}, pour tout 0 < §p < % :

|7 flls—1460,0 < Coollf
(1) Il existe un opérateur linéaire
Ty-N+1: Cg,q—N+1(D_R) - Cg,q—N(DR)

tel que si [ est une (0,g— N+ 1)—f07"@e différentielle sur Dg, continue sur
Dpg avec 0f =0 telle que supp f CC G N B(&, R), vérifiant la condition :

(Cl) Sig=n-1,
FOANg(Q)dCu A -+ NdGy = 0, pour tout g € O(B(E, R)).

|s,DR

alors :
1. 5Tq,N+1f = f sur Dg.
2. Sif e Cg,quH(D_R), s€{l,...,d— 2}, alors pour tout 0 < §p < % :

||TQ*N+1f||S—1+507DR < C50||f||S,DR
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1.1 Préliminaires et notations

1.1.1 - Pour z € C", on note zi,..., 2z, les coordonnées complexes ca-
noniques de z. Pour (z,w) € C", on note < z,w >= zywy + -+ + Z,wy, et
1
|| =< 2,2 >2.

1.1.2 - Si p est une fonction réelle de classe C? sur un ouvert U de C",
on note £,(¢) la forme de Levi de p au point ¢ € U, on note de plus F,(z,()
le polynome de Levi de p au point { € U appliqué en z € C", i.e. pour tout
(eU,tout z € C"

S 820(@_
E(C” — | .
P () (2) _Ek 1 9Cj9Ckz]Zk

22 acy

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, on notera £,(¢)(2) et F,(¢, 2)
a la place de Egn (O)(z) et F;Cn (¢, 2).
Alors d’aprés la formule de Taylor a 'ordre 2, on a

Re F,(¢,2) = p(¢) — p(2) + L,({)(¢ = 2) +o(|¢ — 2I?) (1.1.1)
1.1.3 - Pour h € N*, on pose :

— 2j) (Ck — k)

k=1 8C38Ck

h):{‘[:(]hajl)‘l SlShﬂV'LE{Lal}?jl E{Lah}}
P'(h)y={I=(jr,...,j)|1 SI<h1<j < - <j<h}
P,(h’*):{‘[: (jla-"7jl)‘(j1a"'ajl—1) € P,(h)ajl :*}

1.1.4-Pour I € P'(N +1) et 0 <6 <1 on note :
N+1
Ar= {(Ao,...,ANH) € [0,1]“2\ D M=LN=0Vi¢ 1}

N+1
Aoy = {(Ao,---J\NH) € [0, 1]N+2‘ YoM =1XN=0Vi¢ IU{O}}
k=0

A)y = {(A07---7>‘N+1) € AOI‘O <X < 5}

1.1.5- Si I = (j1,...,7;) est une collection ordonnée d’entiers, et si

ve{l,... I}, onnote I(V) = (J1,- -y Ju—1y Jvtls---s71)-
Si A € Ag,..,n+1); avec Ag # 1, on note

° A1l AN+1
A= <07 1_ )\07"'7 1 — >\0> € A(1,...,N+1)
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si A € Ag(1,...,N41), avec Ay41 7# 1, on note

* Ao AN >
A= 0) €Ay
(1 — AN+1 I — AN 0L,-..N)

et si A € Ag(1,... Ny1), avec Ay41 + Ag # 1, on pose

o )\1 >\N )
A= (o, 0)en,
( 1 =X = Anp1 1 =X —Anp1 (L)

1.1.6 - Pour j € {0,...,N + 1}, on note 7/ = (Tg,...,T]{7+1) €
Ag(1,...,N+1) défini par TJ]- =1.
1.1.7— Soit x une application de classe C* de [0, 1] dans [0, 1] telle que
x(t)=0si0<t<gfety(t)=1sit<t<1

1.1.8 - Soit D un domaine de C", on dit que D est une intersection
de classe C*, k € N U {oc}, sil existe un voisinage Up de D et un nombre
fini de fonctions réelles de classe C*, py,...,pny1 définies sur un voisinage
de Ug telles que

D={zeUpVie{l,...,N +1},pi(2) < 0}

et telles que pour tout I = (j1,...,j5) avec 1 <j1 <---<j < N+1:

dpj, (z) N+~ Ndpj,(z) # 0 pour tout z € {¢ € dD|p;,(¢) = -+ = p;,(¢) = 0}.
On dit alors que (Up;, p1,-..,pN+1) est un cadre de classe C* pour D.

1.1.9 - Soit D CC C" une intersection de classe C', pour laquelle on
pose px = py+1. Pour I = (ji1,...,J;) € P(N 4+ 1) on pose :

Sr={z€ 0D|Vi € I,p;i(z) =0}

si les éléments de I sont deux & deux distincts, S = & sinon.
On oriente S; par récurrence sur le nombre d’éléments de I de maniére
antisymétrique en les éléments de I, de la facon suivante :

sije{l,...,N+1}, S; est orienté de maniére a avoir
N+1
oD=>"5; (1.1.2)
j=1

si Sy est orienté, on oriente les Sy; pour avoir

N+1
081 =Y i (1.1.3)
j=1
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ou, si I = (j1,...,71), Srj désigne S;, i)
Sil=(j1,-..,51) € P (N +1) contient l'indice %, i.e. j; = N + 1, alors on
notera, parfois :

St =Sy« avec J = (J1,...,51-1)

1.1.10 - Soit D CC C™ une intersection de classe C', pour laquelle on
pose px = pn+1- On définit pour g9 > 0 assez petit :

Dy ={zeUp|Vie{l,...,N +1},pi(2) <o}

Si g9 > 0 est assez petit, Dy est une intersection de classe C' et on pose
alors, pour I = (j1,...,71) € P(N+1) :

S? = {Z € 8D0|VZ € I,pi(z) = 80}

Ry ={z € UplVi € 1,0 < pj, (2) = --- = pj,(2) < 0, pj(2) < pj,(2)sij ¢ I}

si les éléments de I sont deux & deux distincts, S? = Ry = & sinon.
On oriente les S? comme les S; et les R; par récurrence sur le nombre
d’éléments de I de maniére antisymétrique en les éléments de I, de la fagon

suivante :
sije{l,...,N+1}, R; est orienté de maniére a avoir
N+1
Dy\D =Y _R; (1.1.4)
i=1

si R; est orienté, on oriente les R;; pour avoir

N+1
OR; = — ZR[J'—S[-I—S? (1.1.5)
7=1
Ofl, sil = (jl, s ,jl), R[j désigne R(jl,---,jl,j)'

On a alors la relation suivante :

0 Z (—1)|I|R[ X Agr | = — Z R; x Ar + (50 \ D) X Ag
IeP'(N+1) IeP'(N+1)
+ Y oM x A = YT (—D)Msp x Ay (1.1.6)
IEP!(N+1) IEP!(N+1)

1.1.11 - Soient V un ouvert borné de C* = R?"*, s ¢ Net 0 < A < 1.
Pour a € N* | (z1,...,2,) un point de V', on note

o] = a1 + -+ agp
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glal

= 5. ai azn
0z(" ... 0x5]

Cp.4(V) désigne I'espace des (p, g)-formes différentielles telles que chaque coef-
ficient est s fois continiment dérivable sur V' et C5% (V) celui des (p, g)-formes
différentielles telles que chaque coefficient est continiment dérivable & tout

ordre. De plus C; (V) désigne I'espace des (p, q)-formes différentielles telles

Da

que chaque coefficient est s fois contintiment dérivable sur un voisinage de V

et Cp%, (V) celui des (p, ¢)-formes différentielles telles que chaque coefficient

est contintiment dérivable a tout ordre sur un voisinage de V. Soit f : V — C,
une application, on note :

Ifllsy=">_ sup|D*f(x)]
aenzn TEV
la]<s
D*f(x) — D*
iy =5y +sup { [ZHEZDTIW ) € v2, 0 e ol =

Pour les formes différentielles sur V', on définit ces normes comme la borne
supérieure sur tous les coefficients des normes précédentes.

1.1.12- Si D est un domaine borné & bord C! par morceaux, t €
NU {+00}, inclus dans C", si V est un voisinage de D, il existe un opérateur
linéaire E, appelé opérateur de Seeley, voir [Se|, tel que, si « est une (0,7)-
forme différentielle continue sur D alors Fa est (0,7)-forme différentielle
continue sur C* avec EFa = a sur D et supp (Ea) C V.
De plus, si a € C(Soyr)(ﬁ) alors Ea € Cf (V) et il existe une constante Cj
telle que
|Ballsy < Cylla

|s,D

1.2 Opérateurs solutions

Soit D une intersection de classe C?, définie avec les notations du para-
graphe 1.1.8. Diag désigne la diagonale de C* x C".
Supposons qu’il existe une fonction

w : (((Up\ D) x D) \ Diag) x Agqr,.. np1) — C*
(2, ) — (w1(C, 2, A), -y wn(CG 2, A))

telle que :
1. w est C* par rapport a A.
2. Pour tout (¢, z) € ((Uﬁ\ D) X E) \ Diag, pour tout A € Ay, N1

<w(CaZa)‘)aC_Z >=1
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Une telle application w sera appelée section de Leray associée & D. On sup-
pose de plus :

3. Pour tout (¢,z) € ((Up\ D) x D) \ Diag,

(—z

w(¢, z,(L,0,...,0) = =——
¢ — 2]

Remarque. Si, pour I € P'(N + 1) et A\ € Ay, on pose wy((,2,\) =

w(¢, z,\), alors, on retrouve la définition de sections de Leray donnée dans

|L-T/Le 1].

Nous allons maintenant suivre la construction de R.M. Range et Y.T.
Siu dans [Ra/Si], voir aussi [Mi] et [Mi/Pe|, et utiliser leurs conventions
de calculs (i.e. dz, commute avec d(, ainsi qu’'avec d);), pour obtenir un
opérateur linéaire donnant une solution & I’équation de Cauchy-Riemann
pour certains types de domaines.

Posons, lorsque cela est défini

n(Caza >‘) =< w(€7Z7 )\),dC >

et

r(r—1)

r n—r—1
Dy (¢ 2,N) = % (" ; 1>n/\8zn A 9can (1.2.1)

ou 547,\ = 5( +dy.

Remarque. Si A € Ay, le noyau défini ci-dessus multiplié par (—1)" est
la partie de bidegré (0,7) en z du noyau de Bochner-Martinelli tel qu’il est
défini par exemple dans [He/Le 2].

Nous allons maintenant énoncer la formule de Bochner-Martinelli-Koppelman
avec les notations utilisées ci-dessus. Le lecteur pourra par exemple en trou-
ver la démonstration dans [Ra/Si].

Proposition 1.2.1 [formule de Bochner-Martinelli—}(oppelman] Soit
f une (0,7)-forme différentielle continue sur D telle que Of est continue sur

D. Alors

f() = /8 o O A D (G2 - / Def (€) A Do r(C, 2 N)

DXAO

—(§z f(C) ADn,r—l(Caza >‘)
Dx Ay

En utilisant un raisonnement classique (voir par exemple [Ra/Si]), on
peut alors établir la formule suivante : si f est une (0,r)-forme différentielle
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continue sur D avec df continue sur D

Q== [ orab,- ¥ (- 8ef A Do
DXAO IEP’(N-}-I) S[XAOI
_gz f A Dn,r—l - Z (_1)|I|(§z f A Dn,r—l
DxAo IEP'(N+1) SrxBor
+ ) / fADyy (1.2.2)
[eP/(N+1) 7 S1XA1

Posons ainsi pour A (0, r)-forme différentielle continue sur D telle que dh
est continue sur D

Toh(z) = — / hADpyr— Y (=M hADypy_i
Dx Ao [EP/(N+1) SrxBor
Lh(z)= ) / h A Dy,
[eP/(N+1) 7 S1%A1

Ainsi, si f est une (0, r)-forme différentielle continue sur D avec df conti-
nue sur D

[(2) =0T, f(2) + To1(0f)(2) + Lo f(r) sir > 1
f(2)=T1(0f)(2) + Lo f (2) sir=0
Cette formule est appelée formule de Cauchy-Fantappié, nous renvoyons

le lecteur & [L-T/Le 1] pour les commentaires d’ordre historique sur cette
équation.

(1.2.3)

1.3 Le cas ¢g-convexe

Le but de cette partie est de démontrer le Théoréme 1.0.2. On note
G(n,q) la variété grassmannienne complexe des sous-espaces de C" de di-
mension g et MO(n,q) la variété complexe de toutes les matrices complexes
n X n qui définissent une projection orthogonale de C" sur un sous-espace
de C"* de dimension q.

Définition 1.3.1 On dit que D CC C" est un domaine a coins g-convexe
local, 0 < ¢ < n—1 si D est une intersection de classe C* (voir le paragraphe
1.1.8) pour laquelle on peut trouver un cadre (Ug, p1, .. ., pr) vérifiant la pro-
priété suivante :

Il existe une application C*°, Q : Ay 1) — MO(n,n —q—1) et des
constantes o, A > 0 telles que

Re Fp, (¢, 2) > pal€) = palz) + al¢ — 21> = 4|Q(V) (¢ — 2)”
pour tout X = (A1,...,AL) € A, py, Px = Aip1t+- -+ Appr et (¢, 2) € U%.
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Remarque. Cette définition est similaire a la Définition 2.3 dans [L-T /Le 1],
avec une condition de transversalité plus faible donnée par la définition d’une
intersection de classe C? (voir le paragraphe 1.1.8). En effet, dans ce travail,
on a besoin que les sous-variétés Sy, Ry, et S?, pour un réel € > 0 assez petit,
soient lisses, et cette condition est suffisante pour cela. On changera de la
méme maniére la définition des domaines & coins g-concaves (voir la Défini-
tion 1.4.1). Ces changements permettent d’avoir éventuellement des points
critiques pour les applications p1, ..., pn a l'intérieur de D.

Soit (U, p1, ..., pn) une configuration g-convexe de classe C%, d > 2, dans
C". Soit &£ € E, pour R > 0 on note p,(2) = pn11(2) = |€ — 2| — R? et

N

Dp = ({z € Ulpi(z) <0} N B(, R)
j=1

Si R’ assez petit, alors pour tout R < R’, Dg est une intersection de classe
C? avec Up, = B¢ R).

Par ailleurs, 'application p, est de classe C*, sa forme de Levi est définie
positive en tout point de U, de plus, elle ne dépend pas de R. Donc, pour
tout A € Ay, .n41), la forme de Levi de

Pr=Ap1+ -+ ANF1ONF1

admet g+1 valeurs propres strictement positives en tout point de U et ne
dépend pas de R.

On peut alors énoncer la proposition suivante qui est démontrée dans
[L-T/Le 1] (il s’agit du Lemme 2.4) :

Proposition 1.3.2 Si (U, p1,...,pN) est une configuration q-convexe de
classe C%, d > 2, dans C" et si £ € E.

Alors, il existe Ry > 0, que ['on peut choisir indépendamment de petites
perturbations C? des applications py,...,pn tel que pour tout R > 0 avec
R < Ry, Dp est un domaine a coins q-convexe local. De plus les constantes
A et a données par la Définition 1.3.1, peuvent étre choisies indépendamment
de petites perturbations C? des applications py,...,PN,PN+1-

1.3.1 Construction d’une section de Leray associée & un do-
maine a coins ¢-convexe local

On reprend maintenant les étapes d’une construction classique d’une sec-
tion de Leray associée & D, ou D est un domaine & coins g-convexe local et
(Up, p1s--- s pN+1) le cadre donné par la Définition 1.3.1, cette construction
est détaillée en particulier dans [L-T/Le 1].
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Comme les applications p1,. .., px41 sont de classe C?, il existe des fonc-
tions C*°, aZj, 1<v<N+1L,1<5<n, 1<k <n)sur Uy telles
que

8*pu(C) o
I/' _ < _ T
On pose pour tout A € Ay, ny1), azj = Alallgj + -+ ANHagj"’l, alors
FpaQ)] _ «a
A A
() — <—, Y(eUs

- n 8 n
B¢y =23 22 ) - S a0 - )G - )
D’apres la Définition 1.3.1, pour tout (¢, z) € U%, on a

Re Py, ((:2) 2 pa(Q) = pa(2) + SIC = 2 = Q¢ - 2

On note Q(A)* les coefficients de la matrice Q(A) : Q(A) = (Q(A\)*)1<j<n

(k est l'indice de la colonne).
On pose alors pour (¢, 2,A) € Ug x C* X A nq1) ¢

wj (¢, 2 A) = 22580 — ST ap ()G — zk) + AXp QFI (G — 1)
w(Caza >‘) = (wl(CwZa >‘)7 cee awn(Ca 2, >‘))
<P(Caza >‘) =< 'lU(C,Z, >‘)7C —z>

On a, pour tout (¢,2,A) € U x C" X Aqy . n41),
(¢, 2 0) = Fp, (¢,2) + AIQA) (¢ - 2)?
et si ((,2,A) € UZ X A, vy
a
Re 9(¢,2,3) 2 pa(0) — pa(2) + ol¢ — 2f° (13.1)

En particulier, (¢, z,A) n’est pas nul lorsque
(¢;2,A) € (Up\ D) x D) \ Diag x Aqy_. n+1)-

Avec les notations des paragraphes 1.1.5 et 1.1.7, posons, lorsque cela est
défini :

W65 ) =X)L + (xS s
(¢ 2, A)

Alors w est une section de Leray associée a D suivant la définition donnée
dans la partie précédente.
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Définition 1.3.3 Une application f définie sur une variété complexe X est
dite s-holomorphe si pour tout point ( € X, il existe des coordonnées holo-

morphes hy, ..., hy dans un voisinage de ¢ telles que f soit holomorphe par
rapport & hy, ..., hs.
Lemme 1.3.4

1. Pour tout ((,A) € Uz x A1, .n+1) fizé, les applications w((,z,\) et
©(C,z,\) sont (¢ + 1)-holomorphes en z € C".

2. Pour tout K € P'(N +1) et tout ((,\) € (Uy\ D) x Ak fizé, Uappli-
cation w(C, z,A) est (g + 1)-holomorphe en z € D.

Démonstration : La démonstration de ce lemme est la méme que celle du
Lemme 3.3 dans |L-T/Le 1]. O

1.3.2 Retour aux opérateurs solutions

Soit D CC C" un domaine a coins g-convexe local. Soit f une (0, r)-forme
différentielle continue sur D telle que df est continue sur D.

Proposition 1.3.5
(i) SiX € Aq,. N1y, et sis > n—g, alors pour tout (¢, 2) € (U \ D) x D,
Dy, s(¢,2z,A) =0
(i) Si X € A1, N4y, alors pour tout (¢,z) € (Up\ D) x D,
0:Dnn—q-1(C,2,X) =0

Démonstration : D’aprés le Lemme 1.3.4, 1(¢, z,A) est (¢ + 1)-holomorphe
en z si A\g = 0 ce qui impose (i) et (7). O

Alors, si r > n — ¢, d’aprés (i), on a :

er(z): Z )/SIXAIf/\Dn,r:O

IeP/(N+1

Donc si f est une (0,7)-forme différentielle continue sur D telle que df = 0,
avecr > n —q, on a _
f=0Lf
Nous utilisons maintenant une idée de I. Lieb et R.M. Range voir |Li/Ral,
et aussi [Mi] et [Mi/Pe], pour obtenir un noyau de la régularité cherchée. Elle
consiste & utiliser 'opérateur de prolongement de Seeley.
Considérons g € Cg,r(Dg) avec supp g CC Dy, et posons

@19:7:1(9|D)_216P'(N+1) fRIXAIQ/\Dn,O sir=1

7 . (1.3.3)
Rrngr(g|D) + E[eP’(N-H)(_l)malexAOI gA Dn,r72 sir > 2
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D’apres la proposition précédente, (i), sir=1>mn—gq, on a

> 0 gA D=0

1eP (N+1) 7 RIxAL
Donc pour tout r > n — q, Erg — T,«g est O-fermé.

Si f est une (0, r)-forme différentielle continue sur D, on peut la prolonger
grace a lopérateur de Seeley défini au paragraphe 1.1.12 par une forme a
support dans Dy. Ainsi, si on pose R,f = R.(Ef) et si f = 0 on obtient
un autre opérateur solution :

sin—q<r<n, f(z)=0R.f(2) (1.34)

Par ailleurs, en utilisant la formule de Stokes et l’équation (1.1.6) on
montre que si f € Cé,r(D), r>1:

Tr(f):_/ Ef/\Dnﬂ"*l_'_ Z / Ef/\Dn,rfl
DoxAg RrxAr

[€P/(N+1)
+ Z (_1)|I| g(Ef) A Dn,r—l
[€P/(N+1) RrxAor
- Z (_1)|I|(§ Ef N Dn,r—2
[€P/(N+1) RixBor

avec Dy _1 :=0.

Alors, d’aprés la proposition précédente, si r > n — ¢, on a pour tout

I e P'(N+1)
/ Ef /\Dn,rfl =0
R[XAI

Dongc, si f € Céyr(ﬁ) avecr >mn—q:
Rf@==[ EfAD,a+ > (Dl O(EF) A Dy
Do xAp IEP’(N—l—l) Ry X Aoy

Nous allons maintenant commencer le raisonnement qui ménera aux es-
timations de lopérateur R, f, pour une forme différentielle f € C{ir(ﬁ),
k > 0. Les estimations pour l'opérateur de Bochner-Martinelli-Koppelman
étant connues, il reste a voir pour I € P'(N +1) :

/ ég /\Dn,rfl
R[XAOI
ol g€ C(I)C,T(D_[]), pour k > 0 et r > 0, avec Og = 0 sur D.
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1.3.3 Simplification de ’écriture de 'opérateur

Contrairement au cas strictement pseudoconvexe, la section de Leray as-
sociée & D ne dépend pas linéairement de A (voir [Mi] et [Mi/Pe]), on ne peut
donc effectuer directement 'intégration en A. Nous allons ici suivre une idée
de C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer, voir [L-T/Le 1], pour majorer 1'opé-
rateur (ou ses dérivées). Pour cela, nous devons tout d’abord en donner une
expression plus explicite. Soient I € P'(N+1) et g une (0,r) forme C* sur Dy.

Comme dim Ry = 2n — |I| 4+ 1 et dim Ag; = |I|, la forme que l'on intégre
doit étre de bidegrés :

(0,7 —1) en z
(n,n—1[I]+1) en ¢
|I| en A

dg étant de bidegré (0,7 + 1) en ¢, la partie de Dy, , 1 qui entre en compte
dans l'intégrale est proportionnelle (indépendamment de z, ¢ et \) &

n—|I|—r 1|

Ki(GoN) = n6e) A GanCos ) A @enlcos ) A (dnlcsz )
Or

<(—z,d¢ > +(1_X()\0))<w(c,z,>\),dc >

W(Caza >‘) :X(AO) o
Sakdy (¢, )

pour simplifier 'écriture, notons : py =< ¢ — z,d¢ >, p =< w({, z, A\),d¢ >
et ¢ = p((, 2, A), alors

9:1(C, 2, A) = x(X0) 0 (IC T’ZP) + (1 = x(Xo))0. (g) (1.3.5)
Ien(Cs 2, A) = x(Xo)d; (ﬁ) + (1= x(X0))dc (g) (1.3.6)
dan(C, 2, A) = X' (Mo)dAg A 10— IC K | — X' (Ao)dAo A g + (1 = x(ho))da <g>
X' (Mo)dAo A |457z|2 — X' (Mo)dAo A g
(1= xO0) 2L + (1= x(0) 2P (137)

En utilisant le fait que si v est une 1-forme, v A v = 0, on peut écrire
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Ki(¢, z,A) comme une combinaison linéaire de termes de la forme suivante :
1 10 po \™ p\"
Kl = x (Ao aOI—XAO = X’Ao*/\(é*) /\(5—)
1= (x(20)™ (1 = x(Xo)) ( )IC—zI2 e =
m m [I]—1
5 Mo S (A kT 7 dap
Maet) a(al) A (en ) (22)
( =2 ‘o " ¥

7= ()™ (1= x(0)™ X 00 1 (2, |C_Z|2> <¢>

A<8<|<50z|2>m0 ( ) /\(d)\o/\ >A<ch_u>"'1
(|C—z|2> (Zf>fl
" (24) ()
(o
(

ks
I
=
>
g
3
o
—
|
=
>~
<
>
S

>
—
P
T~
g
.
[N}
~——
g
>
TR
\/
>

k1
K = (00)" (1 X)) 225 1 |<—z|2> r(2:2)

A(@cmf“ze)m“( ) : d”‘)

S Ho \™ *Bml dx_u‘”
/\<8C|C—z|2> A(%@) A(w)

Avec ko + ki =r—1, mo+m =n—|I|—7r, a0 =1+ ko +mp > 1 et
ap =k +mi+|I| > 1.

En utilisant & nouveau le fait que si v est une 1-forme alors v Av = 0, on
démontre, voir aussi [Bo] :

Proposition 1.3.6 Si v est une 1-forme, ¢ une fonction qui ne s’annule
pas, I un entier et D est un opérateur différentiel d’ordre 1, alors

v v A (Do)t
vA(D=) = —"~
( ¢) Pt
On note pour (O[, /67 7) € N37 A()‘Oa «, ﬁa’)/) = (X(AO))a (1 - X(AO))ﬂ (X,()‘O))’Y
Dans tous les cas précédents, le coefficient A(Ag, «, 8,7) s’annule & Pordre
1

infini si Ag > i, on peut donc se restreindre a intégrer sur Ry X Agl. On
désigne maintenant par A = A(\g) une fonction C* en Ag sur [0, 1] qui s’an-
nule & 'ordre oo pour Ay > i.
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Ce qui nous permet d’écrire :

po A A (8epi0)™ A (8opn)™ A (Gcpno)™ A (Tci)™ A ddo A (da)!1™!
€ — 2>

po A A (De0) ™ A (@)™ A (Bgpio)™ A (D)™ A ddg A (dypr) "
€ — 2>

Ki=A

Ki=A

K3 gHO NN (0:410)" A (9:2)"™* A (8cpi0)™ A (Bepe)™ N dagp A (dapr)"1™!
T € = z[2e0peatt

ADoo) A (Frpg)™ /- u\F /o ™ 1|
e 1) ) (2

¢ — 2|20 © ©
a kl a mi |I| ko mo
pA (Dap)™ A (D)™ A (dap) ( Ko ) ( Ko )
K)=A Al D, N
! por+1 ¢ — 22 ¢ 2P

_ H k1 B H mi dAH ‘[‘
Par ailleurs, <8Z—> A <8<—> A <—> est une combinaison li-
4 4 4
néaire de termes de la forme :
(D)t A (D)™ A (dap)!!!
P

?

A Dzp A (o)™ 1 A (Fpp)™ A (daps) !
S0&14»1

7Si kl > ]-7

p A O A (D)™ A (D)™ 1 A (dap)!!!

Sot ,simq > 1.

ko mo
Et de la méme maniére, <8Z|CM70|2> A (8<|C'u70|2> est une com-
-z -z
binaison linéaire de termes de la forme :
(02p10)" A (D o)™
[FFECE

o N 5z(|< - z|2) A (gzMO)koil A (5§M0)m0

|C_Z|2a0 ) si k[] > ]-7
po A ¢ (IC = 2[%) A (Dzpr0)™ A (Dcpo)™ L .-
|C—Z|2a0 , S1my =~ L.

On peut donc écrire Kj comme combinaison linéaire de termes de la
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forme suivante :
o A A (Btie) A (82)" A (Bezie)™ A (Bg)™ Ao A (dag)!1!
¢ — z[Pa0pm
po A i A (D2p10)™ A (Do) A (Bepan)™ A ()™ A drp A ()™
€= 2l
po A (Depa0) ™ A (Do) A (Bcpo)™ A (Bei)™ A (dapr)”
€ — 2|20

II=A

I}=A

I;=A

po A A Dop A (Bapi0) ™ A (020)™ 1 A (Fepno)™ A (Fe)™ A (da)”
€ — 2[*0patl

po A i A Do A (Do) A (8.10)™ A (8er0)™ A (8c)™ ™ A (drpa)”
€ — 2[*0paitl

A (Degio)™ A (Do) ™ A (Bpao)™ A (Bc)™ A (dapn)”
|< _ Z|2(a071)<pa1+1

o A ADL(1C = 22) A (Do) ™ A (Boi)™ A (Bepso)™ A (Depr)™ A (doga)!

It}=A

II=A

II=A

II=A

¢ — 2[*0partt

15— M0 NS = 2P) A (D:10)" A (3e1t)"™ A (Fcpso)™ ™" A (9p)™ A (dppr)”

¢ — z[*0prtt

ou I?,I?,I; et I? ne sont définis respectivement que si k1 > 1, mp > 1,
ko>1et mg>1.

On désigne maintenant par f5 = f5((,z,A) une forme différentielle ne
1

dépendant pas de g, de classe C° sur Dy x D x Agl , de classe C® en ( sur

_ _ 1
Dy, réelle analytique suivant z, de classe C* en (2, A) sur D x A, pour tout
¢ fixé, qui s’annule & 'ordre v en { = z.

Remarque. f;] est réelle analytique suivant la variable z donc si D! désigne

un opérateur différentiel d’ordre j en z, D} fo=1

v=j

Alors on peut écrire K; comme combinaison linéaire de termes de la
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forme suivante :

uA FE2C 20 A (do) !
| — 2|20
AP FE2(¢,2,0) Adag A (da)! 1
¢ — z[Pa0partt
(¢, 2,0) A (dap) "
¢ — z[Pa0pm

Au/\f 2(¢,2,0) A (da)!

| — 220t

Ji=A

Ji =

d
Jj = A=

1
Proposition 1.3.7 Sur R; x D X Ag;, on a

M) = 3T G A) Ay (G2 A A g (€ 2)

(V1 yeeeyvt)CI
0<t<|I|

(1.3.8)

:lj‘/\d/“P/\(d/\H)u‘il: Z f|[| t+1(€7z7>‘)/\HV1(C7z)/\"'/\H’I/t(CJZ)

(V17 7Vt)cl
0<t<|I|

+ Z f|[| t+2(C7Z7>‘)/\le(C7z)/\"'/\Mvt(Caz)

(v1,..vt)CI
0<t<|1]
(1.3.9)
(i) = 3" ARG 2N Ay (G 2) A A (G, 2)
(Vl,...,Vt)CI
0<t<|1|
(1.3.10)
M) = 3 (G A A (62) A A (G, 2)
(Vl,...,Vt)CI
0<t<|1]
(1.3.11)
1
Démonstration : Pour tout ({,z,\) € U% X A(‘)‘(l N4
(¢, 2, N) Zw] ¢, 2,0 )d¢;
j=1
n 8po n ;\
Z 34 &= 3 O~ )i +4 Y QR — 2)dG

jk=1 jk=1
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N+1 o n N+1
= Z >‘VIU’V(C7Z) + A Z ( kj - Z AVQI/ ) Ck - Zk)dCJ
v=1

jk=1
N-+1 o

=D Aow($,2) + (¢, 2, N) (1.3.12)
v=1

ou on pose (¢, 2z) = u((,z,77) et Q, = Q(7¥) avec les notations du para-
graphe 1.1.6.

On peut de plus remarquer ici que dy f£°((, z, A) reste de la forme f2°((, 2, A).
Ainsi

o N+1 1 N+1
(G2, 0) = Y A A (G 2) +Z T e o (6 2+, 2 )
o (1.3.13)
De méme, si ((,z,A) € U% X Ag(l,...,N+1)’
o(C, 2, N) ij (¢, 2, M) %)
n_ Ops(C) nooe
=2 g (G =) = X a0k = 2)(G =)
j=1 gk=1
+A S QUG — 2)(G - 2)
7,k=1
N+1 o o N+1 o
= Z AV‘PV(CaZ) + A< (Q(A) - Z AI/QV) (C - Z)uc -z >
Vo
= AMwul$,2) + £5°(6, 2, M) (1.3.14)
v=1

ou v, (¢, 2z) = ¢(¢,z,7") avec les notations du paragraphe 1.1.6.

De méme, dans ce cas, dy f5°(¢, 2, A) reste de la forme f5°((,z, ). De plus,
pour tout v € {1,..., N + 1}, ¢,((, 2) est de la forme fE71(¢, 2, \).

Ainsi

o N+1 1 N+1
dap(C:72) = 3 T dAARu(G 2 +Z T e (62562 3)
v=1

(1.3.15)
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1
Alors, d’aprés (1.3.12) et (1.3.13), sur Ry x D x Aj;, on a

A = 3 G N) A (G 2) A Ay (€, 2)

(Vla"'yllt)cl
0<t<|1]

()= 3" TGN A (G 2) A A (G, 2)

(V1 yeeeyvt)CI
0<t<l1|

A = 3T (2N Ay (G 2) A A (€ 2)

(V1 yeeeyvt)CI
0<t<|I|

en utilisant de plus (1.3.14), (1.3.15) et les remarques effectuées a propos
des ¢, on obtient :

:lj‘/\d/“P/\(d/\H)u‘il: Z f|[| t+1(€aza>‘)/\ul/1(c’z)/\"'/\Hllt(Caz)

(Vly 7Vt)cl
0<t<|1|
+ Z f|[| t+2(Caza>‘)/\:U‘Vl(Cvz)/\"'/\:U‘Vt(Caz)
(V1,e5vt) CIT
0<t<|1]
ce qui termine la démonstration. O

La Proposition 1.3.7 et les expressions de J},J?,J;’ et J}l, permettent

d’affirmer que / 9(g) A Dy, ;—1, s’écrit comme une combinaison linéaire
R[ X AOI
de termes de la forme :

/ AC(C) /\@](C,Z) /\fld,7y2+1(<7z7>‘)
RyxAL ¢ — 2220 p(C, 2, ;\)Oq

/ ) Ac(é)Aef(c,z)Af;i;fH(C,z,A)
Rxa ¢ = af20p(¢, 2, )

/ c(Q)NOs (¢ 2) A fltf+3(<, 2, \)
s € = zf2e0p(C, 2 M)t
=1, J=(n,...,op)C1I, |J| =0,

07(C,2) = pwy (C,2) A A, (€, 2),

a > 1, a1 > |I| > 1,00 + a1 =,

A

Sl

ou

¢(¢) est un coefficient de dg.
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On note
d—2
J+(V7J,ao,a1)=/ | AC(C)/\@J(C’Z)/\fV O(C,Z,A)
RIXASII |< _ Z|2a0§0(CaZa )\)al

On remarque que si f est du type fld__l,2+3, alors f est du type fl‘l__l,2+2,

donc pour estimer l'opérateur, il suffit d’estimer J* (I —I' + 1, J, ap, 1) et
JT( =1 +2,J, 0,1 + 1) et leurs dérivées par rapport a z.

Soit DP un opérateur différentiel en z d’ordre p. Si on applique DP, a
J (v, J,ag,a1), on obtient une combinaison linéaire finie de termes de la
forme suivante :

f92(¢ 2,0 >

€= 2P

[ Ao [ —t— ADP2(@J(c,z>)ADP3(
Rrx Aoy 0(C, 2, )@

avec p; +p2 +p3 =p.
Ce qui donne une combinaison linéaire finie d’intégrales de la forme suivante :

T (v, J, L,by,b1)(2) = / . _AC(C) ANOL((,2) A fg_i(C,z, A)
RIXASI[ |C _ z|2b0§0(C,Z, )\)bl

oil
1. LcJcClI,|Ll =m=maz(l' —p3,0), L= (l1,...,lm).
2. ap<by<ap+ps
ap <by <ar+p
3. 2bp —v <2ap+p3—v
Remarque. Si p = 0, alors, on a J* (v, J,ap,a1) = T (v, J, J, ap,a1)

1.3.4 Une estimation auxiliaire

Cette sous-partie reprend des résultats obtenus par C. Laurent-Thiébaut
et J. Leiterer dans |L-T/Le 1], ceux-ci vont permettre d’estimer l'intégration
en A afin de pouvoir ensuite utiliser des méthodes d’estimation employées
par R.M. Range et Y.T. Siu dans [Ra/Si|, par J. Michel dans [Mi| ainsi que
par J. Michel et A. Perotti dans [Mi/Pe].

Soient h > 2, un entier et K = (k1,...,ks) € P'(h), on pose dA\g =
dAgy A+ - - ANdX, . Soient de plus Cy, d et € des constantes positives, ¢1,..., @
des nombres complexes tels que

Re p; >d+e¢ (1.3.16)

Sii,j € {l,...,h} avec i # j, V;- représente la dérivée partielle 88—)\]_

en considérant A; dans le systéme de coordonnées (Ai,...,A;,..., ) sur
Ai,...n) et on note

i1..0¢ _ i1 it
vjlmjt - le T Vjt
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pour t > 2 et 1 <i,,5, <h,avec iy, #j, (v=1,...,t).
Soient v et I' deux fonctions de classe C* sur Ay p) telles que

£
YNl < 5 (1.3.17)

i €
VA< (1.3.18)
TV < C (1.3.19)
ViU T(A)| < C. (1.3.20)

pour tout A € Ap py, 1 <t < h+2,1 < dy,5 < h, avec i, # Jy
(v=1,...,1t).

Rappelons alors le Théoréme 6.1 dans [L-T/Le 1] :
Théoréme 1.3.8 Si pour tout p €N, on note C, = (3p)!27P, alors

1. pour toutp €N, on a

F(A)dk(l,...,h) < C, O,

p —
----- A+ 7(/\)) (0 +2)

2. pour tout K € P'(h) et tout p > |K|+1

L(A)dA(,... ) C,C.,
h Pl 5 p—|K]|
Aq,..h) (Zj:1 Njpj + fy()\)) HjeK loil(d +¢)

.....

On donne maintenant la définition d’une famille de sommets admissibles
correspondant & la Définition 7.3 dans |L-T/Le 1] :

Définition 1.3.9 Soit « la constante donnée par la Définition 1.3.1. Une fa-
mille de sommets admissibles est une famille ordonnée (!, ..., \) de points
de Aqy,. ny1) telle que : ‘
(i) il existe K = (ki,...,k;) € P'(N + 1) tel que N € Ag, pour j =
L...,0;
(i) Ai,..., N\ sont des vecteurs linéairement indépendants dans R ;
(i4) pour tout (¢,z,7) € C* x U X Ay, 5y la fonction v définie par

[ l
V(¢ 27m) = 0(( 2 Y TN) = T0(¢, 2 M)
j=1 j=1

vérifie les relations suivantes :

o
(¢, 2T < G I¢ = z|? (1.3.21)

1 ) o
V35 (G z )l < gl =2l (1.3.22)

pour tout 1 <t <I1+2,1<14,,5, <I, avec i, # 73, (v=1,...,t).
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Si (AL,...,A!) est une famille de sommets admissibles, alors, on note
l -
AN, ) =03 N, r e AL, D)
i=1

On dit alors qu’un simplexe A est admissible s’il existe une famille de som-
mets admissibles, (AL,..., ), telle que A = A(AL,...,\D).

On peut maintenant énoncer le lemme suivant, dont on trouve aussi la
démonstration dans [L-T/Le 1] :

Lemme 1.3.10 Il existe € > 0 tel que, si K = (k1,...,k) € P'(N +1) et
M, .. M e Ak sont des vecteurs linéairement indépendants avec

N = M| <e, (1<id,j <)

alors (A, ..., AY) est une famille de sommets admissibles.

1.3.5 Pseudocoordonnées

Dans cette sous-partie, nous construisons des pseudocoordonnées ana-
logues a celles de J. Michel (voir par exemple [Mi|), qui nous permettront
d’intégrer dans de bonnes directions pour obtenir les estimations cherchées.

Soient z € D, (y € Ry et soient AL,..., Al € Ay, des vecteurs linéairement
indépendants (comme vecteurs de R!).
L’indépendance des vecteurs ', ..., Al permet d’affirmer qu’il existe un voi-

sinage U((g) de (p et un systéme de coordonnées de classe C¢~ 1 sur U((p) :
*/‘C(C) = (*/‘Ch R x?n)
= (21, s Tan—1, PAL(C) = pa(2), P2 (C) — pai(2), -y par(C) — par(2))

On pose :

y=x(2) =(0,..., 0, 0, prz(2) — par(2),- -, pai(2) — par(2))

' = (x1,. . m201), HC) = par(C) et 2" = (Tan 142, -, T2n)

On pose pour tout j € {1,...,1}, et pour (¢,2) € Uy x C*
u; (¢, %) = Im (¢, 2, M)

__ Notons &5(¢, z) une forme différentielle de classe C* définie sur (Uz\ D) x
D indépendante de g et qui s’annule & lordre v en ( = z et £3((, z,\) une
1

forme différentielle de classe C* définie sur (Uz\ D) x D x A{; indépendante
de g et qui s’annule a 'ordre v en { = z.

Pour tout j € {1,...,l}, on effectue le développement de Taylor de u; a
I’ordre 2, centré en z, il vient

2n 2n
(6 2) = S di @)@ —y) + S diyu ) @ — ) (@ — ) +E5(C2)
v=1

v,p=1
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On pose alors

2n 2n
piley)= D diuWm —y)+ Y dj W)@ — ) — )
v=1 v,u=1
v#£2n—I+1 v,u#2n—I1+1

qj(z,y) =pj(z,y) + dj2n—1+1(y) (t() — prr(2))

On a donc u;(¢) = p;(#,y) + djan—111(y) () — pri(2)) + EF7H(C, 2).
Ainsi

deuj(C) = dupj(w,y) + djon 111(y)dt(() + € 2(¢,2)  (1.3.23)

On a par ailleurs

deug(€) = o (deplC, V) — dep(C,2, )

Or ‘ _
()O(C,Z,A]) =< UJ(C,Z, AJ)aC —z>

donc, par définition de w et comme les p; sont réels, on a

dep(C, 2, M) =20cppi (C) + EF2(¢, 2)
dep(C, 2, M) =20¢pi (C) + € 2(¢, 2) (1.3.24)
=2d¢pyi (¢) — 20cpni () + €7 2(¢52)

D’ou

dous (€)= o (40420 (0) — 2eprs (€) + E172(¢, 7))

1

De plus
(G2 N) =20¢pxi (C) + E7°(¢, 2)
par ailleurs, sur Ry, d¢pyi(¢) = deppi(¢) = dt, on a donc, sur Ry N U((p) :
deus(€) = o (20(¢,2 M) — 24t 4+ £172((,2))
Ce que 'on peut aussi écrire
B2, N) =ideu;(Q) + dt + E172(C, 2)
Et en utilisant ’équation (1.3.23), on obtient sur R; N U((p)

w(C, 2, X)) =idypj(@) + (1 + idjon 141 (y))dt + EL72(¢,2) (1.3.25)
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Proposition 1.3.11 Si LC I, L= (l1,...,ln),
1
pour tout (¢,z,\) € (RrNU(()) x D x Ag;, on a

OL(C2) NI 2N =
EI2(C, 2, N) Adgpy, N+ Ndgpy,, A dt

+ Z g Ndypmy A N dyp, A dt

(ml,...,ms)C(ll,...,lm)
s<m

1
Démonstration : Soit (¢,z,A) € (R NU((o)) x D x Ag;.
Avec les notations du paragraphe 1.1.6, on a

®L(Caz) = My (Caz) JARERWAN H'lm(Caz) = :u'(CaZaTll) ARERNA H’(Ca 2, Tlm)
Comme (A',...,\!) est une famille de vecteurs linéairement indépendants
de R, et que (7'1,...,7!m) peut étre vue comme une famille de vecteurs de

R, pour tout j € {1,...,1}, il existe ¢}, ... ,clj tels que

l

i = Z ci)\k

k=1

de plus, py) dépend linéairement de A, donc, pour tout j € {1,...,1},

Upyi; = Y Loy

l
=1

donc
(¢, z,7) =20cp 15 + E°(C, 2)
[
k=1
l .
="l u(C, 2z, ) + E°(¢, 2)
k=1
Alors
OL(GANS (N = ) ESm (G ARG 2 M)A AR(G, 2, A7)

(51,...,sp)C(l1,...,lm)

L’équation (1.3.25) nous permet alors d’écrire, en utilisant le raisonne-
ment effectué dans [Mi, que si (s1,...,sp) C (l1,...,ln), on a
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gd*2 (C’za)‘) /\M(CazaASI)/\"'/\:U‘(CazaAsp)

v+m—p
= X S 6BV N by Ao A dap,
(ml,...,ms)C(sl,...,sp)
+ Z ggvfm—p)-l-p—s—l(c’ 2, A) Ndapmy A -+ N dapm, N dt
(mla"'yms)c(sly--'asl’)
s<p
=02 _(C,2,A) Adgps, A+ A dgps, A dt
+ Z 5313,17571 N dwpml ARBRNA dwpms A dt
(mla"'yms)c(sly--'asl’)
s<p

Ainsi, on a

OL((,2) A (¢ 2, A) =

Z E{fﬁn,p(g} 2, A) Ndgps, A=+ A da:psp A dt
(sl,...,sp)c(ll,...,lm)

+ > S e Adepmy A A dapm, Adt
(8150408p) C(115ee0slm ) (M1 4.0y s ) C(S15000,8p)
s<p
Ce qui permet d’établir la proposition. O

On peut alors écrire 1’énoncé de la proposition précédente en fonction des
q;, il vient :

OL((,2) A fI2(¢ 2, A) =

EI72(C, 2, N) Ny, N -+ Ndgq,, Ndt (1.3.26)
+ Z Er NdyGmy N A dgm, A dt
(m1,ems ) Tl eenslm )

s<m

1.3.6 Estimations
Intégration en fonction de A

On peut supposer sans perdre de généralité que I = (1,...,1).
Rappelons que

T (0, J, L, by, b1)(2) :/ PECIACIAGTINY Fan((SE20)

1 o
R A e T (SERVE

Si AL,..., A\l est une famille de sommets admissible, on pose

~ 1 o
A= {,\ e Af|xe A(Al,...,Al)}
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et

d—2
j+(v’ J, L, b07 bl)(z) — / B .AC(C) A ®L(Caz) A fu O(C’Z’ >‘)
ferxa ¢ — 2P 0(C, 2, A
D’aprés le Lemme 1.3.10, on peut diviser A; en un nombre fini de simplexes
admissibles. Donc il suffit de prouver les estimations pour Vas
Soit Al,..., A une famille de sommets admissible fixée. Comme dans
[Mi/Pe|, on recouvre maintenant Ry par un ensemble fini de voisinages U ((p)
sur lequel on peut définir des pseudocoordonnées. L’égalité (1.3.26) et le
raisonnement sur les pseudocoordonnées montrent que J (v, J, L,by,by) est
une combinaison linéaire d’intégrales de formes suivantes :

At (,quaLa bg,bl)(Z) =
/ LS AETC 2 A) Ny A A daqr,, At A dDor
(RNU(

)& € = 2foip(¢, 2, A
Bt (,Ua JaLa M7 bo,bl)(Z) =

/ AC(C) A gg;?rt—s—l(Ca 2 A) A dgGmy A -+ N dyGm, A dt A ddor
(RIﬂU(CO))X5 |< - Z|2b0()0(<7z7§‘)b1

ou
1. dhgr =d g AdXa A --- ANd)

2. £972 g les propriétés définies dans la sous-partie 1.3.5 et ¢(¢) provient

de O(Ef).
3. McLcJcCI,|J|=1,|Ll =m=mazx(l' —p2,0), L= (l1,...,lm),
M = (my,...,mg) et s < m.

4. ap <by <ap+ps
a; <by <ay+p
5. 2bg —v < 2a9 +p3 —v
et ce pour (v=1—-10"+1,a0 = ap,a1 = a1)
et (v=1—-10'"42,a0 =ap,a1 = a; +1),
avec g > 1, ap >[Il et ap+ay =net ! <I.

On peut supposer sans perdre de généralité que J = (1,...,1'),
L=(1,...,m)et M =(1,...,s), pour s < m.
Sur Ry NU({y), on choisit comme coordonnées t,q1, ..., qm, Tmils--->02m 1
(resp. t,q1, ..., qs,Os41,...,00,_1) €t on note o = 072n+1 +-- 403, (resp.
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2 _ 2 2
o =05+ +o03, ;). Alors

AT (v, J,L,by,b)(2) =

/ AC(C) ANET2Ndqy..m NN dopi.. 2n—1 A dAor
(RrNU(Co))xA |C _ z|2b0<p(C,z, )\)bl

BT (v, J, L, M,by,by)(z) =

/ AN E g1 Nars At N dosiront A dor
(RNU(Co))xA |C _ Z|2b090(C,Z, )\)b1

ou on reprend les notations précédentes et on pose pour j € {1,...,2n—1} :
doj.on1=doj N+~ Ndoyy 1, dqr..j =dgr N\ --- Ndg;

On va procéder comme dans |[L-T/Le 1| pour majorer l'intégration en A.
Considérons

P[0, 8] x A — A
(r,9) —> (T, (L-r) XL N, -1 X, mxg)

1 est un difféeomorphisme, notons a(7), la fonction telle que

1 l
(1—7)"tdr A (Z x;'cw]) Ao A (Z A‘?dﬁj) = a(r)dr Add;

j=1 J=1
avec di;y = dida A --- N\ dVy.
Posons, pour ({,z,7,9) € Rr x D x [0,1] x A;
Ly(Cs 2,7 0) = a(1)AET(C, 2, 9(r, ),
vimes—1(C 2T 0) = () AEL 2 1 (G, 2,9 (,9),

l l
V(¢ 2,9) =((,2, ) 0X) = > 050(C, 2, M)
=1 i=1

et
FU(C,Z,T,ﬁ)dﬁ[

. by
/’9€AI (E;’:l 19j80(<7 Z, >‘]) + ’Y(C’ 2, 19))
I (€ 2,7, 9)dV;

v+m—s—1

Q’U(Ca 2, T, bl)

/

U-l-m—s—l(C’Z’T? bl) :/ _ b
VAL (Y, 950(C, 2 ) + (G, 2,) )
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D’apres le théoréeme de Fubini, on a

| AT (v, J, L, 0o, b1)(2)| < (1.3.27)
dqy..m Nt A dopyy. on—
/ max |Q'U(C7 Z, T, b1)| |C(C)|| q.m 2b Omt1...2 l|
RiNU(¢o) 0<r<t |¢ — 2|2
| BT (v, J,L, M, by, 01)(2)] < (1.3.28)

max |Q’ (C 2 7. b )| |C(C)||dqls /\dt/\d0'5+1_"2n,l|
Ry 0t T ¢ — 2|2

Nous allons maintenant vérifier que 'on peut utiliser le Théoréme 1.3.8

pour majorer Q, et Q. Soit (¢,2,7) € U((o) x D x [0, i] D’aprés les
définitions de a et A et d’aprés les propriétés de £272 et Eg_i__fn_ s_1, il existe

une constante C; > 0 indépendante de (C, z,7) telle que, pour tout ¥ € Ay
et tout 1 <h <1+4+2,1<14,,j, <l,aveci, #j, (v=1,...,h):

Tw(¢, 2, 7,9)| < Chl¢ — 2] (1.3.29)

Vi Ty (¢, 2,7, 9) < Chl¢ — 2" (1.3.30)

|F;1+m—s—1(Ca 2, T, 19)| < ClK - Z|’U+m—s—1 (1331)
|v;113);rii+mfsfl(<ha 2y T, 19)| S Cl|< - Z|’U+misi1 (1332)

(AL, ..., AY) étant une famille de sommets admissibles, on sait d’aprés la

Définition 1.3.9 que, pour tout ¢ € Aret tout 1 <h <1 +2,1<1,,j5, </,
avec iy, # j, (v=1,...,h) :

(G2 9) <5l = 2P (1.3.33)

i o
Vi v(G 2, 0) < 20— 2 (1.3.34)

Par ailleurs, pour tout j € {1,...,l}, on a
- «
Re ¢(C, 2, M) 2> 00 (€) — pai (2) + §|C — z[?

Or, il existe une constante C' > 0 telle que si on note §(z) = d(z,9D), alors
pour tout z € D, on a

—pri(2) 2 Cé(z) (1.3.35)
de plus, si ¢ € Ry, p () = 4(C).
Ainsi _ o
Re (¢, 2, M) 2 ¢(0(2) +1(0) + 51C = 2 (1.3.36)
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On peut donc appliquer le Théoréme 1.3.8 pour €, en posant :

Ci =Ch|¢ — 2"
§=c(d(2) +t(¢))
e=3l¢ — =

Yj = @(Cv 2 >‘j)

Y(9) =7(C, 2, 9)
r@)=ry(, z,1,9)

et on obtient, pour tout K C I, tel que |[K| < b —1

C'b C*
QU 3 %y ,b S 1
12 (¢ 2,7, b1)) HjeK|90j|(5+8)br|K‘
< Cp, C1]¢ — 2|”
= T ex 1906 MI(e(0(z) + 4Q) + 51 — 2P)i 1K

(1.3.37)
De méme, on peut appliquer le Théoréme 1.3.8 pour €, | en posant

C,= CI|C _ z|v+mfsfl
0= c(d(2) +1(C))

e=5lC—

©j :(p(C,Z,Aj)
V(W) =7(¢, 2, 9)
F(ﬁ): ’,U—I—m—s—l(<7z77-a’l9)

et on obtient pour tout K C I, tel que |K| <b; — 1

Cy, C.,
ek loj|(0 + )b 1K
< Cy, C1|¢ — Z|U+mfsfl
" jex 19062 M)(e(8(2) + Q) + §1¢ — 2[2)n =K
(1.3.38)

|Q’ (Caza77b1)|§

v+m—s—1

Quelques relations supplémentaires

Nous allons citer dans ce paragraphe quelques relations utiles pour ob-
tenir les estimations. Le lecteur pourra trouver la démonstration de (1.3.39)
dans |[Mi/Pe|, par exemple.
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1. Sig € C(’)“,T(D_O), k > 0, avec g = 0 sur D, il existe une constante
C > 0, indépendante de g telle que pour tout ( € Ry

1c(Q)] < Cllglle,pot(C)*F (1.3.39)

2. D’apres les relations (1.3.35) et (1.3.36), il existe une constante C' > 0
telle que, pour tout (¢, z) € (RrNU((p)) x D et pour tout j € I,

(¢, 2, M) 2 Clgj| +1(¢) +6(2) + ¢ — 21 (1.3.40)

€ =21 > Cllga| + -+ + |arl + Q) + 0(2) + |2"]) (1.3.41)

3. I = m = min(pg, ")

Pour toute la suite, C désigne une constante positive indépendante de g.

Estimations pour g € C§ (Do), k > 0

On suppose que g € C{{T(D_o) avec k > 0 et que g = 0 sur D.

D’aprés le Lemme 4 dans [He/Ro| (voir aussi [Ra/Si]) et la définition des
normes holderiennes (cf paragraphe 1.1.11), il suffit d’étudier les cas ou
p=Fk—1 et p=Fk en obtenant des majorations de la forme suivante :

|j+(va JaLa bOa bl)(z)| S CHg

|k, pys POur p=k —1
~ 1
|TH (v, J,L,bo, b1)(2)| < Callglle,p,0(z) ", pour p =k et g <o <1

Remarque. Ici, « = 1 — dg ou dg est défini dans le Théoréme 1.0.2. Par
ailleurs, comme D est compact, si @ > ¢ > 0, il existe C,, > 0 telle que pour
tout z € D, 0(z) ¢ < Cud(z) .

1.3.6.1 - L’intégrale At (v, J,L,by,b1).
() Siby =|I| =0l =m,dans ce cas,onaa; =a; =let J=L =1, et
donc, v = 1, on peut utiliser ’équation (1.3.37), avec K = (1,...,l — 1),
alors, pour tout z € D,

avec
1. ap < by < op+ p3
2. 2y — v < 200 + p3 — 1

Alors, d’apres les relations (1.3.39) et (1.3.40), en effectuant de plus un
passage en coordonnées polaires en fonction des coordonnées oy41, ..., 09, 1,
on obtient
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|A+ (’U,I,I,bg,l)(Z)|
th=1g2n=2-11dq,  Adt Ado
< Cllallenn [ e T
taio [Tj=1(lgi] ++0(2) +[C = 2*)(0(2) + 1+ |C = 2[*)|¢ — 2]

En utilisant le fait que 2bg — v < 2ap + p3 — 1 et en intégrant par rapport
aux variables ¢1, ..., q;, on obtient, pour tout ¢ > 0 arbitrairement petit,

tk710_2n72l71dtd0_
At (v, I,1,bg,1 <C
‘ (v, 1,1, b, )(Z)‘ > E”ng,Do /t,a OG) +t+]C— Z|2)1+E|C — Z|p3+20‘0_1

orag=n—«a; =n—1dou

thLdtdo
At (v, 1,1,by,1 <C.
‘ (,Ua » 45,00, )(Z)‘ —C “ngyDO /t,o‘ (6(2) +t+0-2)1+€|c _ Z|p3

et d’apres 'inégalité (1.3.41),

[A* (0, 1,1, b0, 1) ()| < C. g / 0 dido
5500, =VElIIRDo f (5(2) + £+ 02)He(E+ 0(2) + o)
Comme |L| = max(|J| — p2,0), on a p2 = 0 et donc p = p; + p3, avec
p=k—1ouk.
-Sip=k-1,

tPL1P3|dt A do|
AT (v, I,1,bg,1 <C
‘ (Ua » 45,00, )(Z)‘ = E“ng,DO /t,o‘ (6(2) —|—t—|—0’2)1+€(t+6(2’) +O-)P3

<Cullgli.n, [ dido
0 e (0(2) +t 402t
< C:llgllk,po
-Sip=k,
1. sipg >0
p3—1
| AT (v, 1,1,by,1)(2)| < Cclglk, o /m (5(z)—l—t—l—;)H!?ttigg)—i—o)m1+1

o “ || / dtdo
=TelgleDo [ 6) + ¢+ 0D (I 1 0(2) + 0)
< Celgll,ped %=

2. sipg=0,alorsp; —1=k—12>0c¢et

dtdo
+ <
A% 0,1 Lo, D@ < Cellslem | 7 a7y

< Cg“QHk,DO
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(B) Si by > |I], alors, on peut utiliser I’équation (1.3.37) pour K = L, et
il vient

|C - Z|U|C(C)||dlhm A dt A d0m+1...2n—l|
R0 (o) L1z [9(C, 2, A)|(3(2) + 1+ |C — 2[2)br ¢ — 2[2b0

|AT (v, J, L, by, 1)(2)| < C

ou
I.LcJcCTavelI =(,...,0),J =(1,...,1"), L = (1,...,m) et
m = max(l' — py,0)
2. ag < by <ap+p3
3. a1 <by <ar+p
4. 2by —v < 2a9+p3 —v

On raisonne alors comme dans le cas précédent, et on obtient pour € > 0
arbitrairement petit

tk—IUZn—l—m—1|dt/\dU|
At (v, J,L,by,b <C
‘ (U, » 4500, 1)(2)‘ = EHg”k,DO /t,tr ((5(2) T+ |C _ z|2)b1—m+g|§’ _ Z|2b0_u

tk710_2n7l7m71dtd0_
((5(2) +t+ |C _ z|2)171+6+a17m|§’ _ Z|P3+2aoﬂ/
tk—lo.Qn—l—m—ldtdO.
””v[gw@y+r+ﬂWHﬂc—4m”www%%%v
th=Ldtdo
|k,D0 ‘o ((5 +t+ U2)p1+6(5 +t+ U)p3+2(a0+a17n)fm+l+1fu

SOAMME/

t,o

<C¢|lg

<C¢|lg

Posons I} = p3 +2(ap+a1 —n) —m+1+1—v.

thLdtdo
At L <C
‘ (Uaja 7b07b1)(z)‘ = E“ng,DO /t,O' (5+t+0—2)p1+5(5+t+0)ﬂl

SiT=(1—-10'"4+1,a0,01), I} =p3+1' —m < p3 + po, alors

4%, 2,00, 0)(2) < Colgli | L_dido
1D PRI = kDo | (5 o (5 £+ o)petee

et on trouve comme dans [Mi/Pe| que, sip1 +p2+ps=k—1ouk
‘A+(U7 Ja La bOa bl)(z)‘ < OE“ng,DO

SiT=(10-1"+2,ap,1 +1), Iy =ps +I' —=m+1 < p3+py+ 1, alors

|A* (v, J, L,bo, by)(2)| < Ccllg| / & dido
»dJ, 44,00, 01 = Cellgllk,Do Lo (5+t+02)p1+e(5+t+g)ps+p2+1
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-Sipi+p2+p3=Fk—1,
dtdo
Crit o +ito)

\Aﬂuxawwnunsawmﬁ{/
t

e

< Cellgllk, Do

- Sip1+p2+ps =k,
1. avec p2 +p3 > 1, alors
dtdo
(0+t+02)E(d+t+0)?2

\Aﬂa%uwwnunsawmﬁ{/
t

e

< Cellglle,p, 6%

2. avec pp +p3 =0, alorsp; —1 =%k —1 >0 donc
dtdo
(0+t+o2)He(d+t+0)

\Nmemwmmsame/
t

,0

< Cellglle,pod™*

1.3.6.2 — L’intégrale B™ (v, J, L, M, by, by).

Comme |M| < |I|, on a toujours by > |M| + 1, on peut donc appliquer
(1.3.38) pour K = M, et on a
|C(C)||C B Z|v+m_s_1|dq1...s Adt A\ das+1...2n—l|
RinU(¢o) 11521 19(C, 2, M) [(6(2) + £ — 2])P175]C — 2|20
Ainsi, pour tout € > 0 arbitrairement petit, en intégrant par rapport aux
g
variables ¢, . .., qs, en utilisant la relation (1.3.39) et en passant en coordon-
nées polaires par rapport a g41,...,02,_7, O a
|B+(Ua J aLa M7 bOabl)(Z)|
<C “ || / tk71|C _ z|v+m75710_2n7l7571dtd0_
> Cellgllk, Do Lo (t+(5+ |C_Z|2)blfs+s|c_z|2bo
tk—IUZn—l—s—ldtdO.
SCEHQHk,Do/ 2\p1+1ltetar s 1 F2a0—v—m+s+1
o (64D F1C — APPATFEF = T[C — oo 2wt
tk710_2nflfsfldtd0_
(t + 6+ |C _ z|2)p1+1+5|<’ _ Z|P3+2(ao+a171)fufmfs+1
<C thlodtdo
= E“ng,Do o (E+ 04 |C — z|2)pr+lte|C — Z|P3+2(ao+a1flfn)*lffm+l+3

|B+(UaJ7L7Ma bUabl)(Z)| < C

scumm@,/

t,o

Notons Iy = p3 + 2(ap+a1 —1—n) —v—m+1+3.
Alors,

|B+('U7 J7L7Mab07b1)(z)|
<ol / th—lodtdo
> Cellgllk,Dg Lo (t+ 5+ |C _ Z|2)p1+1+€|€ _ Z|H2
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(@) SiT=(1-1I'"+1,ap,a1), Uy =p3 +1I' —m < p3 + p2, donc

|B+(U, J,L,M, bo,bl)(2)|
<C.lol / th=lodtdo
> Cellgllk,Do Lo (t + 0 4 o2)pr+lte(t 4 § + g)patpe

-Sipi+p2+p3s=k—1,0na

odtdo
Bt (v,J,L, M, by, b <C, R T
| (Ua y &4y » V0, 1)(Z)|_ €“g||k:D0 /t,a (t+5+02)1+6
< Cellgllk,po
-Sipr+p2+p3=k
1. avec pp + p3 > 1, alors
odtdo
Bt (v, J,L, M, by, b <C
| (Ua 5 4y VL, 00, 1)(z)| = E||g|k,D0 /t,a (t+5+02)1+5(t+5+0)
dtdo
<C T o
S 6||g“k,D0 /t,a (t+5+02)1+€
< Ccllgllk,po
2. avec pz + p3 = 0, alors
odtdo

+
|B (’U,J,L,M, bUabl)(z)| S OE“ng,DO /t,O' m

< Cellgllr,pyd™*

B)SiT=(1-1"+2,ap,a1 +1), Iy =p3+1'—m+1 < p3+ps+ 1, donc

|B+(’U, J,LaMabOabl)(Z”
<C.ll / th—lodtdo
> Cellgllk,Do Lo (t 5+ O—2)P1+1+€(t + 6+ O—)P3+P2+1

-Sipi+p2+p3s=k—1,0na

dtdo
B* L,M,by,b <C: :
| (UaJa ) » V0, 1)(Z)| —C “ng:DO /t,a (t+5+02)1+6(t+5+0)

= Cell9llk, Do to (t+5+02)1+5

< Ccllgllk, g
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-Siprt+p2tps=k
1. avec p2 +p3 > 1, alors

dtdo
B*(v,J, L, M, by, b1)(2)| < C z
| (Ua s Loy 5 V0, 1)(Z)| > E“ng,DO /t,O' (t+ ) +0.2)1+E(t+ 6+ 0—)2

<Culal / dtdo
=elgikDo f 40+ oD (t 40+ 0)
< Cellgllk,pyd >

2. avec pz + p3 = 0, alors

| / odtdo
B0 ) 0+ 22t + 0 + o)
dtdo

<C T s ooae
S 6||g“k,D0 /t,o (t+5+02)2+€

< Cellgllk,pyd (249

|B+(07J7L7 M, bOabl)(z)| < CEHQ

Ce qui termine la démonstration du Théoréme 1.0.2.

1.4 Le cas g-concave

Nous allons maintenant démontrer le Théoréme 1.0.3. Le plan de la dé-
monstration est analogue & celui du Théoréme 1.0.2, les principales diffé-
rences sont dues au fait que dans ce cas, py+1 a des propriétés de convexité
opposées a celles des applications py,...,pnN.

Soit (U, p1,...,pn) une configuration g-concave de classe C?, avec d > 3.
Soit ¢ € E. Pour R > 0, on note py11(2) = p«(2) = |€ — 2|? — R? et :

N
G =[{z € Ulp;(2) <0}

j=1
N
D= {z € Ulpj(z) <0}NB(& R)
j=1
Er={z€Ulpi(z) =+ =pn(2) =0} N B(R)

Comme dans le cas convexe, un configuration g-concave est en fait un
cas particulier de domaine & coins g-concave défini de la maniére suivante :

Définition 1.4.1 On dit que (E, D) est un domaine a coins g-concave local
si D CC C™ est une intersection de classe C3 pour laquelle on peut trouver un

cadre (U, p1,-- - PN, ps) 00 B = {z € Uplp1(z) = --- = pn(2) = 0, p«(2) < 0}
et vérifiant la propriété suivante :
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Il existe une application C*, Q : Ay, . ny — MO(n,n —q— 1) et des
constantes o, A > 0 telles que

~Re F), (¢,2) 2 paz) = pa(¢) + ¢ = 21> = A|QN (¢ — )

pour tout A= (>‘1a SR >‘N) € A(1,...,N)7 Px = >\1P1 +e ANPN el (Caz) €
Uz
=
Le Lemme 2.3 dans [L-T/Le 2|, dont la démonstration est identique a
celle du Lemme 2.4 dans |L-T/Le 1] permet alors d’énoncer la proposition
suivante :

Proposition 1.4.2 Si (U, p1,...,pN) est une configuration q-concave de
classe C%, avec d > 3 et si & € E. Il existe Ry > 0 que lon peut choisir
indépendamment de petites perturbations C* des applications p1,...,pn tel
que pour tout R < Ry, (Dgr, ER) est un domaine a coins q-concave local et
les constantes a et A de la Définition 1.4.1 peuwvent étre choisies indépen-
damment de petites perturbations C? de py,...,pnN.

Remarque. Dans la suite de ce chapitre, nous continuerons a travailler avec
une configuration g-concave, mais tout peut-étre démontré avec un domaine
a coins g-concave local. La construction de la section de Leray est alors
identique, (voir par exemple |L-T/Le 3|), cependant, 'inégalité (1.4.1) est
valable pour ((,z) € Uz x C* avec | — z| < € pour € assez petit. et non
plus sur U%. En reéalité, ceci est suffisant pour étudier les singularités du
noyau (voir le Lemme 1.4.8). Il faut noter enfin que les variations de R
correspondent & des changements de niveau de la fonction p, et que ceci peut
aussi étre fait indépendamment de petites perturbations C? des applications

PLs--+ 3 PN

1.4.1 Construction d’une section de Leray associée a une
configuration ¢-concave

Considérons donc une configuration g-concave, (U, p1,...,pn). On re-
prend maintenant les étapes d’une construction classique d’une section de
Leray pour une configuration g-concave, voir par exemple [L-T/Le 2|. On
construit d’abord une application associée & p, et on utilise la méme construc-
tion que dans la partie 1.3.1 pour obtenir une application associée & py =
Apr + -+ Anpy avec A € A n) en échangeant les variables z et (.
Ceci nous permet ensuite de définir une section de Leray vérifiant les trois
propriétés demandées dans la partie 1.2.

Pour R > 0, on définit
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Alors, comme w, et ®, ne dépendent pas de R, on peut choisir By > 0 tel
qu'il existe v > 0 vérifiant pour tout R < Ry :

¥(¢2) € BE,R)?, Re @4(C,2) 2 p.(C) — pul2) +31¢C — 22 (14.1)

Soit Ry donné par la Proposition 1.4.2, on suppose de plus que Ry < R; et
soit R < Ry, on note maintenant D & la place de Dy et Uz = B(&, Ro).

Comme py,...,pn sont des applications de classe C3, il existe des fonc-

: 1 N : 1
tions C*°, (akj 1<j<n s akj> 1<j<n telles que, si on pose agj = Alakj +
<k< <k<
--—I—ANa,]ng pourtout 1 <j<metl<k<mn,ona

O?px(¢)
0¢;0Ck

On pose alors pour (¢,z) € Uy x C*

gQi V¢ € Uy

n2’

agj(f) -

o
NG —22 g} G —2) = D 4G~ 2) (G — =)
7 Jk=1

On a donc, pour tout (¢, z) € U%
~ «

—Re F,(G,2) 2 palz) = pA(Q) + 5 1C = 22 = Q)¢ - 2)?
Comme précédemment, on note Q(\)*/ les coefficients de la matrice Q(\) :
Q(N) = (Q(N)*)1<j<n (k est Dindice de la colonne).

1<

<n

On pose alors, pour ({,z,\) € U xC" X ANy -

0;(¢,2,0) =294 — S0 ad (G — 2) — AXfo, QI (G — 24)
'U(C,Z, >‘) = ('Ul(C,Z), et ,’Un(C, Z))
@(Caza >‘) =< U(Caz)ac -z >

On a, pour tout (¢,z,A) € U x C* x Aqy . ),
(¢, 2 0) = Fp, (¢,2) = AIQ)(¢ - 2)?
Alors pour tout (¢, z,\) € U% X Ag,.N)
«
—Re ¢(C,2) > pa2) = pa(€) + 51¢ — 2’

Pour finir, on pose pour z € Uz, ( € C",A € Ay N

w;(C, 2, A) =vj(z,(, A)
w(Caza >‘) :(wl(CwZa >‘)7 awn(Caza)‘))
(I)(C,Z, >‘) = _<P(Z7Ca)‘) =< UJ(C,Z, >‘)a< -z >
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Ainsi, pour tout (¢,z,\) € U% X AN

Re 8(¢,24) 2 pa(€) = pa(2) + 51¢ — 217 (1.4.2)

Avec les notations des paragraphes 1.1.5 et 1.1.7, posons, lorsque cela est
défini :

(G20 = x(0) >+ (1= X)) (1 — x(hy i) 222
6= ®(C, 7, )
+(1 — X(Ao))x(ANH)g:Eg’z; (1.4.3)

Alors w est une section de Leray associée & D satisfaisant les propriétés
demandées dans la partie 1.2. Comme pour le cas g-convexe, en inversant les
roles de z et (, on obtient :

Lemme 1.4.3

1. Pour tout (2,A) € Ug X Aq,.. Ny fizé, les applications w((,z,\) et
(¢, 2z,\) sont (¢ + 1)-holomorphes en { € C".
2. Pour tout K € P'(N) et tout (z,\) € D x Ak fizé, Uapplication

w((,z,A) est (¢4 1)-holomorphe en ( € U\ D.
Une formule d’homotopie

Proposition 1.4.4 Si f est une (0,7)-forme différentielle sur D, continue
sur D telle que Of est continue sur D, alors :

1. sir=0, avec ¢ > N,
F(2) =T1(0f)(2) + L f (2)
2. sil<r<gq-N,
f(2) = 0T, f(2) + Tr1(0f)(2) + Ly f (2)
9 sir=q—N+1=0,
F(2) =T1f)(2) + Ly f(2) + L f(2)
J.osir=q-N+1>1,
F(2) = 0T, £ (2) + Tr41(0f)(2) + Ly £ (2) + LY £ (2)

ot si h est une (0,7)-forme différentielle continue sur D telle que Oh est
continue sur D, T,h est donné par l’équation (1.2.8) et

Lih(z) = Z /SI N h A Dy,

I€P'(N)
LﬁVh(z):/ h A Dy,
S, ,NyXA,. N

.....



Démonstration : D’aprés équation (1.2.3), il suffit de montrer que si f est
une (0, r)-forme différentielle continue sur D, pour de bonnes valeurs de r,

les intégrales
[ inD.,
S] XAI

sont nulles pour tout I € P'(N), sauf peut-étre si I = (1,...,N).

Soit I € P'(N), dimS; = 2n — |I|, comme f est une (0,r)-forme, le
seul terme pouvant apporter une contribution non nulle dans la premiére
intégrale est la partie de Dy, qui est de bidegré (n,n — |I| — ) en (. Or
d’aprés le Lemme 1.4.3, 'application w((, z, A) est (¢ 4+ 1)-holomorphe en (,
pour tout (z,A) € D x Aj.
Donc si n — |I| —r > n — g — 1, 'intégrale est nulle.
Alors, si f est une (0, r)-forme dlfferentlelle sur D, continue sur D telle que
Jf est continue sur D, telle que

-1 < q— N, alors pour tout I € P'(N),n—|I|—r >n—q—1 et donc

/ nr = Z / n,r
S[XA] S[*XAI*

I€eP/(N+1) IeP'(N

-r =¢q— N+ 1, alors pour tout I € P'(N), sauf si I = (1,...,N),
n—|Il—r>n—-q—1etdonc

/ fADp,p = Z/ fADn,r+/ fADny
S[XA] S N

IeP!(N+1) 1epi(N) Y S1= X AT

Ce qui termine la démonstration de la proposition. O

Considérons g € Cg,r(_D[]), r > 1 avec supp g CC Dy, posons maintenant,
Tr,g = f7‘(g|D) + Z (_1)‘1‘5 gA Dn,r—Z (1-4-4)
[EP/(N+1) RixAor

avec Dy _1 :=0.
1l est clair que T'g — T;(g) est O-fermé.

Par ailleurs, la (¢ + 1)-holomorphie de la section de Leray permet d’af-
firmer quesir <¢g— N+ 1,0n a:

/ Ef ADpro1= Y / Ef ADp,_1 (1.4.5)
R[XA[ R

[EP/(N+1) 1eP/(N) ! Bie XAt

Alors un raisonnement analogue a celui effectué dans le cas g-convexe, permet
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d’affirmer que si f € Cj,.(D), on a

T, f := T;Ef:—/ Ef ADpra+ Y, (=D OEf)A Dy, 1
D0><A0 IEP’(N—l—l) R[XAOI
+ Z Ef /\Dn,r—l

IEP’(N) RI* XAI*

Revenons pour l'instant aux formules d’homotopies données par la Pro-
position 1.4.4.

1.4.2 Les termes linéaires

1.4.2.1-Sir=q—N+1.
Soient Ry > 0 et B > 0 avec R3 — 8 > 0, assez petits pour que
(U,—p1 — B,...,—pn — B) soit une configuration g-convexe et que
NN {z € U| — p; < B} N B(&, Ry) soit une intersection de classe C%.
Quitte & diminuer R, on peut supposer que

{1. B(§,R) CCNL {z € Ul = pil2) < B} N B(E, Ry)
2. R? < R3 -1

On remarque ici que Ry et donc R peuvent étre choisis indépendamment de
petites perturbations C? des applications py, ..., pN.

Soit f une (0, r)-forme différentielle, continue sur D et telle que df = 0,
supp f CC GN B(&, R), et f veérifie la condition (C1).

La condition de support imposée a f implique que L:;_ ~i1/ = 0. Mon-
trons maintenant, par une méthode similaire & celle de C. Laurent-Thiébaut
et J. Leiterer dans |L-T/Le 3|, qu'il en est de méme pour LfIV_N_i_lf.

Définition 1.4.5 Soit X une variété complexe de dimension n, on dit que
X est une extension g-convexe, 1 < g < n —1, de K ou K est un fermé
inclus dans X, sl existe ¢, C, avec —o0 < ¢ < C' < +00 et une fonction
r: U = (—o00,C[, de classe C*> sur U a valeurs réelles telle que pour tout
¢ € U, la forme de Levi de r au point ¢ admette au moins (¢ + 1) valeurs
propres strictement positives, ow U est un voisinage de X \ K, tels que :

(i) KNU C {r <c}
(i) {c <1 <t} est compact pour tout t < C.

Soit € > 0, on construit une fonction 6, définie sur R, convexe et C*° qui
coincide avec la fonction valeur absolue sur | — oo, —¢] U [g, +00[. On peut
ainsi supposer que :

(i) 0 € C*(R)
(ii) Vt € R tel que [t| > ¢, 0-(t) = |¢|
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(iii) V¢ € R, 6”(t) > 0
(iv) Vt € [—€,0], =1 < 0.(t) <0
(v) Vt€[0,e],0<0L(t) <1
Définition 1.4.6 Soient h et g deux fonctions définies sur U CC C", de

classe C¥, a valeurs réelles, on définit le maximum généralisé, de h et g,
me(h,g) de la maniére suivante :

VzeU, me(h,g)(2) = 3 [h(z) +9(2) +0-(h(z) = g(2))]

N | =

On remarque que si h et g sont de classe C¥, k € NU {+o0}, alors m.(h, g)
est de classe C¥. On a de plus la proposition suivante.

Proposition 1.4.7 Si k > 2, et si on suppose que pour tout A1, Ay > 0 tels
que A1 + A2 =1, la forme de Levi de A\h+ Aag admet au moins g+ 1 valeurs
propres positives alors la forme de Levi de m.(h,g) admet au moins q + 1
valeurs propres positives.

Démonstration : h et g étant & valeurs réelles, de simples calculs montrent
que, pour ( € U et w € C*, on a :

Lot () =5 [ (L 6H(O) = 9(0))) £1(O)(w)

+ (1= 0L(h(¢) — 9())) Lg(C)(w)
+02 (h(C) — g(¢)) |0(h — g)(C)(w)F]

D’apreés la définition de 6., le dernier terme est positif, ainsi, la forme de
Levi de m.(h,g) en un point ¢ € U est la somme d’une forme quadratique
positive et d’une forme ayant au moins ¢+ 1 valeurs propres positives, ce qui
permet de conclure. O

Considérons les applications r; = —p;, pour i € {1,...,N} et
ryi1(2) = |€ = 2> = RS + B (alors B(§, Ry) = {z € Ulry41(2) < B}, et
B(&,R) cC {z € Ulrn+1(2) < 0}), on définit pour z € U :

{771(2) =r1(2)
TIk(Z) :ms(nk—lark)(z) Vk € {2" .- 7N+ 1}

D’aprés les propriétés des applications rq,...,ry41 et la proposition précé-
dente, pour tout k € {1,..., N + 1}, la forme de Levi de 7 admet au moins
q + 1 valeurs propres strictement positives.

Si 0 < p' < B, onnote I = {z € Ulnn11(2) < f'}. Alors on peut choisir
€ > 0 pour que les inclusions suivantes soient vraies :

B({,R) CC F;cCU (1.4.6)
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Par ailleurs, pour tout 0 < 8/ < f3, Fg est une extension g-convexe de F,.
On va maintenant démontrer que L(II\CNHf est nul en tout point z € D.

Soit z € D et soit ' €]0; 5[ assez petit tel que pour tout 7 € {1,..., N},

ri(z) > 20"

Soit G un voisinage de z tel que

GgccDNn{¢ceUVie{l,...,N} r;(¢) > 28"}

On remarque que pour € assez petit, comme B({, R) CC {z € Ulry41(z) < 0},
on a

Sa,...N) CC Fg (1.4.7)
et
GCU\ Fg (1.4.8)

La partie de Dy, »({,2,A) qui intervient dans Iintégrale est de bidegré
(n,n —q—1) en . Or d’aprés le Lemme 1.4.3, elle est O-fermée en ¢ sur F5,
et ce pour tout (z,A) € G x A n). De plus F§ est une extension g-convexe
de F,, alors d’aprés le Théoréme 12.11 dans [He/Le 2], on peut trouver une
suite (gp(2z,A))pen d’éléments de Zg,n_q_l
vers Dy, (-, 2, A) quand p tend vers +o0.
La convergence étant uniforme, on a

(F5) qui converge uniformément

LY z)= lim w(C) A gp(z, A 1.4.9
o—-N+1/(2) T () A gp(z,A)(C) (1.4.9)

Si ¢ =n —1, pour tout p € N et tout A € A¢ _ n), gp(2, A) est une (n,0)-
forme J-fermée dans F§ donc sur B (&, R), alors la condition (C1) implique
que le terme de droite dans I’égalité (1.4.9) est nul et donc L¢]1V—N+1f =0.

Sig <mn-—2, pour tout p € Net tout A € Ag Ny, gp(2,A) € Zg,nqul(FE),
considérons leurs restrictions & B(&, R), B(&, R) étant pseudoconvexe, il
existe hy(z,\) € C2 (B(&, R)) telle que Ochy(z, A) = gp(z, A). On utilise

n,n—q—2
alors le théoréme de Stokes :

..........
..........

..........
..........

..........



or d5(1,..,N) = 5(1,..,N,») et [ est nulle sur S(; ), donc le terme de droite
dans légalité (1.4.9) est nul.

Lllustration de la démonstration de l'annulation du terme Lé\iNHf_

1.4.2.2-Sir<qg-—N.
Soit f une (0,r)-forme différentielle sur D, continue sur D telle que Jf est
continue sur D, on veut étudier

L:f(z) = Z /5 f(C) N Dn,r(CaZa >‘)

[EP’(N) I*XAI*

Lemme 1.4.8 ] existe Ry que l'on peut choisir indépendamment de petites
perturbations C% de py,...,pn tel que si f est une (0,7)-forme différentielle
sur D, avec v < q— N, continue sur D telle que Of est continue sur D, alors
Lif est de classe C472 sur B(€, Ry).

De plus si f € Céy,(ﬁ), s €10,...,d — 2}, il existe une constante C > 0
indépendante de f telle que

Ly flls,Be,ra) < Cllflls,D (1.4.10)

Démonstration : Soit R' > 0 tel que R' < Ret B({,R') CCU.
Pour tout I € P(N,%), on a S; C S, donc pour tout couple ({,z) € Sy x
B, R),

I —2>>(R-R)? (1.4.11)
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Les applications py,..., pn étant continues et nulles au point &, et ’ensemble
A, n) étant compact, il existe un réel Rz > 0, que l'on peut choisir indé-
pendamment de petites perturbations C? de p1,...,pn, tel que R3 < R et
pour tout J € P'(N) et tout (z,A) € B(§,R3) X Ay

Q@
et R _ RI 2

(R R)

Alors, d’aprés (1.4.2), pour tout ((,z,A) € S; x B(§, R3) x Ay tels que
X+ Avi1 #1,ona

pa(z) <

Ox o %
Re ®(C,2,A) 2 —pse(2) + 51¢ = 2 > TR~ R')?

De plus, R3 < R donc, d’apres (1.4.1), pour tout (¢, z) € St x B(§, R3), on
a

Re @.(C,2) 2 —ps(2) + 7l — 2> 2 (R - R')?

Ainsi, pour tout I € P'(N, x), les dénominateurs qui entrent en compte
dans le noyau D, , sont non nuls et leurs parties réelles sont minorées par
une constante strictement positive pour tout (¢, z,\) € Sy x B(§, R3) x Ay,
de plus, w((,z,A) est de classe C4~! en z sur B(&, R3) C U. Donc le noyau
D, ; est de classe ci-2,

On peut alors utiliser le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, pour
montrer que, pour tout I € P'(N,x*), z — fgeS;xAI f(C) AN Dy (C, 2, A) est
une application de classe C9~2 sur B(£, R3). Soit Ry < Rg, alors, L f est de
classe C?=2 sur B(&, Ry). Donc Ry convient.

Pour démontrer (1.4.10), il suffit de remarquer que chaque composante de
Dy, est de classe C* sur B(¢, Ry). Ainsi, si 'on applique un opérateur diffé-
rentiel d’ordre inférieur ou égal & s & L f, on a une combinaison linéaire finie
de termes majorés & une constante prés par la norme infinie de f, celle-ci
étant inférieure & la norme C?, cela démontre I'inégalité cherchée. O

On utilise maintenant 'opérateur 7" défini par le Corollaire 1.12.2 dans
|He/Le 1|, avec la section de Leray associée & D = B(&, R4) (voir la Définition
2.1.2 et le Corollaire 2.1.4 dans [He/Le 1]), on a alors :

Vz € B(&,Ry), Lif(z) = OTL:f(2) + TOL: f(2) (1.4.12)

De plus, d’apres les propriétés du noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman
et la construction de T' (voir [He/Le 1]) on a la proposition suivante :

Proposition 1.4.9 Sig € 037,(5), st D' CC D, alors pour tout 0 < § < 1,
il existe une constante Cy indépendante de g telle que

1Tglls+5,00 < Csllglls,p (1.4.13)

On choisit R5 < Ry, et on pose D' = B(&, Rs). Alors, on peut établir la
formule d’homotopie suivante :
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Proposition 1.4.10 Si f est une (0,7)-forme différentielle sur D, avec r <
q — N — 1, continue sur D telle que Of est continue sur D, alors pour tout
2€D', ona:

-s1r=20

f(2) =Ti(0f)(2) + TL;(0f)(2) + OT L f (2)
-sir>1
f(2) =Tr11(0f)(2) + TL; 11 (0f)(2) + 0T, f (2) + OT L} f (2)

Démonstration : - Supposons que r = 0. Soit z € D'.
D’apreés la Proposition 1.4.4, comme r < ¢g— N, on a :

f(2) = Ti(0f)(2) + Ly [ (2)
En appliquant l'opérateur de Cauchy-Riemann a cette équation, il vient :
0f(2) = 0T1(0f)(2) + OLy f(2)

Par ailleurs, comme r+1 < ¢ — IV, on peut appliquer la Proposition 1.4.4 &
la fonction df, ce qui donne :

0f(2) = 0T\ (0f)(2) + L1 (01)(2)
En identifiant, on obtient alors :
0Ly f(z) = Li(9f)(2)
Ainsi, I'équation (1.4.12) devient :
0f(2) = OTLf(2) + TL]Of (2)

Ce qui donne le résultat pour » = 0 en utilisant une nouvelle fois la Propo-
sition 1.4.4.

- Supposons que r > 1, soit z € D'.

D’apreés la Proposition 1.4.4, comme r < ¢g— N, on a :

f(2) = 0T, £ (2) + Tr41(0f)(2) + Ly f (2)
En appliquant l'opérateur de Cauchy-Riemann a cette équation, il vient :
3f (2) = OT,+1(9F)(2) + DLL(2)

Par ailleurs, comme r+1 < ¢— N, la Proposition 1.4.4 appliquée & la fonction
df donne :

0f(2) = 0T,41(0f)(2) + L7 11(9f)(2)
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En identifiant, on obtient alors :

OL: f(2) = L1 (9f)(2)

On peut alors conclure en utilisant ’équation (1.4.12) ainsi que la Proposi-
tion 1.4.4. O

Par ailleurs, on a :

Lemme 1.4.11 Si f est une (0,r)-forme différentielle sur D, avec r < q —
N, continue sur D et telle que Of =0, alors OL*f =0 sur D.

Démonstration : 1l s’agit ici d’appliquer 'opérateur de Caﬁuchy—Riemann aux
équations données par la Proposition 1.4.4 et d’annuler Jf. |

On peut maintenant résumer les résultats de ce paragraphe dans la pro-
position suivante :

Proposition 1.4.12 Supposons que N < q.
Il existe Rs > 0 que lon peut choisir indépendamment de petites perturba-
tions C? de p1,...,pn tel que si f est une (0,7)-forme différentielle sur D,
avec 7 < ¢ — N, continue sur D telle que Of =0 sur D, alors on a :
- sir =0, c’est-a-dire que f est une fonction holomorphe sur D, conti-
nue sur D, alors f se prolonge holomorphiquement a B(&, Rs).
— sir > 1, pour tout z € DN B(&, Rs), on a

f(2) = 0T} f(2) + OTL: f(2) (1.4.14)

Si de plus [ € CS,T(E), s €40,...,d — 2}, alors pour tout 0 < § < 1,
il existe une constante Cy indépendante de f telle que

|TLy flls45,0nB(¢,rRs) < Csllf

|s.0 (1.4.15)

Démonstration : 1l reste & traiter le cas ou r = ¢ — N, d’aprés la Proposition
1.4.4,0on a:
—sir =0, f(2) = Lif(z) = OTL{f(2) + TOL}f(2), or OLSf(2) = 0
d’apres le lemme précédent. B
—sir > 1, f(2) = 0T, f(2)+ L:f(2) = 0T, f(2) +OT L} f(2) car L f =0
d’apreés le lemme précédent. 0
En utilisant maintenant 'opérateur 7, a la place de 'opérateur 7;., on
obtient, si f € Céy,(ﬁ), 1<r<qg—N,etpourtout z€ DN B(,R5) :

f(z) = 0T, f(z) + OT L  f(2) (1.4.16)

On va maintenant donner les estimations C*, k > 0 pour T} f.
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1.4.3 Estimations de 7, f

Soit f une (0,r) forme différentielle continue sur D et telle que f = 0,
on rappelle que pour tout z € D

T,f(z)=— /D BFQ A Dy (62

+ Y (=pM O(Ef)(C) A Dpyp-1(C,2,A)
I€P'(N+1) RrxAor

+ / EfAND =1
IEPZ’ RI* XAI* o

L’estimation du premier terme est déja connue car il s’agit du noyau
de Bochner-Martinelli-Koppelman. Il reste & considérer les deux derniers
termes. Ici encore, on doit séparer le cas ou * € I, c’est-a-dire le cas ou le
bord délimité par B(&, R) apparait dans l'intégrale.

On écrit donc :

T,f(z) = /D  BFQ A Dy 162 0) + THG) + TH ()

avec
T} f(2) = (-l O(EF)(C) A Dnypoi(C,2,0)
Iepzl(N) /RI* X Ao«
+ EfA Dn,r—l
IEPZ /RI*XAI*
et
T f(z)= Y, (-)N O(EF)(C) A Dnypo1(C,2,0)
I€P'(N) RrxAor

On remarque tout d’abord que dans le cas ou r = ¢— N +1, les conditions
supplémentaires sur f annulent le terme T} f.
Sil<r<qg-—N,soit Rs donné par la Proposition 1.4.12. Le méme raison-
nement que celui effectué pour démontrer le Lemme 1.4.8 permet d’affirmer
que si f € C§,(D), avec s € {1,...,d — 3} et si 0 < J < 1 alors il existe une
constante 0575 indépendante de f telle que

1T} flls—146,8(¢,rs)nD < Csllflls,0

Il reste donc & estimer T2 f. Ce qui s’effectue comme dans le cas g-convexe
avec quelques nuances apportées par l'inversion des variables z et .
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Ainsi, le méme type de calcul que dans la sous-partie 1.3.3 permet d’affir-
mer que T2 f se décompose comme une combinaison linéaire finie d’intégrales
de la forme suivante :

A O N A
J_(I/, J’ aOaal) — / B AC(C) J(Caz) v O(Caza )
RixAd, ¢ — 2|20 ®(¢, 2, \)u
ott h¥ = h3((, z, ) est une forme différentielle de classe C* sur Dy x D X
1
Af;, de classe C® en z, réelle analytique en ¢, C* en (¢, A) et qui s’annule
I'ordre v en ¢ = 2,

|I| =1, J:(l/l,...,l/l/) cl, |J| :l’,

®J(Caz) = My (C,Z) ARRN /\,U,Vl, (Caz)u avec :u'Vs(CaZ) =< ’lU(C,Z,TVS),dC >
a > 1, a1 > |I| > 1,00 + a1 =,
c¢(¢) est un coefficient de d(Ef).

Comme dans le cas g-convexe, il suffit d’estimer J=(I —I' + 1, J, ag, 1),
J (I =1"+2,J,a9,a1 + 1) et leurs dérivées par rapport a z. On remarque
de plus que la seule différence avec le cas g-convexe vient du fait que A},
contrairement & f; n’est plus C* en z, c’est pour cela qu’on doit limiter
supérieurement 1’ordre pour lequel on estime le noyau. Notons DP un opéra-
teur différentiel en z d’ordre p = p1 + po + p3, avec p < d — 2. Si on applique
DP & J~ (v, J,ap,a1), on obtient une combinaison linéaire finie de termes de
la forme

d—2-
J (v, J, L, by,b1)(z) = / ; _AC(C) ANOL(C, 2) A hy OP(C,Z,)\)
RixAL IC = 2|P0B(C, 2, )

ou
1. LcJcClI,|Ll =m=maz(l' —ps,0), L= (l1,-..,lm).
2. a9 <bp <ap+ps
3. a1 <bir <ar+mp
4. 2bp —v < 2a¢9 +p3 — Vv

Comme dans le cas précédent, lorsque p = 0,
onaJ (v,J,a9,a1) = T (v, J,J,ap,a1).

L’estimation de J~ (v, J, L, by, by) s’effectue ensuite comme celle de
J (v, J, L, by, by), il reste seulement & vérifier que malgré I'inversion de z et
de (, on peut établir des pseudocoordonnées analogues a celles de J. Michel
(voir [Mi] et la sous-partie 1.3.5).
Pour des vecteurs linéairement indépendants \',...,\' € Aj;, on définit
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comme dans la sous-partie 1.3.5 le systéme de coordonnées z({) au voisi-
nage d’un point (o, ainsi que y, z', " et t(¢) = py1({).
On pose aussi pour j € {1,...,1}, et pour ({,2) € U3

E3(C, 2), resp. E5(C, 2z, A), désigne une forme différentielle de classe C® sur
_ — 1

(U5 \ D) x D, resp. (U \ D) x D x Aj};, indépendante de u et qui s’annule

a lordre v en ( = 2.

L’équation (1.3.23) est encore vérifiée, cependant le systéme (1.3.24) est mo-

difié, il devient :

dc®(C, 2, N) =200 (2) + £°(C, 2)
dc®(C, 2, ) = 20¢pp (2) +E(C, 2) (L4.17)
— 2d(py (2) — 20cpxi (2) + E(C. )

On obtient donc,

dcuj(€) = 5 (405pss (=) — 2o (2) + E°(C, )

i

De plus

:U‘(Ca 2, >‘]) = 28Cp)\j (Z) + gi)o(C7 Z)
Les applications py,...,pn étant de classe C?, avec d > 3, on a pour tout
je{l,...,1l}

depri (2) = depyi (€) = E77(¢, 2)
par ailleurs, sur Ry, depyi(¢) = depar(¢) = dt, on a alors :

dous (€)= o (2u(¢, 2, ¥) — 2dt + £07(¢,2))

Ce que I’on peut aussi écrire
u(Cr 2 N) =ideus(Q) + dt + E(71(¢, 2)
Et en utilisant 1’équation (1.3.23), on obtient, sur Ry N U((p)
u(Cy 2 N) =idapj(x) + (L +idjon—rs1(y))dt + Ef2(C,2) (1.4.18)

Cette équation est la méme que I’équation (1.3.25), donc, on peut démon-
trer une proposition analogue & la Proposition 1.3.11, en remplagant dans
les notations les f par des h. Ceci termine de justifier que ’on peut utiliser
les pseudocoordonnées pour estimer le noyau T2 et achéve la démonstration
du Théoreme 1.0.3.
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Chapitre 2

Résolution locale dans des
sous-variétés CR

Le but de ce chapitre est d’étudier la résolution locale de I’équation de

Cauchy-Riemann tangentielle pour des formes de classe C*° jusqu’au bord
dans plusieurs types de domaines inclus dans une sous-variété CR ¢-concave
de C™ de codimension k, avec 1 < k < m.
Comme dans [L-T/Le 4], on considére les formes de bidegré (n,r). Ceci per-
met de travailler avec de véritables formes différentielles et non des classes
d’équivalence, de plus, I'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel est alors
la restriction de la différentielle extérieure usuelle d sur M (voir aussi le Cha-
pitre IL.1 dans [Tr]). Le fait d’étudier uniquement ces bidegrés ne constitue
pas une véritable restriction car on travaille localement. En effet, on pourra
par la suite travailler avec des formes & valeurs dans un fibré vectoriel holo-
morphe que ’on supposera trivial au-dessus des ensembles que ’on considére
ici.

Soit M une sous-variété CR de C" de codimension k, g-concave (voir les
deéfinitions de la partie 2.1). Il est bien connu qu’il y a un saut dans les degrés
pour lesquels on sait résoudre 1’équation de Cauchy-Riemann tangentielle,
ainsi, notre étude est séparée en deux : la résolution pour les «grands» degrés,
c’est-a-dire pour n —q — k+ 1 < r < n — k, appelé «cas converes et la
résolution pour les «petitsy degrés, c’est-a-dire pour 1 < r < g — 2, appelé
«cas concaves.

2.1 Définitions et notations

2.1.1 Sous-variétés de Cauchy-Riemann

Soit M une sous-variété réelle de classe C%, d > 2 et de codimension
k < n incluse dans C*. Nous allons rappeler quelques définitions concernant
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les sous-variétés CR, pour plus de détails, voir par exemple [Bo| ou [L-T 2.
Pour p € M, on note TI()CM I’espace tangent complexe & M en p.

Soit & € M, on peut représenter M au voisinage de ¢ de la fagon suivante :
MNU={z€Ul|pi(z) =--- = pr(z) =0} (2.1.1)

ol les applications py, ..., pr sont de classe C? sur un voisinage ouvert U de
¢ dans C" et & valeurs réelles avec dpy A --- Adpy # 0 sur U.

Une telle famille (p1,...,p) est appelée systéme local de fonctions définis-
santes.

Si M est représentée par un tel systéme, alors pour tout p € M N U,

TEM = getcn|za”” 0, v=1,....k (2.1.2)

et dimg Ty M > n — k.

Définition 2.1.1 On dit que M est une sous-variété de Cauchy-Riemann
ou sous-variété CR de C" si le nombre dimg TI;CM ne dépend pas du point
p € M, et on dit que M est générique si la dimension de T;,CM est minimale,
i.e. dimgc T;CM =n —k pour tout p € M.

En représentation locale, M est CR générique si et seulement si pour
tout systéme local de fonctions définissantes py, ..., pg, on a

OpL A -+ NOpy, 0 sur M

Définition 2.1.2 Soit M une sous-variété CR de C*, on dit que M est
g-concave, 1 < q < ”T_k, st pour tout & € M, pour toute représentation
locale de M de type (2.1.1) au voisinage de & et tout z € RE \ {0}, la forme

quadratique sur TgCM définie par

Z 8% a— (6)¢iC; (2.1.3)

0 Py = T1p1 + -+ + TKpr et ( € TéCM, admet au moins q valeurs propres
strictement négatives.

2.1.2 Notations

2.1.2.1 - Dans ce chapitre, on s’intéresse aux formes différentielles de
classe C*°. On reprend les notations du chapitre précédent pour désigner les
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espaces de formes différentielles sur C* de classe C*° sur un sous-ensemble
de C" (voir le paragraphe 1.1.11). Par exemple, si U est un ouvert de C" :
o C.%.(UN M) désigne I'espace des formes différentielles de bidegré (n,r) sur
C" dont les coefficients sont de classe C*° au voisinage de M NU dans C" et
sont restreints a M N U,

e C°.(U) désigne Pespace des formes différentielles de bidegré (n,r) sur C*
dont les coefficients sont de classe C* au voisinage de U.

Par ailleurs, si W est un ouvert de M, on note [C°] 5 (W), resp. [C°|nm (W),
I’espace des formes différentielles de degré s sur M, & coefficients dans

C>®(W), resp. C>*(W).

2.1.2.2— On désigne par 5 le faisceau des germes de formes diffé-
rentielles & coefficients C* sur C"*, par &£, le sous-faisceau des germes de
(n,r)-formes.

Remarque. Si U est un ouvert de C" alors d’aprés la théorie des faisceaux,
on peut identifier 'espace des sections de £ au-dessus de U avec Cpo,.(U).
Quelques rappels de théorie des faisceaux sont fait dans I’Annexe A, pour
plus de détails, voir par exemple [Go] ou [Gu/Ro].

2.1.3 Définition des formes de bidegré (n,r) sur M

Soit M une sous-variété CR générique de C* de classe C? et W un sous-
ensemble ouvert de M.
[Coolar (W) designe 'espace des formes de degré m + r sur M qui sont la
restriction & W d’une forme de bidegré (n,r) de classe C* sur un voisinage
de W dans C".
On définit de maniére analogue [Co%.]ar (W) et [C%]a (W1 N Wa) ou W et
Wy sont des ouverts de M & bord Lipschitz.

Autrement dit, si j : M — C" est l'inclusion, on a

ouvert

CrrlaeW) ={f € [Cz% (W) [3V € C*, W CV N M,
Elfecrcz?r(v)a ]*f:f sur W}

ouvert

€35 (W) = {f € [C5,Iu(W)| IV C C",W CCVNM,
3f €C(V), j*f = f sur W}

Comme la différentielle extérieure commute avec ’opération de restric-
tion, 'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel coincide avec la différentielle
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extérieure. Ainsi si f € [C7%]n (W), (vesp. f € [Co5 I (W), df = j*(df).

Dans la suite, nous travaillerons avec des formes définies sur des sous-
ensembles de M qui sont l'intersection transverse de domaines de classe C?,
la proposition suivante donne une description des espaces de (n,r)-formes
lisses sur de tels domaines :

Proposition 2.1.3 Soient Wy et Wy deux ouverts dans M qui sont des in-
tersections transverses d’un nombre fini d’ouverts dont le bord est de classe
C2. On suppose de plus que W1 et Wy se coupent transversalement.

Alors si Vi et Va sont des ouverts de C* & bord C? par morceaus, qui inter-
sectent M transversalement et tels que, pour i = 1,2, VN M = W; , on a
les égalités suivantes :

€35 I (W) = {f € [C5, I (Wh)I13f € C5.(VA), 57 F = f}
(€22 ], (W) ={f € (€%, I (Wh)13f € C5,(Vh), 3°f = f}
(€], WinWa) ={f € [CX, In(W1 N Wa)3f € C5.(Vin Vo), §°f = f}

Démonstration : Si V est un sous-ensemble de C”, notons

Enrlt (V) = {f € €5V N M)3f € C5.(V), 5°f = f}

Démontrons tout d’abord la premiére égalité.
Il est clair que [Ey, +]ar (V1) C [Cr5]a (W1), montrons donc I'inclusion inverse.

Soit f € [C55]m (W), considérons V' ouvert de C* et fe Coo (V) tels que

Wi CcVNMet j*f = f sur Wi. Alors

=Y frdzs A+ Ndzy N dZg
|I|=r

ou chaque fI est une fonction de classe C* sur V. B B
Considérons pour tout I la restriction de f; & M, notée f[‘M, alors fI‘M €
C>®(ViNM), on peut donc I'étendre & V1, notons gy cette extension et consi-
dérons
g= Z grdzy A -+ Ndz, N dzy
|I|=r

Alors g € Cpo. (V1) et g = 32 1=, 91|y, 9" (dz1 A+ Ndzy AN dZp) = =1
Ce qui termine la démonstration de la premiére égalité.

Démontrons maintenant la deuxiéme égalité. Soit f € [E,,]nm (V41), alors,
il existe g € C%, (V1) telle que j*g = f sur M NV; = Wy. Comme le bord de
Vi, est de classe C? par morceaux, il existe un voisinage V de Vi sur lequel
on peut prolonger g, donc [£,,]a (V1) C [C3%]ar(W1), montrons Vinclusion
inverse.
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Soit f € [Cp%]ar(W1). Soit V un ouvert de C* tel que Wy C V. N M et qu'il
existe fE Coo (V) avec j*f: f. Quitte & restreindre V', on peut supposer
que V Ccc C".

Soit U un ouvert de C" tel que ViUV CC U. Soit x une application de classe
C* sur U dont le support est inclus dans V et qui vaut 1 sur un voisinage
de W1, alors g = x f vérifie toujours j*g = f sur W, et de plus g € Coo(U),
donc g € C25,(V1), ce qui démontre I'inclusion inverse.

Considérons maintenant la derniére égalité. Un raisonnement analogue a
celui utilisé pour I’égalité précédente permet de montrer que
[gn,r]M(Vl N VZ) - [CT??T]M(Wl N W)
Soit f € [C5%]m (W1 NW2) et soit V' un ouvert de C* tel que W1 NW, CV
et qu'il existe f € Coo (V) telle que §*f = f sur Wi N Ws. Alors

F=Y" frdzs A+ Nz N dZg
|I|=r

ou chaque f[ est une fonction de classe C* sur V.

Considérons la restriction de chaque coefficient de f & V N M, notons la g;.
Alors pour tout I, g; est une application de classe C* sur W; N Wy, mais
comme l'intersection entre Wi et Wy est transverse, on peut ’étendre en une
application de classe C* sur We = Vo N M. Pour tout I, on peut ensuite
étendre cette application en une application, notée g; telle que g; € C*(V3),
alors en particulier, pour tout I, gy € C*°(Vy N V3) et si on pose

§: Zﬁjdzl/\---/\dzn/\dil
|I|=r

On a bien j*g = f sur Wi N Ws. Ce qui démontre l'inclusion inverse. O

Ainsi, cette proposition permet d’affirmer que si V est un ouvert, un
fermé ou l'intersection transverse d’un fermé et d’un ouvert de C* dont le
bord est assez régulier, I’espace [€, ,|p (V) ne dépend que de la trace de V/
sur M. Par la suite, on utilisera les deux notations, [C;%]a () ou [Enypar (1),
suivant si on considére un sous-ensemble de M ou un sous-ensemble de C”.
Ainsi, pour un sous-ensemble V de C", suffisamment régulier, on note indif-
feremment [£,-]a (V) ou [CRo]am(V N M) Despace des (n,r)-formes sur M
lisses sur M NV.

De méme, si ¢ est une application définie sur M, la proposition pré-
cédente permet d’affirmer que si V' C U est un sous-ensemble de C* qui
intersecte de maniére transverse {z € M|p(z) = 0}, alors I'espace
[Enrlae(V N {z € Ulp(2) < 0}) ne dépend pas de 'extension de classe C2, @,
de ¢ choisie mais seulement de ¢ et de 'intersection de V' et M, on le notera
aussi :

[Engrlvnge<oy (V) ou [Crrlvnge<oy (V N M)
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2.2 Etude du cas convexe

Soit M une sous-variété CR générique de C* de classe C2. Soit ¢ € M,
dans cette partie, on s’intéresse a la résolution de 'opérateur de Cauchy-
Riemann tangentiel avec régularité jusqu’au bord pour des formes différen-

tielles dans [&),+]p (V) dans les deux cas suivants :

(I) V.= B(¢, R), pour R assez petit,

(I) V. ={z € U|p(z) < 0} N B(&, R), pour R assez petit et ol ¢ est une
application de classe C? sur un voisinage U de ¢ dans C* qui est le
prolongement & U d’une fonction ¢ possédant de bonnes propriétés de
convexité (voir la Définition 2.2.8) avec ¢(&) = 0.

La démarche est la méme dans les deux cas. Dans un premier temps,
on démontre que les groupes de cohomologie pour 'opérateur de Cauchy-
Riemann tangentiel sur V N M pour des formes lisses sur V N M sont iso-
morphes aux groupes de cohomologie pour les sections de Whitney. Cet iso-
morphisme a été prouvé sans régularité jusqu’au bord et pour des ouverts
quelconques dans [An/Fr/Nal, A. Andreotti, G. Fredericks et M. Nacinovich
ont obtenu des isomorphismes de faisceaux alors que dans cette partie, nous
raisonnons pour V fixé.

Dans un second temps, on démontre ’annulation des groupes de cohomologie
pour les sections de Whitney en utilisant les résultats du Chapitre 1.

2.2.1 Une autre définition de ’opérateur de Cauchy-Riemann
tangentiel

Dans cette sous-partie, on définit 'opérateur de Cauchy-Riemann tan-
gentiel pour des formes qui sont lisses sur M NV, oit V est un ouvert de
C™ assez petit qui est 'intersection transverse d’un nombre fini d’ouverts &
bord C? tel que OV N M est transverse. Pour cela, on reprend la construction
classique, voir [An|, [An/Fr/Nal, [An/Hi| et [Nal], adaptée aux formes lisses
jusqu’au bord.

M est une sous-variété CR générique de C", donc d’apres le Lemme 1
de la partie 7.2 dans [Bo], il existe un voisinage U de ¢ et un changement
linéaire complexe de coordonnées, A : C" — C", qui envoie ¢ a lorigine et
tel que

MNU = {(z+iy,w) € C" x T *ly = h(z,w)} (2.2.1)

oit h: RF x C"% — R¥ est de classe C? avec h(0) = 0 et Dh(0) = 0.
On note z = x + 1y.
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Si on note j : M — C", I'inclusion de M dans C", on a, a lorigine :

Alors (dx1,...,dzg,dy1,. .., dyg, dws, . .., dw, g, dwy,...,dw, ) forme une
base de ’espace cotangent de C”, au voisinage de 0.

De plus, un systéme de fonctions définissantes pour M est donné par (p1, ..., pk)
avec pj(z,w) = y; — hj(z,w) et on a 9p;(0) = —5;dz;.

Ainsi (dxl, s ,dmk, 82)\1, s ,8/p\k, dwl, ce ,dwn,k, d@l, ce ,d@n,k) forme une
base de ’espace cotangent de C* au voisinage de 0.

De plus, (5*(dz1), ..., 7% (dzy), 7" (dwy), . .., 7 (dw, ), 5" (dwy), ..., 75 (dW, _k))
est une famille libre au voisinage de 0. Notons U¢ un tel voisinage. Le lecteur
peut se reporter a la partie 8.3 dans |Bo| pour plus de détails.

Dans ce travail, nous effectuons une étude locale, aussi, nous supposerons
que V' vérifie V. CC Ug, ce qui simplifie les démonstrations (en particulier
celle de la Proposition 2.2.2), mais, on pourrait se passer de cette hypothése
en utilisant des partitions de 1'unité.

Démontrons en premier lieu une proposition décrivant les fonctions qui s’an-
nulent sur M :

Proposition 2.2.1 Si W est un ouvert de C* relativement compact, sip1, ..., pk
est un systéme de fonctions définissantes pour M sur un ouvert contenant w

et si f € C®(W) s’annule sur MNW , alors il existe des fonctions ay, . .., ay
dans C®(W) telles que, sur W, on ait

k
f=) ap;
=1

Démonstration : Soit z € W.
Siz ¢ M, il existe jo et R, > 0 tels que sur W N B(z, R.), pj, ne s’annule
z _ _f

- et pour j # jo, o =0, alors
0

pas. Posons alors a? =
Jo Pj

k
V¢ € B(z,R:) NW, f(¢) = ai(¢)p;(<)

i=1

Si z € MNW, alors le Lemme 3 p. 21 dans |Bo| permet d’obtenir aussi
une telle décomposition. Si z € M N IOW, on utilise le fait qu’il existe un
difféomorphisme x : U — x(U) C R?" ot U est un voisinage de W tel que
X(M NW) est un voisinage ouvert de l'origine dans

{t = (t1,...,t2n) € R?"|to_t > 0, toy_pi1 = -+ = ta, = 0} et on applique
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la preuve du Lemme 3 p. 21 dans [Bo| avec cette application x.

Ainsi on obtient une décomposition au voisinage de tout point de W, on
utilise ensuite le fait que W est compact et une partition de I'unité pour
démontrer la proposition. O

On peut maintenant construire le complexe de Cauchy-Riemann tan-
gentiel sur V N M pour des formes réguliéres sur VN M. Le complexe de
Dolbeault est donné par :

—d . d d _
0 —=Coo(V) == C (V) —= -+ —=C5, (V) —= 0 (2.2.2)

n,n

De plus, on définit I'idéal suivant :

Il faut noter qu’a cause de la Proposition 2.2.1, I'idéal IX[ (V) ne dépend pas
du systéme de fonctions définissantes choisi pour M, (voir [An/Hi|, Part. I).
Comme dZ};" (V) € Z3; ™ (V), on a le complexe suivant :

) —. d d —
0— I3’ (V) = I3} (V) — -+ — L3"(V) — 0 (2.2.3)
On peut ainsi définir le complexe quotient, posons pour r € {0,...,n}

Qi (V) = ¢ (V)/ L3 (V)

on a alors

0 — Q%O(V) i Q’ﬁl(V) d_> _d> Q’X/’[”(V) — 0 (2.2.4)

On vérifie maintenant la cohérence des deux définitions, en fait, il suffit
de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.2 Pour tout r € {0,...,n}, la suite :

0 — T (V) —— (V) L (€0 i (V) — 0

ot 1 est Uinclusion et 5 : M — C" est celle de M dans C", est ezacte.
Alors pour tout v € {0,...,n}, Qy (V) =~ [Enp]m(V) et les opérateurs de
Cauchy-Riemann tangentiels définis précédemment coincident.

Démonstration : Soit r € {0,...,n}, par définition de [&, s (V), Pappli-

cation j* est surjective de ;2. (V) dans [En ] (V). Alors pour démontrer

I'isomorphisme, il reste a prouver que Ker j* = Z;7 (V).
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Par définition de l'idéal et grace au fait que la différentielle extérieure com-
mute avec j*, il est clair que si g € Z3; (V), alors j*g = 0.

Considérons maintenant g € Ker j5*.

Si g est une fonction, i.e. r = 0, alors j*g = g o j donc la Proposition 2.2.1
permet de conclure. Supposons donc que r > 1.

Comme V CC Ug, le raisonnement effectué¢ au début de cette partie montre
qu’il existe des formes différentielles sur C* a coefficients lisses sur V, hy, ..., hy
et gk pour K = (j1,...,4r), 1 <j1 < -+ < jr <n—k telles que

k
g= Z Az, gy Ndwa, k) N dUK + Z Ipi A hi
|K|=r i=1

ot (dzy,...,dzg,0p1,...,0p dwy,...,dw,_g, dwy,...,dw,_;) est la base
de espace cotangent de C" construite & partir de la représentation (2.2.1).
Comme g € C5.(V), pour tout K, tel que |K| = r, gk est une fonction

C* sur V et pour tout i € {1,...,k}, h; € CZ._ (V). Alors,

n,r—1

k
9= Z grdr, . k) Ndwa, g NdUKk + Z dp; A h;
|K|=r i=1

Alors, comme j* et d commutent, on a
itg = Z (9 03) 35 (dz,. oy Ndw(r,. pp) A dWK)
|K|=r

Alors le fait que j%g = 0 et les propriétés des z; et w; impliquent que pour
tout K avec |K| =7, gk o j =0, c’est-a-dire que gx s’annule sur M NV.
D’apres la Proposition 2.2.1, on peut décomposer gx en fonction des appli-
cations pi,...,pk. Ainsi, il existe aq,...,a, formes différentielles de bide-
gré (n,r) sur C* lisses sur V et hy,...,h; formes différentielles de bidegré
(n,7 — 1) sur C" lisses sur V, telles que

k k
g = Zﬁjaj +Zdﬁ] A h;
Jj=1 Jj=1

Ce qui termine la démonstration. O

Notons, pour r € {0,... ,_n}, HZ(V), les groupes de cohomologie du
complexe (2.2.2), HY (M NV), les groupes de cohomologie du complexe
(2.2.4) et H"(V,I};"), les groupes de cohomologie du complexe (2.2.3).
2.2.2 Complexe de sections de Whitney
Définition

On donne tout d’abord la définition des sections de Whitney dans le
cas géneéral, le lecteur pourra se reporter par exemple a l'article [Na| de M.
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Nacinovich.

Soit X une variété différentiable lisse et F un fibré vectoriel C* sur X. Etant
donné un ouvert 2 de X, on note I'(2, E') l'espace des sections lisses de E
sur €.

Si x € Q, on dit que f € T['(Q, F) est plate en x si pour tout choix de
coordonnées locales en x, les composantes de f s’annulent ainsi que toutes
leurs dérivées partielles en .

Si A est un fermé dans €2, on note F4 (2, E) 'espace des sections f € T'(Q, E)
qui sont plates en tout point de A.

L’espace W (A, E) des sections de Whitney de E sur un fermé A de Q est
alors défini par la suite exacte :

0 — Fu(QE) —T(QE)— W(AE) —=0 (2.2.5)
Pour A fermé dans X, on remarque que
U—-T(UE), U— Farv(U, E), U—-W(ANU,E)=Wu(U,E)

sont des faisceaux et que la suite (2.2.5) induit une suite exacte de faisceaux.

Définition 2.2.3 Soit Q un ouvert de R™, deuzr sous-ensembles fermés A et
B de Q sont dits régulierement situés s’ils vérifient une des deux propriétés
sutvantes :

(i) ANB=2
(ii) pour tout xg € AN B, il existe un voisinage V de zy dans Q et des
constantes o, C > 0 tels que pour tout © € V

dist(z, A) + dist(z, B) > C dist(z, AN B)“

Le fait que A et B soient réguliérement situés est équivalent a 'exactitude
de la suite suivante, appelée suite de Mayer-Vietoris, pour tout fibré vectoriel
E sur Q:

00— W(AUB,E) — W(A,E)® W(B,E) — W(ANB,E) —= 0

(2.2.6)
Soit X une variété différentiable C*° et E un fibré vectoriel C*° sur X.

Soit U = {Ay,...,A,} une famille de fermés de X, on dit que U est un

systeme réguliérement situé si pour tout 0 < 2g,...,% <net0 < Jog, ..., 75 <

n, 0 <t,5 <, les fermés A;pN---NA; et AjyN---NA; sont réguliérement

situés.

Proposition 2.2.4 Soient U un ouvert de C* et p1,...,pn+1 des applica-

tions de classe C? sur U telles que pour tout I = (jy,...,75) avec

1 <ji <+ <ji < N+1, pour tout z € {¢ € Ulp;, (¢) = -+ = p;(¢) = 0},

dpj, (Z) A A dpj, (z) #0.

Alors si on note pour j € {1,...,N},

Q; = {z € Ulpj(z) <0} {z € Ulps(2) <0}
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La famille (1, ...,Qn) est régulicrement située, et on peut choisir [’exposant
« de la Définition 2.2.3 égal a 1.
Démonstration : Soient 1 < jp < -+ <y < Netl<jy<--<jsg <N,
notons Il = (’L'[),... ,’it), I2 = (jg,... ,js), Ql = Qio n--- ﬂQit et
QQZQjoﬂ---ﬂst.
Soit xzy € 1 N Q.
Il est clair que si zg € (€21 N Q2), alors il existe un voisinage V' de zy inclus
dans (21 N Q9) qui convient avec a = 1.
Supposons que xy € (21 N Q).
Les propriétés de transversalité imposées aux fonctions pi,...,pnN+1 im-
pliquent qu’il existe un difféomorphisme x défini sur un voisinage convexe
U, de z¢ tel que
X(Ql N Umo) = {(:El, C ,:Egn) S X(U;I;O) C R2n|$i0 <0,... Ty, < 0} = A
X(Qg N Uwo) = {(:El, - ,:Egn) c X(U;I;O) C R2n|$j0 < 0, ey T < 0} = Ag
Il est alors facile de voir que les ensembles A1 et Ao sont réguliérement situés
au point x(zp) = 0 (c’est-a-dire que la proposition (ii) de la Définition 2.2.3
est vraie pour zy = 0), avec « = 1. En effet, il s’agit de comparer entre elles
des distances & des espaces vectoriels du type {(z1,...,T2,) € R**|z), =
--- =z, = 0}, pour des sous-ensembles (ki,...,k;) de I} U I, au voisinage
de 0.

On utilise ensuite le fait que la proposition (ii) de la Définition 2.2.3 est
stable par difféeomorphisme, avec le méme «, (voir [Lo|), pour conclure. [

On note C*(U, W (E)), 0 < s < n, 'espace des chaines de la forme :
f=Fjog) avec fioj, € W(Aj,N---N A, E)
On définit I'opérateur cobord
§:C*(UW(E)) = CTHU,W(E))

en posant

s+1

_ h N
(5f)j0---js+1 - Z(_l) ij---ajhr~~:js+1 AjoNeNAjg Ly
h=0

Alors on a le complexe suivant :
] 0 0
CO(U,W(E)) = C*U,W(E)) — ... — C"(U,W (E)) —= 0 (2.2.7)
On pose de plus pour tout s € {0,...,n}
Z°U,W(E)) ={f € C°(U,W(E))|of =0}
Alors, les suites de Mayer-Vietoris (2.2.6) et le Théoréme de prolongement

de Whitney, voir [Na|, permettent de démontrer :
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Proposition 2.2.5 Si U est un systéme régulierement situé de fermés de
X, alors le compleze (2.2.7) est acyclique, de plus pour toute chaine f €
Z°U,W (E)), il existe une unique g € W(AgU Ay U---U A, E) telle que
gla; = fj, pour tout j € {0,...,n}.

Dans ce qui suit, on travaille avec £ = EP" le fibré des (p,r)-formes
différentielles de classe C*° pour X = C", alors pour un ouvert 2 de C",
[(2, EPT) = Cp5.(2), de plus si A est un fermé de €2, on note :

FRLG(U) := Fanu (U, EPT), W' (U) := Wa(U, EP"), WP (A) := W (A, EPT),
CsU,WPT) .= C5(U, W (EPT))...

Par ailleurs, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.6 Si A est un fermé inclus dans U et vérifiant A=4
alors, pour tout (p,r) € {0,...,n}? :

WP7(A) = C2.(A)

Démonstration : On doit montrer que si A= A, alors
FRNU) ={f € C.(U)Ifi, =0}

L’inclusion directe est évidente, considérons donc f € C;5.(U) telle que f
s’annule sur A.

Siz € /i, il est évident que f est plate au point z.

Soit z € A\ A. Par hypotheése, z est limite d’une suite (z,) de points de A
Soit g une fonction dérivée de f, g est continue et pour tout n € N, g(x,) = 0,
donc g(z) = 0, ce qui termine la démonstration. O

Complexe induit par la différentielle extérieure

Soit U un ouvert de C" et soit A un fermé de U, on a alors le complexe
de Cauchy-Riemann :

d d d
0 —Coo(U) = C(U) — -+ —= (5, (U) —= 0 (2.2.8)

Par ailleurs, dF" (U) C TZ’TH(U) donc on a le complexe induit :

n,0 d n,1 d d ,n
0 FU) = FlU) — -+ —= F™(U) —= 0 (2.2.9)

et par passage au quotient, le complexe des sections de Whitney :

d d d
0 Wn,O(A) S W”’I(A) — s = W(A) —= 0 (2.2.10)

On peut alors définir la différentielle d’une chaine de sections de Whitney
en appliquant d terme & terme pour un élément de C*(U, W™"), il est clair

78



que la différentielle et le cobord commutent.

Replacons-nous maintenant dans notre contexte, soient U et V des ou-
verts de C* & bord Lipschitz tels que V' CC U et tels que leur bord intersecte
M transversalement. On considére le complexe (2.2.10) avec A = M NV. On
a, pour 0 < r < n, la suite exacte suivante :

0 — F il (U) == Co5, (U) == W™ (M NV) =0 (2.2.11)

Cependant, pour démontrer ’isomorphisme cherché, il est intéressant de

définir les sections de Whitney comme le quotient de formes lisses sur V par
des formes plates et non a partir de formes lisses sur U. Posons :

Fai (V) ={f € C;5.(V)|f est plate sur M NV}
Comme dF,;" (V) C .7-']7\1[“(7), on a le complexe suivant :

—d _d d _
0 —=F’ V) == F (V) — - —F"(V) —= 0 (22.12)

On pose pour tout r € {0,...,n},
Wit (V) =Co5 (V) [ Fyi (V)

et on a un complexe induit :

_d —d d _
0 —= Wi (V) == Wi (V) —= -+ —= W"(V) —= 0 (22.13)

II reste alors & montrer que le complexe (2.2.13) est isomorphe au com-
plexe (2.2.10) pour A= M NV.

Comme V est un ouvert a bord Lipschitz relativement compact dans U,
on a la suite exacte suivante, pour tout r € {0,...,n} :

0 — IZ"(U) = Co(U) = Cpop(V) —= 0

ou I%’T(U) est 'ensemble des f € C;5.(U) tel que tous les coefficients de

f s’annulent sur V. Cependant, comme V est un ouvert dans U le fait de
s’annuler sur V est équivalent au fait de s’annuler a ’ordre infini sur V', donc

I2'(U) = 77" (U).
De méme, on a la suite exacte suivante :

0 — I (U) = F' o (U) == Fpi" (V) —=0
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On a ainsi le diagramme commutatif et exact suivant, pour tout r € {0,...,n}:

0 0
Y N Y

0 —— I (U) —= F2(U) ——= 0
Y Y Y .

00—+ F " (U) = Coop(U) — W (M NV) —= 0
Y Y Y =

00—~ Fy (V) —= Cip(V) ——= Wy (V) —— 0
Y Y Y
0 0 0

Ce qui termine le raisonnement.

Notons H"(MNV,W};"), pour r € {0,...,n}, les groupes de cohomologie
du complexe (2.2.13) et H'(V,F;;"), pour r € {0,...,n}, les groupes de
cohomologie du complexe (2.2.12).

2.2.3 Isomorphisme des groupes de cohomologie

Pour tout r € {0,...,n}, on a les deux suites exactes suivantes :
00— I]T\L/I’T(V) — CTTT(V) — [En,T]M(V) —0

00— Fp (V) = C5.(V) —= Wy (V) — 0

de plus, comme F;; (V) C ;" (V), il existe une application naturelle

W (V) = [Enrlm(V), celle-ci induit pour tout 7 € {0,...,n}, une ap-
plication de H"(M NV, W};") dans Hx' (M NV), nous allons démontrer
que ces applications sont des isomorphismes. Pour cela, on utilise le méme
type de raisonnement que dans [An/Fr/Na|, mais en se plagant dans C3%.(V).

Chacune des deux suites exactes ci-dessus induisent une suite exacte
longue de cohomologie, ainsi, on a le diagramme commutatif suivant, pour
tout r € {0,...,n— 1} :

H (V,Fi") = HY (V) = H' (M NV, W) — H YV, Fy) — HE (V)

} ' ! |

H"(V,I);") — HY' (V) —= HX' (M NV) — H YV, I})") gﬁﬁ“(?)
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Pour démontrer que les applications H"(M NV, Wy;") — HX' (M NV)
sont des isomorphismes, il suffit de démontrer grace au Lemme des cing
(voir I’Annexe A) que les applications H"(V,F;;") — H"(V,Z};") en sont.
Ceci résulte comme dans [An/Fr/Na| d’un théoréme de Cauchy-Kowalewski
formel dont la démonstration est analogue a celle de la Proposition 3 dans
[An/Fr/Na] en considérant des formes lisses sur V :

Théoréme 2.2.7 Le compleze

0 — TPV L) S T 7)) S STy (V)/f%;" (‘))
2.2.15

est acyclique.

2.2.4 Reésolution locale

Soit M une sous-variété CR générique g-concave de C". Soit £ € M et
considérons un systéme local de fonctions définissantes (py, ..., px) donnant
sur U, voisinage de £ dans C", une représentation de type (2.1.1), avec
OpLA---NOpy, 0 sur U.

Posons

k
ij,b\j-I-CZﬁ% pour tout j € {1,...,k}
i=1

k k
pri1i=—> pi+C> B
i1 i1

ou C' est une constante positive.

Notons 0A(1,... k41) la frontiére du simplexe Ay k1) (avec les notations
du Chapitre 1). Si C est assez grande, et si on note pour A € 0A( . k41,
Px = A1p1 + -+ + Agt1Pk+1, alors la forme de Levi [,(p:; (&) de py admet au
moins q + k valeurs propres strictement positives.

De plus, pour tout 1 < j; < - < jgp < k+1, 5/0]-1 /\---/\5pj,C # 0 sur U,
et si on note Q, = {z € Ulp,(2) <0}, pour v =1,...,k+ 1, on a, si U est
assez petit :

k+1
MnU=()%
v=1
k+1
v\M=]J, (2.2.16)
v=1

k+1
v=J %
v=1
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Afin de pouvoir considérer V' dans le cas (IT) du début de cette partie,
on donne la définition suivante :

Définition 2.2.8 Soient M une sous-variété de C" de codimension k et de
classe C%, € € M et q un entier tel que 1 < q < "Tfk Soit p une fonction de
classe C% sur M. On dira que ¢ est (q+ k)-convexe au point ¢ 57l eziste un
voisinage U de & dans C* et des fonctions réelles de classe C, @, p1, ..., prs1
définies sur U ayant les propriétés suivantes :
e o=psurUNM;
o pour tout 1 < j1 < --- < jp <k+1, (pj,...,pj,) est un systéme de
fonctions définissantes pour M sur U ;
e pour tout 1 < g1 < --- < g <k+1,dpj, N---Ndpj, #0 sur U ;
e les fonctions py, ..., pgr1 vérifient les égalités (2.2.16);
o pour tout A = (Ao, ..., A+1) € Ao, k1) tel quiil eziste j € {1,... k+
1} avec A\j =0, et pour tout z € U, la forme £§36+/\1p1+~~+>\k+1pk+1(Z)
admet au moins q + k valeurs propres strictement positives.
De plus, on dira que ¢ est (¢ + k)-convexe sur M si elle est (q + k)-convexe
en tout point £ € M.

En utilisant les applications pi,..., pr+1 construites ci-dessus, on peut
démontrer la proposition suivante de la méme maniére que la Proposition
2.3, (i1) = (i) dans [L-T/Le 4] :

Proposition 2.2.9 Soient M une sous-variété CR générique q-concave (1 <
q < nT_k) de classe C?, € € M et ¢ : M — R une fonction de classe C? telle
que pour toute extension 1 de @ a un voisinage de & dans C", [,f))/[(f) admet
au moins q valeurs propres positives. Alors ¢ est (q+ k)-conveze au point &.

Remarque. Si ¢ est une fonction sur M vérifiant dp(€) # 0 et sirq,..., 7%
est un systéme de fonctions définissantes pour M au voisinage de £, alors,
il existe un voisinage de ¢ dans C* sur lequel les applications @, r1,...,7%

vérifient les conditions de transversalité définies au paragraphe 1.1.8.

On peut maintenant énoncer le premier résultat important de ce chapitre,
il concerne la résolution dans le cas convexe :

Théoréme 2.2.10 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C"*,
de classe C? et soit £ € M.
(i) 1l existe Ry > 0 tel que pour tout 0 < R < Ry, et tout n—q—k+1 <r < n,

H(MNB( R) =0

(i1) Soit ¢ une fonction (q+k)-conveze au point £ telle que dp(€) # 0, alors il
eriste Ry > 0 que l'on peut choisir indépendamment de petites perturbations
C? de ¢, tel que pour tout 0 < R < Ry, et toutn —q—k+1<r <n,

HY ({2 € Mlg(z) <0} B B) = 0
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Démonstration : (i) Sir >n —k, [C5%]m = 0 donc c’est évident.
Supposonsn —q—k+1<r<n-—k.

Grace a l’isomorphisme établi dans la partie 2.2.3, il suffit de raisonner avec
les sections de Whitney.

Notons pour j € {1,...,k+ 1} et pour R >0

Al =N B(,R)

Comme les intersections des €2; sont transverses, il existe Ry > 0, tel que
pour tout R < Ry, pourtout 1 < g1 <---<gj<k+1lavecl<k+1,

AR nA) =000, nBER 'S O 0Ny, NBER)
et, d’aprés la Proposition 2.2.4, la famille A® = (A ... ,AkRH) est régulie-
rement située.

Ainsi si Ry est assez petit, pour tout R < Ry et tout 1 < j; < -+ <
g1 <k4+1avecl <k, Aﬁ N---NAj" est 'adhérence d’un domaine & coins
(¢ + k — 1)-convexe (voir la Proposition 1.3.2). Ainsi, grace a la Proposition
2.2.6 et aux résultats du Chapitre 1 (en considérant des formes a valeurs dans
un fibré holomorphe trivial au-dessus de B(&, R), pour obtenir des formes
de bidegré (n,r) a la place de formes de bidegré (0,7)), on peut énoncer le
lemme suivant :

Lemme 2.2.11 Pour tout r > n—q—k+1et0<s< k-—-1,s f €
C* (AR, W™ avec df =0, il existe g € C*(AR, W™=1) telle que dg = f.

De plus, on a, grace aux égalités (2.2.16) :
Afn--nAf,=MNB(,R) (2.2.17)
AfuU---UAf =B R) (2.2.18)

Soit f € Wy (B(&, R)) telle que df = 0. Alors d’apres les considérations
ci-dessus, f € CF(AR, W™") avec df =0 et f = 0.
D’aprés la Proposition 2.2.5, il existe f¥=1 € CFL1(AR W™ telle que
§fF~1 = f. Par ailleurs, comme d et § commutent, §(df*~1) = 0.
On peut alors construire par récurrence une suite (f k=3 ) G=1,..k telle que :

(i) pour tout j € {1,...,k}, f¥=7 € Ck—I (AR Wnr+i-1)

(ii) pour tout j € {2,...,k}, 6fF7 = dfk—I+1

En effet, §(df*~') = 0 donc d’apreés la Proposition 2.2.5, il existe f¥=2 ¢
CF=2(AR, W+ telle que 6 f¥2 = df*~!, ce qui initie la récurrence. L’hé-
rédité provient ensuite des mémes arguments.

Considérons f°, on a f0 € CO(AR, Wnr+k=1) (r + k —1 < n — 1) avec
§(dfY) = 0, alors, d’aprés la Proposition 2.2.5,
il existe g € Wtk (AR Y. U AkR+1) telle que pour tout j € {1,...,k+ 1},
glar = (df°);.
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D’aprés la Proposition 2.2.6 et I'égalité (2.2.18), g € C°,, 1 (B(&, R))

et dg = 0. Ainsi, il existe une forme ¢° € Coor ik _1(B(&, R)) telle que dg® = g.
Notons encore ¢° la chaine de sections de Whitney définie par :

g’ = (g;-)) € CO(AR wnr+k=1) avec pour tout j, g? = gO|AJR

Alors il est clair que §¢g° = 0 et dg® = df°.

Posons h? = f0 — ¢%, alors 0h° = df' et dh® = 0.

Nous allons maintenant construire par récurrence une suite (hj ) §=0,.. k1
telle que pour tout j € {0,...,k — 1}, hi € CI (AR Wnrtk=i=1) §hi = 57
et dhd = 0.

Supposons la suite construite jusqu’au rang jo < k — 2.

dh/® = 0, donc d’aprés le Lemme 2.2.11, il existe g/0 € CJo (AR, Wnr+k—jo=2)
telle que dg’® = h/°, posons hioT!t = fiotl _ §gio

Alors hiotl ¢ Cj0+1(.AR, Wn,r+kfj072)7 Shio+l — 5fj0+1 et

dhJot+l = dfjo+1 _ 6(dgj0) — dfjo+1 — Shio = 0.

Ce qui achéve I’hérédité de la récurrence.

RE=1 € Ck=1(AR W™T) vérifie dhF~! = 0 et h¥~' = f. D’apreés le
Lemme 2.2.11, il existe g¥~1 € C¥=1 (AR, W™ 1) telle que dgF—t = hF—1.
Posons g = 6g*~1, alors g € CH(AR, W™ 1) cest-a-dire g € W]T\Z/A,’Tfl(B(f, R))
et dg = d(6g" ") = d(dg" ") = f.

Ce qui termine la démonstration de (7).

La démonstration du point (i7) est analogue, en considérant {¢ < 0} N
B(&, R) ala place de B(&, R), ou ¢ est ’application dont ’existence est don-
née par la Définition 2.2.8. En effet, de part cette définition et d’apres la
remarque précédent le Théoréme 2.2.10, si on pose

A =0;n{z € Ulg(z) <0}NB(E R)

si R est assez petit, alors l'intersection d’'un nombre fini des Af est ’adhé-
rence d’un domaine & coins (¢ + k — 1)-convexe.
On peut donc effectuer exactement le méme raisonnement pour conclure. [

2.3 Etude du cas concave

On se donne la définition suivante :

Définition 2.3.1 Soient M une sous-variété de C* de classe C? et de codi-
mension 1 < k <n, £ € M et q un entier tel que 1 < g < n—gk Soit ¢ une
fonction de classe C* sur M, a valeurs réelles. On dira que ¢ est (q + k)-
concave au point £ € M si —p est (q + k)-conveze au point €.

De méme, on dira que ¢ est (q+k)-concave sur M si elle est (q+ k)-concave

en tout point de M.

Supposons dans cette partie que M est une sous-variété CR générique de
C™ de classe C*°. Soient £ € M et ¢ une fonction de classe C*° définie sur M,
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a valeurs réelles et (¢ + k)-concave au point &, avec dp(§) # 0, on suppose
pour simplifier les notations que ¢(&) = 0.

On s’intéresse a la résolution locale de I’équation de Cauchy-Riemann tangen-
tielle, avec régularité jusqu’au bord, sur un domaine V de la forme suivante :

(ITl) V. ={z € Ul|p(z) < 0} N B(¢, R) pour R > 0 assez petit et pour @
une extension de (.

Contrairement au cas convexe traité précédemment, les résultats locaux
obtenus dans C" au Chapitre 1 ne permettent pas de conserver le méme
rayon R lors des résolutions successives, on ne peut donc pas fixer V. Il
faut aussi noter que la régularité qui nous intéresse est celle jusqu’au bord
délimité par ¢ dans M. Ainsi on va démontrer un Lemme de Poincaré au
point & par rapport a la variété a bord M ou

M =Mn{zeU|@z) <0}

On va donc raisonner avec des complexes de faisceaux. Le principe est
alors similaire & ce qui a été fait pour le cas convexe : on démontre un
isomorphisme avec le complexe de faisceaux des sections de Whitney et on
démontre le Lemme de Poincaré en utilisant les résultats du Chapitre 1 avec
des sections de Whitney.

2.3.1 Complexes de faisceaux

On redonne briévement les définitions des complexes de Cauchy-Riemann
tangentiel et de Whitney en adoptant cette fois le point de vu et le vocabu-
laire de la théorie des faisceaux, (voir |[An/Fr/Na] et |[Nal).

Notons
X = {z € Ulp(z) < 0}

Comme dp(&) # 0, on peut supposer quitte & réduire U que

de(z) Ndp1 A+ Ndpy, # 0 sur {z € UN M|p(z) = 0} pour tout systéme
local de fonctions définissantes pour M, (p1,. .., Pk)-

Ainsi, X et M sont des variétés a bord.

On désigne par £y le faisceau des germes de formes différentielles C*° sur
X et EY" le sous-faisceau des germes de (n, r)-formes.

On a alors le complexe de Dolbeault :

d d d

Il s’agit d’une suite de faisceaux mous (voir I’annexe A).
On définit le faisceau J7; des germes de fonctions C* sur X qui s’annulent
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sur M et IX{ le faisceau de 8;}’*—m0dules engendré par *7]\7 et 5.,7]\7. On pose
alors 72" = 72" N EY". On a ainsi le complexe induit :

M M
n1 d d

d
0 — I —TI0 — . — I —0 (2.3.2)

Par définition, si W est un ouvert de X , il existe un ouvert W dans C"
tel que W =W N{p <0} et, comme M est générique, I'espace des sections
de I]T\f;llr au-dessus de W est donné par :

k k
T (A7 ~ oN,T (Tx7 ~ n,r—1 /117
I (W) =Y pi (W) + Y dpy A€ (W)

7j=1 7=1
k k
=S AR WA {E <0p) + S dpy ACE (W {7 < 0})
j=1 j=1
(2.3.3)
N N T 7 - y . n,r i ~ ~
ot £ (W) désigne I'espace des sections de £y au-dessus de W et (p1, ..., pi)

est un systéme de fonctions définissantes pour M. Comme précédemment,
cette écriture ne dépend pas du systéme de fonctions définissantes choisi.
De plus, I]%r est un faisceau fin.

On désigne par [5%*] le faisceau quotient. On a alors le complexe de
Cauchy-Riemann tangentiel induit par le passage au quotient :
d d

d
n,0 n,l o ... - n,n O

Comme il s’agit d'un quotient de faisceaux fins, l'espace des sections de [€ ]T\f/{]

au-dessus d’un ouvert W est :

[EXTY(W) = EX7 (W) /T (W)

Cette égalité permet de vérifier comme dans la Proposition 2.2.2 que les
(n,r)-formes ainsi définies correspondent bien a la restriction de formes dif-
férentielles définies au voisinage de M. Ainsi en reprenant les notations de
la partie 2.1.3, on a, si W est un ouvert de X, alors il existe W, ouvert de
C" tel que W=Wn{p <0} et:

[EZTYW) = [Enplae (W N {z € UI(2) < 0})

Par ailleurs, la Proposition 2.1.3 permet d’affirmer que si le bord de W est
assez régulier, alors l'espace ci-dessus ne dépend que de ¢ et de WN M, alors
les notations de la partie 2.1.3, on a

[5%71 (W) = [gn,r]Mﬁ{ga§0} (W) = [CTC;?T]MH{(,DSO} (W n M)
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On définit de maniére analogue le faisceau des germes de sections de Whitney
en quotientant par le faisceau fin de £ -modules libre f%r engendré par

f]T\ZN/I’T(W) = fﬁﬁﬁ;(W, En,r)

avec les notations de la sous-partie 2.2.2. On note W' le faisceau des germes

de sections de Whitney et on a le complexe de faisceaux suivant :

d d d
0 —+ W == W — o — W 5 0 (2.3.5)

De maniére analogue, 'espace des sections au-dessus de W est donné par le
quotient des espaces de sections.
On a alors les deux suites exactes de faisceaux suivantes :

0 — %"
M

n,r n,r n,r
00— FI7 — £ — W — 0

— &y 7] —0

et un théoréme de Cauchy-Kowalewski formel (voir [An/Fr/Na|) permet a
nouveau de démontrer que les faisceaux des groupes de cohomologie associés
aux complexes (2.3.4) et (2.3.5) sont isomorphes.

Lemme de Poincaré

Soit F un faisceau au-dessus d’un espace topologique Y, on note pour
z €Y, F,, la fibre au-dessus de z (voir Annexe A).

On dit que le Lemme de Poincaré est valide en dimension j > 1 pour le
complexe F* au point z € Y si la suite :

it 4
FI7t—F — FIt
est exacte.
Alors d’apreés Iisomorphisme qu’il y a entre les groupes de cohomologie,
le Lemme de Poincaré est valide pour le complexe (2.3.4) en dimension j si
et seulement si il est valide pour le complexe (2.3.5) en dimension j.

Par ailleurs, par définition des limites inductives, le Lemme de Poincaré
est valide au point z pour un complexe F* en dimension j si et seulement
si pour tout voisinage Wy de z, il existe un voisinage W7 de z tel que si
f € FI(Wy) avec d’ f = 0 alors il existe g € F/=1 (W) tel que d/~g = f
dans F7 (W7).
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2.3.2 Reésolution locale

On peut maintenant énoncer le second résultat important de ce chapitre,
il concerne le cas concave. (i) redonne un résultat di a M. Nacinovich dans
[Na|, alors que (i) semble nouveau car il donne la régularité jusqu’au bord :

Théoréme 2.3.2 Soient M une sous-variété CR générique q-concave de
classe C* et de codimension k dans C* avec 1 < k < netl < g < "Tfk
et € M.

(i) Si Ry > 0, il existe Ry > 0 avec Ry < Ry tel que :

si f € Enplm(B(E Ry)), 1 < r < g—1, avec df = 0, il existe g €
(€1 (B(E, R)) telle que dg = f.

(ii) Soit ¢ : M — R une application (q + k)-concave au point &, de classe
C telle que dp(&) # 0.

Alors, si Ry est un réel positif, il existe R; avec 0 < Ry < Ry que l'on peut
choisir indépendamment de petites perturbations C* de ¢ tel que :

si [ € [Enplmnfp<or(B(§, Ro)), 1 < r < q—2, avec df = 0, il eziste
9 € [Enr—1lmn{p<o} (B(E, B1)) telle que dg = f.

Démonstration : (i) Ici, il n’y a pas de bord, on utilise donc I'isomorphisme
de faisceaux connu (voir [An/Fr/Nal) pour affirmer qu’il suffit de démontrer
que le Lemme de Poincaré est valide en dimension r pour 1 < r < g—1 pour
les sections de Whitney au point £ € M.

Pour cela, on travaille avec les fonctions pq, ..., pr11 construites au début de
la partie 2.2.4 et vérifiant les égalités (2.2.16). On pose pour j € {1,...,k+ 1},
rj = —pj, alors les fonctions ry,..., 441 vérifient aussi les égalités (2.2.16)
et de plus, si R est assez petit, alors pour tout (ji,...,75) € P'(k+ 1) avec
I <k,

[
({z € Ulrs(2) <0} N B(&, R)
s=1

est un domaine & coins (g + k — 1)-concave local défini par une configuration
ayant [ applications.
Posons, pour j € {1,...,k+ 1} et pour R > 0, Q; = {z € Ulrj(z) < 0} et

A =B(¢,R)NQy

Soit Ry > 0 assez petit pour que : pour tout R < Ry, pour tout 1 < j; <
o< g <k+lavecl <k+1,

Afn-nd4i® = Q;n---nQ;,NB(ER)

si l<:k+1le N--- ﬂle ﬂB(SaR)

et la famille A" = (AR, ... ,Af_i_l) est régulierement située. On effectue alors
le méme raisonnement que dans la démonstration du Théoréme 2.2.10 en
utilisant le Théoréme 1.0.3 transcrit pour les sections de Whitney en dimi-
nuant R un nombre fini de fois, c’est-a-dire dés que ’on résout ’équation de
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Cauchy-Riemann. Il faut encore s’assurer que l’on travaille bien avec les bons
degrés, pour cela on reprend les notations de la démonstration du Théoréme
2.2.10 en modifiant uniquement les rayons des boules sur lesquelles on se
place.

La résolution de I’équation de Cauchy-Riemann apparait une premiére fois

lorsqu’on a g € C° ., (B(§, R)) avec dg = 0, ici, d’aprés le Corollaire 1.12.2

n,r+k
dans [He/Le 1], il existe une forme g" € Coorik_1(B(&, R)) telle que dg’ =g
sir+k<mnier<n-—k, cequiestlecascarq< ”Tfk

On utilise ensuite la résolution du @ dans la construction de la suite (h?) :

on a pour tout j € {0,...,k — 1}, b/ € CI(AR , Wnr+k=i=1) avec

dh? = 0, alors d’aprés le Théoréme 1.0.3, il existe R, et ¢/ € C7 (Af+1, Wnrtk—jo=2)
telle que dg’® = hi° sir +k—5-1<(q+k—-1)—(j+1)ier<qg—1

La démonstration se termine alors comme celle du Théoréme 2.2.10.

(7i) La situation est analogue a celle du (), sauf qu’ici on utilise I'isomor-
phisme de faisceaux pour la variété a bord M. 1l suffit ainsi de démontrer
que le Lemme de Poincaré est valide en dimension r pour 1 < r < g—2 pour
les sections de Whitney au point £.

Considérons les fonctions py, ..., pr+1 données par la Définition 2.2.8, et ¢,
I’extension de ¢ telle que —@ est I'extension de —¢ donnée par la Définition
2.2.8.

Posons pour tout j € {1,...,k+ 1}, rj = —pj;, et pour j € {1,...,k+ 1},
Qj ={z e Ulrj(z) <0}, alors Q,..., Q1 veérifient les égalités (2.2.16).
Posons pour R >0et j € {1,...,k+ 1},

Al = {z € Ulp(=) < 0} N BER) NG

Soit Ry > 0 assez petit pour que :
pour tout R < Ry, pourtout 1 < g1 <---<gjy<k+1lavecl<k+1,

Afn-n4g® = Q00 n{z eUlg(z) <0}NBE R)

si I<k+1 Q,N---NQ;N{zeUlp(z) <0} NB(R)

et d’aprés la Proposition 2.2.4, la famille A® = (A{z,...,A,f_i_l) est régu-
lierement située. De plus, si Ry est assez petit, pour tout R < Ry et tout
1< <~ <u<k+1lavecl <k, Aﬁ ﬂ---ﬂAle est "adhérence d’un
domaine & coins (¢ + k — 1)-concave défini par une configuration (¢ +% — 1)-
concave avec [ + 1 éléments.

Le raisonnement est alors le méme que dans (i) sauf que les domaines a
coins considérés ont un bord supplémentaire, ainsi on doit utiliser le Théo-
réme 1.0.3 pour construire ¢° ce qui convient si r+k < g+k—2,i.e.r < g—2,
et de plus, pour construire (h?), on doit avoir pour tout j € {0,...,k — 1},
r+k—j—1<(g+k—-1)—(j+2),ier<qg-—2. O

Nous allons maintenant terminer ce chapitre avec un résultat de prolon-
gement des formes CR de bidegré (n,0).
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Théoréme 2.3.3 Soient M une sous-variété CR générique q-concave de
classe C* et de codimension k dans C* avec 1 < k < netl < g < "Tfk
et € M.

Soit ¢ : M — R wune application (q + k)-concave au point &, de classe C*

telle que dp(€&) # 0.
Alors, st Ry est un réel positif, il existe R1 avec 0 < Ry < Ry que ['on peut

choisir indépendamment de petites perturbations C? de p tel que :

si [ € [Enolmngp<oy (B, Bo)), avee df =0, il existe f € [Eno]m (B(E, Ri))

avec df =0 qui prolonge f.

Démonstration : Si R > 0 est assez petit, les isomorphismes :

H(M N {p < 0} NB(E, R), W) == H(M n{p < 0} N B(E, R))

et

HY (M N B R), W) > HXY(M N B(E, R))

permettent d’affirmer qu’il suffit de démontrer le résultat pour les sections de
Whitney. Le raisonnement est alors analogue a celui utilisé précédemment.

Soit f € Wi ({p < 0} N B(£, Ry)).

On suppose que Ry est assez petit pour que la famille A%, R < Ry soit régu-
lierement située (avec les notations du (i) de la démonstration précédente)
et que pour tout R < Rgp et tout 1 < j; < --- < 51 < k+1avecl <k,
Aﬁ N---N Ajf est adhérence d’un domaine & coins (q + k — 1)-concave
défini par une configuration (¢ + k — 1)-concave avec [ + 1 éléments.

On construit alors comme précédemment les suites (f*), (¢°) et (h*) (voir la
démonstration du Théoréme 2.2.10), en réduisant les rayons des boules sur
lesquelles on se place.

Alors il existe R > 0 avec R < Ry tel que hF~1 e CF1(AR wm0)
avec dhF=1 = 0 et 6hF~1 = f. Pour tout 1 < jy < --- < jp_1 < k+ 1,
h?o_-}jk—l € WnO(A;oN---NAj_,), commek <q+k—1, d’apres la Propo-
sition 1.4.12, il existe R; < R’ tel que chaque h‘];o_..l.jk_l se prolonge holomor-
?0-}%71'

Ces sections de Whitney définissent une chaine %g CkF=1(B,W™0), ot B est

la famille de k + 1 copies de B(, Ry), telle que dh = 0.
Alors dh prolonge f holomorphiquement. O

phiquement sur B(£, Ry) en h

Remarque. En réalité, on a montré qu’une (n,0)-forme CR se prolonge
holomorphiquement sur un voisinage de £ dans C", en effet, la forme §h est

fermeée sur B(&, Ry) et lisse sur B(§, Ry).
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Chapitre 3

Applications pour I’équation de
Cauchy-Riemann

Ce chapitre présente principalement des résultats globaux obtenus grace

aux résolutions locales avec régularité jusqu’au bord qui ont été démontrées
dans le Chapitre 1.
Il est divisé en deux parties, dans un premier temps, nous démontrons la
résolution locale avec régularité jusqu’au bord sur le complémentaire d’un
domaine défini par une configuration g-convexe (voir la Définition 1.0.1).
Ensuite, nous nous plagons dans une variété complexe X de dimension n
pour démontrer des résultats globaux de résolution pour des formes & support
compact ainsi qu’un théoréme de séparation du type théoréme d’Andreotti-
Vesentini.

3.1 Un résultat local sur le complémentaire d’un
domaine g-convexe a bord lisse par morceaux

Dans cette partie, on résout le 0 avec régularité jusqu’au bord sur le
complémentaire d’un domaine g-convexe, au voisinage d’un point du bord
de ce domaine. Pour cela, nous allons dans un premier temps donner un
autre théoréme de résolution de I’équation de Cauchy-Riemann pour une
configuration g-concave dans le cas limite ot r = ¢ — N + 1.

3.1.1 Un théoréme de résolution a support compact dans le
cas limite pour une configuration g-concave

Soit N un entier avec N < n. Soient U, p1, ..., pn tels que (U, p1,...,pN)
soit une configuration g-concave de classe C¢, d > 3 dans C", avec les nota-
tions de la Définition 1.0.1.
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Comme dans le Chapitre 1, on note, pour R > 0 et pour
§e{zeUlp(z) = =pn(z) =0}

N
G=({z € Ulpi(2) < 0}
=1
Dr=GnB(R)

On va maintenant établir un théoréme de résolution avec régularité jus-
qu’au bord pour des formes dont le support est relativement compact dans
GNB(&R"), pour R" > 0 assez petit, avec une solution dont le support est
du méme type.

Le fait que les réels R et R’ donnés par le Théoréme 1.0.3 puissent étre choi-
sis indépendamment de petites perturbations C? des applications pi, ..., pN
peut s’énoncer de la facon suivante :

Proposition 3.1.1 Soit (U, p1,...,pnN) une configuration q-concave de classe
C4 d >3 dans C*, soit ¢ € E. Il existe € > 0, V wvoisinage de &, ainsi que
R¢ > 0 tels que si R < Ry, il existe R’ < R vérifiant :

pour toutes pi,...,pn, fonctions de U dans R de classe C® avec :
Vie{l,...,N} |lpj —pjllow <€ (3.1.1)
(U,p1,...,pN) est une configuration q-concave, de plus,
VA{zeUp(z) = =pn(z) =0} £ @
et pour tout £ € V N {z € Ulpi(z) =+ =pn(2) =0}, R et R’ vérifient l%s’
propriétés du Théoréme 1.0.3 par rapport aux applications p1,...,pn et a €.

On peut alors donner le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.2 Soit (U, p1,...,pN) une configuration q-concave de classe
C4 d>5 dansC", 1< N<qg<n-—1, soit{ € E et soit R¢ donné par la
proposition précédente. Soit R tel que 0 < R < R¢, (on note D a la place de
Dy), alors il existe Ry avec 0 < Ry < R, tel que

pour tout R' avec 0 < R' < Ry, il existe R" > 0 avec 0 < R" < R' ayant les
propriétés suivantes :

st [ € Cyly_ni1(D), avec 3 <m < d —2 est telle que :
1. 0f =0;
2. supp f CC {z € U|Vie{l,...,N},pi(2) <0}n{z € U|[¢ —z| < R"};
3. f vérifie la condition (C1) du Théoréme 1.0.3, rappelée ci-dessous :
(Cl) Sig=n-—1,
FQOAg(Q)dCL A+ NdCy =0, pour tout g € O(B(E, R)).

alors il existe u € Cglq7_3N(E) telle que :
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1. Ou=f sur D;

2. suppu CC {z € UVie{l,...,N},pi(z) <0} n{z € U||¢ — 2| < R'}.
Démonstration : Soient €9, Vo et R¢ donnés par la Proposition 3.1.1. Soient
R >0 avec R < R¢ et Ry avec Ry < %R correspondant au R’ de la proposi-
tion précédente par rapport a %R.

Soient Ry > 0 et R' > 0 tels que 4Ry < Ry et B(&, Ry) C Vo et 0 < R’ < Ry.
Alors, si R” < R est assez petit, on peut construire des applications py, ..., pn,
telles que :

L. supp (p; — pj) CC B(&, R'), pour tout j € {1,...,N};

2. ||ﬁ] - pj||2,U < &g, pour tout j € {1a s 7N}7

3. pj(z) > pj(z), pour tout z € U et tout j € {1,...,N};

4. p;j(z) > pj(2) pour z € B({, R") et tout j € {1,...,N}.

En particulier, les applications py, ..., py vérifient les hypotheses de la Pro-
position 3.1.1. Soit £ € Vo N {z € U‘ﬁl(z) =---=pn(z) =0}, alors
(e B R).

1 -
Soit Ry tel que ER <R < %R alors B(§, Ry) CC B(§,R1) CC B(£, R), on
pose N N
D={z€Ulpi(z) <0, Vie{l,...,N}} N B({, Ry)

R . . .
on remarque que, comme R > 2 Ry vérifie le premier point du Théoréme

1.0.3 par rapport a D. De plus, on a D cC D.

Soit f € Cfly_n +1(D), vérifiant les hypotheses énoncées ci-dessus, alors
d’aprés le Théoreme 1.0.3, il existe v € Cg‘q_}N(E) telle que dv = f sur D.

Sig—N =0, v est une fonction holomorphe, alors, d’apres la Proposition
1.4.12, elle se prolonge en une fonction w € C§%(B(§, R2)). Remarquons que
B(&,R') CC B(fN, R3). On pose pour tout z € D ﬂB(g, Ry), u = v —w, alors
supp u C D N B(¢, R'), on prolonge ensuite u par 0 & D. u convient.

Sig— N > 1, comme v € Cg’fq__lN(ﬁ) est O-fermée, d’aprés le Théoréme
1.0.3, il existe w € Cj", 2\ (D N B(&, Ry)) tels que dw = v sur DNB(, Ry).

On prolonge alors w a DN ng, R3) de maniére C™ 2, et on pose pour tout
z € DN B(£,Re), u = v — Ow alors supp u C D N B(& R, on prolonge

ensuite u par 0 & D. Alors u € C[qu"N(D) convient. O
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Hllustration de la démonstration du Théoréeme 3.1.2

3.1.2 Retour sur le complexe de chaine de sections de Whit-
ney

Comme dans le chapitre précédent, on va utiliser des sections de Whit-
ney. Cependant, ici, nous raisonnons avec des formes de classe C™, et non
plus uniquement avec des formes lisses. On rappelle donc briévement leur
construction, qui est analogue au cas C* décrit dans la partie 2.2.2.

Soit X une variété différentiable lisse et E un fibré vectoriel C* sur X. Etant
donné un ouvert © de X, on note I'™(2, E) I'espace des sections de classe
C™ de E sur €.

Siz € Q,on dit que f € I'™(Q, E) est m-plate en z si pour tout choix de
coordonnées locales en x, les composantes de f s’annulent ainsi que leurs
dérivées partielles jusqu’a l'ordre m en z. Si A est un fermé dans €2, on note
F (2, E) lespace des sections f € I'"™ (2, E) qui sont m-plates en tout point
de A.

L’espace W™ (A, E) des sections de Whitney de classe C™ de E sur un fermé
A de Q est alors défini, comme dans le cas lisse, par la suite exacte :

0 —= FR(Q,E) —=T™(LE) —= W™(A,E) —0  (3.1.2)
Pour obtenir un complexe acyclique, nous avons besoin de suites du type

suite de Mayer-Vietoris (voir la suite (2.2.6)) pour W™( . , E), celles-ci sont
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exactes de maniére triviale pour m = 0 et, lorsque 0 < m < +o00, I'exactitude
de ces suites est équivalente & ce que les fermés A et B vérifient une condition
plus forte que la notion de fermés réguliérement situés (voir la Définition
2.2.3), comme cela est démontré dans [To|]. On donne ainsi la définition
suivante :

Définition 3.1.3 Soit Q un ouvert de R™, deuzr sous-ensembles fermés A et
B de Q) sont dits fortement réguliérement situés s’ls vérifient une des deuz
propriétés suivantes :
(i) ANB=2
(i1) pour tout xy € AN B, il existe un voisinage V de xy dans 0 et une
constante C' > 0 tels que pour tout © € V

dist(z, A) + dist(z,B) > C dist(z, AN B)

Soit U = {Ay,...,A,} une famille de fermés de X, on dit que U est
un systéme fortement réguliérement situé, si pour tout 0 < 4p,...,75; < 7 et
0<3j0,.-.-,3s <1, 0<t,s <, les fermés A;yN---NA; et AjgN---NAj
sont fortement réguliérement situés.

Considérons le fibré vectoriel EP*? sur C" des (p, q)-formes différentielles
sur U, on a alors I'"(U, EP) = C" (U), le faisceau des (p, q)-formes C™ sur
U et on note W™(A, EP?) = W (A), pour tout A fermé dans U, on a alors
I’identification suivante :

Proposition 3.1.4 Si A est un fermé vérifiant A= A, alors on a :

Cpy(A) = Wy (A) (3.1.3)

Comme dans le cas lisse, on définit ’espace des chaines de section de
Whitney C*U, W™ (EP?)) = C*(U, W), de la maniére suivante :

f= (fjo---js) avec fj0~~~js S WITq(AjO N---N Ajs)

On définit 'opérateur cobord & : C*(U, W™ (EP9)) — CSTHU, W™ (EPH))
et le complexe associé.
On pose de plus pour tout s € {0,...,n}

Z°U W) ={f e C°WU, W )I0f =0}

On a alors la méme propriété d’acyclicité :

Proposition 3.1.5 Soit m € N. On suppose que U est un systéme fortement
régulierement situé de fermés de X, alors le complexe de chaines de sections
de Whitney de classe C™ est acyclique, de plus pour tout f € Z°(U, WI%), ol
existe une unique g € W (Ag U A1 U---U Ay) telle que gla, = f, pour tout
7 €{0,...,n}.
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On notera par la suite W5 (A) a la place de WP4(A) afin de ne pas
séparer le cas ot m = 400 dans les notations.

On peut ensuite définir 'opérateur de Cauchy-Riemann pour les chaines
de sections de Whitney de classe C"™, m > 0 qui commute trivialement avec
le cobord.

— Si m = 400, voir le paragraphe 2.2.2

— Sim € N, et si pour tout 0 < jo < ...Js <, (4j,N---NA,) =
AjoN---NAj,, on pose pour h € CS(Z/{,WI?,Z),

Oh = ((0h)jo..5,) € C*(U, W h)

o (9h)jo...5, € Cpti (Age N -+ N Ay,

3.1.3 Le théoréme de résolution
On se place dans la situation suivante. Soient n € N*, U un ouvert de
C" et r1,...,7n : U = R des applications. On suppose que :
(i) Les applications r1,..., ry sont de classe C%, avec d assez grand.
(ii) Pour tout I € P'(N), I = (ji,...,41), drj,(z) A--- Adrj,(z) # 0 pour
tout z € {( € Ulr;,({) =--- =r;(¢) =0} =: ET.
(iii) Pour tout I € P'(N), et tout A € Ay, la forme de Levi de Papplication
Aj g, + -+ Aj,rj, admet au moins g + 1 valeurs propres strictement

positives.
On pose
D={zecUVie{l,...,N}, ri(z) <0}
N
W = |J{z € Ulri(z) >0} =U\ D
i=1

On va montrer le résultat suivant :
Théoréme 3.1.6 Soit £ € 0D
(i) Si 1< r < q—1, i existe un voisinage W de £ dans C" tel que si
ey, (W), avec 2N — 1 < m < d— 2, est 0-fermée, alors il existe
une forme différentielle u € C(])\,/‘;—l (W N W), avec M > m — 2N + 1,
telle que Ou = f sur WNW.

(ii) Si on suppose de plus que ¢ <n —2 et D CC U, si a > 0 vérifie :
N
D, = ﬂ{z e Ulrj(z) <a}CcU (3.1.4)
j=1

alors, il existe un voisinage W de & dans C" tel que si f € Cg}q(Da\D),
AN <m < d —2, a support compact, est O-fermée, alors il existe une
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forme différentielle u € C(])‘j{;_l((Da \D)NW), avec M' > m—4N telle
que Ou = f sur (Da \5) NnNw.
Démonstration du Théoréeme 3.1.6, (i) : Soit & € 9D, soit I € P'(N),
maximal tel que £ € Ej, pour simplifier les notations, on va supposer que
I=(1,...,1), on note aussi pour tout j € {1,...,1}, pj = —r;.
Posons, pour R > 0 et pour 5 € I,

Cft={z€Ulrj(z) >0} NB({,R)

ut={cf,...,cft}

Alors, il existe R¢ > 0, avec B(¢, R¢) CC U tel que pour tout J = (j1,..., k) C I,
k < q, R vérifie les propriétés de la Proposition 3.1.1 par rapport a la confi-
guration g-concave (U, pj,,...,pj.). De plus, la Proposition 2.2.4 implique
que pour tout R, avec 0 < R < Ry, U est un systéme fortement réguliere-
ment situé.

Soient Ry tel que 0 < Ry < R¢ et B(§, Ry) CC U.
Soit f € CPL(CIOU---UC/P), avec 2N —1<m <d—2et 0 <7 < q—1,
O-fermée.
L’isomorphisme (3.1.3) permet d’affirmer que f: (fj)j=1,...; définie par

fi="Flgro avec je{l,....l}
J

verifie f € CO(UR, W™ (EOT)), 6f =0 et Of = 0.
La démonstration de la premiére partie du théoréme s’effectue en considé-
rant deux cas distincts, d’abord celui ou [ < r < g —1 (ce cas peut étre vide
sil>q), puislecasou 0 <r <min(l — 1,q — 1).
-Sil<r<g-1.

On construit par récurrence les suites (R;);=1,...; et (gj)jzlymyl ayant les pro-
priétés suivantes :
la suite (Rj);j=1,..; est une suite décroissante de réels strictement positifs,
pour tout k € {1,...,1}, gF € CEk-L({UTr W™ F(EOTF)) et la suite (¢%)g—1,
vérifie :

(i) 09" = 1.

(ii) Pour tout k € {2,...,1} 9gF = 6g*! si on se restreint a U,

On détermine d’abord les premiers termes, Ry, g*, Ry et ¢2, afin d’amorcer
la récurrence :

d’aprés le Théoréeme 1.0.3 transposé pour les sections de Whitney, comme
m —1 >0, il existe Ry tel que 0 < R; < Ry B

et gt € CO(Ut W1 (EY—1)) tels que d¢g' = f. Or d’aprés sa définition,
g* vérifie

d(6g") =6(dg") =6f =0
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donc dg' € CH (U, W1 (E%" 1)) est O-fermée. D’aprés le Théoréme 1.0.3,
comme m—2 > 0, il existe Ry avec 0 < Ry < Ry et g2 € CH (U2, Wm—2(E""—2))
tels que 9g? = dg' dans CH(UR2, Wm—L(EO—1)).

Supposons maintenant les suites (R;) et (¢7) construites jusqu’au rang
s€{2,...,—1},ona:

d(6g°) = 6(0g°) = 60g°~" =0

alors d’apres le Théoréme 1.0.3, comme m — s — 1 > 0, il existe Rsy1
avec 0 < Ry < Ry et g¥t! € O3 (URs+, Wm=(HD)(EOr=s=1)) tels que
0g°tt = 6g° dans C*(URs, W™—5(E®"~%)). On achéve ainsi I’hérédité de la
récurrence et la construction des deux suites.

On va maintenant modifier la suite (¢*) en une suite (g*) de maniére a

avoir pour tout k € {1,...,1}, 9g* = 9g* et 6g* = 0.
Pour cela, on effectue une récurrence décroissante construisant des suites
(%) k=2,...; et (§%)k=1,..; telles que,
pour tout s € {2,...,1}, h® € C52(YFr Wm—2l+s(EOr—s)),
pour tout j € {1,...,1}, ¢ € CI~H (Y, wm—2+i(EOr—7)) et :

(i) on' =gl et g =¢'

(ii) Pour tout k € {1,...,1 — 1}, g"% = g'=% — Oh!=F+! et, si de plus

kE<l—2, 0hl=k =gl—k

Construisons d’abord hl et g :

gt € Ctut, w2 (B0 1)) donc elle s'écrit ¢! = (¢) ) avec g} | €
Cg’fr_fl(szl N---N ClR’) d’ott 6¢' = 0. Le complexe de chaines étant acyclique,

il existe B! € C'2(UR, Wm—H(E® 1)) telle que 6h! = ¢'. On pose alors

g =4d.

Posons maintenant g~ = g/~ 1—0h!, on a gt ! € C'2(UF, Wm— =L (EOr =ity
de plus, par construction 9g'~* = dg'~! et g1 = §¢g'~t — O(6h') = 0.

La Proposition 2.2.5, pour le cas C*°, et la Proposition 3.1.5, si m < 400,
permettent alors de définir A/~ € C!=3(yf, Wwm—l=1(EOT—H+1)) telle que
Shi-1 — 'gfl—l‘

Supposons maintenant que les deux suites (h®) et (g°) sont construites du
rang | jusqu’au rang [ — k pour k € {1,...,I — 2}, on pose g F1 =
g k=t — On!=F alors 6¢'*~! = 0 donc d’aprés les Propositions 2.2.5 et
3.1.5, on peut définir Al=F-1 € O3y R wm—l=k-1(gOr=l+k+1)) telle
que 6h!=F~1 = G=k=1 on a ainsi construit le rang | — k — 1 des deux suites.
On termine la récurrence décroissante en posant g' = g' — Oh?.
Considérons maintenant le terme g'.

gt € 20Ut wm=2+1(EO%r 1)) donc, d’aprés les Propositions 2.2.5 et 3.1.5,
il existe g € Cm_QH'l(C’lR’ U---u C’lRl) telle que pour tout j € {1,...,[}

g|cJRl = g’]l
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Soit ¢ une telle fonction, comme 0g' = f, g vérifie 0g = f sur Cf’ U- - -UClRl.

-Si0<r<l—1.
Dans cette situation, on ne peut construire les suites (Ry) et (¢*) jusqu’au
rang [ mais seulement jusqu’au rang r, alors contrairement au cas précédent,
le dernier terme de la suite (¢*) n’est pas automatiquement de cobord nul,
ce qui est génant pour modifier la suite comme on I’a fait précédemment. On
va donc procéder comme suit.
Dans un premier temps on construit les suites (Rj)g=1,..r €t (gk)k:Lm,T de
la méme fagon. Considérons maintenant le terme g".
On a d¢" = 6¢"~!' mais a priori, 6g" # 0, on va donc chercher a modifier
g" au moyen d’une chaine de fonctions holomorphes dont dont le cobord est
égal & celui de ¢".
g~ € C" Y YR, W (EOY)) et vérifie 06¢g" = 0, donc §g" est une chaine
composée de fonctions C' sur C}ET Nn---N Cﬁ’, (Joy---ydr) C {1,...,1},
qui sont holomorphes, elle sont donc C* . Or les ensembles de la formes
C;-Z’ N---N Cffr, (4o, ---,Jr) C {1,...,l} sont des domaines & coins g¢-
concaves, alors d’aprés le Théoréme 5.7 dans [L-T/Le 2| ou la Proposition
1.4.12, il existe un voisinage V de ¢ dans C" (on peut le prendre inclus
dans B(&, R,)), tel que toute fonction holomorphe sur Cﬁr N---N C]I-j*,
(Jo,---»7r) C {1,...,1}, se prolonge holomorphiquement sur V. Quitte a
réduire un peu V, on peut supposer que les prolongements sont de classe C*°
sur V.
On note pour tout (jo,...,Jr) C {1,...,l}, hj,..j le prolongement holo-
morphe de la fonction (6g");q...;, sur V.

On note de plus U’ = {Cf’* nv,...,cl mv}.
Sir=10-1,alors, il n’y a qu'un seul (r + 1)-uplet : (jo,...,5r) = (1,...,1).
On pose :

hyg1=hy., sur (CIRT rﬁ) n---N (Cﬁq rﬁ)

hjo..jr—y =0 si(Jo,...,5r—1) # (L,...,1=1)

Alors h € C™=Y (U, W™ (E"0)), elle est holomorphe et §h = dg".

On pose alors g" = g" —h.On peut ainsi conclure en effectuant une récurrence
décroissante pour créer la suite (ﬁk) k=1,...,r de la méme maniére que dans le
cas précédent.

Sir <1 —1, alors pour tout (jo,-..,Jr jr+1) C {1,...,l} on a:

r+1
S J—
Z( 1) th...js...errl ‘Cﬁ)rm---mcf’ v =0
5=0 rt
Or, les hjo Foeriiotn sont holomorphes, donc le principe du prolongement ana-
e

lytique des fonctions holomorphes permet d’affirmer que les sommes ci-dessus
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sont nulles sur tout V. On a donc sur V :

r+1

Y (=Vhy 5 o =0 (3.1.5)

s=0

On note U la famille de I copies de V, c’est un systéme de fermés réguliére-
ment situé, de plus h = (hj,. j,) est un élément de C” (B, W (E®?)) dont le
cobord est nul d’aprés les équations (3.1.5). D’aprés les Propositions 2.2.5,
le complexe de chaines est acyclique donc il existeNEO € CTL (0, W>(E™M))
tel que 0hY = h. Alors, par définition du cobord, h? est solution du systéme
linéaire défini sur V, par les équations suivantes :

Pour tout (jo,...,7-) C{1,...,0}

T

hio.ie = D_(=17kj, 5., (3.1.6)
5=0
Ainsi pour tout (ig,...,0r—1) C {1,...,}, %?0___Z~T_l est combinaison linéaire

sur V des éléments de h qui sont holomorphes, donc Y = 0. B
On considére pour chaque (i, . ..,i—1) C {1,...,l}, larestriction de h
a (ijf N V) n---N (ijl mV), cela donne un élément, noté h,

de C™L(U',W>(E"Y)) ayant les propriété suivantes :

0
20.+-0pr—1

Oh=0 Sh=h=26q"

On pose alors ¢" = ¢" — h. On peut ainsi conclure en effectuant une récur-
rence décroissante pour créer la suite (g’f)kzly,n,, de la méme maniére que
dans le cas précédent. O

Démonstration du Théoréme 3.1.6, (i) :
Si~y € R, on note :

D,={zeUNie{l,...,N} ri(z) <~}

on remarque si |y| est assez petite, D, CC U.

L’idée principale de cette démonstration consiste a modifier le support de f
pour pouvoir utiliser le Théoréme 3.1.2 de maniére analogue au cas précé-
dent (voir I'illustration a la fin de cette démonstration).

Soit £ € 9D, soit I € P'(N), maximal tel que & € Er, pour simplifier les
notations, on va supposer que I = (1,...,1), pour tout ¢ € {1,...,l}, on
pose p; = —1r;.

Soit R > 0 tel que B(&, R) CC D, et tel que si on note py(z) = |£ — z|* —
R? et si on pose, pour j € {1,...,1}:

Wit ={z € Ul|pj(z) <0} NB(¢, R)

100



alors, pour tout (jo,...,Js) € {1,...,1}, Wj}g Nn---nN Wj}f est un domaine &
coins g-concave. N

Soit € > 0 et V donnés par la Proposition 3.1.1, si p1, ..., p;, & vérifient les
hypothéses de ce lemme, on note

= {z € U|p;(z) < 0} NB(E R)

Comme le réel Ry dont I'existence est donné par le Théoréme 3.1.2 dépend
de maniére semi-continue des normes C? des applications p;, si € est assez pe-
tit, on peut choisir Ry, 0 < Ry < R tel que Ry vérifie les propriétés données
par le Théoréme 3.1.2, pour tout WR -N W o s avec P1,---,P1, € vérifiant
les hypotheéses de la Proposition 3.1. 1 pour tout (jo, ooy Js) €{1,...,1} avec
s <.

On en déduit qu'’il existe une suite finie, strictement décroissante, de réels
strictement positifs (R;);eq1,... 1413 telle que pour tout i € {1,...,1 + 1},
Rj < R et sipy,...,p, gvériﬁent les hypothéses de la Proposition 3.1.1
alors :

pour tout (ji,...,7s) € {1,...,l}, avec 1 < s < min(l,q), pour tout i €
{1,...,1},

si f e Cg’fq,sﬂ(va-R N---N WR) avec m > 3N, O-fermée et telle que
supp f C Wj}f n- WRﬂB(é’ Ri 1) alors, il existe u € Cgy S(WR Nn---N Wﬁ)

telle que Ou = f et supp u C Wj}f <N Wf ﬂB(é’,Ri).

Soit n > 0 assez petit pour que 0 < Rj41 —n < Rj41 +n < R.

Considérons maintenant des fonctions pi, ..., p;, de classe C? sur U et véri-
fiant les propriétés suivantes :

. pour tout j € {1,...,1}, |lp; — pj
2. pourtout j € {1,..., 1}, supp (p;—p;) C B(§, Riy1+n)\B(&, Rip1 — 1) ;
3. pour tout j € {1,...,l} et tout z € U p;(2) < p;(2);
4. il existe v > 0, tel que pour tout j € {1,...,l} et tout z € (D, \ D) N
(B(&, Ripr + 3) \ B, Riga — ), pj(2) < pj(2).
Soit ', avec 0 < ' < 7. Soit f € Cf,(Da \ D), avec d —2 > m > 4N,
O-fermée, & support compact.
Comme cela a déja été remarqué, pour tout ¢ > 0 et pour tout £ € R, on a

||t] — 09 (t)| < 99, ainsi, si on pose avec les notations du paragraphe 1.4.2.1,
pour z € U :

—_

U <E;

{n‘f(z) =71(2)
77};'1(,2) =my(nk—1,7)(2) Vke€{2,...,N}

il existe un réel positif ¥9 > 0 tel que pour tout 0 < 4 < 9y, on a :

supp f C {z € Uln}(z) <a}\ D
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et
B(&,R) cC {z e Uln%(z) < a}

Pour ¥ €]0, 9y[, notons
Doy = {z € Ulni(2) < a}

Quitte & diminuer 9y, on peut supposer que pour tout ¢ €]0,%y[, on a

n(2) = maxizi,.,v ri(2) pour tout 2 € (Dy \ D)N(B(E, Ruer +n) \ BE Ripr —1)).
Si on note
Dy = {z € Ulnf(2) < v}

on peut choisir ¢ €]0,9[ tel que D CC D,y CC Dy 9, alors, par construc-
tion des fonctions p;, on a pour tout ¢ € {1,...,1}, p; > 0 sur (D, »\ D) N

(B(S,Rurl + D\ B(E Ry — %))-

De plus, D, 9 est une extension g-convexe de m, comme le support de f
est compact dans Dy 9 \ D, d’aprés le Théoreme 16.1 dans [He/Le 2] et I'iso-
morphisme de Dolbeault, il existe v € Ciy 1 (Da,v \ D y) telle que dv = f
sur Dy g \m

Alors D, est un voisinage de D, y tel que pour tout ¢ € {1,...,l}, p; > 0
sur (Dy \ D) N (B(& Ry + ) \ B(§, Risa — 3))-

Soit x une fonction C* sur D, telle que x =1 sur un voisinage de D, \ D,
et x = 0 sur un voisinage de m. On note f' = f — d(xv), f' est de classe
Cm=1, 0-fermeée et on a supp f' CC (D, \ D). On considére la restriction de

fla ((D7 \ D)\ (ﬂizl{z e Ulpi(z) > 0})), on note encore f’ cette restric-
tion et on la prolonge par 0 & D, \ (ﬂizl{z € Ulpi(z) > 0}), on note aussi
f' ce prolongement.

Alors f' € Cg?qfl(ué-zleR), de plus, on a

supp f' CC B(§, Ry41) N (U§':1W—jR>

On peut alors utiliser le Théoréme 3.1.2, pour effectuer le méme type de
raisonnement par récurrence que pour (i) en prenant garde a ce que les formes
(g¥) que l'on construit aient leur support inclus dans B(&, Rj_p41) afin de
pouvoir appliquer de nouveau le Théoréme 3.1.2. On montre ainsi qu’il existe
un voisinage W CC B(&, Ri+1 — 1) de € dans C", indépendant de f’ et une
forme différentielle ¢’ € C(])\,/Iq,_l((W \ D)) avec M' = m—4min (l,r) > m—4N
telle que dg' = f' sur W\ D.

Posons maintenant v = xv + ¢, alors u € C[%Ll((w \ D)), de plus comme
W CC B({,R) CC Dy,onau€ Cé\:fqlfl(W N (Dy \ D))
ou = 0(xv) + 09’ = d(xv) + f' = f sur Wn (D, \ D).
Ce qui achéve la démonstration du Théoréme 3.1.6. |
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HNlustration de la démonstration du Théoréme 3.1.6 (ii)

3.2 Reésolution de I’équation de Cauchy-Riemann
pour des formes & support compact sur le com-
plémentaire d’'un domaine g-convexe par mor-
ceaux

Soit X une variété complexe de dimension n et soit £ un fibré vectoriel
holomorphe sur X. On donne les définitions suivantes :

Définition 3.2.1 Une fonction g-convexe, 1 < g < n, sur X est une fonc-
tion p de classe C* sur X, & valeurs dans R telle que pour tout { € X et
pour tout systéme de coordonnées holomorphes (z1,. .., z,) dans un voisinage
de (, la matrice de Levi de p au point { admet au moins q valeurs propres
strictement positives.

Définition 3.2.2 On dit que X est une extension g-convexe généralisée de
K, ou K est un fermé de X si pour tout voisinage ouwvert V de K dans X,
il existe un fermé Ky a bord C*® tel que K C Ko C V et que X soit une
extension q-conveze de Ky (voir la Définition 1.4.5).

Remarque. Lorsque le bord de K est de classe C*, le fait que X soit une
extension ¢-convexe de K implique trivialement que X est une extension
g-convexe généralisée de K.
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Définition 3.2.3 2 CC X est un domaine strictement g-convexe & bord
C¥, k > 2, par morceaux s'il existe N > 2, des ouverts Uy,...,Ux de X et
des applications p; : Uy = R, i =1,...,N de classe C*, k > 2 tels que

1. 0 Cc Uy U---UUn.

2. Un point z € Uy U---UUp appartient a Q si et seulement si, pour tout
ke{l,...,N} tel que z € Uy, pr(z) <O0.

3. Pour toute collection d’indices 1 < k; <--- <k <N, on a
dpi, (2) N+ Ndpg,(2) # 0 pour tout z € Uy, N---NUy,.

4. Pour tout I = (i1,...,1;) € P'(N) et tout (A\i,...,\;;) € Ar, la fonc-
tion N pi, + -+ + Xy, pi, est (q+ 1)-conveze sur U;; N---NUj,.

Pour un tel domaine Q et pour I = (i1,...,4) € P'(N), on note
Er={z€00nU; Nn---NU|pi;(2) =+ = p;,(2) =0}

Remarque. Si € est un domaine strictement g-convexe a bord C* par mor-
ceaux défini par des applications pi,..., pny que 'on suppose définies sur un
voisinage U de X \ Q, alors, grace aux propriétés du maximum généralisé,
X est une extension g-convexe généralisée de €.

Dans cette partie, nous démontrons dans un premier temps un théoréme
de résolution du 0 pour des formes différentielles de classe C* a support
compact dans le complémentaire d’un domaine g-convexe & bord C* par
morceaux, nous utilisons ensuite ce résultat pour démontrer un théoréme du
type théoréme de séparation d’Andreotti-Vesentini.

3.2.1 Résolution a support compact

Nous allons mettre en place un raisonnement du type «Beulenmethode»
(ou «méthode des bosses») de Grauert, voir dans [L-T 1] pour les ouverts
strictement pseudoconvexes ou |[He/Le 2| pour les domaines g-convexes et
g-concaves & bord lisse. Celui-ci nous permettra de démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 3.2.4 Soit 0 CC X un domaine q-convexe a bord C* par mor-
ceaur tel que X soit une extension q-conveve généralisée de Q. On note
W =X\ Q. On a le résultat suivant :

sifEC&‘}(W,E) avec 1 <r<q—1ou, sig<n—2,1<r <gq, asupport
compact, O-fermée, alors il existe u € Cé’f}_l(W, E), a support compact telle
que Ou = f sur W.

La démonstration de ce théoréme s’effectue en plusieurs étapes qui sont
représentées par les différents lemmes suivants.

Lemme 3.2.5 Soit ) CC X un domaine g-convexe & bord C*° par morceaur,
soit £ € 0. Soit VO un voisinage ouvert de & dans X.
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Alors, il existe un réel € > 0 et des voisinages ouverts de & dans X, V1, V?
tels que :

1.V?ccViccve;

2. pour toutes applications p; : Uij— R, 1 =1,..., N de classe C*® telles que

Vi e {1a s 7N}7 ||pl - /,;Z |2,Ui <e¢ (321)

et

Vie{l,...,N}, Vz € Ui, pi(z) < pi(2) (3.2.2)
st on définit Q par les points 1, 2 et 3 de la Définition 3.2.3 par rapport
auz applications p1,...,pn, alors Q est inclus dans Q et c’est un domaine

q-convezxe & bord C*° par morceauz et de plus, si on note W=X \ ﬁ, on a:

(i) pouri=0,1, si f € C(C)’ﬁq(va NV E), avec 1 <r < q— 1, O-fermée, il

existe v € cgj;,l(W NVitl E) telle que Ov = f sur W N Vitt;
(ii) si q < n—2, pour toute f € Cé’ﬁl(’Wv,E’), O-fermée, a support compact,
il eziste v € cg?q_l('v? NV E) telle que Ov = f sur W N VL.

Si (e,V2, VL, V) wérifie les propriétés ci-dessus pour un domaine a coins
q-conveze 0 donné, on dit qu’il est adapté a Q.
Démonstration : Comme  est un domaine g-convexe & bord C* par mor-
ceaux, si € > 0 est assez petit, le point 4 de la Définition 3.2.3 est vérifié
donc Q est aussi un domaine g-convexe 3 bord C* par morceaux. Soit I =
(41,---,71) € P'(N) maximal pour 'inclusion tel que £ € E7, on remarque
que si U CC Uj; N---NUj, est un voisinage de §, alors quitte & diminuer &,
il existe £ € U NN tel que € € By := {z € Ujyn---NnUjlpj(z) =0Vj € I}
et tel que I soit aussi maximal pour I'inclusion, de plus si ¢ € U N 86, alors
pour tout J tel que ¢ € EJ, on a J C I. On peut supposer sans perdre de
généralite que I = {1,...,1}.
Quitte & diminuer V', on peut supposer que V0 cc U;N---NUj, que E est
holomorphiquement trivial au dessus de V0 et qu'il existe des coordonnées
holomorphes h : V9 — C* telles que h(V?) = U° avec U cC C" est un
ouvert convexe.
Posons pour i € I, r; = p; o h™! et pour toutes applications p; : U; — R,
i=1,...,N vérifiant (3.2.1) posons pour tout i € I, 7; = p; o h~!. Alors

1. pour tout i € I, 7; = p; o h~! est définie sur U ;

2. (UY,71,...,7;) est une configuration g-convexe.

On note l

D =({z € U"Fi(») < 0}

i=1
Par ailleurs, il est clair qu’il existe C' > 0 tel que, si p1,...,py vérifient les
équations (3.2.1), alors, r1,...,r; vérifient :
Vie{l,...,0}, |lri = 7illg,po < Ce (3.2.3)
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Soient €' > 0, Uyg) voisinage de h(§) dans C* (avec Uy C UY) et Ry e)

donnés par la Proposition 3.1.1 par rapport aux configurations g-concaves
(U, —rjyy...,—1,) avec (j1,..., k) C I, k < g et & h(€). Le nombre d’en-
semble (j1,...,Jx) C I étant fini, de tels &' > 0, Up(e) et Ry(¢) existent.
On suppose de plus que Ce < €. On peut alors reprendre la démonstration
du Théoréme 3.1.6 en utilisant les mémes suites (R;) et le méme réel v > 0
(on 7y est celui utilisé dans la démonstration, voir aussi 'illustration) pour
toutes les configurations g-convexes (UY,71,...,7;) définies & partir d’ap-
plications p1,...,pn vérifiant les inégalités (3.2.1) et (3.2.2) et pour tout
h(§) € Uh(g)ﬂaﬁ. On peut donc affirmer qu’il existe R > 0, avec R! < Rpe)
tel que W = B(h(g), R') est un voisinage de h(g) qui vérifie les propriétés
du Théoréme 3.1.6, en ajoutant dans (iz), 'hypothése que les formes sont a
support dans l~)7 \ D.

En effet, il faut remarquer ici que D nest pas relativement compact dans
UV, aussi, on doit travailler avec des formes & support compact dans l~)7 \ l~),
car on ne peut pas utiliser le Théoréme 16.1 dans [He/Le 2| pour restreindre

le support. La restriction du support de f € cgfq(W, E) se fera directement
dans X, avant de passer en coordonnées locales.

On peut maintenant construire V! :

1
supposons, quitte a diminuer € et Up) que Uy CC B(h(§), RT), ainsi,
pour tout & € A= (Upg)), on a Uyey CC B(h(€), RY).

Soit U' un ouvert tel que

Byce N BHG,RY

1
Uney CC U' cC B(h($), -
geh=1(Up(e))

Posons alors V! = h=1(U'). Montrons alors qu'un tel ouvert convient pour
vérifier (i) sii =0 et (7).

Montrons tout d’abord que (%) est vérifié pour s = 0, soit f € C&OT(W NV E),
avec 1 < r < g — 1, O-fermée et posons g = (h~1)*f. D’aprés le raisonne-
ment précédent, il existe u € C§5_; (((Cn \ D)N B(h(g),Rl),E> telle que
Ou = g, alors considérons la restriction de u & U' et posons v = h*u, alors
vE C[‘]’?T,I(va N V1 E) convient.

Montrons maintenant que (i1) est vérifie, soit f € Cgfq(W,E), O-fermée, a
support compact. _

Pour a > 0, assez petit, on note g, (resp. £2) le domaine g-convexe & bord
C*° par morceaux dans X défini par les applications p; —«, ..., pn —a, (resp.
p1—Q,...,pn — ). Supposons de plus que a < 7. N
Quitte & diminuer de nouveau € et Uy (¢, on peut supposer que 2 CC €.

Comme X est une extension g-convexe généralisée de Q, il existe D CC
Q. tel que X est une extension g-convexe de D et que 2 CC D alors,
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Q cc D cC Q. Daprés le Théoréme 3.1 dans [L-T/Le 3], il existe w,
de classe C*, & support compact telle que dw = f sur X \ D, soit x
une fonction de classe C*°, positive, telle que x = 1 sur un voisinage de
X\ Qo et x = 0 sur un voisinage de D. On pose f' = f — O(xw), alors,
si on restreint f' a VO, f' € C&Oq(ﬁa \ QN VO E), est O-fermée et & sup-
port compact. Posons ¢’ = (h~1)*f’, d’aprés ce qui précéde, il existe u €
C§%_1((Da \ D) N B(h(€), RY), E) telle que du = ¢ sur (Do \D)NB(h(E), R").
Considérons la restriction de u a U1~et posons v = h*u, comme

vicc h_l(B(h(f),Rh(g))), ona (2 \QNV=(X\QnVL Alors la
forme différentielle v' = v + xw convient.

Il reste maintenant & construire V2 vérifiant (i) pour 4 = 1. Soit R’ > 0
tel que B(h(£),2R') C U'. Alors quitte a réduire encore ¢ et Uh(g), on peut
supposer que Uy CC B(h(¢), R'), et on a :

J BME).R)ccU
geh=1(Up(ey)

On effectue alors le méme raisonnement que précédemment en remplagant
Ry ey par R, ce qui donne l'existence de R? > 0 avec R? < R’ tel que W =

B(h(¢), R') est un voisinage de h(£) qui vérifie les propriétés du Théoréme

3.1.6 par rapport aux configurations g-convexes (U',7y,...,7).
On construit ensuite V2 exactement de la méme maniére que V! en utilisant
R? ala place de R!. O

Définition 3.2.6 Soit 2 un domaine q-conveze a bord C*° par morceauz.
On dit que [Q2,Q,e,V1, Vs, V3, Vy] est un élément d’extension pour le complé-
mentaire d’un domaine g-convexe & bord lisse par morceaux st

(i) € est un réel strictement positif et Vi, Vo, V3 et Vi sont des voisinages
ouverts d’un point £ € 02 dans X tels que :

ViccV,ccVsccVycc (U
el
il existe des coordonnées holomorphes h : Vy — C* au voisinage de &
et E est holomorphiquement trivial au dessus de V.
(ii) (g,Va,V3,Vy) est adapté a Q

(iii) Q C Q est défini par les points 1, 2 et 8 de la Définition 3.2.8 par
rapport & des applications pi,...,pn, de classe C*° de Uy, ..., Uy dans
R telles que, si I € P'(N) est mazimal pour linclusion tel que £ € Ey :

(a) Vi € I, supp (pi — pi) CC Vi ;
() Vig I, 5= pi;
(C) Vi € {1,...,N}, ||)0z —ﬁi“Q,Ui < €.
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Si Q C Q sont des domaines q-convezres o bord lisse par morceauz, on dit
que Q peut étre obtenu de §2 par un élément d’extension pour le complémen-
taire d’un domaine q-conveze a4 bord lisse par morceaux s’il existe €, Vi, Vs,
Vs et Vy tels que [Q,ﬁ,s,Vl,Vg,Vg,I@] est un élément d’extension pour le
complémentaire d’un domaine q-conveze.

Lemme 3.2.7 Soit 2 un domaine q-convexe o bord C°° par morceaus, et
pour € € R, on définit Q. grice auz points 1, 2 et 8 de la Définition 3.2.3
par rapport auzx fonctions p1 —¢,...,pN — €, Si || est assez petit, Q. est un
domaine q-convexe 4 bord C*° par morceaux. Alors il existe 9 > 0 tel que
st —eg < Bo <0 < By < egg, on peut trouver un nombre fini de domaines
0o, ...,0K tels que

Qg =026, 2--- 20k =Qg,

et pour tout j € {0,..., K — 1}, 041 peut étre obtenu de 0 par un élément
d’extension pour le complémentaire d’un domaine q-convexe & bord lisse par
MOTCEQUT.

Démonstration : Comme 02 est compact, on peut extraire un recouvrement

fini de 00 par des ouverts (Vf) LK) tels que, pour tout j € {1,..., K},
je{t,...,

il existe £/ > 0, VQj, V3j et V4j tels que Vlj CC VQJ CC V37 CcC V4j cC X,
(7 Vi ,V3] , Vi) est adapté a Q et il existe des coordonnées holomorphes
hj : V{ — C". On suppose de plus que si & € dQ NV}, alors pour tout i
tel que & € Uy, V) CC Uj, ce qui est le cas dans la construction que l'on a
effectué pour démontrer le Lemme 3.2.5.

On pose € = minjeqy .k} €.

Soit ¢ > 0 tel que

K
Q\ Qo cc W
j=1
Pour tout j € {1,..., K}, considérons x;, une application positive, de classe
C* telle que supp x; CC Vlj avec Z]K:1 xj = 1sur Qo \Q_y et Ef:l x; <1
sur X.
On pose v = maxjeq1, i} [Xjll2,.x

. . . € €
Soit maintenant €9 > 0 tel que g9 < €' et g < min <— 7> et

49" 2(1 + Kvy)
soient fp, 1 tels que —eg < By <0< By <¢gp -
Soient p1,...,pn des fonctions définissant 2 par la Définition 3.2.3.
On définit pour tout & € {1,...,K}, 6 par les points 1, 2 et 3 de la
Définition 3.2.3 par rapport aux applications p 1, ..., pk,n de classe C* sur
Ui,...,Upy définies par :

k

Pri(2) = piz) — L — (Bo — B1) D x5 (2)

J=1
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on a bien 6y = Qp,, Ok = Qp, de plus pour tout j € {0,...,K — 1},
05,6041, %, Vi, Vi, Vi, V]] est un élément d’extension pour le complémen-
taire d’un domaine g-convexe & bord lisse par morceaux, en effet :

soient j € {0,...,K — 1} eti € {1,...,N}

supp (Pji — Pj+1,i) Csupp x; CC VY
l2,0: = (81 — Bo)lIxj+1ll2,;
< 2epy

1050 — Pj+1,i

el
< —
-2

De plus, pour i € {1,...,N}, j€{l,...,K},ona

105, = pill2,u; < B+ (B — Bo)iy
<ego(l+ Kv)
el
< —
- 2

et comme (g7, V2j, V3j, VAf) est adapté a €2, il est immédiat de voir que (%, VQJ, ng, V4])
est adapté a 0, ce qui termine de justifier le fait que [0, 041, %, Vi vy v v

est un élément d’extension pour le complémentaire d’'un domaine g-convexe

a bord C*° par morceaux. O

Ceci permet de démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.2.8 Soit 2 un domaine g-conveze a bord C* par morceauz, et
soit o > 0 assez petit pour que §2, soit un domaine q-convexe & bord C*° par
morceaus avec les notations utilisées dans la démonstration précédente.
Alors, il existe un nombre fini d’éléments d’extension pour le complémentaire
d’un domaine g-conveze a bord lisse par morceaus, [QF, QL e VI VE VI VE,
0 <1 <p tel que

Q=0"D20' ..ot =0

Démonstration : Cette démonstration est classique, on peut la trouver par
exemple dans [L-T 1].

Considérons l'ensemble B des points 5 € [0, @], tels qu’il existe un nombre
fini d’éléments d’extension pour le complémentaire d’'un domaine g-convexe
permettant de passer de € a (g, c’est-a-dire vérifiant les conclusions du
lemme en remplacant « par 5.

Montrons que sup B = a.

Tout d’abord, il est clair d’aprés le Lemme 3.2.7 que B est non vide et qu’il
existe 1 > 0 appartenant & B, en effet il suffit de considérer le cas ou By = 0
dans ’énoncé.

Notons B9 = sup B, alors 8° > 0, supposons que 8° < «, alors Qpgo est un
domaine g-convexe & bord C* par morceaux, soit donc £; > 0 défini par le
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Lemme 3.2.7. Choisissons alors € > 0 avec € < €1 tel que B° — ¢ € B, alors
(% + ¢ appartient aussi a B d’aprés le Lemme 3.2.7, ce qui contredit le fait
que B° est la borne supérieure de B, donc 8° = a.

Par ailleurs, en appliquant le Lemme 3.2.7 pour 2 = 2, avec f; = 0 et [y
assez proche de 0 et tel que a — By € B, on montre aussi que o € B Il

On a, de plus, le résultat de résolution locale suivant :

Lemme 3.2.9 Soit [Q,ﬁ,s,Vl,Vg,Vg,I@] un élément d’extension pour le
complémentaire d’un domaine g-conveze & bord C°° par morceauz, alors

EX(X\Q,E)=EX(X\Q,E)NZE(X \ Q,E) (3.2.4)

pour tout 1 <r<qg—1letsig<n—2, pourr=gq.

De plus, dans les mémes conditions sur r et q, si f € Cio.(X \ Q,E'), 0-
fermée, est telle qu’il eriste uy € C§5_1(X \ Q, E) telle que ou; = f sur
X\ Q, alors, il existe us € Coo1(X\ Q,E) telle que Oup = f sur X \ Q et
ug =wuy sur (X \ Q2)\ V1.

Démonstration : Soit f € C[‘f’r(X\fl, E) telle qu'il existe u; € C55._ 1 (X\Q, E)
avec Juy = f sur X \ . On a alors deux cas & considérer :

—sir =gqavec g <n— 2 soit ¥ une application C* & support com-
pact dans X contenant un voisinage de Q telle que ¥ = 1 sur un
voisinage de Q. Alors f — d((1 — X)uy) € Coo (X Q, E), est O-fermeée
et & support compact, donc d’aprés la Définition 3.2.6 et le Lemme
3.2.5, il existe vy € C§S_; (X \ ©) NV3, B) telle que dvy = f — (1 —
X)u1) sur (X \ Q) N Vi, on pose alors v = v 4+ (1 — X)ug, on a
v € CE_ (X \Q)NV3, E) et dv = f sur (X \ Q)N V.

-sil < r < qg—1, par définition des éléments d’extension pour le
complémentaire d’'un domaine g-convexe & bord C* par morceaux, il
existe v € €551 ((X '\ Q) N Vi, E) telle que dv = f sur (X \ Q) N V.

Dans les deux cas, il existe deux formes, u; € C§5_(X \ Q,E) et v €
Com—1((X\ Q) N Vi, E) telles que du; = f sur X\Q et dv = f sur (X\Q)NVs.

L. Sir—1>0,onau —veCH_(X\Q)NV;, E), O-fermée,
or [Q,Q,¢e, V1, Vo, V3, V4] est un élément d’extension pour le complé-
mentaire d’'un domaine g-convexe, donc d’apres le Lemme 3.2.5 (%), il
existe w € Cg5. (X \ ) N V3, E) telle que Oow = uy—v sur (X\Q)NVa.
Soit x une application C*, positive telle que supp x CC Vi et x =1
au voisinage de Q \ Q.

On pose alors

u _{ul—g(xw) sur X \
27 v+ 0((1 — x)w) sur 2\ Q

Une telle ug convient.
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2. Sir=1,u1—v € C§p((X \ ©) N V3, E) est une application holomorphe,
alors, comme il existe des coordonnées holomorphes h : V4 — C*, la
fonction (A~ 1)*(u; — v) se prolonge en une fonction holomorphe w sur
h(Vs) d’aprés la Proposition 1.4.12. Comme 2\ Q cc Vs, on peut
poser

fu sur X \ ©
vz = {v—l—h*wsurﬁ\ﬁ

Une telle uy convient. O

On déduit, comme dans [He/Le 2|, des Lemmes 3.2.8 et 3.2.9, le lemme
suivant :

Lemme 3.2.10 Soit Q un domaine q-convexe a bord C* par morceauz et
soit a > 0 assez petit pour que Qo soit aussi un domaine q-convexe o bord
C* par morceauz. Alors, pour tout 1 <r < q—1 et, pourr=q siqg<n-—2,
Uapplication restriction

or  Heo (X \ Q, E) — Ho. (X \ Qq, E)

est injective.

De plus, 81 f e Zg(X \& E), telle qu’il existe uy € C§5_1(X \ Qq, E)
telle que Ouy = f sur X \ Qq, alors, il existe V wvoisinage de Q relativement
compact et uy € Cgo_1 (X \ Q, E) telle que Ov = f sur X \ Q et ug = uy sur
X\V.

Démonstration : D’aprés le Lemme 3.2.8, il existe un nombre fini d’élément
d’extension pour le complémentaire d’'un domaine g-convexe & bord C* par
morceaux, [Q%, QL ¢! UL US UL UL, 0 < i < p, tel que

Q=020 D ... D QP = Q. Alors, si on note

op  Hpo (X \ Q) — HES (X \ @)

application de restriction, goﬁ est injective d’aprés le Lemme 3.2.9, de plus,

_ 1 p+1
Pr =Ppr O 0@ .

La deuxiéme affirmation du Lemme découle facilement de la deuxiéme affir-
mation de Lemme 3.2.9 et du Lemme 3.2.8. O

On peut maintenant démontrer le Théoréme 3.2.4 :

Démonstration du Théoréme 3.2.4 : Soit f € C&‘;(W, E)avec 1 <r<g-1
ou,sig<n-—2,1<r<gq,asupport compact, O-fermée. Soit & > 0 assez
petit tel que 2, soit un domaine g-convexe & bord C° par morceaux.
Comme X est une extension g-convexe généralisée de €, il existe D CC Qq,
tel que X est une extension g-convexe de D. Comme f est & support compact,
d’aprés le Théoreme 16.1 dans [He/Le 2|, il existe g € €35 (X \ D, E) a
support compact dans X \ D telle que 0g = f sur X \ D.

Soit x une application positive de classe C* telle que x = 1 au voisinage de
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X\ Qq et x =0 au voisinage de D.

Alors f — O(xg) € Coo(X\Q, E), est O-fermée et a support compact inclus
dans 24\ Q, c’est donc une forme exacte sur X \ Q4. Alors, d’aprés le Lemme
3.2.10, il existe v € Cg5. 1 (X \ ©, E) a support compact telle que, sur X \ Q

v = f —9(xg)

Alors u = v + xg € C55_ (X \ ©, E) est & support compact dans X \ 2 et
vérifie bien Ju = f sur X \ . O

3.2.2 Théoréme de séparation

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant que nous démon-
trons de maniére analogue au Théoréme 3.4 dans [L-T/Le 3].

Théoréme 3.2.11 Soit X wune variété compleze de dimension n et E un
fibré holomorphe sur X. Soit @ CC X un domaine g-convere o bord C*
par morceauz tel qu’il existe Dy voisinage ouvert de Q dans X qui est une
extension q-conveze généralisée de Q. On suppose de plus que X est (n —q)-
convexe. Alors l’espace

Egq(X \ Q, E)

est fermé dans C&Oq(X \ Q, E) pour la topologie de convergence uniforme sur
tout compact de X \ .

Démonstration : Soit (fp)pen une suite d’éléments de EG (X \ ©, E) qui
converge uniformément sur tout compact de X \  vers f € C55 (X \ 2, B).

Soit o > 0 assez petit pour que €2, soit aussi un domaine g-convexe & bord
C*° par morceaux et 0, CC Dy . Par ailleurs, il existe D avec Q C D CC Qg,
tel que 0D est strictement g-convexe, en effet, il suffit de considérer {23 pour
B < « est de lisser le bord en utilisant le maximum régularisé comme cela a
déja été fait dans la démonstration du Théoréme 3.1.6 par exemple.
D’aprés le Théoréme de séparation d’Andreotti-Vesentini, voir [An/Ve| ou le
Théoréme 1.2 dans [L-T/Le 3|, il existe v € C55, 1 (X \ D, E) tel que v = f
sur X \ D.

Soit x une fonction C* sur X telle que supp x C X \ D et que x = 1 sur
un voisinage de X'\ (2. Alors la forme g = f —J(xv) appartient & Coo,(X\Q),
est O-fermeée et & un support compact inclus dans Q4 \ Q donc dans Dy \ €.
Alors d’aprés le Théoreme 3.2.4, il existe u' € C§5,_1(Do \ 2, E) & support
compact telle que Ou' = ¢ sur Dy \ Q.

On étend u' par 0 sur X et on pose u = u' 4+ xv, alors u € Cog—1(X \ Q, E)
et Ou = f sur X \ Q. O
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Chapitre 4

Quelques résultats globaux
pour I’équation de
Cauchy-Riemann tangentielle
dans les sous-variétés CR

Dans ce chapitre, nous démontrons des résultats d’annulation et de fi-
nitude de la cohomologie pour le complexe de Cauchy-Riemann tangentiel
sur des domaines d’une sous-variété CR dont le bord posséde de bonnes
propriétés de g-convexité ou de g-concavité.

Les raisonnements que nous utilisons ici sont proches de la méthode des
bosses déja employée dans le Chapitre 3 pour démontrer le Théoréme 3.2.4.
Cependant, une des différences majeures avec I’étude effectuée au chapitre
précédent vient du fait qu’il faut se préoccuper des points critiques de la
fonction qui définit le bord du domaine. En effet, dans le chapitre précédent,
on peut se placer aussi prés du bord de £2 qu’on le souhaite et donc supposer
que les applications définissant €2 (voir la Définition 3.2.3) n’admettent au-
cun point critique au voisinage de 0€2. Un des objectifs de ce chapitre est de
relier la cohomologie des formes définies sur un domaine D, lisses jusqu’au
bord, & celle des formes définies sur un domaine G, lisses jusqu’au bord, ou D
et G représentent deux niveaux distincts d’une méme application qui ne sont
pas forcément proches I'un de 'autre. Ainsi, comme 'ont fait G.M. Henkin et
J. Leiterer dans [He/Le 2| ainsi que C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer dans
|L-T/Le 4], il faut se préoccuper des points critiques de cette application.

Nous conservons ici les mémes notations que dans le Chapitre 2, cepen-
dant, comme il s’agit d’une étude globale, on considére des formes a valeurs
dans un fibré vectoriel holomorphe E sur C*, on ajoutera donc E dans les
notations, par exemple, [Cp% |a (W, E) désigne I'espace des formes de bidegré
(n,r) sur M de classe C* sur un voisinage de W dans C" a valeurs dans E.
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4.1 Dans le cas convexe

Nous allons mettre en place un raisonnement du type «Beulenmethode»
de Grauert, pour cela, nous commencons par définir les éléments qui forment
les bosses. Ensuite, nous généraliserons au cas des sous-variétés CR des no-
tions d’extension g-convexes analogues a celles que 'on a vu pour les variétés
complexes (voir la Définition 1.4.5). Puis, nous démontrerons que si ¢ est une
application ayant de bonnes propriétés et définie sur M, sous-variété CR gé-
nérique, alors la cohomologie des formes lisses sur D, ou D = {z € M|p(z) <
0} est la méme que celle des formes lisses sur G, oit G = {z € M|p(z) < 1}.
Enfin, nous utiliserons des résultats de C.D. Hill et M. Nacinovich (voir
|Hi/Nal|) pour démontrer des théorémes d’annulation et de finitude de la co-
homologie de Cauchy-Riemann tangentielle pour des formes lisses jusqu’au
bord d’un domaine ayant les bonnes propriétés de convexiteé.

4.1.1 Eléments d’extension g-convexe

Les définitions utilisées ici sont des généralisations de notions que I'on
trouve dans [L-T/Le 4] pour le cas des hypersurfaces. Il faut noter que cer-
taines notions sont différentes (en particulier la notion de bosse g-convere
est plus précise ici), mais, comme elles ont un réle similaire, on a conservé
leur nom en passant a la codimension supérieure.

Définition 4.1.1 Soit M une sous-variété CR générique de C" de classe
C2, de codimension k avec 1 < k < n et soit ¢ un entier avec 0 < q < ”—gk

(1) Une configuration g-convexe affine pour M est une collection ordonnée
[U,D,,p1,...,pp+1) ot U CC C" est conveze et ¢, p1,...,pge1 Sont
des applications de classe C? sur U a valeurs réelles tels que
o D={zecUll(z) <0} etd(z) #0 pour z € D ;

o pour tout 1 < j; < - < gy <k+1, (pj,-..,pj.) est un systéme de
fonctions définissantes pour M sur U ;

o pour tout 1 < g1 < -+ < g <k+1, gpjl /\---/\gpj,c #0 sur U ;

e sion note Q, ={z € Ulp,(2) <0}, pourv=1,...,k+1, ona:

k+1 k+1 k+1
MnU=(%, U\M=Jo, U=
v=1 v=1 v=1

o pourtout 1 < g1 <--- <5 <k+1, avecl <k,
dp(z) Adpj, (2) A -+ Ndpj,(z) # 0
sur {z € Up(2) = py, (2) = -+ = py(2) = 0}

o pour tout A = (o, ..., A\kt1) € Ao,1,... k41) tel qu’il existe
Je{l,...,k+1} avec \j =0, et pour tout z € U,
la forme ﬁgygw+>\1p1+---+>\k+1pk+1(z) admet au moins q + k wvaleurs
propres strictement positives.
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(i) Une bosse g-convexe pour M est une collection ordonnée
[Uo, U1, Uz, D1, D2, 91,92, p1,- - -, prt1] telle que
e Uy CC Uy CC Us sont des ouverts relativement compacts dans C" ;
o [Uz,Di, i, p1,y-..,pK+1], © = 1,2, est une configuration q-conveze
affine pour M ;

e Dy C Dy avec Do\ Dy CC Uy ;

e pour v = 1,2, pour j = 1,2 et pour n —q—k+1 < r < n, s
u € [Enylm (D; NUj) avee du = 0, il existe v € [Ey p—1]m (D NU;j—1)
tel que dv = u.

(113) On dit que [©1,02,V] est un élément d’extension g-convexe dans M
si ©1 et Oy sont des domaines ouverts de M & bord C? et V un ouvert
relativement compact dans M tels que
e O, C Oy,

o O \ O, CcCcV;
e il existe une bosse q-convexe [Uy, Uy, Us, D1, Do, 11,12, p1, - - ., Prt1]
telle que V.=Us N M, et pour i =1,2,

0;NV ={z€Vi(z) <0} =D;NV

On dit que O2 peut étre obtenu de ©1 par un élément d’extension q-
conveze dans M, s’il existe V dans M tel que [©1, O9, V] est un élément
d’extension q-convexe dans M.

Remarques. 1. Si [©1,0,,V] est un élément d’extension g-convexe dans
M, et si [Uy,Uy,Us, D1, Da,1p1,%2, p1,- .., Pr+1] est une bosse g-convexe vé-
rifiant les propriétés définies ci-dessus, alors ©, \ ©y CC Uy N M.

2. 11 est facile de voir que si [U, D, 4, p1,...,pk+1] est une configuration
g-convexe affine pour M alors, pour y, une application définie sur U suffi-
samment petite pour la topologie C2, [U, Dy, +x,p1,--.,Pr+1]) est aussi une
configuration g-convexe affine pour M, avec D, = {z € U|9(z) + x(z) < 0}.

3. Soit M une sous-variété CR générique g-concave de C*, de classe C?, et
de codimension k, avec l <k <netl<qg< "T*k Si [U,D,vy,p1,-..,pPk+1)
est une configuration g-convexe affine pour M et si £ € dDNU, alors, d’apreés
la remarque précédente et le Théoreme 2.2.10 (i1), il existe deux voisinages
Ve et Vi de { dans C", Ve CC V{ CC U et un réel € > 0 tel que pour toute
application x positive, a support dans V¢ et dont la norme C? est inférieure
a e, [Vg,Vg’, UD,D_y,¥,% — X,p1,---,Pk+1) est une bosse g-convexe pour
M . Une version plus forte de ce fait est démontré dans le Lemme 4.1.5 .

Lemme 4.1.2 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C", de
classe C? et de codimension k, avec 1 < k < mnetl < ¢q < ”T_k Soient
[©1,02,V] un élément d’extension q-conveze dans M et E un fibré vectoriel
holomorphe sur C* qui est holomorphiquement trivial au-dessus d’un voisi-

nage de V. Alors, les propriétés suivantes sont vraies :
1. Sin—q—k+1<r <n—ketsiW est un voisinage de O3\ O
dans M, alors pour toute fi € [C,‘;?T]M(@l,E') avec dfy = 0, il existe
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fa € [CT‘;?,]M(@Q,E) avec dfy = 0 et up € [Cﬁf}_l]M(@l,E) dont le
support est inclus dans W N Oy telles que fo = f1 — duy sur ©y.
Ce qui implique que Uapplication restriction :

HY (0, E) — HY" (01, F)

est surjective.

2.8n—q—k+2<r<n—ketsi W est un voisinage de O3\ 01,
pour toute [ € [C,?L?T.]M(@Q,E) telle que df = 0 sur ©g et telle qu’il
existe up € [C;?:’Tfl]M(@l,E) avec duy = [ sur ©1, alors il existe

ug € [C° | 1m(Os, E) telle que dus = f sur O et uy = ug sur O1\W.

n,r—1
Ce qui implique clairement que application restriction :

HY' (02, E) — HY' (01, E)

est injective.

Démonstration : Soit [Uy, Uy, Us, D1, D2, 11,%2,p1,. .., pk+1] une bosse g-

convexe vérifiant les propriétés de la Définition 4.1.1 par rapport & [©1, O, V.
1. Soit fy € [C’T‘fr]M(@l,E) avec df; = 0, alors d’apres la Définition 4.1.1,

(i), il existe u € [C3%,_ ] (©1 N UL, E) tel que du = fi sur ©1 N U;.

Soit x une fonction positive sur M de classe C* telle que x = 1 au voisinage

de ©3 \ ©; et supp x CC WN Uj.

On pose alors u; = xu sur O et

fy = f1 — d(xu) sur ©
2= 0 sur O3\ 6

Ceci convient pour démontrer le point 1.

2. Soit f € [C¥]m (B2, E) telle que df = 0 sur O3 et telle qu’il existe
uy €[G5 1]1m(O1, E) avec duy = f sur O.
D’apres la Définition 4.1.1, (i), il existe v € [CF5, 1] (O2 N Uy, E) tel que
dv = f sur © N U;.
De plus, ug —v € [CF5, 1M (©1 N Uy, E) avec d(u1 —v) =0et r—1 > n—k—
q+1, donc, d’aprés la Définition 4.1.1, (ii), il existe w € [C3._5]m (01 N Vo, E)
telle que dw = uy — v.
Considérons maintenant une application x définie sur M, positive, de classe
C telle que x = 1 au voisinage de ©9 \ ©; et supp x CC W N Uy. Alors,
sur ©1 NUy, on a :

u1 —d(xw) = v+ d((1 - x)w)

Les deux membres de cette égalité définissent alors une forme wy satisfaisant
les conditions du point 2. |
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4.1.2 Extensions g-convexes

Définition 4.1.3 Soit M une sous-variété réelle de C"* de codimension k,
avec 1 < k < n.

1. On dit que [D,G] est une extension g-convexe dans M si D et G sont
des ouverts de M avec D C G tels que :
e 0D est compact ;
e il existe un voisinage Wyp de 0D dans M , une application (q+ k)-
conveze ¢ définie sur W = Wyp U (G \ D) et 0 < coo < +00 tels
que

(i) DNW ={z € W|p(z) <0};
(ii) Vz € 0D, dp(z) #0;
(113) pour tout ¢ avec 0 < ¢ < €0, {2z € W|0 < ¢(2) < ¢} est compact.

2. On dit que [D,G] est une extension strictement g-convexe dans M si
D et G sont des ouverts de M avec D C G tels que :
e G\ D est compact;
e il existe un voisinage W de G\ D dans M , une application (q+ k)-
convexe ¢ définie sur W tels que

(i) DNW ={zeW|p(z) <0} et GNW = {z € W|p(z) < 1}
(i1) Vz € 0D UOG, dp(z) #0;

3. On dit que [D, G] est une extension (strictement) q-conveze non-critique
dans M si @ peut étre choisie sans point critique sur W'.

4. On dit que M est une extension q-convexe (non-critique) de D si
[D, M] est une extension q-conveze (non-critique). On dit que M est
complétement q-conveze si (&, M| est une extension q-conveze.

Remarque. Comme cela a été remarqué dans |[L-T/Le 4], lorsque [D,G]
est une extension (strictement) g-convexe dans M, on peut supposer grace
aux conditions de non-annulation de d¢ données dans la Définition 4.1.3
et & un Lemme de Morse (voir par exemple la Proposition 0.5 dans 1’An-
nexe B de [He/Le 2|) que lapplication ¢ admet uniquement des points
critiques non-dégénérés. De plus, on peut supposer que si « € R et si
D, ={z € W|p(z) < a}, alors, il y a au plus un point critique sur 9D,

L’objectif de la sous-partie qui suit est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.4 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C"*,
de classe C? et de codimension k, avec 1 <k <mn etl<gq< nT_k

Soit [D, G] une extension strictement q-conveze dans M et (U;)icr un recou-
vrement de G\ D par des ouverts de M. Alors il existe des ouverts de M,
Op,...,0n, Vo,..., VN_1 tels que :

e Oy=D etON=G;
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e pour tout i € {0,...,N — 1}, [0;,0,11,V;] est un élément d’extension q-
conveze dans M ;
o pour tout i € {0,...,N — 1}, il existe jo € I, tel que V; CC Uj,.

4.1.3 Démonstration du Théoréme 4.1.4

Commencons par démontrer un lemme technique :

Lemme 4.1.5 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C", de
classe C? et de codimension k, avec 1 <k <mn etl<qg< nT_k

Soient ¢ une application (q+k)-conveze sur M et £ € M, tel que dp(§) # 0,
on note (&) = c.

Soient Ug, @, p1, . .., pr1 donnés par la Définition 2.2.8, alors il existe e¢ > 0
et des ouverts de C*, Vg, Vfl et V§” tels que Ve CC Vg' cC Vg” CC Ug et tels

que : Si 1 est une application avec ||($ — ¢) — @ZHQ,Ué < g¢ et telle que, si
on pose D = {z € U¢lyp(z) < 0}, on a OD N M NVe # @. Alors, pour
n—q—k+1<r<n-k,
1. siu€ [En,r]M(f) NV¢') avec du =0, il existe v € [En,rfl]M(IN) NVy) telle
que dv = u.

2. siu € [é’nyr]M(ﬁ NV¢) avec du = 0, il existe v € [En,rfl]M(IN) N Ve) telle
que dv = u.

Démonstration : Par définition des applications (g + k)-convexes, [Ug, D, ¢ —
¢, P1,- -, Pr+1] €st une configuration g-convexe.

Comme le réel Ry dont l’existence est donné par le Théoréme 2.2.10 peut
étre choisi indépendamment de petites perturbations C? de la fonction ¢ —c,

on peut affirmer qu’il existe des réels e¢ > 0 R¢ > 0 et R’g > 0 tels que :
pour toute application 4 définie sur Ug avec |[(¢ —¢) — QZHZ,Ug < g¢, si on

pose D = {z € U§|@Z(z) < 0}, alors, pour tout £ € M N B(&, Re) N oD, pour
toutRavecO<R§R’§ et pour tout r avecn —q—k+1<r<n-—=k,ona

HY (5QB(§~,R) mM) = 0.

!

R
On peut supposer de plus, que R¢ < T”f.

Posons Vg = B(¢, 55), V{ = B(¢, %) et V! = B(£,3R}).
Soient alors EG MﬂVgﬂBﬁ, n—qg—k+l1<r<n-—-ketuc€ [En,r]M(ﬁ N Vg”)
avec du = 0. _ _

Or B(¢, R) CcC V' dong, il existe v € [Enr1]m(DNB(E, Ry)) tel que

dv = u. Cependant, Vg' cC B(g, R'g), donc le point 1. est réalisé.

Par ailleurs, si u € [£,,]a (D N V¢) avec du = 0, comme, B(, %) ccVgil

—~ ~ RI ~ RI
existe v € [E,r—1]m (D N B(§, 7)) tel que dv = u. Comme Ve CC B(E, ),
on peut conclure la démonstration. O
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On peut maintenant étudier le cas ou 'application ¢ n’a pas de point
critique.

Lemme 4.1.6 Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.4, si on suppose que
[D,G] est une extension strictement q-convexe non-critique dans M, alors
les conclusions du Théoréme 4.1.4 sont vérifiées.

Démonstration : Soient W et ¢ donnés par la Définition 4.1.3, 2. tels que
dp # 0 sur W.

Comme [0, 1] est compact, il suffit de démontrer le fait suivant :

pour tout 0 < ¢ <1,ilexistee >0 tel que pourc—e<a<f<c+e,il
existe un nombre fini d’ouverts de M, ©1,...,0nN, V1,...,VN_1 tels que :
e O ={z¢€ M|p(z) <a}et Oy ={z € M|p(z) < B};

e pour tout 7 € {1,...,N — 1}, [0;, 0,11, V;] est un élément d’extension ¢-
convexe dans M ;

e pour tout 7 € {1,..., N — 1}, il existe jo € I, tel que V; CC Uj,.

On note, pour c € [0,1], T, = {z € M|p(z) < ¢}, 0T, désigne le bord de
Y. dans M. Fixons ¢ € [0, 1].
Soient £ € 90X et Ug, ¢ — ¢,p1, ..., pr+1 donnés par la Définition 2.2.8.
Soient ¢, Ve, Vg’ et Vg” donnés par le Lemme 4.1.5, par ailleurs, on peut sup-
poser dans la démonstration de ce lemme qu’il existe 5 € I tel que Vg” cU;.

0T . est compact, donc, on peut extraire une famille finie (£1,...,&y) de
points de 9T, telle que (V¢,),_, , est recouvrement de 9Y.. Considérons

alors €1 > 0 tel que
N

TC+E1 \ TC—E1 C U V&
i=1

Soient x1,...,xxK des applications positives de classe C*° sur C" telles que
supp (xi) CC Vg, pouri=1,...,N

N

in = 1 au voisinage de Yeie, \ Yooy
i=1

Alors, on peut trouver un réel ¢ > 0, avec € < €1 tel que pour tout
c—e<a<p<c+e,sion pose pour tout z € W et tout j € {0,...,N} :

j
pi=p—a+(@—5Y x
v=1
0: = {= € Wyy(2) < 0}

et pour j =0,...,N — 1, V7 = ‘/§j+1 N M alors Og,...,0On,Vy,...,VN_1
conviennent.
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En effet il est facile de voir que ©g = YT,, Oy = Ty et que pour tout
j€{l,...,N}, il existe i € I tel que V; € U;.

Il reste maintenant a vérifier que pour tout j € {0,...,N —1}, [0;,0;41,V]]
est un élément d’extension g-convexe. Soit j € {0,...,N —1}, on a

Pi —Pir1 = (B — a)xj
donc
e i1 < 1pj ce qui implique ©; C Oj41;
e supp (4j — ¥j41) = supp xj+1 MM CC Vj;
* Ve, i1 VéjH’ &ZH vDj,Djy1,%,0i41,p1,. .-, pe+1] est une bosse g-convexe
qui vérifie les propriétés de la Définition 4.1.1 (44), ou on a posé, pour
1= ja] + 17 1/}2 = 6_ o+ (Oé - B) Zi:l Xv définie sur U£j+1
et D; = {z € Ug,;, [%i(2) <0}.
En effet, pour ¢ = 5,7 + 1,

J
bi-@E-0=(-D)+@@-HY x
v=1

donc si € est assez petit, on a
[9i = (@ = A)llawe,,, <€

alors, la deuxiéme remarque suivant la Définition 4.1.1 et le Lemme 4.1.5
permettent de conclure. O
Nous allons maintenant nous occuper des points critiques éventuels de
I’application . Il y en a deux types qui doivent étre traités différemment :
1. £ € G\ D est un point critique non-dégénéré de ¢ qui n’est pas un
point ol ¢ atteint un minimum local.
2. ¢ € G\ D est un point oul ¢ admet un minimum local, (nous rappelons
qu’une application (g + k)-convexe n’a pas de maximum local).

Considérons le premier cas, on a alors, le lemme suivant (généralisant en
codimension supérieure le Lemme 7.8 dans [L-T/Le 4]) :

Lemme 4.1.7 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C", de
classe C? et de codimension k avec 1 <k <netl<qg< "—gk Soient © une
application (q + k)-convere sur M et & € M un point critique non-dégénéré
de @ qui n’est pas un point ot @ atteint un minimum local (i.e. dp(€) =0 et
le Hessien de ¢ est inversible mais pas défini positif) .

Soient U, @, p1, ..., pk+1 donnés par la Définition 2.2.8, on peut de plus sup-
poser que dp(§) # 0.

Alors, il eziste 69 > 0 et eg > 0, avec B(&,50p) C U tels que si x1 et x2 sont
des applications vérifiant les propriétés suivantes :

(i) x1 et x2 sont des applications de classe C* sur U & valeurs réelles ;
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(ii) x1 et x2 sont positives ;

(i) pour i = 1,2, supp (xi) CC B(£,do) ;
(1v) pour i = 1,2, x; est constante et strictement positive sur B(&, 52—0) ;

(v) pour i =1,2, ||x;|l2,v < eo

et st on note

Up = B(£750)7 U, = B(£7560)
Dy, ={z € Ulp(z) + x1(2) < (&)}
et D_, ={z €Ulp(z) — x2(2) < (&)}

alors [Uy, U1, U, Dy,, D—y,, o+ x1—¢(€), & = X2 = ¢(£), p1, - - -, pr11] est une
bosse q-convexe pour M.

Démonstration : 1l s’agit de faire un raisonnement du méme type que celui
que l'on trouve dans la démonstration du Lemme 4.1.5. L’idée est de modifier
la fonction ¢ pour pouvoir «sauter» au-dessus du point critique. Comme
dp(€) = 0, on ne peut pas utiliser directement le Théoréme 2.2.10.
Cependant, il faut remarquer, en revenant au Chapitre 1, que si D est défini
par D = ﬂjLzl{q,bj < 0} N B(&, R), ou 41,...,9r sont des applications de
classe C? sur un ouvert V de C", & valeurs réelles et vérifiant :

(Cvx) Pour tout I = (j1,...,751) C{l,...,L}avec 1 <j; <---<j; <L, et
toute famille (A;;,...,\;,) de réels positifs tels que A\j, +---+Xj, =1,
la forme de Levi de I'application Aj, 9, + -+ + Aj,9;, admet au moins
s valeurs propres strictement positives en tout point de V' ;

alors le réel Ry > 0 tel que si 0 < R < Ry, les applications 91,...,%r,2 —
|z — €|2 — R? vérifient la propriété donnée dans la Définition 1.3.1, dépend
uniquement de la forme de Levi des applications Aj 9, +-- -+ Xj;4;,, et donc
des dérivées d’ordre 2, que la différentielle s’annule ou non (voir le Lemme
2.4 dans [L-T/Le 1]).

Or, cette propriété est celle qui permet de construire les sections de Leray et
les noyaux intégraux qui donnent la résolution du 9. Les conditions de non-
annulation de la différentielle et de transversalité sont utiles uniquement lors
de l'intégration. B

Ainsi on peut affirmer qu’il existe ¢ > 0 et R¢ > 0 tel que si ¢ est une
application de classe C2 sur U avec ||§ — 1 ll2,u < € et qui vérifie la condition
de transversalité suivante :

e pour tout (ji,...,j;) avec 1 <j1 <--- <5 <k+1,1<k,

dip(z) ANdpj, (z) A -+ Ndpj (z) #0

pour tout z € {z € U|1Z(z) — (&) = pj,(2) = -+ = pj(2) =0},
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et si € est un point proche de & avec J(E) = (&), alors on peut choisir le
réel Ry du Théoréme 2.2.10, par rapport a 1’;— (&) et a §~, tel que Ry = Re.
Comme £ n’est pas un point ou ¢ atteint un minimum local (voir la Proposi-
tion 0.6 de ’Annexe B dans [He/Le 2]), on peut choisir dy avec 0 < dy < % et
o avec 0 < gg < g tels que, si x est une application positive vérifiant les pro-
priétés (i) & (v) données dans I’énoncé alors, pour 1 < j; < --- < j; < k+1,
[ <k et pour R> 0 avec R < R¢

d(@ +x) Adpj=1 A--- Ndpj, # 0 (4.1.1)
sur {z € U|(3 % x)(2) — 9(€) = pjs(2) = -+ = pj(2) = 0} et
d:(|2 = €2) A d(@ £ x) Adpjoy A--- Ndpj, # 0 (4.1.2)
sur {2 € U@ x)(2) — 0(€) = |z — € = R = pj,(2) = --- = p;,(2) = O}.

Ainsi, si gg est assez petit, on peut montrer en raisonnant comme dans le
Lemme 4.1.5 que [Uo, U1, U, Dy, , D—y,, p+x1—¢(£), p—x2—9(€), P15 - - -+ pr+1]
est une bosse g-convexe pour M. [

Le lemme précédent et le Lemme 4.1.6 permettent alors de démontrer :

Corollaire 4.1.8 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C",
de classe C? et de codimension k avec 1 < k <netl < q < ”Tfk Soient
@ une application (q + k)-convexe sur M et & € M un point critique non-
dégénéré de ¢ qui n’est pas un point ot ¢ atteint un minimum local.
Soit (U;)ier un recouvrement de M par des ouverts. Alors, il existe € > 0 et
des ouverts de M, ©,...,0On, Vo,...,VN_1 tels que :
e 0y = [z € Mp(2) < p(€) — ¢} et O = {z € Mlp(2) < p(&) + ¢} ;
e pour tout i € {0,...,N — 1}, [0;,0,11,V;] est un élément d’extension q-
conveze dans M ;
e pour tout i € {0,...,N — 1}, il existe jo € I, tel que V; CC Uj.

Pour le second type de point critique, on a le lemme suivant :

Lemme 4.1.9 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C", de
classe C? et de codimension k avec 1 <k <netl<qg< "—gk Soient p une
application (q + k)-convere sur M et & € M un point critique non-dégénéré
de v qui est un point ot ¢ admet un minimum local.

Soit (U;)icr un recouvrement de M par des ouwverts. Alors, il existe € > 0 et
des ouverts de M, ©g,...,On, Vo,...,Vn_1 tels que :

e Og={z€ M|p(z) <)} et Oy ={z € M|p(z) < p(&) +¢};

e pour tout i € {0,...,N — 1}, [0;,0,11,V;] est un élément d’extension q-
conveze dans M ;

o pour tout i € {0,...,N — 1}, il existe jo € I, tel que V; CC Uj,.
Démonstration : Cette démonstration est identique & celle du point (ii) dans
la preuve du Théoréme 7.10 dans [L-T/Le 4], il reste juste a vérifier, avec
les notations de [L-T/Le 4], que, pour € > 0 assez petit, D)4, peut étre
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obtenu de D¢y \ W_ par un élément d’extension g-convexe pour M.
Comme ¢ admet un minimum local en £, on peut trouver un voisinage V' de
¢ dans C" et une extension ¢ de ¢ sur V qui soit strictement convexe avec
dp(¢) = 0.

Comme les points critiques non-dégénérés sont isolés, on peut supposer quitte
a réduire V' que & est le seul point critique de ¢ sur V N M, alors pour tout
zeV,z#£ & etpourtout 1 <j1 <--- <5 <k+1,I1<k

do(z) Ndpj, A -+ Ndpj, #0

La forme de Levi de ¢ — (p(§) + €) est définie positive et ne dépend pas de
e, donc on peut choisir € > 0 assez petit pour pouvoir construire une section
de Leray associ¢e a 'intersection C? définie par le cadre (V, Pirs--sPjr P —
(p(&) +¢)), pour tout 1 < j; < --- <7 <k—+1,1<k, (voir le Chapitre 1,
Définition 1.3.1 et partie 1.3.1). Ici, ¢ — (¢(§) + €) joue le role de py.

Si V et e > 0 sont assez petits, on a W, = M N{z € V|g(z) < ¢(§) + ¢},
notons W, = {z € V|3(2) < p(£) +¢}.

Alors, on démontre comme dans le Théoréme 2.2.10 (7) en remplagant B(&, R)
par WE, que si € > 0 est assez petit, pour tout r avecn—q—k+1 <r < n—k,

H go’r (Ws) =0
Il est alors facile de conclure. O

La démonstration du Théoréme 4.1.4 découle alors de maniére classique
des Lemmes 4.1.6 et 4.1.9 ainsi que du Corollaire 4.1.8.

4.1.4 Conclusions

On peut maintenant énoncer quelques résultats découlant du travail pré-
cédent sur les «bossesy.

Théoréme 4.1.10 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C"*,
de classe C? et de codimension k, avec 1 <k <mn,1<¢q< ”T*k Sotent E un
fibré holomorphe sur C* et [D,G] une extension strictement q-conveze dans

M. Alors

1. Sin—q—k+1<r<n-—ketsiW est un voisinage de 0D dans M,
alors pour toute fi € [Cyo (D, E) avec dfy = 0, il existe
fo € [C51m(GLE) avee dfa = 0 et uy € [Cp5,_1]m(D, E) telles que
fo=f1 —duy sur D et fy = fo sur D\ W.
2.5n—q—k+2 <r <n-—=Fketsi W est un voisinage de 0D,
pour toute f € [CP5]m (G, E) telle que df = 0 sur G et telle qu’il
eriste up € | ,‘Z?Pl]M(E, E) avec duy = f sur D, alors il eriste
ug € (O 11m (G, E) telle que duy = f sur G et uy =uy sur D\ W.

3. L’application de restriction :

Hy'(G,E) — HY' (D, E)
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est un isomorphisme sin —q—k+2 < r <n — k. De plus, elle est
surjective sir=n—q —k+ 1.
Démonstration : Ce théoréme découle immédiatement du Théoréeme 4.1.4 et
du Lemme 4.1.2. O

Théoréme 4.1.11 Soient M une sous-variété CR générique q-concave de
C*, de classe C? et de codimension k, avec 1 <k <mn, 1 <q < "—gk et £
un fibré holomorphe sur C*. Si D est tel que M est une extension q-convexe
de D, alors pour tout r avecn —qg—k+2 < r < n —q, lapplication de
restriction :

HY"(M,E) — HY" (D, E)

est un 1somorphisme.
De plus, sir =n —q—k+ 1, elle est surjective.

Démonstration : D’aprés un lemme de Morse (voir par exemple la Proposition
0.5 dans I’Annexe B dans [He/Le 2|), il existe une suite (Dy)nen telle que
Dy =D, M =, cn Dn et que pour tout n € N, [Dy,, Dy, 41] est une extension
strictement g-convexe dans M. On utilise alors le Théoréme 4.1.10 1. (pour
la surjectivité) et 2. (pour linjectivité) sur chaque couple (D, Dy4+1) pour
conclure. O

Théoréme 4.1.12 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C*,
de classe C? et de codimension k, avec 1 < k < mn, 1 < ¢q < ”T_k Soient
E un fibré holomorphe sur C* et D C M un ouwvert de M tel que 0D, le
bord de D dans M, est compact. Si on suppose qu’il existe une application
@, (q + k)-convezxe, définie sur un voisinage Usp de D dans M telle que
DNUsp = {z € Uspplp(z) < 0} et dp(z) # 0 sur 0D. Alors, l'application
restriction :
HY'(D,E) — HY' (D, E)

est un isomorphisme sin—q—k+2 <r <n—=k. De plus, elle est surjective
sir=n—q—k+1.

Démonstration : Ce théoréme découle du Théoréme 4.1.10 de maniére clas-

sique (voir par exemple le Théoréme 12.15 dans [He/Le 2|). a

Théoréme 4.1.13 Soient M une sous-variété CR générique q-concave de
C"*, de classe C? et de codimension k, avec 1 <k <mn,1<q< "—gk et £ un
fibré holomorphe sur C*. Soit D un ouvert de M relativement compact, on
note 0D le bord de D dans M.

1. S7%l existe Usp, voisinage de 0D dans M et une application ¢, définie
sur Ugp, de classe C? et & valeurs réelles tels que

(1)) DNUsp = {z € Ugp|e(z) <0} ;
(i1) dp(z) #0 siz € 0D ;
(iii) pour toute extension v de ¢ a un voisinage de Ugp dans C",
[,fz/"(f) admet au moins q valeurs propres positives.
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Alors, pour toutn —q—k+2<r<n-—=k:
dim¢ H%" (D, E) < o0

2. Si on peut remplacer Ugp par Uz, voisinage de 'adhérence de D dans
M dans les hypothéses précédente, alors, pour tout n—q—k+2 <r <
n—~Fk:

H"(D,E) =0

Démonstration : 1. Soient Usp un voisinage de 0D dans M et ¢ une appli-
cation vérifiant les propriétés requises par 1’énoncé.
D’apres la Proposition 2.2.9, ¢ est (¢ + k)-convexe sur Uyp alors d’apreés le
Théoréme 4.1.12, il suffit de vérifier que pour tout r avecn —q—k + 2 <
r<n-—k,

dimg HY" (D, E) < 00

Pour cela, on utilise un résultat di & C.D. Hill et M. Nacinovich. En effet,
comme D est un sous-ensemble ouvert d’une sous-variété CR g¢-concave de
C™, il est évident que D est aussi une sous-variété CR générique g-concave
de C", de classe C? et de codimension k, (c’est donc une variété CR de type
(n—k, k), avec les notations de [Hi/Na| et [Hi/Na 2]). De plus, les propriétés
(i) et (11i) permettent d’affirmer que D est (n-k-q)-pseudoconveze a l'infini
(avec les notations de [Hi/Na] et [Hi/Na 2]). Le Théoréme 5.1 dans [Hi/Na 2]
permet alors de conclure.

2. Le raisonnement est le méme sauf qu’ici, D est (n-k-q)-compléte (tou-
jours avec les notations de [Hi/Na| et [Hi/Na 2]), et la Remarque 1 suivant
le Théoréme 5.1 dans [Hi/Na 2| permet de conclure. O

Remarque. Le point 2. de ce théoréme peut étre démontré sans utiliser les
résultats de C.D. Hill et M. Nacinovich et sous des hypothéses légérement
plus faibles. En effet, si on suppose que ¢ est (g + k)-convexe, alors on peut
montrer que si € > 0 est assez petit, alors

H&T(Dminwﬂ?aE) =0

ol Diingp+e = {#z € Uplp(z) < minp ¢ + ¢} Pour cela, il suffit de prendre
e suffisamment petit pour que chaque composante connexe de Dyyin o4 S0it
incluse dans une boule assez petite pour pouvoir construire les sections de
Leray. Le Théoréme 4.1.10 permet alors de conclure.

4.2 Dans le cas concave

Les raisonnements sont similaires au cas convexe, aussi, on commence
par définir des éléments d’extension afin de créer des bosses.
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4.2.1 Eléments d’extension

Définition 4.2.1 Soit M une sous-variété CR générique de C* de classe
C®, de codimension k avec 1 < k < mn et soit ¢ un entier avec 0 < g < "T*k

(i) Une bosse g-concave pour M est une collection ordonnée
[Uo, U1, Uz, D1, D2, 91,92, p1,- - -, prt1] telle que
e Uy CC Uy CC Us sont des ouverts relativement compacts dans C" ;
e pouri=1,2, D; ={z € Us|hi(z) < 0};
e pour i =1,2, [Us, (Uy\ D;), =i, p1,---,Prs1] est une configuration
g-convexe affine pour M ;

Dy C Dy avec Do\ Dy CC Uy ;

e pour i = 1,2, pour 3 = 1,2 et pour 1 < r < q—2, st u €
(Enrlm(D; NU;) avec du = 0, il existe v € [Eyr—1]m(Di NUj—1)
tel que dv = u;

e pouri = 1,2, toute (n,0)-forme CR sur M N D; N Uy peut étre éten-
due en une (0,7)-forme CR de classe C* sur un voisinage de MNUy
dans C".

(ii) [©1,02,V] est un élément d’extension g-concave dans M si O et Oq
sont des domaines ouverts de M & bord C? et V un ouvert relativement
compact dans M tels que
e O, C Oy,

o O \ O, CcCcV;
e il existe une bosse q-concave [Uy, Uy, Usa, D1, Do, 1,12, p1, - - ., Pr+1]
telle que V.=Us N M, et pour i1 =1,2,

@iﬂV:{ZEV|¢i(Z)<O}:DiﬂV

On dit que O2 peut étre obtenu de ©1 par un élément d’extension q-
concave dans M, s’il existe V' dans M tel que [©1,O2, V] est un élément
d’extension q-concave dans M.

On a alors le lemme suivant dont la démonstration est identique & celle
du Lemme 4.1.2 :

Lemme 4.2.2 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C", de
classe C* et de codimension k, avec 1 < k < n et 2 < q < ”T_k Soient
(01,09, V] un élément d’extension q-concave dans M et E un fibré vectoriel
holomorphe sur C* qui est holomorphiquement trivial au-dessus d’un voisi-
nage de V. Alors, les propriétés suivantes sont vraies :

1. Sil <r < q—2etsiW estun voisinage de ©9 \ ©1 dans M, alors pour
toute f1 € [Cf{fr]M(@l,E) avec dfy = 0, il existe fo € [CT‘;?,]M(@Q,E)
avec dfs =0 et uy € [Cﬁ?,«_l]M(@l,E) dont le support est inclus dans
W N O, telles que fo = fi — duy sur O1.

Ce qui implique que Uapplication restriction :

HY' (02, E) — HY' (01, E)
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est surjective.

2. 51 <r< q- 2 et si W est un voisinage de O3\ Oy, pour toute
f € [C51m(O2, E) telle que df = 0 sur Oq et telle qu’il existe uy €

[C3o. 110 (O1, E) avec duy = f sur O, alors il existe uy € (O 1]a(O2, E)

n,r—1 n

telle que dus = f sur ©y et ug = uq sur O \W.
Ce qui implique clairement que application restriction :

HZ (02, E) — HY' (01, E)

est injective.

3. Sir =0, Uapplication :
H(©3,B) — HY'(01,E)

est bijective

Démonstration : 1. La démonstration est identique & celle du cas convexe.
2. Sir =1, en reprenant les notations de la démonstration du Lemme 4.1.2,
la forme u; — v est une (n,0)-forme CR sur ©, N Uy, donc, d’apreés le troi-
sitme point de la Définition 4.2.1, (7), elle peut étre étendue en une forme
CR, w, sur Uy. Posons alors ug = u; sur ©; et us = v + w sur Oy \ O.
Sir > 2, la démonstration est identique a celle du cas convexe.

3. La surjectivité découle directement du troisiéme point de la Définition
4.2.1, (i). Pour linjectivité, on utilise le fait que si M est une variété 1-
concave, le théoréme de prolongement analytique est valide. Ainsi, lorsque f
est une forme fermée sur O, qui s’annule sur ©1, le théoréme de prolonge-
ment analytique permet d’affirmer qu’elle s’annule aussi sur ©,. O

Dans le cas limite ou r = ¢ — 1, on a le résultat suivant :

Lemme 4.2.3 Soient M une sous-variété CR générique q-concave de C",
de classe C*®° et de codimension k, avec 1 <k < n, 2 < q < ”Tfk et E un
fibré holomorphe sur C". Si [©1, 04, V] est un élément d’extension q-concave
dans M tel que V vérifie les propriétés suivantes :

o E est holomorphiquement trivial au-dessus d’un voisinage de V ;

e VCB(R)YNM ou € est un point de O3\ O1 et R = Ry ot Ry est

donné par le Théoreme 2.3.2 (i) pour un Ry fizé.

alors la propriété suivante est vérifiée :
Soit f € [CF%,_1]m(M, E) avec df =0 et telle qu’il existe uy € [C’g?q_Z]M(@l,E’)
avec duy = f. Alors pour tout voisinage W dans M de Oy \ O1, il existe

uy € [C$q72]M(@2,E) avec dug = f sur Oy et ug = uy sur 1\ W.

Démonstration : Soit [Uy, Uy, Us, D1, D2, 11,%2,p1,. .., pk+1] une bosse g-
concave associée a [0, 02, V]. B
Soit f € [C3%,_1lm (M, E) avec df = 0 et telle qu’il existe uy € [CF%, 5]m(O1, E)
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avec du; = f. D’apres le Théoreme 2.3.2 (1), il existe v € [C7 _o]m (U2, E)
telle que dv = f sur Us N M.

Sig>3,u—v€ [Cgf’q_Q]M(G)l NUs, E) avec d(u; — v) = 0 donc il existe
vy €] 7‘fq_3]M(®1 NUy, E) avec dvy = uy — v.

Soit x une application de classe C*° sur M positive telle que

supp x CC Uy N'W et x = 1 au voisinage de ©9 \ O1, posons :

wy = J U d(xv2) sur O
27 Vo +d((1 — x)va) sur Oy N (U, NW)

Alors uy convient.

Sig=2 u —v € [C;%]m(O1NUz, E) est CR, donc il existe w extension
CR de u; — v sur Uy N M, posons alors us = u; sur O et ug = v + w sur
©9 \ O1. uy convient. |

4.2.2 Extensions g-concaves

Définition 4.2.4 Soit M une sous-variété réelle de C* de codimension k et
de classe C*°, avec 1 < k < n. Soit q un entier avec 1 < q < ”T_k
1. On dit que [D,G] est une extension g-concave dans M si D et G sont
des ouverts de M avec D C G tels que :
e 0D est compact ;
e D rencontre chaque composante conneze de G ;
e il existe un voisinage Wyp de 0D dans M, une application (q + k)-
concave @ de classe C*, définie sur W = Wyp U (G \ D) et 0 < coo <
400 tels que
(i) DNW ={z € W]p(z) < 0};
(ii) Yz € 0D, dp(z) #0;
(113) pour tout ¢ avec 0 < ¢ < ¢, {2z € W|0 < ¢(2) < ¢} est compact.
2. On dit que [D,G] est une extension strictement g-concave dans M si
D et G sont des ouverts de M avec D C G tels que :
e G\ D est compact;
e il existe un voisinage W de G\ D dans M , une application (q+ k)-
concave @ définie sur W et de classe C*° tels que
(i) DNW ={zeW|p(z) <0} et GNW = {z € W|p(z) < 1}
(ii) Vz € 0D UOG, dp(z) #0;
3. On dit que [D, G] est une extension (strictement) q-concave non-critique
dans M si ¢ peut étre choisie sans point critique sur W'.

4. On dit que M est une extension g-concave (non-critique) de D si
[D, M] est une extension q-concave (non-critique).

Remarque. Dans 1. on donne une condition supplémentaire par rapport a
la définition des extensions g-convexes dans M : D doit rencontrer toutes les
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composantes connexes de G. Cette condition est imposée par le fait qu'une
application (g + k)-concave n’admet pas de minimum local, ce qui implique
que la notion de «sous-variété complétement g-concave» ne peut exister. Or
s’il existait une composante connexe de G ne rencontrant pas D, celle-ci serait
une sous-variété complétement g-concave et on aurait donc une contradiction
(voir la remarque III p.101 dans [He/Le 2] pour le cas convexe).

En utilisant les Théorémes 2.3.2 et 2.3.3 ainsi que la remarque suivant le
Théoréme 2.3.3, on démontre comme dans le cas convexe :

Théoréme 4.2.5 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C"*,
de classe C*® et de codimension k, avec 1 <k <mnetl <q< ”T*k

Soit [D, G] une extension strictement q-concave dans M et (U;)icr un recou-
vrement de G\ D par des ouwverts de M. Alors il existe des ouverts de M,
Op,...,0n, Vo,...,VN_1 tels que :

L4 @()ZD et@N:G;

e pour tout i € {0,...,N — 1}, [0;,04+1,V;] est un élément d’extension q-
concave dans M ;

o pour tout i € {0,..., N — 1}, il existe jo € I, tel que V; CC Uj,.

4.2.3 Conclusions

On peut alors obtenir dans le cas concave des résultats analogues aux
Théorémes 4.1.10, 4.1.11, 4.1.12 et 4.1.13 qui s’énoncent de la maniére sui-
vante :

Théoréme 4.2.6 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C",
de classe C*° et de codimension k, avec 1 < k < mn, 2 < g < "—gk Sovent
E un fibré holomorphe sur C"* et [D,G] une extension strictement q-concave
dans M. Alors

1. Sil1<r<q—2etsiW est un voisinage de 0D dans M, alors pour
toute fi € [Cpolm(D, E) avee dfy = 0, il existe fo € [C35]1m(G, E)
avec dfy = 0 et uy € [ ,T,_I]M(E, E) telles que fo = f1 —duy sur D
et f1 = fo sur D\ W.

2.8 1 <r<q—2etsi W est un voisinage de 0D, pour toute f €
[Co5 10 (G, E) telle que df = 0 sur G et telle qu’il existe uy € [CrS,_4]m (D, E)
avec duy = [ sur D, alors il ewiste uy € [Co,_1|m(G, E) telle que
duy = f sur G et ug = uy sur D\ W.

3. L’application de restriction :
HY'(G,E) — HY' (D, E)

est un tsomorphisme 51 0 <r < q — 2.
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Théoréme 4.2.7 Soient M une sous-variété CR générique q-concave de
C", de classe C*® et de codimension k, avec 1 < k <mn, 2 <q < ”Tfk et B
un fibré holomorphe sur C*. Si D est tel que M est une extension q-concave
de D, alors pour tout r avec 0 < r < g — 2, Uapplication de restriction :

Hy'(M,E) — Hy' (D, E)

est un 1somorphisme.
De plus, si r =q— 1, elle est injective.

Démonstration : D’aprés un lemme de Morse (voir par exemple la Proposi-
tion 0.5 dans ’Annexe B dans [He/Le 2]), il existe une suite (D, )nen telle
que Dy = D, M = |J,,cyy Dn et que pour tout n € N, [Dy, Dy 1] est une
extension strictement g-concave dans M. On utilise alors le Théoréme 4.2.6
1. pour démontrer la surjectivité quand 1 <r < ¢ — 2 et 2. pour démontrer
I'injectivité quand 2 < r < ¢—2 sur chaque couple (D,,, D), ;1) pour conclure.
Sir = q—1, on utilise le Lemme 4.2.3 a la place du Théoréme 4.2.6 en remar-
quant que dans le Théoréme 4.2.5, on peut choisir les ouverts Vp,..., Vy_1
de maniére & ce qu’ils vérifient les hypothéses du Lemme 4.2.3. |

Remarque. Si ¢ =1, alors M est 1-concave et I’application
HY (M, E) — HL'(D, E)

est injective d’apreés le théoréme de prolongement analytique dans les variétés
CR 1-concaves. Cette remarque s’applique aussi aux Théorémes 4.2.6 et 4.2.8.

Théoréme 4.2.8 Soit M une sous-variété CR générique q-concave de C",
de classe C*° et de codimension k, avec 1 < k < mn, 2 < g < "—gk Sovent
E un fibré holomorphe sur C* et D C M un ouvert de M tel que 0D, le
bord de D dans M, est compact. Si on suppose qu’il existe une application
@, (q + k)-concave, définie sur un voisinage Usp de D dans M telle que
DNUsp = {z € Usple(z) < 0} et dp(z) # 0 sur OD. Alors, Uapplication
restriction :
HY"(D,E) — H"(D,E)

est un isomorphisme si 0 < r < g — 2.

Théoréme 4.2.9 Soient M une sous-variété CR générique q-concave de
C*, de classe C? et de codimension k, avec 1 < k < n, 2 < g < ”Tfk et
E un fibré holomorphe sur C*. Soit D un ouvert de M relativement com-

pact, on note D le bord de D dans M.
Sl existe Uyp, voisinage de 0D dans M et une application @, définie sur
Usp, de classe C? et a valeurs réelles tels que

(i) DNUsp ={z € Uyp|e(z) <0} ;
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(i1) dp(z) #0 siz € 9D ;

(1ii) pour toute extension i de ¢ a un voisinage de Usp dans C", L'fz‘f[(é’)
admet au moins q valeurs propres négatives.

Alors, pour tout 0 <r < q—2:
dim¢ HY" (D, E) < o0

Démonstration : Comme pour le point 1. du Théoréme 4.1.13, on utilise des
résultats de C.D. Hill et M. Nacinovich, en effet, les propriétés (i) et (iii)
permettent d’affirmer que D est une variété CR de type (n — k, k) qui est
g-pseudoconcave & l'infini avec les notations de [Hi/Nal, alors le Théoréme
5.1 dans [Hi/Na| et le Théoréme 4.2.8 permettent de conclure. O
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Annexe A

Quelques rappels de théorie des
faisceaux et d’algébre
homologique

Voici quelques outils de théorie des faisceaux et d’algébre homologique
qui ont pour but de faciliter la lecture de cette thése. Ce qui va suivre est en
partie inspiré de ’annexe B du livre de C. Laurent-Thiébaut (voir [L-T 1|)
et de [We|. Pour plus de détails, le lecteur pourra lire par exemple [Gol,
[Ka/Sc|, [Gu/Ro] ou [We], les deux derniers ouvrages étant écrits dans le
contexte de I’Analyse Complexe en Plusieurs Variables.

A.1 Préfaisceaux et Faisceaux

A.1.1 Premiéres définitions
Définition A.1.1 Soit X un espace topologique.
Un préfaisceau F sur X est la donnée
(i) pour chaque ouvert U de X d’un ensemble F(U) ;
(ii) pour chaque couple (U, V) d’ouverts de X tel que V- C U d’une appli-
cation de restriction

r{ : F(U) — F(V)

telle que

o pour tout ouvert U de X, rg =1;

° sz'WCVCUalorsr‘[,]V:ri‘/‘/,org.

Les éléments de F(U) sont appelés sections au-dessus de U.

Si F et G sont des préfaisceaux sur X, un morphisme de préfaisceaus

h:F—¢§g
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est une collection d’applications hy : F(U) — G(U) telle que pour tout
ouvert U de X et pour tout ouvert V inclus dans U, le diagramme suivant
est commutatif :

F(U) h—g Gg(u)
Lo
Fv) M g

Si les applications hy sont des inclusions, on dit que G est un sous-préfaisceau
de F.

<<

r

Remarque. 1. Si, pour un préfaisceau F, chaque F(U) a une structure algé-
brique (par exemple, F(U) a une structure de groupe abélien, d’anneaux....),
alors, on demande aux applications de restriction et aux morphismes de pré-
server cette structure, (par exemple T‘L/I et hy sont des homomorphismes de
groupes, d’anneaux...). Ainsi, si F est un préfaisceaux de groupes abéliens
et si G est un sous-préfaisceau de F, alors chaque G(U) est un sous-groupe
de F(U).

Définition A.1.2 Un préfaisceau F est un faisceau si et seulement si pour
tout ouvert U de X et toute collection d’ouvert (Us)icr vérifiant U = U;c; Ui,
les deur axiomes de recollement suivants sont vérifiés :

(Ry) Sisi,s2 € F(U) et si Tgi(sl) = 7"&(32) pour tout i € I alors s1 = sa.

(R2) Si, pour chaque i € I il existe s; € F(U;) vérifiant les conditions de
compatibilité
Ui N — Ui .
rwinuy) (56) = T@nuy) (59)

alors il existe s € F(U) telle que Tgi(s) = s;.

Exemples. Si X est une variété analytique complexe, O est un faisceau
sur X, ou O(U) est l'ensemble des fonctions holomorphes sur U et O est
muni des applications de restriction usuelles; C  est un faisceau sur X pour
0 < a < oo, ot Cpy(U) est I'ensemble des (p,g)-formes différentielles de

classe C% sur U.

Définition A.1.3 Soit £ un préfaisceaw d’anneauz commutatifs et M une
préfaisceau de groupes abéliens sur un espace topologique X . Supposons que
pour tout ouwvert U C X, M(U) posséde une structure de E(U)-module telle
que : si v € E(U) et s € M(U) alors, pour tout V.C U

v (as) = py(@)ry(s)

ot les r‘g sont les applications de restriction pour M et les pg celles pour .

Alors M est appelé préfaisceau de E-modules, si de plus M est un faisceau,
alors M est appelé faisceau de £-modules.
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Définition A.1.4 Soit £ un faisceau d’anneaur commutatifs sur un espace
topologique X On définit :
(i) EP, pour p > 0 par le préfaisceau

U—&U)=EU) @ &)

N J/

~~
p termes

alors EP est clairement un faisceau de £-modules appelé somme directe
de &, p fois.

(ii) Si M est un faisceauw de E-modules tel qu’il existe p > 0 avec M ~ EP,
on dit que M est un faisceau de £-modules libre.

(1ii) Si M est un faisceau de E-modules tel que pour tout x € X, il existe un
voisinage U de x tel que M|y est libre, on dit que M est localement
libre.

A.1.2 Espace étalé, faisceau engendré
Nous allons donner ici une autre vision des faisceaux qui donne une ap-
proche locale au moyen des fibres.

Définition A.1.5 Soit X un espace topologique.

1. On dit que (Y, ™) est un espace étalé au-dessus de X si Y est un espace
topologique et w: Y — X est une application continue et surjective qus
est un homéomorphisme local.

2. SoitY 5 X un espace étalé. Une section de Y = X au-dessus de U,
ot U est un ouvert de X, et une application continue f: U —'Y telle
que wo f =idy. L’espace des sections au-dessus de U est noté T'(U,Y).

Considérons un préfaisceau F au-dessus de X et pour z € X, soit
U ouvert o>z

Fo est appelée la fibre de F en x. 1l existe alors une application naturelle :

rd cF(U) — Fpy z€U

T
qui transforme un élément de F(U) en sa classe d’équivalence dans la limite

directe. Si s € F(U), alors s, := Y (s) est appelé le germe de s en z.

Notons alors B
F=U 7%
zeX
et

T fg%X

fr EFo—x
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Pour que F =5 X soit un espace étalé, il reste & construire une topologie sur
F, ce que nous ne ferons pas ici. On donne cependant le théoréme suivant,
dont la démonstration peut étre lue par exemple dans [We|. Ce théoréme fait
le lien entre les deux types de visions.

Théoréme A.1.6 1. St F est un préfaisceau au-dessus de X, alors on peut
munir F d’une topologie pour que F 5 X soit un espace étalé.

Alors lespace des sections de F est appelé faisceau engendré par F, et il est
noté F.

2. 51 F est un faisceau sur X alors F ~ F. Ainsi, pour tout U ouvert de X,
on a F(U) ~T(U,F), ce qui justifie ’appellation de sections.

A.2 Faisceaux mous, faisceaux fins

Un espace topologique X est paracompact s’il est séparé et si tout recou-
vrement ouvert de X posséde un recouvrement plus fin localement fini.

Soit F un faisceau au-dessus d’un espace topologique X, et soit .S un
fermé de X, on définit ’ensemble des sections de F au-dessus de S par

F(S) = lim F(U)
UDS

Définition A.2.1 Soient X un espace topologique paracompact et F un fais-
ceau sur X . On dit que F est mou si toute section de F au-dessus d’un fermé
se prolonge a X tout entier.

En d’autres termes, pour tout S fermé dans X, Uapplication de restriction

F(X) — F(5)

est surjective.

Définition A.2.2 Soient X un espace topologique paracompact et F un fais-
ceau sur X. On dit que F est fin si pour tout recouvvrement localement fini de
X par des ouverts (U;)ier, il existe une famille de morphismes de faisceaux

(ni: F — Flier

telle que :

1. > mi=1

2. pour tout i € I, n;(F;) = 0 pour tout  dans un voisinage du complé-
mentaire de Uj;

Une telle famille (n;)icr est appelée une partition de 'unité de F subordonnée
au recouvrement (U;).

Lemme A.2.3 Tout faisceau fin est mou.
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On donne maintenant quelques exemples de faisceaux fins, certains de
ces exemples sont utilisés dans le Chapitre 2.

Premiers Exemples : Soit D un domaine ouvert dans C". Pour n’importe
quel recouvrement localement fini de D par des ouverts (U;);cy, il existe une
famille de fonctions (p;)ics telle que

1. pour tout ¢ € I, p; est C* sur D, positive avec supp p; CC Uj;

2. Y icrpi =1lsur D.

Par ailleurs, I'opération de multiplication par une fonction C* est clairement
un homomorphisme de faisceaux sur le faisceau des germes de fonctions C*°,
ou sur le faisceau des germes de fonctions continues ou encore sur celui des
germes de formes différentielles C*°... et I’ensemble des multiplications par
les fonctions p; fournit alors une partition de 'unité subordonnée au recou-
vrement (U;).

Ainsi, les faisceaux de germes de fonctions C*°, de fonctions continues et de
formes différentielles C*° sont des faisceaux fins.

Autres Exemples : Si X est un espace séparé et paracompact, les faisceaux
suivants sont fins :

1. &x, le faisceau des germes de formes différentielles sur X ;
2. Eﬁ’(’q, si X admet de plus une structure complexe;

3. tout faisceau localement libre de £x-module, si X est une variété dif-
férentiable ;

Une des propriétés utiles des faisceaux mous, est ’exactitude du foncteur

', ainsi on a le résultat suivant, qui est démontré par exemple dans [Go],
[Gu/Ro| ou [We] :

Théoréme A.2.4 Soient X un espace topologique paracompact et séparé et
0—=F° = F' — ...
une suite exacte de faisceauxr mous, alors la suite induite
0 —I'(X,F%) = D(X,F!) — --.

est exacte.

A.3 Suite exacte longue de Cohomologie, Lemme
du serpent

Les résultats suivants ne font pas partie de la théorie des faisceaux, il
s’agit plutot de résultats d’algebre homologique, qui sont utilisés dans ce
travail dans le cadre de complexes de groupes abéliens (lorsque ’on passe
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grace au théoréme précédent aux sections associées au faisceau au-dessus
d’un ouvert U).

Soient (F™)nez une famille de groupes abéliens et (d")n,ez une famille d’
homomorphismes de groupes abéliens tels que

dp : F* — FH

dnodn+1:0
On dit alors que :
dp— dp— d d
=2 el Ol oen TR el ol

est un complexe de groupes abéliens, on le note (F*,ds) ou F* lorsqu’il n’y
a pas de confusion.

On note alors pour n € Z, H"(F*) = Ker d,/Im d, 1, les groupes de
cohomologie du complexe (F*,d,).

Un morphisme de complezes f entre (F*,d7) et (G*,d¥) est alors une famille
(f™) d’homomorphismes de groupes, f™ : F™ — G", qui commutent avec les
applications différentielles, i.e., pour tout n € Z, le diagramme suivant est
commutatif

n

fn gn

Al |
jjn-i-l fn+1 n+1
g

Ceci permet alors de définir ce qu’est une suite exacte de complexes : il
s’agit pour chaque n d’une suite exacte de groupes abéliens telle que les
morphismes commutent avec les applications différentielles.

Le résultat suivant est démontré dans |[Ka/Sc| :

Théoréme A.3.1 Soient (F*,d7), (G*,d9) et (H",d}*) des complezes de
groupes abéliens. Alors si

0 -F —G* — H° = 0
est une suite exacte, alors, il existe un morphisme de connexion canonique :
0* : H"(H*) — H""(F*)
et une suite exacte longue de cohomologie associée :

oo — H"(F*) — H™(G*) — H"(H") ﬁ H" W (F®) — -
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Plus précisément si, le diagramme suivant est un diagramme commutatif de
suites exactes de complexes de groupes abéliens :

0 —-F —= G —H° -0

S

0 —=F —+G —+H —0

alors le diagramme des suites exactes longues associées est commutatif :
— H"(F*) — H™(G") — H"(H*) — H"TH(F*) —

b

— H"(F*) = H"(G") = H"(H*) = H""/(F*) —
Pour finir, nous allons énoncer et démontrer le Lemme des cing que 'on
peut trouver par exemple dans [Sp| :
Lemme A.3.2 [Lemme des cing].
Si le diagramme suivant est un diagramme commutatif de suites exactes de
groupes abéliens :

Xo (POF X, <P1> X5 - X3 - X4

hl ﬁl ﬁl ﬁl ﬁl
Yo (4N P2 V3

Yo -~ Y Y, — Y3 > Yy

On a les propriétés suivantes,
1. si fo est surjective et fi et fs sont injectives, alors fo est injective ;
2. si fy est injective et fi et fs sont surjectives, alors fo est surjective.

Démonstration : 1. Soit o € Ker f5.

Le diagramme est commutatif donc on a f3 o p9(z2) = 0.

Grace a linjectivité de f3, on peut affirmer que ¢y(z9) = 0, donc zy €
Ker po = Im ¢y, ainsi, il existe z; € X tel que ¢1(z1) = zo.

Comme le diagramme est commutatif, on a 11 o f1(z1) = fa 0 p1(x1) = 0,
donc f1(z1) € Ker ¢ = Im 1)g, i.e. il existe yp € Yy tel que 9o(yo) = f1(z1).
fo étant surjective, il existe xg € Xy tel que fo(zo) = yo-

Ainsi, ¥ o fo(zo) = f1 0 po(zo) et Yoo fo(zo) = fi1(z1), comme f; est injec-
tive, on en déduit que z1 = @o(zp) et donc ¢1(z1) = 0. Ce qui permet de
conclure que z9 = 0.

2. Soit yo € Y5.

Comme f3 est surjective, il existe 3 € X3 tel que f3(x3) = 12(y2).

Le diagramme étant commutatif, 930 f3(z3) = f1op3(z3) or f3(z3) Im 1y =
Ker 13, donc, par injectivité de f4, on a ¢3(z3) = 0.

L’exactitude des lignes permet d’affirmer qu’il existe z5 € X3 tel que pa(z9) =
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ZI3.
Comme le diagramme est commutatif, on a g o fo(xzg) = f3 0 @a(z2) =

f3(z3) = a(y2), donc (y2 — fa(w2)) € Ker 1.
L’exactitude des ligne permet alors d’affirmer qu’il existe y; € Y; tel que

P1(y1) = (y2 — fa(x2)).

Comme f; est surjective, il existe z1 € X; tel que fi(x1) = yi. Alors
Jao 301(361) =10 f1($1) = (y2 - f2($2))-
D’ot y2 = fa 0 p1(x1) + fo(x2) donc yy € Im f5. O
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