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Une breve introduction

Cette these est constituée de deux parties relativement disjointes dont le
point commun est la théorie géométrique des invariants.

En effet, durant mon DEA, j’ai lu et modestement participé & un article *
de I. Dolgachev et Y. Hu. Ce travail étudie les variations de quotients dans un
cadre général : un groupe réductif G' agit sur une variété normale projective
X. Au cours de ma these, je me suis attaché a répondre a des questions
suggérées par 1. Dolgachev sur ce sujet. Ceci m’a conduit a rédiger ’article
« The GIT-equivalence for G-line bundles » qui constitue la premiere partie
de cette these.

Dans la seconde partie, on se donne un groupe réductif G' et un sous-
groupe sphérique H de G. Alors, nous proposons d’étudier les plongements
projectifs de I'espace homogene G/H en les réalisant comme des quotients
de plongements projectifs de G.

'DoLcAcHEV, 1. et HU, Y. avec une appendice de RESSAYRE, N. Variation of geome-
tric invariant theory quotients. Inst. Hautes €tudes Sci. Publ. Math. , 87 : 5-56, 1998
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Premiere partie

LA TGI-EQUIVALENCE
POUR LES G-FIBRES EN DROITES?

2 Partie publiée : The GIT-equivalence for G-line bundles. Geom. Dedicata, 81 : 295-324,
2000
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The GIT-equivalence
for G-line bundles

Abstract. Let X be a projective variety with an action of a reductive
group G. Each ample G-line bundle L on X defines an open subset X*(L)
of semi-stable points. Following Dolgachev and Hu, define a GIT-class as the
set of algebraic equivalence classes of L's with fixed X®*°(L). We show that
the GIT-classes are the relative interiors of rational polyhedral convex cones,
which form a fan in the G-ample cone. We also study the corresponding
variations of quotients X*(L)//G. This sharpens results of Thaddeus and
Dolgachev-Hu.

Keywords :
geometric invariant theory ; linearization of the group action ; Luna
slice theorem

Classification :
141.30 Group actions on varieties or schemes
14D25 Geometric invariants

Introduction

Let G be a reductive linear algebraic group acting algebraically on a
projective variety X, both defined over an algebraically closed field k. Let
L be an ample G-linearized line bundle on X. Geometric Invariant Theory
(GIT) associates to L a “quotient” Y (L) of X by G :

Y (L) = Proj (@ I'(X, L®”)G> . (1)

n>0
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There is a natural G-invariant rational map 7 : X — — — Y(L). The set
where 7 is defined is :

X®(L)={z € X :3n>0and o € ['(X, L®") such that o(z) # 0} .

Points of X%(L) are said to be semistable for L. Actually, the map 7 is the
gluing of categorical quotients of open affine G-stable subsets of X*(L). As
a consequence, each fiber of 7 contains a unique closed G-orbit in X*(L),
and (Y (L), ) is a categorical quotient. In particular, (L) only depends on
X®(L) and is denoted by X®*(L)//G. We also define the open set of stable
points :

X°%(L) = {z € X®(L) such that G, is finite and G - x is closed in X*(L)},

where G, is the stabilizer of x. It turns out that 77" (7(z)) = G - z, for all
x € X3(L). We refer to [1] or [2] for the classical properties of this GIT-
quotient.

Observe that the GIT-quotient is not canonical : it depends on a choice
of an ample G-linearized line bundle L over X (sometimes called a polariza-
tion of X). During the last ten years, the question of variation of quotient
X®(L)//G under change of the ample G—linearized line bundle L has been
an active research subject. M. Brion and C. Procesi (see [3]) for a torus action
and M. Thaddeus (see [4]) for the action of a reductive group have studied the
question when the linearization varies but the line bundle does not. Recently,
I. Dolgachev and Y. Hu obtained in [5] some results when L runs over all
ample G-linearized line bundles. They defined the notion of GIT-equivalence :
two ample G-linearized line bundles L, and L, are said to be GIT-equivalent
if and only if X*(L;) = X*(L). Using G-homological equivalence, they
introduced a convex cone in a finite dimensional real vector space : the G-
ample cone. The rational points of this cone give all GIT-quotients. The
first theorem of [5] shows that only a finite number of GIT-quotients can
be obtained when L varies. A second problem is to understand the geome-
try of the variation of quotient. For this, given three ample G-linearized line
bundles L_, Ly, L such that X*(L_) C X*(Ly) D X*(L,), one studies
the transformation :
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XS(L))/G - - - - X(L,) /G

¢ P+
X*(Lo)//G

where the morphisms ¢4 are induced by the inclusions. In [6], C. Walter gives
a local model in etale topology for such a transformation.

The goal of this paper is to study the geometry of the GIT-equivalence
classes and its links with the inclusions X*(L;) C X%(Ly). Our results gene-
ralize and refine those of Thaddeus and Dolgachev-Hu (see [4] and [5]). More
precisely, if C%(X) denotes the G-ample cone, we show the following :

Theorem Let G be a reductive algebraic group acting algebraically on a nor-
mal projective variety X. Then :

(i) For allly € CY(X),
C(lp) = {l € CY(X) such that X*(ly) C X*(I)}

is a closed convex rational polyhedral cone in C%(X).
(ii) The cones C() form a fan covering C%(X) (the GIT-fan).

(ii1) The GIT-equivalence classes are the relative interiors of these cones.

Our proof only use Geometric Invariant Theory contained in [2] and some
classical results on instability. In particular, the theorem is true over any
algebraically closed field and for any normal variety X. If the characteristic
is zero, we deduce from Slice Etale Theorem of Luna, some relations between
the geometry of the GIT-equivalence classes and the fibers of the morphisms
X®(L1)//G — X™*(Ls)//G induced by inclusions X*(L;) C X*(Ly).

We begin with recalling the numerical criterion of stability due to Mum-
ford. Then, we give some properties of this criterion due to Kempf, Kirwan,
Mumford, Ness, Hesselink etc. The first section ends with the finiteness theo-
rem of I. Dolgachev and Y. Hu. Following [5] and [4], in a second section we
introduce the algebraic equivalence for G-linearized line bundles and the G-
ample cone. The third section is devoted to the study of stability in the
closure of an orbit. In the fourth and fifth sections, we study the geometry
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of the GIT-classes. Theorem 4 summarizes our results by introducing the
GIT-fan. Finally, we fix our attention on the fibers of morphisms ¢ induced
by inclusions of sets of semistable points : we describe these fibers in the case
where G is a torus or SL(2) and we give examples for G = k* x SL(2).

Acknowledgments. | would like to thank I. Dolgachev and Y. Hu for
their questions which directed me and for their interest in my work. Thanks
also to C. Walter for useful discussions and to M. Maican for his construc-
tive remarks. I am especially grateful to Michel Brion who initiated me into
Geometric Invariant Theory and who gave me precious advice during the
preparation of this article.

1 The numerical criterion

In this section we collect the notions and the results of Geometric Inva-
riant Theory (see [2]) which will be used throughout this paper. We work
over an algebraically closed field k of arbitrary characteristic.

1.1 The functions u

Let G be a reductive linear algebraic group acting algebraically on a
normal irreducible projective variety X. As in [2], we denote by Pic®(X)
the group of G-linearized line bundles on X. Let L € Pic“(X). Let = be a
point in X and A be a one-parameter subgroup of . Since X is complete,
lim; o A(t)x exists; let zy denote this limit. The image of A fixes xy and so
the group £* acts via A on the fiber L, . This action defines a character of
k*, that is, an element of Z denoted by p”(z, \). One can immediately prove
that the numbers p’(z, \) satisfy the following properties :

(i) p"(g-2,9-X-g7") = p"(z, ) for any g € G;

(i) for fixed x and A, the map L — p’(z,)\) is a homomorphism from
Pic“(X) to Z.

The numbers pX(x, \) are used in [2] to give a numerical criterion for
stability with respect to an ample G—linearized line bundle L :

v € X*(L) < pul(z,)\) <0 for all one-parameter subgroups A,
x € X5(L) <= pl(x,\) <0 for all non trivial \.
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1.2 Definition of the functions M*(z)

Let T be a maximal torus of G. Denote the set of one-parameter subgroups
of T (resp. G) by X.(T') (resp. X.(G)). We denote the real vector space
X (T)®R by X, (T)g. The Weyl group W of T" acts linearly on X, (T')g. Since
W is finite, there exists a W-invariant Euclidean norm || - || on X, (7T)g. On
the other hand, if A € X, (G) there exists g € G such that g-\-¢g~! € X, (T).
Moreover, if two elements of X,(7T) are conjugate by an element of G, then
they are by an element of the normalizer of T (see Lemma 2.8 in [2]). This
allows us to define the norm of A by ||A|| =|lg-A- g7

Let L € Pic”(X). We can now introduce the following notation :

. _
" (z,A) =~ ||()‘|i/\)’ ML(x) = sup /LL (z, A).
AEXL(G)

Actually, it is shown in [5] that M*(z) is finite. The functions M*(x) :
Pic“(X) — R will play a central role in the rest of the paper.

1.3 M?*(z) for a torus action

In this subsection we assume that G = T is a torus. Let L be an ample 7T-
linearized line bundle on X. Then, there exist a T-module V' and a positive
integer n such that X C P(V) and L*" = O(1)|, . Replacing L by L®"
does not change 77" and we may assume that n = 1. We set V,, = {v €
V such that Vt € T t-v = x(t)v}. Then, we have :

V= @ V.
x € X*(T)

Let x € X and v € V such that [v] = z. There exist unique vectors v, €
Vy such that v =3 v,. If A € X.(T) then there exists, for all x € X*(T),
an integer < A, xy > such that for all £ € T', we have :

At) v = Z Xy,
XEX*(T)

We identify X*(7') and X,(7") with Z" in such a way that < -, > is the
standard inner product in Z".
Set st(z) = {x € X*(T) such that v, # 0}. We have :

pf(z,\) = min <\ x >.
Xx€Est(z)
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The following proposition due to L. Ness gives a pleasant interpretation
of the number M*(z) :
Proposition 1.1 (see [7]) With the above notation, we have :

(i) The point x is unstable if and only if 0 does not belong to the conver
hull of st(x). In this case, M*(z) is the distance from 0 to this convez
hull.

(ii) If x is semistable, the opposite of M¥(x) is the distance from 0 to the
boundary of this convex hull.

(iii) There exists X € X.(T) such that i (z,\) = ME(z). If moreover X is
indivisible, we call it an adapted one-parameter subgroup for x.

(iv) If © is unstable, there exists a unique adapted one-parameter subgroup
for x.

1.4 Properties of M*(z)

Lemma 1.1 (Lemma 3.4 in [7]) Let L be an ample G-linearized line bundle
and T be a mazimal torus of G. We denote by rp : Pic%(X) — Pic’ (X) the
partial forgetful map.

Then, for all x € X, the set of the numbers M) (g - x) for g € G is
finite and M~ (z) = max,eq M'7H) (g - x).

An indivisible one-parameter subgroup A of GG is said to be adapted for x
and L if and only if " (x, \) = M*(z). Denote by A*(z) the set of adapted
one-parameter subgroups for x.

Corollary 1.1 (i) The numbers M"(x) are finite (even if L is not ample,
see Proposition 1.1.6 in [5]).

(ii) If L is ample, A*(x) is not empty.

Now, we can reformulate the numerical criterion for stability : if L is
ample, we have

XS(L)={r € X : M¥(x) <0}, X3(L)={xrecX: M) <0}

To a one-parameter subgroup A of G, we associate the parabolic subgroup
(see [2]) :

P(\) = {g € G such that %i_r}r(})\(t).g.)\(t)’l exists in G} .
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Then, for ¢ € P()\), we have p”(z,\) = pl(z,g- A-g"'). The following
theorem due to G. Kempf is a generalization of the last assertion of Propo-
sition 1.1.

Theorem 1 (see [8]) Let x be an unstable point for an ample G-linearized
line bundle L. Then :

(i) All the P(\) for A\ € A¥(x) are equal. We denote by P™(x) this sub-
group.
(ii) Any two elements of A¥(x) are conjugate by an element of P (z).
We will also use the following theorem of L. Ness.
Theorem 2 (Theorem 9.3 in [9]) Let x and L be as in the above theorem.

Let \ be an adapted one-parameter subgroup for x and L. We consider y =
limg o A() - . Then :

(i) A € A (y),
(i) M*(x) = M*(y).

1.5 Stratification of X induced from L

If d >0 and < 7 > is a conjugacy class of one-parameter subgroups of
G, we set :

Si<r> = {x € X such that M*(z) = d and A*(2)N <7 >#£0}.

If 7 is the set of conjugacy classes of one-parameter subgroups, the previous
section gives us the following decomposition of X :

X=x*L)u J Sics
d>0, <7>€T
W. Hesselink showed in [10] that this union is a finite stratification by G-
stable locally closed subvarieties of X. We will call it the stratification induced
from L.
Using this stratification, I. Dolgachev and Y. Hu have shown the following
fundamental finiteness theorem (see Theorem 1.3.9 in [5]) :

Theorem 3 (i) The set of locally closed subvarieties S of X which can be
realized as the stratum S(f,<¢> for some ample L € Pic%(X),d > 0 and

T € X, (G) is finite.
(i) There is a finite number of open subsets of X which can be realized as

the set of semistable points with respect to some ample G-linearized line
bundle s finite.
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2 The G-ample cone

2.1 Algebraic equivalence for G-line bundles

Following I. Dolgachev and Y. Hu, we introduce the G-ample cone. As
M. Thaddeus in [4], we use algebraic equivalence of G-line bundles instead
of homological equivalence.

Two elements L; and Ly of Pic(X) are said to be G-algebraically equiva-
lent if there exist a connected variety S, points t;, to € S, and a G-linearized
line bundle L on S x X such that L, y«x = Li and Ljj,)«x = Lo. Here,
G acts on S x X via its action on the second factor. Let NS®(X) denote the
quotient of Pic”(X) by this equivalence relation. The following proposition
is analogous to Lemma 2.3.5 in [5].

Proposition 2.1 Let v € X and A € X.(G). Let Ly, Ly € Pic“(X) be
G-algebraically equivalent. Then, p*'(z,\) = p*2(z, \).

Proof : Let S, L, t; and t5 be as in the definition of the G-algebraic equi-
valence. Denote by y the point lim; ,o A\(¢) - . The group k™ acts via A on the
fibers L, for all ¢ € S. Consider the map S — Z, t — pb((¢,y),\).
Obviously, this map is locally constant. By connectness of S we obtain

pir(z, A) = pt (G, y), A) = wh (2, ), A) = pnh2(z, A). O

We denote by NSY(X)g (resp. NSY(X)q) the vector space NS“(X) ®
R (resp. NSY(X) ® Q). A point | € NSY(X)g is said to be rational if it
belongs to NS(X)g. The forgetful map Pic”(X) — Pic(X) descends to
f : NSY(X) — NS(X). We denote by X*(G)g (resp. X*(G)g) the vector
space X*(G) ® R (resp. X*(G) ® Q). M. Thaddeus has proved in [4] the
following :

Proposition 2.2 The map [ induces an exact sequence :
0 — X*(G)r — NSY(X)g — NS(X)g — 0

In particular, NSG(X )r is a finite dimensional real vector space. Proposi-
tion 2.1 allows us to define p*(z, A) : NS¢(X) — Z and M*(z) : NSY(X) —
R. By linearity, we can define p*(x,)\) : NSY(X)g — R. The function
M*(x) : NSY(X)g — R is defined by the formula M'(z) = sup, 7' (z, A).

Lemma 2.1 Letx € X. The function NS%(X)g — R, [ — M'(z) is convex
and positively homogeneous. In particular, it is continuous.
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Proof : The function M®(z) is the suprema of a family of linear forms.
O

If I € NSY(X)g, we set

X%(]) = {x € X such that M'(z) < 0},
X3(1) = {x € X such that M'(z) < 0}.

We denote by NSY(X){ the convex cone generated by the classes of ample
G-linearized line bundles in NS (X)g. This cone is open in NS(X)g. Indeed,
it is the preimage by f of the ample cone, a strictly convex open cone in
NS(X)g. A point [ in NS%(X)g is said to be ample if and only if it belongs
to NSE(X)f.

A point | € NSY(X){ is said to be effective if and only if X*(I) is not
empty. The set of effective points of NSY(X){ is denoted by C%(X) and
called the G-ample cone. It is shown in [5] that the G-ample cone is convex.
It may happen that C%(X) does not generate NS“(X)g ; for example if G is
a product H x k* and k* acts trivially on X.

As in [5], two points [ and I’ in C%(X) are said to be GIT-equivalent if
and only if X*5(I) = X*(I"). If [, € NSY(X){, the GIT-class of I, is the set
of all [ € NSG(X)I‘RE that are GIT-equivalent to [o. The purpose of this paper
is to describe the map [ € C%(X) — X®(1). More precisely, we will describe
the geometry of the GIT-classes.

Remark : Let [ € CY9(X). If | € NSG(X)a, there exists an ample G-
linearized line bundle L on X such that X%(]) = X(L) and X*(I) = X*(L).
So, we have an algebraic quotient X**({)//G with all the properties of Geo-
metric Invariant Theory. For example, if [ is rational then the sets X®(1) and
X*(1) are open and a point x € X*(I) belongs to X*(!) if and only if its stabi-
lizer is finite and its orbit is closed in X (7). At this step of the paper, we do
not know if these properties hold for X**(I) and X*() when [ is not rational
in C%(X). This will often lead us to assume that : [ is rational. Actually,
this assumption will turn out to be unnecessary because Proposition 4.1 will
show that any [ in C%(X) is GIT-equivalent to a rational one.
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2.2 A first property of the map [ — X*(I)

The following proposition is a result of local monotonicity of the maps
[ — X*(I) and | — X5(1).
Proposition 2.3 Let Iy be a point in NS¢ (X)E. There exists a neighborhood
V' of ly such that X®3(ly) C X5(1) € X*(1) € X%(ly) for all rational [ in V.
Proof : By Theorem 3, there exist finitely many open subsets X?,..., X>

of X such that X*() is one of them for all [ € NSG(X)& We order these sets
such that :
i) X®(lp) ¢ Xffori=1,...,p
(ii) X®%(lp) c Xpfori=p+1,...,n.
Let us fix points x4, ..., x, in X®(ly) such that z; ¢ X7 foralli =1,...,p.
By continuity of the functions M*(x;), there exist neighborhoods V,,, ..., V,,
of [y in NS“(X){ such that :

Vi€V, NNSY(X)g ;€ X3(1).

Let V denote the intersection of the V. For all [ € V N NS“(X)g, X5(1)
is different from X? for all i = 1,...,p. Therefore, X*(l) is one of the sets

X515, X, and contains X*(lp).
Let (B,,)nen be a sequence of balls centered at ly and contained in V' such
that the sequence of radii converges to zero. Let XP® ..., X}* be the open

subsets of X such that X*({) is one of them for all | € NS(X){. We set :
I, ={i|1<i<k, 3l €B,NNSY(X)g such that | # [y and X®(]) = X*}

The sequence (I,) is decreasing. Since the sets I,, are finite, the sequence
I, is stationary for n >> 0 (say for n > N).

Let [ € By NNSY(X)g and 2 € X*(I). For all n, there exists I, € B,
such that z € X*(l,,) = X*((). Since the sequence [,, converges to [y and the
function M®(z) is continuous, we have M"(z) < 0; that is € X*(Iy). And
so X%(1) € X*%(ly).

U

3 The stability set of a point

Definition If z € X, the set {{ € NS“(X)} such that 2 € X*({)} is denoted
by Q(z). Observe that Q(x) = {I € NS“(X)# such that M‘(z) < 0}. The set
Q(z) is called the stability set of x.
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The aim of this section is to describe the geometry of the stability sets.
In other words, we fix a point x € X and study the semistability of this
point when [ varies in NS®(X)%. Let G -  denote the closure of the orbit of
z. In fact, the study of (z) will lead us to consider the GIT-classes of the
G-variety G - x.

3.1 A lemma on u

Lemma 3.1 Let [ be a rational point in the G-ample cone. Let x € X*(I)
and N € X,(G). We denote by z the point limy_,o A(t)x.
If z is unstable for | then p'(z, ) < 0.

Proof : There exist a G-module V' and a positive integer n such that
X can be embedded into P(V') and the algebraic equivalence class of the
restriction of O(1) to X is [®". Replacing [ by [®", we may assume that
n=1.

Let us assume that u'(z, \) is non negative. Since x is semistable for [,
we have p'(z,\) = 0. Let Z be a non zero point on the line z in V. Since
pt(x, A) =0, A(t).Z tends to a non zero point Z on the line z. In particular, z
lies in the closure, G.7 in V of G.Z. But x is semistable, so that 0 ¢ G.Z. So
0 does not lie in the closure of G.Z, so that z is semistable for [. The lemma
follows. OJ

3.2 A first result of rationality

Proposition 3.1 Let © € X. The stability set Q(x) of x is a convex cone
and is closed in NSY(X)g. Moreover, the span of Q(z) is a rational vector
subspace of NSY(X)g. In particular, Q(z) is the closure of its rational points.

Proof : The first assertion is obvious because the function M®(z) is
convex and positively homogeneous. The last assertion is a direct conse-
quence of the first ones. Let us prove the second one. Let F' C NS“(X)g
be the minimal rational vector subspace such that 2(x) is contained in F.
Suppose that Q(z) does not span F.

Since Q(x) is convex, its interior as a subset of F' is empty. This implies
that M'(z) = 0, for all [ € Q(x). Let [ be a point in Q(z). There exists a
sequence (l,) of points in F' not in Q(z) which converges to [. Since F' is
rational, we may assume that all [,, are rational points.
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By Theorem 3, by extracting a subsequence, we may assume that all [,
induce the same stratification s. For all n, = is unstable for [,,. So there exists a
non open stratum S of s containing . Let Ay € A(x) and y = lim;_, Ao ().
By Theorem 2,y € S, and so for all n we have M'"(2) = M" (y). But now, the
continuity of the functions M*(z) and M*(y) implies that M'(y) = M'(x) = 0.

Since Ao fixes y, we have p!(y, —Xo) = —p'(y, Xo). So, M'(y) = 0 implies
iz, Ao) = pt(y, Ao) = 0. But plo(x, \g) > 0, so pu*(x, \g) is not zero on F.
Therefore, the equation u®(x, A\g) = 0 defines an hyperplane of F' containing
l.

Moreover, the functions p*(x, \) are rational on NS“(X)g. In particular,
the set of the functions equal to p*(z, A) for some one-parameter subgroup A is
countable. Hence, Q(z) is contained in a countable union of hyperplanes of F'.
But Q(z) is convex, thus () is contained in such an hyperplane. Therefore,
() is contained in a rational hyperplane of F. Since F' is minimal, this is
a contradiction. The second assertion of the proposition is proved. O

Note that Proposition 3.1 is proved in [5] in the special case when the
codimension of {)(x) is equal to one.
Corollary 3.1 The number of stability sets is finite.

Proof : It is clear that the stability set of each point of X is a union of
GIT-classes. So, by Theorem 3, there exists only a finite number of sets of
the form Q(x) N NSY(X)g for € X. Since Proposition 3.1 shows that Q(z)
is the closure of Q(z) N NSY(X)g, the corollary is proved. O

We also mention the well-known (see [5])

Corollary 3.2 The G-ample cone C%(X) is closed in NS%(X).

Proof : Since C%(X) = U,ex€(x), Proposition 3.1 and Corollary 3.1
imply that C%(X) is closed in NSE(X){. O

3.3 Geometry of Q(z)

The following lemma is essential in the study of the geometry of the
stability sets.

Lemma 3.2 Letx € X and 2z € G-z — G - x. We assume that there exists
a rational point ly € C%(x) such that G - 2 is closed in X**(ly). Then, there
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exists A € X, (G) such that

(1) limg,oA(t) - 2€G -z
(ii) Q(x) C {I € NS“(X)g such that u'(z,\) < 0}
(ii3) Q(2) = {I € NSY(X)g such that p!(x,\) =0} NQ(x)

Proof : The Hilbert-Mumford theorem (see [2]) applied to X*%(Iy) gives
us a A € X, (G) such that lim; o A(t) -2 € G- z. Denote by 2z’ this limit. Since
the image of \ fixes 2/, if 2’ € X®([) then u!(2', \) and p!(2/, —\) = —pt(2, \)
are negative or zero. So we have Q(z) = Q(2/) C {l such that p'(z',\) =
pl(x, A) = 0}.

Let [ be a rational point in the stability set of z. Since X*(/) is open and
z € G-z, we have | € Q(r). But now, Proposition 3.1 implies that Q(z) is
contained in Q(z). The inclusion Q(x) C {I € NSY(X)g such that p'(z, \) <
0} is obvious; it implies that Q(z) C {I € NSY(X)g such that p'(z, \) <
0} N Q(z). We show the opposite inclusion.

Let [ be a rational point in () such that p!'(z, \) = 0. Then, Lemma 3.1
shows that z is semistable for [. So [ belongs to the stability set of z. We
conclude by density of rational points in {I such that u'(z,\) = 0} N Q(x)
(which is the intersection of Q(x) and a rational hyperplane). O

Definition A polyhedral cone in NS(X) is a subset of NS¢(X)} defined
by a finite number of linear inequalities. Such a cone is said to be rational if
the inequalities can be chosen to be rational. Let C' be a polyhedral cone in
NSY(X)g. If f is a linear form on NS“(X)g non negative on C, the set of
the points ¢ in C such that f(c) = 0 is said to be a face of C.

Proposition 3.2 Let v € X.

(i) There exists y € G - x such that : | belongs to the relative interior of
Q(y) if and only if G -y is closed in X*(). Moreover, Q(x) = Q(y).

(ii) The stability set of x is a convex rational polyhedral cone in NS (X)g.

(1ii) The faces of Q(z) are exactly the sets Q(y) with y € G - .

Proof : Let [y be a rational point in the relative interior of Q(x). Let
y € G - such that G -y is closed in X*(ly). Lemma 3.2 shows that (y) is
a face of Q(z). Since [y € Q(y), we have Q(z) = Q(y). In particular, for all
z € X there exists 2’ € G -z such that Q(z) = Q(2') and G - 2’ is closed in
Xs3(1) for some rational point [ € C%(X). Now, Lemma 3.2 shows that the
sets (z) with 2z € G - z are faces of Q(z).
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Let [ be a point in the relative boundary of Q(y). By Proposition 3.1,
there exists a sequence ([,,),>1 of rational points in the vector space spanned
by Q(y), but out of Q(y), which converges to [. By Theorem 3, by extracting
a subsequence we may assume that all [, induce the same stratification.
Now, like in the proof of Proposition 3.1, we choose \; € Ali(y) and we
set 2, = limy_,o \(t) - . Then, 2, € G -y and [ € Q(2). Moreover, Q(z) is
contained in the hyperplane of NS“(X)g with equation ;*(y, \;) = 0, whereas
Q(y) is not. Thus [ belongs to (z;) which is a proper face of Q(y).

We just proved that the relative boundary of ©(y) is the union of its faces
Q(z) for some z € G -y. Now, Proposition 3.1 and Corollary 3.1 imply the
second assertion of the proposition.

Moreover, any face of codimension one of (y) is equal to €(z) for some
z € G - y. By induction on the codimension of the face, this proves that any
face of Q(y) is equal to €(z) for some z € G - y.

Let us prove that y satisfies the first assertion of the proposition. The
above discussion shows that if [ belongs to the relative boundary of Q(y)
then G -y is not closed in X*5(I) (because 2z € (G-y — G - y) N X*(1)).
Conversely, let I’ be a point in Q(y) such that G -y is not closed in X*(I).
There exists 2/ € (G-y — G -y) N X3(I'). Since G -y is closed in X*(1y),
2 & X*(ly) and €(2') is a proper face of Q(y). Moreover, (') contains .
Thus " does not belong to the relative interior of Q(y). O

Definition A point z is said to be pivotal for [ if x is semistable for [ (or
for the GIT-class, F of [) and G -z is closed in X*([). A point z is said to be
pivotal for Q if ) is the stability set of x and z is pivotal for some (or any)
point in the relative interior of €.

Let us remark that I. Dolgachev and Y. Hu use in [5] a notion of pivotal
point which is close to ours.

Remark

(i) Note that the GIT-class of a point [ in C“(X) only depends on its
relative position with the different stability sets. So Proposition 3.2
and Corollary 3.1 imply that any point in C%(X) is GIT-equivalent to a
rational one in C“(X). In particular, the second assertion of Theorem 3,
Proposition 2.3 and Lemmas 3.1 hold for any real point in C%(X).

(ii) Let us assume for a moment that X is a smooth complex variety. Let K
be a maximal compact subgroup of G. Let w be a K-invariant Kéhlerian



4

4.1

27

symplectic form on X and let ¢ be a moment map for the action of
K. In this situation, X*(w, ¢) = {x € X such that G- xN¢1(0) # 0}
is called the set of semistable points. Then, X*(w, ¢)//G is a complex
space, homeomorphic to ¢~1(0)/K. It turns out that X®(w, ¢)//G only
depends on the class of w in H?(X,R) and on the choice of ¢ (see,
for example Theorem 2.3.8 of [5]). On the other hand, NS(X)g is a
subspace of H?(X,R). The theory of Kempf-Ness shows that if L and w
have the same class in H?(X,R), then the complex spaces X*(w, ¢)//G
and X*5(L)//G are isomorphic. So, the previous proposition shows that
if the class of w belongs to NS(X)g, the complex space X**(w, ¢)//G
is a projective algebraic variety. More generally, P. Heinzner and L.
Migliorini showed in [11] that for all (w, ¢) the set X*(w, ¢) is equal to
X®(L) for some ample G-linearized line bundle L.

Geometry of the GIT-classes

A fundamental lemma

Up to now, we have studied the stability sets {2(x) and for this the quasi-
homogeneous varieties G - z. For an arbitrary X, the GIT-class of a point [
in NS“(X){ depends on the relative positions of I and the stability sets of
the points of X. To show how the various stability sets are related, the main
tool is the following :

Lemma 4.1 Let l; and Iy be two points in the G-ample cone such that the
set X*(1y) is contained in X%(ly). Let x be a pivotal point for ls.

Then there exists a pivotal point y for I, such that x € G -y. Moreover,
X3(ly) is contained in X®(ly).

Proof : Let us consider the following commutative diagram :

inclusion

Xss(ll) XSS(l2)

™ ™

X3(1) /)G —2— X>(1,) /G
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The image of ¢ is equal to m,(X™(l;)). Moreover, m, is surjective and
X®(1y) is dense in X*(l3). So ¢ is dominant. Since X*(l,)//G is complete, ¢
is surjective.

Therefore, there exists y € X%(ly) such that ¢(m,(y)) = m,(x). Since
y € m,'(m,(x)) and G - z is the unique closed orbit in ;" (m, (), we have
x € G -y. Moreover, x € G -y for all 4 € X*(I;) NG - y. Therefore we can
find y such that G -y is closed in X*5({;) and x € G - . This proves the first
assertion of the lemma.

Let = be a stable point for l; and let y be as above. Since G, is finite,
G -z = G -y and z is semistable for [;. Moreover, G - z is closed in X%(l5)
and hence in X*(l;). Thus, x is stable for [;. O

4.2 The geometry of a GIT-class

Let F' be a GIT-class. We denote by X*(F') (resp. X*(F')) the subset
X®(1) (resp. X*(1)) of X for some (or any) [ € F.

Lemma 4.2 Let F be a GIT-class. Then,

F= (] Rellnt(Q())

z pivotal for F

where Rellnt(Q(x)) is the relative interior of the stability set of x.

Proof : The first assertion of Proposition 3.2 shows that F'is contained in
the intersection in the lemma. Conversely, let [ be a point in this intersection.
Then, X*(I) contains each closed orbit of X*(F'), so X*(F) is contained in
X®(1). Let x € X®(I) such that G - = is closed in X*(). By Lemma 4.1,
there exists y € X*(F) such that € G-y and G -y is closed in X(F).
By assumption, [ belongs to the relative interior of the stability set of y.
Then, Proposition 3.2 implies that G -y is closed in X%(1). So z € G -y, and
X®(l) = X*(F). The lemma is proved. O

Proposition 4.1 Any GIT-class is the relative interior of a rational poly-
hedral cone in NS (X)g.

Proof : The proposition follows immediately from Lemma 4.2, Proposi-
tion 3.2 and Corollary 3.1. U
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4.3 The inclusion relations X*(F) C X*(F")

Proposition 4.2 Let F' and F' be two GIT-classes. The following assertions
are equivalent :

(i) F' intersects the closure of F in NS“(X)g
(ii) F' is contained in the closure of Fin NS(X)E
(111) X*(F) is contained in X%(F")

Proof : It is sufficient to prove that
€ F < X®(F)c X*(),

where F denotes the closure of I in NS“(X){.

If | € F, the continuity of the functions M*(z) implies that X*(F) is
contained in X*5([). Conversely, let [ € NS“(X){£ be such that X*(F) C
X®(1). Let [y be in F. Let  be a pivotal point for F.. By Lemma 4.2, [ belongs
to the relative interior of (). Moreover, the closure of F' is contained in
Q(z). Then, the segment [ly;[[ is contained in the relative interior of Q(z).

Now, Lemma 4.2 shows that [ly; [ is contained in F. The proposition follows.
O

Proposition 4.3 The relative interior of a face of a GIT-class is a GIT-
class.

Proof : Let F' be a GIT-class. By induction on the codimension of the
face in F', it is sufficient to prove the proposition for the maximal faces of F'.
Let F' be the relative interior of a maximal face of F.

Proposition 4.2 shows that the closure of F' is an union of GIT-classes.
But, by Proposition 4.1, F'is the relative interior of its closure. Therefore, the
relative boundary of F'is an union of GIT-classes. Since, by Proposition 4.1
the GIT-classes are convex, this implies that the closure of F’ is an union of
GIT-classes. Moreover, the GIT-classes are open in their closure. So, F” is an
union of GIT-classes. Thus, it is sufficient to prove that if [; and /5 belong to
F', then they are GIT-equivalent.

Let y be a pivotal point for ;. Let us prove that [y belongs to Q(y). If
y is semistable for F' then I, belongs to the closed cone Q(y). Otherwise, by
Lemma 4.1 there exists a pivotal point x for F' such that y € G-x — G - x.
Indeed, by Proposition 4.2, X*(F) is contained in X®*((;). In particular,
by Lemma 3.2, there exists A € X,(G) such that Q(y) = Q(z) N {l €
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NSY(X)g such that p!(z,A\) = 0} and, if [ belongs to the relative interior
of Q(z) then u'(x,\) < 0. But, the first assertion of Proposition 3.2 shows
that F' is contained in the relative interior of (z). Thus, the intersection
between the closure of F' and €(y) is a proper face of F' containing /;. Then,
FnQ(y) = F". In particular, I, belongs to Q(y).

We just proved that all pivotal points for [; are semistable for [,. This
implies that X®(/;) is contained in X®(ly). By symmetry, {; and Iy are GIT-
equivalent. The proposition is proved. 0

5 Global geometry of the GIT-classes

5.1 A notion of wall and chamber

In this section, we introduce a notion of wall and chamber. Definitions
close to ours have been considered by I. Dolgachev and Y. Hu in [5] and by
M. Thaddeus in [4].

Definition A wall is a stability set of codimension one in C%(X). A
chamber is a GIT-class of codimension 0 in C%(X).

By continuity of the functions M*(z), the GIT-classes such that X* = X*®
are chambers (they are the chambers in the sense of [5]). But, with our
definition, all the chambers are not like that : it is easy to find a G-action
such that no GIT-class satisfies X** = X°®. The appendix of [5] gives an
example where some chambers satisfy X® = X® and another does not.

Proposition 5.1 The chambers are the connected components of the com-
plement in C%(X) of the union of the walls. The GIT-classes are the relative
interiors of the faces of the chambers.

Proof : The union of the closures of the chambers is closed. So its comple-
ment is an open subset of C%(X) covered by the GIT-classes of codimension
greater that one : this complement is empty. So each GIT-class meets the
closure of a chamber. Proposition 4.3 implies now the second assertion of the
proposition. Moreover, each face of codimension one of a chamber is inclu-
ded in a wall. So, the G-ample cone is the disjoint union of the walls and the
chambers. The proposition follows immediately. 0
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Proposition 5.1 implies that if we can determine the walls, we know all the
GIT-classes. This remark is useful to calculate the GIT-classes on examples.

5.2 The GIT-fan

Definition A fan A in NS“(X){ is a finite set of rational convex polyhedral
cones in NS(X)} such that

(i) each face of a cone in A is also a cone in A;

(ii) The intersection of two cones in A is a face of each of them.

Most results of this paper about geometry of GIT-classes are summarized
in the following theorem announced in the introduction :

Theorem 4 Let G be a reductive algebraic group acting algebraically on a
normal projective variety X. Then :

(i) For all ly € C%(X),
C(ly) = {l € CY(X) such that X*(ly) C X*(I)}

is a closed convex rational polyhedral cone in NS (X)g.

(ii) The cones C(l) form a fan covering C%(X).
(ii1) The GIT-classes are the relative interior of these cones.

This fan is called the GIT-fan for the action of G on X.

Proof : This theorem is a direct consequence of Propositions 4.1, 4.2, 4.3
and 5.1. 0

5.3 Existence of stable points

The following proposition gives an easy criterion on [ for the existence
of stable points. It was first proved by 1. Dolgachev and Y.Hu with slightly
different assumptions (see Propositions 3.2.8 and 3.3.5 in [5]).

Proposition 5.2 We assume that there exists [y € C%(X) such that X5(ly)
is not empty. Then, for 1 € CY(X), X5(1) is not empty if and only if | belongs
to the interior of C%(X).
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Proof : Let [ be a point in C%(X) such that X*() is not empty. Let
z € X*(I). By continuity, the function M*(x) is negative on a neighborhood
of I. Hence, [ belongs to the interior of C%(X).

Conversely, let [ be a point in the interior of C“(X). There exists a point
l; in C%(X) such that [ belongs to the interval ]I;;ly]. Since the sets X5(1;)
and X5(lp) are open and non empty, there exists y € X*([;)NX®(ly). Then, by
convexity of the function M*(y), y is stable for [. The proposition is proved.
[

6 The morphisms induced by inclusions

Propositions 4.2 and 5.1 show that for any GIT-class F' there exists a
chamber C' such that X*(C') C X®(F). As a consequence, there exists a
morphism ¢ : X*(C)//G — X%(F)//G. So, the quotients corresponding
to chambers dominate the other quotients.

It could be interesting to compare two quotients corresponding to two
distinct chambers C' and C’. In this situation, there exists a sequence of
chambers C' = Cy, C1, ..., C,, = C'" such that foralli =1,...,m, C;i_1 N C;
is a maximal face of C;_; and C;; we denote by F; the relative interior of
this face. Then, by Theorem 4, we have : X*(Cy) C X*®(F;) D X%(C)) C
X%(Fy) D --- C X%(F,) D X*(C,,). These inclusions induce a sequence of
surjective morphisms :

XSS //G XSS //G

T T

XSS //G XSS //G

Observe that if there exists lj € C%(X) such that X®(ly) is not empty,
then by Proposition 5.2, X®(F;) is not empty, for all i = 1,...,m. In par-
ticular, the morphisms ¢4 ; are birational. These morphisms are studied in
3], [4], [5] and [6] in various degrees of generality. In this section, our aim is
to study the geometry of the fibers of the morphisms ¢4 ; in the special case
when the characteristic of k is zero.
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More generally, let us fix two effective ample G-linearized line bundles L,
and Ly on X such that X*(L;) C X*(Ls). Consider the following commu-
tative diagram :

inclusion

XSS(Ll) XSS(LZ)

st T2 (3)

X(Ly) )G —2— X*(Ly) /|G

From now on, we assume the characteristic is zero. We will obtain general
descriptions of the fibers of ¢ in terms of quotients of affine subvarieties of
X by stabilizers of pivotal points for Ly. Then, we will come back to the
situation in (2) and produce pathological examples.

6.1 The fibers of the morphisms induced by inclusions

If H is an algebraic group, we denote by H° the neutral component of
H.If V is an H-module, the set of all v € V such that 0 € H.v is called the
nilcone of V. Let H be a reductive group and Y be a H-variety. If x denotes
a character of H, we denote by L, the trivial line bundle on Y linearized by :
h-(y,t) = (h-y,x(h)t) forall h € Hyy € Y andt € k. If Y is affine, we
denote by Y//H the affine quotient, namely Spec (k[Y]").

Lemma 6.1 Let H be a reductive group and ¥ be an affine H-variety (non
necessarily irreducible) with a fived point x. We assume that {x} is the only
closed orbit of H in Y. Then :

(i) The map X*(H) — Pic’(X), x — L, is an isomorphism.
(i) We have ¥%*(L,) = X if and only if x is of finite order.

Proof : Let L be a linearized line bundle on ¥. The action of H on the
fiber L, gives a character x of H. Since ¥ is affine, there exists a section s
of L such that s(z) # 0. The set of zeroes of s is closed, H-stable and does
not contain x : it is empty. So L is trivial as a line bundle. This implies the
first assertion.

Let L, € Pic(X) such that ¥%(L,) = ¥. By definition, for some n > 0,
there exists s € I'(X, LE")" such that s(x) # 0. This shows that ny is trivial.
The second assertion of the lemma follows. 0
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Proposition 6.1 Let Ly, Ly, m, 7 and ¢ like in Diagram 3. Let x be a
pivotal point for Lo which is not semistable for Ly. We denote by H the
stabilizer of x. Set ¥ = {y € X such that © € H - y}. Then,

(i) H is reductive,

(ii) 3 is affine,

(i) ¢~' (wa(x)) is isomorphic to X*(Lyx)//H.
Moreover, there exists a unique character x of H of infinite order such that
Lijy, = Ly in Pic" (). If, in addition X is smooth then the H-variety ¥ is
isomorphic to the nilcone of an H-module.

Proof : Set Z = 7, " (my(z)). Then Z is affine. Since G - z is closed in Z,
it is affine. Hence, Matsushima’s theorem shows that H is reductive.

Let m : Z — Z//H denote the quotient map. Since X*(Ls) is open in
X and contains z, ¥ is contained in X*(L,). Then, ¥ is contained in Z and
7~ (w(x)) = T. In particular, X is affine.

Since Z is affine and contains GG - x as a unique closed orbit of GG, the
Etale Slice Theorem of Luna (see Theorem 6.6 in [12]) shows that Z is equi-
variantly isomorphic to the fiber product G x g ¥. But, by the commutati-
vity of Diagram 3 and the surjectivity of 7, the fiber ¢! (my(x)) is equal to
m (X*(L) N Z).

Since Z is G-stable and closed in X®(L,), m; (Z N X®*(Ly)) is isomorphic
to Z%(L1)z)//G. Moreover, for all L € Pic“(G xy X) the restriction map

from I'(G xyu 3, L)% to T’ (Z, L|2)H is an isomorphism. We conclude that :
Y ~ Z%(Ly ) /|G =~ X%(Lys ) //H.

By Lemma 6.1, there exists a unique y € X*(H) such that Lyjy, = Ly.
Since x ¢ ¥%(Ly )y, ), Lemma 6.1 shows that x is of infinite order.

If in addition X is smooth, the Etale Slice Theorem shows that X is
equivariantly isomorphic to the nilcone of the normal space T, X/T,(G - x)
to G -z in X at the point x. The proposition is proved. 0

Remark : Conversely, let H be a reductive group, x be a character of infinite
order of H and N be the nilcone of an H-module V. Then, the variety
N3(L,)//H occurs as a fiber of a morphism ¢ like in Proposition 6.1.
Indeed, let X = P(V @ k). We define an action of H on X and a lineariza-
tion of O(1) by the formula : h - (v,t) = (h-wv,t) forall h € Hyv € V
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and ¢ € k. We denote by L the line bundle O(1) so linearized. Let
m @ X¥(L) — X*(L)//G be the quotient map. It is easy to show that
71 (m([0:1])) = N. On the other hand, by Proposition 2.3, for n large
enough, X®(L®" ® x) is contained in X®(L). Let ¢ denote the induced
morphism from X*(L®" ® x)//G to X*(L)//G. Then, by Proposition 6.1,
¢~ (w([0 : 1])) is isomorphic to N*(L,)//H.

Proposition 6.2 We assume that G is connected. We use the notation
and assumptions of Proposition 6.1. Let Y be an irreducible component of
¢! (ma(x)). Then, there exists an irreducible component S of ¥ such that
m (X®(L) NG - S) is equal to Y.
Let Hs denote the stabilizer of S in H. Let x be as in Proposition 6.1
and Ks = Kerx N Hg. Then, we have :
(i) the group Hs/Kgs ~ k* acts on S//Ks with a unique closed orbit which
s a fixed point.

(ii) k[S//Ks| = @, cn k[S// Ks]n, where
k[S//Ks), = {f € k[S] such that h- f = (x(h))" f Vh € Hg}.

(i4i) S*(Lys)//Hs is equal to Proj (®n20 k[S//Hsln).
Moreover, there exists a birational finite morphism from S*(Lys)//Hs onto
Y.

Proof : Since by Proposition 6.1, ¢™" (m(x)) ~ ¥%(Lyx)//H, the first
assertion is obvious. Consider the surjective map :

0 : HXHSS — H.S
(h:s) +— h-s.

Since H® stabilizes S, H/Hg is finite. In particular, as a variety (without
action of H), the fiber product H Xy, S is isomorphic to H/Hg x S.

Let (H - S) denote the set of all z € H - S which belong to an unique
irreducible component of H - S. Set Sy = (H - S)p N S. One can easily prove
that the restriction of # to H x g, Sp is an isomorphism onto (H - S),. Thus,
0 is finite, surjective and birational.

The restriction map p : Pic” (H x g, S) — Pic”s(S) is an isomorphism.
We also denote by Ly g the H-linearized line bundle L on H Xy, S such that
p(L) = Ly|g. Then, 0 induces a finite birational morphism :

0 (H xus S)*(Lyys)/[H — (H - S)*(Lyyp.s)//H =Y.
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Since G has a unique closed orbit in 7, * (m5(x)), the point z is the unique
closed orbit of H in . As a consequence, {z} is the unique closed orbit of Hg
in S. Now, k[S//Ks|"s/Ks = k[S]s is equal to k. As a consequence, S//Kg
contains a unique closed orbit of Hg/Kg.

Since x is of infinite order, it induces an isomorphism between Hg/Kg
and £*. In particular, the rational Hg/Kg-module k[S//Ks| is equal to
D,.cz k[S//Ks],. Let n be a negative integer and f € k[S//Ks],. By as-
sumption, S*(L,) = X*(L;) NS is not empty ; so there exists ng > 0 such
that k[S//Ks|,, contains a non zero function fy. Then f™ fI' belongs to
k[S//Kslo = k[S]"s and must be constant. By evaluating at x this implies
that f = 0. Assertion (i) follows immediately.

Since ['(S, LY") = k[S//Ks], and Lis = Ly, we have :

(H X 11 S)SS(L”S)//H ~ SSS(L1|S)//HS ~ Proj <® k[S//Ks]n) .

n>0

Now, the proposition follows from the properties of @. O

Remark : We will give an example where 6 is not an isomorphism in Sec-
tion 6.4.

6.2 The stabilizers of pivotal points and the stability
sets

Proposition 6.3 Let v € X. Then there exists a point y € X such that :
(i) 1€G-y
(i) x) C Q(y)
(iii) the interior of Q(y) in C%(X) is not empty
(iv) there exists a character x of infinite order of G such that Gy is contai-

ned in the kernel of x.

Proof : Let us prove the three first assertion by induction on the codimen-
sion of Q(x). If this codimension is zero, then we can take y = x. Otherwise,
let [ be a point in Q(z). Since the codimension of Q(z) in C%(X) is at least
one, there exists a line D such that DN Q(z) = {I} and DN CY(X) # {l}.
Moreover, by Proposition 2.3, there exists I' € D such that I’ # [ and
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Xs(l") € X*(I). Lemma 4.1 gives 2’ € X*(I') such that x € G -2/. But
now, since I’ € Q(x), Q(z) is a proper face of Q(z'). By induction, the propo-
sition holds for ©(z'). Therefore, there exists y € X which satisfies the three
first conditions of the proposition.

Let us prove that replacing y by a point of G -y, we can obtain the last
condition. Let [, (resp. l3) be in the relative interior of Q(y) (resp. Q(z)).
Consider the G-variety G -y denoted by X,. Since G -y is dense in X,,
the variety X;°(ly|x, )//G is a point. In particular, X3*(lz x,) is affine and
contains G - x as unique closed orbit. Let ¥ = {z € X*(ly|x, ) such that = €
G - z}. By the Etale Slice Theorem, the G-variety X (lz|x, ) is isomorphic
to G X¢, . Replacing y by a point in G -y, we may assume that y € X.
Then, G, is contained in G,.

Let L; be a G-linearized line bundle on X in the homological class [;.
Let x be the character of G, which gives the action of G, on the fiber L;,.
Then, by Proposition 6.1, the restriction of L; to X is L, and the order of
X is infinite. Moreover, y is semistable for L;. Thus, there exist a positive
integer n and f € k[X] such that h- f = x(h)"f for all h € G, and f(y) # 0.
In particular, the restriction of nx to G is trivial. The character ny satisfies
the condition (iv) of the proposition. O

Proposition 6.4 Let x be a point of X which is pivotal for its stability set.
Then the rank of the character group of G, is at least the codimension of
Q(z) in the G-ample cone.

Proof : Let y be a point of X which satisfies the conditions of Propo-
sition 6.3. Let ¢ denote the codimension of Q(x) in C%(X). There exists a
sequence Q(z) = Qy C Q C --- C Q. = Qy) of faces of Q(y) such that
for all ¢ = 1,...,¢, the codimension of €;_; in €; is equal to one. For all
1=20,...,¢, let [; be a point in the relative interior of €2;.

Let H denote the stabilizer of z in G. Consider X,, = G-y and X, = {z €
X, such that © € H - z}. By Proposition 3.2, for all i = 1,...,c, X (ix, )
is strictly contained in X3*(li-1x, ). Then, X*(ly) N X, =~ G xpy ¥, implies
that X3 (lix, ) is strictly contained in 3 (l; 15, )-

On the other hand, replacing y by a point in G - y, we may assume the
y € X,. Let S, be an irreducible component of ¥, containing y. We consider
on S, the action of the neutral component H° of H. Since X*(lp) N X, is
isomorphic to the fiber product G x gy %, G x g (H - S,) contains G -y. Then,
¥y = H-S, and thus, for all i = 0,...,c, we have ¥¥(lis, ) = H - S;*(lijs, ).
In particular, Sp(l;|s, ) is strictly contained in Sy(li—1|g, ), foralli=1,...,c.
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But by Theorem 4, this implies that the (/;)o<;<. are affinely independent
in NSHO(Sy)R. Moreover, by Proposition 6.1, for all i = 0,..., ¢, there exists
a character x; of G, such that L,, belongs to the class li‘zy . Thus, xo,---, Xe
are affinely independent. The Proposition follows. O

Remark : 1. Proposition 6.4 is false with Q(x) replaced by a GIT-class. See
for example : a linear action of the two dimensional torus 7" on P? such that
no weight is contained in the convex hull of the three others.

2. If the codimension of Q(x) is equal to the rank of G, Proposition 6.4
implies that the neutral component of the stabilizer of x is a torus. Arguing
as in the proof of the last assertion of Proposition 6.3, this implies that for
all y € X such that © € G -y, the neutral component of G, is a torus. In
this case, we will give a more precise description of the fibers of ¢ in the next
subsection.

6.3 The case where the stabilizer of a pivotal point is
a torus

Proposition 6.5 With the notation of Propositions 6.1 and 6.2, if H° is a
torus, then :

(i) there exists a one-parameter subgroup A of H such that S is an irredu-
cible component of {y € X : limy_,o A(t)y = = }.
(i1) If in addition X is smooth, then S is equivariantly isomorphic to a Hg-
module and S*(Li|g)//Hs is the quotient of a projective toric variety
by a finite group. Moreover, this quotient is the normalization of Y.
(111) If in addition the rank of H° is equal to one, then ¢ 1(mo(x)) is iso-
morphic to the quotient of a weighted projective space by a finite group.

Proof : The first assertion is a well-known fact about torus actions. Let
us assume that X is smooth. Then, ¥ is isomorphic to a nilcone for the
action of the torus H°. In particular, the irreducible component S of ¥ is
equivariantly isomorphic to an Hg-module, denoted by V.

Let 7 be a maximal torus of GL(V') containing the image of H°. Let Ly
denote the restriction (after identification of V' with S) of L; to V. The se-
mistability of a point v in V' for Ly depends only on the weights of v for the
action of H°. In particular, T stabilizes the open set V*°(Ly ). Moreover, the
actions of H® and of 7 on V' commute. Hence, T acts on V(Ly)//H°. Be-
cause 7 has a dense orbit in V', it has a dense orbit in V°(Ly,) //H®, too. Thus,
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S%(Lys)//Hs is the quotient of the projective toric variety V**(Ly)//H® by
the finite group Hg/H®°. Moreover, this quotient is normal. Then, the bira-
tional finite morphism of Proposition 6.2 is the normalization of Y.

From now on, we assume in addition that H° is isomorphic to k£*. Then,
S isomorphic to a k*-module and by Proposition 6.2, S*(Lys)//Hs is the
quotient of a weighted projective space by Hgs/H®°. Moreover, an easy study
of the linear actions of £* shows that ¥ has at most two irreducible com-
ponents, and that ¥ N V*%(Ly)y ) is contained in one irreducible component
of ¥. In particular, with the notation of Proposition 6.2, H¢ = H. But, by
Proposition 6.1, ¢~ (m2(x)) is isomorphic to ¥%(Lyy,) //H. Then, ¢~ (m(x))
is isomorphic to S*(Ly|s)//H. Assertion (ii7) of the proposition is proved. [

Remark : With additional assumptions, Part (iii) of Proposition 6.5 was
proved, by different methods, by M. Thaddeus in [4] and by I. Dolgachev
and Y. Hu in [5]. In particular, I. Dolgachev and Y. Hu have shown that the
assumptions of Proposition 6.5 are fulfilled for the diagonal action of G on
X x G/B, where B is a Borel subgroup of G.

The following proposition is an application of Propositions 6.4 and 6.5 to
the actions of SL(2).

Proposition 6.6 Let X be a SL(2)-variety. Then :
(i) Any wall is the intersection of an hyperplane and NS (X)4.

(ii) Let ¢ be a morphism like in Diagram 3. We assume that X is smooth.
Then the fibers of ¢ are weighted projective spaces.

Proof : Since the rank of SL(2) is equal to one, Proposition 6.4 shows
that the codimension of Q(z) is less than one for all z € X. Now, by Pro-
position 3.2, a wall cannot have a boundary in NS®(X). The first assertion
follows immediately.

From now on, we assume that X is smooth. Let L, Ly, 7y, 9, ¢, x, H
and X like in Propositions 6.1. Then, H is a reductive subgroup of SL(2)
which has a character of infinite order. This implies easily that H is a maximal
torus of SL(2). Then, Propositions 6.1 and 6.2 shows that ¢ ! (m(z)) is
isomorphic to a weighted projective space. 0

As an example, we refer to [13] for a detailed study of the diagonal action
of SL(2) on (P")".
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6.4 Actions of k* x SL(2)

We use the notation of Proposition 6.1. Let Fy (resp. F) denote the GIT-
class of L; (resp. Ly). Proposition 6.1 shows that the fibers of ¢ are simpler
when H is small. Moreover, Propositions 6.3 and 6.4 show that H is small
when the dimension of Q(x) is large. As a consequence, natural restrictions
in the study of the morphism ¢ are :

(Hy) F;is a chamber
(Hy) codim(Fy) =1

where codim(Fy) is the codimension of Fy in C%(X). Moreover, these as-
sumptions are fulfilled for the morphisms ¢, ; considered in Diagram 2. On
the other hand, Propositions 6.1 and 6.5 are more precise if X is smooth.

Actually, in [5] and [4] the assumption (H;) is replaced by : X®(F}) =
X®(F1). Yet, if one wants to apply Construction 2 to two chambers C' and
C" such that X*(C) = X5(C) and X*(C") = X®(C'), one may have to
consider chambers C; such that X%(C;) # X®(C;). This happens indeed for
G = k* x SL(2), see the example in the appendix of [5].

On the other hand, if G is a torus and (H;), (H») hold, then the fibers of ¢
are weighted projective spaces (this follows from [5] or from Proposition 6.5).
The same holds if G = SL(2) by Proposition 6.6. Yet, the following examples
show that for the actions of £* x SL(2) on a smooth variety, various varieties
can occur as fibers of ¢, even under the assumptions (H;) and (H,). We will
give two examples where the morphism ¢ satisfies Assumptions (H;) and
(H;), whereas ¢ has

(i) a reducible fiber, or
(ii) an irreducible and non normal fiber.

We will need the following technical lemma.

Lemma 6.2 Let V be a finite dimensional vector space. Let V, and V_ be
two vector subspaces. Let H be a reductive group acting on V., UV_. Let H,
denote the stabilizer of V. in H. We assume that V. UV_ = H -V, and that
H/H, acts trivially on (V3 NV_)//H,. Then, we have :

(Vi UVL)//H = Vi //H,.

Proof : We claim that the restriction maps from k[V, UV_] to k[V,] and
k[V_] induces an isomorphism :

RV OV = {(f, o) € RIVA] X R[VZ] such that fy e = [y | -
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Endeed, let fi € k[Vi] such that fiy,~y = fo, v - Let W be a vector
subspace of V' and W, be two vector subspaces of V. such that V =W &
W, ®W_a (V. NV_). We define a function f on V by the formula : f(w +
wy +w_+v) = fi(wy +v)+ fo(w_ +v)— fr(v) for all w € W, wy € Wy
and v € V. NV_. Then, fis regular on V' and the restrictions of f to V, and
V_ are respectively equal to f, and f_. The claim follows easily.

Now, we consider the morphism 6 : H xy, V, — V, U V_ induced
by the action of H on V U V_. Via the comorphism 6* of 6, k[V, U V_] is
identified to a subalgebra of k[H Xy, Vi]. In particular, *(k[V, U V_]7) C
k[H xp, Vi ~ k[V, )"+

It is sufficient to prove that 6* (k[Vy UV_]") = k[H xp, Vi ]". Let f €
k[H xg, Vi]". Let s € V, and h € H such that h-s € V,. Consider
the quotient map, = : V., — V., //H,. If h € H,, then n(s) = n(h - s).
Otherwise, h - s € V, NV_. But H/H, acts trivially on (V. N V_)//H,.
Then, m(s) = n(h-s). Thus, for all s € V. and h € H such that h-s € V,
we have f(1:s) = f(1: h-s). Now, the claim implies that f belongs to
0% (k[V. UV_]"). The lemma follows immediately. O

Examples We begin by fixing some notation. From now on, G denotes the
group k* x SL(2). Let xo denote the character of G defined by xo(t, g) = t for
all t € k* and ¢ € SL(2). Let T be the maximal torus of SL(2) of diagonal
matrices and N(T') be its normalizer.

Let n € Z and d € N. We denote by V; the SL(2)-module of binary
forms of degree d in variables a and b. We define an action of £* on V,; which
commutes to the action of SL(2) by the formula : ¢ - v = t"v for all t € k*
and v € V;. We obtain a G-module denoted by Vy,,.

Let W be a G-module (two specific choices of W will be given below).
Set

X =P(Vap) x P(W @ Vo).

Let 7 : X — P(Vag) and m : X — P(W @ V1) denote the pro-
jection maps. Set Ly = 7f(O(1)) and Ly = m3(O(1)). We linearize L,
and Ly canonically; that is, such that I'(X, Ly)* is G-isomorphic to Vj
and I'(X, Ly)* to W @ Vj,. With the notation of Section 6.1, we have :
Pic(X) = NSY(X) = ZL, ® ZLy ® ZL,,. Let R.y denote the interval
]0; +-00[. Then,

NSE(X)ft =RugLy + Rog Lo + RL,,.
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The decomposition of Vj, in eigenspaces for the action of T is V4 = k.a?> ®
k.ab & k.b?. Denote the elements of X by ([f],[(w,)]) where f € Vo, w € W
and 7 € Vp ;. Consider

To = ([U,b], [(07 1)])

The stabilizer of =y is k* x N(T). We identify, as vector spaces, T, X
with (k.a® ® k.b*) x W, and T, (G - xy) with k.a®> ® k.b?. In particular,
T2y X/T,, (G-10) is isomorphic to W as a vector space. Let p : G — GL(W)
denote the morphism induced by the action of G on W. We denote by
W ® —xo the representation of k* x N(T) given by p : k* x N(T) —
GL(W), (to,t1) — t5'p((to,t1)). Then, we have the following isomorphism
of k* x N(T')-modules :

Too X/T0o (G- 29) =W @ —x0.

Let m and n be positive integers. Let V™" denote the G-module Vﬁm ®
(W & Vp,1)®". Consider the Segre embedding ¢ of X in P(V™"). Let Ly,
be the line bundle O(1) on P(V™") canonically linearized; in particular,
*(Lymn) = mLy +nLy in Pic®(X).

Let us use the notation of Section 1.3 for the action of £* x T" on V™",
For all x € X, the vertices of Conv(st(é,,,(x))) belong to the set :

V = {ma + nf such that o € st(V2y) and § € st(W @ Vp1)}.

Let x; denote the character of k* x T" defined by : x1(t,t;) = ¢; for all
(to,t1) € k* x T'. Then, X*(k* x T') = Zxo ® Zx1. We have : st(iy,,(z0)) =
{nxo}. Moreover, for all g € G, nxo belongs to st(im,(g-p)). One can easily
conclude that a point L; + gLy + 0L,, € NS“(X)} belongs to Q(xp) if and
only if ¢ = 6.

A first choice of W
Set
W=V, 30V, 10V ® V3.

The weights of the action of k* x T on W ® —x, are the crosses on
Figure 1. The meaning of the polytopes N ,, N2, and N 4 on Figure 1 will
be explained later.

Set ¢ = n/m. The set V is represented by crosses on Figure 2 after
dilatation of ratio 1/m.

Set ly = L1 +36(Ly+L,,). Note that [y belongs to (xg). Set [_ = ly—L,,
and Iy = [y + L,,. We denote respectively by Cy the GIT-class of [.. One
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can easily see on Figure 2 that for ¢ = 36 the points 35y and 37, do not
belong to the boundary of a polytope with vertices in V. We conclude that
Cy and C_ are chambers such that X**(Cy) = X®(C.). By similar arguments
one can show that the GIT-class Fj of [y is a face of C'y and C_. Moreover,
the codimension of Fy in C%(X) is equal to one. In particular, we have :
X(C) C X*®(Fy) D X*(C). These inclusions induce a diagram :

X=(C)//a Reu(emyiel

¢ b+

X™(F)//G

Let AV denote the nilcone of W ® —x, for the action of k* x N(T'). Let
(€1,...,€s) be a base of W of eigenvectors for £* x T such that the weight of ¢;
is the cross i on Figure 1. Let (1, ..., xg) denote the dual basis of (€1, ..., €g).
A vector v € W belongs to NV if and only if 0 does not belong to the convex
hull of the weights of v for k* x T'. In particular, the irreducible components
of NV correspond to the maximal convex hulls of weights of k* x T which do
not contain 0. We obtain six irreducible components for . The equations
of these six components are :

Nl,u : .’176:.’177:.’178:0 Nl,d : .1'2:.1'3:.1'4:0
Now 1@y =27 =25=0 Nog i 23 =24=15=0
N37u3$1:$2:$5:$6:$7:0 Ng,d2$1:$2:$3:$5:$620

The convex hull of the weights of the action of £* x T on Ny, N2, and
N3 4 are represented on Figure 1.
Proposition 6.1 shows that :

$1 (m0(0)) 22 N (L) // (K" x N(T)). (4)
In particular,
63 (mo(@0)) = (Naw UN30)™ (Ly,) // (k" x N(T)).

Moreover, by Lemma 6.2, we have (N3, UN54)//N(T) ~ N3,//T. This
implies that ¢7' (mo(x0)) ~ N55,(Ly,)//(k* x T'). In particular, this fiber is a
projective toric variety of dimension one. Then, we have

¢;1(7r0(330)) ~ P!,
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By Isomorphism 4, (N, UN;4)*(L_,,)//(k* x N(T)) is isomorphic to
an irreducible component of ¢_"(my(z¢)). Write k[N, ] = k[zy, ..., z5]. The
vector space k[N ,]" is generated by the monomials z]*---23® such that
ny + -+ -+ ng = ns. Moreover, the weight of such a monomial for £* x 1" is
—2(4ny + 3n + 2n3 + ng)xo- In particular, the quotient N5, (L, )//(k* x T)
is isomorphic to the weighted projective space P(1,2,3,4) and N(T')/T acts
trivially on (N, NN 4)//T. Then, Lemma 6.2 allows us to conclude that
this irreducible component of ¢~" (mo(xp)) is isomorphic to P(1,2,3,4).

Let R>( denote the set of non negative real numbers. If d is a non negative
integer, we denote by Py the set of (ny,ny,n3, ns, ng) € RS, such that :

ny + No + nNg = N + Ng
and  4(ny + ns) + 2ng + 2ng = d.

Then, P, is a convex polytope.
One can easily prove that N33, (L_y,)//(k* x T') is isomorphic to

Proj @ @ k.t oy’ xy® ol xg®

d>0 (nl ,M2,n3,n5 ,ns) ePyNL>

Since the polytopes P, are not simplicial, this toric variety is not a weigh-
ted projective space. Moreover, Isomorphism 4 and Lemma 6.2 imply that
an irreducible component of ¢_*(my(wp)) is isomorphic to this toric variety.

A second choice of W
Set
W=V_10V,® Vs3.

The weights of the action of £* xT" on W ®—x are the crosses on Figure 3.

As in the previous example, we set lo = L1 +36(Lo+ Ly,), o = lop £ L,,.
The GIT-classes of [ are two chambers C1 and the GIT-class of [; is a
maximal face Fy of Cy and C_, too. Let ¢, : X*¥(C,)//G — X*(F,)//G
denote the morphism induced by the inclusion X*(C,) C X*(Fp).

The nilcone N of W ® —y, has four irreducible components. With obvious
notation, the equations of these components are :
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X1 1

Now
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X0

Fic. 3 — Weights of k* x T"in W ® —xp.
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By Proposition 6.1, we have :

61" (mo(20)) = (Naw UN2a)™ (L) /f (K" x N(T)).

Moreover, by Proposition 6.2, the natural map
0 Ny (L) / (k" X T) — (Naw UN2,a)™ (Lyo) // (k" x N(T))

is birational and finite.
The restriction of 8 to (N, N Nag)™ (Ly,)// (k* x T) is the quotient by
the action of N(T")/T. But we have :

k[N ﬁ/\/gyd]T = k[w124, Tow3, 125, T475).

Let a : k[Xy, Xo, X3, Xy| — k[z174, 2213, 7123, £423] be the morphism
defined by a(X;) = z174, @(X2) = zow3, a(X3) = z123 and a(Xy) = x473.
Then, « induces an isomorphism @ from k[X, X,, X3, X4|/(X3X, — X1 X3)
onto k[N, NN 4T

Moreover,

E[Now NN gV D) = a (B[ Xy, Xy, X3+ X4]),

which is strictly contained in k[N5, N N5 4"
In particular, ¢ is not an isomorphism. Since, N33, (Ly,)//(k* x T) is nor-
mal, this implies that ¢3! (m(z¢)) is irreducible but not normal.
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Chapitre 1

Introduction

Donnons pour commencer une idée des motivations lointaines de ce tra-
vail. Posons pour cela une tres jolie question :

Combien de coniques du plan projectif complexe
sont tangentes a 5 coniques données ?

L’histoire de cette question d’apparence tres simple commence en 1848
lorsque Steiner affirme que lorsque les 5 coniques sont en position générale,
la réponse est 7776 (c’est-a-dire 6°). Quelques années plus tard, en 1864,
Chasles le contredit et donne la réponse de 3264. Bien que ce dernier résultat
soit exact, le calcul de Chasles était peu rigoureux et assez mal compris; si
bien que cette question a été revisitée de nombreuses fois a travers les années.
Cependant, il a fallu attendre 1974(!) et un travail de Kleiman (voir [31])
pour obtenir une démonstration complete du résultat de Chasles. On pourra
consulter [32] pour plus d’informations.

La question en dimension trois est : combien de quadriques sont tangentes
a 9 quadriques données? Le nombre 666 841 088 a été avancé par Schubert
en 1870 et justifié rigoureusement seulement en 1980.

L’exemple le plus impressionnant que je connaisse est le suivant. En 1874,
Schubert a affirmé que 5 819 539 783 680 cubiques gauches étaient tan-
gentes a 12 quadriques données en position générale!!! En 1987, S. Kleiman,
S. Stromme et S. Xambo ont esquissé dans [30] une vérification du résultat
de Schubert.

Les trois questions ci-dessus font partie de ce domaine passionnant
des mathématiques qu’est la géométrie énumérative. Plus généralement, on
cherche parmi un ensemble £ d’objets géométriques, combien vérifient des

23
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conditions imposées. Il n’est pas rare que £ soit un espace homogene sous
l'action d’un groupe algébrique (intuitivement, ceci signifie que € est un en-
semble d’objets de méme nature) : par exemple les sous-espaces linéaires de
dimension donnée d’un espace projectif, les quadriques non dégénérées ou
les coniques d’un espace projectif de dimension quelconque... Un aspect du
15eme probleme de Hilbert est alors de donner une base rigoureuse au « cal-
cul de Schubert » sur les espaces homogenes. Ceci est une des motivations qui
ces 20 dernieres années a poussé de nombreux mathématiciens a étudier les
compactifications d’espaces homogenes algébriques. Plus précisément, si on
désigne par G/H l'espace homogene considéré, C. De Concini et C. Procesi
ont défini dans [18] le groupe des conditions C*(G/H) qui explique « l’algebre
des conditions » utilisée implicitement par Chasles et Schubert. De plus, dans
le cas ou G/H est symétrique (i.e. G est réductif et H est I'ensemble des
points fixes d’une involution de G), C. De Concini et C. Procesi déduisent de
I'étude de C*(G/H) une interprétation du « calcul de Schubert » en termes
de limites des anneaux de cohomologies des compactifications équivariantes
de G/H. La description de ces algebres de cohomologies est le sujet de nom-
breux articles (voir par exemple [4, 20, 17, 18, 19, 36]). Malgré tous ces
travaux, des zones d’ombre importantes persistent.

Motivés par ces questions de géométrie énumérative, nous proposons dans
ce travail d’utiliser la Théorie Géométrique des Invariants pour étudier cer-
taines compactifications d’espace homogenes algébriques. Commencons par
préciser le type d’espaces homogenes concernés par cette these.

Soit G' un groupe algébrique réductif et H un sous-groupe algébrique de
G. On appelle plongement de 'espace homogene G/ H, une variété algébrique
normale munie d’une action de G et contenant G/H comme orbite ouverte.
En 1983, dans [38], D. Luna et T. Vust ont jeté les bases d’une théorie
des plongements d’espaces homogenes. Le cas sphérique, c’est-a-dire lors-
qu’un sous-groupe de Borel de G admet une orbite dense dans G/H a depuis
fait I'objet d’une attention particuliere. Des exemples d’espaces homogenes
sphériques sont les variétés de drapeaux, les tores ou encore les espaces
symétriques. Généralisant la théorie des variétés toriques, D. Luna et T. Vust
mais aussi M. Brion, F. Knop et F. Pauer ont développé une théorie par-
ticulierement agréable qui classifie les plongements d’un espace homogene
sphérique donné. Par ailleurs, M. Brion remarque dans 'introduction de [9]
que l'interprétation sus-citée (voir [18]) de C*(G/H) en termes de cohomo-
logie des plongements de G/H est encore valable lorsque G/H est sphérique.
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C’est pour ces raisons que nous nous intéresserons par la suite aux espaces
homogenes sphériques et a leurs compactifications.

Nous pouvons remarquer qu’hormis les variétés toriques et les variétés de
drapeaux, les compactifications projectives d’espaces homogenes sphériques
les mieux comprises sont sans doute celles d’'un groupe semi-simple G vu
comme espace homogene sous ’action de G x G par multiplication a gauche
et a droite (voir [13, 17, 36]). Notre approche pour étudier les compactifica-
tions projectives d’un espace homogene sphérique, G/H consiste a les réaliser
comme quotient sous 'action de H de compactifications de G.

Afin d’appliquer le programme exposé ci-dessus, il convient de définir des
« quotients » d’'une compactification projective X de G sous 'action de H a
droite. Lorsque H est réductif, la Théorie Géométrique des Invariants associe
a chaque fibré en droites ample et G x H-linéarisé £ sur X, un ouvert X%(L)
qui admet un quotient catégorique X*(L)//H sous 'action de {1} x H.
De plus, le morphisme quotient 7 : X*(L) — X*(L)//H est alors G-
équivariant. Si maintenant H n’est pas réductif, en utilisant des résultats
exposés dans [24], on peut faire la méme construction que si H est réductif
et définir X*°(L), X%(L)//H et 7. Ainsi, contrairement a ce que 1’on pourrait
penser, il n’est pas a priori nécessaire de supposer que H est réductif pour
donner un sens au programme propose.

Nous pouvons maintenant préciser les objectifs de cette these. Partant
d’un plongement projectif Y de G/H, on se propose de construire une com-
pactification X de G munie d’un fibré en droites £ ample et G x H-linéarisé
telle que la G-variété quotient X*5(L)//H soit isomorphe a Y.

La premiere question que l’'on se pose est : pour quels plongements Y
existent-ils X et £ tels que X*(L£)//H =Y 7 Nous répondons a cette question
par le
Théoreme Soit G un groupe réductif et H un sous-groupe sphérique de G.
On suppose que l'action de G sur G/H a un noyau fini. Soit Y un plongement
projectif de G/H. Alors, les deuz conditions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe un plongement projectif X de G et un fibré en droites ample
et G x H-linéarisé L sur X tels que

Y = X®(L)//H.

(1) Pour tout diviseur premier D stable par G de Y, la valuation vp du
corps k(G/H) s’étend en une valuation G x G-invariante de k(QG).
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La démonstration de ce théoreme s’inspire fortement d’un travail de
E. Renner (voir [42]) qui, utilisant des méthodes de monoides algébriques,
propose, sous certaines hypotheéses une construction pour X et L. Cepen-
dant, I’étude d’exemples montre qu’il manque des hypotheses au théoreme
principal de cet article. Remarquons par ailleurs que le théoreme ci-dessus
était déja connu lorsque G est adjoint, H est un sous-groupe symétrique de G
et Y est le plongement magnifique (voir [17] pour une définition de ce plon-
gement) de G/H. En effet, S. Kannan a montré dans [28] que dans ce cas, il
existe sur le plongement magnifique X de G un fibré en droites £ ample et
G x H-linéarisé tel que X*(L)//H soit le plongement magnifique de G/H.

L’étude de quelques exemples (voir la section 7.5) montre que les quo-
tients donnés par la démonstration du théoreme précédent (c’est-a-dire par la
construction de E. Renner) sont rarement des quotients géométriques, c’est-
a-dire que les fibres du morphisme quotient 7 : X*(L£) — Y ne sont pas en
général des orbites de {1} x H. On se pose alors la question suivante : étant
donné Y un plongement projectif de G/H vérifiant le théoreme précédent,
peut-on trouver X et L tels que Y soit le quotient géométrique de X*(L)?

De nombreux articles (voir [29, 46, 2, 27, 1, 3, 45]) traitent du cas ou
G est un tore. Ainsi, diverses approches parmi lesquelles figure la Théorie
Géométrique des Invariants, ont été explorés pour définir des « quotients »
d’une variété torique sous l'action d'un sous-tore du grand tore. Ces travaux
révelent de sérieuses difficultés dans le cas torique.

A I’opposé des tores parmi les espaces homogenes sphériques figurent les
espaces homogenes sobres (voir la section 2.3) pour lesquels Aut®(G/H) est
fini. C’est pour les plongements toroidaux (voir 2.5) de ces espaces homogenes
que nous avons répondu a la question précédente par le
Théoréeme Soit G un groupe semi-simple et G/H un espace homogéne
sphérique sobre. Soit Y un plongement projectif et toroidal de G/H.

Si toute valuation G-invariante de k(G/H) s’étend en une valuation
G x G-invariante de k(G) alors :

il existe un plongement X de G x G/AG projectif, toroidal et muni d’un
fibré en droites ample et G X H-linéarisé L tel que le quotient,

m: X¥(L) — X®(L)//H
de X par {1} x H associé a L vérifie :

(i) X*(L)/[/H =Y,
(i) Vo € X¥(L) 7' (r(2)) = ({1} x H).z,



o7
(1ii) 7 est surjective.

Dans le premier chapitre, nous exposons les définitions et les résultats
préliminaires dont nous aurons besoin par la suite. En particulier, nous in-
troduisons les définitions et les théoremes qui classifient les plongements d’un
espace homogene sphérique donné. Nous décrivons aussi la géométrie locale
de ces plongements. Nous étudions la classe des plongements « toroidaux »
(ou sans couleur) qui joue un role privilégié dans la théorie et dans notre tra-
vail. Nous portons ensuite notre attention sur les plongements quasi-projectifs
et étudions les polyedres moments associés a des fibrés en droites amples et
G-linéarisés. Nous donnons aussi les principales propriétés du graphe I'(G/H)
dont les sommets sont les orbites d’un sous-groupe de Borel de G dans G/H.
Pour finir ce chapitre, nous montrons deux résultats sur les diviseurs d’un
espace homogene. Ces derniers nous seront utiles lorsque nous voudrons cal-
culer le lieu des zéros de sections de fibrés en droites sur les plongements de
G.

Les quotients de compactifications d’un groupe G par un sous-groupe
sphérique H sont définis par des algebres d’éléments H-invariants dans cer-
taines G-algebres. Nous nous attachons donc dans le deuxieme chapitre a
décrire I’ensemble des G-modules simples qui contiennent un invariant de H
ou plus généralement, un vecteur propre de poids donné pour H. Nous ap-
pliquons ce résultat a la description de polyedres moments de plongements
de G/H.

Comme il est bien évident que 1’espace homogene sphérique G (sous l'ac-
tion de G x G par multiplication a gauche et & droite) joue un role central
dans notre travail, nous rassemblons dans le chapitre 3 des résultats utiles le
concernant.

Le chapitre 4 n’a pas de raison d’etre lorsque H est réductif. En effet,
nous y exposons la construction de la Théorie Géométrique des Invariants
pour 'action d’un sous-groupe sphérique d’un groupe réductif.

Dans le cinquieme chapitre, nous montrons le premier résultat significa-
tif de ce travail en répondant a la question : quels plongements projectifs
d’un espace homogene sphérique donné G/H peuvent-ils étre réalisés comme
quotient de plongements projectifs de G'7

Dans les chapitres six a huit, nous changeons de point de vue. Plus
précisément, on se donne un plongement X de G et un fibré en droites £
ample et G x H-linéarisé sur X. On étudie alors le quotient 7 : X*(L) —
X®(L)//H associé. Dans le chapitre 6, nous décrivons un polytope moment
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P(X, £)" de la G-variété X**(L)//H. Nous donnons ensuite un critére pour
que X*(L)//H soit un plongement de G/H. Nous expliquons aussi comment
on peut lire quelques propriétés du morphisme 7 sur le polytope moment de
X associé & L et sur P(X, £)¥. Dans le chapitre 7, on se donne un plon-
gement toroidal X de G et un sous-groupe de Borel B de GG. On s’intéresse
alors aux diviseurs stables par B x H dans X. Fort des résultats du cha-
pitre 7, dans le huitieme nous pouvons calculer le lieu des zéros de sections
B x H-équivariantes d’un fibré £ sur X et obtenir sous certaines hypotheses
un critére pour que 7 soit un quotient géométrique (voir la proposition 9.3.1).

Dans le chapitre 9, nous montrons que si un plongement projectif sans
couleur Y d’un espace homogene sphérique sobre peut étre obtenu comme
quotient d'un plongement de G, alors il est le quotient géométrique d’un plon-
gement de GG. Pour cela nous commencons par expliquer notre construction
sur quelques exemples, nous traitons ensuite le cas o Y est le plongement ca-
nonique de G/ H, puis montrons le théoreme. Nous utilisons aussi ce théoreme
pour décrire les isotropies dans G des points de Y.

Dans un dernier chapitre, nous nous intéressons aux adhérences des or-
bites de B x H dans un plongement toroidal de G.

Dans une annexe, nous expliquons sur un exemple qui nous est utile dans
notre travail, comment on peut calculer les différents objets considérés dans
la théorie des plongements d’'un espace homogene sphérique.



Chapitre 2

Généralités sur les variétés
sphériques

2.1 Introduction

Fixons un corps de base k algébriquement clos et de caractéristique nulle.
Soit G un groupe algébrique réductif connexe. On appelle G-variété, une
variété algébrique munie d’une action algébrique de G. On dira qu’une G-
variété normale est sphérique si elle contient une orbite dense d’un sous-
groupe de Borel de GG. On dira qu’un sous-groupe H de G est sphérique si
I'espace homogene G/ H est sphérique. On se donne H un tel sous-groupe de
G.

On appelle plongement de 1'espace homogene G/H, un couple (X, z) ou
X est une G-variété normale et x un point de X dont l'orbite par G est
ouverte et dont le stabilisateur dans G' est H. On dira que x est le point
base du plongement. La théorie de Luna-Vust (voir [38]) des plongements
d’espaces homogenes est particulierement développée dans le cas sphérique.
Les principales références sont [16, 33, 10, 11, 14, 9]. L’essentiel des résultats
de cette théorie sont également exposés dans le cours de M. Brion, [12].

Nous commencons par rappeler quelques résultats de la théorie des plon-
gements des espaces homogenes sphériques et énoncons un théoreme qui
décrit la structure locale d’une variété sphérique. Nous nous intéressons aussi
aux polytopes moments des variétés sphériques projectives. Nous rappelons
aussi quelques résultats concernant ’action d’un sous-groupe de Borel de G
dans un espace homogene sphérique GG/ H. Pour finir cette section, nous nous

29
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intéressons aux diviseurs d’un espace homogene.

2.2 Plongements d’un espace homogene
sphérique donné

2.2.1 — Soit G un groupe réductif connexe et H un sous-groupe sphérique
de G. Nous commencons par définir la notion de rang de ’espace homogene
G/H.

Fixons un sous-groupe de Borel B de G tel que BH est dense dans G.
On dira que B est opposé a H.

Considérons le corps des fractions k(G/H) de G/H. On note k(G /H)®
I'ensemble des fonctions rationnelles sur G/H qui sont propres pour ’action
de B. Si T est un groupe algébrique, on note X (I") le groupe Hom(T', k*) de
ses caracteres multiplicatifs. Considérons alors :

¢ : k(G/H)P) — X(B),

qui & une fonction de k(G/H)P) associe son poids pour I’action de B. Re-
marquons que I'image de ¢ est incluse dans :

X(B)PM .= {y € X(B) : ypy = 1}.
Inversement, si v appartient & X' (B)B"2 | la formule :
fOH/H) =~ Vb € B,

définit une fonction réguliere sur BH/H ~ B/(B N H), vecteur propre de B
de poids y. Comme BH/H est dense dans G, on en déduit que I'image de
¢ est X(B)BM, De plus, le noyau de ¢ est réduit aux fonctions constantes
non nulles sur G/H. Ainsi, on a la suite exacte courte :

0 —— k" — k(G/H)® L x(B)P™M —— .
Le rang du groupe X (B)P®™ est appelé le rang de G/ H et noté rg(G/H).

Exemple. Soit G un groupe réductif et B un sous-groupe de Borel de G.
Choisissons T un tore maximal de G inclus dans B, et B~ le sous-groupe de
Borel de G opposé a B et contenant 7. Alors, B~ B/B est dense dans G/B
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qui est donc un espace homogene sphérique. De plus, comme BN B~ =T, le
rang de G/ B est nul. Plus généralement (voir [12]), on montre qu’un espace
homogene sphérique est complet si et seulement si son rang est 0.

2.2.2 — Un diviseur premier stable par B dans G/H est appelé une
couleur de G/H. On pose alors :

D(G/H) := {couleurs de G/H}.

Exemple. Considérons a nouveau ’espace homogene G/ B. Soit T et B~
comme dans 'exemple ci-dessus. Considérons W := N(T)/T, le groupe de
Weyl de T'. Soit X ’ensemble des racines simples de (B,T). Si € X, on
note s, la réflection simple de W associée a «. Alors, la décomposition de
Bruhat montre que D(G/B) = {B~s,B/B : a € X}.

2.2.3 — Soit v une valuation du corps k(G/H) triviale sur & et a valeurs
dans Z. Alors, la restriction de v & k(G/H)P) passe au quotient en une
application 7 : X (B)?"™ — Z. On obtient ainsi le diagramme commutatif
suivant :

v

k(G/H)P) 7

X(B)BOH

Notons V(G/H) 'ensemble des valuations normalisées et G-invariantes du
corps k(G/H). Il est alors montré dans [33] ou dans [12] que I’application v —
7 induit une injection de V(G/H) dans Hom(X (B)Z"" Q). On considere
alors le cone convexe CV(G/H) de Hom(X (B)®™" Q) engendré par 'image
de V(G/H).

Soit D est un élément de D(G/H) et f une fonction de k(G/H). On
notera vp(f) Pordre de f le long de D (c’est-a-dire que si f s’annule le long
de D, vp(f) est Pordre du zéro, si D est un pole de f, vp(f) est 'opposé de
l'odre de ce pole et vp(f) vaut zéro sinon). Le diviseur D est alors le centre
dans G/H de la valuation vp.

2.2.4 — On se donne maintenant un plongement, (X, z) de G/H. On dit
que X est simple s’il contient une unique orbite fermée de G.
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Soit O une orbite de G dans X. L’ensemble
Xo :={z € X : G.x contient O}

est ouvert dans X (en effet, X ne contient qu'un nombre fini d’orbites de G).
De plus, X contient O comme unique orbite fermée. Ainsi, X est recouvert
par des plongements simples.

Rappelons la théorie de Luna-Vust des plongements simples de 1’espace
homogene G/H. Fixons O une orbite de G dans X et intéressons nous a Xo.
On considere 1’ensemble :

D(X,0):={D € D(G/H) : O est inclus dans I’adhérence de D}.

Les éléments de D(X, O) sont appelés les couleurs du plongement X ou de
I'orbite O.

On considere également le cone convexe CV(X, O) de Hom(X (B)*™ Q)
engendré par les valuations de V(G/H) qui ont un centre dans Xp. On dira
que CV(X, O) est le cine des valuations du plongement Xo.

On note C(X,0) le cone convexe de Hom(X(B)?™" Q) engendré par
CV(X,0) et les Up (avec les notations du paragraphe précédent) pour D
dans D(X, O).

Nous donnons une derniere définition avant d’énoncer le théoreme de
classification des plongements simples de G/H.

Définition. Soit C un cone convexe saillant dans Hom (X (B)?™" Q) et D
une partie de D(G/H). Le couple (C, D) est appelé cone colorié si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
— Le cone convexe C est engendré par les 7 pour D € D et un nombre
fini d’éléments de CV(G/H).
— L’intérieur relatif de C rencontre CV(G/H).

On a alors le

Théoréme 1 L’application (X, z) — (C(X,0),D(X,0)) (ot O est l'orbite
fermée de G dans X ) définit une bijection des classes d’isomorphisme de
plongements simples de G/H, sur les cones coloriés.

2.2.5 — Revenons a la situation d’un plongement X non nécessairement
simple de G/H. 1l s’agit alors de comprendre comment se comportent les
couples (C(X, 0),D(X, 0)) lorsque O parcourt ’ensemble des orbites de G
dans X. Ceci conduit a la définition suivante :
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Définition. Une face coloriée d’un cone colorié (C,D) est un cone colorié
(C',D') tel que C' est une face de C, et tel que D' ={D €D : v € C'}.

On a alors la

Proposition 2.2.1 Soit X un plongement simple de G/H dont l'orbite
fermée est Oy. Alors, Uapplication O — (C(X, O), D(X, O)) est une bijection
de l’ensemble des orbites de G dans X, sur l’ensemble des faces coloriées de

(C(X7 00)7 D(X, 00))
On pose alors la

Définition. Un éventail colorié est un ensemble F de cones coloriés qui
vérifie les conditions suivantes :

(i) Toute face coloriée d’un cone colorié de F appartient a F.

(ii) Pour tout v € CV(G/H) il existe au plus un cone colorié de F contenant
v dans son intérieur relatif.

Soit (X, z) un plongement de G/H. Posons :
F(X):= {(C(X, 0),D(X, (’))) : O est une orbite de G dans X} :

Théoréme 2 L’application (X, z) — F(X) est une bijection de [’ensemble
des classes d’isomorphismes de plongements de G/H, sur l’ensemble des
éventails coloriés.

2.3 Espaces homogenes sphériques sobres

La proposition 4.4.1 de [12] est la :

Proposition 2.3.1 Pour tout espace homogéene sphérique G/H, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) Le groupe H est d’indice fini dans son normalisateur.
(ii) Le cone CV(G/H) est saillant.
(ii1) Il existe un plongement complet simple de G/H.

L’espace homogéne G/H sera dit sobre s’il vérifie ces conditions.
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On note Ng(H) le normalisateur de H. Le théoreme 4.3 de [12] montre
que le groupe Ng(H)/H est diagonalisable. Ainsi, tout espace homogene
sphérique se fibre sur un espace homogene sphérique sobre avec un tore
comme fibre. Ceci explique le role particulier que jouent les espaces ho-
mogenes sphériques sobres dans la théorie.

Soit G/H un espace homogene sphérique sobre. Le théoreme 1 montre
qu’il existe un unique plongement simple Y de G/H d’orbite fermée O tel
que D(Y, O) est vide et C(Y,0) = CV(G/H). On dira que Y est le plonge-
ment canonique de G /H. La proposition suivante affirme alors que Y est un
plongement complet simple privilégié de G/H.

Proposition 2.3.2 Soit G/H un espace homogéne sphérique sobre et Y son
plongement canonique. Alors, on a :

(i) La variété Y est projective.

(ii) Pour tout plongement X de G/H qui est simple et complet il existe un
morphisme G-équivariant, ¢ : Y — X.

2.4 Structure locale des variétés sphériques

Soit X une variété sphérique et O une orbite de G dans X. On peut
montrer que O est sphérique; on note alors O% l'orbite ouverte de B dans
O. L’ensemble

Xop:={r€ X : B.x contient O}

est un ouvert affine stable par B dans X qui contient Op comme unique
orbite fermée de B. On a en fait plusieurs caractérisations équivalentes de
X(’),B .

Proposition 2.4.1

(i) Le complémentaire de Xo p dans Xo est la réunion des adhérences des
D € D(G/H) qui ne contiennent pas O.

(i) L’ouvert Xo p est lintersection de tous les ouverts stables par B qui
rencontrent O.

Preuve : La premiere assertion découle de la proposition 2.2 de [12].
Pour la seconde, il s’agit de montrer que X g est inclus dans tout ouvert U
de X, stable par B et qui rencontre . Mais ceci découle de fait que O%
est I'unique orbite fermée de B dans Xo p et que OF est inclus dans U.



65

Posons :

Po = {9eG : gXop=Xon}
= {9€G : VDeDG/H)-D(X,0) ¢.D=D}.

Alors, Po est un sous-groupe parabolique de G contenant B. Notons P le
radical unipotent de Pp. On peut alors décrire la structure de Xp 5 (voir
[12], théoreme 2.3) en termes d’une variété sphérique affine « plus petite »
que X.

Théoreme 3 Awvec les notations précédentes, il existe un sous-groupe de Levi
L de Py et une sous-variété S fermée dans Xo p qui vérifient :

(i) S contient le point base de X,

(ii) S est stable par L, et
(1i1) Uapplication

Pg xS — XO,B
(g,2) = g
est un isomorphisme Po— équivariant.

De plus, S est une L-variété sphérique affine, et SN O est une unique orbite
de L fizée point par point par le sous-groupe dérivé de L.

Remarque : La variété S est entierement déterminée par L. En effet, S est
I’adhérence dans X p de 'orbite par L du point base de X.

2.5 Sur les plongements sans couleur de G/H

2.5.1 — Soit X un plongement de G/H. On dira qu’une orbite O de G
dans X est sans couleur si 'ensemble D(X, Q) est vide. On dira que X est
sans couleur si toute orbite de G dans X est sans couleur.

Soit O une orbite sans couleur de G dans X. Alors, on a :

Po = Pg/m
= {9y€G : VDeDG/H) ¢.D=D}.

Dans le cas d’un plongement sans couleur, le théoreme 3 prend une forme
plus agréable :
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Corollaire 2.5.1 Reprenons les notations du théoréeme 3 et supposons que
O est sans couleur. Alors, la sous-variété S du théoreme 3 vérifie :

(i) Le groupe dérivé de L agit trivialement sur S. En particulier, S est une
variété torique pour un quotient de L/[L; L].

(i) Toute orbite de G dans Xo intersecte transversalement S en une orbite

de L.

En particulier, si on note [L; L] le sous-groupe dérivé de L, on a :
PoyuNMH=LNHDIL; L]

Le corollaire 2.5.1 montre que la structure locale des orbites de G dans
Xp est « la méme » que celle des orbites du quotient de L par son groupe
dérivé dans S : on dit quelquefois qu'une variété sphérique sans couleur est
toroidale. Ces variétés ont bon nombre de propriétés particulieres. On en
rappelle ici quelques-unes.

2.5.2 — La premiere assertion de la proposition 2.4.2 de [12] est la

Proposition 2.5.1 Soit X un plongement de G/H. Alors, il existe un plon-
gement sans couleur X de G/H et un morphisme G-équivariant birationnel
projectif (et donc surjectif) m : X — X.

La proposition 2.5.1 montre la place importante que tiennent les plonge-

ments sans couleur de G/H parmi tous les plongements. Elle justifie le fait
qu’on leur porte une attention particuliere (voir le théoréme 7).

2.5.3 — Il est montré dans [15] ou [12] la

Proposition 2.5.2 [l existe au moins un sous-groupe de Levi Lg/n de Pg/g
remplissant les deux conditions suivantes :

(i) Si on note [Lg u; Layu) le sous-groupe dérivé de Lgy, alors :
Po/u N H = Lg/y N H 2 [La/u; La/u)-

(ii) Soit C le centre conneze de L. Alors, pour tout plongement (X, x)
de G/H, Uensemble Pg/y.C.w (ou C.x est Uadhérence de C.x dans X))
contient un ouvert de toute orbite de G' dans X.

Les sous-groupes de Levi L, de la proposition 2.5.2 vérifient le corollaire
2.5.1 pour tout plongement simple et sans couleur Xy. De tels sous-groupes
de Levi de Pg/p seront dit adaptés a G/H.



67

2.5.4 — Une propriété particuliere et bien agréable des orbites sans cou-
leur de G dans un plongement de G/H est la

Proposition 2.5.3 Soit X un plongement de G/H et O une orbite de G
sans couleur dans X. Soit Op l'orbite ouverte de B dans O.
Alors, on a :

Py ={9€ G : g.05 C Og}.

Preuve : Commencons par remarquer qu’il existe un plongement
simple sans couleur et contenant X dont 'orbite fermée Z est projective.
Ceci résulte par exemple du théoreme 1. Ainsi, on peut supposer que X
contient une orbite projective sans couleur Z. Comme Z est sans couleur,
Po/n = Stabg(Xyz ), ot Stabg désigne le stabilisateur dans G. Mais alors,
Po/n C Stabg(Xzp N O) = Stabg(OF). Par ailleurs, Stabg(Xzp N O) C
Staba(Xzp N O) C Stabg(Xz5 N Z) = Stabg(Zy). Or le corollaire 2.5.1
montre que P" se plonge comme ouvert dans Z. On en déduit que le stabili-
sateur de Z N S est un sous-groupe parabolique opposé a Pg/y. Mais alors,
Stabg(Z3) = Po/u. La proposition en découle. d

2.5.5— Soit Lg/g un sous-groupe de Levi de Py g adapté a G/H et
Ca/m = C son centre connexe. Alors, comme le sous-groupe dérivé de Lg,g
est inclus dans H, le groupe X (B)5" g’identifie a X(C)“" = X (C/CNH).
En particulier, ’ensemble X, (C/C N H) des sous-groupes a un parametre de
C/C N H s’injecte canoniquement dans Hom(X' (B)?™" Q). La proposition
suivante est tirée de [15].

Proposition 2.5.4 Soit (X, z) un plongement de G/H et O une orbite sans
couleur de G dans X. Soit A € X.(C/C N H). Alors, se valent :

(i) limy_o A(t).x existe et appartient a ['orbite ouverte de B dans O.

(i) —X appartient & 'intérieur relatif de C(X, O).

2.5.6 — Si O est une orbite de G dans X, alors O est un espace homogene
sphérique. En particulier, on a défini rg(O). On a alors le

Lemme 2.5.1 Soit X un plongement sans couleur de G/H et O une orbite
de G dans X. Alors, on a :

rg(X) —rg(0) = dim(X) — dim(0O),

ot dim(X) (resp. dim(O)) est la dimension de X (resp. O).
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Preuve : Le lemme étant vrai pour les variétés toriques, il est une
conséquence directe du corollaire 2.5.1. U

2.6 Sur les polytopes moments d’une variété
sphérique

2.6.1 — Si I est un groupe abélien, on notera I'g le produit tensoriel sur
Z de T par Q. Notons PT I’ensemble des poids dominants de (G, B). Si 7
appartient a P*, on note V, le G-module simple de plus haut poids v pour
B.

Soit X un plongement quasi-projectif de G/H et B un sous-groupe de
Borel opposé a H. On fixe un fibré en droites, £ ample et G-linéarisé sur
X. Pour tout entier n strictement positif, I'espace vectoriel I'(X, £%") des
sections de £%" est un G-module rationnel. On considere alors :

P(X,L):={pe X(B)g : In>0,npe P V,, > T(X, L)},

ou V,, — T'(X,L®") signifie que le G-module V},, s’injecte de maniere
équivariante dans I'(X, £&").

Dans un espace vectoriel rationnel, I’enveloppe convexe d’un nombre fini
de points est appelée un polytope; une partie définie par un nombre fini
d’inéquations linéaires est appelée polyedre. En particulier, un polytope est
un polyedre borné. On peut alors énoncer la (voir [12];1.2)

Proposition 2.6.1 L’ensemble P(X, L) est un polyédre convere dans
X(B)g qui engendre un espace affine de direction X(B)§™. Si de plus X
est projective, P(X, L) est un polytope.

On appelle P(X, £) le polyedre moment (resp. polytope moment si X est
projective) de X associé a L.
Si X’ est un ouvert ou un fermé stable par G de X, on pose :

P(XI, L) = P(XI, £|X’)

On montre alors la
Proposition 2.6.2

(i) Si O est une orbite de G dans X, P(O, L) est une face de P(X,L).
Une telle face sera dite orbitale.
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(11) Si X" est un ouvert stable par G dans X alors P(X, L) est inclus dans
P(X',L).
(111) De plus,

=(P(Xz, L
ou l'intersection porte sur les orbites fermées Z de G dans X.

Preuve : Pour la premiere assertion nous renvoyons a la proposition 5.3.2
de [12].

La restriction de X a X' des sections d’un fibré étant injective, la seconde
assertion est évidente.

Concernant la derniere assertion, il suffit de montrer que 'intersection des
P (X4, £) est incluse dans P(X, £). Fixons un point p dans cette intersection.
Alors, il existe un entier n tel que pour toute orbite fermée Z de G dans X, le
fibré £" admet une section o réguliere sur X, de poids np pour B. Soit y
dans l'orbite ouverte de B dans X. Quitte a changer les o7 par des multiples,
on peut supposer que oz(y) = oz (y) pour tout couple (Z,Z") d’orbites
fermées. Comme les X, recouvrent X et les o coincident sur 'ouvert B.y,
on peut définir :

L

c: X —
r Oz(l') Si.Z'EXz.

Alors, o est une section de £%" sur X de poids np pour B et p appartient &
P(X,L). 0

2.6.2 — Afin de donner une premiere description de P(X, £), nous intro-
duisons quelques notations supplémentaires.

Soit V(X) 'ensemble des valuations normalisées et G-invariantes du corps
k(G/H) qui ont un centre de codimension 1 dans X. Si v € V(X), on note
X, le centre de v.

Soit 0, une section de £ de poids v(o,) pour B. Alors, le diviseur de o

s’écrit :
div(o,) Z n, X, + Z npD,

vev(X DeD(G/H)

ou les n, et les np sont des entiers positifs ou nuls. La proposition 5.3.1 de
[12] est alors :

Proposition 2.6.3 Avec les notations précédentes, P(X, L) est ’ensemble
des y(0o) +p ot p € X(B)G™M vérifiant les deux conditions :
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(i) <v,p>+n, >0 Vv e V(X).
(i) <Vp,p>+np >0 VD € D(G/H).
2.6.3 — On suppose désormais que X est projective. Dans ce paragraphe,

on se donne une face F de P(X, £).
Soit p un point dans l'intérieur relatif de F. Posons

—p+P(X,L):={-p+tq:qeP(X, L)}

Alors, la proposition 2.6.1 montre que —p+P (X, £) est inclus dans X (B)§".
De plus, son cone dual, (—p+P(X, L))" dans Hom (X (B)?™ Q) ne dépend
que de F. On appelle ce cone le cone dual de P(X, L) vu de F et on le note :

C(F) := (—p+P(X, L))"

Soit n un entier strictement positif et o une section de £®" de poids np
pour 'action de B. On pose :

X, ={x e X : o(x)#0}.

Il est prouvé dans [12](5.3) que X, ne dépend en fait que de F; on pose
X := X,. De plus, Xy est un ouvert affine stable par B. Enfin, il existe une
unique orbite minimale de G qui rencontre Xg, on la notera O(F).
Proposition 2.6.4 Avec les notations ci-dessus, on a :

(i) Si Oy et Oy sont deux orbites de G dans X, alors :

P(ON0Oy, L) =P(O,L)NP(0,, L).

(ii) P(O(F), L) est la face orbitale minimale de P (X, L) qui contient F.

(iii) Soit p € P(X, L), n un entier strictement positif et o une section de
L2 de poids np pour B. Alors, p € F si et seulement si Xg C X,.

(iv) Si F =P(O,L), pour une orbite O de G dans X, alors :
OF)=0 Xp=Xop e C(F)=C(X,0).

(v) L’application O +— P(O,L) est une bijection de l’ensemble des or-
bites de G dans X, sur l'ensemble des faces F de P(X, L) telles que
Vintérieur relatif du cone C(F) rencontre CV(G/H).
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Preuve : La proposition 2.6.2 appliquée & O; N O inclus dans les variétés
sphériques O; et Oy montre que :

P(O,N 0O, L) CP(O,L)NP(0,, L).

Pour montrer l'inclusion inverse, fixons p dans le membre de droite. Soit n
un entier positif et o une section de £%" de poids np pour B. Considérons

X, ={xe X : o(x)#0}.

D’apres [12] paragraphe 5.3, il existe une orbite O de G' dans X telle que
G.X, = Xp. Comme p appartient & P(0;, L) pour i = 1,2, O est incluse
dans O; N O,. Alors, p appartient & P(O, N Oy, L) et la premiére assertion
est démontrée.

La seconde assertion découle immeédiatement de la premiere. Evidement,
Xr C X, est équivalent & {r € X : o(x) =0} C X — Xp. Mais alors, la
troisieme assertion découle aisément de la proposition 2.6.3.

Les deux dernieres assertions sont la proposition 5.3.2 de [12]. U

Remarque : L’assertion (iv) de la proposition dit en particulier qu’une
face F de P(X, L) est orbitale si et seulement si l'intérieur relatif de C(F)
rencontre CV(G/H).

2.7 Sur l’action de B sur G/H
2.7.1 — Considérons
B(G/H) := {sous-variétés irréductibles de G/H stables par B}.

En fait, 'ensemble B(G/H) est fini et chaque élément V' de B(G/H) contient
une unique orbite ouverte de B, que l'on note V°.

Si V € B(G/H), on note k(V)#) le groupe des fonctions rationnelles sur
V propres pour I’action de B. Alors, le groupe abélien k(V)(P)/k* est de
type fini. Généralisant la définition de rg(G/H), on définit le rang de V' par
la formule :

rg(V) = rang(k(V)(B)/k*).

On s’intéresse a l’action sur B(G/H ) des sous-groupes paraboliques conte-
nant B. Fixons 7" un tore maximal de B. Soit « une racine simple de (B, T).
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Considérons P, le sous-groupe parabolique minimal de GG contenant B as-
socié a a. Soit V et V' dans B(G/H). SiV # V' et P,V =V’ on dira que «
monte V' sur V'. On considere alors :

fV,a : PaXBV—)Pa/B

le fibré de base P,/B (i.e. la droite projective) et de fibre V. L’application
P, xV — V' (p,v) — pv induit un morphisme surjectif :

My, P, XBV—>V,.

Comme P,V° est une orbite de P, de dimension un de plus que V', le mor-
phisme 7y, se restreint en un morphisme fini P, xp V° — F,V°; notons
d(V, @) le degré de cette restriction.

Considérons alors le diagramme commutatif suivant :

Pa X B V
TV,«
(p,v)—(pB/B,pv)
! S 1!
Pa/B xV BBy V.

La fleche verticale est en fait une immersion fermée.
Pour décrire I’ensemble des orbites de B dans P,V °, fixons v € V°. Alors

P,V° = P,v et on a les bijections canoniques suivantes :
{orbites de B dans P,V°} = { orbites de P, dans P,/B x P,V°}
= { orbites de (P,), dans P,/B},
ou (P,), est le stabilisateur dans P, de v.
Par ailleurs, I’action de (P,), sur P,/B induit un morphisme

¢ (Pa)y — Aut(P./B) ~ PSL(2).

De plus, comme (P,V°)/B est fini, 'image Im¢ de ¢ est un sous-groupe
sphérique de PSL(2). On distingue alors 3 cas, suivant l'image de ¢ :
— Im¢ est un tore maximal de PSL(2). On dit alors que (V, «) est de type
T.
— Im¢ est le normalisateur d’un tore maximal de PSL(2). On dit alors
que (V, ) est de type N(T).
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— Im¢ contient un sous-groupe unipotent maximal de PSL(2). On dit
alors que (V) «) est de type U.
On obtient alors :
— Type T': P,V° =V°UV"UV? avec V_ € B(G/H) de méme dimension
que V et d(V,a) = 1. De plus, rg(V)=rg(V_)=rg(V’) — 1.
— Type N(T') : P,V° =V°UV" et d(V,a) = 2. De plus, rg(V)=rg(V')—1.
— Type U : P,V° =V°UV"” et d(V,a) = 1. De plus, rg(V)=rg(V’).

2.7.2 — On construit alors un graphe orienté I'(G/H) comme suit :

Définition. Les sommets de I'(G/H) sont les éléments de B(G/H). Deux
sommets V' et V' sont reliés par une aréte indexée par « si &« monte V' sur V.
De plus, cette aréte est simple (resp. double) si le degré de 7y, est 1 (resp.
2).

D’aprés ce qui précede, tout graphe I'(G/H) est construit a partir des
trois « briques » élémentaires suivantes :

o

Type T Type N(T) Type U
F1a. 2.1 — Briques élémentaires de ['(G/H).

On montre alors facilement la

Proposition 2.7.1 Avec les notations introduites ci-dessus, on a :

(i) Le graphe T'(G/H) est connexe. Plus précisement, pour tout V €
B(G/H) différente de G/H, il existe une racine simple qui monte V.

(i1) Soit o, 5 deuz racines simples et V,V' € B(G/H). Si a monte V' sur
V' et B monte V' alors a # 3.

La proposition suivante de M. Brion (voir [8]) décrit les arétes possibles
entre deux sommets fixés.

Proposition 2.7.2 Soit V,V' € B(G/H). On suppose qu’il existe deuz ra-
cines distinctes a et [ qui montent V' sur V'. Alors, soit (V,«a) et (V,p)
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sont tous deux de type T, soit ils sont tous deuzx de type U et o et 3 sont
orthogonales.

Nous utiliserons la définition suivante :

Définition Soit V,V' € B(G/H) et w € W. On dit que w monte V' sur V'
si le morphisme :
Tvw @ BwB xgV — V',

est surjectif et génériquement fini. On notera alors, d(V, w) le degré de my,,.

Remarquons que si « est une racine simple et s, € W la réflection simple
correspondante, alors o monte V' sur V' si et seulement si s, monte V' sur
V'. De plus, dans ce cas on a : d(V,«) = d(V, sa).

2.7.3 — Pour construire le graphe I'(G/H), nous avons choisi un sous-
groupe de Borel B de G et un tore maximal 7" inclus dans B. Dans ce
paragraphe, nous adoptons un point de vue intrinseque sur cette construction
et montrons que I'(G/H) ne dépend (comme la notation le laisse entendre)
que de 'espace homogene G/H.

Considérons 'espace homogene B des sous-groupes de Borel de G. Alors,
le groupe G agit diagonalement sur B x G/H et B(G/H) s’identifie cano-
niquement a l’ensemble des sous-variétés de B x G/H qui sont stables par
G.

Identifions a présent A a ’ensemble des classes de conjugaisons de sous-
groupes paraboliques minimaux de G. Avec les notations des paragraphes
précédents, si a € A, P, est alors un représentant de a. A tout élément «
de A, correspond un espace homogene complet que I’on note P,. Comme un
sous-groupe de Borel de G n’a qu’un point fixe dans P, il existe un unique
morphisme G-équivariant :

Oo : B— P,.

Posons également, ¢, : B x G/H — Py x G/H, (x,y) — (¢a(z),y).
Soit V et V' deux sous-variétés de Bx G /H stables par G. Alors, v monte
V sur V' si V est strictement inclus dans V' et si o (V) = ¢ (V). Alors, avec
les notations du paragraphe 2.7.1, d(V, a) est le degré de la restriction de ¢,
a V. Ceci montre que ’on peut construire ['(G/H) de maniére intrinseque et

donc que la définition donnée au paragraphe précédent ne dépend ni de B ni
de T.

2.7.4 — Exemple Considérons le groupe G = SL(3). Soit V = k3 le
G-module standard et V* son dual. On note P? pour P(V) et on identifie
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I'ensemble des droites de P? a (P?)Y := P(V*). Alors, G opere transitivement
sur

O :={(a,b,d) € P* xP? x (P?)Y : a¢ detbecd}.

Soit (e, ez, e3) la base canonique de V' et (e, e}, e}) sa base duale. Fixons
dans O, le point

z = ([er + ez + €3], [es], [e]])-
Alors, (O, x) s’identifie & (G/H, H/H) ou H est le stabilisateur dans G de

z. Remarquons que H est conjugué au stabilisateur dans G de ([e1], [e2], [€]])
c’est-a-dire au sous-groupe de G constitué des matrices de la forme :

0
*
*

o O %
o *x O

Considérons le sous-groupe de Borel B de G constitué des matrices triangu-
laires supérieures. Alors, BN H = {\I3 : A\* = 1}. Vu les dimensions on en
déduit que G/H est un espace homogene sphérique de rang 2, et que B est
opposé a H.

Par ailleurs, les deux paraboliques minimaux de G contenant B sont :

Pa = StabG([el]),

et
Pg = Stabg([e’g]).

Les orbites de B dans G/H sont paramétrées par les positions relatives
d’un drapeau de P? et de € 0. De méme les orbites de P, (resp. P3) dans
G/H sont paramétrées par les positions relatives d’un point de P? (resp.
d’une droite de P?) et de x € O. On en déduit le graphe de la figure 2.2
sur laquelle on a dessiné des représentants de chaque orbite de B dans G/H,
les relations d’inclusion d’adhérences et les relations du type P,V = V' et
PV =V".

Pour avoir le graphe I'(G/H), il nous reste & montrer qu'il n’y a pas
d’arétes de type N(T'). Or reconnaissant « les briques de type T », on peut
calculer (de proche en proche) le rang de chaque élément de B(G/H). On en
déduit alors que toutes les arétes sont simples. On obtient le graphe I'(G/H)
ci-dessous :
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Fic. 2.2 - T(G/H)



7

AN
SN T
N/ |
4 |
\ /M/
AN\

O O

JS

2.8 Préliminaires sur les diviseurs

2.8.1 — Commencons par introduire une notation. Soit ¢ : X — Y un
morphisme surjectif entre deux variétés normales. On note ¢* le morphisme
naturel du groupe des diviseurs de Y vers celui des diviseurs de X (voir [25]
ou [43]).

Soit I' un groupe algébrique linéaire, H, et Hy deux sous-groupes fermés
de I' tels que Hy C H,. Considérons 'application naturelle :

¢ : F/Hl —>F/H2

On a le

Lemme 2.8.1 Awvec les notations précédentes, on se donne D un diviseur
premier de I/ Hs.

Alors, ¢*(D) est la somme avec multiplicité 1 des composantes
irréductibles de ¢~ (D).

Si de plus, Hy/Hy est connexe, ¢*(D) est premier.

Preuve : Supposons par D’absurde qu’il existe une composante
irréductible E de ¢~!(D) telle que le diviseur ¢*(D) — 2E est effectif.
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Comme toutes les fibres de ¢ ont la méme dimension, ¢(E) est dense dans
D. Alors, il existe un point x de E tel que ¢(x) est lisse dans D. Comme
I'/H, est lisse, il existe une équation locale f € Or/p, 4(») de D au voisinage
de ¢(x). De méme, il existe une équation locale g € Or,p, , de £ au voisinage
de x. De plus, comme ¢*(D) — 2E est effectif, h := % appartient a Or/g, 4
Mais alors, la différentielle de f o ¢ en x est nulle. Par ailleurs, comme ¢ est
[-équivariante, la différentielle de ¢ en tout point de I'/ H; est surjective. On
en déduit que la différentielle de f au point ¢(x) est nulle. Ceci contredit la
lissité de D en ¢(z).

On a bien montré que ¢*(D) est la somme avec multiplicité 1 des com-
posantes irréductibles de ¢~'(D). Si de plus, Ho/H, est connexe, toutes les
fibres de ¢ sont irréductibles. Alors, ¢! (D) est irréductible. O

2.8.2— On suppose maintenant que I' = G est réductif et connexe.
On se donne aussi H un sous-groupe sphérique de GG. On considere H®, la
composante neutre de H. Soit B un sous-groupe de Borel de G opposé a H°.

Lemme 2.8.2 Soit D une couleur de G/H. On considére [’application na-
turelle induite par l'inclusion de H° dans H :

¢ : G/H° — G/H.

Alors, ¢*(D) est soit une couleur de G/H®, soit la somme de deuz cou-
leurs distinctes de G/H°.

Preuve : Utilisant le lemme 2.8.1, il suffit de montrer que ¢~'(D) a
au plus deux composantes irréductibles. Pour ce faire choisissons un tore
maximal 7" de B. Alors, B est opposé a H et d’apres la proposition 2.7.1 il
existe une racine simple « de (B,7T') qui monte D sur G/H.

Soit P, le sous-groupe parabolique minimal de G contenant B associé
a a Ona: P,¢ ' (D) = G/H°. Comme de plus, toutes les composantes
irréductibles de ¢! (D) sont permutées par Uaction de H par multiplication
a droite, ceci implique que o monte toutes les composantes de ¢—1(D) sur
G/H°. Soit E une telle composante. On en déduit que si (E, «) est de type
U ou N(T), ¢ (D) est irréductible. Si (E, a) est de type T alors ¢~ (D) a
au plus deux composantes irréductibles. Le lemme est démontré. 0



Chapitre 3

Vecteurs d’un GG-module
propres pour un sous-groupe
sphérique

3.1 Introduction

Dans cette section, on suppose que G est semi-simple. On se donne tou-
jours un sous-groupe sphérique H de G. Soit V' un G-module et y un caractere
de H. On se pose la question suivante : existe t-il un vecteur non nul v de V'
tel que pour tout h dans H, on ait h.v = x(h)v?

Notons que T. Vust dans [47] a résolu cette question dans le cas
symétrique.

3.2 Vecteurs propres de H dans les G-
modules simples

3.2.1 Fonctions rationnelles sur GG propres pour B x H

3.2.1.1 — Soit B un sous-groupe de Borel de G opposé a H. On considere
sur G l'action de B x H définie par la formule : (b, h).g = bgh™'. On note
k(G)P*H) Pensemble des fonctions rationnelles sur G qui sont propres pour
Paction de B x H. Si f € k(G)P*H) est de poids (v,x) alors fipam =

79
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f(l).y‘}lﬂH = f(1).x\Bnu- En particulier, ypny = —X|pnu - Posons donc :
X (B) X X(BNH) X(H) :={(7,x) € X(B) x X(H) : Y\BnH = —X\BmH}-

On note respectivement pg et py les morphismes de projection du produit
X(B) x X(H) vers X(B) et X(H). On notera encore pp et py leurs restric-
tions a X(B) Xx(snm) X(H). On a alors le diagramme commutatif suivant :

X(B) X x(pmy X (H) —2— X(H) X225 X(H)

PB restriction

restriction

X(B) — X(BN H)

Considérons I'application 7 : k(G)E*H) — X(B) X y(gnm) X (H) qui &
toute fonction propre associe son poids pour B x H. Comme BH est dense
dans G, le noyau de 7 est ’ensemble des fonctions constantes non nulles.

Réciproquement, si (v, x) appartient a X(B) X x(snu) X (H), la formule :
f(b7th) = v(b)x(h) définit une fonction rationnelle sur G, vecteur propre de
B x H de poids (v, x) et valant 1 en 1’élément neutre de G : on note [y : x|
cette fonction. Alors, 7 est surjective et on obtient la suite exacte courte
suivante :

0 — k" — k(G) P 15 X(B) x x(grwy X(H) — 0.

Remarquons que l'application (v, x) — [y : x] scinde la suite exacte.

3.2.1.2 — On s'intéresse maintenant a l'intersection de k(G)E*H) et de
k[G] que 'on note k[G]B*H). Pour cela, nous considérons

C:é—>G,

le revétement universel de G. Posons B = (~'(B) et H = (~'(H). Remar-
quons que via (, le groupe G agit transitivement sur G/H. L’isotropie du
point H/H dans G est précisément H. Nous utiliserons les notations intro-
duites dans le paragraphe précédent aussi bien pour G / H que pour G /H.
On remarque que D(G/H) s’identifie canoniquement a D(G/H). On vérifie
aussi que la composition par ¢ induit une inclusion :

C* ~ ~
X (B) xx(snm) X(H) = X(B) X ygaipy X (H).
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Par la suite, nous considérerons X' (B) X x(png) X (H) comme un sous-groupe
de X(B) X y(gn) X (H).

Remarque : Si G est PSL(2) et H le tore maximal de G, (* n’est pas
surjective.

Rappelons que par normalité de G, une fonction rationnelle f sur G
est réguliere si et seulement si son diviseur, div(f) est effectif. Nous nous
intéressons donc aux diviseurs stables par B x H dans G.

Soit D € D(G/H) un diviseur premier stable par B dans G/H.
Considérons

q: G— G/H,
I'application orbite. On note D I'image réciproque du diviseur D par ( o
q. Comme G est semi-simple et simplement connexe, il existe une unique
fonction réguliere fp sur G telle que :

div(fp) =D et fp(l)=1.

Comme D est stable par Bx H et par unicité, la fonction fp est propre pour
B x H. Notons (yp, xp) le poids de fp, dans X (B) X x(Bnil) X (H).
Lemme 3.2.1 Awvec les notations ci-dessus, Uapplication :
X(B) Xy X(H) — Dpepa/m LD
(. x) — div([y:x])
est un isomorphisme de groupes.

Preuve : Comme G est semi-simple, toute fonction rationnelle, f sur G
est déterminée a une constante multiplicative pres par div(f). Si de plus, f
est vecteur propre de B x H on a :

div(f)e @ zD.

DED(G/H)

Ceci montre que I'application du lemme est bien définie et injective. De
plus, par définition, div([yp : xp]) = D. Ainsi, le morphisme du lemme
est surjectif. O

On peut alors caractériser les éléments de k[G](E*H).
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Lemme 3.2.2 Soit (v, x) dans X (B) X xpnmy X (H). Avec les notations in-
troduites ci-dessus, la fonction [y : x| est réguliére sur G si et seulement

S
() e @B N, xn)-
DeD(G/H)

Comme annoncé, nous avons omis le (*.

Preuve : Considérons :
G—Sua Mg

La fonction [y : x] est réguliére si et seulement si div(¢ o [y : x]) est
effectif. Le lemme découle alors du lemme 3.2.1. O

3.2.1.3 — Exemple Considérons a nouveau ’espace homogene G/H du
paragraphe 2.7.4. Reprenons en particulier les notations de ce paragraphe.
Dans ce paragraphe, nous allons calculer les caracteres de la forme vp et xp
associés aux couleurs de G/H. Nous en déduirons les restrictions a X' (B)B"
des valuations vp. Nous calculerons également le cone CV(G/H).
Equations des couleurs de G /H

Soit 1" le tore maximal de G constitué des matrices diagonales. Les res-
trictions & 1" des deux poids fondamentaux w, et wg de (G, B) sont :

Vdiag(t,u,v) € T wqy(diag(t,u,v)) =1t
wg(diag(t, u,v)) = vt

Le groupe H agit sur la droite de V' (resp. de V*) engendrée par e; +es+e3
(resp. par e} — e;*) par un caractére que ’on note x, (resp. xz). On vérifie
alors aisément que X(H) = Zx, ® Zxp- Notons que H agit sur la droite de
V' (resp. de V*) engendré par es (resp. par e}) par le caractere xs — Xa (resp.
—Xa)-

Considérons By := Stabg([es], [ef]). Alors, By est un sous-groupe de
Borel de G opposé a B. De plus, By contient H et By /H est isomorphe
a A?. Alors, D), := Bs,B; /H est un diviseur premier de G/H stable par
B. De plus, son équation fp: est un vecteur propre pour B X B, de poids
(Way, —wq). Comme la restriction de —w, & H est —xq, on en déduit que :
(VD;,XD(&) = (Was —Xa)-

De méme, Dj := BsgB; /H est une couleur de G/H. Comme la restric-
tion de wg a H est X3 — Xa, ON & : ('yD}B,XD}B) = (W8, Xa — X8)-
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Considérons B, := Stabg([e; + ez +e3], [e5 —ei]). Alors, B, est un sous-
groupe de Borel de G opposé a B. De plus, B, contient H et B, /H est encore
isomorphe & A%. Alors, D? := Bs,B; /H est une couleur de G/H telle que
(02, Xp2) = (Wa», —X3)- De méme, D3 := Bsg By /H est une couleur de G/H
telle que (yp2, Xp3) = (w5, Xa)-

Ainsi, les 4 équations des couleurs de G/H sont :

(War —Xa) (wﬂ7 Xa — Xﬂ)
(wow _Xﬂ) (wﬁv Xoc)'

Remarquons que H est d’indice fini dans son normalisateur. On va alors
décrire explicitement le plongement canonique de G/H.
Plongement canonique de G/H

Considérons

X = {(al,ag,dl,dg) € P? x P? x (]P)Q)v X (]P’Q)v cap €dyetay€d ﬁdg}

et © = ([er+eates], [es], [e]], [es—ef]). Il est clair que (X, z) est un plongement
projectif de G/H. De plus, X contient 4 orbites de G :

- Gx~G/H ={(a,ay,d1,dy) € X : ay # a1 et dy # da}.

- 01 = {(al,al,dl,dg) e X : d1 7£ dg}

— Oy :={(ay,a9,dy,dy) € X : a1 # as}.

- Z = {(al,al,dl,dl) eX }

Sur la figure 3.1, nous avons représenté un point z de Z et le drapeau de
P? fixé par B.

F1G. 3.1 — Un point de Z et un drapeau de P?

On voit alors sur la figure 2.2 qu’aucune couleur de G/H ne contient z
dans son adhérence. En particulier, I'orbite Z du plongement X de G/H est
sans couleur. Comme X est projective, on en déduit que X est le plongement
canonique de G/H.
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Cone des valuations de G/H
Considérons les deux sous-groupes a un parametre de 7" suivant :

A1 (t) := diag(t,t,t2

),
Ao(t) := diag(t?,t 1, ¢t

b,

Alors, pour i = 1 ou 2, la limite lim; ,o \;(¢).z appartient a Iorbite ouverte
de B dans ;. Mais alors, pour ¢ = 1 ou 2, la proposition 2.5.4 montre que la
demi-droite engendrée par I'image dans Hom(X (B)"™, Q) de la valuation

associée a O; coincide avec celle engendrée par — ;. Ainsi, on obtient le cone

des valuations et les images des valuations associées aux couleurs de la figure
3.2.

5o
VDg O O 7pt
Ovpz
CV(G/H)

Fic. 3.2 - CV(G/H) et vp pour D € D(G/H)

3.2.2 Vecteurs propres de H
Soit V un G-module. Posons
VIX.={lveV:Vhe H hwv=x(hv},

et
Ly = {’y e P : (V;)H’X #* O}.

La proposition suivante donne une description de I',.
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Proposition 3.2.1 Avec les notations précédentes, I'y est l’ensemble des
poids v de pg (py'(x)) tels que :

(mx) e @ N xo)-

DeD(G/H)

De plus, pour tout v dans I'y, la dimension de (V;‘)H’X vaut 1.

Preuve : Soit v dans I'y et v non nul dans (V;‘)H’X. Soit v dans V5, vecteur
propre de poids v pour B. Notons f la fonction réguliere sur G définie par
g — v(gv). Comme f est propre de poids (v, x) pour B x H, le poids 7
appartient & pg (py (x)). De plus, comme f est réguliere sur G, le lemme

3.2.2 donne :
(77 X) € @ N(7D7XD)‘
DeD(G/H)

Par ailleurs, f est déterminée a une constante multiplicative pres par le
couple (7, x). Il en est donc de méme pour v et la dimension de (V)X vaut
1.

Réciproquement, soit vy dans pg(pz' (X)) tel que (7,x) appartient a la
somme P pepi/my N(vp, xp). Alors [y : x| est réguliere sur G. Or, d’apres
le théoreme de Frobenius, le G x G-module k[G] est isomorphe a :

P ey
AePt
On a alors :

KGIED ~ TT Vi @ vy, (3.1)

Aep+

Ainsi, [y : x] est de la forme g — v(gv) pour v dans (V)X et v dans Va,(B).
Alors, v appartient a I',. O

3.3 Polyedres moments de G/H

Nous allons maintenant appliquer la proposition 3.2.1 a ’étude des
polyedres moments de G/H. Nous regarderons ensuite les liens entre ces

polyedres moments et les polytopes moments de plongements projectifs de
G/H.
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3.3.1 Le groupe Pic®(G/H)

Nous allons rappeler un isomorphisme entre PicG(G/H ) et le groupe
X(H) des caracteres de H. Pour plus de détails veuillez vous reporter a
(34].

Soit x un caractere de H. On considere G' X k£ muni de 'action de G x H
définie par :

(9,h).(g',7) = (99'h™", x(h)T),
pour tout ¢g,¢' € G, h € H et 7 € k. Le quotient de G x k par {1} x H
existe; on le note £,. La projection de G x k sur G induit une application p
de L, sur G/H. On peut alors montrer que p : £, — G/H est un fibré en
droites. De plus, 'action de G x {1} sur G X k induit une linéarisation du
fibré en droites L, .
On a alors le lemme suivant :

Lemme 3.3.1 L’application :
X(H) — Pic“(G/H)
X — ,CX
est un isomorphisme de groupes.

Remarquons qu’étant donné £ dans Pic”(G/H), on retrouve y comme le
poids de l'action de H sur la fibre au-dessus de H/H dans L.

3.3.2 Le polyedre P(G/H,L,)

Commencons par fixer quelques notations. On note encore pg et py les
applications canoniques de X (B)g x X (H)q ou (X (B) X x(snm) X (H))g vers
X(B)g et X(H)q respectivement.

Etant donné y dans X (H), on rappelle que :

P(G/H,L,)={pe X(B)g : In>0, npe P*, V,, - T(G/H, L.y} .

Le lemme suivant donne une description de cet ensemble qui redémontre qu’il
s’agit d'un polyedre.

Lemme 3.3.2 On a :

P(G/H,Ly) = ps | g (—=x) N @ Q" (v, xp)
DeD(G/H)
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Preuve : Soit f dans k[G]. L’application G — G x k, g — (g, f(g)) est
notée F'. Considérons le diagramme suivant :

Gxk—L,

Aq
G——G/H
Comme le quotient de G' x k par H est catégorique, F' induit par ce

diagramme une section de £, si et seulement si h.f = x(h™")f pour tout h
dans H. Ceci montre (voir [34]) que le G-module I'(G/H, L, ) s’identifie a :

{fe€k[G] : Vhe H  h.f=x(h")f}.

Mais alors, le théoreme de décomposition du G x G-module k|G| de Frobe-
nius montre que :

D(G/H, Luy) = @V, @ (V).

yePt

Le lemme découle alors de la proposition 3.2.1. 0

3.3.3 Un exemple : I’espace homogene SL(2)3/A SL(2)

3.3.3.1 — Considérons le groupe G = SL(2) x SL(2) x SL(2). On note
H = ASL(2) le sous-groupe de G formé des triplets, (g, g, g) pour g € SL(2).

Nous allons montrer que H est un sous-groupe sphérique de GG et nous allons
calculer le polyedre P(G/H, Ly).

3.3.3.2— Le groupe G agit sur (P')? par :

(91;92;93)-(331,332,$3) = (91-331;92-362,93-333)-

En écrivant P! = k U oo, considérons le point z = (0,1, 00) dans (P')3. Le
stabilisateur de = dans G est un sous-groupe de Borel de GG. Par la suite, on
notera B ce sous-groupe de G. Ainsi, on identifie ((P')3, z) a la variété des
drapeaux (G/B, B/B).

Fixons T un tore maximal de G inclus dans B. On note alors, wy, wy et
ws les poids fondamentaux associés au couple (B,T). On a alors :

X(B) = Zw1 D ZWQ D Z(A}3.
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De plus, 'ensemble P+ des poids dominants est :
Pt = Nw; ® Nw, & Nws.

Considérons également (o, ay, a3) les racines simples de (B, T). Pour i = 1,2
ou 3, on notera P, le sous-groupe parabolique minimal de G' contenant B
associé a la racine «; :

Py, =SL(2) x Bx B,  P,,=BxSL(2)x B, P, =BxBxSL(2).

3.3.3.3 — Le sous-groupe H agit sur G/B = (P')? avec 5 orbites. Dans
le diagramme suivant, nous avons choisi un représentant par orbite et tracé
les incidences de ces 5 orbites.

(0,1, 00)

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

(0,0,0)

Ceci montre en particulier que H est sphérique. De plus, G/H a trois couleurs
Dy, D, et D3 dans l'ordre du diagramme.

3.3.3.4— Le sous-groupe H N B est le stabilisateur dans H de x; il vaut :
HNB==(Iy,1, 1),
ou I, est la matrice identité de SL(2). On en déduit que :
X (B)P™ = {nyw; + nowsy + nsws : 1y + ng + ng est pair}.
Il est alors facile de voir que :

fp, = [was +ws : 0], fp, =wi+ws:0] et fp,=[w +wy:0].
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2,03 1,002
ay | as

F1a. 3.3 — Le graphe I'(G/H).

On en déduit que D, est stable par P,, et que ay et ag montent D; sur
G/H. On en déduit aisément, avec la proposition 2.7.1 que le graphe I'(G/H)
est comme sur la figure 3.3.

Par ailleurs, les équations des fp, montrent que le polyedre moment
P(G/H, Ly) est un cone inclus dans P* dont une section affine est représentée
sur la figure 3.4.

3.3.4 Sur les zéros des sections de L,

Par la suite, nous ferons de la Théorie Géométrique des Invariants. Nous
serons amenés a calculer des lieux de zéros de sections de fibrés en droites.
Montrons d’ores et déja le

Lemme 3.3.3 Soit x un caractére de H et p un point de P(G/H,L,). 1l
existe des nombres rationnels kp positifs ou nuls tels que :

:x)= Y. kp(yo.xp).

DED(G/H)

Soit n un entier strictement positif et o une section de E;‘?” de poids np pour
B. Alors, on a :

{reG/H : o(x) =0} = U D.

kp>0



90

P(G/H, L)

(0% w3

FIG. 3.4 - P* et P(G/H, L)

Preuve : On a (np,nx) = 3_pepg/uy Mo (p, Xp) et les nkp sont tous
entiers. Avec les notations de la section 3.2, considérons la fonction f ration-
nelle sur G définie par :

f= 11 bo:xol™.

DED(G/H)

Quitte a remplacer f par un multiple, on a le diagramme commutatif suivant :

G xk—— Ly,

gH(g,f(g))T TU

G —— G/H
En particulier, {x € G/H : o(z) = 0} est I'image dans G/H de {g €
G : f(g) = 0}. Le lemme suit immédiatement. O

3.3.5 Polytopes moments d’un plongement de G/H

3.3.5.1 — Soit X un plongement projectif de G/H et £ un fibré en droites
ample et G-linéarisé sur X. Nous nous intéressons a nouveau au polytope
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P(X,L).
Soit x le caractere de H tel que la restriction de £ a G/H soit égale a
L. Si P est un polytope inclus dans X'(B)g, on note

P x x = {(px) € X(B)g x X(H)q : p€P}.

Soit F une face de P(X, £). Comme dans la proposition 2.6.4, on considére
I'ouvert Xg. Posons :

Dy :={D € D(G/H) : D rencontre Xg}.

Nous pouvons maintenant préciser les résultats de la proposition 2.6.4.

Proposition 3.3.1 Soit F une face de P(X, L). On utilise les notations de
la proposition 2.6.4 ainsi que celles introduites ci-dessus. Alors, on a :

(i) E x x = (P(O(F), £) x X) N @pype Q" (10, XD).
(ii) Si de plus, F = P(O, L), alors :
Dy = D(X, 0).

Preuve : La proposition 2.6.4 montre que F est incluse dans P(O(F), £).
De plus, le lemme 3.3.3 montre que F X x est inclus dans ®pgp, Q" (vp, xp)-
Ainsi, F X x est inclus dans l'intersection de I’énoncé. Soit (p,y) un point
de cette intersection. Soit n un entier strictement positif et ¢ une section
de £%" de poids np pour B. Alors, le lemme 3.3.3 montre que pour tout
D € D(G/H), si la restriction de o & D est nulle alors D n’appartient pas
a Dg. Comme de plus, o est non nulle sur O(F), on en déduit que X est
inclus dans X,. Mais alors, la proposition 2.6.4 permet de finir la preuve de
la premiere assertion.

Supposons que F = P(O, £). D’aprés la proposition 2.6.4, Xg est égal
a Xo p. Mais alors, Dp = D(X, O) est une conséquence immédiate de la
proposition 2.4.1. [

Remarque : Soit (X, z) un plongement projectif de G/H et £ un fibré en
droites ample et G-linéarisé sur X. Les propositions 2.6.4 et 3.3.1 permettent
de déterminer I’éventail colorié de X a partir du polytope P(X, L).

3.3.5.2 — Les propositions 2.6.1 et 2.6.2 impliquent que si Z est une or-
bite projective de G dans X, le polytope P(Z, £) est un sommet de P(X, £).
La proposition suivante exprime P(X, £) en fonction de P(G/H, L) et de
ses sommets qui sont de la forme P(Z, £).
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Proposition 3.3.2 Soit X un plongement projectif de G/H et L un fibré
en droites ample et G-linéarisé sur X. Alors, on a :

P(X,L) = P(G/H, L) N N (P(Z, L) +C(X, Z)V)
Z orbite fermée de X
Preuve : L’inclusion de P(X, L) dans la grande intersection est une
conséquence immeédiate des propositions 2.6.2 et 2.6.4.
Soit p un point de 'intersection de 1’énoncé. Quitte a remplacer £ par une
puissance, on suppose qu'il existe o, une section de £ de poids y(o,) pour B

et f une fonction rationnelle sur G/H de poids p — v(0,) pour B. Avec les
notations de la proposition 2.6.3, comme p appartient a P(G/H, L, ), on a :

VD € D(G/H) <vp,p— (o) > +np > 0.

Soit v € V(X)) et Z une orbite fermée de G dans X,,. Alors, comme p appar-
tient a P(Z, L)+ C(X,Z)", on a :

<v,p—"(0s) > +n, > 0.

Mais alors, la proposition 2.6.3 permet de conclure. 0



Chapitre 4

Sur les plongements des
groupes

4.1 Introduction

Soit G un groupe algébrique réductif connex. Le groupe G x G opere
transitivement dans G par : (g1,¢2).9 = ¢19g, . L’isotropie de 1’élément
neutre de G est la diagonale

AG = {(g,9) : g€ G},

dans G x G. Dans la suite de ce travail I'espace homogene G x G/AG et
ses plongements jouent un role central. Dans cette section, nous regroupons
quelques résultats utiles les concernant.

4.2 Couleurs et Valuations

Soit B et B~ deux sous-groupes de Borel opposés de GG. Notons T’ leur
intersection. Posons :

G =Gxd H:= AG T:=TxT B:=BxB".

D’apres la décomposition de Bruhat, BB~ est dense dans . Alors, I’espace
homogene G x G/AG est sphérique et B est opposé a H.
Comme BNH = {(¢,t) : t € T}, enidentifiant XY (BxB~) a X (T)xX(T),
on obtient :
X(B)P™ = {(7,—y) : v e X(D)}.

93
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En particulier, le rang de l’espace homogene sphérique G = G x G/AG
est le rang du groupe G au sens ordinaire. Dorénavant, on identifie
X(B)B™ y X(B) par (v,—7) — ~. Alors, Hom(X(B)B™ Q) s’identifie
a Hom(X(B), Q).

Soit ¥ I’ensemble des racines simples associées au couple (B, T). On note
W = N(T)/T, le groupe de Weyl de T'. Soit @ € X. On note s, la réflection
simple du groupe W associée & a. On note o la coracine associée & « et wqv
le poids fondamental de la coracine a¥. Ainsi, (wyv)aex est la base duale de
la base (a)qex de X(T)q.

Considérons ’adhérence D, dans G de Bs,B~. Alors, la décomposition
de Bruhat (voir [26]; 31.1) montre que :

D(G x G/AG) ={D, : a€ A}.
Nous supposons désormais que G est semi-simple. Alors, nous avons défini
b, = wa € X(B) = X(B)P™M,

ol w, est le poids fondamental de (7, B) associé & «. On en déduit que
Up, € Hom(X(B),Q) est la coracine a" associée a a. De plus, avec les
notations de la proposition 2.5.2, on a :

P(;/H =B et LG'/H:T

Par ailleurs, on peut trouver dans [12];4.1 une démonstration du fait que
le cone CV(G/H) s’identifie a la chambre de Weyl négative :

CV(G x G/AG) = D Q wa.

aEY

4.3 Les polytopes moments de plongements
de G

Le groupe Pic®(G/H) est trivial. Pour le fibré trivial £y sur G/H, le
lemme 3.3.2 montre que :

P(G/H,Ly) = {(p,—p) : P E PaexQ" wa}.

Dorénavant, on plonge P(G/H, L) et plus généralement tout polyedre mo-
ment d’un plongement de G/H dans X(T)q, par (p,—p) — p. Alors le
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polyedre P(G/H, L) s’identifie au cone convexe Py engendré par 'ensemble
des poids dominants de (B, T).

Soit X un plongement projectif sans couleur de G x G/AG et L un fibré
en droites ample et G x G-linéarisé sur X. Considérons P(X, L) C X (T)g,
le polytope moment correspondant. Si F est une face de P(X, L), on note
C(F) C Hom(X(7T),Q) le cone dual de P(X, L) vu de F (voir le paragraphe
2.6.3). Alors, lorsque F décrit I'ensemble des faces de P (X, £), les cones C(F)
forment un éventail noté F(P(X, L)). De plus, comme P(X, L) est borné,
les cones de cet éventail recouvrent Hom (X (T'), Q).

Si I est une partie de ¥ et O une orbite de G x G dans X, on note
C(1,0) le cone convexe de Hom(X(T'), Q) engendré par le cone C(X,O) et
les vecteurs a¥ pour « € I. La proposition suivante décrit alors les cones de
F(P(X,L)).

Proposition 4.3.1 Soit X un plongement projectif et sans couleur de G.
Soit L un fibré en droites ample et G X G-linéarisé sur X. Reprenons les
notations introduites ci-dessus.

Alors, éventail F(P(X, L)) est constitué des cones de la forme C(I,O)
ou O est une orbite de G X G dans X et I une partie de ¥ telles que :

C(X,0) C P Qupv.
Bl
Preuve : Pour toute orbite O de G x GG dans X, la proposition 2.6.4
montre que C(X, Q) appartient a F(P(X,L)). Par ailleurs, la proposition
3.3.2 donne :

P(X,L)= P3N N P(Z,L)+C(X,Z)".
Z orbite fermée de G x G dans X

On en déduit que chaque aréte de F(P (X, L)) est soit QT o pour o € X, soit
une aréte de F(X) (c’est-a-dire une demi-droite incluse dans @gexQ wpv).

Montrons alors que tout cone C de F(P(X, L)) est comme dans I’énoncé
de la proposition. D’apres ce qui précede, il existe une partie I de ¥ et une
orbite O de G x G dans X telles que C = C(I, O).

Si I est vide il n’y a rien a démontrer. Si I est non vide, comme X est sans
couleur, la proposition 2.6.4 montre que l'intérieur relatif de C ne rencontre
pas CV(G x G/AG) = @pexyQ wsv. Comme o est orthogonal & wgv pour
toute racine simple 8 # «, on en déduit que :

C(X,0) CPQ wsv.
B¢
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Réciproquement, soit I et O comme dans I’énoncé de la proposition.
Alors, on a :
C(IJ O) N @662@+6v = ®6€IQ+/BVJ

et
C(I,0)NCV(G x G/AG) =C(X, 0).

On en déduit aisément que C(I, Q) est un cone de F(P(X, £)). O

4.4 Sur les orbites de G X G dans les plonge-
ments sans couleur de G

4.4.1 — On note X,(T) le groupe constitué des sous-groupes a un pa-
rametre de 7. Si A € X,(T), on pose :

P\):={g€qG : 1213 AMt)gA(t ) existe}.

D’apres [39], P(A) est un sous-groupe parabolique de G' dont le radical uni-
potent est :
P'(\):={g€G : %in& AMt)gA(t™) =1}
—

De plus, P(—\) est opposé a P(\) et leur sous-groupe de Levi commun est
le centralisateur L(\) de I'image de A. Enfin, on note C'(\) le centre connexe
de L()).

D’apres [39], P(\) contient B si et seulement si A est dominant.

4.4.2— Soit X un plongement sans couleur de G x G/AG et O une
orbite de G x G dans X. Soit U (resp. U™) le radical unipotent de B (resp.
B7). Alors, le théoreme 3 montre qu’il existe une sous-variété S stable par
T telle que ’application canonique :

UXU7XS—>X(97]3

soit un isomorphisme. De plus, S est un plongement affine de 7' x T'/T dont
I'orbite fermée est S N O. Alors, il existe un sous-groupe a un parametre A
de T tel que z := lim;_,o A(t) existe et appartient & S N O.

Le théoreme Al de [13] implique la proposition suivante sous des hy-
potheses sensiblement plus fortes. Cependant, la démonstration de [13] s’ap-
plique sans changement et montre la
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Proposition 4.4.1 Avec les notations ci-dessus, on a :

L’isotropie de z dans G X G est le produit semi-direct de P*(\) X P*(—\)
par AL(X) x (C(X\) x {1}),. En particulier, P(\) ne dépend que de O ; on le
note P(O).

D’apres [13], puisque A est dominant, P(\) contient B. Alors, P(\) est
engendré par les sous-groupes paraboliques minimaux du type P, pour a € ¥
qu’il contient. Une autre description de P(\) est donc :

Vae X P, CP(\) < <\ a>=0.

Avec les notations de la proposition 4.4.1, le lemme suivant donne alors une
caractérisation de P(Q) dans la cas ou X est projectif.

Lemme 4.4.1 Soit X un plongement projectif et sans couleur de G x G/AG
et O une orbite de G X G dans X. Soit L un fibré en droites ample et G X G-
linéarisé sur X. Soit o une racine simple de (B, T). Alors, se valent :

(i) {p € X(T)q : a”(p) =0} NP(O,L) # 0.
(ii) P, C P(O).

Preuve : D’apres la proposition 4.3.1, la premiere assertion du lemme est
équivalente a : C(X, O) est inclus dans ®g,Qupv .

Soit A comme dans la proposition 4.4.1. D’apres la proposition 2.5.4, A
appartient a Uintérieur relatif de C(X, Q). Mais alors, 1’ assertion (i) est
équivalente a < A\, >= 0. Le lemme suit. U

4.5 Sur le groupe de Picard d’un plongement
simple de G

Soit X un plongement simple de G x G/AG dont l'orbite fermée Z est
projective. Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats concernant
le groupe de Picard de X. On peut trouver des démonstrations completes
dans [12] ou [9].

Considérons B

(:G—G,
le revetement universel de GG. Notons, B~ le sous-groupe de Borel de G égal
a (7!(B7). L’équation de (*(Bs,B~) dans k[G] est un vecteur propre pour
B x B~ de poids (wa, —wa)-
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I est montré dans [12] que :

Pic(X) = P Z[BsoB").

acx

De plus, il est montré dans [34] que PicéXé(X) est canoniquement isomorphe
a Pic(X). Considérons le morphisme, pz de restriction de PiCéXé(X) vers
Pic?*C (7).

L’orbite Z est isomorphe & G/B x G/B~ (ceci est par exemple un co-
rollaire de la proposition 4.4.1). Mais alors, le lemme 3.3.1 montre que

PicéXé(Z) est isomorphe & X(B) x X(B~). Ainsi, on peut définir 5, par
le diagramme commutatif suivant :

Pic®*¢(X) —22 Pic?<C(Z)
Am)=Lx, )

Pic(X) -2 X(B) x X(B"),

dans lequel les fleches verticales sont des isomorphismes. On montre alors
que :

Pz([BsaB~]) = (wa, —wa).

Ceci implique en particulier que p, induit un isomorphisme de groupes :

Pic(X) — X(B) ~ {(\,=)) : A € X(B)}.

Si A est un caractere de E, on notera L, I'unique fibré en droites sur X
tel que p,(Ly) = (A, —A). On dira qu'un poids dominant A est régulier s’il
n’est orthogonal & aucune coracine (c’est-a-dire que lorsqu’on écrit comme
combinaison linéaire des poids fondamentaux, aucun coefficient ne s’annule).
Alors, le corollaire 5.1 de [12] appliqué a l'espace homogene G x G/AG est
la

Proposition 4.5.1 Soit X un plongement simple de G x G/AG dont l’or-
bite fermée Z est projective. Avec les notations ci-dessus, on a :

(i) Le morphisme X(B) — Pic(X), A —— L est un isomorphisme.

(i1)) Si A € X(B), Ly est engendré par ses sections (resp. ample) si et
seulement si X est dominant (resp. dominant régulier).



Chapitre 5

Quotients de GG-variétés par un
sous-groupe sphérique

5.1 Le cas affine

5.1.1 Construction générale

Soit X une variété affine munie d’une action d’un groupe algébrique
linéaire H. Si H est réductif, la Théorie Géométrique des Invariants construit
un quotient catégorique de X par H. Si Dlalgebre, k[X]|¥ des fonctions
régulieres invariantes sur X est de type fini, la construction a encore un
sens. Dans cette section, on fait 'hypothese que k[X]" est de type fini et on
étudie quelques propriétés de ce « quotient catégorique ». Commencons par
définir :

X//H := Spec (k[X]").

L’inclusion de k[X]¥ dans k[X] induit un morphisme H-invariant :
m: X — X//H.

Le couple (X//H, ) sera appelé le quotient de X par H.
Proposition 5.1.1 L’application m ainsi définie vérifie :

(i) Si'Y est une variété affine et ¢ : X — Y est un morphisme H-
invariant, alors il existe un unique morphisme ¢ : X//H — Y tel que

99



100

le diagramme suivant soit commutatif :

X2y

X//H

(ii) Si X est normale, X//H [’est aussi.
(111) Si X est normale, T est surjective en codimension 1.

(iv) Si U est un owvert de X//H, alors k[x—1(U)]? = k[U].

Preuve : Assertion (i) : Comme ¢ est invariante par l'action de H,
I'image de k[Y] dans k[X] par la composition, ¢* par ¢ est incluse dans
k[X]". L’assertion (i) suit alors facilement.

Assertion (ii) : Il s’agit de montrer que Panneau k[X]¥ est intégralement
fermé dans son corps des fractions. Soit f un élément du corps des fractions
de k[X]" qui est entier sur k[X]%. Comme X est normale et f est entier sur
k[X], la fonction f est réguliere sur X. Mais f appartient a k(X)", donc f
appartient a k[X]".

Assertion (iv) : Nous reproduisons ici la preuve du théoreme 4.8 de [41]
qui est énoncé avec H réductif. Il est suffisant de prouver I’assertion lorsque
U={x € X//H : f(z) # 0} (avec f € k[X]") puisque ces ouverts
forment une base de la topologie de X//H. Si A est un anneau et a un
élément de A, on note A, le localisé de A en a. Alors, on a : k[U| = k[X//H]|;
et k[r 1 (U)] = k[X];. Alors, l'assertion (iv) découle de 1'égalité évidente :
(KX ] = ([XT)™.

Assertion (#i7) : Supposons par I'absurde qu’il existe D une sous-variété de
codimension 1 dans X //H incluse dans I’adhérence de X//H —7(X). Comme
X est normale, on peut trouver un ouvert affine U de X//H qui rencontre D
et f une fonction réguliere sur U telle que :

UND={zeU: f(z) =0}
Notons 7* U'inclusion de k[X]# dans k[X]. Considérons

D=7'DnU)={zex YU) : = (f)(z) = 0}.
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Si A est un anneau et a un élément de A, on note a.A l'idéal de A engendré
par a. Comme 7* (k[U]) = k[= 1(U)] N k(X)" et f appartient & k(X)?, on
a:

(7*(f)-k[m 1)) N k(X)) =7 (f.k[U]).

Ceci montre que k[U]/f.k[U] s'injecte dans k7' (U)]/ f.k[x~*(U)] ou encore
que m(D) est dense dans D. Contradiction.
U

Remarque : Si H est réductif, I’hypothese « Y affine » dans la premiere
assertion de la proposition 5.1.1 est inutile. Cependant, on ne peut la sup-
primer en général. En effet, si X = G est un groupe réductif, H = B est un
sous-groupe de Borel de G alors la variété quotient G//B est un point et le
morphisme canonique G — G/B ne se factorise pas.

SiY est une variété, on notera dim(Y’) la dimension de Y. Nous utiliserons
également le

Lemme 5.1.1 Soit 7 : X — X//H le quotient de X par H. Soit d la
dimension générique des orbites de H dans X. Alors, si X est normale, les
assertions suitvantes sont équivalentes :

(i) dim(X//H) + d = dim(X).

(1i) Au-dessus d’un ouvert non vide de X//H, chaque fibre de m contient
une unique orbite ouverte et dense de H.

Preuve : (ii) = (i). Supposons qu’il existe un ouvert U de X//H comme
dans Iénoncé. Alors, on a : dim(U) + d =dim(7~'(U)); ce qui implique
'assertion (7).

(1) = (#7). Considérons le corps des fractions, Frac(k[X]?) de l'anneau
k[X]". On se propose de montrer que Frac(k[X]?) est égal au corps k(X))
des fonctions rationnelles sur X invariantes par H.

Le degré de transcendance de Frac(k[X]") est la dimension de X//H.
Or, le théoreme de Rosenlicht (voir par exemple [41], théoreme 2.3) montre
que le degré de transcendance du corps k(X)# est dim(X) — d. Mais alors,
I'assertion (i) montre que l'extension de Frac(k[X]¥) par k(X)¥ est finie.

Soit f un élément de k(X)H. Il existe alors ayg,---,a; dans k[X]% tels
que :

aof* +arffN 4 =0.
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En multipliant par a’g’l, on s’apercoit que apf est entier sur k[X]. Mais
alors, comme X est normale, agf est réguliere sur X. Ainsi, f qui est égal a
% appartient & Frac(k[X]7). On a montré que Frac(k[X]?) = k(X). Le
théoreme de Rosenlicht montre alors 'assertion (ii). O

5.1.2 Le cas d’un sous-groupe sphérique

Soit G un groupe réductif et H un sous-groupe sphérique de G. On se
donne une variété affine, X munie d’une action algébrique de G. L’objet de
cette sous-section est de définir et d’étudier un quotient catégorique de X
par H.

Le théoreme 9.3 de [24] établit la

Proposition 5.1.2 Soit G un groupe réductif et H un sous-groupe sphérique
de G. Soit A une algébre de type fini munie d’une action de G. Alors, l'algebre
Al des invariants est de type fini.

La proposition 5.1.2 montre en particulier que Palgebre k[X]" des fonc-
tions régulieres sur X invariantes sous 'action de H est de type fini.
On peut alors définir :

7 : X — X//H.

En plus de la proposition 5.1.1, ’application 7 ci-dessus vérifie la

Proposition 5.1.3 Soit Z une sous-variété fermée de X stable par G. Le
diagramme commutatif suivant :

™

Z " w(2) < X)/H

Z//H

induit un isomorphisme de Z//H sur l'adhérence w(Z) de w(Z) dans X//H.

Preuve : Considérons p : k[X] — k[Z], le morphisme de restriction.
Comme G est réductif et p est surjectif, il existe un sous G-module, M de
k[X] tel que p induit un isomorphisme de G-modules entre M et k[Z]. On
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en déduit immédiatement que p induit une surjection de k[X]|" sur k[Z]".
La proposition en découle. O

Remarque : Regardons l'exemple suivant : X = G muni de 'action du
groupe G par multiplication a droite et H est un sous-groupe unipotent
maximal de G. Alors, 7(X) = G/H n’est pas affine. Ainsi, dans ce cas, 7w
n’est pas surjective.

5.2 Le cas projectif

5.2.1 Construction générale

Soit X une variété projective munie de l'action d’'un groupe algébrique
linéaire H. Soit £ un fibré H-linéarisé sur X tel que l'algebre

@ F(X, £®n)H

n>0
est de type fini. On peut alors poser :
= Proj (@F X, L% )
n>0

Remarquons que Y (£) = Y (L®™) pour tout entier m > 0. Soit
XS(L)={reX :In>00cl(X, L o(x)#0}.

L’inclusion de @, 5, I'(X, £2")# dans @,,-, ['(X, £5") induit un morphisme
dominant H-invariant : -

m: X¥(L) —Y(L).
On appelle le couple (Y(L), ) le quotient de X par H associé a L.

Proposition 5.2.1 L’application m ainsi définie vérifie :

(i) L’application 7 est affine. De plus, pour tout ouvert affine U de Y (L),
on a : k[x=Y(U)]" = k[U].
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(i) Si'Y est une variété et ¢ : X*(L) — Y est un morphisme affine
H-invariant, alors il existe un unique morphisme ng Y(£) — Y tel
que le diagramme suivant soit commutatif :

X(L) -2y
i ¢
Y (L)

En particulier, Y (L) ne dépend que de X*(L) et on pose :
X®(L)//H :=Y(L).

(iii) Si X est normale, X*(L)//H l’est aussi.

(iv) Si X est normale, © est surjective en codimension 1.

Preuve : L’application 7 est affine car elle provient d’une inclusion
d’algebres graduées. Si o appartient a I'(X, £L2")® (pour un entier positif n),
I'assertion (i) est évidemment vérifiée pour U = {z € X*(L)//H : o(z) # 0}.
Comme les ouverts de ce type recouvrent X%(L)//H, le cas affine (voir la
proposition 5.1.1) permet alors de montrer I'assertion (7).

Les autres assertions de la proposition se déduisent aisément de la
premiere et de la proposition 5.1.1. U

5.2.2 La notion de points stables

Avec les notations ci-dessus, on pose :
X3(L):={z e X*(L) : 7 '(n(z)) = H.z}.

Un point de X®(L) sera dit stable pour £. Un point de X*(L) qui n’est pas
stable sera dit strictement semi-stable. On a alors la

Proposition 5.2.2 On suppose qu’il existe un point de X dont ['isotropie
dans H est finie. Soit x dans X°(L).

Alors, H.x est fermé dans X**(L) et le stabilisateur de x dans H est fini.
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Preuve : Il est clair que H.x = 7~ '(7(z)) est fermé dans X*(L). De
plus, I’hypothese implique que les fibres de 7 sont de dimension supérieure
ou égale a celle de H. Mais alors, comme 7 (7 (z)) = H.z, génériquement les

fibres de m ont la méme dimension que H. Ceci implique que le stabilisateur
dans H de z est fini. O

Remarque : Dans le cas ou H est réductif, il est bien connu (voir [39]
ou [35]) que la proposition 5.2.2 admet une réciproque. Plus précisément,
supposons que H est réductif et que son isotropie dans X est génériquement
finie. Alors, si H.x est fermé dans X**(L) et si le stabilisateur de x dans H
est fini, le point x est stable pour L. Cette réciproque est fausse en général.
Pour s’en convaincre regardons I’exemple suivant.

Exemple Considérons le groupe additif H = k et I'espace vectoriel
V = {az® + bry + cy® : a,b,c €k}

des polynomes en x et y homogenes de degré 2. Alors, H agit linéairement
sur V par la formule :
t.(az® + by + cy?) = ax® + ba(y + tz) + c(y + tz)>
On vérifie alors que :
E[VH = k[, b* — 4ac].

Alors, le quotient de V' par H est :

T Vv — k2

ar? + bry + cy* — (¢, b* — 4dac).
Alinsi, on a :
7 10,1) = H.(z* + 2y) U H.(z* — zy).

Alors, H.(z* + xy) est fermée de dimension 1 dans V et 7~ (7 (2% + zy)) est
la réunion de deux orbites de H.

5.2.3 Le groupe des fibrés en droites H-linéarisés sur
X

Soit G' un groupe réductif et H un sous-groupe sphérique de G. On se
donne maintenant une variété projective X munie d’une action algébrique de

G.
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On note Pic”(X) (resp. Pic®(X)) le groupe des fibrés en droites H-
linarisés (resp. G-linéarisés) sur X. On note rgy : Pic®(X) — Pic”(X)
le morphisme de restriction de ’action de G' a H. On note r le morphisme
de Pic” (X) vers Pic(X) qui oublie I'action de H. Soit X'(H) le groupe des
caracteres de H. On considere le morphisme i : X(H) — Pic”(X) qui
associe a un caractere y de H le fibré trivial sur X linéarisé par la formule :

h.(x,7) = (h.xz,x(h)T) Vhe HxeXetT€ek.
Proposition 5.2.3 Avec les notations ci-dessus, on a :
(i) La suite :
0 — X(H) - Pic(X) - Pic(X)
est exacte.
(ii) De plus, la suite :
0 — X(H)g — Pic” (X)g - Pic(X)g — 0
est exacte.
(i1i) Le morphisme

¢ : Pic®(X) x X(H) — Pic(X)
(L,x) = ru(L)®i(x)

induit apres produit tensoriel avec Q une surjection.

Preuve : L’assertion (i) est un corollaire immédiat de [34]. La deuxieéme
assertion découle également de [34].

Soit Ly dans Pic”(X). D’apres I'assertion (i) appliquée au groupe G,
il existe un entier m strictement positif tel que r(Ly)®™ admet une G-
linéarisation. Soit £ dans Pic®(X) tel que :

r(LE™) =rorg(L).
La premiere assertion montre alors qu’il existe un caractere xy de H tel que :
L™ = (L) ®i(x)-

La derniére assertion est démontrée. O
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5.2.4 Quotients par un sous-groupe sphérique

5.2.4.1 — Soit £ un fibré en droites ample et H-linéarisé sur X. On veut
définir un quotient de X par H associé au fibré en droites L.

Pour cela nous introduisons quelques notations. Si y est un caractere de
H et V est un G-module, on rappelle que :

VIX={veV :Vhe H hv=yx(h)},

et on pose
VE={veV :Vhe H hv=uv}
On a alors le :
Lemme 5.2.1 L’algébre @@0 L(X, L) est de type fini.

Preuve : D’apres la proposition 5.2.3, il existe un entier strictement
positif m, un élément £, de Pic?(X) et un caractere x de H tels que :

L7 =rp(Lo) ® i(x)-

Mais alors,

Drex. o =PI (Xrul(£f") @ i)

n>0 n>0

~ PT(X, Ly,

n>0

Rappelons que l'algebre @,,5o0'(X, L") est une G-algébre graduée. En
d’autres termes, ’action de k* induite par la graduation commute a celle de
G. On peut donc munir @,>o'(X, £5") d’une action de G x k*. Considérons
H, le sous-groupe de G' x k* défini par :

H, ={(h,x(h)) : he H}.
On a alors, pour tout entier n :
T(X, L5 =T(X, £5™)"x.
Alinsi,

P rx, commt ~ (@F(X, Lg?")) X.

n>0 n>0
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De plus, si B est un sous-groupe de Borel de G opposé a H, il est immédiat
que B xk* est un sous-groupe de Borel de G x k* opposé a H,. En particulier,
le sous-groupe H, de G x k* est sphérique. L’algebre @, ., (X, £5") étant
de type fini, la proposition 5.1.2 montre que @, I'(X, LEmMH est de type
fini.

Par ailleurs, 'anneau €, ., (X, L£%")" est une extension entiere de

n>0
D, L(X, L&) On peut alors conclure avec le théoréme 2 du chapitre
V (§3.2) de [6] (voir aussi [21]). O

5.2.4.2 — Grace au lemme 5.2.1, comme dans la section 5.2.1, on peut
définir :
m: X®(L) — X*¥(L)//H.
L’application 7 ainsi définie vérifie la
Proposition 5.2.4 Soit Z une sous-variété fermée stable par G dans X. On

note Lz le fibré en droites H-linéarisé obtenu par restriction de L. Alors,
Z3(L1z) = ZNX*(L). De plus, le diagramme commutatif suivant :

Z%(L)z) = ZNX*(L) > 7(Z) — X*(L)//H

Z>(Lyz) [/ H

induit un isomorphisme de la variété Z*(Lz)//H sur l'adhérence n(Z) dans
X*(L)//H de l'image par m de Z N X%S(L) .

Preuve : La démonstration est identique a celle de la proposition 5.1.3.
O

5.2.4.3 — Dans ce paragraphe, nous allons construire un fibré ample sur
X®(L)//H associé a une puissance de L.

La proposition 3 du chapitre III (§1) de [5] est le résultat d’algebre com-
mutative suivant :

Lemme 5.2.2 Soit A = ®,>0A, une algébre graduée de type fini. Alors, il
existe un entier p > 0 tel que [’algébre

D A

n>0
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soit engendrée par ses éléments de degré un (i.e. par A,).

Nous appliquons ce lemme pour dire qu’il existe un entier m > 0 tel que
D, (X, LE™)H et engendrée par ses éléments de degré un. En identi-

fiant canoniquement P ((I'(X, £5™)")*) & I'espace projectif des hyperplans
de T'(X, £%™)H  considérons alors :

¢ X®(L)//H — P((T(X,Lom)H)*)
Y — {o e (X, L) : o(y) =0} .

On vérifie aisément que ¢ est une immersion fermée. Posons :
LE"[JH = ¢" (O(1)) .

Alors, £L%™//H est un fibré en droites trés ample sur X*(£)//H. De plus, on
a un isomorphisme canonique :

Do)/, (£ [/ H)*") = T (X, £o)!,

et
(LI H) = £ e,
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Chapitre 6

Quels plongements projectifs de
G/H peut-on obtenir comme
quotients de plongements
projectifs de G'?

6.1 Une solution a ce probleme

Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe. Comme dans la section
4, regardons GG comme un espace homogene sphérique sous ’action de G x G.

Soit H un sous-groupe sphérique de G. On se donne également un plon-
gement projectif Y de G/H. Le théoreme suivant répond a la question :
Y peut-il étre obtenu comme quotient (au sens de la section 5.2.4.2) d’un
plongement projectif de G x G/AG?

Commencons par poser quelques notations. Si E est un diviseur premier
d’une variété normale X, on note vy la valuation normalisée de k(X) dont
le centre est E. On dira qu'une action de G est quasi-fidéle si son noyau est
fini.

Théoreme 4 On suppose que l'action de G sur G/H est quasi-fidéle. Soit
(Y,y) un plongement projectif de G/H. Alors, les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) 1l existe un plongement projectif X de G et un fibré en droites ample
et G x H-linéarisé L sur X tels que

Y = X®(L)//H.
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(ii) Pour tout diviseur premier D stable par G de Y, la valuation vp de
k(G/H) s’étend en une valuation G x G-invariante de k(G).

Preuve : (i) = (ii) : Considérons 7 : X*(L) — Y le morphisme quo-
tient. Soit D un diviseur premier stable par G de Y. Comme 7 est surjective
en codimension 1, 77 (D) est une réunion de diviseurs premiers de X®(L).

De plus, comme 7 est équivariante pour 'action de G, 7(G) = G/H et
la variété 7—!(D) est incluse dans le complémentaire de G dans X*(L). Par
conséquent, 71 (D) est I'intersection de X*(L) et d’une réunion de diviseurs
premiers de X stables par G x (G. Choisissons F une composante irréductible
de 771(D) qui domine D.

Si K est un corps, on note V(K) 'ensemble des valuations normalisées
du corps K. Considérons 7, : V(k(X)) — V(k(Y")) 'application associée
au morphisme 7* : k(Y) — k(X) de composition avec 7. On a alors :
vp = 7 (vg). Comme 7 est équivariante pour 'action de G, mg est le quotient
de G par H et 7, est la restriction de k(G) & k(G/H). Mais alors, vg est une
valuation G x G-invariante de k(G) qui prolonge vp.

(¢4) = (i) : Choisissons un fibré en droites M ample et G-linéarisé sur
Y. Quitte a remplacer M par une puissance assez grande, on peut supposer
que Y se plonge dans P(V') ou V = I'(Y, M)*. D’apres l'exercice 5.1.4. de
[25], on peut de plus supposer que le cone affine, Y au-dessus de Y dans V
est normal.

Soit  dans V non nul au-dessus de y. Le groupe k* agit sur V' par
multiplication scalaire. Cette action commute a celle de GG, ce qui munit V'
d’une action de G x k*. De plus, H agit sur la droite k.y via un caractere y.
Le stabilisateur de y dans G x k* est alors H_, = {(h,x(h" ")) : h € H}.

On note p lapplication de G vers PGI(V) et on pose G! = p(G). On
considere X! I'adhérence de G* dans P(End(V)). On note X' le cone affine
au-dessus de X' dans End(V). Considérons

1/):)~(1
" ~

— Y
— m.y
Montrons alors le -
Fait 1 : La codimension de Y — t(X1) est supérieure ou égale a 2.
Pour cela, supposons par l'absurde qu’il existe D un diviseur premier
dans cette adhérence. Comme 1) est équivariante pour 'action de G x k*, D
est stable par G x k*. Ainsi, D est le cone affine au-dessus d’'un diviseur D

premier stable par G dans Y.
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Soit X1 la préimage de Y — {0} par 1 et X Vimage de XL dans X!, Le
morphisme 1 induit une application ¢ : X1 — Y. On a alors le diagramme
commutatif suivant :

GGt —— X1

G/H—Y

Par hypothese, vp est la restriction & k(G)¥ d’une valuation v invariante
par G x G de k(G). Comme X' est complete, p,(v) a un centre Z dans X'.
Mais alors, 1, (v) = vp et donc ¢(Z) est dense dans D. Ce qui constitue une
contradiction.

Soit L' la restriction & X' du fibré en droites O(1) sur P(End(V)). Via
'application p, k(X"') se plonge dans k(G). Considérons X la normalisation
de X! dans k(G) et ¢ : X — X' le morphisme correspondant. Considérons
sur X le fibré en droites £ = ¢*(£'). Comme laction de G dans G/H (et
donc dans P(V')) est quasi-fidele, les applications p et ¢ sont finies. Mais
alors, £ est ample. Donc, quitte a remplacer M (et donc £! et £) par une
puissance, on peut supposer que X se plonge dans P(I'(X, £)*). Soit X le
cone affine au-dessus de X dans I'(X, £)*. 1l existe alors ¢ : X — X! qui
est k*-équivariante et telle que le diagramme suivant soit commutatif :

¢ 1

X X
. I
X% ,xt

De plus, L' est G x G-linéarisé, il en est donc de méme pour £. Ainsi, il
existe sur X une action canonique de G x G telle que le diagramme précédent
soit équivariant. Mais alors, ¢ o ¢ passe au quotient par H_,, ce qui donne
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le diagramme commutatif suivant :

X)/H-,,

L’application n ainsi définie est équivariante pour 'action de G x k* et donc
le stabilisateur de 7(1) dans G x k* est inclus dans celui de y c’est-a-dire
dans H_,. Comme 7 est le quotient par H_,, on en déduit que 7 induit un
isomorphisme de P'orbite par G x k* de w(1) vers celle de 3. En particulier,
71 est birationnelle.

De plus, d’apres le Fait 1 et la surjectivité de ¢, I'application 7 est sur-
jective en codimension 1. Comme Y est normale, le lemme de Richardson
(voir [41]) implique alors que 7 est un isomorphisme. La variété Y est alors
le quotient X*(L ® x)//H. O

Remarque : 1) Pour situer un peu la condition (i) du théoreme 4, notons
qu'une valuation G-invariante v de k(G)" s’étend toujours en une valuation
G-invariante (pour 'action induite par la multiplication a gauche) du corps
k(G) (voir [33] ou [12]). En revanche, comme le montre I’exemple de 'annexe
A, il n’existe par toujours de valuation G x G-invariante sur k(G) qui étende
v. Ainsi, la condition (i) du théoreme n’est pas toujours satisfaite.

2) La construction utilisée dans la démonstration du théoreme 4 est es-
sentiellement due a L. Renner (voir [42]). Ainsi, le théoreme principal de
[42] est « équivalent » au théoreme 4 ci-dessus. Cependant, dans 'article de
L. Renner la condition (ii) est omise, et H est supposé semi-simple.

6.2 Remarques sur la démonstration du
théoreme 4

6.2.1 — La preuve du théoreme 4 ((i7) = (7)) est constructive et donne
en fait un résultat plus précis que le théoreme. En effet, on a le

Corollaire 6.2.1 Reprenons les notations du théoréme 4. Supposons que
pour tout diviseur premier D stable par G de'Y', la valuation vp de k(G/H)
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s’étend en une valuation G x G-invariante de k(G). Fizons également un
fibré en droites M ample et G-linéarisé sur'Y . Alors, il existe un plongement
projectif X de G et un fibré en droites G X H-linéarisé L sur X tels que :

(i) La variété quotient X**(L)//H est isomorphe a'Y .
(ii) Le morphisme quotient m : X*®(L) — Y est surjectif.
(iii) Il existe un entier strictement positif, n tel que 7 (M®") = Lixss(z).

(iv) L’ouvert X*°(L) rencontre toutes les orbites de {1} x G dans X.

Preuve : Nous reprenons toutes les notations de la fin de la preuve
« (i) = (i) » du théoreme 4. On a déja montré que X**(L)//H = Y. De
plus, comme 7 est surjective, m 'est aussi. Par ailleurs, on a )~(//H =Y.
Mais alors, 7(M) = L|xss(z) (rappelons qu’au cours de la démonstration du
théoréeme 4, on a remplacé plusieurs fois M par une puissance).

I reste a montrer que X%(L) rencontre toutes les orbites de {1} x G
dans X. Soit x € X. Soit m € End(V') au-dessus de ¢(zx). Alors, comme G.j
engendre l'espace vectoriel V| il existe g € G tel que m(gy) # 0. Mais alors,
(1,g71).z est semi-stable pour L. O

6.2.2 — Exemple Soit G = SL(3) et H le sous-groupe de G constitué
des matrices de la forme :

S O %
* ¥ O
* % O

Alors, H est un sous-groupe sphérique (et méme symétrique) de G.

Soit V' le G-module standard et V* son dual. Soit (ej,es, e3) la base
canonique de V' et (e}, €3, €5) sa base duale. Alors, (P(V) x P(V*), ([e1], [e}])
est un plongement de G/H. Considérons le fibré ample M = O(1) x O(1)
sur P(V) x P(V*). Alors, M admet une unique G-linéarisation induite par
les actions linéaires de G sur V et V*.

La variété X' de la démonstration du théoréme 4 se plonge dans l’espace
projectif P(End(V ®@ V*)). Alors, X! est le plongement canonique de PSL(3)
(voir par exemple [17]). Si on plonge X' dans P(End(V')) x P(End(V*)), on
obtient avec les notations de la démonstration du théoreme 4 :

7 X 5 X' s P(End(V)) x P(End(V*)) - % P(V) x P(V*)

([u], [v]) — ([ulen)], [er o w)]).
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Le fibré £!' sur X! donné par la démonstration du théoréme 4 est ici
la restriction du fibré O(1) ® O(1) sur P(End (V') x P(End(V*)). De plus,
L = ¢*(L'). Remarquons que I'assertion (7v) du corollaire 6.2.1 montre que
X®(L) contient au moins 4 orbites de G x H, alors que P(V') xP(V*) contient
2 orbites de GG. On en déduit que sur cet exemple :

X(L) £ X5(L).

Dans la suite de ce travail, nous allons étudier plus en détail les quotients de
plongements de groupes par des sous-groupes sphériques. L’objectif essentiel
est de réaliser des plongements projectifs d’espaces homogenes sphériques
comme des quotients sans points strictement semi-stables de compactifica-
tions de groupes. Ainsi, le théoreme 7 donnera une solution a ce probleme.

6.3 Espaces homogenes sphériques relevables

Le théoreme 4 nous incite a poser la définition suivante :
Définition Un espace homogene sphérique G/H sera dit relevable si toute
valuation G-invariante de k(G/H) s’étend en une valuation G x G-invariante
de k(G).

On a alors la proposition suivante :

Proposition 6.3.1 Soit G un groupe algébrique semi-simple. On a :

(i) Soit Hi C Hy deux sous-groupes sphériques. Alors, si G/H; est rele-
vable alors G /Hy est aussi.

(i1) Soit Hy C Hy deuz sous-groupes sphériques tels que Hy est d’indice fini
dans Hy. Alors, G/ H; est relevable si et seulement si G/Hy [est.

(111) Si H est symétrique alors G/H est relevable.

Preuve : Assertions () : Soit v une valuation G-invariante de k(G /Hs).
Alors, d’apres le corollaire 3.1.1 de [12], il existe une valuation v de k(G)
qui est G x {1}-invariante et dont la restriction a k(G/Hs) est v. Comme
G/H; est relevable, la restriction de v a k(G/H,) s’étend en une valuation
G x G-invariante de k(G). L'assertion (7) suit.

Assertions (ii) : Soit B un sous-groupe de Borel opposé a H; et donc

a H,. Avec nos hypotheses, Hom(X(B)?"1 Q) s’identifie canoniquement
a Hom (X (B)?"2 Q). Par ailleurs, le corollaire 3.1.1 de [12] montre que
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V(G/H;) s’envoie sur V(G/H;) par cette identification. Comme V(G/H;)

s'injecte dans Hom(X (B)2™i Q) pour i = 1 ou 2, ceci montre que V(G /H,)

s'identifie & V(G/H,). Mais alors, 'assertion (ii) devient évidente.
Assertions (7i7) : Grace a ’assertion (ii), on peut supposer que G est

adjoint et que G/H admet un plongement magnifique X, avec les notations
de [17]. Soit £ un fibré ample et G-linéarisé sur X. Considérons p le sommet
du polytope moment P(X, L) correspondant & l'orbite fermée de G dans
X. La proposition 8.2 de [17] permet de décrire le cone convexe engendré
par —p + P(X, £). On peut alors remarquer que ce cone est I'intersection
de X(B)§™ et du cone de X(B)g engendré par les racines négatives. Mais
alors, la proposition 3.3.1 permet de conclure.

O

Remarque : Dans [28], S. Kannan a montré que le plongement canonique
d’un espace homogene symétrique pouvait s’obtenir comme quotient du plon-
gement canonique du groupe. Le théoreme 4 et la proposition 6.3.1 per-
mettent essentiellement de retrouver ce résultat.

Proposition 6.3.2 Soit G/H un espace homogéne sphérique sobre. Alors,
si H est résoluble G/H est relevable.

Preuve : Soit (Y, z) le plongement canonique de G/H. Soit B~ un sous-
groupe de Borel de G' contenant H. Alors, d’apres [33] ou [12] 'application
naturelle G/H — G/B~ se prolonge en un morphisme G-équivariant

$:Y —G/B.

Considérons la B™-variété ¥ = ¢~ (B~ /B™).

Soit B un sous-groupe de Borel de G opposé a H et donc a B~. Posons
T = BN B~. Notons U le radical unipotent de B. Alors, on a le diagramme
commutatif suivant :

Uxy 897w s
isomorphisme
(u,s)—>u ¢
U u—uB~ /B~ G/B_
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De plus, U.X est ouvert dans Y. Alors, T.x est dense dans X qui est donc
une variété torique. De plus, comme Y contient une unique orbite fermée de
(G, X contient une unique orbite fermée de B~. Cette orbite étant projective,
c’est un point fixe que I’on note z. Considérons ¥, I’ouvert affine stable par T’
et contenant z. Alors, d’apres le diagramme précédent, U x ¥, est isomorphe
a louvert Y¢; , p. On en déduit que le cone CV(G/H) est le cone C associé a
la variété torique X,.

Nous voulons calculer les arétes du cone CV engendré par les poids de 'ac-
tion de 7" dans k[X,]. Soit y un point de X, tel que dim(7.y) = 1. Considérons
le morphisme de restriction :

—,
p i k[X)D — k[T.y D).

Comme p est surjectif, la demi-droite engendré par les poids de 7' dans
k[T—.yZZ] est incluse dans CY. De plus, la théorie classique des variétés to-
riques (voir [23] ou [40]) montre cette demi-droite est une aréte de C¥ et que
réciproquement toute aréte de C¥ s’obtient ainsi. Il s’agit alors de calculer
les poids de I'action de T dans k[T—.yzz].

Pour cela considérons 'adhérence S de T.y dans . Comme Y est sans
couleur, tous les diviseurs stables par T" de Y qui contiennent 2z sont stables
par B~. Mais alors, S est stable par B~. Comme S est une variété torique
de dimension 1, S est isomorphe & P!. De plus, B~ .y est isomorphe soit & k
soit a k*. Or, si B~.y est isomorphe a k*, B~ a deux points fixes dans S'; ce
qui est impossible. On a donc montré que B~.y est isomorphe a k.

Soit B (resp. T,) le stabilisateur de y dans B~ (resp. T'). Comme B~ .y =~
k, B, ne contient pas le radical unipotent de B~. Alors, il existe une racine
simple a de (B~,T) telle que le sous-groupe unipotent a un parametre U,
de B~ associé a « ne fixe pas y. Montrons que la restriction de v a T}, est
triviale. Soit ¢ : k — U, I'isomorphisme canonique. Comme 7.y est ouvert
dans X, il existe € € k* et ¢, € T tels que {(€).y = tp.y. Soit t € T,,. On a
alors :

Ele)y =uty =tuy=tLl(e).y
=t&(e)t™ .y (6.1)
= &(alt)e).y

Par ailleurs, comme k n’admet pas de sous-groupe strict, By, N U, est
trivial. Mais alors, I’égalité 6.1 implique que «(t) = 1. Ainsi, « est trivial sur
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T,. Mais alors, o ou —a est un poids du T-module k[X, N S]. Par ailleurs, il
est montré dans [15] (voir aussi la section 4.2 de [12]) que C est inclus dans
le cone engendré par les racines négatives. On en déduit que « est un poids
du T-module k[X, N S].

Nous avons donc montré que les arétes du cone dual de CV(G/H)
contiennent toutes une racine simple de (B~,T). La proposition suit faci-
lement. U
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Chapitre 7

Quotients de plongements
projectifs de G par un
sous-groupe sphérique

7.1 Introduction

On se donne encore un groupe semi-simple G et un sous-groupe sphérique
H de G.

Dans la section 6, nous partions d’un plongement projectif de G/H que
nous essayions de réaliser comme quotient d’un plongement de G'. A I'inverse,
dans cette section nous partons d’un plongement projectif X de G x G/AG.

Fixons £ un fibré en droites ample et G x G-linéarisé sur X et x un
caractere de H. Reprenons les notations de la proposition 5.2.3 pour le sous-
groupe G x H de G x G. Comme le groupe X (G) est trivial, rg. g est injectif.
Afin d’alléger les notations, on notera £ ® x pour rgxu (L) ® i(x). Alors, la
proposition 5.2.3 montre que tout fibré G x H-linéarisé sur X admet une
puissance de la forme £ ® y.

On s’intéresse ici au quotient de X par {1} x H associé au fibré £ ® x
comme dans la section 5.2.1 :

T X®Lex) — X®(Le)//H.

Il est alors clair que 'action de G x {1} dans X stabilise 'ouvert X*(L®
X) et induit une action de G dans le quotient X**(L®x)//H. De plus, comme
B x H a une orbite dense dans X, la variété X*(L ® x)//H est sphérique.
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Par ailleurs, quitte a remplacer £® x par une puissance, on suppose (avec les
notations du paragraphe 5.2.4.3) qu’il existe un « quotient », (L ® x)//H de
L@ x par {1} x H. Mais alors, le fibré ample (L® x)//H sur X*(L® x)//H
hérite d’'une G-linéarisation. Dans cette section, afin d’alléger les notations,
on pose

YV =X®L®x)//H et Ly:=(LRx)//H.

Dans toute la section 7, on considere le quotient :

E@X—)ﬁy

!
X®(L®y) —Y

Nous commencons cette section en décrivant le polytope moment de Y as-
socié au fibré Ly . On notera P(X, L&) ce polytope. Nous nous intéressons
ensuite a I'image par 7 des orbites de G x G dans X ainsi qu’a la préimage
des orbites de G dans Y. Pour terminer cette section, nous déterminerons
les préimages par 7 des ouverts de Y de la forme Yy ou Yy g, ou 2 est une
orbite de GG dans Y.

7.2 Polytope moment du quotient

7.2.1 — Soit B un sous-groupe de Borel opposé a H et B~ un sous-groupe
de Borel opposé a B. Posons T'= BN B~. On note alors P(X, L) le polytope
moment de la G x G-variété X associé au fibré en droites L. Les points de
P(X, £) sont de la forme (p, —p) pour p dans X(B)g. Si on plonge P(X, £)
dans X (B)q par (p, —p) — p, on a :

P(X,L)={peX(B)g:In>0, npe P*, V, @V — T(X,L"")}.

Rappelons que P(X, £L® x) désigne le polytope moment de la G-variété
X*(L ® x)//H associé au fibré (L ® x)//H. On a alors :

PX, L))" ={peX(B)g:In>0, npe P, V,, = (X, (LRx)*™)"}].
Avec les notations du lemme 3.3.2, on a donc :

P(X,Lox)" ={p€ X(B)g:In>0, np € Tyy et V,,,@V" — I'(X, L")}
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Or, par définition, P(G/H, L,) est 'ensemble des p € X(B)g tels que :
dn>0 npel,. Doule

Théoreme 5 Soit G un groupe semi-simple et H un sous-groupe sphérique
de G. On se donne X un plongement projectif de G X G/AG. Soit Ly un
fibré ample et G X H-linéarisé sur X.

Alors, il existe un entier m strictement positif , un fibré en droites ample
et G x G-linéarisé L sur X et un caractere x de H tels que :

L?m:£®x,

et tel que le fibré quotient (L ® x)//H existe.
De plus, le polytope moment de X*(L ® x)//H associé au fibré en droites
(L®X)//H est:

P(X,Lox)! =P(G/H,L,)NP(X,L).

Dans la suite de cette section, nous allons voir comment lire un cer-
tain nombre de propriétés de X**(L)//H et 7 sur les polytopes P(X, L),
P(G/H,L,) et P(X,L ® x)". Nous nous intéressons ainsi aux questions
suivantes :

— La G-variété X*(L ® x)//H est-elle un plongement de G/H ?

— Si oui, quel est son éventail colorié ?

— Quelle est 'image par m d’une orbite de G x G dans X ?

— Quelle est la préimage par 7 d’une orbite de G dans X*(L ® x)//H?

— Quel est 'ouvert X*(L ® x)?

7.2.2 — Répondons a la premiere question ci-dessus par le

Corollaire 7.2.1 La variété X*(L ® x)//H est un plongement de G/H si
et seulement si P(X, L) rencontre Uintérieur relatif de P(G/H, L,)).

Preuve : Si X*(L ® x)//H est un plongement de G/H, le théoréme 5 et
la proposition 2.6.1 impliquent facilement que P (X, £) rencontre 'intérieur
relatif de P(G/H, L,).

Réciproquement, supposons que P (X, L) rencontre I'intérieur relatif de
P(G/H,L,). Soit I l'isotropie dans G de w(1). Comme 7 est invariante
par {1} x H, le sous-groupe I contient H. En particulier, I est sphérique
et X*(L ® x)//H est un plongement de G/I. D’aprés la proposition
2.6.1, P(X, L) est d’intérieur non vide dans X' (B)g. Alors, la direction de
P(X,L®x)" est celle de P(G/H, L) cest-a-dire X'(B)g""". En particulier,
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le rang de G/I est égal a celui de G/H. Le théoréme 3.4.3 de [12] montre
alors que H est d’indice fini dans I. Mais alors, le lemme 5.1.1 montre que
les fibres de 7 au-dessus de G/I C X*(L ® x)//H contiennent une unique
orbite ouverte et dense de H. Il est alors facile de voir que H = 1. O

7.2.3 — Remarquons que lorsque la condition du corollaire 7.2.1 est rem-
plie, le théoréeme 5 donne un polytope moment du plongement X*(L®x)//H
de G/H. Mais alors, les propositions 2.6.4 et 3.3.1 nous permettent de
déterminer I’éventail colorié de X**(L®x)//H. Regardons I’exemple suivant :

Exemple. Considérons G = SP(4) et H = k* x SL(2) le sous-groupe
sphérique de G étudié dans ’appendice A.

Soit B un sous-groupe de Borel opposé a H et 1" un tore maximal de B.
Soit wy et wg les poids fondamentaux associés a (B, T).

Soit X le plongement canonique de SP(4). Soit L le fibré en droites ample
sur X et G x G-linéarisé que I'on a noté Ly, 5., dans la proposition 4.5.1.
Considérons

T XP(L@xo) — XL xo)//H,

ou xo est un générateur de X (H).
Les polytopes P(X, £), P(G/H, L,,) et P(X, L® xo)" sont alors comme
sur la figure 7.1.

F1G. 7.1 — Le polytope P(X, L ® xo)%

On obtient alors I'éventail colorié de X*(L ® xp)//H sur la figure 7.2.
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CV(G/H)

F1G. 7.2 — Eventail de X®(L ® xo)//H.

Un autre exemple est le quotient :
T X¥(L) — X¥(L)//H,
associé au fibré en droites £ € Pic“*“(X) < Pic“*#(X). Comme
P(G/H, Ly) est le cone engendré par w, et wg, le polytope P(X, £) s’iden-
tifie a P(X, £). L’éventail de X*(L)//H est alors tracé sur la figure 7.3.
D~ Dt

CV(G/H)

FIG. 7.3 — Eventail de X*(L)//H.

7.3 Orbites de G dans X*(L®Y)//H et orbites
de G x G dans X

7.3.1 — Revenons aux notations de la section 7.1 et fixons une orbite
O de G x G dans X qui rencontre 'ouvert X*(L£ ® x). On s’intéresse a
I'ensemble 7(O N X%(L ® x)) que 'on note plus simplement 7(O).
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Nous montrerons dans le corollaire 8.2.1 que O contient une orbite ouverte
de G x H (et méme de B x H). Nous admettons pour l'instant ce résultat.
Fixons x un point de O dont 'orbite par G x H est dense dans O. Comme
X*=(L ® x) est ouvert et stable par G x H, x est alors semi-stable. De plus,
on a la

Proposition 7.3.1 Awvec les notations ci-dessus, on a :

(i) 7(0) = G.w(x),
(i) P(G.n(z),Ly) = P(O,L)NP(G/H, L)

Preuve : Comme la variété 7(O) est irréductible et stable par G, elle est
I'adhérence d’une orbite de G dans Y. Or, comme (G x H).z est dense dans
O, G.w(z) est dense dans 7(O). La premiere assertion de la proposition suit.

Considérons maintenant la restriction de 7 & O N X*(£ ® x). D’apres la
proposition 5.2.4, I'image de cette restriction est isomorphe & O (L®x)//H.
Mais alors, la démonstration du théoreme 5 montre que :

P (m cy)) = P(0,L£)NP(G/H,L,).
]

7.3.2 — Fixons maintenant {2 une orbite de GG dans Y. Nous allons lui
associer une orbite, O(£2) de G x G dans X telle que 7(O(£2)) contienne 2.

Pour cela, rappelons quelques notations de la section 2. Considérons le
plus petit ouvert Y stable par G de Y contenant €2, et ’ensemble D(Y, (2)
des couleurs du plongement simple Y, de G/H. Posons :

F(D(Y,Q)) :=={y € P(G/H, L)) Z Q.(vp,xp)}s

D¢D (v,9)

la face minimale de P(G/H, L,) qui contient P(Q, Ly ). Soit p un point de
l'intérieur relatif de F(D(Y,2)). Soit n un entier positif et o une section de
ﬁf?” de poids np pour 'action de B. On a alors, d’apres le lemme 3.3.3 :

{reG/H : o(x)=0} = U D.
DED(Y,0)

Nous pouvons maintenant énoncer la :

Proposition 7.3.2 Avec les notations introduites ci-dessus, on a :
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(i) Parmi les orbites, O de G x G dans X telles que w(O) contient S
dans son adhérence il en existe une minimale (pour l'ordre induit par
Vinclusion des adhérences); on la note O(S2).

(i) De plus, P(O(Q), L) est la plus petite face orbitale de P(X,L) qui
contienne P(S2, Ly).

(iii) On a aussi : P(Q,Ly) = P(O(Q), L) NF(D(Y,Q)).
(iv) Si Q est sans couleur dans Y, alors 7(O(2)) = Q. En particulier,
est inclus dans l'image de .

Preuve : Soit O une orbite de G x G dans X et z un point de O dont
I’orbite par G x H est ouverte dans Q. La proposition 7.3.1 montre que :

QC7(0) <= QCGr(z).

De plus, si O et O, sont deux orbites de G x G dans x, d’apres la proposition
2.6.2,0on a: o o -
P(Ol, ﬁ) N P(Og, ﬁ) - P(Ol N 02, ﬁ)

Mais alors,
QCr(0) < P(Q,Ly) CP(G.r(x),Ly)
<~ P(Q,Ly) CP(O,L)NP(G/H,L,)
«— P(Q,Ly) CP(O,L) (1)

La proposition 2.6.2 montre alors qu’il existe une orbite O(2) de G x G
dans X vérifiant (1) et minimale pour cette propriété. On a donc montré les
deux premieres assertions de la proposition.

Par ailleurs, on a :

P(Q, Ly) C F(D(Y,9Q)).

Comme P(O(Q), £)NF(D(Y, Q)) est une face de P(Y, Ly), on en déduit que

P(Q, Ly) est une face de P((’) Q), L) NF(D(Y,Q)). Or, P(Q, Ly) rencontre
I'intérieur relatif de F(D(Y,2)). On en déduit qu'’il existe une face, F de
P(O(2), L) telle que :

P(Q, Ly) = FNF(D(Y,Q)).

Avec les notations de la proposition 2.6.4, par minimalité de O(£2), on a
donc : O(F) = O(Q). Soit Py la face minimale de P™ qui rencontre F.
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Comme P(G/H,L,) est inclus dans Pt et P(Q, Ly) est inclus dans F,
F(D(Y,Q)) est inclus dans Py . Mais alors, la proposition 2.6.4 implique que :

FNF(D(Y,Q) =P(0(Q),£) NF(D(Y,Q)).

Ceci démontre I"assertion (7ii).
D’apres 'assertion (iii), si § est sans couleur on a :

P(Q,Ly) =P(O(Q),L)NP(G/H,L,).

Mais alors, la proposition 7.3.1 montre la derniere assertion de la proposition.
O

Remarque : Nous supposons le temps de cette remarque que H est réductif.
Alors, 7 est surjective. De plus, si y est un point de Q2 et x un point de I'unique
orbite fermée de {1} x H dans 7 *(y), alors, O() est 'orbite par G x G de
x.

Soit p : Hom(X(B),Q) — Hom(X(B)E" Q) I'application de restric-
tion. On peut alors énoncer le

Lemme 7.3.1 Avec les notations de la proposition 7.3.2, on a :
p(C(X,0(2))) € C(Y, Q).

Preuve : Soit p un point de 'intérieur relatif de P(€2, £Ly). D’apreés la pro-
position 2.6.4, C(Y, Q) est le dual de —p+P(Y, Ly) dans Hom (X (B)?" Q).
Comme P(Y, Ly) est inclus dans P(X, L), C(Y,Q) contient l'image par
p du dual dans Hom(X(B),Q) de —p + P(X,L£). Comme p appartient
a P(O(Q),L), la proposition 2.6.4 appliquée a X et O(2) termine la
démonstration du lemme. O

7.4 Sur la préimage de certains ouverts

Nous nous intéressons maintenant a 'ouvert X*(L®y). Comme la variété
Y est recouverte par les ouverts du type Y, pour €2 orbite de G dans Y, 'ou-
vert X®(L ® x) est recouvert par les 7 !(Yy). La proposition 7.4.1 donnera
une premiere description de ces ouverts. B

Rappelons les notations de la section 3.2 : ( : G — G est le revétement
universel de G et ¢ : G — G/H 1'application orbite. Soit D une couleur de
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G/H. On considere Dla préimage de D par I’application go(. On notera D*

I’adhérence de C(ﬁ) dans X. Alors, D" est un diviseur premier de X, stable
par B x H. On considérera aussi (15x, la réunion des orbites de G x {1}

dans X qui sont incluses dans D"
Soit Yo p l'ouvert affine stable par B minimal (voir la section 2.4) qui
rencontre 2. Avec ces notations, on a la

Proposition 7.4.1 On a :
-1 —X
™ (YQ,B) = X(’)(Q) - U D,
D¢D(Y,Q)

et
7T71(YQ) = X@(Q) - U QEX'

DED(Y,Q)

Preuve : Soit p un point dans l'intérieur relatif de P(Q, Ly). Soit n un
entier positif et o une section de L™ vecteur propre de poids np pour B.
Alors, la deuxieme assertion de la proposition 2.6.4 montre que :

Yo=Y —-{yeY : o(y) =0}.
D’un autre point de vue, o est une section de ' (X, (£ ® x)®")) et
' (Yos) =X —{z€X : o(x) =0}.

Par ailleurs, si O est une orbite de G x G dans X qui rencontre 7 ' (Yq 5)

alors 7(O) est stable par G et contient 2. Donc, par définition de O(2) (voir
la proposition 7.3.2), on a :

7' (Ya,5) C Xo@)-
Ainsi,
7 (Ya,p) = Xow — {r € X : o(z) =0}. (7.1)
On s’intéresse donc a ’hypersurface de X définie par o(z) = 0. Soit M une

composante irréductible de cette hypersurface qui ne rencontre pas G C X.
Comme M est de codimension 1, M est alors stable par G x GG. Comme
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71 (Yo,B) rencontre O(Q), ’égalité 7.1 montre alors que M est inclus dans
le complémentaire de Xp(q) dans X. On en déduit que :

Wﬁl(ngB) = X@(Q) — {iU €eqG : O'(ZU) = 0}

De plus, comme p est dans U'intérieur relatif de P(€2, Ly), on a :

{ye G/H : o(y) =0} = U D.

D¢D(Y,Q)

La premiere assertion de la proposition est démontrée.

Comme Yy = G.Yo g, 7 1Y) vaut Xo(q) privé de la réunion des orbites
de G x {1} incluses dans UD¢D(Y79)§X. Or G est connexe, donc si une orbite
de G x {1} est incluse dans cette réunion alors elle est incluse dans I'un des
Dr. Alinsi,

W_I(YQ) = XO(Q) — U QBX.

DED(Y,Q)

7.5 Trois exemples

7.5.1 SL(3)/GL(2)

Revenons sur l’exemple 6.2.2 et posons G=SL(3). Rappelons que
(€1, e€2,€e3) est la base canonique du G-module standard V et (e], e}, €3) est
sa base duale. Ici, nous considérons H le stabilisateur dans G' de

(fex + es], [e1]) € P* x (P*)"

c’est-a-dire un conjugué du sous-groupe considéré au paragraphe 6.2.2.

Soit B le sous-groupe de Borel de GG constitué des matrices triangulaires
supérieures et 1’ le tore constitué des matrices diagonales. Alors, les deux
sous-groupes paraboliques associés aux racines simples « et 5 de (B,T') sont
P, = Stabg([e1]) et Ps = Stabg([e}]).

On vérifie que B est opposé a H. Alors, le graphe I'(G/H) se calcule
aisément par les méthodes utilisées dans 'exemple 2.7.4. On obtient :
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/N
AVA

Remarquons que X' (H) est isomorphe a Z. De plus, il existe un générateur
Xo de X (H) tel que les equatlons des couleurs de G/H soient :

[Wa © Xo] et [ws = —Xol,

ou comme d’habitude w, et wg sont les poids fondamentaux de (B, T).

Avec le lemme 3.3.2, on en déduit que, pour tout entier n, on a :

- P(G/H, Lyny,) = nwy + QF (wy +wp), sin >0,

~ P(G/H, Lyy,) = —nws + Q" (wa +wp), sin <0 et

- P(G/H, Lo) = QF (wa +w5).

Considérons le plongement canonique X de G x G/AG. Avec les nota-
tions de la section 4.5, on considere sur X les deux fibrés en droites G x G-
linéarisé, L1 := Lew,+6ws €0 L2 := Lay, +80,- Considérons alors pour 7 = 1, 2
le morphisme quotient :

VT XSS(Ll) — XSS(EZ)//H
Considérons également
™ XSS(£1®6X0) —>XSS(£1®6X0)//H

Sur la figure 7.4, nous avons représenté les deux polytopes moments
P(X, £;) pour i = 1,2, ainsi que certains polyedres moments sur G/H. Alors,
le corollaire 7.2.1 montre que les trois variétés X*(L;)//H pour i = 1, 2 et
X®(L,®6x0)//H sont des plongements de G/H. Mais alors, les propositions
2.6.4 et 3.3.1 montrent que les trois variétés sus-citées sont isomorphes au
plongement canonique de G/H.

Remarquons que trois faces orbitales strictes de P(X, L) ont la méme
intersection avec P(G/H, Ly). Mais alors, la proposition 7.3.1 montre que les
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P(X, L) P(X, L)

F1G. 7.4 — Polytopes moments sur X et polyedres moments sur G/H

trois orbites correspondantes s’envoient par m sur ’orbite fermée Z de GG dans
X®(Ly)//H. Ainsi, X*(L,) contient des points strictement semi-stables.

Soit Oy l'orbite de G x G dans X telle que pour i = 1, 2, P(Oy, L;) est
la face verticale de P(X, L;). Alors, la proposition 7.3.1 montre que seule
lorbite Oy de G x G dans X vérifie : m(Oy N X*(Ly)) = Z. En d’autres
termes, on a : O(Z) = Oq avec les notations de la proposition 7.3.2. On peut
méme montrer que X%(Ly) = X3(Ly).

De méme, pour le fibré en droites £; ® 6xp, on a : O(Z) = Oy. On peut
la encore montrer que X*(L; ® 6xp) = X*(L1 ® 6x0)-

Sur cet exemple, nous avons réalisé le plongement canonique de G/H
comme quotient sans point strictement semi-stable du plongement canonique

de G.

7.5.2  SL(3)/SO(3)
Soit G = SL(3) et V le G-module standard. Posons

H={g€eG :'g9= 13} ~SO(3),

ol ‘g est la transposée de la matrice g et I3 est I’élément unité de G. Alors,
H est un sous-groupe sphérique (et méme symétrique) de G. Remarquons
que H est le stabilisateur dans G de la forme quadratique ¢ donnée dans la
base canonique de V' par la formule : q(ze; + yes + ze3) = 22 + y? + 22
Soit B le sous-groupe de Borel de G' formé des matrices triangulaires
supérieures et 7' le tore maximal de B constitué des matrices diagonales.
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Alors, BN H est I’ensemble des matrices de GG de la forme :

£1 0 O
0 1 0
0 0 =1

En particulier, le rang de G/H est 2. Comme de plus le groupe des ca-
racteres de H est trivial on a :

X(B) X x(nm) X(H) =~ X(B)P™" = Z2w, ® Z2ws,

ol w, et wg sont les poids fondamentaux de (B, T"). En particulier, D(G/H)
est formé de deux éléments.

Soit (p C d) € P? x (P?)V un drapeau de P2. Notons p (resp. d*)
I'orthogonal de p (resp. d) pour la forme quadratique ¢. Alors, (dt C p*t)
est un drapeau de P?, appelé drapeau orthogonal & (p C d). On montre que
l'orbite par H d’un drapeau de P(V') ne dépend que de la position relative
de ce drapeau et de son orthogonal. On en déduit, avec ’argument habituel
sur les rangs que le graphe I'(G/H) est le suivant :

/N
\/
\/

En particulier, les poids des équations dans X (B) X xpnn) X (H) ~
X (B)P™ des couleurs, que 'on note D, et Dy de G/H sont :

VYD, = 2wq et YDy = 2wg.

On en déduit que le polyedre P(G/H, Ly) est le cone P& engendré par Pt.
Soit Y le plongement simple de G/H d’orbite fermée Z tel que D(Y, Z) =
{Dg} et C(Y, Z) est représenté sur la figure 7.5. En fait, on peut vérifier que
Y est 'espace projectif des formes quadratiques en trois variables.
Les polytopes moments sur Y pour des fibrés amples M sont tous a
homothétie pres comme sur la figure 7.6.
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D,
CV(G/H) cv.2) -
Fia. 7.5 — Cone colorié de Y
wp
Wa

FiG. 7.6 — Polytope moment de Y
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Considérons un plongement X de G' x G/AG et un fibré en droites £
ample et G x H-linéarisé sur X tels que X*(L)//H est isomorphe a Y.
L’existence de X et de £ découle du théoreme 4. Alors, comme P(G/H, L)
est égal a P@, le théoreme 5 montre que le polytope P(X, £) s’identifie a
un polytope de la forme P(Y, M). On en déduit que X est nécessairement
I'unique plongement simple et complet de G x G/AG dont 'orbite fermée a
BszB~ (voir la section 4 pour les notations) comme couleur. En fait, X est
la normalisation dans k(G) de P(End(V)).

Considérons l'orbite fermée Oy de G x G dans X. Les isotropies dans
G x G des points de Oy sont des produits de 2 sous-groupes paraboliques
minimaux et opposés de G. En particulier, Iisotropie pour I'action de {1} x
H des points de Oy est infinie. Par ailleurs, comme P(G/H, L) rencontre
P (O, L), lorbite Oy contient des points semi-stables. Alors, la proposition
5.2.2 montre que :

X5(L) £ X°(L).

Dans cet exemple, nous sommes parti du plongement Y de G/H qui peut
etre réalisé comme quotient d’un plongement X du groupe G. Nous avons
montré qu’il est impossible d’imposer que pour ce quotient tous les points
semi-stables soient stables. Il semble que ceci soit lié au fait qu’une orbite
avec couleur de G X G/AG dans X admette des points semi-stables. En effet,
I’argument utilisé dans cet exemple fonctionne en général et montre qu'une
orbite fermée avec couleur d’un plongement de G' ne peut contenir de point
stable pour l'action d’un sous-groupe sphérique. Ainsi, dans la suite nous
fixerons notre attention sur les plongements sans couleurs de G x G/AG.

Cependant, comme le montre I'exemple suivant, il est possible que des
orbites avec couleur de G x G/AG contiennent des points stables. Evidement
ces orbites de G x GG ne sont pas fermées.

7.5.3 G =PSL(3) x PSL(3) et H = APSL(3)

Considérons le groupe G = PSL(3) x PSL(3) et H le sous-groupe diagonal
de G. Ici, V est encore le SL(3)-module standard. Alors, G se plonge dans
X = P(End(V)) x P(End(V)). Considérons sur X le fibré en droites £ :=
O(2) ® O(4) muni de la G x G-linéarisation induite par I’action linéaire de
SL(3) sur V. Soit B un sous-groupe de Borel de PSL(3). Alors, le polytope
moment P (X, £) se plonge canoniquement (voir la section 4) dans X'(B)g %
X(B)g. Le polytope P(X, £) est alors le produit de deux polytopes comme
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sur la figure 7.7.

X(B) x X(B)

VAR

F1G. 7.7 — Le polytope P(X, £)

Par ailleurs, on montre aisément que le polyedre P(G/H, L) est le cone
Py plongé diagonalement dans X (B)q x X (B)g. Alors, une face orbitale de
P(X, L) rencontre P(G/H, L) si et seulement si elle est le produit d’une
face du petit polytope de la figure 7.7 par le grand. On en déduit que 1’ou-
vert X*(L) est inclus dans P(End(V)) x PSL(3). Il est alors immédiat que
X*(L) = X3(L). De plus, si Oy désigne 'orbite fermée de G’ dans P(End (1)),
alors l'orbite Oy x PSL(3) de G x G dans X contient des points stables et a
une couleur dans X.



Chapitre 8

Action de B x H dans un
plongement de G

8.1 Introduction

Fixons encore un groupe semi-simple GG et un sous-groupe sphérique H
de G. Soit B un sous-groupe de Borel de G opposé a H.

Soit X un plongement projectif de G x G/AG, L un fibré en droites
amples et G x H-linéarisé sur X et x un caractere de H. La proposition
7.4.1 montre que les diviseurs stables par B x H dans X ont un role a jouer
dans la description de X*(L ® x). Dans cette section, nous étudions ces
diviseurs lorsque X est sans couleur. Nous commencons par étudier ’action
de B x H dans une orbite de G x (.

8.2 Action de B x H dans certains G x G-
espaces homogenes

8.2.1 — Fixons deux sous-groupes paraboliques opposés, P et (). Notons
L leur sous-groupe de Levi commun. On se donne également C' un sous-
groupe du centre connexe de L. Posons

I=(P"xQ")x (AL x ({1} x C)).

Motivé par la proposition 4.4.1, dans cette section, nous allons étudier ’action
de B x H sur le G x G-espace homogene O := (G x G)/I. Soulignons que
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dans cette sous-section, nous ne supposons pas que O est une orbite de G x GG
dans un plongement de G x G/AG, mais simplement que O est un espace
homogene de « la méme forme » que ces orbites.

Si (g1,92) est dans G x G, on notera (gi,g2) la classe (g1, ¢2)I/1.
Considérons p; (resp. po) la projection de O sur G/P (resp. G/@) induite
par l'inclusion de I dans P x G (resp. G X Q).

Quitte a changer de point base dans O nous supposons que :

BCQ.

Nous allons regarder les orbites de B x H dans O en utilisant 'application
p1- Soit  un point de O. Alors, p;((B x H).z) est une orbite de B dans G/ P.
Afin de paramétrer les orbites de B dans G/P, nous fixons quelques

notations. Soit 7" un tore maximal de B N L. Notons ®; ’ensemble des
racines de (L,T), ®F celles de (BN L,T) et ®* celles de (B,T). Notons
W = Ng(T)/T, le groupe de Weyl de T'. Posons :

Wh={weW : wdf Co}.
La décomposition de Bruhat (voir [26] ou [44]) affirme alors que :

G/P= [] BwP/P.

weWwlL

Ainsi, on identifie W’ & B(G/P) par w — BwP/P.

Le groupe de Weyl W est engendré par les réflections simples associées aux
racines simples de (B,T). Si w appartient a W, on note [(w) et on appelle
longueur de w le nombre minimal de réflections simples nécessaires pour
écrire w comme produit de réflections simples. L'interprétation géométrique
de cette longueur est :

l(w) = dim(G/P) — dim(BwP/P).
Notons :
qgpv : P — P/P",

I’application canonique. Remarquons que ¢pu. induit un isomorphisme de
groupes de L sur P/P*. Nous utiliserons les propriétés suivantes de gpu :

Lemme 8.2.1 Soit w dans W,.
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(i) Le sous-groupe w™'Bw contient B N L.
(ii) On a : gpa(PNw 'Bw) = gp.(BNL).
Soit « une racine simple de (B,T). Posons f = w 'a.
(iii) Si B & ®F alors qpu(P N w ' Pyw) = gpu (BN L).
(iv) Si B € ®F alors [ est une racine simple de (BN L, T) et Py N L est le
sous-groupe parabolique minimal contenant BN L associé a L. De plus,
Preuve : Assertion (i) : Le tore T est inclus dans BN L et dans w™"Buw.
Mais alors, comme ®] C w1®* Ialgebre de Lie de BN L est incluse dans
celle de w™'Bw. Or BN L est connexe donc w'Bw contient B N L.
Assertion (i7) : Le groupe gp« (P Nw™"Bw) est résoluble puisque P Nw™' Bw
'est. Or la premiere assertion montre que ¢p. (P N w™'Bw) contient I'image
par gpu de BN L. Comme la restriction de ¢p. a L est un isomorphisme,
gp«(B N L) est un sous-groupe de Borel de P/P" et la deuxiéme assertion
suit.
Assertions (ii7) et (iv) : Les poids de I'algebre de Lie de gpu (P N w ' Pyw)
sont :

(W@ U{=p}) N (@ v )| - e(P"),

ou &= = —PT et ®(P¥) est I'ensemble des racines de (P* T). De plus,
'assertion (i) montre que

[(w—1<1>+) N (@~ U @g)] _B(P) = &7

Alors l'assertion (74i) suit facilement. Si 8 € ®} alors gp. (P Nw ' Pyw) est
isomorphe a un sous-groupe parabolique de L dont les racines pour 7' sont
®F U{—p}. On en déduit que S est une racine simple de (BN L, T), puis la
derniere assertion du lemme. 0

8.2.2 — Rappelons que ¢ : G — G/H est 'application orbite et
B(G/H) est 'ensemble des adhérences d’orbites de B dans G/H. Notons

BH(O) I'ensemble des adhérences d’orbites de B x H dans O. Nous pou-
vons maintenant déterminer BH(O).

Proposition 8.2.1 (i) L’application

¢: G — p'(P/P)
g — (Lg)(L1)
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induit un isomorphisme de G/Q"C sur p;'(P/P).
(ii) Les orbites de G x {1} dans O sont les fibres de ps.

(iii) Soit w € W& et V. € B(G/H). Choisissons v € BwP et v
dans lorbite ouverte de B x H dans ¢~'(V) C G. Alors, lorbite
(B x H).(w,v)I/I de B x H dans O ne dépend que du couple (w, V).
On notera BHy(w, V') cette orbite et BHo(w, V) son adhérence dans
0.

(iv) Rappelons que B(G/P) s’identifie ¢ WT. Alors, l’application

B(G/P) x B(G/H) — BH°(O)
(w, V) — BHo(w,V)

est une bijection.

Preuve : Assertion (i) : Soit « dans p; ' (P/P). Alors, z s'écrit (p, g) avec
peEPetgeG. Or P=LP" et ilexistel € L et p* € P" tels que p = [p".
Mais alors, (p,g) = (1, gl~!). Ceci montre la surjectivité de ¢. La premiere
assertion du lemme découle alors du fait que le stabilisateur dans ({1} x G)

de (1, 1) vaut {1} x (Q“C).

Assertion (i) : Nous venons de montrer que les fibres de p; sont des {1} x G-
espaces homogenes. La deuxieme assertion se démontre de maniere analogue.

Montrons ensemble les deux dernieres assertions. Soit w dans W et w dans
BwP. Considérons 'ensemble BH"(O) des adhérences d’orbites de B x H
dans O dont P'image par p; est BwP/P. En translatant par (w™!,1), on
identifie BH"(O) a :

{orbites de w™'Bw x H dans p; *(BP/P)}.

Comme p; est G X {1}-équivariant et {1} x G-invariant, en intersectant avec
p_t(P/P), on identifie alors BH"(O) & :

{orbites de (w™'Bw N P) x H dans p, ' (P/P)}.

Ensuite, comme gpu(w 'Bw N P) = qpu(BN L) et B = Q“.(BNL), en
prenant la préimage par ¢, on identifie alors BH"(O) a :

{orbites de H x B dans G'}.
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Ainsi, on a montré que 'application :

BH“(O) — {orbites de H x B dans G}
BxH)z s ¢ [pl_l(P/P) N (01, 1).(B x H).z)

est une bijection. Les deux dernieres assertions de la proposition suivent
facilement. m

Corollaire 8.2.1 Soit X un plongement de l’espace homogéne G x G/AG.
Alors, B x H n’a qu’un nombre fini d’orbites dans X.

Preuve : D’apres la proposition 2.5.1, il existe X un plongement sans
couleur de G x G/AG et un morphisme surjectif et G x G-équivariant de
X sur X. Dongc, il suffit de montrer le corollaire pour X. Or, grace a la
proposition 4.4.1, la proposition 8.2.1 s’applique a chaque orbite de G x G
dans X : le corollaire est démontré. O

8.2.3 — Nous allons calculer la codimension dans O des éléments de
BH°(O). Pour cela fixons quelques notations. Si Y est une variété, rappelons
que dim(Y") désigne la dimension de Y. Soit w € W' et V € B(G/H), on
pose alors :

codimg/y (V) := dim(G/H) — dim(V),

codimg/p(BwP/P) := dim(G/P) — dim(BwP/P) = l(w),

et
codimp(BHo(w,V)) := dim(0) — dim(BHo(w, V)).

On a alors le :

Lemme 8.2.2 Awvec les notations ci-dessus, on a :
codime (B x Ho(w,V)) = codimg,p(BwP/P) + codimg, (V).

Preuve : Reprenons les notations de la proposition 8.2.1. La preuve de
la proposition 8.2.1 montre que la dimension de BHo(w, V) est égale a

dim(BwP/P) + dim (pfl(P/P) N BHo(l, V)) .
Comme p; ' (P/P) est isomorphe & G/Q"C, on a :

dim (pl_l(P/P) N BHol(1, V)) = dim(V) + dim(B) — dim(Q"C).



142

De plus, on vérifie aisément que dim(O) = dim(G) — dim(C). En mettant
ces égalités bouts a bouts, et utilisant le fait que dim(G/P) = dim(Q*) on
obtient le lemme. O

8.3 Action des sous-groupes paraboliques

dans BH(O)

Nous reprenons les notations de la section précédente. Soit ¥ I'ensemble
des racines simples associées & (B, T). Soit o dans X, w dans WZ et V dans
B(G/H). Notons P, le sous-groupe parabolique minimal de G contenant B
associé a a. Avec les notations de la proposition 8.2.1, posons :

Pa.BHo(’U),V) = (Pa X {1})8%0(11),‘/)

On dira que a monte BHo(w, V) si la dimension de P,.BHe(w, V) est stric-
tement supérieure a celle de BHo(w, V).

Considérons sur P, x BHo(w,V) laction de B définie par la formule :
b.(p,x) = (pb~!, bx). Alors, il existe une variété quotient, P, xg BHo(w,V)
qui se fibre sur P,/B. Considérons alors I’application :

TO,a - Pa XB BH(Q(’U), V) — Pa.BHo(’U), V)
(p,z)B — (p,1).
Lorsque a monte BHo(w, V'), la proposition suivante décrit les orbites de

B x H incluses dans P,.BH,(w, V') et donne le degré, deg(mp,) de 'appli-
cation mp q.

Proposition 8.3.1 Soit « € X, w € Wk et V € B(G/H). Alors, o monte
BHo(w,V) si et seulement si on est dans ['un des deuz cas suivants :

(i) o monte BwP/P dans I'(G/P) i.e. sq.w € WE et l(s,w) < I(w). On
a alors :
P, BH,H(w,V) = BHy(w, V) U BHGH(sqw, V)
et deg(moa) = 1.

(ii) P, stabilise BwP/P (i.e. sqw & W) et w™'a (qui est alors une racine
simple de L) monte V. Posons 3 =w ta. On a alors :
Pa.B/Ho@(w, V) — UV,OQPB-VO BH?Q(’U), V,)
et deg(ro,) = d(V, 5).
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Preuve : Cas (i) : Supposons que « monte BwP/P.

Le groupe B agit diagonalement sur le produit P, x BwP/P et la
variété quotient P, xXp BwP/P existe. De plus, il existe une fibration
f : Py X BuP/P — P,/B. Considérons p, 'application canonique telle
que le diagramme suivant soit commutatif :

Py X BHY(w, V) —2%— Py BHS(w, V)

D1 P1
P, xp BwP/P — 2200 b P/P
f
A
P./B

Notons = f op;. On voit alors que chaque fibre de mp , est incluse dans
une fibre de 7. On en déduit facilement que 7o, est un isomorphisme puis
que Py.BHyH(w, V) = BHy(w, V) U BH,(sqw, V).

Cas (i) : Supposons que P,wP/P = BwP/P. Commencons par montrer que
B appartient & ®;. Comme P,wP/P = BwP/P, la dimension du stabilisa-
teur P, N (wPw™!) de wP/P dans P, est strictement supérieure a celle de
BN (wPw™"). En regardant les algebres de Lie ceci montre que —a appartient
aw.®,. Cqfd.

Soit v dans G tel que vH/H appartient a l'orbite ouverte de B dans
V' et soit w dans BwP. Alors, toutes les orbites de B x H incluses dans
P,.BHy(w, V) rencontrent p; ' (wP/P). De plus, on a :

(@ 4, 1). [P BHS (w, V) N p;l(wP/P)] — (P Nw 'Paw) x H).(1,v YI/I.

Or, comme (3 € ®, le lemme 8.2.1 montre que 3 est une racine simple de L
et que gpu(P Nw 'P,w) s’identifie au sous-groupe parabolique minimal de
L contenant B N L associé  (c’est-a-dire a Pg N L). On en déduit que :

P, BHy(w, V)= | ] BHH(w, V).

VICPg.V
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En particulier, & monte BH¢, (w, V') si et seulement si f monte V.

Supposons que 3 monte V' et calculons le degré d de mp,. Pour cela,
considérons :

P, x5 BH(w, V) 2% P, BHS (w,V)

|

BwP/P.

Soit w et v comme ci-dessus. Le degré d de mp, est celui de sa restriction
au-dessus de wP/P :

(Pa NwPw™) Xprypy-1 (BNwPw™) x H) (b,v)I/]

l

(PanwPw™) x H) .(0,v)I/]

En appliquant (1!, 1), on obtient que d est le degré de I'application natu-
relle :

(W' Paw N P) Xy-1pynp (W' BwNP) x H) .(1,v)I/]

|

(w™'Pywn P)x H).(1,0)I/1.

Mais alors, le lemme 11.2.2 et le fait que I contienent P* x {1} impliquent
que d est le degré de ’application :

0 Py xp (B x H).(1,0)I/T — (Ps x H).(1,0)I/I.

Par ailleurs, le cardinal de la fibre n=!((1,v)I/I) est d(V, ). On a montré
que le degré de mp , est d(V, ).

Pour terminer la démonstration du lemme il reste a montrer que si «
monte Bs,wP/P sur BwP/P alors a ne monte pas BHg,(w, V). Mais ceci
découle immédiatement du Cas (i) ci-dessus appliqué a BHo(sqw, V). O
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8.4 Sur le complémentaire de ’orbite ouverte
de B x H dans O

8.4.1 Réductions

8.4.1.1 — Dans cette sous-section, nous allons décrire les composantes
irréductibles du complémentaire de I’orbite ouverte de B x H dans 0. Notons
qu’avec la convention, B inclus dans () choisie, BH,(1,G/H) = (B x H).I/I
est I'orbite ouverte de B x H dans O.

8.4.1.2 — Considérons le revétement universel de G :
¢: G—G.

Posons alors, ﬁN:: CYP), Q:=C¢"Q), L:=C" (L) et C := ¢~'(C). Alors,
O est un G x G—espjwe homogene et I'isotropie de I/I € O dans G x G est
¢7'(I). De plus, si B:=("'(B) et H:=("'(H),ona:

Vo e O (Bx H).t = (B x H).x.

Quitte a remplacer G par é, B par Bet H par ﬁ', nous supposons dans la
section 8.4 que G est simplement connexe.

8.4.1.3 — Nous considérons H° la composante neutre de H. L’action de
{1} x H sur O induit une action de H/H® sur I’ensemble des orbites de
B x H° dans 0. Comme cette action respecte la dimension, on a :

(Bx H°).I/I = (B x H).I/I.

Dans la suite de la section 8.4, quitte a remplacer H par H°, nous sup-
poserons que H est connexe.

8.4.2 Le complémentaire de ’orbite ouverte de B x H
dans O

Soit D une couleur de G/H. Alors, BHp(1, D) est fermé, irréductible,
stable par B x H et de codimension 1 dans O. On en déduit que BHo(1, D)
est une composante irréductible du complémentaire de l'orbite ouverte de
B x H dans O. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur O, on notera D pour
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BHo(1, D). Reprenons les notations de la proposition 8.2.1. Remarquons
qu’alors : R B
Dnpr'(P/P)=¢(D7),

ott D! est I'image de ¢~!(D) par g — g~ '.

Soit maintenant E une couleur de G/P. On écrit E = Bs,P/P ou
S est une réflection simple de WL, Alors, BHo(sq, G/H) est une compo-
sante irréductible de codimension 1 du complémentaire de ’orbite ouverte de
B x H dans O. Nous noterons quelquefois E pour BHo(Sq, G/H). Remar-
quons que : R
E =p'(E).
On a alors le

Lemme 8.4.1 Awvec les notations introduites ci-dessus, si H est connexe, on
a:
O=BxH).I/Iu |J Du |J E
DeD(G/H) EE€D(G/P)

Preuve : Soit M une composante irréductible du complémentaire de
l'orbite ouverte de B x H dans O. Comme M est stable par B x {1}, il y a
deux possibilités : soit p; (M) est inclus dans G/P — BP/P, soit p; (M) est
dense dans G/P.

Dans le premier cas, il est clair que M est la préimage par p; d’une
composante irréductible de G/P — BP/P. Comme BP/P est affine, M est
alors de la forme p, '(E) pour E diviseur stable par B dans G/P. Alors,
M=E.

Supposons que pi(M) est dense dans G/P. Alors la proposition 8.2.1
montre que ¢~ (M Np;'(P/P)) est une composante irréductible de G — HB

c’est-a-dire de la forme D! pour une couleur D de G/H. 1l est alors facile
de voir que : M = D. Le lemme est démontré. 0

8.4.3 Equations dans G x G des D et des E

8.4.3.1 — Considérons I’application :
Jdoxa - GxG —O
(91,92) = (91,92) = (g1, 92)1/1.

Avec les notations de la section précédente, dans celle-ci, nous considérons D
et £ comme des diviseurs premiers dans O. Nous allons calculer les équations
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~ ~

dans k[G x G] des images réciproques ¢5. (D) et ¢5..o(F) de ces diviseurs

par 4gxaG-
Pour cela, nous introduisons quelques notations. Posons :

I" = (P"x Q") x AL et O*=GxG/I°.
L’application gg«q se factorise alors par :
GxG— 0" —1>0

On déduit facilement du lemme 8.4.1 appliqué a O® et a O, que si D
appartient & D(G/H) (resp. E appartient & D(G/P)), on a : n (D) =
BHoe(1,D) et - Y(E) = BHos(E,G/H). En particulier, (D) et n~L(E)
sont irréductibles. Mais alors, le lemme 2.8.1 montre que :

n(D)=n""(D) et 9 (E)=n"(E)
Ainsi, pour calculer les équations de quG(ﬁ) et de qéxG(E), quitte & rem-
placer I par I°®, on peut supposer que I = (P* x Q") X AL c’est-a-dire que
C est trivial. Dans la suite de la section 8.4 afin d’alléger les notations, nous
ferons cette hypothese.

8.4.3.2 — Considérons le diagramme :

X(I) — X(AL)

X(P) — X(L) +— X(Q)

ou les fleches horizontales sont des morphismes de restriction et la fleche
verticale I'isomorphisme canonique. Par ce diagramme, X (I), X(P) et X(Q)
s'identifient a X' (L). Par la suite nous ferons ces identifications de maniere
implicite. R

Soit D dans D(G/H). L’équation, f5 de g5, (D) telle que f5(1,1) =1
est un vecteur propre pour B X H et I. Ce qui nous donne un élément de
X(B)xX(H)xX(L) (puisque X(I) = X(L)). De plus, comme (B x H).I/I
est dense dans O, ce caractere détermine f5;. De méme, si E/ appartient a
D(G/P), on lui associe un élément de X' (B) x X(H) x X (L) qui s’identi-
fie a I'équation fg de quG(E). Dans cette section, nous allons calculer les
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éléments (que l'on note encore f5 et fz) de X(B) x X(H) x X (L) corres-
pondant a fp et fz.

8.4.3.3 — Commencons par montrer le

Lemme 8.4.2 Nous rappelons que G est simplement connexe, H est conneze
et C est trivial. Soit D dans D(G/H). Considérons ici :

QQIG—)O

g — (L,9).

Alors, avec les notations ci-dessus, on a : ¢4(D) = D'

Preuve : Reprenons les notations de la proposition 8.2.1. Nous posons
le temps de cette preuve :

U:=p '(BP/P) et S:=p;'(P/P).

Alors, U est ouvert dans O et rencontre D. II suffit donc de calculer ¢ (UND).

Remarquons que S est stable par BN L et considérons 'action de BN L
sur B par multiplication a droite. Alors, B N L agit diagonalement sur le
produit B x S. Il existe alors un quotient de B x S par BN L que 'on note

BxpnS.Sibe Betse S, onnotera (b,s) € BxXpgnr S orbite de (b, s) par
BN L. Comme U est stable par B, ’application ci-dessous est bien définie :

52 BXBQLS — U
(b, s) — b.s

Il est facile de voir que £ est bijective, puis par normalité de U que  est un
isomorphisme. Alors, par définition de D, on a :

~

e(DNU) =1. (B X BrL ¢(5—1)) .

Considérons maintenant

— B XBﬂLS
— (1, ).

1: S
s

On a: i* (B X BAL ¢(5*1)) — 1.¢(D ). Pour conclure, on factorise ’appli-
cation g9 par :
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G—G/Q" S 5 Bxp S U —— 0.

Alors, le lemme 2.8.1 permet de conclure. ([

On peut maintenant calculer fz et f5.

Type I : E est une couleur de G//P.

D’apres la décomposition de Bruhat, on sait que E est de la forme
BsaP/P pour « racine simple telle que w, s’étend a P. De plus, I’équation
de Bs,P dans G est propre pour B x P de p01ds (Way —Wq). Par ailleurs, le
lemme 2.8.1 montre que E = pi(E), et quG(E) BsoP x G. Ainsi :

5 = (Wa, 0, —wa).

Type II : D est une couleur de G/H.

Soit [y : x| 'équation de D dans G. Montrons que la formule :
F((b,h).0) =~(b)x(h) VbeB,heHeticl

définit une fonction rationnelle sur G x G, propre pour (B x H) x I de poids
(77 X7 0)'

Comme (B x H).I est dense dans G x G, il suffit de montrer que si (b, h)
appartient a I alors v(b)x(h) = 1. Comme BN P = BN L, tout élément
de (B x H) NI est de la forme (b, q"b;) avec by € BN L, ¢* € Q" et
¢"by € H. Comme (v, x) appartient & X (B) X xpnm) X(H) et ¢"b, a BN H,
on a x(¢“b) " = y(q¢"b;) = v(by) et (v, x)(bi, ¢“b;) = 1. Ainsi, il existe f dans
k(G x G) de poids (v, x,0) pour (B x H) x I et telle que f(1) =

Considérons Dy = div(f), le diviseur stable par (B x H) x I de G x G
d’équation f. Soit h € H et b € B. On peut écrire b = ¢"b;, avec ¢* € Q" et
by € BN L. Comme (b;,b) € I, on a :

f(lvh’b) =f ((b lvh’) (blab))
= f((b " )
=7(b;")-x(h)
=(b7").x(h).

On en déduit que i5(Dy) = Dlotiy : G — GxG, g (1,g). Comme
de plus Dy est stable par (B x H) x I, les lemmes 8.4.2 et 8.4.1 montrent
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qu’il est de la forme :

~

Dy = qoxa(D) + Z ne-Qaxa(E),
EED(G/P)

ot les ny; sont des entiers. Pour tout E dans D(G/P), on note E sa préimage
par l'application orbite G — G/ P. Soit A le caractére de P tel que [\ : —)]
est I’équation dans G de ZnEE . Connaissant les équations des diviseurs de
O de type I, on en déduit que :

Afin de calculer A, rappelons quelques notations : ¥ désigne ’ensemble des
racines simples de (B,T) et si a appartient a ¥, w, est le poids fondamental
qui lui correspond. Alors, 7 s’écrit ) .« kowa avec k, dans N. Considérons
Y (L) 'ensemble des racines simples de (BNL,T). Soit « € ¥ —X(L). D’apres
la proposition 8.3.1, D est stable par P,. Donc I’équation de D est vecteur
propre de P, et v — A est orthogonal a «.

Par ailleurs, comme A est un caractere de P, il est combinaison linéaire
des w, pour @ € ¥ — X(L). On en déduit que A = - s v ;) kawa. En
particulier, A ne dépend que de v et de P; on pose :

A= Z koWe.
(L)

aex-x
Alors, on a montré que (rappelons que v =yp et x = xp) :
f5 = (y0 = D> X0 D)
Remarquons que si D est stable par Q, 75 = vp et
I5=1(0,xp,7p)-

En particulier, dans ce cas, on a : D= pgl(ﬁfl/Q).

8.4.4 Action de G x {1} sur D et E

Pour chacun des diviseurs D dans D(G/H), afin de décrire I'orbite ouverte
de G x H dans O, nous aurons besoin de connaitre (G x {1}).D, ainsi que
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la réunion, Q25 des orbites de G' x {1} incluses dans D. De meme, si F est
une couleur de G'/P, nous déterminerons (G' x {1}).E et la réunion, Q1 des

orbites de G x {1} incluses dans E. Rappelons que nous supposons ici que
G est simplement connexe, C' est trivial et H est connexe.

Type 1

Comme E contient une fibre de p;, (G x {1}).E les contient toutes et
(G x {1}).E = O. De plus, E est stable par B x G donc §'il contenait une

orbite de G x {1}, il contiendrait O! Ainsi, Q2 est vide.
Type I1

Si D est stable par (), comme D est stable par G x {1}, on a :

(G x {1}).D =Qp = D.

Si D n’est pas stable par (0, comme ’application GxpD — (G x {1})ﬁ

est propre, (G x {1}).D est fermé dans O. De plus, on a
67 (G x {1}).Dnpr'(P/P)) 2 ¢~ (P.D N p ' (P/P)).

Comme ¢ '((G x {1}).D N p7'(P/P)) est stable par @, on en déduit que
(G x {1}).D = 0.

Par ailleurs, chaque orbite de G x {1} incluse dans D rencontre
p, (P/P). Supposons que y € D N p;*(P/P) et (G x {1}).y est inclus dans
D. D’apres la proposition 8.2.1, il existe y € G tel que (1,%) = y. On a alors :

67 (P x {1}.y) =5Q € D",

Réciproquement, si §Q est inclus dans D!, alors (P x H).(1,y) et donc
(BP x H).(1,y) sont inclus dans D. Comme BP est dense dans G, on en
déduit que :

(G x{1}).(Ly) € D.
Ainsi, ’ensemble des orbites de G x H incluses dans D est en bijection
avec celui des orbites de () incluses dans D.

8.5 Récapitulatif

Au cours de la section 8.4 nous avons étudié le complémentaire de ’or-
bite ouverte de B x H dans . Nous avons montré que les composantes
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irréductibles de ce complémentaire étaient de codimension 1 dans O; nous
avons paramétré ces composantes irréductibles par les couleurs des espaces
homogenes G/H et G/P; et nous avons déterminé les « équations » de ces
dernieres. Nous nous sommes également intéressés au complémentaire de 1’or-
bite ouverte de G x H dans O. Ayant effectué un grand nombre de réductions
afin d’alléger les notations pendant les démonstrations, nous résumons main-
tenant les résultats obtenus. Pour cela revenons a la situation générale :

— @ semi-simple. On note ( : G — G le revétement universel de G.

— I =(P"x Q") x (AL x ({1} x C)).

— H non nécessairement connexe. On note H° la composante neutre de

H.

Nous noterons D° les éléments de D(G/H°®). Posons :

B) ., L=¢YL)
UP) et He:=(U(HP).

De plus, si D appartient & D(G/H), on note Q% pour la réunion des orbites
de @ incluses dans D.

Rappelons que p; : O — G/P est Papplication induite par I'inclusion
de I dans P x G. Considérons & nouveau l'application ¢ : G — p;*(P/P)
définie dans la proposition 8.2.1.

Compte tenu des réductions de la section 8.4.1, les résultats de la section
8.4 sont résumés dans le tableau suivant.

Composantes irréductibles du complémentaire de (B x H).I/I dans O
Paramétre E € D(G/P) D° € D(G/H?)
équation dans
X(B) x X(H°) x X(L)

(waa 07 _wa) (P)/Do - 7507 XDe, 750)

Image par o De si D° est stable par @)
G x {1} O sinon
Préimage par ¢ de 0 Zf)v"il si D° est stable par @)
QnpH(P/P) 0%, sinon
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8.6 Diviseurs stables par B x H dans un plon-
gement de G

8.6.1 — Soit X un plongement sans couleur et simple de G' x G/AG
dont 'orbite fermée Z est complete. Dans cette section, nous allons étudier
les diviseurs stables par B x H dans X ainsi que leurs intersections avec une
orbite de G x G dans X.

Afin d’alléger les notations et quitte a considérer H°, nous supposerons a
nouveau que H est connexe. Un diviseur stable par B x H dans X est alors
combinaison linéaire de diviseurs premiers stables par B x H.

Soit D une couleur de G/H. Rappelons que D est Padhérence dans X de
la préimage dans G de D. Dans cette section nous allons calculer I'intersection

de D™ avec les orbites de G x G dans X. Pour cela, nous exhiberons un fibré

. . . —X . .
en droites qui admet une section dont D" est le diviseur. Ensuite, nous
calculerons la restriction de cette section a toute orbite de G' x GG dans X.

Commencons par quelques mises au point concernant les fibrés en droites sur
X.

8.6.2 — Considérons O une orbite de G x G dans X. Soit P Q L C et
I comme dans le paragraphe 8.2.1 tels que O soit isomorphe comme G x G-
espace homogene 4 G x G/I. Le groupe X (I) s’identifie alors & X' (L) x X (C)

via le morphisme de restriction de X (I) sur X (AL x ({1} x C’))
Généralisant le point de vue de la section 4.5, nous considérons ici le

morphisme de restriction pp : Pic“*“(X) — Pic®*“(0). On a encore un
diagramme commutatif :

G 5 PlCGXé(O)
()‘7u)'_>‘c(/\,u)
Pic(X) X(I)~ X (L) x X(C).

La proposition suivante s’intéresse au morphisme de restriction :
Do : Pic(X) — X(L) x X(C).

Rappelons que si A est un caractere de B , L désigne I'unique fibré en droites
sur X tel que p, = (A, —A) (voir la section 4.5).
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Proposition 8.6.1 Soit A un caractere de B. Avec les notations introduites
ci-dessus, on a :

Po(Lx) = (0,=A )

ot (0, =\ z) € X(L) x X(C) ~ x(I).

Preuve : Soit X, g, p- I'ouvert affine stable par B x B~ qui rencontre
Z. D’apres le corollaire 2.5.1, il existe une sous-variété fermée S de X g, p-
stable par T' x T" qui rencontre Z en un seul point z et telle que X, g, p-
est isomorphe comme B x B~ -variété a U x U~ x S. La variété S est un
plongement affine de 7' x T/AT, en particulier son groupe de Picard est
trivial. Ainsi,

'CMS ~ S x k, (81)

en tant que fibré en droites sur S sans linéarisation. De plus, la T x T-
linéarisation de Ly s obtenue par restriction de la G x G-linéarisation de L
est un caractere de T x T : ¢’est celui donné par l'action de T x T sur la fibre
au-dessus de z dans £y. Puisque z est le point de Z stabilisé par B~ x B et
Lz = L), le groupe T' x T" agit sur (L)), par (A, —\).

D’apres la proposition 4.4.1, il existe x dans SN O fixé par I. Mais alors,
d’apres 'isomorphisme 8.1, le stabilisateur dans 1" x 1" de x agit sur la fibre
au-dessus de x comme sur celle au-dessus de z c’est-a-dire par (A,—A). On
en déduit que AL agit trivialement sur cette fibre et que C agit par —)\|5.
La proposition est démontrée. 0

8.6.3 — Soit D dans D(G/H). Alors D™ est un diviseur premier de X.
Le but de cette sous-section est de trouver une « équation » (c’est-a-dire une
section d’un fibré en droites) de D" dans X et de D" N O dans O.

Soit D la  préimage de D dans G. Soit (7D, xp) les caracteres de 1’équation
de D dans G pour l'action de B x H. Considérons L., le fibré en droites
G x G-linéarisé associé A vp (voir la la proposition 4.5.1 pour la notation).
Comme 7yp est dominant, £,,, est engendré par ses sections globales. En par-
ticulier, le morphisme de restriction de I'(X, £,,,) vers I' (Z, pz(L,,)) est non
nul. Or I'(Z, pz(£L,,)) est isomorphe a V., ® V.* ' comme G x G-module. On

en déduit que V., ® V7 - apparait dans la décomposition en G x G-modules
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simples de I'(X, £,,,,). Par ailleurs, I'(X, £, ) est un G x G-module sans mul-
tiplicité. Il existe alors une injection G x é—équivariante ide V,,®V) dans
I'(X, L,,), unique a un scalaire pres.

Nous avons vu au cours de la démonstration de la proposition 3.2.1 qu'il
existe dans V7 une forme v de poids xp pour l'action de H. Soit v un vecteur
de plus haut poids pour B dans V., . Posons 0 = i(v® ). On se propose de
montrer le

Lemme 8.6.1 Awvec les notations introduites ci-dessus, on a :

X

div(e) =D".

Preuve : Notons pour simplifier £ plutot que £,,. Considérons

Comme Pic(G) est trivial, I'(G, ¢*(Lj@)) est isomorphe comme G x G-

module a k[G]. Or oo( est une section propre pour B x H de poids (yp, xp) :
c’est I'équation de D. Ainsi,

div(og o () = D.

De plus, comme B contient le centre de G (et donc le noyau de (), D est
irréductible. Mais alors, le lemme 2.8.1 montre que :

¢ (¢th)) = D.

On en déduit que N
div(oq) = ¢(D).

Comme pz o i est un isomorphisme de G x G-modules, pz(c) est non
identiquement nulle sur Z. En particulier, le support de div(c) ne contient
pas de diviseurs stables par G x G (rappelons que Z est I'unique orbite fermée
de G x G dans X).
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Comme tout diviseur qui n’est pas stable par G x G rencontre G, on
. —X
conclut que div(o) = D" . O

On peut maintenant montrer la proposition

Proposition 8.6.2 On suppose ici que H est connexe. On se donne un plon-
gement X de G X G/AG et une orbite sans couleur O de G X G dans X.
On reprend les notations de la proposition 8.2.1 pour O. Soit D une couleur
de G/H. On définit D" comme ci-dessus.

Alors le diviseur de Uintersection D' N O est la somme de BHo(G/P,D)
et de diviseurs de la forme BHo(E,G/H) avec E € D(G/P).

Preuve : Remarquons qu’il existe un cone saillant C d’intérieur non
vide tel que : C est inclus dans CV(G x G/AG), C est d’intérieur non vide
et C(X, ) est une face de C. Considérons X' le plongement de G associé a
(C, D) par le théoreme 1. Alors, d’apres la proposition 2.2.1, X s’'injecte dans
X'. De plus, X' a une orbite fermée projective. Ainsi, quitte a remplacer X
par X', on peut supposer que X a une orbite projective Z.

Reprenons alors les notations de la section 8.6. La section po (o) de L)

sur O est d’apres le lemme 8.6.1 une équation de D N0O. En particulier, le

caractere dans X' (B) x X (H) x X (I) de I’équation de la préimage de D no
dans G x G est :
(/YDa XD, 0) :

En écrivant :

(7D7 XD, O) = (7D - 757 XD, 75) + (757 07 _75)7

on obtient la proposition. O



Chapitre 9

Retour sur le quotient d’un
plongement de G par H

9.1 Introduction

Fort de la proposition 8.6.2, nous revenons a la situation de la proposition
7.4.1. Reprenons donc les notations de la section 7 :

L®x — Ly

XH(Lox) = X®(Lox)/H=Y

On suppose que Y contient G/H (voir le corollaire 7.2.1).

9.2 Sur la préimage par m d’ouverts de Y

Soit  une orbite de G dans Y. On considere O(2) l'orbite de G x G
donnée par la proposition 7.3.2. Fixons O une orbite de G x G sans couleur
dans Xo(q). On s’intéresse dans cette section & Uintersection de = *(Yy) et
de O.

On reprend les notations de la proposition 8.2.1 pour 'orbite O. Comme
71 (Yy) est stable par G x {1}, pour connaitre 7=!(Yg) N O, il suffit de
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connaitre son intersection avec p; *(P/P). La proposition suivante donne une
description de cet ensemble.

Proposition 9.2.1 Si D est dans D(G/H), comme dans la section 8.4.4,
on note Q% la réunion des orbites de Q incluses dans D.
Awvec les notations de la proposition 8.2.1 appliquées a l'orbite O, on a :

(0 (Yo) Npr(P/P))) /H=G/H- | ] 9f.
D¢D(Y,Q)

Preuve : Comme O est incluse dans Xo(q), la proposition 7.4.1 montre
que :
onr'(Yo)=0- |J Quno,
DED(Y,0)

ou {25x est la réunion des orbites de G x {1} incluses dans D" .

Considérons application n : G/H° — G/H induit par l'inclusion de
H° dans H. Soit D € D(G/H). Considérons D la préimage de D dans G par
( o q. Posons, avec les notations de la proposition 8.2.1 :

D = BHo(1, D).

Le lemme 2.8.2 montre que 5~ !(D) est soit une couleur de G/H®, soit
la réunion de deux couleurs de G/H°. La proposition 8.6.2 montre alors que
D¥ N O est 1a réunion de D et de certaines fibres de p1. En particulier, une
orbite de G' x {1} est incluse dans D" NO si et seulement si elle est incluse

dans D. Mais alors, la proposition découle de la description donnée dans la
section 8.5 de Q5 N py ' (P/P). O

Cette proposition dont 1’énoncé est un peu lourd se simplifie dans le cas
intéressant ou €2 et O(2) sont sans couleur :

Corollaire 9.2.1 On suppose ici que Q2 et O(S2) sont sans couleur. Alors,
Uintersection 7=1(Q) N O(Q) est lorbite ouverte de G x H dans O(RQ).

Preuve : D’apres la proposition 7.3.2, 'orbite €2 est incluse dans I'image
de 7. Alors, la proposition précédente montre que ’ensemble des orbites de
G x H dans 7 (Yo)NO(Q) est en bijection avec celui des orbites de ) dans :

G/H- |J of

DED(G/H)
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Or G/H - QH/H C G/H — BH/H = Upcp(g/mD. Le corollaire suit alors
facilement. O

9.3 Stabilité et plongements sans couleurs

Dans un cas particulier, la proposition 9.3.1 ci-dessous donne un critéere en
termes de polyedres moments sur X et G/H pour que X*(L®x) = X*(LRYX).

Commencons par donner quelques définitions. Soit £ un espace vectoriel
de dimension finie. Soit P un polyedre de £. On appellera dimension de P,
et on notera dim(P) la dimension de I'espace affine engendré par P. Si Q est
un deuxieme polyedre, on dira que l'intersection de P et Q est transverse si
et seulement si :

dim(P N Q) = dim(€) — dim(P) — dim(Q).

Proposition 9.3.1 On se place dans la situation de la section 9.1 et on se
donne une orbite Q0 de G dans Y. On suppose alors que Q et O(2) (voir la
proposition 7.3.2) sont sans couleur.

Alors, avec les notations de la proposition 2.6.2, on a : 7= () est inclus
dans X°(L) si et seulement si lintersection de P(O(Q2), L) et de P(G/H, L))
est transverse.

De plus, dans ce cas, m~'(Yq) rencontre chaque orbite de G x G dans
Xoa) en exactement une orbite de G X H.

Preuve : Remarquons que la proposition 2.6.1 implique que le rang de €2
(resp. O(£2)) est la dimension de I'espace affine engendré par P(Q, Ly) (resp.
P(O(2),L)). Il est alors aisé de voir que la condition de transversalité de
I’énoncé est équivalente a :

rg(G/H) —rg(Q) = rg(G) — rg(0(2)).

D’apres le lemme 2.5.1, ceci est encore équivalent a :
dim(G/H) — dim(Q2) = dim(G) — dim(O(Q2)). (9.1)

Par ailleurs, la proposition 7.3.2 montre que :

(O NXS(L®x)) = .
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On en déduit que génériquement les fibres de 7 au-dessus de © ont pour
dimension

dim(O($2)) — dim(€).

En particulier, la fibre au-dessus de tout point y de €2 a cette dimension.
Mais alors, la condition 9.1 est équivalente a :

dim(7'(y)) = dim(H).

En particulier, ceci montre avec la proposition 5.2.2 que si 7 1(y) est inclus
dans X*(L) alors la condition de transversalité est remplie.

Pour montrer la réciproque, supposons que l'intersection de P(m, L)
et de P(G/H, L) est transverse c’est-a-dire que dim(r~'(y)) = dim(H). La
proposition 7.3.1 implique alors que la fibre 77!(y) est incluse dans O(Q).

Soit B un sous-groupe de Borel de G' opposé a H. On considere Pg/p le
stabilisateur dans G de BH/H. On se donne alors un sous-groupe de Levi,
Lg g de Pg/p adapté a G/H (voir la proposition 2.5.2). Soit T;/i un tore
maximal de Lg,g inclus dans B.

D’apres la proposition 4.4.1, on peut trouver un point z de O(€2) dont
Iisotropie dans G X G est :

I=(P"xQ")x (AL x ({1} x 0)),

ol (@) est un sous-groupe parabolique de G’ contenant B,
P est 'unique sous-groupe parabolique de G' opposé a ()
et contenant Ty,
L est le Levi commun a P et (), et
C est un sous-groupe du centre connexe de L.
Montrons que Pg/p C Q.

Soit o une racine simple de (B, Tg/H) telle que P, C Pg/p. Alors, le sous-
groupe parabolique minimal P, associé a « stabilise chaque couleur de G/H.
Ainsi les poids pour B des équations de ces couleurs appartiennent a ’ortho-
gonal, V" de la coracine . Le lemme 3.3.2 montre alors que P(G/H, L)
est inclus dans V. Mais alors, P(O(Q), £) N a¥* contient P(Q, Ly) et le
lemme 4.4.1 montre que P, est inclus dans (). Finalement, Pg/y est inclus
dans Q).

On se propose de déduire de cette inclusion I’

Assertion 1 : L’isotropie générique de {1} x H dans O((2) est finie.

Comme (G x H).I/I est ouvert dans O(£), l'isotropie générique de 'ac-

tionde {1} x H dans O(2) est IN({1} x H) qui est isomorphe & HNQ"C'. Or



161

Q" est inclus dans Pg/H et C est inclus dans Lg, . Mais alors, la proposition
2.5.2 implique que :
HNnQ'C=HnC.

D’apres la proposition 2.6.1, la direction de P(G/H, Ly) est X (B)g™"
et celle de P(O(Q),L£) est X(B)"“. Ainsi, hypothése montre que
X(Tem)ern™ 0 X(Tg/y)¢ est finie; ce qui implique que H N C' est fini.
Ceci termine la démonstration de I’Assertion 1.

Soit U un ouvert affine inclus dans Q (par exemple 'orbite ouverte d’un
sous-groupe de Borel de G dans ). Alors, la restriction de m & 7 (U) est,
d’apres la proposition 5.2.1 le quotient de la variété affine 7 (U) par {1} x H.

De plus, d’apres le corollaire 9.2.1, 77(U) est inclus dans lorbite ouverte
de G x H dans O(Q). En particulier, ceci montre que 7! (U) est lisse. Mais
alors, I’Assertion 1, le fait que dim(O(2))—dim(?) =dim(H) et le lemme
5.1.1 montrent que, génériquement, les fibres de 7 au-dessus de U contiennent
une unique orbite ouverte et dense de H. Le fait que 7 '(U) soit inclus dans
l'orbite ouverte de G x H dans O(Q2) implique alors qu’au-dessus de U, les
fibres de m soient des orbites de H. La proposition est démontrée. 0

9.4 Quelques exemples

9.4.1 Introduction

Fixons £ un fibré en droites G' x H-linéarisé sur X. On considere alors
m : X%(L) — X%(L)//H. Dans cette sous-section, nous appliquons les
résultats que nous avons obtenu afin de déterminer sur des exemples si :

X5(L) = X5(L).

Nous noterons X°(L) le complémentaire de X®(L£) dans X*(L). Nous
commencons par le lemme suivant :

Lemme 9.4.1 Si H est réductif, se valent :
(1) X*(L) = X*(£)

(ii) pour toute orbite fermée Z de G dans X*(L)//H, I'ensemble n=(Z)
est réduit a une orbite de G x H dans X.
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Preuve : L’implication (i) = (i) est triviale. Réciproquement, soit Z
une orbite fermée de X*(L)//H telle que 7 '(Z) est une orbite de G x H
dans X. Alors, les orbites de {1} x H dans 7 !(Z) sont toutes de méme
dimension. Or, chaque fibre de 7 contient une unique orbite fermée de {1} x
H. Dong, les fibres au-dessus des points de Z sont des orbites de {1} x H et
7 H(Z) est inclus dans X3(L).

De plus, 7(X®(L£)) est un ouvert stable par G dans X*(L)//H. Or, si
(i) est vérifié, 'argument ci-dessus montre que 7(X5(L)) rencontre toutes
les orbites fermées de X*5(L)//H. Ainsi, (ii) = (i) est démontrée. O

9.4.2 SP(4)/k* x SL(2)

Considérons G = SP(4) et H = k* x SL(2) le sous-groupe sphérique de
G étudié dans 'appendice A.

Soit X le plongement canonique de SP(4). Reprenons les notations de
I’appendice A. Soit Oy l'orbite de G x GG de codimension 1 dans X qui se
fibre sur G/P,. Soit L le fibré en droites ample sur X noté ﬁgwa+5w5 dans la
proposition 4.5.1. Considérons m : X*(L ® xo) — X*(L ® xv)//H.

Sur la figure 7.1, nous avons déja dessiné les polytopes P (X, L),
P(G/H, L,,) P(X, L ® xo)". L'éventail de X**(L ® xo)//H est dessiné sur
la figure 7.2. De plus, P(Oy, £) est la face verticale de P(X, £).

Remarquons que X*(L® xo)//H contient deux orbites fermées de G, une
sans couleur que I'on note Z; et une autre que I’on note Z,. Le corollaire 9.2.1
appliqué & Z, montre que 7~!(Z}) est Uorbite ouverte de G x H dans lorbite
fermée de G x G dans X.

La proposition 7.3.2 montre que O(Z,) = O. De plus, la proposition 7.4.1
donne :

7T71(YZ2) = X(f) N Wﬁl(YZ2)
=GU(ONnYy)).

On applique alors la proposition 9.2.1 : I’ensemble des orbites de G x H dans
O N7 1(Yyz,) est en bijection avec celui des orbites de P, x H dans

G/H — (QF U Q).

On vérifie alors sur le graphe d’incidence 11.7 des orbites de B dans G/H
que cet ensemble contient 2 orbites de P, x H. Ainsi, Y, contient 3 orbites
de G et 77'(Yy,) en contient 3 de G x H. On en déduit que 7' (Z,) est
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réduit a une orbite de G x H puis avec le lemme 9.4.1 que :
XSS(,C (24 Xo) = Xs(ﬁ X XU)

9.4.2.1 — On s’intéresse maintenant a X**(L)//H. Nous avons représenté
son éventail sur la figure 7.3. On note Z, l'orbite fermée de G' dans X**(L)//H
ayant deux couleurs.

L’ensemble des orbites de G x H dans 7 1(Z3) est cette fois en bijection
avec celui des orbites de P, x H dans :

(G/H — P,H/H) — QL.

Avec le diagramme 11.7, on voit alors que 7~!(Z,) contient deux orbites de
G x H. Ainsi,
X*3(L) # X°(L).
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Chapitre 10

Une construction de « bons
quotients »

10.1 Introduction

Soit G un groupe algébrique semi-simple et H un sous-groupe sphérique
sobre de G. Dans cette section, on part d’un plongement projectif Y de G/H,
et on essaie de le réaliser comme quotient d’un plongement X de G x G/AQG.
A la différence du théoreme 4, on veut que tout point semi-stable de X soit
stable. En d’autres termes, on veut que les fibres du morphisme quotient
soient des orbites de {1} x H. Par ailleurs, afin d’utiliser la proposition 9.3.1,
nous supposerons que Y est sans couleur (voir aussi I'exemple 7.5.2).

Nous commencons cette section en regardant quelques exemples. Nous
montrerons aussi quelques résultats utiles sur le cone des valuations de G/H.
Nous réalisons ensuite le plongement canonique de G/H comme quotient de
celui de G x G/AG. Ensuite, nous généralisons cette construction a tout
plongement projectif et sans couleur de G/H.

10.2 Exemples

10.2.1 Introduction

Nous commencons cette section en l'idée de départ qui nous permettra
de démontrer le théoreme 6. Nous donnerons des exemples qui montrent les
difficultés que I'on peut rencontrer.
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Soit G/H un espace homogene sphérique sobre et relevable. Considérons
alors les plongements canoniques Y de G/H et X de G x G/AG. Nous vou-
lons exhiber un fibré en droites G x H-linéarisé et ample sur X tel que
X=(L)=X3(L) et X¥(L)//H=Y.

Soit B un sous-groupe de Borel de G opposé a H et T un tore maximal de
B. Nous commencons, a 'instar de la démonstration du théoreme 4 par choi-
sir un fibré en droites M ample et G-linéarisé sur Y. Soit x le caractere de H
tel que la restriction de M a G//H soit L, avec les notations du lemme 3.3.1.
La restriction a l'orbite fermée Z de G dans Y donne un caractere vy de B.
En fait, vy est le sommet de P(Y, M) correspondant a Z.

Le premier candidat pour L est le fibré £,  ® x avec les notations de la
section 4.5. Regardons un premier exemple.

10.2.2  SL(3)/GL(2)

Revenons en effet a 'exemple 6.2.2. Choisissons un fibré en droites ample
M sur Y tel que le polytope P(Y, M) soit comme sur la figure 10.1. Alors,
le polytope P(X, L,,) est aussi représenté sur la figure 10.1.

wp

Wq

P(Y,M)
F1G. 10.1 — Les polytopes P(Y, M) et P(X, L))

Alors, nous avons bien X*(L,, ® x)//H =Y. Mais, comme nous ’avons
déja remarqué dans le paragraphe 6.2.2, nous n’avons pas X*(L,, ® x) =
X5(L,, ® x). En revanche, la proposition 9.3.1 montre que si on remplace le
caractere 7y par un caractere y suffisamment proche, on a bien X*(L,®yx) =
XL, ®x) et X5(L,@x)//H=Y.

La démonstration du théoreme 6 est basée sur cet exemple; nous ex-
hiberons un caractere rationnel v dans X' (B)g proche de 7, et vérifiant :
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X®(Ly@x)//H=Y et X*(L,®@x) = X*(L,®x). Cependant tout n’est pas
toujours aussi simple que dans le cas SL(3)/GL(2). Donnons deux exemples
qui illustrent deux types de difficultés qui surviennent dans le choix de 7.

10.2.3 SL(4)/SP(4)

10.2.3.1 — Soit G = SL(4) et V' le G-module standard. On considére sur
V' la forme bilinéaire antisymétrique w dont la matrice dans la base canonique
est :

0 1 0 O
w— -1 0 0 O
0 0 0 1
0 0 -1 0

Soit H ~ SP(4) le sous-groupe de G qui stabilise w.

Considérons le sous groupe de Borel B de G constitué des matrices trian-
gulaires supérieures et le tore maximal 7' formé des matrices diagonales. Les
poids fondamentaux (wy,wsy,ws) de (B, T') sont les caracteres de T' définis par

les formules : .
wl(dlag(tl, v ,t4 ) = tl,

5 1)
w2(dia‘g(t17 e 7t4)) = t1tg, et
wg(diag(tl, s ,t4)) = tltgtg.

Par ailleurs, on montre aisément que :

BNH={ s u,t € k" eta,bek }.

u b
0 wt

Alors, BH est dense dans G. En d’autres termes, G/H est un espace ho-
mogene sphérique et B est opposé a H. En fait, H est méme un sous-groupe
symétrique de G. De plus, on a :

X (B)P" = Zuw,.

10.2.3.2 — Reprenons les notations de I'introduction 10.2.1 pour notre
exemple. Ici, quel que soit le fibré M, le caractere v, est un multiple de ws ; en
particulier, le fibré en droites £,, sur X n’est pas ample. Ainsi, la condition
L., est ample n’est pas automatique au voisinage de . Le role du lemme
10.3.1 ci-dessous est de tenir compte de ce phénomene.
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10.2.4 Les couples de droites non coplanaires de P

10.2.4.1 — Rappels et notations sur SL(4).

Dans cette section, G' désigne le groupe SL(4). Alors G agit transitivement
sur les couples de droites non coplanaires de P2. Nous allons étudier ce G-
espace homogene. Commencons par fixer quelques notations a propos de G.

Dans la suite de cette section B désigne le sous-groupe de Borel de G
constitué des matrices triangulaires supérieures; 1" I’ensemble des matrices
diagonales de GG. Pour « = 1,---,4, notons &; le caractere de 1" défini par
ei(diag(ty,---,t4)) = t;. Alors, les racines simples associées a (B, T) sont :

g ‘= €1 — &9 Qg = E9 — E3 Qi3 = €3 — &4.
Si on note w; le poids fondamental associé a o, on a :
w1 = &1 W9 = €1+ &9 Wy =€1 +¢&2+¢3.

Soit  (ep,e9,e3,e4) la base canonique du G-module standard V.
Considérons [e;] C [e1 A ez] C [ey A ey A ez] le drapeau canonique de P3.
Alors, B est le stabilisateur dans G' de ce drapeau. De plus, les paraboliques
minimaux de G contenant B sont :

P,, = Stabg([e1 A ea] C [e1 Aes Aes)),
Pa2 = St&bg([el] C [61 N ea A\ 63]),
Pa3 = St&bg([el] C [61 A 62]).

10.2.4.2 — Montrons que ’espace homogene des couples de droites non
coplanaires de P? est symétrique.
Fixons

2 2
dy:=les+esNep+es) € IP’(/\ V) d =le;—esNep —es] € IP’(/\ V).

Soit H le stabilisateur dans G du couple (dy,d_). Alors, H est conjugué dans
G au centralisateur de la matrice diag(1,1,—1, —1). Ainsi G/H est un espace
homogene symétrique.
10.2.4.3 — Calculons une « base » du groupe X (B) Xxpnu) X (H).
On vérifie aisément que

BNH ={diag(t,u,u,t) € G : t,u€k*}
= {diag(t,et ™', et™",t) € G : t € k* et e = £1}.
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Vu les dimensions, on en déduit que B est opposé a H.

Soit x4 le caractere de H qui a tout élément h de H associe le déterminant
de la restriction de h au plan di de V. Alors, x_ = —x.. Il est aisé de
voir que x; engendre X (H). De plus, pour tout ¢ € k* et ¢ = +1, on a
X+ (diag(t,et=t et ¢)) = e.

Soit v et x des caracteres de B et H respectivement. On écrit v = njw; +
Nows + N3ws et x = mxy ou ny,ng,ng et m sont des entiers. On déduit
aisément de ce qui précede que :

(’)’,X) S X(B) X x(BnH) X(H) < nip=mng et no=m [2]
Mais alors, on a :
X(B) X x(pnmy X (H) = Z(w1 + w3,0) © Z(wa, x4) ® Z(wa, x-)-
10.2.4.4 — Déterminons les couleurs de l'espace homogene sphérique
G/H pour le sous-groupe de Borel opposé B.
Les orbites de B dans G/H sont décrites par les positions relatives d’un

drapeau de P? et du couple (dy,d ). En particulier, sur la figure 10.2 est
dessiné un représentant de 'orbite ouverte de B dans G/H.

0. d_

F1G. 10.2 — Un point de G/H et un de G/B en position générique

Pour chaque couple de G/B x G/H, 'intersection de di avec le plan
du drapeau est un point particulier que ’on note z.. Lorsque le point du
drapeau bouge sur la droite ou lorsque le plan du drapeau tourne autour de la
droite, partant de la situation générique de la figure 10.2, on peut aligner les
trois points z_, x, et le point du drapeau comme sur la figure 10.3. Notons
De Vorbite de B dans G/H dont un représentant est la figure 10.3.
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L .

Fic. 10.3 — Un représentant de D°

Vu la description des sous-groupes F,, donnée dans le paragraphe
précédent, on a montré que P,, D° est égal a P,,D° et contient BH/H.

Lorsque la droite du drapeau bouge et le point et le plan restent fixes,
partant de la situation de la figure 10.2, les points x, ou x_ peuvent atterrir
sur la droite du drapeau comme sur la figure 10.4. Notons D3 et D° les
orbites de B dans G/H correspondantes a ces deux situations.

d, d_ d, d_

F1G. 10.4 — Des représentants de D3 et D°

Alors, 'action des paraboliques minimaux sur ’orbite ouverte de B dans
G/H se résume dans le graphe ci-dessous :

10.2.4.5 — Dans ce paragraphe, nous allons calculer les équations des
couleurs de G/H.
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as | a

Fi1a. 10.5 - I'(G/H) en codimension 1.

Notons D (resp. D) I'adhérence de D° (resp. D3 ) dans G/H. Nous avons
montré dans le paragraphe précédent que :

D(G/H) = {D,D_,D.}.

Le normalisateur de H agit sur G/H en permutant d et d_ ; ainsi, il agit
sur D(G/H) en fixant D et permutant D_ et D,. On en déduit que xp =0
et Xxp_ = —Xp,, avec les notations du paragraphe 3.2.1.2.

Par ailleurs, I'action des paraboliques minimaux donnée par la figure 10.5
impose : vp, € Nwy et vp € Nw; + Nuws.

Toutes ces contraintes et le fait que les équations des couleurs de G/H
forment une base de X'(B) X x(pnm) X (H) imposent que :

(P)/Da XD) = (wl + w3, O) et (7Di7 XDi) = (w27 :I:X+)

10.2.4.6 — Polyedres moments sur G/H.
Soit m € N. Utilisant le lemme 3.3.2, on montre que :

P(G/H, Ly, ) = {(m+ 2a)ws + b(wy +w3) : a,b> 0}.
Sur la figure 10.6, sont représentés I’ensemble des poids dominants Pt de
(B,T) et le polyedre P(G/H, Ly,,..)-

10.2.4.7 — Reprenons les notations de I'introduction 10.2.1 pour notre
exemple. En particulier, on fixe M un fibré en droites ample et G-linéarisé sur
Y. Alors, le caractere vy est un point dans l'intérieur relatif de P(G/H, L, ).
On montre alors aisément que :

P(Y,M) = P(G/H,L,) NP(X,L,,).



172

F1G. 10.6 — Le polyedre P(G/H, Ly,,..)-

Ainsi, X¥(L,, ® x)//H =Y.

En revanche, on peut trouver 7 aussi proche que l'on veut de v, pour
lequel P(G/H,L,) N P(X,L,) soit un pentagone. Dans ce cas, la variété
quotient X**(L, ® x)//H n’est pas isomorphe a Y.

Nous verons dans la démonstration du théoreme 6 qu’il est toujours pos-
sible de trouver y proche de vy tel que X*(L, ® x)//H soit isomorphe a Y.
Comme le montre notre exemple, il faut pour cela bien choisir v. Le lemme
10.3.2 est la partie clef de ce choix.

10.3 Sur le cone des valuations de G/H

Revenons a la situation générale. Ainsi, G' désigne un groupe algébrique
semi-simple et H un sous-groupe sphérique sobre de G. Soit B un sous-
groupe de Borel de G opposé a H et 1" un tore maximal inclus dans B. On
note alors ¥ I'ensemble des racines simples de (B,T) et W = Ng(T)/T le
groupe de Weyl associé a T'. Si « est une racine de (G,T), on note a" la
coracine associée. On considérera aussi w,v le poids fondamental associé a la
coracine a”. Ainsi, (wav)aex est la base duale de la base ¥ de X (7). Afin,
d’alléger les notations, nous posons o := wq,v.

Fixons également un produit scalaire sur X' (7') ® R invariant sous ’action
de W. Considérons le sous-groupe parabolique
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Notons X(Pg/x) 'ensemble des racines simples o telles que P, est inclus
dans Pg/p. On a alors le diagramme commutatif suivant :

Y Q" —— Hom(X(B),Q)

acy

/[ pg

S Qo — Hom(X(Pe/m),Q),
a¢E(PG/H)
ot pB est le morphisme de restriction induit par 'inclusion de X (Pg/y) dans
X(B). On a alors le :
Lemme 10.3.1
(i) La famille (plli(a*))a@wgw) est une base de Hom(X (Pg/m), Q).

(ii) De plus,

P (ZQ*&*) = > Q'piar).
acy a¢E(Pg/H)

Preuve : Commencons par dualiser le probleme. Le dual de l'espace
Za¢E(Pa/H) Qo* vaut ZaeE(PG/H) Qo qui est 'orthogonal du groupe X' (Pg/ )
pour le produit scalaire W-invariant. Ceci montre la premiere assertion du
lemme.

Maintenant, pour montrer le lemme il suffit de voir que les cones duaux
dans X(P/m)e de Xogs(py, ) Qf pE(a*) et de pB (3 ,cx QT ) sont égaux.
Ainsi, il s’agit de montrer que :

X(Pgim)oN Z Qta+ Z Qo :X(PG/H)@Q(ZQ+Q>.

CM%Z(PG/H) OCEZ(PG/H) aEX

L’inclusion du membre de droite dans celui de gauche est évidente. Pour
montrer l'autre, fixons v = > vz, avec 2, € QF si a ¢ X(Pg/m) et
T, € Qsia € X(Pg ). Montrons qu’alors z,, est positif ou nul pour tout a.

Comme X (Pg ) est 'orthogonal de ¥(Pg ), on a: < Y,y >= 0 pour
tout 3 dans X(Pg/ ). Mais alors, pour tout 3 dans X(Pg/p), on a :

<B, Y ma>=-— Y <pa>z,.

a€X(Pg/p) a¢X(Pa/n)
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De plus, pour tout « et 3 distincts dans X, < 3Y, a > est négatif ou nul
(voir [7]). Or, pour tout o ¢ X(Pg/p), xa est positif ou nul. Ainsi :

VB3 € X(Pa/u) < BY, Z T >> 0.

a€X(Pa/m)

On peut alors appliquer le lemme 6 du chapitre 5, no 3.5 de [7] & la base
3(Pg/m)- On obtient la seconde assertion du lemme. O

Comme G/H — BH/H est la réunion des couleurs de G/H et Pg/y est
connexe, chaque élément D de D(G/H) est stable par Pq/y. Ainsi, pour
chaque équation [yp : xp| d'une couleur D de G/H, le caractere yp s’étend
a Pg/u. De plus, le lemme 3.2.1 montre que chaque caractere de X' (B)%™
est une combinaison linéaire des yp. On a donc :

X(B)P™" C X(Pg/m) C X(B).
En dualisant on obtient :
Hom(¥(B), Q) 2 Hom(X (Pe/), Q) — Hom(X (B)P Q).
Par ailleurs, on a une fleche de restriction
p: CV(G x G/AG) — CV(G/H)

induite par 'inclusion de k(G/H) dans k(G).

On peut maintenant montrer le

Lemme 10.3.2 Avec les notations ci-dessus, on suppose que G/H est sobre
et relevable (i.e. que CV(G/H) est saillant et p : CV(G x G/AG) —
CV(G/H) est surjective).

Alors, on peut choisir une partie X/ de ¥ — X(Pgp) telle que par le
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diagramme suivant :

CV(G x G/AG) — Hom(X(B),Q) «+—— > _Q o

aEX

P pB {

Hom(X (Pg/u), Q) «— Y Qo

a¢E(PG/H)

[

CV(G/H) — Hom(X(B)"™ Q) +— Y Qo

aEE(;/H

les images dans Hom (X (B)®™" Q) des cones CV(G/H) et Daesq, @
coincident. De plus, les fleches précédées du symbole C sont injectives.

Preuve : D’apres le lemme 10.3.1, I'hypothese de surjectivité de
p implique que les images dans Hom(X (B)?™" Q) de Za@(Pg/H)Q_a*
et de CV(G/H) coincident. En effet, 'image de CV(G x G/AG) dans
Hom(X'(B),Q) est Y .5, Q a* (voir la section 4).

D’apres [10], comme G/H est sobre, le cone CV(G/H) est simplicial.
Pour tout Qt~ générateur de CV(G/H), on peut trouver une racine « dans
Y — X(Pgyu) telle que Qo s’envoie sur Q" dans Hom(X (B)P" Q) par
le diagramme du lemme. On fait un tel choix pour chaque générateur de
CVY(G/H) et on obtient ainsi ¥q/x inclus dans ¥ — X(Pg ) qui vérifie la
condition du lemme. O

10.4 Plongement canonique de G/H comme
quotient de celui de G

Théoreme 6 Soit G un groupe semi-simple et G/H un espace homogéne
sphérique sobre et relevable. ConsidéronsY le plongement canonique de G/H
et X celui de G x G/AG. Alors :

Il existe un fibré en droites £ ample et G x H-linéarisé sur X tel que le

S

quotient T : X (L) — X (L)//H de X par {1} x H associé d L vérifie :
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(i) X (L)//H =Y,
(i) X (L) = X (L),

(1ii) ™ est surjective.

Preuve : Soit M un fibré ample et G-linéarisé sur Y. Nous reprenons
les notations de la section 10.3. Soit P&/H le sous-groupe parabolique de G
contenant T" et opposé a Pg/g. Alors, d’apres la proposition 2.5.3, l'orbite
fermée de Y est G/Pg/H. Notons vy le caractere de P&/H tel que, avec les

notations du lemme 3.3.1 la restriction de M a G/Pg/H soit égale & L.
On a alors le :

Fait 1 : ’ensemble vy + Zagzcw Q**« contient un poids rationnel dominant
et régulier.

Comme Y¢,/g est inclus dans le complémentaire de X(Pg/g) dans X, il
suffit de montrer que le cone vy + ZaeE(PG/H) Q™ « vérifie le Fait 1. Comme

la restriction de M a G/P; I qui est égale a L., est ample, vy appartient a
Iintérieur relatif du cone convexe engendré par P+ N X (Pg/p).

Notons P& le cone convexe de X' (B)g engendré par PT. Alors, Q™" est
le cone dual de la face Zﬁ;&a Qtwp de P@. On en déduit que le dual du cone

—Y0 + Py est égal & D wes(pa ) Q0

. + % 9 ;. + 9 , .
Siy + Za@am Q" « ne rencontre pas U'intérieur de Fy alors intérieur

Po/a

de —vyp + P& ne rencontre pas Q™. Mais alors, il existe o dans

a¢¥a/u
ZaeE(PC/H) Q " qui est strictement négatif sur Zﬂ¢EG/H Q™. Ce qui est
absurde, puisque < Y, 8 > est négatif ou nul.

Quitte a remplacer M par un multiple, le Fait 1 montre que I'on peut
trouver n dans X' (B) qui appartient a o + ZaaéEC/H Qt*« et a l'intérieur de

Pyg. On écrit n = 3

droites G’ x G-linéarisé sur X associé & Yy, nl [BSOCB_X]. Quitte a rempla-
cer M et donc £, par une puissance, on suppose que £, admet une G' x G-
linéarisation. D’apres la proposition 4.5.1, comme 7 est strictement dominant,
L, est ample. Notons x le caractere de H tel que la restriction de M a G/H
soit égale a L, (voir lemme 3.3.1 pour la notation). Nous allons montrer que
L =L, ® x ales propriétés annoncées par le théoreme.

n n * idé 5
acy Nawa avec ng dans N Cons1dErons L, le fibré en
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Remarquons pour commencer que la proposition 2.6.2 montre ici que :

P(X,L,) =Pin <n+ ZQa) .

aEY
Mais alors, on a : B
v € P(X,L,) NP(G/H,L,).
Si on note Oy l'orbite de G x G dans X telle que

CX.0)= ), Qo

aEEg/H

on a le
Fait 2 : Toute orbite O de G x G dans X telle que P(O, L,) contient v, est
incluse dans Xoo-

Soit O une orbite de G x G dans X telle que P(O, L,) contient 7. Si
« est une racine simple, on note X, le centre dans X de la valuation de
CV(G x G/AG) dont I'image dans Hom(X(B), Q) est —w,v. Il existe alors
un sous-ensemble I de ¥ tel que (voir, par exemple [17]) :

7 _ ﬂ X
acl
On a alors :
P(O,L,) = (77 +) Qa) NPX,L,).
ad¢l
Mais alors, le Fait 1 implique que

Yo —n€ (ZQ@) Nl Y Qra

agl agéEg/H

Donc ¥ — Xg/g € ¥ — I et I est inclus dans Xg, . Ainsi, O contient Oy
dans son adhérence.

De plus, on a le
Fait 3 : P(Oy, £,) NP(G/H, L) = {70}

Le direction de l'espace affine P(Oy, L)) est Za@G/H Qa. Or celle de
P(G/H,Ly) est X(B)§"". Comme d’aprés le lemme 10.3.1, Daesgy @
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s'injecte dans Hom (X (B)®™ Q), ces deux directions sont en somme directe.
Mais alors, P(Oy, £,) NP(G/H, L) est soit vide, soit réduit & un point. De
plus, la démonstration du Fait 2 montre que 7y appartient a cette intersection.
Le fait 3 est démontré.

On peut alors montrer le
Fait 4 : X (L, ® x)//H =Y.

Considérons 7 : X (L£,®X) — X (£,®)//H le morphisme quotient.
Quitte a remplacer M par une puissance, on suppose qu’il existe un quotient
Ly de £, ® x par {1} x H. Soit x un point de 'orbite ouverte de B x H

dans Oy. D’apres la proposition 7.3.1, on a :

P(Gr(z), Ly) = P(Oy, L,) NP(G/H, L,).

Mais alors, le Fait 3 et la proposition 2.6.1 montrent que G.7(z) est de
rang 0. En particulier, G.7(x) est fermée dans X (£, ® x)//H.

Par ailleurs, la proposition 3.3.1 appliquée a I'orbite fermée de G dans Y
pour le fibré M montre que (7, x) appartient a I'intérieur du cone

> Q" (v xn)-

DeD(G/H)

Mais alors, la méme proposition montre que G.7(z) est sans couleur dans
X(L,© v)//H.

De plus, si on note pg,,; : Hom(X(B),Q) — Hom(X(B)",Q) le
morphisme de restriction, on a :

(=90 + POE(L, © )//H.L9)) 2 0t (<0 + P(@0 £)")
2 PGin (ZC@G/H Q O‘*) '

On conclut grace a la proposition 2.6.4 que G.w(z) est la seule orbite
fermée de G dans X (£, ® x)//H, puis que :

XL, @ x)//H=Y.

En particulier, comme Y est sans couleur, la proposition 7.3.2 montre que
T est surjective.

Il reste a montrer le
Fait 5 : Tous les points semi-stables sont stables.
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On a vu au cours de la preuve du Fait 3 que les directions de P(G/H, L)
et de P (O, £,) sont en somme directe. Mais alors la proposition 2.6.2 montre
que pour toute orbite O de G x G dans X, lintersection de P(G/H,L,)

et de P(O, L,) est transverse. On conclut alors grace a la proposition 9.3.1
et au Fait 2. U

10.5 Construction de compactifications sans
couleur de G/H par quotients.

On peut généraliser le théoreme 6 au cas d’un plongement sans couleur

de G/H :

Théoréeme 7 Soit G un groupe semi-simple et G/H un espace homogéne
sphérique sobre et relevable. Soit Y un plongement projectif et sans couleur

de G/H. Alors :
il existe un plongement projectif et sans couleur X de G x G/AG et un
fibré en droites L ample et G x H-linéarisé sur X tels que le quotient,

T X¥(L) — X®(L)//H
de X par {1} x H associé a L vérifie :
(i) X*L)/H =Y,
(it) X*=(£) = X*(L),
(111) 7 est surjective.
Preuve : liére étape : construction de X.

Considérons comme dans le lemme 10.3.2, ’application p de restriction :

Hom (X (B), Q) 2 Hom(X(B)*" Q)

CV(G x G/AG) —L— CV(G/H).

Soit F(Y') I’éventail associé a Y dans le théoreme 2. Les cones de la
forme p~'(C) pour C dans F(Y) et leurs faces constituent un éventail.
On note p~'(F(Y)) cet éventail. Comme Y est sans couleur, F(Y') définit
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une partition de CV(G/H). Or, on a supposé¢ que p '(CV(G/H)) =
CV(G x G/AG). Ainsi, p~'(F(Y)) définit une partition de CV(G x G/AG).
Comme CV(G x G/AQG) est saillant, il en est de méme pour tous les cones de
p HF(Y)). Ainsi, p H(F(Y)) est Iéventail associée a un plongement complet

et sans couleur de G x G/AG. Notons X ce plongement de G x G/AG.

2ieme étape : Montrons que la variété X est projective.

Le corollaire 5.2.2 de [12] donne un critere en termes d’éventail colorié
pour la projectivité d'un plongement d’un espace homogene sphérique. Ap-
pliqué a Y, il implique qu’il existe une fonction

[ : CV(G/H) — Q,

qui est linéaire sur chaque cone de F(Y) et strictement convexe lorsqu’on
passe d’un cone a un autre. Considérons alors,

lop: CV(G x G/AG) — Q.

Il est clair que [ o p est linéaire sur les cones de p~'(F(Y)) et qu'elle est
strictement convexe. Comme X est complete, le corollaire 5.2.2 de [12] montre
alors que X est projective.

3ieme étape : Choix du fibré en droites.

Comme X est sans couleur, si on note X le plongement canonique de
G x G/AG, il existe (voir [12], théoreme 2) un morphisme

Zb:X—)X)

birationnel et G x G-équivariant.

Soit £, un fibré en droites ample et G x H-linéarisé sur X vérifiant le
théoreme 6. D’apres la proposition 5.2.3, quitte a remplacer £; par une puis-
sance, on peut Pécrire sous la forme £, ® x avec Ly dans Pic*¢(X) et x
dans X (H). Commengons par regarder le fibré en droites ¢*(L;) sur X.

Soit 2y 'orbite fermée de G dans Y. Considérons I'orbite O(£)) de G x G
dans X définie dans la proposition 7.3.2. Alors, 'ouvert XSS(LQ ®x) de X est
inclus dans X q, et rencontre O(€). On en déduit que pour toute orbite
O de G x GG dans X, on a :

P00 (L) NPE/H L) £D = OCv  Fowg,). (101
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Comme de plus, les intersections 10.1 sont transverses, on en déduit qu’il
existe un voisinage U de 1*(Ly) dans Pic®*%(X)q tel que pour tout M dans
U, on ait :

P(O,M)NP(G/H,Ly) #0 <= O C¢ (Xp)) (10.2)

Par ailleurs, le fibré 1*(L,) est engendré par ses sections sur X. Alors, le
corollaire 5.2.2 de [12] montre que U contient un fibré ample £5 sur X. Nous
allons montrer que £ = L5 ® x vérifie le théoreme.

41éme étape : Vérification.
Considérons :
T X¥®(L) — X*®(L)//H.

Soit O une orbite de G' x G' qui est fermée dans w_l(Xo(Qo)). Considérons
l'orbite ouverte 2 de G dans 7(0). Comme X*(L) est inclus dans
(X op,)) on a nécessairement O(Q) = O. Mais alors, le lemme 7.3.1
montre que le cone C(X*(L)//H,) contient p(C(X,0)). En particulier,
comme la restriction de p & C(X, O(Q)) (qui contient C(X,0)) est injec-
tive, ceci montre que le cone C(X*(L)//H,?) est d’intérieur non vide dans
CV(G/H). Ainsi, lorbite Q est complete et 7(0) = Q.

Comme les cones de la forme p(C(X,O)) pour O une orbite fermée de
G x G dans ¢ (X q) recouvrent CV(G/H), nous venons d’établir une
correspondance parfaite entre les orbites fermées de G x G dans w_l(XO(QO))
et les orbites completes de G dans X*(L)//H. En particulier, la premiere
étape montre que X*(L)//H est isomorphe a Y. Alors, la proposition 7.3.2
montre que 7 est surjective.

Il est maintenant aisé de voir avec la proposition 9.3.1 que X%(L) =
X3(L). O

10.6 Description locale du morphisme w
donné par le théoreme 7

10.6.1 — Commencons par montrer deux lemmes concernant les plonge-
ments de G x G/AG.

Soit X un plongement projectif sans couleur de G x G/AG. Soit B un
sous-groupe de Borel de GG, T un tore maximal inclus dans B, et B~ le
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sous-groupe de Borel opposé & B contenant 7. Soit U (resp. U~) le radical
unipotent de B (resp. B~). Posons

Xpen- = Xopxs-

ol la réunion porte sur les orbites O de G x G dans X. Soit S "adhérence
de T" dans Xp,p-. Alors, le théoreme 3 montre que ’application

t: UxU x8S — Xpgup-
(u,u™,s) +—— (u,u).s

est un isomorphisme.

Pour chaque orbite O de G x G dans X, l'intersection S N O est une
orbite de T" dans la variété torique S. Soit xp le point de S N O obtenu du
point base x par limite d'un sous-groupe a un parametre de 7" (voir [23]). La
proposition 4.4.1 donne deux sous-groupes paraboliques opposés Pp et Qo
tels que l'isotropie de zp dans G x GG est :

Io = (P5 x Qp) X (ALp.(Co x {1})),

ol Lo = PoN Qo et Co est un sous-groupe du centre connexe de Lyp. On
reprend alors les notations de la proposition 8.2.1 pour O = G x G/Ip. En
particulier, si V € B(G/H) et w € W'°_ on pose :

BHy,(w,V) := (B x H).(w, 9)Io/I0o,
ol w € BwPp et g € G tel que q(g) € V. Posons également
XBXG = ({1} X G)-XBXB*-

On a alors le

Lemme 10.6.1 Soit O une orbite de G x G dans X. Avec les notations
ci-dessus, on a :
XpanO= |J BHH(LY).
VEB(G/H)

Preuve : Rappelons que O}, ,_ désigne I'orbite ouverte de B x B~ dans

O. Alors, on a : Xpyp- NO = Of, 5. Mais alors, Xp,g N O est l'orbite

ouverte de B x GG dans . Avec les notations de la proposition 8.2.1, on
obtient alors Xp,o N O = p;'(BPo/Po). Le lemme suit facilement. O
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Lemme 10.6.2 Soit O une orbite fermée de G x G dans X. Il existe une
fibration localement triviale,

w . XO,BXG —>G/B,

qui est {1} x G-équivariante et B x{1}-invariante. De plus, pour toute orbite
O de G x G dans Xo, chaque fibre de ¢ rencontre O en une orbite de
B x {1}.

Preuve : Soit £ un fibré ample et G x G-linéarisé sur X. Considérons la
variété quotient Y de X par U x {1} associée a L et

T X®(L)—Y,

le morphisme quotient. Quitte a remplacer £ par une puissance, on suppose
de plus que £ admet un quotient £//U.

Pour le fibré trivial £y sur G/U, le polyedre P(G/U, Ly) est le cone
engendré par les poids dominants. Ainsi grace au théoreme 5 on identifie
P(X,L) et P(Y,L//U). Alors, le sommet P(O, £) de P(X, £) est un sommet
orbital de P(Y, £//U) ; notons Z l'orbite fermée de G dans Y correspondante.
Les propositions 7.3.2 et 7.3.1 montrent que O(Z) = O et que Z est dans
I'image de 7. De plus, Xo px¢ rencontre chaque orbite de G' x G dans Xop
en une unique orbite de U x G. Mais alors, la proposition 9.3.1 montre que
7 1(Yz) = Xo, pxq. Considérons la restriction de m & Xo px¢ :

T XOyBXG — Y.

Remarquons que Yz est un plongement simple et sans couleur de G/U.
Alors [33] ou [12] montrent que I'application canonique G/U — G/B se
prolonge en un morphisme G-invariant ¢ : Y, — G/B. Montrons que
¥ =60 oT7 a les propriétés du lemme.

Soit O une orbite de G x G dans X. Il existe un point z de O; dont
l'isotropie dans G x G est (P" x Q") x AL.(C' x {1}), ou P et @) sont deux
sous-groupe paraboliques opposés de G, L = PN Q et C' est un sous-groupe
du centre connexe de L. De plus, quitte a changer x sur Oy, on peut supposer
que B est inclus dans Q. Alors, (B x G).x est Uorbite ouverte de B x G dans
Oy, cest-a-dire (B x G).x = O1 N Xp, pxg. Comme 1) est U-invariante et
G-équivariante, on a : ¢((b,g).x) = ¢gB/B. On en déduit facilement que
Y=Y (BB~/B~) N O est lorbite ouverte de B x B~ dans O;. Mais alors, on
a ™" (BB~/B~) = Xo.pxp--
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Considérons alors la variété S et 'isomorphisme 7 donnée par le théoreme
3. On définit ¢ par le diagramme commutatif suivant :

Xo.pxs- —— B B/B
/l\

n u—uB/B

UxU™x8 25U~
Commg@ est invariante par U x {1} et équivariante pour I'action de {1} x B~,
on a: (u,u,s) =u" pour tout (u,u”,s) € U x U~ x S. Mais alors, 1) est

invariante par B x {1}. Comme G/B est recouvert par les gU~B/B pour
g € G et Y est {1} x G-équivariante, le lemme suit alors facilement. d

Remarque : Notons qu’il n’était pas indispensable de considérer le quotient
par U de X pour construire I’application ¢. En effet, on peut aussi remarquer
que lapplication G — G/B, g +— ¢~ 'B/B est une application rationnelle
B x {1}-invariante, {1} x G-équivariante, définie sur Xo p.p- et donc sur
Xo,BxG-

10.6.2 — Soit X, L, Y et 7 comme dans le théoreme 7. Dans cette sous-
section, nous nous intéressons a la structure locale du morphisme

T X¥L) —Y.

Soit B un sous-groupe de Borel de G opposé a H et Z une orbite fermée de
G dans Y. On a le

Lemme 10.6.3 Avec les notations introduites ci-dessus et celles des propo-
sittons 7.3.2 et 8.2.1, on a :

(i) Soit O est une orbite de G x G dans X. Si O contient O(Z) alors :
' (Yz) NO =BHY(1,G/H).

Sinon, ['intersection est vide.

(it) Soit v : Xo(z),pxa — G/B le morphisme donné par le lemme 10.6.2.
Alors, on a :
7 ' (Yz) =y (HB/B).
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Preuve : D’aprés la proposition 9.3.1, 771 (YZz) N O est une orbite de
G x H si O contient O(Z) et est vide sinon. Comme les fibres de 7 sont des
orbites de {1} x H dans X, on en déduit aisément la premiére assertion du
lemme.

Pour la seconde, il suffit de montrer que pour chaque orbite O de G x G
dans Xo(z),  '(HB/B)NO est réduit & une orbite de B x H. Ce qui résulte
immédiatement du lemme 10.6.2. U

10.6.3 — On s’intéresse maintenant a la restriction de 7 au-dessus de
YZ,B .
-1
TzB + T (YZ,B) — YZ,B-

Commencons par fixer quelques notations. Soit L un sous-groupe de Levi de
Py adapté a G/H et T un tore maximal de Lg,/y. Soit S 'adhérence de T'
dans Xo(z) pxp-- Notons p : S — S//T N H le quotient de la variété affine
S sous ’'action de 7'M H par multiplication a droite.

Soit U (resp. Pgy) le radical unipotent de B (resp. Pg/pg). Posons :
¢ : U —> FPg,y Punique application Py, y-équivariant telle que ¢(LNU) = 1.
Soit S I'adhérence de T' dans X ) pyp-- Notons 77 : U x S — ¢~ (B/B)
l'application orbite. Alors (voir par exemple la démonstration du lemme
10.6.2) 77 est un isomorphisme B-équivariant. On a alors la

Proposition 10.6.1 Avec les notations introduites ci-dessus, 1~ '(B/B)
rencontre toutes les orbites de {1} x H dans 7 *(Yzg). De plus, la restric-
tion de m a ' (B/B) est décrite par le diagramme commutatif suivant :

v (B/B) ———— Y5

S|

U xS py o x (S)/T 0 H),

sur lequel les fleches verticales sont des isomorphismes B-équivariants.

Preuve : Soit S; 'adhérence de T/TNH dans Yy . Le théoreme 3 montre
que ’action de Pg/H sur Y p induit un isomorphisme : Pg/H xS — Yz .
Montrons que 7(S) = S;.
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Le lemme 10.6.3 montre que ~'(B/B) rencontre toutes les orbites de
{1} x H dans 7 '(Yz5). Mais alors, 'image par © de ¢ !(B/B) est Yz 5.
On en déduit que 7(S) rencontre toutes les orbites de U dans Y7 p. De plus,
comme 7" est dense dans S, /T N H est dense dans 7(S). Mais alors, 7(S)
est inclus dans S;. Comme S est stable par T on en déduit que 7(S) = S;.

Définissons f par le diagramme commutatif suivant :

S—T 59

S//(T N H).

Comme 7(S) = S, 'application 6 est surjective. Par ailleurs, S; contient
T/T N H. Mais alors, 0 est birationnelle. De plus, d’apres le théoreme 3, S;
est affine et normale. Le théoreme principal de Zariski montre alors que € est
un isomorphisme. La proposition suit. O

10.7 Une premiere application

10.7.1 — Dans cette section, nous appliquons le théoreme 7 pour décrire
les groupes d’isotropie d’orbites de G' dans les plongements de G/H. Nous
généralisons ainsi la proposition 4.4.1.

Corollaire 10.7.1 Soit G un groupe semi-simple et G/H un espace ho-
mogene sphérique sobre et relevable.

Soit Y un plongement projectif et sans couleur de G/H. Fizons y un point
de Y. Alors il existe deux sous-groupes paraboliques opposés P et @, et un
sous-groupe C du centre connexe du Levi L = P N Q) tels que :

Gy = pilaer(@NH)).C
— puC, (L NQ“(QN H)),

ot gpu : P — L et gou 1 Q@ — L sont les morphismes quotients par
les radicauz unipotents de P et () respectivement.
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Preuve : Soit X un plongement de G x G/AG et L une fibré en droites
sur X vérifiant le théoreme 7. Soit € X tel que 7(z) = y. Alors, d’apres la
proposition 4.4.1, il existe deux sous-groupes paraboliques opposés P et @)
et un sous-groupe C' du centre connexe de L = P N () tels que 'isotropie de
x dans G' x G soit :

I:=(P*x Q") x (AL x (C x {1})),

ou P* et Q" sont les radicaux unipotents de P et Q).
Mais alors, comme 7! (y) = ({1} x H).z, on a:

Gy={9€G: (¢, DIN{1} x H) # 0}.

On en déduit immédiatement le corollaire. O

10.7.2 — Exemple

Considérons a nouveau l'espace homogene SL(3)/GL(2) du paragraphe
6.2.2 (on le note G/H). Le plongement canonique Y de G/H est P(V) x
P(V*). Alors, si y appartient a Porbite fermée de G dans Y, I'isotropie G, de
y dans G est un sous-groupe de Borel de G.

Cependant, le sous-groupe parabolique P donné par la démonstration
du corollaire 10.7.1 n’est pas un sous-groupe de Borel de G'! En fait, il n’est
meéme pas unique a conjugaison pres : la classe de P peut étre 'une ou l'autre
des deux classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques minimaux de

G.

10.7.3 — Montrons par un exemple que le corollaire devient faux si I’on
supprime ’hypothese : G/H est relevable.

Exemple. Considérons a nouveau G' = SP(4) et H = k* x S1(2). On reprend
les notations de ’appendice A dans laquelle, il est montré que le plongement
canonique de G/H contient 'orbite de G suivante :

O :={(d,p) e P(V) x Gra(V)) : d C p et wy # 0}

Le stabilisateur Gy de y = ([e1],[e1 A e2]) € O est le sous-groupe de G
constitué des matrices de la forme :

t = 00
0t 00
0 0 =x =x
0 0 =x =x
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En particulier, le radical unipotent de G, est de dimension 1. Il n’existe donc
pas de sous-groupe parabolique strict P de G tel que P* C G, C P. Ainsi,
le résultat du corollaire 10.7.1 est faux pour le plongement canonique de
SP(4)/k* x S1(2). Heureusement, comme le prouve ’annexe A, les hypotheses
du corollaire 10.7.1 ne sont pas vérifiées non plus par Y'!

10.7.4 — Introduisons quelques notations afin d’exprimer autrement le
corollaire 10.7.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G et L un sous-
groupe de Levi de P. Soit Ly un sous-groupe sphérique de L. On note gpu :
P — L, comme dans le corollaire 10.7.1. On définit alors sur G x L/ Ly, une
action de P par la formule : p.(g,lLy) = (gp~ !, qp«(p)ILy). Le quotient de
G x L/ Ly par P existe : on le note G Xp L/Ly. Alors, G xp L/Ly est un G-
espace homogene sphérique. Ce procédé pour obtenir des espace homogenes
sphériques est appelé induction parabolique. I1 a notamment été étudié dans
[13, 48] ou [37].

Avec les notations ci-dessus, le corollaire 10.7.1 montre que :

Gy ~ G Xp L/(QQu (Q N H)C)G Xp L/C.(LOQ“.(QQH))-



Chapitre 11

Application a I’étude de B(G/H)

11.1 Introduction

On désigne toujours par G un groupe algébrique semi-simple et par H un
sous-groupe sphérique de G. On fixe également un sous-groupe de Borel B
de G opposé a H.

On se donne un plongement X projectif et sans couleur de G x G/AG. Si
V € B(G/H), on note V™ l'adhérence de ¢ '(V)dans X,ouq : G — G/H
est ’application orbite. Dans cette section, on s’intéresse a l'intersection de
V™ avec les orbites de G x G dans X. Autrement dit, nous allons généraliser
la proposition 8.6.2 & un élément de B(G/H) qui n’est pas une couleur. Ceci
nous donnera une nouvelle interprétation géométrique du graphe I'(G/H).

11.2 Interprétation géométrique de ['(G/H)

11.2.1 — Commencons cette section par donner quelques notations. Si Z
est une sous-variété fermée de X, on notera [Z] la classe de Z dans 'anneau
de Chow A*(X) gradué par la codimension. Le produit de deux éléments [Z]
et [Z'] de A*(X) est noté [Z].[Z'].

Soit Z et Z' deux sous-variétés de X. Soit C' une composante irréductible
de Z N Z'. Si lintersection de Z et de Z' le long de C est propre (c’est-
a~-dire que C' a la dimension attendue), on note i(Z.Z',C) la multiplicité
d’intersection de Z et Z' le long de C.

11.2.2 — Soit V' dans B(G/H). On rappelle que V° désigne l'orbite ou-

189
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verte de B dans V. On note V. I'adhérence de ¢ (V) C G dans X. Avec
ces notations on a le :

Lemme 11.2.1 Soit X un plongement lisse et sans couleur de G x G/AG
et O une orbite de G x G dans X. Soit V. € B(G/H). Alors, pour tout

Ve B(G/H), BH(1,V") est inclus dans ONV" si et seulement si V' est
inclus dans V.__X .
De plus, i(O.V" ,BH,(1,V) ) =1.

Preuve : Notons V! I'image de ¢ (V') par I'automorphisme inverse :
G — G, g g~ L. Alors, V! est stable par H x B dans G : notons Vg son
image dans G/ B. Soit gy € G. Commengons par calculer ¢~ (goU~B/BNVp).
Pour cela considérons le diagramme commutatif suivant :

UxU~ xS—L>XBxB_ “— Xp«c

<
<

U B/B < G/B.
Ona:

Y HgU B/BNVg) =(1, 90)-%71(U73/B Ngy ' Va)
(17 90)-1/)_ (g[]_lvB) _
(1, g0)-t (U < (U~ NgsV1) x s) . (1)

Rappelons que zp est un point de S N O. Alors, I’égalité (1) montre que
les points de ¢! (goU~B/B N V) N O s’écrivent (b, g).xzo avec b € B et
g€V 1ngU~. Ainsi,

v goU™B/BNVg)NO = ((1, go).ong_) N BHo(1,V).

Comme G/ B est recouvert par les ouverts de la forme goU~B/B, on a montré
que :
Y (V)N O =BHo(1,V).

De plus, pour tout V' € B(G/H), BHo(1,V') est inclus dans Xpyg. La
premiere assertion du lemme suit alors facilement.
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Enfin, si on choisit gy € G tel que goU~ rencontre V!, I'égalité (1)
implique aisément que la multiplicité d’intersection de O et de v le long de
BHo(1, V)X est égale & celle de U x (U~ Ngy 'V xS et de U x U~ x (ONS)
le long de U x (U= N gy 'V™1) x (ONS). De plus, comme X est lisse, S Uest
aussi et l'intersection de ONS et de S est transverse. Comme go’lffflﬂU* est
isomorphe a un ouvert de Vz C G/ B, l'intersection de U~ et de 951‘7_1 NnU~
est transverse également. Le lemme est démontré. ([l

11.2.3 — Nous pouvons maintenant montrer le
Théoréme 8 Soit X un plongement sans couleur de G x G/AG et O une
orbite de G x G dans X. Soit V € B(G/H). Alors, Uintersection de 0" et
de V' est propre. De plus, dans ’anneau de Chow de X, on a :

O 17" = d(vV,w ) [BHg(w, V') ],

ot la somme porte sur les couples (w,V') € WTe x B(G/H) tels que w™!

monte V' sur V',
Preuve : Soit C' une composante irréductible de o N7 qui rencontre
O. Alors C est de la forme BH(w, V;) . pour w € WFe et V; € B(G/H). Si

w = 1, le lemme 11.2.1 montre que V; = V et i(@X.VX, C') = 1. Supposons
que w est non trivial et fixons a une racine simple de (B, T') telle que o monte
BwP/P. Comme V et O sont stables par B x {1} et P,/B est complet, la
variété

(Pox [IN.@ NV =B x 1DV nO"
contient (P, x{1})C comme composante irréductible. En particulier, & monte
V.

Considérons le diagramme :

m:PoxpgX —X

(pB/B,x)—x

P,/B x X.

La proposition 8.3.1 appliquée dans G puis dans O montre que, dans ’anneau
de Chow de X, on a :
=X

1P x5 V] = d(V, ) [PV,
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et
W*[Pa X B O] = [PaC]

De plus, comme O est stable par P,, on a 71'*[6)(] =[P, Xp @X]. Alinsi,

AV, )PV 0] = ([Pa x5 V' ]2°[07])
— 7 ([P x5 VP, x5 6X])

De plus, d’apreés la proposition 8.3.1, si C" est 'adhérence dans X d’une
orbite de B x H dans O telle que P,C' = P,C, alors C' = C". Mais alors, on
a montré que :

i(VYo~,0)=dw, sa).i((Pa < 1NV .0, (P, x {1}).0).

Par récurrence sur la codimension de BwP/P dans G/ P, et utilisant le lemme
11.2.1, on obtient : pour tout 7 € W tel que 7 monte BwP/P a G/P, on a

(V0% 0) = d(V, 7).
De plus, (BB x {1})C = BH (1, Vl)X est une composante irréductible de
BV nO". Alors le lemme 11.2.1 montre que V° est 'orbite ouverte de B
dans BTV.
Comme pour tout w € WP, le seul élément de W qui monte BwP/P
sur G/P est w!, nous avons montré le théoreme pour les composantes

irréductibles de O NV qui rencontrent O.
Supposons qu’il existe une composante irréductible C' de 0" N7 incluse
dans 6)( — . Considérons l'orbite @' de G x G dans X telle que O N VX

est ouvert dans V. La preuve ci-dessus appliquée a 'intersection o N7V
et le lemme 8.2.2 montrent que :

dim(0') — dim(C) = dim(G/H) — dim(V').

En particulier, dim(C) < dim(O) + dim(VX) — dim(X). Cette inégalité est
impossible pour une composante irréductible de O~ NV . 0

Remarque : Pour rendre a Cesar ce qui appartient a M. Brion, signalons que
I’argument utilisé dans la preuve du théoreme 8 est une adaptation simple
de celui employé par M. Brion dans [13].
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11.2.1 Une question sur [VX]

Il est bien connu des spécialistes que le groupe de Chow de X est engendré
par les classes de sous-variétés stables par Bx B~ dans X. Si V est un élément

de B(G/H) on peut alors vouloir écrire [V ] comme une combinaison linéaire
de sous-variétés stables par B x B~.

Dans le méme esprit, M. Brion a montré (voir [13]) que dans le groupe
de Chow A*(G/B), on a :

(Vi) = > d(V,w)[B-wB/B].

w monte V sur G/H

Une question naturelle est de savoir si 1’égalité

7] = 3 d(V,w)[Bw 1B ] (11.1)

w monte V sur G/H

est vraie dans A*(X).

Notons ¢ le membre de droite de I’égalité 11.1. Nous ne savons pas si cette
égalité est satisfaite. En revanche, nous pouvons montrer le lemme suivant
qui permet d’espérer une réponse positive.

Lemme 11.2.2 Soit Z une orbite fermée de G x G dans X . Alors, avec les
notations ci-dessus, dans A*(X), on a :

—X
V= 112] = c[Z]
Preuve : D’apres le théoreme 8, on a :

V).[2] = S d(V,w)[BwB~/B” x V).

w monte V sur V'’

Or, d’apres [13], on a :

(V] = > d(V',7)[B-TB/B].

7 monte V' sur G/H

Alors, on obtient :

V*.12) =Y d(V,w)d(V',7)[Bw 1B /B~ x B rB/B],  (11.2)
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ot la somme porte sur les couples (w, 7) € W? tels que w monte V sur V” et
7 monte V' sur G/H dans I'(G/H).

A un couple (w, ) apparaissant dans cette somme on associe le couple
(wy,71) € W x W défini par :

{ =T { veno (11.3)

=W T =wWiT,

Alors, w; monte V sur G/H et [(1) +1(w,m; *) = [(w). Réciproquement,
a tout couple (wi, 7)) satisfaisant ces conditions on peut associer par les
formules 11.3 un couple (w,7) apparaissant dans la somme 11.2. De plus,
la condition « I(7y) + [(wy77") = I(wy) » est équivalente & « 7, ' monte
Bw;'B~/B dans I'(G/B~) ». On en déduit que :

V).[2] = > d(V,w))[Br, *B- /B~ x B-w7, 'B/B].
w; monte V sur G/H
7, monte Bw, 'B~/B~

Par ailleurs, on a :

c.[7] = > d(V,w)[Bw=tB~].[Z].

w monte V sur G/H

On applique alors le théoréme 8 pour H = B~ a chaque [Bw~'B~].[Z]. On
obtient :

c.[Z] = > d(V,w)[Br—'B- /B~ x B-wr—'B/B].

w monte V' sur G/H
7 monte Bw~!'B~/B~

Le lemme est démontré. O

Soit D une couleur de G/H. Le lemme 8.6.1 montre que D" est un
diviseur de Cartier de X et calcule le fibré en droites associé (il s’agit de £,
avec les notations usuelles). On en déduit facilement que I’égalité 11.1 est
satisfaite lorsque V = D est une couleur.
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Annexe A
Un espace homogene sphérique

A.1 Introduction

Dans cette annexe, nous allons calculer les données combinatoires (le cone
des valuations CV(G/H), 'ensemble des couleurs D(G/H),le graphe I'(G/H)
etc ...) associées a un espace homogene sphérique donné. Bien que la plupart
des choses calculées ici soit déja connues, il est intéressant de voir les tech-
niques utilisées pour calculer ces objets. De plus, cet exemple nous a servi de
guide dans notre travail. Il est le premier exemple d’espace homogene sobre
non relevable (voir la remarque suivant le théoréme 4). Dans le paragraphe
7.2.3, nous illustrons le théoreme 5 sur cet exemple. Nous avons également
considérer cet exemple dans les sections 9.4.2 et 10.7.

A.2 SP(4)

Soit V = C* et B = (e1,-+-,e4) la base canonique de V. Dans toute
la suite, si v € V est non nul, on notera [v] la classe de v dans P(V'). On
considérera aussi /\2 V', le produit extérieur de V' avec lui-méme. On plonge
la Grassmanienne des droites de P(V') ou des plans de V dans P(A\* V). Ainsi,
on notera [v A w] le plan engendré par v et w dans V.

Considérons, w la forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur V'
dont la matrice dans la base B est :

e

o O O
o O O
o= O O

-1

On considere G =SP(4) le stabilisateur de w dans GL(4). Dans cette
section, nous exhiberons un tore maximal de G, un sous-groupe de Borel de
G ainsi que les racines de (G,T) et (B,T). Nous déterminerons également
les poids fondamentaux. On peut bien entendu trouver ces résultats dans la
littérature (voir par exemple [22]).

Un sous-groupe de Borel et un tore maximal de G
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Soit B le stabilisateur dans G de [e;] et [e; Aeg]. On vérifie alors aisément
que G/B est I'ensemble des couples (d,p) ou d est une droite de V' incluse
dans le 2-plan isotrope p (isotrope signifie que la restriction de w a p est
nulle). En particulier, G/B est compact et B est un sous-groupe parabolique
de G. De plus, B stabilise 'orthogonal de e; et donc un drapeau complet de
V. Ainsi, B est résoluble. Finalement, B est un sous-groupe de Borel de G.

En écrivant w(v;, v;) = w(e;, e;) pour tous les couples (v;,v;) de vecteurs
colonnes de B, on montre aisément que

t*l

B =/ telle que dt ' +uc=cf —et ' —but =0}.

S OO o+
=
o O

f
u-

1

Considérons alors 'application :

1 k*xk* — B

(t,u) +—

L’image de 7 est un tore de B que I'on note 7. Soit x; et x5 les caracteres de
T définis par

x1(i(t,u)) =1t et xo(i(t,u)) =u Vt,u € k*.

On a alors : X(T') = Zx1 ® Zxo.
Considérons o = x1 — x2 et 8 = 2x». Posons,

L 0
0 uﬂ:

0
0 01
0 0 0 0

U204+ =
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On montre facilement que u,, ug, Uatp €t ugq1p sont des vecteurs propres
pour l'action de 1" par conjugaison respectivement de poids «, 3, o+ [ et
2a.+ (. De plus, on a :

Lie(B) = Lie(T") ® k.usn1p ® k.ug ® k.ug @ k.ugip.

On en déduit que T est un tore maximal de G et que I’ensemble ®* des
racines positives vaut :

" ={a, B, a+f, 2a+ [}

Mais alors, v et /3 sont les racines simples de (B, T).
On calcule alors :

ho = [ta, us] = diag(l, —1,—1,1) et hg = [ug,'usg] = diag(0,0,1, —1).

On vérifie aisément que a(h,) = S(hg) = 2. Mais alors, h, et hg sont les
coracines de (G, B) et (wq,wp) est la base duale de (hq, hg). On en déduit
que we = X1 + X2 et wg = X1.

On a montré que les racines et poids fondamentaux de (B,T') sont comme
sur la figure 11.1.

On vérifie alors que sur cette figure, w, (resp. wg) est orthogonal & «
(resp. a (). Ainsi, tout produit scalaire induit par cette figure (il faut choisir
une longueur) est invariant par le groupe de Weyl.

A.3 SP(4)/k* x SP(2)

A.3.1— Soit H le stabilisateur dans SP(4) du couple de points ([ez], [e1+
ez + ¢4]) de P(V) x P(V'). L’espace homogene G/H s’identifie naturellement
a l'ensemble des couples (d,d') de P(V') x P(V') tels que d et d' ne sont pas
orthogonales pour w.

En particulier, H est conjugué au stabilisateur de ([e1], [e2]) : il est iso-
morphe a k* x SP(2) c’est-a~dire a k* x SL(2).

Par ailleurs, il est facile de voir que BN H = {£1,}. Mais alors,

dim(BH) =dimB+dimH — dim(B N H)
=10
=2dimB —dimT
=dimG.
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m racines de (B, T)

X2
8
P++
Wy
]
= : =
wp X1
- ]
o
[

F1a. 11.1 — Systeme de racines de SP(4).
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Ainsi, 'espace homogene G/H est sphérique de rang 2.

A.3.2 — Commengons par calculer les couleurs de G/H.
Soit x un générateur du groupe des caracteres de H qui est isomorphe
a Z. On vérifie alors aisément que :
X(B) X x(BNH) X(H) {(awa—l—ba}g,n)@) b—n€2Z}
Z(wa, 0) + Z(wg, Xo) + Z(wg, —Xo).

Or, comme V =V, = V7, (V; ® xo)" et (V ® —xo)” ne sont pas

wg
réduits a 0 (ils contiennent regpectivement ey et e; +es+¢e4). De plus, comme
(AN V)T = (k®V,,)" contient ey A(e;+eq), (V)" n'est pas réduit a 0. Ceci
définit des fonctions [wy : 0] et [ws : £xo| régulieres sur G. Par ailleurs, pour
toute couleur D de G/H, vp est dominant. On en déduit que les fonctions
[wa : 0] et [ws : £x0] sont les équations de couleurs notées respectivement D
et D,

Comme 2[wgs : 0] = [ws : xo]+[ws : —Xo], avec les notations du paragraphe
2.2.3, on voit que :

A.3.3 — Calculons maintenant P(G/H, L,).
Soit x = nxo (avec n € Z) un caractere de H. D’apres le lemme 3.3.2, ',
est I’ensemble des aw, + bwg tels qu'il existe z,y et 2 dans N vérifiant :

(awq + bwg, nxo) = x(wa, 0) + y(ws, Xo) + 2(ws, —Xo)-

Ainsi,
Iy ={aws +bwg:a € NJb —n € 2Z et b > |n|}.

Mais alors,

P(G/H,L,) = {aw, +bws : a > 0 et b > |n|}.

A.3.4 — Nous allons calculer le cone, CV(G/H) des valuations de G/H.
Notons Gry(V') la grassmanienne des 2-plans dans V. Considérons

X ={(d,d,p) e P(V) x P(V) x Gry(V) tels que d,d" € p}.
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On montre aisément que le groupe G agit sur X avec 4 orbites :

d,d,p):w(d,d)#0} ~G/H =
d,d\p):w(dd)=0etd#d} =

e+ e+ 64], [62 Nep+ 64])
€o + 64], [62 VAN 64])

es], [e2 A €1 + eq))

esl, [e2 A eq))

NSNS

-
N

—_— T

————

Le graphe d’incidence de ces orbites est représenté sur la figure 11.2. Afin
d’alléger cette figure, nous avons omis les [ |.

62,61+€2+€4,62/\€1+64

T T

(€2, €2 + eq, €2 A eyq) (€2, €2,€2 A €1 + eyq)

\/

627 €2, €2 A e4

F1G. 11.2 — Incidences des orbites de G dans X.

En particulier, X est un plongement de G/H dont le point base est z =
([e2], [e1 +e2 + ea], [e2 A (e1 +€4)]). Comme X est complet, simple, contient 4
orbites dont deux sont de codimension 1 et une de codimension 2 et comme
le rang de G/H est 2, X est le plongement canonique de G/H. Notons Z
lorbite fermée de G dans X. Mais alors, le cone C(X,Z) n’est autre que
CV(G/H).

On considere le sous-groupe a un parametre de 7' défini par la formule :
vi(t) = i(t,t7") ol i est 'isomorphisme sus-cité entre k* x k* et 7. On a :

vi(t).x —> 0 ([e2], [e2 + ed], [e2 A es]) =t 2.

Or le stabilisateur dans B de x; est de dimension 1. En particulier, B.x;
est dense dans G.z;. La proposition 2.5.4 montre que, via les identifications
usuelles, les images dans Hom(X(B)?™ Q) de —v et de la valuation de
k(G/H) dont le centre dans X est G.x; engendrent le méme cone. De méme,
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1y(t) = i(t,t) s’identifie & 'opposé de la valuation associée au diviseur G.xq
ou xy = ([ea), [e2], [e2 A €1 + €4]). Ceci montre que :

CV(G/H) = Q i(t™H,t) + Qti(t~ 1 ¢t71).
Sur la figure 11.3, nous avons représenté la base (A1, A2) duale de (x1, x2),

le cone CV(G/H) et les élément 7p et vpr de Hom(X (B)PM Q) associés
aux couleurs de G/H.

Az

Vp+

CV(G/H) .

F1a. 11.3 — Cone des valuations de SP(4)/k* x SP(2).

A.4 Action d’un sous-groupe de Borel de G sur P(V)

Il est facile de voir que B agit sur P(V') avec 4 orbites; chacune étant
dans ’adhérence de celles de dimensions supérieures :

Description Représentant Dimension
{[v] : w(v,e1) # 0} = B.[es] 3
{[v] :w(v,e1) =0,v & [e1,e3]} = B.[e4] 2
{[v] - v € [er,es],v & [e1]} = B.|es] 1
[e1] = B.leq] 0
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Les stabilisateurs des représentants sont :

t 0 0 O t x x 0
0t 0 0 0ttt 0 0
Bea = 0 0 u =x B 0 0 u =x
0 0 0 wu't 0 x 0 wu't
t x 0 =
0t 0 0
Biea) = 0 * u x Bleyy = B
0 0 0 wut

A.5 Action de H sur G/P; et G/P,

— L’espace homogene G /P, s'identifie & P(V'). L’orbite par H d'un point
de P(V') dépend uniquement de sa position par rapport aux points [e1] et [es]
et a leurs orthogonaux pour w. On obtient 7 orbites, dont les incidences sont
représentées sur la figure 11.4.

AN
/

le1 A es] les A e4]

ST

led] [62]

L
)

F1G. 11.4 — Incidences des orbites de H dans G/P,,.

— On voit ici espace homogene G/Ps comme ’ensemble des 2-plans de
V' isotropes pour w. On notera P un tel plan.
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Lemme 11.2.3 Si P est un plan isotrope de V' alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) PNler Aeg] # {0}
(ZZ) PN [63 /\64] 7é {0}

Preuve : Par « symétrie » il suffit de montrer que (i) implique (7).
Supposons donc que P N[e; Aey] # {0}. Comme P est isotrope, P N[e; A es]
est alors une droite que ’on note D. De plus, P est inclus dans ’orthogonal
de D qui est engendré comme espace vectoriel par ez, es et D. Il est alors
facile de voir que P N [e3 A e4] est non nul. O

On en déduit que H agit sur G/Ps avec 4 orbites dont les incidences
sont représentées sur la figure 11.5.

Pﬂ[elAeg]:Pﬁ[egAe4]:{0}

PNer Aey] =D # [eq], [ea]

P 2 [61] 73 2 [62]

F1G. 11.5 — Incidences des orbites de H dans G/ P;.

A.6 Action de B sur G/H

On voit G/H comme {([v], [w]) tels que w(v,w) # 0}. Notons p la pro-
jection de G/H sur P(V') définie par ([v], [w]) — [v]; p est surjective. D’apres
la section A.4, chaque orbite de B dans G//H correspond a une orbite de B,
dans p~!([e;]) pour i = 1,2,3 ou 4.
— Les orbites de By,; = B dans p~!([e1]) = P(V) — et
Il n’y en a qu'une, celle de [e,].

— Les orbites de By, dans p~([ez]) = P(V) — e
Il'y en a 6. Sur la figure suivante nous avons choisi un représentant par
orbite de By, dans P(V') — e5 et tracé les incidences entre ces orbites.
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codim dans G/H

[e1 + €2 + €4] 0

/ \
le1 + e + €3] le1 + ed] 1
le1 + €] [e1 + es] 2
\ [e1] 3

— Les orbites de By, dans p—*([e3]) = P(V) — e3-.
Il y en a 2. En voici des représentants et leurs incidences :

les + €9]

[e4]

— Les orbites de By,) dans p*([es]) = P(V) — ez
Il y en a 3 dont des représentant sont :

[63 + 62]

les + e4]

[e3]

A.7 Action du normalisateur de H dans (G

En général, le normalisateur, Ng(H) de H dans G agit sur G/H par
« multiplication a droite ». Comme H agit trivialement, cette action induit
une action de Ng(H)/H sur G/H. Cette action commute a celle de G et
permute les orbites de B dans G/H.

Ici, Ng(H)/H est isomorphe a Z/2Z. De plus, I’élément non trivial o de
Ne(H)/H agit sur G/H par : o.([v], [w]) = ([w],[v]). Il est alors facile de
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calculer I'image par o des orbites O de B dans G/H en remarquant de plus
que O et 0.0 ont la méme dimension. Dans le tableau suivant, comme dans

la section précédente, nous avons choisi un point sur chaque orbite O de B
dans G/H. On a :

un point de O un point de 0.0
([62], [61 + €9 + 64]) ([62], [61 + €9 + 64])
([62], [61 + e9 + 63]) ([62], [61 +e9 + 63])
([e2], [e1 + e2]) ([e2], [e1 + e2])
(ledl, [es + €4]) (ledl, [es + €4])
([e2], [e1 + ed]) ([ea], [e3 + e2])
([e2], [e1 + es]) ([ea], [e4 + ea])
(le2], [e1]) (lea], [e2])

(lea], [es]) (les], [ed])

Les diviseurs D* sont des images réciproques de diviseurs de P(V) par
les projections p et poo. On en déduit que 0.D" = D~. Mais alors, D est le
seul diviseur stable par B fixé par 0. Ainsi, on a (quitte a échanger les noms
de DT et D7) :

- D= B.([eg], [61 + e + 63])

— DT = B.([es), [es + €2])

D~ =Bl [e2 + ea)

A.8 Graphe d’incidence des orbites de B dans G/H

En juxtaposant les graphes d’incidences obtenues dans la section A.6,
on trouve les incidences suivantes en trait continu. Les incidences en poin-
tillé sont ensuite obtenues par 'action de o. L’incidence en ... sera justifiée
ultérieurement.

Afin d’alléger le graphe, on sous-entend les [ |.

Remarque : 1. Connaissant les incidences des orbites de B dans P(V), en
appliquant p, on voit que les incidences manquantes vont forcement de gauche
a droite en descendant.

2. Nous montrerons qu’il ne manque en fait aucune incidence sur le graphe
ci-dessus.
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(e9,€1 + €3+ ey4)

(€9, €1 + €2 jf‘\ea) ( +eq4) (eq,€3+ €2)

N

(627 €1

(€2, €1)

F1a. 11.6 — Incidences des orbites de B dans G/H.

Dans cette section, nous allons montrer que toutes les incidences entre or-
bites de B dans G/ H sont représentées sur la figure 11.6. Nous déterminerons
également le graphe I'(G/H) défini dans la section 2.7. Pour cela, nous par-
tons de l'orbite ouverte de B dans G/H et descendons « intervalle par inter-
valle » jusqu’aux orbites fermées. Dans un premier temps, nous ne regardons
pas si les arétes de I'(G/H) sont simples ou doubles. Le résultat final est
représenté sur la figure 11.7.

Incidences du premier intervalle

Vu son équation, D est stable par Pg. La proposition 2.7.1 implique que
P,.D = G/H. De méme, on obtient P,.D* = D* et P;.D* = G/H. Nous
connaissons alors les arétes de I'(G/H) descendant de 'orbite ouverte de B
dans G/H.

Incidences du deuxieme intervalle

Vu le graphe 11.6, tous les diviseurs se rencontrent deux a deux. Mais
alors, D N D* et DY N D~ sont purs de codimension 2. On va calculer ces
trois intersections.
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— Vu la remarque A.8, ([ez], [e; + e2]) n’appartient ni & D' ni & D~. Mais
alors, la proposition 2.7.1 impose que Pg.([e2], [e1 + €2]) est dense dans
D.

— Vu la remarque A.8, ([e2], [e1 +e3]) n’appartient pas & Dt. Par I'action
de o, on en déduit que ([es], [es + e2]) n’appartient pas a D~. Ainsi,
B.([e4], [e3 + €4]) est dense dans DT N D~.

De plus, D* N D~ est stable par P, et donc donne par Pg un diviseur
stable par Ps : Ps.([e4], [es + e4]) est dense dans D.

— Remarquons que 'on a a ce moment toutes les incidences du deuxieme
intervalle : celles qui n’apparaissent pas sont impossibles (quitte a ap-
pliquer o) par la remarque A.8

— Comme D est stable par P, on a: P3(DND") = DNPs. D" = D. De
meéme on montre que :

Ps(DND*) =D P,(DND*Y) =D+
Ps(DND~)=D P.(DND~)=D-

— Si Pg.([ez], [e1+e€3]) était dense dans D, de action de o on déduirait que
Pys.([es], [es + e]) est dense dans D : ceci ferait trois « @ » au-dessous
de D; c’est impossible. Donc, 'adhérence de lorbite de ([es], [e1 + €3])
est stable par P et la proposition 2.7.1 implique P,.([e2], [e1 + e3]) est
dense dans D~.

— On obtient les autres actions de P3 et P, du deuxieme intervalle par
I’action de o.

Incidences du troisieme intervalle

— D’apres la remarque A.8, on connait toutes les orbites au-dessus de
([ea], [en])-

— De méme, ([e4],[e3]) n’est pas en dessous de ([es], [es + €2]). De plus,
comme e; est dans ’espace vectoriel engendré par tout couple de 'orbite
B.([ea], [e1 + e2]), ([ea], [e3]) n’est pas dans 'adhérence de cette orbite
de B. On a donc toutes les incidences du dernier étage.

— L’action de H sur P(V) = G/P, montre qu'il existe 2 orbites de B
dans G/ H fermées stables par P, ; 'une étant dans D privé de D~ et
lautre dans D~ privé de D+,

On en déduit aisément que ([e1,es]) et ([ea,€1]) sont stables par P,
alors que ([es, eq]) et ([eq, €3]) ne le sont pas.

La proposition 2.7.1 impose que les adhérences dans G/H de
Ps.([e1,e2]) et de B.([ez],[e1 + e3]) coincident ainsi que celles de
P,.([es, e3]) et de B.([e4], [e3 + e4]).




208

— On déduit de l'action de H sur G/Ps qu’aucune orbite fermée de B
dans G/H n’est stable par Pz. Mais alors, la proposition 2.7.1 impose
que les adhérences de Pj.([eq, e3]) et de B.([ez], [e1 + e3]) coincident.

On connait maintenant par ’action de o les images par Ps et P, de chaque
orbite de B dans G/H. Le diagramme d’incidence que 'on obtient est :

\ L
i/</

F1a. 11.7 — Le graphe I'(G/H) et les incidences de B(G/H).

Sachant que les arétes de type 7' diminuent le rang de 1 (voir la section
2.7), on peut facilement calculer le rang de chaque sommet du graphe de la
figure 11.7. On en déduit alors que toutes les arétes de I'(G//H) sont de type
T ou U. Ainsi, on obtient I'(G/H) de la figure 11.7 en enlevant simplement
les arétes que ne sont étiquetées ni par « ni par f.

Par ailleurs, connaissant l'action de Ng(H)/H sur B(G/H), il est facile
de déduire le graphe I'(G/Ng(H)) de I'(G/H). On obtient alors :



graphe T(G/No(H)).
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