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3





Une br�eve introdutionCette th�ese est onstitu�ee de deux parties relativement disjointes dont lepoint ommun est la th�eorie g�eom�etrique des invariants.En e�et, durant mon DEA, j'ai lu et modestement partiip�e �a un artile 1de I. Dolgahev et Y. Hu. Ce travail �etudie les variations de quotients dans unadre g�en�eral : un groupe r�edutif G agit sur une vari�et�e normale projetiveX. Au ours de ma th�ese, je me suis attah�e �a r�epondre �a des questionssugg�er�ees par I. Dolgahev sur e sujet. Cei m'a onduit �a r�ediger l'artile< The GIT-equivalene for G-line bundles > qui onstitue la premi�ere partiede ette th�ese.Dans la seonde partie, on se donne un groupe r�edutif G et un sous-groupe sph�erique H de G. Alors, nous proposons d'�etudier les plongementsprojetifs de l'espae homog�ene G=H en les r�ealisant omme des quotientsde plongements projetifs de G.

1Dolgahev, I. et Hu, Y. ave une appendie de Ressayre, N. Variation of geome-tri invariant theory quotients. Inst. Hautes �etudes Si. Publ. Math. , 87 : 5{56, 19985
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Premi�ere partie
LA TGI-�EQUIVALENCEPOUR LES G-FIBR�ES EN DROITES2

2Partie publi�ee : The GIT-equivalene for G-line bundles. Geom. Dediata, 81 : 295-324,2000 11





13The GIT-equivalenefor G-line bundles
Abstrat. Let X be a projetive variety with an ation of a redutivegroup G. Eah ample G-line bundle L on X de�nes an open subset Xss(L)of semi-stable points. Following Dolgahev and Hu, de�ne a GIT-lass as theset of algebrai equivalene lasses of L0s with �xed Xss(L). We show thatthe GIT-lasses are the relative interiors of rational polyhedral onvex ones,whih form a fan in the G-ample one. We also study the orrespondingvariations of quotients Xss(L)==G. This sharpens results of Thaddeus andDolgahev-Hu.
Keywords :geometri invariant theory ; linearization of the group ation ; Lunaslie theoremClassi�ation :14L30 Group ations on varieties or shemes14D25 Geometri invariantsIntrodutionLet G be a redutive linear algebrai group ating algebraially on aprojetive variety X, both de�ned over an algebraially losed �eld k. LetL be an ample G-linearized line bundle on X. Geometri Invariant Theory(GIT) assoiates to L a \quotient" Y (L) of X by G :Y (L) = Proj Mn�0 �(X;L
n)G! : (1)



14 There is a natural G-invariant rational map � : X �� ! Y (L). The setwhere � is de�ned is :Xss(L) = �x 2 X : 9n > 0 and � 2 �(X;L
n)G suh that �(x) 6= 0	 :Points of Xss(L) are said to be semistable for L. Atually, the map � is thegluing of ategorial quotients of open aÆne G-stable subsets of Xss(L). Asa onsequene, eah �ber of � ontains a unique losed G-orbit in Xss(L),and (Y (L); �) is a ategorial quotient. In partiular, Y (L) only depends onXss(L) and is denoted by Xss(L)==G. We also de�ne the open set of stablepoints :Xs(L) = fx 2 Xss(L) suh that Gx is �nite and G � x is losed in Xss(L)g ;where Gx is the stabilizer of x. It turns out that ��1 (�(x)) = G � x, for allx 2 Xs(L). We refer to [1℄ or [2℄ for the lassial properties of this GIT-quotient.Observe that the GIT-quotient is not anonial : it depends on a hoieof an ample G-linearized line bundle L over X (sometimes alled a polariza-tion of X). During the last ten years, the question of variation of quotientXss(L)==G under hange of the ample G�linearized line bundle L has beenan ative researh subjet. M. Brion and C. Proesi (see [3℄) for a torus ationand M. Thaddeus (see [4℄) for the ation of a redutive group have studied thequestion when the linearization varies but the line bundle does not. Reently,I. Dolgahev and Y. Hu obtained in [5℄ some results when L runs over allampleG-linearized line bundles. They de�ned the notion of GIT-equivalene :two ample G-linearized line bundles L1 and L2 are said to be GIT-equivalentif and only if Xss(L1) = Xss(L2). Using G-homologial equivalene, theyintrodued a onvex one in a �nite dimensional real vetor spae : the G-ample one. The rational points of this one give all GIT-quotients. The�rst theorem of [5℄ shows that only a �nite number of GIT-quotients anbe obtained when L varies. A seond problem is to understand the geome-try of the variation of quotient. For this, given three ample G-linearized linebundles L�; L0; L+ suh that Xss(L�) � Xss(L0) � Xss(L+), one studiesthe transformation :



15Xss(L�)==G - Xss(L+)==G
Xss(L0)==G �+ �� !where the morphisms �� are indued by the inlusions. In [6℄, C. Walter givesa loal model in etale topology for suh a transformation.The goal of this paper is to study the geometry of the GIT-equivalenelasses and its links with the inlusions Xss(L1) � Xss(L2). Our results gene-ralize and re�ne those of Thaddeus and Dolgahev-Hu (see [4℄ and [5℄). Morepreisely, if CG(X) denotes the G-ample one, we show the following :Theorem Let G be a redutive algebrai group ating algebraially on a nor-mal projetive variety X. Then :(i) For all l0 2 CG(X),C(l0) = �l 2 CG(X) suh that Xss(l0) � Xss(l)	is a losed onvex rational polyhedral one in CG(X).(ii) The ones C(l) form a fan overing CG(X) (the GIT-fan).(iii) The GIT-equivalene lasses are the relative interiors of these ones.Our proof only use Geometri Invariant Theory ontained in [2℄ and somelassial results on instability. In partiular, the theorem is true over anyalgebraially losed �eld and for any normal variety X. If the harateristiis zero, we dedue from Slie Etale Theorem of Luna, some relations betweenthe geometry of the GIT-equivalene lasses and the �bers of the morphismsXss(L1)==G �! Xss(L2)==G indued by inlusions Xss(L1) � Xss(L2).We begin with realling the numerial riterion of stability due to Mum-ford. Then, we give some properties of this riterion due to Kempf, Kirwan,Mumford, Ness, Hesselink et. The �rst setion ends with the �niteness theo-rem of I. Dolgahev and Y. Hu. Following [5℄ and [4℄, in a seond setion weintrodue the algebrai equivalene for G-linearized line bundles and the G-ample one. The third setion is devoted to the study of stability in thelosure of an orbit. In the fourth and �fth setions, we study the geometry



16of the GIT-lasses. Theorem 4 summarizes our results by introduing theGIT-fan. Finally, we �x our attention on the �bers of morphisms � induedby inlusions of sets of semistable points : we desribe these �bers in the asewhere G is a torus or SL(2) and we give examples for G = k� � SL(2).Aknowledgments. I would like to thank I. Dolgahev and Y. Hu fortheir questions whih direted me and for their interest in my work. Thanksalso to C. Walter for useful disussions and to M. Maian for his onstru-tive remarks. I am espeially grateful to Mihel Brion who initiated me intoGeometri Invariant Theory and who gave me preious advie during thepreparation of this artile.1 The numerial riterionIn this setion we ollet the notions and the results of Geometri Inva-riant Theory (see [2℄) whih will be used throughout this paper. We workover an algebraially losed �eld k of arbitrary harateristi.1.1 The funtions �Let G be a redutive linear algebrai group ating algebraially on anormal irreduible projetive variety X. As in [2℄, we denote by PiG(X)the group of G-linearized line bundles on X. Let L 2 PiG(X). Let x be apoint in X and � be a one-parameter subgroup of G. Sine X is omplete,limt!0 �(t)x exists ; let x0 denote this limit. The image of � �xes x0 and sothe group k� ats via � on the �ber Lx0 . This ation de�nes a harater ofk�, that is, an element of Z denoted by �L(x; �). One an immediately provethat the numbers �L(x; �) satisfy the following properties :(i) �L(g � x; g � � � g�1) = �L(x; �) for any g 2 G ;(ii) for �xed x and �, the map L 7! �L(x; �) is a homomorphism fromPiG(X) to Z.The numbers �L(x; �) are used in [2℄ to give a numerial riterion forstability with respet to an ample G�linearized line bundle L :x 2 Xss(L) () �L(x; �) � 0 for all one-parameter subgroups �;x 2 Xs(L) () �L(x; �) < 0 for all non trivial �:



171.2 De�nition of the funtions M�(x)Let T be a maximal torus ofG. Denote the set of one-parameter subgroupsof T (resp. G) by X�(T ) (resp. X�(G)). We denote the real vetor spaeX�(T )
R by X�(T )R. The Weyl groupW of T ats linearly on X�(T )R. SineW is �nite, there exists a W -invariant Eulidean norm k � k on X�(T )R. Onthe other hand, if � 2 X�(G) there exists g 2 G suh that g �� � g�1 2 X�(T ).Moreover, if two elements of X�(T ) are onjugate by an element of G, thenthey are by an element of the normalizer of T (see Lemma 2.8 in [2℄). Thisallows us to de�ne the norm of � by k�k = kg � � � g�1k.Let L 2 PiG(X). We an now introdue the following notation :�L(x; �) = �L(x;�)k�k ; ML(x) = sup�2X�(G)�L(x; �):Atually, it is shown in [5℄ that ML(x) is �nite. The funtions M�(x) :PiG(X) �! R will play a entral role in the rest of the paper.1.3 M�(x) for a torus ationIn this subsetion we assume that G = T is a torus. Let L be an ample T -linearized line bundle on X. Then, there exist a T -module V and a positiveinteger n suh that X � P(V ) and L
n = O(1)jX . Replaing L by L
ndoes not hange �L and we may assume that n = 1. We set V� = fv 2V suh that 8t 2 T t � v = �(t)vg. Then, we have :V = M� 2 X �(T )V�:Let x 2 X and v 2 V suh that [v℄ = x. There exist unique vetors v� 2V� suh that v = P� v�. If � 2 X�(T ) then there exists, for all � 2 X �(T ),an integer < �; � > suh that for all t 2 T , we have :�(t) � v = X�2X �(T ) t<�;�>v�:We identify X �(T ) and X�(T ) with Zr in suh a way that < �; � > is thestandard inner produt in Zr.Set st(x) = f� 2 X �(T ) suh that v� 6= 0g. We have :�L(x; �) = min�2st(x) < �; � > :



18 The following proposition due to L. Ness gives a pleasant interpretationof the number ML(x) :Proposition 1.1 (see [7℄) With the above notation, we have :(i) The point x is unstable if and only if 0 does not belong to the onvexhull of st(x). In this ase, ML(x) is the distane from 0 to this onvexhull.(ii) If x is semistable, the opposite of ML(x) is the distane from 0 to theboundary of this onvex hull.(iii) There exists � 2 X�(T ) suh that �L(x; �) = ML(x). If moreover � isindivisible, we all it an adapted one-parameter subgroup for x.(iv) If x is unstable, there exists a unique adapted one-parameter subgroupfor x.1.4 Properties of M�(x)Lemma 1.1 (Lemma 3.4 in [7℄) Let L be an ample G-linearized line bundleand T be a maximal torus of G. We denote by rT : PiG(X)! PiT (X) thepartial forgetful map.Then, for all x 2 X, the set of the numbers MrT (L)(g � x) for g 2 G is�nite and ML(x) = maxg2GMrT (L)(g � x).An indivisible one-parameter subgroup � of G is said to be adapted for xand L if and only if �L(x; �) = ML(x). Denote by �L(x) the set of adaptedone-parameter subgroups for x.Corollary 1.1 (i) The numbers ML(x) are �nite (even if L is not ample,see Proposition 1.1.6 in [5℄).(ii) If L is ample, �L(x) is not empty.Now, we an reformulate the numerial riterion for stability : if L isample, we haveXss(L) = fx 2 X : ML(x) � 0g; Xs(L) = fx 2 X : ML(x) < 0g:To a one-parameter subgroup � of G, we assoiate the paraboli subgroup(see [2℄) :P (�) = ng 2 G suh that limt!0 �(t):g:�(t)�1 exists in Go :



19Then, for g 2 P (�), we have �L(x; �) = �L(x; g � � � g�1). The followingtheorem due to G. Kempf is a generalization of the last assertion of Propo-sition 1.1.Theorem 1 (see [8℄) Let x be an unstable point for an ample G-linearizedline bundle L. Then :(i) All the P (�) for � 2 �L(x) are equal. We denote by PL(x) this sub-group.(ii) Any two elements of �L(x) are onjugate by an element of PL(x).We will also use the following theorem of L. Ness.Theorem 2 (Theorem 9.3 in [9℄) Let x and L be as in the above theorem.Let � be an adapted one-parameter subgroup for x and L. We onsider y =limt!0 �(t) � x. Then :(i) � 2 �L(y),(ii) ML(x) = ML(y).1.5 Strati�ation of X indued from LIf d > 0 and < � > is a onjugay lass of one-parameter subgroups ofG, we set :SLd;<�> = �x 2 X suh that ML(x) = d and �L(x)\ < � >6= ;	 :If T is the set of onjugay lasses of one-parameter subgroups, the previoussetion gives us the following deomposition of X :X = Xss(L) [ [d>0; <�>2T SLd;<�>:W. Hesselink showed in [10℄ that this union is a �nite strati�ation by G-stable loally losed subvarieties ofX. We will all it the strati�ation induedfrom L.Using this strati�ation, I. Dolgahev and Y. Hu have shown the followingfundamental �niteness theorem (see Theorem 1.3.9 in [5℄) :Theorem 3 (i) The set of loally losed subvarieties S of X whih an berealized as the stratum SLd;<�> for some ample L 2 PiG(X); d > 0 and� 2 X�(G) is �nite.(ii) There is a �nite number of open subsets of X whih an be realized asthe set of semistable points with respet to some ample G-linearized linebundle is �nite.



202 The G-ample one2.1 Algebrai equivalene for G-line bundlesFollowing I. Dolgahev and Y. Hu, we introdue the G-ample one. AsM. Thaddeus in [4℄, we use algebrai equivalene of G-line bundles insteadof homologial equivalene.Two elements L1 and L2 of PiG(X) are said to be G-algebraially equiva-lent if there exist a onneted variety S, points t1; t2 2 S, and a G-linearizedline bundle L on S � X suh that Ljft1g�X = L1 and Ljft2g�X = L2. Here,G ats on S �X via its ation on the seond fator. Let NSG(X) denote thequotient of PiG(X) by this equivalene relation. The following propositionis analogous to Lemma 2.3.5 in [5℄.Proposition 2.1 Let x 2 X and � 2 X�(G). Let L1; L2 2 PiG(X) beG-algebraially equivalent. Then, �L1(x; �) = �L2(x; �).Proof : Let S, L, t1 and t2 be as in the de�nition of the G-algebrai equi-valene. Denote by y the point limt!0 �(t) �x. The group k� ats via � on the�bers L(t;y) for all t 2 S. Consider the map S �! Z, t 7! �L ((t; y); �).Obviously, this map is loally onstant. By onnetness of S we obtain�L1(x; �) = �L ((t1; y); �) = �L ((t2; y); �) = �L2(x; �). �We denote by NSG(X)R (resp. NSG(X)Q) the vetor spae NSG(X) 
R (resp. NSG(X) 
 Q). A point l 2 NSG(X)R is said to be rational if itbelongs to NSG(X)Q . The forgetful map PiG(X) �! Pi(X) desends tof : NSG(X) �! NS(X). We denote by X �(G)R (resp. X �(G)Q) the vetorspae X �(G) 
 R (resp. X �(G) 
 Q). M. Thaddeus has proved in [4℄ thefollowing :Proposition 2.2 The map f indues an exat sequene :0 �! X �(G)R �! NSG(X)R �! NS(X)R �! 0In partiular, NSG(X)R is a �nite dimensional real vetor spae. Proposi-tion 2.1 allows us to de�ne ��(x; �) : NSG(X) �! Z and M�(x) : NSG(X) �!R. By linearity, we an de�ne ��(x; �) : NSG(X)R �! R. The funtionM�(x) : NSG(X)R �! R is de�ned by the formula Ml(x) = sup� �l(x; �).Lemma 2.1 Let x 2 X. The funtion NSG(X)R �! R; l 7! Ml(x) is onvexand positively homogeneous. In partiular, it is ontinuous.



21Proof : The funtion M�(x) is the suprema of a family of linear forms.� If l 2 NSG(X)R, we setXss(l) = fx 2 X suh that Ml(x) � 0g;Xs(l) = fx 2 X suh that Ml(x) < 0g:We denote by NSG(X)+R the onvex one generated by the lasses of ampleG-linearized line bundles in NSG(X)R. This one is open in NSG(X)R. Indeed,it is the preimage by f of the ample one, a stritly onvex open one inNS(X)R. A point l in NSG(X)R is said to be ample if and only if it belongsto NSG(X)+R .A point l 2 NSG(X)+R is said to be e�etive if and only if Xss(l) is notempty. The set of e�etive points of NSG(X)+R is denoted by CG(X) andalled the G-ample one. It is shown in [5℄ that the G-ample one is onvex.It may happen that CG(X) does not generate NSG(X)R ; for example if G isa produt H � k� and k� ats trivially on X.As in [5℄, two points l and l0 in CG(X) are said to be GIT-equivalent ifand only if Xss(l) = Xss(l0). If l0 2 NSG(X)+R , the GIT-lass of l0 is the setof all l 2 NSG(X)+R that are GIT-equivalent to l0. The purpose of this paperis to desribe the map l 2 CG(X) 7! Xss(l). More preisely, we will desribethe geometry of the GIT-lasses.Remark : Let l 2 CG(X). If l 2 NSG(X)+Q , there exists an ample G-linearized line bundle L on X suh that Xss(l) = Xss(L) and Xs(l) = Xs(L).So, we have an algebrai quotient Xss(l)==G with all the properties of Geo-metri Invariant Theory. For example, if l is rational then the sets Xss(l) andXs(l) are open and a point x 2 Xss(l) belongs to Xs(l) if and only if its stabi-lizer is �nite and its orbit is losed in Xss(l). At this step of the paper, we donot know if these properties hold for Xss(l) and Xs(l) when l is not rationalin CG(X). This will often lead us to assume that : l is rational. Atually,this assumption will turn out to be unneessary beause Proposition 4.1 willshow that any l in CG(X) is GIT-equivalent to a rational one.



222.2 A �rst property of the map l 7! Xss(l)The following proposition is a result of loal monotoniity of the mapsl 7! Xss(l) and l 7! Xs(l).Proposition 2.3 Let l0 be a point in NSG(X)+R . There exists a neighborhoodV of l0 suh that Xs(l0) � Xs(l) � Xss(l) � Xss(l0) for all rational l in V .Proof : By Theorem 3, there exist �nitely many open subsets Xs1; : : : ; Xsnof X suh that Xs(l) is one of them for all l 2 NSG(X)+Q . We order these setssuh that : (i) Xs(l0) 6� Xsi for i = 1; : : : ; p(ii) Xs(l0) � Xsi for i = p+ 1; : : : ; n:Let us �x points x1; : : : ; xp in Xs(l0) suh that xi 62 Xsi for all i = 1; : : : ; p.By ontinuity of the funtions M�(xi), there exist neighborhoods Vx1; : : : ; Vxpof l0 in NSG(X)+R suh that :8l 2 Vxi \ NSG(X)Q xi 2 Xs(l):Let V denote the intersetion of the Vxi. For all l 2 V \ NSG(X)Q , Xs(l)is di�erent from Xsi for all i = 1; : : : ; p. Therefore, Xs(l) is one of the setsXsp+1; : : : ; Xsn and ontains Xs(l0).Let (Bn)n2N be a sequene of balls entered at l0 and ontained in V suhthat the sequene of radii onverges to zero. Let Xss1 ; : : : ; Xssk be the opensubsets of X suh that Xss(l) is one of them for all l 2 NSG(X)+Q . We set :In = �i j 1 � i � k; 9l 2 Bn \ NSG(X)Q suh that l 6= l0 and Xss(l) = Xssi 	The sequene (In) is dereasing. Sine the sets In are �nite, the sequeneIn is stationary for n >> 0 (say for n � N).Let l 2 BN \ NSG(X)Q and x 2 Xss(l). For all n, there exists ln 2 Bnsuh that x 2 Xss(ln) = Xss(l). Sine the sequene ln onverges to l0 and thefuntion M�(x) is ontinuous, we have Ml0(x) � 0 ; that is x 2 Xss(l0). Andso Xss(l) � Xss(l0). �3 The stability set of a pointDe�nition If x 2 X, the set �l 2 NSG(X)+R suh that x 2 Xss(l)	 is denotedby 
(x). Observe that 
(x) = fl 2 NSG(X)+R suh that Ml(x) � 0g. The set
(x) is alled the stability set of x.



23The aim of this setion is to desribe the geometry of the stability sets.In other words, we �x a point x 2 X and study the semistability of thispoint when l varies in NSG(X)+R . Let G � x denote the losure of the orbit ofx. In fat, the study of 
(x) will lead us to onsider the GIT-lasses of theG-variety G � x.3.1 A lemma on �Lemma 3.1 Let l be a rational point in the G-ample one. Let x 2 Xss(l)and � 2 X�(G). We denote by z the point limt!0 �(t)x.If z is unstable for l then �l(x; �) < 0.Proof : There exist a G-module V and a positive integer n suh thatX an be embedded into P(V ) and the algebrai equivalene lass of therestrition of O(1) to X is l
n. Replaing l by l
n, we may assume thatn = 1.Let us assume that �l(x; �) is non negative. Sine x is semistable for l,we have �l(x; �) = 0. Let ~x be a non zero point on the line x in V . Sine�l(x; �) = 0, �(t):~x tends to a non zero point ~z on the line z. In partiular, ~zlies in the losure, G:~x in V of G:~x. But x is semistable, so that 0 =2 G:~x. So0 does not lie in the losure of G:~z, so that z is semistable for l. The lemmafollows. �3.2 A �rst result of rationalityProposition 3.1 Let x 2 X. The stability set 
(x) of x is a onvex oneand is losed in NSG(X)+R . Moreover, the span of 
(x) is a rational vetorsubspae of NSG(X)R. In partiular, 
(x) is the losure of its rational points.Proof : The �rst assertion is obvious beause the funtion M�(x) isonvex and positively homogeneous. The last assertion is a diret onse-quene of the �rst ones. Let us prove the seond one. Let F � NSG(X)Rbe the minimal rational vetor subspae suh that 
(x) is ontained in F .Suppose that 
(x) does not span F .Sine 
(x) is onvex, its interior as a subset of F is empty. This impliesthat Ml(x) = 0, for all l 2 
(x). Let l be a point in 
(x). There exists asequene (ln) of points in F not in 
(x) whih onverges to l. Sine F isrational, we may assume that all ln are rational points.



24 By Theorem 3, by extrating a subsequene, we may assume that all lnindue the same strati�ation s. For all n, x is unstable for ln. So there exists anon open stratum S of s ontaining x. Let �0 2 �l0(x) and y = limt!0 �0(t)�x.By Theorem 2, y 2 S, and so for all n we have Mln(x) = Mln(y). But now, theontinuity of the funtions M�(x) and M�(y) implies that Ml(y) = Ml(x) = 0.Sine �0 �xes y, we have �l(y;��0) = ��l(y; �0). So, Ml(y) = 0 implies�l(x; �0) = �l(y; �0) = 0. But �l0(x; �0) > 0, so ��(x; �0) is not zero on F .Therefore, the equation ��(x; �0) = 0 de�nes an hyperplane of F ontainingl. Moreover, the funtions ��(x; �) are rational on NSG(X)Q . In partiular,the set of the funtions equal to ��(x; �) for some one-parameter subgroup � isountable. Hene, 
(x) is ontained in a ountable union of hyperplanes of F .But 
(x) is onvex, thus 
(x) is ontained in suh an hyperplane. Therefore,
(x) is ontained in a rational hyperplane of F . Sine F is minimal, this isa ontradition. The seond assertion of the proposition is proved. �Note that Proposition 3.1 is proved in [5℄ in the speial ase when theodimension of 
(x) is equal to one.Corollary 3.1 The number of stability sets is �nite.Proof : It is lear that the stability set of eah point of X is a union ofGIT-lasses. So, by Theorem 3, there exists only a �nite number of sets ofthe form 
(x) \NSG(X)Q for x 2 X. Sine Proposition 3.1 shows that 
(x)is the losure of 
(x) \ NSG(X)Q, the orollary is proved. �We also mention the well-known (see [5℄)Corollary 3.2 The G-ample one CG(X) is losed in NSG(X)+R .Proof : Sine CG(X) = [x2X
(x), Proposition 3.1 and Corollary 3.1imply that CG(X) is losed in NSG(X)+R . �3.3 Geometry of 
(x)The following lemma is essential in the study of the geometry of thestability sets.Lemma 3.2 Let x 2 X and z 2 G � x� G � x. We assume that there existsa rational point l0 2 CG(x) suh that G � z is losed in Xss(l0). Then, there



25exists � 2 X�(G) suh that(i) limt!0 �(t) � x 2 G � z(ii) 
(x) � fl 2 NSG(X)R suh that �l(x; �) � 0g(iii) 
(z) = fl 2 NSG(X)R suh that �l(x; �) = 0g \ 
(x)Proof : The Hilbert-Mumford theorem (see [2℄) applied to Xss(l0) givesus a � 2 X�(G) suh that limt!0 �(t) �x 2 G �z. Denote by z0 this limit. Sinethe image of � �xes z0, if z0 2 Xss(l) then �l(z0; �) and �l(z0;��) = ��l(z0; �)are negative or zero. So we have 
(z) = 
(z0) � fl suh that �l(z0; �) =�l(x; �) = 0g.Let l be a rational point in the stability set of z. Sine Xss(l) is open andz 2 G � x, we have l 2 
(x). But now, Proposition 3.1 implies that 
(z) isontained in 
(x). The inlusion 
(x) � fl 2 NSG(X)R suh that �l(x; �) �0g is obvious ; it implies that 
(z) � fl 2 NSG(X)R suh that �l(x; �) �0g \ 
(x). We show the opposite inlusion.Let l be a rational point in 
(x) suh that �l(x; �) = 0. Then, Lemma 3.1shows that z is semistable for l. So l belongs to the stability set of z. Weonlude by density of rational points in fl suh that �l(x; �) = 0g \ 
(x)(whih is the intersetion of 
(x) and a rational hyperplane). �De�nition A polyhedral one in NSG(X)+R is a subset of NSG(X)+R de�nedby a �nite number of linear inequalities. Suh a one is said to be rational ifthe inequalities an be hosen to be rational. Let C be a polyhedral one inNSG(X)+R . If f is a linear form on NSG(X)R non negative on C, the set ofthe points  in C suh that f() = 0 is said to be a fae of C.Proposition 3.2 Let x 2 X.(i) There exists y 2 G � x suh that : l belongs to the relative interior of
(y) if and only if G � y is losed in Xss(l). Moreover, 
(x) = 
(y).(ii) The stability set of x is a onvex rational polyhedral one in NSG(X)+R .(iii) The faes of 
(x) are exatly the sets 
(y) with y 2 G � x.Proof : Let l0 be a rational point in the relative interior of 
(x). Lety 2 G � x suh that G � y is losed in Xss(l0). Lemma 3.2 shows that 
(y) isa fae of 
(x). Sine l0 2 
(y), we have 
(x) = 
(y). In partiular, for allz 2 X there exists z0 2 G � z suh that 
(z) = 
(z0) and G � z0 is losed inXss(l) for some rational point l 2 CG(X). Now, Lemma 3.2 shows that thesets 
(z) with z 2 G � x are faes of 
(x).



26 Let l be a point in the relative boundary of 
(y). By Proposition 3.1,there exists a sequene (ln)n�1 of rational points in the vetor spae spannedby 
(y), but out of 
(y), whih onverges to l. By Theorem 3, by extratinga subsequene we may assume that all ln indue the same strati�ation.Now, like in the proof of Proposition 3.1, we hoose �l 2 �l1(y) and weset zl = limt!0 �l(t) � y. Then, zl 2 G � y and l 2 
(zl). Moreover, 
(zl) isontained in the hyperplane of NSG(X)R with equation ��(y; �l) = 0, whereas
(y) is not. Thus l belongs to 
(zl) whih is a proper fae of 
(y).We just proved that the relative boundary of 
(y) is the union of its faes
(z) for some z 2 G � y. Now, Proposition 3.1 and Corollary 3.1 imply theseond assertion of the proposition.Moreover, any fae of odimension one of 
(y) is equal to 
(z) for somez 2 G � y. By indution on the odimension of the fae, this proves that anyfae of 
(y) is equal to 
(z) for some z 2 G � y.Let us prove that y satis�es the �rst assertion of the proposition. Theabove disussion shows that if l belongs to the relative boundary of 
(y)then G � y is not losed in Xss(l) (beause zl 2 (G � y � G � y) \ Xss(l)).Conversely, let l0 be a point in 
(y) suh that G � y is not losed in Xss(l0).There exists z0 2 (G � y � G � y) \ Xss(l0). Sine G � y is losed in Xss(l0),z0 62 Xss(l0) and 
(z0) is a proper fae of 
(y). Moreover, 
(z0) ontains l0.Thus l0 does not belong to the relative interior of 
(y). �De�nition A point x is said to be pivotal for l if x is semistable for l (orfor the GIT-lass, F of l) and G �x is losed in Xss(l). A point x is said to bepivotal for 
 if 
 is the stability set of x and x is pivotal for some (or any)point in the relative interior of 
.Let us remark that I. Dolgahev and Y. Hu use in [5℄ a notion of pivotalpoint whih is lose to ours.Remark(i) Note that the GIT-lass of a point l in CG(X) only depends on itsrelative position with the di�erent stability sets. So Proposition 3.2and Corollary 3.1 imply that any point in CG(X) is GIT-equivalent to arational one in CG(X). In partiular, the seond assertion of Theorem 3,Proposition 2.3 and Lemmas 3.1 hold for any real point in CG(X).(ii) Let us assume for a moment that X is a smooth omplex variety. Let Kbe a maximal ompat subgroup ofG. Let ! be aK-invariant K�ahlerian



27sympleti form on X and let � be a moment map for the ation ofK. In this situation, Xss(!; �) = fx 2 X suh that G � x\��1(0) 6= ;gis alled the set of semistable points. Then, Xss(!; �)==G is a omplexspae, homeomorphi to ��1(0)=K. It turns out that Xss(!; �)==G onlydepends on the lass of ! in H2(X;R) and on the hoie of � (see,for example Theorem 2.3.8 of [5℄). On the other hand, NS(X)R is asubspae of H2(X;R). The theory of Kempf-Ness shows that if L and !have the same lass in H2(X;R), then the omplex spaes Xss(!; �)==Gand Xss(L)==G are isomorphi. So, the previous proposition shows thatif the lass of ! belongs to NS(X)R, the omplex spae Xss(!; �)==Gis a projetive algebrai variety. More generally, P. Heinzner and L.Migliorini showed in [11℄ that for all (!; �) the set Xss(!; �) is equal toXss(L) for some ample G-linearized line bundle L.4 Geometry of the GIT-lasses4.1 A fundamental lemmaUp to now, we have studied the stability sets 
(x) and for this the quasi-homogeneous varieties G � x. For an arbitrary X, the GIT-lass of a point lin NSG(X)+R depends on the relative positions of l and the stability sets ofthe points of X. To show how the various stability sets are related, the maintool is the following :Lemma 4.1 Let l1 and l2 be two points in the G-ample one suh that theset Xss(l1) is ontained in Xss(l2). Let x be a pivotal point for l2.Then there exists a pivotal point y for l1 suh that x 2 G � y. Moreover,Xs(l2) is ontained in Xs(l1).Proof : Let us onsider the following ommutative diagram :Xss(l1) � inlusion!Xss(l2)
Xss(l1)==G�l1# � !Xss(l2)==G�l2#



28 The image of � is equal to �l2(Xss(l1)). Moreover, �l2 is surjetive andXss(l1) is dense in Xss(l2). So � is dominant. Sine Xss(l1)==G is omplete, �is surjetive.Therefore, there exists y 2 Xss(l1) suh that �(�l1(y)) = �l2(x). Siney 2 ��1l2 (�l2(x)) and G � x is the unique losed orbit in ��1l2 (�l2(x)), we havex 2 G � y. Moreover, x 2 G � y0 for all y0 2 Xss(l1) \ G � y. Therefore we an�nd y suh that G � y is losed in Xss(l1) and x 2 G � y. This proves the �rstassertion of the lemma.Let x be a stable point for l2 and let y be as above. Sine Gx is �nite,G � x = G � y and x is semistable for l1. Moreover, G � x is losed in Xss(l2)and hene in Xss(l1). Thus, x is stable for l1. �4.2 The geometry of a GIT-lassLet F be a GIT-lass. We denote by Xss(F ) (resp. Xs(F )) the subsetXss(l) (resp. Xs(l)) of X for some (or any) l 2 F .Lemma 4.2 Let F be a GIT-lass. Then,F = \x pivotal for F RelInt(
(x))where RelInt(
(x)) is the relative interior of the stability set of x.Proof : The �rst assertion of Proposition 3.2 shows that F is ontained inthe intersetion in the lemma. Conversely, let l be a point in this intersetion.Then, Xss(l) ontains eah losed orbit of Xss(F ), so Xss(F ) is ontained inXss(l). Let x 2 Xss(l) suh that G � x is losed in Xss(l). By Lemma 4.1,there exists y 2 Xss(F ) suh that x 2 G � y and G � y is losed in Xss(F ).By assumption, l belongs to the relative interior of the stability set of y.Then, Proposition 3.2 implies that G � y is losed in Xss(l). So x 2 G � y, andXss(l) = Xss(F ). The lemma is proved. �Proposition 4.1 Any GIT-lass is the relative interior of a rational poly-hedral one in NSG(X)+R .Proof : The proposition follows immediately from Lemma 4.2, Proposi-tion 3.2 and Corollary 3.1. �



294.3 The inlusion relations Xss(F ) � Xss(F 0)Proposition 4.2 Let F and F 0 be two GIT-lasses. The following assertionsare equivalent :(i) F 0 intersets the losure of F in NSG(X)+R(ii) F 0 is ontained in the losure of F in NSG(X)+R(iii) Xss(F ) is ontained in Xss(F 0)Proof : It is suÆient to prove thatl 2 F () Xss(F ) � Xss(l);where F denotes the losure of F in NSG(X)+R .If l 2 F , the ontinuity of the funtions M�(x) implies that Xss(F ) isontained in Xss(l). Conversely, let l 2 NSG(X)+R be suh that Xss(F ) �Xss(l). Let l0 be in F . Let x be a pivotal point for F . By Lemma 4.2, l0 belongsto the relative interior of 
(x). Moreover, the losure of F is ontained in
(x). Then, the segment [l0; l[ is ontained in the relative interior of 
(x).Now, Lemma 4.2 shows that [l0; l[ is ontained in F . The proposition follows.�Proposition 4.3 The relative interior of a fae of a GIT-lass is a GIT-lass.Proof : Let F be a GIT-lass. By indution on the odimension of thefae in F , it is suÆient to prove the proposition for the maximal faes of F .Let F 0 be the relative interior of a maximal fae of F .Proposition 4.2 shows that the losure of F is an union of GIT-lasses.But, by Proposition 4.1, F is the relative interior of its losure. Therefore, therelative boundary of F is an union of GIT-lasses. Sine, by Proposition 4.1the GIT-lasses are onvex, this implies that the losure of F 0 is an union ofGIT-lasses. Moreover, the GIT-lasses are open in their losure. So, F 0 is anunion of GIT-lasses. Thus, it is suÆient to prove that if l1 and l2 belong toF 0, then they are GIT-equivalent.Let y be a pivotal point for l1. Let us prove that l2 belongs to 
(y). Ify is semistable for F then l2 belongs to the losed one 
(y). Otherwise, byLemma 4.1 there exists a pivotal point x for F suh that y 2 G � x � G � x.Indeed, by Proposition 4.2, Xss(F ) is ontained in Xss(l1). In partiular,by Lemma 3.2, there exists � 2 X�(G) suh that 
(y) = 
(x) \ fl 2



30NSG(X)R suh that �l(x; �) = 0g and, if l belongs to the relative interiorof 
(x) then �l(x; �) < 0. But, the �rst assertion of Proposition 3.2 showsthat F is ontained in the relative interior of 
(x). Thus, the intersetionbetween the losure of F and 
(y) is a proper fae of F ontaining l1. Then,F \ 
(y) = F 0. In partiular, l2 belongs to 
(y).We just proved that all pivotal points for l1 are semistable for l2. Thisimplies that Xss(l1) is ontained in Xss(l2). By symmetry, l1 and l2 are GIT-equivalent. The proposition is proved. �
5 Global geometry of the GIT-lasses5.1 A notion of wall and hamberIn this setion, we introdue a notion of wall and hamber. De�nitionslose to ours have been onsidered by I. Dolgahev and Y. Hu in [5℄ and byM. Thaddeus in [4℄.De�nition A wall is a stability set of odimension one in CG(X). Ahamber is a GIT-lass of odimension 0 in CG(X).By ontinuity of the funtions M�(x), the GIT-lasses suh that Xss = Xsare hambers (they are the hambers in the sense of [5℄). But, with ourde�nition, all the hambers are not like that : it is easy to �nd a G-ationsuh that no GIT-lass satis�es Xss = Xs. The appendix of [5℄ gives anexample where some hambers satisfy Xss = Xs and another does not.Proposition 5.1 The hambers are the onneted omponents of the om-plement in CG(X) of the union of the walls. The GIT-lasses are the relativeinteriors of the faes of the hambers.Proof : The union of the losures of the hambers is losed. So its omple-ment is an open subset of CG(X) overed by the GIT-lasses of odimensiongreater that one : this omplement is empty. So eah GIT-lass meets thelosure of a hamber. Proposition 4.3 implies now the seond assertion of theproposition. Moreover, eah fae of odimension one of a hamber is inlu-ded in a wall. So, the G-ample one is the disjoint union of the walls and thehambers. The proposition follows immediately. �



31Proposition 5.1 implies that if we an determine the walls, we know all theGIT-lasses. This remark is useful to alulate the GIT-lasses on examples.5.2 The GIT-fanDe�nition A fan � in NSG(X)+R is a �nite set of rational onvex polyhedralones in NSG(X)+R suh that(i) eah fae of a one in � is also a one in � ;(ii) The intersetion of two ones in � is a fae of eah of them.Most results of this paper about geometry of GIT-lasses are summarizedin the following theorem announed in the introdution :Theorem 4 Let G be a redutive algebrai group ating algebraially on anormal projetive variety X. Then :(i) For all l0 2 CG(X),C(l0) = �l 2 CG(X) suh that Xss(l0) � Xss(l)	is a losed onvex rational polyhedral one in NSG(X)+R .(ii) The ones C(l) form a fan overing CG(X).(iii) The GIT-lasses are the relative interior of these ones.This fan is alled the GIT-fan for the ation of G on X.Proof : This theorem is a diret onsequene of Propositions 4.1, 4.2, 4.3and 5.1. �5.3 Existene of stable pointsThe following proposition gives an easy riterion on l for the existeneof stable points. It was �rst proved by I. Dolgahev and Y.Hu with slightlydi�erent assumptions (see Propositions 3.2.8 and 3.3.5 in [5℄).Proposition 5.2 We assume that there exists l0 2 CG(X) suh that Xs(l0)is not empty. Then, for l 2 CG(X), Xs(l) is not empty if and only if l belongsto the interior of CG(X).



32 Proof : Let l be a point in CG(X) suh that Xs(l) is not empty. Letx 2 Xs(l). By ontinuity, the funtion M�(x) is negative on a neighborhoodof l. Hene, l belongs to the interior of CG(X).Conversely, let l be a point in the interior of CG(X). There exists a pointl1 in CG(X) suh that l belongs to the interval ℄l1; l0℄. Sine the sets Xss(l1)andXs(l0) are open and non empty, there exists y 2 Xss(l1)\Xs(l0). Then, byonvexity of the funtion M�(y), y is stable for l. The proposition is proved.�6 The morphisms indued by inlusionsPropositions 4.2 and 5.1 show that for any GIT-lass F there exists ahamber C suh that Xss(C) � Xss(F ). As a onsequene, there exists amorphism � : Xss(C)==G �! Xss(F )==G. So, the quotients orrespondingto hambers dominate the other quotients.It ould be interesting to ompare two quotients orresponding to twodistint hambers C and C 0. In this situation, there exists a sequene ofhambers C = C0; C1; : : : ; Cm = C 0 suh that for all i = 1; : : : ; m, Ci�1 \Ciis a maximal fae of Ci�1 and Ci ; we denote by Fi the relative interior ofthis fae. Then, by Theorem 4, we have : Xss(C0) � Xss(F1) � Xss(C1) �Xss(F2) � � � � � Xss(Fm) � Xss(Cm). These inlusions indue a sequene ofsurjetive morphisms :Xss(C0)==G Xss(C1)==G � � � Xss(Cm)==G:
Xss(F1)==G�+;1 ��;1! ��;2! � � � Xss(Fm)==G�+;m (2)

Observe that if there exists l0 2 CG(X) suh that Xs(l0) is not empty,then by Proposition 5.2, Xs(Fi) is not empty, for all i = 1; : : : ; m. In par-tiular, the morphisms ��;i are birational. These morphisms are studied in[3℄, [4℄, [5℄ and [6℄ in various degrees of generality. In this setion, our aim isto study the geometry of the �bers of the morphisms ��;i in the speial asewhen the harateristi of k is zero.



33More generally, let us �x two e�etive ample G-linearized line bundles L1and L2 on X suh that Xss(L1) � Xss(L2). Consider the following ommu-tative diagram : Xss(L1) � inlusion!Xss(L2)
Xss(L1)==G�1# � !Xss(L2)==G�2# (3)From now on, we assume the harateristi is zero. We will obtain generaldesriptions of the �bers of � in terms of quotients of aÆne subvarieties ofX by stabilizers of pivotal points for L2. Then, we will ome bak to thesituation in (2) and produe pathologial examples.6.1 The �bers of the morphisms indued by inlusionsIf H is an algebrai group, we denote by HÆ the neutral omponent ofH. If V is an H-module, the set of all v 2 V suh that 0 2 H:v is alled thenilone of V . Let H be a redutive group and Y be a H-variety. If � denotesa harater of H, we denote by L� the trivial line bundle on Y linearized by :h � (y; t) = (h � y; �(h)t) for all h 2 H; y 2 Y and t 2 k. If Y is aÆne, wedenote by Y==H the aÆne quotient, namely Spe �k[Y ℄H�.Lemma 6.1 Let H be a redutive group and � be an aÆne H-variety (nonneessarily irreduible) with a �xed point x. We assume that fxg is the onlylosed orbit of H in �. Then :(i) The map X �(H) �! PiH(�), � 7�! L� is an isomorphism.(ii) We have �ss(L�) = � if and only if � is of �nite order.Proof : Let L be a linearized line bundle on �. The ation of H on the�ber Lx gives a harater � of H. Sine � is aÆne, there exists a setion sof L suh that s(x) 6= 0. The set of zeroes of s is losed, H-stable and doesnot ontain x : it is empty. So L is trivial as a line bundle. This implies the�rst assertion.Let L� 2 PiH(�) suh that �ss(L�) = �. By de�nition, for some n > 0,there exists s 2 �(�; L
n� )H suh that s(x) 6= 0. This shows that n� is trivial.The seond assertion of the lemma follows. �



34Proposition 6.1 Let L1; L2; �1; �2 and � like in Diagram 3. Let x be apivotal point for L2 whih is not semistable for L1. We denote by H thestabilizer of x. Set � = fy 2 X suh that x 2 H � yg. Then,(i) H is redutive,(ii) � is aÆne,(iii) ��1 (�2(x)) is isomorphi to �ss(L1j� )==H.Moreover, there exists a unique harater � of H of in�nite order suh thatL1j� = L� in PiH(�). If, in addition X is smooth then the H-variety � isisomorphi to the nilone of an H-module.Proof : Set Z = ��12 (�2(x)). Then Z is aÆne. Sine G � x is losed in Z,it is aÆne. Hene, Matsushima's theorem shows that H is redutive.Let � : Z �! Z==H denote the quotient map. Sine Xss(L2) is open inX and ontains x, � is ontained in Xss(L2). Then, � is ontained in Z and��1 (�(x)) = �. In partiular, � is aÆne.Sine Z is aÆne and ontains G � x as a unique losed orbit of G, theEtale Slie Theorem of Luna (see Theorem 6.6 in [12℄) shows that Z is equi-variantly isomorphi to the �ber produt G �H �. But, by the ommutati-vity of Diagram 3 and the surjetivity of �1, the �ber ��1 (�2(x)) is equal to�1 (Xss(L1) \ Z).Sine Z is G-stable and losed in Xss(L1), �1 (Z \Xss(L1)) is isomorphito Zss(L1jZ )==G. Moreover, for all L 2 PiG(G �H �) the restrition mapfrom �(G�H �; L)G to � ��; Lj� �H is an isomorphism. We onlude that :Y ' Zss(L1jZ )==G ' �ss(L1j� )==H:By Lemma 6.1, there exists a unique � 2 X �(H) suh that L1j� = L�.Sine x 62 �ss(L1j� ), Lemma 6.1 shows that � is of in�nite order.If in addition X is smooth, the Etale Slie Theorem shows that � isequivariantly isomorphi to the nilone of the normal spae TxX=Tx(G � x)to G � x in X at the point x. The proposition is proved. �Remark : Conversely, letH be a redutive group, � be a harater of in�niteorder of H and N be the nilone of an H-module V . Then, the varietyN ss(L�)==H ours as a �ber of a morphism � like in Proposition 6.1.Indeed, let X = P(V �k). We de�ne an ation of H on X and a lineariza-tion of O(1) by the formula : h � (v; t) = (h � v; t) for all h 2 H; v 2 V



35and t 2 k. We denote by L the line bundle O(1) so linearized. Let� : Xss(L) �! Xss(L)==G be the quotient map. It is easy to show that��1 (�([0 : 1℄)) = N . On the other hand, by Proposition 2.3, for n largeenough, Xss(L
n 
 �) is ontained in Xss(L). Let � denote the induedmorphism from Xss(L
n 
 �)==G to Xss(L)==G. Then, by Proposition 6.1,��1 (�([0 : 1℄)) is isomorphi to N ss(L�)==H.Proposition 6.2 We assume that G is onneted. We use the notationand assumptions of Proposition 6.1. Let Y be an irreduible omponent of��1 (�2(x)). Then, there exists an irreduible omponent S of � suh that�1 �Xss(L1) \G � S� is equal to Y .Let HS denote the stabilizer of S in H. Let � be as in Proposition 6.1and KS = Ker� \HS. Then, we have :(i) the group HS=KS ' k� ats on S==KS with a unique losed orbit whihis a �xed point.(ii) k[S==KS℄ =Ln2N k[S==KS℄n, wherek[S==KS℄n = ff 2 k[S℄ suh that h � f = (�(h))n f 8h 2 HSg :(iii) Sss(L1jS )==HS is equal to Proj �Ln�0 k[S==HS℄n�.Moreover, there exists a birational �nite morphism from Sss(L1jS )==HS ontoY . Proof : Sine by Proposition 6.1, ��1 (�2(x)) ' �ss(L1j� )==H, the �rstassertion is obvious. Consider the surjetive map :� : H �HS S �! H � S(h : s) 7�! h � s:Sine HÆ stabilizes S, H=HS is �nite. In partiular, as a variety (withoutation of H), the �ber produt H �HS S is isomorphi to H=HS � S.Let (H � S)0 denote the set of all x 2 H � S whih belong to an uniqueirreduible omponent of H � S. Set S0 = (H � S)0 \ S. One an easily provethat the restrition of � to H �HS S0 is an isomorphism onto (H �S)0. Thus,� is �nite, surjetive and birational.The restrition map � : PiH(H�HS S) �! PiHS(S) is an isomorphism.We also denote by L1jS the H-linearized line bundle L on H�HS S suh that�(L) = L1jS . Then, � indues a �nite birational morphism :� : (H �HS S)ss(L1jS )==H �! (H � S)ss(L1jH�S )==H ' Y:



36 Sine G has a unique losed orbit in ��12 (�2(x)), the point x is the uniquelosed orbit of H in �. As a onsequene, fxg is the unique losed orbit of HSin S. Now, k[S==KS ℄HS=KS = k[S℄HS is equal to k. As a onsequene, S==KSontains a unique losed orbit of HS=KS.Sine � is of in�nite order, it indues an isomorphism between HS=KSand k�. In partiular, the rational HS=KS-module k[S==KS ℄ is equal toLn2Zk[S==KS ℄n. Let n be a negative integer and f 2 k[S==KS℄n. By as-sumption, Sss(L�) = Xss(L1) \ S is not empty ; so there exists n0 > 0 suhthat k[S==KS℄n0 ontains a non zero funtion f0. Then fn0fn0 belongs tok[S==KS℄0 = k[S℄HS and must be onstant. By evaluating at x this impliesthat f = 0. Assertion (ii) follows immediately.Sine �(S; L
n� ) = k[S==KS℄n and L1jS = L�, we have :(H �HS S)ss(L1jS )==H ' Sss(L1jS )==HS ' Proj Mn�0 k[S==KS℄n! :Now, the proposition follows from the properties of �. �Remark : We will give an example where � is not an isomorphism in Se-tion 6.4.6.2 The stabilizers of pivotal points and the stabilitysetsProposition 6.3 Let x 2 X. Then there exists a point y 2 X suh that :(i) x 2 G � y(ii) 
(x) � 
(y)(iii) the interior of 
(y) in CG(X) is not empty(iv) there exists a harater � of in�nite order of Gx suh that Gy is ontai-ned in the kernel of �.Proof : Let us prove the three �rst assertion by indution on the odimen-sion of 
(x). If this odimension is zero, then we an take y = x. Otherwise,let l be a point in 
(x). Sine the odimension of 
(x) in CG(X) is at leastone, there exists a line D suh that D \ 
(x) = flg and D \ CG(X) 6= flg.Moreover, by Proposition 2.3, there exists l0 2 D suh that l0 6= l and



37Xss(l0) � Xss(l). Lemma 4.1 gives x0 2 Xss(l0) suh that x 2 G � x0. Butnow, sine l0 62 
(x), 
(x) is a proper fae of 
(x0). By indution, the propo-sition holds for 
(x0). Therefore, there exists y 2 X whih satis�es the three�rst onditions of the proposition.Let us prove that replaing y by a point of G � y, we an obtain the lastondition. Let l1 (resp. l2) be in the relative interior of 
(y) (resp. 
(x)).Consider the G-variety G � y denoted by Xy. Sine G � y is dense in Xy,the variety Xssy (l2jXy )==G is a point. In partiular, Xssy (l2jXy ) is aÆne andontains G � x as unique losed orbit. Let � = fz 2 Xssy (l2jXy ) suh that x 2Gx � zg. By the Etale Slie Theorem, the G-variety Xssy (l2jXy ) is isomorphito G �Gx �. Replaing y by a point in G � y, we may assume that y 2 �.Then, Gy is ontained in Gx.Let L1 be a G-linearized line bundle on X in the homologial lass l1.Let � be the harater of Gx whih gives the ation of Gx on the �ber L1x.Then, by Proposition 6.1, the restrition of L1 to � is L� and the order of� is in�nite. Moreover, y is semistable for L1. Thus, there exist a positiveinteger n and f 2 k[�℄ suh that h � f = �(h)nf for all h 2 Gx and f(y) 6= 0.In partiular, the restrition of n� to Gy is trivial. The harater n� satis�esthe ondition (iv) of the proposition. �Proposition 6.4 Let x be a point of X whih is pivotal for its stability set.Then the rank of the harater group of Gx is at least the odimension of
(x) in the G-ample one.Proof : Let y be a point of X whih satis�es the onditions of Propo-sition 6.3. Let  denote the odimension of 
(x) in CG(X). There exists asequene 
(x) = 
0 � 
1 � � � � � 
 = 
(y) of faes of 
(y) suh thatfor all i = 1; : : : ; , the odimension of 
i�1 in 
i is equal to one. For alli = 0; : : : ; , let li be a point in the relative interior of 
i.Let H denote the stabilizer of x in G. Consider Xy = G � y and �y = fz 2Xy suh that x 2 H � zg. By Proposition 3.2, for all i = 1; : : : ; , Xssy (lijXy )is stritly ontained in Xssy (li�1jXy ). Then, Xss(l0) \Xy ' G �H �y impliesthat �ssy (lij�y ) is stritly ontained in �ssy (li�1j�y ).On the other hand, replaing y by a point in G � y, we may assume they 2 �y. Let Sy be an irreduible omponent of �y ontaining y. We onsideron Sy the ation of the neutral omponent HÆ of H. Sine Xss(l0) \ Xy isisomorphi to the �ber produt G�H �y, G�H (H �Sy) ontains G �y. Then,�y = H � Sy and thus, for all i = 0; : : : ; , we have �ssy (lij�y ) = H � Sssy (lijSy ).In partiular, Sssy (lijSy ) is stritly ontained in Sssy (li�1jSy ), for all i = 1; : : : ; .



38 But by Theorem 4, this implies that the (li)0�i� are aÆnely independentin NSHÆ(Sy)R. Moreover, by Proposition 6.1, for all i = 0; : : : ; , there existsa harater �i of Gx suh that L�i belongs to the lass lij�y . Thus, �0; : : : ; �are aÆnely independent. The Proposition follows. �Remark : 1. Proposition 6.4 is false with 
(x) replaed by a GIT-lass. Seefor example : a linear ation of the two dimensional torus T on P3 suh thatno weight is ontained in the onvex hull of the three others.2. If the odimension of 
(x) is equal to the rank of G, Proposition 6.4implies that the neutral omponent of the stabilizer of x is a torus. Arguingas in the proof of the last assertion of Proposition 6.3, this implies that forall y 2 X suh that x 2 G � y, the neutral omponent of Gy is a torus. Inthis ase, we will give a more preise desription of the �bers of � in the nextsubsetion.6.3 The ase where the stabilizer of a pivotal point isa torusProposition 6.5 With the notation of Propositions 6.1 and 6.2, if HÆ is atorus, then :(i) there exists a one-parameter subgroup � of H suh that S is an irredu-ible omponent of fy 2 X : limt!0 �(t)y = xg.(ii) If in addition X is smooth, then S is equivariantly isomorphi to a HS-module and Sss(L1jS )==HS is the quotient of a projetive tori varietyby a �nite group. Moreover, this quotient is the normalization of Y .(iii) If in addition the rank of HÆ is equal to one, then ��1(�2(x)) is iso-morphi to the quotient of a weighted projetive spae by a �nite group.Proof : The �rst assertion is a well-known fat about torus ations. Letus assume that X is smooth. Then, � is isomorphi to a nilone for theation of the torus HÆ. In partiular, the irreduible omponent S of � isequivariantly isomorphi to an HS-module, denoted by V .Let T be a maximal torus of GL(V ) ontaining the image of HÆ. Let LVdenote the restrition (after identi�ation of V with S) of L1 to V . The se-mistability of a point v in V for LV depends only on the weights of v for theation of HÆ. In partiular, T stabilizes the open set V ss(LV ). Moreover, theations of HÆ and of T on V ommute. Hene, T ats on V ss(LV )==HÆ. Be-ause T has a dense orbit in V , it has a dense orbit in V ss(LV )==HÆ, too. Thus,



39Sss(L1jS )==HS is the quotient of the projetive tori variety V ss(LV )==HÆ bythe �nite group HS=HÆ. Moreover, this quotient is normal. Then, the bira-tional �nite morphism of Proposition 6.2 is the normalization of Y .From now on, we assume in addition that HÆ is isomorphi to k�. Then,S isomorphi to a k�-module and by Proposition 6.2, Sss(L1jS )==HS is thequotient of a weighted projetive spae by HS=HÆ. Moreover, an easy studyof the linear ations of k� shows that � has at most two irreduible om-ponents, and that � \ V ss(L1jV ) is ontained in one irreduible omponentof �. In partiular, with the notation of Proposition 6.2, HS = H. But, byProposition 6.1, ��1(�2(x)) is isomorphi to �ss(L1j� )==H. Then, ��1(�2(x))is isomorphi to Sss(L1jS )==H. Assertion (iii) of the proposition is proved. �Remark : With additional assumptions, Part (iii) of Proposition 6.5 wasproved, by di�erent methods, by M. Thaddeus in [4℄ and by I. Dolgahevand Y. Hu in [5℄. In partiular, I. Dolgahev and Y. Hu have shown that theassumptions of Proposition 6.5 are ful�lled for the diagonal ation of G onX �G=B, where B is a Borel subgroup of G.The following proposition is an appliation of Propositions 6.4 and 6.5 tothe ations of SL(2).Proposition 6.6 Let X be a SL(2)-variety. Then :(i) Any wall is the intersetion of an hyperplane and NSG(X)+R .(ii) Let � be a morphism like in Diagram 3. We assume that X is smooth.Then the �bers of � are weighted projetive spaes.Proof : Sine the rank of SL(2) is equal to one, Proposition 6.4 showsthat the odimension of 
(x) is less than one for all x 2 X. Now, by Pro-position 3.2, a wall annot have a boundary in NSG(X)+R . The �rst assertionfollows immediately.From now on, we assume that X is smooth. Let L1; L2; �1; �2; �; x; Hand � like in Propositions 6.1. Then, H is a redutive subgroup of SL(2)whih has a harater of in�nite order. This implies easily thatH is a maximaltorus of SL(2). Then, Propositions 6.1 and 6.2 shows that ��1 (�2(x)) isisomorphi to a weighted projetive spae. �As an example, we refer to [13℄ for a detailed study of the diagonal ationof SL(2) on (P1)n.



406.4 Ations of k� � SL(2)We use the notation of Proposition 6.1. Let F1 (resp. F2) denote the GIT-lass of L1 (resp. L2). Proposition 6.1 shows that the �bers of � are simplerwhen H is small. Moreover, Propositions 6.3 and 6.4 show that H is smallwhen the dimension of 
(x) is large. As a onsequene, natural restritionsin the study of the morphism � are :(H1) F1 is a hamber(H2) odim(F2) = 1where odim(F2) is the odimension of F2 in CG(X). Moreover, these as-sumptions are ful�lled for the morphisms ��;i onsidered in Diagram 2. Onthe other hand, Propositions 6.1 and 6.5 are more preise if X is smooth.Atually, in [5℄ and [4℄ the assumption (H1) is replaed by : Xss(F1) =Xs(F1). Yet, if one wants to apply Constrution 2 to two hambers C andC 0 suh that Xss(C) = Xs(C) and Xss(C 0) = Xs(C 0), one may have toonsider hambers Ci suh that Xss(Ci) 6= Xs(Ci). This happens indeed forG = k� � SL(2), see the example in the appendix of [5℄.On the other hand, if G is a torus and (H1), (H2) hold, then the �bers of �are weighted projetive spaes (this follows from [5℄ or from Proposition 6.5).The same holds if G = SL(2) by Proposition 6.6. Yet, the following examplesshow that for the ations of k��SL(2) on a smooth variety, various varietiesan our as �bers of �, even under the assumptions (H1) and (H2). We willgive two examples where the morphism � satis�es Assumptions (H1) and(H2), whereas � has(i) a reduible �ber, or(ii) an irreduible and non normal �ber.We will need the following tehnial lemma.Lemma 6.2 Let V be a �nite dimensional vetor spae. Let V+ and V� betwo vetor subspaes. Let H be a redutive group ating on V+ [ V�. Let H+denote the stabilizer of V+ in H. We assume that V+ [ V� = H �V+ and thatH=H+ ats trivially on (V+ \ V�)==H+. Then, we have :(V+ [ V�)==H ' V+==H+:Proof : We laim that the restrition maps from k[V+[V�℄ to k[V+℄ andk[V�℄ indues an isomorphism :k[V+ [ V�℄ ' n(f+; f�) 2 k[V+℄� k[V�℄ suh that f+jV+\V� = f�jV+\V�o :



41Endeed, let f� 2 k[V�℄ suh that f+jV+\V� = f�jV+\V� . Let W be a vetorsubspae of V and W� be two vetor subspaes of V� suh that V = W �W+ �W� � (V+ \ V�). We de�ne a funtion ~f on V by the formula : ~f(w+w+ + w� + v) = f+(w+ + v) + f�(w� + v)� f+(v) for all w 2 W; w� 2 W�and v 2 V+\V�. Then, ~f is regular on V and the restritions of ~f to V+ andV� are respetively equal to f+ and f�. The laim follows easily.Now, we onsider the morphism � : H �H+ V+ �! V+ [ V� induedby the ation of H on V+ [ V�. Via the omorphism �� of �, k[V+ [ V�℄ isidenti�ed to a subalgebra of k[H �H+ V+℄. In partiular, ��(k[V+ [ V�℄H) �k[H �H+ V+℄H ' k[V+℄H+.It is suÆient to prove that �� �k[V+ [ V�℄H� = k[H �H+ V+℄H . Let f 2k[H �H+ V+℄H . Let s 2 V+ and h 2 H suh that h � s 2 V+. Considerthe quotient map, � : V+ �! V+==H+. If h 2 H+, then �(s) = �(h � s).Otherwise, h � s 2 V+ \ V�. But H=H+ ats trivially on (V+ \ V�)==H+.Then, �(s) = �(h � s). Thus, for all s 2 V+ and h 2 H suh that h � s 2 V+,we have f(1 : s) = f(1 : h � s). Now, the laim implies that f belongs to�� �k[V+ [ V�℄H�. The lemma follows immediately. �Examples We begin by �xing some notation. From now on, G denotes thegroup k��SL(2). Let �0 denote the harater of G de�ned by �0(t; g) = t forall t 2 k� and g 2 SL(2). Let T be the maximal torus of SL(2) of diagonalmatries and N(T ) be its normalizer.Let n 2 Z and d 2 N . We denote by Vd the SL(2)-module of binaryforms of degree d in variables a and b. We de�ne an ation of k� on Vd whihommutes to the ation of SL(2) by the formula : t � v = tnv for all t 2 k�and v 2 Vd. We obtain a G-module denoted by Vd;n.Let W be a G-module (two spei� hoies of W will be given below).Set X = P(V2;0)� P(W � V0;1):Let �1 : X �! P(V2;0) and �2 : X �! P(W � V0;1) denote the pro-jetion maps. Set L1 = ��1(O(1)) and L2 = ��2(O(1)). We linearize L1and L2 anonially ; that is, suh that �(X;L1)� is G-isomorphi to V2;0and �(X;L2)� to W � V0;1. With the notation of Setion 6.1, we have :PiG(X) = NSG(X) = ZL1 � ZL2 � ZL�0. Let R>0 denote the interval℄0; +1[. Then, NSG(X)+R = R>0L1 + R>0L2 + RL�0 :



42 The deomposition of V2 in eigenspaes for the ation of T is V2 = k:a2�k:ab� k:b2. Denote the elements of X by ([f ℄; [(w; �)℄) where f 2 V2; w 2 Wand � 2 V0;1. Consider x0 = ([ab℄; [(0; 1)℄):The stabilizer of x0 is k� � N(T ). We identify, as vetor spaes, Tx0Xwith (k:a2 � k:b2) � W , and Tx0(G � x0) with k:a2 � k:b2. In partiular,Tx0X=Tx0(G�x0) is isomorphi toW as a vetor spae. Let � : G �! GL(W )denote the morphism indued by the ation of G on W . We denote byW 
 ��0 the representation of k� � N(T ) given by ~� : k� � N(T ) �!GL(W ); (t0; t1) 7! t�10 �((t0; t1)). Then, we have the following isomorphismof k� �N(T )-modules :Tx0X=Tx0(G � x0) ' W 
��0:Let m and n be positive integers. Let V m;n denote the G-module V 
m2;0 
(W � V0;1)
n. Consider the Segre embedding i of X in P(V m;n). Let Lm;nbe the line bundle O(1) on P(V m;n) anonially linearized ; in partiular,i�(Lm;n) = mL1 + nL2 in PiG(X).Let us use the notation of Setion 1.3 for the ation of k� � T on V m;n.For all x 2 X, the verties of Conv(st(im;n(x))) belong to the set :V = fm� + n� suh that � 2 st(V2;0) and � 2 st(W � V0;1)g:Let �1 denote the harater of k� � T de�ned by : �1(t0; t1) = t1 for all(t0; t1) 2 k� � T . Then, X �(k� � T ) = Z�0 � Z�1. We have : st(im;n(x0)) =fn�0g. Moreover, for all g 2 G, n�0 belongs to st(im;n(g �x0)). One an easilyonlude that a point L1 + qL2 + �L�0 2 NSG(X)+R belongs to 
(x0) if andonly if q = �.A �rst hoie of WSet W = V1;�3 � V1;�1 � V1;1 � V1;3:The weights of the ation of k� � T on W 
 ��0 are the rosses onFigure 1. The meaning of the polytopes N1;u, N2;u and N3;d on Figure 1 willbe explained later.Set q = n=m. The set V is represented by rosses on Figure 2 afterdilatation of ratio 1=m.Set l0 = L1+36(L2+L�0). Note that l0 belongs to 
(x0). Set l� = l0�L�0and l+ = l0 + L�0 . We denote respetively by C� the GIT-lass of l�. One



43
1 2 3 4

5 6 7 8

�1
�0

N2;u

N1;u N3;d

Fig. 1 { Weights of k� � T in W 
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Fig. 2 { The set V.



44an easily see on Figure 2 that for q = 36 the points 35�0 and 37�0 do notbelong to the boundary of a polytope with verties in V. We onlude thatC+ and C� are hambers suh thatXss(C�) = Xs(C�). By similar argumentsone an show that the GIT-lass F0 of l0 is a fae of C+ and C�. Moreover,the odimension of F0 in CG(X) is equal to one. In partiular, we have :Xss(C�) � Xss(F0) � Xss(C+). These inlusions indue a diagram :Xss(C�)==G Xss(C+)==G
Xss(F0)==G �+ �� !Let N denote the nilone of W 
 ��0 for the ation of k� � N(T ). Let(�1; : : : ; �8) be a base ofW of eigenvetors for k��T suh that the weight of �iis the ross i on Figure 1. Let (x1; : : : ; x8) denote the dual basis of (�1; : : : ; �8).A vetor v 2 W belongs to N if and only if 0 does not belong to the onvexhull of the weights of v for k�� T . In partiular, the irreduible omponentsof N orrespond to the maximal onvex hulls of weights of k� � T whih donot ontain 0. We obtain six irreduible omponents for N . The equationsof these six omponents are :N1;u : x6 = x7 = x8 = 0 N1;d : x2 = x3 = x4 = 0N2;u : x4 = x7 = x8 = 0 N2;d : x3 = x4 = x8 = 0N3;u : x1 = x2 = x5 = x6 = x7 = 0 N3;d : x1 = x2 = x3 = x5 = x6 = 0The onvex hull of the weights of the ation of k� � T on N1;u, N2;u andN3;d are represented on Figure 1.Proposition 6.1 shows that :��1� (�0(x0)) ' N ss (L��0) ==(k� �N(T )): (4)In partiular,��1+ (�0(x0)) ' (N3;u [ N3;d)ss (L�0) ==(k� �N(T )):Moreover, by Lemma 6.2, we have (N3;u [ N3;d)==N(T ) ' N3;u==T . Thisimplies that ��1+ (�0(x0)) ' N ss3;u(L�0)==(k� � T ). In partiular, this �ber is aprojetive tori variety of dimension one. Then, we have��1+ (�0(x0)) ' P1:



45By Isomorphism 4, (N1;u [ N1;d)ss(L��0)==(k� � N(T )) is isomorphi toan irreduible omponent of ��1� (�0(x0)). Write k[N1;u℄ = k[x1; : : : ; x5℄. Thevetor spae k[N1;u℄T is generated by the monomials xn11 � � �xn55 suh thatn1 + � � � + n4 = n5. Moreover, the weight of suh a monomial for k� � T is�2(4n1 + 3n+ 2n3 + n4)�0. In partiular, the quotient N ss1;u(L��0)==(k�� T )is isomorphi to the weighted projetive spae P(1; 2; 3; 4) and N(T )=T atstrivially on (N1;u \ N1;d)==T . Then, Lemma 6.2 allows us to onlude thatthis irreduible omponent of ��1� (�0(x0)) is isomorphi to P(1; 2; 3; 4).Let R�0 denote the set of non negative real numbers. If d is a non negativeinteger, we denote by Pd the set of (n1; n2; n3; n5; n6) 2 R5�0 suh that :n1 + n2 + n3 = n5 + n6and 4(n1 + n5) + 2n2 + 2n6 = d:Then, Pd is a onvex polytope.One an easily prove that N ss2;u(L��0)==(k� � T ) is isomorphi toProj0�Md�0 M(n1;n2;n3;n5;n6)2Pd\Z5k:xn11 xn22 xn33 xn55 xn66 1A :Sine the polytopes Pd are not simpliial, this tori variety is not a weigh-ted projetive spae. Moreover, Isomorphism 4 and Lemma 6.2 imply thatan irreduible omponent of ��1� (�0(x0)) is isomorphi to this tori variety.A seond hoie of WSet W = V1;�1 � V1;1 � V3;3:The weights of the ation of k��T onW
��0 are the rosses on Figure 3.As in the previous example, we set l0 = L1+36(L2+L�0), l� = l0�L�0 .The GIT-lasses of l� are two hambers C� and the GIT-lass of l0 is amaximal fae F0 of C+ and C�, too. Let �+ : Xss(C+)==G �! Xss(F0)==Gdenote the morphism indued by the inlusion Xss(C+) � Xss(F0).The niloneN ofW
��0 has four irreduible omponents. With obviousnotation, the equations of these omponents are :N1;u : x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = 0 N1;d : x1 = x2 = x3 = x4 = x8 = 0N2;u : x5 = x6 = x7 = 0 N2;d : x6 = x7 = x8 = 0
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Fig. 3 { Weights of k� � T in W 
��0.



47By Proposition 6.1, we have :��1+ (�0(x0)) ' (N2;u [N2;d)ss (L�0)== (k� �N(T )) :Moreover, by Proposition 6.2, the natural map� : N ss2;u(L�0)==(k� � T ) �! (N2;u [ N2;d)ss (L�0)== (k� �N(T ))is birational and �nite.The restrition of � to (N2;u \N2;d)ss (L�0)== (k� � T ) is the quotient bythe ation of N(T )=T . But we have :k[N2;u \ N2;d℄T = k[x1x4; x2x3; x1x33; x4x32℄:Let � : k[X1; X2; X3; X4℄ �! k[x1x4; x2x3; x1x33; x4x32℄ be the morphismde�ned by �(X1) = x1x4; �(X2) = x2x3; �(X3) = x1x33 and �(X4) = x4x32.Then, � indues an isomorphism �� from k[X1; X2; X3; X4℄=(X3X4�X1X32 )onto k[N2;u \N2;d℄T .Moreover, k[N2;u \ N2;d℄N(T ) = �� (k[X1; X2; X3 +X4℄) ;whih is stritly ontained in k[N2;u \N2;d℄T .In partiular, � is not an isomorphism. Sine, N ss2;u(L�0)==(k�� T ) is nor-mal, this implies that ��1+ (�0(x0)) is irreduible but not normal.
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Deuxi�eme partie
PLONGEMENTSD'ESPACES HOMOG�ENES SPH�ERIQUESETTH�EORIE G�EOM�ETRIQUEDES INVARIANTS
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Chapitre 1IntrodutionDonnons pour ommener une id�ee des motivations lointaines de e tra-vail. Posons pour ela une tr�es jolie question :Combien de oniques du plan projetif omplexesont tangentes �a 5 oniques donn�ees ?L'histoire de ette question d'apparene tr�es simple ommene en 1848lorsque Steiner aÆrme que lorsque les 5 oniques sont en position g�en�erale,la r�eponse est 7776 ('est-�a-dire 65). Quelques ann�ees plus tard, en 1864,Chasles le ontredit et donne la r�eponse de 3264. Bien que e dernier r�esultatsoit exat, le alul de Chasles �etait peu rigoureux et assez mal ompris ; sibien que ette question a �et�e revisit�ee de nombreuses fois �a travers les ann�ees.Cependant, il a fallu attendre 1974( !) et un travail de Kleiman (voir [31℄)pour obtenir une d�emonstration ompl�ete du r�esultat de Chasles. On pourraonsulter [32℄ pour plus d'informations.La question en dimension trois est : ombien de quadriques sont tangentes�a 9 quadriques donn�ees ? Le nombre 666 841 088 a �et�e avan�e par Shuberten 1870 et justi��e rigoureusement seulement en 1980.L'exemple le plus impressionnant que je onnaisse est le suivant. En 1874,Shubert a aÆrm�e que 5 819 539 783 680 ubiques gauhes �etaient tan-gentes �a 12 quadriques donn�ees en position g�en�erale ! ! ! En 1987, S. Kleiman,S. Stromme et S. Xambo ont esquiss�e dans [30℄ une v�eri�ation du r�esultatde Shubert.Les trois questions i-dessus font partie de e domaine passionnantdes math�ematiques qu'est la g�eom�etrie �enum�erative. Plus g�en�eralement, onherhe parmi un ensemble E d'objets g�eom�etriques, ombien v�eri�ent des53



54onditions impos�ees. Il n'est pas rare que E soit un espae homog�ene sousl'ation d'un groupe alg�ebrique (intuitivement, ei signi�e que E est un en-semble d'objets de même nature) : par exemple les sous-espaes lin�eaires dedimension donn�ee d'un espae projetif, les quadriques non d�eg�en�er�ees oules oniques d'un espae projetif de dimension quelonque... Un aspet du15�eme probl�eme de Hilbert est alors de donner une base rigoureuse au < al-ul de Shubert > sur les espaes homog�enes. Cei est une des motivations quies 20 derni�eres ann�ees a pouss�e de nombreux math�ematiiens �a �etudier lesompati�ations d'espaes homog�enes alg�ebriques. Plus pr�eis�ement, si ond�esigne par G=H l'espae homog�ene onsid�er�e, C. De Conini et C. Proesiont d�e�ni dans [18℄ le groupe des onditions C�(G=H) qui explique < l'alg�ebredes onditions > utilis�ee impliitement par Chasles et Shubert. De plus, dansle as o�u G=H est sym�etrique (i.e. G est r�edutif et H est l'ensemble despoints �xes d'une involution de G), C. De Conini et C. Proesi d�eduisent del'�etude de C�(G=H) une interpr�etation du < alul de Shubert > en termesde limites des anneaux de ohomologies des ompati�ations �equivariantesde G=H. La desription de es alg�ebres de ohomologies est le sujet de nom-breux artiles (voir par exemple [4, 20, 17, 18, 19, 36℄). Malgr�e tous estravaux, des zones d'ombre importantes persistent.Motiv�es par es questions de g�eom�etrie �enum�erative, nous proposons danse travail d'utiliser la Th�eorie G�eom�etrique des Invariants pour �etudier er-taines ompati�ations d'espae homog�enes alg�ebriques. Commen�ons parpr�eiser le type d'espaes homog�enes onern�es par ette th�ese.Soit G un groupe alg�ebrique r�edutif et H un sous-groupe alg�ebrique deG. On appelle plongement de l'espae homog�ene G=H, une vari�et�e alg�ebriquenormale munie d'une ation de G et ontenant G=H omme orbite ouverte.En 1983, dans [38℄, D. Luna et T. Vust ont jet�e les bases d'une th�eoriedes plongements d'espaes homog�enes. Le as sph�erique, 'est-�a-dire lors-qu'un sous-groupe de Borel de G admet une orbite dense dans G=H a depuisfait l'objet d'une attention partiuli�ere. Des exemples d'espaes homog�enessph�eriques sont les vari�et�es de drapeaux, les tores ou enore les espaessym�etriques. G�en�eralisant la th�eorie des vari�et�es toriques, D. Luna et T. Vustmais aussi M. Brion, F. Knop et F. Pauer ont d�evelopp�e une th�eorie par-tiuli�erement agr�eable qui lassi�e les plongements d'un espae homog�enesph�erique donn�e. Par ailleurs, M. Brion remarque dans l'introdution de [9℄que l'interpr�etation sus-it�ee (voir [18℄) de C�(G=H) en termes de ohomo-logie des plongements de G=H est enore valable lorsque G=H est sph�erique.



55C'est pour es raisons que nous nous int�eresserons par la suite aux espaeshomog�enes sph�eriques et �a leurs ompati�ations.Nous pouvons remarquer qu'hormis les vari�et�es toriques et les vari�et�es dedrapeaux, les ompati�ations projetives d'espaes homog�enes sph�eriquesles mieux omprises sont sans doute elles d'un groupe semi-simple G vuomme espae homog�ene sous l'ation de G�G par multipliation �a gauheet �a droite (voir [13, 17, 36℄). Notre approhe pour �etudier les ompati�a-tions projetives d'un espae homog�ene sph�erique, G=H onsiste �a les r�ealiseromme quotient sous l'ation de H de ompati�ations de G.A�n d'appliquer le programme expos�e i-dessus, il onvient de d�e�nir des< quotients > d'une ompati�ation projetive X de G sous l'ation de H �adroite. Lorsque H est r�edutif, la Th�eorie G�eom�etrique des Invariants assoie�a haque �br�e en droites ample et G�H-lin�earis�e L sur X, un ouvert Xss(L)qui admet un quotient at�egorique Xss(L)==H sous l'ation de f1g � H.De plus, le morphisme quotient � : Xss(L) �! Xss(L)==H est alors G-�equivariant. Si maintenant H n'est pas r�edutif, en utilisant des r�esultatsexpos�es dans [24℄, on peut faire la même onstrution que si H est r�edutifet d�e�nir Xss(L), Xss(L)==H et �. Ainsi, ontrairement �a e que l'on pourraitpenser, il n'est pas a priori n�eessaire de supposer que H est r�edutif pourdonner un sens au programme propos�e.Nous pouvons maintenant pr�eiser les objetifs de ette th�ese. Partantd'un plongement projetif Y de G=H, on se propose de onstruire une om-pati�ation X de G munie d'un �br�e en droites L ample et G�H-lin�earis�etelle que la G-vari�et�e quotient Xss(L)==H soit isomorphe �a Y .La premi�ere question que l'on se pose est : pour quels plongements Yexistent-ilsX et L tels queXss(L)==H = Y ? Nous r�epondons �a ette questionpar leTh�eor�eme Soit G un groupe r�edutif et H un sous-groupe sph�erique de G.On suppose que l'ation de G sur G=H a un noyau �ni. Soit Y un plongementprojetif de G=H. Alors, les deux onditions suivantes sont �equivalentes :(i) Il existe un plongement projetif X de G et un �br�e en droites ampleet G�H-lin�earis�e L sur X tels queY = Xss(L)==H:(ii) Pour tout diviseur premier D stable par G de Y , la valuation �D duorps k(G=H) s'�etend en une valuation G�G-invariante de k(G).



56 La d�emonstration de e th�eor�eme s'inspire fortement d'un travail deE. Renner (voir [42℄) qui, utilisant des m�ethodes de mono��des alg�ebriques,propose, sous ertaines hypoth�eses une onstrution pour X et L. Cepen-dant, l'�etude d'exemples montre qu'il manque des hypoth�eses au th�eor�emeprinipal de et artile. Remarquons par ailleurs que le th�eor�eme i-dessus�etait d�ej�a onnu lorsque G est adjoint, H est un sous-groupe sym�etrique de Get Y est le plongement magni�que (voir [17℄ pour une d�e�nition de e plon-gement) de G=H. En e�et, S. Kannan a montr�e dans [28℄ que dans e as, ilexiste sur le plongement magni�que X de G un �br�e en droites L ample etG�H-lin�earis�e tel que Xss(L)==H soit le plongement magni�que de G=H.L'�etude de quelques exemples (voir la setion 7.5) montre que les quo-tients donn�es par la d�emonstration du th�eor�eme pr�e�edent ('est-�a-dire par laonstrution de E. Renner) sont rarement des quotients g�eom�etriques, 'est-�a-dire que les �bres du morphisme quotient � : Xss(L) �! Y ne sont pas eng�en�eral des orbites de f1g�H. On se pose alors la question suivante : �etantdonn�e Y un plongement projetif de G=H v�eri�ant le th�eor�eme pr�e�edent,peut-on trouver X et L tels que Y soit le quotient g�eom�etrique de Xss(L) ?De nombreux artiles (voir [29, 46, 2, 27, 1, 3, 45℄) traitent du as o�uG est un tore. Ainsi, diverses approhes parmi lesquelles �gure la Th�eorieG�eom�etrique des Invariants, ont �et�e explor�es pour d�e�nir des < quotients >d'une vari�et�e torique sous l'ation d'un sous-tore du grand tore. Ces travauxr�ev�elent de s�erieuses diÆult�es dans le as torique.�A l'oppos�e des tores parmi les espaes homog�enes sph�eriques �gurent lesespaes homog�enes sobres (voir la setion 2.3) pour lesquels AutG(G=H) est�ni. C'est pour les plongements toro��daux (voir 2.5) de es espaes homog�enesque nous avons r�epondu �a la question pr�e�edente par leTh�eor�eme Soit G un groupe semi-simple et G=H un espae homog�enesph�erique sobre. Soit Y un plongement projetif et toro��dal de G=H.Si toute valuation G-invariante de k(G=H) s'�etend en une valuationG�G-invariante de k(G) alors :il existe un plongement X de G�G=�G projetif, toro��dal et muni d'un�br�e en droites ample et G�H-lin�earis�e L tel que le quotient,� : Xss(L) �! Xss(L)==Hde X par f1g �H assoi�e �a L v�eri�e :(i) Xss(L)==H = Y ,(ii) 8x 2 Xss(L) ��1(�(x)) = (f1g �H):x,



57(iii) � est surjetive.Dans le premier hapitre, nous exposons les d�e�nitions et les r�esultatspr�eliminaires dont nous aurons besoin par la suite. En partiulier, nous in-troduisons les d�e�nitions et les th�eor�emes qui lassi�ent les plongements d'unespae homog�ene sph�erique donn�e. Nous d�erivons aussi la g�eom�etrie loalede es plongements. Nous �etudions la lasse des plongements < toro��daux >(ou sans ouleur) qui joue un rôle privil�egi�e dans la th�eorie et dans notre tra-vail. Nous portons ensuite notre attention sur les plongements quasi-projetifset �etudions les poly�edres moments assoi�es �a des �br�es en droites amples etG-lin�earis�es. Nous donnons aussi les prinipales propri�et�es du graphe �(G=H)dont les sommets sont les orbites d'un sous-groupe de Borel de G dans G=H.Pour �nir e hapitre, nous montrons deux r�esultats sur les diviseurs d'unespae homog�ene. Ces derniers nous seront utiles lorsque nous voudrons al-uler le lieu des z�eros de setions de �br�es en droites sur les plongements deG. Les quotients de ompati�ations d'un groupe G par un sous-groupesph�erique H sont d�e�nis par des alg�ebres d'�el�ements H-invariants dans er-taines G-alg�ebres. Nous nous attahons don dans le deuxi�eme hapitre �ad�erire l'ensemble des G-modules simples qui ontiennent un invariant de Hou plus g�en�eralement, un veteur propre de poids donn�e pour H. Nous ap-pliquons e r�esultat �a la desription de poly�edres moments de plongementsde G=H.Comme il est bien �evident que l'espae homog�ene sph�erique G (sous l'a-tion de G�G par multipliation �a gauhe et �a droite) joue un rôle entraldans notre travail, nous rassemblons dans le hapitre 3 des r�esultats utiles leonernant.Le hapitre 4 n'a pas de raison d'être lorsque H est r�edutif. En e�et,nous y exposons la onstrution de la Th�eorie G�eom�etrique des Invariantspour l'ation d'un sous-groupe sph�erique d'un groupe r�edutif.Dans le inqui�eme hapitre, nous montrons le premier r�esultat signi�a-tif de e travail en r�epondant �a la question : quels plongements projetifsd'un espae homog�ene sph�erique donn�e G=H peuvent-ils être r�ealis�es ommequotient de plongements projetifs de G ?Dans les hapitres six �a huit, nous hangeons de point de vue. Pluspr�eis�ement, on se donne un plongement X de G et un �br�e en droites Lample et G�H-lin�earis�e sur X. On �etudie alors le quotient � : Xss(L) �!Xss(L)==H assoi�e. Dans le hapitre 6, nous d�erivons un polytope moment



58P(X;L)H de la G-vari�et�e Xss(L)==H. Nous donnons ensuite un rit�ere pourque Xss(L)==H soit un plongement de G=H. Nous expliquons aussi ommenton peut lire quelques propri�et�es du morphisme � sur le polytope moment deX assoi�e �a L et sur P(X;L)H. Dans le hapitre 7, on se donne un plon-gement toro��dal X de G et un sous-groupe de Borel B de G. On s'int�eressealors aux diviseurs stables par B �H dans X. Fort des r�esultats du ha-pitre 7, dans le huiti�eme nous pouvons aluler le lieu des z�eros de setionsB �H-�equivariantes d'un �br�e L sur X et obtenir sous ertaines hypoth�esesun rit�ere pour que � soit un quotient g�eom�etrique (voir la proposition 9.3.1).Dans le hapitre 9, nous montrons que si un plongement projetif sansouleur Y d'un espae homog�ene sph�erique sobre peut être obtenu ommequotient d'un plongement de G, alors il est le quotient g�eom�etrique d'un plon-gement de G. Pour ela nous ommen�ons par expliquer notre onstrutionsur quelques exemples, nous traitons ensuite le as o�u Y est le plongement a-nonique de G=H, puis montrons le th�eor�eme. Nous utilisons aussi e th�eor�emepour d�erire les isotropies dans G des points de Y .Dans un dernier hapitre, nous nous int�eressons aux adh�erenes des or-bites de B �H dans un plongement toro��dal de G.Dans une annexe, nous expliquons sur un exemple qui nous est utile dansnotre travail, omment on peut aluler les di��erents objets onsid�er�es dansla th�eorie des plongements d'un espae homog�ene sph�erique.



Chapitre 2G�en�eralit�es sur les vari�et�essph�eriques
2.1 IntrodutionFixons un orps de base k alg�ebriquement los et de arat�eristique nulle.Soit G un groupe alg�ebrique r�edutif onnexe. On appelle G-vari�et�e, unevari�et�e alg�ebrique munie d'une ation alg�ebrique de G. On dira qu'une G-vari�et�e normale est sph�erique si elle ontient une orbite dense d'un sous-groupe de Borel de G. On dira qu'un sous-groupe H de G est sph�erique sil'espae homog�ene G=H est sph�erique. On se donne H un tel sous-groupe deG. On appelle plongement de l'espae homog�ene G=H, un ouple (X; x) o�uX est une G-vari�et�e normale et x un point de X dont l'orbite par G estouverte et dont le stabilisateur dans G est H. On dira que x est le pointbase du plongement. La th�eorie de Luna-Vust (voir [38℄) des plongementsd'espaes homog�enes est partiuli�erement d�evelopp�ee dans le as sph�erique.Les prinipales r�ef�erenes sont [16, 33, 10, 11, 14, 9℄. L'essentiel des r�esultatsde ette th�eorie sont �egalement expos�es dans le ours de M. Brion, [12℄.Nous ommen�ons par rappeler quelques r�esultats de la th�eorie des plon-gements des espaes homog�enes sph�eriques et �enon�ons un th�eor�eme quid�erit la struture loale d'une vari�et�e sph�erique. Nous nous int�eressons aussiaux polytopes moments des vari�et�es sph�eriques projetives. Nous rappelonsaussi quelques r�esultats onernant l'ation d'un sous-groupe de Borel de Gdans un espae homog�ene sph�erique G=H. Pour �nir ette setion, nous nous59



60int�eressons aux diviseurs d'un espae homog�ene.2.2 Plongements d'un espae homog�enesph�erique donn�e2.2.1|SoitG un groupe r�edutif onnexe etH un sous-groupe sph�eriquede G. Nous ommen�ons par d�e�nir la notion de rang de l'espae homog�eneG=H.Fixons un sous-groupe de Borel B de G tel que BH est dense dans G.On dira que B est oppos�e �a H.Consid�erons le orps des frations k(G=H) de G=H. On note k(G=H)(B)l'ensemble des fontions rationnelles sur G=H qui sont propres pour l'ationde B. Si � est un groupe alg�ebrique, on note X (�) le groupe Hom(�; k�) deses arat�eres multipliatifs. Consid�erons alors :� : k(G=H)(B) �! X (B);qui �a une fontion de k(G=H)(B) assoie son poids pour l'ation de B. Re-marquons que l'image de � est inluse dans :X (B)B\H := f 2 X (B) : jB\H = 1g:Inversement, si  appartient �a X (B)B\H , la formule :f(bH=H) = (b�1) 8b 2 B;d�e�nit une fontion r�eguli�ere sur BH=H ' B=(B \H), veteur propre de Bde poids . Comme BH=H est dense dans G, on en d�eduit que l'image de� est X (B)B\H . De plus, le noyau de � est r�eduit aux fontions onstantesnon nulles sur G=H. Ainsi, on a la suite exate ourte :0 ! k� ! k(G=H)(B) �!X (B)B\H ! 0:Le rang du groupe X (B)B\H est appel�e le rang de G=H et not�e rg(G=H).Exemple. Soit G un groupe r�edutif et B un sous-groupe de Borel de G.Choisissons T un tore maximal de G inlus dans B, et B� le sous-groupe deBorel de G oppos�e �a B et ontenant T . Alors, B�B=B est dense dans G=B



61qui est don un espae homog�ene sph�erique. De plus, omme B \B� = T , lerang de G=B est nul. Plus g�en�eralement (voir [12℄), on montre qu'un espaehomog�ene sph�erique est omplet si et seulement si son rang est 0.2.2.2| Un diviseur premier stable par B dans G=H est appel�e uneouleur de G=H. On pose alors :D(G=H) := fouleurs de G=Hg:Exemple. Consid�erons �a nouveau l'espae homog�ene G=B. Soit T et B�omme dans l'exemple i-dessus. Consid�erons W := N(T )=T , le groupe deWeyl de T . Soit � l'ensemble des raines simples de (B; T ). Si � 2 �, onnote s� la r�eetion simple de W assoi�ee �a �. Alors, la d�eomposition deBruhat montre que D(G=B) = fB�s�B=B : � 2 �g:2.2.3| Soit � une valuation du orps k(G=H) triviale sur k et �a valeursdans Z. Alors, la restrition de � �a k(G=H)(B) passe au quotient en uneappliation � : X (B)B\H �! Z. On obtient ainsi le diagramme ommutatifsuivant : k(G=H)(B) � ! Z
X (B)B\H�# � !

Notons V(G=H) l'ensemble des valuations normalis�ees etG-invariantes duorps k(G=H). Il est alors montr�e dans [33℄ ou dans [12℄ que l'appliation � 7!� induit une injetion de V(G=H) dans Hom(X (B)B\H ;Q). On onsid�erealors le ône onvexe CV(G=H) de Hom(X (B)B\H ;Q) engendr�e par l'imagede V(G=H).Soit D est un �el�ement de D(G=H) et f une fontion de k(G=H). Onnotera �D(f) l'ordre de f le long de D ('est-�a-dire que si f s'annule le longde D, �D(f) est l'ordre du z�ero, si D est un pôle de f , �D(f) est l'oppos�e del'odre de e pole et �D(f) vaut z�ero sinon). Le diviseur D est alors le entredans G=H de la valuation �D.2.2.4| On se donne maintenant un plongement, (X; x) de G=H. On ditque X est simple s'il ontient une unique orbite ferm�ee de G.



62 Soit O une orbite de G dans X. L'ensembleXO := fx 2 X : G:x ontient Ogest ouvert dans X (en e�et, X ne ontient qu'un nombre �ni d'orbites de G).De plus, XO ontient O omme unique orbite ferm�ee. Ainsi, X est reouvertpar des plongements simples.Rappelons la th�eorie de Luna-Vust des plongements simples de l'espaehomog�ene G=H. Fixons O une orbite de G dans X et int�eressons nous �a XO.On onsid�ere l'ensemble :D(X;O) := fD 2 D(G=H) : O est inlus dans l'adh�erene de Dg:Les �el�ements de D(X;O) sont appel�es les ouleurs du plongement XO ou del'orbite O.On onsid�ere �egalement le ône onvexe CV(X;O) de Hom(X (B)B\H ;Q )engendr�e par les valuations de V(G=H) qui ont un entre dans XO. On diraque CV(X;O) est le ône des valuations du plongement XO.On note C(X;O) le ône onvexe de Hom(X (B)B\H ;Q) engendr�e parCV(X;O) et les �D (ave les notations du paragraphe pr�e�edent) pour Ddans D(X;O).Nous donnons une derni�ere d�e�nition avant d'�enoner le th�eor�eme delassi�ation des plongements simples de G=H.D�e�nition. Soit C un ône onvexe saillant dans Hom(X (B)B\H ;Q) et Dune partie de D(G=H). Le ouple (C;D) est appel�e ône olori�e si les deuxonditions suivantes sont v�eri��ees :{ Le ône onvexe C est engendr�e par les �D pour D 2 D et un nombre�ni d'�el�ements de CV(G=H).{ L'int�erieur relatif de C renontre CV(G=H).On a alors leTh�eor�eme 1 L'appliation (X; x) 7! (C(X;O);D(X;O)) (o�u O est l'orbiteferm�ee de G dans X) d�e�nit une bijetion des lasses d'isomorphisme deplongements simples de G=H, sur les ônes olori�es.2.2.5| Revenons �a la situation d'un plongement X non n�eessairementsimple de G=H. Il s'agit alors de omprendre omment se omportent lesouples (C(X;O);D(X;O)) lorsque O parourt l'ensemble des orbites de Gdans X. Cei onduit �a la d�e�nition suivante :



63D�e�nition. Une fae olori�ee d'un ône olori�e (C;D) est un ône olori�e(C 0;D0) tel que C 0 est une fae de C, et tel que D0 = fD 2 D : �D 2 C 0g.On a alors laProposition 2.2.1 Soit X un plongement simple de G=H dont l'orbiteferm�ee est O0. Alors, l'appliation O 7! (C(X;O);D(X;O)) est une bijetionde l'ensemble des orbites de G dans X, sur l'ensemble des faes olori�ees de(C(X;O0);D(X;O0)).On pose alors laD�e�nition. Un �eventail olori�e est un ensemble F de ônes olori�es quiv�eri�e les onditions suivantes :(i) Toute fae olori�ee d'un ône olori�e de F appartient �a F .(ii) Pour tout � 2 CV(G=H) il existe au plus un ône olori�e de F ontenant� dans son int�erieur relatif.Soit (X; x) un plongement de G=H. Posons :F(X) := n�C(X;O);D(X;O)� : O est une orbite de G dans Xo :Th�eor�eme 2 L'appliation (X; x) 7! F(X) est une bijetion de l'ensembledes lasses d'isomorphismes de plongements de G=H, sur l'ensemble des�eventails olori�es.2.3 Espaes homog�enes sph�eriques sobresLa proposition 4.4.1 de [12℄ est la :Proposition 2.3.1 Pour tout espae homog�ene sph�erique G=H, les ondi-tions suivantes sont �equivalentes :(i) Le groupe H est d'indie �ni dans son normalisateur.(ii) Le ône CV(G=H) est saillant.(iii) Il existe un plongement omplet simple de G=H.L'espae homog�ene G=H sera dit sobre s'il v�eri�e es onditions.



64 On note NG(H) le normalisateur de H. Le th�eor�eme 4.3 de [12℄ montreque le groupe NG(H)=H est diagonalisable. Ainsi, tout espae homog�enesph�erique se �bre sur un espae homog�ene sph�erique sobre ave un toreomme �bre. Cei explique le rôle partiulier que jouent les espaes ho-mog�enes sph�eriques sobres dans la th�eorie.Soit G=H un espae homog�ene sph�erique sobre. Le th�eor�eme 1 montrequ'il existe un unique plongement simple Y de G=H d'orbite ferm�ee O telque D(Y;O) est vide et C(Y;O) = CV(G=H). On dira que Y est le plonge-ment anonique de G=H. La proposition suivante aÆrme alors que Y est unplongement omplet simple privil�egi�e de G=H.Proposition 2.3.2 Soit G=H un espae homog�ene sph�erique sobre et Y sonplongement anonique. Alors, on a :(i) La vari�et�e Y est projetive.(ii) Pour tout plongement X de G=H qui est simple et omplet il existe unmorphisme G-�equivariant, � : Y �! X.2.4 Struture loale des vari�et�es sph�eriquesSoit X une vari�et�e sph�erique et O une orbite de G dans X. On peutmontrer que O est sph�erique ; on note alors OÆB l'orbite ouverte de B dansO. L'ensemble XO;B := fx 2 X : B:x ontient Ogest un ouvert aÆne stable par B dans X qui ontient OÆB omme uniqueorbite ferm�ee de B. On a en fait plusieurs arat�erisations �equivalentes deXO;B :Proposition 2.4.1(i) Le ompl�ementaire de XO;B dans XO est la r�eunion des adh�erenes desD 2 D(G=H) qui ne ontiennent pas O.(ii) L'ouvert XO;B est l'intersetion de tous les ouverts stables par B quirenontrent O.Preuve : La premi�ere assertion d�eoule de la proposition 2.2 de [12℄.Pour la seonde, il s'agit de montrer que XO;B est inlus dans tout ouvert Ude XO, stable par B et qui renontre O. Mais ei d�eoule de fait que OÆBest l'unique orbite ferm�ee de B dans XO;B et que OÆB est inlus dans U .



65�Posons :PO := fg 2 G : g:XO;B = XO;Bg= fg 2 G : 8D 2 D(G=H)�D(X;O) g:D = Dg:Alors, PO est un sous-groupe parabolique de G ontenant B. Notons P uO leradial unipotent de PO. On peut alors d�erire la struture de XO;B (voir[12℄, th�eor�eme 2.3) en termes d'une vari�et�e sph�erique aÆne < plus petite >que X.Th�eor�eme 3 Ave les notations pr�e�edentes, il existe un sous-groupe de LeviL de PO et une sous-vari�et�e S ferm�ee dans XO;B qui v�eri�ent :(i) S ontient le point base de X,(ii) S est stable par L, et(iii) l'appliation P uO � S �! XO;B(g; x) 7! gxest un isomorphisme PO��equivariant.De plus, S est une L-vari�et�e sph�erique aÆne, et S \O est une unique orbitede L �x�ee point par point par le sous-groupe d�eriv�e de L.Remarque : La vari�et�e S est enti�erement d�etermin�ee par L. En e�et, S estl'adh�erene dans XO;B de l'orbite par L du point base de X.2.5 Sur les plongements sans ouleur de G=H2.5.1| Soit X un plongement de G=H. On dira qu'une orbite O de Gdans X est sans ouleur si l'ensemble D(X;O) est vide. On dira que X estsans ouleur si toute orbite de G dans X est sans ouleur.Soit O une orbite sans ouleur de G dans X. Alors, on a :PO = PG=H= fg 2 G : 8D 2 D(G=H) g:D = Dg:Dans le as d'un plongement sans ouleur, le th�eor�eme 3 prend une formeplus agr�eable :



66Corollaire 2.5.1 Reprenons les notations du th�eor�eme 3 et supposons queO est sans ouleur. Alors, la sous-vari�et�e S du th�eor�eme 3 v�eri�e :(i) Le groupe d�eriv�e de L agit trivialement sur S. En partiulier, S est unevari�et�e torique pour un quotient de L=[L;L℄.(ii) Toute orbite de G dans XO intersete transversalement S en une orbitede L.En partiulier, si on note [L;L℄ le sous-groupe d�eriv�e de L, on a :PG=H \H = L \H � [L;L℄:Le orollaire 2.5.1 montre que la struture loale des orbites de G dansXO est < la même > que elle des orbites du quotient de L par son grouped�eriv�e dans S : on dit quelquefois qu'une vari�et�e sph�erique sans ouleur esttoro��dale. Ces vari�et�es ont bon nombre de propri�et�es partiuli�eres. On enrappelle ii quelques-unes.2.5.2| La premi�ere assertion de la proposition 2.4.2 de [12℄ est laProposition 2.5.1 Soit X un plongement de G=H. Alors, il existe un plon-gement sans ouleur eX de G=H et un morphisme G-�equivariant birationnelprojetif (et don surjetif) � : eX �! X.La proposition 2.5.1 montre la plae importante que tiennent les plonge-ments sans ouleur de G=H parmi tous les plongements. Elle justi�e le faitqu'on leur porte une attention partiuli�ere (voir le th�eor�eme 7).2.5.3| Il est montr�e dans [15℄ ou [12℄ laProposition 2.5.2 Il existe au moins un sous-groupe de Levi LG=H de PG=Hremplissant les deux onditions suivantes :(i) Si on note [LG=H ;LG=H ℄ le sous-groupe d�eriv�e de LG=H , alors :PG=H \H = LG=H \H � [LG=H ;LG=H ℄:(ii) Soit C le entre onnexe de LG=H . Alors, pour tout plongement (X; x)de G=H, l'ensemble P uG=H :C:x (o�u C:x est l'adh�erene de C:x dans X)ontient un ouvert de toute orbite de G dans X.Les sous-groupes de Levi LG=H de la proposition 2.5.2 v�eri�ent le orollaire2.5.1 pour tout plongement simple et sans ouleur XO. De tels sous-groupesde Levi de PG=H seront dit adapt�es �a G=H.



672.5.4| Une propri�et�e partiuli�ere et bien agr�eable des orbites sans ou-leur de G dans un plongement de G=H est laProposition 2.5.3 Soit X un plongement de G=H et O une orbite de Gsans ouleur dans X. Soit OÆB l'orbite ouverte de B dans O.Alors, on a : PG=H = fg 2 G : g:OÆB � OÆBg:Preuve : Commen�ons par remarquer qu'il existe un plongementsimple sans ouleur et ontenant XO dont l'orbite ferm�ee Z est projetive.Cei r�esulte par exemple du th�eor�eme 1. Ainsi, on peut supposer que Xontient une orbite projetive sans ouleur Z. Comme Z est sans ouleur,PG=H = StabG(XZ;B), o�u StabG d�esigne le stabilisateur dans G. Mais alors,PG=H � StabG(XZ;B \ O) = StabG(OÆB). Par ailleurs, StabG(XZ;B \ O) �StabG(XZ;B \ O) � StabG(XZ;B \ Z) = StabG(ZÆB). Or le orollaire 2.5.1montre que P u se plonge omme ouvert dans Z. On en d�eduit que le stabili-sateur de Z \ S est un sous-groupe parabolique oppos�e �a PG=H . Mais alors,StabG(ZÆB) = PG=H . La proposition en d�eoule. �2.5.5| Soit LG=H un sous-groupe de Levi de PG=H adapt�e �a G=H etCG=H = C son entre onnexe. Alors, omme le sous-groupe d�eriv�e de LG=Hest inlus dans H, le groupe X (B)B\H s'identi�e �a X (C)C\H = X (C=C\H).En partiulier, l'ensemble X�(C=C \H) des sous-groupes �a un param�etre deC=C \ H s'injete anoniquement dans Hom(X (B)B\H ;Q). La propositionsuivante est tir�ee de [15℄.Proposition 2.5.4 Soit (X; x) un plongement de G=H et O une orbite sansouleur de G dans X. Soit � 2 X�(C=C \H). Alors, se valent :(i) limt!0 �(t):x existe et appartient �a l'orbite ouverte de B dans O.(ii) �� appartient �a l'int�erieur relatif de C(X;O).2.5.6| Si O est une orbite de G dans X, alorsO est un espae homog�enesph�erique. En partiulier, on a d�e�ni rg(O). On a alors leLemme 2.5.1 Soit X un plongement sans ouleur de G=H et O une orbitede G dans X. Alors, on a :rg(X)� rg(O) = dim(X)� dim(O);o�u dim(X) (resp. dim(O)) est la dimension de X (resp. O).



68 Preuve : Le lemme �etant vrai pour les vari�et�es toriques, il est uneons�equene direte du orollaire 2.5.1. �2.6 Sur les polytopes moments d'une vari�et�esph�erique2.6.1| Si � est un groupe ab�elien, on notera �Q le produit tensoriel surZ de � par Q . Notons P+ l'ensemble des poids dominants de (G;B). Si appartient �a P+, on note V le G-module simple de plus haut poids  pourB. Soit X un plongement quasi-projetif de G=H et B un sous-groupe deBorel oppos�e �a H. On �xe un �br�e en droites, L ample et G-lin�earis�e surX. Pour tout entier n stritement positif, l'espae vetoriel �(X;L
n) dessetions de L
n est un G-module rationnel. On onsid�ere alors :P(X;L) := fp 2 X (B)Q : 9n > 0; np 2 P+; Vnp ,! �(X;L
n)g;o�u Vnp ,! �(X;L
n) signi�e que le G-module Vnp s'injete de mani�ere�equivariante dans �(X;L
n).Dans un espae vetoriel rationnel, l'enveloppe onvexe d'un nombre �nide points est appel�ee un polytope ; une partie d�e�nie par un nombre �nid'in�equations lin�eaires est appel�ee poly�edre. En partiulier, un polytope estun poly�edre born�e. On peut alors �enoner la (voir [12℄ ;1.2)Proposition 2.6.1 L'ensemble P(X;L) est un poly�edre onvexe dansX (B)Q qui engendre un espae aÆne de diretion X (B)B\HQ . Si de plus Xest projetive, P(X;L) est un polytope.On appelle P(X;L) le poly�edre moment (resp. polytope moment si X estprojetive) de X assoi�e �a L.Si X 0 est un ouvert ou un ferm�e stable par G de X, on pose :P(X 0;L) := P(X 0;LjX0):On montre alors laProposition 2.6.2(i) Si O est une orbite de G dans X, P(O;L) est une fae de P(X;L).Une telle fae sera dite orbitale.



69(ii) Si X 0 est un ouvert stable par G dans X alors P(X;L) est inlus dansP(X 0;L).(iii) De plus, P(X;L) =\P(XZ;L);o�u l'intersetion porte sur les orbites ferm�ees Z de G dans X.Preuve : Pour la premi�ere assertion nous renvoyons �a la proposition 5.3.2de [12℄.La restrition de X �a X 0 des setions d'un �br�e �etant injetive, la seondeassertion est �evidente.Conernant la derni�ere assertion, il suÆt de montrer que l'intersetion desP(XZ;L) est inluse dans P(X;L). Fixons un point p dans ette intersetion.Alors, il existe un entier n tel que pour toute orbite ferm�ee Z de G dans X, le�br�e L
n admet une setion �Z r�eguli�ere sur XZ de poids np pour B. Soit ydans l'orbite ouverte de B dans X. Quitte �a hanger les �Z par des multiples,on peut supposer que �Z(y) = �Z0(y) pour tout ouple (Z;Z 0) d'orbitesferm�ees. Comme les XZ reouvrent X et les �Z o��nident sur l'ouvert B:y,on peut d�e�nir : � : X �! Lx 7�! �Z(x) si x 2 XZ :Alors, � est une setion de L
n sur X de poids np pour B et p appartient �aP(X;L). �2.6.2| A�n de donner une premi�ere desription de P(X;L), nous intro-duisons quelques notations suppl�ementaires.Soit V(X) l'ensemble des valuations normalis�ees et G-invariantes du orpsk(G=H) qui ont un entre de odimension 1 dans X. Si � 2 V(X), on noteX� le entre de �.Soit �Æ une setion de L de poids (�Æ) pour B. Alors, le diviseur de �s'�erit : div(�Æ) = X�2V(X)n�X� + XD2D(G=H) nDD;o�u les n� et les nD sont des entiers positifs ou nuls. La proposition 5.3.1 de[12℄ est alors :Proposition 2.6.3 Ave les notations pr�e�edentes, P(X;L) est l'ensembledes (�Æ) + p o�u p 2 X (B)B\HQ v�eri�ant les deux onditions :



70(i) < �; p > +n� � 0 8� 2 V(X).(ii) < �D; p > +nD � 0 8D 2 D(G=H).2.6.3|On suppose d�esormais que X est projetive. Dans e paragraphe,on se donne une fae F de P(X;L).Soit p un point dans l'int�erieur relatif de F. Posons�p+P(X;L) := f�p+ q : q 2 P(X;L)g:Alors, la proposition 2.6.1 montre que�p+P(X;L) est inlus dans X (B)B\HQ .De plus, son ône dual, (�p+P(X;L))_ dans Hom(X (B)B\H ;Q) ne d�ependque de F. On appelle e ône le ône dual de P(X;L) vu de F et on le note :C(F) := (�p+P(X;L))_:Soit n un entier stritement positif et � une setion de L
n de poids nppour l'ation de B. On pose :X� := fx 2 X : �(x) 6= 0g:Il est prouv�e dans [12℄(5.3) que X� ne d�epend en fait que de F ; on poseXF := X�. De plus, XF est un ouvert aÆne stable par B. En�n, il existe uneunique orbite minimale de G qui renontre XF, on la notera O(F).Proposition 2.6.4 Ave les notations i-dessus, on a :(i) Si O1 et O2 sont deux orbites de G dans X, alors :P(O1 \ O2;L) = P(O1;L) \P(O2;L):(ii) P(O(F);L) est la fae orbitale minimale de P(X;L) qui ontient F.(iii) Soit p 2 P(X;L); n un entier stritement positif et � une setion deL
n de poids np pour B. Alors, p 2 F si et seulement si XF � X�.(iv) Si F = P(O;L), pour une orbite O de G dans X, alors :O(F) = O ; XF = XO;B et C(F) = C(X;O):(v) L'appliation O 7! P(O;L) est une bijetion de l'ensemble des or-bites de G dans X, sur l'ensemble des faes F de P(X;L) telles quel'int�erieur relatif du ône C(F) renontre CV(G=H).



71Preuve : La proposition 2.6.2 appliqu�ee �a O1\O2 inlus dans les vari�et�essph�eriques O1 et O2 montre que :P(O1 \ O2;L) � P(O1;L) \P(O2;L):Pour montrer l'inlusion inverse, �xons p dans le membre de droite. Soit nun entier positif et � une setion de L
n de poids np pour B. Consid�eronsX� := fx 2 X : �(x) 6= 0g:D'apr�es [12℄ paragraphe 5.3, il existe une orbite O de G dans X telle queG:X� = XO. Comme p appartient �a P(Oi;L) pour i = 1; 2, O est inlusedans O1 \ O2. Alors, p appartient �a P(O1 \ O2;L) et la premi�ere assertionest d�emontr�ee.La seonde assertion d�eoule imm�ediatement de la premi�ere. �Evidement,XF � X� est �equivalent �a fx 2 X : �(x) = 0g � X � XF. Mais alors, latroisi�eme assertion d�eoule ais�ement de la proposition 2.6.3.Les deux derni�eres assertions sont la proposition 5.3.2 de [12℄. �Remarque : L'assertion (iv) de la proposition dit en partiulier qu'unefae F de P(X;L) est orbitale si et seulement si l'int�erieur relatif de C(F)renontre CV(G=H).2.7 Sur l'ation de B sur G=H2.7.1| Consid�eronsB(G=H) := fsous-vari�et�es irr�edutibles de G=H stables par Bg:En fait, l'ensemble B(G=H) est �ni et haque �el�ement V de B(G=H) ontientune unique orbite ouverte de B, que l'on note V Æ.Si V 2 B(G=H), on note k(V )(B) le groupe des fontions rationnelles surV propres pour l'ation de B. Alors, le groupe ab�elien k(V )(B)=k� est detype �ni. G�en�eralisant la d�e�nition de rg(G=H), on d�e�nit le rang de V parla formule : rg(V ) := rang(k(V )(B)=k�):On s'int�eresse �a l'ation sur B(G=H) des sous-groupes paraboliques onte-nant B. Fixons T un tore maximal de B. Soit � une raine simple de (B; T ).



72Consid�erons P� le sous-groupe parabolique minimal de G ontenant B as-soi�e �a �. Soit V et V 0 dans B(G=H). Si V 6= V 0 et P�V = V 0 on dira que �monte V sur V 0. On onsid�ere alors :fV;� : P� �B V �! P�=Ble �br�e de base P�=B (i.e. la droite projetive) et de �bre V . L'appliationP� � V �! V 0; (p; v) 7! pv induit un morphisme surjetif :�V;� : P� �B V �! V 0:Comme P�V Æ est une orbite de P� de dimension un de plus que V , le mor-phisme �V;� se restreint en un morphisme �ni P� �B V Æ �! P�V Æ ; notonsd(V; �) le degr�e de ette restrition.Consid�erons alors le diagramme ommutatif suivant :P� �B V
P�=B � V 0(p;v)7!(pB=B;pv)# (pB=B;v0)7!v0! V 0:�V;� !La �ehe vertiale est en fait une immersion ferm�ee.Pour d�erire l'ensemble des orbites de B dans P�V Æ, �xons v 2 V Æ. AlorsP�V Æ = P�v et on a les bijetions anoniques suivantes :forbites de B dans P�V Æg = f orbites de P� dans P�=B � P�V Æg= f orbites de (P�)v dans P�=Bg,o�u (P�)v est le stabilisateur dans P� de v.Par ailleurs, l'ation de (P�)v sur P�=B induit un morphisme� : (P�)v �! Aut(P�=B) ' PSL(2):De plus, omme (P�V Æ)=B est �ni, l'image Im� de � est un sous-groupesph�erique de PSL(2). On distingue alors 3 as, suivant l'image de � :{ Im� est un tore maximal de PSL(2). On dit alors que (V; �) est de typeT .{ Im� est le normalisateur d'un tore maximal de PSL(2). On dit alorsque (V; �) est de type N(T ).



73{ Im� ontient un sous-groupe unipotent maximal de PSL(2). On ditalors que (V; �) est de type U .On obtient alors :{ Type T : P�V Æ = V Æ[V 0Æ[V Æ� ave V� 2 B(G=H) de même dimensionque V et d(V; �) = 1. De plus, rg(V )=rg(V�)=rg(V 0)� 1.{ Type N(T ) : P�V Æ = V Æ[V 0Æ et d(V; �) = 2. De plus, rg(V )=rg(V 0)�1.{ Type U : P�V Æ = V Æ [ V 0Æ et d(V; �) = 1. De plus, rg(V )=rg(V 0).2.7.2| On onstruit alors un graphe orient�e �(G=H) omme suit :D�e�nition. Les sommets de �(G=H) sont les �el�ements de B(G=H). Deuxsommets V et V 0 sont reli�es par une arête index�ee par � si � monte V sur V 0.De plus, ette arête est simple (resp. double) si le degr�e de �V;� est 1 (resp.2). D'apr�es e qui pr�e�ede, tout graphe �(G=H) est onstruit �a partir destrois < briques > �el�ementaires suivantes :Æ
Æ� Æ�Type T

Æ
Æ�
wwwwwwwwwwwwType N(T )

Æ
Æ�Type UFig. 2.1 { Briques �el�ementaires de �(G=H).On montre alors failement laProposition 2.7.1 Ave les notations introduites i-dessus, on a :(i) Le graphe �(G=H) est onnexe. Plus pr�eisement, pour tout V 2B(G=H) di��erente de G=H, il existe une raine simple qui monte V .(ii) Soit �; � deux raines simples et V; V 0 2 B(G=H). Si � monte V surV 0 et � monte V 0 alors � 6= �.La proposition suivante de M. Brion (voir [8℄) d�erit les arêtes possiblesentre deux sommets �x�es.Proposition 2.7.2 Soit V; V 0 2 B(G=H). On suppose qu'il existe deux ra-ines distintes � et � qui montent V sur V 0. Alors, soit (V; �) et (V; �)



74sont tous deux de type T , soit ils sont tous deux de type U et � et � sontorthogonales.Nous utiliserons la d�e�nition suivante :D�e�nition Soit V; V 0 2 B(G=H) et w 2 W . On dit que w monte V sur V 0si le morphisme : �V;w : BwB �B V �! V 0;est surjetif et g�en�eriquement �ni. On notera alors, d(V; w) le degr�e de �V;w.Remarquons que si � est une raine simple et s� 2 W la r�eetion simpleorrespondante, alors � monte V sur V 0 si et seulement si s� monte V surV 0. De plus, dans e as on a : d(V; �) = d(V; s�).2.7.3| Pour onstruire le graphe �(G=H), nous avons hoisi un sous-groupe de Borel B de G et un tore maximal T inlus dans B. Dans eparagraphe, nous adoptons un point de vue intrins�eque sur ette onstrutionet montrons que �(G=H) ne d�epend (omme la notation le laisse entendre)que de l'espae homog�ene G=H.Consid�erons l'espae homog�ene B des sous-groupes de Borel de G. Alors,le groupe G agit diagonalement sur B � G=H et B(G=H) s'identi�e ano-niquement �a l'ensemble des sous-vari�et�es de B � G=H qui sont stables parG. Identi�ons �a pr�esent � �a l'ensemble des lasses de onjugaisons de sous-groupes paraboliques minimaux de G. Ave les notations des paragraphespr�e�edents, si � 2 �, P� est alors un repr�esentant de �. �A tout �el�ement �de �, orrespond un espae homog�ene omplet que l'on note P�. Comme unsous-groupe de Borel de G n'a qu'un point �xe dans P�, il existe un uniquemorphisme G-�equivariant : �� : B �! P�:Posons �egalement, ~�� : B �G=H �! P� �G=H, (x; y) 7�! (��(x); y).Soit V et V 0 deux sous-vari�et�es de B�G=H stables par G. Alors, � monteV sur V 0 si V est stritement inlus dans V 0 et si ~��(V ) = ~��(V 0). Alors, aveles notations du paragraphe 2.7.1, d(V; �) est le degr�e de la restrition de ~���a V . Cei montre que l'on peut onstruire �(G=H) de mani�ere intrins�eque etdon que la d�e�nition donn�ee au paragraphe pr�e�edent ne d�epend ni de B nide T .2.7.4| Exemple Consid�erons le groupe G = SL(3). Soit V = k3 leG-module standard et V � son dual. On note P2 pour P(V ) et on identi�e



75l'ensemble des droites de P2 �a (P2)_ := P(V �). Alors, G op�ere transitivementsur O := f(a; b; d) 2 P2 � P2 � (P2)_ : a =2 d et b 2 dg:Soit (e1; e2; e3) la base anonique de V et (e�1; e�2; e�3) sa base duale. Fixonsdans O, le point x := ([e1 + e2 + e3℄; [e3℄; [e�1℄):Alors, (O; x) s'identi�e �a (G=H;H=H) o�u H est le stabilisateur dans G dex. Remarquons que H est onjugu�e au stabilisateur dans G de ([e1℄; [e2℄; [e�1℄)'est-�a-dire au sous-groupe de G onstitu�e des matries de la forme :0� � 0 00 � �0 0 � 1A :Consid�erons le sous-groupe de Borel B de G onstitu�e des matries triangu-laires sup�erieures. Alors, B \H = f�I3 : �3 = 1g. Vu les dimensions on end�eduit que G=H est un espae homog�ene sph�erique de rang 2, et que B estoppos�e �a H.Par ailleurs, les deux paraboliques minimaux de G ontenant B sont :P� := StabG([e1℄);et P� := StabG([e�3℄):Les orbites de B dans G=H sont param�etr�ees par les positions relativesd'un drapeau de P2 et de x 2 O. De même les orbites de P� (resp. P�) dansG=H sont param�etr�ees par les positions relatives d'un point de P2 (resp.d'une droite de P2) et de x 2 O. On en d�eduit le graphe de la �gure 2.2sur laquelle on a dessin�e des repr�esentants de haque orbite de B dans G=H,les relations d'inlusion d'adh�erenes et les relations du type P�V = V 0 etP�V = V 0.Pour avoir le graphe �(G=H), il nous reste �a montrer qu'il n'y a pasd'arêtes de type N(T ). Or reonnaissant < les briques de type T >, on peutaluler (de prohe en prohe) le rang de haque �el�ement de B(G=H). On end�eduit alors que toutes les arêtes sont simples. On obtient le graphe �(G=H)i-dessous :
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Fig. 2.2 { �(G=H)
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2.8 Pr�eliminaires sur les diviseurs2.8.1| Commen�ons par introduire une notation. Soit � : X �! Y unmorphisme surjetif entre deux vari�et�es normales. On note �� le morphismenaturel du groupe des diviseurs de Y vers elui des diviseurs de X (voir [25℄ou [43℄).Soit � un groupe alg�ebrique lin�eaire, H1 et H2 deux sous-groupes ferm�esde � tels que H1 � H2. Consid�erons l'appliation naturelle :� : �=H1 �! �=H2:On a leLemme 2.8.1 Ave les notations pr�e�edentes, on se donne D un diviseurpremier de �=H2.Alors, ��(D) est la somme ave multipliit�e 1 des omposantesirr�edutibles de ��1(D).Si de plus, H2=H1 est onnexe, ��(D) est premier.Preuve : Supposons par l'absurde qu'il existe une omposanteirr�edutible E de ��1(D) telle que le diviseur ��(D)� 2E est e�etif.



78 Comme toutes les �bres de � ont la même dimension, �(E) est dense dansD. Alors, il existe un point x de E tel que �(x) est lisse dans D. Comme�=H2 est lisse, il existe une �equation loale f 2 O�=H2;�(x) de D au voisinagede �(x). De même, il existe une �equation loale g 2 O�=H1;x de E au voisinagede x. De plus, omme ��(D)� 2E est e�etif, h := fÆ�g2 appartient �a O�=H1;x.Mais alors, la di��erentielle de f Æ � en x est nulle. Par ailleurs, omme � est�-�equivariante, la di��erentielle de � en tout point de �=H1 est surjetive. Onen d�eduit que la di��erentielle de f au point �(x) est nulle. Cei ontredit lalissit�e de D en �(x).On a bien montr�e que ��(D) est la somme ave multipliit�e 1 des om-posantes irr�edutibles de ��1(D). Si de plus, H2=H1 est onnexe, toutes les�bres de � sont irr�edutibles. Alors, ��1(D) est irr�edutible. �2.8.2| On suppose maintenant que � = G est r�edutif et onnexe.On se donne aussi H un sous-groupe sph�erique de G. On onsid�ere HÆ, laomposante neutre de H. Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a HÆ.Lemme 2.8.2 Soit D une ouleur de G=H. On onsid�ere l'appliation na-turelle induite par l'inlusion de HÆ dans H :� : G=HÆ �! G=H:Alors, ��(D) est soit une ouleur de G=HÆ, soit la somme de deux ou-leurs distintes de G=HÆ.Preuve : Utilisant le lemme 2.8.1, il suÆt de montrer que ��1(D) aau plus deux omposantes irr�edutibles. Pour e faire hoisissons un toremaximal T de B. Alors, B est oppos�e �a H et d'apr�es la proposition 2.7.1 ilexiste une raine simple � de (B; T ) qui monte D sur G=H.Soit P� le sous-groupe parabolique minimal de G ontenant B assoi�e�a �. On a : P�:��1(D) = G=HÆ. Comme de plus, toutes les omposantesirr�edutibles de ��1(D) sont permut�ees par l'ation de H par multipliation�a droite, ei implique que � monte toutes les omposantes de ��1(D) surG=HÆ. Soit E une telle omposante. On en d�eduit que si (E; �) est de typeU ou N(T ), ��1(D) est irr�edutible. Si (E; �) est de type T alors ��1(D) aau plus deux omposantes irr�edutibles. Le lemme est d�emontr�e. �



Chapitre 3Veteurs d'un G-modulepropres pour un sous-groupesph�erique
3.1 IntrodutionDans ette setion, on suppose que G est semi-simple. On se donne tou-jours un sous-groupe sph�eriqueH deG. Soit V unG-module et � un arat�erede H. On se pose la question suivante : existe t-il un veteur non nul v de Vtel que pour tout h dans H, on ait h:v = �(h)v ?Notons que T. Vust dans [47℄ a r�esolu ette question dans le assym�etrique.3.2 Veteurs propres de H dans les G-modules simples3.2.1 Fontions rationnelles sur G propres pour B �H3.2.1.1| Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a H. On onsid�eresur G l'ation de B �H d�e�nie par la formule : (b; h):g = bgh�1. On notek(G)(B�H), l'ensemble des fontions rationnelles sur G qui sont propres pourl'ation de B � H. Si f 2 k(G)(B�H) est de poids (; �) alors fjB\H =79



80f(1):�1jB\H = f(1):�jB\H . En partiulier, jB\H = ��jB\H . Posons don :X (B)�X (B\H) X (H) := f(; �) 2 X (B)�X (H) : jB\H = ��jB\H g:On note respetivement �B et �H les morphismes de projetion du produitX (B)�X (H) vers X (B) et X (H). On notera enore �B et �H leurs restri-tions �a X (B)�X (B\H) X (H). On a alors le diagramme ommutatif suivant :X (B)�X (B\H) X (H) �H !X (H) � 7!��!X (H)
X (B)�B# restrition !X (B \H)restrition#Consid�erons l'appliation � : k(G)(B�H) �! X (B)�X (B\H) X (H) qui �atoute fontion propre assoie son poids pour B �H. Comme BH est densedans G, le noyau de � est l'ensemble des fontions onstantes non nulles.R�eiproquement, si (; �) appartient �a X (B)�X (B\H) X (H), la formule :f(b�1h) = (b)�(h) d�e�nit une fontion rationnelle sur G, veteur propre deB �H de poids (; �) et valant 1 en l'�el�ement neutre de G : on note [ : �℄ette fontion. Alors, � est surjetive et on obtient la suite exate ourtesuivante : 0 ! k� ! k(G)(B�H) �!X (B)�X (B\H) X (H) ! 0:Remarquons que l'appliation (; �) 7! [ : �℄ sinde la suite exate.3.2.1.2| On s'int�eresse maintenant �a l'intersetion de k(G)(B�H) et dek[G℄ que l'on note k[G℄(B�H). Pour ela, nous onsid�erons� : eG �! G;le revêtement universel de G. Posons eB = ��1(B) et eH = ��1(H). Remar-quons que via �, le groupe eG agit transitivement sur G=H. L'isotropie dupoint H=H dans eG est pr�eis�ement eH. Nous utiliserons les notations intro-duites dans le paragraphe pr�e�edent aussi bien pour eG= eH que pour G=H.On remarque que D( ~G= ~H) s'identi�e anoniquement �a D(G=H). On v�eri�eaussi que la omposition par � induit une inlusion :X (B)�X (B\H) X (H) ���!X ( eB)�X ( eB\ eH) X ( eH):



81Par la suite, nous onsid�ererons X (B)�X (B\H)X (H) omme un sous-groupede X ( eB)�X ( eB\ eH) X ( eH).Remarque : Si G est PSL(2) et H le tore maximal de G, �� n'est passurjetive.Rappelons que par normalit�e de G, une fontion rationnelle f sur Gest r�eguli�ere si et seulement si son diviseur, div(f) est e�etif. Nous nousint�eressons don aux diviseurs stables par B �H dans G.Soit D 2 D(G=H) un diviseur premier stable par B dans G=H.Consid�erons q : G �! G=H;l'appliation orbite. On note eD l'image r�eiproque du diviseur D par � Æq. Comme eG est semi-simple et simplement onnexe, il existe une uniquefontion r�eguli�ere fD sur eG telle que :div(fD) = eD et fD(1) = 1:Comme eD est stable par eB� eH et par uniit�e, la fontion fD est propre poureB � eH. Notons (D; �D) le poids de fD dans X ( eB)�X ( eB\ eH) X ( eH).Lemme 3.2.1 Ave les notations i-dessus, l'appliation :X ( eB)�X ( eB\ eH) X ( eH) �! LD2D(G=H) Z eD(; �) 7�! div([ : �℄)est un isomorphisme de groupes.Preuve : Comme eG est semi-simple, toute fontion rationnelle, f sur eGest d�etermin�ee �a une onstante multipliative pr�es par div(f). Si de plus, fest veteur propre de eB � eH, on a :div(f) 2 MD2D(G=H)Z eD:Cei montre que l'appliation du lemme est bien d�e�nie et injetive. Deplus, par d�e�nition, div([D : �D℄) = eD. Ainsi, le morphisme du lemmeest surjetif. �On peut alors arat�eriser les �el�ements de k[G℄(B�H).



82Lemme 3.2.2 Soit (; �) dans X (B)�X (B\H) X (H). Ave les notations in-troduites i-dessus, la fontion [ : �℄ est r�eguli�ere sur G si et seulementsi (; �) 2 MD2D(G=H)N(D ; �D):Comme annon�e, nous avons omis le ��.Preuve : Consid�erons : eG �! G [:�℄- k:La fontion [ : �℄ est r�eguli�ere si et seulement si div(� Æ [ : �℄) este�etif. Le lemme d�eoule alors du lemme 3.2.1. �3.2.1.3| Exemple Consid�erons �a nouveau l'espae homog�ene G=H duparagraphe 2.7.4. Reprenons en partiulier les notations de e paragraphe.Dans e paragraphe, nous allons aluler les arat�eres de la forme D et �Dassoi�es aux ouleurs de G=H. Nous en d�eduirons les restritions �a X (B)B\Hdes valuations �D. Nous alulerons �egalement le ône CV(G=H).�Equations des ouleurs de G=HSoit T le tore maximal de G onstitu�e des matries diagonales. Les res-tritions �a T des deux poids fondamentaux !� et !� de (G;B) sont :8diag(t; u; v) 2 T !�(diag(t; u; v)) = t!�(diag(t; u; v)) = v�1:Le groupeH agit sur la droite de V (resp. de V �) engendr�ee par e1+e2+e3(resp. par e�2 � e1�) par un arat�ere que l'on note �� (resp. ��). On v�eri�ealors ais�ement que X (H) = Z�� � Z��. Notons que H agit sur la droite deV (resp. de V �) engendr�e par e3 (resp. par e�1) par le arat�ere ����� (resp.���).Consid�erons B�1 := StabG([e3℄; [e�1℄). Alors, B�1 est un sous-groupe deBorel de G oppos�e �a B. De plus, B�1 ontient H et B�1 =H est isomorphe�a A 2 . Alors, D1� := Bs�B�1 =H est un diviseur premier de G=H stable parB. De plus, son �equation fD1� est un veteur propre pour B � B�1 de poids(!�;�!�). Comme la restrition de �!� �a H est ���, on en d�eduit que :(D1�; �D1�) = (!�;���).De même, D1� := Bs�B�1 =H est une ouleur de G=H. Comme la restri-tion de !� �a H est �� � ��, on a : (D1� ; �D1�) = (!�; �� � ��).



83Consid�erons B�2 := StabG([e1+ e2+ e3℄; [e�2� e�1℄). Alors, B�2 est un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a B. De plus, B�2 ontientH et B�2 =H est enoreisomorphe �a A 2 . Alors, D2� := Bs�B�2 =H est une ouleur de G=H telle que(D2�; �D2�) = (!�;���). De même,D2� := Bs�B�2 =H est une ouleur de G=Htelle que (D2� ; �D2�) = (!�; ��).Ainsi, les 4 �equations des ouleurs de G=H sont :(!�;���) (!�; �� � ��)(!�;���) (!�; ��):Remarquons que H est d'indie �ni dans son normalisateur. On va alorsd�erire expliitement le plongement anonique de G=H.Plongement anonique de G=HConsid�eronsX := f(a1; a2; d1; d2) 2 P2 � P2 � (P2)_ � (P2)_ : a1 2 d1 et a2 2 d1 \ d2get x = ([e1+e2+e3℄; [e3℄; [e�1℄; [e�2�e�1℄). Il est lair que (X; x) est un plongementprojetif de G=H. De plus, X ontient 4 orbites de G :{ G:x ' G=H = f(a2; a2; d1; d2) 2 X : a2 6= a1 et d1 6= d2g.{ O1 := f(a1; a1; d1; d2) 2 X : d1 6= d2g.{ O2 := f(a1; a2; d1; d1) 2 X : a1 6= a2g.{ Z := f(a1; a1; d1; d1) 2 X g.Sur la �gure 3.1, nous avons repr�esent�e un point z de Z et le drapeau deP2 �x�e par B.
Fig. 3.1 { Un point de Z et un drapeau de P2On voit alors sur la �gure 2.2 qu'auune ouleur de G=H ne ontient zdans son adh�erene. En partiulier, l'orbite Z du plongement X de G=H estsans ouleur. Comme X est projetive, on en d�eduit que X est le plongementanonique de G=H.



84Cône des valuations de G=HConsid�erons les deux sous-groupes �a un param�etre de T suivant :�1(t) := diag(t; t; t�2);�2(t) := diag(t2; t�1; t�1):Alors, pour i = 1 ou 2, la limite limt!0 �i(t):x appartient �a l'orbite ouvertede B dans Oi. Mais alors, pour i = 1 ou 2, la proposition 2.5.4 montre que lademi-droite engendr�ee par l'image dans Hom(X (B)B\H ;Q) de la valuationassoi�ee �a Oi o��nide ave elle engendr�ee par ��i. Ainsi, on obtient le ônedes valuations et les images des valuations assoi�ees aux ouleurs de la �gure3.2.

CV(G=H) �D2�
�D1��D2� �D1�

Fig. 3.2 { CV(G=H) et �D pour D 2 D(G=H)3.2.2 Veteurs propres de HSoit V un G-module. PosonsV H;� := fv 2 V : 8h 2 H h:v = �(h)vg;et �� := � 2 P+ : (V � )H;� 6= 0	 :La proposition suivante donne une desription de ��.



85Proposition 3.2.1 Ave les notations pr�e�edentes, �� est l'ensemble despoids  de �B ���1H (�)� tels que :(; �) 2 MD2D(G=H)N(D ; �D):De plus, pour tout  dans ��, la dimension de (V � )H;� vaut 1.Preuve : Soit  dans �� et � non nul dans (V � )H;�. Soit v dans V, veteurpropre de poids  pour B. Notons f la fontion r�eguli�ere sur G d�e�nie parg 7! �(gv). Comme f est propre de poids (; �) pour B � H, le poids appartient �a �B ���1H (�)�. De plus, omme f est r�eguli�ere sur G, le lemme3.2.2 donne : (; �) 2 MD2D(G=H)N(D ; �D):Par ailleurs, f est d�etermin�ee �a une onstante multipliative pr�es par leouple (; �). Il en est don de même pour � et la dimension de (V � )H;� vaut1. R�eiproquement, soit  dans �B(��1H (�)) tel que (; �) appartient �a lasomme LD2D(G=H) N(D ; �D): Alors [ : �℄ est r�eguli�ere sur G. Or, d'apr�esle th�eor�eme de Frobenius, le G�G-module k[G℄ est isomorphe �a :M�2P+ V� 
 V �� :On a alors : k[G℄(B�H) ' a�2P+ V (B)� 
 V �(H)� : (3.1)Ainsi, [ : �℄ est de la forme g 7! �(gv) pour � dans (V � )H;� et v dans V (B) .Alors,  appartient �a ��. �3.3 Poly�edres moments de G=HNous allons maintenant appliquer la proposition 3.2.1 �a l'�etude despoly�edres moments de G=H. Nous regarderons ensuite les liens entre espoly�edres moments et les polytopes moments de plongements projetifs deG=H.



863.3.1 Le groupe PiG(G=H)Nous allons rappeler un isomorphisme entre PiG(G=H) et le groupeX (H) des arat�eres de H. Pour plus de d�etails veuillez vous reporter �a[34℄.Soit � un arat�ere de H. On onsid�ere G� k muni de l'ation de G�Hd�e�nie par : (g; h):(g0; �) = (gg0h�1; �(h)�);pour tout g; g0 2 G; h 2 H et � 2 k. Le quotient de G � k par f1g �Hexiste ; on le note L�. La projetion de G� k sur G induit une appliation pde L� sur G=H. On peut alors montrer que p : L� �! G=H est un �br�e endroites. De plus, l'ation de G� f1g sur G � k induit une lin�earisation du�br�e en droites L�.On a alors le lemme suivant :Lemme 3.3.1 L'appliation :X (H) �! PiG(G=H)� 7�! L�est un isomorphisme de groupes.Remarquons qu'�etant donn�e L dans PiG(G=H), on retrouve � omme lepoids de l'ation de H sur la �bre au-dessus de H=H dans L.3.3.2 Le poly�edre P(G=H;L�)Commen�ons par �xer quelques notations. On note enore �B et �H lesappliations anoniques de X (B)Q�X (H)Q ou (X (B)�X (B\H)X (H))Q versX (B)Q et X (H)Q respetivement.�Etant donn�e � dans X (H), on rappelle que :P(G=H;L�) = �p 2 X (B)Q : 9n > 0; np 2 P+; Vnp ,! �(G=H;Ln�)	 :Le lemme suivant donne une desription de et ensemble qui red�emontre qu'ils'agit d'un poly�edre.Lemme 3.3.2 On a :P(G=H;L�) = �B0���1H (��) \ MD2D(G=H)Q+(D; �D)1A :



87Preuve : Soit f dans k[G℄. L'appliation G �! G� k, g 7! (g; f(g)) estnot�ee F . Consid�erons le diagramme suivant :G� k !L�GF" ! G=H#Comme le quotient de G � k par H est at�egorique, F induit par ediagramme une setion de L� si et seulement si h:f = �(h�1)f pour tout hdans H. Cei montre (voir [34℄) que le G-module �(G=H;L�) s'identi�e �a :ff 2 k[G℄ : 8h 2 H h:f = �(h�1)fg:Mais alors, le th�eor�eme de d�eomposition du G�G-module k[G℄ de Frobe-nius montre que : �(G=H;Ln�) = M2P+ V 
 (V � )H;�n�:Le lemme d�eoule alors de la proposition 3.2.1. �3.3.3 Un exemple : l'espae homog�ene SL(2)3=� SL(2)3.3.3.1| Consid�erons le groupe G = SL(2) � SL(2) � SL(2). On noteH = �SL(2) le sous-groupe de G form�e des triplets, (g; g; g) pour g 2 SL(2).Nous allons montrer que H est un sous-groupe sph�erique de G et nous allonsaluler le poly�edre P(G=H;L0).3.3.3.2| Le groupe G agit sur (P1)3 par :(g1; g2; g3):(x1; x2; x3) = (g1:x1; g2:x2; g3:x3):En �erivant P1 = k [ 1, onsid�erons le point x = (0; 1;1) dans (P1)3. Lestabilisateur de x dans G est un sous-groupe de Borel de G. Par la suite, onnotera B e sous-groupe de G. Ainsi, on identi�e ((P1)3; x) �a la vari�et�e desdrapeaux (G=B;B=B).Fixons T un tore maximal de G inlus dans B. On note alors, !1; !2 et!3 les poids fondamentaux assoi�es au ouple (B; T ). On a alors :X (B) = Z!1 � Z!2 � Z!3:



88De plus, l'ensemble P+ des poids dominants est :P+ = N!1 � N!2 � N!3 :Consid�erons �egalement (�1; �2; �3) les raines simples de (B; T ). Pour i = 1; 2ou 3, on notera P�i le sous-groupe parabolique minimal de G ontenant Bassoi�e �a la raine �i :P�1 = SL(2)�B �B; P�2 = B � SL(2)�B; P�3 = B �B � SL(2):3.3.3.3| Le sous-groupe H agit sur G=B = (P1)3 ave 5 orbites. Dansle diagramme suivant, nous avons hoisi un repr�esentant par orbite et tra�eles inidenes de es 5 orbites. (0; 1;1)
(1; 0; 0) (0; 1; 0) (0; 0; 1)

(0; 0; 0)Cei montre en partiulier que H est sph�erique. De plus, G=H a trois ouleursD1, D2 et D3 dans l'ordre du diagramme.3.3.3.4| Le sous-groupe H\B est le stabilisateur dans H de x ; il vaut :H \B = �(I2; I2; I2);o�u I2 est la matrie identit�e de SL(2). On en d�eduit que :X (B)B\H = fn1!1 + n2!2 + n3!3 : n1 + n2 + n3 est pairg:Il est alors faile de voir que :fD1 = [!2 + !3 : 0℄; fD2 = [!1 + !3 : 0℄ et fD3 = [!1 + !2 : 0℄:



89Æ
Æ �2;�3 Æ�1 �3 Æ�1;�2

Æ�2 �3�1Fig. 3.3 { Le graphe �(G=H).On en d�eduit que D1 est stable par P�1 et que �2 et �3 montent D1 surG=H. On en d�eduit ais�ement, ave la proposition 2.7.1 que le graphe �(G=H)est omme sur la �gure 3.3.Par ailleurs, les �equations des fDi montrent que le poly�edre momentP(G=H;L0) est un ône inlus dans P+ dont une setion aÆne est repr�esent�eesur la �gure 3.4.3.3.4 Sur les z�eros des setions de L�Par la suite, nous ferons de la Th�eorie G�eom�etrique des Invariants. Nousserons amen�es �a aluler des lieux de z�eros de setions de �br�es en droites.Montrons d'ores et d�ej�a leLemme 3.3.3 Soit � un arat�ere de H et p un point de P(G=H;L�). Ilexiste des nombres rationnels kD positifs ou nuls tels que :(p; �) = XD2D(G=H) kD(D; �D):Soit n un entier stritement positif et � une setion de L
n� de poids np pourB. Alors, on a : fx 2 G=H : �(x) = 0g = [kD>0D:



90

P(G=H;L0)
!3!2

!1

Fig. 3.4 { P+ et P(G=H;L0)Preuve : On a (np; n�) =PD2D(G=H) nkD(D; �D) et les nkD sont tousentiers. Ave les notations de la setion 3.2, onsid�erons la fontion f ration-nelle sur G d�e�nie par : f = YD2D(G=H)[D : �D℄nkD :Quitte �a remplaer f par un multiple, on a le diagramme ommutatif suivant :G� k !Ln�Gg 7!(g;f(g))" ! G=H�"En partiulier, fx 2 G=H : �(x) = 0g est l'image dans G=H de fg 2G : f(g) = 0g. Le lemme suit imm�ediatement. �3.3.5 Polytopes moments d'un plongement de G=H3.3.5.1| SoitX un plongement projetif deG=H et L un �br�e en droitesample et G-lin�earis�e sur X. Nous nous int�eressons �a nouveau au polytope



91P(X;L).Soit � le arat�ere de H tel que la restrition de L �a G=H soit �egale �aL�. Si P est un polytope inlus dans X (B)Q , on noteP� � := f(p; �) 2 X (B)Q � X (H)Q : p 2 Pg:Soit F une fae de P(X;L). Comme dans la proposition 2.6.4, on onsid�erel'ouvert XF. Posons :DF := fD 2 D(G=H) : D renontre XFg:Nous pouvons maintenant pr�eiser les r�esultats de la proposition 2.6.4.Proposition 3.3.1 Soit F une fae de P(X;L). On utilise les notations dela proposition 2.6.4 ainsi que elles introduites i-dessus. Alors, on a :(i) F� � = �P(O(F);L)� �� \ �D 62DFQ+(D; �D).(ii) Si de plus, F = P(O;L), alors :DF = D(X;O):Preuve : La proposition 2.6.4 montre que F est inluse dans P(O(F);L).De plus, le lemme 3.3.3 montre que F�� est inlus dans �D 62DFQ+(D; �D).Ainsi, F � � est inlus dans l'intersetion de l'�enon�e. Soit (p; �) un pointde ette intersetion. Soit n un entier stritement positif et � une setionde L
n de poids np pour B. Alors, le lemme 3.3.3 montre que pour toutD 2 D(G=H), si la restrition de � �a D est nulle alors D n'appartient pas�a DF. Comme de plus, � est non nulle sur O(F), on en d�eduit que XF estinlus dans X�. Mais alors, la proposition 2.6.4 permet de �nir la preuve dela premi�ere assertion.Supposons que F = P(O;L). D'apr�es la proposition 2.6.4, XF est �egal�a XO;B. Mais alors, DF = D(X;O) est une ons�equene imm�ediate de laproposition 2.4.1. �Remarque : Soit (X; x) un plongement projetif de G=H et L un �br�e endroites ample et G-lin�earis�e sur X. Les propositions 2.6.4 et 3.3.1 permettentde d�eterminer l'�eventail olori�e de X �a partir du polytope P(X;L).3.3.5.2| Les propositions 2.6.1 et 2.6.2 impliquent que si Z est une or-bite projetive de G dans X, le polytope P(Z;L) est un sommet de P(X;L).La proposition suivante exprime P(X;L) en fontion de P(G=H;L�) et deses sommets qui sont de la forme P(Z;L).



92Proposition 3.3.2 Soit X un plongement projetif de G=H et L un �br�een droites ample et G-lin�earis�e sur X. Alors, on a :P(X;L) = P(G=H;L�) \ \Z orbite ferm�ee de X �P(Z;L) + C(X;Z)_�Preuve : L'inlusion de P(X;L) dans la grande intersetion est uneons�equene imm�ediate des propositions 2.6.2 et 2.6.4.Soit p un point de l'intersetion de l'�enon�e. Quitte �a remplaer L par unepuissane, on suppose qu'il existe �Æ une setion de L de poids (�Æ) pour Bet f une fontion rationnelle sur G=H de poids p � (�Æ) pour B. Ave lesnotations de la proposition 2.6.3, omme p appartient �a P(G=H;L�), on a :8D 2 D(G=H) < �D; p� (�Æ) > +nD � 0:Soit � 2 V(X) et Z une orbite ferm�ee de G dans X� . Alors, omme p appar-tient �a P(Z;L) + C(X;Z)_, on a :< �; p� (�Æ) > +n� � 0:Mais alors, la proposition 2.6.3 permet de onlure. �



Chapitre 4Sur les plongements desgroupes
4.1 IntrodutionSoit G un groupe alg�ebrique r�edutif onnex. Le groupe G�G op�eretransitivement dans G par : (g1; g2):g = g1gg�12 . L'isotropie de l'�el�ementneutre de G est la diagonale�G := f(g; g) : g 2 Gg;dans G�G. Dans la suite de e travail l'espae homog�ene G�G=�G etses plongements jouent un rôle entral. Dans ette setion, nous regrouponsquelques r�esultats utiles les onernant.4.2 Couleurs et ValuationsSoit B et B� deux sous-groupes de Borel oppos�es de G. Notons T leurintersetion. Posons :G := G�G H := �G T := T � T B := B � B�:D'apr�es la d�eomposition de Bruhat, BB� est dense dans G. Alors, l'espaehomog�ene G�G=�G est sph�erique et B est oppos�e �a H.CommeB\H = f(t; t) : t 2 Tg, en identi�antX (B�B�) �a X (T )�X (T ),on obtient : X (B)B\H = f(;�) :  2 X (T )g:93



94En partiulier, le rang de l'espae homog�ene sph�erique G = G�G=�Gest le rang du groupe G au sens ordinaire. Dor�enavant, on identi�eX (B)B\H �a X (B) par (;�) 7! . Alors, Hom(X (B)B\H;Q ) s'identi�e�a Hom(X (B);Q).Soit � l'ensemble des raines simples assoi�ees au ouple (B; T ). On noteW := N(T )=T , le groupe de Weyl de T . Soit � 2 �. On note s� la r�eetionsimple du groupe W assoi�ee �a �. On note �_ la oraine assoi�ee �a � et !�_le poids fondamental de la oraine �_. Ainsi, (!�_)�2� est la base duale dela base (�)�2� de X (T )Q.Consid�erons l'adh�erene D� dans G de Bs�B�. Alors, la d�eompositionde Bruhat (voir [26℄ ; 31.1) montre que :D(G�G=�G) = fD� : � 2 �g:Nous supposons d�esormais que G est semi-simple. Alors, nous avons d�e�niD� = !� 2 X (B) ' X (B)B\H;o�u !� est le poids fondamental de (T;B) assoi�e �a �. On en d�eduit que�D� 2 Hom(X (B);Q) est la oraine �_ assoi�ee �a �. De plus, ave lesnotations de la proposition 2.5.2, on a :PG=H = B et LG=H = T:Par ailleurs, on peut trouver dans [12℄ ;4.1 une d�emonstration du fait quele ône CV(G=H) s'identi�e �a la hambre de Weyl n�egative :CV(G�G=�G) =M�2� Q�!�_:4.3 Les polytopes moments de plongementsde GLe groupe PiG(G=H) est trivial. Pour le �br�e trivial L0 sur G=H, lelemme 3.3.2 montre que :P(G=H;L0) = f(p;�p) : p 2 ��2�Q+!�g:Dor�enavant, on plonge P(G=H;L0) et plus g�en�eralement tout poly�edre mo-ment d'un plongement de G=H dans X (T )Q, par (p;�p) 7! p. Alors le



95poly�edre P(G=H;L0) s'identi�e au ône onvexe P+Q engendr�e par l'ensembledes poids dominants de (B; T ).Soit X un plongement projetif sans ouleur de G�G=�G et L un �br�een droites ample et G�G-lin�earis�e sur X. Consid�erons P(X;L) � X (T )Q,le polytope moment orrespondant. Si F est une fae de P(X;L), on noteC(F) � Hom(X (T );Q) le ône dual de P(X;L) vu de F (voir le paragraphe2.6.3). Alors, lorsque F d�erit l'ensemble des faes de P(X;L), les ônes C(F)forment un �eventail not�e F(P(X;L)). De plus, omme P(X;L) est born�e,les ônes de et �eventail reouvrent Hom(X (T );Q).Si I est une partie de � et O une orbite de G�G dans X, on noteC(I;O) le ône onvexe de Hom(X (T );Q) engendr�e par le ône C(X;O) etles veteurs �_ pour � 2 I. La proposition suivante d�erit alors les ônes deF(P(X;L)).Proposition 4.3.1 Soit X un plongement projetif et sans ouleur de G.Soit L un �br�e en droites ample et G�G-lin�earis�e sur X. Reprenons lesnotations introduites i-dessus.Alors, l'�eventail F(P(X;L)) est onstitu�e des ônes de la forme C(I;O)o�u O est une orbite de G�G dans X et I une partie de � telles que :C(X;O) �M�=2I Q!�_ :Preuve : Pour toute orbite O de G�G dans X, la proposition 2.6.4montre que C(X;O) appartient �a F(P(X;L)). Par ailleurs, la proposition3.3.2 donne :P(X;L) = P+Q \ \Z orbite ferm�ee de G�G dans X P(Z;L) + C(X;Z)_:On en d�eduit que haque arête de F(P(X;L)) est soit Q+�_ pour � 2 �, soitune arête de F(X) ('est-�a-dire une demi-droite inluse dans ��2�Q�!�_).Montrons alors que tout ône C de F(P(X;L)) est omme dans l'�enon�ede la proposition. D'apr�es e qui pr�e�ede, il existe une partie I de � et uneorbite O de G�G dans X telles que C = C(I;O).Si I est vide il n'y a rien �a d�emontrer. Si I est non vide, ommeX est sansouleur, la proposition 2.6.4 montre que l'int�erieur relatif de C ne renontrepas CV(G�G=�G) = ��2�Q�!�_. Comme �_ est orthogonal �a !�_ pourtoute raine simple � 6= �, on en d�eduit que :C(X;O) �M�=2I Q�!�_:



96 R�eiproquement, soit I et O omme dans l'�enon�e de la proposition.Alors, on a : C(I;O) \ ��2�Q+�_ = ��2IQ+�_;et C(I;O) \ CV(G�G=�G) = C(X;O):On en d�eduit ais�ement que C(I;O) est un ône de F(P(X;L)). �4.4 Sur les orbites de G�G dans les plonge-ments sans ouleur de G4.4.1| On note X�(T ) le groupe onstitu�e des sous-groupes �a un pa-ram�etre de T . Si � 2 X�(T ), on pose :P (�) := fg 2 G : limt!0 �(t)g�(t�1) existeg:D'apr�es [39℄, P (�) est un sous-groupe parabolique de G dont le radial uni-potent est : P u(�) := fg 2 G : limt!0 �(t)g�(t�1) = 1g:De plus, P (��) est oppos�e �a P (�) et leur sous-groupe de Levi ommun estle entralisateur L(�) de l'image de �. En�n, on note C(�) le entre onnexede L(�).D'apr�es [39℄, P (�) ontient B si et seulement si � est dominant.4.4.2| Soit X un plongement sans ouleur de G�G=�G et O uneorbite de G�G dans X. Soit U (resp. U�) le radial unipotent de B (resp.B�). Alors, le th�eor�eme 3 montre qu'il existe une sous-vari�et�e S stable parT telle que l'appliation anonique :U � U� � S �! XO;Bsoit un isomorphisme. De plus, S est un plongement aÆne de T � T=T dontl'orbite ferm�ee est S \ O. Alors, il existe un sous-groupe �a un param�etre �de T tel que z := limt!0 �(t) existe et appartient �a S \ O.Le th�eor�eme A1 de [13℄ implique la proposition suivante sous des hy-poth�eses sensiblement plus fortes. Cependant, la d�emonstration de [13℄ s'ap-plique sans hangement et montre la



97Proposition 4.4.1 Ave les notations i-dessus, on a :L'isotropie de z dans G�G est le produit semi-diret de P u(�)�P u(��)par �L(�)� (C(�)�f1g)z. En partiulier, P (�) ne d�epend que de O ; on lenote P (O).D'apr�es [13℄, puisque � est dominant, P (�) ontient B. Alors, P (�) estengendr�e par les sous-groupes paraboliques minimaux du type P� pour � 2 �qu'il ontient. Une autre desription de P (�) est don :8� 2 � P� � P (�) () < �; � >= 0:Ave les notations de la proposition 4.4.1, le lemme suivant donne alors unearat�erisation de P (O) dans la as o�u X est projetif.Lemme 4.4.1 Soit X un plongement projetif et sans ouleur de G�G=�Get O une orbite de G�G dans X. Soit L un �br�e en droites ample et G�G-lin�earis�e sur X. Soit � une raine simple de (B; T ). Alors, se valent :(i) fp 2 X (T )Q : �_(p) = 0g \P(O;L) 6= ;.(ii) P� � P (O).Preuve : D'apr�es la proposition 4.3.1, la premi�ere assertion du lemme est�equivalente �a : C(X;O) est inlus dans �� 6=�Q!�_ .Soit � omme dans la proposition 4.4.1. D'apr�es la proposition 2.5.4, �appartient �a l'int�erieur relatif de C(X;O). Mais alors, l' assertion (i) est�equivalente �a < �; � >= 0. Le lemme suit. �4.5 Sur le groupe de Piard d'un plongementsimple de GSoit X un plongement simple de G�G=�G dont l'orbite ferm�ee Z estprojetive. Dans e paragraphe, nous rappelons quelques r�esultats onernantle groupe de Piard de X. On peut trouver des d�emonstrations ompl�etesdans [12℄ ou [9℄.Consid�erons � : eG �! G;le revêtement universel de G. Notons, eB� le sous-groupe de Borel de eG �egal�a ��1(B�). L'�equation de ��(Bs�B�) dans k[ eG℄ est un veteur propre poureB � eB� de poids (!�;�!�).



98 Il est montr�e dans [12℄ que :Pi(X) =M�2�Z[Bs�B�℄:De plus, il est montr�e dans [34℄ que Pi eG� eG(X) est anoniquement isomorphe�a Pi(X). Consid�erons le morphisme, �Z de restrition de Pi eG� eG(X) versPi eG� eG(Z).L'orbite Z est isomorphe �a eG= eB � eG= eB� (ei est par exemple un o-rollaire de la proposition 4.4.1). Mais alors, le lemme 3.3.1 montre quePi eG� eG(Z) est isomorphe �a X ( eB) � X ( eB�). Ainsi, on peut d�e�nir �Z parle diagramme ommutatif suivant :Pi eG� eG(X) �Z! Pi eG� eG(Z)
Pi(X)# �Z!X ( eB)� X ( eB�);(�;�)7!L(�;�)"

dans lequel les �ehes vertiales sont des isomorphismes. On montre alorsque : �Z([Bs�B�℄) = (!�;�!�):Cei implique en partiulier que �Z induit un isomorphisme de groupes :Pi(X) �! X ( eB) ' f(�;��) : � 2 X ( eB)g:Si � est un arat�ere de eB, on notera L� l'unique �br�e en droites sur Xtel que �Z(L�) = (�;��). On dira qu'un poids dominant � est r�egulier s'iln'est orthogonal �a auune oraine ('est-�a-dire que lorsqu'on l'�erit ommeombinaison lin�eaire des poids fondamentaux, auun oeÆient ne s'annule).Alors, le orollaire 5.1 de [12℄ appliqu�e �a l'espae homog�ene G�G=�G estlaProposition 4.5.1 Soit X un plongement simple de G�G=�G dont l'or-bite ferm�ee Z est projetive. Ave les notations i-dessus, on a :(i) Le morphisme X ( eB) �! Pi(X); � 7�! L� est un isomorphisme.(ii) Si � 2 X ( eB), L� est engendr�e par ses setions (resp. ample) si etseulement si � est dominant (resp. dominant r�egulier).



Chapitre 5Quotients de G-vari�et�es par unsous-groupe sph�erique
5.1 Le as aÆne5.1.1 Constrution g�en�eraleSoit X une vari�et�e aÆne munie d'une ation d'un groupe alg�ebriquelin�eaireH. Si H est r�edutif, la Th�eorie G�eom�etrique des Invariants onstruitun quotient at�egorique de X par H. Si l'alg�ebre, k[X℄H des fontionsr�eguli�eres invariantes sur X est de type �ni, la onstrution a enore unsens. Dans ette setion, on fait l'hypoth�ese que k[X℄H est de type �ni et on�etudie quelques propri�et�es de e < quotient at�egorique >. Commen�ons pard�e�nir : X==H := Spe �k[X℄H� :L'inlusion de k[X℄H dans k[X℄ induit un morphisme H-invariant :� : X �! X==H:Le ouple (X==H; �) sera appel�e le quotient de X par H.Proposition 5.1.1 L'appliation � ainsi d�e�nie v�eri�e :(i) Si Y est une vari�et�e aÆne et � : X �! Y est un morphisme H-invariant, alors il existe un unique morphisme e� : X==H �! Y tel que99



100 le diagramme suivant soit ommutatif :X �! YX==H�# e� !(ii) Si X est normale, X==H l'est aussi.(iii) Si X est normale, � est surjetive en odimension 1.(iv) Si U est un ouvert de X==H, alors k[��1(U)℄H = k[U ℄.Preuve : Assertion (i) : Comme � est invariante par l'ation de H,l'image de k[Y ℄ dans k[X℄ par la omposition, �� par � est inluse dansk[X℄H . L'assertion (i) suit alors failement.Assertion (ii) : Il s'agit de montrer que l'anneau k[X℄H est int�egralementferm�e dans son orps des frations. Soit f un �el�ement du orps des frationsde k[X℄H qui est entier sur k[X℄H . Comme X est normale et f est entier surk[X℄, la fontion f est r�eguli�ere sur X. Mais f appartient �a k(X)H , don fappartient �a k[X℄H .Assertion (iv) : Nous reproduisons ii la preuve du th�eor�eme 4.8 de [41℄qui est �enon�e ave H r�edutif. Il est suÆsant de prouver l'assertion lorsqueU = fx 2 X==H : f(x) 6= 0g (ave f 2 k[X℄H) puisque es ouvertsforment une base de la topologie de X==H. Si A est un anneau et a un�el�ement de A, on note Aa le loalis�e de A en a. Alors, on a : k[U ℄ = k[X==H℄fet k[��1(U)℄ = k[X℄f . Alors, l'assertion (iv) d�eoule de l'�egalit�e �evidente :(k[X℄H)f = (k[X℄f)H .Assertion (iii) : Supposons par l'absurde qu'il existeD une sous-vari�et�e deodimension 1 dans X==H inluse dans l'adh�erene de X==H��(X). CommeX est normale, on peut trouver un ouvert aÆne U de X==H qui renontre Det f une fontion r�eguli�ere sur U telle que :U \D = fx 2 U : f(x) = 0g:Notons �� l'inlusion de k[X℄H dans k[X℄. Consid�eronseD = ��1(D \ U) = fx 2 ��1(U) : ��(f)(x) = 0g:



101Si A est un anneau et a un �el�ement de A, on note a:A l'id�eal de A engendr�epar a. Comme �� (k[U ℄) = k[��1(U)℄ \ k(X)H et f appartient �a k(X)H , ona : ���(f):k[��1(U)℄� \ k(X)H = ��(f:k[U ℄):Cei montre que k[U ℄=f:k[U ℄ s'injete dans k[��1(U)℄=f:k[��1(U)℄ ou enoreque �( eD) est dense dans D. Contradition. �Remarque : Si H est r�edutif, l'hypoth�ese < Y aÆne > dans la premi�ereassertion de la proposition 5.1.1 est inutile. Cependant, on ne peut la sup-primer en g�en�eral. En e�et, si X = G est un groupe r�edutif, H = B est unsous-groupe de Borel de G alors la vari�et�e quotient G==B est un point et lemorphisme anonique G �! G=B ne se fatorise pas.Si Y est une vari�et�e, on notera dim(Y ) la dimension de Y . Nous utiliserons�egalement leLemme 5.1.1 Soit � : X �! X==H le quotient de X par H. Soit d ladimension g�en�erique des orbites de H dans X. Alors, si X est normale, lesassertions suivantes sont �equivalentes :(i) dim(X==H) + d = dim(X).(ii) Au-dessus d'un ouvert non vide de X==H, haque �bre de � ontientune unique orbite ouverte et dense de H.Preuve : (ii)) (i). Supposons qu'il existe un ouvert U de X==H ommedans l'�enon�e. Alors, on a : dim(U) + d =dim(��1(U)) ; e qui impliquel'assertion (i).(i)) (ii). Consid�erons le orps des frations, Fra(k[X℄H) de l'anneauk[X℄H . On se propose de montrer que Fra(k[X℄H) est �egal au orps k(X)Hdes fontions rationnelles sur X invariantes par H.Le degr�e de transendane de Fra(k[X℄H) est la dimension de X==H.Or, le th�eor�eme de Rosenliht (voir par exemple [41℄, th�eor�eme 2.3) montreque le degr�e de transendane du orps k(X)H est dim(X)� d. Mais alors,l'assertion (i) montre que l'extension de Fra(k[X℄H) par k(X)H est �nie.Soit f un �el�ement de k(X)H . Il existe alors a0; � � � ; ak dans k[X℄H telsque : a0fk + a1fk�1 + � � �+ ak = 0:



102En multipliant par ak�10 , on s'aper�oit que a0f est entier sur k[X℄. Maisalors, omme X est normale, a0f est r�eguli�ere sur X. Ainsi, f qui est �egal �aa0fa0 appartient �a Fra(k[X℄H). On a montr�e que Fra(k[X℄H) = k(X)H . Leth�eor�eme de Rosenliht montre alors l'assertion (ii). �5.1.2 Le as d'un sous-groupe sph�eriqueSoit G un groupe r�edutif et H un sous-groupe sph�erique de G. On sedonne une vari�et�e aÆne, X munie d'une ation alg�ebrique de G. L'objet deette sous-setion est de d�e�nir et d'�etudier un quotient at�egorique de Xpar H.Le th�eor�eme 9.3 de [24℄ �etablit laProposition 5.1.2 Soit G un groupe r�edutif et H un sous-groupe sph�eriquede G. Soit A une alg�ebre de type �ni munie d'une ation de G. Alors, l'alg�ebreAH des invariants est de type �ni.La proposition 5.1.2 montre en partiulier que l'alg�ebre k[X℄H des fon-tions r�eguli�eres sur X invariantes sous l'ation de H est de type �ni.On peut alors d�e�nir : � : X �! X==H:En plus de la proposition 5.1.1, l'appliation � i-dessus v�eri�e laProposition 5.1.3 Soit Z une sous-vari�et�e ferm�ee de X stable par G. Lediagramme ommutatif suivant :Z �! �(Z) �!X==H
Z==H# !

induit un isomorphisme de Z==H sur l'adh�erene �(Z) de �(Z) dans X==H.Preuve : Consid�erons � : k[X℄ �! k[Z℄, le morphisme de restrition.Comme G est r�edutif et � est surjetif, il existe un sous G-module, M dek[X℄ tel que � induit un isomorphisme de G-modules entre M et k[Z℄. On



103en d�eduit imm�ediatement que � induit une surjetion de k[X℄H sur k[Z℄H .La proposition en d�eoule. �Remarque : Regardons l'exemple suivant : X = G muni de l'ation dugroupe G par multipliation �a droite et H est un sous-groupe unipotentmaximal de G. Alors, �(X) = G=H n'est pas aÆne. Ainsi, dans e as, �n'est pas surjetive.5.2 Le as projetif5.2.1 Constrution g�en�eraleSoit X une vari�et�e projetive munie de l'ation d'un groupe alg�ebriquelin�eaire H. Soit L un �br�e H-lin�earis�e sur X tel que l'alg�ebreMn�0 �(X;L
n)Hest de type �ni. On peut alors poser :Y (L) = Proj Mn�0 �(X;L
n)H! :Remarquons que Y (L) = Y (L
m) pour tout entier m > 0. SoitXss(L) = fx 2 X : 9n > 0; � 2 �(X;L
n)H �(x) 6= 0g:L'inlusion deLn�0 �(X;L
n)H dansLn�0 �(X;L
n) induit un morphismedominant H-invariant : � : Xss(L) �! Y (L):On appelle le ouple (Y (L); �) le quotient de X par H assoi�e �a L.Proposition 5.2.1 L'appliation � ainsi d�e�nie v�eri�e :(i) L'appliation � est aÆne. De plus, pour tout ouvert aÆne U de Y (L),on a : k[��1(U)℄H = k[U ℄.



104(ii) Si Y est une vari�et�e et � : Xss(L) �! Y est un morphisme aÆneH-invariant, alors il existe un unique morphisme e� : Y (L) �! Y telque le diagramme suivant soit ommutatif :Xss(L) �! Y
Y (L)�# e� !En partiulier, Y (L) ne d�epend que de Xss(L) et on pose :Xss(L)==H := Y (L):(iii) Si X est normale, Xss(L)==H l'est aussi.(iv) Si X est normale, � est surjetive en odimension 1.Preuve : L'appliation � est aÆne ar elle provient d'une inlusiond'alg�ebres gradu�ees. Si � appartient �a �(X;L
n)H (pour un entier positif n),l'assertion (i) est �evidemment v�eri��ee pour U = fx 2 Xss(L)==H : �(x) 6= 0g.Comme les ouverts de e type reouvrent Xss(L)==H, le as aÆne (voir laproposition 5.1.1) permet alors de montrer l'assertion (i).Les autres assertions de la proposition se d�eduisent ais�ement de lapremi�ere et de la proposition 5.1.1. �5.2.2 La notion de points stablesAve les notations i-dessus, on pose :Xs(L) := fx 2 Xss(L) : ��1(�(x)) = H:xg:Un point de Xs(L) sera dit stable pour L. Un point de Xss(L) qui n'est passtable sera dit stritement semi-stable. On a alors laProposition 5.2.2 On suppose qu'il existe un point de X dont l'isotropiedans H est �nie. Soit x dans Xs(L).Alors, H:x est ferm�e dans Xss(L) et le stabilisateur de x dans H est �ni.



105Preuve : Il est lair que H:x = ��1(�(x)) est ferm�e dans Xss(L). Deplus, l'hypoth�ese implique que les �bres de � sont de dimension sup�erieureou �egale �a elle de H. Mais alors, omme ��1(�(x)) = H:x, g�en�eriquement les�bres de � ont la même dimension que H. Cei implique que le stabilisateurdans H de x est �ni. �Remarque : Dans le as o�u H est r�edutif, il est bien onnu (voir [39℄ou [35℄) que la proposition 5.2.2 admet une r�eiproque. Plus pr�eis�ement,supposons que H est r�edutif et que son isotropie dans X est g�en�eriquement�nie. Alors, si H:x est ferm�e dans Xss(L) et si le stabilisateur de x dans Hest �ni, le point x est stable pour L. Cette r�eiproque est fausse en g�en�eral.Pour s'en onvainre regardons l'exemple suivant.Exemple Consid�erons le groupe additif H = k et l'espae vetorielV = fax2 + bxy + y2 : a; b;  2 kgdes polynômes en x et y homog�enes de degr�e 2. Alors, H agit lin�eairementsur V par la formule :t:(ax2 + bxy + y2) = ax2 + bx(y + tx) + (y + tx)2:On v�eri�e alors que : k[V ℄H = k[; b2 � 4a℄:Alors, le quotient de V par H est :� : V �! k2ax2 + bxy + y2 7�! (; b2 � 4a):Ainsi, on a : ��1(0; 1) = H:(x2 + xy) [H:(x2 � xy):Alors, H:(x2 + xy) est ferm�ee de dimension 1 dans V et ��1(�(x2 + xy)) estla r�eunion de deux orbites de H.5.2.3 Le groupe des �br�es en droites H-lin�earis�es surXSoit G un groupe r�edutif et H un sous-groupe sph�erique de G. On sedonne maintenant une vari�et�e projetive X munie d'une ation alg�ebrique deG.



106On note PiH(X) (resp. PiG(X)) le groupe des �br�es en droites H-lin�earis�es (resp. G-lin�earis�es) sur X. On note rH : PiG(X) �! PiH(X)le morphisme de restrition de l'ation de G �a H. On note r le morphismede PiH(X) vers Pi(X) qui oublie l'ation de H. Soit X (H) le groupe desarat�eres de H. On onsid�ere le morphisme i : X (H) �! PiH(X) quiassoie �a un arat�ere � de H le �br�e trivial sur X lin�earis�e par la formule :h:(x; �) = (h:x; �(h)�) 8h 2 H; x 2 X et � 2 k:Proposition 5.2.3 Ave les notations i-dessus, on a :(i) La suite : 0 !X (H) i! PiH(X) r! Pi(X)est exate.(ii) De plus, la suite :0 !X (H)Q i! PiH(X)Q r! Pi(X)Q ! 0est exate.(iii) Le morphisme� : PiG(X)� X (H) �! PiH(X)(L; �) 7�! rH(L)
 i(�)induit apr�es produit tensoriel ave Q une surjetion.Preuve : L'assertion (i) est un orollaire imm�ediat de [34℄. La deuxi�emeassertion d�eoule �egalement de [34℄.Soit L0 dans PiH(X). D'apr�es l'assertion (ii) appliqu�ee au groupe G,il existe un entier m stritement positif tel que r(L0)
m admet une G-lin�earisation. Soit L dans PiG(X) tel que :r(L
m0 ) = r Æ rH(L):La premi�ere assertion montre alors qu'il existe un arat�ere � de H tel que :L
m0 = rH(L)
 i(�):La derni�ere assertion est d�emontr�ee. �



1075.2.4 Quotients par un sous-groupe sph�erique5.2.4.1| Soit L un �br�e en droites ample et H-lin�earis�e sur X. On veutd�e�nir un quotient de X par H assoi�e au �br�e en droites L.Pour ela nous introduisons quelques notations. Si � est un arat�ere deH et V est un G-module, on rappelle que :V H;� = fv 2 V : 8h 2 H h:v = �(h)vg;et on pose V H := fv 2 V : 8h 2 H h:v = vg:On a alors le :Lemme 5.2.1 L'alg�ebre Ln�0 �(X;L
n)H est de type �ni.Preuve : D'apr�es la proposition 5.2.3, il existe un entier stritementpositif m, un �el�ement L0 de PiG(X) et un arat�ere � de H tels que :L
m = rH(L0)
 i(�):Mais alors, Mn�0 �(X;L
mn)H =Mn�0 � �X; rH(L
n0 )
 i(n�)�H'Mn�0 �(X;L
n0 )H;�n�:Rappelons que l'alg�ebre �n�0�(X;L
n0 ) est une G-alg�ebre gradu�ee. End'autres termes, l'ation de k� induite par la graduation ommute �a elle deG. On peut don munir �n�0�(X;L
n0 ) d'une ation de G� k�. Consid�eronsH� le sous-groupe de G� k� d�e�ni par :H� = f(h; �(h)) : h 2 Hg:On a alors, pour tout entier n :�(X;L
n0 )H;�n� = �(X;L
n0 )H�:Ainsi, Mn�0 �(X;L
mn)H '  Mn�0 �(X;L
n0 )!H� :



108De plus, si B est un sous-groupe de Borel deG oppos�e �aH, il est imm�ediatque B�k� est un sous-groupe de Borel de G� k� oppos�e �aH�. En partiulier,le sous-groupe H� de G� k� est sph�erique. L'alg�ebreLn�0 �(X;L
n0 ) �etantde type �ni, la proposition 5.1.2 montre queLn�0 �(X;L
mn)H est de type�ni.Par ailleurs, l'anneau Ln�0 �(X;L
n)H est une extension enti�ere deLn�0 �(X;L
mn)H . On peut alors onlure ave le th�eor�eme 2 du hapitreV (x3.2) de [6℄ (voir aussi [21℄). �5.2.4.2| Grâe au lemme 5.2.1, omme dans la setion 5.2.1, on peutd�e�nir : � : Xss(L) �! Xss(L)==H:L'appliation � ainsi d�e�nie v�eri�e laProposition 5.2.4 Soit Z une sous-vari�et�e ferm�ee stable par G dans X. Onnote LjZ le �br�e en droites H-lin�earis�e obtenu par restrition de L. Alors,Zss(LjZ) = Z \Xss(L). De plus, le diagramme ommutatif suivant :Zss(LjZ) = Z \Xss(L) �! �(Z) �!Xss(L)==H
Zss(LjZ)==H# !

induit un isomorphisme de la vari�et�e Zss(LjZ)==H sur l'adh�erene �(Z) dansXss(L)==H de l'image par � de Z \Xss(L) .Preuve : La d�emonstration est identique �a elle de la proposition 5.1.3.� 5.2.4.3| Dans e paragraphe, nous allons onstruire un �br�e ample surXss(L)==H assoi�e �a une puissane de L.La proposition 3 du hapitre III (x1) de [5℄ est le r�esultat d'alg�ebre om-mutative suivant :Lemme 5.2.2 Soit A = �n�0An une alg�ebre gradu�ee de type �ni. Alors, ilexiste un entier p > 0 tel que l'alg�ebreMn�0 Anp



109soit engendr�ee par ses �el�ements de degr�e un (i.e. par Ap).Nous appliquons e lemme pour dire qu'il existe un entier m > 0 tel queLn�0 �(X;L
mn)H est engendr�ee par ses �el�ements de degr�e un. En identi-�ant anoniquement P �(�(X;L
m)H)�� �a l'espae projetif des hyperplansde �(X;L
m)H , onsid�erons alors :� : Xss(L)==H �! P �(�(X;L
m)H)��y 7�! �� 2 �(X;L
m)H : �(y) = 0	 :On v�eri�e ais�ement que � est une immersion ferm�ee. Posons :L
m==H := �� (O(1)) :Alors, L
m==H est un �br�e en droites tr�es ample sur Xss(L)==H. De plus, ona un isomorphisme anonique :Mn�0 �(Xss(L)==H; (L
m==H)
n) 'Mn�0 �(X;L
mn)H ;et ��(L
m==H) = L
mjXss(L):
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Chapitre 6Quels plongements projetifs deG=H peut-on obtenir ommequotients de plongementsprojetifs de G ?
6.1 Une solution �a e probl�emeSoit G un groupe alg�ebrique semi-simple onnexe. Comme dans la setion4, regardons G omme un espae homog�ene sph�erique sous l'ation de G�G.Soit H un sous-groupe sph�erique de G. On se donne �egalement un plon-gement projetif Y de G=H. Le th�eor�eme suivant r�epond �a la question :Y peut-il être obtenu omme quotient (au sens de la setion 5.2.4.2) d'unplongement projetif de G�G=�G ?Commen�ons par poser quelques notations. Si E est un diviseur premierd'une vari�et�e normale X, on note �E la valuation normalis�ee de k(X) dontle entre est E. On dira qu'une ation de G est quasi-�d�ele si son noyau est�ni.Th�eor�eme 4 On suppose que l'ation de G sur G=H est quasi-�d�ele. Soit(Y; y) un plongement projetif de G=H. Alors, les deux onditions suivantessont �equivalentes :(i) Il existe un plongement projetif X de G et un �br�e en droites ampleet G�H-lin�earis�e L sur X tels queY = Xss(L)==H:111



112(ii) Pour tout diviseur premier D stable par G de Y , la valuation �D dek(G=H) s'�etend en une valuation G�G-invariante de k(G).Preuve : (i)) (ii) : Consid�erons � : Xss(L) �! Y le morphisme quo-tient. Soit D un diviseur premier stable par G de Y . Comme � est surjetiveen odimension 1, ��1(D) est une r�eunion de diviseurs premiers de Xss(L).De plus, omme � est �equivariante pour l'ation de G, �(G) = G=H etla vari�et�e ��1(D) est inluse dans le ompl�ementaire de G dans Xss(L). Parons�equent, ��1(D) est l'intersetion de Xss(L) et d'une r�eunion de diviseurspremiers de X stables par G�G. Choisissons E une omposante irr�edutiblede ��1(D) qui domine D.Si K est un orps, on note V(K) l'ensemble des valuations normalis�eesdu orps K. Consid�erons �� : V(k(X)) �! V(k(Y )) l'appliation assoi�eeau morphisme �� : k(Y ) �! k(X) de omposition ave �. On a alors :�D = ��(�E). Comme � est �equivariante pour l'ation deG, �jG est le quotientde G par H et �� est la restrition de k(G) �a k(G=H). Mais alors, �E est unevaluation G�G-invariante de k(G) qui prolonge �D.(ii) ) (i) : Choisissons un �br�e en droites M ample et G-lin�earis�e surY . Quitte �a remplaerM par une puissane assez grande, on peut supposerque Y se plonge dans P(V ) o�u V = �(Y;M)�. D'apr�es l'exerie 5.1.4. de[25℄, on peut de plus supposer que le ône aÆne, eY au-dessus de Y dans Vest normal.Soit ey dans V non nul au-dessus de y. Le groupe k� agit sur V parmultipliation salaire. Cette ation ommute �a elle de G, e qui munit Vd'une ation de G� k�. De plus, H agit sur la droite k:ey via un arat�ere �.Le stabilisateur de ey dans G� k� est alors H�� = f(h; �(h�1)) : h 2 Hg.On note � l'appliation de G vers PGl(V ) et on pose G1 = �(G). Ononsid�ere X1 l'adh�erene de G1 dans P(End(V )). On note eX1 le ône aÆneau-dessus de X1 dans End(V ). Consid�eronse : eX1 �! eYm 7�! m:eyMontrons alors leFait 1 : La odimension de eY � e ( eX1) est sup�erieure ou �egale �a 2.Pour ela, supposons par l'absurde qu'il existe eD un diviseur premierdans ette adh�erene. Comme e est �equivariante pour l'ation de G� k�, eDest stable par G� k�. Ainsi, eD est le ône aÆne au-dessus d'un diviseur Dpremier stable par G dans Y .



113Soit eX1ss la pr�eimage de eY �f0g par e et Xss l'image de eX1ss dans X1. Lemorphisme e induit une appliation  : X1ss �! Y . On a alors le diagrammeommutatif suivant : G �! G1 � !X1ss
G=H# �!! Y #Par hypoth�ese, �D est la restrition �a k(G)H d'une valuation � invariantepar G�G de k(G). Comme X1 est ompl�ete, ��(�) a un entre Z dans X1.Mais alors,  �(�) = �D et don  (Z) est dense dans D. Ce qui onstitue uneontradition.Soit L1 la restrition �a X1 du �br�e en droites O(1) sur P(End(V )). Vial'appliation �, k(X1) se plonge dans k(G). Consid�erons X la normalisationde X1 dans k(G) et � : X �! X1 le morphisme orrespondant. Consid�eronssur X le �br�e en droites L = ��(L1). Comme l'ation de G dans G=H (etdon dans P(V )) est quasi-�d�ele, les appliations � et � sont �nies. Maisalors, L est ample. Don, quitte �a remplaerM (et don L1 et L) par unepuissane, on peut supposer que X se plonge dans P(�(X;L)�). Soit eX leône aÆne au-dessus de X dans �(X;L)�. Il existe alors e� : eX �! eX1 quiest k�-�equivariante et telle que le diagramme suivant soit ommutatif :eX e� ! eX1

X? � !X1?De plus, L1 est G�G-lin�earis�e, il en est don de même pour L. Ainsi, ilexiste sur eX une ation anonique de G�G telle que le diagramme pr�e�edentsoit �equivariant. Mais alors, e� Æ e passe au quotient par H��, e qui donne



114le diagramme ommutatif suivant :eX e�! eX1 e ! eY
eX==H�� � !� !L'appliation � ainsi d�e�nie est �equivariante pour l'ation de G� k� et donle stabilisateur de �(1) dans G � k� est inlus dans elui de ey 'est-�a-diredans H��. Comme � est le quotient par H��, on en d�eduit que � induit unisomorphisme de l'orbite par G� k� de �(1) vers elle de ey. En partiulier,� est birationnelle.De plus, d'apr�es le Fait 1 et la surjetivit�e de �, l'appliation � est sur-jetive en odimension 1. Comme eY est normale, le lemme de Rihardson(voir [41℄) implique alors que � est un isomorphisme. La vari�et�e Y est alorsle quotient Xss(L 
 �)==H. �Remarque : 1) Pour situer un peu la ondition (ii) du th�eor�eme 4, notonsqu'une valuation G-invariante � de k(G)H s'�etend toujours en une valuationG-invariante (pour l'ation induite par la multipliation �a gauhe) du orpsk(G) (voir [33℄ ou [12℄). En revanhe, omme le montre l'exemple de l'annexeA, il n'existe par toujours de valuation G�G-invariante sur k(G) qui �etende�. Ainsi, la ondition (ii) du th�eor�eme n'est pas toujours satisfaite.2) La onstrution utilis�ee dans la d�emonstration du th�eor�eme 4 est es-sentiellement due �a L. Renner (voir [42℄). Ainsi, le th�eor�eme prinipal de[42℄ est < �equivalent > au th�eor�eme 4 i-dessus. Cependant, dans l'artile deL. Renner la ondition (ii) est omise, et H est suppos�e semi-simple.6.2 Remarques sur la d�emonstration duth�eor�eme 46.2.1| La preuve du th�eor�eme 4 ((ii) ) (i)) est onstrutive et donneen fait un r�esultat plus pr�eis que le th�eor�eme. En e�et, on a leCorollaire 6.2.1 Reprenons les notations du th�eor�eme 4. Supposons quepour tout diviseur premier D stable par G de Y , la valuation �D de k(G=H)



115s'�etend en une valuation G�G-invariante de k(G). Fixons �egalement un�br�e en droitesM ample et G-lin�earis�e sur Y . Alors, il existe un plongementprojetif X de G et un �br�e en droites G�H-lin�earis�e L sur X tels que :(i) La vari�et�e quotient Xss(L)==H est isomorphe �a Y .(ii) Le morphisme quotient � : Xss(L) �! Y est surjetif.(iii) Il existe un entier stritement positif, n tel que ��(M
n) = LjXss(L).(iv) L'ouvert Xss(L) renontre toutes les orbites de f1g �G dans X.Preuve : Nous reprenons toutes les notations de la �n de la preuve< (ii) ) (i) > du th�eor�eme 4. On a d�ej�a montr�e que Xss(L)==H = Y . Deplus, omme � est surjetive, � l'est aussi. Par ailleurs, on a eX==H = eY .Mais alors, ��(M) = LjXss(L) (rappelons qu'au ours de la d�emonstration duth�eor�eme 4, on a rempla�e plusieurs foisM par une puissane).Il reste �a montrer que Xss(L) renontre toutes les orbites de f1g � Gdans X. Soit x 2 X. Soit m 2 End(V ) au-dessus de �(x). Alors, omme G:~yengendre l'espae vetoriel V , il existe g 2 G tel que m(g~y) 6= 0. Mais alors,(1; g�1):x est semi-stable pour L. �6.2.2| Exemple Soit G = SL(3) et H le sous-groupe de G onstitu�edes matries de la forme : 0� � 0 00 � �0 � � 1A :Alors, H est un sous-groupe sph�erique (et même sym�etrique) de G.Soit V le G-module standard et V � son dual. Soit (e1; e2; e3) la baseanonique de V et (e�1; e�2; e�3) sa base duale. Alors, (P(V )� P(V �); ([e1℄; [e�1℄)est un plongement de G=H. Consid�erons le �br�e ampleM = O(1) � O(1)sur P(V ) � P(V �). Alors, M admet une unique G-lin�earisation induite parles ations lin�eaires de G sur V et V �.La vari�et�e X1 de la d�emonstration du th�eor�eme 4 se plonge dans l'espaeprojetif P(End(V 
V �)). Alors, X1 est le plongement anonique de PSL(3)(voir par exemple [17℄). Si on plonge X1 dans P(End(V ))� P(End(V �)), onobtient ave les notations de la d�emonstration du th�eor�eme 4 :� : X �!X1 �! P(End(V ))� P(End(V �))  - P(V )� P(V �)([u℄; [v℄) 7�! ([u(e1)℄; [e�1 Æ u)℄):



116Le �br�e L1 sur X1 donn�e par la d�emonstration du th�eor�eme 4 est iila restrition du �br�e O(1) 
 O(1) sur P(End(V ) � P(End(V �)). De plus,L = ��(L1). Remarquons que l'assertion (iv) du orollaire 6.2.1 montre queXss(L) ontient au moins 4 orbites deG�H, alors que P(V )�P(V �) ontient2 orbites de G. On en d�eduit que sur et exemple :Xss(L) 6= Xs(L):Dans la suite de e travail, nous allons �etudier plus en d�etail les quotients deplongements de groupes par des sous-groupes sph�eriques. L'objetif essentielest de r�ealiser des plongements projetifs d'espaes homog�enes sph�eriquesomme des quotients sans points stritement semi-stables de ompati�a-tions de groupes. Ainsi, le th�eor�eme 7 donnera une solution �a e probl�eme.6.3 Espaes homog�enes sph�eriques relevablesLe th�eor�eme 4 nous inite �a poser la d�e�nition suivante :D�e�nition Un espae homog�ene sph�erique G=H sera dit relevable si toutevaluationG-invariante de k(G=H) s'�etend en une valuationG�G-invariantede k(G).On a alors la proposition suivante :Proposition 6.3.1 Soit G un groupe alg�ebrique semi-simple. On a :(i) Soit H1 � H2 deux sous-groupes sph�eriques. Alors, si G=H1 est rele-vable alors G=H2 l'est aussi.(ii) Soit H1 � H2 deux sous-groupes sph�eriques tels que H1 est d'indie �nidans H2. Alors, G=H1 est relevable si et seulement si G=H2 l'est.(iii) Si H est sym�etrique alors G=H est relevable.Preuve : Assertions (i) : Soit � une valuation G-invariante de k(G=H2).Alors, d'apr�es le orollaire 3.1.1 de [12℄, il existe une valuation �� de k(G)qui est G� f1g-invariante et dont la restrition �a k(G=H2) est �. CommeG=H1 est relevable, la restrition de �� �a k(G=H1) s'�etend en une valuationG�G-invariante de k(G). L'assertion (i) suit.Assertions (ii) : Soit B un sous-groupe de Borel oppos�e �a H1 et don�a H2. Ave nos hypoth�eses, Hom(X (B)B\H1 ;Q) s'identi�e anoniquement�a Hom(X (B)B\H2;Q ). Par ailleurs, le orollaire 3.1.1 de [12℄ montre que



117V(G=H1) s'envoie sur V(G=H2) par ette identi�ation. Comme V(G=Hi)s'injete dans Hom(X (B)B\Hi ;Q) pour i = 1 ou 2, ei montre que V(G=H1)s'identi�e �a V(G=H2). Mais alors, l'assertion (ii) devient �evidente.Assertions (iii) : Grâe �a l'assertion (ii), on peut supposer que G estadjoint et que G=H admet un plongement magni�que X, ave les notationsde [17℄. Soit L un �br�e ample et G-lin�earis�e sur X. Consid�erons p le sommetdu polytope moment P(X;L) orrespondant �a l'orbite ferm�ee de G dansX. La proposition 8.2 de [17℄ permet de d�erire le ône onvexe engendr�epar �p + P(X;L). On peut alors remarquer que e ône est l'intersetionde X (B)B\HQ et du ône de X (B)Q engendr�e par les raines n�egatives. Maisalors, la proposition 3.3.1 permet de onlure. �Remarque : Dans [28℄, S. Kannan a montr�e que le plongement anoniqued'un espae homog�ene sym�etrique pouvait s'obtenir omme quotient du plon-gement anonique du groupe. Le th�eor�eme 4 et la proposition 6.3.1 per-mettent essentiellement de retrouver e r�esultat.Proposition 6.3.2 Soit G=H un espae homog�ene sph�erique sobre. Alors,si H est r�esoluble G=H est relevable.Preuve : Soit (Y; x) le plongement anonique de G=H. Soit B� un sous-groupe de Borel de G ontenant H. Alors, d'apr�es [33℄ ou [12℄ l'appliationnaturelle G=H �! G=B� se prolonge en un morphisme G-�equivariant� : Y �! G=B�:Consid�erons la B�-vari�et�e � = ��1(B�=B�).Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a H et don �a B�. PosonsT = B \B�. Notons U le radial unipotent de B. Alors, on a le diagrammeommutatif suivant : U � � (u;s)7!usisomorphisme! U:�
U(u;s)7!u# u7!uB�=B�!G=B�:�#



118De plus, U:� est ouvert dans Y . Alors, T:x est dense dans � qui est donune vari�et�e torique. De plus, omme Y ontient une unique orbite ferm�ee deG, � ontient une unique orbite ferm�ee de B�. Cette orbite �etant projetive,'est un point �xe que l'on note z. Consid�erons �z l'ouvert aÆne stable par Tet ontenant z. Alors, d'apr�es le diagramme pr�e�edent, U ��z est isomorphe�a l'ouvert YG:z;B. On en d�eduit que le ône CV(G=H) est le ône C assoi�e �ala vari�et�e torique �z.Nous voulons aluler les arêtes du ône C_ engendr�e par les poids de l'a-tion de T dans k[�z℄. Soit y un point de �z tel que dim(T:y) = 1. Consid�eronsle morphisme de restrition :� : k[�z℄(T ) �! k[T:y�z ℄(T ):Comme � est surjetif, la demi-droite engendr�e par les poids de T dansk[T:y�z ℄ est inluse dans C_. De plus, la th�eorie lassique des vari�et�es to-riques (voir [23℄ ou [40℄) montre ette demi-droite est une arête de C_ et quer�eiproquement toute arête de C_ s'obtient ainsi. Il s'agit alors de alulerles poids de l'ation de T dans k[T:y�z ℄.Pour ela onsid�erons l'adh�erene S de T:y dans �. Comme Y est sansouleur, tous les diviseurs stables par T de � qui ontiennent z sont stablespar B�. Mais alors, S est stable par B�. Comme S est une vari�et�e toriquede dimension 1, S est isomorphe �a P1. De plus, B�:y est isomorphe soit �a ksoit �a k�. Or, si B�:y est isomorphe �a k�, B� a deux points �xes dans S ; equi est impossible. On a don montr�e que B�:y est isomorphe �a k.Soit B�y (resp. Ty) le stabilisateur de y dans B� (resp. T ). Comme B�:y 'k, B�y ne ontient pas le radial unipotent de B�. Alors, il existe une rainesimple � de (B�; T ) telle que le sous-groupe unipotent �a un param�etre U�de B� assoi�e �a � ne �xe pas y. Montrons que la restrition de � �a Ty esttriviale. Soit � : k �! U� l'isomorphisme anonique. Comme T:y est ouvertdans �, il existe � 2 k� et t0 2 T tels que �(�):y = t0:y. Soit t 2 Ty. On aalors : �(�):y = ut:y = tu:y = t:�(�):y= t�(�)t�1:y= �(�(t)�):y (6.1)Par ailleurs, omme k n'admet pas de sous-groupe strit, By \ U� esttrivial. Mais alors, l'�egalit�e 6.1 implique que �(t) = 1. Ainsi, � est trivial sur



119Ty. Mais alors, � ou �� est un poids du T -module k[�z \ S℄. Par ailleurs, ilest montr�e dans [15℄ (voir aussi la setion 4.2 de [12℄) que C_ est inlus dansle ône engendr�e par les raines n�egatives. On en d�eduit que � est un poidsdu T -module k[�z \ S℄.Nous avons don montr�e que les arêtes du ône dual de CV(G=H)ontiennent toutes une raine simple de (B�; T ). La proposition suit fai-lement. �
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Chapitre 7Quotients de plongementsprojetifs de G par unsous-groupe sph�erique
7.1 IntrodutionOn se donne enore un groupe semi-simpleG et un sous-groupe sph�eriqueH de G.Dans la setion 6, nous partions d'un plongement projetif de G=H quenous essayions de r�ealiser omme quotient d'un plongement de G. A l'inverse,dans ette setion nous partons d'un plongement projetif X de G�G=�G.Fixons L un �br�e en droites ample et G�G-lin�earis�e sur X et � unarat�ere de H. Reprenons les notations de la proposition 5.2.3 pour le sous-groupeG�H deG�G. Comme le groupe X (G) est trivial, rG�H est injetif.A�n d'all�eger les notations, on notera L 
 � pour rG�H(L)
 i(�). Alors, laproposition 5.2.3 montre que tout �br�e G�H-lin�earis�e sur X admet unepuissane de la forme L 
 �.On s'int�eresse ii au quotient de X par f1g � H assoi�e au �br�e L 
 �omme dans la setion 5.2.1 :� : Xss(L 
 �) �! Xss(L 
 �)==H:Il est alors lair que l'ation de G� f1g dans X stabilise l'ouvert Xss(L
�) et induit une ation de G dans le quotient Xss(L
�)==H. De plus, ommeB �H a une orbite dense dans X, la vari�et�e Xss(L 
 �)==H est sph�erique.121



122Par ailleurs, quitte �a remplaer L
� par une puissane, on suppose (ave lesnotations du paragraphe 5.2.4.3) qu'il existe un < quotient >, (L
�)==H deL
� par f1g �H. Mais alors, le �br�e ample (L
�)==H sur Xss(L
�)==Hh�erite d'une G-lin�earisation. Dans ette setion, a�n d'all�eger les notations,on pose Y := Xss(L 
 �)==H et LY := (L
 �)==H:Dans toute la setion 7, on onsid�ere le quotient :L 
 � !LY
Xss(L 
 �)# �! Y#Nous ommen�ons ette setion en d�erivant le polytope moment de Y as-soi�e au �br�e LY . On notera P(X;L
�)H e polytope. Nous nous int�eressonsensuite �a l'image par � des orbites de G�G dans X ainsi qu'�a la pr�eimagedes orbites de G dans Y . Pour terminer ette setion, nous d�etermineronsles pr�eimages par � des ouverts de Y de la forme Y
 ou Y
;B, o�u 
 est uneorbite de G dans Y .7.2 Polytope moment du quotient7.2.1| SoitB un sous-groupe de Borel oppos�e �aH et B� un sous-groupede Borel oppos�e �a B. Posons T = B\B�. On note alors P(X;L) le polytopemoment de la G�G-vari�et�e X assoi�e au �br�e en droites L. Les points deP(X;L) sont de la forme (p;�p) pour p dans X (B)Q . Si on plonge P(X;L)dans X (B)Q par (p;�p) 7! p, on a :P(X;L) = fp 2 X (B)Q : 9n > 0; np 2 P+; Vnp 
 V �np ,! �(X;L
n)g:Rappelons que P(X;L
�)H d�esigne le polytope moment de la G-vari�et�eXss(L 
 �)==H assoi�e au �br�e (L 
 �)==H. On a alors :PX;L
�)H = fp 2 X (B)Q : 9n > 0; np 2 P+; Vnp ,! �(X; (L
�)
n)Hg:Ave les notations du lemme 3.3.2, on a don :P(X;L
�)H = fp 2 X (B)Q : 9n > 0; np 2 �n� et Vnp
V �np ,! �(X;L
n)g:



123Or, par d�e�nition, P(G=H;L�) est l'ensemble des p 2 X (B)Q tels que :9n > 0 np 2 �n�. D'o�u leTh�eor�eme 5 Soit G un groupe semi-simple et H un sous-groupe sph�eriquede G. On se donne X un plongement projetif de G�G=�G. Soit L0 un�br�e ample et G�H-lin�earis�e sur X.Alors, il existe un entier m stritement positif , un �br�e en droites ampleet G�G-lin�earis�e L sur X et un arat�ere � de H tels que :L
m0 = L 
 �;et tel que le �br�e quotient (L 
 �)==H existe.De plus, le polytope moment de Xss(L
�)==H assoi�e au �br�e en droites(L 
 �)==H est : P(X;L 
 �)H = P(G=H;L�) \P(X;L):Dans la suite de ette setion, nous allons voir omment lire un er-tain nombre de propri�et�es de Xss(L)==H et � sur les polytopes P(X;L),P(G=H;L�) et P(X;L 
 �)H . Nous nous int�eressons ainsi aux questionssuivantes :{ La G-vari�et�e Xss(L 
 �)==H est-elle un plongement de G=H ?{ Si oui, quel est son �eventail olori�e ?{ Quelle est l'image par � d'une orbite de G�G dans X ?{ Quelle est la pr�eimage par � d'une orbite de G dans Xss(L 
 �)==H ?{ Quel est l'ouvert Xss(L
 �) ?7.2.2| R�epondons �a la premi�ere question i-dessus par leCorollaire 7.2.1 La vari�et�e Xss(L 
 �)==H est un plongement de G=H siet seulement si P(X;L) renontre l'int�erieur relatif de P(G=H;L�).Preuve : Si Xss(L 
 �)==H est un plongement de G=H, le th�eor�eme 5 etla proposition 2.6.1 impliquent failement que P(X;L) renontre l'int�erieurrelatif de P(G=H;L�).R�eiproquement, supposons que P(X;L) renontre l'int�erieur relatif deP(G=H;L�). Soit I l'isotropie dans G de �(1). Comme � est invariantepar f1g � H, le sous-groupe I ontient H. En partiulier, I est sph�eriqueet Xss(L 
 �)==H est un plongement de G=I. D'apr�es la proposition2.6.1, P(X;L) est d'int�erieur non vide dans X (B)Q. Alors, la diretion deP(X;L
�)H est elle de P(G=H;L�) 'est-�a-dire X (B)B\HQ . En partiulier,



124le rang de G=I est �egal �a elui de G=H. Le th�eor�eme 3.4.3 de [12℄ montrealors que H est d'indie �ni dans I. Mais alors, le lemme 5.1.1 montre queles �bres de � au-dessus de G=I � Xss(L 
 �)==H ontiennent une uniqueorbite ouverte et dense de H. Il est alors faile de voir que H = I. �7.2.3| Remarquons que lorsque la ondition du orollaire 7.2.1 est rem-plie, le th�eor�eme 5 donne un polytope moment du plongement Xss(L
�)==Hde G=H. Mais alors, les propositions 2.6.4 et 3.3.1 nous permettent ded�eterminer l'�eventail olori�e de Xss(L
�)==H. Regardons l'exemple suivant :Exemple. Consid�erons G = SP(4) et H = k� � SL(2) le sous-groupesph�erique de G �etudi�e dans l'appendie A.Soit B un sous-groupe de Borel oppos�e �a H et T un tore maximal de B.Soit !� et !� les poids fondamentaux assoi�es �a (B; T ).Soit X le plongement anonique de SP(4). Soit L le �br�e en droites amplesur X et G�G-lin�earis�e que l'on a not�e L2!�+5!� dans la proposition 4.5.1.Consid�erons � : Xss(L 
 �0) �! Xss(L 
 �0)==H;o�u �0 est un g�en�erateur de X (H).Les polytopes P(X;L), P(G=H;L�0) et P(X;L
�0)H sont alors ommesur la �gure 7.1.
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!�
2!� + 5!�P(G=H;L�0)

!�
P(X;L)P(X;L 
 �0)HFig. 7.1 { Le polytope P(X;L
 �0)HOn obtient alors l'�eventail olori�e de Xss(L
 �0)==H sur la �gure 7.2.



125D+CV(G=H)
Fig. 7.2 { �Eventail de Xss(L 
 �0)==H.Un autre exemple est le quotient :� : Xss(L) �! Xss(L)==H;assoi�e au �br�e en droites L 2 PiG�G(X) � PiG�H(X). CommeP(G=H;L0) est le ône engendr�e par !� et !�, le polytope P(X;L)H s'iden-ti�e �a P(X;L). L'�eventail de Xss(L)==H est alors tra�e sur la �gure 7.3.CV(G=H) D+D�
Fig. 7.3 { �Eventail de Xss(L)==H.7.3 Orbites de G dans Xss(L
�)==H et orbitesde G�G dans X7.3.1| Revenons aux notations de la setion 7.1 et �xons une orbiteO de G�G dans X qui renontre l'ouvert Xss(L 
 �). On s'int�eresse �al'ensemble �(O \Xss(L
 �)) que l'on note plus simplement �(O).



126Nous montrerons dans le orollaire 8.2.1 que O ontient une orbite ouvertede G�H (et même de B �H). Nous admettons pour l'instant e r�esultat.Fixons x un point de O dont l'orbite par G�H est dense dans O. CommeXss(L 
 �) est ouvert et stable par G�H, x est alors semi-stable. De plus,on a laProposition 7.3.1 Ave les notations i-dessus, on a :(i) �(O) = G:�(x),(ii) P(G:�(x);LY ) = P(O;L) \P(G=H;L�).Preuve : Comme la vari�et�e �(O) est irr�edutible et stable par G, elle estl'adh�erene d'une orbite de G dans Y . Or, omme (G�H):x est dense dansO, G:�(x) est dense dans �(O). La premi�ere assertion de la proposition suit.Consid�erons maintenant la restrition de � �a O \Xss(L
 �). D'apr�es laproposition 5.2.4, l'image de ette restrition est isomorphe �a Oss(L
�)==H.Mais alors, la d�emonstration du th�eor�eme 5 montre que :P��(O);LY )� = P(O;L) \P(G=H;L�): �7.3.2| Fixons maintenant 
 une orbite de G dans Y . Nous allons luiassoier une orbite, O(
) de G�G dans X telle que �(O(
)) ontienne 
.Pour ela, rappelons quelques notations de la setion 2. Consid�erons leplus petit ouvert Y
 stable par G de Y ontenant 
, et l'ensemble D(Y;
)des ouleurs du plongement simple Y
 de G=H. Posons :F(D(Y;
)) := f 2 P(G=H;L�) : (; �) 2 XD=2D(Y;
)Q :(D ; �D)g;la fae minimale de P(G=H;L�) qui ontient P(
;LY ). Soit p un point del'int�erieur relatif de F(D(Y;
)). Soit n un entier positif et � une setion deL
n� de poids np pour l'ation de B. On a alors, d'apr�es le lemme 3.3.3 :fx 2 G=H : �(x) = 0g = [D=2D(Y;
)D:Nous pouvons maintenant �enoner la :Proposition 7.3.2 Ave les notations introduites i-dessus, on a :



127(i) Parmi les orbites, O de G�G dans X telles que �(O) ontient 
dans son adh�erene il en existe une minimale (pour l'ordre induit parl'inlusion des adh�erenes) ; on la note O(
).(ii) De plus, P(O(
);L) est la plus petite fae orbitale de P(X;L) quiontienne P(
;LY ).(iii) On a aussi : P(
;LY ) = P(O(
);L) \ F(D(Y;
)).(iv) Si 
 est sans ouleur dans Y , alors �(O(
)) = 
. En partiulier, 
est inlus dans l'image de �.Preuve : Soit O une orbite de G�G dans X et x un point de O dontl'orbite par G�H est ouverte dans O. La proposition 7.3.1 montre que :
 � �(O) () 
 � G:�(x):De plus, si O1 et O2 sont deux orbites de G�G dans x, d'apr�es la proposition2.6.2, on a : P(O1;L) \P(O2;L) = P(O1 \ O2;L):Mais alors, 
 � �(O) () P(
;LY ) � P(G:�(x);LY )() P(
;LY ) � P(O;L) \P(G=H;L�)() P(
;LY ) � P(O;L): (1)La proposition 2.6.2 montre alors qu'il existe une orbite O(
) de G�Gdans X v�eri�ant (1) et minimale pour ette propri�et�e. On a don montr�e lesdeux premi�eres assertions de la proposition.Par ailleurs, on a : P(
;LY ) � F(D(Y;
)):Comme P(O(
);L)\F(D(Y;
)) est une fae de P(Y;LY ), on en d�eduit queP(
;LY ) est une fae de P(O(
);L) \ F(D(Y;
)). Or, P(
;LY ) renontrel'int�erieur relatif de F(D(Y;
)). On en d�eduit qu'il existe une fae, F deP(O(
);L) telle que : P(
;LY ) = F \ F(D(Y;
)):Ave les notations de la proposition 2.6.4, par minimalit�e de O(
), on adon : O(F) = O(
). Soit P+F la fae minimale de P+ qui renontre F.



128Comme P(G=H;L�) est inlus dans P+ et P(
;LY ) est inlus dans F,F(D(Y;
)) est inlus dans P+F . Mais alors, la proposition 2.6.4 implique que :F \ F(D(Y;
)) = P(O(
);L) \ F(D(Y;
)):Cei d�emontre l'assertion (iii).D'apr�es l'assertion (iii), si 
 est sans ouleur on a :P(
;LY ) = P(O(
);L) \P(G=H;L�):Mais alors, la proposition 7.3.1 montre la derni�ere assertion de la proposition.�Remarque : Nous supposons le temps de ette remarque que H est r�edutif.Alors, � est surjetive. De plus, si y est un point de 
 et x un point de l'uniqueorbite ferm�ee de f1g�H dans ��1(y), alors, O(
) est l'orbite par G�G dex. Soit � : Hom(X (B);Q) �! Hom(X (B)B\H ;Q) l'appliation de restri-tion. On peut alors �enoner leLemme 7.3.1 Ave les notations de la proposition 7.3.2, on a :� (C(X;O(
))) � C(Y;
):Preuve : Soit p un point de l'int�erieur relatif de P(
;LY ). D'apr�es la pro-position 2.6.4, C(Y;
) est le dual de �p+P(Y;LY ) dans Hom(X (B)B\H ;Q ).Comme P(Y;LY ) est inlus dans P(X;L), C(Y;
) ontient l'image par� du dual dans Hom(X (B);Q) de �p + P(X;L). Comme p appartient�a P(O(
);L), la proposition 2.6.4 appliqu�ee �a X et O(
) termine lad�emonstration du lemme. �7.4 Sur la pr�eimage de ertains ouvertsNous nous int�eressons maintenant �a l'ouvertXss(L
�). Comme la vari�et�eY est reouverte par les ouverts du type Y
 pour 
 orbite de G dans Y , l'ou-vert Xss(L 
 �) est reouvert par les ��1(Y
). La proposition 7.4.1 donneraune premi�ere desription de es ouverts.Rappelons les notations de la setion 3.2 : � : eG �! G est le revêtementuniversel de G et q : G �! G=H l'appliation orbite. Soit D une ouleur de



129G=H. On onsid�ere eD la pr�eimage de D par l'appliation qÆ�. On notera DXl'adh�erene de �( eD) dans X. Alors, DX est un diviseur premier de X, stablepar B �H. On onsid�erera aussi 
DX , la r�eunion des orbites de G� f1gdans X qui sont inluses dans DX .Soit Y
;B l'ouvert aÆne stable par B minimal (voir la setion 2.4) quirenontre 
. Ave es notations, on a laProposition 7.4.1 On a :��1(Y
;B) = XO(
) � [D=2D(Y;
)DX ;et ��1(Y
) = XO(
) � [D=2D(Y;
)
DX :Preuve : Soit p un point dans l'int�erieur relatif de P(
;LY ). Soit n unentier positif et � une setion de L
nY veteur propre de poids np pour B.Alors, la deuxi�eme assertion de la proposition 2.6.4 montre que :Y
;B = Y � fy 2 Y : �(y) = 0g:D'un autre point de vue, � est une setion de � (X; (L 
 �)
n)) et��1(Y
;B) = X � fx 2 X : �(x) = 0g:Par ailleurs, si O est une orbite de G�G dans X qui renontre ��1(Y
;B)alors �(O) est stable par G et ontient 
. Don, par d�e�nition de O(
) (voirla proposition 7.3.2), on a : ��1(Y
;B) � XO(
):Ainsi, ��1(Y
;B) = XO(
) � fx 2 X : �(x) = 0g: (7.1)On s'int�eresse don �a l'hypersurfae deX d�e�nie par �(x) = 0. SoitM uneomposante irr�edutible de ette hypersurfae qui ne renontre pas G � X.Comme M est de odimension 1, M est alors stable par G�G. Comme



130��1(Y
;B) renontre O(
), l'�egalit�e 7.1 montre alors que M est inlus dansle ompl�ementaire de XO(
) dans X. On en d�eduit que :��1(Y
;B) = XO(
) � fx 2 G : �(x) = 0g:De plus, omme p est dans l'int�erieur relatif de P(
;LY ), on a :fy 2 G=H : �(y) = 0g = [D=2D(Y;
)D:La premi�ere assertion de la proposition est d�emontr�ee.Comme Y
 = G:Y
;B, ��1(Y
) vaut XO(
) priv�e de la r�eunion des orbitesde G� f1g inluses dans [D=2D(Y;
)DX . Or G est onnexe, don si une orbitede G� f1g est inluse dans ette r�eunion alors elle est inluse dans l'un desDX . Ainsi, ��1(Y
) = XO(
) � [D=2D(Y;
)
DX : �7.5 Trois exemples7.5.1 SL(3)=GL(2)Revenons sur l'exemple 6.2.2 et posons G=SL(3). Rappelons que(e1; e2; e3) est la base anonique du G-module standard V et (e�1; e�2; e�3) estsa base duale. Ii, nous onsid�erons H le stabilisateur dans G de([e1 + e3℄; [e�1℄) 2 P2 � (P2)_'est-�a-dire un onjugu�e du sous-groupe onsid�er�e au paragraphe 6.2.2.Soit B le sous-groupe de Borel de G onstitu�e des matries triangulairessup�erieures et T le tore onstitu�e des matries diagonales. Alors, les deuxsous-groupes paraboliques assoi�es aux raines simples � et � de (B; T ) sontP� = StabG([e1℄) et P� = StabG([e�3℄).On v�eri�e que B est oppos�e �a H. Alors, le graphe �(G=H) se aluleais�ement par les m�ethodes utilis�ees dans l'exemple 2.7.4. On obtient :



131ÆÆ � Æ�
Æ � Æ �� Æ�Remarquons que X (H) est isomorphe �a Z. De plus, il existe un g�en�erateur�0 de X (H) tel que les �equations des ouleurs de G=H soient :[!� : �0℄ et [!� : ��0℄;o�u omme d'habitude !� et !� sont les poids fondamentaux de (B; T ).Ave le lemme 3.3.2, on en d�eduit que, pour tout entier n, on a :{ P(G=H;Ln�0) = n!� + Q+(!� + !�), si n > 0,{ P(G=H;Ln�0) = �n!� + Q+(!� + !�), si n < 0 et{ P(G=H;L0) = Q+(!� + !�).Consid�erons le plongement anonique X de G�G=�G. Ave les nota-tions de la setion 4.5, on onsid�ere sur X les deux �br�es en droites G�G-lin�earis�e, L1 := L6!�+6!� et L2 := L4!�+8!� . Consid�erons alors pour i = 1; 2le morphisme quotient :�i : Xss(Li) �! Xss(Li)==H:Consid�erons �egalement� : Xss(L1 
 6�0) �! Xss(L1 
 6�0)==H:Sur la �gure 7.4, nous avons repr�esent�e les deux polytopes momentsP(X;Li) pour i = 1; 2, ainsi que ertains poly�edres moments sur G=H. Alors,le orollaire 7.2.1 montre que les trois vari�et�es Xss(Li)==H pour i = 1; 2 etXss(L1
6�0)==H sont des plongements de G=H. Mais alors, les propositions2.6.4 et 3.3.1 montrent que les trois vari�et�es sus-it�ees sont isomorphes auplongement anonique de G=H.Remarquons que trois faes orbitales strites de P(X;L1) ont la mêmeintersetion ave P(G=H;L0). Mais alors, la proposition 7.3.1 montre que les
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P(G=H;L0)!�

!� L1 L2
!�

!�
P(G=H;L8�0)P(G=H;L6�0 )P(G=H;L0)

P(X;L1) P(X;L2)Fig. 7.4 { Polytopes moments sur X et poly�edres moments sur G=Htrois orbites orrespondantes s'envoient par �1 sur l'orbite ferm�ee Z deG dansXss(L1)==H. Ainsi, Xss(L1) ontient des points stritement semi-stables.Soit O0 l'orbite de G�G dans X telle que pour i = 1; 2, P(O0;Li) estla fae vertiale de P(X;Li). Alors, la proposition 7.3.1 montre que seulel'orbite O0 de G�G dans X v�eri�e : �2(O0 \ Xss(L2)) = Z. En d'autrestermes, on a : O(Z) = O0 ave les notations de la proposition 7.3.2. On peutmême montrer que Xss(L2) = Xs(L2).De même, pour le �br�e en droites L1 
 6�0, on a : O(Z) = O0. On peutl�a enore montrer que Xss(L1 
 6�0) = Xs(L1 
 6�0).Sur et exemple, nous avons r�ealis�e le plongement anonique de G=Homme quotient sans point stritement semi-stable du plongement anoniquede G.7.5.2 SL(3)=SO(3)Soit G = SL(3) et V le G-module standard. PosonsH = fg 2 G : tgg = I3g ' SO(3);o�u tg est la transpos�ee de la matrie g et I3 est l'�el�ement unit�e de G. Alors,H est un sous-groupe sph�erique (et même sym�etrique) de G. Remarquonsque H est le stabilisateur dans G de la forme quadratique q donn�ee dans labase anonique de V par la formule : q(xe1 + ye2 + ze3) = x2 + y2 + z2.Soit B le sous-groupe de Borel de G form�e des matries triangulairessup�erieures et T le tore maximal de B onstitu�e des matries diagonales.



133Alors, B \H est l'ensemble des matries de G de la forme :0� �1 0 00 �1 00 0 �1 1A :En partiulier, le rang de G=H est 2. Comme de plus le groupe des a-rat�eres de H est trivial on a :X (B)�X (B\H) X (H) ' X (B)B\H = Z2!� � Z2!�;o�u !� et !� sont les poids fondamentaux de (B; T ). En partiulier, D(G=H)est form�e de deux �el�ements.Soit (p � d) 2 P2 � (P2)_ un drapeau de P2. Notons p? (resp. d?)l'orthogonal de p (resp. d) pour la forme quadratique q. Alors, (d? � p?)est un drapeau de P2, appel�e drapeau orthogonal �a (p � d). On montre quel'orbite par H d'un drapeau de P(V ) ne d�epend que de la position relativede e drapeau et de son orthogonal. On en d�eduit, ave l'argument habituelsur les rangs que le graphe �(G=H) est le suivant :ÆÆ===�=== Æ===�===Æ ��En partiulier, les poids des �equations dans X (B) �X (B\H) X (H) 'X (B)B\H des ouleurs, que l'on note D� et D� de G=H sont :D� = 2!� et D� = 2!�:On en d�eduit que le poly�edre P(G=H;L0) est le ône P+Q engendr�e par P+.Soit Y le plongement simple de G=H d'orbite ferm�ee Z tel que D(Y; Z) =fD�g et C(Y; Z) est repr�esent�e sur la �gure 7.5. En fait, on peut v�eri�er queY est l'espae projetif des formes quadratiques en trois variables.Les polytopes moments sur Y pour des �br�es amples M sont tous �ahomoth�etie pr�es omme sur la �gure 7.6.
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�D�

�D�CV(G=H) C(Y; Z)Fig. 7.5 { Cône olori�e de Y

P(Y;M) !�
!�
Fig. 7.6 { Polytope moment de Y



135Consid�erons un plongement X de G�G=�G et un �br�e en droites Lample et G�H-lin�earis�e sur X tels que Xss(L)==H est isomorphe �a Y .L'existene de X et de L d�eoule du th�eor�eme 4. Alors, omme P(G=H;L0)est �egal �a P+Q , le th�eor�eme 5 montre que le polytope P(X;L) s'identi�e �aun polytope de la forme P(Y;M). On en d�eduit que X est n�eessairementl'unique plongement simple et omplet de G�G=�G dont l'orbite ferm�ee aBs�B� (voir la setion 4 pour les notations) omme ouleur. En fait, X estla normalisation dans k(G) de P(End(V )).Consid�erons l'orbite ferm�ee O0 de G�G dans X. Les isotropies dansG�G des points de O0 sont des produits de 2 sous-groupes paraboliquesminimaux et oppos�es de G. En partiulier, l'isotropie pour l'ation de f1g�H des points de O0 est in�nie. Par ailleurs, omme P(G=H;L0) renontreP(O0;L), l'orbite O0 ontient des points semi-stables. Alors, la proposition5.2.2 montre que : Xss(L) 6= Xs(L):Dans et exemple, nous sommes parti du plongement Y de G=H qui peutêtre r�ealis�e omme quotient d'un plongement X du groupe G. Nous avonsmontr�e qu'il est impossible d'imposer que pour e quotient tous les pointssemi-stables soient stables. Il semble que ei soit li�e au fait qu'une orbiteave ouleur de G�G=�G dans X admette des points semi-stables. En e�et,l'argument utilis�e dans et exemple fontionne en g�en�eral et montre qu'uneorbite ferm�ee ave ouleur d'un plongement de G ne peut ontenir de pointstable pour l'ation d'un sous-groupe sph�erique. Ainsi, dans la suite nous�xerons notre attention sur les plongements sans ouleurs de G�G=�G.Cependant, omme le montre l'exemple suivant, il est possible que desorbites ave ouleur de G�G=�G ontiennent des points stables. �Evidementes orbites de G�G ne sont pas ferm�ees.7.5.3 G = PSL(3)� PSL(3) et H = �PSL(3)Consid�erons le groupe G = PSL(3)�PSL(3) et H le sous-groupe diagonalde G. Ii, V est enore le SL(3)-module standard. Alors, G se plonge dansX = P(End(V )) � P(End(V )). Consid�erons sur X le �br�e en droites L :=O(2) 
 O(4) muni de la G�G-lin�earisation induite par l'ation lin�eaire deSL(3) sur V . Soit B un sous-groupe de Borel de PSL(3). Alors, le polytopemoment P(X;L) se plonge anoniquement (voir la setion 4) dans X (B)Q �X (B)Q . Le polytope P(X;L) est alors le produit de deux polytopes omme



136sur la �gure 7.7.X (B) � X (B)
Fig. 7.7 { Le polytope P(X;L)Par ailleurs, on montre ais�ement que le poly�edre P(G=H;L0) est le ôneP+Q plong�e diagonalement dans X (B)Q �X (B)Q. Alors, une fae orbitale deP(X;L) renontre P(G=H;L0) si et seulement si elle est le produit d'unefae du petit polytope de la �gure 7.7 par le grand. On en d�eduit que l'ou-vert Xss(L) est inlus dans P(End(V )) � PSL(3). Il est alors imm�ediat queXss(L) = Xs(L). De plus, si O0 d�esigne l'orbite ferm�ee de G dans P(End(V )),alors l'orbite O0 � PSL(3) de G�G dans X ontient des points stables et aune ouleur dans X.



Chapitre 8Ation de B �H dans unplongement de G
8.1 IntrodutionFixons enore un groupe semi-simple G et un sous-groupe sph�erique Hde G. Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a H.Soit X un plongement projetif de G�G=�G, L un �br�e en droitesamples et G�H-lin�earis�e sur X et � un arat�ere de H. La proposition7.4.1 montre que les diviseurs stables par B �H dans X ont un rôle �a jouerdans la desription de Xss(L 
 �). Dans ette setion, nous �etudions esdiviseurs lorsque X est sans ouleur. Nous ommen�ons par �etudier l'ationde B �H dans une orbite de G�G.8.2 Ation de B �H dans ertains G�G-espaes homog�enes8.2.1| Fixons deux sous-groupes paraboliques oppos�es, P et Q. NotonsL leur sous-groupe de Levi ommun. On se donne �egalement C un sous-groupe du entre onnexe de L. PosonsI = (P u �Qu)n (�L� (f1g � C)):Motiv�e par la proposition 4.4.1, dans ette setion, nous allons �etudier l'ationde B � H sur le G�G-espae homog�ene O := (G�G)=I. Soulignons que137



138dans ette sous-setion, nous ne supposons pas que O est une orbite de G�Gdans un plongement de G�G=�G, mais simplement que O est un espaehomog�ene de < la même forme > que es orbites.Si (g1; g2) est dans G�G, on notera (g1; g2) la lasse (g1; g2)I=I.Consid�erons p1 (resp. p2) la projetion de O sur G=P (resp. G=Q) induitepar l'inlusion de I dans P �G (resp. G�Q).Quitte �a hanger de point base dans O nous supposons que :B � Q:Nous allons regarder les orbites de B �H dansO en utilisant l'appliationp1. Soit x un point de O. Alors, p1((B �H):x) est une orbite de B dans G=P .A�n de param�etrer les orbites de B dans G=P , nous �xons quelquesnotations. Soit T un tore maximal de B \ L. Notons �L l'ensemble desraines de (L; T ), �+L elles de (B \ L; T ) et �+ elles de (B; T ). NotonsW = NG(T )=T , le groupe de Weyl de T . Posons :WL = fw 2 W : w:�+L � �+g:La d�eomposition de Bruhat (voir [26℄ ou [44℄) aÆrme alors que :G=P = aw2WLBwP=P:Ainsi, on identi�e WL �a B(G=P ) par w 7! BwP=P .Le groupe de WeylW est engendr�e par les r�eetions simples assoi�ees auxraines simples de (B; T ). Si w appartient �a W , on note l(w) et on appellelongueur de w le nombre minimal de r�eetions simples n�eessaires pour�erire w omme produit de r�eetions simples. L'interpr�etation g�eom�etriquede ette longueur est :l(w) = dim(G=P )� dim(BwP=P ):Notons : qPu : P �! P=P u;l'appliation anonique. Remarquons que qPu induit un isomorphisme degroupes de L sur P=P u. Nous utiliserons les propri�et�es suivantes de qPu :Lemme 8.2.1 Soit w dans WL.



139(i) Le sous-groupe w�1Bw ontient B \ L.(ii) On a : qPu(P \ w�1Bw) = qPu(B \ L).Soit � une raine simple de (B; T ). Posons � = w�1�.(iii) Si � 62 �+L alors qPu(P \ w�1P�w) = qPu(B \ L).(iv) Si � 2 �+L alors � est une raine simple de (B \ L; T ) et P� \ L est lesous-groupe parabolique minimal ontenant B\L assoi�e �a L. De plus,qPu(P \ w�1P�w) = qPu(P� \ L).Preuve : Assertion (i) : Le tore T est inlus dans B \L et dans w�1Bw.Mais alors, omme �+L � w�1�+, l'alg�ebre de Lie de B \ L est inluse danselle de w�1Bw. Or B \ L est onnexe don w�1Bw ontient B \ L.Assertion (ii) : Le groupe qPu(P \w�1Bw) est r�esoluble puisque P \w�1Bwl'est. Or la premi�ere assertion montre que qPu(P \w�1Bw) ontient l'imagepar qPu de B \ L. Comme la restrition de qPu �a L est un isomorphisme,qPu(B \ L) est un sous-groupe de Borel de P=P u et la deuxi�eme assertionsuit.Assertions (iii) et (iv) : Les poids de l'alg�ebre de Lie de qPu(P \ w�1P�w)sont : h(w�1�+ [ f��g) \ (�� [ �+L)i� �(P u);o�u �� = ��+ et �(P u) est l'ensemble des raines de (P u; T ). De plus,l'assertion (ii) montre queh(w�1�+) \ (�� [ �+L )i� �(P u) = �+L :Alors l'assertion (iii) suit failement. Si � 2 �+L alors qPu(P \ w�1P�w) estisomorphe �a un sous-groupe parabolique de L dont les raines pour T sont�+L [ f��g. On en d�eduit que � est une raine simple de (B \ L; T ), puis laderni�ere assertion du lemme. �8.2.2| Rappelons que q : G �! G=H est l'appliation orbite etB(G=H) est l'ensemble des adh�erenes d'orbites de B dans G=H. NotonsBH(O) l'ensemble des adh�erenes d'orbites de B �H dans O. Nous pou-vons maintenant d�eterminer BH(O).Proposition 8.2.1 (i) L'appliation� : G �! p�11 (P=P )g 7�! (1; g):(1; 1)



140 induit un isomorphisme de G=QuC sur p�11 (P=P ).(ii) Les orbites de G� f1g dans O sont les �bres de p2.(iii) Soit w 2 WL et V 2 B(G=H). Choisissons ŵ 2 BwP et vdans l'orbite ouverte de B �H dans q�1(V ) � G. Alors, l'orbite(B �H):(ŵ; v)I=I de B �H dans O ne d�epend que du ouple (w; V ).On notera BHÆO(w; V ) ette orbite et BHO(w; V ) son adh�erene dansO.(iv) Rappelons que B(G=P ) s'identi�e �a WL. Alors, l'appliationB(G=P )� B(G=H) �! BHÆ(O)(w; V ) 7�! BHO(w; V )est une bijetion.Preuve : Assertion (i) : Soit x dans p�11 (P=P ). Alors, x s'�erit (p; g) avep 2 P et g 2 G. Or P = LP u et il existe l 2 L et pu 2 P u tels que p = lpu.Mais alors, (p; g) = (1; gl�1). Cei montre la surjetivit�e de �. La premi�ereassertion du lemme d�eoule alors du fait que le stabilisateur dans (f1g �G)de (1; 1) vaut f1g � (QuC).Assertion (ii) : Nous venons de montrer que les �bres de p1 sont des f1g �G-espaes homog�enes. La deuxi�eme assertion se d�emontre de mani�ere analogue.Montrons ensemble les deux derni�eres assertions. Soit w dans WL et ŵ dansBwP . Consid�erons l'ensemble BHw(O) des adh�erenes d'orbites de B �Hdans O dont l'image par p1 est BwP=P . En translatant par (ŵ�1; 1), onidenti�e BHw(O) �a :forbites de w�1Bw �H dans p�11 (BP=P )g:Comme p1 est G� f1g-�equivariant et f1g �G-invariant, en intersetant avep�11 (P=P ), on identi�e alors BHw(O) �a :forbites de (w�1Bw \ P )�H dans p�11 (P=P )g:Ensuite, omme qPu(w�1Bw \ P ) = qPu(B \ L) et B = Qu:(B \ L), enprenant la pr�eimage par �, on identi�e alors BHw(O) �a :forbites de H � B dans Gg:



141Ainsi, on a montr�e que l'appliation :BHw(O) �! forbites de H � B dans Gg(B �H):xO 7�! ��1hp�11 (P=P ) \ ((ŵ�1; 1):(B �H):x)iest une bijetion. Les deux derni�eres assertions de la proposition suiventfailement. �Corollaire 8.2.1 Soit X un plongement de l'espae homog�ene G�G=�G.Alors, B �H n'a qu'un nombre �ni d'orbites dans X.Preuve : D'apr�es la proposition 2.5.1, il existe eX un plongement sansouleur de G�G=�G et un morphisme surjetif et G�G-�equivariant deeX sur X. Don, il suÆt de montrer le orollaire pour eX. Or, grâe �a laproposition 4.4.1, la proposition 8.2.1 s'applique �a haque orbite de G�Gdans eX : le orollaire est d�emontr�e. �8.2.3| Nous allons aluler la odimension dans O des �el�ements deBHÆ(O). Pour ela �xons quelques notations. Si Y est une vari�et�e, rappelonsque dim(Y ) d�esigne la dimension de Y . Soit w 2 WL et V 2 B(G=H), onpose alors : odimG=H(V ) := dim(G=H)� dim(V );odimG=P (BwP=P ) := dim(G=P )� dim(BwP=P ) = l(w);et odimO(BHO(w; V )) := dim(O)� dim(BHO(w; V )):On a alors le :Lemme 8.2.2 Ave les notations i-dessus, on a :odimO(B �HO(w; V )) = odimG=P (BwP=P ) + odimG=H(V ):Preuve : Reprenons les notations de la proposition 8.2.1. La preuve dela proposition 8.2.1 montre que la dimension de BHO(w; V ) est �egale �adim(BwP=P ) + dim�p�11 (P=P ) \ BHO(1; V )�:Comme p�11 (P=P ) est isomorphe �a G=QuC, on a :dim�p�11 (P=P ) \ BHO(1; V )� = dim(V ) + dim(B)� dim(QuC):



142De plus, on v�eri�e ais�ement que dim(O) = dim(G) � dim(C). En mettantes �egalit�es bouts �a bouts, et utilisant le fait que dim(G=P ) = dim(Qu) onobtient le lemme. �8.3 Ation des sous-groupes paraboliquesdans BH(O)Nous reprenons les notations de la setion pr�e�edente. Soit � l'ensembledes raines simples assoi�ees �a (B; T ). Soit � dans �, w dans WL et V dansB(G=H). Notons P� le sous-groupe parabolique minimal de G ontenant Bassoi�e �a �. Ave les notations de la proposition 8.2.1, posons :P�:BHO(w; V ) := (P� � f1g)BHO(w; V ):On dira que � monte BHO(w; V ) si la dimension de P�:BHO(w; V ) est stri-tement sup�erieure �a elle de BHO(w; V ).Consid�erons sur P� � BHO(w; V ) l'ation de B d�e�nie par la formule :b:(p; x) = (pb�1; bx). Alors, il existe une vari�et�e quotient, P� �B BHO(w; V )qui se �bre sur P�=B. Consid�erons alors l'appliation :�O;� : P� �B BHO(w; V ) �! P�:BHO(w; V )(p; x)B 7�! (p; 1):xLorsque � monte BHO(w; V ), la proposition suivante d�erit les orbites deB �H inluses dans P�:BHÆO(w; V ) et donne le degr�e, deg(�O;�) de l'appli-ation �O;�.Proposition 8.3.1 Soit � 2 �, w 2 WL et V 2 B(G=H). Alors, � monteBHO(w; V ) si et seulement si on est dans l'un des deux as suivants :(i) � monte BwP=P dans �(G=P ) i.e. s�:w 2 WL et l(s�w) < l(w). Ona alors : P�:BHÆO(w; V ) = BHÆO(w; V ) [ BHÆO(s�w; V )et deg(�O;�) = 1:(ii) P� stabilise BwP=P (i.e. s�w 62 WL) et w�1� (qui est alors une rainesimple de L) monte V . Posons � = w�1�. On a alors :P�:BHÆO(w; V ) = SV 0Æ�P�:V Æ BHÆO(w; V 0)et deg(�O;�) = d(V; �):



143Preuve : Cas (i) : Supposons que � monte BwP=P .Le groupe B agit diagonalement sur le produit P� � BwP=P et lavari�et�e quotient P� �B BwP=P existe. De plus, il existe une �brationf : P� �B BwP=P �! P�=B. Consid�erons ~p1, l'appliation anonique telleque le diagramme suivant soit ommutatif :P� �B BHÆO(w; V ) �O;� ! P�:BHÆO(w; V )
P� �B BwP=P~p1# isomorphisme! P�wP=Pp1#

P�=Bf#Notons � = f Æ ~p1. On voit alors que haque �bre de �O;� est inluse dansune �bre de �. On en d�eduit failement que �O;� est un isomorphisme puisque P�:BHÆO(w; V ) = BHÆO(w; V ) [ BHÆO(s�w; V ).Cas (ii) : Supposons que P�wP=P = BwP=P . Commen�ons par montrer que� appartient �a �+L . Comme P�wP=P = BwP=P , la dimension du stabilisa-teur P� \ (wPw�1) de wP=P dans P� est stritement sup�erieure �a elle deB\(wPw�1). En regardant les alg�ebres de Lie ei montre que �� appartient�a w:��L . Cqfd.Soit v dans G tel que vH=H appartient �a l'orbite ouverte de B dansV et soit ŵ dans BwP . Alors, toutes les orbites de B �H inluses dansP�:BHÆO(w; V ) renontrent p�11 (wP=P ). De plus, on a :(ŵ�1; 1):hP�:BHÆO(w; V ) \ p�11 (wP=P )i = ((P \ w�1P�w)�H):(1; v�1)I=I:Or, omme � 2 �+L , le lemme 8.2.1 montre que � est une raine simple de Let que qPu(P \ w�1P�w) s'identi�e au sous-groupe parabolique minimal deL ontenant B \ L assoi�e � ('est-�a-dire �a P� \ L). On en d�eduit que :P�:BHÆO(w; V ) = [V 0�P�:V BHÆO(w; V 0):



144En partiulier, � monte BHÆO(w; V ) si et seulement si � monte V .Supposons que � monte V et alulons le degr�e d de �O;�. Pour ela,onsid�erons : P� �B BHÆO(w; V ) �O;�! P�:BHÆO(w; V )BwP=P:p1#Soit ŵ et v omme i-dessus. Le degr�e d de �O;� est elui de sa restritionau-dessus de wP=P :(P� \ wPw�1)�B\wPw�1 �(B \ wPw�1)�H� :(ŵ; v)I=I�(P� \ wPw�1)�H� :(ŵ; v)I=I#En appliquant (ŵ�1; 1), on obtient que d est le degr�e de l'appliation natu-relle : (w�1P�w \ P )�w�1Bw\P �(w�1Bw \ P )�H� :(1; v)I=I�(w�1P�w \ P )�H� :(1; v)I=I:#Mais alors, le lemme 11.2.2 et le fait que I ontienent P u � f1g impliquentque d est le degr�e de l'appliation :� : P� �B (B �H):(1; v)I=I ! (P� �H):(1; v)I=I:Par ailleurs, le ardinal de la �bre ��1((1; v)I=I) est d(V; �). On a montr�eque le degr�e de �O;� est d(V; �).Pour terminer la d�emonstration du lemme il reste �a montrer que si �monte Bs�wP=P sur BwP=P alors � ne monte pas BHÆO(w; V ). Mais eid�eoule imm�ediatement du Cas (i) i-dessus appliqu�e �a BHO(s�w; V ). �



1458.4 Sur le ompl�ementaire de l'orbite ouvertede B �H dans O8.4.1 R�edutions8.4.1.1| Dans ette sous-setion, nous allons d�erire les omposantesirr�edutibles du ompl�ementaire de l'orbite ouverte de B �H dansO. Notonsqu'ave la onvention, B inlus dans Q hoisie, BHÆO(1; G=H) = (B �H):I=Iest l'orbite ouverte de B �H dans O.8.4.1.2| Consid�erons le revêtement universel de G :� : eG �! G:Posons alors, eP := ��1(P ); eQ := ��1(Q); eL := ��1(L) et eC := ��1(C). Alors,O est un eG� eG-espae homog�ene et l'isotropie de I=I 2 O dans eG� eG est��1(I). De plus, si eB := ��1(B) et eH := ��1(H), on a :8x 2 O (B �H):x = ( eB � eH):x:Quitte �a remplaer G par eG, B par eB et H par eH, nous supposons dans lasetion 8.4 que G est simplement onnexe.8.4.1.3| Nous onsid�erons HÆ la omposante neutre de H. L'ation def1g �H sur O induit une ation de H=HÆ sur l'ensemble des orbites deB �HÆ dans O. Comme ette ation respete la dimension, on a :(B �HÆ):I=I = (B �H):I=I:Dans la suite de la setion 8.4, quitte �a remplaer H par HÆ, nous sup-poserons que H est onnexe.8.4.2 Le ompl�ementaire de l'orbite ouverte de B �Hdans OSoit D une ouleur de G=H. Alors, BHO(1; D) est ferm�e, irr�edutible,stable par B �H et de odimension 1 dans O. On en d�eduit que BHO(1; D)est une omposante irr�edutible du ompl�ementaire de l'orbite ouverte deB �H dans O. Lorsqu'il n'y a pas d'ambigu��t�e sur O, on notera bD pour



146BHO(1; D). Reprenons les notations de la proposition 8.2.1. Remarquonsqu'alors : bD \ p�11 (P=P ) = �( eD�1);o�u eD�1 est l'image de q�1(D) par g 7! g�1.Soit maintenant E une ouleur de G=P . On �erit E = Bs�P=P o�us� est une r�eetion simple de WL. Alors, BHO(s�; G=H) est une ompo-sante irr�edutible de odimension 1 du ompl�ementaire de l'orbite ouverte deB �H dans O. Nous noterons quelquefois bE pour BHO(s�; G=H). Remar-quons que : bE = p�11 (E):On a alors leLemme 8.4.1 Ave les notations introduites i-dessus, si H est onnexe, ona : O = (B �H):I=I [ [D2D(G=H) bD [ [E2D(G=P ) bE:Preuve : Soit M une omposante irr�edutible du ompl�ementaire del'orbite ouverte de B �H dans O. Comme M est stable par B � f1g, il y adeux possibilit�es : soit p1(M) est inlus dans G=P � BP=P , soit p1(M) estdense dans G=P .Dans le premier as, il est lair que M est la pr�eimage par p1 d'uneomposante irr�edutible de G=P � BP=P . Comme BP=P est aÆne, M estalors de la forme p�11 (E) pour E diviseur stable par B dans G=P . Alors,M = bE.Supposons que p1(M) est dense dans G=P . Alors la proposition 8.2.1montre que ��1(M \ p�11 (P=P )) est une omposante irr�edutible de G�HB'est-�a-dire de la forme eD�1 pour une ouleur D de G=H. Il est alors failede voir que : M = bD. Le lemme est d�emontr�e. �8.4.3 �Equations dans G�G des bD et des bE8.4.3.1| Consid�erons l'appliation :qG�G : G�G �! O(g1; g2) 7�! (g1; g2) = (g1; g2)I=I:Ave les notations de la setion pr�e�edente, dans elle-i, nous onsid�erons bDet bE omme des diviseurs premiers dans O. Nous allons aluler les �equations



147dans k[G�G℄ des images r�eiproques q�G�G( bD) et q�G�G( bE) de es diviseurspar qG�G.Pour ela, nous introduisons quelques notations. Posons :I� = (P u �Qu)n�L et O� = G�G=I�:L'appliation qG�G se fatorise alors par :G�G !O� �!OOn d�eduit failement du lemme 8.4.1 appliqu�e �a O� et �a O, que si Dappartient �a D(G=H) (resp. E appartient �a D(G=P )), on a : ��1( bD) =BHO�(1; D) et ��1( bE) = BHO�(E;G=H). En partiulier, ��1( bD) et ��1( bE)sont irr�edutibles. Mais alors, le lemme 2.8.1 montre que :��( bD) = ��1( bD) et ��( bE) = ��1( bE):Ainsi, pour aluler les �equations de q�G�G( bD) et de q�G�G( bE), quitte �a rem-plaer I par I�, on peut supposer que I = (P u � Qu)n�L 'est-�a-dire queC est trivial. Dans la suite de la setion 8.4 a�n d'all�eger les notations, nousferons ette hypoth�ese.8.4.3.2| Consid�erons le diagramme :X (I) !X (�L)
X (P ) !X (L)#  X (Q)o�u les �ehes horizontales sont des morphismes de restrition et la �ehevertiale l'isomorphisme anonique. Par e diagramme, X (I), X (P ) et X (Q)s'identi�ent �a X (L). Par la suite nous ferons es identi�ations de mani�ereimpliite.Soit D dans D(G=H). L'�equation, f bD de q�G�G( bD) telle que f bD(1; 1) = 1est un veteur propre pour B �H et I. Ce qui nous donne un �el�ement deX (B)�X (H)�X (L) (puisque X (I) = X (L)). De plus, omme (B �H):I=Iest dense dans O, e arat�ere d�etermine f bD. De même, si E appartient �aD(G=P ), on lui assoie un �el�ement de X (B) � X (H) � X (L) qui s'identi-�e �a l'�equation f bE de q�G�G( bE). Dans ette setion, nous allons aluler les



148�el�ements (que l'on note enore f bD et f bE) de X (B) � X (H) � X (L) orres-pondant �a f bD et f bE.8.4.3.3| Commen�ons par montrer leLemme 8.4.2 Nous rappelons que G est simplement onnexe, H est onnexeet C est trivial. Soit D dans D(G=H). Consid�erons ii :q2 : G �! Og 7�! (1; g):Alors, ave les notations i-dessus, on a : q�2( bD) = eD�1.Preuve : Reprenons les notations de la proposition 8.2.1. Nous posonsle temps de ette preuve :U := p�11 (BP=P ) et S := p�11 (P=P ):Alors, U est ouvert dans O et renontre bD. Il suÆt don de aluler q�2(U\ bD).Remarquons que S est stable par B \ L et onsid�erons l'ation de B \ Lsur B par multipliation �a droite. Alors, B \ L agit diagonalement sur leproduit B � S. Il existe alors un quotient de B � S par B \ L que l'on noteB�B\LS. Si b 2 B et s 2 S, on notera (b; s) 2 B�B\LS l'orbite de (b; s) parB \ L. Comme U est stable par B, l'appliation i-dessous est bien d�e�nie :� : B �B\L S �! U(b; s) 7�! b:s :Il est faile de voir que � est bijetive, puis par normalit�e de U que � est unisomorphisme. Alors, par d�e�nition de bD, on a :��( bD \ U) = 1:�B �B\L �( eD�1)� :Consid�erons maintenant i : S �! B �B\L Ss 7�! (1; s):On a : i� �B �B\L �( eD�1)� = 1:�( eD�1): Pour onlure, on fatorise l'appli-ation q2 par :



149G ! G=Qu �! S i! B �B\L S �! U � !O:Alors, le lemme 2.8.1 permet de onlure. �On peut maintenant aluler f bE et f bD.Type I : E est une ouleur de G=P .D'apr�es la d�eomposition de Bruhat, on sait que E est de la formeBs�P=P pour � raine simple telle que !� s'�etend �a P . De plus, l'�equationde Bs�P dans G est propre pour B � P de poids (!�;�!�). Par ailleurs, lelemme 2.8.1 montre que bE = p�1(E), et q�G�G( bE) = Bs�P �G. Ainsi :f bE = (!�; 0;�!�):Type II : D est une ouleur de G=H.Soit [ : �℄ l'�equation de eD dans G. Montrons que la formule :f((b; h):i) = (b)�(h) 8b 2 B ; h 2 H et i 2 Id�e�nit une fontion rationnelle sur G�G, propre pour (B �H)�I de poids(; �; 0).Comme (B �H):I est dense dans G�G, il suÆt de montrer que si (b; h)appartient �a I alors (b)�(h) = 1. Comme B \ P = B \ L, tout �el�ementde (B � H) \ I est de la forme (bl; qubl) ave bl 2 B \ L, qu 2 Qu etqubl 2 H. Comme (; �) appartient �a X (B)�X (B\H) X (H) et qubl �a B \H,on a �(qubl)�1 = (qubl) = (bl) et (; �)(bl; qubl) = 1. Ainsi, il existe f dansk(G�G) de poids (; �; 0) pour (B �H)� I et telle que f(1) = 1.Consid�erons Df = div(f), le diviseur stable par (B �H) � I de G�Gd'�equation f . Soit h 2 H et b 2 B. On peut �erire b = qubl, ave qu 2 Qu etbl 2 B \ L. Comme (bl; b) 2 I, on a :f(1; hb) = f �(b�1l ; h):(bl; b)�= f((b�1l ; h))= (b�1l ):�(h)= (b�1):�(h):On en d�eduit que i�2(Df) = eD�1 o�u i2 : G �! G�G, g 7! (1; g). Commede plus Df est stable par (B �H) � I, les lemmes 8.4.2 et 8.4.1 montrent



150qu'il est de la forme :Df = q�G�G( bD) + XE2D(G=P )nE:q�G�G( bE);o�u les nE sont des entiers. Pour tout E dans D(G=P ), on note eE sa pr�eimagepar l'appliation orbite G �! G=P . Soit � le arat�ere de P tel que [� : ��℄est l'�equation dans G de PnE eE. Connaissant les �equations des diviseurs deO de type I, on en d�eduit que :f bD = ( � �; �; �):A�n de aluler �, rappelons quelques notations : � d�esigne l'ensemble desraines simples de (B; T ) et si � appartient �a �, !� est le poids fondamentalqui lui orrespond. Alors,  s'�erit P�2� k�!� ave k� dans N . Consid�erons�(L) l'ensemble des raines simples de (B\L; T ). Soit � 2 ���(L). D'apr�esla proposition 8.3.1, bD est stable par P�. Don l'�equation de bD est veteurpropre de P� et  � � est orthogonal �a �.Par ailleurs, omme � est un arat�ere de P , il est ombinaison lin�eairedes !� pour � 2 � � �(L). On en d�eduit que � = P�2���(L) k�!�. Enpartiulier, � ne d�epend que de  et de P ; on pose :P := X�2���(L) k�!�:Alors, on a montr�e que (rappelons que  = D et � = �D) :f bD = (D � PD; �D; PD):Remarquons que si D est stable par Q, PD = D etf bD = (0; �D; D):En partiulier, dans e as, on a : bD = p�12 ( eD�1=Q).8.4.4 Ation de G� f1g sur bD et bEPour haun des diviseursD dans D(G=H), a�n de d�erire l'orbite ouvertede G�H dans O, nous aurons besoin de onnâ�tre (G� f1g): bD, ainsi que



151la r�eunion, 
 bD des orbites de G� f1g inluses dans bD. De même, si E estune ouleur de G=P , nous d�eterminerons (G� f1g): bE et la r�eunion, 
 bE desorbites de G� f1g inluses dans bE. Rappelons que nous supposons ii queG est simplement onnexe, C est trivial et H est onnexe.Type IComme bE ontient une �bre de p1, (G� f1g): bE les ontient toutes et(G� f1g): bE = O. De plus, bE est stable par B �G don s'il ontenait uneorbite de G� f1g, il ontiendrait O ! Ainsi, 
 bE est vide.Type IISi D est stable par Q, omme bD est stable par G� f1g, on a :(G� f1g): bD = 
 bD = bD:SiD n'est pas stable par Q, omme l'appliationG�B bD �! (G� f1g): bDest propre, (G� f1g): bD est ferm�e dans O. De plus, on a��1((G� f1g): bD \ p�11 (P=P )) � ��1(P: bD \ p�11 (P=P )):Comme ��1((G� f1g): bD \ p�11 (P=P )) est stable par Q, on en d�eduit que(G� f1g): bD = O.Par ailleurs, haque orbite de G� f1g inluse dans bD renontrep�11 (P=P ). Supposons que y 2 bD \ p�11 (P=P ) et (G� f1g):y est inlus dansbD. D'apr�es la proposition 8.2.1, il existe ey 2 G tel que (1; ey) = y. On a alors :��1(P � f1g:y) = eyQ � eD�1:R�eiproquement, si eyQ est inlus dans eD�1, alors (P �H):(1; ey) et don(BP � H):(1; ey) sont inlus dans bD. Comme BP est dense dans G, on end�eduit que : (G� f1g):(1; ey) � bD:Ainsi, l'ensemble des orbites de G � H inluses dans bD est en bijetionave elui des orbites de Q inluses dans D.8.5 R�eapitulatifAu ours de la setion 8.4 nous avons �etudi�e le ompl�ementaire de l'or-bite ouverte de B �H dans O. Nous avons montr�e que les omposantes



152irr�edutibles de e ompl�ementaire �etaient de odimension 1 dans O ; nousavons param�etr�e es omposantes irr�edutibles par les ouleurs des espaeshomog�enes G=H et G=P ; et nous avons d�etermin�e les < �equations > de esderni�eres. Nous nous sommes �egalement int�eress�es au ompl�ementaire de l'or-bite ouverte de G�H dans O. Ayant e�etu�e un grand nombre de r�edutionsa�n d'all�eger les notations pendant les d�emonstrations, nous r�esumons main-tenant les r�esultats obtenus. Pour ela revenons �a la situation g�en�erale :{ G semi-simple. On note � : eG �! G le revêtement universel de G.{ I = (P u �Qu)n (�L� (f1g � C)).{ H non n�eessairement onnexe. On note HÆ la omposante neutre deH.Nous noterons DÆ les �el�ements de D(G=HÆ). Posons :eB := ��1(B) ; eL := ��1(L)eP := ��1(P ) et fHÆ := ��1(HÆ):De plus, si D appartient �a D(G=H), on note 
QD pour la r�eunion des orbitesde Q inluses dans D.Rappelons que p1 : O �! G=P est l'appliation induite par l'inlusionde I dans P �G. Consid�erons �a nouveau l'appliation � : G �! p�11 (P=P )d�e�nie dans la proposition 8.2.1.Compte tenu des r�edutions de la setion 8.4.1, les r�esultats de la setion8.4 sont r�esum�es dans le tableau suivant.Composantes irr�edutibles du ompl�ementaire de (B �H):I=I dans OParam�etre E 2 D(G=P ) DÆ 2 D(G=HÆ)�equation dansX ( eB)� X (fHÆ)� X (eL) (!�; 0;�!�) (DÆ � PDÆ; �DÆ; PDÆ)Image parG� f1g O DÆ si DÆ est stable par QO sinonPr�eimage par � de
 \ p�11 (P=P ) ; fDÆ�1 si DÆ est stable par Q
QDÆ sinon



1538.6 Diviseurs stables par B �H dans un plon-gement de G8.6.1| Soit X un plongement sans ouleur et simple de G�G=�Gdont l'orbite ferm�ee Z est ompl�ete. Dans ette setion, nous allons �etudierles diviseurs stables par B �H dans X ainsi que leurs intersetions ave uneorbite de G�G dans X.A�n d'all�eger les notations et quitte �a onsid�erer HÆ, nous supposerons �anouveau que H est onnexe. Un diviseur stable par B �H dans X est alorsombinaison lin�eaire de diviseurs premiers stables par B �H.SoitD une ouleur de G=H. Rappelons que DX est l'adh�erene dans X dela pr�eimage dansG deD. Dans ette setion nous allons aluler l'intersetionde DX ave les orbites de G�G dans X. Pour ela, nous exhiberons un �br�een droites qui admet une setion dont DX est le diviseur. Ensuite, nousalulerons la restrition de ette setion �a toute orbite de G�G dans X.Commen�ons par quelques mises au point onernant les �br�es en droites surX. 8.6.2| Consid�erons O une orbite de G�G dans X. Soit eP; eQ; eL; eC eteI omme dans le paragraphe 8.2.1 tels que O soit isomorphe omme eG� eG-espae homog�ene �a eG� eG=eI. Le groupe X (eI) s'identi�e alors �a X (eL)�X ( eC)via le morphisme de restrition de X (eI) sur X ��eL� (f1g � eC)�.G�en�eralisant le point de vue de la setion 4.5, nous onsid�erons ii lemorphisme de restrition �O : Pi eG� eG(X) �! Pi eG� eG(O). On a enore undiagramme ommutatif :Pi eG� eG(X) �O ! Pi eG� eG(O)
Pi(X)# �O!X (eI) ' X (eL)� X ( eC):(�;�)7!L(�;�)"

La proposition suivante s'int�eresse au morphisme de restrition :�O : Pi(X) �! X (eL)� X ( eC):Rappelons que si � est un arat�ere de eB, L� d�esigne l'unique �br�e en droitessur X tel que �Z = (�;��) (voir la setion 4.5).



154Proposition 8.6.1 Soit � un arat�ere de eB. Ave les notations introduitesi-dessus, on a : �O(L�) = (0;��j eC)o�u (0;��j eC) 2 X (eL)� X ( eC) ' X (eI).Preuve : Soit XZ;B�B� l'ouvert aÆne stable par B � B� qui renontreZ. D'apr�es le orollaire 2.5.1, il existe une sous-vari�et�e ferm�ee S de XZ;B�B�stable par T � T qui renontre Z en un seul point z et telle que XZ;B�B�est isomorphe omme B � B�-vari�et�e �a U � U� � S. La vari�et�e S est unplongement aÆne de T � T=�T , en partiulier son groupe de Piard esttrivial. Ainsi, L�jS ' S � k; (8.1)en tant que �br�e en droites sur S sans lin�earisation. De plus, la eT � eT -lin�earisation de L�jS obtenue par restrition de la eG� eG-lin�earisation de L�est un arat�ere de eT � eT : 'est elui donn�e par l'ation de eT � eT sur la �breau-dessus de z dans L�. Puisque z est le point de Z stabilis�e par B� �B etL�jZ = L(�;��), le groupe eT � eT agit sur (L�)z par (�;��).D'apr�es la proposition 4.4.1, il existe x dans S \O �x�e par eI. Mais alors,d'apr�es l'isomorphisme 8.1, le stabilisateur dans eT � eT de x agit sur la �breau-dessus de x omme sur elle au-dessus de z 'est-�a-dire par (�;��). Onen d�eduit que �eL agit trivialement sur ette �bre et que eC agit par ��j eC .La proposition est d�emontr�ee. �8.6.3| Soit D dans D(G=H). Alors DX est un diviseur premier de X.Le but de ette sous-setion est de trouver une < �equation > ('est-�a-dire unesetion d'un �br�e en droites) de DX dans X et de DX \ O dans O.Soit eD la pr�eimage de D dans eG. Soit (D; �D) les arat�eres de l'�equationde eD dans eG pour l'ation de eB � eH. Consid�erons LD le �br�e en droiteseG� eG-lin�earis�e assoi�e �a D (voir la la proposition 4.5.1 pour la notation).Comme D est dominant, LD est engendr�e par ses setions globales. En par-tiulier, le morphisme de restrition de �(X;LD) vers � (Z; �Z(LD)) est nonnul. Or �(Z; �Z(LD)) est isomorphe �a VD 
 V �D omme eG� eG-module. Onen d�eduit que VD 
 V �D apparâ�t dans la d�eomposition en eG� eG-modules



155simples de �(X;LD). Par ailleurs, �(X;LD) est un eG� eG-module sans mul-tipliit�e. Il existe alors une injetion eG� eG-�equivariante i de VD 
V �D dans�(X;LD), unique �a un salaire pr�es.Nous avons vu au ours de la d�emonstration de la proposition 3.2.1 qu'ilexiste dans V �D une forme � de poids �D pour l'ation de H. Soit v un veteurde plus haut poids pour B dans VD . Posons � = i(v
 �). On se propose demontrer leLemme 8.6.1 Ave les notations introduites i-dessus, on a :div(�) = DX :Preuve : Notons pour simpli�er L plutôt que LD . Consid�eronsL
eG �! G# �jG6Comme Pi( eG) est trivial, �( eG; ��(LjG)) est isomorphe omme eG� eG-module �a k[ eG℄. Or �Æ� est une setion propre pour eB� eH de poids (D; �D) :'est l'�equation de eD. Ainsi, div(�jG Æ �) = eD:De plus, omme eB ontient le entre de eG (et don le noyau de �), eD estirr�edutible. Mais alors, le lemme 2.8.1 montre que :�� ��( eD)� = eD:On en d�eduit que div(�jG) = �( eD):Comme �Z Æ i est un isomorphisme de eG� eG-modules, �Z(�) est nonidentiquement nulle sur Z. En partiulier, le support de div(�) ne ontientpas de diviseurs stables parG�G (rappelons que Z est l'unique orbite ferm�eede G�G dans X).



156Comme tout diviseur qui n'est pas stable par G�G renontre G, ononlut que div(�) = DX . �On peut maintenant montrer la propositionProposition 8.6.2 On suppose ii que H est onnexe. On se donne un plon-gement X de G�G=�G et une orbite sans ouleur O de G�G dans X.On reprend les notations de la proposition 8.2.1 pour O. Soit D une ouleurde G=H. On d�e�nit DX omme i-dessus.Alors le diviseur de l'intersetion DX \O est la somme de BHO(G=P;D)et de diviseurs de la forme BHO(E;G=H) ave E 2 D(G=P ).Preuve : Remarquons qu'il existe un ône saillant C d'int�erieur nonvide tel que : C est inlus dans CV(G�G=�G), C est d'int�erieur non videet C(X;O) est une fae de C. Consid�erons X 0 le plongement de G assoi�e �a(C; ;) par le th�eor�eme 1. Alors, d'apr�es la proposition 2.2.1, XO s'injete dansX 0. De plus, X 0 a une orbite ferm�ee projetive. Ainsi, quitte �a remplaer Xpar X 0, on peut supposer que X a une orbite projetive Z.Reprenons alors les notations de la setion 8.6. La setion �O(�) de L(0;D)sur O est d'apr�es le lemme 8.6.1 une �equation de DX \O. En partiulier, learat�ere dans X ( eB)�X ( eH)�X (eI) de l'�equation de la pr�eimage de DX \Odans eG� eG est : (D; �D; 0):En �erivant :(D; �D; 0) = (D � PD; �D; PD) + (PD; 0;�PD);on obtient la proposition. �



Chapitre 9Retour sur le quotient d'unplongement de G par H
9.1 IntrodutionFort de la proposition 8.6.2, nous revenons �a la situation de la proposition7.4.1. Reprenons don les notations de la setion 7 :L 
 � !LY

Xss(L
 �)# �!Xss(L 
 �)==H =: Y#On suppose que Y ontient G=H (voir le orollaire 7.2.1).9.2 Sur la pr�eimage par � d'ouverts de YSoit 
 une orbite de G dans Y . On onsid�ere O(
) l'orbite de G�Gdonn�ee par la proposition 7.3.2. Fixons O une orbite de G�G sans ouleurdans XO(
). On s'int�eresse dans ette setion �a l'intersetion de ��1(Y
) etde O.On reprend les notations de la proposition 8.2.1 pour l'orbite O. Comme��1(Y
) est stable par G� f1g, pour onnâ�tre ��1(Y
) \ O, il suÆt de157



158onnâ�tre son intersetion ave p�11 (P=P ). La proposition suivante donne unedesription de et ensemble.Proposition 9.2.1 Si D est dans D(G=H), omme dans la setion 8.4.4,on note 
QD la r�eunion des orbites de Q inluses dans D.Ave les notations de la proposition 8.2.1 appliqu�ees �a l'orbite O, on a :���1(��1(Y
) \ p�11 (P=P ))��1 =H = G=H � [D=2D(Y;
)
QD:Preuve : Comme O est inluse dans XO(
), la proposition 7.4.1 montreque : O \ ��1(Y
) = O � [D=2D(Y;
)
DX \ O;o�u 
DX est la r�eunion des orbites de G� f1g inluses dans DX .Consid�erons l'appliation � : G=HÆ �! G=H induit par l'inlusion deHÆ dans H. Soit D 2 D(G=H). Consid�erons eD la pr�eimage de D dans eG par� Æ q. Posons, ave les notations de la proposition 8.2.1 :bD = BHO(1; D):Le lemme 2.8.2 montre que ��1(D) est soit une ouleur de G=HÆ, soitla r�eunion de deux ouleurs de G=HÆ. La proposition 8.6.2 montre alors queDX \ O est la r�eunion de bD et de ertaines �bres de p1. En partiulier, uneorbite de G� f1g est inluse dans DX \O si et seulement si elle est inlusedans bD. Mais alors, la proposition d�eoule de la desription donn�ee dans lasetion 8.5 de 
 bD \ p�11 (P=P ). �Cette proposition dont l'�enon�e est un peu lourd se simpli�e dans le asint�eressant o�u 
 et O(
) sont sans ouleur :Corollaire 9.2.1 On suppose ii que 
 et O(
) sont sans ouleur. Alors,l'intersetion ��1(
) \ O(
) est l'orbite ouverte de G�H dans O(
).Preuve : D'apr�es la proposition 7.3.2, l'orbite 
 est inluse dans l'imagede �. Alors, la proposition pr�e�edente montre que l'ensemble des orbites deG�H dans ��1(Y
)\O(
) est en bijetion ave elui des orbites de Q dans :G=H � [D2D(G=H)
QD:



159Or G=H � QH=H � G=H � BH=H = [D2D(G=H)D. Le orollaire suit alorsfailement. �9.3 Stabilit�e et plongements sans ouleursDans un as partiulier, la proposition 9.3.1 i-dessous donne un rit�ere entermes de poly�edres moments surX etG=H pour queXss(L
�) = Xs(L
�).Commen�ons par donner quelques d�e�nitions. Soit E un espae vetorielde dimension �nie. Soit P un poly�edre de E . On appellera dimension de P,et on notera dim(P) la dimension de l'espae aÆne engendr�e par P. Si Q estun deuxi�eme poly�edre, on dira que l'intersetion de P et Q est transverse siet seulement si :dim(P \Q) = dim(E)� dim(P)� dim(Q):Proposition 9.3.1 On se plae dans la situation de la setion 9.1 et on sedonne une orbite 
 de G dans Y . On suppose alors que 
 et O(
) (voir laproposition 7.3.2) sont sans ouleur.Alors, ave les notations de la proposition 2.6.2, on a : ��1(
) est inlusdans Xs(L) si et seulement si l'intersetion de P(O(
);L) et de P(G=H;L�)est transverse.De plus, dans e as, ��1(Y
) renontre haque orbite de G�G dansXO(
) en exatement une orbite de G�H.Preuve : Remarquons que la proposition 2.6.1 implique que le rang de 
(resp. O(
)) est la dimension de l'espae aÆne engendr�e par P(
;LY ) (resp.P(O(
);L)). Il est alors ais�e de voir que la ondition de transversalit�e del'�enon�e est �equivalente �a :rg(G=H)� rg(
) = rg(G)� rg(O(
)):D'apr�es le lemme 2.5.1, ei est enore �equivalent �a :dim(G=H)� dim(
) = dim(G)� dim(O(
)): (9.1)Par ailleurs, la proposition 7.3.2 montre que :�(O(
) \Xss(L 
 �)) = 
:



160On en d�eduit que g�en�eriquement les �bres de � au-dessus de 
 ont pourdimension dim(O(
))� dim(
):En partiulier, la �bre au-dessus de tout point y de 
 a ette dimension.Mais alors, la ondition 9.1 est �equivalente �a :dim(��1(y)) = dim(H):En partiulier, ei montre ave la proposition 5.2.2 que si ��1(y) est inlusdans Xs(L) alors la ondition de transversalit�e est remplie.Pour montrer la r�eiproque, supposons que l'intersetion de P(O(
);L)et de P(G=H;L�) est transverse 'est-�a-dire que dim(��1(y)) = dim(H). Laproposition 7.3.1 implique alors que la �bre ��1(y) est inluse dans O(
).Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a H. On onsid�ere PG=H lestabilisateur dans G de BH=H. On se donne alors un sous-groupe de Levi,LG=H de PG=H adapt�e �a G=H (voir la proposition 2.5.2). Soit TG=H un toremaximal de LG=H inlus dans B.D'apr�es la proposition 4.4.1, on peut trouver un point x de O(
) dontl'isotropie dans G�G est :I = (P u �Qu)n (�L� (f1g � C)) ;o�u Q est un sous-groupe parabolique de G ontenant B,P est l'unique sous-groupe parabolique de G oppos�e �a Qet ontenant TG=H ,L est le Levi ommun �a P et Q, etC est un sous-groupe du entre onnexe de L.Montrons que PG=H � Q.Soit � une raine simple de (B; TG=H) telle que P� � PG=H . Alors, le sous-groupe parabolique minimal P� assoi�e �a � stabilise haque ouleur de G=H.Ainsi les poids pour B des �equations de es ouleurs appartiennent �a l'ortho-gonal, �_? de la oraine �_. Le lemme 3.3.2 montre alors que P(G=H;L�)est inlus dans �_?. Mais alors, P(O(
);L) \ �_? ontient P(
;LY ) et lelemme 4.4.1 montre que P� est inlus dans Q. Finalement, PG=H est inlusdans Q.On se propose de d�eduire de ette inlusion l'Assertion 1 : L'isotropie g�en�erique de f1g �H dans O(
) est �nie.Comme (G�H):I=I est ouvert dans O(
), l'isotropie g�en�erique de l'a-tion de f1g �H dans O(
) est I\(f1g �H) qui est isomorphe �aH\QuC. Or



161Qu est inlus dans P uG=H et C est inlus dans LG=H . Mais alors, la proposition2.5.2 implique que : H \QuC = H \ C:D'apr�es la proposition 2.6.1, la diretion de P(G=H;L�) est X (B)B\HQet elle de P(O(
);L) est X (B)B\CQ . Ainsi, l'hypoth�ese montre queX (TG=H)TG=H\H \ X (TG=H)C est �nie ; e qui implique que H \ C est �ni.Cei termine la d�emonstration de l'Assertion 1.Soit U un ouvert aÆne inlus dans 
 (par exemple l'orbite ouverte d'unsous-groupe de Borel de G dans 
). Alors, la restrition de � �a ��1(U) est,d'apr�es la proposition 5.2.1 le quotient de la vari�et�e aÆne ��1(U) par f1g�H.De plus, d'apr�es le orollaire 9.2.1, ��1(U) est inlus dans l'orbite ouvertede G�H dans O(
). En partiulier, ei montre que ��1(U) est lisse. Maisalors, l'Assertion 1, le fait que dim(O(
))�dim(
) =dim(H) et le lemme5.1.1 montrent que, g�en�eriquement, les �bres de � au-dessus de U ontiennentune unique orbite ouverte et dense de H. Le fait que ��1(U) soit inlus dansl'orbite ouverte de G�H dans O(
) implique alors qu'au-dessus de U , les�bres de � soient des orbites de H. La proposition est d�emontr�ee. �9.4 Quelques exemples9.4.1 IntrodutionFixons L un �br�e en droites G�H-lin�earis�e sur X. On onsid�ere alors� : Xss(L) �! Xss(L)==H. Dans ette sous-setion, nous appliquons lesr�esultats que nous avons obtenu a�n de d�eterminer sur des exemples si :Xss(L) = Xs(L):Nous noterons Xsss(L) le ompl�ementaire de Xs(L) dans Xss(L). Nousommen�ons par le lemme suivant :Lemme 9.4.1 Si H est r�edutif, se valent :(i) Xss(L) = Xs(L)(ii) pour toute orbite ferm�ee Z de G dans Xss(L)==H, l'ensemble ��1(Z)est r�eduit �a une orbite de G�H dans X.



162Preuve : L'impliation (i) ) (ii) est triviale. R�eiproquement, soit Zune orbite ferm�ee de Xss(L)==H telle que ��1(Z) est une orbite de G�Hdans X. Alors, les orbites de f1g � H dans ��1(Z) sont toutes de mêmedimension. Or, haque �bre de � ontient une unique orbite ferm�ee de f1g�H. Don, les �bres au-dessus des points de Z sont des orbites de f1g�H et��1(Z) est inlus dans Xs(L).De plus, �(Xs(L)) est un ouvert stable par G dans Xss(L)==H. Or, si(ii) est v�eri��e, l'argument i-dessus montre que �(Xs(L)) renontre toutesles orbites ferm�ees de Xss(L)==H. Ainsi, (ii)) (i) est d�emontr�ee. �9.4.2 SP(4)=k� � SL(2)Consid�erons G = SP(4) et H = k� � SL(2) le sous-groupe sph�erique deG �etudi�e dans l'appendie A.Soit X le plongement anonique de SP(4). Reprenons les notations del'appendie A. Soit O0 l'orbite de G�G de odimension 1 dans X qui se�bre sur G=P�. Soit L le �br�e en droites ample sur X not�e L2!�+5!� dans laproposition 4.5.1. Consid�erons � : Xss(L 
 �0) �! Xss(L
 �0)==H:Sur la �gure 7.1, nous avons d�ej�a dessin�e les polytopes P(X;L),P(G=H;L�0) P(X;L 
 �0)H . L'�eventail de Xss(L 
 �0)==H est dessin�e surla �gure 7.2. De plus, P(O0;L) est la fae vertiale de P(X;L).Remarquons que Xss(L
�0)==H ontient deux orbites ferm�ees de G, unesans ouleur que l'on note Z1 et une autre que l'on note Z2. Le orollaire 9.2.1appliqu�e �a Z1 montre que ��1(Z1) est l'orbite ouverte de G�H dans l'orbiteferm�ee de G�G dans X.La proposition 7.3.2 montre que O(Z2) = O. De plus, la proposition 7.4.1donne : ��1(YZ2) = XO \ ��1(YZ2)= G [ (O \ ��1(YZ2)):On applique alors la proposition 9.2.1 : l'ensemble des orbites de G�H dansO \ ��1(YZ2) est en bijetion ave elui des orbites de P� �H dansG=H � (
P�D [ 
P�D�):On v�eri�e alors sur le graphe d'inidene 11.7 des orbites de B dans G=Hque et ensemble ontient 2 orbites de P� �H. Ainsi, YZ2 ontient 3 orbitesde G et ��1(YZ2) en ontient 3 de G�H. On en d�eduit que ��1(Z2) est



163r�eduit �a une orbite de G�H puis ave le lemme 9.4.1 que :Xss(L 
 �0) = Xs(L 
 �0):9.4.2.1|On s'int�eresse maintenant �a Xss(L)==H. Nous avons repr�esent�eson �eventail sur la �gure 7.3. On note Z2 l'orbite ferm�ee de G dansXss(L)==Hayant deux ouleurs.L'ensemble des orbites de G�H dans ��1(Z2) est ette fois en bijetionave elui des orbites de P� �H dans :(G=H � P�H=H)� 
P�D :Ave le diagramme 11.7, on voit alors que ��1(Z2) ontient deux orbites deG�H. Ainsi, Xss(L) 6= Xs(L):
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Chapitre 10Une onstrution de < bonsquotients >
10.1 IntrodutionSoit G un groupe alg�ebrique semi-simple et H un sous-groupe sph�eriquesobre de G. Dans ette setion, on part d'un plongement projetif Y de G=H,et on essaie de le r�ealiser omme quotient d'un plongement X de G�G=�G.A la di��erene du th�eor�eme 4, on veut que tout point semi-stable de X soitstable. En d'autres termes, on veut que les �bres du morphisme quotientsoient des orbites de f1g�H. Par ailleurs, a�n d'utiliser la proposition 9.3.1,nous supposerons que Y est sans ouleur (voir aussi l'exemple 7.5.2).Nous ommen�ons ette setion en regardant quelques exemples. Nousmontrerons aussi quelques r�esultats utiles sur le ône des valuations de G=H.Nous r�ealisons ensuite le plongement anonique de G=H omme quotient deelui de G�G=�G. Ensuite, nous g�en�eralisons ette onstrution �a toutplongement projetif et sans ouleur de G=H.10.2 Exemples10.2.1 IntrodutionNous ommen�ons ette setion en l'id�ee de d�epart qui nous permettrade d�emontrer le th�eor�eme 6. Nous donnerons des exemples qui montrent lesdiÆult�es que l'on peut renontrer. 165



166Soit G=H un espae homog�ene sph�erique sobre et relevable. Consid�eronsalors les plongements anoniques Y de G=H et X de G�G=�G. Nous vou-lons exhiber un �br�e en droites G�H-lin�earis�e et ample sur X tel queXss(L) = Xs(L) et Xss(L)==H = Y .Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a H et T un tore maximal deB. Nous ommen�ons, �a l'instar de la d�emonstration du th�eor�eme 4 par hoi-sir un �br�e en droitesM ample et G-lin�earis�e sur Y . Soit � le arat�ere de Htel que la restrition deM �a G=H soit L� ave les notations du lemme 3.3.1.La restrition �a l'orbite ferm�ee Z de G dans Y donne un arat�ere 0 de B.En fait, 0 est le sommet de P(Y;M) orrespondant �a Z.Le premier andidat pour L est le �br�e L0 
 � ave les notations de lasetion 4.5. Regardons un premier exemple.10.2.2 SL(3)=GL(2)Revenons en e�et �a l'exemple 6.2.2. Choisissons un �br�e en droites ampleM sur Y tel que le polytope P(Y;M) soit omme sur la �gure 10.1. Alors,le polytope P(X;L0) est aussi repr�esent�e sur la �gure 10.1.!�P(X;L0) !�P(Y;M)
0

Fig. 10.1 { Les polytopes P(Y;M) et P(X;L0)Alors, nous avons bien Xss(L0 
 �)==H = Y . Mais, omme nous l'avonsd�ej�a remarqu�e dans le paragraphe 6.2.2, nous n'avons pas Xss(L0 
 �) =Xs(L0 
 �). En revanhe, la proposition 9.3.1 montre que si on remplae learat�ere 0 par un arat�ere  suÆsamment prohe, on a bien Xss(L
�) =Xs(L 
 �) et Xss(L 
 �)==H = Y .La d�emonstration du th�eor�eme 6 est bas�ee sur et exemple ; nous ex-hiberons un arat�ere rationnel  dans X (B)Q prohe de 0 et v�eri�ant :



167Xss(L
�)==H = Y et Xss(L
�) = Xs(L
�). Cependant tout n'est pastoujours aussi simple que dans le as SL(3)/GL(2). Donnons deux exemplesqui illustrent deux types de diÆult�es qui surviennent dans le hoix de .10.2.3 SL(4)=SP(4)10.2.3.1| Soit G = SL(4) et V le G-module standard. On onsid�ere surV la forme bilin�eaire antisym�etrique ! dont la matrie dans la base anoniqueest : w = 0BB� 0 1 0 0�1 0 0 00 0 0 10 0 �1 0 1CCA :Soit H ' SP(4) le sous-groupe de G qui stabilise w.Consid�erons le sous groupe de Borel B de G onstitu�e des matries trian-gulaires sup�erieures et le tore maximal T form�e des matries diagonales. Lespoids fondamentaux (!1; !2; !3) de (B; T ) sont les arat�eres de T d�e�nis parles formules : !1(diag(t1; � � � ; t4)) = t1;!2(diag(t1; � � � ; t4)) = t1t2; et!3(diag(t1; � � � ; t4)) = t1t2t3:Par ailleurs, on montre ais�ement que :B \H = f0BB� t a0 t�1 00 u b0 u�1 1CCA : u; t 2 k� et a; b 2 k g:Alors, BH est dense dans G. En d'autres termes, G=H est un espae ho-mog�ene sph�erique et B est oppos�e �a H. En fait, H est même un sous-groupesym�etrique de G. De plus, on a :X (B)B\H = Z!2:10.2.3.2| Reprenons les notations de l'introdution 10.2.1 pour notreexemple. Ii, quel que soit le �br�eM, le arat�ere 0 est un multiple de !2 ; enpartiulier, le �br�e en droites L0 sur X n'est pas ample. Ainsi, la onditionL est ample n'est pas automatique au voisinage de 0. Le rôle du lemme10.3.1 i-dessous est de tenir ompte de e ph�enom�ene.



16810.2.4 Les ouples de droites non oplanaires de P310.2.4.1| Rappels et notations sur SL(4).Dans ette setion, G d�esigne le groupe SL(4). AlorsG agit transitivementsur les ouples de droites non oplanaires de P3. Nous allons �etudier e G-espae homog�ene. Commen�ons par �xer quelques notations �a propos de G.Dans la suite de ette setion B d�esigne le sous-groupe de Borel de Gonstitu�e des matries triangulaires sup�erieures ; T l'ensemble des matriesdiagonales de G. Pour i = 1; � � � ; 4, notons "i le arat�ere de T d�e�ni par"i(diag(t1; � � � ; t4)) = ti. Alors, les raines simples assoi�ees �a (B; T ) sont :�1 := "1 � "2 �2 := "2 � "3 �3 := "3 � "4:Si on note !i le poids fondamental assoi�e �a �i, on a :!1 = "1 !2 = "1 + "2 !1 = "1 + "2 + "3:Soit (e1; e2; e3; e4) la base anonique du G-module standard V .Consid�erons [e1℄ � [e1 ^ e2℄ � [e1 ^ e2 ^ e3℄ le drapeau anonique de P3.Alors, B est le stabilisateur dans G de e drapeau. De plus, les paraboliquesminimaux de G ontenant B sont :P�1 = StabG([e1 ^ e2℄ � [e1 ^ e2 ^ e3℄);P�2 = StabG([e1℄ � [e1 ^ e2 ^ e3℄);P�3 = StabG([e1℄ � [e1 ^ e2℄):10.2.4.2| Montrons que l'espae homog�ene des ouples de droites nonoplanaires de P3 est sym�etrique.Fixonsd+ := [e1 + e4 ^ e1 + e3℄ 2 P(^2V ) d� := [e1 � e4 ^ e1 � e3℄ 2 P(^2V ):Soit H le stabilisateur dans G du ouple (d+; d�). Alors, H est onjugu�e dansG au entralisateur de la matrie diag(1; 1;�1;�1). Ainsi G=H est un espaehomog�ene sym�etrique.10.2.4.3| Calulons une < base > du groupe X (B)�X (B\H) X (H).On v�eri�e ais�ement queB \H = fdiag(t; u; u; t) 2 G : t; u 2 k�g= fdiag(t; "t�1; "t�1; t) 2 G : t 2 k� et " = �1g:



169Vu les dimensions, on en d�eduit que B est oppos�e �a H.Soit �� le arat�ere deH qui �a tout �el�ement h deH assoie le d�eterminantde la restrition de h au plan d� de V . Alors, �� = ��+. Il est ais�e devoir que �+ engendre X (H). De plus, pour tout t 2 k� et " = �1, on a�+(diag(t; "t�1; "t�1; t)) = ".Soit  et � des arat�eres de B et H respetivement. On �erit  = n1!1+n2!2 + n3!3 et � = m�+ o�u n1; n2; n3 et m sont des entiers. On d�eduitais�ement de e qui pr�e�ede que :(; �) 2 X (B)�X (B\H) X (H) () n1 = n3 et n2 � m [2℄:Mais alors, on a :X (B)�X (B\H) X (H) = Z(!1 + !3; 0)� Z(!2; �+)� Z(!2; ��):10.2.4.4| D�eterminons les ouleurs de l'espae homog�ene sph�eriqueG=H pour le sous-groupe de Borel oppos�e B.Les orbites de B dans G=H sont d�erites par les positions relatives d'undrapeau de P3 et du ouple (d+; d�). En partiulier, sur la �gure 10.2 estdessin�e un repr�esentant de l'orbite ouverte de B dans G=H.d+ d�
Fig. 10.2 { Un point de G=H et un de G=B en position g�en�eriquePour haque ouple de G=B � G=H, l'intersetion de d� ave le plandu drapeau est un point partiulier que l'on note x�. Lorsque le point dudrapeau bouge sur la droite ou lorsque le plan du drapeau tourne autour de ladroite, partant de la situation g�en�erique de la �gure 10.2, on peut aligner lestrois points x�, x+ et le point du drapeau omme sur la �gure 10.3. NotonsDÆ l'orbite de B dans G=H dont un repr�esentant est la �gure 10.3.



170 d+ d�
x+ x�

Fig. 10.3 { Un repr�esentant de DÆVu la desription des sous-groupes P�i donn�ee dans le paragraphepr�e�edent, on a montr�e que P�1DÆ est �egal �a P�3DÆ et ontient BH=H.Lorsque la droite du drapeau bouge et le point et le plan restent �xes,partant de la situation de la �gure 10.2, les points x+ ou x� peuvent atterrirsur la droite du drapeau omme sur la �gure 10.4. Notons DÆ+ et DÆ� lesorbites de B dans G=H orrespondantes �a es deux situations.d+
x+

d�x�d� d+
Fig. 10.4 { Des repr�esentants de DÆ+ et DÆ�Alors, l'ation des paraboliques minimaux sur l'orbite ouverte de B dansG=H se r�esume dans le graphe i-dessous :10.2.4.5| Dans e paragraphe, nous allons aluler les �equations desouleurs de G=H.



171Æ
DÆ� �2 DÆ�3 �1 DÆ+�2

Fig. 10.5 { �(G=H) en odimension 1.Notons D (resp. D�) l'adh�erene deDÆ (resp. DÆ�) dans G=H. Nous avonsmontr�e dans le paragraphe pr�e�edent que :D(G=H) = fD;D�; D+g:Le normalisateur de H agit sur G=H en permutant d+ et d� ; ainsi, il agitsur D(G=H) en �xant D et permutant D� et D+. On en d�eduit que �D = 0et �D� = ��D+ , ave les notations du paragraphe 3.2.1.2.Par ailleurs, l'ation des paraboliques minimaux donn�ee par la �gure 10.5impose : D� 2 N!2 et D 2 N!1 + N!3 .Toutes es ontraintes et le fait que les �equations des ouleurs de G=Hforment une base de X (B)�X (B\H) X (H) imposent que :(D; �D) = (!1 + !3; 0) et (D�; �D�) = (!2;��+):10.2.4.6| Poly�edres moments sur G=H.Soit m 2 N . Utilisant le lemme 3.3.2, on montre que :P(G=H;Lm��) = f(m+ 2a)!2 + b(!1 + !3) : a; b � 0g:Sur la �gure 10.6, sont repr�esent�es l'ensemble des poids dominants P+ de(B; T ) et le poly�edre P(G=H;Lm��).10.2.4.7| Reprenons les notations de l'introdution 10.2.1 pour notreexemple. En partiulier, on �xeM un �br�e en droites ample etG-lin�earis�e surY . Alors, le arat�ere 0 est un point dans l'int�erieur relatif de P(G=H;L�).On montre alors ais�ement que :P(Y;M) = P(G=H;L�) \P(X;L0):
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Fig. 10.6 { Le poly�edre P(G=H;Lm��).Ainsi, Xss(L0 
 �)==H = Y .En revanhe, on peut trouver  aussi prohe que l'on veut de 0 pourlequel P(G=H;L�) \ P(X;L) soit un pentagone. Dans e as, la vari�et�equotient Xss(L 
 �)==H n'est pas isomorphe �a Y .Nous verons dans la d�emonstration du th�eor�eme 6 qu'il est toujours pos-sible de trouver  prohe de 0 tel que Xss(L 
 �)==H soit isomorphe �a Y .Comme le montre notre exemple, il faut pour ela bien hoisir . Le lemme10.3.2 est la partie lef de e hoix.10.3 Sur le ône des valuations de G=HRevenons �a la situation g�en�erale. Ainsi, G d�esigne un groupe alg�ebriquesemi-simple et H un sous-groupe sph�erique sobre de G. Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a H et T un tore maximal inlus dans B. Onnote alors � l'ensemble des raines simples de (B; T ) et W = NG(T )=T legroupe de Weyl assoi�e �a T . Si � est une raine de (G; T ), on note �_ laoraine assoi�ee. On onsid�erera aussi !�_ le poids fondamental assoi�e �a laoraine �_. Ainsi, (!�_)�2� est la base duale de la base � de X (T )Q. A�n,d'all�eger les notations, nous posons �� := !�_.Fixons �egalement un produit salaire sur X (T )
R invariant sous l'ationde W . Consid�erons le sous-groupe paraboliquePG=H = fg 2 G : g:BH � BHg:



173Notons �(PG=H) l'ensemble des raines simples � telles que P� est inlusdans PG=H . On a alors le diagramme ommutatif suivant :X�2�Q+�� � ! Hom(X (B);Q)X�=2�(PG=H)Q+��[" ! Hom(X (PG=H);Q);�BP#o�u �BP est le morphisme de restrition induit par l'inlusion de X (PG=H) dansX (B). On a alors le :Lemme 10.3.1(i) La famille ��BP (��)��=2�(PG=H) est une base de Hom(X (PG=H);Q ).(ii) De plus, �BP  X�2� Q+��! = X�=2�(PG=H)Q+�BP (��):Preuve : Commen�ons par dualiser le probl�eme. Le dual de l'espaeP�=2�(PG=H) Q�� vautP�2�(PG=H ) Q� qui est l'orthogonal du groupe X (PG=H)pour le produit salaire W -invariant. Cei montre la premi�ere assertion dulemme.Maintenant, pour montrer le lemme il suÆt de voir que les ônes duauxdans X (PG=H)Q deP�=2�(PG=H) Q+�BP (��) et de �BP �P�2� Q+��� sont �egaux.Ainsi, il s'agit de montrer que :X (PG=H)Q \0� X�=2�(PG=H)Q+�+ X�2�(PG=H )Q�1A = X (PG=H)Q \ X�2�Q+�! :L'inlusion du membre de droite dans elui de gauhe est �evidente. Pourmontrer l'autre, �xons  = P�2� x�� ave x� 2 Q+ si � =2 �(PG=H) etx� 2 Q si � 2 �(PG=H). Montrons qu'alors x� est positif ou nul pour tout �.Comme X (PG=H)Q est l'orthogonal de �(PG=H), on a : < �_;  >= 0 pourtout � dans �(PG=H). Mais alors, pour tout � dans �(PG=H), on a :< �_; X�2�(PG=H) x�� >= � X�=2�(PG=H) < �_; � > x�:



174De plus, pour tout � et � distints dans �, < �_; � > est n�egatif ou nul(voir [7℄). Or, pour tout � =2 �(PG=H), x� est positif ou nul. Ainsi :8� 2 �(PG=H) < �_; X�2�(PG=H) x�� >� 0:On peut alors appliquer le lemme 6 du hapitre 5, no 3.5 de [7℄ �a la base�(PG=H). On obtient la seonde assertion du lemme. �Comme G=H � BH=H est la r�eunion des ouleurs de G=H et PG=H estonnexe, haque �el�ement D de D(G=H) est stable par PG=H . Ainsi, pourhaque �equation [D : �D℄ d'une ouleur D de G=H, le arat�ere D s'�etend�a PG=H . De plus, le lemme 3.2.1 montre que haque arat�ere de X (B)B\Hest une ombinaison lin�eaire des D. On a don :X (B)B\H � X (PG=H) � X (B):En dualisant on obtient :Hom(X (B);Q) �BP! Hom(X (PG=H);Q) ! Hom(X (B)B\H ;Q):Par ailleurs, on a une �ehe de restrition� : CV(G�G=�G) �! CV(G=H)induite par l'inlusion de k(G=H) dans k(G).On peut maintenant montrer leLemme 10.3.2 Ave les notations i-dessus, on suppose que G=H est sobreet relevable (i.e. que CV(G=H) est saillant et � : CV(G�G=�G) �!CV(G=H) est surjetive).Alors, on peut hoisir une partie �G=H de � � �(PG=H) telle que par le



175diagramme suivant :CV(G�G=�G) � ! Hom(X (B);Q)  �X�2�Q���
Hom(X (PG=H);Q)�BP #  X�=2�(PG=H)Q���["

CV(G=H)
�
# � ! Hom(X (B)B\H ;Q)#  � X�2�G=H Q���["les images dans Hom(X (B)B\H ;Q ) des ônes CV(G=H) et P�2�G=H Q���o��nident. De plus, les �ehes pr�e�ed�ees du symbole � sont injetives.Preuve : D'apr�es le lemme 10.3.1, l'hypoth�ese de surjetivit�e de� implique que les images dans Hom(X (B)B\H ;Q) de P�=2�(PG=H) Q���et de CV(G=H) o��nident. En e�et, l'image de CV(G�G=�G) dansHom(X (B);Q) est P�2� Q��� (voir la setion 4).D'apr�es [10℄, omme G=H est sobre, le ône CV(G=H) est simpliial.Pour tout Q+ g�en�erateur de CV(G=H), on peut trouver une raine � dans� � �(PG=H) telle que Q��� s'envoie sur Q+ dans Hom(X (B)B\H ;Q) parle diagramme du lemme. On fait un tel hoix pour haque g�en�erateur deCV(G=H) et on obtient ainsi �G=H inlus dans � � �(PG=H) qui v�eri�e laondition du lemme. �10.4 Plongement anonique de G=H ommequotient de elui de GTh�eor�eme 6 Soit G un groupe semi-simple et G=H un espae homog�enesph�erique sobre et relevable. Consid�erons Y le plongement anonique de G=Het X elui de G�G=�G. Alors :Il existe un �br�e en droites L ample et G�H-lin�earis�e sur X tel que lequotient � : Xss(L) �! Xss(L)==H de X par f1g �H assoi�e �a L v�eri�e :



176(i) Xss(L)==H = Y ,(ii) Xss(L) = Xs(L),(iii) � est surjetive.Preuve : Soit M un �br�e ample et G-lin�earis�e sur Y . Nous reprenonsles notations de la setion 10.3. Soit P�G=H le sous-groupe parabolique de Gontenant T et oppos�e �a PG=H . Alors, d'apr�es la proposition 2.5.3, l'orbiteferm�ee de Y est G=P�G=H . Notons 0 le arat�ere de P�G=H tel que, ave lesnotations du lemme 3.3.1 la restrition deM �a G=P�G=H soit �egale �a L0 .On a alors le :Fait 1 : l'ensemble 0+P�=2�G=H Q+�� ontient un poids rationnel dominantet r�egulier.Comme �G=H est inlus dans le ompl�ementaire de �(PG=H) dans �, ilsuÆt de montrer que le ône 0+P�2�(PG=H ) Q+�� v�eri�e le Fait 1. Commela restrition deM �a G=P�G=H qui est �egale �a L0 est ample, 0 appartient �al'int�erieur relatif du ône onvexe engendr�e par P+ \ X (PG=H).Notons P+Q le ône onvexe de X (B)Q engendr�e par P+. Alors, Q��_ estle ône dual de la faeP� 6=� Q+!� de P+Q . On en d�eduit que le dual du ône�0 + P+Q est �egal �a P�2�(PG=H) Q��_.Si 0+P�=2�G=H Q+�� ne renontre pas l'int�erieur de P+Q alors l'int�erieurde �0 + P+Q ne renontre pas P�=2�G=H Q+��. Mais alors, il existe � dansP�2�(PG=H) Q��_ qui est stritement n�egatif sur P�=2�G=H Q+��. Ce qui estabsurde, puisque < �_; � > est n�egatif ou nul.Quitte �a remplaer M par un multiple, le Fait 1 montre que l'on peuttrouver � dans X (B) qui appartient �a 0+P�=2�G=H Q+�� et �a l'int�erieur deP+Q . On �erit � = P�2� n��!� ave n�� dans N� . Consid�erons L� le �br�e endroites G�G-lin�earis�e sur X assoi�e �aP�2� n��[Bs�B�X ℄. Quitte �a rempla-erM et don L� par une puissane, on suppose que L� admet une G�G-lin�earisation. D'apr�es la proposition 4.5.1, omme � est stritement dominant,L� est ample. Notons � le arat�ere de H tel que la restrition deM �a G=Hsoit �egale �a L� (voir lemme 3.3.1 pour la notation). Nous allons montrer queL = L� 
 � a les propri�et�es annon�ees par le th�eor�eme.



177Remarquons pour ommener que la proposition 2.6.2 montre ii que :P(X;L�) = P+Q \ � +X�2�Q��! :Mais alors, on a : 0 2 P(X;L�) \P(G=H;L�):Si on note O0 l'orbite de G�G dans X telle queC(X;O0) = X�2�G=H Q���;on a leFait 2 : Toute orbite O de G�G dans X telle que P(O;L�) ontient 0 estinluse dans XO0 .Soit O une orbite de G�G dans X telle que P(O;L�) ontient 0. Si� est une raine simple, on note X� le entre dans X de la valuation deCV(G�G=�G) dont l'image dans Hom(X (B);Q) est �!�_. Il existe alorsun sous-ensemble I de � tel que (voir, par exemple [17℄) :O = \�2IX�:On a alors : P(O;L�) =  � +X�=2I Q�! \P(X;L�):Mais alors, le Fait 1 implique que0 � � 2  X�=2I Q�! \0� X�=2�G=H Q���1A :Don � � �G=H � � � I et I est inlus dans �G=H . Ainsi, O ontient O0dans son adh�erene.De plus, on a leFait 3 : P(O0;L�) \P(G=H;L�) = f0g.Le diretion de l'espae aÆne P(O0;L�) est P�=2�G=H Q�. Or elle deP(G=H;L�) est X (B)B\HQ . Comme d'apr�es le lemme 10.3.1, P�2�G=H Q���



178s'injete dans Hom(X (B)B\H;Q), es deux diretions sont en somme direte.Mais alors, P(O0;L�) \P(G=H;L�) est soit vide, soit r�eduit �a un point. Deplus, la d�emonstration du Fait 2 montre que 0 appartient �a ette intersetion.Le fait 3 est d�emontr�e.On peut alors montrer leFait 4 : Xss(L� 
 �)==H = Y .Consid�erons � : Xss(L�
�) �! Xss(L�
�)==H le morphisme quotient.Quitte �a remplaerM par une puissane, on suppose qu'il existe un quotientLY de L� 
 � par f1g � H. Soit x un point de l'orbite ouverte de B �Hdans O0. D'apr�es la proposition 7.3.1, on a :P(G:�(x);LY ) = P(O0;L�) \P(G=H;L�):Mais alors, le Fait 3 et la proposition 2.6.1 montrent que G:�(x) est derang 0. En partiulier, G:�(x) est ferm�ee dans Xss(L� 
 �)==H.Par ailleurs, la proposition 3.3.1 appliqu�ee �a l'orbite ferm�ee de G dans Ypour le �br�eM montre que (0; �) appartient �a l'int�erieur du ôneXD2D(G=H)Q+(D; �D):Mais alors, la même proposition montre que G:�(x) est sans ouleur dansXss(L� 
 �)==H.De plus, si on note �BG=H : Hom(X (B);Q) �! Hom(X (B)B\H ;Q) lemorphisme de restrition, on a :��0 +P(Xss(L� 
 �)==H;LY )�_ � �BG=H �(�0 +P(O0;L�))_�� �BG=H �P�2�G=H Q���� :On onlut grâe �a la proposition 2.6.4 que G:�(x) est la seule orbiteferm�ee de G dans Xss(L� 
 �)==H, puis que :Xss(L� 
 �)==H = Y :En partiulier, omme Y est sans ouleur, la proposition 7.3.2 montre que� est surjetive.Il reste �a montrer leFait 5 : Tous les points semi-stables sont stables.



179On a vu au ours de la preuve du Fait 3 que les diretions de P(G=H;L�)et de P(O0;L�) sont en somme direte. Mais alors la proposition 2.6.2 montreque pour toute orbite O de G�G dans XO0 l'intersetion de P(G=H;L�)et de P(O;L�) est transverse. On onlut alors grâe �a la proposition 9.3.1et au Fait 2. �10.5 Constrution de ompati�ations sansouleur de G=H par quotients.On peut g�en�eraliser le th�eor�eme 6 au as d'un plongement sans ouleurde G=H :Th�eor�eme 7 Soit G un groupe semi-simple et G=H un espae homog�enesph�erique sobre et relevable. Soit Y un plongement projetif et sans ouleurde G=H. Alors :il existe un plongement projetif et sans ouleur X de G�G=�G et un�br�e en droites L ample et G�H-lin�earis�e sur X tels que le quotient,� : Xss(L) �! Xss(L)==Hde X par f1g �H assoi�e �a L v�eri�e :(i) Xss(L)==H = Y ,(ii) Xss(L) = Xs(L),(iii) � est surjetive.Preuve : 1i�ere �etape : onstrution de X.Consid�erons omme dans le lemme 10.3.2, l'appliation � de restrition :Hom(X (B);Q) e�! Hom(X (B)B\H ;Q)
CV(G�G=�G)[" � ! CV(G=H):["Soit F(Y ) l'�eventail assoi�e �a Y dans le th�eor�eme 2. Les ônes de laforme e��1(C) pour C dans F(Y ) et leurs faes onstituent un �eventail.On note e��1(F(Y )) et �eventail. Comme Y est sans ouleur, F(Y ) d�e�nit



180une partition de CV(G=H). Or, on a suppos�e que e��1(CV(G=H)) =CV(G�G=�G). Ainsi, e��1(F(Y )) d�e�nit une partition de CV(G�G=�G).Comme CV(G�G=�G) est saillant, il en est de même pour tous les ônes dee��1(F(Y )). Ainsi, e��1(F(Y )) est l'�eventail assoi�ee �a un plongement ompletet sans ouleur de G�G=�G. Notons X e plongement de G�G=�G.2i�eme �etape : Montrons que la vari�et�e X est projetive.Le orollaire 5.2.2 de [12℄ donne un rit�ere en termes d'�eventail olori�epour la projetivit�e d'un plongement d'un espae homog�ene sph�erique. Ap-pliqu�e �a Y , il implique qu'il existe une fontionl : CV(G=H) �! Q ;qui est lin�eaire sur haque ône de F(Y ) et stritement onvexe lorsqu'onpasse d'un ône �a un autre. Consid�erons alors,l Æ � : CV(G�G=�G) �! Q :Il est lair que l Æ � est lin�eaire sur les ônes de e��1(F(Y )) et qu'elle eststritement onvexe. CommeX est ompl�ete, le orollaire 5.2.2 de [12℄ montrealors que X est projetive.3i�eme �etape : Choix du �br�e en droites.Comme X est sans ouleur, si on note X le plongement anonique deG�G=�G, il existe (voir [12℄, th�eor�eme 2) un morphisme : X �! X;birationnel et G�G-�equivariant.Soit L1 un �br�e en droites ample et G�H-lin�earis�e sur X v�eri�ant leth�eor�eme 6. D'apr�es la proposition 5.2.3, quitte �a remplaer L1 par une puis-sane, on peut l'�erire sous la forme L2 
 � ave L2 dans PiG�G(X) et �dans X (H). Commen�ons par regarder le �br�e en droites  �(L2) sur X.Soit 
0 l'orbite ferm�ee de G dans Y . Consid�erons l'orbiteO(
0) de G�Gdans X d�e�nie dans la proposition 7.3.2. Alors, l'ouvert Xss(L2
�) de X estinlus dans XO(
0) et renontre O(
0). On en d�eduit que pour toute orbiteO de G�G dans X, on a :P(O;  �(L2)) \P(G=H;L�) 6= ; () O �  �1(XO(
0)): (10.1)



181Comme de plus, les intersetions 10.1 sont transverses, on en d�eduit qu'ilexiste un voisinage U de  �(L2) dans PiG�G(X)Q tel que pour toutM dansU , on ait :P(O;M) \P(G=H;L�) 6= ; () O �  �1(XO(
0)): (10.2)Par ailleurs, le �br�e  �(L2) est engendr�e par ses setions sur X. Alors, leorollaire 5.2.2 de [12℄ montre que U ontient un �br�e ample L"2 sur X. Nousallons montrer que L = L"2 
 � v�eri�e le th�eor�eme.4i�eme �etape : V�eri�ation.Consid�erons : � : Xss(L) �! Xss(L)==H:Soit O une orbite de G�G qui est ferm�ee dans  �1(XO(
0)). Consid�eronsl'orbite ouverte 
 de G dans �(O). Comme Xss(L) est inlus dans �1(XO(
0)) on a n�eessairement O(
) = O. Mais alors, le lemme 7.3.1montre que le ône C(Xss(L)==H;
) ontient �(C(X;O)). En partiulier,omme la restrition de � �a C(X;O(
0)) (qui ontient C(X;O)) est inje-tive, ei montre que le ône C(Xss(L)==H;
) est d'int�erieur non vide dansCV(G=H). Ainsi, l'orbite 
 est ompl�ete et �(O) = 
.Comme les ônes de la forme �(C(X;O)) pour O une orbite ferm�ee deG�G dans  �1(XO(
0)) reouvrent CV(G=H), nous venons d'�etablir uneorrespondane parfaite entre les orbites ferm�ees de G�G dans  �1(XO(
0))et les orbites ompl�etes de G dans Xss(L)==H. En partiulier, la premi�ere�etape montre que Xss(L)==H est isomorphe �a Y . Alors, la proposition 7.3.2montre que � est surjetive.Il est maintenant ais�e de voir ave la proposition 9.3.1 que Xss(L) =Xs(L). �10.6 Desription loale du morphisme �donn�e par le th�eor�eme 710.6.1| Commen�ons par montrer deux lemmes onernant les plonge-ments de G�G=�G.Soit X un plongement projetif sans ouleur de G�G=�G. Soit B unsous-groupe de Borel de G, T un tore maximal inlus dans B, et B� le



182sous-groupe de Borel oppos�e �a B ontenant T . Soit U (resp. U�) le radialunipotent de B (resp. B�). PosonsXB�B� :=[XO;B�B� ;o�u la r�eunion porte sur les orbites O de G�G dans X. Soit S l'adh�erenede T dans XB�B� . Alors, le th�eor�eme 3 montre que l'appliation� : U � U� � S �! XB�B�(u; u�; s) 7�! (u; u�):sest un isomorphisme.Pour haque orbite O de G�G dans X, l'intersetion S \ O est uneorbite de T dans la vari�et�e torique S. Soit xO le point de S \ O obtenu dupoint base x par limite d'un sous-groupe �a un param�etre de T (voir [23℄). Laproposition 4.4.1 donne deux sous-groupes paraboliques oppos�es PO et QOtels que l'isotropie de xO dans G�G est :IO := (P uO �QuO)n (�LO:(CO � f1g));o�u LO = PO \ QO et CO est un sous-groupe du entre onnexe de LO. Onreprend alors les notations de la proposition 8.2.1 pour O = G�G=IO. Enpartiulier, si V 2 B(G=H) et w 2 W PO , on pose :BHÆO(w; V ) := (B �H):(ŵ; g)IO=IO;o�u ŵ 2 BwPO et g 2 G tel que q(g) 2 V . Posons �egalementXB�G := (f1g �G):XB�B� :On a alors leLemme 10.6.1 Soit O une orbite de G�G dans X. Ave les notationsi-dessus, on a : XB�G \ O = [V 2B(G=H)BHÆO(1; V ):Preuve : Rappelons que OÆB�B� d�esigne l'orbite ouverte de B �B� dansO. Alors, on a : XB�B� \ O = OÆB�B� . Mais alors, XB�G \ O est l'orbiteouverte de B � G dans O. Ave les notations de la proposition 8.2.1, onobtient alors XB�G \ O = p�11 (BPO=PO). Le lemme suit failement. �



183Lemme 10.6.2 Soit O une orbite ferm�ee de G�G dans X. Il existe une�bration loalement triviale, : XO;B�G �! G=B;qui est f1g �G-�equivariante et B�f1g-invariante. De plus, pour toute orbiteO0 de G�G dans XO, haque �bre de  renontre O0 en une orbite deB � f1g.Preuve : Soit L un �br�e ample et G�G-lin�earis�e sur X. Consid�erons lavari�et�e quotient Y de X par U � f1g assoi�ee �a L et� : Xss(L) �! Y;le morphisme quotient. Quitte �a remplaer L par une puissane, on supposede plus que L admet un quotient L==U .Pour le �br�e trivial L0 sur G=U , le poly�edre P(G=U;L0) est le ôneengendr�e par les poids dominants. Ainsi grâe au th�eor�eme 5 on identi�eP(X;L) et P(Y;L==U). Alors, le sommet P(O;L) de P(X;L) est un sommetorbital de P(Y;L==U) ; notons Z l'orbite ferm�ee de G dans Y orrespondante.Les propositions 7.3.2 et 7.3.1 montrent que O(Z) = O et que Z est dansl'image de �. De plus, XO;B�G renontre haque orbite de G�G dans XOen une unique orbite de U � G. Mais alors, la proposition 9.3.1 montre que��1(YZ) = XO;B�G. Consid�erons la restrition de � �a XO;B�G :� : XO;B�G �! YZ:Remarquons que YZ est un plongement simple et sans ouleur de G=U .Alors [33℄ ou [12℄ montrent que l'appliation anonique G=U �! G=B seprolonge en un morphisme G-invariant � : YZ �! G=B. Montrons que = � Æ � a les propri�et�es du lemme.Soit O1 une orbite de G�G dans X. Il existe un point x de O1 dontl'isotropie dans G�G est (P u �Qu)n�L:(C � f1g), o�u P et Q sont deuxsous-groupe paraboliques oppos�es de G, L = P \Q et C est un sous-groupedu entre onnexe de L. De plus, quitte �a hanger x sur O1, on peut supposerque B est inlus dans Q. Alors, (B�G):x est l'orbite ouverte de B�G dansO1, 'est-�a-dire (B � G):x = O1 \ XO;B�G. Comme  est U -invariante etG-�equivariante, on a :  ((b; g):x) = gB=B. On en d�eduit failement que �1(BB�=B�) \O1 est l'orbite ouverte de B �B� dans O1. Mais alors, ona  �1(BB�=B�) = XO;B�B� .



184Consid�erons alors la vari�et�e S et l'isomorphisme � donn�ee par le th�eor�eme3. On d�e�nit  par le diagramme ommutatif suivant :XO;B�B�  ! B�B=B
U � U� � S�"  ! U�u7!uB=B"

Comme  est invariante par U�f1g et �equivariante pour l'ation de f1g�B�,on a :  (u; u�; s) = u� pour tout (u; u�; s) 2 U � U� � S. Mais alors,  estinvariante par B � f1g. Comme G=B est reouvert par les gU�B=B pourg 2 G et  est f1g �G-�equivariante, le lemme suit alors failement. �Remarque : Notons qu'il n'�etait pas indispensable de onsid�erer le quotientpar U de X pour onstruire l'appliation  . En e�et, on peut aussi remarquerque l'appliation G �! G=B; g 7! g�1B=B est une appliation rationnelleB � f1g-invariante, f1g �G-�equivariante, d�e�nie sur XO;B�B� et don surXO;B�G.10.6.2| Soit X; L; Y et � omme dans le th�eor�eme 7. Dans ette sous-setion, nous nous int�eressons �a la struture loale du morphisme� : Xss(L) �! Y:Soit B un sous-groupe de Borel de G oppos�e �a H et Z une orbite ferm�ee deG dans Y . On a leLemme 10.6.3 Ave les notations introduites i-dessus et elles des propo-sitions 7.3.2 et 8.2.1, on a :(i) Soit O est une orbite de G�G dans X. Si O ontient O(Z) alors :��1(YZ;B) \ O = BHÆO(1; G=H):Sinon, l'intersetion est vide.(ii) Soit  : XO(Z);B�G �! G=B le morphisme donn�e par le lemme 10.6.2.Alors, on a : ��1(YZ;B) =  �1(HB=B):



185Preuve : D'apr�es la proposition 9.3.1, ��1(YZ) \ O est une orbite deG�H si O ontient O(Z) et est vide sinon. Comme les �bres de � sont desorbites de f1g �H dans X, on en d�eduit ais�ement la premi�ere assertion dulemme.Pour la seonde, il suÆt de montrer que pour haque orbite O de G�Gdans XO(Z),  �1(HB=B)\O est r�eduit �a une orbite de B�H. Ce qui r�esulteimm�ediatement du lemme 10.6.2. �10.6.3| On s'int�eresse maintenant �a la restrition de � au-dessus deYZ;B : �Z;B : ��1(YZ;B) �! YZ;B:Commen�ons par �xer quelques notations. Soit L un sous-groupe de Levi dePG=H adapt�e �a G=H et T un tore maximal de LG=H . Soit S l'adh�erene de Tdans XO(Z);B�B� . Notons p : S �! S==T \H le quotient de la vari�et�e aÆneS sous l'ation de T \H par multipliation �a droite.Soit U (resp. P uG=H) le radial unipotent de B (resp. PG=H). Posons :� : U �! P uG=H l'unique appliation P uG=H -�equivariant telle que �(L\U) = 1.Soit S l'adh�erene de T dans XO(Z);B�B�. Notons � : U � S �!  �1(B=B)l'appliation orbite. Alors (voir par exemple la d�emonstration du lemme10.6.2) � est un isomorphisme B-�equivariant. On a alors laProposition 10.6.1 Ave les notations introduites i-dessus,  �1(B=B)renontre toutes les orbites de f1g �H dans ��1(YZ;B). De plus, la restri-tion de � �a  �1(B=B) est d�erite par le diagramme ommutatif suivant : �1(B=B) � ! YZ;B
U � S�" (�;p)! P uG=H � (S==T \H);"

sur lequel les �ehes vertiales sont des isomorphismes B-�equivariants.Preuve : Soit S1 l'adh�erene de T=T\H dans YZ;B. Le th�eor�eme 3 montreque l'ation de P uG=H sur YZ;B induit un isomorphisme : P uG=H � S1 �! YZ;B.Montrons que �(S) = S1.



186Le lemme 10.6.3 montre que  �1(B=B) renontre toutes les orbites def1g �H dans ��1(YZ;B). Mais alors, l'image par � de  �1(B=B) est YZ;B.On en d�eduit que �(S) renontre toutes les orbites de U dans YZ;B. De plus,omme T est dense dans S, T=T \H est dense dans �(S). Mais alors, �(S)est inlus dans S1. Comme S est stable par T on en d�eduit que �(S) = S1.D�e�nissons � par le diagramme ommutatif suivant :S � ! S1
S==(T \H):p# � !Comme �(S) = S1, l'appliation � est surjetive. Par ailleurs, S1 ontientT=T \H. Mais alors, � est birationnelle. De plus, d'apr�es le th�eor�eme 3, S1est aÆne et normale. Le th�eor�eme prinipal de Zariski montre alors que � estun isomorphisme. La proposition suit. �10.7 Une premi�ere appliation10.7.1| Dans ette setion, nous appliquons le th�eor�eme 7 pour d�erireles groupes d'isotropie d'orbites de G dans les plongements de G=H. Nousg�en�eralisons ainsi la proposition 4.4.1.Corollaire 10.7.1 Soit G un groupe semi-simple et G=H un espae ho-mog�ene sph�erique sobre et relevable.Soit Y un plongement projetif et sans ouleur de G=H. Fixons y un pointde Y . Alors il existe deux sous-groupes paraboliques oppos�es P et Q, et unsous-groupe C du entre onnexe du Levi L = P \Q tels que :Gy = q�1Pu(qQu(Q \H)):C= P u:C:�L \Qu(Q \H)�;o�u qPu : P �! L et qQu : Q �! L sont les morphismes quotients parles radiaux unipotents de P et Q respetivement.



187Preuve : Soit X un plongement de G�G=�G et L une �br�e en droitessur X v�eri�ant le th�eor�eme 7. Soit x 2 X tel que �(x) = y. Alors, d'apr�es laproposition 4.4.1, il existe deux sous-groupes paraboliques oppos�es P et Qet un sous-groupe C du entre onnexe de L = P \Q tels que l'isotropie dex dans G�G soit :I := (P u �Qu)n (�L� (C � f1g));o�u P u et Qu sont les radiaux unipotents de P et Q.Mais alors, omme ��1(y) = (f1g �H):x, on a :Gy = fg 2 G : (g; 1)I \ (f1g �H) 6= ;g:On en d�eduit imm�ediatement le orollaire. �10.7.2| ExempleConsid�erons �a nouveau l'espae homog�ene SL(3)=GL(2) du paragraphe6.2.2 (on le note G=H). Le plongement anonique Y de G=H est P(V ) �P(V �). Alors, si y appartient �a l'orbite ferm�ee de G dans Y , l'isotropie Gy dey dans G est un sous-groupe de Borel de G.Cependant, le sous-groupe parabolique P donn�e par la d�emonstrationdu orollaire 10.7.1 n'est pas un sous-groupe de Borel de G ! En fait, il n'estmême pas unique �a onjugaison pr�es : la lasse de P peut être l'une ou l'autredes deux lasses de onjugaison de sous-groupes paraboliques minimaux deG. 10.7.3| Montrons par un exemple que le orollaire devient faux si l'onsupprime l'hypoth�ese : G=H est relevable.Exemple. Consid�erons �a nouveau G = SP(4) et H = k��Sl(2). On reprendles notations de l'appendie A dans laquelle, il est montr�e que le plongementanonique de G=H ontient l'orbite de G suivante :O := f(d; p) 2 P(V )�Gr2(V ) : d � p et !jp 6= 0g:Le stabilisateur Gy de y = ([e1℄; [e1 ^ e2℄) 2 O est le sous-groupe de Gonstitu�e des matries de la forme :0BB� t � 0 00 t�1 0 00 0 � �0 0 � � 1CCA :



188En partiulier, le radial unipotent de Gy est de dimension 1. Il n'existe donpas de sous-groupe parabolique strit P de G tel que P u � Gy � P . Ainsi,le r�esultat du orollaire 10.7.1 est faux pour le plongement anonique deSP(4)=k��Sl(2). Heureusement, omme le prouve l'annexe A, les hypoth�esesdu orollaire 10.7.1 ne sont pas v�eri��ees non plus par Y !10.7.4| Introduisons quelques notations a�n d'exprimer autrement leorollaire 10.7.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G et L un sous-groupe de Levi de P . Soit LH un sous-groupe sph�erique de L. On note qPu :P �! L, omme dans le orollaire 10.7.1. On d�e�nit alors sur G�L=LH , uneation de P par la formule : p:(g; lLH) = (gp�1; qPu(p)lLH). Le quotient deG�L=LH par P existe : on le note G�P L=LH . Alors, G�P L=LH est un G-espae homog�ene sph�erique. Ce pro�ed�e pour obtenir des espae homog�enessph�eriques est appel�e indution parabolique. Il a notamment �et�e �etudi�e dans[13, 48℄ ou [37℄.Ave les notations i-dessus, le orollaire 10.7.1 montre que :G:y ' G�P L=(qQu(Q \H)C):G�P L=C:(L\Qu:(Q\H)):



Chapitre 11Appliation �a l'�etude de B(G=H)
11.1 IntrodutionOn d�esigne toujours par G un groupe alg�ebrique semi-simple et par H unsous-groupe sph�erique de G. On �xe �egalement un sous-groupe de Borel Bde G oppos�e �a H.On se donne un plongement X projetif et sans ouleur de G�G=�G. SiV 2 B(G=H), on note V X l'adh�erene de q�1(V ) dans X, o�u q : G �! G=Hest l'appliation orbite. Dans ette setion, on s'int�eresse �a l'intersetion deV X ave les orbites de G�G dans X. Autrement dit, nous allons g�en�eraliserla proposition 8.6.2 �a un �el�ement de B(G=H) qui n'est pas une ouleur. Ceinous donnera une nouvelle interpr�etation g�eom�etrique du graphe �(G=H).11.2 Interpr�etation g�eom�etrique de �(G=H)11.2.1| Commen�ons ette setion par donner quelques notations. Si Zest une sous-vari�et�e ferm�ee de X, on notera [Z℄ la lasse de Z dans l'anneaude Chow A�(X) gradu�e par la odimension. Le produit de deux �el�ements [Z℄et [Z 0℄ de A�(X) est not�e [Z℄:[Z 0℄.Soit Z et Z 0 deux sous-vari�et�es de X. Soit C une omposante irr�edutiblede Z \ Z 0. Si l'intersetion de Z et de Z 0 le long de C est propre ('est-�a-dire que C a la dimension attendue), on note i(Z:Z 0; C) la multipliit�ed'intersetion de Z et Z 0 le long de C.11.2.2| Soit V dans B(G=H). On rappelle que V Æ d�esigne l'orbite ou-189



190verte de B dans V . On note V X l'adh�erene de q�1(V ) � G dans X. Avees notations on a le :Lemme 11.2.1 Soit X un plongement lisse et sans ouleur de G�G=�Get O une orbite de G�G dans X. Soit V 2 B(G=H). Alors, pour toutV 0 2 B(G=H), BHÆO(1; V 0Æ) est inlus dans O\ V X si et seulement si V 0 estinlus dans V .De plus, i(O:V X ;BHÆO(1; V )X) = 1.Preuve : Notons eV �1 l'image de q�1(V ) par l'automorphisme inverse :G �! G; g 7! g�1. Alors, eV �1 est stable par H �B dans G : notons VB sonimage dansG=B. Soit g0 2 G. Commen�ons par aluler  �1(g0U�B=B\VB).Pour ela onsid�erons le diagramme ommutatif suivant :U � U� � S �!XB�B� �!XB�G
U�B=B # �! G=B: #On a : �1(g0U�B=B \ VB) = (1; g0): �1(U�B=B \ g�10 VB)= (1; g0): �1(g�10 VB)= (1; g0):��U � (U� \ g�10 eV �1)� S� : (1)Rappelons que xO est un point de S \ O. Alors, l'�egalit�e (1) montre queles points de  �1(g0U�B=B \ VB) \ O s'�erivent (b; g):xO ave b 2 B etg 2 eV �1 \ g0U�. Ainsi, �1(g0U�B=B \ VB) \ O = �(1; g0):OÆB�B�� \ BHO(1; V ):CommeG=B est reouvert par les ouverts de la forme g0U�B=B, on a montr�eque :  �1(VB) \ O = BHO(1; V ):De plus, pour tout V 0 2 B(G=H), BHO(1; V 0) est inlus dans XB�G. Lapremi�ere assertion du lemme suit alors failement.



191En�n, si on hoisit g0 2 G tel que g0U� renontre eV �1, l'�egalit�e (1)implique ais�ement que la multipliit�e d'intersetion de O et de V X le long deBHO(1; V )X est �egale �a elle de U�(U�\g�10 eV �1)�S et de U�U��(O\S)le long de U � (U� \ g�10 eV �1)� (O\ S). De plus, omme X est lisse, S l'estaussi et l'intersetion de O\S et de S est transverse. Comme g�10 eV �1\U� estisomorphe �a un ouvert de VB � G=B, l'intersetion de U� et de g�10 eV �1\U�est transverse �egalement. Le lemme est d�emontr�e. �11.2.3| Nous pouvons maintenant montrer leTh�eor�eme 8 Soit X un plongement sans ouleur de G�G=�G et O uneorbite de G�G dans X. Soit V 2 B(G=H). Alors, l'intersetion de OX etde V X est propre. De plus, dans l'anneau de Chow de X, on a :[OX ℄:[V X ℄ =X d(V; w�1)[BHÆO(w; V 0)X ℄;o�u la somme porte sur les ouples (w; V 0) 2 W PO � B(G=H) tels que w�1monte V sur V 0.Preuve : Soit C une omposante irr�edutible de OX \ V X qui renontreO. Alors C est de la forme BHÆ(w; V1)X pour w 2 W PO et V1 2 B(G=H). Siw = 1, le lemme 11.2.1 montre que V1 = V et i(OX :V X ; C) = 1. Supposonsque w est non trivial et �xons � une raine simple de (B; T ) telle que � monteBwP=P . Comme V et O sont stables par B � f1g et P�=B est omplet, lavari�et�e (P� � f1g):(OX \ V X) = (P� � f1g):V X \ OXontient (P��f1g)C omme omposante irr�edutible. En partiulier, �monteV . Consid�erons le diagramme :� : P� �B X !X
P�=B �X:�#\ (pB=B;x)7!x!

La proposition 8.3.1 appliqu�ee dans G puis dans O montre que, dans l'anneaude Chow de X, on a :��[P� �B V X ℄ = d(V; s�)[P�V X ℄;



192et ��[P� �B C℄ = [P�C℄:De plus, omme OX est stable par P�, on a ��[OX ℄ = [P� �B OX ℄. Ainsi,d(V; s�)[P�V X ℄:[OX ℄ = �� �[P� �B V X ℄:��[OX ℄�= �� �[P� �B V X ℄:[P� �B OX ℄�De plus, d'apr�es la proposition 8.3.1, si C 0 est l'adh�erene dans X d'uneorbite de B �H dans O telle que P�C 0 = P�C, alors C = C 0. Mais alors, ona montr�e que :i(V X :OX ; C) = d(V; s�):i�(P� � f1g):V X :OX ; (P� � f1g):C�:Par r�eurrene sur la odimension de BwP=P dansG=P , et utilisant le lemme11.2.1, on obtient : pour tout � 2 W tel que � monte BwP=P �a G=P , on ai(V X :OX ; C) = d(V; �):De plus, (B�B � f1g)C = BHÆO(1; V1)X est une omposante irr�edutible deB�V X \OX . Alors le lemme 11.2.1 montre que V Æ1 est l'orbite ouverte de Bdans B�V .Comme pour tout w 2 W P , le seul �el�ement de W qui monte BwP=Psur G=P est w�1, nous avons montr�e le th�eor�eme pour les omposantesirr�edutibles de OX \ V X qui renontrent O.Supposons qu'il existe une omposante irr�edutible C de OX\V X inlusedans OX � O. Consid�erons l'orbite O0 de G�G dans X telle que O \ V Xest ouvert dans V X . La preuve i-dessus appliqu�ee �a l'intersetion O0X \ V Xet le lemme 8.2.2 montrent que :dim(O0)� dim(C) = dim(G=H)� dim(V ):En partiulier, dim(C) < dim(O) + dim(V X) � dim(X). Cette in�egalit�e estimpossible pour une omposante irr�edutible de OX \ V X . �Remarque : Pour rendre �a Cesar e qui appartient �a M. Brion, signalons quel'argument utilis�e dans la preuve du th�eor�eme 8 est une adaptation simplede elui employ�e par M. Brion dans [13℄.



19311.2.1 Une question sur [V X ℄Il est bien onnu des sp�eialistes que le groupe de Chow de X est engendr�epar les lasses de sous-vari�et�es stables parB�B� dansX. Si V est un �el�ementde B(G=H) on peut alors vouloir �erire [V X ℄ omme une ombinaison lin�eairede sous-vari�et�es stables par B �B�.Dans le même esprit, M. Brion a montr�e (voir [13℄) que dans le groupede Chow A�(G=B), on a :[VB℄ = Xw monte V sur G=H d(V; w)[B�wB=B℄:Une question naturelle est de savoir si l'�egalit�e[V X ℄ = Xw monte V sur G=H d(V; w)[Bw�1B�℄ (11.1)est vraie dans A�(X).Notons  le membre de droite de l'�egalit�e 11.1. Nous ne savons pas si ette�egalit�e est satisfaite. En revanhe, nous pouvons montrer le lemme suivantqui permet d'esp�erer une r�eponse positive.Lemme 11.2.2 Soit Z une orbite ferm�ee de G�G dans X. Alors, ave lesnotations i-dessus, dans A�(X), on a :[V X ℄:[Z℄ = :[Z℄Preuve : D'apr�es le th�eor�eme 8, on a :[V X ℄:[Z℄ = Xw monte V sur V 0 d(V; w)[Bw�1B�=B� � V 0B℄:Or, d'apr�es [13℄, on a :[V 0B℄ = X� monte V 0 sur G=H d(V 0; �)[B��B=B℄:Alors, on obtient :[V X ℄:[Z℄ =X d(V; w)d(V 0; �)[Bw�1B�=B� �B��B=B℄; (11.2)



194o�u la somme porte sur les ouples (w; �) 2 W 2 tels que w monte V sur V 0 et� monte V 0 sur G=H dans �(G=H).�A un ouple (w; �) apparaissant dans ette somme on assoie le ouple(w1; �1) 2 W �W d�e�ni par :� w1 = �w�1 = w � w = �1� = w1��11 (11.3)Alors, w1 monte V sur G=H et l(�1)+ l(w1��11 ) = l(w1). R�eiproquement,�a tout ouple (w1; �1) satisfaisant es onditions on peut assoier par lesformules 11.3 un ouple (w; �) apparaissant dans la somme 11.2. De plus,la ondition < l(�1) + l(w1��11 ) = l(w1) > est �equivalente �a < ��11 monteBw�11 B�=B dans �(G=B�) >. On en d�eduit que :[V X ℄:[Z℄ = Xw1 monte V sur G=H�1 monte Bw�11 B�=B� d(V; w1)[B��11 B�=B��B�w1��11 B=B℄:
Par ailleurs, on a ::[Z℄ = Xw monte V sur G=H d(V; w)[Bw�1B�℄:[Z℄:On applique alors le th�eor�eme 8 pour H = B� �a haque [Bw�1B�℄:[Z℄. Onobtient ::[Z℄ = Xw monte V sur G=H� monte Bw�1B�=B� d(V; w)[B��1B�=B� � B�w��1B=B℄:

Le lemme est d�emontr�e. �Soit D une ouleur de G=H. Le lemme 8.6.1 montre que DX est undiviseur de Cartier de X et alule le �br�e en droites assoi�e (il s'agit de LDave les notations usuelles). On en d�eduit failement que l'�egalit�e 11.1 estsatisfaite lorsque V = D est une ouleur.



195Annexe AUn espae homog�ene sph�eriqueA.1 IntrodutionDans ette annexe, nous allons aluler les donn�ees ombinatoires (le ônedes valuations CV(G=H), l'ensemble des ouleurs D(G=H),le graphe �(G=H)et ...) assoi�ees �a un espae homog�ene sph�erique donn�e. Bien que la plupartdes hoses alul�ees ii soit d�ej�a onnues, il est int�eressant de voir les teh-niques utilis�ees pour aluler es objets. De plus, et exemple nous a servi deguide dans notre travail. Il est le premier exemple d'espae homog�ene sobrenon relevable (voir la remarque suivant le th�eor�eme 4). Dans le paragraphe7.2.3, nous illustrons le th�eor�eme 5 sur et exemple. Nous avons �egalementonsid�erer et exemple dans les setions 9.4.2 et 10.7.A.2 SP(4)Soit V = C 4 et B = (e1; � � � ; e4) la base anonique de V . Dans toutela suite, si v 2 V est non nul, on notera [v℄ la lasse de v dans P(V ). Ononsid�erera aussi V2 V , le produit ext�erieur de V ave lui-même. On plongela Grassmanienne des droites de P(V ) ou des plans de V dans P(V2 V ). Ainsi,on notera [v ^ w℄ le plan engendr�e par v et w dans V .Consid�erons, ! la forme bilin�eaire antisym�etrique non d�eg�en�er�ee sur Vdont la matrie dans la base B est :! = 0BB� 0 1 0 0�1 0 0 00 0 0 10 0 �1 0 1CCA :On onsid�ere G =SP(4) le stabilisateur de ! dans GL(4). Dans ettesetion, nous exhiberons un tore maximal de G, un sous-groupe de Borel deG ainsi que les raines de (G; T ) et (B; T ). Nous d�eterminerons �egalementles poids fondamentaux. On peut bien entendu trouver es r�esultats dans lalitt�erature (voir par exemple [22℄).Un sous-groupe de Borel et un tore maximal de G



196Soit B le stabilisateur dans G de [e1℄ et [e1^e3℄. On v�eri�e alors ais�ementque G=B est l'ensemble des ouples (d; p) o�u d est une droite de V inlusedans le 2-plan isotrope p (isotrope signi�e que la restrition de ! �a p estnulle). En partiulier, G=B est ompat et B est un sous-groupe paraboliquede G. De plus, B stabilise l'orthogonal de e1 et don un drapeau omplet deV . Ainsi, B est r�esoluble. Finalement, B est un sous-groupe de Borel de G.En �erivant !(vi; vj) = !(ei; ej) pour tous les ouples (vi; vj) de veteursolonnes de B, on montre ais�ement queB = f0BB� t a d e0 t�1 0 00 b u f0  0 u�1 1CCA telle que dt�1 + u = f � et�1 � bu�1 = 0g:Consid�erons alors l'appliation :i : k� � k� �! B(t; u) 7�! 0BB� t t�1 u u�1 1CCA :L'image de i est un tore de B que l'on note T . Soit �1 et �2 les arat�eres deT d�e�nis par �1(i(t; u)) = t et �2(i(t; u)) = u 8t; u 2 k�:On a alors : X (T ) = Z�1 � Z�2.Consid�erons � = �1 � �2 et � = 2�2. Posons,u2�+� = 0� 0 10 0 00 0 1A u� = 0� 0 00 0 10 0 1A
u� = 0BB� 0 1 00 00 00 �1 0 1CCA u�+� = 0BB� 0 0 10 00 �10 0 0 1CCA



197On montre failement que u�; u�; u�+� et u2�+� sont des veteurs proprespour l'ation de T par onjugaison respetivement de poids �; �; � + � et2� + �. De plus, on a :Lie(B) = Lie(T )� k:u2�+� � k:u� � k:u� � k:u�+�:On en d�eduit que T est un tore maximal de G et que l'ensemble �+ desraines positives vaut : �+ = f�; �; � + �; 2� + �g:Mais alors, � et � sont les raines simples de (B; T ).On alule alors :h� = [u�;tu�℄ = diag(1;�1;�1; 1) et h� = [u�;tu�℄ = diag(0; 0; 1;�1):On v�eri�e ais�ement que �(h�) = �(h�) = 2. Mais alors, h� et h� sont lesoraines de (G;B) et (!�; !�) est la base duale de (h�; h�). On en d�eduitque !� = �1 + �2 et !� = �1.On a montr�e que les raines et poids fondamentaux de (B; T ) sont ommesur la �gure 11.1.On v�eri�e alors que sur ette �gure, !� (resp. !�) est orthogonal �a �(resp. �a �). Ainsi, tout produit salaire induit par ette �gure (il faut hoisirune longueur) est invariant par le groupe de Weyl.A.3 SP(4)=k� � SP(2)A.3.1| SoitH le stabilisateur dans SP(4) du ouple de points ([e2℄; [e1+e2 + e4℄) de P(V )� P(V ). L'espae homog�ene G=H s'identi�e naturellement�a l'ensemble des ouples (d; d0) de P(V ) � P(V ) tels que d et d0 ne sont pasorthogonales pour !.En partiulier, H est onjugu�e au stabilisateur de ([e1℄; [e2℄) : il est iso-morphe �a k� � SP(2) 'est-�a-dire �a k� � SL(2).Par ailleurs, il est faile de voir que B \H = f�I4g. Mais alors,dim(BH) = dimB + dimH � dim(B \H)= 10= 2 dimB � dimT= dimG:
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!� P++�
!� �1

�2

�

raines de (B; T )

Fig. 11.1 { Syst�eme de raines de SP(4).



199Ainsi, l'espae homog�ene G=H est sph�erique de rang 2.A.3.2| Commen�ons par aluler les ouleurs de G=H.Soit �0 un g�en�erateur du groupe des arat�eres de H qui est isomorphe�a Z. On v�eri�e alors ais�ement que :X (B)�X (B\H) X (H) = f(a!� + b!�; n�0) : b� n 2 2Zg= Z(!�; 0) + Z(!�; �0) + Z(!�;��0):Or, omme V = V!� = V �!� , (V �!� 
 �0)H et (V �!� 
 ��0)H ne sont pasr�eduits �a 0 (ils ontiennent respetivement e2 et e1+e2+e4). De plus, omme(V2 V )H = (k�V!�)H ontient e2^(e1+e4), (V �!�)H n'est pas r�eduit �a 0. Ceid�e�nit des fontions [!� : 0℄ et [!� : ��0℄ r�eguli�eres sur G. Par ailleurs, pourtoute ouleur D de G=H, D est dominant. On en d�eduit que les fontions[!� : 0℄ et [!� : ��0℄ sont les �equations de ouleurs not�ees respetivement Det D�.Comme 2[!� : 0℄ = [!� : �0℄+[!� : ��0℄, ave les notations du paragraphe2.2.3, on voit que : �D = �_�D� = �_2 :A.3.3| Calulons maintenant P(G=H;L�).Soit � = n�0 (ave n 2 Z) un arat�ere de H. D'apr�es le lemme 3.3.2, ��est l'ensemble des a!� + b!� tels qu'il existe x; y et z dans N v�eri�ant :(a!� + b!�; n�0) = x(!�; 0) + y(!�; �0) + z(!�;��0):Ainsi, �� = fa!� + b!� : a 2 N ; b � n 2 2Z et b � jnjg:Mais alors, P(G=H;L�) = fa!� + b!� : a � 0 et b � jnjg:A.3.4| Nous allons aluler le ône, CV(G=H) des valuations de G=H.Notons Gr2(V ) la grassmanienne des 2-plans dans V . Consid�eronsX = f(d; d0; p) 2 P(V )� P(V )�Gr2(V ) tels que d; d0 2 pg:



200On montre ais�ement que le groupe G agit sur X ave 4 orbites :f(d; d0; p) : !(d; d0) 6= 0g ' G=H = G:([e2℄; [e1 + e2 + e4℄; [e2 ^ e1 + e4℄)f(d; d0; p) : !(d; d0) = 0 et d 6= d0g = G:([e2℄; [e2 + e4℄; [e2 ^ e4℄)f(d; d; p) : !jp 6= 0g = G:([e2℄; [e2℄; [e2 ^ e1 + e4℄)f(d; d; p) : !jp = 0g = G:([e2℄; [e2℄; [e2 ^ e4℄)Le graphe d'inidene de es orbites est repr�esent�e sur la �gure 11.2. A�nd'all�eger ette �gure, nous avons omis les [ ℄.(e2; e1 + e2 + e4; e2 ^ e1 + e4)(e2; e2 + e4; e2 ^ e4) (e2; e2; e2 ^ e1 + e4)(e2; e2; e2 ^ e4)Fig. 11.2 { Inidenes des orbites de G dans X.En partiulier, X est un plongement de G=H dont le point base est x =([e2℄; [e1+ e2+ e4℄; [e2 ^ (e1+ e4)℄). Comme X est omplet, simple, ontient 4orbites dont deux sont de odimension 1 et une de odimension 2 et ommele rang de G=H est 2, X est le plongement anonique de G=H. Notons Zl'orbite ferm�ee de G dans X. Mais alors, le ône C(X;Z) n'est autre queCV(G=H).On onsid�ere le sous-groupe �a un param�etre de T d�e�ni par la formule :�1(t) = i(t; t�1) o�u i est l'isomorphisme sus-it�e entre k� � k� et T . On a :�1(t):x �!t!0 ([e2℄; [e2 + e4℄; [e2 ^ e4℄) =: x1:Or le stabilisateur dans B de x1 est de dimension 1. En partiulier, B:x1est dense dans G:x1. La proposition 2.5.4 montre que, via les identi�ationsusuelles, les images dans Hom(X (B)B\H ;Q) de �� et de la valuation dek(G=H) dont le entre dans X est G:x1 engendrent le même ône. De même,



201�2(t) = i(t; t) s'identi�e �a l'oppos�e de la valuation assoi�ee au diviseur G:x2o�u x2 = ([e2℄; [e2℄; [e2 ^ e1 + e4℄). Cei montre que :CV(G=H) = Q+ i(t�1; t) + Q+ i(t�1; t�1):Sur la �gure 11.3, nous avons repr�esent�e la base (�1; �2) duale de (�1; �2),le ône CV(G=H) et les �el�ement �D et �D� de Hom(X (B)B\H ;Q) assoi�esaux ouleurs de G=H.

�D
�D�CV(G=H) �1
�2

Fig. 11.3 { Cône des valuations de SP(4)=k� � SP(2).
A.4 Ation d'un sous-groupe de Borel de G sur P(V )Il est faile de voir que B agit sur P(V ) ave 4 orbites ; haune �etantdans l'adh�erene de elles de dimensions sup�erieures :Desription Repr�esentant Dimensionf[v℄ : !(v; e1) 6= 0g = B:[e2℄ 3f[v℄ : !(v; e1) = 0; v 62 [e1; e3℄g = B:[e4℄ 2f[v℄ : v 2 [e1; e3℄; v 62 [e1℄g = B:[e3℄ 1[e1℄ = B:[e1℄ 0



202Les stabilisateurs des repr�esentants sont :B[e2℄ = 0BB� t 0 0 00 t�1 0 00 0 u �0 0 0 u�1 1CCA B[e4℄ = 0BB� t � � 00 t�1 0 00 0 u �0 � 0 u�1 1CCAB[e3℄ = 0BB� t � 0 �0 t�1 0 00 � u �0 0 0 u�1 1CCA B[e1℄ = BA.5 Ation de H sur G=P� et G=P�{ L'espae homog�ene G=P� s'identi�e �a P(V ). L'orbite par H d'un pointde P(V ) d�epend uniquement de sa position par rapport aux points [e1℄ et [e2℄et �a leurs orthogonaux pour !. On obtient 7 orbites, dont les inidenes sontrepr�esent�ees sur la �gure 11.4. Æe?1 e?2[e1 ^ e2℄ [e3 ^ e4℄[e1℄ [e2℄Fig. 11.4 { Inidenes des orbites de H dans G=P�.{ On voit ii l'espae homog�ene G=P� omme l'ensemble des 2-plans deV isotropes pour !. On notera P un tel plan.



203Lemme 11.2.3 Si P est un plan isotrope de V alors les assertions suivantessont �equivalentes :(i) P \ [e1 ^ e2℄ 6= f0g(ii) P \ [e3 ^ e4℄ 6= f0gPreuve : Par < sym�etrie > il suÆt de montrer que (i) implique (ii).Supposons don que P \ [e1 ^ e2℄ 6= f0g. Comme P est isotrope, P \ [e1 ^ e2℄est alors une droite que l'on note D. De plus, P est inlus dans l'orthogonalde D qui est engendr�e omme espae vetoriel par e3, e4 et D. Il est alorsfaile de voir que P \ [e3 ^ e4℄ est non nul. �On en d�eduit que H agit sur G=P� ave 4 orbites dont les inidenessont repr�esent�ees sur la �gure 11.5.P \ [e1 ^ e2℄ = P \ [e3 ^ e4℄ = f0gP \ [e1 ^ e2℄ = D 6= [e1℄; [e2℄P � [e1℄ P � [e2℄Fig. 11.5 { Inidenes des orbites de H dans G=P�.A.6 Ation de B sur G=HOn voit G=H omme f([v℄; [w℄) tels que !(v; w) 6= 0g. Notons p la pro-jetion de G=H sur P(V ) d�e�nie par ([v℄; [w℄) 7! [v℄ ; p est surjetive. D'apr�esla setion A.4, haque orbite de B dans G=H orrespond �a une orbite de B[ei℄dans p�1([ei℄) pour i = 1; 2; 3 ou 4.{ Les orbites de B[e1℄ = B dans p�1([e1℄) = P(V )� e?1 .Il n'y en a qu'une, elle de [e2℄.{ Les orbites de B[e2℄ dans p�1([e2℄) = P(V )� e?2 .Il y en a 6. Sur la �gure suivante nous avons hoisi un repr�esentant parorbite de B[e2℄ dans P(V )� e?2 et tra�e les inidenes entre es orbites.



204 odim dans G=H[e1 + e2 + e4℄ 0[e1 + e2 + e3℄ [e1 + e4℄ 1[e1 + e2℄ [e1 + e3℄ 2[e1℄ 3{ Les orbites de B[e3℄ dans p�1([e3℄) = P(V )� e?3 .Il y en a 2. En voii des repr�esentants et leurs inidenes :[e4 + e2℄[e4℄{ Les orbites de B[e4℄ dans p�1([e4℄) = P(V )� e?4 .Il y en a 3 dont des repr�esentant sont :[e3 + e2℄[e3 + e4℄[e3℄A.7 Ation du normalisateur de H dans GEn g�en�eral, le normalisateur, NG(H) de H dans G agit sur G=H par< multipliation �a droite >. Comme H agit trivialement, ette ation induitune ation de NG(H)=H sur G=H. Cette ation ommute �a elle de G etpermute les orbites de B dans G=H.Ii, NG(H)=H est isomorphe �a Z=2Z. De plus, l'�el�ement non trivial � deNG(H)=H agit sur G=H par : �:([v℄; [w℄) = ([w℄; [v℄). Il est alors faile de



205aluler l'image par � des orbites O de B dans G=H en remarquant de plusque O et �:O ont la même dimension. Dans le tableau suivant, omme dansla setion pr�e�edente, nous avons hoisi un point sur haque orbite O de Bdans G=H. On a : un point de O un point de �:O([e2℄; [e1 + e2 + e4℄) ([e2℄; [e1 + e2 + e4℄)([e2℄; [e1 + e2 + e3℄) ([e2℄; [e1 + e2 + e3℄)([e2℄; [e1 + e2℄) ([e2℄; [e1 + e2℄)([e4℄; [e3 + e4℄) ([e4℄; [e3 + e4℄)([e2℄; [e1 + e4℄) ([e4℄; [e3 + e2℄)([e2℄; [e1 + e3℄) ([e3℄; [e4 + e2℄)([e2℄; [e1℄) ([e1℄; [e2℄)([e4℄; [e3℄) ([e3℄; [e4℄)Les diviseurs D� sont des images r�eiproques de diviseurs de P(V ) parles projetions p et p Æ �. On en d�eduit que �:D+ = D�. Mais alors, D est leseul diviseur stable par B �x�e par �. Ainsi, on a (quitte �a �ehanger les nomsde D+ et D�) :{ D = B:([e2℄; [e1 + e2 + e3℄){ D+ = B:([e4℄; [e3 + e2℄){ D� = B:([e2℄; [e1 + e4℄)A.8 Graphe d'inidene des orbites de B dans G=HEn juxtaposant les graphes d'inidenes obtenues dans la setion A.6,on trouve les inidenes suivantes en trait ontinu. Les inidenes en poin-till�e sont ensuite obtenues par l'ation de �. L'inidene en ... sera justi��eeult�erieurement.A�n d'all�eger le graphe, on sous-entend les [ ℄.Remarque : 1. Connaissant les inidenes des orbites de B dans P(V ), enappliquant p, on voit que les inidenes manquantes vont forement de gauhe�a droite en desendant.2. Nous montrerons qu'il ne manque en fait auune inidene sur le graphei-dessus.



206 (e2; e1 + e2 + e4)
(e2; e1 + e2 + e3) (e2; e1 + e4) (e4; e3 + e2)
(e2; e1 + e2) (e2; e1 + e3) (e4; e3 + e4)

......................................................... (e3; e4 + e2)
(e2; e1) (e4; e3) (e3; e4) (e1; e2)Fig. 11.6 { Inidenes des orbites de B dans G=H.Dans ette setion, nous allons montrer que toutes les inidenes entre or-bites de B dans G=H sont repr�esent�ees sur la �gure 11.6. Nous d�eterminerons�egalement le graphe �(G=H) d�e�ni dans la setion 2.7. Pour ela, nous par-tons de l'orbite ouverte de B dans G=H et desendons < intervalle par inter-valle > jusqu'aux orbites ferm�ees. Dans un premier temps, nous ne regardonspas si les arêtes de �(G=H) sont simples ou doubles. Le r�esultat �nal estrepr�esent�e sur la �gure 11.7.Inidenes du premier intervalleVu son �equation, D est stable par P�. La proposition 2.7.1 implique queP�:D = G=H. De même, on obtient P�:D� = D� et P�:D� = G=H. Nousonnaissons alors les arêtes de �(G=H) desendant de l'orbite ouverte de Bdans G=H.Inidenes du deuxi�eme intervalleVu le graphe 11.6, tous les diviseurs se renontrent deux �a deux. Maisalors, D \ D� et D+ \ D� sont purs de odimension 2. On va aluler estrois intersetions.



207{ Vu la remarque A.8, ([e2℄; [e1+ e2℄) n'appartient ni �a D+ ni �a D�. Maisalors, la proposition 2.7.1 impose que P�:([e2℄; [e1 + e2℄) est dense dansD.{ Vu la remarque A.8, ([e2℄; [e1+ e3℄) n'appartient pas �a D+. Par l'ationde �, on en d�eduit que ([e3℄; [e4 + e2℄) n'appartient pas �a D�. Ainsi,B:([e4℄; [e3 + e4℄) est dense dans D+ \D�.De plus, D+ \D� est stable par P� et don donne par P� un diviseurstable par P� : P�:([e4℄; [e3 + e4℄) est dense dans D.{ Remarquons que l'on a �a e moment toutes les inidenes du deuxi�emeintervalle : elles qui n'apparaissent pas sont impossibles (quitte �a ap-pliquer �) par la remarque A.8{ Comme D est stable par P�, on a : P�(D\D+) = D\P�:D+ = D. Demême on montre que :P�(D \D+) = D P�(D \D+) = D+P�(D \D�) = D P�(D \D�) = D�{ Si P�:([e2℄; [e1+e3℄) �etait dense dansD, de l'ation de � on d�eduirait queP�:([e3℄; [e4 + e2℄) est dense dans D : ei ferait trois < � > au-dessousde D ; 'est impossible. Don, l'adh�erene de l'orbite de ([e2℄; [e1 + e3℄)est stable par P� et la proposition 2.7.1 implique P�:([e2℄; [e1 + e3℄) estdense dans D�.{ On obtient les autres ations de P� et P� du deuxi�eme intervalle parl'ation de �.Inidenes du troisi�eme intervalle{ D'apr�es la remarque A.8, on onnâ�t toutes les orbites au-dessus de([e2℄; [e1℄).{ De même, ([e4℄; [e3℄) n'est pas en dessous de ([e3℄; [e4 + e2℄). De plus,omme e1 est dans l'espae vetoriel engendr�e par tout ouple de l'orbiteB:([e2℄; [e1 + e2℄), ([e4℄; [e3℄) n'est pas dans l'adh�erene de ette orbitede B. On a don toutes les inidenes du dernier �etage.{ L'ation de H sur P(V ) = G=P� montre qu'il existe 2 orbites de Bdans G=H ferm�ees stables par P� ; l'une �etant dans D+ priv�e de D� etl'autre dans D� priv�e de D+.On en d�eduit ais�ement que ([e1; e2℄) et ([e2; e1℄) sont stables par P�alors que ([e3; e4℄) et ([e4; e3℄) ne le sont pas.La proposition 2.7.1 impose que les adh�erenes dans G=H deP�:([e1; e2℄) et de B:([e2℄; [e1 + e3℄) o��nident ainsi que elles deP�:([e4; e3℄) et de B:([e4℄; [e3 + e4℄).



208{ On d�eduit de l'ation de H sur G=P� qu'auune orbite ferm�ee de Bdans G=H n'est stable par P�. Mais alors, la proposition 2.7.1 imposeque les adh�erenes de P�:([e4; e3℄) et de B:([e2℄; [e1 + e3℄) o��nident.On onnâ�t maintenant par l'ation de � les images par P� et P� de haqueorbite de B dans G=H. Le diagramme d'inidene que l'on obtient est :Æ
D� � D� D+�
Æ� Æ � Æ� Æ�
Æ� Æ �� Æ� � Æ�Fig. 11.7 { Le graphe �(G=H) et les inidenes de B(G=H).Sahant que les arêtes de type T diminuent le rang de 1 (voir la setion2.7), on peut failement aluler le rang de haque sommet du graphe de la�gure 11.7. On en d�eduit alors que toutes les arêtes de �(G=H) sont de typeT ou U . Ainsi, on obtient �(G=H) de la �gure 11.7 en enlevant simplementles arêtes que ne sont �etiquet�ees ni par � ni par �.Par ailleurs, onnaissant l'ation de NG(H)=H sur B(G=H), il est failede d�eduire le graphe �(G=NG(H)) de �(G=H). On obtient alors :



209

Æ
Æ======�=====

=
Æ�

Æ� Æ � Æ�
Æ � Æ�wwwww

wwwww�
Fig. 11.8 { Le graphe �(G=NG(H)).
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