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INTRODUCTION
Le but de ce travail est d’étudier le comportement par passage à l’infini de certains

cycles analytiques attachés auxD-modules algébriques.
En dimension un, et après les travaux de Malgrange sur l’irrégularité ([28] et [29]),

cette situation a été étudiée en détails par Ramis [33], qui définit le polygone de Newton

d’un opérateur différentiel linéaire à coefficients polynomiaux et montre que, sur ce poly-

gone, onpeut lire les indices de cet opérateur quand il agit sur les différents espaces d’ultra-

distributions à support ponctuel et de séries formelles. Ce polygone est un sous-ensemble

de Q2 qui se décompose en deux parties :
La première, que nous appelons “la partie positive” caractérise les solutions séries

formelles de type Gevrey de l’opérateur.

La deuxième, “la partie négative”, n’est définie que pour les opérateurs à coefficients

algébriques.

Ramis montre dans [33] qu’elle caractérise le type exponentiel des solutions en-

tières de l’équation.

En fait, il démontre le résultat pour “la partie positive” par un calcul direct, ensuite

en faisant un passage à l’infini, il ramène le cas de “la partie négative” au cas précédent.

En dimension supérieure, cette situation est plus compliquée. Elle a été étudiée par

Laurent dans [14], [15], [16] et [21] dans le cas desD-modules analytiques.
Soient Y une sous-variété lisse d’une variété analytique complexe X et Λ = T �Y X

le fibré conormal à Y dans X . Si r est un rationnel tel que 1 � r � +1, nous notons parOX jY (r)(resp.BY jX (r)) le faisceau des séries formelles (resp. hyperfonctions) à croissance
Gevrey (voir [16]).

SiM est un DX -module cohérent défini au voisinage de Y , on peut lui associer
d’une part les faisceaux de solutions RHomDX (M,BY jX (r)) et d’autre part les cycles ca-
ractéristiques echΛ(r)(M)qui sont des cycles analytiques deT �Λ et qui sont définis à partir
de filtrations convenables surM [14]. Laurent montre dans [16] que, siM est holonome,

les complexes RHomDX (M,BY jX (r)) sont des complexes de C -espaces vectoriels à co-
homologie constructible sur Y et l’indice du couple (M,BY jX (r)) n’est autre que l’obs-
truction d’Euler du cycle echΛ(r)(M).

De la même manière qu’en dimension un [33], nous allons faire un passage à l’in-

fini, ce qui ramène le cas desD-modules algébriques au cas ci-dessus traité par Laurent.
7



Cela nous permet d’utiliser ses résultats pour avoir des théorèmes d’indice dans le cas al-

gébrique, à savoir, les théorèmes (7.1) et (8.5.2).

Dans un premier temps, on s’intéresse au cas d’un fibré en droites X de base Y , on

identifie Y à la section nulle de X et on note par Λ = T �Y X le fibré conormal à Y dans X . Si(x , t) sont des coordonnées locales de X qui soient linéaires dans les fibres de p : X ! Y

et telles que Y = ft = 0g, alors (x , τ) et (x , τ, x�, τ�) seront respectivement les coordon-
nées locales de Λ et de T �Λ. On désigne par D[X ] l’anneau des opérateurs différentiels à
coefficients holomorphes sur X et polynomiaux dans les fibres de p : X ! Y .

Dans le premier chapitre, nous étendons les définitions des hyperfonctions à crois-

sance Gevrey de [16] au cas où r est un rationnel de [�1,+1]. Nous commençons donc
par définir le faisceau B[Y jX des hyperfonctions holomorphes formelles qui est un D[X ]-
module, ensuite, nous introduisons les faisceaux BY jX (r) et BY jXfrg comme des sous-
faisceaux de B[Y jX avec des majorations convenables. Nous terminons ce chapitre par une
liste de faisceaux de fonctions holomorphes et de séries formelles qui ont un rapport avec

les faisceaux BY jX (r).
Dans le deuxième chapitre, nous reprenons les notions (introduites par Laurent

dans [14] et [18]) de cycles microcaractéristiques d’un DX -module cohérentM muni de

bonnes Fr -filtrations, et du cycle analytique Irr(r)(eΣ) associé à une variété lagrangienne
Hr -homogène Σ (voir [18]).

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons aux variétés microcaractéristiques de

type r (1 � r � +1) d’un D[X ]-module cohérent porté par une hypersurface. Nous
nous basons sur un théorème de Kashiwara (Théorème 3.2.1) pour démontrer qu’en fait

ces variétés sont indépendantes du rationnel choisi.

Le chapitre 4 est consacré à construire de Fr -filtrations sur l’anneau D[X ][�Y ] le
localisé de D[X ] le long de Y , elles ont été déjà définies par Sabbah dans [35], mais ici,
nous les définissons d’une autre manière. Nous terminons ce paragraphe en définissant

les cyclesmicrocaractéristiques d’unD[X ][�Y ]-moduleP . En fait, siM est unD[X ]-module
cohérent tel queP =M[�Y ], et si Σ(r)0(M) est la réunion des composantes irréductibles
de la variétémicrocaractéristique Σ(r)(M) deM qui ne sont pas contenues dans fτ�=0g,
alors le cycle analytique deP n’est autre que le cycle caractéristique associé à Σ(r)0(M).

Dans le chapitre 5, nous introduisons le passage à l’infini : si (x , t) et (x , s) sont deux
systèmes de coordonnées locales sur X qui vérifient les propriétés précédentes, le passage

à l’infini est l’application χ qui à (x , t) 2 X � Y associe (x , s = 1/t) 2 X � Y . Elle induit
un automorphisme d’une part sur D[X ][�Y ] (en particulier sur D[X ]jU ) et d’autre part sur
le fibré T �Λ n fτ� = 0g. Cela nous permet de transformer un D[X ]-module cohérent par
l’isomorphisme induit par χ et d’étudier ses cycles microcaractéristiques au cours de cette

transformation (théorème 5.3).

Nous nous intéressons dans le chapitre 6 au comportement des solutions vis-à-vis
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de cette transformation : en effet, comme χ est un isomorphisme, cela induit des isomor-

phismes entre les faisceaux de solutions (proposition 6.5).

Le chapitre 7 comporte le théorème central de cette thèse à savoir, siM est unD[X ]-module holonome, le complexe RHomD[X ](M,BY jX (r)) pour r 2 [�1,+1] est
un complexe de C -espaces vectoriels à cohomologie constructible sur Y , en plus l’indice
du couple (M,BY jX (r)) est donné par l’obstruction d’Euler des cycles ech(r)(M) associés
àM.

Pour r 2 [1,+1], le résultat est donné par le corollaire 4.3.2 de [16]. Si r 2 [�1, 1],
grâce au passage à l’infini, on trouve des résultats similaires.

Dans le chapitre 8, nousmicrolocalisons les constructions du paragraphe 1 : siX est

un fibré vectoriel de rang quelconque sur Y , nous identifions Y à la section nulle de X et

nous notons par Λ = T �Y X et P�Y X respectivement le fibré conormal à Y dans X et le fibré
projectif associé (T �Y X � Y /C � ).

Nous définissons donc les microfonctions holomorphes à croissance Gevrey. Ces

dernières sont desE[X ]-modules. Le faisceauE[X ] a été introduit par Laurent dans [14] (pour
la définition voir (8.4)).

Si X est un fibré de rang un sur Y , nous donnons un théorème d’indice microlocal,

dans le cas d’un fibré de rang quelconque, la situation est plus compliquée. Nous sommes

amenés à considérer les transformations monoïdales qui nous permettent d’associer à un

faisceau constructible sur Λ = T �Y X , un cycle lagrangien (noté Irr(eΣ)) de T �(P�Y X ).
Par conséquent, nous démontrons (théorème 8.5.2) que le complexeRHomE[X ](M,CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1))

oùM est un E[X ]-module holonome, est un complexe de C -espaces vectoriels à cohomo-
logie constructible sur Λ̇ et le cycle caractéristique associé est donné par :X

r�p�s Irr(p)�eΣ(p)(M)�.
En particulier, nous obtenons un théorème analogue au théorème 7.1 (mais moins fin)

dans le cas d’un fibré vectoriel de rang quelconque, à savoir le corollaire 8.5.3.
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Chapitre 1HYPERFONCTIONS HOLOMORPHES ÀCROISSANCE GEVREY
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Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété lisse de X . Les fais-

ceauxB1Y jX etBY jX des hyperfonctions holomorphes sur Y ont été définis dans [36].
Dans [13], Laurent a généralisé ces définitions aux faisceaux BY jX (r) et BY jXfrg

pour tout rationnel r tel que 1 � r � +1. On propose dans ce paragraphe d’étendre
ces dernières aux cas où r est un rationnel quelconque lorsque X est un fibré vectoriel de

base Y .

1.1. Quelques notations.

Dans toute cette partie, nous supposerons que X est un fibré vectoriel de base Y .

Nous noterons p : X ! Y la projection canonique et nous identifierons Y à la section

nulle de X .

Nous noterons également par OX le faisceau des fonctions holomorphes sur X et
parOX [�Y ] le faisceau des fonctions méromorphes sur X à pôles dans Y .

SiO[X ] désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur X polynomiales dans les
fibres de p,D[X ] sera celui des opérateurs différentiels sur X à coefficients dansO[X ].

1.2. Hyperfonctions holomorphes formelles.

Rappelons tout d’abord que B1Y jX (resp. BY jX ) est le groupe de cohomologie locale
(resp. algébrique) de degré d (d est la codimension de Y dans X ) deOX à support dans Y .
Alors, on a : B1Y jX = Hd

Y (OX )BY jX = Hd[Y ](OX ).
Si X est un fibré de rang un sur Y , B1Y jX est le faisceau des fonctions holomorphes

sur X � Y modulo les fonctions holomorphes sur X . Quant à BY jX , il n’est autre que le
sous-faisceau deB1Y jX engendré par les fonctions méromorphes sur Y .

Identifions Y à la section nulle de X et choisissons des coordonnées locales(x1, . . . , xn , t1, . . . , td) qui soient linéaires dans les fibres et telles que Y = ft = 0g.
Une section deB1Y jX (resp.BY jX ) sur un ouvertU (de coordonnées locales) de Y est

une série formelle (resp. finie)
P
α

aα(x)δ(α)(t) telle que :8ε > 0, 8K �� U , 9Cε > 0, sup
K
jaα(x)j � Cε � εjαj � 1jαj! .

Rappelons que si X est un fibré en droite sur Y , δ(α)(t) est la classe d’équivalence de la
fonction méromorphe :

Φα(t) = 1

2iπ
� α!(�t)α+1 .
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D’autre part, si y = a(x) et s = b(x) � t avec b(x) une matrice de fonctions holomorphes
inversible sur Y , est un changement de coordonnées du fibré X , on a Dsk = dP

i=1 aki (x)Dti
où les aki (x) sont des fonctions holomorphes surY . Donc les faisceaux Pjαj=k Djαjt B1Y jX pour
tout k � 0 sont indépendants des coordonnées choisies.

On définit alors le faisceau B[Y jX des hyperfonctions holomorphes formelles par :B[Y jX = lim �
k

B1Y jX / Xjαj=kDjαjt B1Y jX
où la limite projective est donnée via les applications :

fk : B1Y jX / Xjαj=kDjαjt B1Y jX �! B1Y jX / Xjαj=k�1Djαjt B1Y jX .
P 1.2.1. — Le faisceau B[Y jX est muni d’une structure deD[X ]-module.
Preuve. — Soit P un élément deD[X ].
P envoieB1Y jX / Pjαj=kDjαjt B1Y jX dans B1Y jX / Pjαj=k�mDjαjt B1Y jX , avecm le plus grand

degré en t des coefficients de l’opérateur P . Comme cette opération est compatible avec

les applications fk , alors B[Y jX est muni d’une structure deD[X ]-module.
De la même manière, on définit le complété formelO[X jY deOX le long de Y , si IY

est l’idéal de définition de Y , alors O[X jY = lim �
k

OX /I kY
la limite projective est donnée par les applications gk : I

k+1
Y ! I kY .

Supposons maintenant que X est un fibré en droites de base Y . Si on désigne parOX [�Y ][k] le sous-faisceau deOX [�Y ], des fonctions méromorphes sur Y à pôles au plus
d’ordre k, le faisceauOX (c�Y ) des fonctions singulières formelles est donnée par :OX (c�Y ) = lim �

k

OX [�Y ][k]
où la limite est prise sur les fonctions hk : OX [�Y ][k]! OX [�Y ][k � 1].

Vu la compatibilité des applications gk et hk avec l’action de D[X ], les faisceauxO[X jY etOX (c�Y ) sont également desD[X ]-modules.
1.3. Hyperfonctions holomorphes à croissance Gevrey.

X est toujours un fibré vectoriel de base Y .
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Si des coordonnées locales sont choisies sur un ouvertU suffisamment petit de Y ,

Γ(U ,B[Y jX ) s’identifie à l’ensemble des séries formellesP
α

aα(x)δ(α)(t) où faα(x)gα est
une suite de fonctions holomorphes surU .

On définit les faisceauxBY jX(r) etBY jXfrg (pour r 2 Q) comme les sous-faisceaux
deB[Y jX des sériesP

α

aα(x)δ(α)(t) qui vérifient respectivement :8K �� U , 9C > 0, sup
K
jaα(x)j � C jαj � 1(jαj!)r8ε > 0, 8K �� U , 9Cε > 0, sup
K
jaα(x)j � Cε � εjαj � 1(jαj!)r .

Un calcul direct montrerait que ces définitions sont indépendantes des coordon-

nées locales choisies. Nous ne le détaillerons pas car nous retrouverons ce résultat par une

autre méthode au paragraphe 8.

On pose : BY jX (�1) def= B[Y jXBY jXf1g = B1Y jXBY jX (+1) def= BY jX .
P 1.3.1. — Pour tout rationnel�1 � r � +1, les faisceaux BY jX (r)

etBY jXfrg sont desD[X ]-modules.
Preuve. — Comme B[Y jX est un D[X ]-module, il suffit donc de vérifier que dans

un système de coordonnées locales, l’action de D[X ] sur BY jX (r) et BY jXfrg conserve les
majorations du paragraphe 1.3.

Or un opérateur de D[X ] est une somme finie Σaαβγ(x)tαDβxDγt , donc il suffit de
vérifier que les majorations sont conservées par les monômes tαDβxD

γ
t .

SoientU un ouvert de coordonnées de Y et V un voisinage deU dans X .

Soit u = P
α2Nd aα(x)δ(α)(t) une section deBY jX (r) surU , donc pour tout compact

K deU , il existe une constante C > 0 telle que :

sup
K
jaα(x)j � C jαj � 1(jαj!)r .

Mais tβu =P
α

aα+β(x)(α+β)!
α! δ(α)(t) et��aα+β(x)(α+ β)!

α!

�� � C jα+βj � (α+ β)!
α!

� 1(jα+ βj!)r .
Grâce à l’inégalité α!β! � (α+ β)! � 2jαj+jβj � α!β!.

15



On obtient : ��aα+β(x)(α+ β)!
α!

�� � C 0jαj � 1(jαj!)r .
Pour l’action de Dx ou de Dt , la vérification se fait de la même manière, ce qui prouve le

résultat.

Quant au faisceau BY jXfrg la démonstration est la même.
Prenons maintenant un fibré en droites X de base Y et r un rationnel tel que�1 � r � +1. Considérons quelques faisceaux de fonctions holomorphes et de séries

formelles qui vont nous être utiles :OX jY : la restriction à Y du faisceau X .O[X jY : le complété formel le long de Y , voir (1.2).OX jY (r) : le sous-faisceau deO[X jY dont les éléments s’écrivent dans une carte lo-
cale V sous la forme u = P

α�0 aα(x)tα telle que Pα�0 aα(x)tα/(α!)r�1 ait
un rayon de convergence non nul sur V .
On pose :
si r = �1 OX jY (�1) = O[X ]
si r = +1 OX jY (+1) = O[X jY .OX [�Y ] : le faisceau des fonctions méromorphes à pôles dans Y .OX [�Y ](r) =OX jY (r) 
OX OX [�Y ] pour r 2 [1,+1].OX (�Y ) = j�1 j�OX (j : Y !֒ X ) le faisceau des fonctions holomorphes à singu-
larités essentielles sur Y .OX (�Y )(1, r) : le sous-faisceau deOX (�Y )
OX OX jY (r) (r 2 [1,+1]) dont les élé-
ments s’écrivent en coordonnées locales u = P

α2Zaα(x)tα telles que les
séries

P
α<0

aα(x)tα et P
α�0 aα(x)tα/(α!)r�1 aient des rayons de conver-

gence non nuls.OX (c�Y ) : le faisceau des fonctions singulières formelles, voir (1.2).OX (�Y )(r, 1) : le sous-faisceaudeOX (c�Y )dont les éléments s’écrivent en coordonnées
locales u = P

α2Zaα(x)tα avec Pα�0 aα(x)tα((�α)!)r�1 <1.
On pose :OX (�Y )(+1, 1) = OX [�Y ]OX (�Y )(�1, 1) = OX (c�Y ) .O[X ](�Y )((r)) : le sous-faisceau de OX (c�Y ) dont les éléments se mettent localement
sous la forme

P
α�m aα(x)tα avecm � 0 et Pα�0 aα(x)tα(�α)!)r�1<+1.

On pose :O[X ](�Y )((1)) = O[X ](�Y ).
16



P 1.3.2. — Soit r un rationnel tel que �1 � r � +1. Les suites deD[X ]-modules suivantes sont exactes :
0 �! OX jY �! OX (�Y )(r, 1) �! BY jX (r) �! 0

0 �! OX jY �! OX [�Y ] �! BY jX �! 0.
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Chapitre 2CYCLES MICROCARACTÉRISTIQUES
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2.1. Fr -filtrations desD[X ]-modules cohérents.
La plupart des résultats énoncés ici se trouvent dans [14]. Dans ce paragraphe, on

supposera que X et un fibré vectoriel de base Y . On notera p : X ! Y la projection

canonique et on identifiera Y à la section nulle de X .O[X ] etD[X ] sont les faisceaux déjà définis dans (1.1). En choisissant des coordon-
nées locales (x1, . . . , xn , t1, . . . , td) de X telles que Y = ft1 = � � � = td = 0g, et en notant
x = (x1, . . . , xn) et t = (t1, . . . , td), un opérateur P deD[X ] s’écrit :

P = Xjαj�m aαβγ(x)tαDβxDγt
où la somme est finie en β et γ.

Le faisceau D[X ] est muni de deux filtrations canoniques. La première est la filtra-
tion usuelle (notée (D[X ],m)m�0) donnée par l’ordre des opérateurs. La deuxième est défi-
nie comme suit :

VkD[X ] = fP 2 D[X ]/PI jY � I j�kY g 8k 2 Z
où IY = ff 2 OX jY /f s’annule sur Y g et I 0Y = OX pour j � 0.

En coordonnées locales, on constate que I
j
Y pour j � 0, est le faisceaudes fonctions

holomorphes qui s’écrivent
Pjαj=j f x(x , t)tα, et on en déduit que pour cette filtration (ap-

pelée V -filtration) les opérateurs xi ,Dxi sont d’ordre 0, ti est d’ordre�1 et Dti est d’ordre+1.
Soient r 2 Q [ f�1g et (p, q) 2 Z� N, p et q sont premiers entre eux tels que

r = p/q [si r = �1, on prend (p, q) = (�1, 0)].
On considère la filtration croissante (F �rD[X ]) indexée parZ :

F kr D[X ] = X(p�q)m+qℓ�kD[x],ℓ \ VmD[X ].
Il est clair que, pour cette filtration, xi est d’ordre 0,Dxi est d’ordre q, ti est d’ordre (p � q)
etDti est d’ordre p.

Si (x , t) est un système de coordonnées locales de X tel que Y = ft = 0g, et si(x , t , ξ, τ) sont les coordonnées locales associées sur T �X , alors le fibré conormal à Y dans
X (noté Λ) est donné par :

Λ = f(x , t , ξ, τg 2 T �X/t = ξ = 0g.
On note par (x , τ, x�, τ�) les coordonnées locales induites sur T �Λ.

Citons maintenant quelques résultats qui nous seront utiles :
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Pour r 2 Q, l’anneau gradué grFr D[X ] associé à cette filtration est isomorphe àeπ�O[T�ΛjY ], oùO[T�ΛjY ] est le sous-faisceau deOT�Λ des fonctions holomorphes sur T �Λ
et polynomiales dans les fibres de eπ : T �Λ = T �(T �Y X )! Y .

Si r = �1, on a grF�1 D[X ] ' π0�D[Λ] ' grF1 D[X ], avecπ0 : Λ! Y .

Désignons par σ
[r ]
k l’application “symbole principal d’ordre k” définie par :

σ
[r ]
k : grkFr D[X ] �! M(p�q)(j�i)+qi=k π � O[T�ΛjY ](i, j)

où O[T�ΛjY ](i, j) est l’anneau des polynômes en τ, x�, τ� dont les éléments s’écriventP
fβγθ(x)τβx�γτ�θ tels que i = jγj+ jθj et j = jγj+ jβj.

SiM est unD[X ]-module cohérent, on dit qu’une filtration (Mk)k2ZdeM est une

bonne Fr -filtration si localement il existe des générateurs u1, . . . , uN deM et des entiers

k1, . . . , kN tels que : Mk = NX
i=1 F k�kir D[X ]ui .

On démontre (toujours dans [14]) que :

P 2.1.1.

1) Pour tout rationnel �1 � r � +1, la filtration F �rD[X ] est noethérienne (au
sens de la proposition 1.1.7 du chap. II de [33]).

2) SiM est unD[X ]-module cohérentmuni d’une bonne F �rD[X ]-filtration, le gradué
associé est un grFr D[X ]-module cohérent.

Rappelons maintenant quelques propriétés géométriques de T �Λ :
Comme sous-variété de T �X , Λ est munie d’une action de C � qui définit à son tour

une actionH1 de C � surT �Λ. D’autre part, en étant unfibré vectoriel,T �Λ estmuni d’une
action de C � , notée H0, différente de H1 et qui n’est autre que la multiplication dans les

fibres de T �Λ! Λ. En coordonnées locales, ces actions s’écrivent (r = p/q) :
H0(λ) : (x , τ, x�, τ�) �! (x , τ, λx�, λτ�)
H1(λ) : (x , τ, x�, τ�) �! (x , λτ, λx�, τ�)
Hr(λ) : (x , τ, x�, τ�) �! (x , λpτ, λqx�, λq�pτ�).

SoitM unD[X ]-module cohérent muni (pour r 2 Q) d’une bonne Fr -filtration. Le gradué
(noté grFrM) associé à cette dernière est donc un eπ�O[T�ΛjY ]-module cohérent.

À cemodule on associe le support deOT�Λ
eπ�1 grFrM qui est un sous-ensemble

analytique de T �Λ indépendant du choix de la bonne filtration (une justification se trouve
dans [14] et [16]).
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On associe aussi à ce module un cycle analytique positif, cela signifie que chaque

composante irréductible deOT�Λ 
 π�1 grFr (M) est affectée d’un entier positif : la mul-
tiplicité.

D 2.1.2. — SoitM un D[X ]-module cohérent défini près de Y . Le cycle
microcaractéristique de type r deM que l’on note eΣ(r)

Λ
(M) est le cycle caractéristique de

grFrM pour une bonne F �rD[X ]-filtration F �rM deM.

La variété microcaractéristique de type r deM est le support de eΣ(r)
Λ
(M) et sera

notée Σ
(r)
Λ
(M).

T 2.1.3. [14].

1) Les variétés microcaractéristiques Σ
(r)
Λ
(M) sont des sous-ensembles involutifs

etHr -homogènes de T �Λ.
2) La dimension de Σ

(r)
Λ
(M) est inférieure ou égale à celle de la variété caractéris-

tique deM.

3) SiM est unD[X ]-module cohérent, alors pour tout r � 1, on a :
Σ
(r)
Λ
(M) = Σ

(r)
Λ
(DX 
D[X ]M).

En fait, quand r varie, les variétés microcaractéristiques Σ
(r)
Λ
(M) ne sont qu’en

nombre fini. Ce résultat très important que l’on va donner sous la forme suivante est dé-

montré dans [14].

T   2.1.4. — SoitM unD[X ]-module cohérent. Il existe une
suite finie �1 = r0 < r1 < � � � < rN = +1 de nombres rationnels tels que la variété

Σ
(r)
Λ
(M) soit indépendante de r 2]ri , ri+1[ pour j = 1, . . . ,N � 1. Les nombres ri sont

appelés indices critiques deM.

Remarque 2.1.5. — Si r n’est pas un indice critique, la variété Σ
(r)
Λ
(M) est homo-

gène pour plusieurs rationnels r et donc pour tout r , par conséquent Σ
(r)
Λ
(M) est bihomo-

gène (i.e. homogène pourH0 etH1).
Soient chΛfrg(M) et chΛ(r)(M) les variétésmicrocaractéristiques définies par :

chΛfrg(M) = Σ
(r+ε)
Λ

(M) et chΛ(r)(M) = Σ
(r�ε)
Λ

(M)
où 0 < ε� 1.

Signalons que ces deux variétés sont toujours bihomogènes contrairement à la va-

riété Σ
(r)
Λ
(M) et si r n’est pas un indice critique deM, on a :

chΛfrg(M) = Σ
(r)
Λ
(M) = chΛ(r)(M).
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Si r = �1, nous savons que grF�1D[X ] ' π0�D[Λ] ' grF1 D[X ], nous notons alors
c̃hΛfrg(M) = c̃hΛ(r)(M) le cycle caractéristique de grFrM pour (r = �1), considéré
comme π0�D[Λ]-module cohérent.

En particulier, siM = D[X ]/I , où I est un idéal de type fini, et si on le munit de
la filtration induite par Fr+εD[X ], (resp. F �r�εD[X ]), pour un ε fixé vérifiant chΛfrg(M) =
Σ
(r+ε)
Λ

(M) (resp. chΛ(r)(M) = Σ
(r�ε)
Λ

(M)) alors l’idéal engendré dans O[T�ΛjY ] par les
symboles de type r des éléments de I , noté σfrg(I ) (resp. σ(r)(I )) est unO[T�ΛjY ]-module
cohérent.

Par conséquent, il existe localement un nombre fini d’opérateurs de I , Q1, . . . ,QN
tels que les symboles σfrg(Q1), . . . , σfrg(QN ) (resp. σ(r)(Q1), . . . , σ(r)(QN )) engendrent
σfrg(I ) (resp. σ(r)(I )). Dans ce cas, les variétés microcaractéristiques chΛfrg(M) et
chΛ(r)(M) sont données respectivement par :

chΛfrg(M) = fθ 2 T �Λ/σfrg(Qj)(θ) = 0, j = 1, . . . ,Ng
chΛ(r)(M) = fθ 2 T �Λ/σ(r)(Qj)(θ) = 0, j = 1, . . . ,Ng

Exemple. — X = C , Y = f0g,Λ = T �f0gC , P = x2Dx + 1 (opérateur d’Euler).

�������
�������
�������
�������

i � j
j

Si 1 � r < 2, σfrg
Λ

(P) = σ
(r)
Λ

(P) = x2x�.
Si r = 2, σ

f2g
Λ

(P) = 1;σ
(2)
Λ

(P) = x2x�.
Si 2 < r � +1, σfrg

Λ
(P) = σ

(r)
Λ

(P) = 1.
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2.2. Le cycle analytique Irr(r)(eΣ).
Dans cette partie, on va étendre la notion du cycle analytique Irr(r)(eΣ) introduite

dans [18], au cas où r est un rationnel quelconque.

On considère une variété analytique complexe Y , un fibré vectoriel complexe Λ de

rang un sur Y et le fibré cotangent T �Λ à Λ.
Soit r un nombre rationnel, et soit Σ un sous-ensemble analytique lagrangien de

T �Λ qui est homogène pour Hr .
Rappelons queO[T�ΛjY ] est le faisceaudes fonctions holomorphes surT �Λqui sont

polynomiales dans les fibres de la projection eπ : T �Λ! Y .

En coordonnées locales, une telle fonction s’écrit comme une somme finie :

f (x , τ, x�, τ�) = Σaαβγ(x)ταx�βτ�γ
où β est un multi-indice de Nn tandis queα et γ sont des entiers.

Prenons alors chaque monôme de f , calculons l’entierα� γ et notons respective-
ment par k0 et k1 le plus petit et le plus grand de ces entiers relatifs. Associons à f les deux

fonctions suivantes :

σ+(f )(x , τ, x�, τ�) = X
α�γ=k1 aαβγ(x)ταx�βτ�γ

σ�(f )(x , τ, x�, τ�) = X
α�γ=k0 aαβγ(x)ταx�βτ�γ.

Soit IΣ l’idéal deO[T�ΛjY ] des fonctions qui s’annulent sur Σ et soitσ+(IΣ) l’idéal engendré
par les fonctionsσ+(f )pour f dans IΣ. L’ensemble des points deT �Λoù s’annulent toutes
les fonctions deσ+(f ) est une variété que nous appellerons Σ+ et demême, on définitΣ�
en utilisant les fonctions σ�(f ).

Les variétés Σ+ et Σ� sont non seulementHr -homogènes mais bihomogènes (voir
[18]).

D’autre part, siΣ est lagrangienne,Σ+ etΣ� le sont aussi (une justification se trouve
dans [14]).

Rappelons aussi que la projection Λ = T �Y X ! Y et le plongement Y ! Λ défi-

nissent des applications :

T �Y p1 � (T �Y )�Y Λ j1�! T �Λ
T �Y p2 � (T �Λ)�Λ Y j2�! T �Λ.

Les applications p1 et p2 sont des submersions tandis que j1 et j2 sont des plongements.

En coordonnées locales, on a :

p1(x , x�, τ) = (x , x�) j1(x , x�, τ) = (x , τ, x�, 0)
p2(x , x�, τ�) = (x , x�) j2(x , x�, τ�) = (x , 0, x�, τ�).
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La réunion de j1((T �Y )�Y Λ) et j2((T �Λ)�Λ Y ) est une hypersurface SΛ de T �Λ donnée
par fττ� = 0g.

Les variétés Σ+ et Σ� sont très particulières comme le prouve le lemme suivant
(pour la démonstration, voir [18] ou [15]) :

L 2.2.1. — Soit Σ une sous-variété lagrangienne bihomogène de T �Λ. Il
existe deux variétés lagrangiennes homogènes (au sens usuel) S1 et S2 de T �Y telles que :

Σ = j1p
�1
1 S1 [ j2p�12 S2.

Revenons à notre variété lagrangienne Hr -homogène Σ. D’après ce qui précède, on

peut lui associer deux variétés lagrangiennes bihomogènes Σ+ et Σ� qui se décomposent
chacune, d’une manière unique, selon le lemme ci-dessus. On obtient donc quatre sous-

variétés lagrangiennes homogènes de T �Y , notées S�i , i = 1, 2.

Signalons que cette opération est également valable pour les cycles analytiques. À

tout idéal de fonctions holomorphes sur une variété est associé un cycle positif dont le

support est précisément l’ensemble des points où les fonctions de l’idéal s’annulent.

On considère donc un cycle analytique positif eΣ de T �Λ dont le support est la va-
riété précédente Σ. On lui associe deux cycles analytiques positifs eΣ� de la manière sui-
vante :

Supposons a priori queΣ est irréductible et demultiplicité un.On lui associe l’idéal

IΣ puis les deux idéaux σ
�(IΣ), alors les cycles eΣ� sont les cycles associés à ces idéaux.

Si eΣ est un cycle positif quelconque, il s’écrit :eΣ =X
k

nkeΣk
avec nk 2 N et Σk irréductible, on pose alors :eΣ� =X

k

nkeΣ�k .
Les supports des cycles eΣ� se décomposent suivant le lemme 2.2.1 et on peut donc écrire :eΣ� = j1p

�1
1
eS�1 + j2p

�1
2
eS�2

où eS�i , i = 1, 2 sont des cycles analytiques positifs de supports lagrangiens homogènes

dans T �Y .
D 2.2.2. — Si eΣ est un cycle analytique lagrangien de T �Λ, on définit le

cycle analytique lagrangien Irr(r)(eΣ) (pour r 2 Q) par :
Irr(r)(eΣ) = eS�1 � eS�2 � eS+1 + eS+2
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Remarques 2.2.3.

1) Si Σ est irréductible et bihomogène, il est clair que :eΣ = eΣ+ = eΣ�
et donc Irr(r)(eΣ) = 0.

2) Soit r un rationnel quelconque, siM est unD[X ]-module cohérent, la variétémi-
crocaractéristique chΛ(r)(M) (resp. chΛfrg(M)) n’est autre que la variétéΣ�(r)(M) (resp.
Σ
+(r)(M)).
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Chapitre 3VARIÉTÉS MICROCARACTÉRISTIQUES D'UNDX -MODULE PORTÉ PAR UNE HYPERSURFACE
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On s’intéresse dans cette partie aux variétés microcaractéristiques de type r (déjà

citées dans le paragraphe 2) d’un D[X ]-module porté par une hypersurface Y . On va dé-
montrer qu’en fait, ces variétés ne dépendent pas du rationnel choisi.

3.1. Image directe d’unDX -module à gauche.
Soient X une variété analytique complexe et Y une hypersurface de X . Notons par

i l’injection de Y dans X et par Λ = T �Y X le fibré conormal à Y dans X .
SoitM un DY -module (à gauche) cohérent, on définit son image directe par i, en

posant :

i+M = Ri+ (DX Y 
DY M).DX Y est le (i�1DX ,DY )-bimoduleΩnY 
i�1Oi�1X
HomOX (Ωn�1X ,DX ) à support dans Y , n

est la dimension deX etΩnY (resp.Ω
n�1
X ) est le faisceau desn-formes (resp. (n�1)-formes)

holomorphes sur Y (resp. X ).

On s’intéresse ici au cas où i est une immersion fermée. Dans ce cas, i� n’est autre
que le prolongement par 0 deM, donc elle est exacte et par conséquent :

i+M = i�(DX Y 
DY M).
En particulier, i+DY = i�(DX Y ) est unDY -module localement libre (voir [23]), et si on
fixe une équation t de Y , il s’identifie auDX -module à gaucheDX /DX t .

Choisissons des coordonnées locales (x , t) de X telles que Y = ft = 0g. Si(x , t , ξ, τ) sont les coordonnées correspondantes sur T �X , (x , τ) et (x , τ, x�, τ�) seront
celles induites sur Λ = T �Y X et T �Λ.

Rappelons que la projection Λ! Y définit les applications

T �Y p1 � (T �Y )XY Λ j1�! T �Λ.
Dans les coordonnées locales ci-dessus, ces dernières s’écrivent :

p1(x , x�, τ) = (x , x�) et j1(x , x�, τ) = (x , τ, x�, 0).
L 3.1.1. — SoientM un DY -module cohérent et r un rationnel supérieur

ou égal à un. Si Σ(r)(i+M) et ch(M) sont respectivement la variété microcaractéristique
associée au gradué grFr (i+M) et la variété caractéristique deM, et si i : Y !֒ X est une

injection fermée et lisse, alors :

Σ
(r)(i+M) = j1p

�1
1 ch(M).

Preuve. — Soit r un rationnel supérieur ou égal à un. Supposons d’abord qu’il est

entier et qu’il est égal à p.
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Munissons DY de la filtration (DY ,k)k�0 donnée par l’ordre des opérateurs, cette
dernière est noethérienne (au sens de la proposition 1.1.7. de [33]).

SoientM unDX -module cohérent et (Mk)k�0 une bonne filtration deM sur un

ouvert suffisamment petit, associée à la filtration (DY ,k)k�0. Notons par ch(M) la variété
caractéristique deM.

D’après ce qui précède, i+DY = i�(DX Y ) est unDX -module à gauche cohérent.
Munissons DX de la filtration (F �pDX ) et le module i+DY de la bonne filtration (sur un
ouvert de coordonnées locales) induite par cette dernière. D’autre part, i+DY est un DY -
module (à droite) localement libre. En plus, si on munit DY de la filtration (DY ,k)k�0 par
l’ordre des opérateurs, la filtration (F �p(i+DY )) citée plus haut est compatible avec celle deDY pour la structure deDY -module à droite, à savoir : si P 2 DY ,ℓ et u 2 F jp(i+DY ) alors
u � P 2 F j+ℓp (i+DY ). Cette compatibilité se vérifie facilement en coordonnées locales.

Soient maintenant unDY -moduleM et une bonne filtration (Mk)k�0 sur un ou-
vert assez petit, associée à la filtration (DY ,k)k�0.

Il est clair que (Mk)k�0 est l’image par un morphisme DNY h! M ! 0 d’une

filtration du type (DNY )k = NL
i=1DY ,k�ki . La suite i+DNY h0! i+M ! 0 est exacte, donc

d’après ce qui précède, et quitte à réduire notre ouvert au besoin, on peut munir i+M
d’une bonne filtration (notée (F �p(i+M))) associée à la filtration (F �pDX ).

En fait, le groupe F kp (i+M) est l’image par h0 de la sommeL
m
F k�kmp (i+DNY ), mais

F k�kmp (i+DNY ) n’est autre que i�( L
j+ℓ�k�km F jpDX Y 
DNY ,ℓ), vu la compatibilité citée ci-

dessus. Comme h0 est le morphisme qui à u 
 v 2 DX Y 
 DNY associe u 
 h(v) 2DX Y 
M. Alors on obtient :

F kp (i+M) = i�� M
j+ℓ�k�km

m

F jpDX Y 
Mℓ

� 8k 2 Z.
Par conséquent, on a la relation suivante entre les gradués :

grFp (i+M) = i�(grFp DX Y )
i� grDY i� grM= O[T�Λ]I 
i�O[T�Y ] i� grM
où O[T�Λ] (resp. O[T�Y ]) est le faisceau des fonctions holomorphes sur T �Λ (resp. T �Y )
et polynomiales dans les fibres de T �Λ ! Λ (resp. T �Y ! Y ), et I est l’idéal de O[T�Λ]
engendré localement par τ�.

La filtration F �p(i+M) est une bonne filtration, alors leO[T�Λ]-module grFp (i+M)
est cohérent.

Si maintenant r est un rationnel quelconque qui s’écrit r = p/q, on se ramène au

cas précédent en considérant la filtration eDY ,k = DY ,[ kq ] où [ kq ] est la partie entière de kq .
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Donc d’après ce qui précède, on a :

Σ
(r)
Λ
(i+M) = j1p

�1
1 ch(M).

En coordonnées locales, il est clair que (x , τ, x�, 0) 2 Σ
(r)
Λ
(i+M) si et seulement si(x , x�) 2 ch(M).

3.2. Le cas d’unD[X ]-module porté par une hypersurface.
Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété lisse de X . Rappe-

lons d’abord un théorème dû à Kashiwara, pour la démonstration, on renvoie à [10].

T 3.2.1. — Soit i : Y !֒ X une injection lisse et fermée. SoitM un DY -
module cohérent. Le foncteurM! i+M définit une équivalence de catégories :

“DY -modules cohérents” ! “DX -modules cohérents à supports dans Y ”.
Supposons maintenant que X est un fibré vectoriel de rang un de base Y . En utili-

sant le théorème ci-dessus et le lemme 3.1.1, on en déduit que :

C 3.2.2. — Soit L un D[X ]-module cohérent à support dans Y . Soient r
et r 0 deux rationnels supérieurs ou égaux à un. Si Σ(r)(L) et Σ(r0)(L) sont les variétés mi-
crocaractéristiques associées respectivement aux gradués grFr (L) et grFr (L), alors :

Σ
(r)(L) = Σ

(r0)(L).
Remarque 3.2.3. — La variété Σ(r)(L) est donc bihomogène et si p1 et j1 sont les

applications (citées ultérieurement) définies par la projection Λ! Y , alors :

Σ
(r)(L) = j1p

�1
1 S

(r)
1 et eΣ(r)(L) = j1p

�1
1
eS(r)1

où eS(r)1 est un cycle homogène de T �Y et S(r)1 son support.

En coordonnées locales, la variétéΣ(r)(L) est contenue dans l’hypersurface fτ�=0g.
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Chapitre 4LOCALISATION
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Dans ce paragraphe, X est un fibré en droites de base Y . Fixons un système de

coordonnées locales (x1, . . . , xn , t) de X qui soient linéaires dans les fibres et telles que

Y = ft = 0g.
Les fibrés Λ = T �Y X et T �Λ ont pour coordonnées locales respectives (x , τ) et(x , τ, x�, τ�).
4.1. Filtrations d’unD[X ][�Y ]-module.
Notons par D[X ][�Y ] le faisceau d’anneaux des opérateurs différentiels sur X à

coefficients méromorphes sur Y et polynômiaux dans les fibres. Si P est un élément deD[X ][�Y ], il s’écrit en coordonnées locales :
P = Xjβj+γ�m

α2Z aαβγ(x)tαDβxDγt
où la somme enα est finie.

On constate que l’anneauD[X ][�Y ] est donné localement par :D[X ][�Y ] = [
α2N t�αD[X ].

Considérons pour r 2 [�1,+1] fixé les sous-groupes suivants :
F kr D[X ][�Y ] def= X

α2N t�αF k+(q�p)α
r D[X ] 8k 2 Z

où la somme est toujours finie enα.

Soientα, β,m, n, k et ℓ des entiers naturels qui vérifient :

k = pα+ (p � q)m et ℓ = pβ+ (p � q)n.
Il est facile de voir que :

Dαt t
�n = t�(α+n)� αX

i=0 ait iDit�(t�nDαt )(t�nDβt ) = t�(α+m+n)� αX
i=0 ai t iDi+βt

�
et

avec ai 2 N, 8i = 1, . . . , α.

Mais le second membre de la deuxième égalité est dans F k+ℓr D[X ][�Y ], donc
F �rD[X ][�Y ] définit une filtration deD[X ][�Y ] telle que l’ordre de t�1 soit p � q.

En outre :

grkFr D[X ][�Y ] = X
α2N t�α grk+(q�p)α

Fr D[X ].
SiO[T�ΛjY ](λ, µ) désigne l’anneau des polynômes en τ, x�, τ�, dont les éléments s’écrivent
Σfβγθ(x)tατβx�γτ�θ tels queλ = jγj+θ etµ = jγj+β, alors on a l’isomorphisme suivant :

grkFr D[X ][�Y ] = X
α2Nτ��α� M

pµ+(q�p)(λ�α)=k eπ�O[T�ΛjY ](λ, µ)�
37



où eπ est la projection T �Λ! Y .

Par conséquent, le gradué de D[X ][�Y ] associé à cette filtration est isomorphe à
π�O[T�ΛjY ][τ��1], avecπ : T �Λ n fτ� = 0g ! Y .

P 4.1.1. — La filtration F �rD[X ][�Y ] est noethérienne.
Preuve. — Pour cela, d’après le chap. II, proposition 1.1.7, il suffit de montrer que

pour tout θ 2 X , l’anneau de Rees Aθ = L
k2Z(F kr D[X ][�Y ])θT k est noethérien.

Soit θ = (x0, t0) 2 X , les éléments de Aθ sont représentés par :
P(T ) =X

k

LkT
k , avec Lk 2 F kr D[X ][�Y ]

où la somme est finie en k.

Il existe donc αk1 , α
k
2 , . . . , α

k
n dans N et Qki dans F

k+(q�p)αki
r D[X ] pour tout i =

1, . . . , n tels que :

Lk = nX
i=1 t�αki Qki .

Mais Qki s’écrit :

Qki = X(p�q)(θ�β)+q(jγj+θ)�k+(q�p)αki aβγθ(x)tβDγxDθt .
Alors, en posantm = k � (p � q)(θ � β + αki ) et en faisant le changement de variable
u = T q�pt(Du = T p�qDt), on obtient :

P(T ) =X
m

� X
q(jγj+θ)�m

i

aβγθ(x)uβ�αki DγxDθu�Tm .
À m fixé,

P
q(jγj+θ)�m

i

aβγθ(x)uβ�αki DγxDθu est un opérateur différentiel à coefficients méro-
morphes.

Si q = 1, Aθ est isomorphe à l’anneau de Rees
L
m
D[X ][�Y ]θ̃,mTm, où (D[X ][�Y ]m)m

est la filtration de D[X ][�Y ] par l’ordre des opérateurs et θ̃ = (x0, u0). Or cette filtration
induite surD[X ] est noethérienne (voir proposition 5.1.4 de [6]), donc son graduéO[T�ΛjY ]
est noethérien et par conséquent son localisé O[T�ΛjY ][τ��1] est noethérien. La filtration(D[X ][�Y ]m)m est bornée à gauche donc elle est noethérienne (voir théorème 1.26 de [2]).
Aθ est un anneau noethérien.

Si q > 1, le résultat est le même, en considérant au lieu de la filtration usuelle, la

filtration suivante : eD[X ][�Y ]θ̃,m = D[X ][�Y ]θ̃,[mq ] 8m � 0,
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([mq ] est la partie entière de mq ).
Gardons toujours lesmêmes notations qu’on a données au début de ce paragraphe.

Soit I un idéal de type fini deD[X ]. Munissons I de la filtration induite par (F �rD[X ])
et posons I 0 = D[X ][�Y ]
D[X ] I .

P 4.1.2. — Si (F �rD[X ][�Y ] \ I 0) est la filtration induite par celle deD[X ][�Y ] sur I 0, alors on a la relation suivante :
grFr (I 0) = O[T�ΛjY ][τ��1]
O[T�ΛjY ] grFr (I ).

Preuve. — I est un idéal de type fini deD[X ], la filtration F �rD[X ] est noethérienne,
alors grFr (I ) est de type fini.

Soient Q1, . . . ,QN des éléments de I tels que σ(r)(Q1), . . . , σ(r)(QN ) engendrent
grFr (I ).

Comme Q1, . . . ,QN appartiennent à I 0 et grFr (I 0) est un O[T�ΛjY ][τ��1]-module
alors forcément :

grFr (I 0) � O[T�ΛjY ][τ��1]
O[T�ΛjY ] grFr (I ).
Il reste à démontrer l’autre inclusion.

Supposons que I s’écrive I = nP
i=1D[X ]Pi où Pi est d’ordre mi pour la F

�
rD[X ]-

filtration.

Soit P 2 F kr D[X ][�Y ] \ I 0, il existe alors A1, . . . , An dansD[X ][�Y ] tels que :
P = nP

i=1 AiPi .
Supposons que tous les Ai appartiennent à D[X ] ; donc P 2 I et par conséquent

σ(P) 2 O[T�ΛjY ][τ��1]
 grFr (I ).
S’il existemaintenant aumoins un Ai qui n’appartient pas àD[X ] onmultiplie P par

une puissance convenable de t (par exemple tq), ce qui donne :

tqP = nX
i=1 (tqAi)Pi , où tqPi 2 D[X ] 8i.

Mais d’après ce qui précède

σ[r ](tqP) 2 O[T�ΛjY ][τ��1]
O[T�ΛjY ] grFr (I ) et σ[r ](P) = 1

σ[r ](tq) � σ[r ](tqP)
(t étant inversible dans D[X ][�Y ]). Comme 1

σ[r ](tq ) est dans O[T�ΛjY ][τ��1], alors σ[r ](P)
appartient àO[T�ΛjY ][τ��1]
O[T�ΛjY ] grFr (I ). Terminons cette partie par une proposition
qui va nous permettre d’introduire le paragraphe suivant :
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P 4.1.3. [14]. — Soit r un rationnel supérieur ou égal à un.

Si 0!M0 !M!M00 ! 0 est une suite exacte deD[X ]-modules cohérents, et
si sur un ouvertU de T �Λ la codimension de Σ(r)

Λ
(M) est supérieure ou égale à d, alors on

a sur cet ouvertU : �eΣ(r)
Λ
(M)�

d
= �eΣ(r)

Λ
(M0)�

d
+ �eΣ(r)

Λ
(M00)�

d

où [ eC ]d est la composante homogène de degré d du cycle eC .
4.2. “Cycles microcaractéristiques” d’unD[X ][�Y ]-module.
X est toujours un fibré en droites de base Y . Identifions cette dernière à la section

nulle de X . Choisissons des coordonnées locales (x , s) sur X qui soient linéaires dans les
fibres et telles que Y = fs = 0g, et notons par (x , ς) et (x , ς, x�, ς�) les coordonnées
locales respectives de Λ = T �Y X et de T �Λ.

Si Σ est une variété microcaractéristique d’unD[X ]-module cohérentM, nous dé-

signerons par Σ0 la réunion des composantes irréductibles de Σ qui ne sont pas contenues
dans l’hypersurface fς� = 0g, et par [eΣ]0 sera le cycle analytique correspondant.

SoitP unD[X ][�Y ]-module cohérent. Nous supposerons de plus qu’il est cohérent
vu comme un D[X ]-module (cette situation n’est pas vraie en général, mais nous verrons
que siPjU oùU est l’ouvert X � Y , est holonome, alorsP est unD[X ]-module cohérent).

Localement, il existe unD[X ]-module cohérentM tel queP = D[X ][�Y ]
D[X ]M.

Nous définissons son cycle microcaractéristique de type (r) en tant queD[X ][�Y ]-module
par : [eΣ(r)

Λ
(P)] = [eΣ(r)

Λ
(M)]0.

Cette définition est indépendante du choix deM. Pour cela, il suffit de remarquer

que siM est unD[X ]-module cohérent tel queM[�Y ] = P , alors on a une suite exacte deD[X ]-modules :
0 �! H0 �!M�! P �! H1 �! 0

oùH0 etH1 sont à supports dans Y .

D’après la proposition 4.1.3 et vu que Σ
(r)
Λ
(Hi) � fς� = 0g, pour i = 0, 1 (re-

marque 3.2.3) alors : [eΣ(r)
Λ
(M)]0 = [eΣ(r)

Λ
(P)]0.

Dans cette égalité, eΣ(r)
Λ
(P) est le cycle microcaractéristique de type (r) de P vu commeD[X ]-module.

Par la suite, onne fera plus la différence entre le cyclemicrocaractéristique [eΣ(r)
Λ
(P)]

duD[X ][�Y ]-moduleP et le cycle microcaractéristique [eΣ(r)Λ (P)]0 cité ci-dessus.
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Chapitre 5PASSAGE À L'INFINI
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Commençons tout d’abord par décrire ce passage ainsi que quelques unes de ses

conséquences.

X est toujours un fibré de rang un de base Y . Localement, on identifie X au produit

Y � C .
Dans tout ce chapitre, on se place sur un ouvertV de coordonnées locales (x , t) qui

soient linéaires dans les fibres et telles que Y = ft = 0g. Soient (x , t , ξ, τ) les coordon-
nées locales induites sur T �X . Si Λ = T �Y X est le fibré conormal à Y dans X , on note par(x , τ, x�, τ�) les coordonnées locales correspondantes sur T �Λ.

On désigne par χ et χ respectivement l’isomorphisme ci-dessous et l’application

cotangente associée :
χ : Y � C � �! Y � C �(x , t) �! (x , s = 1/t)
χ : T �(Y � C � ) �! T �(Y � C � )(x , t , ξ, τ) �! (x , s, ξ, ς)

avec

�
s = 1/t
ς = �t2τ .

Soit T �Y (X ) (resp. TY X ) le fibré conormal (resp. normal) à Y dans X . Les fibrés ci-
dessus ont pour coordonnées locales respectives (x , τ) et (x , τ̃). X est un fibré vectoriel de
base Y , on peut donc l’identifier à TY X et, par conséquent, T

�X est isomorphe à T �(TY X ).
Soient (x , τ̃, x�, τ̃�) et (x , τ, x�, τ�) les coordonnées locales induites respectivement

sur T �(TY X ) et T �(T �Y X ).
Les fibres TY X et T

�
Y X sont duaux donc il existe un isomorphisme canonique entre

leurs fibrés cotangents.

Si on revient aux coordonnées locales, cet isomorphisme est donné par :(x , τ, x�, τ̃�) �! (x , τ̃�, x�,�τ̃).
Par conséquent, il existe un isomorphisme local entre T �X et T �(T �Y X ) défini par :(x , t , ξ, τ) �! (x , τ, ξ,�t).
D’après ce qui précède, on peut exhiber le diagramme suivant :

Y � C �  � T �X �! T �Λ n fτ� = 0g(x , t)  � (x , t , ξ, τ) �! (x , τ, x�, τ�)?yχ ?yχ ?yΦ(x , s)  � (x , s, ξ, ς) �! (x , ς, x�, ς�)
Y � C �  � T �X �! T �Λ n fς� = 0g

avec Φ(x , τ, x�, τ�) = (x , ς, x�, ς�) tels que� ς = �ττ�2
ς� = 1/τ� .
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L’application χ est donnée, on peut définir surD[X ][�Y ] la transformationψ qui à t
associe 1/s et àDt le monôme�s2Ds .

Si P est l’opérateur tαDγxD
β
t , son transformé ψ(P) s’écrit

ψ(P) = βX
j=1 ajsβ�α+jDγxD js où aj 2 Z.

D’après le paragraphe 2, les opérateurs xi , t , Dxi et Dt ont pour ordres respectifs pour la

Fr -filtration : 0, q � p, q et p.
Leurs transformés par ψ : xi , 1/s, Dxi et (�s2Ds) ont pour ordres respectifs par

rapport à la F2�r -filtration : 0, q � p, q et p.
Comme ψ est un isomorphisme d’anneaux filtrés et σfrg(�) est multiplicatif, il en

résulte queψ définit un automorphisme vérifiant :

ψ(F kr D[X ][�Y ]) = F k2�rD[X ][�Y ]
σ[2�r ](ψ(P)) = σfrg(P) � Φ�1 8P 2 D[X ][�Y ].et

On en déduit donc en remplaçant r par r + ǫ, avec ǫ assez petit :

P 5.1. — Soient V un ouvert de coordonnées et I 0 un idéal deD[X ][�Y ]
engendré sur V par des opérateurs P1, . . . , Pn. On suppose de plus que sur cet ouvert le

gradué de I 0 associé à la F �rD[X ][�Y ]-filtration est engendré par σfrg(L1), . . . , σfrg(LN ).
Alors l’idéal ψ(I 0) est engendré par (ψ(P1)), . . . , (ψ(Pn)) et son gradué par rapport à la(F �2�rD[X ][�Y ]) est engendré par σ(2�r)(ψ(L1)), . . . , σ(2�r)(ψ(LN )).

Notonsmaintenant parψ l’isomorphisme local deD[X ][�Y ]-modules induit parψ.
SoientM unD[X ]-module cohérent etU l’ouvert X � Y . On pose :N = ψ(MjU ).N est donc unD[X ]jU -module cohérent.
P 5.2. — Il existe (localement) un D[X ]-module cohérent eN tel queeNjU = N .
Preuve. — SiN est unD[X ]jU -module cohérent, alors il s’écrit localement sous la

forme N = D[X ]jUu1 + � � �+D[X ]jUuN .
Donc il suffit de démontrer qu’un D[X ]jU -module à un générateur se prolonge en

unD[X ]-module cohérent sur un ouvert de coordonnées V .
Prenons alors unD[X ]-module cohérentM de la formeD[X ]/I où I est un idéal de

type fini engendré localement par des opérateurs P1, . . . , Pn. Soit V un ouvert (de X ) de
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coordonnées locales (x , s) qui soient linéaires dans les fibres et telles que Y = fs = 0g, et
désignons parN le transformé deMjU parψ sur V .

Comme les opérateurs ψ(P1), . . . , ψ(Pn) sont à coefficients méromorphes et po-
lynomiaux en s, alors il existe un entier m (qui n’est pas unique) tel que smψ(Pi) 2D[X ] 8i = 1, . . . , n.

Notons parJm l’idéal deD[X ] engendré par smψ(P1), . . . , smψ(Pn) et par eN leD[X ]-
moduleD[X ]/Jm.

Il est clair que eNjU = N sur l’ouvert V , d’où le résultat.

D 5.3. — SiM est unD[X ]-module cohérent, on note par T (M) leD[X ]-
module donné par :

T (M) = eN [�Y ]
où eN est leD[X ]-module de la proposition 5.2 et eN [�Y ] est le localisé de eN le long de Y .

Rappelons (d’après le paragraphe 4.2) qu’il est possible d’associer un cycle micro-

caractéristique à un D[X ][�Y ]-module cohérent et que si Σ est une variété microcaracté-
ristique d’unD[X ]-module cohérentM, Σ0 désignera la réunion des composantes irréduc-
tibles de Σ qui ne sont pas contenues dans l’hypersurface de T �Λ donnée localement parfς� = 0g, et [eΣ]0 sera le cycle analytique correspondant.

T 5.4. — Soient r un rationnel quelconque etM un D[X ]-module cohé-
rent. Si eΣ(r)(M) est la variété microcaractéristique de type r deM et eΣ(2�r)0(T (M)) est
l’ensemble analytique cité ci-dessus, alorseΣ(2�r)0(T (M)) = Ad

�
Φ(Σ(r)(M) \ fτ� 6= 0g)�

où Φ est l’application définie dans le paragraphe 5 et Ad(C) est l’adhérence de l’ensemble
analytique C .

Preuve. — Commençons par faire la démonstration lorsqueM est de la formeD[X ]/I , où I est un idéal de type fini.
I est donc engendré (localement) par des opérateurs P1, . . . , Pn. Soit r un ration-

nel quelconque. Munissons I de la filtration induite par (F �rD[X ]) et supposons que l’idéal
σ(r)(I ) de O[T�ΛjY ] engendré par les symboles de type r des éléments de I , est engendré
par σ(r)(L1), . . . , σ(r)(LN ).

Plaçons nous sur un ouvert de coordonnées locales (x , s) de X qui soient linéaires
dans les fibres et telles que Y = fs = 0g. Notons par (x , ς) et (x , ς, x�, ς�) les coordonnées
locales induites sur Λ = T �Y X et T �Λ respectivement.

Comme chaque ψ(Pi) est dansD[X ][�Y ], alors il existem 2 N tel que smψ(Pi) 2D[X ] 8i = 1, . . . , n.

45



Notons également par Jm l’idéal de D[X ] engendré par smψ(P1), . . . , smψ(Pn) et
par eN le D[X ]-module D[X ]/Jm. Or l’idéal D[X ][�Y ] 
D[X ] Jm n’est autre que le trans-

formé par l’isomorphisme ψ de l’idéal D[X ][�Y ] 
D[X ] I de D[X ][�Y ]. Donc, l’idéal
σ[2�r ](ψ(D[X ][�Y ] 
D[X ] I )) deO[T�ΛjY ][ς��1] engendré par les symboles de type [2 � r]
de ψ(D[X ][�Y ] 
D[X ] I ) a pour partie génératrice σ[2�r ](ψ(L1)), . . . , σ[2�r ](ψ(LN )). Par
conséquent, d’après la proposition 4.1.2, l’idéal σ[2�r ](Jm) de O[T�ΛjY ] est engendré en
dehors de l’hypersurface fς� = 0g par les symboles σ[2�r ](ψ(L1)), . . . , σ[2�r ](ψ(LN )).

Par conséquent, la restriction de la variété microcaractéristique Σ(2�r)( eN ) de eN à

T �Λ n fς� = 0g est donnée par :
Σ
(2�r)( eN )jfς� 6=0g = fθ 2 T �Λ/σ[2�r ](ψ(Lj))(θ) = 0, j = 1, . . . ,Ng.

Mais σ[2�r ](ψ(Lj)) = σ[r ](Lj) � Φ�1 où Φ est la transformation décrite dans le
paragraphe 5, et les σfrg(Lj) pour j = 1, . . . ,N , engendrent l’idéal σfrg(I ) de O[T�ΛjY ],
donc on a forcément :

Σ
(2�r)0( eN ) = Ad

�
Φ(Σ(r)(M) \ fτ� 6= 0g)�,

où Ad(C) est l’adhérence de l’ensemble analytique C .
Si maintenantM est un D[X ]-module cohérent quelconque engendré localement

par des sections u1, . . . , uℓ, alors on a la suite exacte

0 �! D[X ]u1 �!M�!M0 �! 0

oùM0 est leD[X ]-module engendré par les classes d’équivalence moduloD[X ]u1 des sec-
tions u2, . . . , uℓ.

En faisant une récurrence sur le nombre de générateurs deM, le résultat découle

directement de ce qui précède et de la proposition 4.1.3, ce qui termine la démonstration.

L 5.5. — Soient r un rationnel quelconque etΣun sous-ensemble analytique

lagrangien de T �Λ qui est homogène pour Hr . Soit Φ l’application donnée dans des coor-
données locales par :

T �Λ n fτ� = 0g �! T �Λ n fς� = 0g(x , τ, x�, τ�) �! (x , ς, x�, ς�)
telle que

�
ς = �ττ�2
ς� = 1/τ� .

Alors l’ensemble analytique Φ(Σ \ fτ� 6= 0g) est lagrangien etH2�r -homogène.
Preuve. — Si Σ est un ensemble analytique Hr -homogène, alors il est donné loca-

lement par un nombre fini d’équations ff = 0g telles qu’il existe pour chaque f , un entier
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k qui vérifie ur (f ) = k � f , où ur est le champ de vecteurs associé à l’action en question et
qu’on peut écrire localement comme :

ur =X
i

x�i ∂

∂x�i + rτ
∂

∂τ
+ (1� r)τ� ∂

∂τ� .
Φ est biholomorphe, la fonction f � Φ�1 est donc analytique sur T �Λ n fς� = 0g.

Soit u2�r le champ de vecteurs donné localement par :
u2�r =X

i

x�i ∂

∂x�i + (2� r)ς ∂
∂ς

+ (r � 1)ς� ∂

∂ς� .
Il est facile de vérifier que u2�r(f � Φ�1) = k(f � Φ�1), et donc cette fonction est H2�r -
homogène et vérifie (f � Φ�1)jΦ(Σ\fτ� 6=0g) = 0.

Pour la définition de l’irrégularité, on renvoie à (2.2).

C 5.6. — SoitM unD[X ]-module cohérent.
1) Deux rationnels rk et rk+1 sont deux indices consécutifs deM si et seulement si(2� rk) et (2� rk+1) le sont pour eN .
2) Si la variété Σ(r)(M) est lagrangienne, alors :

Irr(2� r)�eΣ(2�r)(T (M)� = Irr(r)�eΣ(r)(M)�.
Preuve.

1) Soient rk 2 Q et Σ(rk)(M) la variété microcaractéristique de type rk deM. Sup-

posons que Σ(rk)(M) s’écrive :
Σ
(rk)(M) =[

ℓ

Σ
(rk)
ℓ (M)

où Σ
(rk)
ℓ

(M) est irréductible.
D’après la remarque 2.1.4, rk est un indice pourM s’il existe un entier ℓ0 tel que

la composante irréductible Σ
(rk)
ℓ0

(M) correspondante ne soit pas bihomogène (i.e. homo-
gène pour H0 etH1).

Choisissons sur X des coordonnées locales (x , t) telles que Y = ft = 0g et qui
soient linéaires dans les fibres de p : X ! Y . Si (x , τ) sont les coordonnées locales de
Λ = T �Y X , nous noterons (x , τ, x�, τ�) celles induites sur T �Λ.

Remarquons que si Σ
(rk)
ℓ0

(M) est une composante irréductible contenue dansfτ� = 0g, d’après le lemme 4.5.1 de [15], cette dernière est bihomogène. Prenons alors une
composante qui n’est pas contenue dans l’hypersurface fτ� = 0g et notons la Σ(rk)0

ℓ0
(M).
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D’après le théorème 5.4 l’adhérence de la composante Φ(Σ(rk)0ℓ0
(M) \ fτ� 6= 0g)

est une composante Σ(2�rk)0( eN ). Φ est bijective, donc Σ(2�rk)0
ℓ0

( eN ) est irréductible et non
bihomogène, par conséquent (2� rk) est un indice de eN .

2) L’application “Irrégularité” notée (Irr) associe à un cycle lagrangien Hr -homo-
gène de T �Λ, un cycle lagrangien homogène de T �Y .

Comme elle est additive et vu la remarque 2.2.3, il suffit de démontrer l’égalité pour

les composantes irréductibles de Σ(r)(M) qui ne sont pas contenues dans l’hypersurfacefτ� = 0g.
SoitΣ

(r)
ℓ (M) une composante irréductible deΣ(r)(M) qui n’est pas contenue dansfτ� = 0g. Associons à cette composante les deux cycles lagrangiens bihomogènes deT �Λ,

Σ
(r)�
ℓ

(M) définis dans le paragraphe 2.2. Ces derniers se décomposent selon le lemme
2.2.1 en : eΣ(r)�

ℓ
(M) = j1p

�1
1
eS(r)�1 + j2p

�1
2
eS(r)�2 .

Remarquons que d’une part, les transformations canoniques de T �Y conservent le fais-

ceauOT�Λ et les actions Hr de C � sur T �Λ et que d’autre part elles sont compatibles avec
l’application Φ citée dans le lemme 5.5.

Par conséquent une composante irréductible de la réunion Σ
(r)+
ℓ (M)[ Σ(r)�ℓ (M)

qui n’est pas contenue dans l’ensemble fx� = 0g, peut être ramenée par une transforma-
tion canonique de T �Y (au voisinage d’un point générique) en une composante contenue
dans fx = 0g.

Choisissons des coordonnées locales (x1, . . . , xn) de Y , (x , τ) de Λ = T �Y X et(x , τ, x�, τ�) de T �Λ et supposons que les variétés Σ(r)�ℓ (M) sont contenues dans l’en-
semble fx1 = 0g.

D’après les lemmes 1.4.4 et 1.4.5 et la proposition 1.4.6 de [21], siπ est la projection

définie en coordonnées locales par π(x , τ, x�, τ�) = (τ, x�, τ�), alors on a les propriétés
suivantes :� π est finie et propre sur Σ(r)ℓ (M).� π(Σ(r)ℓ (M)) est une hypersurface irréductible Hr -homogène donnée par une fonction
unique du type

f (x , τ, x�) = u(x�)τβ0τ�β0+a + X
a<γ�β<b fβγ(x�)τβτ�γ + v(x�)τβ1τ�β1+b

où u(x�) et v(x�) sont deux fonctions inversibles et β0 = a = 0 (π(Σ(r)ℓ (M)) est
irréductible).� Irr(r)(eΣ(r)

ℓ
(M)) = Irr(r)(π�eΣ(r)ℓ (M))= (β1 + b)� β1 � (β0 + a) + β0 = b.
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Simaintenant Φ est l’application donnée dans le lemme 5.5, alors

Φ� f (x�, ς, ς�) = u(x�) + X
a<γ�β<b(�1)β fβγ(x�)ςβς�2β�γ + (�1)β1v(x�)ς�β1ς�β1�b

est une fonctionH2�r -homogène.
Donc l’adhérence de la composante irréductible fΦ� f = 0g est une composante

π�Σ(2�r)ℓ
(T (M)) (théorème 5.4) donnée par l’équation :

g(x�, ς, ς�) = (�1)β1v(x�)ςβ1 + X
a<γ�β<b(�1)β fβγ(x�)ςβς�2β�γ+b�β1 + u(x�)ς�β1 .

Comme Irr(2� r)(π�eΣ(2�r)ℓ (T (M))) = b, alors

Irr(2� r)(eΣ(2�r)(T (M)) = Irr(r)(eΣ(r)(M))
d’où le résultat.

Terminons ce chapitre par la proposition suivante :

P 5.7. — SiM est unD[X ]-module holonome. T (M) est holonome vu
comme unD[X ]-module.

Preuve. — SiM est un D[X ]-module holonome, eNjU = ψ(MjU ) est un D[X ]jU -
module holonome (ψ est un isomorphisme).

Or, eNjU est holonome veut dire que (DX 
D[X ] eN )jU est un DX jU -module holo-
nome. D’après le théorème 1.3 de [10], cela implique que D[X ][�Y ] 
D[X ] eN est un DX -
module holonome. OrDX [�Y ]
D[X ] eN = DX [�Y ]
D[X ][�Y ] T (M),
et comme T (M) est déjà localisé, alorsDX [�Y ] 
D[X ] eN n’est autre que T (M) tensorisé
parDX , donc T (M) est unD[X ]-module holonome.
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Chapitre 6COMPORTEMENT DES SOLUTIONSVIS-À-VIS DU PASSAGE À L'INFINI
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Soit X un fibré en droites sur Y , on identifiera cette dernière à la section nulle de X .

On considère un D[X ]-module cohérentM et on voudrait regarder comment se

comportent les solutions deM vis-à-vis du passage à l’infini. Pour cela, on a besoin de

localiserM. Comme BY jX (r) n’est pas unD[X ][�Y ]-module, on est amené à considérer le
quotient BY jX (r)/BY jX qui lui est muni de cette structure.

P 6.1. — Pour tout r 2 [�1,+1], la flèche suivante est un quasi-
isomorphisme :RHomD[X ](M, BY jX (r)/BY jX ) �! RHomD[X ][�Y ](M[�Y ], BY jX (r)/BY jX )
oùM[�Y ] est le localisé deM le long de Y .

Preuve. — Le résultat est dû au lemme suivant dont la démonstration se trouve

dans [9]. Appendice 1 :

L 6.2. — Soient A0 et A1 deux faisceaux d’anneaux sur X tels que A1 soit
plat surA0. SiM est unA0-module à droite etF est unA1-module à gauche, alors :RHomA0(M,F) ��! RHomA1(A1 
A0M,F).

Pour les définitions que l’on va utiliser maintenant, on renvoie au chapitre 1.

D’après la proposition 1.3.2, les faisceaux B[Y jX /BY jX etOX (c�Y )/OX [�Y ] sont iso-
morphes en tant queD[X ]-modules.

En fait, cet isomorphisme n’est autre que le prolongement de l’application

F : B1Y jX ! OX (�Y ) aux faisceaux en question. En coordonnées locales, F est l’ap-
plication C -linéaire qui à l’élément δ(n)(t) du faisceau B1Y jX associe la fonction méro-
morphe Kn(t) = 1

2iπ � n!(�t)n+1 . Notons par BY jX [k] le sous-faisceau de B1Y jX dont les élé-
ments s’écrivent en coordonnées locales comme

P
α�k aα(x)δ(α)(t) avec k � 0. Le faisceau

BY jX [k] est d’ailleurs celui qu’on a noté dans le paragraphe 1 par B1Y jX/Dk+1t B1Y jX .
Considérons pour k 2 N, les groupes :B[Y jX [k] = fu + BY jX , u 2 BY jX [k]g,

où (u + BY jX ) est la classe d’équivalence de umodulo BY jX .
D’après le chapitre 1, les faisceaux BY jX [k] sont indépendants des coordonnées lo-

cales choisies, par conséquent le faisceau quotient B[Y jX /BY jX est donné par :
B[Y jX /BY jX = lim �

k

B[Y jX [k],
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où la limite projective est prise sur les fonctions :

fk : B[Y jX [k] �! B[Y jX [k � 1].
Simaintenant,OX (�Y )[k] désigne le sous-faisceau deOX(�Y ) des éléments qui s’écrivent
en coordonnées locales comme

P
0�ℓ�k aℓ(x)Kℓ(t), où Kℓ(t) est la fonction méromorphe

1
2iπ � ℓ!(�t)ℓ+1 , alors on définit les faisceauxOX (c�Y )[k] par :OX (c�Y )[k] = fu +OX [�Y ] / u 2 OX [�Y ][k]g,
où (u + OX [�Y ]) est la classe d’équivalence de u moduloOX [�Y ]. De la même manière,
on démontre que : OX (c�Y )/OX [�Y ] = lim �

k

OX (c�Y )[k]
où la limite projective est donnée par les applications :

hk : OX (c�Y )[k] �! OX (c�Y )[k � 1].
Remarquons que l’application F citée ci-dessus définit un isomorphisme de groupes entreB[Y jX [k] et OX (c�Y )[k] qui est compatible, d’une part, avec les applications fk et hk , et
d’autre part avec la structure deD[X ][�Y ]-module. Donc par un argument similaire à celui
de la démonstration de la proposition 1.2.1, on vérifie que F induit un isomorphisme deD[X ][�Y ]-module entre les faisceaux B[Y jX /BY jX etOX (c�Y )/OX [�Y ].

On démontre de la mêmemanière que la proposition 1.3.1, que :

P 6.3. — Pour tout rationnel r tel que r 2 [�1,+1], les faisceauxOX (�Y )(r, 1)/OX [�Y ] et BY jX (r)/BY jX sont isomorphes en tant queD[X ][�Y ]-modules.
Revenons à l’application χ du paragraphe 5.

Choisissons deux systèmes de coordonnées locales (x , t) et (x , s) sur X qui soient
linéaires dans les fibres et telles que Y est donnée par ft = 0g et fs = 0g respectivement.

Rappelons que χ est l’isomorphisme qui à (x , t) associe (x , s = 1
t ).

Soit r un rationnel inférieur ou égal à un. Soit f une section deOX (�Y )(r, 1). Il est
clair que χ� f (x , s) = P

n2Zan(x)s�n avec Pn�0 an(x) � s�n((�n)!)(2�r)�1 <1.
χ définit donc un isomorphisme χ0 entre OX (�Y )(r, 1) et OX (�Y )(1, 2 � r). Fi-

nalement, comme ψ définit un automorphisme sur D[X ][�Y ], introduisons une nouvelle
structure deD[X ][�Y ]-module surOX (�Y )(1, 2 � r) : si P est un élément deD[X ][�Y ], on
définit son action sur une section u deOX (�Y )(1, 2� r) par (P, u)! ψ(P) � u.

Par conséquent, χ0 n’est autre qu’un changement de variables ordinaires, on en dé-
duit :

L 6.4. — L’isomorphisme C -linéaire χ0 entreOX (�Y)(r, 1) etOX (�Y)(1, 2�r)
pour r 2 [�1, 1], se prolonge en un isomorphisme deD[X ][�Y ]-modules.
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Terminons cette partie par la proposition suivante, pour les notations, elles sont

celles des paragraphes 5 et 6.

P 6.5. — Soient r un rationnel inférieur ou égal à un etM un D[X ]-
module cohérent.

1) Les complexes :RHomD[X ](M,BY jX (r)/BY jX ) et RHomD[X ](T (M),OX (�Y )(1, 2� r)/O[X ](�Y ))
sont quasi-isomorphes.

2) Si r1 et r2 sont deux rationnels tels que�1 < r1 < r2 � 1, alors les couples :RHomD[X ](M,BY jX (r1)/BY jX (r2))RHomD[X ](T (M),OX (�Y )(1, 2� r1)/OX (�Y )(1, 2� r2))et

sont quasi-isomorphes.

Preuve.

1) Comme T (M) n’est autre que le transformé par ψ du localiséM[�Y ] deM,

alors il suffit de revenir successivement à la proposition 6.3 et au lemme 6.4.

2) On remarque queBY jX (r1)/BY jX (r2) est isomorphe au quotientBY jX (r1)/BY jX/BY jX (r2)/BY jX
et que la suite suivante est exacte :

0 �! BY jX (r2)BY jX �! BY jX (r1)BY jX �! BY jX (r1)BY jX (r2) �! 0.

L’assertion est vraie pour les deux premiers termes de la suite exacte (d’après 1), donc elle

est également vraie pour le troisième.
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Chapitre 7THÉORÈMES D'INDICE
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Dans ce chapitre, on démontrera que si M est un D[X ]-module holonome, les
complexes de solutions RHomD[X ](M, BY jXfrg) et RHomD[X ](M,BY jX (r)) pour tout
r 2 [�1,+1] sont des complexes de C -espaces vectoriels à cohomologie constructible
sur Y .

Signalons qu’en dimension un (i.e. X = C ), le problème se ramène à un opérateur
à coefficients algébriques, et le résultat est démontré dans [33].

SoientX une variété analytique complexe et T �X le fibré cotangent associé. SiΣ est
un sous-ensemble analytique de T �X , homogène et lagrangien, alors il s’écrit comme la
réunion deT �XjX , oùXj est une sous-variété deX etT �XjX est l’adhérence du fibré conormal
à la partie régulière de Xj . Ainsi tout cycle positif eΣ de support Σ s’écrit :eΣ =X

j

m j [T �XjX ] avec m j 2 N.
L’obstruction d’Euler de eΣ en un point x 2 X est définie par :

EeΣ(x) =X
j

m j(�1)codim XjEXj (x)
où EXj (x) est l’obstruction d’Euler de Xj en x.

Signalons que EeΣ(x) est une fonction constructible sur X .
SiM etF sont deuxDX -modules à gauche, et si tous les Ext jDX (M,F)x où x 2 X

fixé, sont des C -espaces vectoriels de dimension finie, on dira que le couple (M,F) est
d’indice fini en x et ce dernier sera donné par :

χ(M,F)x =X
j

(�1)j dimC Ext jDX (M,F)x .
Rappelons que siM est un complexe de DX -modules à cohomologie holonome, Ka-
shiwara a démontré que RHomDX (M,OX ) est un complexe de C -espaces vectoriels
à cohomologie constructible sur X , en particulier siM est un DX -module holonome,RHomDX (M,OX ) est un faisceau pervers et le couple (M,F) est d’indice fini en chaque
point x.

En outre, il vérifie :

χ(M,F)x = Eech(M)(x).
Prenons maintenant un fibré en droites X de base Y etM = NP

i=1D[X ]ui un D[X ]-
module cohérent.

Voici le théorème central de ce travail :
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T 7.1. — SoitM unD[X ]-module holonome.
1) Pour tout r 2 [�1,+1], RHomD[X ](M,BY jX (r)) est un complexe de C -

espaces vectoriels à cohomologie constructible sur Y .

2) Si rk et rk+1 sont deux indices consécutifs deM, pour tout r tel que rk < r < rk+1,
on a :RHomD[X ](M,BY jXfrkg) = RHomD[X ](M,BY jXfrg)= RHomD[X ](M,BY jX (r)) = RHomD[X ](M,BY jX (rk+1)).

3) Pour tout x 2 Y , on a :
χ(M,BY jX (r))x = EuechΛ(r)(M)(x)
χ(M,BY jXfrg)x = EuechΛfrg(M)(x).

C 7.2. — SoitM unD[X ]-module holonome.
Si echΛ(r)(M) = j1p

�1
1
eS1(r)(M)+ j2p�12 eS2(r)(M) est l’unique décomposition du

cycle microcaractéristique echΛ(r)(M) selon le lemme 2.2.1, eS1(r) et eS2(r) sont des cycles
lagrangiens positifs de T �Y , alors pour tout point x 2 Y , on a :

χ(M,BY jX (r))x = Eu(eS1(r)(M)� eS2(r)(M))(x).
Le résultat est le même si on remplace (r) par frg.

Pour démontrer le théorème 7.1, on a besoin du lemme suivant, les notations utili-

sées sont celles des paragraphes 1 et 2.

Soit X un fibré en droites de base Y . On note par O[X ] le faisceau des fonctions
holomorphes sur X et polynomiales dans les fibres de p : X ! Y .

L 7.3. — SoitM un D[X ]-module holonome défini près de Y . Le complexeRHomD[X ](M,O[X ]) est un complexe de C -espaces vectoriels à cohomologie construc-
tible sur Y , en plus, pour tout x 2 Y , on a :

χ(M,O[X ]) = �EuechΛ(�1)(M).
Preuve. — Soient (x , t) et (x , s) deux systèmes de coordonnées locales sur X qui

soient linéaires dans les fibres et telles que Y est donnée respectivement par ft = 0g etfs = 0g.
Notons par (x , τ) et (x , ς) les coordonnées locales induites sur Λ = T �Y X asso-

ciées respectivement aux deux systèmes de coordonnées ci-dessus, et par (x , τ, x�, τ�) et(x , ς, x�, ς�) les coordonnées locales respectives de T �Λ.
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Remarquons que dans les coordonnées locales ci-dessus, le faisceau O[X ] n’est
autre que leD[X ]-moduleD[X ]/D[X ]Dt + nP

i=1D[X ]Dxi .
La transformationde Fourier surD[X ] est l’application (notéeΦ) qui à (t ,Dt) associe(�Ds , s). Cet automorphisme de D[X ] transforme le D[X ]-module O[X ] en le D[X ]-moduleD[X ]/D[X ]s + nP

i=1D[X ]Dxi . Mais ce dernier n’est autre que le faisceau BY jX .
Donc, d’après le corollaire 4.5.3 de [15], et vu que la transformation ci-dessus

échange les variétés chΛ(+1)(Φ(M)) et chΛ(�1)(M) et en particulier les compo-

santes contenues dans fτ� = 0g (resp.fτ = 0g) et celles contenues dans fς = 0g(resp.fς� = 0g), le complexe RHomD[X ](M,O[X ]) est un complexe de C -espaces vecto-
riels à cohomologie constructible sur Y . En plus on a :

χ(M,O[X ]) = �EuechΛ(�1)(M).
Démonstration du théorème 7.1. — Pour r 2 [1,+1], le résultat est donné par le

corollaire 4.3.2 de [16].

Supposons, par la suite, que�1 < r � 1.
Signalons que si r � 1, alors 2 � r � 1 et donc on peut appliquer les résultats de

[16].

1) Comme T (M) est holonome (voir la proposition 5.7), la constructibilité deRHomD[X ](M,BY jX (r)/BY jX ) se ramène donc à celle du complexeRHomD[X ](T (M),OX (�Y )(1, 2� r)/O[X ](�Y )).
Comme la suite deD[X ]-modules :

0 �! OX jY (2� r) �! OX (�Y )(1, 2� r) �! B1Y jX �! 0

est exacte, le résultat découle directement des corollaires (4.3.2) et (4.3.6) de [16] et du

lemme 7.3.

3) D’après 1) de la proposition 6.5 et la suite exacte ci-dessus, les complexesRHomD[X ](M,BY jX (r)/BY jX ) et RHomD[X ](T (M),OX jY (2�r)/O[X ]) sont quasi-iso-
morphes. Au vu du corollaire 4.3.6 de [16] et du corollaire 5.5 cité précédemment, on a,

pour tout x 2 Y :
χ(M,BY jX (r)/BY jX )x = Eu

� echΛ(�1)(T (M)) � echΛf2� rg(T (M)))(x)= Eu
� X�1�s�2�r Irr(s)(eΣ(s)(T (M)))�(x)= Eu
� X
r�2�s�+1 Irr(2� s)(eΣ(2�s)(M))�(x)= Eu

� echΛ(r)(M)� echΛ(+1)(M)�(x),
d’où le résultat.
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Chapitre 8MICROLOCALISATION
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8.1. Microfonctions holomorphes.

Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété de X . Le faisceauCY jX a été défini dans [36] et [33], il est muni d’une filtration canonique que l’on va noter(CY jX ,ℓ)ℓ2Z.
Prenons maintenant un fibré vectoriel X de rang n et de base Y . Identifions Y à la

section nulle de X et notons par Λ = T �Y X le fibré conormal à Y dans X . Soit θ le champ
d’Euler associé à l’action de C � sur les fibres de X . En fait, θ est un opérateur microdiffé-
rentiel adapté à la variété lagrangienne Λ (au sens de [14]).

Soitm 2 Z, on pose :CY jX [m] = nu 2 CY jX / θu = (�m � n)uo
et on définit le faisceau des microfonctions formelles par :CY jX (�1, 1) = fu(0) +X

k�1 uk , u(0) 2 CY jX ,0 et uk 2 CY jX [k]g.
Si, maintenant, r est un rationnel quelconque, on note par CY jX (r, 1) le sous-

faisceau de CY jX (�1, 1) tel que si u = u(0) + P
k�1 uk est un élément de CY jX (�1, 1),

alors il vérifie :8ǫ > 0, 9Ck > 0, 9α > 0 tel que pour jT j < α
Nk(uk , T ) � Cǫ � ǫk � 1(k!)r 8k � 1.

N (P, T ) est la norme formelle de Boutet de Monvel-Kree [5].
Rappelons que dans des coordonnées locales (x1, . . . , xd , t1, . . . , tn) de X qui soient

linéaires dans les fibres et telles que Y = ft = 0g, si (x , τ) sont les coordonnées locales
induites sur Λ = T �Y X , une section de CY jX sur un ouvertU de Λ peut s’écrire comme une

série formelle
P
j�m f j(x , τ) de fonctions holomorphes surU telles que :

1) f j est homogène de degré j en τ,

2) 8K �� U , 9C > 0, 8j < 0, 8(x , τ) 2 K , jf j(x , τ)j < C�j(�j)!
Dans ce cas, le faisceau CY jX ,ℓ n’est autre que le sous-faisceau de CY jX dont les élé-

ments s’écrivent comme
P
j�ℓ f j(x , τ).

Signalons que dans les coordonnées locales ci-dessus, l’opérateur θ est donné parP
i
tiDti et le faisceau CY jX [m] s’identifie à l’ensemble des fonctions holomorphes sur Λ et

homogènes de degrém en τ.
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Dans ces mêmes coordonnées, si f = P
j�m f j(x , τ) est une série formelle de fonc-

tions holomorphes sur U (U est un ouvert de Λ) et homogènes de degré j en τ et si K est

un compact deU , alors la norme formelle citée plus haut est donnée par :

Nm(f , T ) =X
k�0 2(2n)�kk!(jαj+ k)!(jβj+ k)! supK jDαx Dβτ fm�k jT 2k+jαj+jβj.

Remarquons finalement que la restriction du faisceau CY jX (r, 1) à la section nulle
Y de T �Y X n’est autre que le faisceau BY jXfrg déjà défini dans le paragraphe 1.

Posons : CY jX (+1, 1) def= CY jXCY jX (+1, 1)jY = BY jX CY jX (1, 1) def= C1Y jXCY jX (1, 1)jY = BY jX .
8.2. Transformations canoniques.

X est toujours un fibré vectoriel de rang n et de base Y , θ est le champ d’Euler

associé. Notons T �Y X le fibré conormal à Y dans X .
Considérons maintenant un fibré vectoriel X 0 de rang un et de base Y 0, identifions

Y 0 à la section nulle de X 0 et notons par θ0 le champ d’Euler associé et par T �Y 0X 0 le fibré
conormal à Y 0 dans X 0.

D’après [14], il existe une transformation canonique qui transforme T �Y X en T �Y 0X 0
et par conséquent, il existe une transformation canonique quantifiée qui transforme CY jX
en CY 0jX 0 et θ en θ1.

D’autre part, vu la proposition 5.2.2 de [14], il existe une transformation cano-

nique quantifiée (associée à l’identité de T �X 0) qui conserve T �Y 0X 0 et qui transforme θ1
en θ0. Cette dernière n’est autre que la multiplication par un opérateur microdifférentiel
d’ordre 0, donc elle conserve CY jX et sa filtration (CY jX ,ℓ)ℓ.

Si onnote parΦ la composée des deux transformations canoniques ci-dessus, et parbΦ la transformation canonique quantifiée associée, alors cette dernière transforme CY jX
en CY 0jX 0 et θ en θ0, et par conséquent, elle transforme les éléments de CY jX [m] en des
éléments de CY 0jX 0 [m].

Prenons maintenant des coordonnées locales (x) et (y) sur X et X 0 et notons par(x , ξ) et (y, η) les coordonnées locales associées sur T �X et T �X 0 respectivement. Dans
ces coordonnées, la transformation Φ est donnée par :

yi = f i(x , ξ) ηi = gi(x , ξ) 1 � i � n + d

où f i(resp. gi) est homogène de degré 0 (resp. 1) par rapport à ξ.
Soient Pi etQk les opérateurs microdifférentiels définis par :

Pi = bΦ�1(yi) Qk = bΦ�1(Dyk )
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et notons I l’idéal de EX�X 0 engendré localement par les opérateurs
P i = yi � Pi(x ,Dx) Qk = Dyk + Qk(x ,Dx) (1 � i, k � n + d).

D’après le théorème 5.1.3 de [33] ou le théorème 2.7.5 de [13], si P est un opérateur micro-

différentiel sur T �X , alors son transformé Q = bΦ(P) est l’opérateur qui vérifie
P � Q� 2 I où Q� est l’adjoint deQ.

Donc il existe des opérateurs Gi etHk de EX�X 0 tels que
P � Q� = n+dX

i=1 GiP i + n+dX
k=1 HkQk

en plus, les opérateurs Gi ,Hk etQ
�
k sont obtenus par division de P par les opérateurs Pi et

Qk suivant le théorème 2.2.2 de [32] ou le théorème 2.6 de [2].

Cette division se fait de la façon suivante : si (x) et (x , ξ) sont les coordonnées lo-
cales respectives de X et de T �X , et si au voisinage du point θ = (0, . . . , 0, 0, . . . , 0, 1) de
T �X , l’opérateur P1 est tel que ∂mσ(P1)

∂ξm1
(θ) 6= 0 et

∂vσ(P1)
∂ξv1

(θ) = 0 pour 0 � v < m, alors

il existe des opérateurs A1, B1, E1 et F1 tels que A1 et B1 sont indépendants de ξ1 et E1 est

inversible dans EX .
En outre, ils vérifient :

P = F1P1 + A1 P1 = E1(Dm1 + B1).
Or il est possible par division par l’opérateur Dm1 de réécrire P sous la forme :

P = F2D
m
1 + R

où F2 2 EX et R est indépendant de ξ1.
D’après le lemme 4.4 de [2], on a :

N (R, T )� C1 � N (P, T ).
N (P, T ) désigne la norme formelle de Boutet deMonvel-Kree [5].

On en déduit que :(8. 1) N (Q, T )� C2 � N (P, T )
oùQ est l’opérateur bΦ(P).

Par conséquent bΦ, qui transforme CY jX ,k enCY 0jX 0 ,k ,θ enθ0 et qui vérifie (8.1) trans-
forme CY jX (�1, 1) en CY 0jX 0(�1, 1) et pour tout rationnel r , CY jX (r, 1) en CY 0jX 0(r, 1).

8.3. Transformationsmonoïdales.

Soit X un fibré vectoriel de base Y . Cette dernière est identifiée à la section nulle de

X , et T �Y X désigne le fibré conormal à Y dans X . Si Λ̇ est le fibré T �Y X �Y , on note parP�Y X
le fibré projectif associé.
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La transformée monoïdale de Λ est un fibré eΛ de rang un sur P�Y X muni d’un iso-
morphisme (eΛ� P�Y X ) ' (Λ� Y ). On peut le définir par :eΛ = f(u, θ) 2 Λ� P�Y X / u 2 θg.
Le fibré eΛ n’est autre que la réunion disjointe de Λ̇ et de P�Y X .

Les applications Hr(λ) de la partie 2, sont bien définies sur T �Λ = T �(T �Y X ) et
sont compatibles avec le plongement T �Λ !֒ T �eΛ.

SiΣ est une sous-variété lagrangienneHr-homogène de T
�
Λ, son adhérence Σdans

T �eΛ est encore lagrangienne Hr -homogène (voir [21]) et on peut donc considérer Irr(Σ)
qui est un cycle de T �(P�Y X ), comme au paragraphe 2.2.

D 8.3.1. — Si eΣ est un cycle analytique lagrangien Hr -homogène de
T �Λ, on définit son irrégularité Irr(eΣ) comme le cycle analytique lagrangien homogène de
T �(P�Y X ) égal à Irr(eΣ) où eΣ est le cycle de T �eΛ obtenu en prenant l’adhérence de chaque
composante de eΣ.

Rappelons maintenant les définitions des faisceaux CRY jX et CR,fY jX des microfonc-
tions holomorphes réelles.

Soient X une variété analytique complexe et Y une sous-variété de X . Le fais-

ceau CRY jX est le faisceau des microfonctions holomorphes réelles, il a été défini dans [32]
comme la microlocalisation du faisceau OX des fonctions holomorphes sur X , il est à
support dans T �Y X et il vérifie : (voir [32] ou [16]) les relations :C1

Y jX��Y = CR
Y jX��YC1

Y jX��Ṫ�Y X = γ�1γ � (CR
Y jX��Ṫ�Y X )

où Ṫ �Y X = T �Y X �Y et γ la projection canonique de Ṫ �Y X sur le fibré projectif associéP�Y X .
D’autre part, le faisceau CR,fY jX est celui desmicrofonctions holomorphes tempérées,

défini par Andronikof dans [1], c’est un sous-faisceau de CRY jX qui vérifie (voir [1] ou [19]) :C
Y jX��Y = CR,f

Y jX��YC
Y jX��Ṫ�Y X = γ�1γ � �CR,f

Y jX��Ṫ�Y X�.
Considéronsmaintenant un fibré vectoriel de base Y et identifions cette dernière à

la section nulle de X .

Si Ṫ �Y X est le fibré T �Y X � Y et P�Y X est le fibré projectif associé, alors on a le dia-
gramme :
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γ
Ṫ �Y X P�Y X

Y

θπ̇

P 8.3.2. — Si r est un rationnel inférieur ou égal à un, alors :(
θ��γ�(CY jX (r, 1)/CY jX )� = BY jXfrg/BY jXRk θ��γ�(CY jX (r, 1)/CY jX )� = 0 8k > 0.

Preuve. — Commençons par le cas r = 1.

Si X est un fibré en droites sur Y , l’isomorphisme P�Y X ��! Y identifie γ et π̇. En

plus les suites suivantes sont exactes :

0 �! B1Y jX �! γ�CRY jX �! OX jY �! 0

0 �! BY jX �! γ�CR,fY jX �! OX jY �! 0.

Donc on en déduit que :

γ�(CRY jX /CR,fY jX ) = γ�(C1Y jX /CY jX ) = B1Y jX /BY jX .
Si maintenant X est un fibré vectoriel quelconque de base Y (supposons que

codimX = d), alors vu la proposition 1.1.5 de [32], on a :Rk π̇�CRY jX = 8><>: π̇�C1Y jX = B1Y jX k = 0OX jY k = d � 1
0 k 6= 0, d � 1.

En outre, on a Rkγ�CRY jX = 0 8k > 0.
Quant au faisceau CR,fY jX , il vérifie des propriétés similaires, d’après le théorème 4.1.7

de [1] : Rk π̇�CR,fY jX = 8><>: π̇�CY jX = BY jX k = 0OX jY k = d � 1
0 k 6= 0, d � 1

etRk γ�CR,fY jX = 0 8k > 0.
Comme d’une part, Rπ̇� = Rθ�Rγ� et d’autre part, la propriété ci-dessus est vraie

pour les deux premiers termes de la suite exacte

0 �! CR,fY jX �! CRY jX �! CRY jX /CR,fY jX �! 0

le résultat en découle directement.
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Soit maintenant r un rationnel tel que r < 1.

Choisissons des coordonnées locales (x , t) sur X qui soient linéaires dans les fibres
et telles que Y = ft = 0g. Notons par (x , t , ξ, τ) et (x , τ) les coordonnées locales respec-
tives de T �X et de Λ = (T �Y X ).

Soit u = P
j2Zf j(x , τ) une section de CY jX (r, 1) sur un ouvertU , et soit

v = P
j2Zgj(x , τ) la série formelle telle que :

gj(x , τ) = ( (j !)r�1 f j(x , τ) si j � 0(�j)!r�1 f j(x , τ) si j < 0.

Il est clair que :8K �� U , 8ǫ > 0, 9Cǫ > 0, 8j � 0, 8(x , τ) 2 Kjgj(x , τ)j � Cǫ � ǫj � 1
j !8K �� U , 9C > 0, 8j < 0, 8(x , τ) 2 Kjgj(x , τ)j < C�j(�j)!r � C�j(�j)!

Donc v 2 C1Y jX . Si on note F l’application que l’on vient de définir, la suite :
0 �! CY jX (r, 1)/CY jX F�! C1Y jX /CY jX

est exacte, et par conséquent le résultat découle du cas r = 1.

8.4. Opérateursmicrodifférentiels polynomiaux.

Soient X une variété analytique complexe et Λ une sous-variété lagrangienne ho-

mogène de T �X . On note par EX le faisceau des opérateurs microdifférentiels sur X .
Le faisceau E[X ] des opérateursmicrodifférentiels polynomiaux surX a été introduit

par Laurent dans [14].

Dans ce paragraphe, on suppose que X est un fibré vectoriel de base Y . On identifie

Y à la section nulle de X et on désigne par T �Y X le fibré conormal à Y dans X . Dans ce cas,
on prend Λ = T �Y X , et on note par eX le champ d’Euler associé au fibré vectoriel X .

Pour toutm 2 Z, on pose :E[X ][m] = fP 2 EX j [eX , P] = mPgE[X ] = M
m2ZE[X ][m].
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Fixons des coordonnées locales (x1, . . . , xn , t1, . . . , td) de X telles que Y = ft = 0g et que(t1, . . . , td) soient des coordonnées linéaires dans les fibres de p : X ! Y .

Les opérateurs de E[X ], définis près de Λ = T �Y X , sont les opérateurs de EX dont le
symbole P = P

j�m Pj(x , t , ξ, τ) dans les coordonnées ci-dessus est tel que les fonctions Pj
sont polynomiales en t et non nulles seulement pour un nombre fini de j.

Soient P 2 E[X ][ℓ] et u = u(0) + P
k�1 uk 2 CY jX (r, 1).

Comme :

eX (Puk) = (�k + ℓ� n)Puk et N (Puk , T )� N (P, T ) � N (uk , T ), (voir [5])

N (P, T ) est la norme formelle de Boutet de Monvel-Kree [5].
On en déduit que les faisceaux CY jX (r, 1) pour tout r 2 [�1, 1] sont des E[X ]-

modules.

8.5. Théorèmes d’indice microlocal.

Si X est un fibré vectoriel de base Y , on identifiera cette dernière à la section nulle

de X et on notera par Λ = T �Y X le fibré conormal à Y dans X et par Λ̇ le fibré T �Y X � Y .
Les notations sont celles des paragraphes 2, 7 et 8.

Rappelons qu’un E[X ]-moduleM est holonome si le EX -module EX 
E[X ] M est

holonome.

Soit X un fibré vectoriel de rang un sur Y .

P 8.5.1. — SoientM un E[X ]-module holonome et r un rationnel qui
appartient à [�1, 1].

Le complexe RHomE[X ](M, CY jX (r, 1)) est un complexe de C -espaces vectoriels à
cohomologie constructible sur Λ̇.

En outre, pour tout x 2 Λ̇,
χ(M, CY jX (r, 1))x = EuechΛf1g(M)(π̇(x))� EuechΛfrg(M)(π̇(x))

où π̇ est la projection Λ̇! Y .

Preuve. — Soitπ(resp. π̇) la projection Λ! Y (resp. Λ̇! Y ). La suite :
0 �! BY jXfrg �! π̇�CY jX (r, 1) �! OX jY �! 0

est exacte.

D’autre part, d’après le lemme 5.3.2 de [14], E[X ]jΛ est plat sur π�1(D[X ]jY ) et il
existe unD[X ]-moduleN tel que :MjΛ = (E[X ]jΛ)
π�1(D[X ]jY ) π�1(NjY ).
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On peut alors supposer queM est un D[X ]-module holonome puis on applique le théo-
rème 7.1 à la suite exacte ci-dessus.

Prenons maintenant un fibré vectoriel X de rang quelconque sur Y , identifions

cette dernière à la section nulle de X et notons parΛ = T �Y X le fibré conormal à Y dans X .
Si Ṫ �Y X est le fibré T �Y X � Y et P�Y X le fibré projectif associé, alors on a les applica-

tions canoniques :

γ : Λ̇! P�Y X , π̇ : Λ̇! Y et θ : P�Y X ! Y .

SoientM un E[X ]-module holonome et Σ(r)(M) sa variétémicrocaractéristique de
type (r). On sait d’après la partie 8.3, qu’on peut associer à Σ(r)(M) un cycle analytique
de T �(P�Y X ) et que l’on va noter Irr(r)(eΣ(r)(M)).

Rappelons également que si F est un complexe de faisceaux à cohomologie

constructible sur X , alors d’après le chap. IX de [12], on peut lui associer un cycle caracté-

ristique lagrangien (noté CC(F )) sur T �X .
En particulier, au complexe RHomDX (M,OX ) oùM est holonome est associé le

cycle caractéristique ech(M).
T 8.5.2. — SoientM un E[X ]-module holonome et (r, s) un couple de ra-

tionnels tels que�1 < r < s � 1.
Le complexe RHomE[X ](M, CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1)) est un complexe de C -espaces

vectoriels à cohomologie constructible sur Λ̇ et le cycle caractéristique associé est donné

par :

CC
�RHomE[X ](M, CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1))� = γ�h X

r�p�s Irr �eΣ(p)(M)�i.
où γ�( eC) est l’image inverse par γ du cycle eC .

Preuve. — Comme la suite

0 �! CY jX (s, 1)/CY jX �! CY jX (r, 1)/CY jX �! CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1) �! 0

est exacte, alors le faisceau CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1) vérifie aussi les propriétés de la proposi-
tion 8.3.2.

Soit X 0 un fibré en droites sur Y 0, l’isomorphisme P�Y 0X 0 ��! Y 0 identifie γ� et π̇�.
D’après la proposition 8.5.1, le complexe RHomE[X ](M, CY 0jX 0(r, 1)/CY 0jX 0(s, 1))

est un complexe de C -espaces vectoriels à cohomologie constructible sur Λ̇.
D’autre part, siM est un E[X 0]-module holonome, il existe un D[X 0]-module holo-

nomeN tel queMjΛ0 = (E[X 0 ]jΛ0)
π�1(D[X 0]jY 0 ) π�1(NjY 0) et qui vérifie :RHomE[X 0](M, CY 0jX 0(r, 1)/CY 0jX 0(s, 1)) = γ�1RHomD[X 0](N ,BY 0jX 0frg/BY 0jX 0fsg).
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Le complexe RHomD[X 0](N ,BY 0jX 0frg/BY 0jX 0fsg) est un complexe de C -espaces vecto-
riels à cohomologie constructible sur Y 0 (voir théorème 7.1), alors on peut lui associer un
cycle caractéristique (au sens du chap. IX de [12]), qui n’est autre que le cycle analytique

lagrangien
P

r�p�s Irr(p)(eΣ(p)(M)) de T �Y 0, que l’on peut regarder aussi comme un cycle
analytique lagrangien

P
r�p�s Irr(p)(eΣ(p)(M)) sur T �(P�Y 0X 0) ' T �Y 0.

L’application γ citée plus haut définit les applications suivantes :

T �Y 0 pY 0 � (T �Y 0)�Y 0 Λ̇0 tγ0�! T �Λ̇0.
Comme tγ0 est propre sur p�1Y 0 ( P

r�p�s Irr(p)(eΣ(p)(M))), alors d’après la proposition 9.3.2
de [12], le cycle analytique lagrangien associé à RHomE[X 0](M, CY 0jX 0(r, 1)/CY 0jX 0(s, 1))
est γ�( P

r�p�s Irr(p)(eΣ(p)(M))).
D’autre part, si X est un fibré vectoriel de base Y , et siΦ est la transformation cano-

nique du paragraphe 8.2 définie d’un ouvert de T �X sur un ouvert de T �X 0, et qui trans-
forme Λ = T �Y X en Λ0 = T �Y 0X 0, alors Φ induit un isomorphisme de P�Y X sur P�Y 0X 0 et de
T �Λ sur T �Λ0. Par conséquent, on obtient un isomorphisme entre les transformées mo-
noïdales eΛ et eΛ0 deΛ etΛ0 respectivement. Si bΦ est la transformation canonique quantifiée
associée à Φ, alors les invariants par bΦ seront transformés d’une manière compatible (voir
[21]).

Désignons finalement parϕ l’isomorphisme de T �eΛ sur T �eΛ0 induit par Φ.
Inversement, si Φ�1 et ϕ�1 sont respectivement la transformation inverse de Φ et

l’isomorphisme entre T �eΛ0 et T �eΛ induit par Φ�1, alors le cycle analytique eΣ(p)(bΦ(M))
de T �eΛ0 est transformé par ϕ�1 en le cycle analytique eΣ(p)(M) de T �eΛ et par suite

Irr(p)(eΣ(p)(bΦ(M))) est transformé en Irr(p)(eΣ(p)(M)) de T �(P�Y X ).
Par conséquent, le complexeRHomE[X ](M, CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1)) est un complexe

de C -espaces vectoriels à cohomologie constructible sur Λ̇, en plus son cycle caractéris-
tique associé est γ�( P

r�p�s Irr(p)(eΣ(p)(M))), ce qui termine la démonstration.
C 8.5.3. — SoientM un D[X ]-module holonome et (r, s) un couple de

rationnels tels que�1 < r < s � 1.
Le complexe RHomD[X ](M,BY jXfrg/BY jXfsg) est un complexe de C -espaces

vectoriels à cohomologie constructible sur Y et le cycle caractéristique (dans T �Y ) associé
est donné par :

CC
�RHomD[X ](M,BY jXfrg/BY jXfsg� = θ�� X

r�p�s Irr(p)(eΣ(p)(M))�.
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Preuve. — D’après la proposition 8.3.2, si i est l’injection Y !֒ X , alors on a les

isomorphismes suivants :RHomD[X ](M,BY jXfrg/BY jXfsg)= RHomD[X ](M, i�Rθ�γ�(CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1))�= Rθ�RHomθ�1i�1D[X ](θ�1i�1M, γ�(CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1))).
Si X 0 est un fibré de rang un sur Y 0, on a P�Y 0X 0 ' Y 0 et γ� = π̇� et doncRHomD[X 0](M,BY 0jX 0frg/BY 0jX 0fsg) = RHomD[X 0] �M, γ�(CY 0jX 0(r, 1)/CY 0jX 0(s, 1))�.
Par conséquent, d’après le théorème 8.5.2, le cycle caractéristique associé au complexeRHomD[X 0](M, γ�(CY 0jX 0(r, 1)/CY 0jX 0(s, 1))) est le cycle analytique P

r�p�sIrr(p)(eΣ(p)(M))
de T �(P�Y X ) ' T �Y 0.

Il suffit donc de reprendre la transformation canonique quantifiée bΦ citée dans la
démonstration du théorème 8.5.2 pour voir que pour un fibré vectoriel X de rang quel-

conque et de base Y , le cycle caractéristique associé au complexeRHomθ�1i�1D[X ](θ�1i�1M, γ�(CY jX (r, 1)/CY jX (s, 1)))
est le cycle analytique

P
r�p�s Irr(p)(eΣ(p)(M)) de T �(P�Y X ).

Comme θ est propre, le résultat découle directement de la proposition 9.4.2 de [12].
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