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Introduction

Cette these est composée de trois parties. Dans la premiere, je commence
par introduire les espaces symétriques et quelques outils pour étudier les
adhérences d’orbites d’un sous-groupe de Borel dans ces espaces. Cette partie
est tres inspirée de différents travaux de Springer [Spr85], Richardson et
Springer [RS90], Mars et Springer [MS98] ainsi que d’autres articles autour
de ces derniers.

Dans la deuxieme partie, je présente des résultat obtenus sur la nor-
malité d’adhérences d’orbites dans les espaces symétriques SL,/SO,, et
PSL,/PSO,. En particulier, je trouve une classe d’adhérence d’orbites nor-
male dans SL,,/SO,, et je donne un critere de lissité en codimension 1 pour
les adhérences d’orbites dans PSL, /PSO,,.

Dans la troisieme partie je présente de nombreux exemples d’adhérences
d’orbites singulieres dans différents espaces symétriques, qui montrent que les
singularités peuvent eétre compliquées et peuvent apparaitre pour des adhé-
rences d’orbites de petite codimension.

L’étude des singularités des adhérences d’orbites d’un sous-groupe de Bo-
rel dans un espace symétrique trouve ses motivations en théorie des repré-
sentations, avec les problemes de restrictions de représentations (voir par
exemple [BE94]).

Un espace symétrique est I’espace homogene quotient d’un groupe réductif
connexe G par le sous-groupe des points fixes d'un automorphisme d’ordre
2 de GG. Dans ces espaces, on a un nombre fini d’orbites d’un sous-groupe
de Borel B de G. De plus Richardson et Springer [RS90], ont donné une
description combinatoire de ces orbites, ainsi qu'un moyen de déterminer
Pordre induit par 'inclusion des adhérences d’orbites. C’est ce que je rappelle
au début de la premiere partie.

De plus pour I’étude des singularités de ces variétés on peut construire des
slices, qui sont attractifs au sens de [Bri99a]. Cette construction est rappelée
en fin de premiere partie. Cela permet, en particulier, de redémontrer et
préciser un résultat obtenu par Barbasch et Evens [BE94] : les adhérences
d’orbites d'un sous-groupe parabolique maximal dans un espace symétrique
sous SL, sont normales et a singularités rationnelles. En fait, je décris les
singularités de ces adhérences d’orbites dans les slices : ce sont des variétés
déterminantielles, symétriques ou antisymétriques suivant l’espace symétri-
que que 'on étudie. C’est 'objet des propositions de la section 4.5.

Dans la deuxieme partie je me suis particulierement intéressé a l’espace
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symétrique SL, /SO, car c’est le premier exemple sous SL,, ou il existe des
adhérences d’orbites non normales. Il était connu que dans certains espaces
symétriques il y avait des adhérences d’orbites non normales ([BE94, p.281],
mais cet exemple était contruit dans un espace symétrique sous un groupe
symplectique. A Paide d’un théoréme sur le stabilisateur du lieu non normal
dans un espace symétrique inspiré du théoreme [Bri99b, p.30], j'obtiens une
classe d’adhérences d’orbites normales et de Cohen-Macaulay (& singularités
rationnelles) dans SL,,/SO,,. C'est le théoreme 6.

Enfin, je donne une caractérisation de la lisssité en codimension 1 des
adhérences d’orbites d’un sous-groupe de Borel dans PSL, /PSO,,. Les mé-
thodes utilisent la combinatoire développée par Richardson et Springer, qui
est liée a la combinatoire du groupe de Weyl de PSL,. Je donne une ca-
ractérisation géométrique de cette condition : c’est le théoreme 7.

Dans la troisieme partie je me suis attaché a expliquer, avec des arguments
géométriques assez simples, que les adhérences d’orbites d'un sous-groupe de
Borel dans un espace symétrique peuvent etre compliquées. En particulier,
on peut trouver des diviseurs stables par B, irréductibles et non normaux,
ainsi que des variétés stables par B et lisses en codimension aussi grande que
I’on veut mais non normales.

Enfin, j'ai ajouté quelques lemmes géométriques pour paramétrer direc-
tement les orbites d’un sous-groupe de Borel dans un espace symétrique sous

SL,, et donner des représentants de ces orbites dans la variété des drapeaux
de SL,.
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Premiere partie
Généralités sur les espaces
symétriques

1 Orbites d’un sous-groupe de Borel dans les
espaces symétriques.

Dans cette partie on va montrer qu'un espace symétrique est sphérique,
c’est-a-dire qu’il contient un nombre fini d’orbites d’un sous-groupe de Borel,
et on montrera comment trouver des représentants de ces orbites. On se
placera toujours sur le corps des nombres complexes bien que pour toute la
partie d’exposition cette hypothése ne soit pas nécessaire, (tous les résultats
sont vrais sur un corps algébriquement clos de caractéristique différente de
2) ; elle devient essentielle & partir de la section 4.

1.1 Quelques rappels sur la décomposition de Bruhat.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe, 7' C B C GG un tore et un

sous-groupe de Borel de G. Soit U le sous-groupe unipotent maximal de B,
W = N(T)/T le groupe de Weyl de (G, T).
Pour chaque w € W on définit les sous-groupes de U suivants :

Uy=Unw ' U)et U, =Unw *(U").

Alors on a la décomposition de Bruhat que I'on trouve par exemple dans
les livres de Borel [Bor91] ou de Springer [Spr98] :

Théoreme 1 Le groupe G se décompose en un nombre fini de B x B-orbites :

G =[] BwB,

weWw

de plus pour chaque w € W, Uapplication :
U xwT xU,, - BwB

induite par le produit est un isomorphisme.
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La seconde partie de ce théoréeme permet une unicité de la décomposition.
Cette unicité se décompose en deux parties : si £ = uynu’y = usnsu'y avec
u;,u'; € U et n; € N alors nqy = ns, et si de plus on pose niT = w € W et
que l'on impose u; € U, alors u; = ug et u'y = u's.

1.2 Espaces symétriques.
1.2.1 Définition et exemples.

Soit # une involution de G (c’est-a-dire un automorphisme d’ordre 2 du
groupe algébrique G). On note G? le sous-groupe des points fixes de G.

Définition 1 On appellera espace symétrique [’espace homogéne quotient de
G par G°.

L’ensemble des points fixes de # forme un sous-groupe de G qui est réductif
(voir par exemple [Ste68]), par conséquent l’espace symétrique G/G?Y est
affine (voir par exemple [PV89]).

Exemples :

e Le premier exemple d’espace symétrique est le groupe G lui méme en
tant qu’espace homogene sous G X G. En effet, prenons G = G X G muni de
'involution qui échange les deux facteurs : f(z, y) = (y, z). Le sous-groupe des
points fixes G?, est le groupe AG qui n’est autre que G plongé diagonalement
dans G' x GG. Enfin, 'application :

F: dxGd — d
(9,9") — g(g")"

passe au quotient pour ’action diagonale de GG. Elle donne un isomorphisme
de G x G-variété F : G x G/AG — G.
e Si GG est simple, il existe une classification des involutions de G. Sur le corps
C on peut la trouver dans Helgason [Hel78], on peut également la trouver dans
[Spr87] ou la classification est faite sur n’importe quel corps algébriquement
clos. En particulier, il n’y a, a conjugaison pres, qu’'un nombre fini d’espaces
symétriques. Par exemple, lorsque G = SL, (qui sera ici le principal objet
d’étude), on décrit ici les involutions et les sous-groupes de points fixes :
(i) Les involutions intérieures. Soit une décomposition C* =V @ W, on
a alors ’endomorphisme ¢ de C* définit par —Id sur V et Id sur W.
La conjugaison par cet automorphisme induit une involution de SL,, :

0(g) = Cg¢ .
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Et le sous-groupe des points fixes est formé des applications de SL,,
laissant stable V' et . On le notera S(GL(V) x GL(W)). Si dim(V') =
p et dim(W) = ¢, ce groupe s’identifie & I'ensemble des applications
(u,v) € GL, x GL, telles que (det u)(det v) = 1, groupe que 'on notera
S(GL, x GL,).

(ii) Soit S une forme quadratique non dégénérée sur C". Cette forme
quadratique permet de définir un adjoint noté ()* sur SL,, et par
suite, une involution de SL,, :

0(g) = (g7) .

Le sous-groupe des points fixes de cette involution est le groupe spécial
orthogonal : SO(f) que l'on notera aussi SO,,.

(iii) Soit w une forme symplectique non dégénérée sur C*, k est alors
nécessairement pair et on pose k = 2n. Cette forme symplectique définit
(comme dans la cas d’une forme quadratique) un adjoint sur SLs, (noté
()*), et par suite, une involution sur SLy,, :

0(g) = (g°) .

Le sous-groupe des points fixes de cette involution est le groupe sym-
plectique Sp(w) que 'on notera aussi Spo,.

1.2.2 Sous-groupes stables par une involution.

On va s’intéresser aux orbites d’un sous-groupe de Borel dans un espace
symétrique. Comme tous les sous-groupes de Borel sont conjugués, on peut
choisir le sous-groupe de Borel avec lequel on va travailler. Dans les espaces
symétriques, il est agréable d’avoir des sous-groupes stable par 'involution.
Le choix d’un sous-groupe de Borel B et d’un tore maximal 7" de G, tels que
T C B C G et stables par 6, est possible d’apres un résultat de Steinberg
[Ste68]. On choisira dans la suite (sauf mention explicite du contraire) un
sous-groupe de Borel et un tore maximal stables par . Une telle paire (7', B)
sera appelée paire standard.

Remarque : Les paires standard ne sont pas toutes conjugués par H. En
effet, soit G = SLy que 'on identifie avec ’ensemble des matrices 2 x 2 de
déterminant 1. Soit I'involution intérieure

1 0
9—Int<0 _1>.
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Le sous-groupe GY = T est I'ensemble des matrices diagonales. Soit B (res-
pectivement B™) le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieu-
res (respectivement triangulaires inférieures), alors les deux paires (7', B) et
(T, B™) sont standards, et ne sont pas conjuguées par 7T

De plus, si B est stable par € alors le radical unipotent de B est aussi
stable par 6. Il se trouve que la restriction d’une involution a un sous-groupe
unipotent donne une décomposition de ce dernier qui va étre utile par la suite.
Soit U un sous-groupe unipotent de GG stable par #. On considere ’application
7:U — U, g+ gf(g)~L. Alors on a le lemme suivant :

Lemme 1.1 L’application U’ x 7(U) — U, induite par la multiplication, est
un isomorphisme, de plus, 7(U) ={u €U | O(u) = u™'}.

Ce lemme est un corollaire immédiat de [Bor91, proposition 9.3].

Pour un tore de G stable par #, on a aussi un lemme qui est le pendant
du précédent. Soit 77 un tore stable par #. On a toujours l'application 7 :
T, — T, t— t9(t)71. De plus, T est commutatif, donc 7 est un morphisme
de groupes. Enfin T peut ne pas étre connexe, on notera T ° la composante
connexe de 1 dans 7{. On a alors le lemme :

Lemme 1.2 L’application 7 : (T?)° x 7(11) — Ty, induite par le produit,
est un isomorphisme de groupes, de plus, {t € Ty | 0(t) = t='}/7(T}) est un
2-groupe fini.

Preuve : (17)° et 7(T}) sont des sous-groupes connexes du tore 7, par
conséquent, pour que 7 soit un isomorphisme il suffit que 'application in-
duite au niveau des espaces tangents soit un isomorphisme. Or f induit une
application linéaire d’ordre 2 sur t; =Lie(T}) (l'espace tangent en 1 a T7)
qui décompose t; en deux sous-espaces propres (t;), @ (t)_ (associés aux
valeurs propres 1 et —1). Ces espaces propres sont les espaces tangents a
(T?)° et 7(T}). Cela démontre que 7 est un isomorphisme. Enfin pour mon-
trer la seconde partie du lemme, soit ¢t € {t € T, | 6(t) = t '}, alors
> = t0(t)"'. Par conséquent, tout élément de {t € T} | 0(t) = t~'}/7(T})
est d’ordre 2, ce groupe est donc un 2-groupe. Enfin I'espace tangent en 1 a
{t €Ty | 6(t) =t '} est t_ : c’est aussi I'espace tangent en 1 & 7(77), ainsi
le quotient est un groupe fini. o
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1.2.3 Sous-groupes scindés.

On dira qu’un tore 7} de G, stable par #, est scindé, si pour tout t € T}
on a f(t) = t~'. D’apres un résultat de Vust [Vus74, §1], il existe toujours des
tores scindés non triviaux. Par suite, il existe des tores scindés maximaux.
Deux tores scindés maximaux sont conjugués par un élément de (GY)°, la
composante neutre de G’ ([Vus74, §1]).

Pour un sous-groupe parabolique P de G, on dira que P est scindé, si P
et O(P) sont opposés (i.e. si P N O(P) contient un sous-groupe de Levi de P
et de §(P)). La proposition suivante relie les tores scindés maximaux et les
paraboliques scindés minimaux [Vus74, §1] :

Proposition 1.1 (i) Soit T\ un tore scindé mazimal. 1l existe un parabolique
scindé minimal P tel que Zg(T1) soit un sous-groupe de Levi de P. De plus,
le sous-groupe dérivé de Zg(T}) est inclus dans G°.

(ii) Deux sous-groupes paraboliques scindés minimauzx sont conjugués par un
élément de (GY)°.

Enfin, on dira qu’une involution # de G est scindée s’il existe une tore
maximal de G scindé. D’apres [Ste68] il existe toujours une involution scindée
de G, de plus, deux telles involutions sont conjuguées [Spr85, prop. 2.10]. Par
exemple, pour G = SL,, 'involution scindée est 6(g) = (g*ﬂ)71 pour 3 une
forme quadratique non dégénérée.

1.3 Un nombre fini d’orbites de B dans G/H.
Pour simplicité on note G = H le sous-groupe des points fixes. On a la
proposition suivante due a Springer [Spr85, §4]

Proposition 1.2 L’espace symétrique G/H ne contient qu’un nombre fini
d’orbites de B.

Cette proposition se démontre a ’aide d’un plongement de G/H dans G. On
a une application “naturelle” de G dans G :

T: G — G
g = gb(g)”"

Elle est invariante pour l'action de H a droite et passe donc au quotient
en une application 7 : G/H — G qui est une immersion fermée de G/H
dans G ([Spr85]). L'action de g € G sur x € G/H — G est donnée par
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g-x = grf(g)~". Celle-ci s’étend en une action naturelle de G sur G appelée
I’action tordue.

La preuve de cette proposition nécessite quelques lemmes. Le but est donc
de décrire les orbites tordues d’un sous-groupe de Borel dans 7(G). Pour cela
on considére S' = {z € G | f(xz) = x'} (de sorte que 7(G) C S’). Le groupe
G agit sur cet ensemble par g - = gxf(g~"). On choisit une paire standard
(T, B) de G. On a alors le lemme suivant :

Lemme 1.3 Toute orbite tordue de B dans S’ rencontre N(T') suivant une
unique orbite tordue de T'.

Preuve : Soit x € S’, alors on le décompose grace au théoreme 1 en x = unu’
avec n € wT, u € U et v € U),. Comme x € S’ et U, T sont stables par 6,
0(x) = 7" donne

O(w)0(n)f(v') = (u') 'n tut

et ainsi avec 1'unicité de la décomposition de Bruhat on a (n) = n~*. On va
montrer que n est dans la B-orbite de z.

On va commencer par montrer que 0(u') - x = 0(uy)~'n avec u; € U,.
On décompose 0(u) ! = uyu} avec uy € Uy, et u} € U, . Ainsi, en remplagant
O(u) par (u})) H(u) ™t et u=t par O(uy)f(u}) on a :

(wh) " (un) "t tO(u') = (u) T ()0 (uy),
soit encore :
[(uy) ™ (wn) T~ O()] = [(u) " (07 0 (wr)n) ]~ [0 (uy)] (A)

On a de plus §(Uy) = Uy = Uy,-1 (ainsi que O(U,,) = U] _.), et par suite,
n~'9(U,)n = U, (en effet, n™'T = w™'), donc, en particulier, n='0(uy)n
appartient a U. Ainsi, 'unicité dans le théoreme 1 appliquée a ’équation
(A) donne :

O(uy) = 0(u') (& uy = o). (B)
En utilisant ’égalité ci-dessus, I’équation (A) devient :
n tO(u)n = u; ! (C)
Or o = unu' et u = 0(u},” ")0(u; "), donc en remplacant u} par v’ on a

= O(u) O(uy)



L’égalité (C) peut alors étre exploitée de la maniere suivante : "application
¢ définie par ¢(u) = n~'0(u)n est une involution de G. Le sous-groupe U,
est un sous-groupe unipotent stable par . L’élément u; est un anti-invariant
pour ¢ donc, par le lemme 1.1, il existe us dans U, tel que u; = ugth(ug) .
Ce qui donne :

1

O(u)"'n = 0(t(u2))0(uy")n
O(u)"'n = 0(n™"0(u2)n)0(uy ' )n
O(ur) 'n = 0(n )uz0(n)0(uy ' )n
O(u)™'n = nugn'0(u;n
O(u)'n =

(w) "n

(nuzn™ )n(n="0(u; ' )n)
) -

= (nugn ") - n.

En mettant ensemble 1’égalité ci-dessus avec z = O(u')"" - (H(ul)_ln), on
obtient
r = (0(u')71nu2n_1) ‘n,

c’est-a-dire : n est dans I'intersection de l'orbite B - x avec S'.

Soit ny et ny deux éléments de N(7') N S’ dans la méme B-orbite tordue,
alors il existe b = ut € B = UT tel que ny = utn,0(t) " '0(u)~'. Comme U et
T sont stables par 6, la décomposition de Bruhat donne ny, = tn0(t)7, i.e.
ny et ny sont dans la meéme T-orbite tordue. D’autre part, comme 7' C B si
ny et ny sont dans la méme T-orbite tordue, ils sont dans la méme B-orbite
tordue. Il y a donc une bijection entre les T-orbites tordues dans N(7') N S’
et les B-orbites tordues dans S'. o

La proposition 1.2 découle alors du :
Lemme 1.4 Il n’y a qu’'un nombre fini de T-orbites tordues dans N(T)NS".

Preuve : Il n’y a qu'un nombre fini de classe TnNS’. Chacune de ces classes
est stable par 'action tordue de 1. Il suffit donc de montrer que chaque classe
ne contient qu'un nombre fini de T-orbites tordues. Soit n € N(T') N S’, soit
t € T tel que tn € S alors f(tn) = n~'t~" d’ou ¢(t) = t~' (avec 1 défini
comme dans le lemme précédent). On a donc Tn N S"' = {t € T | ¥(t) =
t~}n. Si tn est dans la T-orbite tordue de n alors tn = ty - n, soit encore
t = ta1h(t2) 1. Ainsi, les T-orbites tordues de Tn N S” sont paramétrées par
lensemble {t € T | ¢(t) = ¢ '}/{t(t)"'} qui est fini d’apreés le lemme 1.2.

&
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On considere 'ensemble V' des T' x H-orbites dans 77! (N(T)). Le lemme
précédent montre que V est fini. On note alors pour chaque v € V, ¢ un
représentant de cette orbite. On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.3 Il n’y a qu’un nombre fini de B x H-orbites dans G, et
{v | v eV} est un ensemble de représentants de ces orbites i.e.

G = HB@H.

veV

Remarque : L’ensemble V' parametre les orbites de B x H dans GG, mais il
parametre aussi les orbites de B dans G/H ainsi que les orbites de H dans
B\G.

1.4 Un exemple : les formes quadratiques.

Soit G = SL, que l'on identifie a I’ensemble des matrices n x n de
déterminant 1. Le sous-groupe B des matrices triangulaires supérieures est
un sous-groupe de Borel, et et le sous-groupe 7' des matrices diagonales est
un tore maximal de SL,,. Le groupe de Weyl de SL,, est N(T)/T = S, le
groupe des permutations de n éléments. Soit J la matrice suivante :

0 --- 0 A\
J = 0
0o .- :
A 0 --- 0

n(n‘fl)

ou A € {+1 £ i} vérifie (—=1)" = A" =1 (de sorte que J € SL,). On définit
alors 0(g) = Jtg~'J ! si bien que GY = SO, est le stabilisateur de J pour
laction g.A ='gAg. De plus, (B,T) est une paire standard pour SL,, 6.

On veut trouver des représentants des orbites de B x SO,, dans SL,,. On
a vu (par la proposition 1.3) que 'on pouvait choisir ces représentants dans
V =71 YN(T)), et méme qu’il suffit de paramétrer les orbites tordues de T
dans 7(V). On va ici trouver des représentants ces orbites tordues.

On commence par calculer 7(V) : soit g € V, alors gf(g)~' = gJlgJ ' €
N(T). Comme J est une matrice dans N(T), gJlgJ~' € N(T) si et seule-
ment si gJ'g € N(T). De plus, J est une matrice symétrique donc g.J'g est
symétrique. Si S est ’ensemble des matrices symétriques, on a finalement :

(V) C(SNN(T))J !
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D’autre part, pour tout élément de B € S N N(T), il existe une matrice P
inversible telle que P'P = B. De plus, det(B) = 1 = det(P)?, ainsi, quitte &
remplacer P par puP (ou u € C est tel que p™ = det(P)), on peut supposer
que P € SL,. En particulier, il existe K € SL, telle que KJ'K = I (ou I
est la matrice de I'identité). Soit A € SN N(T)J !, on écrit A = BJ 1, il
existe P € SL, telle que P'P = B. On pose alors P’ = PK et on a :

PO(P)" = PKJ'K'PJ™!
PO(P) " = PPJ!
PoPy = A

On en déduit immédiatement
(V) =SNN(T)J "

A chaque élément de N(T) on peut associer une permutation : sa classe
dans N(T)/T = S,. L’application quotient :

o: N(T) — N(T)/)T =S5,
h — Op,

est un morphisme de groupes. Si on restreint cette application a S N N(T),
'image est I’ensemble Z des involutions de S,, (en effet, un élément h € N(T')
est symétrique si et seulement si la permutation associée oy, est d’ordre 2).

Calculons l'action tordue de T sur 7(V). Soit g € 7(V) et t € T alors
t-g = tgf(t)~', mais g = hJ ' avec h € SN N(T) dou t-g = thtJ".
Déterminons les T-orbites dans SNN(T") pour 'action ¢t-h = tht : si h = (h;;)
et t = (t1,--,t,) alors (t-h);; = t;t;h;;. Il est clair que oy, = o3, mais o, ne
sépare pas toutes les orbites de T', il y a deux cas suivant que la permutation
o, possede un point fixe ou pas.

(i) Si o € T ne posséde pas de point fize, on décompose o en produit de
transpositions de supports disjoints :

o =[]k k).
keK
Le fait que o soit sans point fixe se traduit par K [[o(K) = {1,---,n} (ce
qui impose que n soit pair). Soit h € SN N(T) tel que o, = o, alors

det(n) = (-1)"*(] ] hka(k))2

keK
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d’ou une espece de racine du déterminant

L’action de T laisse invariant cette racine du déterminant : \/det(tht) =
Vdet h (car U{k,on(k)} = {1,...,n} et T C SL,). Soit h et h' tels que
op = opy t = (t1, - ,t,) € T. On veut résoudre t - h = h' c’est-a-dire le
systeme suivant :

Vk € K titoiyhe o) = P ior)-

On prend alors les ¢, pour k € K quelconques non nuls et les ¢,(;) déterminés
par les équations ci-dessus. Cela donne a priori un élément du tore diagonal
de GL,. Mais en multipliant toutes ces égalités, on obtient :

[ tetow)V/det(h) = /det ().

Par conséquent, si \/det(h) = \/det(h') on a t € SL,, tel que t-h = I/
Finalement il y a deux orbites de 1" au dessus de o avec deux représentants
de ces orbites : H = (Agoq)) et H, = di,a)H} ol di ) est la matrice
diagonale (1,--- ,€,), avec g, = 1 si i # 1,0(1) et 1 = g501) = —1.

(ii) En revanche, si ¢ € Z posseéde au moins un point fize, alors on
décompose o en produit de transpositions de supports disjoints

o = (] (ko (k))).

keK

Par hypothese, 'ensemble L = {1,... ,n}\(K Uo(K)) est non vide. Prenons
alors h et h' deux éléments de S N N(T') tels que o, = 0 = op. On cherche
alors un élément de T tel que ¢ - h = A/, ce qui revient & résoudre le systeme
d’équations suivant :

Vk € K titouhkotm) = ko), VI € L t7hy = hy,.

La premiere remarque est que si on a un tel ¢ alors son déterminant est +1.
On choisit les £, pour k € K quelconque non nul, ce qui impose la valeur des
Lo(k)- 1l nous reste alors le choix pour chaque [ dans L de prendre #; ou —t;,
ainsi on choisit le signe du déterminant de 1" de sorte que ¢ soit dans SL,,.
Finalement, on a une unique orbite de 7" dans S N N(7T') au dessus de o,
avec pour représentant H, = (6k7l(5k,g(l)) avec €, = *£1 choisis afin que le
déterminant de H soit 1. On peut choisir par exemple les € ainsi :

22



— Si la signature de o est 1, alors il suffit de prendre tous les g4 égaux a
1.

— Si la signature de o est —1, alors on choisit ¢y € I, et on pose g; = 1
si {k, 1} # {io,0(in)}, et €ig,aio) = Eolio)io = —1-

On a finalement des représentant des T-orbites tordues dans 7(V) : les
éléments H,.J~! pour o une involution avec point fixe, et les éléments H*.J =1
pour ¢ une involution sans point fixe.

Remarque : On retrouvera par une autre méthode une paramétrisation des
orbites de SO(n) dans SL,/B dans la section 8, ainsi que des représentants
de ces orbites.

2 Propriétés des involutions tordues.

2.1 Actions de W.
2.1.1 Action de W dans B\G/H.

On a vu que 'ensemble V' des B x H-orbites de GG peut s’interpréter
comme l'ensemble des T-orbites tordues dans 7(V) = N(T) N 7(G) (ou
V = 77 YN(T))). Le groupe N(T) agit sur 7(V) par I'action tordue, et
par conséquent cette action passe au quotient par 7' en une action de
W = N(T)/T sur V. Cette action est un cas particulier d’une action de
W sur les orbites d’un sous-groupe de Borel dans toute variété sphérique,
définie par Knop [Kno95|, mais dans le cadre des espaces symétriques cette
action, comme on vient de le voir, apparait directement.

D’autre part, on a une application naturelle de V' dans W, qui peut se
voir de deux manieres différentes. L’application ¢ : 7(V) — W, qui n’est
autre que la restriction du quotient N(T') — W = N(T')/T, est invariante
pour l'action tordue de T, ainsi elle passe au quotient en ¢ : V- — W. Une
deuxieme facon de voir cette application est de considérer :

¢': B\G — B\G x B\G
Bg +~— (By,Bb(g))

(qui est bien définie car B est f-stable) que 1’on compose par 'application
B\G x B\G — W = B\G/B (définie par (Bz,By) — Bxy 'B). Cette
application est H-invariante, elle passe donc au quotient en ¢’ : V — W. 1l
est aisé de voir que ¢’ coincide avec ¢. En effet, on peut choisir dans chaque
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orbite de B x H dans G un représentant z tel que z6(z)~" € N(T); ainsi
¢'(BxH) = p(BzH).

Géométriquement, ¢ se comprend assez bien : a un sous-groupe de Borel
By on associe la position relative des deux sous-groupes de Borel By et (B;),

qui est un élément de W.

2.1.2 Involutions tordues.

L’application ¢ : V. — W peut ne pas étre surjective. En effet, 0 agit
dans W et 'image de ¢ est contenue dans {w € W | §(w) = w™'}. Ce qui
nous amene a la définition :

Définition 2 On appellera involutions tordues les éléments de W qui véri-
fient O(w) = w™", et on notera Ty C W [’ensemble des involutions tordues.

Il est possible que I'image de ¢ ne soit pas Zy. Deux exemples pour illustrer la
non surjectivité de ¢. Soit G = SL, et 0 la conjugaison par diag(—1,1,1,1).
L’action de # sur W est alors triviale, si bien que Zy = Z (I’ensemble des
involutions de W = Sj). Pourtant I'image de ¢ est seulement formée des
transpositions (voir le lemme géométrique 8.3). Un deuxieme exemple est
Iespace symétrique S Lg, /Spay,. On note toujours Z ’ensemble des involutions
de Sy,. L’ensemble des involutions tordues est alors Zw®, ou w® est I’élément
de plus grande longueur de Sy,. Et pourtant I'image de ¢ est Z°w®, ou Z°
est I’ensemble des involutions sans point fixe, comme le montrera le lemme
géométrique 8.2.

L’action de W sur V définie précédemment se transporte par ¢ en une
action tordue de W sur Zy : p(w.v) = we(v)f(w)~t. Cest ce qui ameéne a
regarder d’un peu plus pres ces involutions tordues avec ’action tordue de
Ww.

2.2 Décomposition d’une involution tordue.

On reprend ici quelques points essentiels du §3 de Springer [Spr85], sur
les involutions tordues.
2.2.1 Notations et rappels.

On choisit une paire standard (7, B) de G, 6. Le tore T définit le systeme
de racines ® de G (les poids non nuls de 'action de 7" dans ’algebre de Lie de
(). Le sous-groupe de Borel B définit le sous-ensemble ®* de ® des racines
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positives (les poids non nuls de I'action de 7" dans ’algebre de Lie de B), et
I’ensemble S des racines simples. Toute racine simple « définit une réflexion
simple s, € W. On note ¥ = {s, € W | @ € S} I'ensemble des réflexions
simples.

Les groupes B et T sont stables par 6, donc 6 agit dans ® en laissant
stable ®T et par conséquent S est aussi stable par 6. Sur W la longueur est
définie par le choix de T et B, or # laisse stable ®* et S, par conséquent la
longueur est conservée par ’action de # dans W. On notera w® 1’élément de
plus grande longueur de .

Pour chaque sous-ensemble I[I C S on a un sous-systeme de racines associé
(celui engendré par IT) que I’on notera ®17. De méme, on notera ®;; = ®TNPyy,
W le sous-groupe de W engendré par {s, | a € 1T}, et wf ’élément de plus
grande longueur de W7;.

2.2.2 Décomposition de Springer.

On cherche une sorte de décomposition canonique des involutions tordues
en utilisant l'action tordue de W sur Zy. Soit w un élément de Zy. On a le
lemme [Spr85, lemme 3.2] :

Lemme 2.1 Soit s € X. Alors

(1) sisw < w alors soit [(swh(s)) = l(w)—2, soit I(swh(s)) = [(w). Dans

ce dernier cas, swh(s) = w ; de plus, s = s, (a € S) avec wh(a) = —av.

(i1) sisw > w alors soit [(swh(s)) = l(w)+2, soit [(swh(s)) = [(w). Dans

ce dernier cas, swl(s) = w; de plus, s = s, (o € S) avec wh(a) = a.
Preuve :

(i) Lorsque I’on multiplie un élément du groupe de Weyl par un élément de
¥, la longueur ne peut qu’augmenter ou diminuer de 1. Or s et 6(s) sont des
réflexions simples et sw < w, donc I(sw) = [(w) — 1, si bien que [(swf(s)) =
[(w) ou l(w) — 2. Dans le cas ou l(swf(s)) = l(w), on écrit w sous forme
réduite w = s1...s, our = [(w) et s; € X. De plus, sw < w donc on peut
choisir s; = s. On a alors (w)™' = w = 6(s,)...0(s1), et par le lemme
d’effagage ([Spr98, §10.2]), sw = 0(s,). @9(51) Sii > 1, on a alors
[(swh(s)) < I(w) (puisque s; = s), par conséquent ¢ = 1 et on a swh(s) = w.
Soit v € S tel que s = 54, 00 A 54 = WH(S0) W™ = Syg(a) 16 W) = Eav.
Or on a toujours s,w < w, donc w™!(a) < 0. Puisque 6 préserve les racines
positives, on obtient wf(a) = —a.

(ii) II suffit d’appliquer le (i) a swf(s). o
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Ce lemme va permettre de donner une décomposition tres utile des involu-
tions tordues. C’est la proposition [Spr85, prop 3.3].

Proposition 2.1 Soit w € Zy, alors il existe s1,...,s, € ¥ et Il C S tels
que :
(i) w=sy...spw30(sp)...0(s1) avec l(w) = l(wy) + 2h,
(i) Ya € 11, wif(a) = —a.
Preuve : La preuve se fait par récurrence sur la longueur de w.
Si l(w) =1 alors w = s,, avec a = II.
Si l(w) > 1 alors

e soit il existe s € ¥ telle que I(swf(s)) < I(w), auquel cas on applique
I'hypothese de récurrence a swé(s),

e soit pour tout s € S tel que sw < w on a, par le lemme 2.1, swh(s) = w.
On définit alors

H={ae S |wlla)=—-a}={a eS| s,w<w}

Montrons que wy, = w. Pour cela, il faut commencer par remarquer que
wpmw ™" laisse stable ®*. En effet, si o € IT alors w™(a) = —0(«). Par
conséquent wypyw ™" () > 0. Dautre part, si o € S\IT alors w™"(ar) > 0 (car
siw™!(a) < 0 alors a € II par le lemme précédent) et w™'(a) ¢ 6(®P;) (sinon
w ) = 0(B) avec B € 0(P), donc wh(B) = —3 < 0 or wh(B) = a > 0),
donc wyyw (@) > 0. Finalement, wjyw™! laisse stable ®*, donc c’est
I’élément neutre de W. De plus, Il est f-stable : en effet, si a € II alors
—a = wh(a) = wy;0(a) = wp(e), cest-a-dire wy(a) = —6(a). Donc
—0(a) € —II, ie. B(c) € II. On peut en déduire que w = wyy; = wy, et
l'action de wpf sur II se fait bien comme annoncé dans la proposition. ()

2.3 DPosition des racines par rapport aux involutions
tordues.

2.3.1 Définitions.

Soit w € Zy, alors on peut décomposer I’ensemble @1 des racines positives
en regardant l'action de wf sur ®*. Essentiellement, il faut penser que 1’on
a un endomorphisme w6 d’ordre 2 (car w € Ty = (wh)?> = 1) d’un espace
vectoriel (I’espace vectoriel sous-jacent a ®) et que l'on cherche a trouver
une décomposition de cet espace vectoriel adaptée a la fois aux racines et
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a cet endomorphisme. On est amené & considérer les sous-ensembles de ®T
suivants :

- R(w) = {a € &7 | wh(a) = —a}, I'ensemble des racines réelles pour
w.

— I(w) = {a € &t | wh(«) = a}, 'ensemble des racines imaginaires pour
w.

- C(w) = {a € & | wh(a) # +a}, ensemble des racines complezes
pour w.

L’ensemble C'(w) se décompose encore en deux parties : C"(w), les racines
complexes qui font croitre la longueur de w, et C’'(w), les racines complexes
qui la font décroitre. En notant, pour tout v € W,

O ={aed" |v(a) <0} ={aecd|sv<uv}

on a

C'"(w) = {a € ®F | wh(a) # —a} et
C"(w) = {a € ®N\®) | wh(a) # a}.

Ces égalités viennent du fait suivant : si w € Zy et « € @ alors w!(a) >
0 < wh(a) > 0.

2.3.2 Décompositions de Springer et position des racines.

Ecrivons maintenant w = w'w$f(w') ", une décomposition de w € Iy
comme dans la proposition (2.1), alors on peut caractériser les sous-ensembles
définis ci-dessus a ’aide de w’ et II; ce sont les lemmes 3.6 et 3.7 de [Spr85].

Proposition 2.2

(i) C'(w) = 0, 11 (~wd(@))

(ii) R(w) = /().

(iii) I(w) = {a € ®T | w' ™" (a) LTI et w' ™" (a) est stable par @ et w}.
Preuve : On commence par montrer (i) et (ii). On a d’abord quelques in-
clusions évidentes.

Si a € @, alors s,w’ < w' et donc s,w < w ce qui donne o € PF.
De plus, s,wf(s,) < w, par conséquent wf(a) # —a. D’olt une premiere
inclusion : @, C C'(w). De plus, si @ € C'(w) alors —wf(a) € C'(w); on a
donc

&%, U (~0d(@7)) € C(w)
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Soit o € @5, alors wh(w'(e)) = w'wif(w") " O(w')(a), cest-a-dire ,
wh(w'(e)) = w'wif(a). Or (o) € & donc wpf(a) = —a (par la pro-
position 2.1). Donc soit w'(«) € R(w), soit —w'(«) € R(w). Supposons que
a € ®f; et w'(a) < 0, alors on aurait wf; = s,wif(s,) et w's, < w', par suite
on aurait w'wgf(w') " = w'sqwdf(se)f(w') ", ce qui est impossible pour
des raisons de longueur. En effet, I(w) = 2{(w') + l(wy}) par la proposition
2.1. Or [(w'sq) < l(w') et [(A(sa)0(w')™") donnent w's,wgf(sqe)0(w')™" <
20(w') + I(wy}}). Ainsi on a

w'(®f) C R(w).
Montrons maintenant
5 O (~wh(@)) = 0.

Soit o € @, C C'(w), alors —w' ™' (a) € ®H\®; (car w'(Df)) C R(w) C dF).
Calculons —w' ™ 'wl(a) = —w§(w' ™ (a)), or 0 laisse stable ®+ et @7, donc
—A(w'""(a)) appartient & ®* privé de ®;f. Par conséquent, —w' ™ wh(a) est
positive, soit encore —wf(«) ¢ ®;,. Finalement, I'union ®;, U (—wf(P},))
est disjointe.

Pour terminer la preuve, il ne reste qu’a regarder les cardinaux des en-
sembles considérés. On a

HR(w) U C' (w)) = 12, = l(w),

et
(P I —wh(@)) ' () > 2(w') + I(wf) = L(w).

Ainsi avec 'inclusion que l'on vient d’obtenir on a montré (i) et (ii).

Pour finir, démontrons (iii). Les éléments de II sont des vecteurs propres
de wg@ pour la valeur propre —1, alors que si @ € I(w) alors w'™'(a) est
un vecteur propre de wyf pour la valeur propre 1. Cet endomorphisme étant
orthogonal, ces vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont
orthogonaux. Enfin, une fois que 'on sait que 8 = w'~'(a) est orthogonale
a I, la racine 3 est stable par wy, et, par suite, stable par §. Ce qui donne
I’inclusion

I(w)C{aedt | w '(a) LIl et w' '« est stable par 6 et wg}.

Soit maintenant o € ®*t, si w''(a) est stable par 6 et wg, et si de plus
w'*(a) est orthogonale & IT, alors on a facilement w'wgf(w')~'0(c) = av. Ce

qui termine la preuve de la proposition. o
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Un des intérets de ce résultat est une certaine unicité de la décomposition de
Springer, il peut permettre de la construire connaissant R(w), C'(w) et I(w).

2.3.3 Exemples de décompositions de Springer.

Prenons le groupe SL,, alors I’ensemble des racines est ® = {(g,—¢;) | 1 <
i # j < n}, que 'on notera ® = {(4,7)}. Soit # l'involution de SL,, définie
dans la section 1.4. On choisit ®* = {(4,5) | 1 < i < j < n}, le groupe
de Weyl est W = §,,. L’élément de plus grande longueur w® € S,, agit sur
{1,...,n} par w°(i) = n+1—i. L’action de @ sur les racines est la suivante :
0(i,7) = (w°(j), w°(i)) = (n+1—j,n+1—1). Alors 6 laisse bien invariant
&t et 'ensemble Zy des involutions tordues est : Zw®°, ou Z est I’ensemble
des vraies involutions de W, i.e. les éléments de W d’ordre 2.

Cherchons une décomposition de Springer associée a s;w° ou s; est la
réflexion simple correspondant & (7,7+1) € ®*. Alors on a les sous-ensembles

de @ suivants :
H{w) =A{(,i+ 1)},
C(w) = {(k,i)(k',i+ 1) pour k, k" < i} U{(i,1)(7 + 1,1") pour [,I' > i+ 1},
R(w) = @7\ (C(w) U I(w)).

Comme s;w° est de longueur un de moins que la longueur maximale, on ne
peut pas avoir de racines dans C”(s;w®). Si on écrit s;w° = w'wf(w'™")
on doit avoir C(w) = C'(w) = @}, I —wh(P;},). On peut prendre par
exemple w' = 8;_1 -+ 818418y = (i++-1)(i+1---n) (qui est tel que }, =
{ (k,i) pour k < 4, (¢ + 1,1) pour [ > i+ 1}). Il reste alors a trouver II tel
que & = w' " (R(w)). On doit prendre IT = {(k,k+1) pour 1 < k <n—1}.
On a alors s;w° = w'wA(w') "

Remarque : cependant il n'y a pas d’unicité totale de la décomposition
de Springer. Un exemple est donné par l'involution € agissant trivialement
sur le systeme de racines de SLj (6 provient d’une involution donnée par
conjugaison par une matrice d’ordre 2 de SLj3), alors les involutions tordues
sont les involutions de S3, et (13) possede deux décompositions de Springer :

(13) = (12)(23)(12) = (23)(12)(23).

On verra cependant que pour SL,,/SO,, il y a unicité de IT pour les décom-
positions de Springer (voir le lemme 6.2).
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3 Action d’un sous-groupe parabolique mini-
mal dans les espaces symétriques.

3.1 L’action d’un parabolique minimal dans une varié-
té sphérique.

Soit X une variété algébrique. On dira que X est une G-variété si le
groupe G agit algébriquement sur X. Une G-variété X est sphérique si X
est normale et ne contient qu'un nombre fini d’orbites d’'un sous-groupe de
Borel B de G. Par exemple, un espace symétrique G/H est un G-variété
sphérique (par la proposition 1.2). L’ensemble V' des orbites de B dans X
est partiellement ordonné par l'inclusion des adhérences d’orbites. Soit une
racine simple o € S, cette racine définit un sous-groupe parabolique minimal
P, engendré par B et U_,,.

Soit O, une orbite de B dans X. On veut décomposer P,O, en orbites
de B, et décrire I'ordre induit sur ce sous-ensemble. Pour cela on introduit
le produit fibré :

goc,v:Pa XBOU_>PCM/B

de base P,/B (qui n’est autre que la droite projective) et de fibre O,. En
considérant alors ’application induite par I'action de P, dans X

FaIPaXBOU—}PaOU,

on se ramene comme dans [Kno95], ou [RS94], a I’étude de l'action d’un
sous-groupe de PG L, = Aut(P,/B) dans P' = P,/B. Il y a 7 situations pos-
sibles, qui se divisent en 2 catégories suivant les dimensions de P,QO, et O,.
Si dim(P,0,) > dim(QO,), alors application F, est génériquement finie et
on a:

Lemme 3.1 Sidim(P,0,) > dim(O,) alors on est dans l'une des situations
sutvantes :
(i) PaO, = Oy [[ O, avec Oy ouverte dans P,O,, et F, est birationnelle.
On dira alors que « est de type U par rapport a v.
(ii) P,O, = Oy ] 0O, avec O, ouverte dans P,O, et F, est de degré 2.
On dira alors que « est de type N par rapport a v.
(i1i) PoO, = Oy [1O, [ Oy avec Oy ouverte dans P,O, et F, est bi-

rationnelle. On dira alors que « est de type T par rapport a v.
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Preuve : Soit h : P, — Aut(P,/B) le morphisme de groupes naturel, et
z € O,. Soit (P,), le stabilisateur de x dans P,. La premieére étape est de
remarquer que les orbites de B dans P,QO, sont en bijection avec les orbites
de h((P,),) dans (Py/B). En effet,

B\P,O, = B\P./(Fa), = Pl/h((Pa)x)-

De plus, 'application F, est P,-équivariante, et P,O, est homogene sous
P,, donc pour calculer la fibre il suffit de la calculer en x. Pour cela on peut
utiliser la factorisation suivante :

F,
Pa XB OU—>PaOv

K y
P./B x P,0,

avec i(p, x) = (pB,px) et po(pB,y) = y. Ainsi la fibre au-dessus de z, vue a
travers cette factorisation est h((P,),)B/B.
Finalement, h((P,),) opére dans P, /B avec un nombre fini d’orbites, et
le degré de F, est le cardinal de h((P,),)B/B. On est donc dans I'un des cas
suivants :
— si h(P,,) contient un sous-groupe unipotent non trivial de Aut(P,/B),
alors on est dans le cas (i) (d’ou le type U),

— si h(P,,) est le normalisateur d’un tore de Aut(P,/B), alors on est
dans le cas (ii) (d’ou le type N(T')),

— si h(P,,) est un tore de Aut(P,/B), alors on est dans le cas (iii) (d’on
le type T).

&

Par suite, on a 7 cas pour l'action d’'un parabolique minimal sur un orbite
de B dans X :
— soit P, laisse stable O, (on dira alors que « est de type G par rapport
awv.)
— soit dim(P,0,) > dim(O,) et on est dans le cadre du lemme précédent,
et on dira que a monte O,.
- soit P,0, # O, mais dim(P,0,) = dim(0,), alors on prend un x dans
P,0,\O,, et on est ramené au cas précédent en regardant O,, = B.x.
On dira alors que v est de type U* (resp. N*,T*) si v; est de type U
(resp. N, T).
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3.2 Définition du graphe I'(G/H).

Grace a l'action des paraboliques minimaux a une variété sphérique X
on associe un graphe orienté I'(X). Il a pour sommets les orbites de B dans
X. Et les arétes sont définies a partir ’action des paraboliques minimaux :
soit « une racine simple de G. Si a monte O,, alors suivant le type de «
par rapport a O, on est dans I'une des situations de la figure 1. Le trait

v’ v’ v’

v v v v

T N U

Fia. 1 — Arétes de I'(G/H)

gras représente une aréte double. Et on donne a chaque aréte le nom de la
racine simple correspondante (il peut y avoir plusieurs telles racines). On
notera indifféremment ce nom « ou s,, la réflexion simple correspondante.
On peut d’abord remarquer que les sommets des composantes connexes de ce
graphe sont formées des orbites de B contenues dans une méme orbite de G.
C’est pourquoi on étudie plutét ce graphe pour un espace homogene G/H.
Le graphe I'(G/H) a été étudié par Brion dans [Bri99b], en particulier on
peut lire sur ce graphe certains types de singularités d’adhérences d’orbites
comme on le verra par la suite (sections 5 et 6).

Ce graphe permet de définir un ordre partiel sur ’ensemble des orbites de
B dans G/H. Pour cela on commence par une définition. Pour tout ensemble
Y inclus dans une variété algébrique, on note Y '’adhérence de Zariski de Y.
On dira que w € W “monte” orbite O, sur O, si application

Fy,:BwB xp 0, — BwO,

est génériquement finie et si O, est 'orbite ouverte de B dans Bw(Q,. On
appellera degré de F), , le cardinal de la fibre générique. Cette situation peut
aussi s’interpréter en choisissant une décomposition réduite w = s, - - - 54,
Alors w monte O, si, en partant de O, dans I'(G/H), et si, en suivant le
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chemin défini par la suite de paraboliques F,,, ..., P,,, on monte a chaque
étape jusqu’a atteindre O,. On peut maintenant définir [’ordre faible sur
’ensemble des orbites de B dans G/H : on dira que O, < O, s'il existe
w € W tel que w monte O, sur O,.

Remarque : Le degré de I'application F),, est le nombre d’arétes doubles
que l'on rencontre en suivant le chemin définit par w. En effet, le degré de
Fy, est aussi le degré de :

Fal,... al,u:Pal XB"'Pal X B OU—)Pal...PalOU.

)

En effet, cette application se factorise de la maniere suivante

Q1 ,..n,Q,U

Pal XB.'.XBPOQ 2[3004}31001}

Nw

BwB xp OU

ou I'application M : P, Xp---xXpP, — BwDB est celle induite par le produit.
L’application (M x Id) est birationnelle, et, par suite, le degré de F,, est le
meme que le degré de Fy, . a0

3.3 Action d’un parabolique minimal sur une orbite de
B dans un espace symétrique.

Dans le cadre des espaces symétriques, on va voir que le type d’une racine
simple par rapport a une orbite O, est presque déterminé par la position de
la racine par rapport a l'involution tordue ¢(v). Soit « une racine simple,
on notera s = s,. Le tableau 1 est un récapitulatif pour décrire 'action des
paraboliques minimaux sur les orbites de B dans G/H.

Pour obtenir ce tableau, on choisit un élément v de V' (I’ensemble des
orbites de B x H dans G). Soient O, l'orbite de B correspondante dans G/H
et 0 € O, tels que n = v0(0)"! € N(T), c’est-a-dire un représentant de
Iorbite comme ceux donnés par la proposition 1.3. On veut alors calculer le
stabilisateur de v dans P,. Pour cela, il est bien utile d’introduire I’involution
suivante : 1, = Int(n) o 0. En effet, le stabilisateur dans G' de v est alors
GY3, et par conséquent le stabilisateur de © dans P, est PY?. Deux cas se
distinguent : soit « est complexe pour ¢(v), soit « est réelle ou imaginaire
pour ¢(v) avec la terminologie définie dans la section 2.3.1. On a alors le
lemme suivant, :
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TAB. 1 — Action d’'un parabolique minimal

type de « B-orb. ouverte ,
(type de s) B-orb. de PO, de P.O, o(v')
I' (TouN) | Oy [1(O, UOg) Oy sp(v) > p(v)
1y (G) O, O, —
R, (T* ou N*) | O, [ [(Oy U Ogy) O, sp(v) <w
C'(v) (U") Oy [1Ov=s.0 O, sp(v)0(s) < o(v)
C"(v) (U) Oy ][] Ovr=s Oy sp(v)0(s) > ¢(v)

Lemme 3.2 (i) Si a est complexe pour ©(v), alors h(PY?) contient un sous-
groupe unipotent non trivial de Aut(P,/B), et h(P%?) n'est pas Aut(P,/B).

(i1) Si «v est réelle ou imaginaire, alors h(P;/}(”)) est un sous-groupe rédu-
ctif de Aut(P,/B), et par conséquent, ne peut-étre que de type N, T, N* T*
ou PG L.

Preuve : (i) On pose ¢(v) = w. Si a € C"(w), alors on a, dans 'algebre de
Lie de P,, I’élément nilpotent X, + wf(X,) (car a € C"(w) = wh(a) > 0).
Il est invariant par v; ; ainsi quand on le remonte dans F,, il donne un sous-
groupe unipotent invariant par ¢;, qui s’envoie sur un sous-groupe unipotent
de Aut(P,/B). Enfin « ne peut pas étre de type G car on a au moins deux
orbites dans P,O,, qui sont v et s,.0 # v (car Y(s4.v) = S (v)0(s4) # w).

(ii) Si « est une racine imaginaire ou réelle, alors Iaction de v; laisse
stable le sous-groupe G, (engendré par U, et U_,) car wf(a) = ta. Ainsi
h(PY%) = h(G%) (car h(P,) = h(G,)). Ainsi h(PY?) est un sous-groupe
réductif de Aut(P,/B), ce qui permet de conclure dans ce cas. o

Ce lemme permet donc de savoir dans quelle situation on est suivant la
position de la racine par rapport a ¢(v). Il ne reste alors qu’a vérifier que
tout se passe comme dans le tableau 1.

Dans le cas complexe, il est facile de voir que « est de type U ou U*.
En effet, sqop(v)0(sa) # ©(v), et si on prend un représentant v de v tel que
7(0) € N(T) et si n, est un représentant de s, dans N(T'), alors n,v est
un point d’une autre orbite de B (car ¢(7(n,?)) = sqwb(s,)) qui est dans
P,0,.

Dans le cas imaginaire ou réel, tout se passe dans G,. Si la racine est
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imaginaire compacte (i.e. G¥ = G,) alors on est dans le cas G. Sinon,
prenons une racine imaginaire non compacte (i.e. telle que G%* # G,); on
montre en effectuant les calculs dans (P)SLs que la situation est comme celle
du tableau récapitulatif.

Remarque : la distinction entre racine imaginaire compacte et racine imagi-
naire non compacte dépend vraiment de v et pas uniquement de ¢(v), comme
le montre 'exemple de SL3/GLy; ¢’est-a-dire que l'on prend G = SLj et

6 = Int(¢) ou C est la matrice :
—I, 0
O 1)

Alors les involutions tordues sont les vraies involutions de W. Et le graphe
['(G/H) est représenté par la figure 2 ci-dessous. On a ajouté, a chaque
sommet v € V', I'élément ¢(v) On remarque qu'il y a trois orbites fermées

(13)

F1G. 2 — Graphe de SL3/G L

(pour lesquelles on a p(v) = 1). Pourtant celle du milieu possede deux racines
simples imaginaires non compactes, alors que celle de gauche possede une
racine simple imaginaire compacte (s3), et une non compacte, et que celle de
droite possede elle aussi une racine simple imaginaire compacte (s;), et une
imaginaire non compacte.

Un corollaire, du tableau précédent et de la décomposition de Springer
est le suivant (c’est le corollaire 6.6 de [Spr85]) :

Corollaire 3.1 Soitv € V, alors O, est fermée si et seulement si p(v) = 1.
Les orbites minimales pour ['ordre faible sont les orbites fermées.

Preuve : Soit v tel que O, soit minimale. On considere une décomposition
de Springer : ¢(v) = w'wifw'~'. D’apres le tableau 1, v est minimale si
et seulement si C'(v) = R(v) = (. Or d’apres la proposition 2.2, C'(v) =
O I (—p(v)8(P;)), donc si v est minimale alors w' = 1. Dans ce cas, on a

w/
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(toujours par la proposition 2.2), R(v) = ®;, si bien que, si v est minimale,
alors IT = 1 et finalement ¢(v) = 1.

D’autre part, si ¢(v) = 1 on choisit un représentant ¢ dans G de O,,
de sorte que 9A(0) " € T. Le sous-groupe ¢ 'Bo est stable par 6. Or si By
est un sous-groupe de Borel stable par # alors BY contient un sous-groupe
de Borel de H. En effet, B; contient un tore maximal 77, stable par #, et
le radical unipotent U; de B; est lui aussi stable par . De méme, le sous-
groupe de Borel B; qui contient 7} et opposé a By, est stable par 0, et son
radical unipotent U; l’est aussi. Ainsi, avec la décomposition de 1’algebre de
Lieg=w ot duy onabh=u'®t®u;)’. Ce qui montre que B! contient
un sous-groupe de Borel de H. Finalement, v ' BoH est fermé dans G. o

3.4 Les fibres de I’application ¢.

La description des fibres de ’application ¢ est importante pour décrire
I’ensemble V. Ces fibres peuvent étre tres différentes suivant ’espace symétri-
que sur lequel on travaille. Par exemple pour SL,/SO,,, ¢ est presque injec-
tive (les fibres ont au plus deux éléments), en revanche pour SL,.,/S(GL, x
Gl,) la fibre au-dessus de 1 (i.e. 'ensemble des orbites fermées) est de car-
(» +q)!

plq!
est intéressante pour la description des fibres de ¢ ([RS90, prop. 2.5]) :

dinal (voir par exemple la proposition 8.3). La proposition suivante

Proposition 3.1 Soit v € V, alors le sous-groupe d’isotropie dans W (pour
Uaction tordue) de p(v) agit transitivement sur la fibre o' (p(v)).

On va commencer par démontrer quelques lemmes :

Lemme 3.3 Soit t un élément semi-simple de G tel que 0(t) = t~1, alors il
existe un élément g € G tel que 7(g) = t.

Preuve : Tout élément semi-simple tel que (¢) = ¢~' appartient & un tore
scindé non trivial 7. De plus, si 7" est scindé alors 7y, est surjective (par le
lemme 1.2). Ce qui démontre le lemme. o

On note Z(@) le centre de G.

Lemme 3.4 Soit T' un tore mazimal de G stable par 0. S’il existe t € T' tel
que tT(T") C Z(G), alors T' est inclus dans un sous-groupe de Borel stable
par 6.
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Preuve : On se rameéne d’abord au cas ou Z(G) est trivial (quitte a faire le
raisonnement dans G/Z(G) et tout remonter apres). Ainsi ¢t7(7") = {1} donc
0 restreinte & 1" est triviale, par suite 7" est un tore maximal de H = G?.
Donc 1" est inclus dans un sous-groupe de Borel stable par 6. o

Lemme 3.5 Sit est un élément d’un tore maximal 0-stable T} de G, tel qu’il
existe © € G tel que T(x) = t, alors il existen € N(T}) tel que 7(n) = 7(x) =
t.

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur la dimension de GG. Supposons
pour commencer que 17 C Bj avec B; un sous-groupe de Borel #-stable.
Alors on a By = T1U; avec T; et U; (le radical unipotent de Bj) qui sont
f-stables. On utilise alors la décomposition de Bruhat pour écrire x = u;nu].
On a I’égalité :

v =uynuy = t0(x) = (t0(u1)t™") (t0(y)) (0(u))).

Or Uj est f-stable et normalisé par 77, ainsi I'unicité de la décomposition de
Bruhat donne n = t0(n), i.e. 7(n) = t.

Si 717 n’est pas dans un sous-groupe de Borel stable par #, alors d’apres le
lemme 3.4, on a t7(T1) € Z(G). Quitte & remplacer x par t'z on peut supposer
que t n’est pas un élément central. Comme 0(t) = ¢!, le centralisateur K
de t dans GG est stable par . L’élément ¢ est non central, donc K est de
dimension strictement plus petite que celle de G. De plus, K contient bien
évidemment 7} comme tore maximal, et par le lemme 3.3 on peut trouver
y € K tel que t = 7(y). On peut alors appliquer ’hypothese de récurrence a

K. o

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3.1 :
Preuve : Soit v; et vy deux éléments de V' tels que p(v;) = ¢(vq). On choisit
alors des représentants 1 et zo dans 7 1(N(T')). On a alors 7(x1) = t7(x2)
avec t € T. On pose alors T" = x;'Txy, T' est un tore stable par 6, et
7(z5'z)) = 25 'tzy € T'. On peut donc appliquer le lemme 3.5, ce qui donne
n € N(T) tel que 7(x,'x)) = 2, 'nwy. Par suite, on a 7(z;) = 7(nay), c’est-
a~dire , en posant w = nT', v; = w.vs. o

Par conséquent, les fibres de ¢ sont déterminées par 'action de W sur V.
On va obtenir un corollaire assez intéressant de cette proposition. Rappelons
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que W agit sur V' et sur I'image de I’application ¢ : Im(p). L’application
@ est équivariante pour ’action de W, ainsi elle passe au quotient en une
application

® : V/W — Im(p)/W.
Et on a le corollaire ([RS90, prop 2.7]) :
Corollaire 3.2 L’application ® : V/W — Im(p)/W est un isomorphisme.

3.5 Quelques invariants et remarques supplémentaires.
3.5.1 Les involutions scindées.

Dans le cas ou # est une involution scindée, on peut décrire I'image de ¢.

Soit
IT={weW|w" =1},

I’ensemble des involutions de W. L’involution # est scindée, par conséquent
w°f (o w° est 1’élément de plus grande longueur de W) agit comme —Id sur
les caracteres de T'. Par suite, I’action de 6 sur W se fait par conjugaison par
w®. Les involutions tordues sont donc de la forme cw® ou ¢ est une involution
de W. De plus, si w est une involution tordue, alors on écrit w = ocw®, avec
o € Z, on peut lire sur o la position d’une racine par rapport a w par le
lemme suivant.

Lemme 3.6 Avec les notations ci-dessus on a

(i) C'(ow®) ={a € ®T | s40 > 0 et 5,084 # 0},

(1)) C"(ow®) = {a € P | 40 < 0 €t $4084 # 0},

(11i) R(ow®) ={a € ®F | 5,0 > 0 et 5,05, =0},

(iv) I(ow®) ={a € ®F | 540 < 0 et 5405, # 0}.
Preuve : En premier lieu, la multiplication par w° inverse ’ordre de Bruhat,
par conséquent, :

ow°® < S,0wW° &S T > §,0.

De plus, I'action tordue est la conjugaison par w°, donc
Sa0W H(5q) = owW® & 5,05, = 0.

Ainsi une racine « est complexe pour ocw® si et seulement si s, ne commute
pas avec 0. De méme « est imaginaire si et seulement si s, commute avec
0, et sq0 < o. Enfin « est réelle si et seulement si s, commute avec o, et
Sq0 > 0. &
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Proposition 3.2 Si 0 est scindée alors Im(p) = T.w® = Iy.

Preuve : Soit ¢ € Z. Montrons par récurrence sur la longueur de o que
ow® € Imyp. Si l(0) = 1, alors ow® = w°® € Imgp. Supposons que pour toute
involution o telle que (o) < k, on ait cw® € Zy. Soit o telle que [(0) = k,
soit o une racine simple telle que s,0 < o. D’apres le lemme 3.6, la racine
« est imaginaire pour ow® (respectivement dans C”(cw®)) si et seulement
sl 40 = 05, (respectivement s,0s, # 0). Si « est imaginaire (pour ow®)
alors s,o est une involution. Par hypothese de récurrence, il existe v € V' tel
que ¢(v) = sqow®. Dans ce cas, « est une racine réelle pour v, et le tableau
1 montre que s,w® € Imp. De méme, si o € C"(ow®) alors s,0s, est une
involution telle que [(s,05,) < [(0). Par hypotheése de récurrence, il existe
v €V tel que p(v) = s405,w°. Ainsi a appartient a C'(v) et le tableau 1
permet de conclure. o

3.5.2 Calcul du rang d’une orbite dans G/H.

Soit O, une orbite de B dans G/H. Le groupe B agit sur le corps C(O,)
des fonctions rationnelles sur O,. On note C(0,)®) 'ensemble des fonctions
rationnelles propres pour I'action de B. On note Z(B) le groupe des caractéres
de B. On a l’application

p: ClO,)P — =Z(B)

qui a une fonction rationnelle vecteur propre de B associe son poids pour
I’action de B. L’application p est un morphisme de groupes de noyau C*.
Soit © un représentant de O,, alors C(Bv)P) s’identifie & C(B/B;)P), et
'image de p est donc incluse dans I'ensemble Z(B)?: des caracteres de B,
invariants par B,. Réciproquement, si x est un tel caractere alors on peut
définir la fonction f(b-v) = x(b~') qui est une fonction réguliere sur O,
vecteur propre de B de poids Y.

Définition 3 On appellera le rang de O, le rang du groupe =(B)P:.

On va calculer ce rang a l'aide d’un peu de combinatoire et d’'une décompo-
sition de Springer de ¢(v). On choisit © tel que ny; = 06(0) ™" soit dans N(T').
On a alors défini le morphisme t; = Int(n;) o #. Si " est un sous-groupe de
G on notera I'¥? le sous-groupe des points fixes de 13 dans I'. L’isotropie de
© pour l'action de B dans G/H est BY:. Le groupe B est stable par 0 et
T est stable par 1;, donc B N y(B) = T(U NnyUny"'). On en déduit que
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BYs = T%UY. Cela permet d’identifier Z(B)%: avec le groupe des caractéres
Z(T/T?:). On a alors le lemme :

Lemme 3.7 Le rang de v ne dépend que de de p(v).

Preuve : D’apres ce que 1’on vient de voir, le rang de v est le rang du groupe
=(T/T¥). Or T¥ = T, o

On peut encore préciser le rang en fonction d’une décomposition de Springer
o(v) = wwif(w) ™. En effet, T#®)? = Tk donc le rang de v ne dépend
que de wy;. Il reste a exprimer ce rang en fonction de II. Pour cela on introduit
le sous-groupe parabolique Py de G qui contient B et de type II. Soit Ly le
sous-groupe de Levi de Py qui contient 7'. On peut alors définir Cy le centre
de Ly, DLy le sous-groupe dérivé de Ly, et Ty = T N DLy qui est un tore
maximal de DLy. Le rang de v est déterminé par la proposition suivante.

Proposition 3.3 Avec les notations ci-dessus le rang de v est
9(G) — rg(H) + dim(T;, ")

Preuve : On remarque que le rang du groupe de caractéres de T/T%n? est
la dimension de 7-*1. On calcule cette dimension. Le tore T se décompose
en I' = CyTy, avec Ty et Cyy stables par wpf, donc

T_wlql(g _ CEw%GTEw%G

L’involution wgf agit par —Id sur les racines de II, par conséquent
dim (T “1%) = #11.

D’autre part, wy agit trivialement sur Cp, donc Cﬁwﬁa = C’ﬁg. De plus,
dim(Cyp) = rg(G) — £II. On obtient
dim(Cg?) = rg(G) — $11 — dim(C}).

Enfin, T" est un tore inclus dans un sous-groupe de Borel stable par #, donc
T? est un tore maximal de H. Le systeme II est stable par 6, donc

rg(H) = dim(C}}) + dim(Tg).

Ainsi en utilisant une fois de plus que wgfj; = —Id, on obtient :

PN}

dim(T1%) = rg(G) — rg(H) — dim(T; ™).

40



3.6 Ordre de Bruhat dans les espaces symétriques.

3.6.1 Ordre faible et ordre fort.

Sur I’ensemble V' des orbites de B dans un espace homogene sphérique
G/H, on a défini un ordre faible et un ordre fort. L’ordre fort ou ordre de
Bruhat est défini par la relation d’inclusion des adhérences d’orbites : v < v’
si O, C O,. L’ordre faible est celui induit par les paraboliques minimaux
définit en 3.2 (v < v’ ¢'il existe w dans W tel que v’ soit montée sur v par
w). On la propriété (qui justifie les appellations “faible” et “fort”)

v=<v =0,

En effet, on choisit w qui monte v’ sur v et une décomposition réduite w =
Say " Say- ON 2
P, ---P, Oy =0,,

donc v < v.

S’il existe une orbite fermée vy et w dans W tels que w monte vy sur
v, alors on peut lire sur le graphe I'(G/H) (qui représente 'ordre faible)
I’adhérence de O,. En effet, en écrivant encore une fois w sous forme réduite :
W = Sq, - - Sq,, la suite de paraboliques minimaux F,,,-- -, P,, est telle que

O_v:Pal"'Palovo-

Avec les résultats de la section 3.3, la combinatoire de ['(G/H) permet de
déterminer completement les éléments v’ de V' tels que v’ < v. Dans les
espaces symétriques, on a vu que toute orbite minimale pour 'ordre faible
est fermée (corollaire 3.1). Pour toute orbite v, on peut donc trouver w et vy
tels que w monte vy sur v. Cela démontre la proposition suivante.
Proposition 3.4 Pour un espace symétrique G/H, le graphe I'(G/H) dé-
termine complétement [’ordre de Bruhat.

3.6.2 Ordre de Bruhat et décomposition de Springer.

En utilisant la décomposition de Springer, on va décrire de plus pres
I’ordre de Bruhat.

Soit v € V, et soit p(v) = wwyf(w)~" une décomposition de Springer.
On pose w™" - v = vy (pour l'action de W sur V définie dans la section

2.1) de sorte que @(vn) = wyy. Soit Sq, - -+ Sa, une décomposition réduite de
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w. D’apres la proposition 2.1 et la description de ’action des paraboliques
minimaux du tableau 1, w monte vy sur v. Donc on a :

Oy = Pa, -+ Po Oy

Par la suite, on va s’intéresser particulierement aux diviseurs premiers stables
par B de O,. Soit D un tel diviseur, alors D est de I'un des deux types
suivants.

(i) Soit D provient de I'effacage de I'un des P,, : D = P,, ... P, ...
Dans ce cas, pour que D soit un diviseur de O,, on doit avoir

Our-

! -
w :Sal...sai...sal

est une écriture réduite, et w’ monte vr.

(ii) Soit D provient d'un diviseur premier D’ stable par B dans O,,, ¢’est-a-
dire D = P,, - -+ P,,D'. Dans ce cas, si on note v’ I'orbite ouverte de B dans
D' on doit avoir que w monte v'.

On peut décrire plus précisément vy. Soit Py le sous-groupe parabolique
de G' qui contient B et qui est de type II. On choisit un représentant vy de
vg dans 771(N(T)). Alors P = vy ' Ppup est un sous-groupe parabolique
de G stable par 6. Ainsi, comme dans la preuve de 3.1, l'orbite Py est
fermée dans G/H. De plus, d’apres la proposition 2.2 et le tableau 1, si « est
une racine de II alors s, descend v. Donc vy est I'orbite ouverte de B dans
Pyuyr. On a donc la proposition suivante (c’est le lemme 6.3 de [Spr85)) :

Proposition 3.5 Avec les notations ci-dessus :
Ovn = PHUh.

Ainsi que son corollaire immédiat :
Corollaire 3.3 Si o(vy) = wy alors O, est lisse.

Preuve : D’apres la proposition précédente, O, est homogene sous Py donc
lisse. ¢

Enfin w monte vy sur v uniquement par des arétes de type U. Ainsi en
imitant la construction des désingularisations de Bott-Samelson des variétés
de Schubert (voir par exemple Demazure [Dem74]), on définit I’application :

FOél,"',Oéz,Ur[ : Pal XpB .. .Pal X B Ovn — O,

induite par le produit. Et on a la proposition
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Proposition 3.6 L’application
Fal,"',al,vn:Pal XB---Pal XBO _>Ov

est une désingularisation de O,.

Preuve : La variété Py, Xp...FP,, xp O,, est lisse. En effet, I’application

v
Pal XB---Pal XBO—UH_>P041 XB---Pal/B

est une fibration de fibre O, . De plus, Py, x5... P,,/ B peut se décomposer
en une suite de fibrations de fibre P! = P, /B, par conséquent c’est une
variété lisse (c’est une désingularisation de la variété de Schubert BwB/B).
Enfin I’application F,, ... 4,4y est birationnelle, car toutes les racines sont de

type U. %

4 Slices dans les espaces symétriques.

4.1 Définitions.

On reprend la définition de slice de 'article Mars et Springer [MS98] (dans
Uesprit de [Bri99a]). Soit X une variété irréductible, I un groupe algébrique
affine qui agit sur X, on appellera slice en un point x € X a 'orbite ['.x de
[' une sous-variété affine localement fermée S C X telle que :

(i) @ soit un point isolé de SNI.z.

(ii) S soit stable par un tore maximal 7, du sous-groupe d’isotropie I',.

(iii) lapplication

k: I'xS — X
(g,s) +— g.s

est lisse au point (1, ).
On dira que de plus le slice est attractif si x est un point attractif pour
laction de T, dans S, c’est-a-dire : il existe un sous-groupe a un parametre
A C* = T, tel que
Vse S @ limA(t)s = x.
t—0

Nous allons montrer, comme esquissé dans la section 6.4 de l'article de
Mars et Springer [MS98|, que dans le cadre symétrique il existe toujours

43



des slices attractifs aux orbites de B dans G/GY, ou encore aux orbites de
G’ dans G/B. De plus, on décrira plus en détail le tore qui agit sur ces
slices, et parfois des sous-groupes un peu plus gros que des tores (mais non
nécessairement connexes). Enfin, on va aussi construire des slices attractifs
aux orbites fermées de G? dans G/P ol P est un parabolique de G. Dans ce
cas, un groupe réductif a priori plus important qu’un tore peut agir dans ces
slices. C’est ce que 'on verra dans la proposition 4.4.

Remarque : Si S est attractif, alors 'application « est lisse en tout point de
[' x S. En particulier, comme une application lisse est ouverte, on a (I x S)
est un ouvert de X. Si, de plus, I' est connexe et n’a qu’un nombre fini
d’orbites dans X, alors l'image de x est un ouvert stable par [' que I'on peut
caractériser par la proposition suivante :

Proposition 4.1 L’ouvert k(I' x S) est aussi l'ouvert
Q={s"e X |T.a' DT.a}

Preuve : Le groupe I' n’a qu’un nombre fini d’orbites dans X, donc le
complémentaire de {2 dans X est une réunion finie d’adhérences d’orbites.
Le complémentaire est donc un fermé I'-stable, i.e. ) est ouvert. Le slice S
est attractif, soit A un sous-groupe a un parametre de 7T, qui “contracte”
S. Si s appartient & S alors x € A\(C)s, donc T.s D I'.z. On a donc une
premiere inclusion :

k([ x S) C .

Soit €' le plus petit ouvert de X, stable par I' et contenant x. Si Q' C €2, on
choisit y € Q\Q'. Les ouverts Q et €' sont stables par I', donc Iy C Q\'.
Par définition de €2, = appartient & 'adhérence de I'.y, donc T.y rencontre
(Y suivant un ouvert non vide de I'.y. Le groupe I' est connexe, donc I'.y
est irréductible. Enfin une orbite est ouverte dans son adhérence, ainsi I'.y
intersecte .y N Q' car ce sont deux ouverts d’une variété irréductible. C’est
exclu car y € Q\Q', donc Q2 = . L’ouvert x(I" x S) est un ouvert stable par
[' qui contient z, donc
QC k(' x9).

&

Un des intéréts de ces slices est que 1’on peut lire dans ces derniers les
singularités des adhérences d’orbites le long de I'.x.
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4.2 Rappels et compléments sur la paramétrisation des
orbites.

On considere toujours un groupe réductif connexe G avec une involution
0 de G, le sous-groupe des points fixes H = G?, ainsi qu’'une paire standard
(T',B). On cherche des slices aux B-orbites dans G/H. Soit v € V = B\G/H,
on choisit un représentant © de v tel que ny; = 00(v)~* appartienne a N(T').
On a alors défini 'involution de G :

Yy = Int(ngy) o 6.

On a aussi vu dans la section 3.5.2 que l’isotropie de © pour ’action de B
dans G/H est BY? qui se décompose en

BY = TW(U N ()",

ol (UN;(U))"" est un sous-groupe unipotent (connexe). Ainsi le sous-
groupe T est le stabilisateur dans 7" du point ¢ et contient un tore maximal
de I'isotropie de ©. Le groupe T%* peut ne pas étre connexe, on notera (1)
la composante connexe de 1 dans 7% : (T%#)° est un tore maximal de I'iso-
tropie de 9.

L’involution v, agit sur 'algebre de Lie g de G, et laisse stable I'algebre
de Lie t du tore, donc ; agit aussi sur les racines. Cette action donne la
décomposition des racines positives comme dans la section 2.3.1 :

T = I(p(v)) U R(p(v)) U C'(p(v)) U C"(p(v))-

Le sous-ensemble I(p(v)) se décompose lui méme en deux sous-ensembles :
les racines compactes imaginaires, I.(¢(v)) et les racines non compactes ima-
ginaires, I,,(¢(v)). Enfin, 'ensemble C"(¢(v)) est stable par 1, on peut donc
le décomposer en deux sous-ensembles disjoints

C"(p(v)) = CY (p(v)) L (CF (p(v)))-

Avec ces choix on obtient la décomposition de g :

i= P we P wo @ (go ® g

acxI(p(v)) acxl, (o(v)) aeR(p(v))
@ (ga S gl/}o(a)) S5 @ (ga S gl/}o(a)) @ td)i) @ t_w
aeC’ (p(v)) ae+CY (p(v))

On peut encore préciser cette décomposition en choisissant une base de g
comme dans [Spr85] de la maniére suivante :
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— sia € R(p(v)) : ¥y(a) = —a et on peut choisir X, € go et X o € g 4
non nuls tels que ¥;(X,) = X 4.

— st a € I.(p(v)) alors g, est un sous-espace propre de 1b; pour la valeur
propre 1. On peut choisir n’importe quel X, € g, non nul, il vérifiera
1/)1'; (Xa) = Xa.

— sia € I,(p(v)) alors g, est un sous-espace propre de 1), pour la valeur
propre —1. On peut choisir n’importe quel X, € g, non nul, il vérifiera
771)1'} (Xa) = — X,

— si o € C(p(v)) alors on prend Xy € go et Xy, a) = Vs(Xa) € Gps(a)
de sorte que go @ gyya) = C(Xo + Xyya) © C(Xo — Xyy(a)) est la
décomposition en sous-espaces propres pour ;.

4.3 Slices aux orbites d’un sous-groupe de Borel.

On utilise les notations de la section précédente pour construire un slice
en ¥ a la Porbite B0 dans G/H. Pour cela, on utilise la décomposition de
g donnée dans la section 4.2. C’est-a-dire celle qui tient compte a la fois de
B (& travers le systeme de racines positives) et de l'isotropie du point v (a
travers l'action de v; sur g).

Proposition 4.2 L’application
Kk Bx (U~ nyy(U7))o —-G/H

est un slice attractif.

Remarque : L'orbite de © par U~ N (U ") est isomorphe au quotient :
(U~ Ns(U))/(U)¥. D’apres le lemme 1.1, ce quotient s’identifie & (U~ N
Y (U7)) 7%, Ces identifications se font en tant que variétés avec action de
T%. Enfin, (U~ N1;(U~)) ™% est un espace affine avec action linéaire de 7%,
Preuve (de la proposition 4.2) : On commence par montrer que I'application

Kk est lisse en (1,0), ou encore que sa différentielle en (1,7) est surjective.
L’application x s’identifie a :

BB x (U Ny (U)) /(U = GG

ou K est 'application induite par la multiplication dans G. On va montrer
que cette application est lisse en (1,1). Calculons les espaces tangents a ces
trois variétés en 1. L’espace tangent de G/G?? en 1 s’identifie avec le quotient
de g par g¥¢. L’espace tangent de B en 1 est



Enfin Pespace tangent de (U™ N 1y (U7))/(U™)"" s'identifiec avec (u™)=%,
le sous-espace propre de u N 1;(u~) pour la valeur propre —1. Avec la
décomposition de g donnée dans la section 4.2 et la base choisie dans cette
meme section on a

W)= P WXao-Xpwe P s

acCy (p(v)) o€ (p(v))

Il suffit donc de montrer que ’application “addition” :

Add: bx (u) ™" x g — g
(b, u, ) = btu+h

est surjective. L’algebre de Lie b est dans 'image de Add, il suffit donc de
montrer que pour toute racine a < 0, X, est dans 'image de Add. Soit «
une racine négative.

— Si —a € I.(p(v)) alors X, € g¥?, donc X, est dans 'image de Add.

~ Si —a € Iy(p(v)) alors X, € (u) ¥, donc X, est dans I'image de

Add.
— Si —a € R(p(v)) alors X , € bet X, + X , € g¥, donc X, est dans
I'image de Add.

— Si —a € C'(p(v)) alors (o) € F donc Xy, o) € b et Xy + Xy () €

g¥?, donc X, est dans 'image de Add.

~ Si—a € C"(p(v)) alors Xo— Xy € 1) " et Xo—X 4,1 € 6%,

donc X, est dans I'image de Add.
Ainsi, 'application & est lisse au point (1, ). De plus, ¥ est un point isolé de
BiN S, et le tore (T%)° est un tore maximal de I'isotropie de © qui agit sur
S. Ainsi S est un slice.

Il reste & montrer que S est attractif. Soit Z((7%)°) le groupe des ca-
ractéres de (7%#)°. On choisit sur £ = Z(T) ® Q un produit scalaire noté (, ),
invariant par W et . Le slice S est attractif si, et seulement si, I’ensemble
x(S) des poids de (T%#)" dans S, est inclus dans un demi-espace ouvert de
Z((T%)") @ Q. Ce qui est encore équivalent & l’existence d’un caracteére v de
(T%%)° tel que pour tout poids § appartenant & x(S), on ait (v,8) < 0. On
considere ’application linéaire

f: E — E
o = 3 (0+1;(9)).

L’espace vectoriel Z((T%)°) ® Q s’identifie & I'image de l'application f.
L’image de f est le sous-espace propre de v;, pour la valeur propre 1. De
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plus, la restriction d’un caractere § de T a (T%%)° est f(5). Les poids de
I’action de (T%*)° dans S sont donc inclus dans I'image par f de I’ensemble
des poids de I'action de T" dans U~ N 13(U~). Or ensemble des poids de T’
dans U~ Ny (U7) est —I(p(v)) U —C"(p(v)). Ainsi on obtient

X(8) C f(=1(p(v)) U—=C"(p(v))).
Soit 0 un caractere de T tel que :

Va € I(e(v)) UC"(p(v)), (,a) > 0.

Il existe un tel caractere car toutes ces racines sont positives. L’applica-
tion 1, est orthogonale pour le produit scalaire, donc si a € I(p(v))

alors (6 + ¢3(d), —a) = —2(6,a) < 0. De méme, si « € C"(p(v)) alors
() € C"(p(v)) done (6 + 1¥3(0), —a) < 0. Finalement, f(6) = ¢ + 1;(0)
est un caractere de (T%%)° ce qui montre que S est attractif. o

Remarque : Il arrive que I’action linéaire du tore (7%*)° dans S ait des sous-
espaces propres de grande multiplicité. Par exemple, dans SL,/SO,, pour
une orbite correspondant & (7,j) dans la paramétrisation de la section 1.4,
(T%%)° est de dimension 1. Il est défini par t; = tj_1 et tp = 1 pour k # 1, .
Le slice S est de dimension |j — i| et les poids de (7%)° dans S sont tous 1,
sauf dans une direction ou on a un poids 2 (la direction qui correspond a la
racine imaginaire (i, 7)).

4.4 Une autre facon de voir ces slices, et quelques re-
marques supplémentaires.

4.4.1 A propos des singularités des adhérences d’orbites.

Pour étudier les singularités des adhérences d’orbites d’un sous-groupe
de Borel dans un espace symétrique, on peut aussi étudier les adhérences
d’orbite de B x H dans G ou encore celles de H dans G/B. En effet, on a

les deux fibrations :
mw: G — G/H

mg: G — B\G.
Ainsi une sous-variété Yg,y stable par B dans G'/H donne une sous-variété
Yo = ﬂl_{l(YG/H) stable par B x H dans G. Et Yg donne une sous-variété

Yp\¢ = mp(Ye) stable par H dans B\G. La restriction de 7 (respectivement
7p) & Y est une fibration de fibre lisse H (respectivement B).
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4.4.2 Les slices dans G//B.

Maintenant que I’on a construit des slices aux orbites de B dans G/H, on
a, par passage a I'inverse, des slices aux orbites de H dans B\G. Une maniére
peut-étre plus agréable de voir ces slices est de les regarder en quelque sorte
comme des restrictions des slices aux G-orbites dans G/B x G/B.

Toujours avec le choix d’un sous-groupe de Borel stable par # on peut
envoyer G/B dans G/B x G/B (comme dans 2.1) par l’application induite
par 6 :

¢': G/B — G/BxG/B
9B = (9B,0(g9)B).

Par cette application, les orbites de H dans G/B sont envoyées dans les
orbites de G (agissant diagonalement) dans G/B x G//B. De plus, on a un
slice aux orbites de G donné par la décomposition de Bruhat. En effet, soit
(z,y) € G x G tel que x~'y € N(T), alors on pose x~'yT € N(T)/T = W.
Soit ¥ = U~ Nw(U~). On injecte ¥ dans G/B x G/B par 'application

Y < G/BxG/B
u = (uyut).

Proposition 4.3 L’application
Gx @z Yy ") — G/BxG/B

est un slice en (z7'B,y™'B) a G(2~'B,y™'B)
Preuve C’est un corollaire immédiat du résultat sur le slice dans les espaces
symétriques appliqué a G'x G pour I'involution qui échange les deux facteurs.

¢

Le slice défini en 4.2 & une orbite de H dans G/B n’est autre que l’ensemble
des points de ¥ “anti-invariants” pour ’action de ;. C’est-a-dire que 'in-
tersection du slice en (z71,y™1) & G(z71,y ) avec ¢'(G/B) est le slice a la
H orbite dans G/B définie précédemment.

Comme corollaire de cette facon de voir les slices on a :

Corollaire 4.1 L’application o est croissante pour [’ordre sur [’ensemble des
tnvolutions tordues induit par [’ordre de Bruhat.

De plus, cette fagon de voir ces slices sera utile, dans la section 6, car si on
connait bien le slice dans G/B x G/ B on va pouvoir en déduire des propriétés
du slice aux orbites de H.
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4.5 Slices dans les grassmaniennes.

L’article de Barbasch et Evens [BE94] étudie les singularités des adhéren-
ces d’orbites de sous-groupes symétriques de SL,, dans les grassmaniennes. Ils
montrent, en construisant des désingularisations explicites de ces adhérences
d’orbites, qu’elles sont normales et a singularités rationnelles. On va ici re-
trouver ces résultats par une méthode différente, a I'aide de slices. Pour cela
on commence par donner une description des slices aux orbites fermées de
G’ dans un espace homogene G/ P, ou P est un sous-groupe parabolique de

G.

Proposition 4.4 Soit P un sous-groupe parabolique contenant un sous-grou-
pe de Borel stable par . Alors un slice en P/P a la G°-orbite G'P/P est
donné par R,(P~) NO(R,(P7))/(Ru(P7))" = Ry(P~) N (R, (P7))P/P qui
s'identifie encore, par le lemme 1.1, a ’ensemble des anti-invariants par 0
de R,(P™).

La preuve de cette proposition est la méme que pour le cas d’un sous-groupe
de Borel, il suffit de regarder ce qui se passe au niveau des algebres de Lie
au point P/P.

Remarque : On pourrait montrer un lemme un peu plus général pour cal-
culer des slices a n’importe quelle orbite de G? dans G/P en utilisant des
représentants “canoniques” de ces orbites définis dans [BHO0] (qui sont es-
sentiellement les représentants de ’'unique orbite ouverte de B dans chaque
orbite de P contenant B).

On a l'action de T? dans ces slices. Ici on a méme un groupe réductif a
priori plus grand que T? qui agit dans ces slices. En effet, soit L le sous-groupe
de Levi de P qui contient T'. Le groupe LY agit dans ce slice par conjugaison
en préservant les orbites de H. Il se trouve que dans les grassmaniennes et
pour une involution 6 de SL,, les orbites de L? dans le slice sont exactement
les intersection des orbites de H avec le slice. Ce qui permettra de montrer
que les adhérences d’orbites sont normales et a singularités rationnelles.

4.5.1 Orbites du groupe spécial orthogonal dans les grassmanien-
nes.

Commencons par décrire les orbites de SO,, dans les grassmaniennes. Pour
cela on fixe une forme quadratique 3, non dégénérée sur C*. Cette forme qua-
dratique induit sur SL,, comme dans la section 1.2.1, une involution 6, telle
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que SO, soit le sous-groupe des points fixes. On notera Gr(k,n) la grass-
manienne des sous-espaces de dimension k£ dans C". La forme quadratique /3
induit une dualité entre les sous-espaces de dimension k et ceux de dimension
n—Fk. Il suffit donc de décrire les orbites de SO,, dans Gr(k, n) pour k < n/2.

Lemme 4.1 Les orbites de SO,, dans Gr(k,n) sont paramétrées par le rang
de la restriction de B au sous-espace considéré, sauf si k =n/2; dans ce cas,
on a deux orbites fermées qui correspondent auzx deuz types de sous-espaces
totalement isotropes mazrimaux.

Preuve : C’est un corollaire immédiat du théoreme de Witt ([Bou59]). ¢

On choisit une base (ey, ... ,e,) de C" telle que dans cette base on ait

n
p= E TiTpt+1—i-
i=1

Dans cette base, on identifie alors SL, a ’ensemble des matrices n x n de
déterminant 1. Le sous-groupe B des matrices triangulaires supérieures est
alors un sous-groupe de Borel de SL,, stable par . Le sous-groupe 7' C B des
matrices diagonales est un tore maximal de SL,, stable par 6. Pour k < n/2,
on note

Vi, = Vect(eq, ... ,er) et Vi = Vect(e, g, ... €,).

Soit P, le parabolique qui stabilise Vj. Pour tout £ on a B C P, ainsi la
proposition 4.4 s’applique et construit un slice

Sy = (Ru(P7) N O(RW(P)) ™

en Vi a l'orbite SO, V. Soit Ly le sous-groupe de Levi de P contenant 1.

Proposition 4.5 Le sous-groupe LY est isomorphe @ GLy, x SO(2n — k). Le
LY -module Sy est isomorphe a l'espace des formes quadratiques sur Vi, ot
SO, _a agit par 'identité, et GLy agit par changement de base dans V.

Preuve : Le sous-groupe de Levi L est
De plus on peut décomposer V_, . = (V}, ® V_;)*? @ V_,, ce qui donne

L=S(GLV}) x GL (Vi ® Vo) P @ Vy)) .
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Et par suite LN O(L) = S(GL(Vx) x GL((Vx ® V_§)*P) x GL(V_})). Le
sous-groupe des points fixes de 0 dans GL(Vy) x GL(V_j) est GL;. Et le
sous-groupe des points fixes dans GL((Vy @ V_;)?) est SO, _o;. Ainsi L{ =
GLk X SOn_Qk.

Le L-module R,(P~) est isomorphe a I’ensemble des applications linéaires
de V, dans (V, ®V )P @V . Et les éléments u de R, (P~) vérifiant 0(u) =
u~! sont alors les applications de Vj, dans V_j, symétriques pour (. Ainsi Sy
s'identifie & I'ensemble des formes quadratiques sur Vj, avec I'action de L!
par changement de base dans V. o

On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 4.2 Les adhérences des orbites de SO,, dans les grassmaniennes
sont normales et a singularités rationnelles.

Preuve : Les orbites de GL; dans S sont paramétrées par le rang. Les
adhérences de ces orbites sont des variétés déterminantielles symétriques;
celles-ci sont normales et a singularités rationnelles (voir par exemple la sec-
tion 2 de [Kem76] avec le complément dans [Kem86]). Soit V' un sous-espace
de C" de dimension £ telle que la restriction de S a V soit de rang p < k. Il est
facile de voir que l'intersection de 'orbite SO,,.V avec Sy est la G L-orbite
des formes quadratiques de rang p sur V. Ainsi les adhérences d’orbites de
SO, dans les grassmaniennes sont normales et a singularités rationnelles. ()

4.5.2 Orbites du groupe symplectique dans les grassmaniennes.

De la méme maniere que pour le groupe spécial orthogonal, on peut cal-
culer les orbites du groupe symplectique dans les grassmaniennes. Soit w
une forme symplectique non dégénérée sur C?*, elle induit une involution
0 comme dans la section 1.2.1. On note SL? = Spy, le groupe préservant
cette forme. Par dualité (donnée par w entre les sous-espaces de dimension
k et ceux de dimension 2n — k), il suffit de connaitre les orbites dans les
grassmaniennes Gr(k, 2n) avec k < n. On a la proposition suivante :

Lemme 4.2 Les orbites de Spy, dans Gr(k,2n) sont paramétrées par le rang
de w en restriction au Sous-espace considére.

Preuve : C’est un corollaire immédiat du théoreme de Witt. o

Remarque : Le rang d’'un forme symplectique est toujours pair, ainsi les
seuls entiers possibles pour le rang sont les entiers pairs de {0, ..., k}.
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Et de la méme maniere que dans le cas du groupe orthogonal, on a un
slice dans les grassmaniennes a ’orbite fermée de Sp,y,. On choisit une base
(e1,...€9,) de C*" telle que dans cette base on ait :

n
_ * *
w= E €5 N e
i=1

Une fois encore le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures (dans
la base (ej,...,es,)) est un sous-groupe de Borel de SL,, et le groupe des
matrices diagonales est un tore maximal, tous deux stables par 6. Pour k£ < n,
soit Vi, = Vect(ey, ... ,ex), c’est un sous-espace totalement isotrope. On note
encore Py le sous-groupe parabolique de G qui stabilise Vi et L le sous-
groupe de Levi de Pj contenant 7T'. Enfin

_ 0
Sk = (Ru(Py) NO(R.(F)))

D’apres la proposition 4.4, c’est un slice a 'orbite Spo,.Vi dans Gr(k, 2n) sur

lequel LY agit linéairement. Et on a la

Proposition 4.6 Le sous-groupe LY est isomorphe a GLy x Sp(2n —2k). Le

LY -module Sy est isomorphe & Uespace des formes bilinéaires alternées sur

Vi, 0t Span_or agit par identité, et GLy agit par changement de base dans
Vie.

Preuve : Ce sont les mémes arguments que ceux de la proposition 4.5. ()

Et on a le corollaire :

Corollaire 4.3 Les adhérences d’orbites de Sps, dans les grassmaniennes
sont normales et a singularité rationnelles.

Preuve : C’est immédiat & partir du résultat de Kempf [Kem86], qui montre
que les adhérences des orbites de GLj dans Si sont normales et a singularités
rationnelles. $

4.5.3 Orbites de S(GL, x GL,) dans les grassmaniennes.

On choisit une décomposition de CP*7 = C? @ C?. Cette décomposition
induit une involution € sur SL, qui est une involution intérieure (définie en
1.2.1). On note encore S(GL, x GL,) le sous-groupe des points fixes de 6. La
situation est un peu différente de celle de SO,, ou Spy,, car, dans ce cas, il
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y a plusieurs orbites fermées dans les grassmaniennes. Cependant, 1a encore
les slices s’interpretent géométriquement, ce qui permet de montrer que les
adhérences d’orbites de S(GL, x GL,) dans les grassmaniennes sont normales
et a singularités rationnelles. On introduit les sous-ensembles de Gr(k,p+ q)
suivants :

Q(s,t) ={V € Gr(k,p+¢q) | dim(V NC?) =s et dim(V NC?) =t}.

Le lemme suivant décrit les orbites de S(GL, x GL,) dans Gr(k,p+ q).

Lemme 4.3 Les QQ(s,t) sont les orbites de S(GL, x GL,) dans les grassma-
niennes; de plus, Q(s,t) C Q(s',t') si et seulement si s > s’ et t > t'.

Preuve : Soit V' € Q(s,t) alors on peut choisir (comme dans le lemme
géométrique sur les orbites de S(GL, x GL,) dans SL,/B, 8.3) une base
(€1, ,ep, f1,- -+, fy) adaptée a la décomposition de CP™¢ et a V| i.e. telle

que
C’ = Vect(ey, ... ,€p),

C! = veCt(fla"' 7fq)7

V= VeCt(ela"' y €5y €541 +f17"' 7es+r+frafr+17"' 7f7"+t)

our = k—s—t. Il est facile de voir (avec ces bases adaptées) que S(GL,xGL,)
agit transitivement sur Q(s,t). Par ailleurs, pour les relations d’inclusions la
condition est clairement nécessaire (la dimension de lintersection ne peut
qu’augmenter dans I’adhérence). Pour la réciproque, on commence par mon-
trer que si s+t < k alors Q(s + 1,t) C Q(s,t). En effet, soit V' un sous-
espace appartenant a (s, t), on choisit une base de C’*¢ adaptée a V :
(€1,-..,€p, f1,-..fy). Pour tout ¢t € C*, on définit I'application linéaire de
C’n,

e;r—re;sii#Es+1
) €oq1 — T les
I fimth
i fisij#1
L’application g; appartient a S(GL, x GL,), et lorsque ¢ tend vers 0 le sous-
espace ¢;V converge dans Gr(k,p + ¢) vers le sous-espace

‘/b = VeCt(ela"' 1 €5y €541, Cs42 +f27"' ) Estr +f7"7f7"+17"' 7fr+t)'

qui appartient a Q(s + 1,¢). Par le méme type d’arguments, on a aussi : si

s+t < kalors Q(s,t+1) C Q(s,t). Ainsi on a Q(s',t') C Q(s,t) si s’ > set
>t %
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En particulier, les orbites fermées sont paramétrées par les couples (s,t)
tels que s +t = k. On va calculer des slices a ces orbites fermées. Pour
cela on fixe (s,t) tel que s +t = k, et on choisit un élément V' de Q(s,t).
On choisit une base de C’*™¢ adaptée a V' : (e1,...,ep, f1,...fy), comme
dans le lemme 4.3. Cette base donne un tore maximal 7" de SL,,. On pose
Vi=VnNnC et Vo, =V NC, on choisit un supplémentaire W; de V; dans
C? et un supplémentaire W, de V, dans C?. Le parabolique P qui stabilise
V' est stable par . il ne reste donc qu’a décrire les anti-invariants par # dans
R,(P~). Mais R,(P~) s’identifie & I’ensemble des applications linéaires de V/
dans W, @ Ws, et ’ensemble des anti-invariants par # s’identifie a I’ensemble
des applications linéaires :

u®v € Hom(Vy, W,) @ Hom(V,, Wy) = S.

On note L le sous-groupe de Levi de P qui contient 7. Sur S agit le groupe
L% qui est S(GL(Vy) x GL(Vy) x GL(W,) x GL(W,)) agissant par changement
de base dans Vi, Vo, Wi, Ws. Par conséquent, les orbites de LY sont données
par les couples (s,t) ou s (resp. t) est le rang de u (resp. le rang de v). Les
adhérences d’orbites de L? dans S sont encore des variétés déterminantielles
qui sont par conséquent normales et a singularités rationnelles. Or ce sont
les intersections de Q)(s,t) avec S. De cette propriété, on a la proposition
suivante :

Proposition 4.7 Les adhérences d’orbites de S(GL, x GL,) dans les grass-
maniennes sont normales et a singularités rationnelles.

En résumé, les singularités d’adhérences d’orbites de S(GL, x GL,) (res-
pectivement SO,,, Spa,) dans les grassmaniennes sont celles de variétés déter-
minantielles (resp. symétriques, antisymétriques)
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Deuxieme partie
Quelques résultats dans

SLn/SOp

5 Stabilisateur du lieu non normal dans les
espaces symétriques.

On reprend ici un argument de Seshadri [Ses87] (repris dans un cadre
plus général par Brion [Bri99b]) pour démontrer que les variétés de Schu-
bert sont normales et a singularités rationnelles (et dans I’article de Brion,
pour montrer que certaines adhérences d’orbites dans les variétés sphériques
completes sont normales et a singularité rationnelles). Cet argument permet
de montrer que le lieu non normal de certaines adhérences d’orbites dans les
espaces symétriques a un stabilisateur “trop gros”, et par conséquent que ces
adhérences d’orbites sont normales et a singularités rationnelles.

5.1 Le théoreme principal de Zariski.

Un des instruments principal dans cette preuve, et qui servira aussi par
la suite pour montrer que des adhérences d’orbites sont non normales, est le
théoreme principal de Zariski. On se donne deux variétés algébriques X, Y
et une application F': X — Y birationnelle propre (par exemple F sera une
désingularisation de Y'). On suppose que Y est normale, alors :

Théoréme 2 (Zariski) Les fibres de F' sont connezes.

C’est la forme “originale” du théoreme, cependant la preuve de ce théoreme
a évoluée avec les méthodes de cohomologie des faisceaux, et on le trouve
dans [Gro61, 4.3.12] ou [Har77, III §11], sous la forme suivante : si X,Y sont
des variétés algébriques, F' : X — Y est une application birationnelle propre
et enfin si X est normale alors

Théoréme 3 (Zariski (bis)) Le lieu non normal de Y est le support du
faisceau

F,0x/Oy.

On rappelle la notion de singularités rationnelles (d’apres [KKMSD73, p.
50]). Soit Y une variété algébrique sur C. Soit 7 : Z — Y une résolution des
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singularités de Y, i.e. Z est lisse, et 7 est birationnelle et propre. Alors les
faisceaux cohérents R'rm,(Oz), pour i > 0, sont indépendants du choix de Z.
On dit que Y est a singularités rationnelles si les conditions

(i) R'm.(Oy) pouri >0,

(11) W*(Oz) == Oy
sont vérifiées. D’apres le théoreme de Zariski la condition (ii) est équivalente
a la normalité de Y. De plus, les variétés a singularités rationnelles sont de
Cohen-Macaulay ([KKMSDT73, p.50]).

5.2 Un théoreme sur le stabilisateur du lieu non nor-
mal.

On se place dans la variété affine G/G? et on regarde 'action des parabo-
liques minimaux sur 'adhérence d’une orbite de B. On a alors plusieurs cas
décrits dans 3.1. On note l'orbite O et on pose Y = O. On note Ng(Y)) le sta-
bilisateur dans G' de Y, on a bien sir B C Ng(Y'). On choisit un parabolique
minimal P, qui monte O et on suppose que 'application :

Fo:PyxpY — P)Y

est birationnelle, et de plus que P,Y est a singularités rationnelles. Enfin on
choisit une désingularisation

T4 =Y,

N¢(Y)-équivariante. On a alors le théoréeme suivant :

Théoreme 4 Le lieu non normal de Y est stabilisé par P,. De plus, pour
tout 1 > 0 le support de R'm,(Oyz) est stable par P,.

Moralement, ce théoreme exprime que si le lieu non normal de Y n’était pas
stable par P, alors il y aurait une composante Y’ de ce lieu qui rendrait P,Y
non normale le long de P,Y".

Preuve : Si on note C[Y] (respectivement C[Z]) 'algebre des fonctions
régulieres sur Y (respectivement sur Z), alors C[Z] est un module fini sur
C[Y'], et on a la suite exacte de C[Y ]-modules

0—-CY|—-C(CZ —C—0. (D)

ou (d’apres le théoreme principal de Zariski) le support de C' est le lieu non
normal de Y. De plus, C est un Ng(Y)-module.
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On commence par montrer que C est stable par P,. La désingularisation
7 : Z — Y induit une application P,-équivariante

ﬁ:PaXBZ—)PaXBY

En composant par F,, on obtient une application birationnelle propre (qui
est une désingularisation de P,Y) :

F,=F,07:P,xgZ — P,Y.

Or P,Y est supposée normale (puisqu’elle est a singularités rationnelles), par
conséquent ’application

E) :ClPY] — ClP, xp Z]

est un isomorphisme (l'injectivité provient de la dominance de F, et la sur-
jectivité est donnée par la normalité de P,Y).
On a lapplication gy, : P, xg Y — P, /B, par conséquent :

(C[Pa XB Y] = HO(Pa xpY, OPaxBY) = HO(Pa/BagY,a*OPaxBY)

Et de méme C[P, xp Z] = H(Pa/B, 92,0,0p, . ,7)-

Enfin chaque B-module rationnel W induit un faisceau P,-linéarisé sur
P,/B noté W. Ainsi, la suite exacte de B-modules (D) donne une suite
exacte de faisceaux P,-linéarisés :

0->CY]|—=CZ] -C—0

qui donne une suite exacte longue en cohomologie :
0— H(P,/B,ClY]) - H*(P,/B,C[Z]) - H°(P,/B,C)
— HY(P,/B,C[Y]) — -

De plus, on a :

(gy,a)*OPaXBY = C[Y] et (gY,oé)*OPaXBZ = C[?]

L’application F,  est un isomorphisme, donc H(P,/B,C) s'injecte dans
H'(P,/B,C[Y]). D’autre part, I'application de restriction des fonctions

C[P,Y] — C[Y]
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est surjective, donc C[Y] est le quotient d’'un P,-module. Le faisceau
C[P,Y] est associé a un P,-module, il est donc trivial, et en particulier :

H'P,/B,C/P,Y] = 0) pour i > 0. Comme P,/B est la droite projec-

tive, pour tout faisceau quasi-cohérent F sur P,/B on a pour tout p > 1 :
HP(P,/B,F) = 0. En particulier, pour le noyau F de C[P,Y] — C[Y], on a

H?*(P,/B,F) =0, et, par suite, H'(P,/B,C[Y]) = 0. Finalement, on obtient

H'(P./B,C) = 0.

La stabilité du lieu non normal de Y par P, découle alors du lemme
suivant :

Lemme 5.1 Soit C un C[Y|-module fini avec action de Ng(Y') compatible,
tel que H*(P,/B,C) = 0, alors le support de C est stable par P,.

Preuve (du lemme 5.1) : Supposons que le support de C' ne soit pas stable
par P,. Alors il existe une composante irréductible Y’ du support de C' qui
n’est pas stabilisée par P,. Soit 1(Y”) I'idéal de cette sous-variété dans C[Y],
on définit alors un sous C[Y'|-module de C par

C'={ceC|I(Y)e=0}.

Le support de C" est exactement Y, car I(Y") est un idéal premier minimal
du support de C, donc cet idéal est un premier associé a C'. Et de plus, on a
H°(P,/B,C") =0 car H*(P,/B,C) = 0.

On a les applications :

Jay' : PuxpY' — Py/Bet F.: Py xpY' — P,Y'.

Le C[Y']-module C" induit un faisceau P,-linéarisé C', sur P, xp Y’ (l'ac-
tion de P, étant une extension de l'action de B). Ce faisceau est tel que
(ghy),(C) = C’ et par conséquent

HO(P, x5 Y',C') = H(P,/B,C") = 0. (E)

Mais on a aussi H'(P, x5 Y',C') = HY(P,Y', F..C"). Or F. est géné-
riquement finie : en effet, P, ne stabilise pas Y’ qui est ’adhérence d’une
orbite de B dans G/H, donc « est de type U,T ou N pour Y'. Ainsi le

support de C' est P, xg Y’ (car le support de C" est Y”), donc le support de
F] .C"est PY'. Or PY" est affine, donc si le support de F) C' est P,Y" alors
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HY(P,Y' F,'C'") # 0. Ce qui est exclu par I'égalité (E). Cette contradiction
démontre le lemme. o

On retourne a la preuve du théoreme 4. On fixe 7 > 0, et on considere le
faisceau Ng(Y)-lindarisé R'm,(Oyz), sur Y. Comme Y est affine, ce faisceau
est associé au C[Y ]-module H*(Z,O) (toujours avec action compatible de
N¢(Y)). On va montrer que

H(P,/B,H(Z,0z)) = 0. (F)
L’application F, : P, x5 Z — P,Z, est une résolution des singularités de

P,Y,or P,Y est supposée a singularités rationnelles, ainsi RqF‘a*(Pa XpZ) =
0 pour tout ¢ > 0. Or, P,Y est affine, donc

HYP, x5 Z,0p,«,z) =0 pour tout g > 0.

On rappelle que F,, = F, o 7. De plus, (9v.y Fo) : Py xpY — P,/B X
P,Y est une immersion fermée, donc les fibres de 'application F, peuvent
s'identifier & des fermés de P,/B qui est une droite projective. La variété
P,Y étant affine, on obtient pour tout faisceau cohérent F sur P, xg Y,

HP(P, xpY,F) =0 pour tout p > 1.
Par conséquent la suite spectrale de Leray
Hp(Pa X B Ya Rqﬁ'*(Opasz)) = Hp+q(Pa XB Z? OPaXBZ)

dégénere en E,. Donc, le P,-module H*(P, xp Z, R'7(Op, x,z)) est un quo-
tient de H (P, X Z,Op,«,z) qui est nul, d’ou

HY(P, xpY,R'7.(0p, 7)) = 0.

Enfin, R7,(Op, «,z) est le faisceau P,-linéarisé associé au faisceau B-liné-
arisé R'm.(Oyz). Ce qui démontre F, et le théoreme découle alors du lemme

5.1. &

5.3 Dans les espaces symétriques, une classe d’adhé-
rences d’orbites a singularités rationnelles.

Dans [Bri99b] M. Brion démontre un théoreme sur les singularités des
adhérences d’orbites d’un sous-groupe de Borel dans une variété sphérique
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X. Il est énoncé pour 'adhérence d’une orbite sans multiplicité. Une orbite
O et dite sans multiplicité si pour tout w € W qui monte O sur la B-orbite
ouverte de X, 'application

F,: BuB x5 O — BwO

est birationnelle. Autrement dit si tout chemin de I'(G/H) montant de O
a la B-orbite ouverte ne contient pas d’aréte double. On peut maintenant
énoncer le théoreme

Théoréme 5 ([Bri99b|,p.30) Soit X une variété sphérique et Y ’adhéren-
ce d’une orbite de B sans multiplicité, alors Y est a singularités rationnelles.

Ce théoreme permet de montrer que toutes les adhérences d’orbites d’un
sous-groupe de Borel sont a singularités rationnelles dans certains espaces
symétriques. Par exemple, pour les espaces symétriques SLy,,/S(GL,xGL,)
et S Loy, /Spon, car dans ces deux cas toutes les orbites de B sont sans multipli-
cités. En effet, d’apres [Bri99b, prop. 5,p. 15], dans le cas ou G est simplement
lacé, il suffit de vérifier que les orbites de codimension 1 sont sans multipli-
cités, ce qui est facile de avec la description des orbites de la section 8 (pour
S Lo, /Spey, toutes les racines simples sont de type U* ou G pour 'orbite
ouverte, et pour les espaces symétriques SL,.,/S(GL, x GL,)) toutes les
racines simples sont de type U*, G ou T%).

Cependant, il y a certains espaces symétriques pour lesquels ce théoreme
ne donne aucun résultat positif. Le “pire cas” est si toutes les orbites de
codimension 1 sont montées par des arétes de type N sur G/H. Les espaces
symétriques les plus propices a cette obstruction sont ceux qui correspondent
a une involution scindé, car dans ce cas tous les orbites de codimension 1 dans
G/H sont obtenues par des arétes de type T ou N. Ainsi il se peut qu’il n’y
ait pas d’orbite sans multiplicité. C’est le cas pour SL,/SO,. Cependant,
avec le théoreme 4 on peut montrer que certaines adhérences d’orbites sont
a singularité rationnelles. On introduit pour cela le corang d’une orbite O :

corang(Q) = rg(G/H) — rg(O).

On a le critere de normalité suivant :

Théoréme 6 Les adhérences d’orbites de corang 1 dans SL, /SO, sont a
singularités rationnelles.

Preuve : On le montre par récurrence sur la codimension de l'orbite. Ce
qui permet de démarrer la récurrence est le corollaire 4.2. En effet, tout

62



diviseur B-stable irréductible de SL,,/SO,, est 'adhérence d’une orbite d’un
parabolique maximal P. Or le corollaire sus-cité montre que les adhérences
de P-orbites dans SL, /SO, sont a singularités rationnelles, par conséquent
le résultat est vrai en codimension 1. Supposons que toutes les adhérences
d’orbites de corang 1 et de codimension ¢ < k sont a singularités rationnelles.
Soit O, une orbite de corang 1 et de codimension k + 1, et 7 : Z — O,
une désingularisation Ng(O,)-équivariante. Alors, toute racine simple o qui
monte v est de type U. En effet, les types N, T font augmenter le rang, or
on ne peut pas 'augmenter car la seule orbite de rang maximal est ’orbite
ouverte. Ainsi 'application P, x5 O, — P,O, est birationnelle dés que «
monte v. Par conséquent, avec I’hypothese de récurrence et le théoreme 4, le
lieu non normal de O, et les supports des faisceaux R'm,(Oy) pour i > 0 sont
stabilisés par tous les paraboliques minimaux qui montent v. Ces supports
sont aussi stabilisés par les paraboliques minimaux qui stabilisent O,, donc le
lieu non normal et les supports des faisceaux R'r,(O) doivent étre stabilisés
par SL,, donc ces sous-variétés sont vides. $

Remarque : Cette preuve se généralise a n’importe quelle involution scindée
pourvu que les adhérences d’orbites de codimension 1 soient a singularités
rationnelles. Cependant, on verra qu’il existe des adhérences d’orbites de
codimension 1 non normales dans les espaces symétriques, voir la section

7.1.

6 Critere de lissité en codimension 1 pour
PSL,/PSO,.

Dans cette partie, on donne une caractérisation de la lissité en codimen-
sion 1 des adhérences d’orbites d’un sous-groupe de Borel dans PSL,,/PSO,,.
C’est un premier pas pour avoir une caractérisation de la normalité des
adhérences d’orbites. Cependant, les exemples de la section 7.2 montreront
qu'il existe des adhérences d’orbites dans SL, /SO, lisses en codimension 1
mais qui ne sont pas normales pour autant.

6.1 Ordre de Bruhat dans SL,,.

Le groupe de Weyl de SL,, est S,,, avec pour choix des réflexions simples
les transpositions (4,7 4+ 1) pour 1 < i < n — 1. La longueur d’un élément w
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peut s’interpréter dans ce cas comme le nombre d’inversions de w :
l(w) =Card{(i,j) | 1 <i<j<metw()>w()}

Par conséquent si on multiplie a droite un élément du groupe de Weyl par
une réflexion s,, ou « est la racine qui correspond a cette réflexion, il est
facile de calculer la longueur de w en fonction de celle de ws,. Dans SL,, les
racines sont paramétrées par les couples d’entiers (7, j) pour 1 < i # j < net
les réflexions correspondantes sont les transpositions que ’on notera encore
par abus (7, ) avec le choix ¢ < j. On a le lemme suivant :

Lemme 6.1 Si w(i) > w(j) alors :
lw(i,j)) =lw) —1—=2Card {k €]i,j| | w(i) > w(k) > w(j)}.

Preuve : il suffit de calculer les longueurs a 1’aide du nombre d’inversions,
et de comparer les ensembles :

Iy ={(k,]) | 1<k <l<netwk)>wl}et
Lo {(k,1) | 1<k <1< n et wli, §)(k) > w(i, )(D)}.
On vérifie que :
Twiig) = 1o\ ({(¢,j)} UAU B)
o A={(,k) i<k <jetw(i) > w(k)
et B={(k,j) |i<k<jetw(i)>uw
)

)
Enfin avec 4 = B = #{k €]i,j[ | w(i) > w(k w(j)} le lemme est
démontré. o

Dans ce qui va suivre, cette égalité va surtout étre utile pour les involutions
de S,,. Soit o une involution de S, on décompose o en produit de cycles de
supports disjoints (qui sont ici des transpositions) :

o =[G o).
iel
Le support de o est alors
Supp(0) = (i, 0 ()}
iel
Dans ce cas, si on multiplie une involution o par une réflexion (i, j) de support
disjoint de celui de o, I’expression devient encore plus simple :
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Corollaire 6.1 Si w est une involution, et (i,7) une réflexion telle que le
support de w soit disjoint de {i,j} alors on a :

l(w(i,j)) = l(w) + 1 + 2Card {k €]i, j] | w(k) €]i, j[}.

Preuve : Il suffit d’appliquer le lemme 6.1 & w’' = w(i,j) qui vérifie bien
(w'(i) = j > w'(j) = i) car le support de w ne contient ni ¢ ni j. Enfin, la
condition j = w'(z) > w'(k) > w'(j) = i, n’est autre que w'(k) €]i, j[ car si
k €li, j[ alors w'(k) = w(k). o

6.2 Position des racines par rapport a une involution
de §,,.

Dans la section 3.5.1, on a, pour une involution scindée 0, décrit les invo-
lutions tordues, calculé 'image de 'application ¢, et la position d’une racine
par rapport a une involution tordue en fonction des “vraies” involutions du
groupe de Weyl. En particulier, dans la cas de I'involution scindée de PSL,
(i.e. pour l'espace symétrique PSL,,/PSO,) l'interprétation de la position
d’une racine par rapport a une involution tordue devient aisée. Soit w = ows,
une involution tordue de PSL, /PSO,, ou o est une “vraie involution” de
Sp, on décompose o en produit de cycles de supports disjoints qui sont ici

des transpositions :
o=1]6 o)
il
ou on choisit I tel que Vi € I i < o(i). Le support de o est alors
Supp(0) = (J{i, o(i)}-
il
On a la proposition suivante :
Proposition 6.1
I(w) ={(,0(2) | i € I},
C(w) ={(i,) [ i <J, j #0(i), Supp(o) N {i,j} # 0} \I(w),
R(w)={(i,)) | i < j, j#0o(i), Supp(o)N{i,j} =0}.
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Preuve : Clest un corollaire immédiat du lemme 3.6. o

De plus, dans les décompositions de Springer des involutions tordues pour
0, on va montrer qu’il y a unicité du sous-systeme de racines II, stable par
0 tel que wy ) = —Id;. L’ensemble S des racines simples est paramétré par
S ={1,---,n—1}, ou i correspond a la racine (i,7 + 1). On commence par
démontrer le

Lemme 6.2 Soit II un sous-ensemble de S = {1,--- ,n — 1} tel que wyf =
—Id, alors 11 est un intervalle de la forme {k,--- ,n —k}.

Preuve : L’action de 0 sur S est donnée par (i) = n — i. On définit
, , . _n—1 . ,
ip = sup{i € S tel que i < —5 ot ¢I,i+1ell}.

Si ce sup n’existe pas, c’est que II = S qui est bien de la forme annoncée.
S’il existe, alors, par définition de 7y et par le fait que II soit stable par 6,

I'ensemble ITy = {ip + 1,--- ,n — iy — 1} est contenu dans II. On pose alors
[T, = II\II; ; IT et IT; sont stables par 6 donc IIy I'est aussi, et il se décompose
donc en ITH TA(IT}) avec IT) C {1,---,[25*]}. On a ainsi décomposé I en trois

sous-ensembles orthogonaux (en effet iy ¢ II donc IT; L IT}). Par conséquent :
o _ o o o
wn = lengwa(%).

Si bien que l'on a (wg#)(Il},) = —@(I1}). Or, par hypothese, w{f agit comme
-Id sur IT donc (wg#)(I1,) = —II),. Ceci implique O(I1,) = II),, donc II} est
vide. Par conséquent IT = II; qui est de la forme annoncée. o

Soit une involution tordue w € S,,. Pour toute décomposition de Springer
w = w'wif(w')™t, on a, d’apres la proposition 2.2, R(w) = w'(®). Or le
cardinal de R(w) ne dépend que de w. Donc le cardinal de ®;; ne dépend que
de w. D’apres le lemme précédent, il résulte que II ne dépend que de w.

6.3 Relations d’adhérence en codimension 1.

On s’intéresse aux singularités en codimension 1 d’une adhérence d’orbite
O,. Pour cela on va utiliser les slices construits dans la section 4. Dans la
section 3.6.2 on a expliqué comment obtenir les diviseurs irréductibles, stables
par B de O,. Ils sont obtenus de deux manieres possibles & partir d’une
décomposition de Springer ¢(v) = w'wyf(w')™', et d’une écriture réduite
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w' = s;---s1. Pour lespace symétrique PSL, /PSO,, on va montrer que

dans le cas ou la relation provient de vy = w'™ ', le slice est une droite (c’est
le lemme 6.6). Le cas de l'effacage de I'un des s; se sépare en deux sous-cas :
soit la relation reste entre des orbites de méme rang, auquel cas le slice est
une droite formée des points fixes d’un slice de dimension 2 (c’est le lemme
6.7), soit le rang change, auquel cas il ne peut qu’augmenter, et on va montrer
que dans ce cas le slice est singulier (c’est le lemme 6.9).

D’apres la paramétrisation des orbites d’'un sous-groupe de Borel dans
SL,/SO,, de la section 1.4, 'application

© : VSLn/SOn — A
v = p(v)w®

est presque injective : la fibre en v est de cardinal 2 si p(v)w® est une in-
volution sans point fixe, et de cardinal 1 si ¢(v)w® possede un point fixe.
L’application ¢ devient injective pour Iespace symétrique PSL, /PSO,. De
plus, @ est décroissante (car ¢ est croissante et la multiplication par w® est
une application décroissante de W dans lui méme), par conséquent on va
travailler sur I'ordre de Bruhat sur les involutions.

6.4 Ordre de Bruhat sur les involutions.

On commence par définir au niveau des involutions tordues ce que veut
dire : w’ monte w € Zy. Dans le cadre de I'espace symétrique PSL,/PSO,,
I’application ¢ est surjective. Par conséquent, pour chaque w € Zy, il existe
v eV tel que p(v) = w. C’est cette propriété qui donne un sens a la

Définition 4 On dira que w' € W monte w = p(v) si w’' monte v surv' (au
sens de la section 3.2). On note alors w' x w = p(v').

Par exemple, dans le cas ou « est une racine simple alors s, monte w si et
seulement si s,w > w. De plus, d’apres le lemme 2.1 :
— s0it s,wb(s,) = w, ce qui implique s,w € Zy auquel cas on a s, * w =
SaW,
— soit sqwl(s,) # w, auquel cas la longueur augmente de 2 et on a
So kW = Sqwb(s4).
Soit ¢ une involution. On écrit pour cw® une décomposition de Springer :

ow® = SiySi_y " Silwlqle(sil) o '9(52'!71)9(8”).
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Ce qui au niveau de o donne :
_ o_ o
O = 85§84y """ Sy WW S4y * =+ 84y, Siy,
on notera oy = wjw°. Enfin on notera

WE = S5,

b *Siy -

6.4.1 Relation provenant de wy.

On suppose que 'on a une relation entre deux involutions o et o' qui
provient d’une relation de codimension 1 dans PSL,/PSO,, et qui de plus
provient de vy;. C’est-a-dire que 1’on choisit une racine simple « appartenant
a I, alors s,wy est une involution tordue (qui correspond a une orbite v’ de
codimension 1 dans O, ), et on suppose que s;, - - - §;, monte S,wWY SUr o’ wy.
On a le lemme suivant :

Lemme 6.3 Pour tout k € {1,... 1}, on a
(i)
Wg—1 * (sawﬁ) = Sip_y "7 50 (Sawlg[)e(sil) e .e(sik—l)

(ii) Et la racine (ig, i + 1) vérifie :
(ikv i + 1) S O”(Sik—l TS (Soéwlcil)g(sh) o .g(sikz—l))'

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur k. Il suffit en fait de montrer
(ii) au rang k car alors I’énoncé (i) au rang k + 1 en découle.

k =1, Au niveau des “vraies” involutions, I'involution associée a s,wy est
sqom. Or, le support de s, et celui de oy sont disjoints, donc on a

Supp(sqon) = Supp(se) L Supp(on).

Or le support de s;, rencontre le support de oy (car s;, est complexe pour
wyy). Ainsi le support de s;; rencontre le support de s,oy. Par conséquent,
par le lemme 6.1, la racine (i1,7; + 1) est dans C(sqwy) ou dans I(s,wy).
Or I(sqwy) = I(wgy) U {(a,a + 1)} et s;, ne peut étre égale a s,, ni étre
imaginaire pour wyg. C’est donc que la racine (i1,4; + 1) est complexe pour
sqwp- De plus, elle monte s,wy donc elle est dans C” (s wy).

k = k+1 Si (i) est vérifiée pour tout m < k alors on a :

SUpP (i, - - 81y 8a0MSiy "+ Siy) = i+ 8iy (SUPP(a))Usiy, -+ - iy (Supp(om))-

68



D’autre part le support de s;, ,, rencontre le support de s;, - -+ 53, 0m8;, -~ - 84,
qui n’est autre que s;, - - - s;, (Supp(om)). Donc la racine associée (g1, ik+1 +
1) est complexe pour s;, ---s; (Sqwi)0(si,) - 0(s;,). Ce qui démontre le
lemme. o

En corollaire de ce lemme on a :

Corollaire 6.2 Si o € II et si s, -+ 55, monte sqwy, alors

[(siy -~ siywnb(siy) - --0(si,)) = Usi - - siysawnf(siy) - - 0(si,)) = 1.

6.4.2 Relation provenant de ’effacage

On regarde maintenant la situation qui provient de 'effacage de s;,, donc
on suppose que s; ---s;,., monte s; -+ s, whl(s;) - 0(s;,_,) sur o'wy
pour que la relation soit de codimension 1. Pour [ > m > k£ > 1 on note

W,k = Sip, =" " Sy

Si on suppose que pour tout m > k la racine (i, i, + 1) est complexe par
rapport & Wy,—1 g1 * (Si,_, -+ - Sy, wyb(si,) -+ - 0(s4,_,)) alors on pose

B =5 si,_, (g, i + 1)
et on a
ow® = 5854 "t Syt Silwlczlg(siz) e 9(‘;%) T 9(5i1)0(8ﬂ) =

e 'Si1w1?[9(5i1) t '9(5i1)

et la différence des longueurs :

Si

l(ow®) —(o'w®) = 2.
En revanche, s’il existe m tel que (i, i,, + 1) soit imaginaire par rapport

Wm—1,k+1 * (Sik—l v 'Si1w1919(5i1) te .H(Sik—l))7

on choisit le premier indice qui est ainsi :

m = 1inf{j > k| (im, im+1) € I (W1 gr1%(Si,_, - - Siwi0(si,) - 0(si,_, )}
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On définit alors 8 € C"(s;,_, -85, - sq,wif(si ) - 0(si,) - 0(sy,)) don-
née par la situation ou toutes les racines restent complexes. C’est-a-dire

B = W1 g1k Gp1))-
On note alors ¢ = i,,. L’involution associée :
0—1 — Sim—l .. '8;1« .. 'Silo—Hsim_l .. 'S;Jk “ e Sil

est de la forme o = (i,7 + 1)7, ot 7 est une involution puisque (7,7 + 1) est
imaginaire pour o;w°. De plus, [ est complexe pour s;7w°, donc le support
de 3, qui est réduit & deux éléments, rencontre celui de (7,7 + 1)7. La figure
3 résume cette situation.

St
538i,, TSgW°

FiG. 3 — Le rang augmente.

En fait, le support de 8 doit rencontrer le support de (7,7 4+ 1) puisque
(7,74 1) est complexe pour s(i,7+ 1)7sgw®. Enfin ’hypotheése “m minimal”
donne aussi

U(s5(3, i + 1)rsg) = 1((6, + 1)) — 2. (G)

On a alors le lemme suivant :

Lemme 6.4 Le support de 3 rencontre le support de T.
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Preuve : On suppose qu’il ne le rencontre pas; alors il y a 4 types de racines
possibles : 8 = (i,p), (p,i), (i + 1,p) ou (p,i + 1) (on ne considere que les
racines positives, i.e. (i,7) vérifie i < j). On traite le cas f = (i,p) avec
p ¢ Supp(7). On a alors sg(i, i+ 1)7sz = (i + 1, p)7. D’apres le corollaire 6.1
on a aussi :

i+ 1,p)r) =1(1) +1+2Card{a €]i+ 1,p[ | 7(a) €])i + 1,p[}.

De plus, I((7,i+1)7) = I((7,i+1))+1, ’égalité ci-dessus donne donc I(sz(i, i+
1)7sg) > U((i,i+1)7) ce qui contredit I’égalité (G). Les autres cas se traitent
de maniere totalement similaire. o

Puisque le support de 3 rencontre le support de 7, on peut supposer qu'’il
rencontre {p,7(p)} avec t = 7(p) > p. Ainsi, la racine 8 a pour support
un élément de {i,i + 1} et un élément de {p,t}. De plus, on peut supposer
Supp(5) = {i,p} ou Supp(B) = {i,7(p)} car sp(i,i + 1)7s5 = s4(i,i + 1)7s,
ouy = (i,i+1)7(S). On écrit 7 = (p, t)7". On a alors la proposition suivante :
Proposition 6.2 Sous ces hypotheses, pour que [’équation (G) soit vérifiée,
on a nécessairement : p < i < i+ 1 < t, f = (p,i), et T nenvoie pas
d’élément de |p,i[ dans |i + 1,t[.

Preuve : On raisonne par élimination en utilisant le corollaire 6.1. On rap-
pelle que o1 = (i,i+1)(p,t)7" et on note oy = s(i, i+ 1)(p, t)7'sg 'équation
(G) s'écrit [(03) = l(07) — 2.

Sii<i+1<p<t, alors

l(o1) =U(1") + 2+ 2Card{a €]p, t[ | T'(a) €]p,t[}.
~ Si 8 = (i,p) alors oy = (4,t)(i + 1,p)7" et donc
l(oy) = 1(7") + 2 + 2(Card{a €]i, t[ | 7'(a) €]i,t[}+
Card{k €)i+ 1,p[ | 7'(a) €]i + 1,p[}).
Or {a €lp,t[ | '(a) €]p,t[} C {a €]i,t[ | 7'(a) €]i, t[} donc I(0o9) > (01)
ce qui contredit I’hypothese.
— Si g = (i,t) alors 092 = (i,p)(i + 1,¢)7" et donc
l(o9) = U(T") + 2+ 2(Card{a €i,t[\{i + 1} | 7'(a) €]i, t[}+
Card{k €|i+ 1,p[ | 7'(a) €]i + 1,p[}).
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Or la encore {a €]p,t[ | 7'(a) €]p,t[} C {a €]i,t[ | 7'(a) €]i,t[} donc
I’hypothese n’est pas vérifiée.
Sip<t<i<i—+1,alors

[(o1) = U(T") + 2+ 2Card{a €]p,t[ | T'(a) €]p,t[}.
— Si B8 = (p,i) alors oy = (t,i)(p,i+ 1)7" et donc
l(02) = U(7") + 2+ 2(Card{a €]t,i[ | 7'(a) €]t,i[}+

Card{a €]p,i+ 1] | 7'(a) €]p,i + 1[}).
Or {a €p,t[ | 7'(a) €]p,t[} C {a €]p,i+1[ | 7(a) €]p,i + 1[} donc
l(o9) > l(07) ce qui est exclu.
~ Si 8= (t,i) alors o9 = (p,i)(t,i+ 1)7" et donc

l(o2) = 1(7") + 2+ 2(Card{a €]p,i[\{t} | 7'(a) €]p,i[}+

Card{k €Jt,i+ 1] | 7'(a) €]t,i + 1[}).
Or la encore {a €]p,t[ | 7'(a) €]p,t[} C {a €]t,i+ 1] | 7'(a) €]t,i+ 1[}
donc 'hypothese n’est pas vérifiée.

Sip<i<i+1<t, alors

l(o1) =U(1") + 2+ 2Card{a €]p, t[ | T'(a) €]p,t[}.
— Si 8= (p,i) alors oy = (p,i + 1)(i,t)7" et donc
l(o2) = U(7") + 2+ 2(Card{a €]p,i + 1[ | (i,t)7'(a) €]p,i + 1[}+

Card{a €]i,t[ | 7'(a) €]i,t[}).
ori¢ I ={a€lp,i+1[| (i,t)7'(a) €]p,i+ 1[} donc

I = {a €lp,i[ | (i,t)7"(a) €]p,i[}
et la condition sur les longueurs donne :
Card{a €li,t[ | 7'(a) €]i,t[}) + Card{a €]p,i[ | (i,t)7'(a) €]p,i[} =

Card{a €]p,t[ | 7'(a) €]p, t[} — 1.

Ce qui est vrai si et seulement si 7/ n’envoie aucun élément de |p, ]
dans i, t[.
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— Si B = (i,t) alors o9 = (p,i)(i + 1,¢)7" et donc
[(o2) =U(T") + 2 + 2CardI] + Cardl,
ou
Iy ={a€lpi[ | 7'(a) €]p,il} et
I ={a€li+ 1,1 | 7'(a) €]i+1,t[}

Il est clair que I] LT I, 1T {i,i + 1} C {a €]p,t[ | 7'(a) €]p,t[}. Par
conséquent, on a [(03) < [(07)—4 ce qui est encore exclu par hypothese,
et qui termine la preuve de cette proposition

&

Maintenant que le premier endroit ol une racine complexe devient imagi-
naire est analysé, on est dans la situation de la figure 4. On va montrer la

(p,4)(i \1, t)r'

\ Ui

(p,t)(i,0+ 1)’

FiG. 4 — Situation singuliere

proposition suivante :

Proposition 6.3 Pour tout | > j > m, la racine (i;,i; + 1) est compleze
POUr Wj_1 my1 * (P, )T WC.

Preuve : On commence par montrer un lemme général dans le cadre des
involutions tordues :

Lemme 6.5 Soit w € Zy, si « € SN C"(w) alors
C" (sqwh(54)) = 5o (C"(w))\{—a, sqwb()}

Preuve : Soit f € C"(w), on commence par montrer que si f # « et [ #
wh(a) alors v = s4(8) € C"(sqwb(s,)). Tout d’abord v doit étre positive, or
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a est une racine simple et § est une racine positive, donc v > 0 & (3 # a.
De plus, on a

Sawg(sa)g(’y) = Sawg(ﬁ)'

Or 3 est complexe pour w, donc wl(3) # . Par suite, sqw8(s4)0(7y) # £,
i.e. 7 est complexe pour s,wf(s,). Enfin, la racine 8 vérifie aussi wf(f) > 0
(elle n’est pas seulement complexe mais dans C"(w)). Si f # wé(«), la racine
sqwb () est positive, soit encore v € C"(s,wb(s,)) Finalement, on a montré
que

Sa(C"(w))\{—a, sqwb(a)} C C"(sqwh(s4)).

Soit maintenant v € C"(s,wf(s,)), alors on montre facilement (avec les
mémes arguments que précédemment) que = s,(7) € C”(w). Le lemme est
démontré. o

On retourne a la preuve de la proposition 6.3. Dans la situation de la figure
4, on a
C"((p,))(i + 1,t)7w) N I((p,t)T'w°) =0

donc comme s;, ., monte (p,i)(i + 1,)7’w®, en tant que réflexion associée
a une racine complexe, et que par hypothese elle monte aussi (p,t)7'w®, la
racine (%41, %m+1 + 1) est nécessairement complexe pour (p,t)7'w®. Avec le
lemme 6.5 on est encore dans la méme situation pour s;,, ., *(p,1)(i+1,¢)7'w®
et s, *(p,t)T'w® (i.e. les racines complexes qui font monter la premiere ne
peuvent étre imaginaire pour la deuxiéme). Et par récurrence, la proposition
en découle. o

Enfin, on précise encore la situation ou 1'on passe par la figure 4.
Proposition 6.4 Pour toutl > j > m on a
(1) wj_1mi1 monte (p,t)(i,i+ 1)7'w® ainsi que (p,i+ 1)(i,t)7'w®,
(it) la racine (ij,i; + 1) est compleze pour wj_q mi1 * (p,t) (4,7 + 1)7"w®
et Wj_1my1 * (p,1 + 1)(4, 1) 7" w".
Preuve : La preuve de cette proposition se fait par récurrence sur j. On
commence par traiter le cas j = m + 1. On pose

imy1 =107 = (p, )7, 06 = (p,i)(i + 1,t)7,
et on rappelle que oy = (p,t)(i,1 + 1)1’ et 09 = (p,i + 1)(i,¢)7".

En premier lieu, la racine (r,r + 1) est complexe pour oyw® et oyw®. En
effet, par la proposition 6.3 la racine (r,r + 1) est complexe pour o] et b,
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donc {r,r + 1} rencontre les support de ces deux involutions. En particulier,
{r,r + 1} rencontre {p,t} U Supp(7’), et, d’apres le lemme 6.1,

(r,r+1) ¢ R(oyw®) U R(oyw®).

De plus, (r,r + 1) ¢ I(Tw®), sinon cette racine serait imaginaire pour ojw?®,
et (r,r+1)¢ {(i,i+1),(p,i+1), (1), (p,t)}. Finalement

(r,r+1) € C(oyw®) N C(oaw®).

On va maintenant montrer que (r,r + 1), monte oyw® et gyw®. D’apres
le lemme 3.6, il suffit de montrer que (r,r + 1)oy < oy et (r,r + 1)oz < 0.
Ce qui, d’apres le lemme 6.1 (appliqué & o, ! = 0 et 05! = 03), est encore
équivalent a

o1(r) < o1(r+1) et og(r) < oo(r +1). (H)

Si {r,7r + 1} N {p,i,i + 1,t} = O alors o1(r) = o3(r) = 7/(r) et oy (r +
1) = o9(r + 1) = 7'(r + 1). De plus, sachant que (r,r + 1) monte o}, on a
7'(r) > 7'(r + 1). La condition H est donc vérifiée.

Si {r,r + 1} N {p,i,i + 1,t} # 0 les tableaux ci-dessous explorent les
différentes possibilités.

(r,r+1) = (»—1,p) (p,p+1) (1 —1,4)
oy(r)y<oi(r+1)| Tp-1)<t |t<T(p+1)(x)| 7T(i—-1)<i
oh(r) <oh(r+1)|7(p—1) <i(x)| i<t (p+1) |7'(i-1)<p(x)

UI(T)JO-I(T—i_l) T,(p_l)at t,T’(p—l) Tl(i_l)ai—i_l
oo(r),o(r+1) | (p—1),i+1 | i+1,7(p—1) (i —1),t
(r,r+1) = (i+1,i+2) (t—1,1) (t,t+1)

ol(r)y<oi(r+1)|i+1<7(i+2)| 7'(t—1) < p(x) p<T7(t+1)

oh(ry<oh(r+1) | t<7(i+2)(x) [7t—1)<i+1]i+1<7(t+1)(x)

o1(r),o1(r+1) i, 7' (i +2) T'(t—1),p p,T'(t+1)

oo(r), o2(r + 1) p, 7' (i +2) T'(t —1),i i, 7' (t+1)

Dans ces tableaux, la racine (r,r+1) = (4,74 1) n’apparait pas puisque celle-
ci est imaginaire pour o}. De plus, on remarquera que sir =pour =14 — 1
(respectivement r = i+ 1 ou r = ¢t — 1) alors i — p > 1 (respectivement
t—i+1 > 1), ainsi dans chacun de ces cas Uintersection {r,r+1}0{p, i,i+1,t}
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est réduite a un élément. Enfin, la case marquée du signe (x) permet de
vérifier la condition H dans chacun des cas.
On obtient donc

(ry,r+1) € C"(o1) NC"(02).
La proposition découle alors du lemme 6.5 par une récurrence facile. o

Si la relation provient de l'effacage de s;,, et si on passe par la situation
de la figure 4, alors la proposition 6.4 montre que wy ,,+1 monte oy, 0y, 0] et
oh, en ne passant que par des racines complexes. On définit alors les racines
a1 = Wimt1((7,7+ 1)) et ag = wyme1(B) (on rappelle que 5 = (p,i)). On est
dans la situation de la figure 5 ci-dessous.

— "
0 = Sa;50e0 SasSay
7 N

aq, \
/ \
/ AN
7! * "
Say0 Say Sq, 0
\
\\ /
\\ /
G2 2 g
N
O.II

F1G. 5 — Situation singuliere (bis).
De plus, les différences des longueurs sont :
1(Say0"50s) — U(Say5as0" SanSay) = 1(0") — 1(S0y0" S0y ) = 2

et l(0") = l(5q,0") = 1.

En particulier, il existe deux racines oy € C'(ow®) et ay € I(ow®) telles que :
(i) la racine oy est complexe pour s,,cw°(s,, ), avec

[(SaySa 0w 0(80,)0(5ay)) — (S, 0w 0(Sqe,)) = 2
(ii) la racine oy est imaginaire pour Su,Sq, 0wW°0 (54, )0(Sqa, ), avec

[(Say SasSa; 0WH(Sa;)0(Say)) — U(SaySa, 0w (e, )0(Sa,)) = 1.
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6.5 Conséquences sur les singularités.

On se place toujours dans l’espace symétrique PSL,,/PSO,,. On suppose
que l’on a v’ < v avec O, de codimension 1 dans O,. On va voir qu'il y a
alors trois possibilités pour le rang de v’ par rapport au rang de v. Il peut
augmenter de 1, diminuer de 1, ou rester constant.

Remarque : Encore une fois le rang s’interprete facilement en termes d’in-
volutions pour PSL,/PSO,. En effet, si on choisit une décomposition de
Springer p(v) = w'wif(w')”" alors d’apres le lemme 3.3 on a

rg(v) = 1g(PSLy,) — rg(PSO,) + dim(T); “1).

Le rang de PSL, est n — 1 et celui de PSO,, est [(n — 1)/2] d’ou on obtient

1g(PSL,) — rg(PSO,) = {” i 1} -

D’autre part, d’apres le lemme 6.2, IT est de la forme {k,--- ,n — k}, d’ou

rg(v) = {”“] EE

2 2

Si on écrit p(v) = ow® alors U'interprétation du rang est encore plus aisée.
En effet, toujours en décomposant ¢ en produit de transpositions de support

disjoints :
o =[]t (i)
icl
alors la dimension de Trf wit est aussi le cardinal de I. Ainsi on a

n+1
2

rg(v) = [ ] + Card(1).

On choisit une décomposition de Springer
QD(U) =Sy Silwﬁe(sil) oo 0(521)

6.5.1 Le rang diminue.

D’apres les différentes propositions sur les involutions de la section précé-
dente, si rg(v') < rg(v), il est nécessaire que la relation d’inclusion provienne
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d’une orbite v de codimension 1 dans une Pp-orbite fermée. Or on a vu (par
le corollaire 6.2) que, dans ce cas, il existe une racine simple a € II telle que :

(V") = 84, -+ siySawiO(siy) - - 0(s4,).

De plus, la différence des longueurs de p(v) et p(v') est 1. Par conséquent,
le slice (d’apres 4.4) ne peut étre qu'une droite, car c’est une droite dans
G/B x G/B. D’ou le lemme :

Lemme 6.6 Si on a rg(v') < rg(v), alors le slice en v' intersecté avec O, est

une droite, et par conséquent O, est lisse le long de O, .

Remarque : On peut donner explicitement ce slice. On choisit un représen-
tant v’ dans G, tel que v'8(v')~" € N(T'). Alors un slice en v’ dans SL, /SO,
est

U~ N, (U ).
La racine f = s;, - - - 5;, (o) définit un sous-groupe unipotent U_g C U~ N
Y, (U™). On vérifie alors facilement que

U v’

est un slice en v’ dans O,.

6.5.2 Le rang reste inchangé.

Si le rang reste inchangé, alors les propositions de la section précédente
montrent que l'on est dans la situation ou on a effacé s; et que tout le
long du chemin le rang n’a pas changé. Par conséquent, la relation entre les
involutions ¢(v) et ¢(v') se passe dans un intervalle de Bruhat de longueur
2 dans G/B x G/ B, et les anti-invariants forment une droite dans le slice &
la G-orbite dans G/B x G/B. D’ou le lemme :

Lemme 6.7 Si rg(v') = rg(v), alors le slice en v' intersecte O, suivant une
droite, et par conséquent O, est lisse le long de O,.

Remarque : Ce slice est encore completement explicite. On a défini dans
ce cas la racine 8 = s;, - -+ 5, | (ix,ir + 1). Cette racine définit le sous-groupe

unipotent U_g. Et toujours en choisissant un représentant v e G de v tel
que v'8(v')"! € N(T). La droite

U_gv'

est un slice en v’ dans O,,.
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6.5.3 Le rang augmente.

Bien que la fonction rang soit compatible avec 'ordre faible, elle ne
'est pas avec l'ordre de Bruhat (ordre fort). Pour les espaces symétriques
généraux, il semblerait que les problemes de normalité soient liés avec des
inclusions ou le rang augmente, et surtout avec les arétes de type N dans le
graphe ['(G/H). Et ¢’est ce qui se passe ici pour la lissité en codimension 1.

D’apres la section précédente, si le rang augmente, cela veut dire que
I'on est passé au niveau des involutions par la situation de la figure 4.
On commence donc par calculer le slice S; a O e intersecté avec
Ow,i)i+1,6)7we- On considere le slice a la PSL,-orbite correspondante dans
PSL,/B x PSL,/B, intersecté avec l'adhérence de la PSL, orbite pa-
ramétrée par (p,i)(i+1,t)7'w°. Ce slice est contenu dans U~ N (p, t)7w°(U™),
et on vérifie que c’est 1’ensemble des matrices triangulaires inférieures avec
des 1 sur la diagonale :

U = (upy) avec ,up = a, Ujp1,p = b, uy; = ¢, w41 = d avec ac+bd =0

et tous les autres coefficients nuls. Enfin, il faut prendre dans ce slice les
anti-invariants par 1, )-we pour avoir le slice S;. Or ), -0 échange a et
¢, et échange b et d. Donc S; a pour équation a? + b? = 0 : il est formé de
deux droites. Ainsi O, ;)(i11,0)rwe st singuliere le long de O, y)rry0. De plus,
la singularité est décrite par le slice, et en particulier, la normalisation de
Op.iyit1,)rwe U Opyrwe n'est pas bijective.

En fait, on a un lemme général dans les espaces symétriques : soit O, une
orbite de B dans un tel espace. Soit O, une orbite de B de codimension 1
dans O,. On suppose que ’on a une racine complexe pour z et z' qui de plus
monte x et x’. On suppose enfin que la normalisation

10,00, = 0, U0,

n’est pas bijective. Alors on a le

Lemme 6.8 L’adhérence d’orbite O, est singuliere le long de O .. De
plus, la normalisation

F Osaw U Osaw’ — Osaw U Osaw’

n’est pas bijective.
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Preuve : On pose Y = O, U O,.. La racine simple « est complexe pour z et
x' et elle monte ces deux éléments ; ainsi, I’application

F,:Py,xgY = P)Y
est bijective et propre. La normalisation f : Y — Y induit une application
' PyxpY = Py xpY.
qui est aussi la normalisation. Ainsi on construit une application
g=Fy,of :P,xpY = P,Y

qui est birationnelle propre. Enfin les fibres de g sont formées de plusieurs
points au dessus de ' (puisque f n’est pas bijective), et g est P,-équivariante
donc il y a aussi plusieurs points au-dessus de P,x’. Ce qui, avec le théoreme
de Zariski, permet de conclure. o

La proposition 6.3 montre que pour tout [ > j > m la racine (i;,i; + 1)
est complexe pour wj_q ;41 * (p, t)Tw® et pour wj_y mi1 * (p,1) (0 + 1, ) 7we.
Ainsi, avec le lemme précédent, on a, pour tout [ > j > m 'adhérence de
l'orbite paramétrée par wj 41 * (p,7)(7 + 1,t)7w® est singuliere le long de
Porbite paramétrée par w; .1 * (p,t)7w®. En particulier, pour j = [, O, est
singuliere le long de O, .

Finalement on a le lemme

Lemme 6.9 Si rg(v') > rg(v) alors O, est singuli¢re le long de O, et donc
non normale.
Pour conclure on a le théoreme suivant :

Théoréme 7 Dans l'espace symétrique PSL,/PSO,, une adhérence d’or-
bite O, de B est lisse en codzlnension 1 st et seulement st toutes les orbites
de B de codimension 1 dans O, sont de rang inférieur ou éqgal a celui de O,.

Ce théoreme peut s’exprimer a l'aide de la combinatoire de la facon suivante :

Corollaire 6.3 Dans PSL,,/PSO,, une adhérence d’orbite O, est singuliére
en codimension 1 si et seulement si il existe deuz racines oy € C'(p(v)) et
ay € I(p(v)) telles que :

(i) la racine ay est complexe pour sq, p(v)0(sq,), avec

[0 50,1 P(0)0(501)0(505)) = L5010 (0)0(501)) = 2,
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(ii) la racine oy est imaginaire pour Sa,Sq, ©(V)0(5a,)0(5qa,), avec

[(Sa1 50550, 0(V)0(50,)0(50z)) — U(Say S0, 0(0)0(50,)0(50,)) = 1.

Preuve : D’apres le théoreme 7, O, est singuliere en codimension 1 si et
seulement si il existe une orbite O, C O,, de codimension 1 et de rang
strictement plus grand que celui de O,. On choisit une décomposition de
Springer

QO(U) = Sip silwﬁg(sil) v 0(811)

D’apres la section 6.4.2, ¢(v') est obtenue par effagage de s;,, de plus, on
est passé par la situation de la figure 4. Par suite, il existe deux racines qui
vérifient les conditions du corollaire.

Réciproquement, si on a deux racines oy et as qui vérifient les conditions
du corollaire 6.3. On définit I'orbite v’ telle que

SO(U’) = Sy SasSay (,0(1])9(8&1 )0(8042)'

On a alors I(¢(v)) —(p(v") = 3 et Oy est de codimension 1 dans O,,. Ainsi,
cette relation d’adhérence d’orbite est nécessairement obtenue par effagage,
de plus, on est passé par la situation de la figure 4. Ce qui termine la preuve
du corollaire. o

Remarque : Le théoreme 7 donne aussi un critere de lissité en codimension
1 pour SL,/SO,,. Pour cela on remarque que dans la variété de drapeaux de
SL, (qui est la méme que celle de PSL,), les orbites de SO,, sont pratique-
ment les méme que celles de PSO,,. En effet, d’apres la section 8.1, dans la
variété de drapeaux de SL,, les orbites de O(n) et celles de SO, different
uniquement si 'involution associée est sans point fixe. Ainsi, si n est impair
le théoreme 7, est également vrai pour toutes les adhérences d’orbites de B
dans SL,/SO,.
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Troisieme partie
Exemples pathologiques de
singularités

7 Exemples de singularités.

7.1 Des diviseurs non normaux.

Dans cette section on donne des exemples de diviseurs irréductibles,
stables par B, dans des espaces symétriques, qui sont singuliers en codimen-
sion 1. Ce sont donc des adhérences d’orbites de B dans G/H de codimension
1 qui ne sont pas normales.

7.1.1 Un exemple élémentaire.

On a beaucoup d’exemples de diviseurs stables par B non normaux dans
le cadre des variétés sphériques. Le plus simple semble-t-il, est le suivant.
Soit H le sous-groupe de SLj3 formé des matrices suivantes :

*
U
*

Ce sous-groupe est sphérique, et I'interprétation géométrique de ’espace ho-
mogene SLz/H est 'ensemble des paires de points distincts de P?. Le graphe
['(SL3/H) est représenté par la figure 6. Pour obtenir ce graphe, on peut
interpréter les orbites de B x H dans SLj3 comme données par la position
relative d'un drapeau de P? (i.e. une droite et un point sur cette droite) et de
deux points distincts non ordonnés de P?. Le parabolique P, fixe un droite
de P? et le parabolique Pj fixe un point de P2.

Si on note Z l'orbite fermée de B dans SL3/H, alors D = P3P, Z est non
normale. En effet, « est de type U pour PzZ, donc ’application

Py xp PsZ = P,PsZ

S O %
S *x O

* %
¥ 0 =x
0 0 =

est birationnelle. Cependant, cette application devient de degré 2 au-dessus
de P,Z C D, puisque « est de type N pour Z. Ainsi, par le théoreme principal
de Zariski, Y n’est pas normale.
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Fic. 6 — Un diviseur non normal

Cet exemple est intéressant ; cependant, il est dans le cadre général des
variétés sphériques, et, de plus, il est obtenu pour un sous-groupe H non
connexe. Plus précisément, si on considere ’application

F SLg/HO — SLg/H

alors F1(D) est formé de deux composantes irréductibles qui se coupent
en codimension 1. C’est de la que vient la singularité de D. Dans la section
suivante, on va construire des diviseurs dans des espaces symétriques, qui
seront irréductibles, stables par B et non normaux.

7.1.2 Dans les espaces symétriques.

Soit deux entiers p,q tels que 2 < p < ¢. On considere le groupe G =
SO(p + q). Pour cela, on choisit une forme quadratique non dégénérée
sur CP77, de sorte que 1'on identifie SO(p + q) avec SO(S3). On choisit aussi
un sous-espace F de dimension p tel que la restriction de § a E soit non
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dégénérée. Ainsi on a une décomposition (orthogonale pour ()
Ct=E@E"

Enfin, soit ¢ 'application linéaire agissant par moins identité en restriction a
E et par I'identité en restriction & E+. La conjugaison par ¢ est une involution
6 de SO(p + q). Le sous-groupe des points fixes est formé des applications
de SO(p + q) qui laissent stablent la décomposition F & E+. Ce sont donc
les applications qui préservent Sg, fjp1s et qui sont de déterminant 1. On
notera ce groupe S(O(p) x O(q)).

On va construire un diviseur irréductible, stable par S(O(p) x O(q)), dans
la grassmanienne des sous-espaces de dimension p — 1, totalement isotropes
de CP*9. Pour tout entier &, on notera Gri¥(CP+9) la grassmanienne des sous-
espaces totalement isotropes de dimension & dans CP™¢. Soit

D={V G (C") | v e ENV* tel que f(v,v) =0} .

On va montrer la proposition suivante :

Proposition 7.1 La sous-variété D est un diviseur de Grie_, (C°*Y), irrédu-
ctible et stable par S(O(p) x O(q)). De plus, D est singulier en codimension
1.

Preuve : On construit une variété projective D et une application biration-
nelle avec des fibres non connexes m; : D — D. Soit la variété

D ={(V,v) € G (C"*") x Gr}(E) |V €DetveV*}.
On a les restrictions des deux projections :

m D — D
T D — Gr(E).

On commence par étudier D & Paide de la projection . Celle-ci est une
fibration sur Gr’(E), qui est une quadrique lisse de P(E), de fibre au-dessus
de v € G’ (E)

mt(v) ={V e Gl [ (C1) |ve V" ).

C’est une sous-variété de Schubert de Gr;ffl((Cerq) (i.e. 'adhérence d’une
orbite d’un sous-groupe de Borel de SO(p + ¢) dans Gr’¥_ (CP*9)). Ainsi la
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fibration est a fibre irréductible. De plus, 'espace E est de dimension stric-
tement plus grande que 2, donc la quadrique Grif(E) est irréductible. Ainsi
D est irréductible. L’application 7 est surjective, donc D est irréductible.
Finalement, D est une sous-variété irréductible, stable par S(O(p) x O(q)),
de Grly_ (Crta).

On montre maintenant que D est un diviseur. Pour tout V' € Gr;,s_l((Cp*q),
V1 est de dimension ¢+ 1 et par conséquent il intersecte E suivant un sous-
espace de dimension au moins 1. Ainsi

Q={VeG (C) | dm(V'NE)=1}.

est un ouvert de Gry_,(C**7). On a le lemme

Lemme 7.1 L’ouvert Q rencontre D. De plus, la restriction de my a 7, (20N
D) est bijective.

Preuve : On choisit une base (ey,--- ,e,) de E et une base (ep41,- -+ ,€piq)
de E*, telles que B(e;,e;) = ;. Soit alors le sous-espace

V = Vect ({ek + t€piit . po U {(€p-1 +1€5) + (€251 + zegp)}> :

On vérifie que V est un sous-espace totalement isotrope tel que VN E =
C(ep-1 +1€,). Ceci montre que €2 rencontre D. De plus, si V € QN D alors
la fibre de 7, *(V) est formée d’un unique point de Gry(E), puisque V- N E
est de dimension 1. O

On retourne a la preuve de la proposition 7.1. En premier lieu, le lemme ci-
dessus montre que m; est une application birationnelle. Mais il montre aussi
que D est un diviseur de Gr;f_l((Cp*q). En effet, D N Q est un diviseur de
défini par I"équation 3 gnyr = 0. Enfin pour montrer que D n’est pas normal,
on va montrer que les fibres de 7 ne sont pas toutes connexes. On décrit un
peu plus précisément ces fibres. Soit V' € D ; on définit le cone isotrope de /3
retreinte & ENV* :

Cy={ve EnV™*| B(v,v) =0}.
La fibre 7, ' (V) est donc le projectivisé de ce cone :

m H(V) =P(Cy).

86



Ainsi il suffit de trouver V € D tel que V* N E soit de dimension 2, et que
la restriction de 3 & VN E soit non dégénérée. Soit le sous-espace

V = Vect ({ek + 1€p it po. poo U {€2p1 + zegp}> .
C’est un sous-espace totalement isotrope qui appartient a D et on a
VENE = Vect(ep_1,ep).

Ainsi 771(V) est formée de deux points, et le théoréme principal de Zariski
permet d’affirmer que D n’est pas normal. Comme D est de Cohen-Macaulay,
il est singulier en codimension 1. o

Ce diviseur D produit dans espace symétrique SO(p + ¢q)/S(O(p) x O(q))
un diviseur D’ stable par B irréductible qui est lui aussi singulier en codi-
mension 1. Le fait que D soit irréductible dans Gr> ;(CP*?), montre que la
singularité ne provient pas du fait que S(O(p) x O(q)) n’est pas connexe. En
effet, D est irréducitble et stable par SO(p) x SO(q), ainsi, ce diviseur est
aussi 'adhérence d’une SO(p) x SO(q)-orbite dans Gr;f_l((Cerq). Donc, si on
considere ’application

F:SO0(p+q)/SO(p) x SO(q) = SO(p+q)/S(0(p) x O(q)),

le diviseur F~1(D') est irréductible. Ce diviseur est 'adhérence d’une orbite
d’un sous-groupe de Borel dans SO(p+¢)/SO(p) x SO(q), et il est singulier
en codimension 1.

Remarques :

e La variété D que 'on a construite n’est pas lisse. Elle se fibre sur Gr*(F)
avec fibre une variété de Schubert Y dans Gr> ;(CP*?). Or on peut montrer
que Y est singuliere.

e Cet exemple donne des diviseurs non normaux dans des espaces symétriques

scindés. En effet, SO(4n)/S(O(2n) x O(2n)) est scindé (voir [Spr87, Table
1]).

7.2 Des adhérences d’orbites qui ne sont pas de Cohen-
Macaulay.

Dans cette section, on construit, dans SL,/SO,, des exemples d’adhé-
rences d’orbites qui ne sont pas de Cohen Macaulay. On fixe une forme qua-
dratique non dégénérée 3, et on choisit un sous-groupe de Borel B et un tore
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maximal 7" tels que (B,T) soit standard. Les racines simples sont alors pa-
ramétrées par les couples a; = (7,7 + 1). On notera S I’ensemble des racines
simples, et s,, la reflexion simple associée a «;. Pour chaque sous-ensemble
IT de S, on notera Pj le parabolique contenant B associé a II.

7.2.1 Un premier exemple d’adhérence d’orbite qui n’est pas de
Cohen-Macaulay.

Dans SL7;/SO7 on trouve des adhérences d’orbites d’un sous-groupe de
Borel qui ne sont pas de Cohen Macaulay. La figure 7 représente une partie du
graphe de SL;/SO7. Cest un intervalle de Bruhat qui est obtenu & partir de

F1G. 7 — Un intervalle de I'(SL7/SO7)

la description des orbites a travers 'application ¢. On a ajouté, en pointillés,
les relations d’inclusions d’adhérences d’orbites. Dans ce graphe, 'orbite O,
est paramétrée par l'involution x = (1,3)(2,5)(4,6). Une décomposition de
Springer de ¢(v) est

P(V) = SagSasSasSasSasSasSas0(5as)0(Sas)0(Sas)0(Sas)0(Sas)0(Sas)0(Sas)-

On va montrer que X = O, est lisse en codimension 1 et non normale.
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Pour la lissité en codimension 1, on vérifie que les seules orbites de
B de codimension 1 dans X sont s,,v, 54,0, Se;v. D’apres le théoreme 7,
I'adhérence O, est lisse en codimension 1.

L’adhérence d’orbite O, est homogene pour I’action du parabolique maxi-
mal Pg\,,. En effet, cette orbite est paramétrée par I'involution :

Yy = (17 4) (27 5) (37 6)7

et on vérifie facilement que pour tout ¢ # 3 on a s,,ys., > y. D’apres
le lemme 3.6, ’adhérence d’orbite O, est donc stable par les paraboliques
minimaux F,, avec ¢ # 3. Elle correspond a l'orbite fermée de SO; dans
la grassmanienne des 3-plans de C”. Elle est donc lisse. Par conséquent une
résolution des singularités de X est donnée par ’application

F: P,y x3 Opy—P,,0, = X.

Cette application F' est propre et birationnelle (puisque s,, monte v’ par
une aréte de type U). Elle devient de degré deux le long de F~!(P,,0,.).
En effet, F~1(P,,0,,) = Pa, X (Pa; O,, N O,), or sur le graphe toutes les
relations d’inclusions d’adhérences d’orbites sont représentées ; en particulier,
P,,0,, N Oy = O, donc FY(P,,0,,) = P,, xp O,,. Enfin, la réflexion
simple s,, est de type N pour O, , donc F' devient de degré deux le long de
cette sous-variété. Ainsi les fibres de F' ne sont pas connexes, ce qui d’apres le
théoreme principal de Zariski montre que X n’est pas normale. Finalement X
n’est pas de Cohen-Macaulay d’apres le critére de normalité de Serre ([Eis95,
§18.3]).

7.2.2 Une généralisation de cet exemple.

On va décrire ’adhérence d’orbite de la section précédente d’une facon
un peu plus géométrique, et montrer, a ’aide de résolutions des singularités
explicites, que cet adhérence d’orbite n’est pas de Cohen-Macaulay. On va
aussi généraliser 'exemple précédent dans SLgy,11/SO9,11

On regarde cette fois les orbites de SOq,1 dans la variété de drapeaux
Fons1 de SLo, 1. Soit la sous-variété

X={WicVoaC - C Vo | By, =0et 18(Bv,,,) <2} C Fongr.

Remarque : Cette variété est 'adhérence de l'orbite paramétrée par I’in-
volution

z=1,n)2,n+2)...(k,n+k)...(n—1,2n —1)(n + 1, 2n)
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en particulier, pour n = 3, on retrouve I'exemple précédent.
On va construire une désingularisation F': X — X. Quelques remarques
géométriques pour commencer.

Lemme 7.2 Soit F =V, C ... C Vi, un élément de X tel que rg(B,,,) =
2, alors

dim(V;X NV, 1) >n—2.

Preuve : Considérons le noyau de /3 restreinte a V11 : @ = ker(8|V,,11). Le
rang de la restriction de 8 a V41 est 2, donc le sous-espace () est de dimension
n — 1. La dimension de Vniﬂl N V,_1 est aussi la dimension de Q NV,_;. A
priori, cette dimension est supérieure ou égale a n — 3 (car on intersecte deux
sous-espaces de dimension n — 1 dans V4, qui est un espace de dimension
n+1). Sila dimensionde W =QnNV,, ;est n—3,alors V,, ; =W®&P ouP
est un sous-espace de dimension 2. Le plan P n’intersecte pas (), donc c’est
un supplémentaire de () dans V,,;1. Par conséquent, (3 restreinte a P est non
dégénérée, ce qui contredit I’hypotheése 3y,_, = 0. Donc la dimension de W
est supérieure ou égale a n — 2. o

On définit alors X comme un sous-ensemble de Fy, 1 X Gr, ou Gr, est la
grassmanienne des n-plans dans C*"*! | notée précédemment Gr,, (C***1)) :

X={(VicVaC - CVap),W) | Voot CW C Vpyq et B|W = 0}.

Lemme 7.3 La variété X est lisse et irréductible.

Preuve : On considére la projection 7 de X sur Gr,. L’image de 7 est
I’ensemble des sous-espaces totalement isotropes de dimension n, qui est une
variété irréductible et lisse. De plus, I’application 7 est une fibration sur cette
grassmanienne de n-plans totalement isotropes. La fibre au-desssus de W est
I’ensemble des drapeaux

T W) ={Vi C  CVap | Vaut CTW C Vi }
On considere alors la restriction de la projection
Tole1wy 1 T (W) = Gryog X Groys.

Cette application est encore une fibration. L'image est homogene sous le
parabolique @) qui stabilise W (donc irréductible et lisse). La fibre ! (Vo1 C
Vp41) est un espace homogene sous le parabolique P qui stabilise V,, ;| C
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Vit1- La fibre de my est donc irréductible et lisse. Ainsi, la fibre de 7 est
irréductible et lisse, et par suite X est irréductible et lisse. o

Soit alors F' la projection de X sur Fons1. Il est clair que F' envoie X sur X.

Lemme 7.4 L’application F est birationnelle. C’est un isomorphisme en
restriction a l'ouvert F~1(Q), ou

Q={(Vi C--C Vo) €X | dim(V;550V, 1) =n—2 et rg(B,,,) = 2}

Preuve : Il s’agit bien d'un ouvert d’apres le lemme 7.2. Maintenant, pour
chaque drapeau de €2, soit W un sous-espace de dimension n totalement
isotrope tel que V,,_y C W C V,41. Le rang de f restreinte a V1 est 2,
donc tout sous-espace de dimension n totalement isotrope doit contenir le
noyau de (. De plus, W doit contenir aussi V,,_;, donc W contient V,, ; et
ker(fy,,,)). D’aprés ’hypothese sur les dimensions, on a

W = Vect(V;,—1, ker By, ., ).
C’est-a-dire , 7 est un isomorphisme en restriction a 2. o

Ainsi, F' est une résolution des singularités de X. Cependant, cette applica-
tion devient de degré 2 en codimension “assez grande” :

\

Lemme 7.5 L’application F est de degré 2 en restricion o F~1(Z) o
Z = {(Vv1 - ‘/2 c---C ‘/2n) € X | ker(ﬂ\VnJ,-l) = Vn—l}-

Preuve : Soit F = (V3 C -+ C Vo) € Z, alors V11 = V,,_1 @ P ou P est
un 2-plan sur lequel § est non dégénérée. Soit (e1,e_1) une base de vecteurs
isotropes de P telle que (e, e 1) = 1. Soit W un sous-espace de dimension
n de V;,;1 contenant V;,_; tel que By = 0; alors W est engendré par V,,_; et
un vecteur v = Ae; + pe_; de P. La condition By = 0 se traduit par A = 0
ou = 0; ainsi on a exactement deux antécédents de F dans X qui sont
W = Vect(Vn_l, 61) et W2 == Vect(Vn_l, 6_1). <>

Ainsi X ne peut étre normale par le théoreme principal de Zariski. Pour finir,
calculons la codimension de Z dans X.

Lemme 7.6 La codimension de Z dans X estn — 1.
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Preuve : Pour calculer cette codimension on va “dévisser” le probleme. On
commence par se restreindre a 'ensemble Q' des éléments de X tels que le
rang de [ en restriction a V), soit 2. Cet ensemble est un ouvert de X qui
contient Z.

Etape 1 : Considérons la projection :

fri Q@ = Voot CVasa [ By, = 0 et 18(B,,,) = 2} = Q).

Cette application est surjective. C’est une fibration de fibre au dessus de
chaque point x, un espace homogene sous le parabolique P qui stabilise x.
L’image de Z par f; est

A {Vn_l C Vot | Vg1 L Vg et rgﬂ\Vn+1 = 2}

On remarque alors que f; '(Z;) = Z, ainsi la codimension de Z dans X est
la méme que celle de Z; dans ).
Etape 2 : Considérons 'application :

fo: Q) = Vo [ 18(Br,p,) = 23

C’est encore une fibration, et elle est surjective en restriction a X; et Z;. Par
conséquent, la codimension de Z dans X peut se calculer dans une fibre :
pour chaque z € f5(£2)), la codimension de Z dans X est aussi la codimension
de f,'(z)N Z; dans f, ().

Etape 3 : Calcul de la codimension dans une fibre. On fixe V1 sur lequel
on a la forme quadratique 3 de rang 2; la fibre au dessus de Vj,,; est alors

Jo '(Vag1) ={W C Vqu | dim(W) =n — 1,B\W = 0}.

L’intersection de Z; avec la fibre se réduit & un point W = ker 3, par
conséquent la codimension de Z dans X est la dimension de f;'(V,i1).
Considérons alors I'application

he f7'(Vis)\ker B — B((ker 5)")
W — W Nkerf.

D’apres le lemme 7.2, lintersection W N ker B est un hyperplan de ker 3,
donc h est bien définie. Elle est surjective et par conséquent la dimension
de f71(Vis1) est égale & n — 2 (dimension de P((ker 3)")) plus la dimension
de la fibre générique de h. Pour calculer cette fibre A~ (W), on choisit un
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supplémentaire orthogonal de W Nker(3) dans V;,11 : Vy1 = M @ W Nker B.
La fibre s’identifie alors & I’ensemble des droites de M isotropes pour 3.
L'espace M est de dimension 3 et [ est une forme quadratique de rang
2, ainsi ’ensemble des droites isotropes est de dimension 1. Et on obtient
codimy(Z) =(n—2)+1=n—1. &

Enfin on a la proposition suivante :
Proposition 7.2 X n’est pas de Cohen-Macaulay.

Preuve : En effet on considere 2U Z. C’est un voisinage de Z dans X, car
c’est ’ensemble des drapeaux de X tel que le rang de 3 en restriction a V41
soit 2 (le rang maximum). L’application F' est un isomorphisme au dessus
de €2, par conséquent {2 est formé de points lisses de X. Mais F' devient de
degré 2 au dessus de Z, donc X n’est pas normale. De plus, la codimension
de Z dans X est n — 1, donc d’apres le critére de normalité de Serre [Eis95],
X ne peut étre de Cohen-Macaulay. o

8 Etude géométrique des orbites dans un es-
pace symétrique sous SL,.

Lorsque 'on veut paramétrer les orbites d’'un sous-groupe de Borel dans
les espaces symétriques, et en trouver des représentants, on peut utiliser la
méthode de Richardson et Springer décrite dans la section 1. Mais, dans le
cas des espaces symétriques sous SL,, on peut déterminer ces orbites de
facon directe, par des arguments géométriques. C’est ce qu’ont fait Kraft et
Howe [HK98] pour SL,,/SO,. On reprend leur résultat puis on va 'adapter
aux autres espaces symétriques SLo, /Span, €t SLyiq/S(GL, x GL,). Ce qui
permet de recouvrir tous les espace symétriques sous SL,, d’apres [Spr87].

8.1 Le groupe spécial orthogonal.

Je reprend ici le lemme de [HK98] pour paramétrer les orbites d’un sous-
groupe de Borel dans SL,,/SO,,. On dira qu’une base (vy,... ,v,) est adaptée
a un drapeau complet F = Fy C F; C ... C JF, sil'espace vectoriel engendré
par (vq,...,v;) est F;.

93



Lemme 8.1 Soit 5 une forme quadratique non dégénérée sur C*, et F un
drapeau complet de C*. Alors il existe une base (vy,... ,v,) de C* adaptée
F et une permutation o = o(3,F) d’ordre 2 telle que :

B(vi, v;) = dig(j)-

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur la dimension n. Pour la di-
mension 1 et 2 la preuve est évidente. Supposons que la propriété soit vraie
jusqu’au rang n — 1, soit alors S une forme quadratique non dégénérée sur
C", et F un drapeau complet (Fy C F, C ... C F,). Prenons un vecteur
non nul v; € F.

e Si ce vecteur vy est non isotrope, il suffit alors de prendre F'; = F; i1 N
ffﬂ pour 1 <7 <n—1. C’est un drapeau complet de flm, et (3 restreinte a
ce sous-espace est non dégénérée. On applique alors I’hypothése de récurrence
a cet espace et on obtient la base attendue.

e Si vy est isotrope, prenons le premier sous-espace du drapeau qui contient
un vecteur non orthogonal a vy ; c’est-a-dire , considérons

i =inf{j | dim(F’ N F;) < dim F;}.

On peut alors choisir v; € F; tel que v; soit isotrope, et 5(vq, v;) = 1. En effet,
soit un vecteur w € F; qui n’est pas dans l'orthogonal de F; ; alors w' = w —

B(w,w) . . . w'

—— est isotrope et toujours non orthogonal & vy ; enfin v; = —————
26(’01,11)) ﬁ(vlaw)
convient. Il ne reste alors plus qu’a appliquer le lemme a I’orthogonal du plan
P = Vect(vy,v;) et au drapeau F; N PP, Ce dernier est bien un drapeau
complet de P# (on vérifie que si j < i, alors F; = Cv; @ F; N P# donc
dim(F; N PHF) = j—1; et si j > i, alors F; = P& F; N P*# donc dim(F; N
P*#) = j — 2.) De plus, B restreinte au sous-espace Vect(vl,vi)M est non
dégénérée, donc on applique I’hypotheése de récurrence, ce qui permet de
conclure. o

Ce lemme permet de paramétrer les orbites de B x O,, dans GL,,. En effet,
on choisit une forme quadratique non dégénérée 3, et on étudie les orbites de
O(p) dans GL, /B (la variété des drapeaux de GL,). Pour chaque involution
o de S, on peut construire un drapeau F tel que o(8,F) = o (notation
du lemme 8.1). En effet, soit une base (ey, ... ,e,) dans laquelle la matrice
de [ est I'identité. Soit S la matrice de permutation représentant o. Cette
matrice est symétrique, elle peut donc s’écrire S = 'PP. La base (vy, ... ,v,)
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définie par v; = P(e;) fournit le drapeau souhaité. Réciproquement, si on a
deux drapeaux F et G tels que o(f3,F) = o(f3,G), alors les bases adaptées
données par le lemme 8.1 different d’un élément de O(S). Ainsi ce lemme
montre que les involutions de S,, parametrent exactement les B x O,-orbites
dans GL,.

De plus, ce lemme a une interprétation géométrique : o = o(f3, F) indique
la position relative de F et F7. En effet, soit la base (vy,...v,) fournie par
le lemme. On vérifie que

Vect(vl, Ce ,Uk)J_ﬂ == Vect(vu—(k+1)7 Ce ,UU(H)).

On a donc F1# = gw°F on w® désigne 1’élément de plus grande longueur de
Shn-

Pour obtenir les SO(f)-orbites dans SL, /B = GL,/B, il faut décrire
comment une O(f)-orbite se décompose en SO(f3)-orbites. Soient deux dra-
peaux F et G dans la méme O(f3)-orbite. Soient l'involution o = (3, F), et
les bases adaptées (vq,...v,) et (wy,...w,) données par le lemme. L’applica-
tion g définie par ¢g(v;) = w; est un élément de O(f3). Si I'involution o possede
un point fixe ¢, alors il suffit de d’envoyer soit v; sur w; ou v; sur —w; pour
avoir une transformation de SO(). En revanche, si o n’a pas de point fixe,
alors il y a deux orbites pour l'action de SO(/3) suivant le ”premier” sous-
espace totalement isotrope maximal qui apparait. En effet, SO(5) a deux
orbites dans l'ensemble des sous-espaces totalement isotropes maximaux;
or si on décompose o en produit de transpositions de supports disjoints :
o = [lie;(5,0(i)) ou Vi € I o(i) > i, le sous-espace V' = Vect(v;,i € I) est
alors totalement isotrope ; il en est de méme pour W = Vect(w;, i € I). Si on
veut envoyer le drapeau associé a (vy, - -, v,) sur celui associé a (wy, - -+, wy,)
par une transformation de SO(f3), alors on doit envoyer V' sur W, ce qui n’est
possible que si ces deux sous-espaces totalement isotropes sont du meéme type
pour SO(f3).

Enfin ce lemme permet de construire des représentants des orbites de SO,
dans SL,/B. On prend la forme quadratique définie en 1.4 et une involution
0 = ]Lic;(4,0(2)) (toujours avec pour tout i, ¢ < o(i)). Pour construire un
drapeau F tel que o(8,F) = o, il suffit d’appliquer ’algorithme suivant :

— Si 1 ¢ I alors on prend comme premier vecteur du drapeau :

si n est impair v; = ef, 9 (qui est non isotrope) et on recommence sur
I'orthogonal de ce vecteur (qui est formé des e;, i # [n/2]),
si n est pair v; = e; + e_q, et, dans ce cas il y a forcément un autre

k ¢ IUo(I) et on prend alors comme k'®™° vecteur du drapeau (e; —e_1).
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On recommence alors sur 'orthogonal de ce plan Vect(e,e 1).
— si 1 € I alors on prend e; comme premier vecteur et e_; comme o (1)

vecteur et on recommence sur 'orthogonal de Vect(ey,e_y).
Par cet algorithme, on associe a chaque involution ¢ un drapeau F,, ce qui
donne des représentants des orbites de O, dans SL,/B. 1l suffit donc de
trouver des représentants des orbites de SO,, dans une O,,-orbite paramétrée
par une involution sans point fixe. Pour cela on définit le drapeau F en
échangeant le premier et le (1) vecteur de la base définie par 1’algorithme.
Ainsi, on a deux drapeaux qui sont dans la méme O,-orbite mais qui ne sont
pas dans la méme SO,-orbite.

Remarque : L’application ¢ : V' — W définie dans la section 2.1.1 est ici

v (F,0) = o(F, Buw’.

8.2 Le groupe symplectique.

On se place maintenant dans SLs,. On veut trouver de représentants des
orbites d’'un Borel dans SLs,/Spa, ou Spo, est le groupe qui laisse inva-
riant une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée. Les idées du lemme
suivant sont esentiellement les mémes que dans le cas précédent; il s’agit
d’étudier la position relative d’une forme bilinéaire antisymétrique et d’un
drapeau complet.

Lemme 8.2 Soit w une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur
C?, et F un drapeau complet de C**. Alors il existe une base (v, ... ,voy)
de C*" adaptée a F et une permutation o = o(w,F) d’ordre 2 et sans point
fixe, telles que : 0

1 — o1

w(vz,v]) - |Z _ U(l)| i,0(j)

Preuve : La preuve se fait une fois de plus par récurrence sur n. Prenons
un vecteur non nul v; de F;. Ce vecteur est bien évidemment isotrope (w
est antisymétrique). On cherche alors le premier sous-espace du drapeau qui
contienne un vecteur non orthogonal (pour w) & v;. Pour cela on définit
i = inf{j | dim(F* N F;) < dim F;}. On peut alors trouver v; € F; tel que
w(vy,v;) = 1. On peut alors recommencer sur Vect(vy, v;)" avec le drapeau
complet défini comme dans le lemme de la section précédente. o

Ainsi les orbites sont paramétrées par les involutions sans point fixe de
Son. L'interprétation géométrique est la méme que pour SL,,/SO,, : prenons
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une forme symplectique w, et un drapeau F de C?"; alors la permutation
o(w, F)w® est la position relative de F et F1“, par les mémes arguments que
pour le cas d’une forme quadratique non dégénérée.

La encore, cette proposition permet de trouver des représentants des or-
bites de Sps, dans SLs,/B. On fixe une forme symplectique w. On choisit
une base (e1,...,€p,€ ,,...€ 1) telle que dans cette base la forme symplec-

tique soit
n

w= Z e; Nel,.
i=1
Soit ¢ une involution sans point fixe, on cherche alors un drapeau F tel
que o(w, F) = 0. On décompose o en produit de transpositions de supports
disjoints : o = [[,.;(4,0(7)) (en imposant toujours Vi € I i < o(i)). De
plus, on a I = {i; < iy < ... < i,}. En appliquant alors le méme type
d’algorithme que dans le cas de SL, /SO, on obtient un représentant de la
Spaon-orbite paramétrée par o en prenant le drapeau associé a la base

Vi,

s =¢€jet v,y =e jpour 1 <j<n.

Remarque : L’application ¢ : V' — W définie dans la section 2.1.1 est ici

¢ (F,w) = o(F,ww’.

8.3 Les groupes S(GL, x GL,).

Il s’agit cette fois de connaitre le position relative d’un drapeau et d’une

décomposition de CP*? en somme directe de deux sous-espaces de dimensions
p et q. Quelques notations avant de formuler le résultat : on notera Iz'fﬂ
I'ensemble des involutions de S,y, qui se décomposent en un produit de
k transpositions de supports disjoints. On écrit alors cette décomposition
o =1l,e;(i,0(i) avec Vi€ I i < o(i).
Lemme 8.3 Soit une décomposition E = CP*? = E, @ E, (avec dim(E,) =
p < dim(E,) = ¢), et F un drapeau complet de E, alors il existe une base
(U1, -+ ,Vptq) adaptée a F, une involution o € I;,qu avec k < p et une fonc-
tion croissante f: {1,... ,p—k} = {1,...,p+ q}\Supp(o), telles que

E, = Vect{(vi + vo@), pouri € I)U (veqy, pour 1 <1 <p—Fk)} et

Ey = Vect{(vi — vg(i), pouri € I)U (vg, pour k & Supp(o) UIm(f)}
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Preuve : La preuve se fait par récurrence sur la dimension de E. Prenons
un vecteur non nul v; € Fy. Il y a trois cas possibles.

e S5i v; € E, alors on considere les quotients par F; de E, E,, E,, et le dra-
peau F; = (F;/F1) pour i > 1. On applique alors ’hypotheése de récurrence
ce qui permet de conclure.

e Si vy € E, alors on pose f(1) = 1 et comme dans le cas précédent on
applique 'hypothese de récurrence aux quotients.

e Enfin le dernier cas est évidemment lorsque v; n’est ni dans E, ni dans E,.
On choisit alors le premier élément du drapeau qui contienne les deux pro-
jections de v; suivant la somme E, @ E,. Plus précisément, soit la projection
P, sur B, suivant E,. On définit alors

j=inf{i | P (v;) € F;}.

On pose o(1) = j, v1 = v1 et vy1) = v1 — 2P (vq); et on applique I’hy-
potheése de récurrence au quotient de E par Vect(vy, Pi(vy)) avec la dé-
composition (E,/Vect(P(v1)), Ey/Vect(Pi(vi) —v1)) et le drapeau F;/(F;N
Vect(Pl(vl), Ul)). <>

Ce lemme permet de paramétrer les orbites de S(GL, x GL,) dans la
variété des drapeaux de SL,.,. En effet, si on prend deux drapeaux F; et
F5 et une décomposition de E = E; @& E,, alors le lemme donne les bases
adaptées (€1 ...ep1,) & Fret (f1,... frrq) & Fa. L'application qui envoie les e;
sur les f; préserve bien évidemment la décomposition E; @ Ey. De plus, cette
application peut étre supposée de déterminant 1, quitte a changer e; et ey
en Ae; et Aey(1y (ce qui ne change pas le fait que cette application préserve
la décomposition de E ni les drapeaux).

L’interprétation géométrique de o est la position relative de F et 0(F)
(ou @ est l’application de E qui vaut —Id sur F; et Id sur Es; elle agit sur
les drapeaux par conjugaison, et on la note encore ). En effet, on voit, en
faisant agir # sur la base adaptée, que € agit trivialement sur le drapeau en
dehors du support de o, et que ¢ échange e; et e;;) pour ¢ € I, c’est-a-dire
O(F) = o(F). Quant a l'interprétation de la fonction f, elle caractérise les
indices ¢ tels que le sous-espace JF; (du drapeau) est obtenu en ajoutant un
vecteur de F, a l'espace V;_;.

Une fois encore, ce lemme permet de construire des représentants des
orbites. On fixe une décomposition CP*Y = E; & Es, ce qui donne I'involution
¢ définie précedemment. On choisit une base (e,...e,) de E; et une base
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(€pt1,---€piq) de Ey. Cette base définit une paire standard (7', B) de SL,,, 6.
Prenons o et f comme dans le lemme :

o =[], o(i) avec Vi € I'i < o(i), Card(I) = k
el
et f:{Ll,...,p—k} = {L,....,p+q}.

Alors on construit un drapeau F tel que I'involution o, et la fonction f soient
celles données par le lemme 8.3. On commence par ordonner les éléments

{1, p+q\(Im(f) USupp(0)) = {h < bo,... < lyi},
ainsi que les éléments
I={i) <iy<...<ig}

On construit maintenant une base (fi,..., fpq) de CPT7 :
— Pour i € Im(f), on définit f; = ef1(;).
— Pour i =1; (avec 1 < j < ¢ — k), on définit f;, = e,;.
— Pour i = i; (avec 1 < j < k), on définit fi; = e, p4j — €pigktj €t
fotiy) = €p-ttj + €prghij-
La base (f1,..., fp+q) donne un représentant dans SL, /B de l'orbite corres-
pondant a f, o.
Remarque : L’application ¢ : V' — W définie dans la section 2.1.1 est ici

¢: (F,E1® Ey) — o(F,E, @ E»).
Elle a pour image :

Im(p) = U Izllc-i-q‘

0<k<p
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Annexe A
Quelques graphes

Dans cette annexe sont représentés quelques graphes I'(G/H) pour cer-
tains espaces symétriques sous SL,. On prend ici les conventions suivantes :
— on identifie le groupe de Weyl de SL,, a S, le groupe des permutations
de n éléments notés {1,---n},
— les involutions de S,, sont représentées en produit de transpositions de
supports disjoints,
— les réflections simples sont les transpositions s; = (1,2),...,s, 1 =
(n—1,n).
On a ajouté sur chacun de ces graphes des arétes en pointillés représentant
les relations d’adhérences d’orbites (de codimension 1) non obtenues par des
parabolique minimaux.

A.1 Les formes quadratiques.

On représente ici les graphes I'(SL,/SO,) et I'(PSL,/PSO,) pour
n < 5. Dans le cas ou n est impair, ces deux graphes sont confondus, et
on parametre les orbites avec les involutions de S,, (comme dans la section
8.1). Dans le cas ou n est pair, pour 'espace symétrique PSL, /PSO,, ces
orbites sont encore paramétrées par les involutions, mais pour SL,,/SO,, il

y a deux orbites pour chaque involution sans point fixe de S,, (voir la section
8.1).

(1) (1)

81 81 Ul
(12) (12) (12)
SL,/SO, PSLy/PSO,

Fic. 8 — F(SLQ/SOQ) et F(PSLQ/PSOQ)

Ce sont aussi les graphes de SLy/T et SLy/N(T).
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01 02

(12) (23)
(13)

Fic. 9 - F(SL3/503) ou F(PSL3/PSO3)

Fic. 10 - F(PSL4/PSO4)
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(14)(23) (14)(23)

Fic. 11 - F(SL4/SO4)
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53 51,54 S,

(15)(24)

Fie. 12 - [(SLs/SOs) ou [(PSLs/PSOs)
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A.2 Les formes symplectiques.

On représente les graphes I'(S Lo, /Spa,) pour n =2, et n = 3 (on remar-
quera que pour n = 1 'espace symétrique SLy/Sp, est réduit a un point).
Pour SLs,/Sps, les orbites d’un sous-groupe de Borel sont paramétrées par
les involutions sans point fixe. De plus, dans ce cas, toutes les racines simples
sont de type U,U* ou G. En effet, le rang de la B-orbite fermée est le méme
que celui de la B-orbite ouverte, il ne peut donc y avoir d’arétes de type
N,N*T,T*.

On peut aussi remarquer que ces graphes donnent une partie des graphes
['(PSLy,/PSOs,). En effet, les involutions sans point fixe paramétrent des
orbites de B dans SLy, /SOy, et les ordres coincident.

(12)(34)

52

(13)(24)

53,51

(14)(23)
F1G. 13 ~ I'(SL4/Sps)
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5)(46)

53,55

6)(45)

Fic. 14 — I'(SLs/Sps)
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