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Introdu
tionCette th�ese est 
ompos�ee de trois parties. Dans la premi�ere, je 
ommen
epar introduire les espa
es sym�etriques et quelques outils pour �etudier lesadh�eren
es d'orbites d'un sous-groupe de Borel dans 
es espa
es. Cette partieest tr�es inspir�ee de di��erents travaux de Springer [Spr85℄, Ri
hardson etSpringer [RS90℄, Mars et Springer [MS98℄ ainsi que d'autres arti
les autourde 
es derniers.Dans la deuxi�eme partie, je pr�esente des r�esultat obtenus sur la nor-malit�e d'adh�eren
es d'orbites dans les espa
es sym�etriques SLn=SOn, etPSLn=PSOn. En parti
ulier, je trouve une 
lasse d'adh�eren
e d'orbites nor-male dans SLn=SOn, et je donne un 
rit�ere de lissit�e en 
odimension 1 pourles adh�eren
es d'orbites dans PSLn=PSOn.Dans la troisi�eme partie je pr�esente de nombreux exemples d'adh�eren
esd'orbites singuli�eres dans di��erents espa
es sym�etriques, qui montrent que lessingularit�es peuvent être 
ompliqu�ees et peuvent apparâ�tre pour des adh�e-ren
es d'orbites de petite 
odimension.L'�etude des singularit�es des adh�eren
es d'orbites d'un sous-groupe de Bo-rel dans un espa
e sym�etrique trouve ses motivations en th�eorie des repr�e-sentations, ave
 les probl�emes de restri
tions de repr�esentations (voir parexemple [BE94℄).Un espa
e sym�etrique est l'espa
e homog�ene quotient d'un groupe r�edu
tif
onnexe G par le sous-groupe des points �xes d'un automorphisme d'ordre2 de G. Dans 
es espa
es, on a un nombre �ni d'orbites d'un sous-groupede Borel B de G. De plus Ri
hardson et Springer [RS90℄, ont donn�e unedes
ription 
ombinatoire de 
es orbites, ainsi qu'un moyen de d�eterminerl'ordre induit par l'in
lusion des adh�eren
es d'orbites. C'est 
e que je rappelleau d�ebut de la premi�ere partie.De plus pour l'�etude des singularit�es de 
es vari�et�es on peut 
onstruire dessli
es, qui sont attra
tifs au sens de [Bri99a℄. Cette 
onstru
tion est rappel�eeen �n de premi�ere partie. Cela permet, en parti
ulier, de red�emontrer etpr�e
iser un r�esultat obtenu par Barbas
h et Evens [BE94℄ : les adh�eren
esd'orbites d'un sous-groupe parabolique maximal dans un espa
e sym�etriquesous SLn sont normales et �a singularit�es rationnelles. En fait, je d�e
ris lessingularit�es de 
es adh�eren
es d'orbites dans les sli
es : 
e sont des vari�et�esd�eterminantielles, sym�etriques ou antisym�etriques suivant l'espa
e sym�etri-que que l'on �etudie. C'est l'objet des propositions de la se
tion 4.5.Dans la deuxi�eme partie je me suis parti
uli�erement int�eress�e �a l'espa
e11



sym�etrique SLn=SOn, 
ar 
'est le premier exemple sous SLn o�u il existe desadh�eren
es d'orbites non normales. Il �etait 
onnu que dans 
ertains espa
essym�etriques il y avait des adh�eren
es d'orbites non normales ([BE94, p.281℄,mais 
et exemple �etait 
ontruit dans un espa
e sym�etrique sous un groupesymple
tique. �A l'aide d'un th�eor�eme sur le stabilisateur du lieu non normaldans un espa
e sym�etrique inspir�e du th�eor�eme [Bri99b, p.30℄, j'obtiens une
lasse d'adh�eren
es d'orbites normales et de Cohen-Ma
aulay (�a singularit�esrationnelles) dans SLn=SOn. C'est le th�eor�eme 6.En�n, je donne une 
ara
t�erisation de la lisssit�e en 
odimension 1 desadh�eren
es d'orbites d'un sous-groupe de Borel dans PSLn=PSOn. Les m�e-thodes utilisent la 
ombinatoire d�evelopp�ee par Ri
hardson et Springer, quiest li�ee �a la 
ombinatoire du groupe de Weyl de PSLn. Je donne une 
a-ra
t�erisation g�eom�etrique de 
ette 
ondition : 
'est le th�eor�eme 7.Dans la troisi�eme partie je me suis atta
h�e �a expliquer, ave
 des argumentsg�eom�etriques assez simples, que les adh�eren
es d'orbites d'un sous-groupe deBorel dans un espa
e sym�etrique peuvent être 
ompliqu�ees. En parti
ulier,on peut trouver des diviseurs stables par B, irr�edu
tibles et non normaux,ainsi que des vari�et�es stables par B et lisses en 
odimension aussi grande quel'on veut mais non normales.En�n, j'ai ajout�e quelques lemmes g�eom�etriques pour param�etrer dire
-tement les orbites d'un sous-groupe de Borel dans un espa
e sym�etrique sousSLn, et donner des repr�esentants de 
es orbites dans la vari�et�e des drapeauxde SLn.
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Premi�ere partieG�en�eralit�es sur les espa
essym�etriques1 Orbites d'un sous-groupe de Borel dans lesespa
es sym�etriques.Dans 
ette partie on va montrer qu'un espa
e sym�etrique est sph�erique,
'est-�a-dire qu'il 
ontient un nombre �ni d'orbites d'un sous-groupe de Borel,et on montrera 
omment trouver des repr�esentants de 
es orbites. On sepla
era toujours sur le 
orps des nombres 
omplexes bien que pour toute lapartie d'exposition 
ette hypoth�ese ne soit pas n�e
essaire, (tous les r�esultatssont vrais sur un 
orps alg�ebriquement 
los de 
ara
t�eristique di��erente de2) ; elle devient essentielle �a partir de la se
tion 4.1.1 Quelques rappels sur la d�e
omposition de Bruhat.Soit G un groupe alg�ebrique r�edu
tif 
onnexe, T � B � G un tore et unsous-groupe de Borel de G. Soit U le sous-groupe unipotent maximal de B,W = N(T )=T le groupe de Weyl de (G; T ).Pour 
haque w 2 W on d�e�nit les sous-groupes de U suivants :Uw = U \ w�1(U) et U 0w = U \ w�1(U�):Alors on a la d�e
omposition de Bruhat que l'on trouve par exemple dansles livres de Borel [Bor91℄ ou de Springer [Spr98℄ :Th�eor�eme 1 Le groupe G se d�e
ompose en un nombre �ni de B�B-orbites :G = aw2W BwB;de plus pour 
haque w 2 W , l'appli
ation :U � wT � U 0w ! BwBinduite par le produit est un isomorphisme.13



La se
onde partie de 
e th�eor�eme permet une uni
it�e de la d�e
omposition.Cette uni
it�e se d�e
ompose en deux parties : si x = u1n1u01 = u2n2u02 ave
ui; u0i 2 U et ni 2 N alors n1 = n2, et si de plus on pose n1T = w 2 W etque l'on impose u0i 2 U 0w alors u1 = u2 et u01 = u02.1.2 Espa
es sym�etriques.1.2.1 D�e�nition et exemples.Soit � une involution de G (
'est-�a-dire un automorphisme d'ordre 2 dugroupe alg�ebrique G). On note G� le sous-groupe des points �xes de G.D�e�nition 1 On appellera espa
e sym�etrique l'espa
e homog�ene quotient deG par G�.L'ensemble des points �xes de � forme un sous-groupe de G qui est r�edu
tif(voir par exemple [Ste68℄), par 
ons�equent l'espa
e sym�etrique G=G� estaÆne (voir par exemple [PV89℄).Exemples :� Le premier exemple d'espa
e sym�etrique est le groupe G lui même entant qu'espa
e homog�ene sous G�G. En e�et, prenons G = G�G muni del'involution qui �e
hange les deux fa
teurs : �(x; y) = (y; x). Le sous-groupe despoints �xes G�, est le groupe �G qui n'est autre que G plong�e diagonalementdans G�G. En�n, l'appli
ation :F : G�G ! G(g; g0) 7! g(g0)�1passe au quotient pour l'a
tion diagonale de G. Elle donne un isomorphismede G�G-vari�et�e F : G�G=�G! G.� Si G est simple, il existe une 
lassi�
ation des involutions de G. Sur le 
orpsC on peut la trouver dans Helgason [Hel78℄, on peut �egalement la trouver dans[Spr87℄ o�u la 
lassi�
ation est faite sur n'importe quel 
orps alg�ebriquement
los. En parti
ulier, il n'y a, �a 
onjugaison pr�es, qu'un nombre �ni d'espa
essym�etriques. Par exemple, lorsque G = SLn (qui sera i
i le prin
ipal objetd'�etude), on d�e
rit i
i les involutions et les sous-groupes de points �xes :(i) Les involutions int�erieures. Soit une d�e
omposition C n = V �W , ona alors l'endomorphisme � de C n d�e�nit par �Id sur V et Id sur W .La 
onjugaison par 
et automorphisme induit une involution de SLn :�(g) = �g��1:14



Et le sous-groupe des points �xes est form�e des appli
ations de SLnlaissant stable V etW . On le notera S(GL(V )�GL(W )). Si dim(V ) =p et dim(W ) = q, 
e groupe s'identi�e �a l'ensemble des appli
ations(u; v) 2 GLp�GLq telles que (det u)(det v) = 1, groupe que l'on noteraS(GLp �GLq).(ii) Soit � une forme quadratique non d�eg�en�er�ee sur C n . Cette formequadratique permet de d�e�nir un adjoint not�e ()�� sur SLn, et parsuite, une involution de SLn :�(g) = (g��)�1:Le sous-groupe des points �xes de 
ette involution est le groupe sp�e
ialorthogonal : SO(�) que l'on notera aussi SOn.(iii) Soit ! une forme symple
tique non d�eg�en�er�ee sur C k , k est alorsn�e
essairement pair et on pose k = 2n. Cette forme symple
tique d�e�nit(
omme dans la 
as d'une forme quadratique) un adjoint sur SL2n (not�e()�!), et par suite, une involution sur SL2n :�(g) = (g�!)�1:Le sous-groupe des points �xes de 
ette involution est le groupe sym-ple
tique Sp(!) que l'on notera aussi Sp2n.1.2.2 Sous-groupes stables par une involution.On va s'int�eresser aux orbites d'un sous-groupe de Borel dans un espa
esym�etrique. Comme tous les sous-groupes de Borel sont 
onjugu�es, on peut
hoisir le sous-groupe de Borel ave
 lequel on va travailler. Dans les espa
essym�etriques, il est agr�eable d'avoir des sous-groupes stable par l'involution.Le 
hoix d'un sous-groupe de Borel B et d'un tore maximal T de G, tels queT � B � G et stables par �, est possible d'apr�es un r�esultat de Steinberg[Ste68℄. On 
hoisira dans la suite (sauf mention expli
ite du 
ontraire) unsous-groupe de Borel et un tore maximal stables par �. Une telle paire (T;B)sera appel�ee paire standard.Remarque : Les paires standard ne sont pas toutes 
onjugu�es par H. Ene�et, soit G = SL2 que l'on identi�e ave
 l'ensemble des matri
es 2 � 2 ded�eterminant 1. Soit l'involution int�erieure� = Int� 1 00 �1 � :15



Le sous-groupe G� = T est l'ensemble des matri
es diagonales. Soit B (res-pe
tivement B�) le sous-groupe de Borel des matri
es triangulaires sup�erieu-res (respe
tivement triangulaires inf�erieures), alors les deux paires (T;B) et(T;B�) sont standards, et ne sont pas 
onjugu�ees par T .De plus, si B est stable par � alors le radi
al unipotent de B est aussistable par �. Il se trouve que la restri
tion d'une involution �a un sous-groupeunipotent donne une d�e
omposition de 
e dernier qui va être utile par la suite.Soit U un sous-groupe unipotent de G stable par �. On 
onsid�ere l'appli
ation� : U ! U; g 7! g�(g)�1. Alors on a le lemme suivant :Lemme 1.1 L'appli
ation U ���(U) ! U , induite par la multipli
ation, estun isomorphisme, de plus, �(U) = fu 2 U j �(u) = u�1g.Ce lemme est un 
orollaire imm�ediat de [Bor91, proposition 9.3℄.Pour un tore de G stable par �, on a aussi un lemme qui est le pendantdu pr�e
�edent. Soit T1 un tore stable par �. On a toujours l'appli
ation � :T1 ! T1; t 7! t�(t)�1. De plus, T1 est 
ommutatif, don
 � est un morphismede groupes. En�n T �1 peut ne pas être 
onnexe, on notera T �1 Æ la 
omposante
onnexe de 1 dans T �1 . On a alors le lemme :Lemme 1.2 L'appli
ation � : (T �1 )Æ � �(T1) ! T1, induite par le produit,est un isomorphisme de groupes, de plus, ft 2 T1 j �(t) = t�1g=�(T1) est un2-groupe �ni.Preuve : (T �1 )Æ et �(T1) sont des sous-groupes 
onnexes du tore T1, par
ons�equent, pour que � soit un isomorphisme il suÆt que l'appli
ation in-duite au niveau des espa
es tangents soit un isomorphisme. Or � induit uneappli
ation lin�eaire d'ordre 2 sur t1 =Lie(T1) (l'espa
e tangent en 1 �a T1)qui d�e
ompose t1 en deux sous-espa
es propres (t1)+ � (t1)� (asso
i�es auxvaleurs propres 1 et �1). Ces espa
es propres sont les espa
es tangents �a(T �1 )Æ et �(T1). Cela d�emontre que � est un isomorphisme. En�n pour mon-trer la se
onde partie du lemme, soit t 2 ft 2 T1 j �(t) = t�1g, alorst2 = t�(t)�1. Par 
ons�equent, tout �el�ement de ft 2 T1 j �(t) = t�1g=�(T1)est d'ordre 2, 
e groupe est don
 un 2-groupe. En�n l'espa
e tangent en 1 �aft 2 T1 j �(t) = t�1g est t� : 
'est aussi l'espa
e tangent en 1 �a �(T1), ainsile quotient est un groupe �ni. }
16



1.2.3 Sous-groupes s
ind�es.On dira qu'un tore T1 de G, stable par �, est s
ind�e, si pour tout t 2 T1on a �(t) = t�1. D'apr�es un r�esultat de Vust [Vus74, x1℄, il existe toujours destores s
ind�es non triviaux. Par suite, il existe des tores s
ind�es maximaux.Deux tores s
ind�es maximaux sont 
onjugu�es par un �el�ement de (G�)Æ, la
omposante neutre de G� ([Vus74, x1℄).Pour un sous-groupe parabolique P de G, on dira que P est s
ind�e, si Pet �(P ) sont oppos�es (i.e. si P \ �(P ) 
ontient un sous-groupe de Levi de Pet de �(P )). La proposition suivante relie les tores s
ind�es maximaux et lesparaboliques s
ind�es minimaux [Vus74, x1℄ :Proposition 1.1 (i) Soit T1 un tore s
ind�e maximal. Il existe un paraboliques
ind�e minimal P tel que ZG(T1) soit un sous-groupe de Levi de P . De plus,le sous-groupe d�eriv�e de ZG(T1) est in
lus dans G�.(ii) Deux sous-groupes paraboliques s
ind�es minimaux sont 
onjugu�es par un�el�ement de (G�)Æ.En�n, on dira qu'une involution � de G est s
ind�ee s'il existe une toremaximal de G s
ind�e. D'apr�es [Ste68℄ il existe toujours une involution s
ind�eede G, de plus, deux telles involutions sont 
onjugu�ees [Spr85, prop. 2.10℄. Parexemple, pour G = SLn, l'involution s
ind�ee est �(g) = (g��)�1 pour � uneforme quadratique non d�eg�en�er�ee.1.3 Un nombre �ni d'orbites de B dans G=H.Pour simpli
it�e on note G� = H le sous-groupe des points �xes. On a laproposition suivante due �a Springer [Spr85, x4℄Proposition 1.2 L'espa
e sym�etrique G=H ne 
ontient qu'un nombre �nid'orbites de B.Cette proposition se d�emontre �a l'aide d'un plongement de G=H dans G. Ona une appli
ation \naturelle" de G dans G :� : G ! Gg 7! g�(g)�1 :Elle est invariante pour l'a
tion de H �a droite et passe don
 au quotienten une appli
ation � : G=H ! G qui est une immersion ferm�ee de G=Hdans G ([Spr85℄). L'a
tion de g 2 G sur x 2 G=H ,! G est donn�ee par17



g � x = gx�(g)�1. Celle-
i s'�etend en une a
tion naturelle de G sur G appel�eel'a
tion tordue.La preuve de 
ette proposition n�e
essite quelques lemmes. Le but est don
de d�e
rire les orbites tordues d'un sous-groupe de Borel dans �(G). Pour 
elaon 
onsid�ere S 0 = fx 2 G j �(x) = x�1g (de sorte que �(G) � S 0). Le groupeG agit sur 
et ensemble par g � x = gx�(g�1). On 
hoisit une paire standard(T;B) de G. On a alors le lemme suivant :Lemme 1.3 Toute orbite tordue de B dans S 0 ren
ontre N(T ) suivant uneunique orbite tordue de T .Preuve : Soit x 2 S 0, alors on le d�e
ompose grâ
e au th�eor�eme 1 en x = unu0ave
 n 2 wT , u 2 U et u0 2 U 0w. Comme x 2 S 0 et U; T sont stables par �,�(x) = x�1 donne �(u)�(n)�(u0) = (u0)�1n�1u�1et ainsi ave
 l'uni
it�e de la d�e
omposition de Bruhat on a �(n) = n�1. On vamontrer que n est dans la B-orbite de x.On va 
ommen
er par montrer que �(u0) � x = �(u1)�1n ave
 u1 2 Uw.On d�e
ompose �(u)�1 = u1u01 ave
 u1 2 Uw et u01 2 U 0w. Ainsi, en rempla�
ant�(u) par (u01)�1(u1)�1 et u�1 par �(u1)�(u01) on a :(u01)�1(u1)�1n�1�(u0) = (u0)�1n�1�(u1)�(u01);soit en
ore :[(u01)�1(u1)�1℄n�1[�(u0)℄ = [(u0)�1(n�1�(u1)n)℄n�1[�(u01)℄ (A)On a de plus �(Uw) = U�(w) = Uw�1 (ainsi que �(U 0w) = U 0w�1), et par suite,n�1�(Uw)n = Uw (en e�et, n�1T = w�1), don
, en parti
ulier, n�1�(u1)nappartient �a U . Ainsi, l'uni
it�e dans le th�eor�eme 1 appliqu�ee �a l'�equation(A) donne : �(u01) = �(u0)(, u01 = u0): (B)En utilisant l'�egalit�e 
i-dessus, l'�equation (A) devient :n�1�(u1)n = u1�1 (C)Or x = unu0 et u = �(u01�1)�(u�11 ), don
 en rempla�
ant u01 par u0 on ax = �(u0)�1�(u1)�1nu0x = �(u0)�1 � ��(u1)�1n� :18



L'�egalit�e (C) peut alors être exploit�ee de la mani�ere suivante : l'appli
ation d�e�nie par  (u) = n�1�(u)n est une involution de G. Le sous-groupe Uwest un sous-groupe unipotent stable par  . L'�el�ement u1 est un anti-invariantpour  don
, par le lemme 1.1, il existe u2 dans Uw tel que u1 = u2 (u2)�1.Ce qui donne : �(u1)�1n = �( (u2))�(u�12 )n�(u1)�1n = �(n�1�(u2)n)�(u�12 )n�(u1)�1n = �(n�1)u2�(n)�(u�12 )n�(u1)�1n = nu2n�1�(u�12 )n�(u1)�1n = (nu2n�1)n(n�1�(u�12 )n)�(u1)�1n = (nu2n�1) � n:En mettant ensemble l'�egalit�e 
i-dessus ave
 x = �(u0)�1 � ��(u1)�1n�, onobtient x = ��(u0)�1nu2n�1� � n;
'est-�a-dire : n est dans l'interse
tion de l'orbite B � x ave
 S 0.Soit n1 et n2 deux �el�ements de N(T )\ S 0 dans la même B-orbite tordue,alors il existe b = ut 2 B = UT tel que n2 = utn1�(t)�1�(u)�1. Comme U etT sont stables par �, la d�e
omposition de Bruhat donne n2 = tn1�(t)�1, i.e.n1 et n2 sont dans la même T -orbite tordue. D'autre part, 
omme T � B sin1 et n2 sont dans la même T -orbite tordue, ils sont dans la même B-orbitetordue. Il y a don
 une bije
tion entre les T -orbites tordues dans N(T ) \ S 0et les B-orbites tordues dans S 0. }La proposition 1.2 d�e
oule alors du :Lemme 1.4 Il n'y a qu'un nombre �ni de T -orbites tordues dans N(T )\S 0.Preuve : Il n'y a qu'un nombre �ni de 
lasse Tn\S 0. Cha
une de 
es 
lassesest stable par l'a
tion tordue de T . Il suÆt don
 de montrer que 
haque 
lassene 
ontient qu'un nombre �ni de T -orbites tordues. Soit n 2 N(T ) \ S 0, soitt 2 T tel que tn 2 S 0 alors �(tn) = n�1t�1 d'o�u  (t) = t�1 (ave
  d�e�ni
omme dans le lemme pr�e
�edent). On a don
 Tn \ S 0 = ft 2 T j  (t) =t�1gn. Si tn est dans la T -orbite tordue de n alors tn = t2 � n, soit en
oret = t2 (t2)�1. Ainsi, les T -orbites tordues de Tn \ S 0 sont param�etr�ees parl'ensemble ft 2 T j  (t) = t�1g=ft (t)�1g qui est �ni d'apr�es le lemme 1.2.} 19



On 
onsid�ere l'ensemble V des T �H-orbites dans ��1(N(T )). Le lemmepr�e
�edent montre que V est �ni. On note alors pour 
haque v 2 V , _v unrepr�esentant de 
ette orbite. On a alors le r�esultat suivant :Proposition 1.3 Il n'y a qu'un nombre �ni de B � H-orbites dans G, etf _v j v 2 V g est un ensemble de repr�esentants de 
es orbites i.e.G =av2V B _vH:Remarque : L'ensemble V param�etre les orbites de B �H dans G, mais ilparam�etre aussi les orbites de B dans G=H ainsi que les orbites de H dansBnG.1.4 Un exemple : les formes quadratiques.Soit G = SLn que l'on identi�e �a l'ensemble des matri
es n � n ded�eterminant 1. Le sous-groupe B des matri
es triangulaires sup�erieures estun sous-groupe de Borel, et et le sous-groupe T des matri
es diagonales estun tore maximal de SLn. Le groupe de Weyl de SLn est N(T )=T = Sn, legroupe des permutations de n �el�ements. Soit J la matri
e suivante :J = 0BBB� 0 � � � 0 �... . . . 00 . . . ...� 0 � � � 0
1CCCAo�u � 2 f�1� ig v�eri�e (�1)n(n�1)2 �n = 1 (de sorte que J 2 SLn). On d�e�nitalors �(g) = J tg�1J�1 si bien que G� = SOn est le stabilisateur de J pourl'a
tion g:A = tgAg. De plus, (B; T ) est une paire standard pour SLn; �.On veut trouver des repr�esentants des orbites de B�SOn dans SLn. Ona vu (par la proposition 1.3) que l'on pouvait 
hoisir 
es repr�esentants dansV = ��1(N(T )), et même qu'il suÆt de param�etrer les orbites tordues de Tdans �(V). On va i
i trouver des repr�esentants 
es orbites tordues.On 
ommen
e par 
al
uler �(V) : soit g 2 V, alors g�(g)�1 = gJ tgJ�1 2N(T ). Comme J est une matri
e dans N(T ), gJ tgJ�1 2 N(T ) si et seule-ment si gJ tg 2 N(T ). De plus, J est une matri
e sym�etrique don
 gJ tg estsym�etrique. Si S est l'ensemble des matri
es sym�etriques, on a �nalement :�(V) � (S \N(T ))J�120



D'autre part, pour tout �el�ement de B 2 S \ N(T ), il existe une matri
e Pinversible telle que P tP = B. De plus, det(B) = 1 = det(P )2, ainsi, quitte �arempla
er P par �P (o�u � 2 C est tel que �n = det(P )), on peut supposerque P 2 SLn. En parti
ulier, il existe K 2 SLn telle que KJ tK = I (o�u Iest la matri
e de l'identit�e). Soit A 2 S \ N(T )J�1, on �e
rit A = BJ�1, ilexiste P 2 SLn telle que P tP = B. On pose alors P 0 = PK et on a :P 0�(P 0)�1 = PKJ tKtPJ�1P 0�(P 0)�1 = P tPJ�1P 0�(P 0)�1 = A:On en d�eduit imm�ediatement�(V) = S \N(T )J�1:�A 
haque �el�ement de N(T ) on peut asso
ier une permutation : sa 
lassedans N(T )=T = Sn. L'appli
ation quotient :� : N(T ) ! N(T )=T = Snh 7! �hest un morphisme de groupes. Si on restreint 
ette appli
ation �a S \ N(T ),l'image est l'ensemble I des involutions de Sn (en e�et, un �el�ement h 2 N(T )est sym�etrique si et seulement si la permutation asso
i�ee �h est d'ordre 2).Cal
ulons l'a
tion tordue de T sur �(V). Soit g 2 �(V) et t 2 T alorst � g = tg�(t)�1, mais g = hJ�1 ave
 h 2 S \ N(T ) d'o�u t � g = thtJ�1.D�eterminons les T -orbites dans S\N(T ) pour l'a
tion t�h = tht : si h = (hij)et t = (t1; � � � ; tn) alors (t �h)i;j = titjhij. Il est 
lair que �t�h = �h, mais �h nes�epare pas toutes les orbites de T , il y a deux 
as suivant que la permutation�h poss�ede un point �xe ou pas.(i) Si � 2 I ne poss�ede pas de point �xe, on d�e
ompose � en produit detranspositions de supports disjoints :� = Yk2K(k; �(k)):Le fait que � soit sans point �xe se traduit par K`�(K) = f1; � � � ; ng (
equi impose que n soit pair). Soit h 2 S \N(T ) tel que �h = �, alorsdet(h) = (�1)n=2(Yk2K hk�(k))221



d'o�u une esp�e
e de ra
ine du d�eterminant"pdet(h)" = (Yk2K hk�(k))(�i)n=2 2 f�1g:L'a
tion de T laisse invariant 
ette ra
ine du d�eterminant : pdet(tht) =pdet h (
ar [fk; �h(k)g = f1; : : : ; ng et T � SLn). Soit h et h0 tels que�h = �h0, t = (t1; � � � ; tn) 2 T . On veut r�esoudre t � h = h0 
'est-�a-dire lesyst�eme suivant : 8k 2 K tkt�(k)hk;�(k) = h0k;�(k):On prend alors les tk pour k 2 K quel
onques non nuls et les t�(k) d�etermin�espar les �equations 
i-dessus. Cela donne �a priori un �el�ement du tore diagonalde GLn. Mais en multipliant toutes 
es �egalit�es, on obtient :Y tkt�(k)pdet(h) =pdet(h0):Par 
ons�equent, si pdet(h) = pdet(h0) on a t 2 SLn, tel que t � h = h0.Finalement il y a deux orbites de T au dessus de � ave
 deux repr�esentantsde 
es orbites : H+� = (�Æk;�(l)) et H�� = d1;�(1)H+� o�u d1;�(1) est la matri
ediagonale ("1; � � � ; "n), ave
 "i = 1 si i 6= 1; �(1) et "1 = "�(1) = �1.(ii) En revan
he, si � 2 I poss�ede au moins un point �xe, alors ond�e
ompose � en produit de transpositions de supports disjoints� = (Yk2K(k; �(k))):Par hypoth�ese, l'ensemble L = f1; : : : ; ngn(K [�(K)) est non vide. Prenonsalors h et h0 deux �el�ements de S \ N(T ) tels que �h = � = �h0 . On 
her
healors un �el�ement de T tel que t � h = h0, 
e qui revient �a r�esoudre le syst�emed'�equations suivant :8k 2 K tkt�(k)hk;�(k) = h0k;�(k); 8l 2 L t2l hll = h0ll:La premi�ere remarque est que si on a un tel t alors son d�eterminant est �1.On 
hoisit les tk pour k 2 K quel
onque non nul, 
e qui impose la valeur dest�(k). Il nous reste alors le 
hoix pour 
haque l dans L de prendre tl ou � tl,ainsi on 
hoisit le signe du d�eterminant de T de sorte que t soit dans SLn.Finalement, on a une unique orbite de T dans S \ N(T ) au dessus de �,ave
 pour repr�esentant H� = ("k;lÆk;�(l)) ave
 "k;l = �1 
hoisis a�n que led�eterminant de H soit 1. On peut 
hoisir par exemple les "k;l ainsi :22



{ Si la signature de � est 1, alors il suÆt de prendre tous les "k;l �egaux �a1.{ Si la signature de � est �1, alors on 
hoisit i0 2 I, et on pose "k;l = 1si fk; lg 6= fi0; �(i0)g, et "i0;�(i0) = "�(i0);i0 = �1.On a �nalement des repr�esentant des T -orbites tordues dans �(V) : les�el�ements H�J�1 pour � une involution ave
 point �xe, et les �el�ements H�� J�1pour � une involution sans point �xe.Remarque : On retrouvera par une autre m�ethode une param�etrisation desorbites de SO(n) dans SLn=B dans la se
tion 8, ainsi que des repr�esentantsde 
es orbites.2 Propri�et�es des involutions tordues.2.1 A
tions de W .2.1.1 A
tion de W dans BnG=H.On a vu que l'ensemble V des B � H-orbites de G peut s'interpr�eter
omme l'ensemble des T -orbites tordues dans �(V) = N(T ) \ �(G) (o�uV = ��1(N(T ))). Le groupe N(T ) agit sur �(V) par l'a
tion tordue, etpar 
ons�equent 
ette a
tion passe au quotient par T en une a
tion deW = N(T )=T sur V . Cette a
tion est un 
as parti
ulier d'une a
tion deW sur les orbites d'un sous-groupe de Borel dans toute vari�et�e sph�erique,d�e�nie par Knop [Kno95℄, mais dans le 
adre des espa
es sym�etriques 
ettea
tion, 
omme on vient de le voir, apparâ�t dire
tement.D'autre part, on a une appli
ation naturelle de V dans W , qui peut sevoir de deux mani�eres di��erentes. L'appli
ation ' : �(V) ! W , qui n'estautre que la restri
tion du quotient N(T ) ! W = N(T )=T , est invariantepour l'a
tion tordue de T , ainsi elle passe au quotient en ' : V ! W . Unedeuxi�eme fa�
on de voir 
ette appli
ation est de 
onsid�erer :'0 : BnG ! BnG� BnGBg 7! (Bg;B�(g))(qui est bien d�e�nie 
ar B est �-stable) que l'on 
ompose par l'appli
ationBnG � BnG ! W = BnG=B (d�e�nie par (Bx;By) 7! Bxy�1B). Cetteappli
ation est H-invariante, elle passe don
 au quotient en '0 : V ! W . Ilest ais�e de voir que '0 
o��n
ide ave
 '. En e�et, on peut 
hoisir dans 
haque23



orbite de B � H dans G un repr�esentant x tel que x�(x)�1 2 N(T ) ; ainsi'0(BxH) = '(BxH).G�eom�etriquement, ' se 
omprend assez bien : �a un sous-groupe de BorelB1 on asso
ie la position relative des deux sous-groupes de Borel B1 et �(B1),qui est un �el�ement de W .2.1.2 Involutions tordues.L'appli
ation ' : V ! W peut ne pas être surje
tive. En e�et, � agitdans W et l'image de ' est 
ontenue dans fw 2 W j �(w) = w�1g. Ce quinous am�ene �a la d�e�nition :D�e�nition 2 On appellera involutions tordues les �el�ements de W qui v�eri-�ent �(w) = w�1, et on notera I� � W l'ensemble des involutions tordues.Il est possible que l'image de ' ne soit pas I�. Deux exemples pour illustrer lanon surje
tivit�e de '. Soit G = SL4 et � la 
onjugaison par diag(�1; 1; 1; 1).L'a
tion de � sur W est alors triviale, si bien que I� = I (l'ensemble desinvolutions de W = S4). Pourtant l'image de ' est seulement form�ee destranspositions (voir le lemme g�eom�etrique 8.3). Un deuxi�eme exemple estl'espa
e sym�etrique SL2n=Sp2n. On note toujours I l'ensemble des involutionsde S2n. L'ensemble des involutions tordues est alors IwÆ, o�u wÆ est l'�el�ementde plus grande longueur de S2n. Et pourtant l'image de ' est IswÆ, o�u Isest l'ensemble des involutions sans point �xe, 
omme le montrera le lemmeg�eom�etrique 8.2.L'a
tion de W sur V d�e�nie pr�e
�edemment se transporte par ' en unea
tion tordue de W sur I� : '(w:v) = w'(v)�(w)�1. C'est 
e qui am�ene �aregarder d'un peu plus pr�es 
es involutions tordues ave
 l'a
tion tordue deW .2.2 D�e
omposition d'une involution tordue.On reprend i
i quelques points essentiels du x3 de Springer [Spr85℄, surles involutions tordues.2.2.1 Notations et rappels.On 
hoisit une paire standard (T;B) de G; �. Le tore T d�e�nit le syst�emede ra
ines � de G (les poids non nuls de l'a
tion de T dans l'alg�ebre de Lie deG). Le sous-groupe de Borel B d�e�nit le sous-ensemble �+ de � des ra
ines24



positives (les poids non nuls de l'a
tion de T dans l'alg�ebre de Lie de B), etl'ensemble S des ra
ines simples. Toute ra
ine simple � d�e�nit une r�e
exionsimple s� 2 W . On note � = fs� 2 W j � 2 Sg l'ensemble des r�e
exionssimples.Les groupes B et T sont stables par �, don
 � agit dans � en laissantstable �+ et par 
ons�equent S est aussi stable par �. Sur W la longueur estd�e�nie par le 
hoix de T et B, or � laisse stable �+ et S, par 
ons�equent lalongueur est 
onserv�ee par l'a
tion de � dans W . On notera wÆ l'�el�ement deplus grande longueur de W .Pour 
haque sous-ensemble � � S on a un sous-syst�eme de ra
ines asso
i�e(
elui engendr�e par �) que l'on notera ��. De même, on notera �+� = �+\��,W� le sous-groupe de W engendr�e par fs� j � 2 �g, et wÆ� l'�el�ement de plusgrande longueur de W�.2.2.2 D�e
omposition de Springer.On 
her
he une sorte de d�e
omposition 
anonique des involutions torduesen utilisant l'a
tion tordue de W sur I�. Soit w un �el�ement de I�. On a lelemme [Spr85, lemme 3.2℄ :Lemme 2.1 Soit s 2 �. Alors(i) si sw < w alors soit l(sw�(s)) = l(w)�2, soit l(sw�(s)) = l(w). Dans
e dernier 
as, sw�(s) = w ; de plus, s = s� (� 2 S) ave
 w�(�) = ��.(ii) si sw > w alors soit l(sw�(s)) = l(w)+2, soit l(sw�(s)) = l(w). Dans
e dernier 
as, sw�(s) = w ; de plus, s = s� (� 2 S) ave
 w�(�) = �.Preuve :(i) Lorsque l'on multiplie un �el�ement du groupe de Weyl par un �el�ement de�, la longueur ne peut qu'augmenter ou diminuer de 1. Or s et �(s) sont desr�e
exions simples et sw < w, don
 l(sw) = l(w)� 1, si bien que l(sw�(s)) =l(w) ou l(w) � 2. Dans le 
as o�u l(sw�(s)) = l(w), on �e
rit w sous former�eduite w = s1 : : : sr o�u r = l(w) et si 2 �. De plus, sw < w don
 on peut
hoisir s1 = s. On a alors �(w)�1 = w = �(sr) : : : �(s1), et par le lemmed'e�a�
age ([Spr98, x10.2℄), sw = �(sr) : : :[�(si) : : : �(s1). Si i > 1, on a alorsl(sw�(s)) < l(w) (puisque s1 = s), par 
ons�equent i = 1 et on a sw�(s) = w.Soit � 2 S tel que s = s�, on a s� = w�(s�)w�1 = sw�(�) i.e. w�(�) = ��.Or on a toujours s�w < w, don
 w�1(�) < 0. Puisque � pr�eserve les ra
inespositives, on obtient w�(�) = ��.(ii) Il suÆt d'appliquer le (i) �a sw�(s). }25



Ce lemme va permettre de donner une d�e
omposition tr�es utile des involu-tions tordues. C'est la proposition [Spr85, prop 3.3℄.Proposition 2.1 Soit w 2 I�, alors il existe s1; : : : ; sh 2 � et � � S telsque :(i) w = s1 : : : shwÆ��(sh) : : : �(s1) ave
 l(w) = l(wÆ�) + 2h,(ii) 8� 2 �; wÆ��(�) = ��.Preuve : La preuve se fait par r�e
urren
e sur la longueur de w.Si l(w) = 1 alors w = s�, ave
 � = �.Si l(w) > 1 alors� soit il existe s 2 � telle que l(sw�(s)) < l(w), auquel 
as on appliquel'hypoth�ese de r�e
urren
e �a sw�(s),� soit pour tout s 2 S tel que sw < w on a, par le lemme 2.1, sw�(s) = w.On d�e�nit alors� = f� 2 S j w�(�) = ��g = f� 2 S j s�w < wg:Montrons que wÆ� = w. Pour 
ela, il faut 
ommen
er par remarquer quewÆ�(�)w�1 laisse stable �+. En e�et, si � 2 � alors w�1(�) = ��(�). Par
ons�equent wÆ�(�)w�1(�) > 0. D'autre part, si � 2 Sn� alors w�1(�) > 0 (
arsi w�1(�) < 0 alors � 2 � par le lemme pr�e
�edent) et w�1(�) =2 �(�+�) (sinonw�1(�) = �(�) ave
 � 2 �(�+�), don
 w�(�) = �� < 0 or w�(�) = � > 0),don
 wÆ�(�)w�1(�) > 0. Finalement, wÆ�(�)w�1 laisse stable �+, don
 
'estl'�el�ement neutre de W . De plus, � est �-stable : en e�et, si � 2 � alors�� = w�(�) = wÆ�(�)�(�) = �wÆ�(�), 
'est-�a-dire wÆ�(�) = ��(�). Don
��(�) 2 ��, i.e. �(�) 2 �. On peut en d�eduire que w = wÆ�� = wÆ�, etl'a
tion de wÆ�� sur � se fait bien 
omme annon
�e dans la proposition. }2.3 Position des ra
ines par rapport aux involutionstordues.2.3.1 D�e�nitions.Soit w 2 I�, alors on peut d�e
omposer l'ensemble �+ des ra
ines positivesen regardant l'a
tion de w� sur �+. Essentiellement, il faut penser que l'ona un endomorphisme w� d'ordre 2 (
ar w 2 I� ) (w�)2 = 1) d'un espa
eve
toriel (l'espa
e ve
toriel sous-ja
ent �a �) et que l'on 
her
he �a trouverune d�e
omposition de 
et espa
e ve
toriel adapt�ee �a la fois aux ra
ines et26



�a 
et endomorphisme. On est amen�e �a 
onsid�erer les sous-ensembles de �+suivants :{ R(w) = f� 2 �+ j w�(�) = ��g, l'ensemble des ra
ines r�eelles pourw.{ I(w) = f� 2 �+ j w�(�) = �g, l'ensemble des ra
ines imaginaires pourw.{ C(w) = f� 2 �+ j w�(�) 6= ��g, l'ensemble des ra
ines 
omplexespour w.L'ensemble C(w) se d�e
ompose en
ore en deux parties : C 00(w), les ra
ines
omplexes qui font 
rô�tre la longueur de w, et C 0(w), les ra
ines 
omplexesqui la font d�e
rô�tre. En notant, pour tout v 2 W ,�+v = f� 2 �+ j v�1(�) < 0g = f� 2 �+ j s�v < vg;on a C 0(w) = f� 2 �+w j w�(�) 6= ��g etC 00(w) = f� 2 �+n�+w j w�(�) 6= �g:Ces �egalit�es viennent du fait suivant : si w 2 I� et � 2 �+ alors w�1(�) >0, w�(�) > 0.2.3.2 D�e
ompositions de Springer et position des ra
ines.�E
rivons maintenant w = w0wÆ��(w0)�1, une d�e
omposition de w 2 I�
omme dans la proposition (2.1), alors on peut 
ara
t�eriser les sous-ensemblesd�e�nis 
i-dessus �a l'aide de w0 et � ; 
e sont les lemmes 3.6 et 3.7 de [Spr85℄.Proposition 2.2(i) C 0(w) = �+w0 q (�w�(�+w0)):(ii) R(w) = w0(�+�):(iii) I(w) = f� 2 �+ j w0�1(�) ? � et w0�1(�) est stable par � et wÆ�g:Preuve : On 
ommen
e par montrer (i) et (ii). On a d'abord quelques in-
lusions �evidentes.Si � 2 �+w0 alors s�w0 < w0 et don
 s�w < w 
e qui donne � 2 �+w .De plus, s�w�(s�) < w, par 
ons�equent w�(�) 6= ��. D'o�u une premi�erein
lusion : �+w0 � C 0(w). De plus, si � 2 C 0(w) alors � w�(�) 2 C 0(w) ; on adon
 �+w0 [ (�w�(�+w0)) � C 0(w):27



Soit � 2 �+�, alors w�(w0(�)) = w0wÆ��(w0)�1�(w0)�(�), 
'est-�a-dire ,w�(w0(�)) = w0wÆ��(�). Or �(�) 2 �+� don
 wÆ��(�) = �� (par la pro-position 2.1). Don
 soit w0(�) 2 R(w), soit �w0(�) 2 R(w). Supposons que� 2 �+� et w0(�) < 0, alors on aurait wÆ� = s�wÆ��(s�) et w0s� < w0, par suiteon aurait w0wÆ��(w0)�1 = w0s�wÆ��(s�)�(w0)�1, 
e qui est impossible pourdes raisons de longueur. En e�et, l(w) = 2l(w0) + l(wÆ�) par la proposition2.1. Or l(w0s�) < l(w0) et l(�(s�)�(w0)�1) donnent w0s�wÆ��(s�)�(w0)�1 <2l(w0) + l(wÆ�). Ainsi on a w0(�+�) � R(w):Montrons maintenant �+w0 \ (�w�(�+w0)) = ;:Soit � 2 �+w0 � C 0(w), alors �w0�1(�) 2 �+n�+� (
ar w0(�+�) � R(w) � �+).Cal
ulons �w0�1w�(�) = �wÆ��(w0�1(�)), or � laisse stable �+ et �+�, don
��(w0�1(�)) appartient �a �+ priv�e de �+�. Par 
ons�equent, �w0�1w�(�) estpositive, soit en
ore �w�(�) =2 �+w0 . Finalement, l'union �+w0 [ (�w�(�+w0))est disjointe.Pour terminer la preuve, il ne reste qu'�a regarder les 
ardinaux des en-sembles 
onsid�er�es. On a℄(R(w) [ C 0(w)) = ℄�+w = l(w);et ℄(�+w0 q�w�(�+w0) qw0(�+�)) � 2l(w0) + l(wÆ�) = l(w):Ainsi ave
 l'in
lusion que l'on vient d'obtenir on a montr�e (i) et (ii).Pour �nir, d�emontrons (iii). Les �el�ements de � sont des ve
teurs propresde wÆ�� pour la valeur propre �1, alors que si � 2 I(w) alors w0�1(�) estun ve
teur propre de wÆ�� pour la valeur propre 1. Cet endomorphisme �etantorthogonal, 
es ve
teurs propres asso
i�es �a des valeurs propres distin
tes sontorthogonaux. En�n, une fois que l'on sait que � = w0�1(�) est orthogonale�a �, la ra
ine � est stable par wÆ�, et, par suite, stable par �. Ce qui donnel'in
lusionI(w) � f� 2 �+ j w0�1(�) ? � et w0�1� est stable par � et wÆ�g:Soit maintenant � 2 �+, si w0�1(�) est stable par � et wÆ�, et si de plusw0�1(�) est orthogonale �a �, alors on a fa
ilement w0wÆ��(w0)�1�(�) = �. Cequi termine la preuve de la proposition. }28



Un des int�erêts de 
e r�esultat est une 
ertaine uni
it�e de la d�e
omposition deSpringer, il peut permettre de la 
onstruire 
onnaissant R(w); C(w) et I(w).2.3.3 Exemples de d�e
ompositions de Springer.Prenons le groupe SLn, alors l'ensemble des ra
ines est � = f("i�"j) j 1 �i 6= j � ng, que l'on notera � = f(i; j)g. Soit � l'involution de SLn d�e�niedans la se
tion 1.4. On 
hoisit �+ = f(i; j) j 1 � i < j � ng, le groupede Weyl est W = Sn. L'�el�ement de plus grande longueur wÆ 2 Sn agit surf1; : : : ; ng par wÆ(i) = n+1� i. L'a
tion de � sur les ra
ines est la suivante :�(i; j) = (wÆ(j); wÆ(i)) = (n + 1� j; n + 1� i). Alors � laisse bien invariant�+, et l'ensemble I� des involutions tordues est : IwÆ; o�u I est l'ensembledes vraies involutions de W , i.e. les �el�ements de W d'ordre 2.Cher
hons une d�e
omposition de Springer asso
i�ee �a siwÆ o�u si est lar�e
exion simple 
orrespondant �a (i; i+1) 2 �+. Alors on a les sous-ensemblesde �+ suivants : I(w) = f(i; i+ 1)g;C(w) = f(k; i)(k0; i+ 1) pour k; k0 < ig [ f(i; l)(i+ 1; l0) pour l; l0 > i+ 1g;R(w) = �+n(C(w) [ I(w)):Comme siwÆ est de longueur un de moins que la longueur maximale, on nepeut pas avoir de ra
ines dans C 00(siwÆ). Si on �e
rit siwÆ = w0wÆ��(w0�1)on doit avoir C(w) = C 0(w) = �+w0 q �w�(�+w0). On peut prendre parexemple w0 = si�1 � � � s1si+1 � � � sn = (i � � � 1)(i+1 � � �n) (qui est tel que �+w0 =f (k; i) pour k < i; (i + 1; l) pour l > i + 1g). Il reste alors �a trouver � telque �+� = w0�1(R(w)). On doit prendre � = f(k; k+1) pour 1 < k < n�1g.On a alors siwÆ = w0wÆ��(w0)�1:Remarque : 
ependant il n'y a pas d'uni
it�e totale de la d�e
ompositionde Springer. Un exemple est donn�e par l'involution � agissant trivialementsur le syst�eme de ra
ines de SL3 (� provient d'une involution donn�ee par
onjugaison par une matri
e d'ordre 2 de SL3), alors les involutions torduessont les involutions de S3, et (13) poss�ede deux d�e
ompositions de Springer :(13) = (12)(23)(12) = (23)(12)(23):On verra 
ependant que pour SLn=SOn il y �a uni
it�e de � pour les d�e
om-positions de Springer (voir le lemme 6.2).29



3 A
tion d'un sous-groupe parabolique mini-mal dans les espa
es sym�etriques.3.1 L'a
tion d'un parabolique minimal dans une vari�e-t�e sph�erique.Soit X une vari�et�e alg�ebrique. On dira que X est une G-vari�et�e si legroupe G agit alg�ebriquement sur X. Une G-vari�et�e X est sph�erique si Xest normale et ne 
ontient qu'un nombre �ni d'orbites d'un sous-groupe deBorel B de G. Par exemple, un espa
e sym�etrique G=H est un G-vari�et�esph�erique (par la proposition 1.2). L'ensemble V des orbites de B dans Xest partiellement ordonn�e par l'in
lusion des adh�eren
es d'orbites. Soit unera
ine simple � 2 S, 
ette ra
ine d�e�nit un sous-groupe parabolique minimalP� engendr�e par B et U��.Soit Ov une orbite de B dans X. On veut d�e
omposer P�Ov en orbitesde B, et d�e
rire l'ordre induit sur 
e sous-ensemble. Pour 
ela on introduitle produit �br�e : g�;v : P� �B Ov ! P�=Bde base P�=B (qui n'est autre que la droite proje
tive) et de �bre Ov. En
onsid�erant alors l'appli
ation induite par l'a
tion de P� dans XF� : P� �B Ov ! P�Ov;on se ram�ene 
omme dans [Kno95℄, ou [RS94℄, �a l'�etude de l'a
tion d'unsous-groupe de PGL2 = Aut(P�=B) dans P1 = P�=B. Il y a 7 situations pos-sibles, qui se divisent en 2 
at�egories suivant les dimensions de P�Ov et Ov.Si dim(P�Ov) > dim(Ov), alors l'appli
ation F� est g�en�eriquement �nie eton a :Lemme 3.1 Si dim(P�Ov) > dim(Ov) alors on est dans l'une des situationssuivantes :(i) P�Ov = Ov0`Ov ave
 Ov0 ouverte dans P�Ov, et F� est birationnelle.On dira alors que � est de type U par rapport �a v.(ii) P�Ov = Ov0`Ov ave
 Ov0 ouverte dans P�Ov et F� est de degr�e 2.On dira alors que � est de type N par rapport �a v.(iii) P�Ov = Ov0`Ov`Ov00 ave
 Ov0 ouverte dans P�Ov et F� est bi-rationnelle. On dira alors que � est de type T par rapport �a v.30



Preuve : Soit h : P� ! Aut(P�=B) le morphisme de groupes naturel, etx 2 Ov. Soit (P�)x le stabilisateur de x dans P�. La premi�ere �etape est deremarquer que les orbites de B dans P�Ov sont en bije
tion ave
 les orbitesde h((P�)x) dans (P�=B). En e�et,BnP�Ov = BnP�=(P�)x = P1=h((P�)x):De plus, l'appli
ation F� est P�-�equivariante, et P�Ov est homog�ene sousP�, don
 pour 
al
uler la �bre il suÆt de la 
al
uler en x. Pour 
ela on peututiliser la fa
torisation suivante :P� �B Ov F� ! P�OvP�=B � P�Ovp 2 !� i !ave
 i(p; x) = (pB; px) et p2(pB; y) = y. Ainsi la �bre au-dessus de x, vue �atravers 
ette fa
torisation est h((P�)x)B=B.Finalement, h((P�)x) op�ere dans P�=B ave
 un nombre �ni d'orbites, etle degr�e de F� est le 
ardinal de h((P�)x)B=B. On est don
 dans l'un des 
assuivants :{ si h(P�x) 
ontient un sous-groupe unipotent non trivial de Aut(P�=B),alors on est dans le 
as (i) (d'o�u le type U),{ si h(P�x) est le normalisateur d'un tore de Aut(P�=B), alors on estdans le 
as (ii) (d'o�u le type N(T )),{ si h(P�x) est un tore de Aut(P�=B), alors on est dans le 
as (iii) (d'o�ule type T ). }Par suite, on a 7 
as pour l'a
tion d'un parabolique minimal sur un orbitede B dans X :{ soit P� laisse stable Ov (on dira alors que � est de type G par rapport�a v.){ soit dim(P�Ov) > dim(Ov) et on est dans le 
adre du lemme pr�e
�edent,et on dira que � monte Ov.{ soit P�Ov 6= Ov mais dim(P�Ov) = dim(Ov), alors on prend un x dansP�OvnOv, et on est ramen�e au 
as pr�e
�edent en regardant Ov1 = B:x.On dira alors que v est de type U� (resp. N�; T �) si v1 est de type U(resp. N; T ). 31



3.2 D�e�nition du graphe �(G=H).Grâ
e �a l'a
tion des paraboliques minimaux �a une vari�et�e sph�erique Xon asso
ie un graphe orient�e �(X). Il a pour sommets les orbites de B dansX. Et les arêtes sont d�e�nies �a partir l'a
tion des paraboliques minimaux :soit � une ra
ine simple de G. Si � monte Ov, alors suivant le type de �par rapport �a Ov on est dans l'une des situations de la �gure 1. Le trait
� � ��v0 v0 v0

v v00 vvT N UFig. 1 { Arêtes de �(G=H)gras repr�esente une arête double. Et on donne �a 
haque arête le nom de lara
ine simple 
orrespondante (il peut y avoir plusieurs telles ra
ines). Onnotera indi��eremment 
e nom � ou s�, la r�e
exion simple 
orrespondante.On peut d'abord remarquer que les sommets des 
omposantes 
onnexes de 
egraphe sont form�ees des orbites de B 
ontenues dans une même orbite de G.C'est pourquoi on �etudie plutôt 
e graphe pour un espa
e homog�ene G=H.Le graphe �(G=H) a �et�e �etudi�e par Brion dans [Bri99b℄, en parti
ulier onpeut lire sur 
e graphe 
ertains types de singularit�es d'adh�eren
es d'orbites
omme on le verra par la suite (se
tions 5 et 6).Ce graphe permet de d�e�nir un ordre partiel sur l'ensemble des orbites deB dans G=H. Pour 
ela on 
ommen
e par une d�e�nition. Pour tout ensembleY in
lus dans une vari�et�e alg�ebrique, on note Y l'adh�eren
e de Zariski de Y .On dira que w 2 W \monte" l'orbite Ov sur Ov0 , si l'appli
ationFw;v : BwB �B Ov ! BwOvest g�en�eriquement �nie et si Ov0 est l'orbite ouverte de B dans BwOv. Onappellera degr�e de Fw;v le 
ardinal de la �bre g�en�erique. Cette situation peutaussi s'interpr�eter en 
hoisissant une d�e
omposition r�eduite w = s�l � � � s�1 .Alors w monte Ov si, en partant de Ov dans �(G=H), et si, en suivant le32




hemin d�e�ni par la suite de paraboliques P�1 ; : : : ; P�l, on monte �a 
haque�etape jusqu'�a atteindre Ov0 . On peut maintenant d�e�nir l'ordre faible surl'ensemble des orbites de B dans G=H : on dira que Ov � Ov0 s'il existew 2 W tel que w monte Ov sur Ov0 .Remarque : Le degr�e de l'appli
ation Fw;v est le nombre d'arêtes doublesque l'on ren
ontre en suivant le 
hemin d�e�nit par w. En e�et, le degr�e deFw;v est aussi le degr�e de :F�1;::: ;�l;v : P�1 �B � � �P�l �B Ov ! P�1 : : : P�lOv:En e�et, 
ette appli
ation se fa
torise de la mani�ere suivanteP�1 �B � � � �B P�l �B Ov F�1;::: ;�l;v! BwOvBwB �B OvFw;v !M � Id!o�u l'appli
ationM : P�1�B � � ��BP�l ! BwB est 
elle induite par le produit.L'appli
ation (M � Id) est birationnelle, et, par suite, le degr�e de Fw;v est lemême que le degr�e de F�1;::: ;�l;v.3.3 A
tion d'un parabolique minimal sur une orbite deB dans un espa
e sym�etrique.Dans le 
adre des espa
es sym�etriques, on va voir que le type d'une ra
inesimple par rapport �a une orbite Ov est presque d�etermin�e par la position dela ra
ine par rapport �a l'involution tordue '(v). Soit � une ra
ine simple,on notera s = s�. Le tableau 1 est un r�e
apitulatif pour d�e
rire l'a
tion desparaboliques minimaux sur les orbites de B dans G=H.Pour obtenir 
e tableau, on 
hoisit un �el�ement v de V (l'ensemble desorbites de B�H dans G). Soient Ov l'orbite de B 
orrespondante dans G=Het _v 2 Ov tels que n = _v�( _v)�1 2 N(T ), 
'est-�a-dire un repr�esentant del'orbite 
omme 
eux donn�es par la proposition 1.3. On veut alors 
al
uler lestabilisateur de _v dans P�. Pour 
ela, il est bien utile d'introduire l'involutionsuivante :  _v = Int(n) Æ �. En e�et, le stabilisateur dans G de _v est alorsG _v , et par 
ons�equent le stabilisateur de _v dans P� est P  _v� . Deux 
as sedistinguent : soit � est 
omplexe pour '(v), soit � est r�eelle ou imaginairepour '(v) ave
 la terminologie d�e�nie dans la se
tion 2.3.1. On a alors lelemme suivant : 33



Tab. 1 { A
tion d'un parabolique minimaltype de �(type de s) B-orb. de PsOv B-orb. ouvertede PsOv '(v0)Inv (T ou N) Ov0`(Ov [Osv) Ov0 s'(v) > '(v)I
v (G) Ov Ov �Rv (T � ou N�) Ov`(Ov0 [Osv0) Ov s'(v) < vC 0(v) (U�) Ov`Ov0=s:v Ov s'(v)�(s) < '(v)C 00(v) (U) Ov`Ov0=s:v Ov0 s'(v)�(s) > '(v)Lemme 3.2 (i) Si � est 
omplexe pour '(v), alors h(P  _v� ) 
ontient un sous-groupe unipotent non trivial de Aut(P�=B), et h(P  _v� ) n'est pas Aut(P�=B).(ii) Si � est r�eelle ou imaginaire, alors h(P  (v)� ) est un sous-groupe r�edu-
tif de Aut(P�=B), et par 
ons�equent, ne peut-être que de type N; T;N�; T �ou PGL2.Preuve : (i) On pose '(v) = w. Si � 2 C 00(w), alors on a, dans l'alg�ebre deLie de P�, l'�el�ement nilpotent X� + w�(X�) (
ar � 2 C 00(w)) w�(�) > 0).Il est invariant par  _v ; ainsi quand on le remonte dans P�, il donne un sous-groupe unipotent invariant par  _v, qui s'envoie sur un sous-groupe unipotentde Aut(P�=B). En�n � ne peut pas être de type G 
ar on a au moins deuxorbites dans P�Ov, qui sont v et s�:v 6= v (
ar '(s�:v) = s�'(v)�(s�) 6= w).(ii) Si � est une ra
ine imaginaire ou r�eelle, alors l'a
tion de  _v laissestable le sous-groupe G� (engendr�e par U� et U��) 
ar w�(�) = ��. Ainsih(P  _v� ) = h(G _v� ) (
ar h(P�) = h(G�)). Ainsi h(P  _v� ) est un sous-grouper�edu
tif de Aut(P�=B), 
e qui permet de 
on
lure dans 
e 
as. }Ce lemme permet don
 de savoir dans quelle situation on est suivant laposition de la ra
ine par rapport �a '(v). Il ne reste alors qu'�a v�eri�er quetout se passe 
omme dans le tableau 1.Dans le 
as 
omplexe, il est fa
ile de voir que � est de type U ou U�.En e�et, s�'(v)�(s�) 6= '(v), et si on prend un repr�esentant _v de v tel que�( _v) 2 N(T ) et si n� est un repr�esentant de s� dans N(T ), alors n� _v estun point d'une autre orbite de B (
ar '(�(n� _v)) = s�w�(s�)) qui est dansP�Ov.Dans le 
as imaginaire ou r�eel, tout se passe dans G�. Si la ra
ine est34



imaginaire 
ompa
te (i.e. G _v� = G�) alors on est dans le 
as G. Sinon,prenons une ra
ine imaginaire non 
ompa
te (i.e. telle que G _v� 6= G�) ; onmontre en e�e
tuant les 
al
uls dans (P )SL2 que la situation est 
omme 
elledu tableau r�e
apitulatif.Remarque : la distin
tion entre ra
ine imaginaire 
ompa
te et ra
ine imagi-naire non 
ompa
te d�epend vraiment de v et pas uniquement de '(v), 
ommele montre l'exemple de SL3=GL2 ; 
'est-�a-dire que l'on prend G = SL3 et� = Int(�) o�u � est la matri
e :� �I2 0O 1 � :Alors les involutions tordues sont les vraies involutions de W . Et le graphe�(G=H) est repr�esent�e par la �gure 2 
i-dessous. On a ajout�e, �a 
haquesommet v 2 V , l'�el�ement '(v) On remarque qu'il y a trois orbites ferm�ees(13)
1 1 1(12) (23)s1s2 s2s2s1 s1Fig. 2 { Graphe de SL3=GL2(pour lesquelles on a '(v) = 1). Pourtant 
elle du milieu poss�ede deux ra
inessimples imaginaires non 
ompa
tes, alors que 
elle de gau
he poss�ede unera
ine simple imaginaire 
ompa
te (s2), et une non 
ompa
te, et que 
elle dedroite poss�ede elle aussi une ra
ine simple imaginaire 
ompa
te (s1), et uneimaginaire non 
ompa
te.Un 
orollaire, du tableau pr�e
�edent et de la d�e
omposition de Springerest le suivant (
'est le 
orollaire 6.6 de [Spr85℄) :Corollaire 3.1 Soit v 2 V , alors Ov est ferm�ee si et seulement si '(v) = 1.Les orbites minimales pour l'ordre faible sont les orbites ferm�ees.Preuve : Soit v tel que Ov soit minimale. On 
onsid�ere une d�e
ompositionde Springer : '(v) = w0wÆ��w0�1. D'apr�es le tableau 1, v est minimale siet seulement si C 0(v) = R(v) = ;. Or d'apr�es la proposition 2.2, C 0(v) =�+w0 q (�'(v)�(�+w0)), don
 si v est minimale alors w0 = 1. Dans 
e 
as, on a35



(toujours par la proposition 2.2), R(v) = �+�, si bien que, si v est minimale,alors � = 1 et �nalement '(v) = 1.D'autre part, si '(v) = 1 on 
hoisit un repr�esentant _v dans G de Ov,de sorte que _v�( _v)�1 2 T . Le sous-groupe _v�1B _v est stable par �. Or si B1est un sous-groupe de Borel stable par � alors B�1 
ontient un sous-groupede Borel de H. En e�et, B1 
ontient un tore maximal T1, stable par �, etle radi
al unipotent U1 de B1 est lui aussi stable par �. De même, le sous-groupe de Borel B�1 qui 
ontient T1 et oppos�e �a B1, est stable par �, et sonradi
al unipotent U�1 l'est aussi. Ainsi, ave
 la d�e
omposition de l'alg�ebre deLie g = u1� t1� u�1 on a h = u�1� t�1� (u�1 )�. Ce qui montre que B�1 
ontientun sous-groupe de Borel de H. Finalement, _v�1B _vH est ferm�e dans G. }3.4 Les �bres de l'appli
ation '.La des
ription des �bres de l'appli
ation ' est importante pour d�e
rirel'ensemble V . Ces �bres peuvent être tr�es di��erentes suivant l'espa
e sym�etri-que sur lequel on travaille. Par exemple pour SLn=SOn, ' est presque inje
-tive (les �bres ont au plus deux �el�ements), en revan
he pour SLp+q=S(GLp�Glq) la �bre au-dessus de 1 (i.e. l'ensemble des orbites ferm�ees) est de 
ar-dinal (p+ q)!p!q! (voir par exemple la proposition 8.3). La proposition suivanteest int�eressante pour la des
ription des �bres de ' ([RS90, prop. 2.5℄) :Proposition 3.1 Soit v 2 V , alors le sous-groupe d'isotropie dans W (pourl'a
tion tordue) de '(v) agit transitivement sur la �bre '�1('(v)).On va 
ommen
er par d�emontrer quelques lemmes :Lemme 3.3 Soit t un �el�ement semi-simple de G tel que �(t) = t�1, alors ilexiste un �el�ement g 2 G tel que �(g) = t.Preuve : Tout �el�ement semi-simple tel que �(t) = t�1 appartient �a un tores
ind�e non trivial T 0. De plus, si T 0 est s
ind�e alors �jT 0 est surje
tive (par lelemme 1.2). Ce qui d�emontre le lemme. }On note Z(G) le 
entre de G.Lemme 3.4 Soit T 0 un tore maximal de G stable par �. S'il existe t 2 T 0 telque t�(T 0) � Z(G), alors T 0 est in
lus dans un sous-groupe de Borel stablepar �. 36



Preuve : On se ram�ene d'abord au 
as o�u Z(G) est trivial (quitte �a faire leraisonnement dans G=Z(G) et tout remonter apr�es). Ainsi t�(T 0) = f1g don
� restreinte �a T 0 est triviale, par suite T 0 est un tore maximal de H = G�.Don
 T 0 est in
lus dans un sous-groupe de Borel stable par �. }Lemme 3.5 Si t est un �el�ement d'un tore maximal �-stable T1 de G, tel qu'ilexiste x 2 G tel que �(x) = t, alors il existe n 2 N(T1) tel que �(n) = �(x) =t.Preuve : La preuve se fait par r�e
urren
e sur la dimension de G. Supposonspour 
ommen
er que T1 � B1 ave
 B1 un sous-groupe de Borel �-stable.Alors on a B1 = T1U1 ave
 T1 et U1 (le radi
al unipotent de B1) qui sont�-stables. On utilise alors la d�e
omposition de Bruhat pour �e
rire x = u1nu01.On a l'�egalit�e :x = u1nu01 = t�(x) = (t�(u1)t�1)(t�(y))(�(u01)):Or U1 est �-stable et normalis�e par T1, ainsi l'uni
it�e de la d�e
omposition deBruhat donne n = t�(n), i.e. �(n) = t.Si T1 n'est pas dans un sous-groupe de Borel stable par �, alors d'apr�es lelemme 3.4, on a t�(T1) * Z(G). Quitte �a rempla
er x par t0x on peut supposerque t n'est pas un �el�ement 
entral. Comme �(t) = t�1, le 
entralisateur Kde t dans G est stable par �. L'�el�ement t est non 
entral, don
 K est dedimension stri
tement plus petite que 
elle de G. De plus, K 
ontient bien�evidemment T1 
omme tore maximal, et par le lemme 3.3 on peut trouvery 2 K tel que t = �(y). On peut alors appliquer l'hypoth�ese de r�e
urren
e �aK. }Nous pouvons maintenant d�emontrer la proposition 3.1 :Preuve : Soit v1 et v2 deux �el�ements de V tels que '(v1) = '(v2). On 
hoisitalors des repr�esentants x1 et x2 dans ��1(N(T )). On a alors �(x1) = t�(x2)ave
 t 2 T . On pose alors T 0 = x�12 Tx2, T 0 est un tore stable par �, et�(x�12 x1) = x�12 tx2 2 T 0. On peut don
 appliquer le lemme 3.5, 
e qui donnen 2 N(T ) tel que �(x�12 x1) = x�12 nx2. Par suite, on a �(x1) = �(nx2), 
'est-�a-dire , en posant w = nT , v1 = w:v2. }Par 
ons�equent, les �bres de ' sont d�etermin�ees par l'a
tion de W sur V .On va obtenir un 
orollaire assez int�eressant de 
ette proposition. Rappelons37



que W agit sur V et sur l'image de l'appli
ation ' : Im('). L'appli
ation' est �equivariante pour l'a
tion de W , ainsi elle passe au quotient en uneappli
ation ' : V=W ! Im(')=W:Et on a le 
orollaire ([RS90, prop 2.7℄) :Corollaire 3.2 L'appli
ation ' : V=W ! Im(')=W est un isomorphisme.3.5 Quelques invariants et remarques suppl�ementaires.3.5.1 Les involutions s
ind�ees.Dans le 
as o�u � est une involution s
ind�ee, on peut d�e
rire l'image de '.Soit I = fw 2 W j w2 = 1g;l'ensemble des involutions de W . L'involution � est s
ind�ee, par 
ons�equentwÆ� (o�u wÆ est l'�el�ement de plus grande longueur de W ) agit 
omme �Id surles 
ara
t�eres de T . Par suite, l'a
tion de � sur W se fait par 
onjugaison parwÆ. Les involutions tordues sont don
 de la forme �wÆ o�u � est une involutionde W . De plus, si w est une involution tordue, alors on �e
rit w = �wÆ, ave
� 2 I, on peut lire sur � la position d'une ra
ine par rapport �a w par lelemme suivant.Lemme 3.6 Ave
 les notations 
i-dessus on a(i) C 0(�wÆ) = f� 2 �+ j s�� > � et s��s� 6= �g,(ii) C 00(�wÆ) = f� 2 �+ j s�� < � et s��s� 6= �g,(iii) R(�wÆ) = f� 2 �+ j s�� > � et s��s� = �g,(iv) I(�wÆ) = f� 2 �+ j s�� < � et s��s� 6= �g.Preuve : En premier lieu, la multipli
ation par wÆ inverse l'ordre de Bruhat,par 
ons�equent : �wÆ < s��wÆ , � > s��:De plus, l'a
tion tordue est la 
onjugaison par wÆ, don
s��wÆ�(s�) = �wÆ , s��s� = �:Ainsi une ra
ine � est 
omplexe pour �wÆ si et seulement si s� ne 
ommutepas ave
 �. De même � est imaginaire si et seulement si s� 
ommute ave
�, et s�� < �. En�n � est r�eelle si et seulement si s� 
ommute ave
 �, ets�� > �. }38



Proposition 3.2 Si � est s
ind�ee alors Im(') = I:wÆ = I�.Preuve : Soit � 2 I. Montrons par r�e
urren
e sur la longueur de � que�wÆ 2 Im'. Si l(�) = 1, alors �wÆ = wÆ 2 Im'. Supposons que pour touteinvolution � telle que l(�) < k, on ait �wÆ 2 I�. Soit � telle que l(�) = k,soit � une ra
ine simple telle que s�� < �. D'apr�es le lemme 3.6, la ra
ine� est imaginaire pour �wÆ (respe
tivement dans C 00(�wÆ)) si et seulementsi s�� = �s� (respe
tivement s��s� 6= �). Si � est imaginaire (pour �wÆ)alors s�� est une involution. Par hypoth�ese de r�e
urren
e, il existe v 2 V telque '(v) = s��wÆ. Dans 
e 
as, � est une ra
ine r�eelle pour v, et le tableau1 montre que s�wÆ 2 Im'. De même, si � 2 C 00(�wÆ) alors s��s� est uneinvolution telle que l(s��s�) < l(�). Par hypoth�ese de r�e
urren
e, il existev 2 V tel que '(v) = s��s�wÆ. Ainsi � appartient �a C 0(v) et le tableau 1permet de 
on
lure. }3.5.2 Cal
ul du rang d'une orbite dans G=H.Soit Ov une orbite de B dans G=H. Le groupe B agit sur le 
orps C (Ov )des fon
tions rationnelles sur Ov. On note C (Ov )(B) l'ensemble des fon
tionsrationnelles propres pour l'a
tion de B. On note �(B) le groupe des 
ara
t�eresde B. On a l'appli
ation � : C (Ov )(B) ! �(B)qui �a une fon
tion rationnelle ve
teur propre de B asso
ie son poids pourl'a
tion de B. L'appli
ation � est un morphisme de groupes de noyau C � .Soit _v un repr�esentant de Ov, alors C (B _v)(B) s'identi�e �a C (B=B _v )(B), etl'image de � est don
 in
luse dans l'ensemble �(B)B _v des 
ara
t�eres de B,invariants par B _v. R�e
iproquement, si � est un tel 
ara
t�ere alors on peutd�e�nir la fon
tion f(b � v) = �(b�1) qui est une fon
tion r�eguli�ere sur Ovve
teur propre de B de poids �.D�e�nition 3 On appellera le rang de Ov le rang du groupe �(B)B _v .On va 
al
uler 
e rang �a l'aide d'un peu de 
ombinatoire et d'une d�e
ompo-sition de Springer de '(v). On 
hoisit _v tel que n _v = _v�( _v)�1 soit dans N(T ).On a alors d�e�ni le morphisme  _v = Int(n _v) Æ �. Si � est un sous-groupe deG on notera � _v le sous-groupe des points �xes de  _v dans �. L'isotropie de_v pour l'a
tion de B dans G=H est B _v . Le groupe B est stable par � etT est stable par  _v, don
 B \  _v(B) = T (U \ n _vUn�1_v ). On en d�eduit que39



B _v = T  _vU _v . Cela permet d'identi�er �(B)B _v ave
 le groupe des 
ara
t�eres�(T=T  _v). On a alors le lemme :Lemme 3.7 Le rang de v ne d�epend que de de '(v).Preuve : D'apr�es 
e que l'on vient de voir, le rang de v est le rang du groupe�(T=T  _v). Or T  _v = T '(v)�. }On peut en
ore pr�e
iser le rang en fon
tion d'une d�e
omposition de Springer'(v) = wwÆ��(w)�1. En e�et, T '(v)� = wTwÆ��, don
 le rang de v ne d�ependque de wÆ�. Il reste �a exprimer 
e rang en fon
tion de �. Pour 
ela on introduitle sous-groupe parabolique P� de G qui 
ontient B et de type �. Soit L� lesous-groupe de Levi de P� qui 
ontient T . On peut alors d�e�nir C� le 
entrede L�, DL� le sous-groupe d�eriv�e de L�, et T� = T \DL� qui est un toremaximal de DL�. Le rang de v est d�etermin�e par la proposition suivante.Proposition 3.3 Ave
 les notations 
i-dessus le rang de v estrg(G)� rg(H) + dim(T�wÆ�� )Preuve : On remarque que le rang du groupe de 
ara
t�eres de T=TwÆ�� estla dimension de T�wÆ��. On 
al
ule 
ette dimension. Le tore T se d�e
omposeen T = C�T�, ave
 T� et C� stables par wÆ��, don
T�wÆ�� = C�wÆ��� T�wÆ��� :L'involution wÆ�� agit par �Id sur les ra
ines de �, par 
ons�equentdim(T�wÆ��� ) = ℄�:D'autre part, wÆ� agit trivialement sur C�, don
 C�wÆ��� = C��� . De plus,dim(C�) = rg(G)� ℄�. On obtientdim(C��� ) = rg(G)� ℄�� dim(C��):En�n, T est un tore in
lus dans un sous-groupe de Borel stable par �, don
T � est un tore maximal de H. Le syst�eme � est stable par �, don
rg(H) = dim(C��) + dim(T ��):Ainsi en utilisant une fois de plus que wÆ��j� = �Id, on obtient :dim(T�wÆ��) = rg(G)� rg(H)� dim(T�wÆ�� ): }40



3.6 Ordre de Bruhat dans les espa
es sym�etriques.3.6.1 Ordre faible et ordre fort.Sur l'ensemble V des orbites de B dans un espa
e homog�ene sph�eriqueG=H, on a d�e�ni un ordre faible et un ordre fort. L'ordre fort ou ordre deBruhat est d�e�ni par la relation d'in
lusion des adh�eren
es d'orbites : v � v0si Ov � Ov0 . L'ordre faible est 
elui induit par les paraboliques minimauxd�e�nit en 3.2 (v � v0 s'il existe w dans W tel que v0 soit mont�ee sur v parw). On la propri�et�e (qui justi�e les appellations \faible" et \fort")v � v0 ) v � v0:En e�et, on 
hoisit w qui monte v0 sur v et une d�e
omposition r�eduite w =s�l � � � s�1 . On a P�l � � �P�1Ov0 = Ov;don
 v0 � v.S'il existe une orbite ferm�ee v0 et w dans W tels que w monte v0 surv, alors on peut lire sur le graphe �(G=H) (qui repr�esente l'ordre faible)l'adh�eren
e de Ov. En e�et, en �e
rivant en
ore une fois w sous forme r�eduite :w = s�l � � � s�1 , la suite de paraboliques minimaux P�l; � � � ; P�1 est telle queOv = P�l � � �P�1Ov0 :Ave
 les r�esultats de la se
tion 3.3, la 
ombinatoire de �(G=H) permet ded�eterminer 
ompl�etement les �el�ements v0 de V tels que v0 � v. Dans lesespa
es sym�etriques, on a vu que toute orbite minimale pour l'ordre faibleest ferm�ee (
orollaire 3.1). Pour toute orbite v, on peut don
 trouver w et v0tels que w monte v0 sur v. Cela d�emontre la proposition suivante.Proposition 3.4 Pour un espa
e sym�etrique G=H, le graphe �(G=H) d�e-termine 
ompl�etement l'ordre de Bruhat.3.6.2 Ordre de Bruhat et d�e
omposition de Springer.En utilisant la d�e
omposition de Springer, on va d�e
rire de plus pr�esl'ordre de Bruhat.Soit v 2 V , et soit '(v) = wwÆ��(w)�1 une d�e
omposition de Springer.On pose w�1 � v = v� (pour l'a
tion de W sur V d�e�nie dans la se
tion2.1) de sorte que '(v�) = wÆ�. Soit s�1 � � � s�l une d�e
omposition r�eduite de41



w. D'apr�es la proposition 2.1 et la des
ription de l'a
tion des paraboliquesminimaux du tableau 1, w monte v� sur v. Don
 on a :Ov = P�1 � � �P�lOv� :Par la suite, on va s'int�eresser parti
uli�erement aux diviseurs premiers stablespar B de Ov. Soit D un tel diviseur, alors D est de l'un des deux typessuivants.(i) Soit D provient de l'e�a�
age de l'un des P�i : D = P�1 : : : �P�i : : : P�lOv� .Dans 
e 
as, pour que D soit un diviseur de Ov, on doit avoirw0 = s�1 � � � �s�i � � � s�lest une �e
riture r�eduite, et w0 monte v�.(ii) Soit D provient d'un diviseur premier D0 stable par B dans Ov� , 
'est-�a-dire D = P�1 � � �P�lD0. Dans 
e 
as, si on note v0 l'orbite ouverte de B dansD0 on doit avoir que w monte v0.On peut d�e
rire plus pr�e
is�ement v�. Soit P� le sous-groupe paraboliquede G qui 
ontient B et qui est de type �. On 
hoisit un repr�esentant _v� dev� dans ��1(N(T )). Alors P = _v��1P� _v� est un sous-groupe paraboliquede G stable par �. Ainsi, 
omme dans la preuve de 3.1, l'orbite P� _v� estferm�ee dans G=H. De plus, d'apr�es la proposition 2.2 et le tableau 1, si � estune ra
ine de � alors s� des
end v�. Don
 v� est l'orbite ouverte de B dansP� _v�. On a don
 la proposition suivante (
'est le lemme 6.3 de [Spr85℄) :Proposition 3.5 Ave
 les notations 
i-dessus :Ov� = P� _v�:Ainsi que son 
orollaire imm�ediat :Corollaire 3.3 Si '(v�) = wÆ� alors Ov� est lisse.Preuve : D'apr�es la proposition pr�e
�edente, Ov� est homog�ene sous P� don
lisse. }En�n w monte v� sur v uniquement par des arêtes de type U . Ainsi enimitant la 
onstru
tion des d�esingularisations de Bott-Samelson des vari�et�esde S
hubert (voir par exemple Demazure [Dem74℄), on d�e�nit l'appli
ation :F�1;��� ;�l;v� : P�1 �B : : : P�l �B Ov� ! Ovinduite par le produit. Et on a la proposition42



Proposition 3.6 L'appli
ationF�1;��� ;�l;v� : P�1 �B : : : P�l �B Ov� ! Ovest une d�esingularisation de Ov.Preuve : La vari�et�e P�1 �B : : : P�l �B Ov� est lisse. En e�et, l'appli
ationP�1 �B : : : P�l �B Ov� ! P�1 �B : : : P�l=Best une �bration de �bre Ov�. De plus, P�1 �B : : : P�l=B peut se d�e
omposeren une suite de �brations de �bre P1 = P�i=B, par 
ons�equent 
'est unevari�et�e lisse (
'est une d�esingularisation de la vari�et�e de S
hubert BwB=B).En�n l'appli
ation F�1;��� ;�l;v� est birationnelle, 
ar toutes les ra
ines sont detype U . }
4 Sli
es dans les espa
es sym�etriques.4.1 D�e�nitions.On reprend la d�e�nition de sli
e de l'arti
le Mars et Springer [MS98℄ (dansl'esprit de [Bri99a℄). Soit X une vari�et�e irr�edu
tible, � un groupe alg�ebriqueaÆne qui agit sur X, on appellera sli
e en un point x 2 X �a l'orbite �:x de� une sous-vari�et�e aÆne lo
alement ferm�ee S � X telle que :(i) x soit un point isol�e de S \ �:x.(ii) S soit stable par un tore maximal Tx du sous-groupe d'isotropie �x.(iii) l'appli
ation � : �� S ! X(g; s) 7! g:sest lisse au point (1; x).On dira que de plus le sli
e est attra
tif si x est un point attra
tif pourl'a
tion de Tx dans S, 
'est-�a-dire : il existe un sous-groupe �a un param�etre� : C � ! Tx tel que 8s 2 S : limt!0 �(t)s = x:Nous allons montrer, 
omme esquiss�e dans la se
tion 6.4 de l'arti
le deMars et Springer [MS98℄, que dans le 
adre sym�etrique il existe toujours43



des sli
es attra
tifs aux orbites de B dans G=G�, ou en
ore aux orbites deG� dans G=B. De plus, on d�e
rira plus en d�etail le tore qui agit sur 
essli
es, et parfois des sous-groupes un peu plus gros que des tores (mais nonn�e
essairement 
onnexes). En�n, on va aussi 
onstruire des sli
es attra
tifsaux orbites ferm�ees de G� dans G=P o�u P est un parabolique de G. Dans 
e
as, un groupe r�edu
tif a priori plus important qu'un tore peut agir dans 
essli
es. C'est 
e que l'on verra dans la proposition 4.4.Remarque : Si S est attra
tif, alors l'appli
ation � est lisse en tout point de��S. En parti
ulier, 
omme une appli
ation lisse est ouverte, on a �(��S)est un ouvert de X. Si, de plus, � est 
onnexe et n'a qu'un nombre �nid'orbites dans X, alors l'image de � est un ouvert stable par � que l'on peut
ara
t�eriser par la proposition suivante :Proposition 4.1 L'ouvert �(�� S) est aussi l'ouvert
 = fx0 2 X j �:x0 � �:xgPreuve : Le groupe � n'a qu'un nombre �ni d'orbites dans X, don
 le
ompl�ementaire de 
 dans X est une r�eunion �nie d'adh�eren
es d'orbites.Le 
ompl�ementaire est don
 un ferm�e �-stable, i.e. 
 est ouvert. Le sli
e Sest attra
tif, soit � un sous-groupe �a un param�etre de Tx qui \
ontra
te"S. Si s appartient �a S alors x 2 �(C �)s, don
 �:s � �:x. On a don
 unepremi�ere in
lusion : �(�� S) � 
:Soit 
0 le plus petit ouvert de X, stable par � et 
ontenant x. Si 
0 ( 
, on
hoisit y 2 
n
0. Les ouverts 
 et 
0 sont stables par �, don
 �:y � 
n
0.Par d�e�nition de 
, x appartient �a l'adh�eren
e de �:y, don
 �:y ren
ontre
0 suivant un ouvert non vide de �:y. Le groupe � est 
onnexe, don
 �:yest irr�edu
tible. En�n une orbite est ouverte dans son adh�eren
e, ainsi �:yinterse
te �:y \ 
0 
ar 
e sont deux ouverts d'une vari�et�e irr�edu
tible. C'estex
lu 
ar y 2 
n
0, don
 
 = 
0. L'ouvert �(��S) est un ouvert stable par� qui 
ontient x, don
 
 � �(�� S): }Un des int�erêts de 
es sli
es est que l'on peut lire dans 
es derniers lessingularit�es des adh�eren
es d'orbites le long de �:x.44



4.2 Rappels et 
ompl�ements sur la param�etrisation desorbites.On 
onsid�ere toujours un groupe r�edu
tif 
onnexe G ave
 une involution� de G, le sous-groupe des points �xes H = G�, ainsi qu'une paire standard(T ,B). On 
her
he des sli
es aux B-orbites dans G=H. Soit v 2 V = BnG=H,on 
hoisit un repr�esentant _v de v tel que n _v = _v�( _v)�1 appartienne �a N(T ).On a alors d�e�ni l'involution de G : _v = Int(n _v) Æ �:On a aussi vu dans la se
tion 3.5.2 que l'isotropie de _v pour l'a
tion de Bdans G=H est B _v qui se d�e
ompose enB _v = T  _v(U \  _v(U)) _v ;o�u (U \  _v(U)) _v est un sous-groupe unipotent (
onnexe). Ainsi le sous-groupe T  _v est le stabilisateur dans T du point _v et 
ontient un tore maximalde l'isotropie de _v. Le groupe T  _v peut ne pas être 
onnexe, on notera (T  _v)Æla 
omposante 
onnexe de 1 dans T  _v : (T  _v)Æ est un tore maximal de l'iso-tropie de _v.L'involution  _v agit sur l'alg�ebre de Lie g de G, et laisse stable l'alg�ebrede Lie t du tore, don
  _v agit aussi sur les ra
ines. Cette a
tion donne lad�e
omposition des ra
ines positives 
omme dans la se
tion 2.3.1 :�+ = I('(v)) [ R('(v)) [ C 0('(v)) [ C 00('(v)):Le sous-ensemble I('(v)) se d�e
ompose lui même en deux sous-ensembles :les ra
ines 
ompa
tes imaginaires, I
('(v)) et les ra
ines non 
ompa
tes ima-ginaires, In('(v)). En�n, l'ensemble C 00('(v)) est stable par  _v, on peut don
le d�e
omposer en deux sous-ensembles disjointsC 00('(v)) = C 001 ('(v))q  _v(C 001 ('(v))):Ave
 
es 
hoix on obtient la d�e
omposition de g :g = M�2�I
('(v)) g� � M�2�In('(v)) g� � M�2R('(v))(g� � g��)� M�2C0('(v))(g� � g _v(�))� M�2�C001 ('(v))(g� � g _v(�))� t _v � t� _vOn peut en
ore pr�e
iser 
ette d�e
omposition en 
hoisissant une base de g
omme dans [Spr85℄ de la mani�ere suivante :45



{ si � 2 R('(v)) :  _v(�) = �� et on peut 
hoisir X� 2 g� et X�� 2 g��non nuls tels que  _v(X�) = X��.{ si � 2 I
('(v)) alors g� est un sous-espa
e propre de  _v pour la valeurpropre 1. On peut 
hoisir n'importe quel X� 2 g� non nul, il v�eri�era _v(X�) = X�.{ si � 2 In('(v)) alors g� est un sous-espa
e propre de  _v pour la valeurpropre �1. On peut 
hoisir n'importe quel X� 2 g� non nul, il v�eri�era _v(X�) = �X�.{ si � 2 C('(v)) alors on prend X� 2 g� et X _v(�) =  _v(X�) 2 g _v(�),de sorte que g� � g _v(�) = C (X� + X _v(�)) � C (X� � X _v(�)) est lad�e
omposition en sous-espa
es propres pour  _v.4.3 Sli
es aux orbites d'un sous-groupe de Borel.On utilise les notations de la se
tion pr�e
�edente pour 
onstruire un sli
een _v �a la l'orbite B _v dans G=H. Pour 
ela, on utilise la d�e
omposition deg donn�ee dans la se
tion 4.2. C'est-�a-dire 
elle qui tient 
ompte �a la fois deB (�a travers le syst�eme de ra
ines positives) et de l'isotropie du point _v (�atravers l'a
tion de  _v sur g).Proposition 4.2 L'appli
ation� : B � (U� \  _v(U�)) _v ! G=Hest un sli
e attra
tif.Remarque : L'orbite de _v par U� \  _v(U�) est isomorphe au quotient :(U� \ _v(U�))=(U�) _v . D'apr�es le lemme 1.1, 
e quotient s'identi�e �a (U� \ _v(U�))� _v . Ces identi�
ations se font en tant que vari�et�es ave
 a
tion deT  _v . En�n, (U�\ _v(U�))� _v est un espa
e aÆne ave
 a
tion lin�eaire de T  _v .Preuve (de la proposition 4.2) : On 
ommen
e par montrer que l'appli
ation� est lisse en (1; _v), ou en
ore que sa di��erentielle en (1; _v) est surje
tive.L'appli
ation � s'identi�e �a :~� : B � (U� \  _v(U�))=(U�) _v ! G=G _vo�u ~� est l'appli
ation induite par la multipli
ation dans G. On va montrerque 
ette appli
ation est lisse en (1; 1). Cal
ulons les espa
es tangents �a 
estrois vari�et�es en 1. L'espa
e tangent de G=G _v en 1 s'identi�e ave
 le quotientde g par g _v . L'espa
e tangent de B en 1 estb = t� M�2�+ g�46



En�n l'espa
e tangent de (U� \  _v(U�))=(U�) _v s'identi�e ave
 (u�)� _v ,le sous-espa
e propre de u \  _v(u�) pour la valeur propre �1. Ave
 lad�e
omposition de g donn�ee dans la se
tion 4.2 et la base 
hoisie dans 
ettemême se
tion on a(u�)� _v = M�2C001 ('(v)) C (X�� �X _v(�))� M�2In('(v)) g��:Il suÆt don
 de montrer que l'appli
ation \addition" :Add : b� (u�)� _v � g _v ! g(b; u; h) 7! b + u+ hest surje
tive. L'alg�ebre de Lie b est dans l'image de Add, il suÆt don
 demontrer que pour toute ra
ine � < 0, X� est dans l'image de Add. Soit �une ra
ine n�egative.{ Si �� 2 I
('(v)) alors X� 2 g _v , don
 X� est dans l'image de Add.{ Si �� 2 In('(v)) alors X� 2 (u�)� _v , don
 X� est dans l'image deAdd.{ Si �� 2 R('(v)) alors X�� 2 b et X� +X�� 2 g _v , don
 X� est dansl'image de Add.{ Si �� 2 C 0('(v)) alors  _v(�) 2 �+ don
 X _v(�) 2 b et X� +X _v(�) 2g _v , don
 X� est dans l'image de Add.{ Si �� 2 C 00('(v)) alors X��X� _v(�) 2 (u�)� _v et X��X� _v(�) 2 g _v ,don
 X� est dans l'image de Add.Ainsi, l'appli
ation � est lisse au point (1; x). De plus, _v est un point isol�e deB _v \ S, et le tore (T  _v)Æ est un tore maximal de l'isotropie de _v qui agit surS. Ainsi S est un sli
e.Il reste �a montrer que S est attra
tif. Soit �((T  _v)Æ) le groupe des 
a-ra
t�eres de (T  _v)Æ. On 
hoisit sur E = �(T )
Q un produit s
alaire not�e (; ),invariant par W et �. Le sli
e S est attra
tif si, et seulement si, l'ensemble�(S) des poids de (T  _v)Æ dans S, est in
lus dans un demi-espa
e ouvert de�((T  _v)Æ)
Q . Ce qui est en
ore �equivalent �a l'existen
e d'un 
ara
t�ere 
 de(T  _v)Æ tel que pour tout poids Æ appartenant �a �(S), on ait (
; Æ) < 0. On
onsid�ere l'appli
ation lin�eairef : E ! EÆ 7! 12 (Æ +  _v(Æ)) :L'espa
e ve
toriel �((T  _v)Æ) 
 Q s'identi�e �a l'image de l'appli
ation f .L'image de f est le sous-espa
e propre de  _v, pour la valeur propre 1. De47



plus, la restri
tion d'un 
ara
t�ere Æ de T �a (T  _v)Æ est f(Æ). Les poids del'a
tion de (T  _v)Æ dans S sont don
 in
lus dans l'image par f de l'ensembledes poids de l'a
tion de T dans U� \  _v(U�). Or l'ensemble des poids de Tdans U� \  _v(U�) est �I('(v)) [ �C 00('(v)). Ainsi on obtient�(S) � f (�I('(v)) [ �C 00('(v))) :Soit Æ un 
ara
t�ere de T tel que :8� 2 I('(v)) [ C 00('(v)); (Æ; �) > 0:Il existe un tel 
ara
t�ere 
ar toutes 
es ra
ines sont positives. L'appli
a-tion  _v est orthogonale pour le produit s
alaire, don
 si � 2 I('(v))alors (Æ +  _v(Æ);��) = �2(Æ; �) < 0. De même, si � 2 C 00('(v)) alors _v(�) 2 C 00('(v)) don
 (Æ +  _v(Æ);��) < 0. Finalement, f(Æ) = Æ +  _v(Æ)est un 
ara
t�ere de (T  _v)Æ 
e qui montre que S est attra
tif. }Remarque : Il arrive que l'a
tion lin�eaire du tore (T  _v)Æ dans S ait des sous-espa
es propres de grande multipli
it�e. Par exemple, dans SLn=SOn, pourune orbite 
orrespondant �a (i; j) dans la param�etrisation de la se
tion 1.4,(T  _v)Æ est de dimension 1. Il est d�e�ni par ti = t�1j et tk = 1 pour k 6= i; j.Le sli
e S est de dimension jj � ij et les poids de (T  _v)Æ dans S sont tous 1,sauf dans une dire
tion o�u on a un poids 2 (la dire
tion qui 
orrespond �a lara
ine imaginaire (i; j)).4.4 Une autre fa�
on de voir 
es sli
es, et quelques re-marques suppl�ementaires.4.4.1 �A propos des singularit�es des adh�eren
es d'orbites.Pour �etudier les singularit�es des adh�eren
es d'orbites d'un sous-groupede Borel dans un espa
e sym�etrique, on peut aussi �etudier les adh�eren
esd'orbite de B � H dans G ou en
ore 
elles de H dans G=B. En e�et, on ales deux �brations : �H : G ! G=H�B : G ! BnG:Ainsi une sous-vari�et�e YG=H stable par B dans G=H donne une sous-vari�et�eYG = ��1H (YG=H) stable par B � H dans G. Et YG donne une sous-vari�et�eYBnG = �B(YG) stable par H dans BnG. La restri
tion de �H (respe
tivement�B) �a YG est une �bration de �bre lisse H (respe
tivement B).48



4.4.2 Les sli
es dans G=B.Maintenant que l'on a 
onstruit des sli
es aux orbites de B dans G=H, ona, par passage �a l'inverse, des sli
es aux orbites de H dans BnG. Une mani�erepeut-être plus agr�eable de voir 
es sli
es est de les regarder en quelque sorte
omme des restri
tions des sli
es aux G-orbites dans G=B �G=B.Toujours ave
 le 
hoix d'un sous-groupe de Borel stable par � on peutenvoyer G=B dans G=B � G=B (
omme dans 2.1) par l'appli
ation induitepar � : '0 : G=B ! G=B �G=BgB 7! (gB; �(g)B):Par 
ette appli
ation, les orbites de H dans G=B sont envoy�ees dans lesorbites de G (agissant diagonalement) dans G=B � G=B. De plus, on a unsli
e aux orbites de G donn�e par la d�e
omposition de Bruhat. En e�et, soit(x; y) 2 G� G tel que x�1y 2 N(T ), alors on pose x�1yT 2 N(T )=T = W .Soit � = U� \ w(U�). On inje
te � dans G=B �G=B par l'appli
ation� ,! G=B �G=Bu 7! (u; u�1):Proposition 4.3 L'appli
ationG� (x�1; y�1)� ! G=B �G=Best un sli
e en (x�1B; y�1B) �a G(x�1B; y�1B)Preuve C'est un 
orollaire imm�ediat du r�esultat sur le sli
e dans les espa
essym�etriques appliqu�e �a G�G pour l'involution qui �e
hange les deux fa
teurs.}Le sli
e d�e�ni en 4.2 �a une orbite de H dans G=B n'est autre que l'ensembledes points de � \anti-invariants" pour l'a
tion de  _v. C'est-�a-dire que l'in-terse
tion du sli
e en (x�1; y�1) �a G(x�1; y�1) ave
 '0(G=B) est le sli
e �a laH orbite dans G=B d�e�nie pr�e
�edemment.Comme 
orollaire de 
ette fa�
on de voir les sli
es on a :Corollaire 4.1 L'appli
ation ' est 
roissante pour l'ordre sur l'ensemble desinvolutions tordues induit par l'ordre de Bruhat.De plus, 
ette fa�
on de voir 
es sli
es sera utile, dans la se
tion 6, 
ar si on
onnâ�t bien le sli
e dans G=B�G=B on va pouvoir en d�eduire des propri�et�esdu sli
e aux orbites de H. 49



4.5 Sli
es dans les grassmaniennes.L'arti
le de Barbas
h et Evens [BE94℄ �etudie les singularit�es des adh�eren-
es d'orbites de sous-groupes sym�etriques de SLn dans les grassmaniennes. Ilsmontrent, en 
onstruisant des d�esingularisations expli
ites de 
es adh�eren
esd'orbites, qu'elles sont normales et �a singularit�es rationnelles. On va i
i re-trouver 
es r�esultats par une m�ethode di��erente, �a l'aide de sli
es. Pour 
elaon 
ommen
e par donner une des
ription des sli
es aux orbites ferm�ees deG� dans un espa
e homog�ene G=P , o�u P est un sous-groupe parabolique deG.Proposition 4.4 Soit P un sous-groupe parabolique 
ontenant un sous-grou-pe de Borel stable par �. Alors un sli
e en P=P �a la G�-orbite G�P=P estdonn�e par Ru(P�) \ �(Ru(P�))=(Ru(P�))� = Ru(P�) \ �(Ru(P�))P=P quis'identi�e en
ore, par le lemme 1.1, �a l'ensemble des anti-invariants par �de Ru(P�).La preuve de 
ette proposition est la même que pour le 
as d'un sous-groupede Borel, il suÆt de regarder 
e qui se passe au niveau des alg�ebres de Lieau point P=P .Remarque : On pourrait montrer un lemme un peu plus g�en�eral pour 
al-
uler des sli
es �a n'importe quelle orbite de G� dans G=P en utilisant desrepr�esentants \
anoniques" de 
es orbites d�e�nis dans [BH00℄ (qui sont es-sentiellement les repr�esentants de l'unique orbite ouverte de B dans 
haqueorbite de P 
ontenant B).On a l'a
tion de T � dans 
es sli
es. I
i on a même un groupe r�edu
tif apriori plus grand que T � qui agit dans 
es sli
es. En e�et, soit L le sous-groupede Levi de P qui 
ontient T . Le groupe L� agit dans 
e sli
e par 
onjugaisonen pr�eservant les orbites de H. Il se trouve que dans les grassmaniennes etpour une involution � de SLn, les orbites de L� dans le sli
e sont exa
tementles interse
tion des orbites de H ave
 le sli
e. Ce qui permettra de montrerque les adh�eren
es d'orbites sont normales et �a singularit�es rationnelles.4.5.1 Orbites du groupe sp�e
ial orthogonal dans les grassmanien-nes.Commen�
ons par d�e
rire les orbites de SOn dans les grassmaniennes. Pour
ela on �xe une forme quadratique �, non d�eg�en�er�ee sur C n . Cette forme qua-dratique induit sur SLn, 
omme dans la se
tion 1.2.1, une involution �, telle50



que SOn soit le sous-groupe des points �xes. On notera Gr(k; n) la grass-manienne des sous-espa
es de dimension k dans C n . La forme quadratique �induit une dualit�e entre les sous-espa
es de dimension k et 
eux de dimensionn�k. Il suÆt don
 de d�e
rire les orbites de SOn dans Gr(k; n) pour k � n=2.Lemme 4.1 Les orbites de SOn dans Gr(k; n) sont param�etr�ees par le rangde la restri
tion de � au sous-espa
e 
onsid�er�e, sauf si k = n=2 ; dans 
e 
as,on a deux orbites ferm�ees qui 
orrespondent aux deux types de sous-espa
estotalement isotropes maximaux.Preuve : C'est un 
orollaire imm�ediat du th�eor�eme de Witt ([Bou59℄). }On 
hoisit une base (e1; : : : ; en) de C n telle que dans 
ette base on ait� = nXi=1 xixn+1�i:Dans 
ette base, on identi�e alors SLn �a l'ensemble des matri
es n � n ded�eterminant 1. Le sous-groupe B des matri
es triangulaires sup�erieures estalors un sous-groupe de Borel de SLn stable par �. Le sous-groupe T � B desmatri
es diagonales est un tore maximal de SLn stable par �. Pour k � n=2,on note Vk = Ve
t(e1; : : : ; ek) et V�k = Ve
t(en�k; : : : en):Soit Pk le parabolique qui stabilise Vk. Pour tout k on a B � Pk, ainsi laproposition 4.4 s'applique et 
onstruit un sli
eSk = (Ru(P�k ) \ �(Ru(P�k )))��en Vk �a l'orbite SOnVk. Soit Lk le sous-groupe de Levi de P 
ontenant T .Proposition 4.5 Le sous-groupe L�k est isomorphe �a GLk�SO(2n� k). LeL�k-module Sk est isomorphe �a l'espa
e des formes quadratiques sur Vk, o�uSOn�2k agit par l'identit�e, et GLk agit par 
hangement de base dans Vk.Preuve : Le sous-groupe de Levi L estL = S(GL(Vk)�GL(V�n+k)):De plus on peut d�e
omposer V�n+k = (Vk � V�k)?� � V�k 
e qui donneL = S �GL(Vk)�GL �(Vk � V�k)?� � V�k�� :51



Et par suite L \ �(L) = S(GL(Vk) � GL((Vk � V�k)?�) � GL(V�k)). Lesous-groupe des points �xes de � dans GL(Vk) � GL(V�k) est GLk. Et lesous-groupe des points �xes dans GL((Vk � V�k)?�) est SOn�2k. Ainsi L�k =GLk � SOn�2k.Le L-moduleRu(P�) est isomorphe �a l'ensemble des appli
ations lin�eairesde Vk dans (Vk�V�k)?��V�k. Et les �el�ements u de Ru(P�) v�eri�ant �(u) =u�1 sont alors les appli
ations de Vk dans V�k, sym�etriques pour �. Ainsi Sks'identi�e �a l'ensemble des formes quadratiques sur Vk, ave
 l'a
tion de L�kpar 
hangement de base dans Vk. }On a alors le 
orollaire suivant :Corollaire 4.2 Les adh�eren
es des orbites de SOn dans les grassmaniennessont normales et �a singularit�es rationnelles.Preuve : Les orbites de GLk dans Sk sont param�etr�ees par le rang. Lesadh�eren
es de 
es orbites sont des vari�et�es d�eterminantielles sym�etriques ;
elles-
i sont normales et �a singularit�es rationnelles (voir par exemple la se
-tion 2 de [Kem76℄ ave
 le 
ompl�ement dans [Kem86℄). Soit V un sous-espa
ede C n de dimension k telle que la restri
tion de � �a V soit de rang p � k. Il estfa
ile de voir que l'interse
tion de l'orbite SOn:V ave
 Sk est la GLk-orbitedes formes quadratiques de rang p sur Vk. Ainsi les adh�eren
es d'orbites deSOn dans les grassmaniennes sont normales et �a singularit�es rationnelles. }4.5.2 Orbites du groupe symple
tique dans les grassmaniennes.De la même mani�ere que pour le groupe sp�e
ial orthogonal, on peut 
al-
uler les orbites du groupe symple
tique dans les grassmaniennes. Soit !une forme symple
tique non d�eg�en�er�ee sur C 2n , elle induit une involution� 
omme dans la se
tion 1.2.1. On note SL�n = Sp2n le groupe pr�eservant
ette forme. Par dualit�e (donn�ee par ! entre les sous-espa
es de dimensionk et 
eux de dimension 2n � k), il suÆt de 
onnâ�tre les orbites dans lesgrassmaniennes Gr(k; 2n) ave
 k � n. On a la proposition suivante :Lemme 4.2 Les orbites de Sp2n dans Gr(k; 2n) sont param�etr�ees par le rangde ! en restri
tion au sous-espa
e 
onsid�er�e.Preuve : C'est un 
orollaire imm�ediat du th�eor�eme de Witt. }Remarque : Le rang d'un forme symple
tique est toujours pair, ainsi lesseuls entiers possibles pour le rang sont les entiers pairs de f0; : : : ; kg.52



Et de la même mani�ere que dans le 
as du groupe orthogonal, on a unsli
e dans les grassmaniennes �a l'orbite ferm�ee de Sp2n. On 
hoisit une base(e1; : : : e2n) de C 2n telle que dans 
ette base on ait :! = nXi=1 e�i ^ e�2n+1�i:Une fois en
ore le sous-groupe des matri
es triangulaires sup�erieures (dansla base (e1; : : : ; e2n)) est un sous-groupe de Borel de SLn et le groupe desmatri
es diagonales est un tore maximal, tous deux stables par �. Pour k � n,soit Vk = Ve
t(e1; : : : ; ek), 
'est un sous-espa
e totalement isotrope. On noteen
ore Pk le sous-groupe parabolique de G qui stabilise Vk et Lk le sous-groupe de Levi de Pk 
ontenant T . En�nSk = (Ru(P�k ) \ �(Ru(P�k )))��:D'apr�es la proposition 4.4, 
'est un sli
e �a l'orbite Sp2n:Vk dans Gr(k; 2n) surlequel L�k agit lin�eairement. Et on a laProposition 4.6 Le sous-groupe L�k est isomorphe �a GLk�Sp(2n�2k). LeL�k-module Sk est isomorphe �a l'espa
e des formes bilin�eaires altern�ees surVk, o�u Sp2n�2k agit par l'identit�e, et GLk agit par 
hangement de base dansVk.Preuve : Ce sont les mêmes arguments que 
eux de la proposition 4.5. }Et on a le 
orollaire :Corollaire 4.3 Les adh�eren
es d'orbites de Sp2n dans les grassmaniennessont normales et �a singularit�e rationnelles.Preuve : C'est imm�ediat �a partir du r�esultat de Kempf [Kem86℄, qui montreque les adh�eren
es des orbites de GLk dans Sk sont normales et �a singularit�esrationnelles. }4.5.3 Orbites de S(GLp �GLq) dans les grassmaniennes.On 
hoisit une d�e
omposition de C p+q = C p � C q . Cette d�e
ompositioninduit une involution � sur SLn qui est une involution int�erieure (d�e�nie en1.2.1). On note en
ore S(GLp�GLq) le sous-groupe des points �xes de �. Lasituation est un peu di��erente de 
elle de SOn ou Sp2n, 
ar, dans 
e 
as, il53



y a plusieurs orbites ferm�ees dans les grassmaniennes. Cependant, l�a en
oreles sli
es s'interpr�etent g�eom�etriquement, 
e qui permet de montrer que lesadh�eren
es d'orbites de S(GLp�GLq) dans les grassmaniennes sont normaleset �a singularit�es rationnelles. On introduit les sous-ensembles de Gr(k; p+ q)suivants :Q(s; t) = fV 2 Gr(k; p+ q) j dim(V \ C p) = s et dim(V \ C q ) = tg :Le lemme suivant d�e
rit les orbites de S(GLp �GLq) dans Gr(k; p+ q).Lemme 4.3 Les Q(s; t) sont les orbites de S(GLp�GLq) dans les grassma-niennes ; de plus, Q(s; t) � Q(s0; t0) si et seulement si s � s0 et t � t0.Preuve : Soit V 2 Q(s; t) alors on peut 
hoisir (
omme dans le lemmeg�eom�etrique sur les orbites de S(GLp � GLq) dans SLn=B, 8.3) une base(e1; � � � ; ep; f1; � � � ; fq) adapt�ee �a la d�e
omposition de C p+q et �a V , i.e. telleque C p = Ve
t(e1; : : : ; ep);C q = Ve
t(f1; � � � ; fq);V = Ve
t(e1; � � � ; es; es+1 + f1; � � � ; es+r + fr; fr+1; � � � ; fr+t)o�u r = k�s�t. Il est fa
ile de voir (ave
 
es bases adapt�ees) que S(GLp�GLq)agit transitivement sur Q(s; t). Par ailleurs, pour les relations d'in
lusions la
ondition est 
lairement n�e
essaire (la dimension de l'interse
tion ne peutqu'augmenter dans l'adh�eren
e). Pour la r�e
iproque, on 
ommen
e par mon-trer que si s + t < k alors Q(s + 1; t) � Q(s; t). En e�et, soit V un sous-espa
e appartenant �a Q(s; t), on 
hoisit une base de C p+q adapt�ee �a V :(e1; : : : ; ep; f1; : : : fq). Pour tout t 2 C � , on d�e�nit l'appli
ation lin�eaire deC n gt : 8>><>>: ei 7! ei si i 6= s+ 1es+1 7! t�1es+1f1 7! tf1fj 7! fj si j 6= 1L'appli
ation gt appartient �a S(GLp�GLq), et lorsque t tend vers 0 le sous-espa
e gtV 
onverge dans Gr(k; p+ q) vers le sous-espa
eV0 = Ve
t(e1; : : : ; es; es+1; es+2 + f2; : : : ; es+r + fr; fr+1; : : : ; fr+t):qui appartient �a Q(s + 1; t). Par le même type d'arguments, on a aussi : sis+ t < k alors Q(s; t+1) � Q(s; t). Ainsi on a Q(s0; t0) � Q(s; t) si s0 � s ett0 � t. }54



En parti
ulier, les orbites ferm�ees sont param�etr�ees par les 
ouples (s; t)tels que s + t = k. On va 
al
uler des sli
es �a 
es orbites ferm�ees. Pour
ela on �xe (s; t) tel que s + t = k, et on 
hoisit un �el�ement V de Q(s; t).On 
hoisit une base de C p+q adapt�ee �a V : (e1; : : : ; ep; f1; : : : fq), 
ommedans le lemme 4.3. Cette base donne un tore maximal T de SLp+q. On poseV1 = V \ C p et V2 = V \ C q , on 
hoisit un suppl�ementaire W1 de V1 dansC p et un suppl�ementaire W2 de V2 dans C q . Le parabolique P qui stabiliseV est stable par �. il ne reste don
 qu'�a d�e
rire les anti-invariants par � dansRu(P�). Mais Ru(P�) s'identi�e �a l'ensemble des appli
ations lin�eaires de Vdans W1�W2, et l'ensemble des anti-invariants par � s'identi�e �a l'ensembledes appli
ations lin�eaires :u� v 2 Hom(V1;W2)� Hom(V2;W1) = S:On note L le sous-groupe de Levi de P qui 
ontient T . Sur S agit le groupeL� qui est S(GL(V1)�GL(V2)�GL(W1)�GL(W2)) agissant par 
hangementde base dans V1; V2;W1;W2. Par 
ons�equent, les orbites de L� sont donn�eespar les 
ouples (s; t) o�u s (resp. t) est le rang de u (resp. le rang de v). Lesadh�eren
es d'orbites de L� dans S sont en
ore des vari�et�es d�eterminantiellesqui sont par 
ons�equent normales et �a singularit�es rationnelles. Or 
e sontles interse
tions de Q(s; t) ave
 S. De 
ette propri�et�e, on a la propositionsuivante :Proposition 4.7 Les adh�eren
es d'orbites de S(GLp�GLq) dans les grass-maniennes sont normales et �a singularit�es rationnelles.En r�esum�e, les singularit�es d'adh�eren
es d'orbites de S(GLp�GLq) (res-pe
tivement SOn, Sp2n) dans les grassmaniennes sont 
elles de vari�et�es d�eter-minantielles (resp. sym�etriques, antisym�etriques)

55



56



Deuxi�eme partieQuelques r�esultats dansSLn=SOn5 Stabilisateur du lieu non normal dans lesespa
es sym�etriques.On reprend i
i un argument de Seshadri [Ses87℄ (repris dans un 
adreplus g�en�eral par Brion [Bri99b℄) pour d�emontrer que les vari�et�es de S
hu-bert sont normales et �a singularit�es rationnelles (et dans l'arti
le de Brion,pour montrer que 
ertaines adh�eren
es d'orbites dans les vari�et�es sph�eriques
ompl�etes sont normales et �a singularit�e rationnelles). Cet argument permetde montrer que le lieu non normal de 
ertaines adh�eren
es d'orbites dans lesespa
es sym�etriques a un stabilisateur \trop gros", et par 
ons�equent que 
esadh�eren
es d'orbites sont normales et �a singularit�es rationnelles.5.1 Le th�eor�eme prin
ipal de Zariski.Un des instruments prin
ipal dans 
ette preuve, et qui servira aussi parla suite pour montrer que des adh�eren
es d'orbites sont non normales, est leth�eor�eme prin
ipal de Zariski. On se donne deux vari�et�es alg�ebriques X, Yet une appli
ation F : X ! Y birationnelle propre (par exemple F sera uned�esingularisation de Y ). On suppose que Y est normale, alors :Th�eor�eme 2 (Zariski) Les �bres de F sont 
onnexes.C'est la forme \originale" du th�eor�eme, 
ependant la preuve de 
e th�eor�emea �evolu�ee ave
 les m�ethodes de 
ohomologie des fais
eaux, et on le trouvedans [Gro61, 4.3.12℄ ou [Har77, III x11℄, sous la forme suivante : si X; Y sontdes vari�et�es alg�ebriques, F : X ! Y est une appli
ation birationnelle propreet en�n si X est normale alorsTh�eor�eme 3 (Zariski (bis)) Le lieu non normal de Y est le support dufais
eau F�OX=OY :On rappelle la notion de singularit�es rationnelles (d'apr�es [KKMSD73, p.50℄). Soit Y une vari�et�e alg�ebrique sur C . Soit � : Z ! Y une r�esolution des57



singularit�es de Y , i.e. Z est lisse, et � est birationnelle et propre. Alors lesfais
eaux 
oh�erents Ri��(OZ), pour i > 0, sont ind�ependants du 
hoix de Z.On dit que Y est �a singularit�es rationnelles si les 
onditions(i) Ri��(OZ) pour i > 0,(ii) ��(OZ) = OYsont v�eri��ees. D'apr�es le th�eor�eme de Zariski la 
ondition (ii) est �equivalente�a la normalit�e de Y . De plus, les vari�et�es �a singularit�es rationnelles sont deCohen-Ma
aulay ([KKMSD73, p.50℄).5.2 Un th�eor�eme sur le stabilisateur du lieu non nor-mal.On se pla
e dans la vari�et�e aÆne G=G� et on regarde l'a
tion des parabo-liques minimaux sur l'adh�eren
e d'une orbite de B. On a alors plusieurs 
asd�e
rits dans 3.1. On note l'orbite O et on pose Y = O. On note NG(Y ) le sta-bilisateur dans G de Y , on a bien sûr B � NG(Y ). On 
hoisit un paraboliqueminimal P� qui monte O et on suppose que l'appli
ation :F� : P� �B Y ! P�Yest birationnelle, et de plus que P�Y est �a singularit�es rationnelles. En�n on
hoisit une d�esingularisation � : Z ! Y;NG(Y )-�equivariante. On a alors le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 4 Le lieu non normal de Y est stabilis�e par P�. De plus, pourtout i > 0 le support de Ri��(OZ) est stable par P�.Moralement, 
e th�eor�eme exprime que si le lieu non normal de Y n'�etait passtable par P� alors il y aurait une 
omposante Y 0 de 
e lieu qui rendrait P�Ynon normale le long de P�Y 0.Preuve : Si on note C [Y ℄ (respe
tivement C [Z℄) l'alg�ebre des fon
tionsr�eguli�eres sur Y (respe
tivement sur Z), alors C [Z℄ est un module �ni surC [Y ℄, et on a la suite exa
te de C [Y ℄-modules0! C [Y ℄! C [Z℄ ! C ! 0: (D)o�u (d'apr�es le th�eor�eme prin
ipal de Zariski) le support de C est le lieu nonnormal de Y . De plus, C est un NG(Y )-module.58



On 
ommen
e par montrer que C est stable par P�. La d�esingularisation� : Z ! Y induit une appli
ation P�-�equivariante~� : P� �B Z ! P� �B Y:En 
omposant par F� on obtient une appli
ation birationnelle propre (quiest une d�esingularisation de P�Y ) :~F� = F� Æ ~� : P� �B Z ! P�Y:Or P�Y est suppos�ee normale (puisqu'elle est �a singularit�es rationnelles), par
ons�equent l'appli
ation ~F�� : C [P�Y ℄! C [P� �B Z℄est un isomorphisme (l'inje
tivit�e provient de la dominan
e de ~F� et la sur-je
tivit�e est donn�ee par la normalit�e de P�Y ).On a l'appli
ation gY;� : P� �B Y ! P�=B, par 
ons�equent :C [P� �B Y ℄ = H0(P� �B Y;OP��BY ) = H0(P�=B; gY;��OP��BY )Et de même C [P� �B Z℄ = H0(P�=B; gZ;��OP��B ~Y ).En�n 
haque B-module rationnel W induit un fais
eau P�-lin�earis�e surP�=B not�e W . Ainsi, la suite exa
te de B-modules (D) donne une suiteexa
te de fais
eaux P�-lin�earis�es :0! C [Y ℄! C [Z℄ ! C ! 0qui donne une suite exa
te longue en 
ohomologie :0! H0(P�=B; C [Y ℄)! H0(P�=B; C [Z℄)! H0(P�=B;C)! H1(P�=B; C [Y ℄)! � � �De plus, on a :(gy;�)�OP��BY = C [Y ℄ et (gY;�)�OP��BZ = C [ ~Y ℄:L'appli
ation ~F�� est un isomorphisme, don
 H0(P�=B;C) s'inje
te dansH1(P�=B; C [Y ℄). D'autre part, l'appli
ation de restri
tion des fon
tionsC [P�Y ℄! C [Y ℄59



est surje
tive, don
 C [Y ℄ est le quotient d'un P�-module. Le fais
eauC [P�Y ℄ est asso
i�e �a un P�-module, il est don
 trivial, et en parti
ulier :H i(P�=B; C [P�Y ℄ = 0) pour i > 0. Comme P�=B est la droite proje
-tive, pour tout fais
eau quasi-
oh�erent F sur P�=B on a pour tout p > 1 :Hp(P�=B;F) = 0. En parti
ulier, pour le noyau F de C [P�Y ℄! C [Y ℄, on aH2(P�=B;F) = 0, et, par suite, H1(P�=B; C [Y ℄) = 0. Finalement, on obtientH0(P�=B;C) = 0:La stabilit�e du lieu non normal de Y par P� d�e
oule alors du lemmesuivant :Lemme 5.1 Soit C un C [Y ℄-module �ni ave
 a
tion de NG(Y ) 
ompatible,tel que H0(P�=B;C) = 0, alors le support de C est stable par P�.Preuve (du lemme 5.1) : Supposons que le support de C ne soit pas stablepar P�. Alors il existe une 
omposante irr�edu
tible Y 0 du support de C quin'est pas stabilis�ee par P�. Soit I(Y 0) l'id�eal de 
ette sous-vari�et�e dans C [Y ℄,on d�e�nit alors un sous C [Y ℄-module de C parC 0 = f
 2 C j I(Y 0)
 = 0g :Le support de C 0 est exa
tement Y 0, 
ar I(Y 0) est un id�eal premier minimaldu support de C, don
 
et id�eal est un premier asso
i�e �a C. Et de plus, on aH0(P�=B;C 0) = 0 
ar H0(P�=B;C) = 0.On a les appli
ations :g�;Y 0 : P� �B Y 0 ! P�=B et F 0� : P� �B Y 0 ! P�Y 0:Le C [Y 0℄-module C 0 induit un fais
eau P�-lin�earis�e C 0, sur P� �B Y 0 (l'a
-tion de P� �etant une extension de l'a
tion de B). Ce fais
eau est tel que(g0�;Y 0)�(C 0) = C 0 et par 
ons�equentH0(P� �B Y 0; C 0) = H0(P�=B;C 0) = 0: (E)Mais on a aussi H0(P� �B Y 0; C 0) = H0(P�Y 0; F 0��C 0). Or F 0� est g�en�e-riquement �nie : en e�et, P� ne stabilise pas Y 0 qui est l'adh�eren
e d'uneorbite de B dans G=H, don
 � est de type U; T ou N pour Y 0. Ainsi lesupport de C 0 est P� �B Y 0 (
ar le support de C 0 est Y 0), don
 le support deF 0��C 0 est PY 0. Or PY 0 est aÆne, don
 si le support de F 0��C 0 est P�Y 0 alors60



H0(P�Y 0; F�0�C 0) 6= 0. Ce qui est ex
lu par l'�egalit�e (E). Cette 
ontradi
tiond�emontre le lemme. }On retourne �a la preuve du th�eor�eme 4. On �xe i > 0, et on 
onsid�ere lefais
eau NG(Y )-lin�earis�e Ri��(OZ), sur Y . Comme Y est aÆne, 
e fais
eauest asso
i�e au C [Y ℄-module H i(Z;OZ) (toujours ave
 a
tion 
ompatible deNG(Y )). On va montrer queH0(P�=B;H i(Z;OZ)) = 0: (F)L'appli
ation ~F� : P� �B Z ! P�Z, est une r�esolution des singularit�es deP�Y , or P�Y est suppos�ee �a singularit�es rationnelles, ainsi Rq ~F��(P��BZ) =0 pour tout q > 0. Or, P�Y est aÆne, don
Hq(P� �B Z;OP��BZ) = 0 pour tout q > 0:On rappelle que ~F� = F� Æ ~�. De plus, (gY;�; F�) : P� �B Y ! P�=B �P�Y est une immersion ferm�ee, don
 les �bres de l'appli
ation F� peuvents'identi�er �a des ferm�es de P�=B qui est une droite proje
tive. La vari�et�eP�Y �etant aÆne, on obtient pour tout fais
eau 
oh�erent F sur P� �B Y ,Hp(P� �B Y;F) = 0 pour tout p > 1:Par 
ons�equent la suite spe
trale de LerayHp(P� �B Y;Rq~��(OP��BZ))) Hp+q(P� �B Z;OP��BZ)d�eg�en�ere en E2. Don
, le P�-module H0(P��B Z;Ri~�(OP��BZ)) est un quo-tient de H i(P� �B Z;OP��BZ) qui est nul, d'o�uH0(P� �B Y;Ri~��(OP��BZ)) = 0:En�n, Ri~��(OP��BZ) est le fais
eau P�-lin�earis�e asso
i�e au fais
eau B-lin�e-aris�e Ri��(OZ). Ce qui d�emontre F, et le th�eor�eme d�e
oule alors du lemme5.1. }5.3 Dans les espa
es sym�etriques, une 
lasse d'adh�e-ren
es d'orbites �a singularit�es rationnelles.Dans [Bri99b℄ M. Brion d�emontre un th�eor�eme sur les singularit�es desadh�eren
es d'orbites d'un sous-groupe de Borel dans une vari�et�e sph�erique61



X. Il est �enon
�e pour l'adh�eren
e d'une orbite sans multipli
it�e. Une orbiteO et dite sans multipli
it�e si pour tout w 2 W qui monte O sur la B-orbiteouverte de X, l'appli
ationFw : BwB �B O ! BwOest birationnelle. Autrement dit si tout 
hemin de �(G=H) montant de O�a la B-orbite ouverte ne 
ontient pas d'arête double. On peut maintenant�enon
er le th�eor�emeTh�eor�eme 5 ([Bri99b℄,p.30) Soit X une vari�et�e sph�erique et Y l'adh�eren-
e d'une orbite de B sans multipli
it�e, alors Y est �a singularit�es rationnelles.Ce th�eor�eme permet de montrer que toutes les adh�eren
es d'orbites d'unsous-groupe de Borel sont �a singularit�es rationnelles dans 
ertains espa
essym�etriques. Par exemple, pour les espa
es sym�etriques SLp+q=S(GLp�GLq)et SL2n=Sp2n, 
ar dans 
es deux 
as toutes les orbites de B sont sans multipli-
it�es. En e�et, d'apr�es [Bri99b, prop. 5,p. 15℄, dans le 
as o�uG est simplementla
�e, il suÆt de v�eri�er que les orbites de 
odimension 1 sont sans multipli-
it�es, 
e qui est fa
ile de ave
 la des
ription des orbites de la se
tion 8 (pourSL2n=Sp2n toutes les ra
ines simples sont de type U� ou G pour l'orbiteouverte, et pour les espa
es sym�etriques SLp+q=S(GLp � GLq)) toutes lesra
ines simples sont de type U�; G ou T �).Cependant, il y a 
ertains espa
es sym�etriques pour lesquels 
e th�eor�emene donne au
un r�esultat positif. Le \pire 
as" est si toutes les orbites de
odimension 1 sont mont�ees par des arêtes de type N sur G=H. Les espa
essym�etriques les plus propi
es �a 
ette obstru
tion sont 
eux qui 
orrespondent�a une involution s
ind�e, 
ar dans 
e 
as tous les orbites de 
odimension 1 dansG=H sont obtenues par des arêtes de type T ou N . Ainsi il se peut qu'il n'yait pas d'orbite sans multipli
it�e. C'est le 
as pour SLn=SOn. Cependant,ave
 le th�eor�eme 4 on peut montrer que 
ertaines adh�eren
es d'orbites sont�a singularit�e rationnelles. On introduit pour 
ela le 
orang d'une orbite O :
orang(O) = rg(G=H)� rg(O):On a le 
rit�ere de normalit�e suivant :Th�eor�eme 6 Les adh�eren
es d'orbites de 
orang 1 dans SLn=SOn sont �asingularit�es rationnelles.Preuve : On le montre par r�e
urren
e sur la 
odimension de l'orbite. Cequi permet de d�emarrer la r�e
urren
e est le 
orollaire 4.2. En e�et, tout62



diviseur B-stable irr�edu
tible de SLn=SOn est l'adh�eren
e d'une orbite d'unparabolique maximal P . Or le 
orollaire sus-
it�e montre que les adh�eren
esde P -orbites dans SLn=SOn sont �a singularit�es rationnelles, par 
ons�equentle r�esultat est vrai en 
odimension 1. Supposons que toutes les adh�eren
esd'orbites de 
orang 1 et de 
odimension 
 � k sont �a singularit�es rationnelles.Soit Ov une orbite de 
orang 1 et de 
odimension k + 1, et � : Z ! Ovune d�esingularisation NG(Ov)-�equivariante. Alors, toute ra
ine simple � quimonte v est de type U . En e�et, les types N; T font augmenter le rang, oron ne peut pas l'augmenter 
ar la seule orbite de rang maximal est l'orbiteouverte. Ainsi l'appli
ation P� �B Ov ! P�Ov est birationnelle d�es que �monte v. Par 
ons�equent, ave
 l'hypoth�ese de r�e
urren
e et le th�eor�eme 4, lelieu non normal de Ov et les supports des fais
eaux Ri��(OZ) pour i > 0 sontstabilis�es par tous les paraboliques minimaux qui montent v. Ces supportssont aussi stabilis�es par les paraboliques minimaux qui stabilisent Ov, don
 lelieu non normal et les supports des fais
eaux Ri��(OZ) doivent être stabilis�espar SLn, don
 
es sous-vari�et�es sont vides. }Remarque : Cette preuve se g�en�eralise �a n'importe quelle involution s
ind�eepourvu que les adh�eren
es d'orbites de 
odimension 1 soient �a singularit�esrationnelles. Cependant, on verra qu'il existe des adh�eren
es d'orbites de
odimension 1 non normales dans les espa
es sym�etriques, voir la se
tion7.1.6 Crit�ere de lissit�e en 
odimension 1 pourPSLn=PSOn.Dans 
ette partie, on donne une 
ara
t�erisation de la lissit�e en 
odimen-sion 1 des adh�eren
es d'orbites d'un sous-groupe de Borel dans PSLn=PSOn.C'est un premier pas pour avoir une 
ara
t�erisation de la normalit�e desadh�eren
es d'orbites. Cependant, les exemples de la se
tion 7.2 montrerontqu'il existe des adh�eren
es d'orbites dans SLn=SOn, lisses en 
odimension 1mais qui ne sont pas normales pour autant.6.1 Ordre de Bruhat dans SLn.Le groupe de Weyl de SLn est Sn, ave
 pour 
hoix des r�e
exions simplesles transpositions (i; i + 1) pour 1 � i � n� 1. La longueur d'un �el�ement w63



peut s'interpr�eter dans 
e 
as 
omme le nombre d'inversions de w :l(w) = Cardf(i; j) j 1 � i < j � n et w(i) > w(j)gPar 
ons�equent si on multiplie �a droite un �el�ement du groupe de Weyl parune r�e
exion s�, o�u � est la ra
ine qui 
orrespond �a 
ette r�e
exion, il estfa
ile de 
al
uler la longueur de w en fon
tion de 
elle de ws�. Dans SLn lesra
ines sont param�etr�ees par les 
ouples d'entiers (i; j) pour 1 � i 6= j � n etles r�e
exions 
orrespondantes sont les transpositions que l'on notera en
orepar abus (i; j) ave
 le 
hoix i < j. On a le lemme suivant :Lemme 6.1 Si w(i) > w(j) alors :l(w(i; j)) = l(w)� 1� 2Card fk 2℄i; j[ j w(i) > w(k) > w(j)g:Preuve : il suÆt de 
al
uler les longueurs �a l'aide du nombre d'inversions,et de 
omparer les ensembles :Iw = f(k; l) j 1 � k < l � n et w(k) > w(l)g etIw(i;j)f(k; l) j 1 � k < l � n et w(i; j)(k) > w(i; j)(l)g:On v�eri�e que : Iw(i;j) = Iwn (f(i; j)g [ A [B)o�u : A = f(i; k) j i < k < j et w(i) > w(k) > w(j)get B = f(k; j) j i < k < j et w(i) > w(k) > w(j)g:En�n ave
 ℄A = ℄B = ℄fk 2℄i; j[ j w(i) > w(k) > w(j)g le lemme estd�emontr�e. }Dans 
e qui va suivre, 
ette �egalit�e va surtout être utile pour les involutionsde Sn. Soit � une involution de Sn, on d�e
ompose � en produit de 
y
les desupports disjoints (qui sont i
i des transpositions) :� =Yi2I (i; �(i)):Le support de � est alors Supp(�) =[i2Ifi; �(i)g:Dans 
e 
as, si on multiplie une involution � par une r�e
exion (i; j) de supportdisjoint de 
elui de �, l'expression devient en
ore plus simple :64



Corollaire 6.1 Si w est une involution, et (i; j) une r�e
exion telle que lesupport de w soit disjoint de fi; jg alors on a :l(w(i; j)) = l(w) + 1 + 2Card fk 2℄i; j[ j w(k) 2℄i; j[g:Preuve : Il suÆt d'appliquer le lemme 6.1 �a w0 = w(i; j) qui v�eri�e bien(w0(i) = j > w0(j) = i) 
ar le support de w ne 
ontient ni i ni j. En�n, la
ondition j = w0(i) > w0(k) > w0(j) = i, n'est autre que w0(k) 2℄i; j[ 
ar sik 2℄i; j[ alors w0(k) = w(k). }6.2 Position des ra
ines par rapport �a une involutionde Sn.Dans la se
tion 3.5.1, on a, pour une involution s
ind�ee �, d�e
rit les invo-lutions tordues, 
al
ul�e l'image de l'appli
ation ', et la position d'une ra
inepar rapport �a une involution tordue en fon
tion des \vraies" involutions dugroupe de Weyl. En parti
ulier, dans la 
as de l'involution s
ind�ee de PSLn(i.e. pour l'espa
e sym�etrique PSLn=PSOn) l'interpr�etation de la positiond'une ra
ine par rapport �a une involution tordue devient ais�ee. Soit w = �wÆune involution tordue de PSLn=PSOn, o�u � est une \vraie involution" deSn, on d�e
ompose � en produit de 
y
les de supports disjoints qui sont i
ides transpositions : � =Yi2I (i; �(i))o�u on 
hoisit I tel que 8i 2 I i < �(i). Le support de � est alorsSupp(�) =[i2Ifi; �(i)g:On a la proposition suivante :Proposition 6.1 I(w) = f(i; �(i)) j i 2 Ig ;C(w) = f(i; j) j i < j; j 6= �(i); Supp(�) \ fi; jg 6= ;g nI(w);R(w) = f(i; j) j i < j; j 6= �(i); Supp(�) \ fi; jg = ;g :
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Preuve : C'est un 
orollaire imm�ediat du lemme 3.6. }De plus, dans les d�e
ompositions de Springer des involutions tordues pour�, on va montrer qu'il y a uni
it�e du sous-syst�eme de ra
ines �, stable par� tel que wÆ�� = �Idj�. L'ensemble S des ra
ines simples est param�etr�e parS = f1; � � � ; n� 1g, o�u i 
orrespond �a la ra
ine (i; i + 1). On 
ommen
e pard�emontrer leLemme 6.2 Soit � un sous-ensemble de S = f1; � � � ; n� 1g tel que wÆ�� =�Idj�, alors � est un intervalle de la forme fk; � � � ; n� kg.Preuve : L'a
tion de � sur S est donn�ee par �(i) = n� i. On d�e�niti0 = supfi 2 S tel que i < n� 12 ; i =2 �; i + 1 2 �g:Si 
e sup n'existe pas, 
'est que � = S qui est bien de la forme annon
�ee.S'il existe, alors, par d�e�nition de i0 et par le fait que � soit stable par �,l'ensemble �1 = fi0 + 1; � � � ; n� i0 � 1g est 
ontenu dans �. On pose alors�2 = �n�1 ; � et �1 sont stables par � don
 �2 l'est aussi, et il se d�e
omposedon
 en �02q�(�02) ave
 �02 � f1; � � � ; [n�12 ℄g. On a ainsi d�e
ompos�e � en troissous-ensembles orthogonaux (en e�et i0 =2 � don
 �1 ? �02). Par 
ons�equent :wÆ� = wÆ�1wÆ�02wÆ�(�02):Si bien que l'on a (wÆ��)(�02) = ��(�02). Or, par hypoth�ese, wÆ�� agit 
omme-Id sur � don
 (wÆ��)(�02) = ��02. Ce
i implique �(�02) = �02, don
 �02 estvide. Par 
ons�equent � = �1 qui est de la forme annon
�ee. }Soit une involution tordue w 2 Sn. Pour toute d�e
omposition de Springerw = w0wÆ��(w0)�1, on a, d'apr�es la proposition 2.2, R(w) = w0(�+�). Or le
ardinal de R(w) ne d�epend que de w. Don
 le 
ardinal de �+� ne d�epend quede w. D'apr�es le lemme pr�e
�edent, il r�esulte que � ne d�epend que de w.6.3 Relations d'adh�eren
e en 
odimension 1.On s'int�eresse aux singularit�es en 
odimension 1 d'une adh�eren
e d'orbiteOv. Pour 
ela on va utiliser les sli
es 
onstruits dans la se
tion 4. Dans lase
tion 3.6.2 on a expliqu�e 
omment obtenir les diviseurs irr�edu
tibles, stablespar B de Ov. Ils sont obtenus de deux mani�eres possibles �a partir d'uned�e
omposition de Springer '(v) = w0wÆ��(w0)�1, et d'une �e
riture r�eduite66



w0 = sl � � � s1. Pour l'espa
e sym�etrique PSLn=PSOn, on va montrer quedans le 
as o�u la relation provient de v� = w0�1v, le sli
e est une droite (
'estle lemme 6.6). Le 
as de l'e�a�
age de l'un des si se s�epare en deux sous-
as :soit la relation reste entre des orbites de même rang, auquel 
as le sli
e estune droite form�ee des points �xes d'un sli
e de dimension 2 (
'est le lemme6.7), soit le rang 
hange, auquel 
as il ne peut qu'augmenter, et on va montrerque dans 
e 
as le sli
e est singulier (
'est le lemme 6.9).D'apr�es la param�etrisation des orbites d'un sous-groupe de Borel dansSLn=SOn de la se
tion 1.4, l'appli
ation~' : VSLn=SOn ! Iv 7! '(v)wÆest presque inje
tive : la �bre en v est de 
ardinal 2 si '(v)wÆ est une in-volution sans point �xe, et de 
ardinal 1 si '(v)wÆ poss�ede un point �xe.L'appli
ation ~' devient inje
tive pour l'espa
e sym�etrique PSLn=PSOn. Deplus, ~' est d�e
roissante (
ar ' est 
roissante et la multipli
ation par wÆ estune appli
ation d�e
roissante de W dans lui même), par 
ons�equent on vatravailler sur l'ordre de Bruhat sur les involutions.6.4 Ordre de Bruhat sur les involutions.On 
ommen
e par d�e�nir au niveau des involutions tordues 
e que veutdire : w0 monte w 2 I�. Dans le 
adre de l'espa
e sym�etrique PSLn=PSOn,l'appli
ation ' est surje
tive. Par 
ons�equent, pour 
haque w 2 I�, il existev 2 V tel que '(v) = w. C'est 
ette propri�et�e qui donne un sens �a laD�e�nition 4 On dira que w0 2 W monte w = '(v) si w0 monte v sur v0 (ausens de la se
tion 3.2). On note alors w0 � w = '(v0).Par exemple, dans le 
as o�u � est une ra
ine simple alors s� monte w si etseulement si s�w > w. De plus, d'apr�es le lemme 2.1 :{ soit s�w�(s�) = w, 
e qui implique s�w 2 I� auquel 
as on a s� � w =s�w,{ soit s�w�(s�) 6= w, auquel 
as la longueur augmente de 2 et on as� � w = s�w�(s�).Soit � une involution. On �e
rit pour �wÆ une d�e
omposition de Springer :�wÆ = silsil�1 � � � si1wÆ��(si1) � � � �(sil�1)�(sil):67



Ce qui au niveau de � donne :� = silsil�1 � � � si1wÆ�wÆsi1 � � � sil�1sil ;on notera �� = wÆ�wÆ. En�n on noterawk = sik � � � si1 :6.4.1 Relation provenant de wÆ�.On suppose que l'on a une relation entre deux involutions � et �0 quiprovient d'une relation de 
odimension 1 dans PSLn=PSOn et qui de plusprovient de v�. C'est-�a-dire que l'on 
hoisit une ra
ine simple � appartenant�a �, alors s�wÆ� est une involution tordue (qui 
orrespond �a une orbite v0 de
odimension 1 dans Ov�), et on suppose que sil � � � si1 monte s�wÆ� sur �0wÆ�.On a le lemme suivant :Lemme 6.3 Pour tout k 2 f1; : : : ; lg, on a(i) wk�1 � (s�wÆ�) = sik�1 � � � si1(s�wÆ�)�(si1) � � � �(sik�1)(ii) Et la ra
ine (ik; ik + 1) v�eri�e :(ik; ik + 1) 2 C 00(sik�1 � � � si1(s�wÆ�)�(si1) � � � �(sik�1)):Preuve : La preuve se fait par r�e
urren
e sur k. Il suÆt en fait de montrer(ii) au rang k 
ar alors l'�enon
�e (i) au rang k + 1 en d�e
oule.k = 1, Au niveau des \vraies" involutions, l'involution asso
i�ee �a s�wÆ� ests���. Or, le support de s� et 
elui de �� sont disjoints, don
 on aSupp(s���) = Supp(s�)q Supp(��):Or le support de si1 ren
ontre le support de �� (
ar si1 est 
omplexe pourwÆ�). Ainsi le support de si1 ren
ontre le support de s���. Par 
ons�equent,par le lemme 6.1, la ra
ine (i1; i1 + 1) est dans C(s�wÆ�) ou dans I(s�wÆ�).Or I(s�wÆ�) = I(wÆ�) [ f(�; � + 1)g et si1 ne peut être �egale �a s�, ni êtreimaginaire pour wÆ�. C'est don
 que la ra
ine (i1; i1 + 1) est 
omplexe pours�wÆ�. De plus, elle monte s�wÆ� don
 elle est dans C 00(s�wÆ�).k ) k + 1 Si (ii) est v�eri��ee pour tout m � k alors on a :Supp(sim � � � si1s���si1 � � � sim) = sim � � � si1(Supp(s�))[sim � � � si1(Supp(��)):68



D'autre part le support de sik+1 ren
ontre le support de sik � � � si1��si1 � � � sikqui n'est autre que sik � � � si1(Supp(��)). Don
 la ra
ine asso
i�ee (ik+1; ik+1+1) est 
omplexe pour sik � � � si1(s�wÆ�)�(si1) � � � �(sik). Ce qui d�emontre lelemme. }En 
orollaire de 
e lemme on a :Corollaire 6.2 Si � 2 � et si sil � � � si1 monte s�wÆ�, alorsl(sil � � � si1wÆ��(si1) � � � �(sil))� l(sil � � � si1s�wÆ��(si1) � � � �(sil)) = 1:6.4.2 Relation provenant de l'e�a�
ageOn regarde maintenant la situation qui provient de l'e�a�
age de sik , don
on suppose que sil � � � sik+1 monte sik�1 � � � si1wÆ��(si1) � � � �(sik�1) sur �0wÆ�pour que la relation soit de 
odimension 1. Pour l � m > k � 1 on notewm;k = sim � � � sik :Si on suppose que pour tout m > k la ra
ine (im; im + 1) est 
omplexe parrapport �a wm�1;k+1 � (sik�1 � � � si1wÆ��(si1) � � � �(sik�1)) alors on pose� = sil � � � sik�1(ik; ik + 1)et on a �wÆ = s�sil � � � �sik � � � si1wÆ��(sil) � � � ��(sik) � � � �(si1)�(s�) =sil � � � si1wÆ��(si1) � � � �(si1)et la di��eren
e des longueurs :l(�wÆ)� l(�0wÆ) = 2:En revan
he, s'il existe m tel que (im; im+1) soit imaginaire par rapport�a wm�1;k+1 � (sik�1 � � � si1wÆ��(si1) � � � �(sik�1));on 
hoisit le premier indi
e qui est ainsi :m = inffj > k j (im; im+1) 2 I(wm�1;k+1�(sik�1 � � � si1wÆ��(si1) � � � �(sik�1)))g:69



On d�e�nit alors � 2 C 00(sim�1 � � � �sik � � � si1wÆ��(sim�1) � � � ��(sik) � � � �(si1)) don-n�ee par la situation o�u toutes les ra
ines restent 
omplexes. C'est-�a-dire� = wm�1;k+1((ik; ik+1)):On note alors i = im. L'involution asso
i�ee :�1 = sim�1 � � � �sik � � � si1��sim�1 � � � �sik � � � si1est de la forme �1 = (i; i + 1)� , o�u � est une involution puisque (i; i + 1) estimaginaire pour �1wÆ. De plus, � est 
omplexe pour si�wÆ, don
 le supportde �, qui est r�eduit �a deux �el�ements, ren
ontre 
elui de (i; i + 1)� . La �gure3 r�esume 
ette situation.
sik+1sik sik+1

s�
sik�1

sim �ims�sim�s�wÆ

si1

sim�wÆ

��wÆFig. 3 { Le rang augmente.En fait, le support de � doit ren
ontrer le support de (i; i + 1) puisque(i; i+1) est 
omplexe pour s�(i; i+1)�s�wÆ. En�n l'hypoth�ese \m minimal"donne aussi l(s�(i; i+ 1)�s�) = l((i; i+ 1)�)� 2: (G)On a alors le lemme suivant :Lemme 6.4 Le support de � ren
ontre le support de � .70



Preuve : On suppose qu'il ne le ren
ontre pas ; alors il y a 4 types de ra
inespossibles : � = (i; p); (p; i); (i + 1; p) ou (p; i + 1) (on ne 
onsid�ere que lesra
ines positives, i.e. (i; j) v�eri�e i < j). On traite le 
as � = (i; p) ave
p =2 Supp(�). On a alors s�(i; i+1)�s� = (i+1; p)� . D'apr�es le 
orollaire 6.1on a aussi :l((i+ 1; p)�) = l(�) + 1 + 2Cardfa 2℄i + 1; p[ j �(a) 2℄i + 1; p[g:De plus, l((i; i+1)�) = l((i; i+1))+1, l'�egalit�e 
i-dessus donne don
 l(s�(i; i+1)�s�) > l((i; i+1)�) 
e qui 
ontredit l'�egalit�e (G). Les autres 
as se traitentde mani�ere totalement similaire. }Puisque le support de � ren
ontre le support de � , on peut supposer qu'ilren
ontre fp; �(p)g ave
 t = �(p) > p. Ainsi, la ra
ine � a pour supportun �el�ement de fi; i + 1g et un �el�ement de fp; tg. De plus, on peut supposerSupp(�) = fi; pg ou Supp(�) = fi; �(p)g 
ar s�(i; i + 1)�s� = s
(i; i + 1)�s
o�u 
 = (i; i+1)�(�). On �e
rit � = (p; t)� 0. On a alors la proposition suivante :Proposition 6.2 Sous 
es hypoth�eses, pour que l'�equation (G) soit v�eri��ee,on a n�e
essairement : p < i < i + 1 < t, � = (p; i), et � 0 n'envoie pasd'�el�ement de ℄p; i[ dans ℄i + 1; t[.Preuve : On raisonne par �elimination en utilisant le 
orollaire 6.1. On rap-pelle que �1 = (i; i+1)(p; t)� 0 et on note �2 = s�(i; i+1)(p; t)� 0s� l'�equation(G) s'�e
rit l(�2) = l(�1)� 2.Si i < i + 1 < p < t, alorsl(�1) = l(� 0) + 2 + 2Cardfa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g:{ Si � = (i; p) alors �2 = (i; t)(i + 1; p)� 0 et don
l(�2) = l(� 0) + 2 + 2(Cardfa 2℄i; t[ j � 0(a) 2℄i; t[g+Cardfk 2℄i + 1; p[ j � 0(a) 2℄i + 1; p[g):Or fa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g � fa 2℄i; t[ j � 0(a) 2℄i; t[g don
 l(�2) � l(�1)
e qui 
ontredit l'hypoth�ese.{ Si � = (i; t) alors �2 = (i; p)(i+ 1; t)� 0 et don
l(�2) = l(� 0) + 2 + 2(Cardfa 2℄i; t[nfi+ 1g j � 0(a) 2℄i; t[g+Cardfk 2℄i + 1; p[ j � 0(a) 2℄i + 1; p[g):71



Or l�a en
ore fa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g � fa 2℄i; t[ j � 0(a) 2℄i; t[g don
l'hypoth�ese n'est pas v�eri��ee.Si p < t < i < i+ 1, alorsl(�1) = l(� 0) + 2 + 2Cardfa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g:{ Si � = (p; i) alors �2 = (t; i)(p; i+ 1)� 0 et don
l(�2) = l(� 0) + 2 + 2(Cardfa 2℄t; i[ j � 0(a) 2℄t; i[g+Cardfa 2℄p; i+ 1[ j � 0(a) 2℄p; i + 1[g):Or fa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g � fa 2℄p; i + 1[ j � 0(a) 2℄p; i + 1[g don
l(�2) � l(�1) 
e qui est ex
lu.{ Si � = (t; i) alors �2 = (p; i)(t; i+ 1)� 0 et don
l(�2) = l(� 0) + 2 + 2(Cardfa 2℄p; i[nftg j � 0(a) 2℄p; i[g+Cardfk 2℄t; i + 1[ j � 0(a) 2℄t; i + 1[g):Or l�a en
ore fa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g � fa 2℄t; i + 1[ j � 0(a) 2℄t; i+ 1[gdon
 l'hypoth�ese n'est pas v�eri��ee.Si p < i < i + 1 < t, alorsl(�1) = l(� 0) + 2 + 2Cardfa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g:{ Si � = (p; i) alors �2 = (p; i+ 1)(i; t)� 0 et don
l(�2) = l(� 0) + 2 + 2(Cardfa 2℄p; i+ 1[ j (i; t)� 0(a) 2℄p; i + 1[g+Cardfa 2℄i; t[ j � 0(a) 2℄i; t[g):or i =2 I1 = fa 2℄p; i + 1[ j (i; t)� 0(a) 2℄p; i + 1[g don
I1 = fa 2℄p; i[ j (i; t)� 0(a) 2℄p; i[get la 
ondition sur les longueurs donne :Cardfa 2℄i; t[ j � 0(a) 2℄i; t[g) + Cardfa 2℄p; i[ j (i; t)� 0(a) 2℄p; i[g =Cardfa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g � 1:Ce qui est vrai si et seulement si � 0 n'envoie au
un �el�ement de ℄p; i[dans ℄i; t[. 72



{ Si � = (i; t) alors �2 = (p; i)(i+ 1; t)� 0 et don
l(�2) = l(� 0) + 2 + 2CardI 01 + CardI 02o�u I 01 = fa 2℄p; i[ j � 0(a) 2℄p; i[g etI 02 = fa 2℄i + 1; t[ j � 0(a) 2℄i + 1; t[gIl est 
lair que I 01 q I 02 q fi; i + 1g � fa 2℄p; t[ j � 0(a) 2℄p; t[g. Par
ons�equent, on a l(�2) � l(�1)�4 
e qui est en
ore ex
lu par hypoth�ese,et qui termine la preuve de 
ette proposition }Maintenant que le premier endroit o�u une ra
ine 
omplexe devient imagi-naire est analys�e, on est dans la situation de la �gure 4. On va montrer la
(p; t)� 0(p; t)(i; i+ 1)� 0

(p; i)(i+ 1; t)� 0si
�i(p; i+ 1)(i; t)� 0

Fig. 4 { Situation singuli�ereproposition suivante :Proposition 6.3 Pour tout l � j > m, la ra
ine (ij; ij + 1) est 
omplexepour wj�1;m+1 � (p; t)� 0wÆ.Preuve : On 
ommen
e par montrer un lemme g�en�eral dans le 
adre desinvolutions tordues :Lemme 6.5 Soit w 2 I�, si � 2 S \ C 00(w) alorsC 00(s�w�(s�)) = s�(C 00(w))nf��; s�w�(�)gPreuve : Soit � 2 C 00(w), on 
ommen
e par montrer que si � 6= � et � 6=w�(�) alors 
 = s�(�) 2 C 00(s�w�(s�)). Tout d'abord 
 doit être positive, or73



� est une ra
ine simple et � est une ra
ine positive, don
 
 > 0 , � 6= �.De plus, on a s�w�(s�)�(
) = s�w�(�):Or � est 
omplexe pour w, don
 w�(�) 6= ��. Par suite, s�w�(s�)�(
) 6= �
,i.e. 
 est 
omplexe pour s�w�(s�). En�n, la ra
ine � v�eri�e aussi w�(�) > 0(elle n'est pas seulement 
omplexe mais dans C 00(w)). Si � 6= w�(�), la ra
ines�w�(�) est positive, soit en
ore 
 2 C 00(s�w�(s�)) Finalement, on a montr�eque s�(C 00(w))nf��; s�w�(�)g � C 00(s�w�(s�)):Soit maintenant 
 2 C 00(s�w�(s�)), alors on montre fa
ilement (ave
 lesmêmes arguments que pr�e
�edemment) que � = s�(
) 2 C 00(w). Le lemme estd�emontr�e. }On retourne �a la preuve de la proposition 6.3. Dans la situation de la �gure4, on a C 00((p; i)(i+ 1; t)� 0wÆ) \ I((p; t)� 0wÆ) = ;don
 
omme sim+1 monte (p; i)(i + 1; t)� 0wÆ, en tant que r�e
exion asso
i�ee�a une ra
ine 
omplexe, et que par hypoth�ese elle monte aussi (p; t)� 0wÆ, lara
ine (im+1; im+1 + 1) est n�e
essairement 
omplexe pour (p; t)� 0wÆ. Ave
 lelemme 6.5 on est en
ore dans la même situation pour sim+1 �(p; i)(i+1; t)� 0wÆet sim+1 � (p; t)� 0wÆ (i.e. les ra
ines 
omplexes qui font monter la premi�ere nepeuvent être imaginaire pour la deuxi�eme). Et par r�e
urren
e, la propositionen d�e
oule. }En�n, on pr�e
ise en
ore la situation o�u l'on passe par la �gure 4.Proposition 6.4 Pour tout l � j > m on a(i) wj�1;m+1 monte (p; t)(i; i+ 1)� 0wÆ ainsi que (p; i+ 1)(i; t)� 0wÆ,(ii) la ra
ine (ij; ij + 1) est 
omplexe pour wj�1;m+1 � (p; t)(i; i + 1)� 0wÆet wj�1;m+1 � (p; i + 1)(i; t)� 0wÆ.Preuve : La preuve de 
ette proposition se fait par r�e
urren
e sur j. On
ommen
e par traiter le 
as j = m + 1. On poseim+1 = r; �01 = (p; t)� 0; �02 = (p; i)(i+ 1; t)� 0;et on rappelle que �1 = (p; t)(i; i+ 1)� 0 et �2 = (p; i+ 1)(i; t)� 0.En premier lieu, la ra
ine (r; r + 1) est 
omplexe pour �1wÆ et �2wÆ. Ene�et, par la proposition 6.3 la ra
ine (r; r + 1) est 
omplexe pour �01 et �02,74



don
 fr; r+1g ren
ontre les support de 
es deux involutions. En parti
ulier,fr; r + 1g ren
ontre fp; tg [ Supp(� 0), et, d'apr�es le lemme 6.1,(r; r + 1) =2 R(�1wÆ) [ R(�2wÆ):De plus, (r; r + 1) =2 I(�wÆ), sinon 
ette ra
ine serait imaginaire pour �01wÆ,et (r; r + 1) =2 f(i; i+ 1); (p; i+ 1); (i; t); (p; t)g. Finalement(r; r + 1) 2 C(�1wÆ) \ C(�2wÆ):On va maintenant montrer que (r; r + 1), monte �1wÆ et �2wÆ. D'apr�esle lemme 3.6, il suÆt de montrer que (r; r + 1)�1 < �1 et (r; r + 1)�2 < �2.Ce qui, d'apr�es le lemme 6.1 (appliqu�e �a �1�1 = �1 et �2�1 = �2), est en
ore�equivalent �a �1(r) < �1(r + 1) et �2(r) < �2(r + 1): (H)Si fr; r + 1g \ fp; i; i + 1; tg = ; alors �1(r) = �2(r) = � 0(r) et �1(r +1) = �2(r + 1) = � 0(r + 1). De plus, sa
hant que (r; r + 1) monte �01, on a� 0(r) > � 0(r + 1). La 
ondition H est don
 v�eri��ee.Si fr; r + 1g \ fp; i; i + 1; tg 6= ; les tableaux 
i-dessous explorent lesdi��erentes possibilit�es.(r; r + 1) = (p� 1; p) (p; p+ 1) (i� 1; i)�01(r) < �01(r + 1) � 0(p� 1) < t t < � 0(p+ 1)(�) � 0(i� 1) < i�02(r) < �02(r + 1) � 0(p� 1) < i(�) i < � 0(p + 1) � 0(i� 1) < p(�)�1(r); �1(r + 1) � 0(p� 1); t t; � 0(p� 1) � 0(i� 1); i+ 1�2(r); �2(r + 1) � 0(p� 1); i+ 1 i+ 1; � 0(p� 1) � 0(i� 1); t(r; r + 1) = (i + 1; i+ 2) (t� 1; t) (t; t+ 1)�01(r) < �01(r + 1) i + 1 < � 0(i+ 2) � 0(t� 1) < p(�) p < � 0(t+ 1)�02(r) < �02(r + 1) t < � 0(i + 2)(�) � 0(t� 1) < i + 1 i + 1 < � 0(t+ 1)(�)�1(r); �1(r + 1) i; � 0(i + 2) � 0(t� 1); p p; � 0(t+ 1)�2(r); �2(r + 1) p; � 0(i+ 2) � 0(t� 1); i i; � 0(t + 1)Dans 
es tableaux, la ra
ine (r; r+1) = (i; i+1) n'apparâ�t pas puisque 
elle-
i est imaginaire pour �01. De plus, on remarquera que si r = p ou r = i� 1(respe
tivement r = i + 1 ou r = t � 1) alors i � p > 1 (respe
tivementt�i+1 > 1), ainsi dans 
ha
un de 
es 
as l'interse
tion fr; r+1g\fp; i; i+1; tg75



est r�eduite �a un �el�ement. En�n, la 
ase marqu�ee du signe (�) permet dev�eri�er la 
ondition H dans 
ha
un des 
as.On obtient don
 (r; r + 1) 2 C 00(�1) \ C 00(�2):La proposition d�e
oule alors du lemme 6.5 par une r�e
urren
e fa
ile. }Si la relation provient de l'e�a�
age de sik , et si on passe par la situationde la �gure 4, alors la proposition 6.4 montre que wl;m+1 monte �1; �2; �01 et�02, en ne passant que par des ra
ines 
omplexes. On d�e�nit alors les ra
ines�1 = wl;m+1((i; i+ 1)) et �2 = wl;m+1(�) (on rappelle que � = (p; i)). On estdans la situation de la �gure 5 
i-dessous.�1
�2 �1

� = s�1s�2�00s�2s�1s�1�00s�2�00s�2 �00Fig. 5 { Situation singuli�ere (bis).De plus, les di��eren
es des longueurs sont :l(s�2�00s�2)� l(s�1s�2�00s�2s�1) = l(�00)� l(s�2�00s�2) = 2et l(�00)� l(s�1�00) = 1:En parti
ulier, il existe deux ra
ines �1 2 C 0(�wÆ) et �2 2 I(�wÆ) telles que :(i) la ra
ine �2 est 
omplexe pour s�1�wÆ�(s�1), ave
l(s�2s�1�wÆ�(s�1)�(s�2))� l(s�1�wÆ�(s�1)) = 2(ii) la ra
ine �1 est imaginaire pour s�2s�1�wÆ�(s�1)�(s�2), ave
l(s�1s�2s�1�wÆ�(s�1)�(s�2))� l(s�2s�1�wÆ�(s�1)�(s�2)) = 1:76



6.5 Cons�equen
es sur les singularit�es.On se pla
e toujours dans l'espa
e sym�etrique PSLn=PSOn. On supposeque l'on a v0 < v ave
 Ov0 de 
odimension 1 dans Ov. On va voir qu'il y aalors trois possibilit�es pour le rang de v0 par rapport au rang de v. Il peutaugmenter de 1, diminuer de 1, ou rester 
onstant.Remarque : En
ore une fois le rang s'interpr�ete fa
ilement en termes d'in-volutions pour PSLn=PSOn. En e�et, si on 
hoisit une d�e
omposition deSpringer '(v) = w0wÆ��(w0)�1 alors d'apr�es le lemme 3.3 on arg(v) = rg(PSLn)� rg(PSOn) + dim(T�wÆ�� ):Le rang de PSLn est n� 1 et 
elui de PSOn est [(n� 1)=2℄ d'o�u on obtientrg(PSLn)� rg(PSOn) = �n+ 12 � :D'autre part, d'apr�es le lemme 6.2, � est de la forme fk; � � � ; n� kg, d'o�urg(v) = �n+ 12 �+ hn2 � ki :Si on �e
rit '(v) = �wÆ alors l'interpr�etation du rang est en
ore plus ais�ee.En e�et, toujours en d�e
omposant � en produit de transpositions de supportdisjoints : � =Yi2I (i; �(i))alors la dimension de T�wÆ�� est aussi le 
ardinal de I. Ainsi on arg(v) = �n+ 12 �+ Card(I):On 
hoisit une d�e
omposition de Springer'(v) = sil � � � si1wÆ��(si1) � � � �(sil):6.5.1 Le rang diminue.D'apr�es les di��erentes propositions sur les involutions de la se
tion pr�e
�e-dente, si rg(v0) < rg(v), il est n�e
essaire que la relation d'in
lusion provienne77



d'une orbite v00 de 
odimension 1 dans une P�-orbite ferm�ee. Or on a vu (parle 
orollaire 6.2) que, dans 
e 
as, il existe une ra
ine simple � 2 � telle que :'(v0) = sil � � � si1s�wÆ��(si1) � � � �(sil):De plus, la di��eren
e des longueurs de '(v) et '(v0) est 1. Par 
ons�equent,le sli
e (d'apr�es 4.4) ne peut être qu'une droite, 
ar 
'est une droite dansG=B �G=B. D'o�u le lemme :Lemme 6.6 Si on a rg(v0) < rg(v), alors le sli
e en _v0 interse
t�e ave
 Ov estune droite, et par 
ons�equent Ov est lisse le long de Ov0.Remarque : On peut donner expli
itement 
e sli
e. On 
hoisit un repr�esen-tant _v0 dans G, tel que _v0�( _v0)�1 2 N(T ). Alors un sli
e en _v0 dans SLn=SOnest U� \  _v0(U�) _v0:La ra
ine � = sil � � � si1(�) d�e�nit un sous-groupe unipotent U�� � U� \ _v0(U�). On v�eri�e alors fa
ilement queU�� _v0est un sli
e en _v0 dans Ov.6.5.2 Le rang reste in
hang�e.Si le rang reste in
hang�e, alors les propositions de la se
tion pr�e
�edentemontrent que l'on est dans la situation o�u on a e�a
�e sik et que tout lelong du 
hemin le rang n'a pas 
hang�e. Par 
ons�equent, la relation entre lesinvolutions '(v) et '(v0) se passe dans un intervalle de Bruhat de longueur2 dans G=B � G=B, et les anti-invariants forment une droite dans le sli
e �ala G-orbite dans G=B �G=B. D'o�u le lemme :Lemme 6.7 Si rg(v0) = rg(v), alors le sli
e en _v0 interse
te Ov suivant unedroite, et par 
ons�equent Ov est lisse le long de Ov0 .Remarque : Ce sli
e est en
ore 
ompl�etement expli
ite. On a d�e�ni dans
e 
as la ra
ine � = sil � � � sik+1(ik; ik +1). Cette ra
ine d�e�nit le sous-groupeunipotent U��. Et toujours en 
hoisissant un repr�esentant _v0 2 G de v0 telque _v0�( _v0)�1 2 N(T ). La droite U�� _v0est un sli
e en _v0 dans Ov. 78



6.5.3 Le rang augmente.Bien que la fon
tion rang soit 
ompatible ave
 l'ordre faible, elle nel'est pas ave
 l'ordre de Bruhat (ordre fort). Pour les espa
es sym�etriquesg�en�eraux, il semblerait que les probl�emes de normalit�e soient li�es ave
 desin
lusions o�u le rang augmente, et surtout ave
 les arêtes de type N dans legraphe �(G=H). Et 
'est 
e qui se passe i
i pour la lissit�e en 
odimension 1.D'apr�es la se
tion pr�e
�edente, si le rang augmente, 
ela veut dire quel'on est pass�e au niveau des involutions par la situation de la �gure 4.On 
ommen
e don
 par 
al
uler le sli
e S1 �a O(p;t)� 0wÆ interse
t�e ave
O(p;i)(i+1;t)� 0wÆ. On 
onsid�ere le sli
e �a la PSLn-orbite 
orrespondante dansPSLn=B � PSLn=B, interse
t�e ave
 l'adh�eren
e de la PSLn orbite pa-ram�etr�ee par (p; i)(i+1; t)� 0wÆ. Ce sli
e est 
ontenu dans U�\(p; t)�wÆ(U�),et on v�eri�e que 
'est l'ensemble des matri
es triangulaires inf�erieures ave
des 1 sur la diagonale :U = (uk;l) ave
 ; ui;p = a; ui+1;p = b; ut;i = 
; ut;i+1 = d ave
 a
+ bd = 0et tous les autres 
oeÆ
ients nuls. En�n, il faut prendre dans 
e sli
e lesanti-invariants par  (p;t)� 0wÆ pour avoir le sli
e S1. Or  (p;t)� 0wÆ �e
hange a et
, et �e
hange b et d. Don
 S1 a pour �equation a2 + b2 = 0 : il est form�e dedeux droites. Ainsi O(p;i)(i+1;t)� 0wÆ est singuli�ere le long de O(p;t)� 0wÆ. De plus,la singularit�e est d�e
rite par le sli
e, et en parti
ulier, la normalisation deO(p;i)(i+1;t)� 0wÆ [ O(p;t)� 0wÆ n'est pas bije
tive.En fait, on a un lemme g�en�eral dans les espa
es sym�etriques : soit Ox uneorbite de B dans un tel espa
e. Soit Ox0 une orbite de B de 
odimension 1dans Ox. On suppose que l'on a une ra
ine 
omplexe pour x et x0 qui de plusmonte x et x0. On suppose en�n que la normalisationf : ^Ox [ Ox0 ! Ox [ Ox0n'est pas bije
tive. Alors on a leLemme 6.8 L'adh�eren
e d'orbite Os�x est singuli�ere le long de Os�x0. Deplus, la normalisationF : ^Os�x [ Os�x0 ! Os�x [ Os�x0n'est pas bije
tive. 79



Preuve : On pose Y = Ox [Ox0. La ra
ine simple � est 
omplexe pour x etx0 et elle monte 
es deux �el�ements ; ainsi, l'appli
ationF� : P� �B Y ! P�Yest bije
tive et propre. La normalisation f : ~Y ! Y induit une appli
ationf 0 : P� �B ~Y ! P� �B Y:qui est aussi la normalisation. Ainsi on 
onstruit une appli
ationg = F� Æ f 0 : P� �B ~Y ! P�Yqui est birationnelle propre. En�n les �bres de g sont form�ees de plusieurspoints au dessus de _x0 (puisque f n'est pas bije
tive), et g est P�-�equivariantedon
 il y a aussi plusieurs points au-dessus de P�x0. Ce qui, ave
 le th�eor�emede Zariski, permet de 
on
lure. }La proposition 6.3 montre que pour tout l � j > m la ra
ine (ij; ij + 1)est 
omplexe pour wj�1;m+1 � (p; t)�wÆ et pour wj�1;m+1 � (p; i)(i + 1; t)�wÆ.Ainsi, ave
 le lemme pr�e
�edent, on a, pour tout l � j > m l'adh�eren
e del'orbite param�etr�ee par wj;m+1 � (p; i)(i + 1; t)�wÆ est singuli�ere le long del'orbite param�etr�ee par wj;m+1 � (p; t)�wÆ. En parti
ulier, pour j = l, Ov estsinguli�ere le long de Ov0 .Finalement on a le lemmeLemme 6.9 Si rg(v0) > rg(v) alors Ov est singuli�ere le long de Ov0 et don
non normale.Pour 
on
lure on a le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 7 Dans l'espa
e sym�etrique PSLn=PSOn, une adh�eren
e d'or-bite Ov de B est lisse en 
odimension 1 si et seulement si toutes les orbitesde B de 
odimension 1 dans Ov sont de rang inf�erieur ou �egal �a 
elui de Ov.Ce th�eor�eme peut s'exprimer �a l'aide de la 
ombinatoire de la fa�
on suivante :Corollaire 6.3 Dans PSLn=PSOn, une adh�eren
e d'orbite Ov est singuli�ereen 
odimension 1 si et seulement si il existe deux ra
ines �1 2 C 0('(v)) et�2 2 I('(v)) telles que :(i) la ra
ine �2 est 
omplexe pour s�1'(v)�(s�1), ave
l(s�2s�1'(v)�(s�1)�(s�2))� l(s�1'(v)�(s�1)) = 2;80



(ii) la ra
ine �1 est imaginaire pour s�2s�1'(v)�(s�1)�(s�2), ave
l(s�1s�2s�1'(v)�(s�1)�(s�2))� l(s�2s�1'(v)�(s�1)�(s�2)) = 1:Preuve : D'apr�es le th�eor�eme 7, Ov est singuli�ere en 
odimension 1 si etseulement si il existe une orbite Ov0 � Ov, de 
odimension 1 et de rangstri
tement plus grand que 
elui de Ov. On 
hoisit une d�e
omposition deSpringer '(v) = sil � � � si1wÆ��(si1) � � � �(sil):D'apr�es la se
tion 6.4.2, '(v0) est obtenue par e�a�
age de sik , de plus, onest pass�e par la situation de la �gure 4. Par suite, il existe deux ra
ines quiv�eri�ent les 
onditions du 
orollaire.R�e
iproquement, si on a deux ra
ines �1 et �2 qui v�eri�ent les 
onditionsdu 
orollaire 6.3. On d�e�nit l'orbite v0 telle que'(v0) = s�1s�2s�1'(v)�(s�1)�(s�2):On a alors l('(v))� l('(v0)) = 3 et Ov0 est de 
odimension 1 dans Ov. Ainsi,
ette relation d'adh�eren
e d'orbite est n�e
essairement obtenue par e�a�
age,de plus, on est pass�e par la situation de la �gure 4. Ce qui termine la preuvedu 
orollaire. }Remarque : Le th�eor�eme 7 donne aussi un 
rit�ere de lissit�e en 
odimension1 pour SLn=SOn. Pour 
ela on remarque que dans la vari�et�e de drapeaux deSLn (qui est la même que 
elle de PSLn), les orbites de SOn sont pratique-ment les même que 
elles de PSOn. En e�et, d'apr�es la se
tion 8.1, dans lavari�et�e de drapeaux de SLn, les orbites de O(n) et 
elles de SOn di��erentuniquement si l'involution asso
i�ee est sans point �xe. Ainsi, si n est impairle th�eor�eme 7, est �egalement vrai pour toutes les adh�eren
es d'orbites de Bdans SLn=SOn.
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Troisi�eme partieExemples pathologiques desingularit�es7 Exemples de singularit�es.7.1 Des diviseurs non normaux.Dans 
ette se
tion on donne des exemples de diviseurs irr�edu
tibles,stables par B, dans des espa
es sym�etriques, qui sont singuliers en 
odimen-sion 1. Ce sont don
 des adh�eren
es d'orbites de B dans G=H de 
odimension1 qui ne sont pas normales.7.1.1 Un exemple �el�ementaire.On a beau
oup d'exemples de diviseurs stables par B non normaux dansle 
adre des vari�et�es sph�eriques. Le plus simple semble-t-il, est le suivant.Soit H le sous-groupe de SL3 form�e des matri
es suivantes :0� � 0 �0 � �0 0 � 1A[0� 0 � �� 0 �0 0 � 1A :Ce sous-groupe est sph�erique, et l'interpr�etation g�eom�etrique de l'espa
e ho-mog�ene SL3=H est l'ensemble des paires de points distin
ts de P2. Le graphe�(SL3=H) est repr�esent�e par la �gure 6. Pour obtenir 
e graphe, on peutinterpr�eter les orbites de B � H dans SL3 
omme donn�ees par la positionrelative d'un drapeau de P2 (i.e. une droite et un point sur 
ette droite) et dedeux points distin
ts non ordonn�es de P2. Le parabolique P� �xe un droitede P2 et le parabolique P� �xe un point de P2.Si on note Z l'orbite ferm�ee de B dans SL3=H, alors D = P�P�Z est nonnormale. En e�et, � est de type U pour P�Z, don
 l'appli
ationP� �B P�Z ! P�P�Zest birationnelle. Cependant, 
ette appli
ation devient de degr�e 2 au-dessusde P�Z � D, puisque � est de typeN pour Z. Ainsi, par le th�eor�eme prin
ipalde Zariski, Y n'est pas normale. 83
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Non normale

Fig. 6 { Un diviseur non normalCet exemple est int�eressant ; 
ependant, il est dans le 
adre g�en�eral desvari�et�es sph�eriques, et, de plus, il est obtenu pour un sous-groupe H non
onnexe. Plus pr�e
is�ement, si on 
onsid�ere l'appli
ationF : SL3=HÆ ! SL3=Halors F�1(D) est form�e de deux 
omposantes irr�edu
tibles qui se 
oupenten 
odimension 1. C'est de l�a que vient la singularit�e de D. Dans la se
tionsuivante, on va 
onstruire des diviseurs dans des espa
es sym�etriques, quiseront irr�edu
tibles, stables par B et non normaux.7.1.2 Dans les espa
es sym�etriques.Soit deux entiers p; q tels que 2 < p � q. On 
onsid�ere le groupe G =SO(p + q). Pour 
ela, on 
hoisit une forme quadratique non d�eg�en�er�ee �sur C p+q , de sorte que l'on identi�e SO(p+ q) ave
 SO(�). On 
hoisit aussiun sous-espa
e E de dimension p tel que la restri
tion de � �a E soit non84



d�eg�en�er�ee. Ainsi on a une d�e
omposition (orthogonale pour �)C p+q = E � E?:En�n, soit � l'appli
ation lin�eaire agissant par moins identit�e en restri
tion �aE et par l'identit�e en restri
tion �a E?. La 
onjugaison par � est une involution� de SO(p + q). Le sous-groupe des points �xes est form�e des appli
ationsde SO(p + q) qui laissent stablent la d�e
omposition E � E?. Ce sont don
les appli
ations qui pr�eservent �jE, �jE?� et qui sont de d�eterminant 1. Onnotera 
e groupe S(O(p)� O(q)).On va 
onstruire un diviseur irr�edu
tible, stable par S(O(p)�O(q)), dansla grassmanienne des sous-espa
es de dimension p� 1, totalement isotropesde C p+q . Pour tout entier k, on notera Grisk (C p+q ) la grassmanienne des sous-espa
es totalement isotropes de dimension k dans C p+q . SoitD = �V 2 Grisp�1(C p+q) j 9v 2 E \ V ? tel que �(v; v) = 0	 :On va montrer la proposition suivante :Proposition 7.1 La sous-vari�et�e D est un diviseur de Grisp�1(C p+q ), irr�edu-
tible et stable par S(O(p)�O(q)). De plus, D est singulier en 
odimension1.Preuve : On 
onstruit une vari�et�e proje
tive ~D et une appli
ation biration-nelle ave
 des �bres non 
onnexes �1 : ~D ! D. Soit la vari�et�e~D = �(V; v) 2 Grisp�1(C p+q)�Gris1 (E) j V 2 D et v 2 V ?	 :On a les restri
tions des deux proje
tions :�1 : ~D ! D�2 : ~D ! Gris1 (E):On 
ommen
e par �etudier ~D �a l'aide de la proje
tion �1. Celle-
i est une�bration sur Gris1 (E), qui est une quadrique lisse de P(E), de �bre au-dessusde v 2 Gris1 (E) ��11 (v) = �V 2 Grisp�1(C p+q ) j v 2 V ?	 :C'est une sous-vari�et�e de S
hubert de Grisp�1(C p+q) (i.e. l'adh�eren
e d'uneorbite d'un sous-groupe de Borel de SO(p + q) dans Grisp�1(C p+q)). Ainsi la85



�bration est �a �bre irr�edu
tible. De plus, l'espa
e E est de dimension stri
-tement plus grande que 2, don
 la quadrique Gris1 (E) est irr�edu
tible. Ainsi~D est irr�edu
tible. L'appli
ation �1 est surje
tive, don
 D est irr�edu
tible.Finalement, D est une sous-vari�et�e irr�edu
tible, stable par S(O(p)� O(q)),de Grisp�1(C p+q ).On montre maintenant queD est un diviseur. Pour tout V 2 Grisp�1(C p+q ),V ? est de dimension q+1 et par 
ons�equent il interse
te E suivant un sous-espa
e de dimension au moins 1. Ainsi
 = �V 2 Grisp�1(C p+q) j dim(V ? \ E) = 1	 :est un ouvert de Grisp�1(C p+q). On a le lemmeLemme 7.1 L'ouvert 
 ren
ontre D. De plus, la restri
tion de �1 �a ��11 (
\D) est bije
tive.Preuve : On 
hoisit une base (e1; � � � ; ep) de E et une base (ep+1; � � � ; ep+q)de E?, telles que �(ei; ej) = Æi;j. Soit alors le sous-espa
eV = Ve
t �fek + {ep+kgk=1���p�2 [ f(ep�1 + {ep) + (e2p�1 + {e2p)g� :On v�eri�e que V est un sous-espa
e totalement isotrope tel que V ? \ E =C (ep�1 + {ep). Ce
i montre que 
 ren
ontre D. De plus, si V 2 
 \D alorsla �bre de ��11 (V ) est form�ee d'un unique point de Gris1 (E), puisque V ? \Eest de dimension 1. }On retourne �a la preuve de la proposition 7.1. En premier lieu, le lemme 
i-dessus montre que �1 est une appli
ation birationnelle. Mais il montre aussique D est un diviseur de Grisp�1(C p+q). En e�et, D \ 
 est un diviseur de 
d�e�ni par l'�equation �jE\V ? = 0. En�n pour montrer que D n'est pas normal,on va montrer que les �bres de �1 ne sont pas toutes 
onnexes. On d�e
rit unpeu plus pr�e
is�ement 
es �bres. Soit V 2 D ; on d�e�nit le 
ône isotrope de �retreinte �a E \ V ? : CV = fv 2 E \ V ? j �(v; v) = 0g:La �bre ��11 (V ) est don
 le proje
tivis�e de 
e 
ône :��11 (V ) = P(CV ):86



Ainsi il suÆt de trouver V 2 D tel que V ? \ E soit de dimension 2, et quela restri
tion de � �a V ? \ E soit non d�eg�en�er�ee. Soit le sous-espa
eV = Ve
t�fek + {ep+kgk=1���p�2 [ fe2p�1 + {e2pg� :C'est un sous-espa
e totalement isotrope qui appartient �a D et on aV ? \ E = Ve
t(ep�1; ep):Ainsi ��11 (V ) est form�ee de deux points, et le th�eor�eme prin
ipal de Zariskipermet d'aÆrmer que D n'est pas normal. CommeD est de Cohen-Ma
aulay,il est singulier en 
odimension 1. }Ce diviseur D produit dans l'espa
e sym�etrique SO(p+ q)=S(O(p)� O(q))un diviseur D0 stable par B irr�edu
tible qui est lui aussi singulier en 
odi-mension 1. Le fait que D soit irr�edu
tible dans Grisp�1(C p+q ), montre que lasingularit�e ne provient pas du fait que S(O(p)�O(q)) n'est pas 
onnexe. Ene�et, D est irr�edu
itble et stable par SO(p) � SO(q), ainsi, 
e diviseur estaussi l'adh�eren
e d'une SO(p)�SO(q)-orbite dans Grisp�1(C p+q ). Don
, si on
onsid�ere l'appli
ationF : SO(p+ q)=SO(p)� SO(q)! SO(p+ q)=S(O(p)�O(q));le diviseur F�1(D0) est irr�edu
tible. Ce diviseur est l'adh�eren
e d'une orbited'un sous-groupe de Borel dans SO(p+ q)=SO(p)�SO(q), et il est singulieren 
odimension 1.Remarques :� La vari�et�e ~D que l'on a 
onstruite n'est pas lisse. Elle se �bre sur Gris1 (E)ave
 �bre une vari�et�e de S
hubert Y dans Grisp�1(C p+q ). Or on peut montrerque Y est singuli�ere.� Cet exemple donne des diviseurs non normaux dans des espa
es sym�etriquess
ind�es. En e�et, SO(4n)=S(O(2n)� O(2n)) est s
ind�e (voir [Spr87, Table1℄).7.2 Des adh�eren
es d'orbites qui ne sont pas de Cohen-Ma
aulay.Dans 
ette se
tion, on 
onstruit, dans SLn=SOn, des exemples d'adh�e-ren
es d'orbites qui ne sont pas de Cohen Ma
aulay. On �xe une forme qua-dratique non d�eg�en�er�ee �, et on 
hoisit un sous-groupe de Borel B et un tore87



maximal T tels que (B; T ) soit standard. Les ra
ines simples sont alors pa-ram�etr�ees par les 
ouples �i = (i; i + 1). On notera S l'ensemble des ra
inessimples, et s�i la re
exion simple asso
i�ee �a �i. Pour 
haque sous-ensemble� de S, on notera P� le parabolique 
ontenant B asso
i�e �a �.7.2.1 Un premier exemple d'adh�eren
e d'orbite qui n'est pas deCohen-Ma
aulay.Dans SL7=SO7 on trouve des adh�eren
es d'orbites d'un sous-groupe deBorel qui ne sont pas de Cohen Ma
aulay. La �gure 7 repr�esente une partie dugraphe de SL7=SO7. C'est un intervalle de Bruhat qui est obtenu �a partir de
s�3

s�4
s�3v0

vÆ

v

s�2
s�1

��3
s�5s�3s�1 ; s�4 s�2 ; s�5

Fig. 7 { Un intervalle de �(SL7=SO7)la des
ription des orbites �a travers l'appli
ation '. On a ajout�e, en pointill�es,les relations d'in
lusions d'adh�eren
es d'orbites. Dans 
e graphe, l'orbite Ovest param�etr�ee par l'involution x = (1; 3)(2; 5)(4; 6). Une d�e
omposition deSpringer de '(v) est'(v) = s�3s�4s�2s�5s�6s�5s�4�(s�4)�(s�5)�(s�6)�(s�5)�(s�2)�(s�4)�(s�3):On va montrer que X = Ov est lisse en 
odimension 1 et non normale.88



Pour la lissit�e en 
odimension 1, on v�eri�e que les seules orbites deB de 
odimension 1 dans X sont s�1v; s�3v; s�5v. D'apr�es le th�eor�eme 7,l'adh�eren
e Ov est lisse en 
odimension 1.L'adh�eren
e d'orbiteOv0 est homog�ene pour l'a
tion du parabolique maxi-mal PSn�3 . En e�et, 
ette orbite est param�etr�ee par l'involution :y = (1; 4)(2; 5)(3; 6);et on v�eri�e fa
ilement que pour tout i 6= 3 on a s�iys�i > y. D'apr�esle lemme 3.6, l'adh�eren
e d'orbite Ov0 est don
 stable par les paraboliquesminimaux P�i ave
 i 6= 3. Elle 
orrespond �a l'orbite ferm�ee de SO7 dansla grassmanienne des 3-plans de C 7 . Elle est don
 lisse. Par 
ons�equent uner�esolution des singularit�es de X est donn�ee par l'appli
ationF : P�3 �B Ov0�!P�3Ov0 = X:Cette appli
ation F est propre et birationnelle (puisque s�3 monte v0 parune arête de type U). Elle devient de degr�e deux le long de F�1(P�3OvÆ).En e�et, F�1(P�3OvÆ) = P�3 �B (P�3OvÆ \ Ov0), or sur le graphe toutes lesrelations d'in
lusions d'adh�eren
es d'orbites sont repr�esent�ees ; en parti
ulier,P�3OvÆ \ Ov0 = OvÆ don
 F�1(P�3OvÆ) = P�3 �B OvÆ . En�n, la r�e
exionsimple s�3 est de type N pour OvÆ , don
 F devient de degr�e deux le long de
ette sous-vari�et�e. Ainsi les �bres de F ne sont pas 
onnexes, 
e qui d'apr�es leth�eor�eme prin
ipal de Zariski montre que X n'est pas normale. FinalementXn'est pas de Cohen-Ma
aulay d'apr�es le 
rit�ere de normalit�e de Serre ([Eis95,x18.3℄).7.2.2 Une g�en�eralisation de 
et exemple.On va d�e
rire l'adh�eren
e d'orbite de la se
tion pr�e
�edente d'une fa�
onun peu plus g�eom�etrique, et montrer, �a l'aide de r�esolutions des singularit�esexpli
ites, que 
et adh�eren
e d'orbite n'est pas de Cohen-Ma
aulay. On vaaussi g�en�eraliser l'exemple pr�e
�edent dans SL2n+1=SO2n+1On regarde 
ette fois les orbites de SO2n+1 dans la vari�et�e de drapeauxF2n+1 de SL2n+1. Soit la sous-vari�et�eX = fV1 � V2 � � � � � V2n j �jVn�1 = 0 et rg(�jVn+1) � 2g � F2n+1:Remarque : Cette vari�et�e est l'adh�eren
e de l'orbite param�etr�ee par l'in-volutionx = (1; n)(2; n+ 2) : : : (k; n+ k) : : : (n� 1; 2n� 1)(n+ 1; 2n)89



en parti
ulier, pour n = 3, on retrouve l'exemple pr�e
�edent.On va 
onstruire une d�esingularisation F : ~X ! X. Quelques remarquesg�eom�etriques pour 
ommen
er.Lemme 7.2 Soit F = V1 � : : : � V2n un �el�ement de X tel que rg(�jVn+1) =2, alors dim(V ?�n+1 \ Vn�1) � n� 2:Preuve : Consid�erons le noyau de � restreinte �a Vn+1 : Q = ker(�jVn+1). Lerang de la restri
tion de � �a Vn+1 est 2, don
 le sous-espa
e Q est de dimensionn � 1. La dimension de V ?�n+1 \ Vn�1 est aussi la dimension de Q \ Vn�1. Apriori, 
ette dimension est sup�erieure ou �egale �a n�3 (
ar on interse
te deuxsous-espa
es de dimension n � 1 dans Vn+1 qui est un espa
e de dimensionn+1). Si la dimension de W = Q\Vn�1 est n� 3, alors Vn�1 = W �P o�u Pest un sous-espa
e de dimension 2. Le plan P n'interse
te pas Q, don
 
'estun suppl�ementaire de Q dans Vn+1. Par 
ons�equent, � restreinte �a P est nond�eg�en�er�ee, 
e qui 
ontredit l'hypoth�ese �jVn�1 = 0. Don
 la dimension de West sup�erieure ou �egale �a n� 2. }On d�e�nit alors ~X 
omme un sous-ensemble de F2n+1 � Grn o�u Grn est lagrassmanienne des n-plans dans C 2n+1 , not�ee pr�e
�edemment Grn(C 2n+1)) :~X = f((V1 � V2 � � � � � V2n);W ) j Vn�1 � W � Vn+1 et �jW = 0g:Lemme 7.3 La vari�et�e ~X est lisse et irr�edu
tible.Preuve : On 
onsid�ere la proje
tion � de ~X sur Grn. L'image de � estl'ensemble des sous-espa
es totalement isotropes de dimension n, qui est unevari�et�e irr�edu
tible et lisse. De plus, l'appli
ation � est une �bration sur 
ettegrassmanienne de n-plans totalement isotropes. La �bre au-desssus de W estl'ensemble des drapeaux��1(W ) = fV1 � � � � � V2n j Vn�1 � W � Vn+1g:On 
onsid�ere alors la restri
tion de la proje
tion�2j��1(W ) : ��1(W )! Grn�1 �Grn+1:Cette appli
ation est en
ore une �bration. L'image est homog�ene sous leparaboliqueQ qui stabiliseW (don
 irr�edu
tible et lisse). La �bre ��12 (Vn�1 �Vn+1) est un espa
e homog�ene sous le parabolique P qui stabilise Vn�1 �90



Vn+1. La �bre de �2 est don
 irr�edu
tible et lisse. Ainsi, la �bre de � estirr�edu
tible et lisse, et par suite ~X est irr�edu
tible et lisse. }Soit alors F la proje
tion de ~X sur F2n+1. Il est 
lair que F envoie ~X sur X.Lemme 7.4 L'appli
ation F est birationnelle. C'est un isomorphisme enrestri
tion �a l'ouvert F�1(
), o�u
 = f(V1 � � � � � V2n) 2 X j dim(V ?�n+1 \ Vn�1) = n� 2 et rg(�jVn+1) = 2gPreuve : Il s'agit bien d'un ouvert d'apr�es le lemme 7.2. Maintenant, pour
haque drapeau de 
, soit W un sous-espa
e de dimension n totalementisotrope tel que Vn�1 � W � Vn+1. Le rang de � restreinte �a Vn+1 est 2,don
 tout sous-espa
e de dimension n totalement isotrope doit 
ontenir lenoyau de �. De plus, W doit 
ontenir aussi Vn�1, don
 W 
ontient Vn�1 etker(�jVn+1)). D'apr�es l'hypoth�ese sur les dimensions, on aW = Ve
t(Vn�1; ker �jVn+1):C'est-�a-dire , � est un isomorphisme en restri
tion �a 
. }Ainsi, F est une r�esolution des singularit�es de X. Cependant, 
ette appli
a-tion devient de degr�e 2 en 
odimension \assez grande" :Lemme 7.5 L'appli
ation F est de degr�e 2 en restri
ion �a F�1(Z) o�uZ = f(V1 � V2 � � � � � V2n) 2 X j ker(�jVn+1) = Vn�1g:Preuve : Soit F = (V1 � � � � � V2n) 2 Z, alors Vn+1 = Vn�1 � P o�u P estun 2-plan sur lequel � est non d�eg�en�er�ee. Soit (e1; e�1) une base de ve
teursisotropes de P telle que �(e1; e�1) = 1. Soit W un sous-espa
e de dimensionn de Vn+1 
ontenant Vn�1 tel que �jW = 0 ; alors W est engendr�e par Vn�1 etun ve
teur v = �e1 + �e�1 de P . La 
ondition �jW = 0 se traduit par � = 0ou � = 0 ; ainsi on a exa
tement deux ant�e
�edents de F dans ~X qui sontW = Ve
t(Vn�1; e1) et W2 = Ve
t(Vn�1; e�1). }Ainsi X ne peut être normale par le th�eor�eme prin
ipal de Zariski. Pour �nir,
al
ulons la 
odimension de Z dans X.Lemme 7.6 La 
odimension de Z dans X est n� 1.91



Preuve : Pour 
al
uler 
ette 
odimension on va \d�evisser" le probl�eme. On
ommen
e par se restreindre �a l'ensemble 
0 des �el�ements de X tels que lerang de � en restri
tion �a Vn+1 soit 2. Cet ensemble est un ouvert de X qui
ontient Z.Etape 1 : Consid�erons la proje
tion :f1 : 
0 ! fVn�1 � Vn+1 j �jVn�1 = 0 et rg(�jVn+1) = 2g = 
01:Cette appli
ation est surje
tive. C'est une �bration de �bre au dessus de
haque point x, un espa
e homog�ene sous le parabolique P qui stabilise x.L'image de Z par f1 estZ1 = fVn�1 � Vn+1 j Vn+1 ? Vn�1 et rg�jVn+1 = 2g:On remarque alors que f�11 (Z1) = Z, ainsi la 
odimension de Z dans X estla même que 
elle de Z1 dans 
01.Etape 2 : Consid�erons l'appli
ation :f2 : 
01 ! fVn+1 j rg(�jVn+1) = 2g:C'est en
ore une �bration, et elle est surje
tive en restri
tion �a X1 et Z1. Par
ons�equent, la 
odimension de Z dans X peut se 
al
uler dans une �bre :pour 
haque x 2 f2(
01), la 
odimension de Z dans X est aussi la 
odimensionde f�12 (x) \ Z1 dans f�12 (x).Etape 3 : Cal
ul de la 
odimension dans une �bre. On �xe Vn+1 sur lequelon a la forme quadratique � de rang 2 ; la �bre au dessus de Vn+1 est alorsf�12 (Vn+1) = fW � Vn+1 j dim(W ) = n� 1; �jW = 0g:L'interse
tion de Z1 ave
 la �bre se r�eduit �a un point W = ker �, par
ons�equent la 
odimension de Z dans X est la dimension de f�12 (Vn+1).Consid�erons alors l'appli
ationh : f�12 (Vn+1)n ker � ! P((ker �)�)W 7! W \ ker �:D'apr�es le lemme 7.2, l'interse
tion W \ ker � est un hyperplan de ker �,don
 h est bien d�e�nie. Elle est surje
tive et par 
ons�equent la dimensionde f�12 (Vn+1) est �egale �a n� 2 (dimension de P((ker �)�)) plus la dimensionde la �bre g�en�erique de h. Pour 
al
uler 
ette �bre h�1(W ), on 
hoisit un92



suppl�ementaire orthogonal de W \ker(�) dans Vn+1 : Vn+1 =M �W \ker �.La �bre s'identi�e alors �a l'ensemble des droites de M isotropes pour �.L'espa
e M est de dimension 3 et � est une forme quadratique de rang2, ainsi l'ensemble des droites isotropes est de dimension 1. Et on obtient
odimX(Z) = (n� 2) + 1 = n� 1. }En�n on a la proposition suivante :Proposition 7.2 X n'est pas de Cohen-Ma
aulay.Preuve : En e�et on 
onsid�ere 
 [ Z. C'est un voisinage de Z dans X, 
ar
'est l'ensemble des drapeaux de X tel que le rang de � en restri
tion �a Vn+1soit 2 (le rang maximum). L'appli
ation F est un isomorphisme au dessusde 
, par 
ons�equent 
 est form�e de points lisses de X. Mais F devient dedegr�e 2 au dessus de Z, don
 X n'est pas normale. De plus, la 
odimensionde Z dans X est n� 1, don
 d'apr�es le 
rit�ere de normalit�e de Serre [Eis95℄,X ne peut être de Cohen-Ma
aulay. }8 �Etude g�eom�etrique des orbites dans un es-pa
e sym�etrique sous SLn.Lorsque l'on veut param�etrer les orbites d'un sous-groupe de Borel dansles espa
es sym�etriques, et en trouver des repr�esentants, on peut utiliser lam�ethode de Ri
hardson et Springer d�e
rite dans la se
tion 1. Mais, dans le
as des espa
es sym�etriques sous SLn, on peut d�eterminer 
es orbites defa�
on dire
te, par des arguments g�eom�etriques. C'est 
e qu'ont fait Kraft etHowe [HK98℄ pour SLn=SOn. On reprend leur r�esultat puis on va l'adapteraux autres espa
es sym�etriques SL2n=Sp2n et SLp+q=S(GLp �GLq). Ce quipermet de re
ouvrir tous les espa
e sym�etriques sous SLn d'apr�es [Spr87℄.8.1 Le groupe sp�e
ial orthogonal.Je reprend i
i le lemme de [HK98℄ pour param�etrer les orbites d'un sous-groupe de Borel dans SLn=SOn. On dira qu'une base (v1; : : : ; vn) est adapt�ee�a un drapeau 
omplet F = F0 � F1 � : : : � Fn si l'espa
e ve
toriel engendr�epar (v1; : : : ; vi) est Fi. 93



Lemme 8.1 Soit � une forme quadratique non d�eg�en�er�ee sur C n , et F undrapeau 
omplet de C n . Alors il existe une base (v1; : : : ; vn) de C n adapt�ee �aF et une permutation � = �(�;F) d'ordre 2 telle que :�(vi; vj) = Æi;�(j):Preuve : La preuve se fait par r�e
urren
e sur la dimension n. Pour la di-mension 1 et 2 la preuve est �evidente. Supposons que la propri�et�e soit vraiejusqu'au rang n � 1, soit alors � une forme quadratique non d�eg�en�er�ee surC n , et F un drapeau 
omplet (F0 � F1 � : : : � Fn). Prenons un ve
teurnon nul v1 2 F1.� Si 
e ve
teur v1 est non isotrope, il suÆt alors de prendre F 0i = Fi+1 \F?�1 pour 1 � i � n� 1. C'est un drapeau 
omplet de F?�1 , et � restreinte �a
e sous-espa
e est non d�eg�en�er�ee. On applique alors l'hypoth�ese de r�e
urren
e�a 
et espa
e et on obtient la base attendue.� Si v1 est isotrope, prenons le premier sous-espa
e du drapeau qui 
ontientun ve
teur non orthogonal �a v1 ; 
'est-�a-dire , 
onsid�eronsi = inffj j dim(F?�1 \ Fj) < dimFjg:On peut alors 
hoisir vi 2 Fi tel que vi soit isotrope, et �(v1; vi) = 1. En e�et,soit un ve
teur w 2 Fi qui n'est pas dans l'orthogonal de F1 ; alors w0 = w��(w;w)2�(v1; w) est isotrope et toujours non orthogonal �a v1 ; en�n vi = w0�(v1; w0)
onvient. Il ne reste alors plus qu'�a appliquer le lemme �a l'orthogonal du planP = Ve
t(v1; vi) et au drapeau Fj \ P?�. Ce dernier est bien un drapeau
omplet de P?� (on v�eri�e que si j < i, alors Fj = C v1 � Fj \ P?� don
dim(Fj \ P?�) = j � 1 ; et si j > i, alors Fj = P �Fj \ P?� don
 dim(Fj \P?�) = j � 2.) De plus, � restreinte au sous-espa
e Ve
t(v1; vi)?� est nond�eg�en�er�ee, don
 on applique l'hypoth�ese de r�e
urren
e, 
e qui permet de
on
lure. }Ce lemme permet de param�etrer les orbites de B�On dans GLn. En e�et,on 
hoisit une forme quadratique non d�eg�en�er�ee �, et on �etudie les orbites deO(�) dans GLn=B (la vari�et�e des drapeaux de GLn). Pour 
haque involution� de Sn on peut 
onstruire un drapeau F tel que �(�;F) = � (notationdu lemme 8.1). En e�et, soit une base (e1; : : : ; en) dans laquelle la matri
ede � est l'identit�e. Soit S la matri
e de permutation repr�esentant �. Cettematri
e est sym�etrique, elle peut don
 s'�e
rire S = tPP . La base (v1; : : : ; vn)94



d�e�nie par vi = P (ei) fournit le drapeau souhait�e. R�e
iproquement, si on adeux drapeaux F et G tels que �(�;F) = �(�;G), alors les bases adapt�eesdonn�ees par le lemme 8.1 di��erent d'un �el�ement de O(�). Ainsi 
e lemmemontre que les involutions de Sn param�etrent exa
tement les B�On-orbitesdans GLn.De plus, 
e lemme a une interpr�etation g�eom�etrique : � = �(�;F) indiquela position relative de F et F?�. En e�et, soit la base (v1; : : : vn) fournie parle lemme. On v�eri�e queVe
t(v1; : : : ; vk)?� = Ve
t(v�(k+1); : : : ; v�(n)):On a don
 F?� = �wÆF o�u wÆ d�esigne l'�el�ement de plus grande longueur deSn.Pour obtenir les SO(�)-orbites dans SLn=B = GLn=B, il faut d�e
rire
omment une O(�)-orbite se d�e
ompose en SO(�)-orbites. Soient deux dra-peaux F et G dans la même O(�)-orbite. Soient l'involution � = �(�;F), etles bases adapt�ees (v1; : : : vn) et (w1; : : : wn) donn�ees par le lemme. L'appli
a-tion g d�e�nie par g(vi) = wi est un �el�ement de O(�). Si l'involution � poss�edeun point �xe i, alors il suÆt de d'envoyer soit vi sur wi ou vi sur �wi pouravoir une transformation de SO(�). En revan
he, si � n'a pas de point �xe,alors il y a deux orbites pour l'a
tion de SO(�) suivant le "premier" sous-espa
e totalement isotrope maximal qui apparâ�t. En e�et, SO(�) a deuxorbites dans l'ensemble des sous-espa
es totalement isotropes maximaux ;or si on d�e
ompose � en produit de transpositions de supports disjoints :� = Qi2I(i; �(i)) o�u 8i 2 I �(i) > i, le sous-espa
e V = Ve
t(vi; i 2 I) estalors totalement isotrope ; il en est de même pour W = Ve
t(wi; i 2 I). Si onveut envoyer le drapeau asso
i�e �a (v1; � � � ; vn) sur 
elui asso
i�e �a (w1; � � � ; wn)par une transformation de SO(�), alors on doit envoyer V surW , 
e qui n'estpossible que si 
es deux sous-espa
es totalement isotropes sont du même typepour SO(�).En�n 
e lemme permet de 
onstruire des repr�esentants des orbites de SOndans SLn=B. On prend la forme quadratique d�e�nie en 1.4 et une involution� = Qi2I(i; �(i)) (toujours ave
 pour tout i; i < �(i)). Pour 
onstruire undrapeau F tel que �(�;F) = �, il suÆt d'appliquer l'algorithme suivant :{ Si 1 =2 I alors on prend 
omme premier ve
teur du drapeau :si n est impair v1 = e[n=2℄ (qui est non isotrope) et on re
ommen
e surl'orthogonal de 
e ve
teur (qui est form�e des ei; i 6= [n=2℄),si n est pair v1 = e1 + e�1, et, dans 
e 
as il y a for
�ement un autrek =2 I[�(I) et on prend alors 
omme ki�eme ve
teur du drapeau (e1�e�1).95



On re
ommen
e alors sur l'orthogonal de 
e plan Ve
t(e1; e�1).{ si 1 2 I alors on prend e1 
omme premier ve
teur et e�1 
omme �(1)i�emeve
teur et on re
ommen
e sur l'orthogonal de Ve
t(e1; e�1).Par 
et algorithme, on asso
ie �a 
haque involution � un drapeau F�, 
e quidonne des repr�esentants des orbites de On dans SLn=B. Il suÆt don
 detrouver des repr�esentants des orbites de SOn dans une On-orbite param�etr�eepar une involution sans point �xe. Pour 
ela on d�e�nit le drapeau F 0� en�e
hangeant le premier et le �(1)i�eme ve
teur de la base d�e�nie par l'algorithme.Ainsi, on a deux drapeaux qui sont dans la même On-orbite mais qui ne sontpas dans la même SOn-orbite.Remarque : L'appli
ation ' : V ! W d�e�nie dans la se
tion 2.1.1 est i
i' : (F ; �) 7! �(F ; �)wÆ:8.2 Le groupe symple
tique.On se pla
e maintenant dans SL2n. On veut trouver de repr�esentants desorbites d'un Borel dans SL2n=Sp2n o�u Sp2n est le groupe qui laisse inva-riant une forme bilin�eaire antisym�etrique non d�eg�en�er�ee. Les id�ees du lemmesuivant sont esentiellement les mêmes que dans le 
as pr�e
�edent ; il s'agitd'�etudier la position relative d'une forme bilin�eaire antisym�etrique et d'undrapeau 
omplet.Lemme 8.2 Soit ! une forme bilin�eaire antisym�etrique non d�eg�en�er�ee surC 2n , et F un drapeau 
omplet de C 2n . Alors il existe une base (v1; : : : ; v2n)de C 2n adapt�ee �a F et une permutation � = �(!;F) d'ordre 2 et sans point�xe, telles que : !(vi; vj) = i� �(i)ji� �(i)jÆi;�(j):Preuve : La preuve se fait une fois de plus par r�e
urren
e sur n. Prenonsun ve
teur non nul v1 de F1. Ce ve
teur est bien �evidemment isotrope (!est antisym�etrique). On 
her
he alors le premier sous-espa
e du drapeau qui
ontienne un ve
teur non orthogonal (pour !) �a v1. Pour 
ela on d�e�niti = inffj j dim(F?!1 \ Fj) < dimFjg. On peut alors trouver vi 2 Fi tel que!(v1; vi) = 1. On peut alors re
ommen
er sur Ve
t(v1; vi)?! ave
 le drapeau
omplet d�e�ni 
omme dans le lemme de la se
tion pr�e
�edente. }Ainsi les orbites sont param�etr�ees par les involutions sans point �xe deS2n. L'interpr�etation g�eom�etrique est la même que pour SLn=SOn : prenons96



une forme symple
tique !, et un drapeau F de C 2n ; alors la permutation�(!;F)wÆ est la position relative de F et F?!, par les mêmes arguments quepour le 
as d'une forme quadratique non d�eg�en�er�ee.L�a en
ore, 
ette proposition permet de trouver des repr�esentants des or-bites de Sp2n dans SL2n=B. On �xe une forme symple
tique !. On 
hoisitune base (e1; : : : ; en; e�n; : : : e�1) telle que dans 
ette base la forme symple
-tique soit ! = nXi=1 e�i ^ e��i:Soit � une involution sans point �xe, on 
her
he alors un drapeau F telque �(!;F) = �. On d�e
ompose � en produit de transpositions de supportsdisjoints : � = Qi2I(i; �(i)) (en imposant toujours 8i 2 I i < �(i)). Deplus, on a I = fi1 < i2 < : : : < ing. En appliquant alors le même typed'algorithme que dans le 
as de SLn=SOn on obtient un repr�esentant de laSp2n-orbite param�etr�ee par � en prenant le drapeau asso
i�e �a la basevij = ej et v�(ij ) = e�j pour 1 � j � n:Remarque : L'appli
ation ' : V ! W d�e�nie dans la se
tion 2.1.1 est i
i' : (F ; !) 7! �(F ; !)wÆ:8.3 Les groupes S(GLp �GLq).Il s'agit 
ette fois de 
onnâ�tre le position relative d'un drapeau et d'uned�e
omposition de C p+q en somme dire
te de deux sous-espa
es de dimensionsp et q. Quelques notations avant de formuler le r�esultat : on notera Ikp+ql'ensemble des involutions de Sp+q qui se d�e
omposent en un produit dek transpositions de supports disjoints. On �e
rit alors 
ette d�e
omposition� =Qi2I(i; �(i)) ave
 8 i 2 I i < �(i).Lemme 8.3 Soit une d�e
omposition E = C p+q = Ep � Eq (ave
 dim(Ep) =p � dim(Eq) = q), et F un drapeau 
omplet de E, alors il existe une base(v1; : : : ; vp+q) adapt�ee �a F , une involution � 2 Ikp+q ave
 k � p et une fon
-tion 
roissante f : f1; : : : ; p� kg ! f1; : : : ; p+ qgnSupp(�), telles queEp = Ve
tf(vi + v�(i); pour i 2 I) [ (vf(l); pour 1 � l � p� k)g etEq = Ve
tf(vi � v�(i); pour i 2 I) [ (vk; pour k =2 Supp(�) [ Im(f)g97



Preuve : La preuve se fait par r�e
urren
e sur la dimension de E. Prenonsun ve
teur non nul v1 2 F1. Il y a trois 
as possibles.� Si v1 2 Eq alors on 
onsid�ere les quotients par F1 de E; Ep; Eq, et le dra-peau F 0i = (Fi=F1) pour i > 1. On applique alors l'hypoth�ese de r�e
urren
e
e qui permet de 
on
lure.� Si v1 2 Ep alors on pose f(1) = 1 et 
omme dans le 
as pr�e
�edent onapplique l'hypoth�ese de r�e
urren
e aux quotients.� En�n le dernier 
as est �evidemment lorsque v1 n'est ni dans Ep ni dans Eq.On 
hoisit alors le premier �el�ement du drapeau qui 
ontienne les deux pro-je
tions de v1 suivant la somme Ep�Eq. Plus pr�e
is�ement, soit la proje
tionP1 sur Ep suivant Eq. On d�e�nit alorsj = inffi j P1(v1) 2 Fig:On pose �(1) = j, v1 = v1 et v�(1) = v1 � 2P1(v1) ; et on applique l'hy-poth�ese de r�e
urren
e au quotient de E par Ve
t(v1; P1(v1)) ave
 la d�e-
omposition (Ep=Ve
t(P1(v1)), Eq=Ve
t(P1(v1)� v1)) et le drapeau Fi=(Fi \Ve
t(P1(v1); v1)). }Ce lemme permet de param�etrer les orbites de S(GLp � GLq) dans lavari�et�e des drapeaux de SLp+q. En e�et, si on prend deux drapeaux F1 etF2 et une d�e
omposition de E = E1 � E2, alors le lemme donne les basesadapt�ees (e1 : : : ep+q) �a F1 et (f1; : : : fp+q) �a F2. L'appli
ation qui envoie les eisur les fi pr�eserve bien �evidemment la d�e
omposition E1�E2. De plus, 
etteappli
ation peut être suppos�ee de d�eterminant 1, quitte �a 
hanger e1 et e�(1)en �e1 et �e�(1) (
e qui ne 
hange pas le fait que 
ette appli
ation pr�eservela d�e
omposition de E ni les drapeaux).L'interpr�etation g�eom�etrique de � est la position relative de F et �(F)(o�u � est l'appli
ation de E qui vaut �Id sur E1 et Id sur E2 ; elle agit surles drapeaux par 
onjugaison, et on la note en
ore �). En e�et, on voit, enfaisant agir � sur la base adapt�ee, que � agit trivialement sur le drapeau endehors du support de �, et que � �e
hange ei et e�(i) pour i 2 I, 
'est-�a-dire�(F) = �(F). Quant �a l'interpr�etation de la fon
tion f , elle 
ara
t�erise lesindi
es i tels que le sous-espa
e Fi (du drapeau) est obtenu en ajoutant unve
teur de Ep �a l'espa
e Vi�1.Une fois en
ore, 
e lemme permet de 
onstruire des repr�esentants desorbites. On �xe une d�e
omposition C p+q = E1�E2, 
e qui donne l'involution� d�e�nie pr�e
edemment. On 
hoisit une base (e1; : : : eq) de E1 et une base98



(ep+1; : : : ; ep+q) de E2. Cette base d�e�nit une paire standard (T;B) de SLn; �.Prenons � et f 
omme dans le lemme :� =Yi2I (i; �(i)) ave
 8i 2 I i < �(i);Card(I) = ket f : f1; : : : ; p� kg ! f1; : : : ; p+ qg:Alors on 
onstruit un drapeau F tel que l'involution �, et la fon
tion f soient
elles donn�ees par le lemme 8.3. On 
ommen
e par ordonner les �el�ementsf1; : : : ; p+ qgn(Im(f) [ Supp(�)) = fl1 < l2; : : : < lq�kg;ainsi que les �el�ements I = fi1 < i2 < : : : < ikg:On 
onstruit maintenant une base (f1; : : : ; fp+q) de C p+q :{ Pour i 2 Im(f), on d�e�nit fi = ef�1(i).{ Pour i = lj (ave
 1 � j � q � k), on d�e�nit flj = ep+j.{ Pour i = ij (ave
 1 � j � k), on d�e�nit fij = ep�k+j � ep+q�k+j etf�(ij) = ep�k+j + ep+q�k+j.La base (f1; : : : ; fp+q) donne un repr�esentant dans SLn=B de l'orbite 
orres-pondant �a f , �.Remarque : L'appli
ation ' : V ! W d�e�nie dans la se
tion 2.1.1 est i
i' : (F ; E1 � E2) 7! �(F ; E1 � E2):Elle a pour image : Im(') = [0�k�pIkp+q:
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Annexe AQuelques graphesDans 
ette annexe sont repr�esent�es quelques graphes �(G=H) pour 
er-tains espa
es sym�etriques sous SLn. On prend i
i les 
onventions suivantes :{ on identi�e le groupe de Weyl de SLn �a Sn le groupe des permutationsde n �el�ements not�es f1; � � �ng,{ les involutions de Sn sont repr�esent�ees en produit de transpositions desupports disjoints,{ les r�e
e
tions simples sont les transpositions s1 = (1; 2); : : : ; sn�1 =(n� 1; n).On a ajout�e sur 
ha
un de 
es graphes des arêtes en pointill�es repr�esentantles relations d'adh�eren
es d'orbites (de 
odimension 1) non obtenues par desparabolique minimaux.A.1 Les formes quadratiques.On repr�esente i
i les graphes �(SLn=SOn) et �(PSLn=PSOn) pourn � 5. Dans le 
as o�u n est impair, 
es deux graphes sont 
onfondus, eton param�etre les orbites ave
 les involutions de Sn (
omme dans la se
tion8.1). Dans le 
as o�u n est pair, pour l'espa
e sym�etrique PSLn=PSOn 
esorbites sont en
ore param�etr�ees par les involutions, mais pour SLn=SOn, ily a deux orbites pour 
haque involution sans point �xe de Sn (voir la se
tion8.1). (1)
(12) (12)

(1)s1 �1(12)s1
PSL2=PSO2SL2=SO2Fig. 8 { �(SL2=SO2) et �(PSL2=PSO2)Ce sont aussi les graphes de SL2=T et SL2=N(T ).101



(1)(12) (13)
�2s1 (23)�1s2Fig. 9 { �(SL3=SO3) ou �(PSL3=PSO3)

s1; s3
s3

�3s2
�1 �2 s3�1s1

�3
s2
s1

�2
s2

(1)

(14)(23)

(34)
(12)(34)

(23)
(24)
(14)

(12)
(13)

(13)(24)
Fig. 10 { �(PSL4=PSO4)102



�1 �2 �3(12)
(12)(34)

(23)
(13)(24)

(1)

(14)(23) (14)(23)
(14) (13)(24)

s1s3 s3s2
s2

s1; s3s2
s3 (24)(13)s3 s1s2s1

s1
s2s1; s3

(12)(34)s2
Fig. 11 { �(SL4=SO4)
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(23) (34) (45)

(35)(24)(12)(34)(13)

(14) (13)(45) (12)(35) (25) (24)(35)

(25)(34)(14)(35)(15)(13)(25)(14)(23)

(1)

(12)(45)

(12)

(13)(24)

(15)(34)(14)(25)(15)(23)

(23)(45)

(15)(24)

�3 �4�2�1
�2�1s1 �3 s3 s2 s3s4�4 �1
�1 s2s1s2 s4s3 s3s4�4s3 s1s2 �2 s2 s1 s1 �3s3s4s4s1; s3 �2 s2 s1s4�3s3s3 s1; s4 s2

s2; s4
s4 s1

�4s2

Fig. 12 { �(SL5=SO5) ou �(PSL5=PSO5)104



A.2 Les formes symple
tiques.On repr�esente les graphes �(SL2n=Sp2n) pour n = 2, et n = 3 (on remar-quera que pour n = 1 l'espa
e sym�etrique SL2=Sp2 est r�eduit �a un point).Pour SL2n=Sp2n les orbites d'un sous-groupe de Borel sont param�etr�ees parles involutions sans point �xe. De plus, dans 
e 
as, toutes les ra
ines simplessont de type U; U� ou G. En e�et, le rang de la B-orbite ferm�ee est le mêmeque 
elui de la B-orbite ouverte, il ne peut don
 y avoir d'arêtes de typeN;N�; T; T �.On peut aussi remarquer que 
es graphes donnent une partie des graphes�(PSL2n=PSO2n). En e�et, les involutions sans point �xe param�etrent desorbites de B dans SL2n=SO2n, et les ordres 
o��n
ident.
(12)(34)(13)(24)(14)(23)s2s3; s1Fig. 13 { �(SL4=Sp4)
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(13)(24)(56)

(12)(36)(45)

(12)(34)(56)
(12)(35)(46)

(14)(23)(56)
(15)(23)(46)
(15)(24)(36) (16)(23)(45) (14)(26)(35)

(13)(26)(45)
(16)(24)(35)(15)(26)(34)

(16)(25)(34) s2; s4s5; s1
s2 s3s5 s1

s5 s2; s5 s3
s2s5

s4 s3; s5

s4s1s3
s4 s1; s4 s3s1

s1; s3 s2(13)(25)(46)
(14)(25)(36)

s2 s4

Fig. 14 { �(SL6=Sp6)
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