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Introduction

Si on considére une variété projective X sur laquelle opeére un groupe algébrique réductif
G, le tout sur un corps algébriquement clos, la donnée d'un fibré en droites ample et G-
linéarisé L sur X permet de définir I'ensemble X **(L) (resp. X°(L)) des points semi-
stables (resp. stables) de X par rapport a L. Rappelons qu’un fibré en droites L sur X est
G-linéarisé sil'action de G sur X se reléve en une action de G sur I'espace total de L, cette
action étant linéaire sur les fibres de L. Un point z de X appartient a X **(L) s'il existe un
entier n strictement positif et une section ¢ € I'(X, L") telle que o(x) # 0; en outre
x appartient a8 X *(L) si z appartient 2 X **(L) et si de plus I'orbite G -z est fermée dans
X?*%(L), etle groupe d'isotropie G, est fini.

Les ouverts X **(L) et X *(L) ont été introduits par D. Mumford dans [MFK], définitions
1.7 et 1.8. D’apres |[loc. cit.], théoreme 1.10, il existe un quotient Y = X*°(L)//G, au
sens suivant: Y est une variété algébrique projective et il existe un morphisme affine G-
invariant 7 : X*%(L) — Y tel que pour tout ouvert U de Y, 'homomorphisme naturel
L(U,0y) = D(x 1 (U), Oxs:(1))¢ estunisomorphisme. Le couple (Y, ) est appelé un
quotient catégorique de X **(L) par G. Le couple (7(X*(L)), ™ x=(r)) est un quotient
géométrique, c’est-a-dire m(X (L)) est I'espace des orbites de G dans X*(L). On pose
m(X?*(L)) = X*(L)/G.

Le probleéme principal est alors de décrire les quotients X **(L) //G et X*(L) /G. M. Brion
et C. Procesi dans [Br-Pr] étudient ces quotients lorsque GG est un tore ainsi que Yi Hu
dans [Hu] lorsque G est un tore complexe et X est vue comme une variété symplectique.
L.V. Dolgachev et Yi Hu dans [Do-Hu] et M. Thaddeus dans [Tha] décrivent les transforma-
tions qui apparaissent lorsqu’on fait varier L dans le groupe Pic“ (X) des classes d'iso-
morphismes de fibrés G-linéarisés sur X .

Lobjet de cette thése est de décrire le quotient X*°(L)//G lorsque G est le groupe
SL(2, k) ot k est un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.

Quitte a remplacer L par une puissance positive " de L, on peut supposer que L est tres
ample et donc que X est une sous-variété fermée d’'un espace projectif P(1'), le groupe
G = SL(2, k) opérant linéairement dans V', et que L est la restriction de Op(y(1) a X.
Lidée est de considérer la variété X x (G/B) (B étant un sous-groupe de Borel de G)
sur laquelle G agit diagonalement. Dans notre cas, G/ B est isomorphe a P}, et la variété
X x P} est munie des fibrés G-linéarisés amples O(p, q) = p;LF ® p3(Op1(q)) ot p et
q sont des entiers strictement positifs, et ol p; (resp. p2) est la projection de X x 111’,1C sur
X (resp. sur ]P’,lc). La notion de point semi-stable ou stable pour O(p, ¢) ne dépend en fait
que de 1%' Sionnoteay,...,as aveca; < --- < as, les poids strictement positifs du tore
standard ' de GG dans V, I'ouvert des points semi-stables (X x P} )% (%) (resp. l'ouvert des
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points stables (X x P} )? (%)) de X x IP} parrapporta O(p, ) est non vide si % < as (resp.

1 < ay).Sionpose Yy = (XxP})**(%))//G, Yi = (X xP})**(a:))//G, 1 <i < s,
etY; 1,;= ((X X]ID}@)SS((“%W))//GJ < i < s, on définitun morphisme f : Yo ; —
Y etpourtouti € {1,...,s}, des morphismes f;- : YV;_1; = Yietfi+ : YViip1 = V5
(i # s). Nous montrons (voir théoréme II.1.1) que les fibres de f au-dessus de X°(L)/G
sont isomorphes é]P)k, que si X est lisse, les transformations fi?rl ofi-:Yi1:--+Yiin
1 < i < s—1 sont des flips et que le morphisme f; est une fibration de fibre un espace
projectif avec poids sur le quotient Y qui est 'ensemble des points fixes de X par 7" de
poids —as.

Dans le chapitre 0, nous redonnons une preuve d'une part d'une proposition de structure
locale (due a D. Luna et E Pauer (voir [Lu-Pa])) pour les variétés munies de I'action d'un
tore, d’autre part du théoréeme de Bialynicki-Birula (voir [BB1]). Les principaux résultats
des chapitres suivants reposent essentiellement sur cette proposition et ce théoréme.

Dans le chapitre I, nous précisons les résultats de M. Brion et C. Procesi (voir [Br-Pr]) dans
le cas dutore T' = k*. Nous considérons cette fois un 7-module V' de dimension finie et
une sous-variété fermée X de P(V) stable par 7. On note by, . . ., b, les poids de T" dans
V et on suppose que b; < --- < b,. Comme dans [Br-Pr], nous considérons les quotients
associés aux fibrés T'-linéarisés L; = Ox (1) ® Ox(xi), 1 <i<m,etL;_1; = O0x(2)®
Ox(xi-1,),2 < i < n—1,0uOx(x;) (resp. Ox(xi—1,:)) est le fibré en droites trivial
sur X, le tore T' opérant dans chaque fibre de Ox (x;) (resp. de Ox (xi—1,;)) par multi-
plication par le caractere x; : t — ¢~ (resp. Xi—1,; : t — t—(@i-1t+a:)) Nous démon-
trons (voir théoreme 1.3.3) d’'une part que le quotient X **(L,,) //T (resp. X**(L;)//T) est
I'ensemble des points fixes X (resp. X ) de X par T de poids b; (resp. b,,) et d’autre
part que si X est lisse, X°*(Lq 2)//T (resp. X°*(Lp_1,,)//T) est I'espace total d’'une
fibration sur X 1T (resp. Xg ) de fibre un espace projectif avec poids. Nous définissons
des morphismes birationnels, f;- : X*(L;_1;)//T — X*(L;)//T,2 < i < n,et
fir + X%(Li i) //T — X*5(L;)//T, 1 < i < n—1, et nous montrons, via la des-
cription d'un modeéle local (voir théoreme 1.4.1), que les transformations birationnelles
fi?rl o fi- : X*(L;—1,)//T —» X*°(L; j41)//T sont des flips (voir théoréme 1.6.4).

Dans le chapitre II, pour décrire le quotient Y = X**(L)//G (avec G = SL(2, k)), nous
exhibons un modeéle local qui nous ramene a la situation du chapitre I.

Dans le chapitre III, nous utilisons la description de Y pour déterminer, lorsque tout point
semi-stable de X est stable, les nombres de Betti de la cohomologie rationnelle de Y. Nous
retrouvons dans ce cas particulier des résultats de E Kirwan (voir [Kir]) (on pourra aussi
consulter les résultats de M. Brion dans [Br2]).
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Chapitre 0
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1. Structure locale pour I'action d’un tore

Nous allons montrer une proposition de structure locale des variétés normales sur les-
quelles un tore 7' agit. Cette proposition est un cas particulier des résultats de D. Luna
et E Pauer qui se trouvent dans [Lu-Pa]. Le corps de base k sera supposé algébriquement
clos.

Rappelons que si G est un groupe algébrique et H est un sous-groupe algébrique de G
agissant sur une variété algébrique X, G x g X désigne le quotient de G x X sous l'action
de H définie par h-(g-x) = (g-h~*, h-z) pourtoush € H,g € Getx € X.Laction de G
dans lui-méme, par translations a gauche, induit une action de G dans G x g X ; lorsque
H est connexe et X est une variété normale, on obtient ainsi une structure de G-variété
algébrique (voir [BB2]).

ProrosITiON 0.1. — SoitT" un tore agissant dans une variété normale X . Tout élément x
de X admet un voisinage ouvert, affine et stable par T', de la forme T xr, S ot S est une
sous-variété localement fermée affine de X contenant x et stable parT,.

Démonstration.

Soitz € X.On peut supposer que son orbite T'-z est fermée dans X car sinon, T-z\T -z
estun fermé F de T-z et X \ F' est un ouvert de X stable par T" et contenant 7'+ comme
fermée.

Nous allons montrer maintenant qu’on peut supposer que la variété X est affine.

D’aprés un théoréeme de Sumihiro (voir [KKLV], théoréme 1.1), on peut supposer X
plongée comme sous T-variété localement fermée dans I'espace projectif P(V) d’'un
T-module rationnel V' de dimension finie. On note X*(T") le groupe des caracteres de

T.Siz = >. &, désigne la décomposition en vecteurs propres de T' d’'un re-
XEX*(T)
présentant & de x dans V, on peut supposer Z, 70 pour un certain x€X*(7') et on a

X(z,#0) C ]P)(V)@Xﬂ)). On peut alors supposer que X est plongée dans une variété af-
fine stable par T" qui est elle-méme plongée dans un 7'-module rationnel M/ de dimension
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finie, X étant localement fermée dans M. Le fermé Y = X\ X de X est stable par T et
il existe f € k[M]tel que f(z) # Oet f;, = 0.Lidéal de Y U {z} est alors contenu
strictement dans l'idéal de Y qui est une représentation localement finie de 7'. On peut
donc supposer que f est un vecteur propre de 7. Ona X; = X et X est un ouvert
affine de X contenant x et stable par 7.

Supposons donc que X est affine. On choisit un isomorphisme 7'/T, =~ (k*)P. Alors
Ta — kP estune immersion ouverte 7'-équivariante ol1 7" opeére linéairement dans kP. Les
kP
o« -

inclusions 7T - =z c donnent des homomorphismes d’algebres
X

_ kW]
k[T-z] = KX ou W = kP. Lalgebre k[1¥] est I'algebre symétrique du T'-module
dual W* de W et on a alors un morphisme W* — k[T -z]. Chomomorphisme k[X] —
k[T - z] est surjectif car Tz < X est une immersion fermée. De la compléte réduc-
tibilité de I'opération de T' dans k[X] et dans W*, résulte alors I'existence d’'un mor-

phisme d’algebres k[IV] — k[X] qui est T-équivariant et qui rend commutatif le dia-

k[X
gramme : k[T z] < 1 . Il existe alors un morphisme 7-équivariant f : X — W tel
kW]
w
que le diagramme T —_ 1 soit commutatif. Louvert f ~1(T-x) de X contient z, est
X
stable par T et estisomorphe a T x 7, Sou S = f~1(z). O

2. La décomposition de Bialynicki-Birula

Soit T" un tore opérant dans une variété normale X, le tout sur un corps k algébriquement
clos. On note X*(T) le groupe des caracteres de T et X..(T) le groupe des sous-groupes a
un parametre de T'. Soit A € X, (T') etz € X, le morphisme k* — X définit une
t— A(t)-z
application rationnelle ¢ : P! --» X. Siy est définie en O (resp. en 0o), on notera 112(1) A(t)x

(resp. tl;rglo A(t)-x) savaleur en 0 (resp. en 00).

Onnote X T I'ensemble des points fixes de ' dans X et pour tout A € X, (T), X* = {z €
X | A(t)-z = z, Vt € k*} I'ensemble des points fixes de X. Alors X et X* sont des
sous-variétés fermées de X .

14



Soit Y une sous-variété de X 7, on définit pour tout A € X,(7'):

Xe(AY) = {z e X |limA(t)z €Y}

et

X_(\Y) = {m € X | tlirgo At)-z € Y} .
DEriNITION 0.2.1. — Un sous-groupe a un paramétre A est dit générique si
XT = X*.

ProrosiTIiON 0.2.2.
(i) Il existe des sous-groupes a un paramétre de ' génériques.

(i) Pour tout A € X.(T) et pour toute sous-variété Y de X', les ensembles X  (\,Y) et
X_(\,Y) sont des sous-variétés localement fermées de X stables parT'. Les applications

0+ Xy(\Y) —Y etg_ : X_(\Y)—Y
x+— lim \(¢)-x x+— lim A(t)-@
t—0 t—00
sont des morphismes.
Démonstration.

(i) Soit z € XT. D’apres la proposition 0.1, il existe un voisinage ouvert U de z affine et
stable par 7'. 1l existe un 7'-module V et une 7'-immersion fermée U — V.

n
OnaV = @ Vy, oupourtouti € {1,...,n}, V,, estl'espace propre associé au caractere
i=1
Xi de T'. On note pour tout y € X*(T) et A € X.(T), (x, \) I'entier m tel que x o A(t) =

t™ pour tout ¢ € k* etpour touti € {1,...,n}, Vi, ny = {v € V| A(t)-v = XNy}

En tant que Im(X\)-module, V = @ Vi, ») etona V* = @ Vi, 5y ou ] = {1<i<n |
i=1 icl

(xi,A) = 0}.

Donc pour tout A € X, (T)\{A € X.(T) | (xi,A) =0, 1 <i <n},onaV?l =V> et

vt =vu*.

(i) Pour tout y € Y, on note U un voisinage affine de X stable par 7', contenant y et
t : U < V une T-immersion fermée dans le 7-module V. Pour tout € U tel que
}i_r}r(l) At)-x =y,onaT-zNU # doncx € U car U est un ouvert stable par 7. On peut
alors supposer que X1 (A, Y") est contenu dans U.
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OnaV = @WXZ.7>\>,Z'(Y) - @ ‘/<Xi7>\> eti(X+()‘7Y)) - @ ‘/<Xi7>‘>'
i=1 (xi,A)=0 (xi,A)>0

Lapplication ¢4 est alors la restriction 8 X4 (A, Y") de la projection :

@ V(Xi)\) - @ V(Xzﬁ*) : o
(xi,A)>0 (xi,A)=0

Pour touty € X7 et pour tout \ générique, on notera (T, X )¢ (resp. (Ty X )o, (T X) <o)
la partie de Ty X o1 Im A agit avec des poids strictement positifs (resp. nuls, strictement
négatifs).

THEOREME 0.2.3 ([BB1]). — Soit X une T'-variété compléte et lisse.

(i) X T est non vide, lisse et pour tout \ générique et toute composante connexeY de X T,
X+ (A Y) et X_(\Y) sontlisses.

Pourtouty € YV, Ty(X+ (A, Y)) = T,YB(TyX)soetTy(X_(\,Y)) =T,YB(T, X )<o.

(ii) Pour tout \ générique et toute composante connexe Y de X', les morphismes q
et q_ sont des fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski dont les fibres
s'identifient respectivement aux T -modules (Ty X ) s et (Ty X ) <o pour touty € Y.

Démonstration.

(i) D’apres la proposition 0.2.2, il existe A\ € X, (T') tel que X* = X* et X* # () car X
est compléte.

Pour montrer que X7, X, (A, Y) et X_(\,Y) sont lisses, supposons que X est affine.
Démontrons tout d’abord un lemme da a D. Luna (voir [Lu], lemme III.1).

LEMME 0.2.4. — Soit X une T -variété, affine et lisse.

Pour toutz € X7, il existe un morphisme ¢ : X — T, X étale en x, T -équivariant et tel
que p(z) = 0.

Démonstration du lemme 0.2.4.

M )*
nwz’ -
est I'-équivariante. Comme le groupe réductif 7" opeére de fagcon

Notons 9, I'idéal maximal de k[X] qui correspond au point z. Ona T, X = (

n,
me
completement réductible dans k[X], il existe un sous T-module V' de 97, tel que la res-

Lapplication 9, —
triction a V' de M, — % est un isomorphisme. De la propriété universelle de 1'algebre
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symeétrique résulte alors I'existence d’'un morphisme d’algebres S(V)) — k[X] quiest T'-
équivariant. On obtient donc un morphisme ¢ : X — T, X étale en x, T-équivariant et
tel que p(x) = 0. O

Soity € XT ety : X — T, X un morphisme étale en y, T-équivariant, et tel que ¢ (y) =
0. Quitte a restreindre ( a un ouvert de X, on peut supposer que ¢ est un morphisme fini
sur son image.

Si M désigne le T-module T, X, ona X T C ¢~ (MT) car p est T-équivariant. Inverse-
ment, siz € p~'(MT), son orbite 7" - z est connexe et est contenue dans I'ensemble fini
o Hp(z)). Alors T-x = {z} etz € XT.Onadonc X7 = =1 (MT). Puisque M7 est
lisse ainsi que o~ * (M) — M7, X1 estlisse.

Montrons maintenant que pour tout A générique et toute composante connexe Y de
XT, X, ()\,Y) est une composante connexe de o~ (M (A, MT)):soitz € X (\,Y),
<p(t1i_rf(1) At)-x) = lim A(t)-p(z) car ¢ est T-équivariant. Donc (z) € My (A, MT). Or
X, (A, Y) est connexe donc z est dans une composante connexe de o~ (M (A, MT)).

Inversement, si x est dans une composante connexe de ¢! (M (A, MT)), o étant fini,
lim A(t) -« existeetonalim A\(¢)-z € Y.
0 0

Le morphisme 1 (M, (A, MT)) — M (A, M) est étale. Donc X4 (\,Y) est lisse et
ona:
T, X+ (\Y) = Mo\, M) = (T,X)o @ (T,X) >0

et
(TyX)o=1T,Y .
(i) Démontrons (i) pour q .
On utilisera le lemme suivant :
LEMME 0.2.5. — Le morphisme q est lisse et pour touty € Y, la fibre de ¢ eny s’iden-

tifie au T'-module (T, X ).

Démonstration du lemme 0.2.5.

Montrons tout d’abord que g estlisse : d’apres (i), pour touty € Y, la différentielle de g+
en y s'identifie a la projection T,Y” © (T),X)~o — T, X. Cette projection est surjective,
donc ¢, est lisse en y. Lensemble {m € X4+ (\,Y) | ¢4 estlisse en :U} est un ouvert de
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X4+ (N, Y), stable par T qui contient Y, il est donc égal 2 X (), Y"). Le morphisme ¢ est
lisse donc g ' (y) est lisse pour touty € Y.

Pour touty € Y, notons F la fibre ¢ ' (y). Le tore k* opére dans F par t-z = A(t)-x pour
toust € k™ etx € F.

D’apres la proposition 0.1, il existe un ouvert affine U de F', k*-stable, contenant y. Pour
toutx € F,onay € k*-xNU.Donc U = F et F est affine.

Lopération de k* dans F permet de définir une graduation sur A = k[F].Ona 4y = k.

Sia = ) a, estunélémentde A, onaa,(t-z) = t"a,(z) pour tout z € F et comme
neL

tlin% a(t-x) existe pour tout € F, on doit avoir a, = 0 pour tout n < 0. Donc A est

e

graduée en degrés positifs.
Si M, désigne I'idéal maximal de A qui correspond a y, ona 9, = @ A,. Soit M un
n>0
sous T'-module de 971, tel que la restriction a M de 91, — % est un isomorphisme.
v

Lhomomorphisme de k-algebres: S(M) — A est surjectif par le lemme de Nakayama
gradué. Ordim M = dimT,F' = dim A et S(M) est integre, donc S(M) — Aestun
isomorphisme par le théoreme de I'idéal principal de Krull.

Dot F ~ M* ~ T,F et T, F ~ LY ~ (T, X)., O

Fin de la démonstration du théoréme 0.2.3.

On se place au-dessus d'un ouvert de Y ot le fibré conormal de Y dans X (A,Y") est
trivial. On peut alors supposer que Y est affine et que Iy /I# est un k[Y']-module libre
ol Iy estl'idéal de Y dans X (), Y"). On peut méme supposer qu'il existe un k-espace
vectoriel M de dimension finie tel que k[Y]®, M —% Iy /I}.Mais T agit trivialement sur
k[Y], donc on peut choisir pour M, un T-module. On releve M dans Iy en un 7-module

eton a un 7-homomorphisme 1) de k-algebres: k[Y] ®; S(M) N EX+ (A Y)).

Onadim(k[Y] ® M) = dim k[ X (A, Y)] et le raisonnement de la démonstration du
lemme 0.2.4 permet de conclure que v est un isomorphisme. a

CoOROLLAIRE 0.2.6. — Soit X uneT -variété compléte lisse. Pour toute composante connexe
Y de X1 et tout \ générique, X  (\,Y) et X_(\,Y) se coupent transversalement le long
deY.

Démonstration.
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Le corollaire 0.2.6 provient directement du fait que pour tout y € Y, le T-module T;, X se
décompose en: Ty X = (TyX)<o ® (TyX)o & (TyX)so et que d’apres (i) du théoréme
023, Ty(X+(A,Y)) = T,)Y ® (T, X)so et Ty(X_(A,Y)) = T,)Y & (T, X)<o avec
T,Y = (TyX)o. O

Remarque 0.2.7. — Dans [Tha], théoreme 1.12, M. Thaddeus démontre le théoréme 0.2.3
al’aide du théoréme des slices de Luna ([Lu], I1.2).
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1. Notations

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. On considere ' = k*, le tore
de dimension un, opérant linéairement et fidelement sur un k-espace vectoriel V' de di-
mension finie. Alors T" opére dans I'espace projectif (V') par ¢-[v] = [t-v] pour toutt € T
ettoutv € V. Le groupe des caracteres de T  est Z.Soit m = (ay, . . . an) la suite des poids

de T dans V. On peut supposer que a; < as < --- < a,.OnaV = @ V; ou V; désigne
I'espace propre assoc1e au poids a; avec 1 < ¢ < n.Onnotem; = dlmV (1<i<n)et

on pose Vo; = @ VietVs,; = @ V; pour tout ¢. Pour tout z € P(V'), on note & un
j=1 j= z+1

représentant de x dans V etz = Z Z; sa décomposition en vecteurs propres de T'. On

i n n
posepourtouts, Tc; = > &, T<i = 2. TjyTsi = Y, TjetT>; =y, &j.
j=1 - j=1 j=i+1 - j=i
Soit X une sous-variété fermée irréductible de P(V), stable par T'. Pour touti € {1,...,n},
on pose:

XP={zeX|ic#0etT>; £0}
et

X ={zeX|Z#0etis; #0}.
Remarquons que X est inclus dans X /¢ pour tout ¢.
Pourtouti € {2,...,n},onpose X%, ;= {w € X | F; #0 et &»; # 0}.

Pour éviter qu'il existe des i € {1,...,n} tels que X7 soit vide, on supposera que X n'est
contenue dans aucun sous-espace linéaire de P(V').

2. Construction des quotients

Donnons tout d’abord quelques propriétés évidentes des ensembles définis au paragraphe
1.

23



ProrosiTION 1.2.1.
HX;=0etX; =0.

(i) X?® estnon vide pour touti € {1,...,n} ainsi que X} pour touti € {2,...,n—1} et
X7*, ipourtouti € {2,...,n}.

(iii) Les ensembles X[*, 1 < i < n, X7, 2 <i < n—letX}* ;2 < i < n, sontdes
ouverts de X, stables parT'.

Le théoreme suivant permet de construire des quotients par 1" sur ces ouverts. On note L;,
1<i<nesp. Li_1, 2 <i<mn—1)lefibré T-linéarisé L; = Ox (1) ® Ox (x;) (resp.
Ox(2) ® Ox(xi—1,i)) o Ox (x;) (resp. Ox (xi—1,:)) estle fibré en droites trivial sur X,
le tore T opérant dans chaque fibre de Ox (x;) (resp. de Ox (x;i—1,;)) par multiplication
par le caractére x; : t — £ % (resp. x;—1,; : t — ¢~ (aim1tai))

THEOREME 1.2.2. — Pourtouti € {1,...,n}, X?? est 'ouvert X **(L;) des points semi-
stables de X par rapport a L; et pour touti € {2,...,n—1}, X? est I'ouvert X*(L;)
des points stables de X par rapport a L;. Pour touti € {2,...,n}, X?*, ; est I'ouvert

X*®%(Li—1,) des points semi-stables de X par rapport a L;_1 ; eton a X*°(L;_1;) =
X¥(Li—1,)-

Démonstration.

Supposons tout d’abord qu'il existe uni € {1,...,n} tel que a; = 0. Alors x ¢ X§°
si, et seulement si, (Z; = 0 pour tout j < 0ouZ; = 0 pour tout j > 0). Pour que
xz ¢ X§°, il faut et il suffit alors que }1_1}1(1) t-z = Oou }1_1}1(1) t~1-% = 0 et cela équivaut a
0 € T-Z.Onadonc X§° = {x € X | 0 ¢ T-Z}. D’aprés [MFK], proposition 2.2, on a
alors X§® = X*%(Ox(1)). Puisque tout z € X a par définition, des poids négatifs et des
poids positifs, on a X§ = { € X§*® | T} estfinietT -z estfermée dans X3°} et donc
X§ = X*(0x(1)).

En faisant agir 7" sur V part-v = t~%t-v pourtoutt € T etv € V, par ce qui précede, on
aX?® = X*(L;)pourtouti € {1,...,n}et X7 = X°(L;) pourtouti € {1,...,n—1}.

Fixons i € {2,...,n}. Sion plonge X dans P(S?V) par le 2-plongement de Véronése
@ : X = P(5%V),letore T agissant sur P(S?V) par tv> = ¢t~ (%i-11a1) ()2, alors X

i—1,%
s'identifie a I'ouvert des points semi-stables de X par rapport a ¢*(Op(s2y(1)) et tout
point de X?, ; & des poids négatifs et positifs. On en déduit que X%, ; = X**(L; 1 ;) et

XSS(LZ',Li) = XS(Li,Li). O
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On pose d'une part, pour tout s € {2,...,n},Y; = X#//Tetm : X* — Y;le
morphisme quotient de X *° par T et d’autre part, pour touti¢ € {2,...,n}, Yi_1; =
X2, /T etmi- + X722, — Yi_1,; le morphisme quotient de X;°, ; par T Le couple

(Yi,mi), 1 <i <n(esp. (m(X7),mi1 . ), 2 <i<n—Let(Yi_1;m-),2<i<n)est
un quotient catégorique (resp. des quotients géométriques).

Remarque 1.2.3. — Cette construction de variétés quotients par le tore 7" est un cas parti-
culier de la construction de quotients pour un tore quelconque donnée dans [Br-Pr].

Lenveloppe convexe de 7 est représentée comme suit :

ay az Qn
Si on note 7(z) I'ensemble des poids a; avec 1 < i < n tels que Z; # 0 alors X7 (resp.
X?) est 'ensemble des € X tels que 'enveloppe convexe de m(x) contient a; (resp.

contient a; dans son intérieur) et X%, ;, 2 < i < n, est'ensemble desz € X tels que

I'enveloppe convexe de 7 () contient a;—1 et a;.

3. Relation entre les quotients

Le théoreme suivant permet de relier les différents quotients construits au paragraphe 2.

TrEOREME 1.3.1 ([Br-Pr], 1.4).

(i) Pourtouti € {2,...,n}, X7 C X2, C X/ etpourtouti € {1,...,n—1},
X7 C X7 C X

(i) Il existe des morphismes uniques f;- 2 < i < n)et f;+ (1 < i < n—1) faisant
commuter les diagrammes :

88 88 88
X2 — X — X7y

N P
Yian:, — Y, & Y

ol pour chaque i, les morphismes m;, ;- etm;+ sont les quotients introduits dans le pa-
ragraphe 2.

(ili) Les morphismes f;- et f;+ sont birationnels pour touti € {2,...,n—1}.
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Démonstration.

Lassertion (i) est immédiate par la définition de ces ouverts. Pour touti € {2,...,n},le
morphisme X%, ; — Y; obtenu par composition de l'inclusion X7*, ; — X7* suivie
de 7; est constant sur les orbites de 7. Par [MFK], chap. 0, remarque 6, il existe un unique
morphisme f;- faisant commuter le diagramme énoncé, et de méme pour f;+. Ce qui

démontre I'assertion (ii).

Démontrons I'assertion (iii). Pour touti € {2,...,n—1},I'ouvert X} estnonvideet X7 C
{21,; done i~ 1y, = iy, . Comme le diagramme
X2 = XY
AT
Yioiy, — Y
commute, f;— induit un isomorphisme de I'ouvert ;- (X ) sur son image. a
ProposiTiON 1.3.2. — Si X est lisse, chacune des variétésY; 1 ; (2 < i < n)n'a que des

singularités quotients par des groupes finis cycliques.

Démonstration.

Onfixei telque 2 < ¢ < n. Pour tout z appartenant a X*, ;, T'-x estfermée dans X*, ;

et T, est un sous-groupe fini de k£* donc cyclique.

La proposition 0.1 permet d’exhiber un voisinage U de z dans X%, ; delaforme T" x 1, S.

OnaU/T = S/T, et S estlisse vu que X I'est. O

Du théoreme 1.3.1, résulte le diagramme suivant :

Y0 Yo3---Y; Yiit1- - Ya_2,-1 Yo 1n

i—1,i

Fit, o foe f F_f
B 7 N Fo-nN T \Jn-
v Yy Y; a Yo

Dans le théoreme 1.3.3 ci-dessous, nous allons décrire Y7,Y,,, fi+ et f,,-, puis les res-
trictions a leurs lieux exceptionnels des morphismes birationnels f;- et f;+ pour tout
i € {2,...,n—1}. Nous allons tout d’abord introduire quelques notations.

Notons X I 'ensemble des points fixes de X par T', puis X! (1 < i < n) I'ensemble des
points fixes de poids a;, X, et X :r les sous-variétés localement fermées de X, T'-stables
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définiespar X;” = {z € X | lim to € X] } et X;" = {z € X | lim to € X }.Notons
t00 t—0
g;- et ¢;+ les morphismes définis par: ¢;,- : X; — xXr etq+ : Xi"' — X7r

z+— lim t-x z+— limt-x
t—o0 t—0

n
OnaXT =P(V)I'NnXavecP(V)T = U P(Vy)) et XI =P(V;))NX (1 <i<n).
i=1
Remarquons que X;” = {z € X | #; # 0}et X, = {x € X | Z, # 0} sont ouverts
dans X . On en déduit que X[ et X1 sont connexes.
T3 T3 Ti
Pour touti € {2,...,n—1}, notons X! = |J X;;, X;" = U Xi'; et X; = U X
j=1 j=1 j=1
la décomposition en composantes connexes respectivement de X7, X" et X;. Pour tout
je{l,...,r;},ona
+ _ .
X5 = {zeX| tlLIE(l)t'x € Xy}

et
Xij ={e e X| lim t-z € Xi;}.

Notons W;" = (T, X)so pourz € X{, W, = (T, X)<o pourz € X etpour touti €
{2,...,n—1}ettoutj € {1,...,r}, W = (T X) <o et W;; = (T, X)soavecs € X
(pour les notations (73, X ) <¢ et (T, X ) >0, on pourra consulter le paragraphe 2 du chapitre
0). Remarquons que les poids de 7" dans Wl; sont parmi les entiers a; —a;, ... ,a;—1—a;
et ceux de WJ sont parmi les entiers a;+1 —a;, . . . ,ap—a;. Ona:

X5 N\Xf={2€X|3#0, & #0etis; =0} = X;\X]

et
XE N\XP={reX|F,=0,& #0etd>; #0} = X;\X].

Notons pour touti € {2,...,n—1}, E; = m;- (X5, \X?) et Bf = ms (X755, ,\X}).

Ti Ti
Onak; = | Ej; et = |J El‘; otpourtoutj € {1,...,7}, E;; = m- (X;;\Xy;)
j=

j=1 1

et E$ = T+ (X$\X,j)

Rappelons que si (¢1, - . -, ¢, ) est une suite finie d’entiers positifs, I'espace projectif avec
poids P(qu, . .., qm) estla variété Proj k[T, ..., T)n] ou k[T, ..., Ty] est graduée par
deg T; = ¢; pour tout 4, 1 < i < m. Autrement dit, P(q1, ..., ¢m) = % ou k* opere
linéairement dans k™ avecles poids q1, . . . , ¢m.-

THEOREME 1.3.3.
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(i) Le morphismem : X{* — Y; (resp.m, : X3° — Y},) est égal au morphisme
q : X{ — X @esp.q,- : X;; = X]I).

(i) SiX estlisse, les morphismes f1+ : Y12 = Yy et f,- : Y1 n — Y, sontdes

fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski dont les fibres respectives sont
WO} o W\ {0}
T T -

les espaces projectifs avec poids

De plus, pour touti € {2,...,n—1}ettoutj € {1,...,r;}, les restrictions de f;- et f;+
a EZ; etE;; sont des fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski sur X;; et

WO} W)
A .

de fibres respectives les espaces projectifs avec poids t—

Démonstration.
() OnaXi*={zeX |3 #£0} =X{ etX;*={z € X | %, £0} = X,.

Pour tout z € X7%,onam (z) =m (tlirr(l) t-x) d’oul'assertion (i).
—

(i) Onnotera pour touti, 1 < i < nettoutk,1 <k < m;, Uf = {z € X | 3 =

(3
0, :ﬁl(-k) #0,&5; = 0} out pour tout z € X, :ﬁl(-k) désigne la k®™°-coordonnée de #;
relativement & une base fixée de V;.

onax! = (J Uk, X3 = Xp\XF erxzr,, = X0\
=

n—1,n

Si on note p;+ la restriction de g;+ & X7'% alors d’apres le théoréme 0.2.3, pour 1 < k <
m1, p+ (UF) est T-isomorphe a UF x (W;F\{0}). D'ot

Fr(Uf) = mu+ (i (UT))
=+ (UF x (WiH\{0}))
Alors f, 1 (UF) 2 Ul x M car T agit trivialement sur U}
Fixons i telque2 < ¢ < n—1.
On a le diagramme commutatif suivant :

88 Ss
X — X

i—1,¢
A
fi—
Yioi: — Y.
OnaY; 1;\E; = m-(X7}).
D’apres le théoreme 1.3.1, (iii), la restriction de f;- a m;—- (X7) est un isomorphisme de
- (XF) sur mi (X7).

i
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De plus m; (X?) = Y;\X?; eneffet, 7;(X?) C Yi\XT car X N X§ = et réciproque-

ment, sim; () € V;\m;(X$)alorsz € X; U X etm;(z) € m(X]).

Pourtoutz € X%, \X? = X[ \X[, onam(z) = m(tlim t-x). Donc le diagramme
) — 00

suivant commute :
88 B
X i717i\X i

| N
E- 5 x;.
Pourtoutj € {1,...,r;}ettoutk € {2,...,m;},ona:
£ (U N Xyy) = mi- (g, (UF N X)) -
Or, d’apres le théoreme 0.2.3, on a:
¢ (Uf N Xy) = (Uf N Xy) x (W;5\{0}).
~1(prk ~ (17k wi; \{0} o
Donc f, ' (UF N X;;) = (UF N X;;) x (—4+— ) car T agit trivialement sur les ouverts
Uik n Xz] O

Exemple 1.3.4.

Considérons le cas ou X = P(V).Onal; = P(V}) et Y, = P(V},). Le morphisme
fi+ (resp. f,—) estune fibration sur P(V;) (resp. sur P(V},)) de fibre I'espace projectif avec
poids P((az—a1) ™), ..., (an—a1)™)) (resp.P((ap—a1) ™), ..., (an—an_1)™-1)))
ol pour tous les poids g apparaissant dans ces espaces projectifs avec poids, la notation
q(mi) signifie que le poids q apparait m ; fois.

Pour tout i € {1,...,n}, les morphismes ¢;- et g;+ se construisent directement. Par
exemple, la fibre de g;- est V; et les morphismes T'-équivariants ;. et 1, définis par:

eik -, (UF) — UF x Vg

i+ 2+ 0 (@], 2)

= (k)
et o
Yir  UF x Vg — ¢ (UF)
([,0) — [&70 + &)
vérifient ;00 = id et ;o = idpourtouti € {1,...,n}ettoutk € {1,...,m;}.

Les fibres des restrictions a E; et Ej des morphismes f;- et f;+ (2<i<n—1) sont res-
pectivement les espaces projectifs avec poids [P ((ai—al)(ml), e, (ai—ai,l)(mi*)) et
P ((aiJrl _ai)(mi+l)7 EERD) (an_a’i)(mn))'
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Au moyen de (iii) du théoréme 1.3.3, on peut trouver un critére pour que f;- et f;+ (2 <
i < n—1), soient des morphismes petits, au sens suivant :

DErintTION 1.3.5. — Un morphisme petit f : X — Y entre deux variétés X etY est un
morphisme propre birationnel tel que, pour toutr > 0, on ait I'inégalité :

codimy {y € Y | dim f~'(y) > r} > 2r.

On aalors:

COROLLAIRE 1.3.6. — Sila variété X est lisse, pour touti € {2,...,n—1}, le morphisme
fi- (tesp. fi+) est petit si, et seulement si, dim W;; < dim W:]r (resp. dim W;; <
dim W;;) pour tout j € {1,...,7}.

Démonstration.
Fixons i telque2 < ¢ < n—1.
Remarquons que'on a:
{xeYi|dimf ' (z) >r} ={z e X/ |dimf ' (z) >r} .
Si f;~ est un morphisme petit, en prenant r = dim f;_l (z) avecx € X, la condition de
la définition 1.3.5 s’écrit
dimY; — dim X > 2dim f'(z) .
Pourtoutj € {1,...,r;},onadoncdim W;; < +(dimY; — dim X;; + 1) avecdim ¥; —
dim X;; + 1 = dim X — dim Xj;.
Par le corollaire 0.2.6, ona:
dim X = dimXi; + dimX% —dim X;; .

Il résulte des égalités:

dim Xz; = dim X,‘j + dim Wz;
et

dim Xj]_ = dim X;; + dim Wi—}_ ,
les inégalités

dim Wz; < ( dim Wz; + dim W;]r)

N | =

et
. — . +
dim W;; < dim W7 .
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Inversement, si dim W;; < dim WJ pour tout j € {1,...,7;}, on a dim Wi <
1 (dimY; —dim X;; +1) etpour toutz € X;5, 2dim f, ' (z) < dim ¥; —dim X;. Donc
pour toutr > Oettoutz € X;j, 2dim f,"'(z) < codimy, {z € X;; | dim f, " (z) > r}.
D’ol1 pour tout r > 0, codimy, {z € X;; | dim fiil (z) > r} > 2ret f;- estun mor-

phisme petit. a

Remarque 1.3.7. — Le corollaire 1.3.6 est un cas particulier du théoreme 2.4 de [Hul.

Remarque 1.3.8. — Si X = PP(V'), une condition nécessaire et suffisante pour que f;-
i—1 n

(resp. f;+), 2 < ¢ < n—1, soit un morphisme petit, est: >~ m; < Y m; (resp.
j=1 j=i+1

n i—1
> my < 3l my).
Jj=i+1 j=1

4. Modele local

Nous allons décrire un modele local du diagramme :

Vi1 Yiit1

fi\_\, %ﬁ (2<i<n-1).
Y;

On supposera la variété X lisse.

On conserve les notations suivantes: pour touti € {1,...,n—1}ettoutj € {1,...,r;}
etz € X;j, onnote W;; = (T, X)<o et WJ = (T, X)>o.

THEOREME 1.4.1. — Pourtouti € {2,...,n—1},toutj € {1,...,r;} ettoutx € Xy;, il
existe un voisinage ouvertV; de 7;(x) dansY; affine, et des morphismes étales :

0i Vi — To(X]) % ((Wz; X WJ)//T)
i f2 V) — To(X]) x (W5 \{0}) x Wi)/T)
et
i+ f3 (Vi) — To(XT) x (W5 x (W;\{0})/T) .
Les morphismes p;, ;- et p;+ font commuter les diagrammes :
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To(X]) x (((Wi;\{O}) X Wier)/T) [w To(XT) x ((Wi; X (W;\{O}))/T)

N4

7.(x7) x ((w;; x W)

ol1 les morphismes g;- et g;+ proviennent, par passage au quotient par T', des inclusions
(W \{0}) x WiF —— W5 x WEetW x (W75\{0}) — W x W

Démonstration.
Fixons i telque2 < ¢ < n—1.

D’apres le lemme 0.2.4, pour tout z € X lT , il existe un voisinage ouvert {/; de = dans
X affine et T'-stable contenant X, et X j , et un morphisme ¢; : U; — T, X étale, T'-
équivariant et tel que ¢;(z) = 0. Par le théoreme des slices de Luna ([Lu], 11.2), on peut
supposer que U; est 7;-saturé et que le morphisme ; : m;(U;) — % est étale. On pose
Vi = mi(U;). Pourtout j € {1,...,r;}etx € X;;,onaTl, X = T, (XF) x Wi % WJ
D’oilt le morphisme étale ¢; : V; — Ti(X71) x ((W; X WJ)//T)

1,

Onaf'(Vi) = m- Ui N X ;) etUi N XE ;= (X7 \XT)U (U N XF). Soitz € X5

1—1,2

avec 1 < j < r;, posons M; = T, X.Comme X} = 7' (M), ona X; = ;' (M])
et X;" = o, 1 (M) (voir chapitre 0, paragraphe 2). On a alors

i(XT\X]) = Tu (X)) x (W;5\{0})
et

Di(X7) = To (X)) x (W5\{0}) x (W;5\{0})

cary € X7 équivautay ¢ X U Xi"'. D’apreés le lemme 1 de ([Lu], II), le morphisme
Qi- : f2N (Vi) — To(XT) x (W;\{0}) x W;T)/T) est étale.
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Montrons maintenant la commutativité du diagramme :

) T v,
Ty (XE) x (W\{0}) x Wih)/T) 25 Tu(X[F) x (Wi x WiH//T).

Notons 7; : Ty (XF) x (W, x W;]r) — T.(X}) x ((Wl; X WJ)//T) le morphisme

i
quotient.

Le diagramme suivant est commutatif :

U; — Vi

o l»

Ty (XT) x (Wz; x sz) =5 T(X]) x ((Wz; x Wz—;)//T)

Pour tout élément £ = ;- (y) de f;l (Vi) (avecy € U; N X 72, ), il en résulte les égalités

i—1,1
successives :

gi- (pi- (&) = m(@i(y)) = pi(mi(y)) = pi(fi- (£)) - o

Exemple 1.4.2.
Nous allons préciser les résultats du théoréme 1.4.1 dans le cas ou X = P(V).

Pour touti € {2,...,n—1}ettoutk € {1,...,m;},onposeUr = {z € X | :igk) # 0}
etUF ={z e X |i =0, #" £0, #5; =0}

ProposITION 1.4.3. — Pourtouti € {2,...,n—1}ettoutk € {1,...,m;}, on a les iso-
morphismes suivants :

m(UF) 2 UF x (Ve x Vi) [/ T)
[N ) 2 UF x (Ve \{0}) x V5:)/T)

et
FRt(mUf)) 2 UF x (Vs x (V<i\{0}))/T)
ouT agitsurV.; etsur V< ; avec les poids décalés du poids a;.
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Démonstration.
Fixonsietktelsquel <i<n—letl <k <m;.
Onaldf = qi_1 (UF) ot1 g; est le morphisme défini par :
gi:{zr € X; & #0} —P(V))
x — [T;] .
Les morphismes 7'-équivariants :

g7 (UF) — Uf x Vi x Vs

- L 1 (T T
[T<i+ T + &) — | [Z4], ,
<2 7 > 2 (igk) (k))

Ty

et
UF x Vi x Vsiy — ¢ H(UF)
([, (0i, ) = 3" 0i + &3 + 20])
sont réciproques 1'un de I'autre.
Dot m;(UF) = UF x (Vi x V;)//T car T agit trivialement sur les UF.

On veut maintenant déterminer fl.il (mi(UF)) et fl-fi_l (m;(UF)) pour tout i et tout k.

(k)

Les ouverts Z/{i’c de X7? sont saturés pour m; car Z; = est un vecteur propre de 7' dans
I'(X,0x(1)). Onaalors f-' (m(UF)) = m- (X5, nuUk). or Xgs, Nk = {a €
X | #<; £ 0et@F # 0} dou X%, , NUF = UF x (V;\{0}) x V5, en restreignant

i—1,1
I'isomorphisme Z/{ik — Uik X Ve x Vsia X2 N Ul-k.
Comme 7 agit trivialement sur les U, on a:
FH(mf)) = UF x ((Vei\{0}) x V54)/T). O
. . - o (W o) xwit W x(W\{o})
La proposition suivante caractérise la variété —<———== (resp. ——*——) comme

- +
Z\{0} w,

W, +
le quotient d’'un fibré vectoriel sur T\,{ (resp. sur %) par un groupe fini abélien.

Considérons alors un 7-module W~ (resp. W) o1 T opere dans W~ (resp. W) avec
les poids —ay, ..., —a, (resp. B1,...,0m), lesay, 1 < i < n (resp.les B;, 1 < i < m)
étant des entiers strictement positifs. Pour tout entier g, on note j, le groupe des racines

R n
¢®™€ de I'unité dans k*. On pose H = [] pq, et on note P I'espace projectif avec poids
i=1
W_T\{O}. Remarquons que d’apres [Do], 1.2.2,onalP = P(Vg_) .
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- +
ProposiTION 1.4.4. — La variété w

estisomorphe au quotient de I'espace to-

m
tal du fibré vectoriel © Op(w-)(—p;) par le groupe fini H.
i=1

Démonstration.

Notons F'le quotient de (W~ \{0}) x W par T oti les poids du 7-module W~ sont cette
fois tous égaux a —1 (les poids de T' dans W sont toujours les 3;, 1 < i < m). Faisons
agir le groupe H diagonalement sur le premier facteur de (W~ \{0}) x W ™. Les actions
de H etT sur (W~\{0}) x W' commutent etona:

F_(Wo\{0h) x W

H T

Ceci se montre de la méme fagon que lorsqu’on identifie un espace projectif avec poids
comme un espace projectif quotienté par un groupe fini (voir [Do], 1.2.).

m
Du lemme suivant, résulte le fait que F est'espace total du fibré € Opw-) (=055).
i=1

LemME 1.4.5. — Soit W1 un T'-module de dimension un et de poids a. Soit W5 un T'-

module de dimension finie dont les poids de T' dans W5 sont tous égaux a un. Alors la

variété w est isomorphe a I'espace total du fibré Op (y,)(a).

Démonstration du lemme 1.4.5.

On peut supposer que a = — 1. Uespace total du fibré Op yy,) (—1) est:

{((:Ul, e Tm)i Yt ym]) € W x P(Wa) | 2y = 5y, 11 i;i:::} .
Le morphisme
@ Wi x (W2\{0}) — Op(w,)(—1)
N (21, xm)) — (Mmoo Az [T -t y))
passe au quotient par 7" en un morphisme p de fibré :
p: W < (W0 (JI/EIZ\{O}) — Opwy (—1)
On vérifie facilement que p est un isomorphisme de fibrés vectoriels. a
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Exemple 1.4.6.
Etudions le cas ot X = IP(V; @ V5) (on rappelle que V; est de poids a;).

OnaY; = P/ tetY, = PJ" ' ;ensuite X{% = {z € X | & # Oet@; # 0} etle
morphisme
—1 -1
X5 — PPt x PR

[Z1 + Zo] — ([21], [22])
estle quotient par 7.
OnadoncY» = ]P’Z“*l X HD,’C"Tl.
Le diagramme du paragraphe 3 reliant Y; et Y5, est dans ce cas tout simplement :
Pt x et
™ N
Pt P2t

ol le morphisme 71 (resp. 72) estla projection sur le premier facteur (resp. sur le deuxieme
facteur).

Exemple 1.4.7.

Considérons le cas ou X = P(V') lorsque les T-modules V; et V5 sont de dimension 1.

ProposITION 1.4.8. — Avec les hypothéses ci-dessus, on a:
(i) LavariétéY; estréduite a un point.
(ii) 1/172 = P(ag—al, N ,an—al).

(iii) Le morphisme fy- : Y] o — Y5 est un isomorphisme.

Démonstration.
Les assertions (i) et (ii) résultent directement des assertions (i) et (ii) du théoréeme 1.3.3.

D’apres (iii) du théoreme 1.3.3, le morphisme birationnel f,— a son lieu exception-
nel contenu dans un point £ € Yj». Mais Y5 est normale donc f,- est un isomor-
phisme. a

Nous allons maintenant décrire le morphisme birationnel fy+ : Y23 — Y5.0na X T =
{[0:1:0---0]}. D’apres la proposition 1.4.3, il s’agit d’étudier le morphisme birationnel :

for : (Vi x (Vo2 \{O})) /T — (Vi x Vs2) //T.
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On note —a le poids de V; et by, . .., by, les poids de V52 \{0}, et w, 1, . .., &, les coor-
données correspondantes. On note encore Y5 3 = (V1 X (V>2\{0})) /T etY, = (V x
V52)//T . Le morphisme f,+ induit un isomorphisme de Y5 3\P(b1, . .., by,) sur Y2\{0}

ot on a posé 0 = m3(0). Pour tout i € {1,...,m}, on note y; 'élément de k[Y3] =
m

klw,x1,...,2m]" défini par y; = w’ x¢. Enfin, onpose ¢; = [ b;,1 < i < m.
i

ProPosITION 1.4.9. — Le morphisme [+ est I'éclatement normalisé de Y5 par rapport a

I'idéal I engendré parlesy;',1 < i < m.

Démonstration.

Si onnote pour touti € {1,...,m}, U; = {(21,...,2m) € Voo | ; # 0}, alors les
cartes affines de Y5 sont les ouverts (V; x U;)//T.Pourtouti € {1,...,n},lak-algebre

c
T J J

k[Vi x U;]T contient les éléments ( : '

2t

a s e a
) 1 <j < m,commey;’ = yf’(wé,—) pour
tout j € {1,...,m}, lidéal I-k[V} X U;]" est principal. D’aprés la propositi(;n 7.14 du
chapitre 1T de [Hal], si m : B¢;Y, —> Y, désigne I'éclatement de Y5 par rapport a I, il
existe un unique morphisme g : Y5 3 — B{;Y> telquem o g = f.

Le diagramme suivant est commutatif :

) BlrYs
fot l
1/273 g ? BKIYQ I

AN s
Y,

Bl 1Yo — B{1Y5 étant la normalisation de B{;Y5.

Le morphisme f2+ envoie le diviseur exceptionnel de fy+ sur le lieu exceptionnel de 7.
Mais ce diviseur exceptionnel est 'espace projectif avec poids P(by, ..., b,,) qui a pour
groupe de Picard Z. Il n’existe alors pas de courbes contractées par f2+ et f2+ est un iso-
morphisme. a
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Remarques 1.4.10.

1) Il peut arriver que Y5 3 soit vraiment I'éclatement de Y5 par rapport a I : en effet, suppo-
sons que dim V55 = 2 etprenons a = 1,b; = 1 et pour b, un entier b strictement positif
quelconque.

Ona:k[Ys] = k[y1,y2] oly; = mywetyy = z2w°,

k[Vl X Ul]T = k|:y1, y—i:l
et Y1

b

EVi x Up)T = k[y1,y2, ﬂ] .
Y2

Dans ce cas, le morphisme f5+ est I'éclatement de Y5 par rapport al'idéal I = (y?, y2).

2) 1l peut arriver que I'éclaté Bf;Y> de Y5 par rapport a I, ne soit pas normal : en effet,
supposons que dim Vs, =2,a = —1,b; = 2etby, = 3.

Ona:k[Ys] = k[y1,y2] ot y; = z10° etys = z2w?,

2
KV x U7 = k[, 2, 2]

Y1 yi
et
2 .3
k[‘/l X UQ]T = kl:yl:yQ: y_17 y_é:l -
Y2 Y3
Onal = (y},y3) et
Y3 yi
Bl;Y, = SPECk[ylaym F] U SPECk[ylaym ?] .
1 b

2 3
L'élément Z—f de k[Vy x U] n'estnidans k [yl, Y2, Z—%] ,nidans k [yl, Yo, Z—é] et pourtant
1 2

Y2 : k y% y2\3 y%
2 est entier sur [yl,y2, ﬁ] car (y_l) =213

Remarque.4.11. — Fixonsietjtelsque2 <i < s—letl <j <r;.

Si on note Wij le produit fibré de ((W;;\{0}) x WJ)/T et (W;; x (WJ\{O}))/T au-

dessus de (W;; x WZJJ’) //T, on ale diagramme suivant :
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Wij — (W MO x W) /T ——  (W;\{0})/T

(W x (Wi\{on)/ T —2— (W, x Wih//T

ij

Pi+

(Wi{oy)/T
ol le morphisme p;- (resp. pj‘) est induit par la premieére projection (resp. la deuxiéme
projection).

D’apres [Br-Pr], corollaire 2.1, ¢;+, ¢;— ett; sont des éclatements (resp. des sections nulles
wh\{0} )
T

W
de p;+, p;— etde0), avec pour diviseur exceptionnel ( ”T\,{O} ) X ( . (On pourra

aussi consulter le théoreme 1.9 dans [Tha].)

Nous allons maintenant décrire les applications birationnelles du diagramme :

comme des “flips”.

Pour touti € {2,...,n—1} ettoutj € {1,...,r:}, ({0} x W;¥) U (W x {0}) estle

2,
lieu des orbites non fermées dans IW;; x W:]r

Pour tout z € X;;, on ale diagramme suivant :

Tp(X])x (W XWJ)\({O}XWJ))/T Tp(X])x (W XW:]F)\(WJ x{0})/T

N o

T, (X]) x (Wi x WJ)//T
qui est I'interprétation des flips présentée par Miles Reid dans [Re], théoréeme 1.3.

Nous allons préciser ce résultat en déterminant tout d’abord le faisceau canonique des
quotients Y;_1 ; pour touti € {2,...,n—1}.
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5. Faisceau canonique des quotients géométriques

a) Introduction.

On note Qk /Y le faisceau des différentielles relatives du morphisme 7 : X — Y entre les
deux variétés X et Y. Soit j : X;eg —— X l'inclusion dans X del'ouvert X,z des points

réguliers de X ; on définit wx,,, comme le faisceau /n\ Q&reg /K OUn = dim X. Lorsque la
variété X est normale, on pose wx = J.w Xreg > c’est un faisceau réflexif (voir [Ha2]), de
rang un. D’apres [loc. cit], il existe un diviseur de Weil K x sur X tel que Ox (Kx) = wx.
Un tel K x est appelé un diviseur canonique sur X .

b) Cas o1 le morphisme quotient est lisse.

Déterminons le faisceau canonique d’'une variété Y, quotient géométrique d’une variété
lisse X par un groupe algébrique réductif G. Nous noterons 7 : X — Y le morphisme
quotient et nous supposerons 7 lisse. Rappelons que si £ est un fibré G-linéarisé sur X,
pour tout ouvert G-stable U de X, ['(U, £) est un G-module. Pour tout ouvert V' de I'es-
pace d’orbites Y = X /G, 71 (V) est stable par G et on définit 7 L par ['(V,7¢ L) =
L(r=4(V),L)“.

THEOREME 1.5.1. — Sous les hypothéses précédentes et si les groupes d’isotropies de X
dans GG sont finis, on a un isomorphisme :

G dim G
wy = 7s (wx ®r A g)

ou G est I'algébre de Lie de G.

Démonstration.

Puisque 7 est lisse, la suite :

0— Tx/y — TX — 7"TY — 0 estexacte.

dim X dim G dimY
Alorsona A\ TX = A Tx/;y®o, /A m*TY.Parconséquent, m*wy = wy @0,
dim G
N Tx /v - En appliquant 7¢ et en utilisant la formule de projection, on obtient :

G dim G
wy = T, (wX Koy /\ TX/Y) .

40



Puisque 7 est un morphisme G-invariant, 'image de G dans I'( X, T'X ) est contenue dans
I'(X, T'x/y). On a donc un morphisme de faisceaux ¢ : G @ Ox — T'x;y.Les Ox-
modules T'x/y et G ®; Ox sontlocalement libres de rang dim G. 1l suffit donc de montrer
que ¢ est surjectif. Le morphisme 7 étant lisse, toute fibre schématique F' de 7 coincide
avec sa fibre ensembliste. On a T'x/y, = T'F ([Hal], IL.8). Pour tout z € X tel que
F = G-z, Tapplication linéaire Ty p,, : G — T, F', ol p,, estle morphisme p, : G — X |

g—g-z
est surjective. La surjectivité de ¢ en résulte. ad

c) Faisceau canonique des quotients géométriques par 7'.

Nous allons maintenant déterminer le faisceau canonique d’'une variété Y, quotient géo-
métrique d'une variété lisse X par I'action fidele du tore ' = k*. On suppose que les
groupes d’isotropies de X dans 7" sont finis. Notons 7 : X — Y le morphisme quotient.

ProPOSITION 1.5.2. — Pour tout x€X, le morphisme 7 est lisse en x si, et seulement si,
T, = {1}.

Démonstration.

2 N 2

D’apres la proposition 0.1, on est ramené a étudier la lissité en tout point  de X', du mor-
phisme quotient T’ X, S — S/T,, ou S est une sous-variété affine de X contenant x et
stable par T7.

La sous-variété S étant lisse, si 7, = {1} alors le morphisme 7 est lisse en x. Réciproque-
ment, si 7 est lisse en x, considérons le diagramme commutatif suivant :

TxS S

TXTwS l) S/Tm

Le groupe fini T}, agit librement sur 7' x S par t-(t',s) = (t't=1,t-s) pour tous t € T},
t' € T ets € S. Le morphisme ¢’ est donc lisse. Puisque 7 est lisse en z, alors g aussi et
T, ={1}. O

Posons Xg = {z € X | T, = {1}}. Soient (D;)1<j<, les composantes irréductibles
de codimension 1 de X'\ Xo. Onpose E; = 7(D;) pourtout j € {1,...,r}. Comme les
fibres de 7 sont de dimension 1, E; (1 < j < r) est un diviseur irréductible sur Y.
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Notons Hj, 1 < j < r, le sous-groupe de T' qui fixe point par point D; ; c’est un groupe
fini cyclique. Si j : Yieg <~ Y désigne l'inclusion dans Y de I'ouvert Y., des points
réguliers de Y, pour tout diviseur £ et tout faisceau réflexif 7 sur Y, on pose

F(B) = e (Frroy ©0v.ey Oving (BN Yieg) ) -

Yreg

TaEOREME 1.5.3. — Avec les hypothéses et les notations précédentes, on a:
wy = (rtwy)(~E)

ou E estle diviseur ) (card H;—1)E;.
i=1

Démonstration.

Commencons par montrer le lemme suivant :

LemME 1.5.4. — Soit G un groupe réductif agissant sur une variété normale X avec un
quotient géométrique (Y, ). On suppose que 7 a toutes ses fibres de méme dimension.

Si F est un faisceau G -linéarisé réflexif sur X alors & F est un faisceau réflexifsurY .

Démonstration du lemme 1.5.4.
Le faisceau F est sans torsion donc 7& F I'est aussi.

Par la proposition 1.6, (ii) de [Ha2], il suffit de montrer que pour tout ouvert U de Y et toute
sous-variété fermée Z de U de codimension supérieure ou égale a 2, le morphisme :
DU, 7¢F) — T (U\Z, 7S F) estbijectif.

Onal(U,7¢F) =T(x1(U), F)Y; 7 étant supposé équidimensionnel, 7~ (Z) est une
sous-variété fermée de codimension supérieure ou égale a 2 de 7~!(U). Comme F est
réflexif, '’homomorphisme I'(7~1(U), F) — (7= (U)\7r~1(Z), F) est bijectif. Des
égalités:

L(r H(U)\p '(2), F)¥ =L(n ' (U\2),F)¢ = L(U\Z,7F)
résulte le lemme. a

D’apres le théoreme 1.5.1, les faisceaux wy et ! (wx ) coincident sur I'ouvert des points
lisses de 7. La variété Y est normale ([Kr], 3.3 Satz 1). Alors d’apres le lemme 1.5.4, wy =

(7Fwx)(—E) ot E est un diviseur dont le support est dans w(X\Xj). Prenons E =
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r
> a; E;. Onveut calculer les ;. Pour tout z € X, on note U un ouvert de X dela forme
i—1

ji
T X, S.

LEMMEL5.5. — Onanlwy = ql*wg oiiq : S — S/T, estle morphisme quotient.

Démonstration du lemme 1.5.5.
On a le diagramme commutatif suivant :

TxS i) S

q’l lq
Txp, S 5 S/T,.

Le groupe T, agissant librement sur 7' x S, le morphisme ¢’ est lisse. On a WTxp, § =

1T,

g’ = (wrxs) parle théoréme L.5.1. Puis,

T (Wrxp, s) = T4 47 (Wrxs) = (w0 ¢') " (wrxs)

oit le groupe 7' x T, agit sur T x S par (¢,t')-(t",s) = (tt"t~1,t's) pour tous t € Y,
teT,,t"eTetseS.

Ormoq =qon' dou

(mo g )" (wrxs) = (go ") (wrxs)

= qsziT(waS) .

Ty 1T ~ T,
Comme wr = Op, =7t (wrxs) = qi*ws.

Fin de la démonstration du théoréme 1.5.3.

Le lemme 1.5.5 nous rameéne au cas ot U = S. La variété S étant lisse, on a un 7-
morphisme étale p : S — IV o1 [V estl'espace tangenten x 4 S. Le groupe 7', est finietle

T
morphisme S/T, /T N/T, estétale. On aws = p*wy etws 7, = (0/T%)" (WN/T,)-
Pour tout #' € S, la longueur du Og ,/-module (¢*wx ), est égale a celle du Oy ,(41)-
module wy (. (voir Bourbaki, alg. commutative, chap. 7, § 40, n° 8, prop.20). Alors on

peut supposer que S = N.

Prenons x € D; de sorte que T,, = H;.Le H;-module N se décompose en la somme di-
recte du sous-espace des points fixes N i et son unique supplémentaire H j-stable, Ny;.

Soit p1, p» et Py les projections :

pr: N%x Ny, — N5 |
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p2: N%i x Ny, — Ny, ,

et
P> N% x (Ny, /Hj) — (N, /H;) .
Ona
WN/H]‘ :prNHj ®Ol ﬁ;wNHj
H; H;
et
H; X Hj
¢ wn = piwym; @ (67 p3(WNy,)) -
Ordim Ny; = 1car TT’”(?;) = NHi Le faisceau w vy esttrivial. On n'a plus qu'a déter-

H;
miner ¢, ' Wiy, :onak[Ng;] = k[u] ot H; agit sur u par multiplication par une racine

h;®™e de I'unité ot h; = card Hj.

Finalement, on a ¢, W, = (k[u"]u"i = du)™. Alors pour tout j € {1,...,r}, ona
Q; zcarde—l. O
Remarque 1.5.6. — Le résultat du théoreme 1.5.3 est un cas particulier des résultats de

[Kn1], [Kn2] et de [Br1].

6. Description des applications birationnelles v;_, ; Y, ;1

Nous allons maintenant donner une description plus précise des applications biration-
nelles du diagramme :

Avant cela, donnons quelques notations et définitions.

Si X est une variété normale de dimension n, on notera Z,,_1 (X) le groupe des diviseurs
de Weil sur X et Div(X) le groupe des diviseurs de Cartier sur X . Un Q-diviseur de Cartier
est un diviseur de Weil dont un multiple non nul est de Cartier.

Si D est un Q-diviseur de Cartier et 7 est un entier tel que 7D € Div(X), alors on définit
le nombre d’intersection de D avec une courbe compléte C sur X par

1
D-C = ; degau*(OX(T'D) Rox OC)
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ol : C — C estla normalisation de C.

On notera Z; (X)) le groupe abélien libre engendré par les courbes sur X irréductibles et
completes.

On dira que deux courbes C et C'y sont numériquement équivalentes si C; -D = C5-
D pour tout Q-diviseur D de Cartier. On écrira alors que C; = C5. On note Ny (X) le
quotient de Z; (X)) par la relation d’équivalence numérique. Si X est complete, N (X)
est libre de type fini (voir [Ful, ex. 19.14).

Soit f : X — Y un morphisme propre. Si Z est une sous-variété de X, f(Z) est une
sous-variété fermée de Y et si dim f(Z) = dim Z, le corps des fonctions k(Z) est une
extension finie de k(f(Z2)).

On pose alors :
fil7] = { [k(2) - k(F(Z2)][f(2))] sidim f(Z) = dim Z
: 0 sidim f(Z) < dim Z.
La formule de projection : f.[C]{D] = [C]f*[D] pourtout [C] € Z;(X)et[D] € Div(Y")
(voir [Ful, prop. 2.3.6) permet de définir un homomorphisme de groupe f, : N;(X) —
N, (V).

Enfin, une variété normale X sera dite Q-factorielle si tout Q-diviseur de Weil est un Q-
diviseur de Cartier.

DEFINITION 1.6.1. —  Soit le diagramme suivant

ot X_ et X sont deux variétés Q-factorielles, f_ et f; sont deux morphismes biration-
nels propres.

Le diagramme précédent est un flip si les conditions suivantes sont vérifiées :
a) Les morphismes birationnels f_ et f sont des isomorphismes en codimension un.

b) 1l existe deux courbes effectives C_ et Cy. sur X_ et X telles que
ker f_ . ®z2Q=Q-[C_] et ker fy . ®zQ=Q-[Cy].

c)OnaKx -C_ < OetKx, -Cy > 0oit Kx_ (resp. Kx, estun diviseur cano-
nique pour X _ (resp. pour X ).
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Si on remplace la condition c¢) par la condition: Kx_- C_ = Kx,- Cy = 0 alors le
diagramme précédent est un flop.

ProposITION 1.6.2. — Chacune des variétésY; 1 ; 2 < i < n) est Q-factorielle.

Démonstration.

La proposition 1.6.2 provient de la proposition 1.3.2 et du lemme suivant :

LEmME 1.6.3. — Une variété normale n’ayant que des singularités quotients par des
groupes finis est Q-factorielle.

Démonstration du lemme 1.6.3.

1l s’agit de montrer que si Y est la variété quotient par un groupe fini G d'une variété X
affine et lisse, alors Y est (Q-factorielle.

Onnote 7 : X — Y le morphisme quotient. Soit £ un diviseur irréductible sur Y. Le
morphisme 7 étant finj, il existe un diviseur irréductible D sur X tel que (D) = E.

Considérons le faisceau inversible L sur X définipar: L = Ox | . ¢-D ). Larestriction
geG
de L a chaque orbite de GG dans X est triviale, donc d’apres [KKV], proposition 4.2, il existe

un faisceau inversible M sur Y tel que L = 7* M. Soit h € k[Y] (avec k[Y] = k[X]%)
tel que I'(Y, M) = h k[Y], on a pour tout ouvert U de X, I'(U, L) = h k[U]. Alors les

diviseurs Y g¢-D et (h) coincident sur I'ouvert U. Donc la valuation vg(h) de h sur E
geG
est strictement positive et elle est nulle sur tout diviseur sur Y différent de E. Si on pose

r =vg(h),ona M = Oy (rE) etalors rE est un diviseur de Cartier. O

Remarquons que d’apres le paragraphe 3.2 de [KMN], pour tout i € {2,...,n—1},
ker f;- . est égal ausous-groupe N1 (Y;_1,;/Y;) de N1(Yj_1 ;) des classes, modulo I'équi-
valence numérique, de courbes contractées par f;-.

Nous conservons les notations des paragraphes 3 et 4. On suppose la variété X lisse. Pour
touti € {2,...,n—1}ettoutj € {1,...,r;}, onpose f;; (resp. f;;) la restriction de f;-
(resp. f;+) ala composante connexe E; de E; (resp. E;; de E").
Pourtouti € {2,...,n—1}ettoutj € {1,...,7;}, onpose:
Ji; = {1 <k <i—1]ap—a; estunpoidsde W;; }
et
jJ ={i+1<k<n|ar—a; estunpoidsde W:]r
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Rappelons que si C' est une courbe dans X, le nombre deg C' est défini par: degC =
deg(Oc(1)).

TutorkME 1.6.4. — Pour touti € {2,...,n—1}, si les nombres: dim X — dim X, et
dim X — dim X f sont supérieurs ou égaux a 2 alors le diagramme

Filofi-
Yicii — + Yiip
fz\_\‘ %ﬁ
Y;
estun flip ouun flop :
(i) Pour toutj € {1,...,r;}, il existe une courbe Ci; (resp. C’;) sur El; (resp.

sur E:; ) telle que toutes les courbes contractées par fi; (resp. f:jr ) sont numériquement
proportionnelles a C';; (resp. C’jj'- ).

(ii) Pourtoutj € {1,...,r;},ona:

Cij Ky = deg O (32 mylay=a) = 3 myfai—ay))
jegt JeT;

et

degCf:
C;J_"Kyi,i+1 = _ﬁ'(cij Ky, ;) -
ij

Démonstration.

Soit 2 < 4 < n—1. Pour que la condition a) de la définition 1.6.1 soit vérifiée, on doit avoir
codimy,_, ; E;” > 2etcodimy; ,,, Ef >2. Onacodimy,_, ; E; = dim X — dim X~
etcodimy, ,,, B = dim X — dim X;".

(3

Démontrons (i).
Onfixeietjtelsque2 <i <n—letl <j<r;.

o Ao - . w\{0}
D’apres le théoréme 1.3.3, f;; est une fibration sur X;; de fibre —7—
Wi; \o}

-

. Posons P =

11 suffit de montrer que pour tous z et &' dans un ouvert U de X;; au-dessus duquel fi;
est triviale, et pour toutes courbes C' et C' dans IP, les cycles z x C et 2’ x C' sont numé-
riquement proportionnels.
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Comme PiclP = Z, C et C' sont numériquement proportionnelles. On peut alors sup-
poser que C' = C'. Soit v une courbe irréductible de U qui joint = et z'. Alors z x C et
x' x C sont algébriquement équivalentes (voir [Fu], chap. 19) dans v X P donc dans U x PP.
D’apres [Ful, 19.1, les cycles x x C et z' x C sont alors numériquement équivalents.

Démontrons (iii).
Onfixe2 <i<n—letl <j<r;.

Pour calculer Ci; -Ky,_, ;, on utilise le modéle local énoncé dans le théoréme 1.4.1, pour

se ramener a déterminer Ci; -K( (W \{oh) x W ) . D’apres (ii), on peut supposer que Ci;
ij ij
T

w\{o}
est une courbe dans —/7—

du type HD(dl, d2)

(W5 \{opx W}
T

D’apres la proposition 1.4.4, ‘L est le quotient de I'espace total du fibré

©® kap(Wf)(ai_ak) parlegroupe [[ fig;—a,-
keIt Y keJ;;

Pour simplifier les notations, posons :

W5 =W, Wh=w"F=@ mi O gy (ai—ax), H = I #ai-aretC;; =C.

ke kET;;
Onnotera —ay, —Qs, . .., —a, (tesp. B, . . ., 3,) les poids du 7'-module W~ (resp. W)
etmy,...,my (resp.mj, ..., my) leurs multiplicités.

On suppose a; > O pourtouti € {1,...,p}et3; > Opourtouti € {1,...,q}.Onale
diagramme commutatif suivant:

w\{op)) xwt L5 F

N Lo

F

H
ot 7 est le morphisme quotient de (W ~\{0}) x W™ par T'; p est le morphisme quotient

de (W—\{0}) x W parT, le tore T agissant cette fois sur (W ~\{0}) avec les poids tous
égaux a -1 et Ty estle morphisme quotient de F' par H.

D’apres le théoréme 1.5.3,
_ T
w((w—\{o})xw+) = T w(w=\fopxw)(—E)
T

ol E est un diviseur dont le support est dans I'image par 7 du complémentaire du lieu
lissede 7. Ona:

T W(W-\{0})xW+) = T (PLw(w-\fop xw+)) -
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D’apres la proposition 1.5.2, le morphisme p est lisse ; alors, d’apres le théoréme 1.5.1, on
a: pfw((Wf \{o})xw+) = wr. Parla formule d’adjonction ([Hal], II, prop. 8.20), on a:

1 = Opw=)(=m ) @ ( O OFfy-(5)
oum” =dimW~.
OnaOr (=E) = Wg’* (Op(—D)) o1 D est un diviseur dont le support est dans le com-
plémentaire du lieu lisse de 7.

Pour calculer C'- K r,ona besoin du lemme suivant :

LEMME 1.6.5. — Soit py et my les morphismes quotients :
pg :PW™) —P(W )/H ety : F — F/H.
Les applicationsp}; : Pic (=5 EW ) 0,Q — Pic P(W™)®zQetpj; , : Pic(P(W™))®z

Q — Pic(P(W ) @z Q (resp. 7} : Pic(f)®z Q — Pic(F) ®z Qetnff, :
Pic(F) ®7 Q — Pic ( ) ®z Q) sont réciproques.

Fin de la démonstration du théoréme I1.6.4.
En appliquant la formule de projection et le lemme 1.6.5, on obtient :

C-Kp =didy(P},-Kp — P}, D).

m- ~
Or Pic F = PicP(W~) donc P -D = " P;-D; ou D; estle diviseur D; x7 W avec
i=1
D; = {’U eW™ v = 0}.D’aprés le théoreme 1.5.3, on a P} -D; = card(H;)—1 ot pour
1 <i < m™, H; estle sous-groupe de H fixant point par point le diviseur D;.
On a card(H;) = «; pged (a1, ..., Qic1, i1, .-, 0p, B1,.--,8¢), 1 < i < p.
Par ([Do], prop. (1.3.1)), on peut supposer que pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < p, pged
(051,. B 7 T 0 7 T B .,ap,ﬂl,. . .,ﬂq) = 1. On obtient enfin:

q p
C K = —m "B, I SOV
dldz £ m~ + ;m,ﬂl +m ;mla,

q p
E : ' E :
miﬁ,- — m;o . O
i=1 i=1

Démonstration du lemme 1.6.5.
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Lapplication pj; : Pic (P(‘Zi))ébz@ — Pic P(W ~)®7zQest Q-linéaire. Or Pic(P(W ™)) =
Pic (%) = Z, donc l'application p}; est une homothétie de rapport \. A tout Q-

diviseur D de Cartier sur P(‘gi) correspond un rationnel pp. On a pi;(up) = App
mais par la formule de projection, pgv* o py(up) = pup dot A\ = 1. Par conséquent,
pgv* o pj; = idg et de méme pj; o pgv* = idg.

. A s . H * . _ p:. F _
On raisonne de méme pour les applications wp , et 7y, car Pic F' = Pic g = Z.

Remarque 1.6.6. — Les résultats du théoreme 1.6.4 précisent les résultats de Thaddeus
(voir [Tha], proposition 1.6).
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1. Introduction et énoncé du théoreme 11.1.1

On considere une variété projective irréductible X sur laquelle agit le groupe G =
SL(2, k) (le tout sur le corps k algébriquement clos de caractéristique zéro) et un fibré
en droites L ample et G-linéarisé sur X. La donnée de L permet de définir un quotient
catégorique Y = X**(L)//G (voir'introduction) ot X **(L) estI'ouvert des points semi-
stables de X par rapport a L. Rappelons que X **(L) = {m € X/30 € I'(X, L™ pour
un certainn > 0; 0(z) # 0}.

Lobjet de ce chapitre est de décrire le quotient Y.

Remarquons que si on remplace L par une puissance positive L™ de L, iln'y a pas de modi-
fication de X **(L). On supposera donc que L est tres ample. Alors il existe une immersion
fermée ¢ de X dans'espace projectif P(V') d’'un k-espace vectoriel V' de dimension finie,
telle que ©*(Op(v,(1)) = L comme fibré en droites. On suposera que X n’est contenue
dans aucun sous-espace linéaire de P(V).

D’aprés [MFK], proposition 1.7, on peut supposer qu'il existe une action linéaire de G
dans P(V') et une G-linéarisation de Op(y)(1) telles que ¢ soit G-équivariante et la G-
linéarisation de L soit induite via ¢ de celle de Opy, (1). Le groupe G étant réductif, le
G-module V' se décompose en somme de modules irréductibles. D’aprés [Spl, chapitre
3, chaque GG-module irréductible est isomorphe, pour un certain entier n positif, au G-
module k[ X, Y],, des polyndomes homogeénes a deux variables de degré n.

On fait opérer G dans k[ X, Y], par: (
tout (* }) € G.

X =dX -bYet(*))Y = —cX +aY pour
On peut donc écrire V' = V' & --- © V"4, oly, pour tout i € {1,...,d}, 'entier stricte-
ment positif m; désigne la multiplicité dans V' de la représentation V/,,.

Avant d’énoncer le théoréme I1.1.1 qui donne une description du quotient Y, nous allons
fixer plusieurs notations.
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On désigne par B, T et U les sous-groupes de G suivants :

B:{(S abl>|a€k* etbek},
T—{(é t1>|tek}

U:{<3i>|bek}.

Remarquons que I'ensemble des poidsde T'dans V,,, (1 < i < d)est{2j —n; |0<j <

et

n;}. On écrira P = (—as, —as_1,...,—a1,a9,01,-- ., as) la suite ordonnée des poids
de T dans V, avec ap = 0. Remarquons que 0 ¢ P si tous les n; sont impairs et qu'on a
g = 1Ng.

Pourtouti € {1,..., s}, notons X I'ensemble des points fixes de T'dans X de poids —a;

etposons J; = {1 < j < d|nj+a;estpairetn; > a;}.Alors X = XNP( @ D7)
JGJZ
(nj¥a)  (n—ei)
ou pour tout j € J;, D; désigne la droite dans V,,; engendréepar X — 2 Y =

D’apres le paragraphe 3 du chapitre I, X I" est connexe. Pour touti € {1,...,5s—1}, on

note X' = U X;j la décomposition en composantes connexes de X; L. Posons W =
j=1

(T2 X)sopourz € X[ etpourtouti € {1,...,s—1}ettoutj € {1,...,r;}, W =

(ToX)<o et WJr (TeX)>oavecx € X, (pour les notations (7, X)<0 et (T, X)>0, on

pourra consulter le paragraphe 2 du chapitre 0 ).

Remarquons que les poids de 7" dans ¥;; sont parmi les entiers strictement négatifs

a;i—Qi+1,--.,a;—agetceuxde WJr sont parmi les entiers strictement positifs a;—a;—1, - . . ,
d
ag,a; + ai,...,a; + as. Pourtoutz € X,onnote & = ) &; la décomposition d’'un
=1

d
représentant & de x dans V' = P V"¢, et pour tout poids a de T" dans V, on note £ a

i=1
composante de poids a dans la décomposition dans V' de Z en vecteurs propres de 7'

TuEorEME II.1.1. — Le quotientY est 'extrémité d’'un diagramme :
Yo,1 Yip - Yiq Yiivr - Yoous

fyoo NS hy NN NS
Y Y1 Y; Y

etona:
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)Yy =XT

ii) Si X est lisse, le morphisme f,— est une fibration localement triviale pour la to-

oy o
pologie de Zariski de fibre I'espace projectif avec poids m, ouWj estla partie stric-
tement positive de I'espace tangent en un point de X ST de I'hypersurface dans X définie

par{z € X | #} ") =0}.

De plus, pour touti € {1,...,s—1}, les morphismes f;— et f;+ sont birationnels et il
existe une sous-variété fermée E;” de Y;_; ; (resp. E deY; ;1) vérifiant f; (E]) =
fi- (E) = XT ettelles que la restriction de f;~ aY;_1 ;\E; (resp.de fi+ aY; ;11\E;")
estun isomorphisme de Y;_1 ;\ E;" (resp.Y; ;11\ E;") sur V;\ X7

i T

SiE = 'U1 E;; etE; = 'U1 E;; sont les décompositions en composantes connexes
i= j=

de E; et E;, pour tout j € {1,...,r:}, les restrictions de f;+ et f;- a Ef; et E;; sont

des fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski sur X;; et de fibres respec-

w>\{o0 wWH\{o —
”T\{ ! et ”T\{ }, ol ij' est la partie stricte-

tivement les espaces projectifs avec poids
ment positive de I'espace tangent en un point de X;; de I'hypersurface dans X définie par
{eex|3jem &7 =0}

(iii) Si X estlisse, pourtouti € {1,...,s—1}, les diagrammes

fifl—lofi_
i —- Yiit1

sont des flips.

(iv) Les fibres au-dessus de X °(L)/G du morphisme f sont isomorphes a la droite
projective P}..

Remarque II.1.2. — Dans le théoreme II.1.1, nous précisons dans le cas particulier ol
G = SL(2, k) des résultats de I. Dolgachev et Y. Hu (voir [Do-Hu] théoréme 4.2.4) et de
M. Thaddeus (voir [Tha] théoreme 3.3).

Remarque II.1.3. — La démonstration du théoreme II.1.1 étant fastidieuse, le lecteur
pourra consulter les exemples (voir § 3).
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2. Démonstration du théoreme 11.1.1

Pour démontrer le théoreme II.1.1, nous allons construire le diagramme II.1.1, puis nous
décrirons un modele local, qui avec les résultats du chapitre I, permet de montrer les as-
sertion (i), (ii) et (iii).

On conserve les notations du paragraphe 1.

a) Construction du diagrammeI1.1.1.

Considérons la variété produit X x P sur laquelle G agit diagonalement. Cette variété est
munie des fibrés G-linéarisés amples O(p, q) = piLP ® pg(Opi(q)) ol p et ¢ sont des
entiers strictement positifs, et o1 p; (resp. p») est la projection de X X ]P’,lC sur X (resp. sur
Pp).

Nous allons décrire, pour tousp > 0 etq > 0, les ouverts des points semi-stables et stables
(X x Pp)**(O(p,q)) et (X x P})*(O(p,q)) de X x P}, par rapport a O(p, ¢). Comme
G/B ~ ]P’,lc, on a les isomorphismes G-équivariants suivants :

(X x Pp)**(O(p, q)) =~ G x5 (X**(p,q))

et
(X X BY)*(O(p,0) = G xs (X*(p, ),
ol
X*(p,q) = {z € X | (@,11:0) € (X x B)™(O(p, ) }
et

X*(p,q) = {w € X | (,[1:0)) € (X x BY)*(O(p,q))} -

La proposition suivante décrit les ouverts X **(p, q) et X*(p, ¢) de X pour tous p > 0 et
q > 0.

d
Rappelons que pour tout z € X, on note & = Y, #; la décomposition d'un représentant
i=1

d
TdexdansV = @ V7, ou, pour tout i, V;,, = k[X,Y],,. Tout élément f de V;,,,
i=1
(1 < i < d), s'écrit sous la forme f = Y@ [] (u-X)%. Lentier positif o« sera appelé la
uelU
multiplicité de la racine infinie Y de f et sera noté rggl{;c f et 'entier positif 3, (u € U)

sera appelé la multiplicité de la racine finie u- X de f et sera noté Qul(;c u-f.
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ProrosiTiON 11.2.1. — Pour tous entiers strictement positifs p et q, un élément x de
X est dans X*%(p,q) (resp. X*(p,q)) si, et seulement si, pour au moins un indice
i € {1,...,d}, la multiplicité de toutes les racines finies de &; est inférieure ou égale
(resp. strictement inférieure) a %(nZ + %) et pour au moins un indice j € {1,...,d}, Ia

multiplicité de la racine infinie de I ; est inférieure ou égale (resp. strictement inférieure) a

5(nj — £).

Démonstration.
On fixep > Oet g > 0. Décrivons tout d’abord X **(p, q) :

On a L'(P(V),pi(Op(v)(p)) ® p3(Opi(q)) = SPV* © SIC** . Donc d'aprés [MFK],
proposition 2.2, x € X*%(p, q) si, et seulement si, 0 ¢ G- (7P ® e]) ol e; est 'élément
(1,0) de k2. D’apres le critere de Hilbert-Mumford (voir [MFK], proposition 2.3), pour tout
r € X,0 € G-(ZP @ €?) si, et seulement si, il existe un sous-groupe a un parametre non

trivial A de G tel que tliH(l) A(t)- (@ @ el) = 0.
—

On aalors:

LemMme 11.2.2. — Soient W un G-module (G = SL(2, k)) et w un point quelconque de
W. Alors il existe un sous-groupe a un paramétre \ de G tel que tl% At)-w = 0si et
seulement si, il existeu € B tel que tliglo Ao(t) u-w =0ou tl% Ao(t)-w =0, o1 \g estle
sous-groupe a un parameétre de T défini par A\ : k* =T

t= (5 %)

Démonstration du lemme 11.2.2.

Soit A un sous-groupe & un parameétre non trivial de G. Considérons le sous-groupe B(\)
de G définitpar: B(A) = {g € G | }gr(l) A(t)gA~1(t) existe}. D’aprés [MFK], proposition
2.6, B(\) est un sous-groupe parabolique propre de G. Comme G = SL(2, k), B(\) est
en fait un sous-groupe de Borel de G. Il existe donc un tore maximal 7" de G contenu dans
B()\) N B. Par ailleurs, on a Im(\) C B(\) comme tore maximal. Les tores 7" et I (\)
sont conjugués dans B()), il existe donc g € B(\) tel que g~! \g soit un sous-groupe a
un paramétre de 7”. On pose \' = g~ \g.

Soitw € W.0na X (t)-w = g~ A(t)gA(t) "t A(t). Mais g € B()\) donc tlgr(l) A(t)gA=L(¢)
existe, notons la go, on a alors A’ (¢)-w = 9 g0 tlg]% A(t)w. Comme )\’ est conjugué dans

UaXpoual, ', onobtient alors le lemme I1.2.2. O
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Fin de la démonstration de la proposition I1.2.1.

Il s’agit maintenant d’expliciter le critere du lemme II.2.2. On peut supposer que m; = 1

pour tout i € {1,...,d}. Montrons que }in(l) Ao(t)-#P ® el = 0 si, et seulement si, pour
—>
touti € {1,...,d},1§11:110t:1"ci > 5(ni — %). Sipour touti € {1,...,d}, on écrit#; =

n;
> ai7kX’“Y”i”“,pour toutt € k*,ona
k=1

~ 2mult &; —n; i 2(ni —mult .ii—k)) kx i —k
Ao (t) sx; =1 Y=0 E a“ct Y=0 X Y™ .
k=1

Comme n; — I{/llll()t.i‘i =max{l <k <mn;| o #0}onan; — I{/llll()t.i‘i —k > 0etil
existek € {1,...,n;}telquen; — @1711&531- —k=0.

Puisque

d
ona %iH(l) Ao (t)ZP @ e = 0si, et seulementssi, > 7;(2 rlr/lulot Z; —n;) + ¢ > 0 pour tous
- i=1 =
d
les d-uplets (71, ...,7q) telsque Y r; = p, c'est-a-dire si, et seulement si, p(2 I{/llll()t T; —

n;) + ¢ > O pourtouti € {1,.. z,_(%}

On montre de méme qu'il existe u € U tel que tlirglo Ao (t)(u-Z)P @ e = 0si, et seulement
si, il existew € U tel que ggl(;cu-:ii > L(n; + I)pourtouti € {1,...,d}.

D’aprés [MFK], proposition 2.2, onaz ¢ X*(p, q) si, et seulement si, il existe un sous-
groupe a un parametre A de G tel que %51(1) A(t)-ZP ® ef soit finie. D’apres la démonstration
du lemme I1.2.2, cette condition est équivalente a la finitude de tl% o () (7P @ ef) oua

l'existence d’'un élément u de U tel que tlim Ao(t)(u-Z)P @ ef soit finie. Le raisonnement
—00

précédent permet alors d’obtenir la description de X *(p, q). a

Remarque I1.2.3. — La proposition II.1.1 permet de retrouver (voir [MFK], proposition
4.1) la description de X *¢(L) et X*(L):

x est un élément de X *°(L) (resp. de X *(L)) si, et seulement si, il existe un indice i €
{1,...,d} tel que toutes les racines de &; sont de multiplicité inférieure ou égale (resp.

5 Mg

strictement inférieure) a 5
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De la proposition I1.2.1 résulte directement la proposition suivante :

ProrosrTION I1.2.4. — Pour tous entiers strictement positifsp etq, on a:

(i) X*(p,q) (resp. X*(p, q)) est non vide si, et seulement si, % < as (resp. 1 <

g
P
as).

(ii) Les ouverts X®%(p,q) et X°(p,q) de X ne dépendent que de % eton a:
X%(p,q) = X*%(p,q) si, et seulement si, 1% m'appartient pas a PT, ot PT est la suite
(a1, ...,as) des poids strictement positifs de T dans V.

On écrira pour tousp > Oetq > 0, X*%(p,q) = XSS(%) et X°(p,q) = XS(%).

Onpose X7* = X%(q;),1 <i<s,et X =X%(a;),1 <i<s—1.

Soit ¢ tel que 2 < i < s. D’apreés la proposition 11.2.1, pour tout 1% €la;—1,a;[, on a

X (L) = X3 (4=5E4) . Onpose X722, ; = X°% (%t etsii # s, X739, =
a;ita;

X (2g).

Dans le théoreme I1.2.5 ci-dessous, on construit le diagramme II.1.1 et on montre I'asser-
tion (iv) du théoreme II.1.1.

THEOREME I1.2.5.
(i) Pourtouti € {1,...,s}, il existe un quotient catégorique (Y;, ;) de X ?° par
B et pour touti € {1,...,s}, le couple (m; (Xf), i er_s) est un quotient géométrique.
Pour touti € {1, ..., s}, il existe un quotient géométrique (Y; 1 ;, ;- ) de X;*, ; par B.
(i) Pourtouti € {1,...,s}, X7 C X?* ; C X{® etpourtouti € {1,...,5—1},
XPCXPg, CXpe
De plus, il existe des morphismes uniques f;- (1 < i < s)et f;+ (1 < i < s—1) faisant
commuter les diagrammes :

X2y = X7 — X7,
- e o
fi— fi+
Yioig, — Yy &~ Y
Les morphismes f;- et f;+ sont birationnels pour touti € {1,...,s—1}.

(iii) 1 existe un morphisme f : Yy ; — Y dont les fibres au-dessus de X*(L)/G
sont isomorphes a P}..
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Démonstration.

(i) D’apres [MFK], théoreme 1.10, pour tout € {1,..., s}, il existe un quotient catégo-
rique (Y7, p;) de (X x PP})**(a;) par G.

Sionnote 7; : X7 — Y; (1 <4 < s), larestriction de p; a 'ouvert B-stable X° de
X, le morphisme 7; est B-invariant et affine. D’autre part, pour tout ouvert U de Y;, on a

G
PU.Y) 2 (p; H(U), Oxrppooan) -OF (X x )™ (@) G xp X, done

F(pzl(U)vo(XxPi)ss(ai))G =D(r; ' (U),0xs:)"
et (Y;, m;) estun quotient catégorique de X #° par B, pour touti € {1,...,s}.

Notons e; I'élément (1, 0) de k2. D’apres [loc. cit.], pour touti € {1,...,s—1}, le couple
(pi((X xP;)%(a;)), pi r(XXp}c)s(ai)) est un quotient géométrique. Donc pour tout € X ¥,
p; " (pi((7,[e1])) = G-(z, [e1]). Or, pourtoutz € X§,ona B(z,[e1]) = XF NGz, [e1)),
d’ott 77 (m;(z)) = B-. Dong, pour touti € {1,...,5—1}, (mi(X7), mipxs) est un
quotient géométrique.

D’apres [loc. cit.], pour tout ¢ € {1,...,s}, il existe un quotient (¥;_1 ;,p;- ) de (X X

P})ss (”’%ﬂz) par G. Ce quotient est géométrique, en effet, d’apres la proposition 1.4,

(i), on a (X x Pj)** (%) = (X x P})* (%) Sion note m;- : X7, ; —
Yi—1,i (2 <4 < ) larestriction de p; a X ;, un raisonnement analogue au précédent
permet de montrer que pour touts € {1,...,s},le couple (Y;_1 ;,7;— ) est un quotient
géométrique de X*, ; par B.

(i) Lesinclusions X7 C X7%, ; C X% 1<i<s,et X7 C X753, C X% 1<i<s—1,
résultent directement de la proposition II.1.1. Alors 'assertion (ii) se démontre de la méme
facon que les assertions (ii) et (iii) du théoreme 1.3.1.

(iii) Posons X*¢(L) = X* et X*(L) = X°.

Par la proposition IL.1.1 et la remarque I1.1.3, on a X§% C X*°. Alors il existe un mor-
phisme G' xp X§% — X*% qui est G-équivariant et qui est la composée de I'injection
G xp X§% — G xp X?* suivie de I'application G x p X** — X**. Le morphisme

B (9,2) — gz .
G xp X§% — Y obtenu par composition de G x g X§% — X*° suivi du morphisme

quotient 7 : X*¥ — Y/, est constant sur les orbites de G. Donc, d’apres [MFK], chapitre 0,
remarque 6, il existe un unique morphisme f : Yy ; — Y.
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On a le diagramme commutatif suivant :

xgy Loxe

o I

Yoo Loy
ouile morphisme f' : X§% — X*°estlarestriction a X§% dumorphisme G xp X5 —
X5, Alors comme X® C X§%, pour tout z € X% ona f~'(n(z)) = m-(G-x) =
G-z/B.OrG-z/B = G,\G/B.DouG-z/B ~ P, /G,. Comme z € X% G, estun
groupe fini. Alors ona P}, /G, ~ P}, car P} /G, estune courbe projective rationnelle lisse.

Remarque I1.2.6. — Le quotient (X x P})**(O(p,q))//G pour tousp > Oetq > 0,
est égal a Proj ( @ (X x Pi, O"(p, q))G). OnaX x P; ~ G xp X etl'espace

n>0
total du fibré en droites O]pi (q) estG x g k ot B opeére dans k via le caractere —y, avec

Xq : (to t91> — t4. Alors on a I'isomorphisme :

Proj (@ T(X x P, 0"(p,))%) = Proj ( @ T(X, L™ & O(ny,))*)
n>0 n>0
olt O(x,) est le fibré en droites trivial sur X, le groupe B opérant dans chaque fibre via le

caractere —x,.

Onaalors pour touti € {1,...,s},

Y; = Proj ( Prx,L"e O(”X@'))B)

n>0

(resp. ¥; 1,5 = Proj ( @ T(X, L*" ® O(ny;-))" ),

n>0
N N t 0 @ t 0 (aic1+ai)
ol x; (resp. x;-) estle caractere 0 41 — t% (resp. 0 -1 — i 1Ta)),
ProposiTioN I1.2.7. — Si X est lisse, chacune des variétésY; 1 ; (1 < i < s) n'a que des

singularités quotients par des groupes finis cycliques.

Démonstration.
Onfixeitelque 1 < ¢ < s.

Pour toutz € X%, ;, l'orbite G- (x, [e1]) ([e1] = [1 : 0]) est fermée dans (X x P})**(a;)

i—1,3’

et G(¢ [¢,]) st fini. Soit ¢ un ouvert affine B-stable dans X, ; contenant z. D’apreés le

théoreme des slices (voir [Lu], théoréme III.1), il existe une sous-variété S de G xp U
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localement fermée, affine, lisse (car X I'est), contenant (z, [e;]) et stable par G, [.,)) et
un morphisme étale :

S/G(L[el]) — (G X B U)/G

Or (G xpU)/G = U/BetG,)) = B,.OnaB, NU = {l}etdonc B, — T
par 'homomorphisme de groupe surjectif: B — T . Alors B, est un sous-
a b a O
(0 a—l) — (0 a—l)
groupe fini de £*, il est donc cyclique.

b) Modele local.

Le théoreme I1.2.8 ci-dessous décrit un modele local des morphismes f;- : Y;_1,; = Y;
A<i<getfir: Vg — YVi(1<i<s-1).

TugorkMEIL.2.8. — Pourtouti € {1, ..., s}, il existe un ouvert affine V; deY; contenant
XTI et une sous-variété fermée Z; de X contenue dans X £°, affine et stable par T tels que
V); soit isomorphe au quotient catégorique Z;//T = spec k[Z;]T .

Sion pose pourtouti € {1,...,s}, Z;_1; = X*, ;N Z; etpourtouti € {1,...,s—1},

i—1,1
Ziiv1 = X541 N Z;, il existe des quotients géométriques Z;—1,; /T et Z; ;11 /T tels que
f;l (Vi) et f;l (V;) soient respectivement isomorphes a Z;_1 ; /T et Z; ;11 /T.

Remarque I1.2.9. — Dans la démonstration du théoréme I1.2.8 ci-dessous, on décrit ex-
plicitement la sous-variété Z; de X .

Démonstration.

Démontrons tout d’abord le lemme suivant :

LemMMEI1.2.10. — Pourtouti € {1, ..., s}, il existe un ouvertU; de X contenu dans X?°
ayant les propriétés suivantes : U; est affine, ; -saturé et contient X zT .

Démonstration du lemme I1.2.10.
Fixons i telque 1 < i < s.

D’apres la remarque 11.2.6, on a Y; = Proj ( Prx,L"e O(nxi))B), et pour tout
n>0

n > 0, (P(V),Opvy(n) @ Ony;))” est égal au sous-espace (S”V*)%B;B c s"v
formé des vecteurs propres de B de poids na;.
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Rappelons que si on pose J; = {1 < i < d | n; + a; estpairetn; > a;}, alors

X'=Xxn ]P’( éh D ) ou pour tout j € J;, Dj est la droite dans V;,; engendrée
JET:

ta;  nj—ay

paanjz Y

Nous allons déterminer pour tout j € J;, un élément F;; de (S? Vi, )gf} de telle sorte que

e .Alors, sionpose F; = . Fj; (pourtoutj € J;,la
JET:
composante F;; apparait m ;-fois), I'ouvert de X défini par i/; = {:U € X | Fi(z) # 0}

F}; soit non nul en

répondra aux exigences du lemme I1.2.10.

Onfixe j € J;.

Notons (Zj)o<k<n; la base duale de la base (X’“Y”J’”“)oﬁkﬁnj de V},,. Tout vecteur
n +az

propre de T' de poids 2a; dans S 2V* s’écrit E a2 Zn; +a; — k- Déterminons les co-
k=a;
nj+a;

-2
efficients oy, a; < k < +a’ , de sorte que > O Zk Zn;+a;—k SOit invariant par U.

k=a;
nj-2|—ai
Cela revient a dire que X( > g Zkznﬁark) =0oudX = (0 0) est un générateur
k:ai

de l'algebre de Lie de U.

Rappelons que X’ opére par dérivations dans S? Vi -OnaX(Z,;) =0etX(Zy) = (n; —
k)Zj41 pour toutk € {0,...,n;—1}.

Sin; # a;,ona:

njtai nj+a;
2 2
X Z akaanJraik) = Z ar(nj —k)Zer12n; 1a;—k
k=a; k=a;
njta;
2
+ Z ak(k—ai)Zanj+ai_k+1.
D’ou1 k=a;
njta;
2
X( Z akaan-i-ai—k)
k:ai
s — s
:(( 12 Z+1)0‘"J:"i,1 —l—(nj—ai)anj;ra,->2nj:ai an:aiJrl
n +az L
+ Z ( —k)ap + (k+1— az)ak—i-l)zk-t-lzn,—i-al—k
k=a;
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J_% nj—ai

Sin; # a;, on trouve alors an;+a; to = =0, 201 (F1) 77 ag etaggk = (-1)FCE _, aq

nj—a;
pour toutk € {0, ..., T”Tﬂl’—l}.

i

Alors, on pose:

Fjj =22  sinj=uaq;
et
mizei .
Fj= ) (( nEey. 7a23ai+k3nj—k) + (-1 Cn]-yiai—lz%jﬁ si nj # a; .
k=0 2
Ona F,-j( ) # 0 car le coefficient de Z2 mites dans I'expression de Fj; est

non nul. O

Le théoreme I1.2.8 va résulter du lemme I1.2.10 et du lemme II.2.11 suivant. On note )/
'élément de Lie (G) définipar: Y = ((1) 8) . On fait opérer Lie(G) dans chaque 52‘/;], par
dérivations.

LemMmEIl.2.11. — Sion pose
Zi={z el | V-F)(@) =0} (1<i<s),
5)

Zii=ZiNX75, (1<i<s-1),

Zi1s=ZinXE, . (1<i

| /\

K
et

alors il existe un isomorphisme B-équivariantdeld; (resp.del;NX;*, ; etdel;N X775, )
surU x Z; (resp.surU x Z;_y ; etsurU X Z; j11).

Démonstration dulemme I1.2.11.

Soit1 < i < s.

Posons H = (01 70 ) et pour tout x € U;, notons u, 'élément de U défini par u, =

(VF:) (%)
(g‘) (HF)(E) >.Pourt0ut$ € X,ona (YV-F;)(u, %) = uyt-(Y-F;) (). Alors comme
pour tout element ude U delaforme (é ’1’) ,onau-) = bH + Y-u,on obtient les égalités :
(

(V-F;) (%)

(YV-Fi)(uy-7) = THE) @)

(H-F;)(2) + (V-F;)(7) = 0.

Donc pour toutz € U;, onau,-x € Z;etpourtoutx € Z; etu € U,onau(y.,) = u .
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Alors on peut définir le morphisme ¢ suivant :
@ Z/{z —U x Zz
o— (u;tug - x) .
Si ¢ est le morphisme défini par ¢ : U X Z; — U; , alors les morphismes ¢ et 1) sont

(u,z) —u-x
B-équivariants et réciproques I'un de I'autre.

En restreignant ¢ a U; N X%, ; (resp. U; N X7, ) on obtient un isomorphisme B-

équivariantde U; N X 7%, ,surU x Z;_; ; (resp.deld; N ijH surU X Zj ;41). a

i—1,%

Fin de la démonstration du théoreme I1.2.8.
Pour touti € {1,...,s}, posons V; = m;(U;).

D’apreslelemme I1.2.11,U; ~ U x Z;.Comme B = U-T,onaU x Z; ~ B x¢ Z;,donc
V; estisomorphe au quotient Z; //T'.

Rappelons que d’apres le théoreme 11.2.5, pour tout i € {1,...,s}, on ale diagramme
commutatif suivant :
S o— X
- l J{ﬂri
fi-

Yioig — Y.

Alors £, (Vy) = mp- (U NXZ5, ;) etd’apreslelemmeT1.2.11, ona f ' (Vi) ~ Zi—1,;/T.

O
Remarque I11.2.12. — Nous allons donner 'expression de V-F; (1 < i < s), elle nous sera
utile pour terminer la démonstration du théoreme II.1.1.
OnaY-Zp =k-Z,_1sil <k <njetY-Zy = 0.Alors pour tout j € J;, on obtient:
V-Fij =Y-22 =2a;Zq,-124,,sin; = q;
et
V-Fij =24, 12n,
niei )
+ (1RO, (aith+ 1)+ (= DFCE o, (=) Zay b Zny—ha
k=0

s (2 2y nj—a;
ni=ei (ny{ + 2n;—a; %y .
2 —( L J ’)C’ 2 Zaite;  Znita;, Sing £a;.
n;—a; njTei AnjTad J

n;—a; 2 2
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c) Fin de la démonstration du théoréeme II.1.1.

Avant de démontrer les assertions (i), (ii) et (iii) du théoréme I1.1.1, nous allons introduire
quelques notations.

Si on désigne par A9 le sous-groupe a un parametre de 7 défini par:

X k* =T , rappelons qu'on note pour tout i € {1,...,s}, X1 (Ao, X]) et
t (5, )

X_(Xo, XT) les sous-variétés localement fermées de X, stables par 7', définies par

Xi(MoX!)={reX| %51(1) Xo(tye € X etX_(Xo, X)) ={z e X| tllglo Ao (t)x €
xF } Rappelons que pour tout poids a de 7' dans V ettoutz € X, on note Z(*) la compo-
sante de poids a d'un représentant Z de x dans V' dans la décomposition en sous-espaces
propres de V pour T'.

Démonstration de I'assertion (i) du théoréme II.1.1.

1l s’agit de décrire le quotient Y; = X2%//B. Daprés la proposition II.1.1, on a X3¢ =
{z e X | multxd =0}.Dou X% = {z € X | xd as) # 0} = X4 (Ao, X7T). Donc
on a aussi XSSs = {:U € X | Fo(z) # 0} = U, (voir lemme 11.2.2). Dapres le lemme
211, onally ~ U x Z; avech—{x€X|F(~);£0et(yF = 0},
cestadlreZ—{x6X|m as);ﬁOetm2as =0}.

OnaY, ~ Z,//T et Z, est Vouvert de {z € X;&} ") = 0} des points semi-stables
pour T par rapport au poids —a (voir le paragraphe 1 du chapitre I).

Alors d’apres I'assertion (i) du théoréme 1.3.3, ona Z //T ~ X1 O

Dorénavant, on supposera la variété X lisse.

Démonstration de I'assertion (ii) du théoréme II.1.1.
Décrivons tout d’abord le morphisme f,- : Vs 1 s = Y.
OnaYs ;= X}, /B etdapreslaproposition IL.2.1,
Yu € B, glil(;cu-:ﬁd < ng—1
s1s=qreX] I{,Hjlot Zqg =0 et ¢ ouil existe
B unindicei € {1,...,d—1}telque &; # 0

Ona X, , = X (ho, X\XT .

D’apres le lemme I1.2.11, Us N X 2% 1S_U><Zs 1,savec Zy_1, = XJ° 1SﬁZs.Mais
Us = X%, dou X2y (~U X Zs_1,5.Donc Y, 1,s 2 Zs—1,s/T.
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Ona

7 _JzrzeX| 53;_“5) #0, :ﬁg_as) =0 etilexisteun a € P
smhe T avec a > —ay et &9 #£0 [

Donc Zs_1 5 estl’'ouvert dans {:1: €X| :E;Zias) = 0} des points semi-stables pour 7" par

rapport au poids —(as—1 + as).

D’apres la 1°% partie de I'assertion (ii) du théoréme 1.3.3, le morphisme f,— : Y15 —
= o

Y est une fibration de fibre w ou W estla partie strictement positive de I'espace

tangent en un point de X a {az € X | mgf‘“) = 0}_
Pour terminer la démonstration de (ii), on a besoin du lemme I1.2.13 ci-dessous.

Rappelons que pour tout ¢, on a les diagrammes commutatifs suivants (voir théoréme

IL.1.5, (i) :
X5, = XP e— X5

i—1,1

S

fi— fi+
Yii:, — Y, <~ Y
LEmMmE I1.2.13.

(i) Sion pose pour touti € {1,...,s}, B = m-(X}*, \X}) et pour tout
i€{1,...,s—1}, B = mp (X735, \X]) alors la restriction de fi— aY;_1 ;)\ E; (resp.
de f;+ 3E7i+1\Ej) est un isomorphisme deY;_1 ;\ E; (resp. Y,-,Hl\E;r) surV;\ X7 ot
l'on aidentifié X1 am(U x XT).

(i) Ona:

XP AN =X (o, XO\X] (1<i<s)
et
XELN\XP 2 U x (X0, XO\X]) (1<i<s—1).

Démonstration du lemme I1.2.13.
(i) Fixonsitelquel <1 < s.

On a Y;_1;\E; = m-(X7). D’apres le théoreme IL1.5, (ii), la restriction de f;- a
m;— (X7) est un isomorphisme de m;- (X7) sur 7; (X 7). Il résulte de la proposition I1.2.1
que m;(X?) = Yi\mi(U x XT).

(i) Décrivons tout d'abord X%, ;\ X7 pour1 <i < s.
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On continue a noter pour touté € {1,...,s}, J; = {1 <j<d|nj+a; estpairet n; >
a; }. Pour tout réel o, [o] désignera sa partie entiére.

D’apres la proposition I1.2.1, z € X9 \ X7 si, et seulement si, les conditions suivantes

sont vérifiées :

il existe j et j' dans J; tels que pour tout u € B, %ul(;c u-z; < n"Tﬂi—l et r{}ulot Fy <

’njr —Q; .
2 )

pour tout j € {1,...,d},$1:1{)t53j > [%]
D’autre part, on a:
X, (X, X = {:z: € X | #79) £ 0 etpourtouta € P aveca < —a;, Y = 0} .
Onadonc Xfflyi\Xf = X, (Ao, XH\XZ.
Décrivons maintenant X/, |\ X pour touti € {1,...,s—1}.

D’apres la proposition I1.2.1, z € X737, ,\ X/ si, et seulement si, les conditions suivantes
sont vérifiées:

il existe j dans J; ainsi qu'une racine finie de Z; de multiplicité %(n] +a;);

il existe u € B tel que pour tout j, I?EIOt u-T; > %(”3 + a;) etil existe j' € J; tel que

~ N —Qag
mult Z; < "2 - —1.
Y=0

D’autre part, on a:

X_(Xo, X)) = {:c € X | #7%) £ 0 etpourtouta € Paveca > —a;, ¥ = 0} .

Siz € X55,,\X}, ilexisteu; € Uetj € J; tels que mult u;F; = +(nj + a;). Pour j

nj+a;
2

fixé, cet u; est unique sinon on aurait n; > % + ce qui est faux. Alors, soit ¢ le

morphisme défini par :
P X2 \XT — U x (X (o, XPONXT),
z— (u;,uix)
si ¢ est le morphisme défini par:
U x (X- (o, XO\X]) — X750 \XT,
(u,z) — u-x

onapo =idetty o p =id.

68



Fin de la démonstration de (ii) du théoréme II.1.1.

X0 XX (1 << 51,

D’apres le lemme 11.2.13, on a E:r =
Avec les notations des lemmes I1.2.10 et II.2.11, on a:

Zijiv1 = ZiNX]5 = {az € Z;| ilexistea € Paveca < —a; et (@ # 0}

et
ilexiste a € P aveca < —a; et &(*) # 0
Z; N )(ls =<z € Z;|et
ilexiste o’ € Paveca' > —a;eti(@) #0
D’ou

X_(Mo, XIN\X] = Zi i\ (Zi N XF).

Alors d’apres le théoréme 1.3.3, la restriction de f;+ a toute composante connexe EZ de

W
Ej‘ est une fibration sur X;; de fibre I'espace projectif avec poids %.

Décrivons maintenantlarestrictionde f;- a E; (1 <i < s):onak; = m- (X2 \X7)
etd’apreslelemmeT1.2.13, X 7%, \X? = X, (Ao, X )\ X7
Soit U; I'ouvert de X donné dans le lemme 11.2.10, rappelons que f; = {z € X |
F;(Z) # 0}. Alors X (Ao, X})\X?) C U,. La restriction de I'isomorphisme /; ~
U x Z; a Xy (Mo, XI)\X! donne un isomorphisme de X (Ao, X})\X sur U x
(Z1 (Ao, XF)\XT) o1 Z estla sous-variété fermée lisse de X définie par:
Z={zeX|3jeg;&" " =0}
Avec les notations des lemmes 11.2.10 et I1.2.11, on a les égalités suivantes :
Zi1,i\(Zi N X7) = (Z: N X732, )\(Zi 0 X7)
= ZiN (X2 \XT)
= Z; N (X1 (o, XO\XT) .

D’ou
Zi\(Zi N X7) = Z1 (Mo, XI\XT,

donc - -

g = (ZeQo, X7 \X7)

1 T °
Alors d’apres le théoreme 1.3.3, la restriction de f;— a toute composante connexe EZ; de
wit —~

E;” estune fibration sur X;; de fibre % oll W;; = (TyZ)>o avecx € X;;. a
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Démonstration de I'assertion (iii) du théoréme II.1.1.

D’apres la proposition I1.1.7 et le lemme 1.6.3, chacune des variétés Y;_; ; (1 < ¢ < s) est
Q-factorielle.

Siles nombres

dim X — dim (X4 (Ao, X{)) (1 <i < s)
et
dim X — dim (X_ (X, X]))—1 (1 <i < s—1)

sont supérieurs ou égaux a 2, les morphismes f;- : Y;_1; — Yietfir : Y01 — Y
sont des isomorphismes en codimension un. Alors, I'assertion (iii) du théoreme 1.3.1 ré-
sulte de I'assertion (ii) du théoréme II.1.1, du théoréme I1.2.1 (modéle local) et du théo-
réme 1.6.4. a

3. Exemples

a) Lespace projectif d’'un SL(2)-module irréductible.

Pour tout entier d positif, notons V,; I'espace des formes binaires de degré d, c’est-a-
dire des polynomes homogenes de degré d en deux variables. Faisons opérer le groupe

G = SL(2, k) dans Vy par: (a 2) ‘X =dX —bY et <a 2) Y = —cX + aY pour tout
¢
ab
(D ea

Lobjet de ce paragraphe est de préciser la description du quotient Y =X *¢(L) //G donnée
dans le théoreme I1.1.1, lorsque X = P(Vy) et L = Ox(1). On posera X**(L) = X*°

c

et X°(L) = X*. Soit P = {—as,—as_1,...,—a1,0as,a1,...,as} 'ensemble des poids
de T dans V. Alors si d est pair, pour touti € {0, ..., %}, onaa; = 2i et sid estimpair,
ap ¢ Petpourtouti € {1,...,%4} onaa; = 2i—1.0nas = [%EL]. Pour tout

d+1

i€e{l,...,s}, notons y; = [X[%]”Y[ 2 ]’i] le point fixe de poids —a; de T' dans X .

Rappelons que si Z est une variété projective normale, on note N1 (Z) le quotient par la
relation d’équivalence numérique du groupe abélien libre engendré par les courbes sur Z
irréductibles.
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THEOREME I1.3.1. — Le quotientY est I'extrémité d’'un diagramme :

Yo,1 Yig---Yi1, Yiigr - Ysous
yoN Ty N e
Y Y Y; Y,

avecs = [“E] etona:

(i) La variété Y est réduite a un point.

(i) La variété Ys_; , est I'espace projectif avec poids P(2,3,...,d) et le mor-
phisme f(,_1)+ : Y515 — Y1 estun isomorphisme.
De plus pour touti € {1,...,s—1}, les morphismes f;— et f;+ sont birationnels et si on

pose E; = P(2,3,...,[¢] + i) et B} = ]P’(I,Q, L[] - i), alors la restriction
de fi- aYi_1;\E; (tesp.de fi+ aY; ;11\E;") est un isomorphisme de Y;_1 ;\E; (resp.
Yiirt \ B ) surYi\{y:}.

(i) Pourtouti € {1,...,s — 2} les diagrammes
Filtofi-
i — + Yiin
f>\ A%i+
Y;

sont des flips et soit C;~ (resp. C;") la courbe dans E; telle que N1(E; ) ®7 Q = Q-[C; ]
(resp. dans E;" telle que N1(E;") ®7 Q = Q-[C}"]), alorson a:
1

_ 1 -
Ci Ky, = §deg0i ((d+1)°+a7 -5) = TdegCF
i

+
Ci 'KYi,i+1 :

(iv) Les fibres de f au-dessus de X */G sont isomorphes a IP}.. Si d est pair et si
onposeyy = [X2Y%], alors f~' (n(yo)) ~ P(L,2,...,%) ot : X*° — Y estle
morphisme quotient.

Remarque 11.3.2. — Pourd € {2,...,6} (lescasd = 0 etd = 1 sont sans intérét), on
connait la structure du quotient Y. En effet, ona Y = Proj(k[V4]“) et on peut décrire
pourd € {2,...,6}, l'algebre k[V;]“ par générateurs et relations (voir [Dil, [El] et [Sp]).

Pour d = 2oud = 3, l'algebre k[V;]“ est engendrée par un élément, et la variété Y est
réduite a un point.
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Pour d = 4, l'algebre k[V,]“ est engendrée par deux invariants I et J algébriquement
indépendants de degrés 2 et 3. Donc pour d = 4,Y = P(2,3) ~ P}. Le quotient Y est
I'extrémité du diagramme suivant :
Yo, Vi
v NP N
Y Y; Y,

D’apres le théoreme 11.3.6, Y2 est réduite & un point, Y; » = P(2, 3,4), le morphisme f; +
estun isomorphisme. Ona E;” = P(2,3) ~ Pj et f,- (B} ) = {[X?Y]}.

Pourd = 5,'algebre k[V5]C est engendrée par quatre invariants Iy, I's, I1- et [;5 de degrés
4,8,12 et 18 oi1 Iy, I et I}, sont algébriquement indépendants et I fg est un polyndme en
14, Ig et I15. On a alors
Y = Proj ( @ k[V5]5,) = Projk[l, Is, Inz]
n>0
Dot Y = P(1,2,3) dans ce cas. Le quotient Y est'extrémité du diagramme
Yo,1 Yipo Yo

T N Dy N e N
Y Y Ys Ys
oll Y3 est réduite a un point, Y>3 = P(2,3,4,5) et le morphisme f,+ est un isomor-
phisme. Ona E; = P(2,3,4), Ef = P(1,2) ~ P} et E; = P(2,3) ~ P} avec
fo- (By ) = {[X*Y]} et f1+(Ef) = f1i-(BE[) = {[X?Y?]}.

Pour d = 6, l'algebre k[V5]“ est engendrée par cing invariants I, Iy, Ig, I1o et I;5 de
degrés 2,4, 6, 10 et 15 ot I, Iy, Ig et I1o sont algébriquement indépendants et 175 est un
polynéme en I, Iy, I et [1¢. Alors on a
Y = Proj ( D k[vﬁ],?n) = Proj k[, Is, Is, I1o] -
n>0

DouY = P(1,2,3,5) dans ce cas. Le quotient Y est I'extrémité du diagramme

Yo,1 Yio Yo 3
T NI Ty N e N
Y Y, Y, Y3
ol Y3 est réduite a un point, Y23 = P(2,3,4,5,6) et le morphisme f,+ est un iso-

morphisme. On a E; = P(2,3,4,5), Ef = P(1,2) ~ Pi et E; = P(2,3,4) avec
fo- (B3) = {[X°Y]} et fi- (E7) = fi+ (BY) = {[X*Y?]}.

Pour d = 7 ou d supérieur ou égal 29, notons que la description de k[V;]“, par générateurs
etrelations, est inconnue.
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Pour d = 7,le quotient Y est 'extrémité du diagramme
Yo,1 Y1 Yo Y34
b NP b N e N T N
Y Y Ys Y3 Yy

ol1 Y3 est réduite & un point, Y3 4 = IP(2,3,4, 5, 6, 7) et le morphisme f3+ est un isomor-
phisme. On a E; = P(2,3,4,5,6), Ef = P(1,2) ~ P}, Ef = P(2,3,4,5), Ef =
P(1,2,3) et By = P(2,3,4) avec fy-(By) = {[XV]}, fo-(By) = for(BY) =
{[X°Y?]} et fi- (E7) = f1+(Ef) = {X4Y3}

Démonstration du théoreme I1.3.1. — Le diagramme du théoréme I1.3.1 a été construit
dans le paragraphe 2.a) et les assertions (i) et (ii) de ce théoréme résultent des assertions
(i) et (ii) du théoréme II.1.1.

=[] —iet

codimy; ,,, Ef = [%] + ¢—1. Alors pour tout i € {1,...,s—1}, le morphisme f;+ est

(3

Remarquons que pour tout ¢ € {1,...,s—1}, on a codimy; ,; E;

un isomorphisme en codimension un, ainsi que f;- sauf pour i = s—1. Le morphisme
f(s - Y;_25-1 — Y;_1 estléclatement de Y;_ par rapport a I'idéal I construit
dans la proposition 1.4.9. L'assertion (iii) du théoreme I1.3.1 résulte du théoreme II.1.1, as-
sertion (iii), et du théoreme 1.6.4, assertion (ii).

Montrons maintenant la derniere partie de I'assertion (iv) du théoreme I1.3.1.
Pour tout z € X, on note T un représentant de X dans Vj.
Supposons que d est pair et remarquons que Yo = [X 5 Y%] est un élément de X *5\ X°.
On a le diagramme commutatif suivant :

xgy  Loxe

o |-
f
YO 1 — Y

ou le morphisme f' : X§§ — X°° est la restriction a X§% du morphisme G' x
X§5 — X*°. Alors, ona f (7 (yo)) = m- (7‘(7 (m(yo)) N XO,l) avec

d
. z € X |pourtoutu € B, multu-& < 5,11 existeug € B
7 (7 (yo))) N X5h = x=0
telquemult up-Z = —et mult £ < = —1
X=0 2 Y=0 2

Pour tout z € X, on note (%;)o<;j<a les coordonnées de & dans la base (X7Y % ¥)g< ;<4
de Vd.
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Posons
S z € X |pourtoutj € {0,...,5-1},&; = 0,84 #0
0= .
etil existe j' € {% +1,...,d} telque & # 0

Siz € mH(m(yo)) N X§5, il existe up € U tel que rgilot ug-T = g Cet ug est unique.
Alors, soit ¢ le morphisme défini par :

@ :m H(m(yo)) N X5 — U xS

x— (uy*,uo )
et si ¢ est le morphisme défini par :
UxSy—n ! (7r(y0)) NXg%
(u, ) — u-x

alorsonap oy =idety oy =id.
Donc 7y - (ﬂ’l(ﬂ(yo)) N ngl) ~ So/T etalors f~*(m(yo)) ~P(1,2,...,

ol

).

b) Le produit de n copies de la droite projective.

Pour tout entier n supérieur ou égal a trois, considérons la variété X = ]P’,lC X -+ X ]P)k (n
copies) sur laquelle agit le groupe G = SL(2, k) par 'action diagonale :

GxX —X , ol I'action de G sur P}, est induite par 'action

(g; (x1,... ,xn)) — (g x1,---, 9 Tn)

canonique de G sur le plan affine.
Notons L le fibré en droites sur X, qui est G-linéarisé et ample, définipar L = L1 ® - - - ®
LyoulLy,...,L,désignentles fibrés en droites sur X, images réciproques de (’)]p}c (1) par
les n projections de X sur lP’,lg.

Dans le théoreme 11.3.3 ci-dessous, nous précisons la description du quotient ¥ =
X*%(L)//G donnée dans le théoreme I1.1.1.

On plonge X dans P(V), o1 V" est la puissance tensorielle n°™¢ de k2, par le plongement
de Segre. On fait agir G linéairement sur V' de telle sorte que ce plongement ¢ soit G-
équivariant et que la G-linéarisation de L soit induite via ¢ par celle de Opy, (1).

Notons P = (—as, —Gs—1,.-.,—0a1, 09,41, -.,Gs—1,as) lasuite des poids de T' dans V'
ottag = 0 (ap ¢ P, sin estimpair). Sin est pair, pourntopti € {0, cee %}, a; = 2iet
la multiplicité dans V' des poids a; et —a; est égale a C)? T Sin est impair, pour touts €
{1, R ”T'H }, a; = 2i—1 etles poids a; et —a; apparaissent dans V' avec la multiplicité

ntl oy,
égaleaCy,® '.Onas = [24L]. Pour toute partie 7 de {1, .. .,n} de cardinal [241] —4,
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notons z 7 ; le point de X dont la j¢me composante (1 < j < n) est égale a [1:0]
sij € J,et[0 : 1] sinon. Alors pour tout i € {1,...,s}, l'ensemble X! des points
fixes de T" dans X de poids —a; est 'ensemble des x 7 ;,lorsque [/ parcourt I'ensemble
(@["TH]*Z'({L ...,n}) des parties de {1,...,n} de cardinal [%t] — 4. Pour tout i €

ntl)
{1,...,5},onacardXiT=Cr£ ] "

D’apres le théoreme I1.1.1, le quotient Y est I'extrémité d'un diagramme :

Yo.1 Yip- Yica Yiig1--Ye1s

Fyoo NS hy N AN
Y Y Y; Ys
avec s = [”T'H] Pour tout i € {1,...,s—1}, on note E; (resp. E;r) la sous-variété
fermée de Y; 1 ; (resp. de Y; ;11) telle que la restriction du morphisme birationnel f;- a
Yio1:\E; (tesp. fi+ aY i1 \Ej') est un isomorphisme de Y; 1 ;\ E; (tesp. Y ;11 \Ej')
sur Y;'\XiT (voir théoreme I1.1.1, assertion (ii)).

Le théoreme I1.3.3 ci-dessous, résulte du théoreme II.1.1.

TaEoREMEI1.3.3. — Avec les hypothéses et notations précédentes, on a les assertions sui-
vantes:
(i) Lavariété Y est réduite a un point.
) Ys_15 = IF’ZfZ et le morphisme f(s_1)+ 1 Ys_1,s — Y, estunisomor-
phisme.
De plus, pour touti € {1,...,5—1} ettout J € 3”["“] i({l, ...,n}), chaque com-
e

posante connexe E ; ; de E; " (resp. E}z de E:r ) est isomorphe a I'espace projectif sur k
de dimension [%] + i — 2 (resp. I'espace projectif sur k de dimension [”T“] —i1—1)eton
afi- (E\},i) = fi+ (E}_,i) ={z7,}

(iii) Pourtouti € {1,...,s5—2}, les diagrammes
Filofi-
Yicii — + Yiip
fz\_\‘ %ﬁ
Y;
sont des flips.

(iv) Les fibres de f au-dessus de X *(L)/G sont isomorphes a P}.
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RemarqueIl.3.4. — Dans [Po], M. Polito donne une description des quotients X **(L) //G
lorsque I'on fait varier L dans le groupe Pic” (X)) des classes d’isomorphismes de fibrés
G-linéarisés amples sur X .

On pourra aussi consulter [Do-Or], et [B-S], paragraphe 4.

Remarque I1.3.5. — Pour 3 < n < 6, la structure du quotient Y est connue.

e Lecasn = 3. Le quotient Y est I'extrémité du diagramme suivant :
Yo,1 Vi
b NI e
Y Y; Y,
D’aprés le théoreme 11.3.3, Y5 est réduite a un point, Y7 » = 111’,1C et le morphisme f;+ est
un isomorphisme.

D’apreés [Ne], chapitre 4, paragraphe 5, le quotient Y est un point. Alors Yy ; = ]P’k etle
morphisme f;- est un isomorphisme.

o Le casn = 4. D’apres [loc. cit.], Y = P}. Le quotient Y est 'extrémité du diagramme
Yo.1 Yio
fe N e
Y Y Ys
ot V> est réduite & un point, Y; » = P? et le morphisme f;+ est un isomorphisme. Len-
semble X{ est constitué de quatre points, chacun de ces quatre points a trois compo-
santes égales a [0 : 1] et une égale a [1 : 0]. Le lieu exceptionnel de f;- est contenu dans

ET avec B = P} UP} UP; UP}, chaque PP}, se contractant sur un des quatre points de
Xr.

e Le casn = 5. D’apres [Do-Orl], chapitre II, paragraphe 4, Y est isomorphe a une surface
de Del Pezzo de degré cing, c’est-a-dire une surface obtenue en éclatant quatre points dans
P2.
Le quotient Y est 'extrémité du diagramme
Yo.1 Yio Ya3
T NI RN e N
Y Y; Y, Y3

ol la variété Y3 est réduite a un point, Y 3 = P} et le morphisme fo+ est un isomor-
phisme. Lensemble X est constitué de cinq points, chacun de ces cing points a quatre
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composantes égales a [0, 1] et une égale a [1 : 0] ; tandis que X{ contient dix points, cha-
cun de ces dix points a trois composantes égales a [0, 1] et deux a[1 : 0].

Ona E; = P UP{ UP; UP; UP;, chaque P} se contractant sur un des cing points
de X Le lieu exceptionnel de f, - (resp. f;+) est contenu dans E; (resp. dans E;") qui
a dix composantes connexes isomorphes a IP’}C. Chacune de ces composantes connexes se
contractent sur un des dix points de X .

e Le casn = 6. D’apres [Do-Or], chapitre I, exemple 2, le quotient Y est une cubique dans
PP} d’équation X1 Xo X4 — X3 X0 X4 + X3X1 X + X3 X0 X1 + X3XoXo — X3X3 =0.
Le quotient Y est'extrémité du diagramme
Yo.1 Yio Ya3
T NI N e N
Y Y Y, Y3

ou Y3 est réduite a un point, Y5 3 = HD% et le morphisme f5+ est un isomorphisme. Le lieu
exceptionnel de f, (resp. f,— et fi+) est contenu dans FE, (resp. E; et E;) qui a six
(resp. quinze) composantes connexes isomorphes a lP’z (resp. a HD% eta IP’}C), chacune de ces

composantes connexes se contractent sur un des six points de X (resp. sur un des quinze
points de X{).
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Chapitre Il

NOMBRES DE BETTI DES VARIETES QUOTIENTS
PAR SL(2,0
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1. Introduction et énoncé du théoreme I11.1.1

Soit V un SL(2, C)-module de dimension finie et X une sous-variété fermée irréductible
et lisse de I'espace projectif P(V'), stable par SL(2, C) (le tout sur le corps C des nombres
complexes). On pose L = Ox (1) etG = SL(2,C).

Lobjet de ce chapitre est d'utiliser la description du quotient Y = X*°(L)//G, donnée
dans le théoréme II.1.1, pour déterminer les nombres de Betti de la cohomologie ration-
nelle de Y lorsque tout point semi-stable de X est stable.

Rappelons que si (—as, —as—1,...,—a01,a0,01,...,as) désigne la suite ordonnée des
poids de 7" dans V, on note X ZT (1 < i < s)I'ensemble des points fixes de 7" dans X de

i

poids —a; et Xl-T = U Xi; 0 <@ < s—1) sadécomposition en composantes connexes
j=1

(rappelons que X7 est connexe). Posons W = (T,,X)s¢ pour z € X! et pour tout

i€ {l,....,s—1}ettoutj € {1,...,r;}, W;; = (TzX)ﬂet Wi = (TpX)>o avec

z € X;j. Dans le théoréme I11.1.1 ci-dessous, les T-modules W et W;; 1<i<s—let

1 < j < r;) sontles sous T-modules de W et W{;, décrits dans le théoréme I1.1.1.

Pour tout espace Z, on notera H*(Z) I'algebre de cohomologie de Z a coefficients ration-
nelset P;(Z) = Y dim H"(Z)t" la série de Poincaré de I'algébre graduée H*(Z).
n>0

TaEOREME III.1.1. — Si tout point semi-stable de X est stable, on a:
1 ~ s—1 r; ) _ el
Pt(Y) — (1_t4) |‘(1_t2d1mWS )Pt(XsT)_'_ZZ (tzmmwl.j _tltllmWij)Pt(Xij)] .
i=1 j=1

2. Démonstration du théoreme I11.1.1
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Rappelons que d’apres le théoreme I1.1.1, le quotient Y est I'extrémité du diagramme :
Yo,1 Yig- Y1, Yiiv1 - Ys_1s
fe NIy N N
Y Yy Y; Y,
D’aprés le théoreme I1.1.1, assertions (i) et (ii), on a Y; = XI et le morphisme f,-
est une fibration localement triviale sur X ST de fibre I'espace projectif avec poids P} =

W+
w. Alors d’apres le théoréeme de Leray-Hirsch ([Spa], chapitre 5, théoréme 7.9), on a
Pi(Ys—1,5) = P(PH)P(XT). Or d’apreés [Kal, corollaire 1, ona P,(P}) = P,(P(W,)),

1_¢2(dim VT/;")
o1z

d,Ol\lPt(Efs,Ls) = )Pt(XST)

Pour déterminer P;(Yp 1), nous allons utiliser I'assertion (i) du théoréme I1.1.1 et la pro-
position suivante :

ProrosiTioN I1.2.1. — Soient X _, X et X des variétés projectiveset f_ : X_ — X,
f+ : X4 — X des morphismes birationnels.

On suppose qu'il existe des sous-variétés fermées E_, E, et E de X_, X et X respec-
tivement vérifiant f_(E_) = fi(E;) = E et telles que la restriction de f_ a X_\E_
(resp. de f+ a X\ E) est un isomorphisme de X _\E_ (resp. X\ E) sur X\E.

Si X_ et X n'ont que des singularités quotients par des groupes finis, on a:

P(X_) =P(Xy) - P(Ey) + P(E-).

Démonstration de la proposition ITL.2.1x.

Soienti: E_ — X_etj: X_\E_ — X_ lesinclusions de E_ dans X_ etde X_\E_
dans X_.Posons U_ = X_\E_. D’apres [Hal], ex. 1.19, chapitre II, pour tout faisceau F
sur X_, on a la suite exacte :

00— i(Fip ) = F —i(F, ) —0.
Si on prend pour F le faisceau constant (, alors on obtient une suite exacte longue de
cohomologie :
e HY(XjiQu ) — HM(X_) — H"(X_,i.Qp ) — -+
D’apres [loc. cit.], lemme 2.10, chapitre III, pour tout n, on a

H™(X_,i.Qp_) = H"(E_).

* Note: Je tiens a remercier Robert Laterveer pour son aide pour la démonstration de cette proposition.
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Considérons le diagramme suivant :

X xx X,
v N
X_ Xy
N A

Posons X = X_ xx X+,E =FE_xgE; etU = )?\E.Notonsi tE o Xet):
U < X, lesinclusions de et U dans X . Montrons que, pour toutn, H"(X_, 5Qu_) ~
H n()? , jg@ﬁ). La restriction de g_ a U est un isomorphisme de U sur U_. Alors on a
hQu_ = g,7*(ngﬁ). D’apres [Iv], théoreme 6.2, chapitre III, pour tout z € X _ et pour
toutn,ona:

(R"9-(10)) = H" (4= (),2Qp) -

Or H"(¢~"(x), Q) = 0 pour tout n > 0. Donc, d’apres [Hall, ex. 8.1, chapitre III,
ona:
H"(X_,9-.(31Qp)) ~ H"(X, Q) pour tout n,
don HM(X_, jiQu_) ~ H"(X,51Q5).
Posons h_ = g_g_. Onale diagramme suivant:

o _

S HY (X Oy ) S Hr(XC) %5 H(EZ) S Ert (X jp ) S HA L (XL) S

llk A gr lhi A llk

o H(R50) S wn(R) S an(E) B mh(Res) S H(R) o

=)

Alors on obtient la suite longue :

(9% a_) G—hT

o EM(X) o (R) o B (B-) "5 mn(B) 5P Hrti(x) s

Montrons que cette suite longue est exacte :

Les inclusions Im(& — h*) C ker(6A~13) et Im(g* ,a_) C ker(& — h* ) sont immé-
diates.

Montrons tout d’abord que ker(6A~3) C Im(& — h*). Soit é € ker(6A~13). Comme
kerd = Im (_, ilexiste e € H"(E_) tel que S_(e) = A~'3(é).Ona B(é — h* (e)) = 0

etdoncil existe € H™(X) tel que &(Z) = é — h* (e). Alors é € Im(& — h* ). Montrons
maintenant que ker(& — h*) C Im(g*,a_). Soit (&,e) € ker(& — h*).Ona &(z) =
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h* (e) et B_(e) = 0. Commeker 3_ = Im a_, il existex € H"(X_) telque a_(z) = e.
Onad(g” (z) — &) = Oetdoncilexiste j € H"(X, Q) tel que §(9) = g* (z) — . Si

*(z—a')).

Si X_ n’a que des singularités quotients par des groupes finis, montrons que, pour tout 7,

~

I'application ¢* : H™(X_) — H™(X) est injective.

onposez’ = SA"L(g),ona (,e) = (a_(z),g

Posons m = dim X _ et notons [X_] (resp. [X]) la classe fondamentale de X _ (resp. X).
On a le diagramme suivant :

Y. S HY(X)

ln[x_] lm[)’(\]

H2m—n(X—) 3__* H2m—n()?)
D’apreés la formule de projection, pour tout« € H"(X_),ona:

9-x(g" (@) N[X]) = ang_.(X]).

Comme ¢_ est un morphisme birationnel, ona g_ ([)? ]) = [X_]. D’ot1 pour tout o« €
H™(X_),onag_ (9% (a)N[X]) = aN[X_] etle diagramme précédent est commutatif.
Si X_ na que des singularités quotients par des groupes finis, l'application

H™(X_) g 2m—n(X_) est un isomorphisme (cela résulte du fait que I’homolo-

gie rationnelle et 'homologie d’intersection de X _ coincident et de [Go-Mal). Linjectivité
de l'application H™(X_) £> H™ ()?) en résulte.
Alors pour tout n, on obtient une suite exacte courte :
0— H*(X ) — H"E )o H'(X) — H"(E) — 0.

D’out

Py(X) +Py(B_) = P(X_) + P(E).
On obtient de méme :

P,(X)+ P(E,) = P(X,) + P.(E).
D’ou I'égalité :

P(X_) = P(Xy) — P(Ey) + P(E-) . O
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Fin de la démonstration du théoréme II1.1.1.

D’aprés l'assertion (i) du théoreme I1.1.1, pour tout i € {1,...,s—1}, il existe une
sous-variété fermée E; (resp. Ej‘ ) de Y;_ ; (resp. de Y; ;1) telle que la restriction de
fi- aY;_1 \E; (resp. de fi+ aY;;+1\E;) est un isomorphisme de Y;_; ;\E; (resp.
Vi \E) sur V;\ X7,

Notons E;” = _le E;; et E:r = @1 E:; la décomposition en composantes connexes de
E; et Ej‘ Alor]s.;i’aprés la proposji;ion II.1.1,ona:
s—1 r;
P (Yo1) = Pi(Yeo1s) + 3. O (P(E;;) — PAES)) .
=1 j=1
Pour touti € {1,...,s—1},ettoutj € {zl, .J. ., 7i}, les restrictions de f;- et fi+ & Ej;

et E;; sont des fibrations localement triviales sur X ZT de fibres respectivement les espaces

~ B
projectifs avec poids ]Pz;- = w et ]P’;j = W”T\{O} Alors, d’apres le théoréme de
Leray-Hirsch, ona:
s—1 r;
P,(Yon) = Pi(Yec1,6) + > > (Pu(P)) — Pu(P5;)) P(Xy5) -
i=1 j=1

On obtient donc:

1 ST
Pt(YO,l) = m [(1 — t2(d1m W:r))Pt(XST)

n i i (tZ(dim W3) _ 42(dim VT/@'J;))Pt(Xij)] ‘
i=1 j=1
Pour terminer la démonstration du théoréme II1.1.1, montrons que P;(Yp1) = (1 +
t2) P;(Y") lorsque tout point semi-stable de X est stable. D’apreés 'assertion (iv) du théo-
reme I1.1.1, les fibres du morphisme f : Y 1 — Y sontisomorphes a P} 1l existe une suite
spectrale de Leray telle que pour tous entiers p et ¢ positifs, E5? = HP(Y, R?f,Q) qui
aboutit a H*(Yy,1). D'apres [Iv], théoréme 6.2, chapitre I1I, pour touty € Y, (R* f,Q), =
H*(f'(y)).Orpourtouty € Y, H*(f~*(y)) = H*(P{) dou

1~ {HP(Y) siq = 0,2

0 sinon .

Montrons alors que la suite de Leray dégénere. Soit u la classe dans H 2(Yo,1) d’'un fibré
ample sur Yy ;. D’apres la proposition 2.1 de [De], il suffit de montrer que I'homomor-
phisme de faisceaux R f,(u) : fQ — R?f.Q est un isomorphisme. Cela résulte du
fait que 'homomorphisme H(Pt) — H?(P{) estnon nul car L est ample.
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Comme la suite de Leray dégénere, on a

Pi(Yo1) = (L+3)P(Y). o

3. Exemples

Nous conservons les hypotheses et les notations du paragraphe 1.

Nous allons appliquer le théoreme III.1.1, pour déterminer le polynéme de Poincaré du
quotient Y = X**(L)//G dans deux cas particuliers.

ProrosiTiON II1.3.1.

(i) SiX estl'espace projectif P(V) d’'un G-module V' de dimensionn et si la mul-
tiplicité du poids 0 dans V' est nulle, alors on a:

1— tn—2 — 4 t2(n—1)
(1—12)(1—1t4)

P(Y) =

@) SiX = (]P’(%:)”, munie de I'opération diagonale de G, et sin est un entier impair,

alorsona:
n=l g
_ tZ(’n i—1)
i
Z C 1— t4
Remarque I11.3.2. — Nous retrouvons dans la proposition I11.3.1 des résultats établis pré-

cédemment de manieres différentes par E Kirwan ([Kir], 16.1 et 16.2) (voir aussi [MFK],
8.11), puis par M. Brion ([Br2], 3.1 et 3.2) et M. Thaddeus ([Tha], proposition 6.1).

Remarque I11.3.3. — Si, dans I'assertion (i) de la proposition II1.3.1, on prend pour V, le
G-module V; des formes binaires de degré d o1 d est un entier impair, alors on a:
1— td—l _ td+l + t2d

(1-)(1—-1t)
En particulier, pourd = 3,ona P;(Y) = letpourd = 5,ona P;(Y) = 1+t?+t*. Ce qui
est en accord avec le fait que sid = 3, Y est réduite a un pointetsid = 5, Y = P(1,2,3)
(voir remarque I1.3.2). Pour d = 7, on trouve P(Y) = 1 + 2 + 2t1 4 6 + ¢5.

R(Y) =

86



Dans l'assertion (ii) de la proposition I11.3.1, prenons n = 3, alors ona P;(Y") = 1, ce qui
est en accord avec le fait que sin = 3, la variété Y est réduite a un point (voir remarque
11.3.5). Pour n = 5, on trouve P;(Y) = 1 + 5t2 + t*.

Démonstration de la proposition I11.3.1.

@ SoitV =V ™ ®---®V;"¢ladécompositionde V en G-modules irréductibles,
oupourtouti € {1,...,d}, V,,, = k[X,Y],, etlentier strictement positif m; désigne la
multiplicité dans V' de la représentation V,,,. Sila multiplicité du poids 0 dans V" est nulle,
alors tous les entiers n; sont impairs. On note P = (—as, —as_1,...,—ai,a,...,as)la
suite des poids de 7' dans V.Ona s = ”dT“ eta; = 2i—1pourtouti € {1,...,s}.Sion
pose pour touti € {1,...,s}, J; = {1 < j < s | n; > a;} alors la multiplicité dans V'
des poids a; et —a; estégala > m;.

JET:
Pour touti € {1,...,s}, 'ensemble X/ des points fixes de 7" dans X de poids —a; est

égal a I'espace projectif complexe de dimension ) m; — 1. Rappelons que pour tout
JET:

a € Pettoutz € X, on note (% la composante de poids a d’un représentant & de

x dans V' dans la décomposition en sous-espaces de V pour 7. Si on désigne par Aq le

sous-groupe a un parametre de 1" défini par: Ao : k* — Tt . alorsona:
- (0 t_1>
X_(No, X]) = {2z € X | #(=%) #£0 etpourtouta € Paveca > —a;, #¥ =0}
et
Xi(ho, X)={zeX| 7791 £ 0 etpour touta € P aveca < —a;, #'? = 0}.

Si pour tout z € X7, on pose W& = (T,X)so, puis pour tout i € {1,...,s—1},
W = (T, X)<oetW; = (T, X)spavecz € X/, alorsona:

dim W;" = dim X4 (Ao, X{') —dim X} (1 <i < s)
et
dim W,” = dim X_ (Ao, X} ) — dim X (1 <i < s-1).

Doudim W} = dimV —mgy — 2, etpour touti € {1,...,s—1},

dim W, = Z mj(nj;ai) et dimW;" = Z mj(nj ;ai) + Z(nj + 1)m; .

JjeT: JjeJi J¢Ji
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Sipourtoutj € {1,...,d}, 'entier n; est impair, tout point semi-stable de X est stable et
alors, d’apres le théoreme IIl.1.1, on a:

G |- )

s—1 2 Z mj(nj;ai) 2( Z m](n o )+ Z (nj+1)m;—1 2 Z mj ‘|

P(Y)

+3° (t i€ _} €T i#7; ) (1 _t €T

i=1
Pour tout i € {1,. —2},ona:
Z(Z m](n — )*Z m; ( ”J+1)+Zm171) 2( > mf(w)“' > m,—(n,—+1)—1)
t 9€T: ieT; JET; —t J€ETig1 i€Ti41 =0
car .
n; + a;
ij(ij 5 Z) + Z(nj+1)mj+ ij
JET: Ji¢Ti JET:
nj +a; + 2
B (R R S S
JET: ¢ T
n; + Gj41
JETit1 JETig1
Pour touti € {1,...,s—2},ona:
2( 3 omi(H52) 2 X mi (M) Y my)
t J€T: —t J€Ti41 J€Ti41 =0
car

Yo (M) = ¥ m(M5) = X om (M)

JET; JE€ETit1 JE€ETit1
i+
= > m(FFE) X m
JETi+1 J€Ti+1

Comme as_1 =ng — 2 =ng_1,0na:

2 50 my (M)

t €751 :t2md

et

o () T s T )

t JETs 1 iETs 1 JETs 1 :tZ(nfmdfl) )

Comme a; = 1, ona2( > mJ(n]TH“) — 1) =n— 2et2( > mj(@) +
JETL JET
> mj) =n.Dou
JjEITL
1— tn—2 — 4 t2(n—1)

PY) = —a—ma—m
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(ii) Soit n un entier impair.

Par le plongement de Segre, on plonge la variété X = (P{)" dans P(V), ot V est la
puissance tensorielle n®™€ de k2. Si on désigne par (—=@s,-..,—a1,a1,...,as) la suite
des poids de 7' dans le G-module V, alors ona s = %L et pour touti € {1,...,s},
a; = 2i—1. D’aprés 'exemple IL.3.b, pour tout i € {1,...,s}, I'ensemble X/ est fini de
cardinal C:TH_i etsii # s, pourtout j € {1, .. .,C:TH_i}, dim W7 = ”T'H — et
dim W = 252 4.

Comme n est impair, tout point semi-stable de X est stable. Alors, d’apres le théoreme
III.1.1,ona:

ntl 4
1 2(n—1) S 2t o(ntt o(rLyi 1
Pt(Y)_l_t4[1—t” +;cn2 (t(z ) (= )) ,
D’out »

1 S i (20 pneie
Pt(Y) =17 ( Cn (tZ _ tZ( 1)))
0

=

n=1l_1
1 —1t4 ( 22: Oy (t* _tz(nil))> :

i=0
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