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Introduction

Si on considère une variété projectiveX sur laquelle opère un groupe algébrique réductifG, le tout sur un corps algébriquement clos, la donnée d’un fibré en droites ample et G-
linéarisé L sur X permet de définir l’ensemble Xss(L) (resp. Xs(L)) des points semi-
stables (resp. stables) deX par rapport à L. Rappelons qu’un fibré en droites L surX estG-linéarisé si l’action deG surX se relève en une action deG sur l’espace total deL, cette
action étant linéaire sur les fibres deL. Un point x deX appartient àXss(L) s’il existe un
entier n strictement positif et une section � 2 �(X;Ln)G telle que �(x) 6= 0 ; en outrex appartient àXs(L) si x appartient àXss(L) et si de plus l’orbite G �x est fermée dansXss(L), et le groupe d’isotropieGx est fini.
Les ouvertsXss(L) etXs(L) ont été introduits par D. Mumford dans [MFK], définitions
1.7 et 1.8. D’après [loc. cit.], théorème 1.10, il existe un quotient Y = Xss(L)==G, au
sens suivant : Y est une variété algébrique projective et il existe un morphisme affine G-
invariant � : Xss(L) ! Y tel que pour tout ouvert U de Y , l’homomorphisme naturel�(U;OY )! �(��1(U);OXss(L))G est un isomorphisme. Le couple (Y; �) est appelé un
quotient catégorique de Xss(L) par G. Le couple ��(Xs(L)); ��Xs(L)� est un quotient
géométrique, c’est-à-dire �(Xs(L)) est l’espace des orbites de G dans Xs(L). On pose�(Xs(L)) = Xs(L)=G.
Le problème principal est alors de décrire les quotientsXss(L)==G etXs(L)=G. M. Brion
et C. Procesi dans [Br-Pr] étudient ces quotients lorsque G est un tore ainsi que Yi Hu

dans [Hu] lorsqueG est un tore complexe etX est vue comme une variété symplectique.

I.V. Dolgachev et Yi Hu dans [Do-Hu] et M. Thaddeus dans [Tha] décrivent les transforma-

tions qui apparaissent lorsqu’on fait varier L dans le groupe PicG(X) des classes d’iso-
morphismes de fibrésG-linéarisés surX .
L’objet de cette thèse est de décrire le quotient Xss(L)==G lorsque G est le groupeSL(2; k) où k est un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.
Quitte à remplacer L par une puissance positiveLn deL, on peut supposer que L est très
ample et donc que X est une sous-variété fermée d’un espace projectif P(V ), le groupeG = SL(2; k) opérant linéairement dans V , et que L est la restriction deOP(V )(1) àX .
L’idée est de considérer la variété X � (G=B) (B étant un sous-groupe de Borel de G)
sur laquelle G agit diagonalement. Dans notre cas, G=B est isomorphe à P1k et la variétéX � P1k est munie des fibrésG-linéarisés amples O(p; q) = p�1Lp 
 p�2(OP1k(q)) où p etq sont des entiers strictement positifs, et où p1 (resp. p2) est la projection deX � P1k surX (resp. sur P1k). La notion de point semi-stable ou stable pourO(p; q) ne dépend en fait
que de qp . Si on note a1; : : : ; as, avec a1 < � � � < as, les poids strictement positifs du tore
standardT deGdansV , l’ouvert des points semi-stables (X�P1k)ss� qp� (resp. l’ouvert des
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points stables (X�P1k)s� qp�) deX�P1k par rapport àO(p; q) est non vide si qp � as (resp.qp < as). Si onposeY0;1 = �(X�P1k)ss(a12 )�==G, Yi = �(X�P1k)ss(ai)�==G,1 � i � s,
et Yi�1;i = �(X�P1k)ss�ai�1+ai2 ��==G, 2 � i � s, on définit unmorphisme f : Y0;1 !Y et pour tout i 2 f1; : : : ; sg, des morphismes fi� : Yi�1;i ! Yi et fi+ : Yi;i+1 ! Yi
(i 6= s). Nous montrons (voir théorème II.1.1) que les fibres de f au-dessus deXs(L)=G
sont isomorphes à P1k, que siX est lisse, les transformations f�1i+ � fi� : Yi�1;i KYi;i+11 � i � s�1 sont des flips et que le morphisme fs est une fibration de fibre un espace
projectif avec poids sur le quotient Ys qui est l’ensemble des points fixes deX par T de
poids�as.
Dans le chapitre 0, nous redonnons une preuve d’une part d’une proposition de structure

locale (due à D. Luna et F. Pauer (voir [Lu-Pa])) pour les variétés munies de l’action d’un

tore, d’autre part du théorème de Bialynicki-Birula (voir [BB1]). Les principaux résultats

des chapitres suivants reposent essentiellement sur cette proposition et ce théorème.

Dans le chapitre I, nous précisons les résultats deM. Brion et C. Procesi (voir [Br-Pr]) dans

le cas du tore T = k�. Nous considérons cette fois un T -module V de dimension finie et

une sous-variété ferméeX de P(V ) stable par T . On note b1; : : : ; bn les poids de T dansV et on suppose que b1 < � � � < bn. Comme dans [Br-Pr], nous considérons les quotients
associés aux fibrésT -linéarisésLi = OX (1)
OX(�i), 1 � i � n, etLi�1;i = OX(2)
OX(�i�1;i), 2 � i � n�1, où OX(�i) (resp. OX(�i�1;i)) est le fibré en droites trivial
sur X , le tore T opérant dans chaque fibre de OX(�i) (resp. de OX(�i�1;i)) par multi-
plication par le caractère �i : t ! t�ai (resp. �i�1;i : t ! t�(ai�1+ai)). Nous démon-
trons (voir théorème I.3.3) d’une part que le quotientXss(Ln)==T (resp.Xss(L1)==T ) est
l’ensemble des points fixes XT1 (resp. XTn ) de X par T de poids b1 (resp. bn) et d’autre
part que si X est lisse, Xss(L1;2)==T (resp. Xss(Ln�1;n)==T ) est l’espace total d’une
fibration sur XT1 (resp. XTn ) de fibre un espace projectif avec poids. Nous définissons
des morphismes birationnels, fi� : Xss(Li�1;i)==T ! Xss(Li)==T , 2 � i � n, etfi+ : Xss(Li;i+1)==T ! Xss(Li)==T , 1 � i � n�1, et nous montrons, via la des-
cription d’un modèle local (voir théorème I.4.1), que les transformations birationnellesf�1i+ � fi� : Xss(Li�1;i)==T KXss(Li;i+1)==T sont des flips (voir théorème I.6.4).
Dans le chapitre II, pour décrire le quotient Y = Xss(L)==G (avecG = SL(2; k)), nous
exhibons unmodèle local qui nous ramène à la situation du chapitre I.

Dans le chapitre III, nous utilisons la description de Y pour déterminer, lorsque tout point
semi-stable deX est stable, les nombres de Betti de la cohomologie rationnelle deY . Nous
retrouvons dans ce cas particulier des résultats de F. Kirwan (voir [Kir]) (on pourra aussi

consulter les résultats de M. Brion dans [Br2]).
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1. Structure locale pour l’action d’un tore

Nous allons montrer une proposition de structure locale des variétés normales sur les-

quelles un tore T agit. Cette proposition est un cas particulier des résultats de D. Luna

et F. Pauer qui se trouvent dans [Lu-Pa]. Le corps de base k sera supposé algébriquement
clos.

Rappelons que si G est un groupe algébrique et H est un sous-groupe algébrique de G
agissant sur une variété algébriqueX ,G�HX désigne le quotient deG�X sous l’action

deH définie par h�(g�x) = (g�h�1; h�x) pour tous h 2 H , g 2 G et x 2 X . L’action deG
dans lui-même, par translations à gauche, induit une action deG dansG �H X ; lorsqueH est connexe etX est une variété normale, on obtient ainsi une structure de G-variété
algébrique (voir [BB2]).

P 0.1. — Soit T un tore agissant dans une variété normaleX . Tout élément x
deX admet un voisinage ouvert, affine et stable par T , de la forme T �Tx S où S est une
sous-variété localement fermée affine deX contenant x et stable par Tx.
Démonstration.

Soit x 2 X . On peut supposer que son orbite T �x est fermée dansX car sinon, T �xnT �x
est un fermé F de T �x etXnF est un ouvert deX stable par T et contenant T �x comme
fermée.

Nous allons montrer maintenant qu’on peut supposer que la variétéX est affine.

D’après un théorème de Sumihiro (voir [KKLV], théorème 1.1), on peut supposer X
plongée comme sous T -variété localement fermée dans l’espace projectif P(V ) d’unT -module rationnel V de dimension finie. On note X�(T ) le groupe des caractères deT . Si ~x = P�2X�(T ) ~x� désigne la décomposition en vecteurs propres de T d’un re-

présentant ~x de x dans V , on peut supposer ~x� 6=0 pour un certain �2X�(T ) et on aX(~x� 6=0) � P(V )(~x� 6=0). On peut alors supposer que X est plongée dans une variété af-

fine stable par T qui est elle-même plongée dans un T -module rationnelM de dimension
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finie,X étant localement fermée dansM . Le fermé Y = XnX deX est stable par T et
il existe f 2 k[M ] tel que f(x) 6= 0 et f�Y � 0. L’idéal de Y [ fxg est alors contenu
strictement dans l’idéal de Y qui est une représentation localement finie de T . On peut
donc supposer que f est un vecteur propre de T . On a Xf = Xf et Xf est un ouvert
affine deX contenant x et stable par T .
Supposons donc que X est affine. On choisit un isomorphisme T=Tx ' (k�)p. AlorsT�x ,! kp est une immersion ouverteT -équivariante oùT opère linéairement dans kp. Les
inclusions T � x kpX donnent des homomorphismes d’algèbresk[T �x] k[W ]k[X ] où W = kp. L’algèbre k[W ] est l’algèbre symétrique du T -module
dualW � deW et on a alors un morphismeW � ! k[T �x]. L’homomorphisme k[X ] !k[T � x] est surjectif car T�x ,! X est une immersion fermée. De la complète réduc-

tibilité de l’opération de T dans k[X ] et dans W �, résulte alors l’existence d’un mor-
phisme d’algèbres k[W ] ! k[X ] qui est T -équivariant et qui rend commutatif le dia-
gramme : k[T �x] k[X ]"k[W ] . Il existe alors un morphisme T -équivariant f : X ! W tel

que le diagramme T�x W"fX soit commutatif. L’ouvert f�1(T �x) deX contient x, est
stable par T et est isomorphe à T �Tx S où S = f�1(x). tu

2. La décomposition de Bialynicki-Birula

Soit T un tore opérant dans une variété normaleX , le tout sur un corps k algébriquement
clos. On noteX�(T ) le groupe des caractères de T etX�(T ) le groupe des sous-groupes à
un paramètre de T . Soit � 2 X�(T ) et x 2 X , le morphisme k� �!Xt 7�! �(t)�x définit une
application rationnelle' : P1 KX . Si' est définie en 0 (resp. en1), onnotera limt!0�(t)�x
(resp. limt!1 �(t)�x) sa valeur en 0 (resp. en1).
On noteXT l’ensemble des points fixes deT dansX et pour tout � 2 X�(T ),X� = fx 2X j �(t) �x = x; 8t 2 k�g l’ensemble des points fixes de �. Alors XT et X� sont des
sous-variétés fermées deX .
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Soit Y une sous-variété deXT , on définit pour tout � 2 X�(T ) :X+(�; Y ) = �x 2 X j limt!0�(t)�x 2 Y 	
et X�(�; Y ) = �x 2 X j limt!1�(t)�x 2 Y 	 :
D 0.2.1. — Un sous-groupe à un paramètre � est dit générique siXT = X�.
P 0.2.2.

(i) Il existe des sous-groupes à un paramètre de T génériques.
(ii) Pour tout � 2 X�(T ) et pour toute sous-variété Y deXT , les ensemblesX+(�; Y ) etX�(�; Y ) sont des sous-variétés localement fermées deX stables par T . Les applicationsq+ : X+(�; Y )�! Yx 7�! limt!0�(t)�x et q� : X�(�; Y )�! Yx 7�! limt!1�(t)�x
sont desmorphismes.

Démonstration.

(i) Soit x 2 XT . D’après la proposition 0.1, il existe un voisinage ouvert U de x affine et
stable par T . Il existe un T -module V et une T -immersion ferméeU ,! V .
On aV = nLi=1V�i où pour tout i 2 f1; : : : ; ng,V�i est l’espace propre associé au caractère�i de T . On note pour tout � 2 X�(T ) et � 2 X�(T ), h�; �i l’entierm tel que � � �(t) =tm pour tout t 2 k� et pour tout i 2 f1; : : : ; ng, Vh�i;�i = �v 2 V j �(t)�v = th�i;�iv	.
En tant que Im(�)-module, V = nLi=1Vh�i;�i et on a V � = Li2I Vh�i;�i où I = f1�i�n jh�i; �i = 0g.
Donc pour tout � 2 X�(T )nf� 2 X�(T ) j h�i; �i = 0; 1 � i � ng, on a V T = V � etUT = U� :
(ii) Pour tout y 2 Y , on note U un voisinage affine de X stable par T , contenant y eti : U ,! V une T -immersion fermée dans le T -module V . Pour tout x 2 U tel quelimt!0�(t)�x = y, on a T �x \ U 6= ; donc x 2 U car U est un ouvert stable par T . On peut
alors supposer queX+(�; Y ) est contenu dansU .

15



On a V = nLi=1 Vh�i;�i, i(Y ) � Lh�i;�i=0Vh�i;�i et i(X+(�; Y )) � Lh�i;�i�0Vh�i;�i.
L’application q+ est alors la restriction àX+(�; Y ) de la projection :Lh�i;�i�0Vh�i;�i ! Lh�i;�i=0Vh�i;�i : �
Pour tout y 2 XT et pour tout � générique, on notera (TyX)>0 (resp. (TyX)0, (TyX)<0)
la partie de TyX où Im� agit avec des poids strictement positifs (resp. nuls, strictement
négatifs).

T 0.2.3 ([BB1]). — SoitX une T -variété complète et lisse.
(i)XT est non vide, lisse et pour tout � générique et toute composante connexe Y deXT ,X+(�; Y ) etX�(�; Y ) sont lisses.
Pour tout y 2 Y ,Ty(X+(�; Y )) = TyY�(TyX)>0 etTy(X�(�; Y )) = TyY�(TyX)<0.
(ii) Pour tout � générique et toute composante connexe Y de XT , les morphismes q+
et q� sont des fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski dont les fibres
s’identifient respectivement aux T -modules (TyX)>0 et (TyX)<0 pour tout y 2 Y .
Démonstration.

(i) D’après la proposition 0.2.2, il existe � 2 X�(T ) tel queXT = X� etX� 6= ; carX
est complète.

Pour montrer que XT , X+(�; Y ) et X�(�; Y ) sont lisses, supposons que X est affine.

Démontrons tout d’abord un lemme dû à D. Luna (voir [Lu], lemme III.1).

L 0.2.4. — SoitX une T -variété, affine et lisse.
Pour tout x 2 XT , il existe un morphisme ' : X ! TxX étale en x, T -équivariant et tel
que '(x) = 0.
Démonstration du lemme 0.2.4.

Notons Mx l’idéal maximal de k[X ] qui correspond au point x. On a TxX = (Mx
M

2x )�.
L’application Mx ! Mx

M
2x est T -équivariante. Comme le groupe réductif T opère de façon

complètement réductible dans k[X ], il existe un sous T -module V de Mx tel que la res-
triction à V de Mx ! Mx

M
2x est un isomorphisme. De la propriété universelle de l’algèbre

16



symétrique résulte alors l’existence d’un morphisme d’algèbres S(V ) ! k[X ] qui est T -
équivariant. On obtient donc un morphisme ' : X ! TxX étale en x, T -équivariant et
tel que '(x) = 0. tu
Soit y 2 XT et' : X ! TyX unmorphisme étale en y, T -équivariant, et tel que '(y) =0. Quitte à restreindre ' à un ouvert deX , on peut supposer que ' est un morphisme fini
sur son image.

SiM désigne le T -module TyX , on aXT � '�1(MT ) car ' est T -équivariant. Inverse-
ment, si x 2 '�1(MT ), son orbite T � x est connexe et est contenue dans l’ensemble fini'�1('(x)). Alors T �x = fxg et x 2 XT . On a doncXT = '�1(MT ). PuisqueMT est
lisse ainsi que '�1(MT )!MT ,XT est lisse.
Montrons maintenant que pour tout � générique et toute composante connexe Y deXT ,X+(�; Y ) est une composante connexe de '�1(M+(�;MT )) : soit x 2 X+(�; Y ),'(limt!0 �(t) �x) = limt!0�(t) �'(x) car ' est T -équivariant. Donc '(x) 2 M+(�;MT ). OrX+(�; Y ) est connexe donc x est dans une composante connexe de '�1(M+(�;MT )).
Inversement, si x est dans une composante connexe de '�1(M+(�;MT )), ' étant fini,limt!0�(t)�x existe et on a limt!0�(t)�x 2 Y .
Le morphisme '�1(M+(�;MT )) �!M+(�;MT ) est étale. DoncX+(�; Y ) est lisse et
on a : TyX+(�; Y ) 'M+(�;MT ) = (TyX)0 � (TyX)>0
et (TyX)0 = TyY :
(ii) Démontrons (ii) pour q+.
On utilisera le lemme suivant :

L 0.2.5. — Le morphisme q+ est lisse et pour tout y 2 Y , la fibre de q+ en y s’iden-
tifie au T -module (TyX)>0.
Démonstration du lemme 0.2.5.

Montrons tout d’abord que q+ est lisse : d’après (i), pour tout y 2 Y , la différentielle de q+
en y s’identifie à la projection TyY � (TyX)>0 ! TyX . Cette projection est surjective,
donc q+ est lisse en y. L’ensemble �x 2 X+(�; Y ) j q+ est lisse en x	 est un ouvert de
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X+(�; Y ), stable par T qui contient Y , il est donc égal àX+(�; Y ). Le morphisme q+ est
lisse donc q�1+ (y) est lisse pour tout y 2 Y .
Pour tout y 2 Y , notons F la fibre q�1+ (y). Le tore k� opère dansF par t�x = �(t)�x pour
tous t 2 k� et x 2 F .
D’après la proposition 0.1, il existe un ouvert affine U de F , k�-stable, contenant y. Pour
tout x 2 F , on a y 2 k� �x \ U . DoncU = F etF est affine.
L’opération de k� dans F permet de définir une graduation surA = k[F ]. On a A0 = k.
Si a = Pn2Zan est un élément deA, on a an(t �x) = tnan(x) pour tout x 2 F et commelimt!0 a(t �x) existe pour tout x 2 F , on doit avoir an = 0 pour tout n < 0. Donc A est

graduée en degrés positifs.

Si My désigne l’idéal maximal de A qui correspond à y, on a My = Ln>0An. SoitM un

sous T -module deMy tel que la restriction àM deMy ! My
M

2y est un isomorphisme.
L’homomorphisme de k-algèbres : S(M) ! A est surjectif par le lemme de Nakayama

gradué. Or dimM = dimTyF = dimA et S(M) est intègre, donc S(M) ! A est un

isomorphisme par le théorème de l’idéal principal de Krull.

D’où F 'M� ' TyF et TyF ' TyX+(�;Y )TyY ' (TyX)>0. tu
Fin de la démonstration du théorème 0.2.3.

On se place au-dessus d’un ouvert de Y où le fibré conormal de Y dans X+(�; Y ) est
trivial. On peut alors supposer que Y est affine et que IY =I2Y est un k[Y ]-module libre
où IY est l’idéal de Y dans X+(�; Y ). On peut même supposer qu’il existe un k-espace
vectorielM de dimensionfinie tel que k[Y ]
kM ��! IY =I2Y .MaisT agit trivialement surk[Y ], donc on peut choisir pourM , un T -module. On relèveM dans IY en un T -module
et on a un T -homomorphisme  de k-algèbres : k[Y ]
k S(M)  �! k[X+(�; Y )].
On a dim(k[Y ] 
k M) = dim k[X+(�; Y )] et le raisonnement de la démonstration du
lemme 0.2.4 permet de conclure que  est un isomorphisme. tu
C 0.2.6. — SoitX uneT -variété complète lisse. Pour toute composante connexeY deXT et tout � générique,X+(�; Y ) etX�(�; Y ) se coupent transversalement le long
de Y .
Démonstration.
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Le corollaire 0.2.6 provient directement du fait que pour tout y 2 Y , le T -module TyX se

décompose en : TyX = (TyX)<0 � (TyX)0 � (TyX)>0 et que d’après (i) du théorème
0.2.3, Ty(X+(�; Y )) = TyY � (TyX)>0 et Ty(X�(�; Y )) = TyY � (TyX)<0 avecTyY = (TyX)0. tu
Remarque 0.2.7. — Dans [Tha], théorème 1.12, M. Thaddeus démontre le théorème 0.2.3

à l’aide du théorème des slices de Luna ([Lu], II.2).
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Chapitre IQUOTIENTS PAR LE TORE k*
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1. Notations

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. On considère T = k�, le tore
de dimension un, opérant linéairement et fidèlement sur un k-espace vectoriel V de di-

mension finie. Alors T opère dans l’espace projectif P(V ) par t�[v] = [t�v] pour tout t 2 T
et tout v 2 V . Le groupe des caractères deT estZ.Soit � = (a1; : : : ; an) la suite des poids
de T dans V . On peut supposer que a1 < a2 < � � � < an. On a V = nLi=1Vi où Vi désigne
l’espace propre associé au poids ai avec 1 � i � n. On notemi = dimVi (1 � i � n) et
on pose V<i = i�1Lj=1 Vj et V>i = nLj=i+1 Vj pour tout i. Pour tout x 2 P(V ), on note ~x un
représentant de x dans V et ~x = nPj=1 ~xj sa décomposition en vecteurs propres de T . On
pose pour tout i, ~x<i = i�1Pj=1 ~xj , ~x�i = iPj=1 ~xj , ~x>i = nPj=i+1 ~xj et ~x�i = nPj=i ~xj .
SoitX une sous-variété fermée irréductible deP(V ), stable parT . Pour tout i 2 f1; : : : ; ng,
on pose : Xssi = �x 2 X j ~x�i 6= 0 et ~x�i 6= 0	
et Xsi = �x 2 X j ~x<i 6= 0 et ~x>i 6= 0	 :
Remarquons queXsi est inclus dansXssi pour tout i.
Pour tout i 2 f2; : : : ; ng, on poseXssi�1;i = �x 2 X j ~x<i 6= 0 et ~x�i 6= 0	.
Pour éviter qu’il existe des i 2 f1; : : : ; ng tels queXssi soit vide, on supposera queX n’est

contenue dans aucun sous-espace linéaire deP(V ).
2. Construction des quotients

Donnons tout d’abord quelques propriétés évidentes des ensembles définis au paragraphe

1.

23



P I.2.1.

(i)Xs1 = ; etXsn = ;.
(ii)Xssi est non vide pour tout i 2 f1; : : : ; ng ainsi queXsi pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g etXssi�1;i pour tout i 2 f2; : : : ; ng.
(iii) Les ensemblesXssi , 1 � i � n,Xsi , 2 � i � n�1 etXssi�1;i, 2 � i � n, sont des
ouverts deX , stables par T .
Le théorème suivant permet de construire des quotients par T sur ces ouverts. On noteLi,1 � i � n (resp.Li�1;i, 2 � i � n�1) le fibré T -linéariséLi = OX(1)
OX(�i) (resp.OX(2) 
OX(�i�1;i)) oùOX(�i) (resp.OX(�i�1;i)) est le fibré en droites trivial surX ,
le tore T opérant dans chaque fibre deOX(�i) (resp. deOX(�i�1;i)) par multiplication
par le caractère �i : t! t�ai (resp.�i�1;i : t! t�(ai�1+ai)).
T I.2.2. — Pour tout i 2 f1; : : : ; ng,Xssi est l’ouvertXss(Li) des points semi-
stables de X par rapport à Li et pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g, Xsi est l’ouvert Xs(Li)
des points stables de X par rapport à Li. Pour tout i 2 f2; : : : ; ng, Xssi�1;i est l’ouvertXss(Li�1;i) des points semi-stables de X par rapport à Li�1;i et on a Xss(Li�1;i) =Xs(Li�1;i).
Démonstration.

Supposons tout d’abord qu’il existe un i 2 f1; : : : ; ng tel que ai = 0. Alors x =2 Xss0
si, et seulement si, (~xj = 0 pour tout j � 0 ou ~xj = 0 pour tout j � 0). Pour quex =2 Xss0 , il faut et il suffit alors que limt!0 t � ~x = 0 ou limt!0 t�1 � ~x = 0 et cela équivaut à0 2 T �~x. On a doncXss0 = �x 2 X j 0 =2 T �~x	. D’après [MFK], proposition 2.2, on a
alorsXss0 = Xss(OX(1)). Puisque tout x 2 Xs0 a par définition, des poids négatifs et des
poids positifs, on aXs0 = �x 2 Xss0 j Tx est fini et T �x est fermée dans Xss0 	 et doncXs0 = Xs(OX(1)).
En faisant agir T sur V par t�v = t�ait�v pour tout t 2 T et v 2 V , par ce qui précède, on
aXssi = Xss(Li) pour tout i 2 f1; : : : ; ng etXsi = Xs(Li) pour tout i 2 f1; : : : ; n�1g.
Fixons i 2 f2; : : : ; ng. Si on plonge X dans P(S2V ) par le 2-plongement de Véronèse' : X ,! P(S2V ), le toreT agissant surP(S2V )par t�v2 = t�(ai�1+ai)(t�v)2 , alorsXssi�1;i
s’identifie à l’ouvert des points semi-stables de X par rapport à '�(OP(S2V )(1)) et tout
point deXssi�1;i à des poids négatifs et positifs. On en déduit queXssi�1;i = Xss(Li�1;i) etXss(Li�1;i) = Xs(Li�1;i). tu
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On pose d’une part, pour tout i 2 f2; : : : ; ng, Yi = Xssi ==T et �i : Xssi ! Yi le
morphisme quotient de Xssi par T et d’autre part, pour tout i 2 f2; : : : ; ng, Yi�1;i =Xssi�1;i=T et �i� : Xssi�1;i ! Yi�1;i le morphisme quotient de Xssi�1;i par T . Le couple(Yi; �i), 1 � i � n (resp. (�i(Xsi ); �i�Xsi ), 2 � i � n�1, et (Yi�1;i; �i�), 2 � i � n) est
un quotient catégorique (resp. des quotients géométriques).

Remarque I.2.3. — Cette construction de variétés quotients par le tore T est un cas parti-
culier de la construction de quotients pour un tore quelconque donnée dans [Br-Pr].

L’enveloppe convexe de � est représentée comme suit :a1 a2 an
Si on note �(x) l’ensemble des poids ai avec 1 � i � n tels que ~xi 6= 0 alorsXssi (resp.Xsi ) est l’ensemble des x 2 X tels que l’enveloppe convexe de �(x) contient ai (resp.
contient ai dans son intérieur) etXssi�1;i, 2 � i � n, est l’ensemble des x 2 X tels que

l’enveloppe convexe de �(x) contient ai�1 et ai.
3. Relation entre les quotients

Le théorème suivant permet de relier les différents quotients construits au paragraphe 2.

T I.3.1 ([Br-Pr], 1.4).

(i) Pour tout i 2 f2; : : : ; ng,Xsi � Xssi�1;i � Xssi et pour tout i 2 f1; : : : ; n�1g,Xsi � Xssi;i+1 � Xssi .
(ii) Il existe des morphismes uniques fi� (2 � i � n) et fi+ (1 � i � n�1) faisant

commuter les diagrammes :Xssi�1;i ,�! Xssi  �- Xssi;i+1�i�??y ??y�i ??y�i+Yi�1;i fi��! Yi fi+ � Yi;i+1
où pour chaque i, les morphismes �i, �i� et �i+ sont les quotients introduits dans le pa-
ragraphe 2.

(iii) Les morphismes fi� et fi+ sont birationnels pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g.
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Démonstration.

L’assertion (i) est immédiate par la définition de ces ouverts. Pour tout i 2 f2; : : : ; ng, le
morphisme Xssi�1;i ! Yi obtenu par composition de l’inclusion Xssi�1;i ,! Xssi suivie

de �i est constant sur les orbites de T . Par [MFK], chap. 0, remarque 6, il existe un unique
morphisme fi� faisant commuter le diagramme énoncé, et de même pour fi+ . Ce qui
démontre l’assertion (ii).

Démontrons l’assertion (iii). Pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g, l’ouvertXsi est non vide etXsi �Xssi�1;i donc �i� �Xsi = �i�Xsi . Comme le diagrammeXssi�1;i ,�! Xssi�i�??y ??y�iYi�1;i fi��! Yi
commute, fi� induit un isomorphisme de l’ouvert �i�(Xsi ) sur son image. tu
P I.3.2. — SiX est lisse, chacune des variétés Yi�1;i (2 � i � n) n’a que des
singularités quotients par des groupes finis cycliques.

Démonstration.

On fixe i tel que 2 � i � n. Pour tout x appartenant àXssi�1;i, T �x est fermée dansXssi�1;i
et Tx est un sous-groupe fini de k� donc cyclique.
La proposition 0.1 permet d’exhiber un voisinageU de x dansXssi�1;i de la forme T �Tx S.
On aU=T = S=Tx et S est lisse vu queX l’est. tu
Du théorème I.3.1, résulte le diagramme suivant :Y1;2 Y2;3 � � �Yi�1;i Yi;i+1 � � �Yn�2;n�1 Yn�1;nf1+. &f2� f2+. &fi� fi+. f(n�1)�& .f(n�1)+&fn�Y1 Y2 Yi Yn�1 Yn
Dans le théorème I.3.3 ci-dessous, nous allons décrire Y1; Yn; f1+ et fn� , puis les res-
trictions à leurs lieux exceptionnels des morphismes birationnels fi� et fi+ pour touti 2 f2; : : : ; n�1g. Nous allons tout d’abord introduire quelques notations.
NotonsXT l’ensemble des points fixes deX par T , puisXTi (1 � i � n) l’ensemble des
points fixes de poids ai,X�i etX+i les sous-variétés localement fermées deX , T -stables
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définies parX�i = �x 2 X j limt!1 t�x 2 XTi 	 etX+i = �x 2 X j limt!0 t�x 2 XTi 	. Notonsqi� et qi+ les morphismes définis par : qi� : X�i �!XTix 7�! limt!1 t�x et qi+ : X+i �!XTix 7�! limt!0 t�x.
On aXT = P(V )T \X avecP(V )T = nSi=1P(Vi) etXTi = P(Vi) \X (1 � i � n).
Remarquons queX+1 = fx 2 X j ~x1 6= 0g etX�n = fx 2 X j ~xn 6= 0g sont ouverts
dansX . On en déduit queXT1 etXTn sont connexes.
Pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g, notons XTi = riSj=1Xij , X+i = riSj=1X+ij et X�i = riSj=1X�ij
la décomposition en composantes connexes respectivement deXTi ,X+i etX�i . Pour toutj 2 f1; : : : ; rig, on a X+ij = �x 2 X j limt!0 t�x 2 Xij	
et X�ij = �x 2 X j limt!1 t�x 2 Xij	 :
NotonsW+1 = (TxX)>0 pour x 2 XT1 ,W�n = (TxX)<0 pour x 2 XTn et pour tout i 2f2; : : : ; n�1g et tout j 2 f1; : : : ; rig,W�ij = (TxX)<0 etW+ij = (TxX)>0 avecx 2 Xij
(pour les notations (TxX)<0 et (TxX)>0, on pourra consulter le paragraphe 2 du chapitre
0). Remarquons que les poids de T dansW�ij sont parmi les entiers a1�ai; : : : ; ai�1�ai
et ceux deW+ij sont parmi les entiers ai+1�ai; : : : ; an�ai. On a :Xssi;i�1nXsi = �x 2 X j ~x<i 6= 0; ~xi 6= 0 et ~x>i = 0	 = X�i nXTi
et Xssi;i+1nXsi = �x 2 X j ~x<i = 0; ~xi 6= 0 et ~x>i 6= 0	 = X+i nXTi :
Notons pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g,E�i = �i�(Xssi�1;inXsi ) etE+i = �i+(Xssi;i+1nXsi ).
On aE�i = riSj=1E�ij etE+i = riSj=1E+ij où pour tout j 2 f1; : : : ; rig,E�ij = �i�(X�ij nXij)
etE+ij = �i+(X+ijnXij).
Rappelons que si (q1; : : : ; qm) est une suite finie d’entiers positifs, l’espace projectif avec
poids P(q1; : : : ; qm) est la variété Projk[T1; : : : ; Tm] où k[T1; : : : ; Tm] est graduée pardeg Ti = qi pour tout i, 1 � i � m. Autrement dit, P(q1; : : : ; qm) = kmnf0gk� où k� opère
linéairement dans km avec les poids q1; : : : ; qm.
T I.3.3.
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(i) Le morphisme �1 : Xss1 ! Y1 (resp. �n : Xssn ! Yn) est égal au morphismeq+1 : X+1 ! XT1 (resp. qn� : X�n ! XTn ).
(ii) SiX est lisse, les morphismes f1+ : Y1;2 ! Y1 et fn� : Yn�1;n ! Yn sont des

fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski dont les fibres respectives sont

les espaces projectifs avec poids
W+1 nf0gT et W�n nf0gT .

De plus, pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g et tout j 2 f1; : : : ; rig, les restrictions de fi� et fi+
àE�ij etE+ij sont des fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski surXij et
de fibres respectives les espaces projectifs avec poids

W�ij nf0gT et
W+ijnf0gT .

Démonstration.

(i) On aXss1 = �x 2 X j ~x1 6= 0	 = X+1 etXssn = �x 2 X j ~xn 6= 0	 = X�n .
Pour tout x 2 Xss1 , on a �1(x) = �1(limt!0 t�x) d’où l’assertion (i).
(ii) On notera pour tout i, 1 � i � n et tout k, 1 � k � mi, Uki = �x 2 X j ~x<i =0, ~x(k)i 6= 0, ~x>i = 0	 où pour tout x 2 X , ~x(k)i désigne la kème-coordonnée de ~xi
relativement à une base fixée de Vi.
On aXTi = miSi=1Uki ,Xss1;2 = X+1 nXT1 etXssn�1;n = X�n nXTn .
Si on note �1+ la restriction de q1+ àXss1;2 alors d’après le théorème 0.2.3, pour 1 � k �m1, ��11+ (Uk1 ) est T -isomorphe àUk1 � (W+1 nf0g). D’oùf�11+ (Uk1 ) = �1+���11+ (Uk1 )��= �1+�Uk1 � (W+1 nf0g)�
Alors f�11+ (Uk1 ) �= Uk1 � W+1 nf0gT car T agit trivialement surUk1 .
Fixons i tel que 2 � i � n�1.
On a le diagramme commutatif suivant :Xssi�1;i ,�! Xssi�i�??y ??y�iYi�1;i fi��! Yi :
On a Yi�1;inE�i = �i�(Xsi ).
D’après le théorème I.3.1, (iii) , la restriction de fi� à �i�(Xsi ) est un isomorphisme de�i�(Xsi ) sur �i(Xsi ).
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De plus �i(Xsi ) = YinXsi ; en effet, �i(Xsi ) � YinXTi carXTi \ Xsi = ; et réciproque-
ment, si �i(x) 2 Yin�i(Xsi ) alors x 2 X�i [X+i et �i(x) 2 �i(XTi ).
Pour tout x 2 Xssi�1;inXsi = X�i nXTi , on a �i(x) = �i� limt!1 t �x�. Donc le diagramme
suivant commute : Xssi�1;inXsi�i�?y &qi�E�i fi��! X+i :
Pour tout j 2 f1; : : : ; rig et tout k 2 f2; : : : ;mig, on a :f�1i� �Uki \Xij� = �i� �q�1i� �Uki \Xij�� :
Or, d’après le théorème 0.2.3, on a :q�1i� �Uki \Xij� �= �Uki \Xij�� �W�ij nf0g� :
Donc f�1i� �Uki \Xij� �= �Uki \Xij�� �W�ij nf0gT �

car T agit trivialement sur les ouvertsUki \Xij . tu
Exemple I.3.4.

Considérons le cas où X = P(V ). On a Y1 = P(V1) et Yn = P(Vn). Le morphismef1+ (resp. fn� ) est une fibration surP(V1) (resp. surP(Vn)) de fibre l’espace projectif avec
poidsP�(a2�a1)(m2); : : : ; (an�a1)(mn)� (resp.P�(an�a1)(m1); : : : ; (an�an�1)(mn�1)�)
où pour tous les poids q apparaissant dans ces espaces projectifs avec poids, la notationq(mj) signifie que le poids q apparaîtmj fois.
Pour tout i 2 f1; : : : ; ng, les morphismes qi� et qi+ se construisent directement. Par

exemple, la fibre de qi� est V<i et les morphismes T -équivariants'ik et ik définis par :'ik : q�1i� (Uki ) �! Uki � V<i[~x<i + ~xi + 0] 7�! �[~xi]; ~x<i~x(k)i �
et  ik : Uki � V<i �! q�1i� (Uki )([~xi]; v) 7�! [~x(k)i v + ~xi])
vérifient'ik� ik = id et ik�'ik = id pour tout i 2 f1; : : : ; ng et toutk 2 f1; : : : ;mig.
Les fibres des restrictions à E�i et E+i des morphismes fi� et fi+ (2�i�n�1) sont res-
pectivement les espaces projectifs avec poids P �(ai�a1)(m1); : : : ; (ai�ai�1)(mi�1)� etP �(ai+1�ai)(mi+1); : : : ; (an�ai)(mn)�.
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Au moyen de (iii) du théorème I.3.3, on peut trouver un critère pour que fi� et fi+ (2 �i � n�1), soient desmorphismes petits, au sens suivant :
D I.3.5. — Un morphisme petit f : X ! Y entre deux variétésX et Y est un

morphisme propre birationnel tel que, pour tout r > 0, on ait l’inégalité :codimY �y 2 Y j dim f�1(y) � r	 > 2r :
On a alors :

C I.3.6. — Si la variétéX est lisse, pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g, le morphismefi� (resp. fi+ ) est petit si, et seulement si, dimW�ij � dimW+ij (resp. dimW+ij �dimW�ij ) pour tout j 2 f1; : : : ; rig.
Démonstration.

Fixons i tel que 2 � i � n�1.
Remarquons que l’on a :�x 2 Yi j dim f�1i� (x) � r	 = �x 2 XTi j dim f�1i� (x) � r	 :
Si fi� est un morphisme petit, en prenant r = dim f�1i� (x) avec x 2 XTi , la condition de
la définition I.3.5 s’écrit dimYi � dimXTi > 2 dim f�1i� (x) :
Pour tout j 2 f1; : : : ; rig, on a donc dimW�ij � 12 (dim Yi�dimXij +1) avecdim Yi�dimXij + 1 = dimX � dimXij .
Par le corollaire 0.2.6, on a :dimX = dimX�ij + dimX+ij � dimXij :
Il résulte des égalités : dimX�ij = dimXij + dimW�ij
et dimX+ij = dimXij + dimW+ij ;
les inégalités dimW�ij � 12� dimW�ij + dimW+ij �
et dimW�ij � dimW+ij :

30



Inversement, si dimW�ij � dimW+ij pour tout j 2 f1; : : : ; rig, on a dimW�ij �12� dimYi�dimXij+1� et pour tout x 2 Xij , 2 dim f�1i� (x) < dimYi�dimXij . Donc
pour tout r > 0 et toutx 2 Xij , 2 dim f�1i� (x) < codimYi �x 2 Xij j dim f�1i� (x) � r	.
D’où pour tout r > 0, codimYi �x 2 Xij j dim f�1i� (x) � r	 > 2r et fi� est un mor-
phisme petit. tu
Remarque I.3.7. — Le corollaire I.3.6 est un cas particulier du théorème 2.4 de [Hu].

Remarque I.3.8. — Si X = P(V ), une condition nécessaire et suffisante pour que fi�
(resp. fi+ ), 2 � i � n�1, soit un morphisme petit, est : i�1Pj=1mj � nPj=i+1mj (resp.nPj=i+1mj � i�1Pj=1mj ).

4. Modèle local

Nous allons décrire unmodèle local du diagramme :Yi�1;i Yi;i+1fi�@& .�fi+Yi (2 � i � n�1) :
On supposera la variétéX lisse.

On conserve les notations suivantes : pour tout i 2 f1; : : : ; n�1g et tout j 2 f1; : : : ; rig
et x 2 Xij , on noteW�ij = (TxX)<0 etW+ij = (TxX)>0.
T I.4.1. — Pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g, tout j 2 f1; : : : ; rig et tout x 2 Xij , il
existe un voisinage ouvert Vi de �i(x) dans Yi affine, et desmorphismes étales :'i : Vi �! Tx(XTi )� �(W�ij �W+ij )==T �'i� : f�1i� (Vi) �! Tx(XTi )� �((W�ij nf0g)�W+ij )=T�
et 'i+ : f�1i+ (Vi) �! Tx(XTi )� �(W�ij � (W+ij nf0g))=T� :
Les morphismes 'i,'i� et'i+ font commuter les diagrammes :
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f�1i� (Vi) f�1i+ (Vi)'i�????y @&fi� fi+.� ????y'i+ViTx(XTi )� ��(W�ij nf0g) �W+ij )=T� ????y'i Tx(XTi )���W�ij � (W+ij nf0g)�=T�@&gi� gi+.�Tx(XTi )��(W�ij �W+ij )==T�
où les morphismes gi� et gi+ proviennent, par passage au quotient par T , des inclusions(W�ij nf0g)�W+ij ,�!W�ij �W+ij etW�ij � (W�ij nf0g) ,�!W�ij �W+ij .
Démonstration.

Fixons i tel que 2 � i � n�1.
D’après le lemme 0.2.4, pour tout x 2 XTi , il existe un voisinage ouvert Ui de x dansX affine et T -stable contenant X�i et X+i , et un morphisme  i : Ui ! TxX étale, T -
équivariant et tel que  i(x) = 0. Par le théorème des slices de Luna ([Lu], II.2), on peut
supposer queUi est�i-saturé et que lemorphisme'i : �i(Ui) �! TxXT est étale. On poseVi = �i(Ui). Pour tout j 2 f1; : : : ; rig et x 2 Xij , on a TxX = Tx(XTi )�W�ij �W+ij .
D’où le morphisme étale 'i : Vi �! Tx(XTi )� �(W�ij �W+ij )==T �.
On a f�1i� (Vi) = �i�(Ui \Xssi�1;i) etUi\Xssi�1;i = (X�i nXTi )[ (Ui \Xsi ). Soit x 2 Xij
avec 1 � j � ri, posonsMi = TxX . CommeXTi =  �1i (MTi ), on aX�i =  �1i (M�i )
etX+i =  �1i (M+i ) (voir chapitre 0, paragraphe 2). On a alors i(X�i nXTi ) = Tx(XTi )� (W�ij nf0g)
et  i(Xsi ) = Tx(XTi )� (W�ij nf0g)� (W+ij nf0g)
car y 2 Xsi équivaut à y =2 X�i [ X+i . D’après le lemme 1 de ([Lu], II), le morphisme'i� : f�1i� (Vi) �! Tx(XTi )� ((W�ij nf0g)�W+ij )=T ) est étale.
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Montrons maintenant la commutativité du diagramme :f�1i� (Vi) fi��! Vi'i�??y ??y'iTx(XTi )� (((W�ij nf0g)�W+ij )=T ) gi��! Tx(XTi )� ((W�ij �W+ij )==T ):
Notons e�i : Tx(XTi ) � (W�ij �W+ij ) �! Tx(XTi )� �(W�ij �W+ij )==T � le morphisme
quotient.

Le diagramme suivant est commutatif :Ui �i�! Vi i??y ??y'iTx(XTi )� (W�ij �W+ij ) e�i�! Tx(XTi )� �(W�ij �W+ij )==T �:
Pour tout élément � = �i� (y) de f�1i� (Vi) (avec y 2 Ui \Xssi�1;i), il en résulte les égalités
successives : gi�('i�(�)) = e�i( i(y)) = 'i(�i(y)) = 'i(fi�(�)) : �
Exemple I.4.2.

Nous allons préciser les résultats du théorème I.4.1 dans le cas oùX = P(V ).
Pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g et tout k 2 f1; : : : ;mig, on pose Uki = fx 2 X j ~x(k)i 6= 0g
etUki = fx 2 X j ~x<i = 0; ~x(k)i 6= 0; ~x>i = 0g.
P I.4.3. — Pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g et tout k 2 f1; : : : ;mig, on a les iso-
morphismes suivants : �i(Uki ) �= Uki � �(V<i � V>i)==T � ;f�1i� (�i(Uki )) �= Uki � �((V<inf0g)� V>i)=T �
et f�1i+ (�i(Uki )) �= Uki � �(V>i � (V<inf0g))=T �
où T agit sur V<i et sur V>i avec les poids décalés du poids ai.
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Démonstration.

Fixons i et k tels que 1 � i � n�1 et 1 � k � mi.
On a Uki = q�1i (Uki ) où qi est le morphisme défini par :qi : fx 2 X ; ~xi 6= 0g�! P(Vi)x 7�! [~xi] .
Les morphismes T -équivariants :q�1i (Uki ) �! Uki � V<i � V>i[~x<i + ~xi + ~x>i] 7�!  [~xi];� ~x<i~x(k)i ; ~x>i~x(k)i �!
et Uki � V<i � V>i �! q�1i (Uki )([~xi]; (vi; v0i)) 7�! [~x(k)i vi + ~xi + ~x(k)i v0i]
sont réciproques l’un de l’autre.

D’où �i(Uki ) �= Uki � (V<i � V>i)==T car T agit trivialement sur lesUki .
On veut maintenant déterminer f�1i� (�i(Uki )) et f�1i+ (�i(Uki )) pour tout i et tout k.
Les ouverts Uki de Xssi sont saturés pour �i car ~x(k)i est un vecteur propre de T dans�(X;OX(1)). On a alors f�1i� (�i(Uki )) = �i�(Xssi�1;i \ Uki ). OrXssi�1;i \ Uki = �x 2X j ~x<i 6= 0 et ~xki 6= 0	 d’oùXssi�1;i \ Uki �= Uki � (V<inf0g) � V>i en restreignant
l’isomorphisme Uki �! Uki � V<i � V>i àXssi�1;i \ Uki .
Comme T agit trivialement sur lesUki , on a :f�1i� (�i(Uki )) �= Uki � �((V<inf0g)� V>i)=T �: �
Laproposition suivante caractérise la variété

(W�ij nf0g)�W+ijT (resp.
W�ij�(W+ijnf0g)T ) comme

le quotient d’un fibré vectoriel sur
W�ij nf0gT (resp. sur

W+ijnf0gT ) par un groupe fini abélien.

Considérons alors un T -moduleW� (resp.W+) où T opère dansW� (resp.W+) avec
les poids ��1; : : : ;��n (resp. �1; : : : ; �m), les �i, 1 � i � n (resp. les �i, 1 � i � m)
étant des entiers strictement positifs. Pour tout entier q, on note �q le groupe des racinesqème de l’unité dans k�. On poseH = nQi=1��i et on note P l’espace projectif avec poidsW�nf0gT . Remarquons que d’après [Do], 1.2.2, on a P = P(W�)H .
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P I.4.4. — La variété (W�nf0g)�W+T est isomorphe au quotient de l’espace to-

tal du fibré vectoriel
mLi=1OP(W�)(��i) par le groupe finiH .

Démonstration.

NotonsF le quotient de (W�nf0g)�W+ parT où les poids duT -moduleW� sont cette
fois tous égaux à �1 (les poids de T dansW+ sont toujours les �i, 1 � i � m). Faisons
agir le groupeH diagonalement sur le premier facteur de (W�nf0g)�W+. Les actions
deH et T sur (W�nf0g)�W+ commutent et on a :FH = (W�nf0g)�W+T :
Ceci se montre de la même façon que lorsqu’on identifie un espace projectif avec poids

comme un espace projectif quotienté par un groupe fini (voir [Do], 1.2.).

Du lemme suivant, résulte le fait que F est l’espace total du fibré mLi=1OP(W�)(��i).
L I.4.5. — Soit W1 un T -module de dimension un et de poids a. Soit W2 un T -
module de dimension finie dont les poids de T dans W2 sont tous égaux à un. Alors la
variété W1�(W2nf0g)T est isomorphe à l’espace total du fibréOP(W2)(a).
Démonstration du lemme I.4.5.

On peut supposer que a = �1. L’espace total du fibréOP(W2)(�1) est :n((x1; : : : ; xm); [y1 : � � � : ym]) 2 W2 � P(W2) j xiyi = xjyi; 1 � i � m;1 � j � mo :
Le morphisme ' :W1 � (W2nf0g) �! OP(W2)(�1)(�; (x1; : : : ; xm)) 7�! ((�x1; : : : ; �xn); [x1 : � � � : xn])
passe au quotient par T en unmorphisme ' de fibré :' : W1 � (W2nf0g)T �! OP(W2)(�1) :
On vérifie facilement que ' est un isomorphisme de fibrés vectoriels. tu
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Exemple I.4.6.

Étudions le cas oùX = P(V1 � V2) (on rappelle que Vi est de poids ai).
On a Y1 = Pm1�1k et Y2 = Pm2�1k ; ensuiteXss1;2 = fx 2 X j ~x1 6= 0 et ~x2 6= 0g et le
morphisme Xss1;2 �! Pm1�1k � Pm2�1k[~x1 + ~x2] 7�! ([~x1]; [~x2])
est le quotient par T .
On a donc Y1;2 = Pm1�1k � Pm2�1k .

Le diagramme du paragraphe 3 reliant Y1 et Y2, est dans ce cas tout simplement :Pm1�1k � Pm2�1k�1. &�2Pm1�1k Pm2�1k
où lemorphisme �1 (resp.�2) est la projection sur le premier facteur (resp. sur le deuxième
facteur).

Exemple I.4.7.

Considérons le cas oùX = P(V ) lorsque les T -modules V1 et V2 sont de dimension 1.
P I.4.8. — Avec les hypothèses ci-dessus, on a :

(i) La variété Y1 est réduite à un point.
(ii) Y1;2 = P(a2�a1; : : : ; an�a1).
(iii) Le morphisme f2� : Y1;2 �! Y2 est un isomorphisme.

Démonstration.

Les assertions (i) et (ii) résultent directement des assertions (i) et (ii) du théorème I.3.3.

D’après (iii) du théorème I.3.3, le morphisme birationnel f2� a son lieu exception-

nel contenu dans un point x 2 Y1;2. Mais Y2 est normale donc f2� est un isomor-

phisme. tu
Nous allons maintenant décrire le morphisme birationnel f2+ : Y2;3 ! Y2. On aXT2 =f[0 : 1 : 0 � � � 0]g. D’après la proposition I.4.3, il s’agit d’étudier le morphisme birationnel :f2+ : �V1 � (V>2nf0g)�=T �! (V1 � V>2)==T :
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On note�a le poids de V1 et b1; : : : ; bn les poids de V>2nf0g, et !; x1; : : : ; xm les coor-

données correspondantes. On note encore Y2;3 = �V1 � (V>2nf0g)�=T et Y2 = (V1 �V>2)==T . Le morphisme f2+ induit un isomorphisme de Y2;3nP(b1; : : : ; bm) sur Y2nf0g
où on a posé 0 = �2(0). Pour tout i 2 f1; : : : ;mg, on note yi l’élément de k[Y2] =k[!; x1; : : : ; xm]T défini par yi = !bixai . Enfin, on pose ci = mQj=1j 6=i bj , 1 � i � m.
P I.4.9. — Le morphisme f2+ est l’éclatement normalisé de Y2 par rapport à
l’idéal I engendré par les ycii , 1 � i � m.
Démonstration.

Si on note pour tout i 2 f1; : : : ;mg, Ui = �(x1; : : : ; xm) 2 V>2 j xi 6= 0	, alors les
cartes affines de Y2 sont les ouverts (V1 � Ui)==T . Pour tout i 2 f1; : : : ; ng, la k-algèbrek[V1 � Ui]T contient les éléments �xcjjxcii �a, 1 � j � m, comme ycjj = ycii �xcjjxcii �a pour
tout j 2 f1; : : : ;mg, l’idéal I �k[V1 � Ui]T est principal. D’après la proposition 7.14 du
chapitre II de [Ha1], si � : B`IY2 �! Y2 désigne l’éclatement de Y2 par rapport à I , il
existe un unique morphisme g : Y2;3 �! B`IY2 tel que � � g = f .
Le diagramme suivant est commutatif : fB`IY2~f2+�% ?yY2;3 g����! B`IY2f2+@& ?y�Y2 ;fB`IY2 �! B`IY2 étant la normalisation deB`IY2.
Le morphisme ~f2+ envoie le diviseur exceptionnel de f2+ sur le lieu exceptionnel de �.
Mais ce diviseur exceptionnel est l’espace projectif avec poids P(b1; : : : ; bm) qui a pour
groupe de Picard Z. Il n’existe alors pas de courbes contractées par ~f2+ et ~f2+ est un iso-
morphisme. tu
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Remarques I.4.10.

1) Il peut arriver que Y2;3 soit vraiment l’éclatement deY2 par rapport à I : en effet, suppo-
sons que dimV>2 = 2 et prenons a = 1, b1 = 1 et pour b2 un entier b strictement positif
quelconque.

On a : k[Y2] = k[y1; y2] où y1 = x1! et y2 = x2!b,k[V1 � U1]T = khy1; y2yb1 iet k[V1 � U2]T = khy1; y2; yb1y2 i :
Dans ce cas, le morphisme f2+ est l’éclatement de Y2 par rapport à l’idéal I = (yb1; y2).
2) Il peut arriver que l’éclaté B`IY2 de Y2 par rapport à I , ne soit pas normal : en effet,
supposons que dimV>2 = 2, a = �1, b1 = 2 et b2 = 3.
On a : k[Y2] = k[y1; y2] où y1 = x1!2 et y2 = x2!3,k[V1 � U1]T = khy1; y2y1 ; y22y31 i
et k[V1 � U2]T = khy1; y2; y21y2 ; y31y22 i :
On a I = (y31 ; y22) etB`IY2 = spec khy1; y2; y22y31 i [ spec khy1; y2; y31y22 i :
L’élément y2y1 de k[V1�U1]T n’est ni dans khy1; y2; y22y31 i, ni dans khy1; y2; y31y22 i et pourtanty2y1 est entier sur khy1; y2; y22y31 i car �y2y1 �3 = y2 � y22y31 .
Remarque I.4.11. — Fixons i et j tels que 2 � i � s�1 et 1 � j � ri .
Si on notecWij le produit fibré de ((W�ij nf0g)�W+ij )=T et (W�ij � (W+ij nf0g))=T au-
dessus de (W�ij �W+ij )==T , on a le diagramme suivant :
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cWij �i������! �(W�ij nf0g)�W+ij �=T pi������! (W�ij nf0g)=T�i+????y @& i ????ygi��W�ij � (W+ij nf0g)�=T gi+�����! (W�ij �W+ij )==Tpi+????y�W+ij nf0g�=T
où le morphisme pi� (resp. p+i ) est induit par la première projection (resp. la deuxième
projection).

D’après [Br-Pr], corollaire 2.1,�i+ ,�i� et i sont des éclatements (resp. des sections nulles
de pi+ , pi� et de 0), avec pour diviseur exceptionnel�W�ij nf0gT ���W+ij nf0gT �

. (On pourra

aussi consulter le théorème 1.9 dans [Tha].)

Nous allons maintenant décrire les applications birationnelles du diagramme :Yi�1;i f�1i+ �fi�K Yi;i+1@&fi� fi+.�Yi ; 2 � i � n�1;
comme des “flips”.

Pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g et tout j 2 f1; : : : ; rig, (f0g �W+ij ) [ (W�ij � f0g) est le
lieu des orbites non fermées dansW�ij �W+ij .
Pour tout x 2 Xij , on a le diagramme suivant :Tx(XTi )�((W�ij�W+ij )n(f0g�W+ij ))=T Tx(XTi )�((W�ij�W+ij )n(W+ij�f0g))=T@&gi� gi+.�Tx(XTi )� (W�ij �W+ij )==T
qui est l’interprétation des flips présentée par Miles Reid dans [Re], théorème 1.3.

Nous allons préciser ce résultat en déterminant tout d’abord le faisceau canonique des

quotients Yi�1;i pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g.
39



5. Faisceau canonique des quotients géométriques

a) Introduction.

On note
1X=Y le faisceau des différentielles relatives dumorphisme � : X ! Y entre les

deux variétésX et Y . Soit j : Xreg ,�! X l’inclusion dansX de l’ouvertXreg des points
réguliers deX ; on définit !Xreg comme le faisceau nV
1Xreg=k où n = dimX . Lorsque la
variétéX est normale, on pose !X = j�!Xreg ; c’est un faisceau réflexif (voir [Ha2]), de
rang un. D’après [loc. cit], il existe un diviseur de WeilKX surX tel queOX (KX) = !X .
Un telKX est appelé un diviseur canonique surX .
b) Cas où lemorphisme quotient est lisse.

Déterminons le faisceau canonique d’une variété Y , quotient géométrique d’une variété
lisse X par un groupe algébrique réductif G. Nous noterons � : X ! Y le morphisme

quotient et nous supposerons � lisse. Rappelons que si L est un fibré G-linéarisé surX ,
pour tout ouvertG-stable U deX , �(U;L) est unG-module. Pour tout ouvert V de l’es-

pace d’orbites Y = X=G, ��1(V ) est stable par G et on définit �G� L par �(V; �G� L) =�(��1(V );L)G.
T I.5.1. — Sous les hypothèses précédentes et si les groupes d’isotropies de X
dansG sont finis, on a un isomorphisme :!Y �= �G� �!X 
k dimGV G�
où G est l’algèbre de Lie deG.
Démonstration.

Puisque � est lisse, la suite :0 �! TX=Y �! TX �! ��TY �! 0 est exacte.

Alors on a
dimXV TX �= dimGV TX=Y 
OX dimYV ��TY . Par conséquent, ��!Y �= !X 
OXdimGV TX=Y . En appliquant �G� et en utilisant la formule de projection, on obtient :!Y �= �G� �!X 
OX dimGV TX=Y � :
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Puisque � est unmorphismeG-invariant, l’image deG dans�(X;TX) est contenue dans�(X;TX=Y ). On a donc un morphisme de faisceaux ' : G 
k OX �! TX=Y . LesOX -
modules TX=Y etG
kOX sont localement libres de rang dimG. Il suffit donc demontrer
que ' est surjectif. Le morphisme � étant lisse, toute fibre schématique F de � coïncide
avec sa fibre ensembliste. On a TX=Y �F = TF ([Ha1], II.8). Pour tout x 2 X tel queF = G�x, l’application linéaire T1�x : G ! TxF , où �x est le morphisme �x : G�!X ;g 7�! g �x
est surjective. La surjectivité de ' en résulte. tu
c) Faisceau canonique des quotients géométriques par T .
Nous allons maintenant déterminer le faisceau canonique d’une variété Y , quotient géo-
métrique d’une variété lisse X par l’action fidèle du tore T = k�. On suppose que les
groupes d’isotropies deX dans T sont finis. Notons � : X �! Y le morphisme quotient.

P I.5.2. — Pour tout x2X , le morphisme � est lisse en x si, et seulement si,Tx = f1g.
Démonstration.

D’après la proposition 0.1, on est ramené à étudier la lissité en tout point x deX , du mor-
phisme quotient T �Tx S �! S=Tx où S est une sous-variété affine deX contenant x et
stable par Tx.
La sous-variété S étant lisse, si Tx = f1g alors le morphisme � est lisse en x. Réciproque-
ment, si � est lisse en x, considérons le diagramme commutatif suivant :T � S �0�! Sq0??y ??yqT �Tx S ��! S=Tx :
Le groupe fini Tx agit librement sur T � S par t �(t0; s) = (t0t�1; t �s) pour tous t 2 Tx,t0 2 T et s 2 S. Le morphisme q0 est donc lisse. Puisque � est lisse en x, alors q aussi etTx = f1g. tu
Posons X0 = �x 2 X j Tx = f1g	. Soient (Dj)1�j�r les composantes irréductibles
de codimension 1 deXnX0. On pose Ej = �(Dj) pour tout j 2 f1; : : : ; rg. Comme les
fibres de � sont de dimension 1,Ej (1 � j � r) est un diviseur irréductible sur Y .
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NotonsHj , 1 � j � r, le sous-groupe de T qui fixe point par pointDj ; c’est un groupe
fini cyclique. Si j : Yreg ,�! Y désigne l’inclusion dans Y de l’ouvert Yreg des points
réguliers de Y , pour tout diviseurE et tout faisceau réflexifF sur Y , on poseF(E) = j��F�Yreg 
OYreg OYreg (E \ Yreg)� :
T I.5.3. — Avec les hypothèses et les notations précédentes, on a :!Y �= (�T� !X)(�E)
oùE est le diviseur

rPj=1(cardHj�1)Ej .
Démonstration.

Commençons par montrer le lemme suivant :

L I.5.4. — Soit G un groupe réductif agissant sur une variété normale X avec un

quotient géométrique (Y; �). On suppose que � a toutes ses fibres de même dimension.
SiF est un faisceauG-linéarisé réflexif surX alors �G� F est un faisceau réflexif sur Y .
Démonstration du lemme I.5.4.

Le faisceauF est sans torsion donc �G� F l’est aussi.
Par la proposition 1.6, (ii) de [Ha2], il suffit demontrer que pour tout ouvertU deY et toute
sous-variété ferméeZ deU de codimension supérieure ou égale à 2, le morphisme :�(U; �G� F) �! �(UnZ; �G� F) est bijectif:
On a�(U; �G� F) = �(��1(U);F)G ; � étant supposé équidimensionnel, ��1(Z) est une
sous-variété fermée de codimension supérieure ou égale à 2 de ��1(U). Comme F est

réflexif, l’homomorphisme �(��1(U);F) �! �(��1(U)n��1(Z);F) est bijectif. Des
égalités : ����1(U)np�1(Z);F)G = �(��1(UnZ);F)G = �(UnZ; �G� F)
résulte le lemme. tu
D’après le théorème I.5.1, les faisceaux !Y et �T� (!X) coïncident sur l’ouvert des points
lisses de �. La variété Y est normale ([Kr], 3.3 Satz 1). Alors d’après le lemme I.5.4, !Y =(�T� !X)(�E) où E est un diviseur dont le support est dans �(XnX0). Prenons E =
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rPj=1�jEj . On veut calculer les�j . Pour tout x 2 X , on noteU un ouvert deX de la formeT �Tx S.
L I.5.5. — On a �T� !U = qTx� !S où q : S ! S=Tx est le morphisme quotient.
Démonstration du lemme I.5.5.

On a le diagramme commutatif suivant :T � S �0�! Sq0??y ??yqT �Tx S ��! S=Tx :
Le groupe Tx agissant librement sur T � S, le morphisme q0 est lisse. On a !T�TxS =q0Tx� (!T�S) par le théorème I.5.1. Puis,�T� (!T�TxS) = �T� q0Tx� (!T�S) = (� � q0)T�Tx� (!T�S)
où le groupe T � Tx agit sur T � S par (t; t0) �(t00; s) = (tt00t�1; t0s) pour tous t 2 Y ,t0 2 Tx, t00 2 T et s 2 S.
Or � � q0 = q � �0 d’où(� � q0)T�Tx� (!T�S) = (q � �0)T�Tx� (!T�S)= qTx� �0T� (!T�S) :
Comme !T �= OT , qTx� �0T� (!T�S) �= qTx� !S .
Fin de la démonstration du théorème I.5.3.

Le lemme I.5.5 nous ramène au cas où U = S. La variété S étant lisse, on a un Tx-
morphisme étale' : S ! N oùN est l’espace tangent en x àS. Le groupe Tx est fini et le
morphisme S=Tx '=Tx�! N=Tx est étale. On a !S �= '�!N et !S=Tx �= ('=Tx)�(!N=Tx).
Pour tout x0 2 S, la longueur duOS;x0-module ('�!N )x0 est égale à celle du ON;'(x0)-
module !N;'(x0) (voir Bourbaki, alg. commutative, chap. 7, x 40, no 8, prop.20). Alors on
peut supposer que S = N .
Prenons x 2 Dj de sorte que Tx = Hj . LeHj-moduleN se décompose en la somme di-

recte du sous-espace des points fixesNHj et son unique supplémentaireHj-stable,NHj .
Soit p1, p2 et �p2 les projections :p1 : NHj �NHj �! NHj ;
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p2 : NHj �NHj �! NHj ;
et �p2 : NHj � (NHj=Hj) �! (NHj=Hj) :
On a !N=Hj = p�1!NHj 
O NHj �p�2!NHjHj
et qHj� !N = p�1!NHj 
 �qHj� p�2(!NHj )� :
Or dimNHj = 1 car TxDjTx(T�x) = NHj . Le faisceau !NHjHj est trivial. On n’a plus qu’à déter-

miner qHj� !NHj : on a k[NHj ] = k[u] oùHj agit sur u par multiplication par une racinehjème de l’unité où hj = cardHj .
Finalement, on a qHj� !NHj = �k[uhj ]uhj�1du��. Alors pour tout j 2 f1; : : : ; rg, on a�j = cardHj�1. tu
Remarque I.5.6. — Le résultat du théorème I.5.3 est un cas particulier des résultats de

[Kn1], [Kn2] et de [Br1].

6. Description des applications birationnelles Yi�1;i KYi;i+1
Nous allons maintenant donner une description plus précise des applications biration-

nelles du diagramme :Yi�1;i f�1i+ �fi�K Yi;i+1fi�@& .�fi+Yi ; 2 � i � n�1 :
Avant cela, donnons quelques notations et définitions.

SiX est une variété normale de dimension n, on notera Zn�1(X) le groupe des diviseurs
deWeil surX etDiv(X) le groupe des diviseurs de Cartier surX . UnQ-diviseur de Cartier
est un diviseur de Weil dont un multiple non nul est de Cartier.

SiD est un Q-diviseur de Cartier et r est un entier tel que rD 2 Div(X), alors on définit
le nombre d’intersection deD avec une courbe complèteC surX parD �C = 1r degeC ��(OX (rD) 
OX OC)
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où � : eC ! C est la normalisation deC .
On notera Z1(X) le groupe abélien libre engendré par les courbes surX irréductibles et

complètes.

On dira que deux courbes C1 et C2 sont numériquement équivalentes si C1 �D = C2 �D pour tout Q-diviseur D de Cartier. On écrira alors que C1 � C2. On note N1(X) le
quotient de Z1(X) par la relation d’équivalence numérique. Si X est complète, N1(X)
est libre de type fini (voir [Fu], ex. 19.14).

Soit f : X ! Y un morphisme propre. Si Z est une sous-variété de X , f(Z) est une
sous-variété fermée de Y et si dim f(Z) = dimZ , le corps des fonctions k(Z) est une
extension finie de k(f(Z)).
On pose alors :f�[Z] = � [k(Z) : k(f(Z))][f(Z))] si dim f(Z) = dimZ0 si dim f(Z) < dimZ .
La formule de projection : f�[C]�[D] = [C]�f�[D] pour tout [C] 2 Z1(X) et [D] 2 Div(Y )
(voir [Fu], prop. 2.3.6) permet de définir un homomorphisme de groupe f� : N1(X) !N1(Y ).
Enfin, une variété normale X sera dite Q-factorielle si tout Q-diviseur de Weil est un Q-
diviseur de Cartier.

D I.6.1. — Soit le diagramme suivantX� f�1+ �f�K X+f�@& .�f+X
oùX� etX+ sont deux variétés Q-factorielles, f� et f+ sont deux morphismes biration-
nels propres.

Le diagramme précédent est un flip si les conditions suivantes sont vérifiées :

a) Les morphismes birationnels f� et f+ sont des isomorphismes en codimension un.
b) Il existe deux courbes effectivesC� etC+ surX� etX+ telles quekerf�;� 
ZQ = Q �[C� ] et ker f+;� 
ZQ = Q �[C+ ] :
c) On a KX� �C� < 0 et KX+ �C+ > 0 où KX� (resp. KX+ est un diviseur cano-

nique pourX� (resp. pourX+).
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Si on remplace la condition c) par la condition : KX� � C� = KX+ � C+ = 0 alors le
diagramme précédent est un flop.

P I.6.2. — Chacune des variétés Yi�1;i (2 � i � n) estQ-factorielle.
Démonstration.

La proposition I.6.2 provient de la proposition I.3.2 et du lemme suivant :

L I.6.3. — Une variété normale n’ayant que des singularités quotients par des

groupes finis estQ-factorielle.
Démonstration du lemme I.6.3.

Il s’agit de montrer que si Y est la variété quotient par un groupe fini G d’une variétéX
affine et lisse, alors Y estQ-factorielle.
On note � : X ! Y le morphisme quotient. Soit E un diviseur irréductible sur Y . Le
morphisme � étant fini, il existe un diviseur irréductible D sur X tel que �(D) = E.
Considérons le faisceau inversibleL surX défini par :L = OX� Pg2G g�D�. La restriction
deL à chaque orbite deG dansX est triviale, donc d’après [KKV], proposition 4.2, il existe

un faisceau inversibleM sur Y tel que L = ��M . Soit h 2 k[Y ] (avec k[Y ] = k[X ]G)
tel que �(Y;M) = h k[Y ], on a pour tout ouvert U de X , �(U;L) = h k[U ]. Alors les
diviseurs

Pg2G g �D et (h) coïncident sur l’ouvert U . Donc la valuation vE(h) de h sur E
est strictement positive et elle est nulle sur tout diviseur sur Y différent de E. Si on poser = vE(h), on aM = OY (rE) et alors rE est un diviseur de Cartier. tu
Remarquons que d’après le paragraphe 3.2 de [KMN], pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g,ker fi�;� est égal au sous-groupeN1(Yi�1;i=Yi) deN1(Yi�1;i) des classes,modulo l’équi-
valence numérique, de courbes contractées par fi� .
Nous conservons les notations des paragraphes 3 et 4. On suppose la variétéX lisse. Pour

tout i 2 f2; : : : ; n�1g et tout j 2 f1; : : : ; rig, on pose f�ij (resp. f+ij ) la restriction de fi�
(resp. fi+ ) à la composante connexeE�ij deE�i (resp.E+ij deE+i ).
Pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g et tout j 2 f1; : : : ; rig, on pose :J�ij = �1 � k � i�1 j ak�ai est un poids de W�ij 	
et J +ij = �i+ 1 � k � n j ak�ai est un poids de W+ij 	 :
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Rappelons que si C est une courbe dans X , le nombre degC est défini par : degC =deg(OC(1)).
T I.6.4. — Pour tout i 2 f2; : : : ; n�1g, si les nombres : dimX � dimX�i etdimX � dimX+i sont supérieurs ou égaux à 2 alors le diagrammeYi�1;i f�1i+ �fi�K Yi;i+1fi�@& .�fi+Yi
est un flip ou un flop :

(i) Pour tout j 2 f1; : : : ; rig, il existe une courbe C�ij (resp. C+ij ) sur E�ij (resp.
sur E+ij ) telle que toutes les courbes contractées par f�ij (resp. f+ij ) sont numériquement
proportionnelles àC�ij (resp.C+ij ).

(ii) Pour tout j 2 f1; : : : ; rig, on a :C�ij �KYi�1;i = degC�ij� Xj2J+ij mj(aj�ai)� Xj2J�ij mj(ai�aj)�
et C+ij �KYi;i+1 = �degC+ijdegC�ij �(C�ij �KYi�1;i) :
Démonstration.

Soit 2 � i � n�1. Pour que la condition a) de la définition I.6.1 soit vérifiée, on doit avoircodimYi�1;i E�i � 2 et codimYi;i+1 E+i � 2. On a codimYi�1;i E�i = dimX � dimX�i
et codimYi;i+1 E+i = dimX � dimX+i .
Démontrons (i).

On fixe i et j tels que 2 � i � n�1 et 1 � j � ri.
D’après le théorème I.3.3, f�ij est une fibration sur Xij de fibre W�ij nf0gT . Posons P =W�ij nf0gT .

Il suffit de montrer que pour tous x et x0 dans un ouvert U deXij au-dessus duquel f�ij
est triviale, et pour toutes courbesC etC 0 dans P, les cycles x� C et x0 � C 0 sont numé-
riquement proportionnels.
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Comme PicP = Z,C et C 0 sont numériquement proportionnelles. On peut alors sup-
poser que C = C 0. Soit  une courbe irréductible de U qui joint x et x0. Alors x � C etx0�C sont algébriquement équivalentes (voir [Fu], chap. 19) dans �Pdonc dansU�P.
D’après [Fu], 19.1, les cycles x� C et x0 � C sont alors numériquement équivalents.
Démontrons (iii).

On fixe 2 � i � n�1 et 1 � j � ri.
Pour calculer C�ij �KYi�1;i , on utilise le modèle local énoncé dans le théorème I.4.1, pour
se ramener à déterminer C�ij �K� (W�ij nf0g)�W+ijT �. D’après (ii), on peut supposer que C�ij
est une courbe dans

W�ij nf0gT du type P(d1; d2).
D’après la proposition I.4.4,

(W�ij nf0g)�W+ijT est le quotient de l’espace total du fibréLk2J+ij mkOP(W�ij)(ai�ak) par le groupe Qk2J�ij �ai�ak .
Pour simplifier les notations, posons :W�ij =W�; W+ij =W+; F = Lk2J+ij mkOP(W�ij)(ai�ak); H = Yk2J�ij �ai�ak etC�ij = C :
On notera��1;��2; : : : ;��p (resp. �1; : : : ; �q) les poids du T -moduleW� (resp.W+)
etm1; : : : ;mp (resp.m01; : : : ;m0q) leurs multiplicités.
On suppose �i > 0 pour tout i 2 f1; : : : ; pg et �i > 0 pour tout i 2 f1; : : : ; qg. On a le
diagramme commutatif suivant :(W�nf0g)�W+ p���! F�@& ??y�HFH
où � est le morphisme quotient de (W�nf0g)�W+ par T ; p est le morphisme quotient
de (W�nf0g)�W+ par T , le toreT agissant cette fois sur (W�nf0g) avec les poids tous
égaux à -1 et �H est le morphisme quotient de F parH .
D’après le théorème I.5.3,!� (W�nf0g)�W+T � = �T� !((W�nf0g)�W+)(�E)
où E est un diviseur dont le support est dans l’image par � du complémentaire du lieu
lisse de �. On a : �T� !((W�nf0g)�W+) = �HH;��pT� !((W�nf0g)�W+)� :
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D’après la proposition I.5.2, le morphisme p est lisse ; alors, d’après le théorème I.5.1, on
a : pT� !((W�nf0g)�W+) = !F . Par la formule d’adjonction ([Ha1], II, prop. 8.20), on a :!F = OP(W�)(�m�)
 � qNi=1Om0iP(W�)(�i)�
oùm� = dimW�.
On aO FH (�E) = �HH;��OF (�D)� oùD est un diviseur dont le support est dans le com-

plémentaire du lieu lisse de �H .
Pour calculerC �K FH , on a besoin du lemme suivant :
L I.6.5. — Soit pH et �H les morphismes quotients :pH : P(W�) �! P(W�)=H et �H : F �! F=H :
Les applications p�H : Pic �P(W�)H �
ZQ �! PicP(W�)
ZQ et pHH;� : Pic(P(W�))
ZQ �! Pic �P(W�)H � 
Z Q (resp. ��H : Pic � FH �
ZQ �! Pic(F ) 
Z Q et �HH;� :Pic(F )
ZQ ! Pic � FH �
ZQ) sont réciproques.
Fin de la démonstration du théorème I.6.4.

En appliquant la formule de projection et le lemme I.6.5, on obtient :C �K FH = d1d2(P1k �KF � P1k �D):
Or PicF �= PicP(W�) donc P1k �D = m�Pi=1P1k �Di oùDi est le diviseur eDi �T W+ aveceDi = �v 2W� j vi = 0	. D’après le théorème I.5.3, on aP1k�Di = card(Hi)�1 où pour1 � i � m�,Hi est le sous-groupe deH fixant point par point le diviseurDi.
On a card(Hi) = �i pgcd (�1; : : : ; �i�1; �i+1; : : : ; �p, �1; : : : ; �q), 1 � i � p.
Par ([Do], prop. (1.3.1)), on peut supposer que pour tout i tel que 1 � i � p, pgcd(�1; : : : ; �i�1; �i+1; : : : ; �p, �1; : : : ; �q) = 1. On obtient enfin :1d1d2C �K FH = �m� + qXi=1m0i�i +m� � pXi=1mi�i= qXi=1m0i�i � pXi=1mi�i : �
Démonstration du lemme I.6.5.
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L’application p�H : Pic �P(W�)H �
ZQ �! PicP(W�)
ZQ estQ -linéaire. OrPic(P(W�)) =Pic �P(W�)H � = Z, donc l’application p�H est une homothétie de rapport �. À tout Q-
diviseur D de Cartier sur P(W�)H correspond un rationnel �D . On a p�H(�D) = ��D
mais par la formule de projection, pHH;� � p�H(�D) = �D d’où � = 1. Par conséquent,pHH;� � p�H = idQ et de même p�H � pHH;� = idQ.
On raisonne de même pour les applications �HH;� et ��H carPicF = Pic FH = Z.
Remarque I.6.6. — Les résultats du théorème I.6.4 précisent les résultats de Thaddeus

(voir [Tha], proposition 1.6).
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Chapitre IIQUOTIENTS PAR SL(2,k)
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1. Introduction et énoncé du théorème II.1.1

On considère une variété projective irréductible X sur laquelle agit le groupe G =SL(2; k) (le tout sur le corps k algébriquement clos de caractéristique zéro) et un fibré
en droites L ample et G-linéarisé sur X . La donnée de L permet de définir un quotient
catégoriqueY = Xss(L)==G (voir l’introduction) oùXss(L) est l’ouvert des points semi-
stables deX par rapport à L. Rappelons queXss(L) = �x 2 X=9� 2 �(X;Ln)G pour
un certain n > 0 ; �(x) 6= 0	.
L’objet de ce chapitre est de décrire le quotient Y .
Remarquons que si on remplaceLpar une puissance positiveLn deL, il n’y a pas demodi-
fication deXss(L). On supposera donc queL est très ample. Alors il existe une immersion
fermée' deX dans l’espace projectif P(V ) d’un k-espace vectoriel V de dimension finie,

telle que '�(OP(V )(1)) = L comme fibré en droites. On suposera queX n’est contenue

dans aucun sous-espace linéaire de P(V ).
D’après [MFK], proposition 1.7, on peut supposer qu’il existe une action linéaire de G
dans P(V ) et une G-linéarisation de OP(V )(1) telles que ' soit G-équivariante et la G-
linéarisation de L soit induite via ' de celle de OP(V )(1). Le groupe G étant réductif, leG-module V se décompose en somme de modules irréductibles. D’après [Sp], chapitre

3, chaque G-module irréductible est isomorphe, pour un certain entier n positif, au G-
module k[X;Y ]n des polynômes homogènes à deux variables de degré n.
On fait opérerG dans k[X;Y ]n par : �a bc d��X = dX � bY et �a bc d��Y = �cX + aY pour

tout
�a bc d� 2 G.

On peut donc écrire V = V m1n1 � � � � � V mdnd , où, pour tout i 2 f1; : : : ; dg, l’entier stricte-
ment positifmi désigne la multiplicité dans V de la représentation Vni .
Avant d’énoncer le théorème II.1.1 qui donne une description du quotient Y , nous allons
fixer plusieurs notations.
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On désigne parB, T etU les sous-groupes deG suivants :B = n� a b0 a�1� j a 2 k� et b 2 ko ;T = n� t 00 t�1� j t 2 k�o
et U = n�1 b0 1� j b 2 ko :
Remarquons que l’ensemble des poids de T dans Vni (1 � i � d) est f2j � ni j 0 � j �nig. On écrira P = (�as;�as�1; : : : ;�a1; a0; a1; : : : ; as) la suite ordonnée des poids
de T dans V , avec a0 = 0. Remarquons que 0 =2 P si tous les ni sont impairs et qu’on aas = nd.
Pour tout i 2 f1; : : : ; sg, notonsXTi l’ensemble des points fixes deT dansX de poids�ai
et posonsJi = �1 � j � d j nj+ai est pair etnj � ai	. AlorsXTi = X\P� Lj2JiDmjj �
où pour tout j 2 Ji,Dj désigne la droite dans Vnj engendrée parX (nj+ai)2 Y (nj�ai)2 .

D’après le paragraphe 3 du chapitre I, XTs est connexe. Pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, on
noteXTi = riSj=1Xij la décomposition en composantes connexes deXTi . PosonsW+s =(TxX)>0 pour x 2 XTs et pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g et tout j 2 f1; : : : ; rig,W�ij =(TxX)<0 etW+ij = (TxX)>0 avec x 2 Xij (pour les notations (TxX)<0 et (TxX)>0, on
pourra consulter le paragraphe 2 du chapitre 0 ).

Remarquons que les poids de T dans W�ij sont parmi les entiers strictement négatifsai�ai+1; : : : ; ai�as et ceux deW+ij sont parmi les entiers strictement positifsai�ai�1; : : : ; ai�a1; ai+a0; ai + a1; : : : ; ai + as. Pour tout x 2 X , on note ~x = dPi=1 ~xi la décomposition d’un
représentant ~x de x dans V = dLi=1 V mini , et pour tout poids a de T dans V , on note ~x(a) la
composante de poids a dans la décomposition dans V de ~x en vecteurs propres de T .
T II.1.1. — Le quotient Y est l’extrémité d’un diagramme :Y0;1 Y1;2 � � �Yi�1;i Yi;i+1 � � �Ys�1;sf. &f1� f1+. fi�& .fi+ &fs�Y Y1 Yi Ys
et on a :
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i) Ys = XTs .
ii) SiX est lisse, le morphisme fs� est une fibration localement triviale pour la to-

pologie de Zariski de fibre l’espace projectif avec poids
eW+s nf0gT , oùfW+s est la partie stric-

tement positive de l’espace tangent en un point deXTs de l’hypersurface dansX définie

par fx 2 X j ~x(2�as)d = 0g.
De plus, pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, les morphismes fi� et fi+ sont birationnels et il
existe une sous-variété fermée E�i de Yi�1;i (resp. E+i de Yi;i+1) vérifiant fi�(E�i ) =fi�(E+i ) = XTi et telles que la restriction de fi� à Yi�1;inE�i (resp. de fi+ à Yi;i+1nE+i )
est un isomorphisme de Yi�1;inE�i (resp. Yi;i+1nE+i ) sur YinXTi .
Si E+i = riSj=1E+ij et E�i = riSj=1E�ij sont les décompositions en composantes connexes
de E+i et E�i , pour tout j 2 f1; : : : ; rig, les restrictions de fi+ et fi� à E+ij et E�ij sont
des fibrations localement triviales pour la topologie de Zariski surXij et de fibres respec-
tivement les espaces projectifs avec poids

W�ij nf0gT et
eW+ij nf0gT , oùfW+ij est la partie stricte-

ment positive de l’espace tangent en un point deXij de l’hypersurface dansX définie parfx 2 X j 9j 2 Ji; ~x(2�ai)j = 0g.
(iii) SiX est lisse, pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, les diagrammesYi�1;i f�1i+ �fi�K Yi;i+1fi�@& .�fi+Yi

sont des flips.

(iv) Les fibres au-dessus deXs(L)=G du morphisme f sont isomorphes à la droite
projective P1k.
Remarque II.1.2. — Dans le théorème II.1.1, nous précisons dans le cas particulier oùG = SL(2; k) des résultats de I. Dolgachev et Y. Hu (voir [Do-Hu] théorème 4.2.4) et de
M. Thaddeus (voir [Tha] théorème 3.3).

Remarque II.1.3. — La démonstration du théorème II.1.1 étant fastidieuse, le lecteur

pourra consulter les exemples (voir x 3).
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2. Démonstration du théorème II.1.1

Pour démontrer le théorème II.1.1, nous allons construire le diagramme II.1.1, puis nous

décrirons un modèle local, qui avec les résultats du chapitre I, permet de montrer les as-

sertion (i), (ii) et (iii).

On conserve les notations du paragraphe 1.

a) Construction du diagramme II.1.1.

Considérons la variété produitX�P1k sur laquelleG agit diagonalement. Cette variété est
munie des fibrés G-linéarisés amples O(p; q) = p�1Lp 
 p�2(OP1k(q)) où p et q sont des
entiers strictement positifs, et où p1 (resp. p2) est la projection deX � P1k surX (resp. surP1k).
Nous allons décrire, pour tous p > 0 et q > 0, les ouverts des points semi-stables et stables(X � P1k)ss(O(p; q)) et (X � P1k)s(O(p; q)) deX � P1k par rapport àO(p; q). CommeG=B ' P1k, on a les isomorphismesG-équivariants suivants :(X � P1k)ss(O(p; q)) ' G�B (Xss(p; q))
et (X � P1k)s(O(p; q)) ' G�B (Xs(p; q)) ;
où Xss(p; q) = nx 2 X j (x; [1 : 0]) 2 (X � P1k)ss(O(p; q))o
et Xs(p; q) = nx 2 X j (x; [1 : 0]) 2 (X � P1k)s(O(p; q))o :
La proposition suivante décrit les ouvertsXss(p; q) etXs(p; q) deX pour tous p > 0 etq > 0.
Rappelons que pour tout x 2 X , on note ~x = dPi=1 ~xi la décomposition d’un représentant~x de x dans V = dLi=1V mini , où, pour tout i, Vni = k[X;Y ]ni . Tout élément f de Vni ,(1 � i � d), s’écrit sous la forme f = Y � Qu2U(u �X)�u . L’entier positif � sera appelé la
multiplicité de la racine infinie Y de f et sera noté multY=0 f et l’entier positif �u (u 2 U)
sera appelé la multiplicité de la racine finie u�X de f et sera notémultX=0 u�f .
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P II.2.1. — Pour tous entiers strictement positifs p et q, un élément x deX est dans Xss(p; q) (resp. Xs(p; q)) si, et seulement si, pour au moins un indicei 2 f1; : : : ; dg, la multiplicité de toutes les racines finies de ~xi est inférieure ou égale
(resp. strictement inférieure) à 12�ni + qp� et pour au moins un indice j 2 f1; : : : ; dg, la
multiplicité de la racine infinie de ~xj est inférieure ou égale (resp. strictement inférieure) à12�nj � qp�.
Démonstration.

On fixe p > 0 et q > 0. Décrivons tout d’abordXss(p; q) :
On a ��P(V ); p�1(OP(V )(p)) 
 p�2(OP1k(q)� = SpV � 
 SqC 2� : Donc d’après [MFK],
proposition 2.2, x 2 Xss(p; q) si, et seulement si, 0 =2 G�(~xp 
 eq1) où e1 est l’élément(1; 0) de k2. D’après le critère de Hilbert-Mumford (voir [MFK], proposition 2.3), pour toutx 2 X , 0 2 G�(~xp 
 eq1) si, et seulement si, il existe un sous-groupe à un paramètre non
trivial � deG tel que limt!0�(t)�(~xp 
 eq1) = 0.
On a alors :

L II.2.2. — SoientW un G-module (G = SL(2; k)) et ! un point quelconque deW . Alors il existe un sous-groupe à un paramètre � de G tel que limt!0�(t) �! = 0 si, et
seulement si, il existe u 2 B tel que limt!1 �0(t)�u�! = 0 ou limt!0�0(t)�! = 0, où �0 est le
sous-groupe à un paramètre de T défini par �0 : k�! Tt 7! �t 00 t�1�.
Démonstration du lemme II.2.2.

Soit � un sous-groupe à un paramètre non trivial deG. Considérons le sous-groupeB(�)
deG définit par :B(�) = �g 2 G j limt!0�(t)g��1(t) existe	. D’après [MFK], proposition
2.6, B(�) est un sous-groupe parabolique propre deG. Comme G = SL(2; k), B(�) est
en fait un sous-groupe de Borel deG. Il existe donc un toremaximal T 0 deG contenu dansB(�) \ B. Par ailleurs, on a Im(�) � B(�) comme tore maximal. Les tores T 0 et Im(�)
sont conjugués dans B(�), il existe donc g 2 B(�) tel que g�1�g soit un sous-groupe à
un paramètre de T 0. On pose �0 = g�1�g.
Soit ! 2 W . On a �0(t)�! = g�1�(t)g�(t)�1�(t). Mais g 2 B(�) donc limt!0�(t)g��1(t)
existe, notons la g0, on a alors �0(t)�! �!t!0 g�1g0 limt!0 �(t)�!. Comme �0 est conjugué dansU à �0 ou à ��10 , on obtient alors le lemme II.2.2. tu

57



Fin de la démonstration de la proposition II.2.1.

Il s’agit maintenant d’expliciter le critère du lemme II.2.2. On peut supposer quemi = 1
pour tout i 2 f1; : : : ; dg. Montrons que limt!0�0(t) �~xp 
 eq1 = 0 si, et seulement si, pour
tout i 2 f1; : : : ; dg, multY=0 ~xi > 12�ni � qp�. Si pour tout i 2 f1; : : : ; dg, on écrit ~xi =niPk=1�i;kXkY ni�k , pour tout t 2 k�, on a�0(t) � ~xi = t2multY=0 ~xi�ni niXk=1�i;kt2(ni�multY=0 ~xi�k)XkY ni�k :
Comme ni �multY=0 ~xi = maxf1 � k � ni j �i;k 6= 0g, on a ni �multY=0 ~xi � k � 0 et il
existe k 2 f1; : : : ; nig tel que ni �multY=0 ~xi � k = 0.
Puisque Sp� dLi=1 Vni� ' L(r1;:::;rd)dPi=1 ri=p dNi=1SriVni ;
on a limt!0�0(t)~xp 
 eq1 = 0 si, et seulement si, dPi=1 ri(2multY=0 ~xi � ni) + q > 0 pour tous
les d-uplets (r1; : : : ; rd) tels que dPi=1 ri = p, c’est-à-dire si, et seulement si, p(2multY=0 ~xi �ni) + q > 0 pour tout i 2 f1; : : : ; dg.
Onmontre demême qu’il existeu 2 U tel que limt!1�0(t)(u�~x)p
 eq1 = 0 si, et seulement
si, il existe u 2 U tel quemultX=0 u�~xi > 12 (ni + qp ) pour tout i 2 f1; : : : ; dg.
D’après [MFK], proposition 2.2, on a x =2 Xs(p; q) si, et seulement si, il existe un sous-
groupe à un paramètre � deG tel que limt!0�(t)�~xp
eq1 soit finie. D’après la démonstration
du lemme II.2.2, cette condition est équivalente à la finitude de limt!0�0(t)(~xp 
 eq1) ou à
l’existence d’un élément u deU tel que limt!1 �0(t)(u�~x)p 
 eq1 soit finie. Le raisonnement
précédent permet alors d’obtenir la description deXs(p; q). tu
Remarque II.2.3. — La proposition II.1.1 permet de retrouver (voir [MFK], proposition

4.1) la description deXss(L) etXs(L) :x est un élément de Xss(L) (resp. de Xs(L)) si, et seulement si, il existe un indice i 2f1; : : : ; dg tel que toutes les racines de ~xi sont de multiplicité inférieure ou égale (resp.
strictement inférieure) à ni2 .

58



De la proposition II.2.1 résulte directement la proposition suivante :

P II.2.4. — Pour tous entiers strictement positifs p et q, on a :
(i) Xss(p; q) (resp.Xs(p; q)) est non vide si, et seulement si, qp � as (resp. qp <as).
(ii) Les ouverts Xss(p; q) et Xs(p; q) de X ne dépendent que de qp et on a :Xss(p; q) = Xs(p; q) si, et seulement si, qp n’appartient pas à P+, où P+ est la suite(a1; : : : ; as) des poids strictement positifs de T dans V .

On écrira pour tous p > 0 et q > 0,Xss(p; q) = Xss� qp� etXs(p; q) = Xs� qp�.
On poseXssi = Xss(ai), 1 � i � s, etXsi = Xs(ai), 1 � i � s�1.
Soit i tel que 2 � i � s. D’après la proposition II.2.1, pour tout qp 2]ai�1; ai[, on aXss� qp� = Xss�ai�1+ai2 �

. On pose Xssi�1;i = Xss�ai�1+ai2 �
et si i 6= s, Xssi;i+1 =Xss�ai+ai+12 �

.

Dans le théorème II.2.5 ci-dessous, on construit le diagramme II.1.1 et on montre l’asser-

tion (iv) du théorème II.1.1.

T II.2.5.

(i) Pour tout i 2 f1; : : : ; sg, il existe un quotient catégorique (Yi; �i) deXssi parB et pour tout i 2 f1; : : : ; sg, le couple (�i�Xsi ); �i�Xsi � est un quotient géométrique.
Pour tout i 2 f1; : : : ; sg, il existe un quotient géométrique (Yi�1;i; �i�) deXssi�1;i parB.

(ii) Pour tout i 2 f1; : : : ; sg,Xsi � Xssi�1;i � Xssi et pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g,Xsi � Xssi;i+1 � Xssi .
De plus, il existe des morphismes uniques fi� (1 � i � s) et fi+ (1 � i � s�1) faisant
commuter les diagrammes :Xssi�1;i ,�! Xssi  �- Xssi;i+1�i�?y ?y�i ?y�i+Yi�1;i fi��! Yi fi+ � Yi;i+1
Les morphismes fi� et fi+ sont birationnels pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g.

(iii) Il existe un morphisme f : Y0;1 ! Y dont les fibres au-dessus deXs(L)=G
sont isomorphes à P1k.
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Démonstration.

(i) D’après [MFK], théorème 1.10, pour tout i 2 f1; : : : ; sg, il existe un quotient catégo-
rique (Yi; pi) de (X � P1k)ss(ai) parG.
Si on note �i : Xssi ! Yi (1 � i � s), la restriction de pi à l’ouvert B-stable Xssi deX , le morphisme �i estB-invariant et affine. D’autre part, pour tout ouvertU de Yi, on a�(U; Yi) �= ��p�1i (U);O(X�P1k)ss(ai)�G. Or (X � P1k)ss(ai) �= G�B Xssi , donc�(p�1i (U);O(X�P1k)ss(ai))G = �(��1i (U);OXssi )B
et (Yi; �i) est un quotient catégorique deXssi parB, pour tout i 2 f1; : : : ; sg.
Notons e1 l’élément (1; 0) de k2. D’après [loc. cit.], pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, le couple�pi((X�P1k)s(ai)); pi�(X�P1k)s(ai)� est unquotient géométrique.Doncpour toutx2Xsi ,p�1i �pi((x; [e1])) = G�(x; [e1]). Or, pour toutx 2 Xsi , on aB�(x; [e1]) = Xsi \G�(x; [e1]),
d’où ��1i (�i(x)) = B �x. Donc, pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, (�i(Xsi ); �i�Xsi ) est un
quotient géométrique.

D’après [loc. cit.], pour tout i 2 f1; : : : ; sg, il existe un quotient (Yi�1;i; pi�) de (X �P1k)ss�ai�1+ai2 �
par G. Ce quotient est géométrique, en effet, d’après la proposition 1.4,

(ii) , on a (X � P1k)ss�ai�1+ai2 � = (X � P1k)s�ai�1+ai2 �
. Si on note �i� : Xssi�1;i !Yi�1;i (2 � i � s) la restriction de pi àXssi�1;i, un raisonnement analogue au précédent

permet de montrer que pour tout i 2 f1; : : : ; sg, le couple (Yi�1;i; �i�) est un quotient
géométrique deXssi�1;i parB.
(ii) Les inclusions Xsi � Xssi�1;i � Xssi , 1�i�s, et Xsi � Xssi;i+1 � Xssi , 1�i�s�1,
résultent directement de la proposition II.1.1. Alors l’assertion (ii) se démontre de lamême

façon que les assertions (ii) et (iii) du théorème I.3.1.

(iii) PosonsXss(L) = Xss etXs(L) = Xs.
Par la proposition II.1.1 et la remarque II.1.3, on a Xss0;1 � Xss. Alors il existe un mor-
phisme G �B Xss0;1 �! Xss qui est G-équivariant et qui est la composée de l’injectionG �B Xss0;1 ,�! G �B Xss suivie de l’application G�B Xss �!Xss(g; x) 7�! g �x . Le morphismeG�B Xss0;1 �! Y obtenu par composition deG�B Xss0;1 �! Xss suivi dumorphisme
quotient � : Xss ! Y , est constant sur les orbites deG. Donc, d’après [MFK], chapitre 0,
remarque 6, il existe un unique morphisme f : Y0;1 �! Y .
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On a le diagramme commutatif suivant :Xss0;1 f 0�! Xss�1�??y ??y�Y0;1 f�! Y
où lemorphisme f 0 : Xss0;1 ! Xss est la restriction àXss0;1 dumorphismeG�BXss0;1 �!Xss. Alors comme Xs � Xss0;1, pour tout x 2 Xs, on a f�1(�(x)) = �1�(G �x) =G�x=B. Or G�x=B = GxnG=B. D’où G�x=B ' P1k=Gx. Comme x 2 Xs, Gx est un
groupe fini. Alors on a P1k=Gx ' P1k car P1k=Gx est une courbe projective rationnelle lisse.
Remarque II.2.6. — Le quotient (X � P1k)ss(O(p; q))==G pour tous p > 0 et q > 0,
est égal à Proj� Ln�0�(X � P1k; On(p; q))G�. On a X � P1k ' G �B X et l’espace

total du fibré en droitesOP1k(q) estG �B k où B opère dans k via le caractère ��q avec�q : �t 00 t�1� �! tq . Alors on a l’isomorphisme :Proj� Ln�0�(X � P1k;On(p; q))G� ' Proj� Ln�0�(X;Lnp 
O(n�q))B�
oùO(�q) est le fibré en droites trivial surX , le groupeB opérant dans chaque fibre via le

caractère��q .
On a alors pour tout i 2 f1; : : : ; sg,Yi = Proj� Ln�0�(X;Ln 
O(n�i))B�

(resp. Yi�1;i = Proj� Ln�0�(X;L2n 
O(n�i� ))B�) ;
où �i (resp.�i� ) est le caractère�t 00 t�1 � �! tai (resp.�t 00 t�1� �! t(ai�1+ai)).
P II.2.7. — SiX est lisse, chacune des variétés Yi�1;i (1 � i � s) n’a que des
singularités quotients par des groupes finis cycliques.

Démonstration.

On fixe i tel que 1 � i � s.
Pour tout x 2 Xssi�1;i, l’orbiteG�(x; [e1]) ([e1] = [1 : 0]) est fermée dans (X � P1k)ss(ai)
et G(x;[e1]) est fini. Soit U un ouvert affine B-stable dans Xssi�1;i contenant x. D’après le
théorème des slices (voir [Lu], théorème III.1), il existe une sous-variété S de G �B U
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localement fermée, affine, lisse (carX l’est), contenant (x; [e1]) et stable par G(x;[e1]) et
un morphisme étale : S=G(x;[e1]) �! (G�B U)=G :
Or (G �B U)=G = U=B et G(x;[e1]) = Bx. On a Bx \ U = f1g et donc Bx ,�! T
par l’homomorphisme de groupe surjectif : B �! T�a b0 a�1� 7�! �a 00 a�1� . Alors Bx est un sous-
groupe fini de k�, il est donc cyclique.
b) Modèle local.

Le théorème II.2.8 ci-dessous décrit un modèle local des morphismes fi� : Yi�1;i ! Yi
(1 � i � s) et fi+ : Yi;i+1 �! Yi (1 � i � s�1).
T II.2.8. — Pour tout i 2 f1; : : : ; sg, il existe un ouvert affineVi deYi contenantXTi et une sous-variété ferméeZi deX contenue dansXssi , affine et stable par T tels queVi soit isomorphe au quotient catégoriqueZi==T = spec k[Zi]T .
Si on pose pour tout i 2 f1; : : : ; sg,Zi�1;i = Xssi�1;i \ Zi et pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g,Zi;i+1 = Xssi;i+1 \ Zi, il existe des quotients géométriquesZi�1;i=T etZi;i+1=T tels quef�1i� (Vi) et f�1i+ (Vi) soient respectivement isomorphes àZi�1;i=T etZi;i+1=T .
Remarque II.2.9. — Dans la démonstration du théorème II.2.8 ci-dessous, on décrit ex-

plicitement la sous-variétéZi deX .
Démonstration.

Démontrons tout d’abord le lemme suivant :

L II.2.10. — Pour tout i 2 f1; : : : ; sg, il existe un ouvertUi deX contenu dansXssi
ayant les propriétés suivantes : Ui est affine, �i-saturé et contientXTi .
Démonstration du lemme II.2.10.

Fixons i tel que 1 � i � s.
D’après la remarque II.2.6, on a Yi = Proj� Ln�0�(X;Ln 
 O(n�i))B�, et pour toutn � 0, �(P(V );OP(V )(n) 
 O(n�i))B est égal au sous-espace (SnV �)(B)nai � SnV �
formé des vecteurs propres deB de poids nai.
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Rappelons que si on pose Ji = f1 � i � d j nj + ai est pair et nj � aig, alorsXTi = X \ P� Lj2JiDmjj �
où pour tout j 2 Ji, Dj est la droite dans Vnj engendrée

parX nj+ai2 Y nj�ai2 .

Nous allons déterminer pour tout j 2 Ji, un élémentFij de (S2V �nj )(B)2ai de telle sorte queFij soit non nul enX nj+ai2 Y nj�ai2 . Alors, si on pose Fi = Pj2Ji Fij (pour tout j 2 Ji, la
composante Fij apparaîtmj-fois), l’ouvert deX défini par Ui = �x 2 X j Fi(~x) 6= 0	
répondra aux exigences du lemme II.2.10.

On fixe j 2 Ji.
Notons (Zk)0�k�nj la base duale de la base (XkY nj�k)0�k�nj de Vnj . Tout vecteur
propre de T de poids 2ai dans S2V �nj s’écrit nj+ai2Pk=ai �kZkZnj+ai�k . Déterminons les co-
efficients �k , ai � k � nj+ai2 , de sorte que

nj+ai2Pk=ai �kZkZnj+ai�k soit invariant par U .
Cela revient à dire que X� nj+ai2Pk=ai �kZkZnj+ai�k� = 0 où X = �0 10 0� est un générateur
de l’algèbre de Lie deU .
Rappelons queX opère par dérivations dansS2V �nj . On aX (Znj ) = 0 etX (Zk) = (nj�k)Zk+1 pour tout k 2 f0; : : : ; nj�1g.
Si nj 6= ai, on a :X nj+ai2Xk=ai �kZkZnj+ai�k! = nj+ai2Xk=ai �k(nj � k)Zk+1Znj+ai�k+ nj+ai2Xk=ai �k(k�ai)ZkZnj+ai�k+1 :
D’où X nj+ai2Xk=ai �kZkZnj+ai�k!= �nj�ai2 +1��nj+ai2 �1 + (nj�ai)�nj+ai2 !Znj+ai2 Znj+ai2 +1+ nj+ai2 �2Xk=ai �(nj � k)�k + (k + 1�ai)�k+1�Zk+1Znj+ai�k :
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Sinj 6= ai, on trouve alors�nj+ai2 = C nj�ai2nj�ai�1(�1)nj�ai2 �ai et�ai+k = (�1)kCknj�ai�ai
pour tout k 2 �0; : : : ; nj+ai2 �1	.
Alors, on pose :Fij = Z2ai si nj = ai
etFij = nj�ai2 �1Xk=0 �(�1)kCknj�aiZai+kZnj�k�+ (�1)nj�ai2 C nj�ai2nj�ai�1Z2nj+ai2 si nj 6= ai :
On a Fij�X nj+ai2 Y nj�ai2 � 6= 0 car le coefficient deZ2nj+ai2 dans l’expression de Fij est
non nul. tu
Le théorème II.2.8 va résulter du lemme II.2.10 et du lemme II.2.11 suivant. On note Y
l’élément de Lie (G) défini par : Y = �0 01 0�. On fait opérer Lie(G) dans chaque S2V �nj par
dérivations.

L II.2.11. — Si on poseZi = �x 2 Ui j (Y�Fi)(~x) = 0	 (1 � i � s) ;Zi�1;i = Zi \Xssi�1;i (1 � i � s)
et Zi;i+1 = Zi \Xssi;i+1 (1 � i � s�1) ;
alors il existe un isomorphismeB-équivariant deUi (resp. deUi\Xssi�1;i et deUi\Xssi;i+1)
surU � Zi (resp. surU � Zi�1;i et surU � Zi;i+1).
Démonstration du lemme II.2.11.

Soit 1 � i � s.
Posons H = � 1 00 �1� et pour tout x 2 Ui, notons ux l’élément de U défini par ux =� 1 (Y�Fi)(~x)(H�Fi)(~x)0 1 �

. Pour tout x 2 X , on a (Y �Fi)(ux �~x) = u�1x �(Y �Fi)(~x). Alors comme
pour tout élémentu deU de la forme �1 b0 1� , on a u�Y = b�H+Y�u, on obtient les égalités :(Y�Fi)(ux �~x) = � (Y�Fi)(~x)(H�Fi)(~x) (H�Fi)(~x) + (Y�Fi)(~x) = 0 :
Donc pour tout x 2 Ui, on a ux �x 2 Zi et pour tout x 2 Zi et u 2 U , on a u(u�x) = u�1.
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Alors on peut définir le morphisme ' suivant :' : Ui �!U � Zix 7�! (u�1x ; ux � x) .
Si  est le morphisme défini par  : U � Zi �!Ui(u; x) 7�! u � x, alors les morphismes ' et  sontB-équivariants et réciproques l’un de l’autre.
En restreignant ' à Ui \ Xssi�1;i (resp. Ui \ Xssi;i+1) on obtient un isomorphisme B-
équivariant de Ui \Xssi�1;i surU � Zi�1;i (resp. deUi \Xssi;i+1 surU � Zi;i+1). tu
Fin de la démonstration du théorème II.2.8.

Pour tout i 2 f1; : : : ; sg, posons Vi = �i(Ui).
D’après le lemme II.2.11, Ui ' U �Zi. CommeB = U �T , on aU �Zi ' B�T Zi, doncVi est isomorphe au quotientZi==T .
Rappelons que d’après le théorème II.2.5, pour tout i 2 f1; : : : ; sg, on a le diagramme
commutatif suivant : Xssi�1;i ,�! Xssi�i�??y ??y�iYi�1;i fi��! Yi :
Alors f�1i� (Vi) = �i��Ui \Xssi�1;i� et d’après le lemme II.2.11, on a f�1i� (Vi) ' Zi�1;i=T .tu
Remarque II.2.12. — Nous allons donner l’expression deY�Fi (1 � i � s), elle nous sera
utile pour terminer la démonstration du théorème II.1.1.

On a Y�Zk = k �Zk�1 si 1 � k � nj etY�Z0 = 0. Alors pour tout j 2 Ji, on obtient :Y�Fij = Y�Z2ai = 2aiZai�1Zai , si nj = ai
etY�Fij =Zai�1Znj+nj�ai2 �1Xk=0 �(�1)k+1Ck+1nj�ai(ai+k+1)+(�1)kCknj�ai(nj�k)�Zai+kZnj�k�1+ (�1)nj�ai2 (n21 + 2nj�a2i )nj�ai C nj�ai2 �1nj�ai Znj+ai2 �1Znj+ai2 ; si nj 6= ai :
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c) Fin de la démonstration du théorème II.1.1.

Avant de démontrer les assertions (i), (ii) et (iii) du théorème II.1.1, nous allons introduire

quelques notations.

Si on désigne par �0 le sous-groupe à un paramètre de T défini par :�0 : k�! Tt 7! � t 00 t�1�, rappelons qu’on note pour tout i 2 f1; : : : ; sg, X+(�0; XTi ) etX�(�0; XTi ) les sous-variétés localement fermées de X , stables par T , définies parX+(�0XTi ) = �x 2 X j limt!0�0(t)�x 2 XTi 	 etX�(�0; XTi ) = �x 2 X j limt!1�0(t)�x 2XTi 	. Rappelons que pour tout poids a deT dansV et tout x 2 X , on note ~x(a) la compo-
sante de poids a d’un représentant ~x de x dans V dans la décomposition en sous-espaces

propres de V pour T .
Démonstration de l’assertion (i) du théorème II.1.1.

Il s’agit de décrire le quotient Ys = Xsss ==B. D’après la proposition II.1.1, on a Xsss =�x 2 X j multY=0 ~xd = 0	. D’oùXsss = �x 2 X j x(�as)d 6= 0	 = X+(�0; XTs ). Donc
on a aussi Xsss = �x 2 X j Fs(~x) 6= 0	 = Us (voir lemme II.2.2). D’après le lemme
II.2.11, on a Us ' U � Zs avec Zs = �x 2 X j Fs(~x) 6= 0 et (Y �Fs)(~x) = 0	,
c’est-à-direZs = �x 2 X j ~x(�as)d 6= 0 et ~x(2�as)d = 0	.
On a Ys ' Zs==T et Zs est l’ouvert de �x 2 X ; ~x(2�as)d = 0	 des points semi-stables
pour T par rapport au poids�as (voir le paragraphe 1 du chapitre I).
Alors d’après l’assertion (i) du théorème I.3.3, on aZs==T ' XTs . tu
Dorénavant, on supposera la variétéX lisse.

Démonstration de l’assertion (ii) du théorème II.1.1.

Décrivons tout d’abord le morphisme fs� : Ys�1;s ! Ys.
On a Ys�1;s = Xsss�1;s=B et d’après la proposition II.2.1,Xsss�1;s = 8<:x 2 X j multY=0 ~xd = 0 et 8<:8u 2 B; multX=0 u�~xd � nd�1

ou il existe
un indice i 2 f1; : : : ; d�1g tel que ~xi 6= 09=; :

On aXsss�1;s = X+(�0; XTs )nXTs :
D’après le lemme II.2.11, Us \ Xsss�1;s ' U � Zs�1;s avec Zs�1;s = Xsss�1;s \ Zs. MaisUs = Xsss , d’oùXsss�1;s ' U � Zs�1;s. Donc Ys�1;s ' Zs�1;s=T .
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On aZs�1;s = (x 2 X j ~x(�as)d 6= 0; ~x(2�as)d = 0 et il existe un a 2 P
avec a > �as et ~x(a) 6= 0) :

DoncZs�1;s est l’ouvert dans �x 2 X j ~x(2�as)d = 0	 des points semi-stables pour T par
rapport au poids�(as�1 + as).
D’après la 1ère partie de l’assertion (ii) du théorème I.3.3, le morphisme fs� : Ys�1;s �!Ys est une fibration de fibre eW+s nf0gT oùfW+s est la partie strictement positive de l’espace

tangent en un point deXTs à �x 2 X j ~x(2�as)d = 0	.
Pour terminer la démonstration de (ii), on a besoin du lemme II.2.13 ci-dessous.

Rappelons que pour tout i, on a les diagrammes commutatifs suivants (voir théorème
II.1.5, (ii) ) : Xssi�1;i ,�! Xssi  �- Xssi;i+1�i�??y ??y�i ??y�i+Yi�1;i fi��! Yi fi+ � Yi;i+1
L II.2.13.

(i) Si on pose pour tout i 2 f1; : : : ; sg, E�i = �i�(Xssi�1;inXsi ) et pour touti 2 f1; : : : ; s�1g, E+i = �i+(Xssi;i+1nXsi ) alors la restriction de fi� à Yi�1;inE�i (resp.

de fi+ à Yi;i+1nE+i ) est un isomorphisme de Yi�1;inE�i (resp. Yi;i+1nE+i ) sur YinXTi où
l’on a identifiéXTi à �i(U �XTi ).

(ii) On a :Xssi�1;inXsi = X+(�0; XTi )nXTi (1 � i � s)
et Xssi;i+1nXsi ' U � �X�(�0; XTi )nXTi � (1 � i � s�1) :
Démonstration du lemme II.2.13.

(i) Fixons i tel que 1 � i � s.
On a Yi�1;inE�i = �i� (Xsi ). D’après le théorème II.1.5, (ii), la restriction de fi� à�i�(Xsi ) est un isomorphisme de �i� (Xsi ) sur �i(Xsi ). Il résulte de la proposition II.2.1
que �i(Xsi ) = Yin�i(U �XTi ).

(i) Décrivons tout d’abordXssi�1;inXsi pour 1 � i � s.
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On continue à noter pour tout i 2 f1; : : : ; sg,Ji = �1 � j � d j nj+ai est pair et nj �ai	. Pour tout réel�, [�] désignera sa partie entière.
D’après la proposition II.2.1, x 2 Xssi�1nXsi si, et seulement si, les conditions suivantes
sont vérifiées :

– il existe j et j0 dans Ji tels que pour tout u 2 B,multX=0 u � ~xj � nj+ai2 �1 etmultY=0 ~xj0 �nj0�ai2 ;

– pour tout j 2 f1; : : : ; dg,multY=0 ~xj � hnj�ai2 i
.

D’autre part, on a :X+(�0; XTi ) = nx 2 X j ~x(�ai) 6= 0 et pour tout a 2 P avec a < �ai; ~x(a) = 0o :
On a doncXssi�1;inXsi = X+(�0; XTi )nXTi .
Décrivons maintenantXssi;i+1nXsi pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g.
D’après la proposition II.2.1, x 2 Xssi;i+1nXsi si, et seulement si, les conditions suivantes
sont vérifiées :

– il existe j dansJi ainsi qu’une racine finie de ~xj de multiplicité 12 (nj + ai) ;
– il existe u 2 B tel que pour tout j,multX=0 u � ~xj � 12 (nj + ai) et il existe j0 2 Ji tel quemultY=0 ~xj0 � nj0�ai2 �1.
D’autre part, on a :X�(�0; XTi ) = nx 2 X j ~x(�ai) 6= 0 et pour tout a 2 P avec a > �ai; ~x(a) = 0o :
Si x 2 Xssi;i+1nXsi , il existe ui 2 U et j 2 Ji tels que multX=0 ui~xj = 12 (nj + ai). Pour j
fixé, cet ui est unique sinon on aurait nj � nj+ai2 + nj+ai2 ce qui est faux. Alors, soit ' le
morphisme défini par :' : Xssi;i+1nXsi �! U � (X�(�0; XTi )nXTi ) ;x 7�! (u�1i ; ui �x)
si  est le morphisme défini par :U � �X�(�0; XTi )nXTi � �! Xssi;i+1nXsi ;(u; x) 7�! u�x
on a ' �  = id et � ' = id.
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Fin de la démonstration de (ii) du théorème II.1.1.

D’après le lemme II.2.13, on aE+i = X�(�0;XTi )nXTiT (1 � i � s�1).
Avec les notations des lemmes II.2.10 et II.2.11, on a :Zi;i+1 = Zi \Xssi;i+1 = nx 2 Zi j il existe a 2 P avec a < �ai et ~x(a) 6= 0o
et Zi \Xsi = 8><>:x 2 Zi ������� il existe a 2 P avec a < �ai et ~x(a) 6= 0

et

il existe a0 2 P avec a0 > �ai et ~x(a0) 6= 0 9>=>; :
D’où X�(�0; XTi )nXTi = Zi;i+1n(Zi \Xsi ) :
Alors d’après le théorème I.3.3, la restriction de fi+ à toute composante connexe E+ij deE+i est une fibration surXij de fibre l’espace projectif avec poids W�ij nf0gT .

Décrivonsmaintenant la restriction de fi� àE�i (1 � i � s) : on aE�i = �i� (Xssi�1;inXsi )
et d’après le lemme II.2.13,Xssi�1;inXsi = X+(�0; XTi )nXTi .
Soit Ui l’ouvert de X donné dans le lemme II.2.10, rappelons que Ui = fx 2 X jFi(~x) 6= 0g. Alors X+(�0; XTi )nXTi ) � Ui. La restriction de l’isomorphisme Ui 'U � Zi à X+(�0; XTi )nXTi donne un isomorphisme de X+(�0; XTi )nXTi sur U �(Z+(�0; XTi )nXTi ) oùZ est la sous-variété fermée lisse deX définie par :Z = �x 2 X j 9j 2 Ji; ~x(2�ai)j = 0	:
Avec les notations des lemmes II.2.10 et II.2.11, on a les égalités suivantes :Zi�1;in(Zi \Xsi ) = (Zi \Xssi�1;i)n(Zi \Xsi )= Zi \ (Xssi�1;inXsi )= Zi \ (X+(�0; XTi )nXTi ) :
D’où Zi�1;in(Zi \Xsi ) = Z+(�0; XTi )nXTi ;
donc E�i �= (Z+(�0; XTi )nXTi )T :
Alors d’après le théorème I.3.3, la restriction de fi� à toute composante connexe E�ij deE�i est une fibration surXij de fibre eW+ij nf0gT oùfW+ij = (TxZ)>0 avec x 2 Xij . tu
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Démonstration de l’assertion (iii) du théorème II.1.1.

D’après la proposition II.1.7 et le lemme I.6.3, chacune des variétés Yi�1;i (1 � i � s) estQ-factorielle.
Si les nombres dimX � dim �X+(�0; XTi )� (1 � i � s)
et dimX � dim �X�(�0; XTi )��1 (1 � i � s�1)
sont supérieurs ou égaux à 2, les morphismes fi� : Yi�1;i �! Yi et fi+ : Yi;i+1 �! Yi
sont des isomorphismes en codimension un. Alors, l’assertion (iii) du théorème I.3.1 ré-

sulte de l’assertion (ii) du théorème II.1.1, du théorème II.2.1 (modèle local) et du théo-

rème I.6.4. tu
3. Exemples

a) L’espace projectif d’un SL(2)-module irréductible.
Pour tout entier d positif, notons Vd l’espace des formes binaires de degré d, c’est-à-
dire des polynômes homogènes de degré d en deux variables. Faisons opérer le groupeG = SL(2; k) dans Vd par :�a bc d��X = dX � bY et

�a bc d��Y = �cX + aY pour tout�a bc d� 2 G.
L’objet de ce paragraphe est de préciser la description du quotient Y=Xss(L)==G donnée
dans le théorème II.1.1, lorsque X = P(Vd) et L = OX(1). On poseraXss(L) = Xss
etXs(L) = Xs. Soit P = f�as;�as�1; : : : ;�a1; as; a1; : : : ; asg l’ensemble des poids
de T dans Vd. Alors si d est pair, pour tout i 2 f0; : : : ; d2g, on a ai = 2i et si d est impair,a0 =2 P et pour tout i 2 f1; : : : ; d+12 g, on a ai = 2i�1. On a s = �d+12 �. Pour touti 2 f1; : : : ; sg, notons yi = �X [ d2 ]+iY [ d+12 ]�i� le point fixe de poids�ai de T dansX .
Rappelons que si Z est une variété projective normale, on note N1(Z) le quotient par la
relation d’équivalence numérique du groupe abélien libre engendré par les courbes surZ
irréductibles.
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T II.3.1. — Le quotient Y est l’extrémité d’un diagramme :Y0;1 Y1;2 � � �Yi�1;i Yi;i+1 � � �Ys�1;sf. &f1� f1+. fi�& .fi+ &fs�Y Y1 Yi Ys
avec s = �d+12 � et on a :

(i) La variété Ys est réduite à un point.
(ii) La variété Ys�1;s est l’espace projectif avec poids P(2; 3; : : : ; d) et le mor-

phisme f(s�1)+ : Ys�1;s �! Ys�1 est un isomorphisme.
De plus pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, les morphismes fi� et fi+ sont birationnels et si on
pose E�i = P(2; 3; : : : ; �d2� + i) et E+i = P�1; 2; : : : ; �d+12 � � i�, alors la restriction
de fi� à Yi�1;inE�i (resp. de fi+ à Yi;i+1nE+i ) est un isomorphisme de Yi�1;inE�i (resp.Yi;i+1nE+i ) sur Yinfyig.

(iii) Pour tout i 2 f1; : : : ; s� 2g les diagrammesYi�1;i f�1i+ �fi�K Yi;i+1fi�@& .�fi+Yi
sont des flips et soitC�i (resp.C+i ) la courbe dansE�i telle queN1(E�i )
ZQ = Q �[C�i ]
(resp. dansE+i telle queN1(E+i )
ZQ = Q �[C+i ]), alors on a :C�i �KYi�1;i = 12 degC�i �(d+ 1)2 + a2i � 5� = � 1degC+i C+i �KYi;i+1 :

(iv) Les fibres de f au-dessus de Xs=G sont isomorphes à P1k. Si d est pair et si
on pose y0 = �X d2 Y d2 �, alors f�1(�(y0)) ' P�1; 2; : : : ; d2� où � : Xss �! Y est le

morphisme quotient.

Remarque II.3.2. — Pour d 2 f2; : : : ; 6g (les cas d = 0 et d = 1 sont sans intérêt), on
connaît la structure du quotient Y . En effet, on a Y = Proj(k[Vd]G) et on peut décrire
pour d 2 f2; : : : ; 6g, l’algèbre k[Vd]G par générateurs et relations (voir [Di], [El] et [Sp]).
Pour d = 2 ou d = 3, l’algèbre k[Vd]G est engendrée par un élément, et la variété Y est

réduite à un point.
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Pour d = 4, l’algèbre k[V4]G est engendrée par deux invariants I et J algébriquement
indépendants de degrés 2 et 3. Donc pour d = 4, Y = P(2; 3) ' P1k. Le quotient Y est

l’extrémité du diagramme suivant :Y0;1 Y1;2f. &f1� f1+. f2�&Y Y1 Y2
D’après le théorème II.3.6, Y2 est réduite à un point, Y1;2 = P(2; 3; 4), le morphisme f1+
est un isomorphisme. On aE�1 = P(2; 3) ' P1k et f1�(E�1 ) = �[X3Y ]	.
Pour d = 5, l’algèbre k[V5]G est engendrée par quatre invariants I4, I8, I12 et I18 de degrés4, 8, 12 et 18 où I4, I8 et I12 sont algébriquement indépendants et I218 est un polynôme enI4, I8 et I12. On a alorsY = Proj� Ln�0 k[V5]G4n� = Proj k[I4; I8; I12] :
D’où Y = P(1; 2; 3) dans ce cas. Le quotient Y est l’extrémité du diagrammeY0;1 Y1;2 Y2;3f. &f1� f1+. f2�& .f2+ &f3�Y Y1 Y2 Y3
où Y3 est réduite à un point, Y2;3 = P(2; 3; 4; 5) et le morphisme f2+ est un isomor-

phisme. On a E�2 = P(2; 3; 4), E+1 = P(1; 2) ' P1k et E�1 = P(2; 3) ' P1k avecf2�(E�2 ) = �[X4Y ]	 et f1+(E+1 ) = f1�(E�1 ) = �[X3Y 2]	.
Pour d = 6, l’algèbre k[V6]G est engendrée par cinq invariants I2, I4, I6, I10 et I15 de
degrés 2, 4, 6, 10 et 15 où I2, I4, I6 et I10 sont algébriquement indépendants et I215 est un
polynôme en I2, I4, I6 et I10. Alors on aY = Proj� Ln�0 k[V6]G2n� = Projk[I2; I4; I6; I10] :
D’où Y = P(1; 2; 3; 5) dans ce cas. Le quotient Y est l’extrémité du diagrammeY0;1 Y1;2 Y2;3f. &f1� f1+. f2�& .f2+ &f3�Y Y1 Y2 Y3
où Y3 est réduite à un point, Y2;3 = P(2; 3; 4; 5; 6) et le morphisme f2+ est un iso-

morphisme. On a E�2 = P(2; 3; 4; 5), E+1 = P(1; 2) ' P1k et E�1 = P(2; 3; 4) avecf2�(E�2 ) = �[X5Y ]	 et f1�(E�1 ) = f1+(E+1 ) = �[X4Y 2]	.
Pourd = 7 oud supérieur ou égal à 9, notons que la description de k[Vd]G, par générateurs
et relations, est inconnue.
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Pour d = 7, le quotient Y est l’extrémité du diagrammeY0;1 Y1;2 Y2;3 Y3;4f. &f1� f1+. f2�& .f2+ &f3� f3+. &f4�Y Y1 Y2 Y3 Y4
où Y4 est réduite à un point, Y3;4 = P(2; 3; 4; 5; 6; 7) et le morphisme f3+ est un isomor-
phisme. On a E�3 = P(2; 3; 4; 5; 6), E+2 = P(1; 2) ' P1k, E+2 = P(2; 3; 4; 5), E+1 =P(1; 2; 3) et E�1 = P(2; 3; 4) avec f3�(E�3 ) = �[X6Y ]	, f2�(E�2 ) = f2+(E+2 ) =�[X5Y 2]	 et f1�(E�1 ) = f1+(E+1 ) = �[X4Y 3]	.
Démonstration du théorème II.3.1. — Le diagramme du théorème II.3.1 a été construit

dans le paragraphe 2.a) et les assertions (i) et (ii) de ce théorème résultent des assertions

(i) et (ii) du théorème II.1.1.

Remarquons que pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, on a codimYi�1;i E�i = �d+12 � � i etcodimYi;i+1 E+i = �d2� + i�1. Alors pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, le morphisme fi+ est
un isomorphisme en codimension un, ainsi que fi� sauf pour i = s�1. Le morphismef(s�1)� : Ys�2;s�1 �! Ys�1 est l’éclatement de Ys�1 par rapport à l’idéal I construit
dans la proposition I.4.9. L’assertion (iii) du théorème II.3.1 résulte du théorème II.1.1, as-

sertion (iii), et du théorème I.6.4, assertion (ii).

Montrons maintenant la dernière partie de l’assertion (iv) du théorème II.3.1.

Pour tout x 2 X , on note ~x un représentant deX dans Vd.
Supposons que d est pair et remarquons que y0 = �X d2 Y d2 � est un élément deXssnXs.
On a le diagramme commutatif suivant :Xss0;1 f 0�! Xss�1�??y ??y�Y0;1 f�! Y
où le morphisme f 0 : Xss0;1 �! Xss est la restriction à Xss0;1 du morphisme G �BXss0;1 �! Xss. Alors, on a f�1(�(y0)) = �1����1��(y0)� \Xss0;1� avec��1��(y0)�) \Xss0;1 =8><>:x 2 X j pour tout u 2 B,multX=0 u�~x � d2 , il existe u0 2 B

tel quemultX=0 u0 �~x = d2 et multY=0 ~x � d2�1 9>=>; :
Pour tout x 2 X , on note (~xj)0�j�d les coordonnées de ~x dans la base (XjY d�j)0�j�d
de Vd.
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Posons S0 = (x 2 X j pour tout j 2 f0; : : : ; d2�1g, ~xj = 0, ~x d2 6= 0
et il existe j0 2 �d2 + 1; : : : ; d	 tel que ~xj0 6= 0) :

Si x 2 ��1(�(y0)) \ Xss0;1, il existe u0 2 U tel quemultX=0 u0 � ~x = d2 . Cet u0 est unique.
Alors, soit ' le morphisme défini par :' : ��1��(y0)� \Xss0;1 �! U � S0x 7�! (u�10 ; u0 �x)
et si  est le morphisme défini par :U � S0 �! ��1��(y0)� \Xss0;1 ;(u; x) 7�! u�x
alors on a ' �  = id et � ' = id.
Donc �1����1��(y0)� \Xss0;1� ' S0=T et alors f�1��(y0)� ' P�1; 2; : : : ; d2�.
b) Le produit de n copies de la droite projective.
Pour tout entier n supérieur ou égal à trois, considérons la variétéX = P1k � � � � � P1k (n
copies) sur laquelle agit le groupeG = SL(2; k) par l’action diagonale :G�X �!X�g; (x1; : : : ; xn)� 7�! (g �x1; : : : ; g �xn), où l’action de G sur P1k est induite par l’action
canonique deG sur le plan affine.
NotonsL le fibré en droites surX , qui estG-linéarisé et ample, défini parL = L1
 � � �
Ln oùL1; : : : ; Ln désignent les fibrés en droites surX , images réciproques deOP1k(1) par
les n projections deX sur P1k.
Dans le théorème II.3.3 ci-dessous, nous précisons la description du quotient Y =Xss(L)==G donnée dans le théorème II.1.1.
On plongeX dans P(V ), où V est la puissance tensorielle nème de k2, par le plongement
de Segre. On fait agir G linéairement sur V de telle sorte que ce plongement ' soit G-
équivariant et que laG-linéarisation deL soit induite via ' par celle deOP(V )(1).
NotonsP = (�as;�as�1; : : : ;�a1; a0; a1; : : : ; as�1; as) la suite des poids de T dans V
où a0 = 0 (a0 =2 P , si n est impair). Si n est pair, pour tout i 2 �0; : : : ; n2	, ai = 2i et
la multiplicité dans V des poids ai et�ai est égale à C n2+in . Si n est impair, pour tout i 2�1; : : : ; n+12 	, ai = 2i�1 et les poids ai et�ai apparaissent dans V avec la multiplicité

égale àC n+12 +in . On a s = �n+12 �. Pour toute partieJ de f1; : : : ; ng de cardinal �n+12 ��i,
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notons xJ ;i le point de X dont la jème composante (1 � j � n) est égale à [1 : 0]
si j 2 J , et [0 : 1] sinon. Alors pour tout i 2 f1; : : : ; sg, l’ensemble XTi des points

fixes de T dans X de poids �ai est l’ensemble des xJ ;i,lorsque J parcourt l’ensembleP�n+12 ��i(f1; : : : ; ng) des parties de f1; : : : ; ng de cardinal �n+12 � � i. Pour tout i 2f1; : : : ; sg, on a cardXTi = C�n+12 ��in .

D’après le théorème II.1.1, le quotient Y est l’extrémité d’un diagramme :Y0;1 Y1;2 � � �Yi�1;i Yi;i+1 � � �Ys�1;sf. &f1� f1+. fi�& .fi+ &fs�Y Y1 Yi Ys
avec s = �n+12 �. Pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, on note E�i (resp. E+i ) la sous-variété
fermée de Yi�1;i (resp. de Yi;i+1) telle que la restriction du morphisme birationnel fi� àYi�1;inE�i (resp. fi+ à Yi;i+1nE+i ) est un isomorphisme de Yi�1;inE�i (resp. Yi;i+1nE+i )
sur YinXTi (voir théorème II.1.1, assertion (ii) ).
Le théorème II.3.3 ci-dessous, résulte du théorème II.1.1.

T II.3.3. — Avec les hypothèses et notations précédentes, on a les assertions sui-

vantes :

(i) La variété Ys est réduite à un point.
(ii) Ys�1;s = Pn�2k et le morphisme f(s�1)+ : Ys�1;s �! Ys�1 est un isomor-

phisme.

De plus, pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g et tout J 2 P�n+12 ��i�f1; : : : ; ng�, chaque com-
posante connexe E�J ;i de E�i (resp.E+J ;i de E+i ) est isomorphe à l’espace projectif sur k
de dimension

�n2 �+ i� 2 (resp. l’espace projectif sur k de dimension �n+12 �� i�1) et on
a fi�(E�J ;i) = fi+(E+J ;i) = fxJ ;ig.

(iii) Pour tout i 2 f1; : : : ; s�2g, les diagrammesYi�1;i f�1i+ �fi�K Yi;i+1fi�@& .�fi+Yi
sont des flips.

(iv) Les fibres de f au-dessus deXs(L)=G sont isomorphes à P1k.
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Remarque II.3.4. — Dans [Po],M. Polito donne une description des quotientsXss(L)==G
lorsque l’on fait varier L dans le groupe PicG(X) des classes d’isomorphismes de fibrésG-linéarisés amples surX .
On pourra aussi consulter [Do-Or], et [B-S], paragraphe 4.

Remarque II.3.5. — Pour 3 � n � 6, la structure du quotient Y est connue.� Le cas n = 3. Le quotient Y est l’extrémité du diagramme suivant :Y0;1 Y1;2f. &f1� f1+. f2�&Y Y1 Y2
D’après le théorème II.3.3, Y2 est réduite à un point, Y1;2 = P1k et le morphisme f1+ est
un isomorphisme.

D’après [Ne], chapitre 4, paragraphe 5, le quotient Y est un point. Alors Y0;1 = P1k et le
morphisme f1� est un isomorphisme.� Le cas n = 4. D’après [loc. cit.], Y = P1k. Le quotient Y est l’extrémité du diagrammeY0;1 Y1;2f. &f1� f1+. f2�&Y Y1 Y2
où Y2 est réduite à un point, Y1;2 = P2k et le morphisme f1+ est un isomorphisme. L’en-
semble XT1 est constitué de quatre points, chacun de ces quatre points a trois compo-

santes égales à [0 : 1] et une égale à [1 : 0]. Le lieu exceptionnel de f1� est contenu dansE�1 avecE�1 = P1k [ P1k [ P1k [ P1k, chaque P1k se contractant sur un des quatre points deXT1 .� Le cas n = 5. D’après [Do-Or], chapitre II, paragraphe 4, Y est isomorphe à une surface

deDel Pezzo de degré cinq, c’est-à-dire une surface obtenue en éclatant quatre points dansP2k.
Le quotient Y est l’extrémité du diagrammeY0;1 Y1;2 Y2;3f. &f1� f1+. f2�& .f2+ &f3�Y Y1 Y2 Y3
où la variété Y3 est réduite à un point, Y2;3 = P3k et le morphisme f2+ est un isomor-
phisme. L’ensembleXT2 est constitué de cinq points, chacun de ces cinq points à quatre
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composantes égales à [0; 1] et une égale à [1 : 0] ; tandis queXT1 contient dix points, cha-
cun de ces dix points à trois composantes égales à [0; 1] et deux à [1 : 0].
On a E�2 = P2k [ P2k [ P2k [ P2k [ P2k, chaque P2k se contractant sur un des cinq points
deXT2 . Le lieu exceptionnel de f1� (resp. f1+) est contenu dans E�1 (resp. dans E+1 ) qui
a dix composantes connexes isomorphes à P1k. Chacune de ces composantes connexes se
contractent sur un des dix points deXT1 .� Le cas n = 6. D’après [Do-Or], chapitre I, exemple 2, le quotient Y est une cubique dansP4k d’équationX1X2X4 �X3X0X4 +X3X1X2 +X3X0X1 +X3X0X2 �X3X20 = 0.
Le quotient Y est l’extrémité du diagrammeY0;1 Y1;2 Y2;3f. &f1� f1+. f2�& .f2+ &f3�Y Y1 Y2 Y3
où Y3 est réduite à un point, Y2;3 = P4k et le morphisme f2+ est un isomorphisme. Le lieu
exceptionnel de f2� (resp. f1� et f1+ ) est contenu dans E�2 (resp. E�1 et E+1 ) qui a six
(resp. quinze) composantes connexes isomorphes àP3k (resp. àP2k et à P1k), chacune de ces
composantes connexes se contractent sur un des six points deXT2 (resp. sur un des quinze
points deXT1 ).
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Chapitre IIINOMBRES DE BETTI DES VARIÉTÉS QUOTIENTSPAR SL(2,CI)
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1. Introduction et énoncé du théorème III.1.1

Soit V un SL(2; C )-module de dimension finie etX une sous-variété fermée irréductible

et lisse de l’espace projectif P(V ), stable par SL(2; C ) (le tout sur le corps C des nombres
complexes). On pose L = OX(1) etG = SL(2; C ).
L’objet de ce chapitre est d’utiliser la description du quotient Y = Xss(L)==G, donnée
dans le théorème II.1.1, pour déterminer les nombres de Betti de la cohomologie ration-

nelle de Y lorsque tout point semi-stable deX est stable.

Rappelons que si (�as;�as�1; : : : ;�a1; a0; a1; : : : ; as) désigne la suite ordonnée des
poids de T dans V , on noteXTi (1 � i � s) l’ensemble des points fixes de T dansX de

poids�ai etXTi = riSj=1Xij (1 � i � s�1) sa décomposition en composantes connexes
(rappelons que XTs est connexe). PosonsW+s = (TxX)>0 pour x 2 XTs et pour touti 2 f1; : : : ; s�1g et tout j 2 f1; : : : ; rig,W�ij = (TxX)<0 etW+ij = (TxX)>0 avecx 2 Xij . Dans le théorème III.1.1 ci-dessous, les T -modulesfW+s etfW+ij (1 � i � s�1 et1 � j � ri) sont les sous T -modules deW+s etW+ij , décrits dans le théorème II.1.1.
Pour tout espaceZ , on noteraH�(Z) l’algèbre de cohomologie deZ à coefficients ration-
nels etPt(Z) = Pn�0 dimHn(Z)tn la série de Poincaré de l’algèbre graduéeH�(Z).
T III.1.1. — Si tout point semi-stable deX est stable, on a :Pt(Y ) = 1(1�t4)"�1�t2dim eW+s �Pt(XTs )+s�1Xi=1 riXj=1 �t2 dimW�ij �t2 dim eW+ij�Pt(Xij)# :

2. Démonstration du théorème III.1.1
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Rappelons que d’après le théorème II.1.1, le quotient Y est l’extrémité du diagramme :Y0;1 Y1;2 � � �Yi�1;i Yi;i+1 � � �Ys�1;sf. &f1� f1+. fi�& .fi+ &fs�Y Y1 Yi Ys :
D’après le théorème II.1.1, assertions (i) et (ii), on a Ys = XTs et le morphisme fs�
est une fibration localement triviale sur XTs de fibre l’espace projectif avec poids P+s =eW+s nf0gT . Alors d’après le théorème de Leray-Hirsch ([Spa], chapitre 5, théorème 7.9), on aPt(Ys�1;s) = Pt(P+s )Pt(XTs ). Or d’après [Ka], corollaire 1, on a Pt(P+s ) = Pt(P(fW+s )),
d’où Pt(Ys�1;s) =  1�t2(dim eW+s )1�t2 !Pt(XTs ).
Pour déterminer Pt(Y0;1), nous allons utiliser l’assertion (ii) du théorème II.1.1 et la pro-
position suivante :

P III.2.1. — SoientX�,X+ etX des variétés projectives et f� : X� ! X ,f+ : X+ ! X desmorphismes birationnels.

On suppose qu’il existe des sous-variétés fermées E�, E+ et E deX�,X+ etX respec-

tivement vérifiant f�(E�) = f+(E+) = E et telles que la restriction de f� àX�nE�
(resp. de f+ àX+nE+) est un isomorphisme deX�nE� (resp.X+nE+) surXnE.
SiX� etX+ n’ont que des singularités quotients par des groupes finis, on a :Pt(X�) = Pt(X+)� Pt(E+) + Pt(E�) :
Démonstration de la proposition III.2.1�.
Soient i : E� ,! X� et j : X�nE� ,! X� les inclusions deE� dansX� et deX�nE�
dansX�. PosonsU� = X�nE�. D’après [Ha1], ex. 1.19, chapitre II, pour tout faisceauF
surX�, on a la suite exacte :0 �! j!(F�U� ) �! F �! i�(F�E� ) �! 0 :
Si on prend pour F le faisceau constant Q , alors on obtient une suite exacte longue de
cohomologie :� � � �! Hn(X�; j!QU� ) �! Hn(X�) �! Hn(X�; i�QE� ) �! � � �
D’après [loc. cit.], lemme 2.10, chapitre III, pour tout n, on aHn(X�; i�QE� ) = Hn(E�) :� Note : Je tiens à remercier Robert Laterveer pour son aide pour la démonstration de cette proposition.
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Considérons le diagramme suivant : X� �X X+g�.� @&g+X� X+f�@& .�f+X
Posons bX = X� �X X+, bE = E� �E E+ et bU = bXn bE. Notons {̂ : bE ,! bX et |̂ :bU ,! bX , les inclusions de bE et bU dans bX . Montrons que, pour toutn,Hn(X�; j!QU� ) 'Hn( bX; |̂!QbU ). La restriction de g� à bU est un isomorphisme de bU sur U�. Alors on aj!QU� = g�;�(|̂!QbU ). D’après [Iv], théorème 6.2, chapitre III, pour tout x 2 X� et pour
tout n, on a : �Rng�;�(|̂!QbU )�x ' Hn�g�1� (x); |̂!QbU � :
Or Hn�g�1� (x); |̂!QbU � = 0 pour tout n > 0. Donc, d’après [Ha1], ex. 8.1, chapitre III,
on a : Hn�X�; g�;�(|̂!QbU )� ' Hn( bX; |̂!QbU ) pour tout n ;
d’oùHn(X�; j!QU� ) ' Hn( bX; |̂!QbU ).
Posons h� = g��E� . On a le diagramme suivant :� � � ! Hn(X�; j!QU� ) �! Hn(X�) ��! Hn(E�) ��! Hn+1(X�; j!QU� ) �! Hn+1(X�)! � � �??yo� ??yg�� ??yh�� ??yo�� � � ! Hn( bX; |̂!QbU ) �̂! Hn( bX) �̂! Hn(bE) �̂! Hn+1( bX; |̂!QbU ) �̂! Hn+1( bX)! � � �
Alors on obtient la suite longue :� � � ! Hn(X�) (g��;��)�! Hn( bX)�Hn(E�) �̂�h���! Hn(Ê) ���1�̂�! Hn+1(X�) �! � � �
Montrons que cette suite longue est exacte :

Les inclusions Im(�̂ � h��) � ker(���1�̂) et Im(g��; ��) � ker(�̂ � h��) sont immé-
diates.

Montrons tout d’abord que ker(���1�̂) � Im(�̂ � h��). Soit ê 2 ker(���1�̂). Commeker � = Im��, il existe e 2 Hn(E�) tel que ��(e) = ��1�̂(ê). On a �̂(ê � h��(e)) = 0
et donc il existe x̂ 2 Hn( bX) tel que �̂(x̂) = ê� h��(e). Alors ê 2 Im(�̂� h��). Montrons
maintenant que ker(�̂ � h��) � Im(g��; ��). Soit (x̂; e) 2 ker(�̂ � h��). On a �̂(x̂) =
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h��(e) et ��(e) = 0. Comme ker�� = Im��, il existe x 2 Hn(X�) tel que ��(x) = e.
On a �̂(g��(x) � x̂) = 0 et donc il existe ŷ 2 Hn( bX; |̂!QbU ) tel que �(ŷ) = g��(x) � x̂. Si
on pose x0 = ���1(ŷ), on a (x̂; e) = (��(x); g��(x� x0)).
SiX� n’a que des singularités quotients par des groupes finis, montrons que, pour tout n,
l’application g�� : Hn(X�)! Hn( bX) est injective.
Posonsm = dimX� et notons [X�] (resp. [ bX ]) la classe fondamentale deX� (resp. bX).
On a le diagramme suivant : Hn(X�) g���! Hn( bX)??y\[X�] ??y\[bX]H2m�n(X�) g�;� � H2m�n( bX)
D’après la formule de projection, pour tout � 2 Hn(X�), on a :g�;��g��(�) \ [ bX]� = � \ g�;�([ bX ]) :
Comme g� est un morphisme birationnel, on a g�;�([ bX]) = [X�]. D’où pour tout � 2Hn(X�), on a g�;�(g��(�)\ [ bX ]) = �\ [X�] et le diagramme précédent est commutatif.
Si X� n’a que des singularités quotients par des groupes finis, l’applicationHn(X�) \[X�]�! H2m�n(X�) est un isomorphisme (cela résulte du fait que l’homolo-
gie rationnelle et l’homologie d’intersection deX� coïncident et de [Go-Ma]). L’injectivité
de l’applicationHn(X�) g���! Hn( bX) en résulte.
Alors pour tout n, on obtient une suite exacte courte :0 �! Hn(X�) �! Hn(E�)�Hn( bX) �! Hn( bE) �! 0 :
D’où Pt( bX) + Pt(E�) = Pt(X�) + Pt( bE) :
On obtient de même : Pt( bX) + Pt(E+) = Pt(X+) + Pt( bE) :
D’où l’égalité : Pt(X�) = Pt(X+)� Pt(E+) + Pt(E�) : �
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Fin de la démonstration du théorème III.1.1.

D’après l’assertion (ii) du théorème II.1.1, pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, il existe une
sous-variété fermée E�i (resp. E+i ) de Yi�1;i (resp. de Yi;i+1) telle que la restriction defi� à Yi�1;inE�i (resp. de fi+ à Yi;i+1nE+i ) est un isomorphisme de Yi�1;inE�i (resp.Yi;i+1nE+i ) sur YinXTi .
Notons E�i = riSj=1E�ij et E+i = riSj=1E+ij la décomposition en composantes connexes deE�i etE+i . Alors d’après la proposition III.1.1, on a :Pt(Y0;1) = Pt(Ys�1;s) + s�1Xi=1 riXj=1 �Pt(E�ij )� Pt(E+ij )� :
Pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g, et tout j 2 f1; : : : ; rig, les restrictions de fi� et fi+ à E�ij
etE+ij sont des fibrations localement triviales surXTi de fibres respectivement les espaces
projectifs avec poids P+ij = eW+ijnf0gT et P�ij = W�ij nf0gT . Alors, d’après le théorème de

Leray-Hirsch, on a :Pt(Y0;1) = Pt(Ys�1;s) + s�1Xi=1 riXj=1 �Pt(P+ij)� Pt(P�ij)�Pt(Xij) :
On obtient donc :Pt(Y0;1) = 11� t2"�1� t2(dim eW+s )�Pt(XTs )+ s�1Xi=1 riXj=1 �t2(dimW�ij ) � t2(dim eW+ij )�Pt(Xij)# :
Pour terminer la démonstration du théorème III.1.1, montrons que Pt(Y0;1) = (1 +t2)Pt(Y ) lorsque tout point semi-stable deX est stable. D’après l’assertion (iv) du théo-

rème II.1.1, les fibres dumorphisme f : Y0;1 ! Y sont isomorphes àP1C . Il existe une suite
spectrale de Leray telle que pour tous entiers p et q positifs, Epq2 = Hp(Y;Rqf�Q) qui
aboutit àH�(Y0;1). D’après [Iv], théorème 6.2, chapitre III, pour tout y 2 Y , (R�f�Q)y =H�(f�1(y)). Or pour tout y 2 Y ,H�(f�1(y)) = H�(P1C ) d’oùEpq2 = nHp(Y ) si q = 0; 20 sinon .

Montrons alors que la suite de Leray dégénère. Soit u la classe dans H2(Y0;1) d’un fibré
ample sur Y0;1. D’après la proposition 2.1 de [De], il suffit de montrer que l’homomor-
phisme de faisceaux R1f�(u) : f�Q �! R2f�Q est un isomorphisme. Cela résulte du

fait que l’homomorphismeH0(P1C ) �! H2(P1C ) est non nul carL est ample.
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Comme la suite de Leray dégénère, on aPt(Y0;1) = (1 + t2)Pt(Y ) : �
3. Exemples

Nous conservons les hypothèses et les notations du paragraphe 1.

Nous allons appliquer le théorème III.1.1, pour déterminer le polynôme de Poincaré du

quotient Y = Xss(L)==G dans deux cas particuliers.
P III.3.1.

(i) SiX est l’espace projectif P(V ) d’unG-module V de dimension n et si la mul-
tiplicité du poids 0 dans V est nulle, alors on a :Pt(Y ) = 1� tn�2 � tn + t2(n�1)(1� t2)(1� t4) :

(ii) SiX = (P1C )n, munie de l’opération diagonale deG, et si n est un entier impair,
alors on a : Pt(Y ) = n�12 �1Xi=0 Cin t2i � t2(n�i�1)1� t4 :
Remarque III.3.2. — Nous retrouvons dans la proposition III.3.1 des résultats établis pré-

cédemment de manières différentes par F. Kirwan ([Kir], 16.1 et 16.2) (voir aussi [MFK],

8.11), puis par M. Brion ([Br2], 3.1 et 3.2) et M. Thaddeus ([Tha], proposition 6.1).

Remarque III.3.3. — Si, dans l’assertion (i) de la proposition III.3.1, on prend pour V , leG-module Vd des formes binaires de degré d où d est un entier impair, alors on a :Pt(Y ) = 1� td�1 � td+1 + t2d(1� t2)(1� t4) :
En particulier, pour d = 3, on aPt(Y ) = 1 et pour d = 5, on aPt(Y ) = 1+t2+t4. Ce qui
est en accord avec le fait que si d = 3, Y est réduite à un point et si d = 5, Y = P(1; 2; 3)
(voir remarque II.3.2). Pour d = 7, on trouve Pt(Y ) = 1 + t2 + 2t4 + t6 + t8.
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Dans l’assertion (ii) de la proposition III.3.1, prenons n = 3, alors on a Pt(Y ) = 1, ce qui
est en accord avec le fait que si n = 3, la variété Y est réduite à un point (voir remarque

II.3.5). Pour n = 5, on trouve Pt(Y ) = 1 + 5t2 + t4.
Démonstration de la proposition III.3.1.

(i) SoitV = V m1n1 �� � ��V mdnd la décomposition deV enG-modules irréductibles,
où pour tout i 2 f1; : : : ; dg, Vni = k[X;Y ]ni et l’entier strictement positifmi désigne la
multiplicité dans V de la représentation Vni . Si la multiplicité du poids 0 dans V est nulle,

alors tous les entiers ni sont impairs. On noteP = (�as;�as�1; : : : ;�a1; a1; : : : ; as) la
suite des poids de T dans V . On a s = nd+12 et ai = 2i�1 pour tout i 2 f1; : : : ; sg. Si on
pose pour tout i 2 f1; : : : ; sg,Ji = �1 � j � s j nj � ai	 alors la multiplicité dans V
des poids ai et�ai est égal à Pj2Jimj .
Pour tout i 2 f1; : : : ; sg, l’ensemble XTi des points fixes de T dans X de poids �ai est
égal à l’espace projectif complexe de dimension

Pj2Jimj � 1. Rappelons que pour touta 2 P et tout x 2 X , on note ~x(a) la composante de poids a d’un représentant ~x dex dans V dans la décomposition en sous-espaces de V pour T . Si on désigne par �0 le
sous-groupe à un paramètre de T défini par : �0 : k� �! Tt 7�!� t 00 t�1� alors on a :X�(�0; XTi ) = �x 2 X j ~x(�ai) 6= 0 et pour tout a 2 P avec a > �ai; ~x(a) = 0	
etX+(�0; XTi ) = �x 2 X j ~x(�ai) 6= 0 et pour tout a 2 P avec a < �ai; ~x(a) = 0	 :
Si pour tout x 2 XTs , on pose W+s = (TxX)>0, puis pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g,W�i = (TxX)<0 etW+i = (TxX)>0 avec x 2 XTi , alors on a :dimW+i = dimX+(�0; XTi )� dimXTi (1 � i � s)
et dimW�i = dimX�(�0; XTi )� dimXTi (1 � i � s�1) :
D’où dimW+s = dimV �md � 2, et pour tout i 2 f1; : : : ; s�1g,dimW�i = Xj2Jimj�nj�ai2 �

et dimW+i = Xj2Jimj�nj + ai2 �+ Xj =2Ji(nj + 1)mj :
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Si pour tout j 2 f1; : : : ; dg, l’entier nj est impair, tout point semi-stable deX est stable et

alors, d’après le théorème III.1.1, on a :Pt(Y ) = 1(1� t4)(1� t2)"�1� t2(n�md�1)��1� t2md�+ s�1Xi=1 �t2 Pj2Jimj�nj�ai2 � � t2� Pj2Jimj�nj+ai2 �+Pj =2Ji(nj+1)mj�1��1� t2 Pj2Jimj�# :
Pour tout i 2 f1; : : : ; s� 2g, on a :t2�Pj2Jimj�nj+ai2 �+Pj =2Jimj(nj+1)+Pj2Jimj�1��t2� Pj2Ji+1mj�nj�ai+12 �+ Pj =2Ji+1mj(nj+1)�1� = 0
car Xj2Jimj�nj + ai2 �+ Xj =2Ji(nj + 1)mj + Xj2Jimj= Xj2Jimj�nj + ai + 22 �+ Xj =2Ji(nj + 1)mj= Xj2Ji+1 �nj + ai+12 �mj + Xj =2Ji+1(nj + 1)mj :
Pour tout i 2 f1; : : : ; s�2g, on a :t2� Pj2Jimj�nj�ai2 �� � t2� Pj2Ji+1mj�nj�ai+12 �+ Pj2Ji+1mj�= 0
car Xj2Jimj�nj�ai2 � = Xj2Ji+1mj�nj�ai2 � = Xj2Ji+1mj�nj�ai+1 + 22 �= Xj2Ji+1mj�nj�ai+12 �+ Xj2Ji+1mj :
Comme as�1 = nd � 2 = nd�1, on a :t2 Pj2Js�1mj�nj�as�12 � = t2md
et t2� Pj2Js�1mj�nj+as�12 �+ Pj =2Js�1(nj+1)mj+ Pj2Js�1mj�1� = t2(n�md�1) :
Comme a1 = 1, on a 2� Pj2J1mj�nj+a12 � � 1� = n � 2 et 2� Pj2J1mj�nj�a12 � +Pj2J1mj� = n . D’où Pt(Y ) = 1� tn�2 � tn + t2(n�1)(1� t2)(1� t4) :
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(ii) Soit n un entier impair.
Par le plongement de Segre, on plonge la variété X = (P1C )n dans P(V ), où V est la

puissance tensorielle nème de k2. Si on désigne par (�as; : : : ;�a1; a1; : : : ; as) la suite
des poids de T dans le G-module V , alors on a s = n+12 et pour tout i 2 f1; : : : ; sg,ai = 2i�1. D’après l’exemple II.3.b, pour tout i 2 f1; : : : ; sg, l’ensembleXTi est fini de
cardinal C n+12 �in et si i 6= s, pour tout j 2 �1; : : : ; C n+12 �in 	

, dimW�ij = n+12 � i etdimW+ij = n�12 + i.
Comme n est impair, tout point semi-stable de X est stable. Alors, d’après le théorème

III.1.1, on a :Pt(Y ) = 11� t4"1� t2(n�1) + n+12 �1Xi=1 C n+12 �in �t2�n+12 �i� � t2�n�12 +i�1��# :
D’où Pt(Y ) = 11� t4 n�12Xi=0 Cin�t2i � t2(n�i�1)�!= 11� t4 n�12 �1Xi=0 Cin�t2i � t2(n�i�1)�! :
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