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Introduction

Soit k un corps de nombres, totalement réel, de degré d � 2, d’anneau des en-

tiers Ok . Soit K une extension abélienne de degré n de k, on désigne par C la partie finie
de son conducteur au sens de Lang (cf. [L]). On note :� kC l’ensemble des élémentsα de k qui sont totalement positifs et congrus à 1modulo C.� IC le groupe des idéaux fractionnaires de k qui sont premiers avec C.� PC le sous-groupe de IC formé des idéaux principaux de la formeαOk avecα 2 kC .

D’après la théorie du corps de classes la restriction ω de l’application d’Artin à IC
est surjective et son noyau est PCN K

k (C) où N K
k (C) désigne le sous-groupe des normes

des idéaux fractionnaires de K . (N K
k (C) = fN K

k (B) où B est un idéal fractionnaire de K
premier avec COK g.) On a donc : IC/PCN K

k (C) ' Gal(K /k) . Soit alors χ̃ un caractère de
Gal(K /k) = G . χ̃ induit un caractère χ = χ̃ �ω sur IC :IC s����! IC�PCN K

k (C) ω̃����!� Gal(K /k)???y χ̃

χ C �
(où s désigne la surjection canonique et ω̃ � s = ω) qui permet de définir la fonction :

LC(s,χ) = Xa idéal entier de ka premier à C χ(a)
N (a)s pour Re s > 1

(où l’on a posé :N (a) = Nk/Q(a)).
Notons que l’on peut prolonger le caractère χ à l’ensemble des idéaux non nuls de

k en posant pour tout idéal P premier de Ok :� χ(P) = 0 si le groupe d’inertie IP de P n’est pas inclus dans le noyau Kereχ de eχ.� χ(P) = eχ(σ) si IP � Kereχ où σ est un élément de Gal(K /k) dont la restriction au
corps K (eχ) = fx 2 K tels que τ(x) = x , 8τ 2 Kereχg est l’automorphisme de
Frobenius : (P,K (eχ)/k) ce qui permet de poser :

L(s,χ) = Xa idéal entier
non nul de k

χ(a)
N (a)s pour Re s > 1 .
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On a alors :

L(s,χ) = LC(s,χ) � Y
P idéal entier
premier de k
tel que PjC �

1

1� χ(P)
N (P)s � pour Re s > 1

et on sait que L(s,χ) se prolonge en une fonction entière si χ est distinct du carac-
tère trivial.

En particulier :

L(1,χ) = LC(1,χ)� Y
P idéal entier
premier de k
tel que PjC �

1

1� χ(P)
N (P) � .

Le problème de l’évaluation de L(1,χ) fut étudié initialement par Kronecker qui
détermina une expression du second terme du développement de Laurent au voisinage de

s = 1 de la fonction ζk d’un corps de nombres k quadratique imaginaire expression dans

laquelle la fonction log jη(z)j avec η(z) = e
πiz
12

+1Q
n=1(1 � e2πinz) (z 2 C , Im z > 0) joue

un rôle fondamental. De la formule obtenue, appelée formule limite de Kronecker, résulte

aisément l’expression de L(1,χ) (cf. [Si] par exemple).
Le cas où k est un corps quadratique réel fut étudié en 1917 (près d’un demi-siècle

plus tard) par Hecke, l’existence d’unités de k d’ordre infini rendant le problème plus dé-

licat, la fonction log jη(z)j intervenant toujours mais de façon moins satisfaisante. Ce cas,
fut repris par Meyer en 1957 dans un travail dont certaines remarques ont été interprétées

en termes de fractions continues par Zagier en 1975 (cf. [Z]). Dans son travail (limité au casC = Ok ) , la formule limite de Kronecker obtenue par Zagier s’exprime à l’aide de valeurs

particulières de la fonction :

F (x) = Z +1
0

� 1

1�e�t �1t � log(1�e�xt) dt (x > 0), (cf. [Z], p. 164),
fonction également utilisée par Herglotz (cf. [H]) dans une étude similaire effectuée la

même année.

En 1980, Novikov mena une étude analogue (cf. [N]) en introduisant la fonction :

ρ(x ,α,β) = Z 1

0

log(1� t x e2πiα)
e�2πiβ � t

dt , (x > 0,β /2 Z)
et obtint une formule limite de Kronecker s’exprimant à l’aide de certaines valeurs relati-

vement compliquées, prises par cette fonction ρ, valeurs qui rendent l’expression obtenue

difficile à expliciter (cf. [N], théorème 2, p. 167).

Entre temps, Shintani en 1977 avait obtenu une formule limite de Kronecker où

un rôle fondamental était joué par le logarithme de la fonction gamma double de Barnes
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(cf. [S1], p. 184, théorème 1). Ce dernier résultat fut retrouvé par Egami (cf. [E]) en 1986

par une méthode qui présente en outre l’intérêt d’établir un lien avec un des théorèmes

obtenus par Zagier en 1976 (cf. [Z], p. 167).

L’idée de départ de ce travail était de voir si, dans la situation décrite ci-dessus et en

supposant de plus K totalement réel, on ne pouvait pas obtenir une expression de LC(1,χ)
en fonction d’un χ régulateur (la notion de χ régulateur ayant été introduite par Stark dans

ses conjectures sur les valeurs en s = 0 des fonctions L (cf. [T] par exemple)) en utilisant

une variante explicite de la décomposition de Shintani de (R+� )d en cônes simpliciaux
(variante décrite par Colmez dans [C]) et en mettant à profit l’action du groupe de Galois

de K sur k sur les unités de K . Cette idée s’avéra rapidement trop optimiste mais conduisit

néanmoins aux résultats qui sont exposés dans ce travail, résultats que l’on peut rappro-

cher dans le cas où k est un corps quadratique totalement réel de ceux de Zagier etNovikov.

De façon plus précise :

Dans le chapitre I, on reprend, en l’adaptant au cas de LC(s,χ) avec χ 6= 1 (la re-

lation
P
σ2G χ̃(σ) = 0 jouant un rôle essentiel), un travail (cf. [C]) où Colmez exprime la

fonction zêta d’un corps de nombres comme la transformée deMellin en d variables d’une

fonction rationnelle en ez , à l’aide d’une variante effective de la méthode de Shintani. Plus

précisément, de l’expression obtenue par Colmez dans [C] (corollaire du lemme 3.3, p. 379)

on déduit un prolongement analytique de LC(s,χ) à fs 2 C /Re s > 1 � 1
d
g avec comme

seul pôle éventuel s = 1, pôle éventuel qui s’élimine dans notre situation grâce à la relationP
σ2G eχ(σ) = 0. Alors que Colmez se concentre sur le calcul du résidu, il s’agit ici de calculer

la valeur en 1 du prolongement de LC(s,χ), valeur que l’on obtient dans le corollaire I.3.4.
Dans le chapitre II, on essaie de simplifier l’expression obtenue dans le corollaire

I.3.4 en reprenant à l’envers les calculs qui avaient permis d’obtenir le lemme 3.3 de Col-

mez. On obtient ainsi (théorème II.2.1) une expression de LC(1,χ) faisant intervenir une
somme d’intégrales sur des cônes Γσ (σ appartenant au groupe symétrique Sd�1 d’ordre
d�1). Cette expression, si elle a lemérite d’être valable pour d quelconque, semble diffici-
lement simplifiable pour d � 3, les intégrales sur Γσ posant de réels problèmes de calcul

et les ensembles bDσ,aq , sur lesquels les sommes s’effectuent, étant difficiles à décrire. Le
cas d = 2 est plus abordable : le fait que S1 = fIdg permet en effet de simplifier notable-
ment l’expression obtenue dans le théorème II.2.1. On va donc consacrer la fin de travail à

cette situation.

On obtient ainsi dans le chapitre III, en utilisant en outre un système de représen-

tants particuliers de IC/PC , une expression plus explicite de LC(1,χ) : c’est le théorème
III.2.1. Ce théorème est le point de départ des chapitres IV et V et permet ainsi de faire un

lien entre ce travail et ceux de Novikov et Zagier, mais aussi avec les résultats de Egami
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(donc de Shintani) : l’expression intervenant pouvant également être interprétée à l’aide

des fonctions ζ(s,(a1 ,a2),(x1 ,x2)) de Egami (cf. [E])..
Dans le chapitre IV, on donne une expression de LC(1,χ) en fonction des valeurs

en a et 1
a
(( 1
a
,a) étant le plongement dans R2 d’une unité fixée ε1 distincte de 1 de O�k ) de

fonctions de la forme :

Hs(x) = Z +1
0

log(1� ζse�xt)
1� ζuse�t dt

(avec ζ racine v-ième de 1, s 2 f1, . . . ,v�1g et u 2 N� , pgcd(u,v) = 1) fonctions qui sont

à rapprocher des fonctions ρ utilisées par Novikov dans [N]. C’est le théorème IV.2.3. L’ex-

pression donnée dans ce théorème me semble plus simple que celle obtenue par Novikov.

C’est la formule essentielle de ce travail.

Enfin dans le chapitre V, indépendant du chapitre IV, on reprend la formule éta-

blie dans le théorème III.2.1 pour donner une ultime expression de LC(1,χ) présentant
certaines analogies avec le travail réalisé par Zagier car elle utilise une fonction Gq qui se

rapproche de la fonction F introduite par Zagier dans [Z].

L’intérêt de revenir au point de vue antérieur de Zagier peut s’exprimer ainsi : on

peut espérer qu’un passage à la limite sur les puissances de l’unité fondamentale per-

mette d’annuler une partie aussi compliquée qu’inutile pour obtenir une formule vraiment

simple et utile. Mais ceci n’a pu être résolu dans ce travail.

L’espoir serait aussi d’obtenir des formules pour les fonctions L p-adiques, formules

qu’on obtiendrait en remplaçant des fonctions classiques (logarithme, fonction gamma,...)

par des analogues p-adiques prolongeant ce que l’on sait pour les valeurs aux entiers né-

gatifs (cf. [C-S], [CN], [K] par exemple).
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Chapitre IDÉCOMPOSITION DE SHINTANIPREMIÈRE EXPRESSION DE LC(1,χ)
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1. Décomposition de Shintani - Variante effective de Colmez

La clef de voûte de cette étude est la décomposition explicite de (R+� )d en cônes
simpliciaux modulo l’action des unités deOk , décrite par Colmez dans [C]. Rappelons en

brièvement la construction.� SoientO�
k le groupe multiplicatif des unités deOk (O�

k ' f�1g�Zd�1) etUC le
sous-groupe deO�

k formé des unités de k totalement positives et congrues à 1 modulo C.� Soit τ1, . . . ,τd les d plongements de k dansR.
L’application τ : k! Rd

x 7! (τ1(x), . . . ,τd(x)) permet d’identifier k avec une Q sous al-

gèbre de Rd .
P I.1.1. (cf. lemme 2.1 de [C]). — UC étant un sous-groupe discret et

libre de rang (d � 1) de O�
k/f�1g = U (d’après un théorème de Dirichlet), il existe

ε1, . . . ,εd�1 2 UC vérifiant 8m 2 N� :
i) le groupe multiplicatif Vm engendré par ε

m
1 , . . . ,ε

m
d�1 est discret et libre de rang(d � 1),

ii) si pour σ 2 Sd�1 (groupe symétrique d’ordre d � 1) on pose :
f1,σ = 1 et f i,σ = i�1Y

j=1 εσ(j) 8i = 2, . . . ,d .

∆σ,m = det(f m1,σ , . . . ,f md ,σ) a le même signe que la signature ε(σ) de la permutation σ, 8σ 2
Sd�1.

P I.1.2. (cf. lemme 2.2 de [C]) : décomposition de Shintani. — Soit

ε1, . . . ,εd�1 2 UC vérifiant les hypothèses de la proposition I.1.1. Notons V = V1 le

sous-groupe engendré par ε1, . . . ,εd�1. Si J est une partie non vide de f1, . . . ,dg on pose8σ 2 Sd�1 :
Cσ,J = nX

j2J λj f j,σ avec λj 2 R+�8j 2 Jo .
Alors : (R+� )d/V = a(σ,J)2S Cσ,J
où S désigne un système de représentants fixé de l’ensemble des couples (σ,J )muni de la
relation d’équivalence : (σ,J ) � (σ0 ,J 0) si et seulement si 9v 2 V tel que Cσ,J = vCσ0 ,J 0 .
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Illustration dans le cas où d = 2.
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CId ,f1,2g
CId ,f1g

f2=ε1
f1=11

1

y

x

x=y
CId ,f1g` CId ,f1,2g = (R+� )2/V avec V = fεn1 ,n 2 Zg.

La démonstration générale de Colmez de ce résultat est relativement délicate. Il

semble donc intéressant d’en donner ici une preuve très élémentaire dans le cas d = 2

(cas sur lequel on va d’ailleurs se concentrer à partir du chapitre 3).

Preuve élémentaire. — Posons ε1 = � 1
a
a

�
avec a > 1 car ∆ = det(1,ε1) = a� 1

a
>0.

Soit
�
x
y

� 2 (R+� )2 cherchons v = εr1 2 V tel que :�
x

y

� 2 vCId ,f1,2g = fλεr1 + µεr+11 ,λ > 0,µ > 0g
or : �

x = λa�r + µa�r�1
y = λar + µar+1 si et seulement si

8><>:λ = ar+1x � a�r�1y
∆

µ = a�r y � arx

∆
.

De plus :(
λ � 0
et
µ � 0

si et seulement si

8>><>>: x

y
� a�2r�2

et
y

x
� a2r

si et seulement si

8>>>><>>>>: log y
x

2 log a
� r + 1

et

r � log( y
x
)

2 log a
.

(1)
On est donc amené à envisager 2 cas :

α) Si log( yx )2 log a /2 Z, 9!r0 2 Z �
r0 = E

�
log( yx )
2 log a

�
en désignant par E(x) la partie
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entière de x

�
vérifiant (1), on a de plus : λ > 0 et µ > 0 donc�

x

y

� 2 εr01 CId ,f1,2g .
β) Si log( yx )2 log a = N 2 Z alors y

x
= a2N par suite

�
x
y

� = �
x

xa2N

� = xaN εN1 . Donc�
x
y

� 2 εN1 CId ,f1g.
L’unicité est claire.

2. Application de la décomposition en cônes simpliciaux
de (R+�)d à la transformation de LC(s,χ)

Fixons dans toute la suite un système de représentants entiers a1,a2, . . . ,ahC deIC/PC et posons hC = Card IC/PC . Alors, comme dans [C] p. 372, on a :
LC(s,χ) = hCX

q=1 χ(aq)
N (aq)s X

α2k�/UC
α totalement positif

α21+a�1q C 1

N (α)s= hCX
q=1 χ(aq)

N (aq)s 1[UC : V ] X
α2k�/V

α totalement positif
α21+Ca�1q 1

N (α)s
pour Re s > 1.

Puis en utilisant la relation :
1

N (α)s = 1

Γ(s)d Z(R+�)d e�(α1z1+���+αd zd)zs�11 � � � zs�1d dz1 � � � dzd .
On obtient (cf. [C] p. 375–376), si Re s > 1 :

LC(s,χ) = hCX
q=1 χ(aq)

N (aq)s 1[UC : V ] 1

Γ(s)d X
σ2Sd�1 Z(R+�)d Faq ,σ(z) dY

i=1(zs�1i dzi)
en posant (avec la notation usuelle : Tr(x) = dP

j=1 τj(x) 8x 2 k) :
Faq ,σ(z) = X

J2S0σ X
y2Dσ,J ,aq Fy,σ,J (z)

et

Fy,σ,J (z) = e�Tr(yz) �Y
j2J 1[1� e�cTr(f j ,σz)]
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où : � S0σ désigne l’ensemble des parties J de f1, . . . ,dg telles que (σ,J ) 2 S.� Dσ,J ,aq = Dσ,J \ (1+ Ca�1q ) avec
Dσ,J = fy 2 Cσ,J tels que y =X

j2J x jc f j,σ avec 0 < x j � 1 8j 2 Jg
(c étant le générateur positif de l’idéal C \ Z).

Remarque I.2.1. — Dσ,J ,aq est un ensemble fini.
Remarque I.2.2. — 8σ 2 Sd�1, (σ,f1, . . . ,dg) 2 S en vertu des résultats i) et ii)

rappelés dans la preuve du lemme 2.2 de [C].

3. Définition de C et expression de LC(1,χ) en fonction de C
L I.3.1.Z(R+�)d Fy,σ,J (z)zs�11 � � � zs�1d dz1 � � � dzd converge pour Re s > Card J

d
.

Preuve.Z(R+�)d Fy,σ,J (z)zs�11 � � � zs�1d dz1 � � � dzd =Z(R+�)d hFy,σ,J (z)�Yj2J Tr(f j,σz)i zs�11 � � � zs�1dQ
j2J Tr(f j,σz) dz1 � � � dzd .

Comme : z 7! Fy,σ,J (z)� Q
j2J Tr(f j,σz) se prolonge en une fonction continue sur (R+)d et

que :

Tr(f j,σz) � d d
p
z1 � � � zd

d’après une inégalité de convexité classique, l’intégrale étudiée converge absolument si

Re[(s � 1)� Card J
d

] > �1, c’est-à-dire si Re s > Card J
d
.

Donc, comme si J 6= f1, . . . ,dg, Card J
d

< 1, on en déduit le :

C I.3.1. — Posons

g(s) = hCX
q=1 χ(aq)

N (aq)s 1[UC :V ] 1

Γ(s)d X
σ2Sd�1 X

J2S0σ
J 6=f1,...,dg X

y2Dσ,J ,aq Z(R+�)d Fy,σ,J (z) dY
i=1 zs�1i dzi .
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g est continue sur fs 2 C tels que Re s > d�1
d
g donc g est continue en 1 et :

lim
s!1

g(s) = g(1)= hCX
q=1 χ(aq)N (aq) 1[UC :V ] X

σ2Sd�1 X
J2S0σ

J 6=f1,...,dg X
y2Dσ,J ,aq Z(R+�)d Fy,σ,J (z) dY

i=1 dzi .
Il reste donc à s’intéresser à la fonction définie par :

h(s) = hCX
q=1 χ(aq)

N (aq)s 1[UC :V ] 1

Γ(s)d X
σ2Sd�1 X

y2Dσ,aq Z(R+�)d Fy,σ(z) dY
i=1(zs�1i dzi)

pour Re s > 1 (où l’on a posé pour alléger les notations : Dσ,aq = Dσ,aq ,f1,...,dg et Fy,σ =
Fy,σ,f1,...,dg).

Plus précisément, la suite du chapitre est consacrée à la détermination de la limite

de h lorsque s tend vers 1 dans le cas où χ n’est pas le caractère trivial.

Pour cela commençons par appliquer un résultat de [C] permettant d’expliciter un

prolongement méromorphe de h à fs 2 C /Re s > 1� 1
d
g :

L I.3.2. (cf. [C] p. 377–378, lemme 3.3). — Pour Re s > 1 on a :

h(s) =
1[UC :V ] hCX

q=1 χ(aq)
N (aq)s 1

Γ(s)d X
σ2Sd�1 X

y2Dσ,aq dX
i=1 Z(R+�)d Φ i,y,σ(u)�Y

j 6=i us�1j duj

�
uds�d�1i dui

où, si l’on pose :

Li(y,u) = (y1u1 + � � �+ yi�1ui�1 + yi + yi�1ui�1 + � � �+ ydud)ui
(avec u = (u1, . . . ,ud) 2 Rd et yi = τi(y) 8i = 1, . . . ,d ,8y 2 Ok).8i = 1, . . . ,d, Φ i,y,σ est définie par :

Φ i,y,σ(u) = e�Li(y,u) dY
j=1 � Li(f j,σ ,u)[1�e�cLi(f j ,σ ,u)] � ui

Li(f j,σ ,u)�ψi(u1 , . . . ,ui�1 ,1,ui+1 , . . . ,ud).
ψ1, . . . ,ψd étant des fonctions C

1 sur (R+ )d n f0g vérifiant :
i)

dP
i=1ψi(u) = 1 8u 2 (R+ )d n f0g

ii) ψi(u) = 0 s’il existe j 6= i tel que uj � 2ui

iii) ψi(λu) = ψi(u) 8λ > 0 8u 2 (R+)d n f0g,8i = 1, . . . ,d .
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Remarque I.3.1. — Soitα la fonction C1 définie sur [0,+1[ par :α(x) = x
1�e�cx

si x > 0,α(0) = 1
c
. Alors :

Φ i,y,σ(u) = e�Li(y,u) dY
j=1 � α[Li(f j,σ ,u)]

dP
k=1
k 6=i ukτk(f j,σ) + τi(f j,σ)�ψi(u1 , . . . ,ui�1 ,1,ui+1 , . . . ,ud) .

Les fonctions Φ i,y,σ se prolongent donc à des fonctions C
1 sur (R+)d et sont à décrois-

sance rapide à l’infini.

Notons également que
∂Φ i ,y,σ

∂ui
est à décroissance rapide à l’infini.

Par intégration par parties on obtient alors : 8i = 1, . . . ,dZ +1
0

Φ i,y,σ(u)uds�d�1i dui = � Z +1
0

∂Φ i,y,σ

∂ui
� uds�di

ds � d
dui si Re s > 1 .

D’où le :

C I.3.2. — Pour Re s > 1 on a :(1) h(s) = � 1[UC :V ] � 1

Γ(s)d � 1

d(s � 1) f (s)
en posant :

f (s)= hCX
q=1 χ(aq)

N (aq)s X
σ2Sd�1 X

y2Dσ,aq dX
i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u)� dY

j=1
j 6=i us�1j

�
u
d(s�1)
i

dY
i=1 dui .

Notons que f est définie si Re[d(s � 1)] > �1 et Re(s � 1) > �1, c’est-à-dire si
Re s > 1� 1

d
donc la relation (1) du corollaire I.3.2 donne un prolongement méromorphe

de h à fs 2 C /Re s > 1� 1
d
g admettant comme seul pôle éventuel s = 1.

La suite du calcul est basée sur la remarque suivante :

P I.3.1.� Si χ 6= 1 f (1) = 0.� Si χ = 1 f (1) = �hC P
σ2Sd�1 Kσj∆σj

N (C)pDk

où

Kσ = dX
i=1 Z(R+�)d�1 ψi(u1 , . . . ,ui�1 ,1,ui+1 , . . . ,ud)

dQ
j=1 � dP

k=1
k 6=i ukτk(f j,σ) + τi(f j,σ)�� dY

j=1
j 6=i duj�

et

∆σ = ∆σ,1 = det(f1,σ , . . . ,fd ,σ).
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Preuve.

f (1) = hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

σ2Sd�1 X
y2Dσ,aq dX

i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) dY

j=1 duj= � hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

σ2Sd�1 X
y2Dσ,aq dX

i=1 Z(R+�)d�1 eΦ i,y,σ(u)� dY
j=1
j 6=i duj�

avec eΦ i,y,σ(u) = Φ i,y,σ(u1, . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud).
Or

Φ i,y,σ(u1 , . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud) = 1

cd
ψi(u1, . . . ,ui�1 ,1,ui+1 , . . . ,ud)
dQ
j=1 � dP

k=1
k 6=i ukτk(f j,σ) + τi(f j,σ)�

est indépendant de y donc
dX
i=1 Z(R+�)d�1 Φ i,y,σ(u1, . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud)� dY

j=1
j 6=i duj� aussi

et

f (1) = � hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

σ2Sd�1 Kσ CardDσ,aqcd

or

L I.3.3. (cf. [C] p. 386, lemme 5.2).

CardDσ,aq = Card[(1+ Ca�1q ) \ Dσ,f1,...,dg]= cd j det(f1,σ, . . . ,fd ,σ)j
N (C)N (aq)�1pDk

où Dk désigne la valeur absolue du discriminant du corps de nombre k.

Par conséquent :

f (1) = �h hCX
q=1 χ(aq)i� � X

σ2Sd�1 Kσj∆σj
N (C)pDk � .

La proposition I.3.1 résulte alors du :

L I.3.4 (lemme que nous utiliserons assez fréquemment tout au long de ce

travail).
hCX
q=1 χ(aq) = 0 si χ 6= 1= hC si χ = 1.
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Preuve. IC/PCN K
k (C) ' (IC/PC)��PCN K

k (C)/PC� .
Donc 8σ 2 G , il y a hC

n
= Card

�PCN K
k (C)/PC� éléments aσ de fa1, . . . ,ahCg tels que

χ(aσ) = χ̃(σ). Par suite :
hCX
q=1 χ(aq) = hC

n

X
σ2G χ̃(σ) = 0 si χ 6= 1= hC si χ = 1. �

C I.3.3. — Notons R(V ) le régulateur de V�
R(V ) = ��� det(log τi(εj)) i=1,...,d�1

j=1,...,d�1 ���� .
Alors X

σ2Sd�1 Kσj∆σj = dR(V ) .
Preuve. — D’après ce qui précède si χ = 1

f (1) = �hC P
σ2Sd�1 Kσj∆σj
N (C)pDk .

Comparons ce résultat avec l’expression bien connue du résidu en s = 1 de la fonc-

tion zêta du corps de nombre k :

ζk(s) = LC(s,1)Y
PjC 1�

1� 1
N (P)s � pour Re s > 1

on a :

lim
s!1

(s � 1)ζk(s) = �f (1)
d[UC :V ]Y

PjC 1�
1� 1

N (P)�
car

LC(s,χ) = g(s) + h(s) = g(s) � f (s)
d[UC :V ]Γ(s)d (s � 1) pour Re s > 1 .

Donc dans le cas où χ = 1 on obtient :�f (1)
d[UC :V ] �Y

PjC 1�
1� 1

N (P)� = 2d � hR(U )
ω
p
Dk

avec ici ω = 2, R(U ) désignant la valeur absolue du régulateur de U et h le nombre de

classes. Comme

hC = 2dhN (C)
ω[U :UC ] Y

PjC [1� 1

N (P) ]
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(cf. [L] p. 127 par exemple).

On obtient : X
σ2Sd�1 Kσj∆σj = R(U )d[UC :V ]� [U :UC ]= dR(U )[U :V ]= dR(V ) car [U :V ] = R(V )

R(U ) . �
Remarque I.3.2. — Fixons ℓ 2 f1, . . . ,dg. En posant uk = u0k

u0
ℓ

, 8k 2 f1, . . . ,dg,
k 6= i et k 6= ℓ et uℓ = 1

u0
ℓ

(ce qui équivaut à : u0k = uk
uℓ
, 8k 6= i et k 6= ℓ et u0ℓ = 1

uℓ
) dans :

Kσ,i := Z(R+�)d�1 ψi(u1, . . . ,ui�1 ,1,ui+1 , . . . ,ud)
dQ
j=1 � dP

k=1
k 6=i τk(f j,σ)uk + τi(f j,σ)�� dY

j=1
j 6=i duj�, 8i 2 f1, . . . ,dg, i 6= ℓ .

Onobtient en utilisant la relationψi(λu) = ψi(u) (la valeur absolue du jacobien du chan-
gement de variables étant 1

u0
ℓ
d ) :

Kσ,i = Z(R+�)d�1 ψi(u01 , . . . ,u0ℓ�1,1,u0ℓ+1 , . . . ,u0i�1 ,u0ℓ,u0i+1 , . . . ,u0d)dQ
j=1 � dP

k=1
k 6=ℓ,i τk(f j,σ)u0k + τi(f j,σ)u0ℓ + τℓ(f j,σ)� � dY

j=1
j 6=i
j 6=ℓ du0j�du0ℓ= Z(R+�)d�1 ψi(u1 , . . . ,uℓ�1 ,1,uℓ+1, . . . ,ud)

dQ
j=1� dP

k=1
k 6=ℓ τk(f j,σ)uk + τℓ(f j,σ)�� dY

j=1
j 6=ℓ duj�

(en posant : u0k=uk si k 6=i et k 6=ℓ, u0ℓ=ui ) et comme
dX
i=1 ψi(u1 , . . . ,uℓ�1,1,uℓ+1 , . . . ,ud) = 1 .

On a :

Kσ = dX
i=1 Kσ,i = Z(R+�)d�1 dQ

j=1
j 6=ℓ duj

dQ
j=1� dP

k=1
k 6=ℓ τk(f j,σ)uk + τℓ(f j,σ)� .

Ce qui permet, à l’aide du corollaire I.3.3, d’obtenir une expression intégrale du régulateur
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de V :

R(V ) = 1

d

X
σ2Sd�1 Z(R+�)d�1 j∆σj dQ

j=1
j 6=ℓ duj

dQ
j=1� dP

k=1
k 6=ℓ τk(f j,σ)uk + τℓ(f j,σ)�

et ceci 8ℓ 2 f1, . . . ,dg fixé.
T I.3.1. — h étant la fonction introduite après le corollaire I.3.1, si χ n’est

pas le caractère trivial on a :

lim
s!1

h(s) = �� hCX
q=1 χ(aq) logN (aq)� R(V )[UC :V ]N (C)pDk� 1[UC :V ] hCX

q=1 χ(aq)N (aq) X
σ2Sd�1 X

y2Dσ,aq dX
i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log ui dY

j=1 duj .
Preuve. — Si χ 6= 1 d’après le corollaire I.3.2 on a :

lim
s!1

h(s) = lim
s!1

�f (s)[UC :V ]Γ(s)dd(s � 1) = lim
s!1

� f (s) � f (1)[UC :V ]Γ(s)dd(s � 1)= �f 0(1)
d[UC :V ] (2)

or pour Re s > 1� 1
d
, f est holomorphe et :

f 0(s) =� hCX
q=1 χ(aq) logN (aq)

N (aq)s X
σ2Sd�1 X

y2Dσ,aq dX
i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u)pi(u)s�1 dY

j=1 duj+ hCX
q=1 χ(aq)

N (aq)s X
σ2Sd�1 X

y2Dσ,aq dX
i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u)pi(u)s�1 log pi(u) dY

j=1 duj
avec pi(u) = u1 � � � ui�1udi ui+1 � � � ud si u = (u1, . . . ,ud).
(En effet : soient a et b 2]1� 1

d
,+1[ fixés, avec a < b, on a :����∂Φ i,y,σ

∂ui
(u)pi(u)s�1 log pi(u)����� ����∂Φ i,y,σ

∂ui
(u)�u(a�1)di + u

(b�1)d
i

� dY
j=1
j 6=i �ua�1j + ub�1j

�
log pi(u)����8u 2 (R+�)d et 8s 2 C tels que a � Re s � b. Comme :Z(R+�)d ����∂Φ i,y,σ

∂ui
(u)�u(a�1)di + u

(b�1)d
i

� dY
j=1
j 6=i �ua�1j + ub�1j

�
log pi(u)���� dY

j=1 duj
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est convergente car
∂Φ i ,y,σ

∂ui
est continue sur (R+ )d et à décroissance rapide à l’infini. On

peut dériver sans problème sous le signe
R
pour Re s 2 [a,b] en appliquant, par exemple le

théorème de Lebesgue inhérent à cette situation. Le raisonnement précédent étant valable

pour tout a et b 2]1� 1
d
,+1[, l’expression obtenue pour f 0(s) est valable pour tout s 2 C

tel que Re s > 1� 1
d
.)

En particulier :

f 0(1) =� hCX
q=1 χ(aq) logN (aq)

N (aq) X
σ2Sd�1 X

y2Dσ,aq dX
i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) dY

j=1 duj+ hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

σ2Sd�1 X
y2Dσ,aq dX

i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log pi(u) dY

j=1 duj .
Pour terminer le calcul, on va transformer les deux termes de la somme :

L I.3.5.

hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

σ2Sd�1 X
y2Dσ,aq dX

i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log(u1 � � � udi � � � ud) dY

j=1 duj= d

hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

σ2Sd�1 X
y2Dσ,aq dX

i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log uidu1 � � � dud .

Preuve. — 8i = 1, . . . ,dZ(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log(u1 � � � udi � � � ud) dY

j=1 duj= d

Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log ui dY

j=1 duj + dX
j=1
j 6=i Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log uj dY

k=1 duk
mais si j 6= iZ(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
log uj

dY
k=1 duk= � Z(R+�)d�1 Φ i,y,σ(u1, . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud) log uj dY

k=1
k 6=i duk

or Φ i,σ,y (u1 , . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud) étant indépendant de y
K 0σ := dX

i=1 dX
j=1
j 6=i Z(R+�)d�1 Φ i,σ,y (u1, . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud) log uj dY

k=1
k 6=i duk aussi
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et

hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

σ2Sd�1 X
y2Dσ,aq dX

i=1 dX
j=1
j 6=i Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
log uj

dY
k=1 duk= � hCX

q=1 χ(aq)N (aq) X
σ2Sd�1 K 0σ Card(Dσ,aq )= �� hCX

q=1 χ(aq)�� X
σ2Sd�1 K 0σ cd j∆σj

N (C)pDk � d’après le lemme I.3.3.= 0 d’après le lemme I.3.4.

d’où le résultat du lemme I.3.5.

De plus :� hCX
q=1 χ(aq)N (aq) logN (aq) X

σ2Sd�1 X
y2Dσ,aq dX

i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) dY

j=1 duj= hCX
q=1 χ(aq)N (aq) logN (aq) X

σ2Sd�1 Kσ Card(Dσ,aq )= h hCX
q=1 χ(aq) logN (aq)ih X

σ2Sd�1 Kσcd j∆σj
N (C)pDk i d’après le lemme I.3.3.= h hCX

q=1 χ(aq) logN (aq)i� dR(V )
N (C)pDk .

d’après le corollaire I.3.3.

On obtient alors le théorème I.3.1 en utilisant (2), l’expression de f 0(1) et le lemme
I.3.5.

C I.3.4. — Si χ n’est pas le caractère trivial on a donc :

LC(1,χ) = g(1)� f 0(1)
d[UC :V ]
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ou de façon plus explicite :

LC(1,χ) = hCX
q=1 χ(aq)N (aq) 1[UC :V ] X

σ2Sd�1 X
J2S0σ

J 6=f1,...,dg X
y2Dσ,J ,aq Z(R+�)d Fy,σ,J (u) dY

j=1 duj� hCX
q=1 χ(aq) logN (aq)R(V )[UC :V ]N (C)pDk� 1[UC :V ] hCX

q=1 χ(aq)N (aq) X
σ2Sd�1 X

y2Dσ,aq dX
i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log ui dY

j=1 duj .
Posons dans la suite :

C = C(V ,a1, . . . ,aq)= �1[UC :V ] hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

σ2Sd�1 X
y2Dσ,aq dX

i=1 Z(R+�)d ∂Φ i,y,σ

∂ui
(u) log ui dY

j=1 duj
de sorte que :

LC(1,χ) = g(1)� h hCX
q=1 χ(aq) logN (aq)i R(V )[UC :V ]N (C)pDk + C .

On vamaintenant s’attacher à donner une autre expression de C .
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Chapitre IITRANSFORMATION DE C
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Écrivons l’expression C définie à la fin du chapitre I sous la forme :

C = � 1[UC :V ] X
σ2Sd�1 dX

i=1 Z(R+�)d ∂Gi,σ∂ui
(u) log uidu1 � � � dud ,

en posant 8i = 1, . . . ,d et 8σ 2 Sd�1 :
Gi,σ(u) = hCX

q=1 χ(aq)N (aq) X
y2Dσ,aq Φ i,y,σ(u) .

Notons que : Gi,σ est C
1 sur (R+ )d et à décroissance rapide à l’infini car les fonctions

Φ i,y,σ le sont.

L’idée du calcul est de reprendre à l’envers la transformation de Colmez permettant

de passer des fonctions Fy,σ aux fonctions Φ i,y,σ (cf. [C], p. 377–78) en exploitant à nouveau

la relation
hCP
q=1 χ(aq) = 0. Pour cela on va faire successivement :� une intégration par parties,� un changement de variables permettant d’éliminer les fonctions ψi .

1. Intégration par parties

L II.1.1. — 8i = 1, . . . ,d

Gi,σ(u1, . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud) = 0 .

Preuve.

Gi(u1 , . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud) = hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X

y2Dσ,aq Φ i,y,σ(u1 , . . . ,ui�1 ,0,ui+1, . . . ,ud)
or on a déjà remarqué que :

Φ i,y,σ(u1 , . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud) = 1

cd
ψi(u1, . . . ,ui�1 ,1,ui+1 , . . . ,ud)
dQ
j=1 � dP

k=1
k 6=i τk(f j,σ)uk + τi(f j,σ)�
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est indépendant de y donc en utilisant le lemme I.3.3 on obtient :

Gi(u1, . . . ,ui�1,0,ui+1, . . . ,ud) = h hCX
q=1χ(aq)i j∆σjψi(u1 , . . . ,ui�1,1,ui+1, . . . ,ud)

N (C)pDk dQ
j=1 � dP

k=1
k 6=i τk(f j,σ)uk + τi(f j,σ)�= 0 .

C II.1.1. — 8i = 1, . . . ,d, 8σ 2 Sd�1. La fonction Hi,σ définie par :
Hi,σ(u) = Gi,σ(u)

ui
8u = (u1 , . . . ,ud) 2 (R+ )d avec ui > 0

admet une limite finie lorsque ui tend vers 0, 8(u1, . . . ,ui�1 ,ui+1 , . . . ,ud) 2 (R+ )d�1 fixé.
Preuve.

lim
ui!0

Hi,σ(u1, . . . ,ud)= lim
ui!0

Gi,σ(u1, . . . ,ui�1 ,ui ,ui+1 , . . . ,ud)� Gi,σ(u1 , . . . ,ui�1 ,0,ui+1 , . . . ,ud)
ui= ∂Gi,σ

∂ui
(u1 , . . . ,ui�1 ,0,ui+1, . . . ,ud) .

C II.1.2.Z +1
0

∂Gi,σ

∂ui
(u) log uidui = � Z +1

0

Gi,σ(u)
ui

dui .

Preuve. — Soient η > 0 et A > 0, par intégration par parties on obtient :Z A

η

∂Gi,σ(u)
∂ui

log uidui = [Gi,σ(u) log ui ]Aη � Z A

η

Gi,σ(u)
ui

dui

d’où le résultat en faisant tendre η vers 0 et A vers+1 car

lim
η!0

Gi,σ(u1 , . . . ,ui�1,η,ui+1 , . . . ,ud) log η =
lim
η!0

η log ηHi,σ(u1 , . . . ,ui�1 ,η,ui+1 , . . . ,ud) = 0

et Gi,σ est à décroissance rapide à l’infini.

On en déduit la

P II.1.1.

C = 1[UC :V ] X
σ2Sd�1 dX

i=1 Z(R+�)d Gi,σ(u)ui
du1 � � � dud .
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2. Changement de variables

Notations.� Pour tout σ 2 Sd�1,8q = 1, . . . ,hC on note bDσ,aq l’ensemble des d-uplets(x1 , . . . ,xd) 2]0,1]d tel que :
y = dX

j=1 x jc f j,σ 2 Dσ,aq .� Posons
f �k,σ = �

τk(f1,σ), . . . ,τk(fd ,σ)� 8k = 1, . . . ,d ,

et désignons par

Γσ=Γσ(f �1,σ, . . . ,f �d ,σ)
le cône ouvert formé des points z = (z1 , . . . ,zd) 2 (R+� )d tels que : 8k = 1, . . . ,d

ε(σ) det(f �1,σ , . . . ,f �k�1,σ ,z,f �k+1,σ , . . . ,f �d ,σ) > 0 .�Notons
Dσ,k(z) = det(f �1,σ, . . . ,f �k�1,σ ,z,f �k+1,σ , . . . ,f �d ,σ)

pour σ 2 Sd�1 et k = 1, . . . ,d. On a alors :

P II.2.1.

C = 1[UC :V ] X
σ2Sd�1 1

cd j∆σj ZΓσ

hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X(x1 ,...,xd)2bDσ,aq dY

j=1 � e�xj zj
1� e�zj dzj� .

Preuve. — Fixons i 2 f1, . . . ,dg et posons 8k = 1, . . . ,d

zk = cLi(fk,σ ,u) = c

h dX
j=1
j 6=i ujτj(fk,σ) + τi(fk,σ)iui

dans Z(R+�)d Gi,σ(u)ui
du1 � � � dud .

Le jacobien de ce changement de variables est :

J = cdud�1i Dσ
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avec

Dσ = ������� τ1(f1,σ) � � � τd(f1,σ)
...

...
τ1(fd ,σ) � � � τd(fd ,σ) ������� = ∆σ= det(f �1,σ , . . . ,f �d ,σ) .� Ce changement de variables est un C1 difféomorphisme de (R+� )d sur Γσ. En

effet : 8k = 1, . . . ,d, k 6= i

ukui = det(f �1,σ, . . . ,f �k�1,σ ,z,f �k+1,σ , . . . ,f �d ,σ)
c∆σ

= Dσ,k(z)
c∆σ

ui = det(f �1,σ, . . . ,f �i�1,σ ,z,f �i+1,σ , . . . ,f �d ,σ)
c∆σ

= Dσ,i(z)
c∆σ

et

donc comme ∆σ a le même signe que ε(σ) :
uk > 0 8k = 1, . . . ,d () 8<: ε(σ) det(f �1,σ , . . . ,f �k�1,σ ,z,f �k+1,σ , . . . ,f �d ,σ) > 0

et

zk > 0 8k = 1, . . . ,d() z = (z1, . . . ,zd) 2 Γσ .

(Notons que ce qui précède montre de plus que l’on peut remplacer (z1, . . . ,zd) 2 (R+� )d
par (z1, . . . ,zd) 2 Rd dans la définition de Γσ).� Φ i,y,σ(u) =

e�Li(y,u) � dQ
j=1α(Li(f j,σ,u)) � ψi(u1, . . . ,ui�1 ,1,ui+1 , . . . ,ud)

dQ
j=1[u1τ1(f j,σ) + � � �+ ui�1τi�1(f j,σ) + τi(f j,σ) + ui+1τi+1(f j,σ) + � � �+ udτd(f j,σ)] .

(en notant toujours : α(x) = x
1�e�cx 8x > 0).

Mais si y = dP
j=1 x jc f j,σ on a :

Li(y,u) = dX
k=1
k 6=i τk(y)ukui + τi(y)ui= dX
k=1
k 6=i � dX

j=1 x jcτk(f j,σ)iukui + dX
j=1 x jcτi(f j,σ)ui= dX

j=1 x jch dX
k=1
k 6=i τk(f j,σ)ukui + τi(f j,σ)uii = dX

j=1 x jzj .
34



De plus :

ψi(u1 , . . . ,ui�1 ,1,ui+1 , . . . ,ud) = ψi(u1ui , . . . ,ui�1ui ,ui ,ui+1ui , . . . ,udui)8ui > 0 donc :Z(R+�)d Gi,σ(u)ui
du1 � � � dud =

1

cd j∆σjZΓσ

hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X(x1 ,...,xd)2bDσ,aqe� dP

j=1 xj zj dY
j=1� 1

1�e�zj�ψi�Dσ,1(z)c∆σ

, . . . ,
Dσ,d(z)
c∆σ

�
dz1� � �dzd

d’où le résultat de la proposition II.2.1 en utilisant la proposition II.1.1 et le fait que 8z 2(R+)d n f0g :
dX
i=1 ψi�Dσ,1(z)c∆σ

, . . . ,
Dσ,d(z)
c∆σ

� = 1 .

Illustration de Γσ dans le casd = 2.

Cf1,2g, Idz2 = a2z1 z2 = az1

z1 = z2

z2 = 1
a
z1

z1z2 = 1

f2

f1

z2

z1

1
a

1
a

1

1

a

( nnn représente Cf1,2g, Id ; /// représente ΓId = Γ )

En posant, comme dans le chapitre I :

f2

� 1
a

a

�
avec a > 1 car ∆ = a � 1

a
> 0
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on a :

ΓId = Γ = f�z1
z2

� 2 (R+� )2/ 1
a
z1 < z2 < az1g .

De la proposition II.2.1 on déduit le :

T II.2.1.

LC(1,χ) = hCX
q=1 χ(aq)[UC :V ]N (aq) X

σ2Sd�1 X
J2S0σ

J 6=f1,...,dg X
y2Dσ,J ,aq Z(R+�)d Fy,σ,J (u) dY

k=1 duk� hCX
q=1 χ(aq) logN (aq)R(V )[UC :V ]N (C)pDk +
1[UC :V ] X

σ2Sd�1 ε(σ)cd∆σ

Z
Γσ

hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X(x1 ,...,xd)2bDσ,aq dY

j=1 e�xj zj
1� e�zj dzj

avec

Fy,σ,J (u) = e�Tr(uz) �Y
j2J 1[1� e�cTr(f j ,σu)] .

Remarque II.2.1. — Commementionné en introduction l’expression du théorème

II.2.1 semble difficilement simplifiable pour d � 3. Dans toute la suite de ce travail nous

allons donc nous concentrer sur le cas d = 2.
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Chapitre IIICAS D'UN CORPS QUADRATIQUE RÉEL (d=2)
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1. Choix d’un système particulier d’idéaux aq , (q = 1, . . . ,hC)
Notons que dans le cas d = 2, Sd�1 = fIdg et la somme sur les parties J def1, . . . ,dg distinctes de f1, . . . ,dg, intervenant dans l’expression de g(1) est réduite à J =f1gmodulo la relation d’équivalence�. Donc on obtient :
LC(1,χ) = hCX

q=1 χ(aq)N (aq) 1[UC :V ] X
y2Df1g,aq Z(R+�)2 Fy,f1g(z)dz1dz2� hCX

q=1 χ(aq) logN (aq)R(V )[UC :V ]N (C)pDk+ 1[UC :V ] 1

c2∆

Z
Γa

hCX
q=1 χ(aq)N (aq) X(x1 ,x2)2bDaq e�x1z1e�x2z2(1� e�z1)(1�ez2)dz1dz2 (E)

où l’on a posé pour alléger les notations :bDaq = bDId ,aq
Df1g,aq = DId ,f1g,aq
Fy,f1g = Fy, Id ,f1g

∆ = ∆Id
f i, Id = f i 8i = 1, . . . ,d

Γa = ΓId = f(z1 ,z2) 2 (R+� )2 tels que 1

a
z1 < z2 < az1g si f2 = ε1

� 1
a

a

�
.

Pour déterminer une autre expression de LC(1,χ) on va commencer par décrire plus
explicitement les ensembles finis Df1g,aq et bDaq . Pour cela on va se placer dans le cas oùa1, . . . ,ahC est un système de représentants de IC/PC formé d’idéaux premiers de k dont la
norme est un nombre premier.

On posera donc dans la suite : ai = Pi 8i = 1, . . . ,hC avec Pi idéal premier deOk

tel que N kQ(Pi) = pi soit un nombre premier tel que pgcd(pi ,c) = 1.

Un tel système de représentants existe d’après un théorème de Tchebotareff.

2. Description des Dσ,J ,aq correspondants
Commençons par mentionner :

39



2.1. Un lemme d’arithmétique élémentaire (valable pour d quelconque).

Pour tout idéal fractionnaire I , on identifie I et le réseau τ(I ) de Rd .
L III.2.1. — Soit P un idéal premier deOk dont la norme est un nombre pre-

mier p tel que pgcd(p,c) = 1. Alors :CP�1 \ Q = C \ Q = cZ.
Preuve.� Si x 2 C \ Q , x 2 Ok \ Q = Zdonc x 2 C \ Z = cZ l’inclusion inverse étant

évidente, on a : C \ Q = cZ.� Si x 2 CP�1\Q alors xP � COk etN (Px) = N (P)�N (xOk) = pxd car x 2 Q .
Par conséquent : pxd 2 N� ce qui entraîne que x 2 Z. De plus, comme px 2 xP � C,
px 2 C \ Q = cZdonc cjpx mais pgcd(p,c) = 1 donc cjx et x 2 cZ= C \ Q .

L’inclusion inverse étant claire, on a : C \ Q = CP�1 \ Q.
C III.2.1. — Dans le cas où d = 2, il existe eP 2 CP�1 tel queCP�1 = Zc�ZeP .
Preuve. — CP�1/cZ est un Z-module sans torsion (en effet, si mx 2 cZ avec

x 2 CP�1 etm 2 Zalors, ou bienm = 0, ou bien x 2 Q \CP�1 = cZ)donc CP�1/cZ'Z car CP�1 est un réseau de R2 donc isomorphe à Z2. Il suffit alors de prendre pour eP
n’importe quel élément de CP�1 dont l’image par la surjection canonique soit uneZ-base
de CP�1/cZ.

Appliquons le corollaire III.2.1, au système de représentants P1, . . . ,PhC introduit
dans le paragraphe 1 : 8i = 1, . . . ,hC il existe ei 2 CP�1i tel que :CP�1i = Zc�Zei.
Comme f2 � 1 2 CP�1i , 8i = 1, . . . ,hC il existe aPi 2 Zet bPi 2 N� (quitte à changer ei en�ei ) tels que :

f2 = 1+ aPi c + bPi ei .

Par conséquent :

c f2 = (1+ aPi c)c f1 + bPi cei .

Posons dans toute la suite de ce travail :

uPi = 1+ aPi c et vPi = cbPi
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de sorte que : c f2 = uPi c f1 + vPi ei , 8i = 1, . . . ,hC .
Remarque III.2.1.

a) vPi = [CP�1i : Λ] où Λ est le réseau engendré par c f1 et c f2 .

b) pgcd(uPi ,vPi ) = 1, 8i = 1, . . . ,hC .
(En effet, si δ = pgcd(uPi ,vPi )�

uPi = δu0Pi
vPi = δv0Pi avec pgcd(u0Pi ,v0Pi ) = 1 .

Donc
c

δ
= u0Pi c f �12 + v0Pi f �12 ei 2 CP�1i \ Q

car f2 est une unité de Ok , donc δ = 1 d’après le lemme III.2.1.)

c) c divise uPi � 1, 8i = 1, . . . ,hC .
d) Soit n 2 N, 8i = 1, . . . ,hC on a :

uPi
vPi
n � 1

c
2 Z si et seulement si n = vPi

c
+ kvPi avec k 2 N .

En effet :

uPi
vPi
n � 1

c
2 Z si et seulement si 9k0 2 Z tel que uPin = vPi

c
+ k0vPi .

donc
vPi
c
divise n donc n = k00 vPi

c
avec k00 2 N. Par suite : uPi k00 = 1+ k0c donc k00 � 1[c]

car uPi � 1[c] et n = vPi
c
+ kvPi (avec k 2 N car n 2 N). La réciproque est claire d’après c).

2.2. Cas où J = f1g : description deDf1g,Pi .
P III.2.1.

Df1g,Pi = f1g, 8i = 1, . . . ,hC .
Preuve. — Rappelons que :

Df1g,Pi = �
x1c f1 , 0 < x1 � 1

	 \ (1+ CP�1i ), 8i = 1, . . . ,hC .
Or x1c f1 2 1+ CP�1i si et seulement si (x1 � 1

c
)c f1 2 CP�1i . Par suite :

x1 = 1

c
+m1 avecm1 2 Z
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(car c f1 et ei sontQ-linéairement indépendants donc forment une R-base de R2 ).
Comme x1 2]0,1]

m1 = 0

d’où le résultat cherché.

C III.2.2. — g désignant toujours la fonction introduite dans le corol-

laire I.3.1, on a :

g(1) = 1[UC :V ]� hCX
i=1 χ(Pi)

N (Pi)�K
avec

K = Z +1
0

ze�z
1� e�cz dz = +1X

n=0 1(cn + 1)2 = 1

c2
ζ
�
2,
1

c

�
(où ζ(s,a) = +1P

n=0 1(n+a)s , Re s > 1, a > 0 désigne la fonction zêta d’Hurwitz).
Preuve.

g(1) = 1[UC :V ] hCX
i=1 χ(Pi)

N (Pi) X
y2Df1g,Pi Z(R+�)2 Fy,f1g(z1 ,z2) dz1dz2= 1[UC :V ] hCX

i=1 χ(Pi)
N (Pi) Z +1

0

Z +1
0

e�(z1+z2)
1� e�c(z1+z2) dz1dz2

puisque Df1g,Pi = f1g.
MaisZ +1

0

Z +1
0

e�(z1+z2)
1� e�c(z1+z2) dz1dz2 = Z +1

0

�Z z01
0

e�z01
1� e�cz01 dz02� dz01

(en posant z1 + z2 = z01, z2 = z02) c’est-à-direZ +1
0

Z +1
0

e�(z1+z2)
1� e�c(z1+z2) dz1dz2 = Z +1

0

ze�z
1� e�cz dz

d’où l’expression annoncée pour g(1).
2.3. Cas où J = f1,2g : description de cDPi .
P III.2.2. — 8i = 1, . . . ,hC , cDPi est formé des couples (x1,x2) 2]0,1]2 de

la forme : 8><>: x2 = x i2(m) = m
vPi

et
x1 = x i1(m) = 1

c
+m0 � muPi

vPi
avecm0 = E

�
muPi
vPi

� 1
c

�+ 1
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etm variant de 1 à vPi .

Autrement dit : en posant θ(x) = E(x)� x+ 1 = 1�fxg où fxg désigne la partie
fractionnaire de x on a :cDPi = ��

x1

x2

� 2]0,1]2 tels que 8<: x1 = θ

�
muPi
vPi

� 1
c

�
x2 = m

vPi
, m = 1, . . . ,vPi

�
.

Preuve.�
x1

x2

� 2 cDPi () x1c f1 + x2c f2 2 1+ CP�1i() �
x1 + x2uPi � 1

c

�
c f1 + x2vPi ei 2 CP�1i() x2 = m

vPi
et x1 + x2uPi = 1

c
+m0 avecm etm0 2 Z

car (c f1 ,ei) est une R base deR2 .
Comme x2 2]0,1], on a :m 2 f1, . . . ,vPig,
comme x1 2]0,1],

uPi
m

vPi
� 1

c
< m0 � uPi

m

vPi
� 1

c
+ 1 ,

doncm0 est défini de façon unique 8m = 1, . . . ,vPi fixé.

Remarque III.2.2. — 8i = 1, . . . ,hC ,
Card cDPi = vPi = N (Pi)c2∆

N (C)pDk (d’après le lemme I.3.3) .

Remarque III.2.3.

a) Si x2 = 1 alorsm = vPi doncm
0 = uPi et x1 = 1

c
.

b) Si x1 = 1 alors x2 = 1
c
(etm = vPi

c
).

En effet :

Si x1 = 1 alors c f1 + x2c f2 2 1+ CP�1i donc x2c f2 2 1+ CP�1i donc x2c f2 = 1+ z avec

z 2 CP�1i et x2c = f �12 + f �12 z mais f �12 � 1[C] donc f �12 = 1+ z0 avec z0 2 C.
Par suite : x2c�1 = z0+ f �12 z 2 CP�1i . De plus x2uPi� 1

c
2 Zdonc uPi x2c�1 2 Z

donc uPi (x2c � 1) = uPi x2c � uPi 2 Z car uPi � 1 2 Z. Par conséquent : x2c � 1 2 Q
donc x2c � 1 2 Q \ CP�1i donc x2c � 1 2 cZd’après le lemme III.2.1 ; de plus x2 2 ]0,1],
donc x2 = 1

c
.

On déduit des remarques précédentes et de la proposition III.2.2 le :
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T III.2.1. — Dans le cas où d = 2 on a :

LC(1,χ) = hCX
q=1 χ(Pq)ζ(2, 1c )

N (Pq)c2[UC :V ] � hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq)R(V )

N (C)pDk [UC :V ]+ 1[UC :V ] ZΓa

hCX
q=1 χ(Pq)

N (C)pDkvPq X(x1 ,x2)2bDPq e�x1z1e�x2z2(1� e�z1)(1� e�z2) dz1dz2= hCX
q=1 χ(Pq)ζ(2, 1c )

N (Pq)c2[UC :V ] � hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq)R(V )

N (C)pDk [UC :V ]+ 1[UC :V ]N (C)pDk ZΓa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 e�xq1 (m)z1e� m

vPq
z2(1� e�z1)(1� e�z2) dz1dz2 .

Remarque III.2.4. — L’expression donnée dans le théorème III.2.1 est le point de

départ des 2 derniers chapitres de ce travail, ces deux chapitres pouvant d’ailleurs être étu-

diés de façon indépendante bien que présentant de grandes similitudes dans le plan et les

idées. Elle pourrait être aussi le point de départ d’un sixième chapitre :

Remarque III.2.5. — Si l’on pose8>><>>: u = az1 � z2

∆
et

v = z2 � 1
a
z1

∆
dansZ

Γa

hCX
q=1 χ(Pq)

N (C)pDkvPq X(x1 ,x2)2bDPq e�x1z1e�x2z2(1� e�z1)(1� e�z2) dz1dz2= 1

c2∆

Z
Γa

hCX
q=1 χ(Pq)N (Pq) X(x1 ,x2)2bDPq e�x1z1e�x2z2(1� e�z1)(1� e�z2) dz1dz2 .

Alors 8<: u + v = z1
et
1

a
u + av = z2

on obtient donc :

1

c2∆

Z
Γa

hCX
q=1 χ(Pq)N (Pq) X(x1 ,x2)2bDPq e�x1z1e�x2z2(1� e�z1)(1� e�z2) dz1dz2= 1

c2

Z +1
0

Z +1
0

hCX
q=1 χ(Pq)N (Pq) X(x1 ,x2)2bDPq e�x1(u+v)e�x2( 1a u+av)(1� e�(u+v))(1� e�( 1a u+av)) du dv .
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Notons de plus (cf. chapitre I, p. 17) que dans le cas d = 2 on a pour Re s > 1 :

LC(s,χ) = hCX
q=1 χ(Pq)

N (Pq)s � 1[UC :V ] � 1

Γ(s)2 Z +1
0

Z +1
0

e�(z1+z2)
1� e�c(z1+z2) dz1dz2+ hCX

q=1 χ(Pq)
N (Pq)s � 1[UC :V ] � 1

c2s

X(x1 ,x2)2bDPq ζ(s, 1a ,a,x1 ,x2)
où

ζ(s, 1
a
,a,x1,x2) = 1

Γ(s)2 Z +1
0

Z +1
0

e�x1(u+v)e�x2( 1a u+av)(1� e�(u+v))(1� e�( 1a u+av)) (uv)s�1 du dv= +1X
m=0 +1Xn=0 1�

x1 +m + (x2 + n) 1
a

�s�
x1 +m + (x2 + n)a�s

est la fonction utilisée par Egami dans [E] et Shintani dans [S1] (proposition 3, p. 176 et

théorème 1, p. 184).

Du théorème III.2.1 on déduit alors que :

lim
s!1

hCX
q=1 χ(Pq)

N (Pq)s � 1

c2s

X(x1 ,x2)2bDPq ζ(s, 1a ,a,x1 ,x2) = � hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a

N (C)pDk+ 1

c2

Z +1
0

Z +1
0

hCX
q=1 χ(Pq)N (Pq) X(x1 ,x2)2bDPq e�x1(u+v)e�x2( 1a u+av)(1� e�(u+v))(1� e�( 1a u+av)) du dv .

Un prolongement de ce travail consisterait donc à comparer les résultats obtenus

ici en s = 1 avec ceux obtenus par Egami (cf. [E]) et Shintani (cf. [S1]) en s = 0.
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Chapitre IVEXPRESSION DE LC(1,χ)À L'AIDE DE Hs(a)�Hs( 1a ),(s = 1, . . . ,vPq�1)
47
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En 1980, Novikov a obtenu une “formule limite de Kronecker” où le second terme

du développement de Laurent de la fonction zêta d’un corps de nombre au voisinage de

s = 1, s’exprimait à l’aide de valeurs particulières de la fonction :

ρ(x ,α,β) = Z 1

0

log(1� t xe2πiα)
e�2πiβ � t

dt , (x > 0,β /2 Z) .
On va maintenant exprimer LC(1,χ) à l’aide de la différence entre les valeurs en a

et 1
a
de fonctions de la forme :

Hs(x) = Z +1
0

log(1� ζsqe
�xt)

1� ζ
suPq
q e�t dt (x > 0)

(s = 1, . . . ,vPq � 1) où ζq = e
2πi
vPq .

Notons que :�Hs(x) = Z 1

0

log(1� ζsqT
x)(1� ζ

suPq
q T ) dT

T
.� Les fonctionsHs dépendent de q (indice que nous ne rajouterons pas dans la suite

pour ne pas surcharger les notations).

Le calcul de LC(1,χ) commence par une nouvelle transformation de :
C = 1[UC :V ]N (C)pDk ZΓa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 e�xq1 (m)z1e� m

vPq
z2(1� e�z1)(1� e�z2) dz1dz2

(cf. théorème III.2.1, dernier terme) obtenue à l’aide de la décomposition en éléments

simples sur C de la fraction rationnelle :
T r�1
1�T vPq (pour r = 1, . . . ,vPq ).

L’intérêt de cette décomposition est double : d’une part il permet d’intégrer par rap-

port à l’une des variables, d’autre part l’apparition de racines vPq -ième de l’unité permet

“d’avaler” l’entier E
�
muPq
vPq

� 1
c

�+1 intervenant dans xq1 (m) et que l’on maîtrise mal.
On trouve alors une somme sur s de 1 à vPq dans laquelle on isole ensuite (théo-

rème IV.2.1) le terme en s = vPq , la convergence de l’intégrale en z = 0 de ce terme étant

assurée par la relation
P
σ2G eχ(σ) = 0. Les termes restants conduisent aux fonctions Hs .

Le paragraphe 3 développe une variante (cf. aussi la remarque IV.3.1) qui remémore les

obstacles auxquels on fut confronté au cours de ce travail.
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1. Décomposition en éléments simples
d’une fraction rationnelle

T IV.1.1. — Posons 8q = 1, . . . ,hC ,
ζq = e

2πi
vPq

et, 8m = 1, . . . ,vPq

x
q
1 (m) = θ

�muPq
vPq

�1
c

�
,

(avec θ(x) = E(x)�x+1, 8x 2 R).
On a alors :

C = 1[UC :V ]pDkN (C) Z +1
0

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
s=1 e� 2πis

c ζ
uPq s

q e
�z
vPq

1�ζuPq sq e
�z
vPq

� log � 1�ζsqe �azvPq

1�ζsqe �z
avPq

�
dz.

Preuve. — Soit donc(E) C = 1[UC :V ]N (C)pDk ZΓa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 e�xq1 (m)z1e� m

vPq
z2(1�e�z1)(1�e�z2)dz1dz2 .

Posons P(T ) = T
vPq�1, 8r = 1, . . . ,vPq on a :(D) T r�1

1�T vPq = vPqX
s=1 Ar,s

ζsq�T avec Ar,s = ζ
s(r�1)
q

P 0(ζsq) = ζsrq

vPq
.

Par suite 8q = 1, . . . ,hC et 8z1 > 0, 8z2 > 0 on a :X(x1 ,x2)2bDPq e�x1z1e�x2z2(1�e�z1)(1�e�z2) = vPqX
m=1 e�xq1 (m)z1(1�e�z1) � e

� m
vPq

z2(1�e�z2)= vPqX
m=1 � vPqX

s=1 ζsx1(m)vPq
q

vPq
� e

� z1
vPq

ζsq�e� z1
vPq

�
e
� m
vPq

z2

1�e�z2
en appliquant (D) avec T = e

� z1
vPq et r = r(m) = x1(m)vPq , 8m = 1, . . . ,vPq fixé

(notons que : x1(m) = r(m)
vPq

avec r(m) 2 f1, . . . ,vPqg car 0 < x1(m) � 1,8m = 1, . . . ,vPq ).

Comme

ζ
sx1(m)vPq
q = e

2πis

h
1
c�muPq

vPq

i = e
2πis
c ζ

�muPq s
q
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et Z az2

1
a z2

e
� z1
vPq

ζsq�e� z1
vPq

dz1 = Z az2

1
a z2

ζ�sq e
� z1
vPq

1�ζ�sq e
� z1
vPq

dz1= vPq

h
log
�
1�ζ�sq e

� az2
vPq

�� log(1�ζ�sq e
� z2
avPq

�i
en désignant par log la détermination principale du logarithme complexe, on obtient en

intégrant par rapport à z1 l’expression (E) :Z
Γa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

X(x1 ,x2)2bDPq e�x1z1e�x2z2(1�e�z1)(1�e�z2)dz1dz2= Z +1
0

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 vPqXs=1 e 2πisc ζ�muPq sq e

� m
vPq

z

1�e�z log

�
1�ζ�sq e

�az
vPq

1�ζ�sq e
�z
avPq

�
dz= Z +1

0

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
s=1 e 2πisc ζ�uPq sq e

� z
vPq

1�ζ�uPq sq e
� z
vPq

log

�
1�ζ�sq e

�az
vPq

1�ζ�sq e
�z
avPq

�
dz

car
vPqX
m=1ζ�muPq sq e

� m
vPq

z = ζ
�uPq s
q e

� z
vPq (1�e�z)

1�ζ�uPq sq e
� z
vPq

d’où le résultat annoncé en changeant s en vPq�s pour s = 1, . . . ,vPq�1.
2. Nouvelle expression de LC(1,χ)

On commence par évaluer précisément le terme correspondant à s = vPq dans

l’expression de C donnée dans le théorème IV.1.1.

T IV.2.1. — Posons

C1 = Z +1
0

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

e
� z
vPq

1�e� z
vPq

h
log
�
1�e� az

vPq

�� log(1�e� z
avPq

�i
dz .

Alors

C1 = 2

hCX
q=1 χ(Pq) log a logN (Pq) .

Preuve. — Mettons en évidence la partie principale en 0 dans l’intégrale définis-

51



sant C1 :

C1 = Z +1
0

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

h e
� z
vPq

1�e� z
vPq

�vPq
z

ih
log
�
1�e� az

vPq

�� log�1�e� z
avPq

�i
dz+Z +1

0

hCX
q=1 χ(Pq) log�1�e� az

vPq

�� log�1�e� z
avPq

�
z

dz= Z +1
0

hCX
q=1 χ(Pq) log�1�e� az

vPq

�� log�1�e� z
avPq

�
z

dz

carZ +1
0

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

h e
� z
vPq

1�e� z
vPq

�vPq
z

ih
log
�
1�e� az

vPq

�� log�1�e� z
avPq

�i
dz= hCX

q=1 χ(Pq)vPq

Z +1
0

h e
� z
vPq

1�e� z
vPq

�vPq
z

ih
log
�
1�e� az

vPq

�� log�1�e� z
avPq

�i
dz

(chaque intégrale de la somme étant maintenant convergente en 0)= hCX
q=1 χ(Pq) Z +1

0

h e�u
1�e�u� 1u ih log�1�e�au�� log�1�e �ua �i du

(en posant u = z
vPq
dans chaque intégrale de la somme)= 0 car

hCX
q=1 χ(Pq) = 0.

Le théorème IV.2.1 s’obtient alors grâce au :

L IV.2.1. — 8ε > 0, on a :Z +1
ε

log(1�e�t )
t

dt = �1
2
(log ε)2+ Z +1

1

log(1�e�t)
t

dt+ℓ(ε)
avec

ℓ(ε) = Z 1

ε

log(1�e�t )� log t
t

dt , 8ε � 0 .

(En effet :8ε > 0, Z +1
ε

log(1�e�t)
t

dt� Z 1

ε

log t

t
dt = Z +1

1

log(1�e�t )
t

dt+ℓ(ε) .)
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Par suite, 8ε > 0, on a :
hCX
q=1 χ(Pq) Z +1

ε

log
�
1�e� az

vPq

�� log(1�e� z
avPq

�
z

dz= hCX
q=1 χ(Pq)� Z +1

aε
vPq

log(1�e�t)
t

dt� Z +1
ε

avPq

log(1�e�t )
t

dt

�= hCX
q=1 χ(Pq)h�12h log� aεvPq �i2+ℓ� aεvPq �+12h log� ε

avPq

�i2�ℓ� ε

avPq

��= hCX
q=1 χ(Pq)��12 log a2 log� ε2v2Pq �+ℓ� aεvPq ��ℓ� ε

avPq

��= hCX
q=1 χ(Pq)� log a2 log vPq+ℓ� aεvPq ��ℓ� ε

avPq

��
car

hCP
q=1χ(Pq) log ε2 log a2 = 0, 8ε > 0 .

On en déduit que :

C1 = lim
ε!0

hCX
q=1 χ(Pq)h log a2 log vPq+ℓ� aεvPq ��ℓ� ε

avPq

�i= hCX
q=1 χ(Pq) log a2 log vPq (car Z 1

0

log(1�e�t )� log t
t

dt est convergente)

ou encore :

C1 = hCX
q=1 χ(Pq) log a2 logN (Pq) car hCX

q=1 χ(Pq) log� c2∆p
DkN (C)� = 0 .

T IV.2.2. — Posons

C2 = Z +1
0

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPq�1X
s=1 e

�2πis
c ζ

uPq s

q e
� z
vPq

1�ζuPq sq e
� z
vPq

log

�
1�ζsqe �azvPq

1�ζsqe �z
avPq

�
dz .

Alors :

C2 = hCX
q=1 χ(Pq) vPq�1X

s=1 e �2πisc

Z +1
0

log
�
1�ζsqe�az�� log�1�ζsqe� z

a

�
1�ζuPq sq e�z dz�∆

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

ζ(2,1
c
) .
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Preuve. — Chaque terme de la somme correspondant à une intégrale convergente

puisque s 6= vPq on a, en utilisant la relation
x

1�x = �1+ 1
1�x :

C2 = hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPq�1X
s=1 e �2πisc

Z +1
0

log
�
1�ζsqe� az

vPq

�� log�1�ζsqe� z
avPq

�
1�ζuPq sq e

� z
vPq

dz� hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPq�1X
s=1 e �2πisc

Z +1
0

h
log
�
1�ζsqe� az

vPq

�� log�1�ζsqe� z
avPq

�i
dz

puis en posant t = z
vPq
dans chaque intégrale on obtient :

C2 = hCX
q=1 χ(Pq) vPq�1X

s=1 e �2πisc

Z +1
0

log
�
1�ζsqe�at�� log�1�ζsqe� t

a

�
1�ζuPq sq e�t dt� hCX

q=1 χ(Pq) vPq�1X
s=1 e �2πisc

Z +1
0

h
log
�
1�ζsqe�at�� log�1�ζsqe� t

a

�i
dt .

Pour obtenir le résultat annoncé, il reste à évaluer plus précisément le second terme de la

différence.

L IV.2.2. — 8α 2 R+�, 8ζ 2 C tel que jζj = 1 on a :Z +1
0

log(1�ζe�αt ) dt = � 1
α

+1X
n=1 ζnn2 .

Preuve.

log(1� ζe�αt ) = � +1X
n=1 ζnn e�αnt , 8t > 0 .

Fixons ε > 0, on a alors (la série
+1P
n=1 ζnn e�αnt convergeant normalement sur [ε,+1[) :Z +1

ε

log(1� ζe�αt ) dt = � +1X
n=1 ζnn Z +1

ε

e�αnt dt= � +1X
n=1 ζn

αn2
e�αnε

et on obtient le résultat annoncé en faisant tendre ε vers 0 (la série de fonction
+1P
n=1 ζn

αn2
e�αnt

étant normalement convergente sur [0, +1[, sa somme est continue sur [0, +1[ donc
en 0).
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L IV.2.3.

vPq�1X
s=1 e �2πisc

+1X
n=1 ζnsqn2 = 1

vPq
ζ
�
2,
1

c

��π2
6
.

Preuve.

vPq�1X
s=1 e �2πisc

+1X
n=1 ζnsqn2 = +1X

n=1 vPq�1P
s=1 e2πi� n

vPq
� 1
c

�
s

n2= +1X
n=1

n
vPq

� 1
c 2Z vPq�1n2

+ +1X
n=1

n
vPq

� 1
c /2Z� 1

n2= +1X
n=1

n
vPq

� 1
c 2Z vPqn2 �π26= +1X

k=0 vPq�
kvPq+ vPq

c

�2�π26= c2

vPq

+1X
k=0 1(kc+1)2�π26 . �

On en déduit que :

hCX
q=1 χ(Pq) vPq�1X

s=1 e �2πisc

Z +1
0

h
log
�
1�ζsqe�at�� log�1�ζsqe� t

a

�i
dt= hCX

q=1 χ(Pq) vPq�1X
s=1 e �2πisc ∆

+1X
n=1 ζsnqn2

(en utilisant le lemme IV.2.2 et en remarquant que a� 1
a
= det(f1 ,f2) = ∆)= ∆

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

ζ
�
2,
1

c

�
en utilisant le lemme IV.2.3 et en notant que :

hCX
q=1 χ(Pq)π26 = 0 .

Ce qui termine la preuve du théorème IV.2.2.
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T IV.2.3. — Sous les hypothèses énoncées dans l’introduction du chapitre

III, on a :

LC(1,χ) = hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a[UC :V ]pDkN (C)+ 1[UC :V ]pDkN (C) hCX

q=1 χ(Pq)vPq�1X
s=1 e �2πisc

Z +1
0

log(1�ζsqe�az)� log(1�ζsqe� z
a )

1�ζuPq sq e�z dz= hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a[UC :V ]pDkN (C)+ 1[UC :V ]pDkN (C) hCX

q=1 χ(Pq) vPq�1X
s=1 e �2πisc [Hs(a)�Hs� 1

a

��
.

Preuve. — Ce résultat s’obtient aisément à l’aide de l’expression (E) du théorème
III.2.1 en remarquant que :� C = 1[UC :V ]pDkN (C) (C1+C2)� ∆

vPq
� 1p

DkN (C) = 1

c2N (Pq)
et en utilisant les théorèmes IV.2.1 et IV.2.2.

C IV.2.1. — 8σ 2 G , notons P1,σ, . . . ,P hC
n ,σ

les hC
n
éléments P defP1, . . . ,PhCg tels que :

χ(P) = eχ(σ)
et posons aσ = hC

nQ
k=1 Pk,σ. Alors, on a

L(1,χ) = hX
σ2G eχ(σ) logN (aσ)i 2Rkp

Dk

h

hC+ 1[UC :V ]pDkN (C)� hCX
q=1 χ(Pq)e �2πisc

vPq�1X
s=1 hHs(a)�Hs� 1a �i�YPjC �1� χ(P)

N (P)��1
où Rk désigne le régulateur et h le nombre de classe du corps k.

Preuve. — Elle découle aisément du théorème IV.2.3 en notant que :

R(V )[UC :V ] = Rk [U :UC ]
et que :

hC = 2hN (C)[U :UC ] Y
PjC h1� χ(P)

N (P)i .
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3. Une variante du théorème IV.2.3

P IV.3.1. — Posons 8x > 0 et 8s = 1, . . . ,vPq�1
Ks(x) = Z +1

0

log(1�ζuPq sq e�xt)
1�ζsqe�t dt .

Alors on a :

Ks(x)�Ks� 1
x

� = Hs(x)�Hs� 1
x

�+�x� 1
x

�� +1X
n=1 ζuPq snq

n2
� +1X

n=1 ζsnqn2 �8x > 0 et 8s = 1, . . . ,vPq�1 fixés.
Preuve.
L IV.3.1. — Soient ζ et ζ0 deux nombres complexes demodules 1 et distincts

de 1 fixés.

Soit f la fonction définie sur ]0,+1[ par
f (x) = Z +1

0

log(1� ζe�xt )
1� ζ0e�t dt , 8x > 0 .

Alors f est dérivable sur ]0,+1[ et
f 0(x) = Z +1

0

ζt e�xt(1� ζ0e�t )(1� ζe�xt ) dt , 8x > 0 .
Preuve.

f (x) = f1(x) + f2(x), 8x > 0
avec f1(x) = R 1

0
log(1�ζe�xt)
1�ζ0e�t dt et f2(x) = R +1

1
log(1�ζe�xt)
1�ζ0e�t dt .� f1 est dérivable sur ]0,+1[ (et même sur R) et :

f 01 (x) = Z 1

0

ζt e�xt(1� ζ0e�t )(1� ζe�xt ) dt , 8x 2 R
par application du théorème élémentaire de dérivation d’une intégrale dépendant d’un

paramètre, sur un intervalle compact.

(L’application [0,1]� R �! C(t ,x) 7�! ζt e�xt(1�ζ0e�t )(1�ζe�xt) étant continue sur [0,1]� R.)� Soit ε > 0, fixé, f2 est dérivable sur [ε, +1[ par application du théorème de Le-
besgue de dérivation d’une intégrale dépendant d’un paramètre (la condition de domi-

nance étant assurée par l’inégalité :���� ζt e�xt(1� ζ0e�t )(1� ζe�xt ) ���� � t e�εt(1� e�t )(1� e�εt ) , 8x 2 [ε,+1[ )
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et

f 02 (x) = Z +1
1

ζt e�xt(1� ζ0e�t )(1� ζe�xt) dt , 8x 2 [ε,+1[
donc 8x 2]0,+1[ (car ε > 0 est arbitraire). Par conséquent, f est dérivable sur ]0,+1[ et

f 0(x) = f 01 (x) + f 02 (x) = Z +1
0

ζt e�xt(1� ζ0e�t )(1� ζe�xt ) dt , 8x > 0 .
En appliquant le lemme IV.3.1 on obtient donc :

H 0
s(x) = Z +1

0

ζsq t e
�tx(1�ζsuPqq e�t )(1�ζsqe�tx) dt

et

K 0s (x) = Z +1
0

ζ
uPq s

q t e�tx(1�ζsqe�t )(1�ζuPq sq e�tx) dt8x > 0 et 8s = 1, . . . ,vPq�1.
On remarque alors que, comme :

K 0s� 1x � = Z +1
0

ζ
uPq s

q t e� t
x(1�ζsqe�t )(1�ζuPq sq e� t

x ) dt
en posant t

x
= t 0 on obtient :
1

x2
K 0s� 1x � = Z +1

0

ζ
uPq s

q t 0e�t 0(1�ζsqe�xt 0)(1�ζuPq sq e�t 0) dt 0= Z +1
0

� �t
1�ζsqe�tx+ t

1�ζuPq sq e�t � dt+H 0
s (x), 8x > 0 . (I )

Or : Z +1
0

�
t

1�ζuPq sq e�t � t

1�ζsqe�tx � dt= Z +1
0

� +1X
n=1 tζuPq snq e�nt� +1X

n=1 tζsnq e�ntx� dt= +1X
n=1 ζuPq snq

n2
� 1

x2

+1X
n=1 ζsnqn2

(on peut intervertir
P
et
R
en vertu du théorème de convergence dominée de Lebesgue).

Par intégration de l’égalité (I ) on obtient :�Ks� 1
x

� = Hs(x)+x +1X
n=1 ζuPq snq

n2
+ 1
x

+1X
n=1 ζsnqn2 +C(ζs)8x > 0, 8s = 1, . . . ,vPq�1

(avec C(ζs) = ��Hs(1)+Ks(1)++1P
n=1 ζuPq snq

n2
++1P
n=1 ζsnqn2 �).
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Le résultat annoncé s’en déduit aisément.

C IV.3.1.

vPq�1X
s=1 e �2πisc

h
Hs(x)�Hs� 1

x

�i = vPq�1X
s=1 e �2πisc

h
Ks(x)�Ks� 1

x

�i
, 8x > 0.

Preuve.
vPq�1X
s=1 e �2πisc

+1X
n=1 ζsnn2 = 1

vPq
ζ

�
2,
1

c

��π2
6

d’après le lemme IV.2.3.

Demême :
vPq�1X
s=1 e �2πisc

+1X
n=1 ζuPq snn2

= +1X
n=1

uPq
n

vPq
� 1
c
2ZvPq�1n2

+ +1X
n=1

UPn
vPq

� 1
c
/2Z� 1

n2= vPq

+1X
k=0 1�

vPq
c
+kvPq�2�π26

(d’après le d) de la Remarque III.2.1) = 1

vPq
ζ

�
2,
1

c

��π2
6
.

Le résultat cherché s’obtient alors en utilisant la proposition IV.3.1.

C IV.3.2.

LC(1,χ) = hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a[UC :V ]pDkN (C)+ 1[UC :V ]pDkN (C) hCX

q=1 χ(Pq) vPq�1X
s=1 e �2πisc

h
Ks(a)�Ks� 1

a

�i= hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a[UC :V ]pDkN (C)+ 1[UC :V ]pDkN (C) hCX

q=1χ(Pq)vPq�1X
s=1 e �2πisc

Z +1
0

log(1�ζuPq sq e�at)� log(1�ζuPq sq e� t
a )

1�ζsqe�t dt .

Remarque IV.3.1. — Dans une première version de ce travail, j’avais obtenu l’ex-

pression de LC(1,χ) donnée dans le corollaire IV.3.2 en faisant une intégration par rapport
59



à z2 (au lieu de z1) dans la démonstration du théorème IV.1.1. Mais l’analogue du théo-

rème IV.2.2 conduit à des calculs beaucoup plus longs et techniques et utilise le dévelop-

pement en série de Fourier de la fonctionpériodique de période 1 définie par f (x) = e�xz ,8x 2]0,1[, (z 2 C � fixé).
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Chapitre VNOUVELLE EXPRESSION DE LC(1,χ)
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1. Introduction

Dans ce dernier chapitre, on va établir une ultime expression de LC(1,χ) qui pré-
sente certaines analogies avec une formule limite de Kronecker établie par Zagier en 1975.

De façon plus précise : dans [Z] le rôle joué par la fonction ρ(x ,α,β) de Novikov est rem-
placé par celui joué par la fonction :

F (x) = Z +1
0

� 1

1�e�t�1t � log(1�e�xt) dt (x > 0)= +1X
ℓ=1 1ℓh�Γ0

Γ

�(ℓx)� log(ℓx)i .
Cette fonction F vérifiant en outre l’équation fonctionnelle :

F (x)+F� 1
x

� = �π2
6

�
x+ 1

x
�2�+1

2
(log x)2+2F (1) .

De plus

F (x) � �π2
12x

lorsque x tend vers+1 (cf. [Z], p. 171).

En reprenant le résultat du théorème III.2.1, on va exprimer LC(1,χ) en fonction des
valeurs en avPq et

1
avPq

de la fonction :

Gq(z) = +1X
ℓ=1 1ℓ Z +1

0

�
e�ℓzt
t

� e�(ℓz+xq1 (ℓ))t
1�e�t �

dt , 8z > 0 .
P V.1.1. — Gq(z) converge 8z > 0 (la convergence étant normale sur

tout intervalle de la forme [ε,+1[ pour ε > 0 fixé).
Preuve. — Elle repose sur le lemme suivant :

L V.1.1. — Soit x 2 [0,1] fixé. Soit fx la fonction continue définie sur [0,+1[
par : 8>><>>: fx(u) = e�xu

1�e�u� 1u si u > 0

fx(0) = 1

2
�x .
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Alors il existe une constanteM indépendante de u et de x telle que :jfx(u)j � M , 8u 2 [0,+1[, 8x 2 [0,1].
Preuve. — Comme, 8u 2 [0,+1[ fixé, x 7! fx(u) est décroissante on a :

f1(u) � fx(u) � f0(u), 8x 2 [0,1] .
Donc jfx(u)j � Max(jf1(u)j,jf0(u)j), 8x 2 [0,1] et 8u 2 [0,+1[ fixé.
Mais 9M1 > 0 tel que jf1(u)j � M1, 8u � 09M2 > 0 tel que jf0(u)j � M2, 8u � 0

(car f1 et f0 sont des fonctions continues sur [0,+1[ tendant vers 0 à l’infini) et en prenant
M = Max(M1,M2) on obtient le résultat annoncé.

La proposition V.1.1 découle alors de l’inégalité :��� Z +1
0

h e�ℓzt
t

� e�(ℓz+xq1 (ℓ))t
1� e�t i

dt

��� � M

Z +1
0

e�ℓzt dt� M

ℓz
, 8z > 0 .

Remarque V.1.1. — On a :

Gq(z) = +1X
ℓ=1 � Γ0

Γ

�(ℓz+xq1 (ℓ))� log(ℓz)
ℓ

en vertu des relations :�Γ0
Γ

�(z) = Z +1
0

h e�t
t
� e�zt
1� e�t i dt , 8z 2 C tel que Re z > 0

(cf. [D], p. 324 par exemple) etZ +1
0

e�at�e�bt
t

dt = log
b

a
, 8a > 0, 8b > 0 fixés

(cette dernière égalité s’obtenant en appliquant, par exemple, le théorème de Fubini dans

l’intégrale :
R +1
0

R b
a
e�xtdx dt ).

L’idée du calcul qui va suivre est de permuter l’intégrale sur Γa et les sommes finies
intervenant dans l’expression de C rappelée dans l’introduction du chapitre IV. Pour que

cela soit possible on commence par isoler la partie polaire : on retrouve alors la même

expression que celle obtenue dans le chapitre IV, l’expression restante conduisant cette

fois aux fonctions Gq .

On termine ce chapitre en précisant un problème ouvert évoqué en introduction.
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2. Expression de LC(1,χ) en fonction de Gq� a
vPq

��Gq� 1
avPq

�
.

TV.2.1. — C désignant toujours l’expression définie à la fin du chapitre I,

on a :

C = 1[UC :V ]pDkN (C)�2 hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a+ hCX

q=1 χ(Pq)hGq� a

vPq

��Gq� 1

avPq

�i�
.

Preuve. — Le point de départ est à nouveau la relation de base :

C = 1[UC :V ]pDkN (C) ZΓa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 e�xq1 (m)z1e� m

vPq
z2(1�e�z1)(1�e�z2) dz1 dz2

mise en évidence dans le théorème III.2.1.

L V.2.1.Z
Γa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 e

� m
vPq

z2

z1(1�e�z2) dz1 dz2 = 2

hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a .

Preuve.Z
Γa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 e

� m
vPq

z2

z1(1�e�z2) dz1 dz2 = Z
Γa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

e
� z2
vPq

z1(1�e� z2
vPq ) dz1 dz2= lim

ε!0

Z +1
ε

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

log a2
e
� z2
vPq

1�e� z2
vPq

dz2 .

Or Z +1
ε

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

e
� z2
vPq

1�e� z2
vPq

dz2 = � hCX
q=1 χ(Pq) log�1�e� ε

vPq

�
et

lim
ε!0

hCX
q=1 χ(Pq) log�1�e� ε

vPq

� = � hCX
q=1 χ(Pq) log vPq

d’où le résultat (car vPq = N (Pq)� ∆c2

N (C)pDk
et

hCP
q=1χ(Pq) log ∆c2

N (C)pDk
= 0).
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Posons :

C 01 = Z
Γa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 e

� m
vPq

z2

z1(1�e�z2) dz1 dz2
(cf. lemme V.2.1) et

C 02 = Z
Γa

hCX
q=1 χ(Pq)vPq

vPqX
m=1 � e�xq1 (m)z1

1�e�z1 � 1

z1

�
e
� m
vPq

z2(1�e�z2) dz1 dz2 .
Alors

C = 1[UC :V ]pDkN (C)hC 01+C 02i= 2

hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a[UC :V ]pDkN (C) + 1[UC :V ]pDkN (C)C 02

d’après le lemme V.2.1.

On a de plus, l’intégrale considérée convergeant maintenant absolument (d’après

le lemme V.1.1) :

C 02 = hCX
q=1 χ(Pq)vPq

Z
Γa

+1X
k=0 vPqX

m=1 � e�xq1 (m)z1
1�e�z1 � 1

z1

�
e
� m
vPq

z2
e�kz2 dz1 dz2= hCX

q=1 χ(Pq)vPq

+1X
ℓ=0 ZΓa

�
e�xq1 (ℓ)z1
1�e�z1 � 1

z1

�
e
� ℓ
vPq

z2
dz1 dz2 .

En posant ℓ = kvPq+m, on a alors : xq1 (ℓ) = x
q
1 (m).

(Notons que : jC 02j � hCX
q=1 1

vPq

Z
Γa

+1X
k=0 vPqX

m=1Me�(k+ m
vPq

)z2
dz1 dz2� M

hCX
q=1 1

vPq

+1X
k=0 ZΓa

e
� ℓ
vPq

z2
dz1 dz2� M

hCX
q=1 ∆

vPq

+1X
k=0 Z +1

0
z2e

� ℓ
vPq

z2
dz2� M∆

� hCX
q=1 vPq�� π2

6
< +1

ce qui justifie l’intervertion de
P
et
R
dans le calcul précédent.)

Comme enfin :
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1

vPq

Z
Γa

�
e�xq1 (ℓ)z1
1�e�z1 � 1

z1

�
e
� ℓ
vPq

z2
dz1 dz2= 1

ℓ

Z +1
0

�
e�xq1 (ℓ)z1
1�e�z1 � 1

z1

�h
e
� ℓz1
vPq

a�e� ℓz1a
vPq

i
dz1= 1

ℓ

�Z +1
0

�� e�� ℓa
vPq

+xq1 (ℓ)�z1
1�e�z1 + e� ℓz1a

vPq

z1

�
dz1�Z +1

0

�
e
� ℓz1
avPq

z1
� e��xq1 (ℓ)+ ℓ

avPq

�
z1

1�e�z1 �
dz1

�
.

On obtient le résultat cherché.

C V.2.1.

LC(1,χ) = hCX
q=1 χ(Pq)N (Pq) ζ

�
2, 1
c

�[UC :V ]c2+ hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a

N (C)pDk [UC :V ]+ 1[UC :V ]N (C)pDk hCX
q=1 χ(Pq)�Gq� a

vPq

��Gq� 1

avPq

��
.

Preuve. — Il suffit pour cela de remplacer, dans l’expression de LC(1,χ) du théo-
rème III.2.1, l’expression obtenue pour C dans le théorème V.2.1 dans l’expression de

LC(1,χ) du théorème III.2.1.
Remarque V.2.1.(a) Gq

� a
vPq

��Gq� 1

avPq

� = +1X
ℓ=1 1ℓ��Γ0

Γ

��
x
q
1 (ℓ)+ ℓa

vPq

���Γ0
Γ

��
x
q
1 (ℓ)+ ℓ

avPq

�� log a2�(b) Gq

� a

vPq

��Gq� 1

avPq

� = +1X
ℓ=1 +1X

k=0 � ∆
vPqh

x
q
1 (ℓ)+ ℓ

avPq
+kihxq1 (ℓ)+ ℓa

vPq
+ki� log a2ℓ

�
en vertu de la relation�Γ0

Γ

�(z) = �γ�1
z
+ +1X

k=1 h 1k� 1

k+z i, 8z 2 C r Z�
(cf. [D], p. 294 par exemple).

On va dans le paragraphe suivant indiquer quelques propriétés de cette série.
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3. Quelques propriétés liées à Gq

Dans ce paragraphe, on commence par étudier plus précisément de quelle façon la

série introduite dans la remarque V.2.1 converge. On établit ensuite une relation entre la

fonction Gq et la fonction F de Zagier.

P V.3.1. — Lorsque ℓ tend vers+1 on a :�Γ0
Γ

��
x
q
1 (ℓ)+ ℓa

vPq

���Γ0
Γ

��
x
q
1 (ℓ)+ ℓ

avPq

�� log a2 = ∆vPq eB1� uPqvPq ℓ� 1
c

�
ℓ

+O� 1
ℓ2

�
où eB1 désigne la fonction périodique de période 1 coïncidant avec le polynôme de Ber-
noulli de degré 1 défini par B1(x) = x� 1

2 si x 2 [0,1[.
(Notons que : eB1(x) = 1

2�θ(x), 8x 2 R donc eB1� uPqvPq ℓ� 1
c

� = 1
2�xq1 (ℓ), 8ℓ 2 N� .)

Preuve. — Il suffit de faire un développement limité d’ordre 1 de :�Γ0
Γ

��
x
q
1 (ℓ)+ ℓa

vPq

���Γ0
Γ

��
x
q
1 (ℓ)+ ℓ

avPq

�� log a2
en utilisant la relation :�Γ0

Γ

�(z) = log z� 1

2z
�2 Z +1

0

t dt(t2+z2)(e2πt�1) pour Re z > 0
(cf. [W], p. 251 par exemple) et en remarquant que :

0 � Z +1
0

t dt(t2+z2)(e2πt�1) � K0

z2
, 8z 2 R+�

(avec K0 = R +1
0

t dt
e2πt�1 ).

P V.3.2. — La série+1X
ℓ=1

ℓ6� vPq
c [vPq ] ��Γ0

Γ

��
x1(ℓ)+ ℓa

vPq

���Γ0
Γ

��
x1(ℓ)+ ℓ

avPq

�� log a2�
est convergente.

Preuve. — Prouvons tout d’abord le

L V.3.1.

a)

vPqX
ℓ=1 eB1�uPqvPq ℓ�1c � = eB1(1) = �1

2
.
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b)

vPqX
ℓ=1
ℓ6= vPq

c

eB1�uPq
vPq

ℓ�1
c

� = 0 .

Preuve du lemme.

a) Comme l’application Z/vPqZ�! Z/vPqZ :
ℓ̇ 7�! ℓ̇

0 où ℓ0 � upℓ� vPq
c
[vPq ]

est une bijection car pgcd(uPq ,vPq ) = 1, on a :

vPqX
ℓ=1 eB1�uPqvPq ℓ�1c � = vPqX

ℓ0=1 eB1� ℓ0vPq � = eB1(1)
car eB1(�x) = � eB1(x) si x /2 Zet eB1� 12� = 0.

b)
uPq
vPq
ℓ� 1

c
2 Z si, et seulement si, ℓ = vPq

c
+kvPq d’après le d) de la remarque

III.2.1 donc

vPqX
ℓ=1

ℓ 6= vPq
c

eB1�uPq
vPq

ℓ�1
c

� = vPq�1X
ℓ0=1 eB1� ℓ0vPq � = 0 .

La proposition V.3.2 résulte alors de la proposition V.3.1. et du lemme d’Abel (car
NP
ℓ=1

ℓ 6� vPq
c

[vPq ] eB1� uPqvPq ℓ� 1
c

�
est borné indépendamment de N ).

P V.3.3. — Les fonctions F et Gq ayant été définies dans l’introduction

du chapitre on a :

Gq(z) = F (z)+ +1X
ℓ=1 1ℓ Z +1

0

e�ℓzt�1�e�xq1 (ℓ)t�
1�e�t dt , 8z > 0 .

Preuve. — De l’égalité :�1
t
� 1

1�e�t �+1�e�xq1 (ℓ)t1�e�t = 1

t
� e�xq1 (ℓ)t
1�e�t ,

on déduit :Z +1
0

e�ℓzth1
t
� 1

1� e�t i dt + Z +1
0

1� e�xq1 (ℓ)t
1� e�t e�ℓzt dt= Z +1

0

h1
t
� e�xq1 (ℓ)t
1� e�t ie�ℓzt dt .
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Donc :

Gq(z) = +1X
ℓ=1 1ℓ Z +1

0
e�ℓtzh1

t
� 1

1� e�t i dt + +1X
ℓ=1 1ℓ Z +1

0

1� e�xq1 (ℓ)t
1� e�t e�ℓzt dt

et on obtient le résultat cherché en utilisant l’égalité :

log(1� x) = � +1X
n=1 xnn

pour jxj < 1.
P V.3.4.

Gq(z) = F (z)+ 1

zv2Pq
ζ

�
2,
1

c

�+ +1X
ℓ=1

ℓ6� vPq
c [vPq ] 1ℓ Z +1

0

e�ℓzt�1�e�xq1 (ℓ)t�
1�e�t dt , 8z > 0 .

Preuve. — Elle résulte du fait que : xq1 (ℓ) = 1 si, et seulement si, ℓ � vPq
c
[vPq ]

d’après la remarque III.2.3, d), car :+1X
ℓ=1

ℓ� vPq
c [vPq ] 1ℓ Z +1

0
e�ℓzt dt = 1

zv2Pq

+1X
k=0 1�

k+ 1
c

�2 .
C V.3.1.

LC(1,χ) = hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a

N (C)pDk [UC :V ] + 1[UC :V ]N (C)pDk hCX
q=1 χ(Pq)�F� avPq��F� 1

avPq

�+ +1X
ℓ=1

ℓ6� vPq
c [vPq ]1ℓ Z +1

0

e
� ℓa
vPq

t�e� ℓ
avPq

t

1�e�t �
1�e�xq1 (ℓ)t� dt�.

Preuve. — Elle découle du corollaire V.2.1, de la proposition V.3.4 et de la re-

marque III.2.2.

Pour terminer cette étude, étudions de quelle manière l’expression obtenue dans le

corollaire V.2.1 dépend de l’unité ε1 ou plus précisément de a.
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4. Que se passe-t-il lorsqu’on remplace ε1 par ε
r
1, (r 2 N�)?

Notons que les diverses formules obtenues dans le cas d = 2 sont encore valables

si l’on remplace ε1 par ε
r
1 et ceci 8r 2 N� fixé.

De plus :

a) Si Vr désigne le sous-groupe deOk engendré par ε
r
1 on a :[UC :Vr ] = [UC :V ][V :Vr ] = [UC :V ]r .

b) La base c f1 , eq de CP�1q construite dans le chapitre III ne dépend pas de r .

Donc, si l’on pose

τ1(eq) = λPq et τ2(eq) = µPq ,

λPq et µPq ne sont pas rationnels et comme :

c f r2 = uPq ,r c f1 + vPq ,r eq , 8r 2 N�
on a :

c

ar
= uPq ,r c + λPq vPq ,r

et

car = uPq ,r c + µPqvPq ,r , 8r 2 N�
par suite :

uPq ,r

vPq ,r
= 1

arvPq ,r
� λPq

c
, 8r 2 N� .

Posons alors :� α(Pq) = p
DkN (C)
N (Pq)c2 = ar � a�r

vPq ,r
, 8r 2 N�� x

q
1,r(ℓ) = θ

�
ℓα(Pq)
a2r�1 �ℓλPq+1c

�
, 8ℓ,r2N� .

On déduit du corollaire V.2.1 la

P V.4.1.

LC(1,χ) =1
r

hCX
q=1 χ(Pq)ζ�2, 1c �

N (Pq)c2[UC :V ]+ hCX
q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a

N (C)pDk [UC :V ]+ 1[UC :V ]N (C)pDk 1r hCX
q=1 χ(Pq)�Gq,r�a2rα(Pq)a2r�1 ��Gq,r�α(Pq)a2r�1��, 8r2N� .
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avec

Gq,r(z) = +1X
ℓ=1 1ℓ Z +1

0

h1
t
� e�xq1,r (ℓ)t
1�e�t ie�ℓzt dt .

Remarque V.4.1.

lim
r!+1 x

q
1,r(ℓ) = θ

h�ℓλPq+1
c

i = nℓλPq+1
c

o
, car

ℓλPq + 1

c
/2 Z .

Remarque V.4.2. — Notons :bxq1 (ℓ) = nℓλPq+1
c

o
.

La suite fxq1 ,(ℓ)gℓ2N� est dense dans [0,1] et même équirépartie.
(C’est-à-dire 8(α,β) 2 [0,1]2 avecα � β on a :

lim
ℓ!+1 Card

�
m 2 N�/m � ℓ et α � bxq1 (m) � β

	
ℓ

= β�α .)
Preuve. — C’est un résultat classique (cf. [P], par exemple) car

λPq

c
/2 Q.

P V.4.2. — L’expression 1
r

hCP
q=1χ(Pq)Gq,r� α(Pq)

a2r�1� admet une limite finie
lorsque r tend vers+1.

Preuve. — En faisant tendre r vers+1 dans l’expression obtenue dans la propo-

sition V.4.1 et en notant que :

lim
r!+1 1

r

hCX
q=1 χ(Pq)ζ(2, 1c )

N (Pq)c2[UC :V ] = 0

et

lim
r!+1Gq,r

�a2rα(Pq)
a2r�1 � = +1X

ℓ=1 1ℓ Z +1
0

h1
t
� e�bxq1 (ℓ)t
1�e�t ie�ℓα(Pq)t dt

(par application du théorème de convergence dominée de Lebesgue, la condition de do-

minance découlant du lemme V.2.2) donc

lim
r!+1 1

r

hCX
q=1 χ(Pq)Gq,r�a2rα(Pq)a2r�1 � = 0 .

On obtient :

lim
r!+1 1

r

hCX
q=1 χ(Pq)Gq,r�α(Pq)a2r�1� = hCX

q=1 χ(Pq) logN (Pq) log a�[UC :V ]pDkN (C)LC(1,χ).
Mais aurait-on pu obtenir cette limite directement?
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