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ontribu�e �a me fairearriver jusqu'i
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ier S�ebastienBou
ksom, que j'ai vu ave
 plaisir assi�eger mon salon �a mi-temps pendant trois anset Guillemette Reviron, que je remer
ie pour sa pr�esen
e et qui �evite ainsi d'êtreremer
i�ee plus bas.J'ai beau
oup voyag�e durant 
ette th�ese et ai ainsi eu l'o

asion d'apprendrebeau
oup s
ienti�quement et humainement. Je remer
ie Kalyan Sinha pour son3



4invitation en Inde et toute l'�equipe de l'ISI, et plus sp�e
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ueil. J'ai surtout eu l'o

asionde fr�equenter la \Cat�oli
a" de Santiago du Chili et tiens �a remer
ier tout par-ti
uli�erement Carlos Mora et Rely Pelli
er pour l'amiti�e qu'ils m'ont t�emoign�ee.Rolando Rebolledo a �et�e l�a-bas le grand animateur de ma vie s
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uli�erement heureux de le retrouver dans mon jury.J'ai d'ailleurs la 
han
e d'être jug�e par mon jury id�eal ; j'ai eu l'o

asion de ren-
ontrer tous ses membres dans le pass�e et peux tous les assurer de mon admirationet de ma sympathie.Je n'ai pas en
ore mentionn�e St�ephane Attal, qui trouve naturellement sa pla
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ette �n de paragraphe. Depuis qu'il a 
ommen
�e �a m'enseigner les probabilit�esquantiques, il n'a 
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ourager et je lui dois �enorm�ement pour son soutien.Je ne lui suis pas moins redevable de l'exemple qu'il 
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es derni�eres ann�ees savent que l'in
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t�ere.Je pense tout d'abord �a Ga�en ; j'aurais peut-être plus travaill�e �a 
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Mode d'emploi de 
ette th�eseLa grande majorit�e des r�esultats que nous allons exposer i
i ont donn�e lieu �a desarti
les d�ej�a r�edig�es. Nous en avons pro�t�e pour adopter une m�ethode de r�eda
tionmalhonnête mais dot�ee de nombreux attraits.Dans les arti
les math�ematiques, o�u il faut faire 
ourt, les aspe
ts te
hniquesin
ompressibles o

upent un volume important au d�etriment des id�ees. I
i, �a l'in-verse, nous avons d�e
id�e de ne donner dans le 
orps du do
ument que tr�es peu ded�emonstrations ; 
ela permet de ne 
onserver que 
e qui est au fond essentiel, demultiplier exemples et r�ef�eren
es 
ulturelles et d'obtenir un texte fa
ilement lisible.Cela risque en revan
he de donner au le
teur une id�ee fausse de la 
omplexit�e desr�esultats �enon
�es i
i ; on s'aper
evra bien vite qu'en tout 
as 
ela attribue �a 
haque
hapitre un volume qui n'est proportionnel ni �a la taille des arti
les 
orrespondant,ni �a la longueur des preuves de 
e qu'il 
ontient. Si 
ela signi�e que tout 
e quenous exposons peut sembler �egalement simple et naturel, nous nous en r�ejouirons.Puisque nous faisons des math�ematiques, il faut bien fournir des d�emonstrations�a nos r�esultats. Nous avons joint �a 
ette th�ese les arti
les r�edig�es ; la plupart despreuves se trouve dans 
es arti
les. Cependant, 
eux-
i sont �a prendre 
omme desannexes. Nous entendons par l�a que le 
orps poss�ede en propre ses notations, sa bi-bliographie et sa num�erotation mais surtout nous in
itons le le
teur �a se pr�eo

uperavant tout du texte de la th�ese. Hormis mention expli
ite du 
ontraire toute r�ef�eren
erenvoie �a un �el�ement du 
orps lui-même. Les arti
les utilisent parfois des notationsdi��erentes des parties de la th�ese qui lui 
orrespondent ; lorsque nous renvoyons lele
teur �a l'un des arti
les nous signalons les am�enagements de notation �a prendre en
ompte. La bibliographie g�en�erale a �et�e pla
�ee en avant du texte pour �eviter qu'ellese 
onfonde ave
 la bibliographie des arti
les. L'arti
le [AP2℄, qui n'a pas de listede r�ef�eren
es ind�ependantes, utilise la bibliographie du 
orps du texte.En�n, les d�emonstrations les plus importantes et les plus instru
tives sont �ebau-
h�ees dans le texte ; les d�emonstrations des r�esultats qui n'apparaissent pas dansles arti
les sont donn�ees in extenso dans le 
orps.
9



10



Bibliographie[At1℄ S. Attal : Probl�emes d'uni
it�e dans les repr�esentations d'op�erateurs surl'espa
e de Fo
k, S�eminaire de Probabilit�es XXVI (1992), Springer Verlag, pp.619-632.[At2℄ S. Attal : Semimartingales non 
ommutatives et appli
ations aux endomor-phismes browniens, th�ese de do
torat de l'Universit�e Louis Pasteur, Strasbourg(1994).[At3℄ S. Attal : An algebra of non 
ommutative bounded semimartingales, squareand angle quantum bra
kets, Journal of Fun
tional Analysis 124 (1994), A
a-demi
 Press, pp. 292-332.[At4℄ S. Attal : Non-
ommutative 
haoti
 expansion of Hilbert-S
hmidt operatorson Fo
k spa
e, Communi
ations in Mathemati
al Physi
s 175 (1996), SpringerVerlag, pp. 43-62.[At5℄ S. Attal : Classi
al and quantum sto
hasti
 
al
ulus, Quantum Probabilityand Related Topi
s X (1998), World S
ienti�
, pp. 1-52.[At6℄ S. Attal : The stru
ture of the quantum semimartingale algebras, Journalof Operator Theory 46 (2001), pp. 391-410.[At7℄ S. Attal : Approximating the Fo
k spa
e with the toy Fo
k spa
e, S�eminairede Probabilit�es XXXVI (2003), Springer Verlag, pp.477-491 .[A-E℄ S. Attal et M. Emery : Equations de stru
ture pour des martingalesve
torielles, S�eminaire de Probabilit�es XXVIII (1994), Springer Verlag, pp.256-278.[A-L℄ S. Attal et J.M. Lindsay : Quantum sto
hasti
 
al
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Introdu
tionPourquoi des probabilit�es quantiques ?On peut s'int�eresser aux probabilit�es quantiques pour des raisons purementmath�ematiques ; 
elles-
i sont en e�et l'une des extensions non 
ommutatives pos-sibles de la th�eorie 
lassique des probabilit�es. Elles sont, plus pr�e
is�ement, l'exten-sion qui suit le formalisme hilbertien de la m�e
anique quantique tel que l'a d�e�nivon Neumann (voir [vNe℄ ou [Dav℄).Nous pr�ef�erons justi�er l'introdu
tion des probabilit�es quantiques par la raisonpeu �el�egante de la n�e
essit�e. En e�et, on sait que la th�eorie physique de la m�e
aniquequantique est intrins�equement al�eatoire ; on a don
 essay�e d'utiliser les probabilit�es
lassiques pour mod�eliser les al�eas li�es �a toute mesure de grandeur physique. Lesexp�erien
es d'Aspe
t (\exp�erien
e d'Orsay") et les in�egalit�es de Bell ont 
ependantmontr�e que des situations même extrêmement simples fournissent des observationsqui ne peuvent être d�e
rites par la th�eorie probabiliste 
lassique (voir �a 
e sujet[KM1℄). Il a don
 �et�e n�e
essaire de 
r�eer une nouvelle th�eorie ad ho
.La m�e
anique quantique asso
ie �a tout syst�eme physique un espa
e de Hilbert,appel�e espa
e d'�etat ; les grandeurs mesurables du syst�eme sont alors repr�esent�eespar les op�erateurs autoadjoints sur l'espa
e d'�etat. En a

ord ave
 
e formalisme,les probabilit�es quantiques auront don
 pour nouvelles \variables al�eatoires" desop�erateurs sur des espa
es de Hilbert.Cal
ul sto
hastique quantiqueLes probabilit�es 
lassiques prennent leur v�eritable ampleur une fois que l'ond�e�nit les int�egrales sto
hastiques et que l'on a un vrai 
al
ul sto
hastique ; lasituation est identique dans le 
as quantique. Les int�egrales sto
hastiques quantiquesont �et�e d�e�nies initialement par Hudson et Parthasarathy (dans [H-P℄) a�n deformaliser les \�equations de Langevin quantiques" des physi
iens, o�u apparaissaientdes termes de bruit de nature quantique. Une int�egrale sto
hastique quantique est,dans 
e 
adre, une int�egrale du type R Hs da"s o�u les Hs sont des op�erateurs surl'espa
e de Hilbert 
onsid�er�e, et les bruits quantiques da" sont des \di��erentielles"d'op�erateurs a". Le 
al
ul sto
hastique quantique, qui a �et�e am�elior�e par les travauxde Attal, Meyer, Belavkin et Lindsay entre autres, est maintenant un outil robuste :15



16on dispose d'une formule d'Itô, de 
rit�eres d'existen
e de solutions aux �equationsdi��erentielles sto
hastiques, et
. (on pourra 
onsulter[At5℄ pour un expos�e g�en�eral).Il est don
 parti
uli�erement int�eressant de pouvoir �e
rire un op�erateur donn�esous la forme d'une int�egrale sto
hastique quantique ; il se pose alors naturelle-ment la question de savoir si 
ela est possible. On sait depuis le 
ontre-exemplede Journ�e (voir [J-M℄) que 
ela n'est pas possible en g�en�eral et que les fa
teursd�eterminants ne se limitent pas �a des 
onsid�erations de domaine ; les r�esultats posi-tifs �a 
ette question sont 
ependant en nombre tr�es limit�e (voir [P-S℄, [At3℄, [Co2℄).Un autre type de repr�esentation poss�ede un int�erêt �equivalent : les repr�esentationsen op�erateurs �a noyaux de Maassen-Meyer. Les r�eponses 
onnues �a la question dela repr�esentabilit�e nu
l�eaire ne sont 
ependant pas plus nombreuses que pour lesrepr�esentations int�egrales.Au d�ebut de 
ette th�ese, le th�eme de nos travaux �etait sp�e
i�quement 
elui-
i :apporter des �el�ements de r�eponse �a 
es questions de repr�esentabilit�e.Approximations dis
r�etes du 
al
ul sto
hastique quantiqueUn outil d�evelopp�e par Attal �a 
ette �epoque est 
ependant venu perturber noso

upations : il s'agit d'une m�ethode expli
ite d'approximation du 
al
ul sto
has-tique quantique par un analogue \�a temps dis
ret", d�e�nie dans [At7℄.Cette approximation �etait 
onsid�er�ee depuis longtemps par les physi
iens ; parmiles math�emati
iens elle �etait en g�en�eral 
onsid�er�ee 
omme une sour
e d'inspiration(voir [Me1℄). Leitz-Martini a enti�erement d�e�ni le 
al
ul sto
hastique quantiquepar des te
hniques d'analyse non-standard �a partir du 
al
ul �a temps dis
ret (voir[LeM℄) mais le 
adre de sa 
onstru
tion semble disjoint de 
elui qui nous int�eresseen g�en�eral. La m�ethode de Attal, en revan
he, fait 
ohabiter les deux th�eories dansun même 
adre.De plus, la m�ethode de Attal est 
ompl�etement expli
ite en termes de 
al
uld'Itô abstrait. Ce 
al
ul est un outil parti
uli�erement maniable et �evo
ateur et est�a la base de l'appro
he Attal-Meyer de la th�eorie de l'int�egration sto
hastique.Cette nouvelle m�ethode semble don
 bien se prêter �a l'approximation des int�egralessto
hastiques quantiques.Il a �evidemment fallu 
ommen
er par donner un sens pr�e
is �a l'int�egration sto-
hastique quantique �a temps dis
ret puisque 
ela n'avait �et�e fait que dans le 
adrede la dimension �nie ; 
ette th�eorie de l'int�egration est pr�esent�ee dans le 
hapitre 1et dans l'arti
le [Pt2℄ que l'on trouve en annexe B.Questions de repr�esentations en temps dis
retCette m�ethode d'approximation montrait que des 
rit�eres en temps dis
ret derepr�esentabilit�e en int�egrales sto
hastiques ou en op�erateurs �a noyau pouvaient me-ner �a des �el�ements de r�eponse pour le 
adre �a temps 
ontinu. De plus, trouver



17des 
rit�eres en temps dis
ret semblait plus fa
ile. Nous avons don
 
ommen
�e par
her
her de tels �el�ements de r�eponse ; notre premi�ere appro
he a �et�e d'utiliser lefait que, en temps dis
ret, les propri�et�es d'adaptabilit�e des op�erateurs permettentessentiellement de se ramener �a des situations de dimension �nie.Il apparut bien vite que les r�esultats obtenus suivant 
ette appro
he ne sontpas suÆsants. Nous avons don
 adopt�e une autre m�ethode : 
elle-
i, utilisant desoutils d�e�nis par Lindsay et 
ertaines propri�et�es sp�e
i�ques au temps dis
ret, nousa permis d'obtenir des r�eponses satisfaisantes �a la question de la repr�esentabilit�e enop�erateurs �a noyau dans 
e 
adre, et 
ela ave
 des formules expli
ites pour le noyauasso
i�e �a un op�erateur. Par ailleurs, �a partir de 
es r�esultats nous avons pu obtenirdes r�esultats analogues et tout aussi expli
ites pour les repr�esentations int�egrales.Ces r�esultats sont pr�esent�es dans le 
hapitre 2 et font l'objet de la publi
ation[Pt1℄, jointe en annexe A.Formules d'Itô �a temps dis
ret et �a temps 
ontinuOn s'aper�
oit en d�e�nissant l'int�egration sto
hastique �a temps dis
ret que 
elle-
i pr�esente une di��eren
e majeure ave
 le 
al
ul sto
hastique �a temps 
ontinu :
elle-
i r�eside dans les formules d'Itô exprimant la 
omposition de deux int�egrales.On a 
onsid�er�e 
ette di��eren
e, que l'on observe imm�ediatement en dimension �nie,
omme rendant impossible l'utilisation eÆ
a
e du 
al
ul sto
hastique �a temps dis-
ret 
omme moyen d'appro
her son analogue �a temps 
ontinu. Puisque nos r�esultatsde repr�esentation nous permettaient d'exprimer l'approximation d'une int�egrale sto-
hastique R Hs da"s, nous nous sommes propos�e le but suivant : red�emontrer la for-mule d'Itô �a temps 
ontinu en n'utilisant rien d'autre que notre m�ethode d'approxi-mation (dans laquelle la formule d'Itô n'intervient pas) et la formule d'Itô �a tempsdis
ret. C'est 
e que nous exposons dans le 
hapitre 4 et dans l'arti
le [Pt2℄ pr�esent�een annexe B, montrant ainsi que la di��eren
e entre formules d'Itô n'est en rien uneobstru
tion �a 
e que l'approximation de Attal soit un outil utile.Dans 
e 
hapitre 4 nous rappelons par ailleurs enti�erement la m�ethode de Attal,ave
 de rares modi�
ations qui simpli�ent l�eg�erement son utilisation.Retour sur la repr�esentabilit�e des op�erateursNous avons par la suite essay�e d'utiliser nos r�esultats de repr�esentabilit�e entemps dis
ret pour obtenir des r�esultats en temps 
ontinu. Malheureusement, les
onditions analytiques n�e
essaires pour que nous puissions appliquer nos r�esultatset que les repr�esentations soient 
onserv�ees dans le passage �a la limite sont tellesque nous avons pu, suivant 
ette m�ethode, red�emontrer des r�esultats 
onnus maish�elas rien de nouveau.Nous avons don
 adopt�e une autre appro
he, qui 
onsiste �a 
onsid�erer nos for-mules expli
ites de repr�esentation et les formules obtenues par passage �a la li-



18mite 
omme des informations a priori sur les int�egrandes apparaissant dans larepr�esentation int�egrale d'un op�erateur donn�e. On peut alors, �a partir de 
es infor-mations, 
her
her des 
onditions pour pouvoir d�e�nir rigoureusement 
es int�egrandes,pour que l'on puisse 
onsid�erer les int�egrales sto
hastiques asso
i�ees et en�n pourque les int�egrales obtenues repr�esentent bien l'op�erateur qui nous int�eresse. Cettem�ethode pr�esente un in
onv�enient : pour estimer les formules a priori des int�egrandesil faut que l'op�erateur 
onsid�er�e permette des 
al
uls expli
ites.Nous avons don
 appliqu�e 
ette m�ethode aux op�erateurs de se
onde quanti�-
ation et de se
onde quanti�
ation di��erentielle, op�erateurs tr�es utilis�es en phy-sique. Nous en avons tir�e une 
ara
t�erisation simple de 
eux de 
es op�erateursqui admettent une repr�esentation int�egrale, ave
 des formules expli
ites pour lesint�egrandes.Ces r�esultats, ainsi que notre premi�ere appro
he, sont pr�esent�es dans le 
hapitre5. Les 
rit�eres de repr�esentabilit�e pour les op�erateurs de se
onde quanti�
ation(di��erentielle ou non) sont par ailleurs expos�es dans l'arti
le [Pt3℄ que l'on trouveen annexe C.Equations di��erentielles sto
hastiques quantiques et intera
tions r�ep�et�eesen m�e
anique quantiqueNous avons ensuite 
her
h�e �a voir si nos r�esultats �etaient assez puissants pourque l'on puisse obtenir la 
onvergen
e de solutions d'�equations aux di��eren
es versles solutions des �equations di��erentielles obtenues en passant formellement �a lalimite. Nous avons obtenu des r�esultats tr�es g�en�eraux de 
onvergen
e.Nous nous sommes aper�
us par la suite que 
es r�esultats avaient une port�ee bienplus grande en termes physiques : en e�et, ils montrent que l'op�erateur d'�evolutionasso
i�e en m�e
anique quantique �a une intera
tion r�ep�et�ee (
e qui 
ouvre un 
adretr�es large) est donn�e, �a la limite, 
omme la solution d'une �equation di��erentielle sto-
hastique quantique que l'on peut expli
iter. Nous pouvons ainsi d�e
rire le passaged'�evolutions dis
r�etes �a des �evolutions 
ontinues en un sens plus pr�e
is que dansles r�esultats de 
onvergen
e 
onnus jusqu'alors : notre passage �a la limite prend en
ompte l'�evolution des deux entit�es entrant en intera
tion et pas seulement l'unedes deux.Ces r�esultats sont pr�esent�es dans le 
hapitre 6 et dans l'arti
le [AP1℄, �e
rit en
ollaboration ave
 St�ephane Attal et pr�esent�e en annexe D.Nous n'avons pu, pour des raisons de volume et d'unit�e de sujet, rappeler autantque nous l'aurions voulu le formalisme des �evolutions dans les syst�emes quantiquesouverts ni justi�er notre int�erêt pour les objets que nous �etudions. Nous renvoyonsdon
 le le
teur �a [Dav℄ ou [Reb℄.



19Convergen
es de mar
hes al�eatoires et �equations de stru
tureNous n'avons pas parl�e en
ore des r�esultats 
ontenus dans l'arti
le [AP2℄, �e
riten 
ollaboration ave
 St�ephane Attal : 
'est que nous nous sommes aper�
us que,parmi les r�esultats qu'il 
ontient, 
eux que l'on ne retrouve pas dans d'autres denos arti
les sont d�ej�a 
onnus.Cet arti
le garde 
ependant un int�erêt en 
e qu'il adopte un point de vue nou-veau. Il provient de la question des interpr�etations probabilistes �a donner aux es-pa
es de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e sup�erieure au 
lassique \b�eb�e Fo
k".Nous nous sommes aper�
us que, lorsque l'on 
onsid�ere des mar
hes al�eatoires dansRn , on peut tout �e
rire dans une stru
ture alg�ebrique qui est 
ompl�etement ind�epen-dante de la loi de la mar
he ; tout le 
ontenu probabiliste est alors 
ontenu dans des�equations de stru
ture �a temps dis
ret. Nos te
hniques d'approximation permettentalors d'observer que, suivant la forme des �equations de stru
ture asso
i�ees �a unemar
he al�eatoire, une renormalisation de 
ette mar
he 
onverge vers un pro
essusqui s'expli
ite 
omme une somme d'un mouvement brownien et de pro
essus dePoisson.Ces r�esultats sont �evoqu�es tout au long de 
ette th�ese, dans des exemples ; ilssont par ailleurs pr�esent�es sous une forme non d�e�nitive dans l'arti
le [AP2℄ quel'on trouve en annexe E.
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Chapitre 1Cal
ul sto
hastique quantique surl'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret
Dans 
e 
hapitre, nous d�e�nissons l'espa
e de Fo
k \�a temps dis
ret" et le 
al
ulsto
hastique quantique qui lui est asso
i�e.Dans la se
tion 1.1, nous justi�ons tr�es rapidement l'apparition de 
et espa
e pardes raisons 
ompl�etement ind�ependantes de l'id�ee d'approximation de l'espa
e deFo
k �a temps 
ontinu. L'une de 
es justi�
ations provient de la physique quantique,l'autre des probabilit�es 
lassiques.Dans la se
tion 1.2, nous d�e�nissons le 
al
ul d'Itô abstrait et la th�eorie del'int�egration sto
hastique quantique �a temps dis
ret. Ces outils sont intuitivementplus simples �a manier que leurs analogues �a temps 
ontinu ; il est 
ependant �evidentque, pour que nous puissions utiliser de mani�ere eÆ
a
e le pro
�ed�e d'approximation,il faut des �enon
�es pr�e
is. C'est 
e qui justi�e le d�eveloppement de la th�eorie telleque nous la pr�esentons. Nous n'y d�e
rirons pas les repr�esentations en noyaux : lesens �a donner �a 
es repr�esentations est dis
ut�e dans le 
hapitre suivant.Ces deux se
tions 
orrespondent approximativement �a la premi�ere partie del'arti
le [Pt2℄.Dans la se
tion 1.4, nous d�e
rivons les espa
es de Fo
k �a temps dis
ret \demultipli
it�e sup�erieure �a 1", que nous appellerons ainsi puisqu'ils sont en fait lesespa
es qui serviront �a appro
her les espa
es de Fo
k �a temps 
ontinu de multipli
it�esup�erieure �a 1. Nous verrons que, tout 
omme l'espa
e de Fo
k T� est asso
i�e �a desmar
hes al�eatoires sur Z, 
es espa
es sont asso
i�es �a des martingales �a temps dis
ret�a valeurs ve
torielles.Cette se
tion 
orrespond �a la premi�ere moiti�e de l'arti
le [AP2℄.23



24 Chapitre 11.1 Motivations pour l'�etude de T�Avant d'aborder l'�etude te
hnique de l'espa
e T� et du 
al
ul sto
hastique quilui est asso
i�e, nous allons justi�er 
ette �etude et montrer pourquoi 
et espa
e estun objet int�eressant en soi et pas uniquement 
omme moyen d'appro
her l'espa
ede Fo
k �a temps 
ontinu.1.1.1 Une motivation physiqueL'un des postulats de la physique quantique veut qu'�a 
haque syst�eme physiquesoit asso
i�e un espa
e de Hilbert qui repr�esente les �etats (�a prendre i
i au sensintuitif du terme) du syst�eme. Si l'on 
onsid�ere par exemple un syst�eme 
onstitu�ed'une seule parti
ule qui n'a que deux �etats di��erents (par exemple deux niveauxd'�energie, deux �etats de polarisation, et
.) alors l'espa
e d'�etat asso
i�e est C 2 . Sil'on veut 
onsid�erer un ensemble in�ni d�enombrable de telles parti
ules et que l'onsuppose 
elles-
i distinguables et ind�ependantes, alors l'espa
e d'�etat �a 
onsid�ererest le produit tensoriel des espa
es asso
i�es �a 
haque parti
ule.Cet espa
e d'�etat T� est don
 T� =ON C 2 :Notons f
i; Xig la base 
anonique de la i-�eme 
opie de C 2 . Pour simpli�er lesnotations on 
hoisit de ne pas faire apparâ�tre le ve
teur 
i dans les produits ten-soriels : par exemple Xi1 
Xi2 repr�esente
0 
 : : :
 
i1�1 
Xi1 
 
i1+1 
 : : :
 
i2�1 
Xi2 
 
i2+1 
 : : : :Ce 
hoix est motiv�e par l'id�ee que 
i repr�esente l'�etat \vide" ou \au repos" dui-�eme site.On a alors une base hilbertienne naturelle, 
onstitu�ee d'un ve
teur 

 = 
1 
 
2 
 : : :appel�e ve
teur vide, et par tous les ve
teurs Xfi1;:::;ing pour i1 < : : : < in. Cha-
un de 
es ve
teurs Xfi1;:::;ing 
orrespond �a un �etat du syst�eme dans lequel parexemple les parti
ules du syst�eme qui sont ex
it�ees sont exa
tement les parti
ulesindex�ees i1; : : : ; in. Notons PN l'ensemble des parties �nies de N , que l'on munit dela mesure de d�enombrement. Ce qui pr�e
�ede montre que l'espa
eNN C 2 admet unisomorphisme expli
ite ave
 l2(PN) : on identi�e simplement 
haque Xfi1;:::;ing ave
l'indi
atri
e de l'�el�ement fi1; : : : ; ing de PN . L'objet physique que nous 
onsid�erons,
et ensemble d�enombrable de parti
ules �a deux niveaux, est appel�e 
hâ�ne de spins ;nous lui avons asso
i�e naturellement l'espa
e d'�etat l2(PN).



Cal
ul sto
hastique quantique sur les espa
es de Fo
k �a temps dis
ret 251.1.2 Une motivation probabilisteSupposons que l'on veuille 
onsid�erer une suite (�i)i�0 de variables de Bernoulliind�ependantes et de param�etre p. Pour 
onstruire une telle suite, on 
onsid�ere uner�ealisation quel
onque d'une variable de Bernoulli �1 sur un espa
e E1 muni d'unemesure ad ho
 �1(p). La suite de variables ind�ependantes de même loi que �1 peutêtre r�ealis�ee sur le produit E =NN Ei o�u 
haque Ei est une 
opie de E1, E �etantmuni de la mesure produit �(p) =NN �1(p),On veut �evidemment pouvoir 
onsid�erer des fon
tionnelles de notre pro
essus ;on s'int�eresse don
 plutôt �a l'espa
e L2(E; �(p)) asso
i�e �a E, espa
e que l'on noteraen
ore T�. On a naturellement et de mani�ere expli
iteL2(E; �(p)) 'ON L2(E1; �1(p)): (1.1.1)Par ailleurs, 
haque L2(Ei; �1(p)) est un espa
e 
omplexe de dimension 2 dont unebase est donn�ee par la variable d�eterministe �egale �a 1, que l'on note 
i, et la variableal�eatoire de Bernoulli �i de param�etre p. Cette base peut être orthonormalis�ee en
onsid�erant 
i et la variable al�eatoire 
entr�ee r�eduite Xi obtenue en normalisant �ien Xi = (�i� p)=pp(1�p). On obtient ainsi une base orthonormale de L2(E) faite deve
teurs Xfi1;:::;ing 
omme pr�e
�edemment.Venons-en �a l'int�erêt de 
ette 
onstru
tion : quelle que soit la loi des variablesal�eatoires de Bernoulli (�i)i�0, l'espa
e L2(E) asso
i�e est naturellement isomorphe �al2(PN). On a don
 perdu les propri�et�es probabilistes qui leur �etaient asso
i�ees. Cespropri�et�es 
ependant sont enti�erement d�etermin�ees par le param�etre p et l'on voitbien que la donn�ee de 
elui-
i �equivaut �a la donn�ee de la loi produit sur L2(E) :
ette loi est en e�et enti�erement d�etermin�ee par les formulesX2i = 1 + 
pXi; (1.1.2)valables pour tout i, o�u 
p = 1�2ppp(1�p) est une fon
tion biunivoque de p.En d�e�nissant sur notre espa
e l2(PN) une famille de lois produits { un produitpour 
haque p de ℄0; 1[ { on a don
 une stru
ture abstraite 
ommune permettant derendre 
ompte des dif�erentes stru
tures probabilistes, suivant la loi produit que l'onajoute �a 
ette stru
ture hilbertienne. Dans la suite, nous ne parlerons pas de 
hoixd'une loi produit asso
i�ee �a une relation (1.1.2) mais de 
hoix d'une interpr�etationprobabiliste.Dans le 
as de la multipli
it�e sup�erieure, la question des interpr�etations proba-bilistes sera plus 
omplexe mais �evidemment plus int�eressante. Nous y reviendronsdans la se
tion 1.4.1.



26 Chapitre 11.2 Cal
ul d'Itô abstrait sur l'espa
e de Fo
k �atemps dis
retA partir de maintenant, l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret est d�e�ni 
omme l'es-pa
e L2(PN), que nous noterons simplement l2(P), la notation l2 devant suÆre �arappeler que l'espa
e P 
onsid�er�e est dis
ret. On notera aussi T� l'espa
e l2(P)pour souligner l'analogie ave
 l'espa
e de Fo
k �a temps 
ontinu � (le T vient del'anglais : l'espa
e de Fo
k dis
ret, ou suivant la terminologie plus sympathique deMeyer, b�eb�e Fo
k, est appel�e en anglais toy Fo
k). Remarquons en
ore que nousappellerons T� l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret simple par opposition aux espa
esde Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e sup�erieure que nous d�e�nirons en 1.4.Fixons une base fXA; A 2 PNg de T�. Le ve
teur X; sera en g�en�eral not�e 
et appel�e le ve
teur vide. Les variables dans P seront not�ees M , N , ... Fixons toutde suite une notation �a propos de 
es variables : pour tout M de P, tout i de Non notera Mi l'ensemble M \ f0; : : : ; i � 1g et M[i l'ensemble M \ fi; : : :g. Nousnoterons par ailleursM < i (respe
tivementM � i) �a la pla
e deM � f0; : : : ; i�1g(respe
tivement M � f0; : : : ; ig.L'espa
e de Fo
k poss�ede une propri�et�e importante de d�e
omposition tensorielleexpli
ite qui va nous permettre de retrans
rire la notion probabiliste de pr�evisibilit�eet plus loin d'utiliser 
et espa
e pour obtenir des dilatations de pro
essus d'op�era-teurs. D�etaillons 
ette propri�et�e : de même que nous avons 
onsid�er�e dans notrepr�esentation probabiliste un espa
e de Fo
k T� asso
i�e �a une suite de variablesde Bernoulli ind�ependantes, nous aurions pu 
onsid�erer un espa
e T�i asso
i�e auxvariables �1; : : : ; �i�1 et un autre, T�[i, asso
i�e aux variables �i; �i+1; : : :. L'isomor-phisme (1.1.1) montre alors imm�ediatement que l'on aT� ' T�i 
 T�[i; (1.2.1)Cet isomorphisme est en
ore expli
ite et nous le d�etaillons 
i-dessous. De plus, ilest 
lair que nous aurions pu regrouper autrement les indi
es des variables, 
e quifait que l'on a de mani�ere tr�es g�en�erale le r�esultat suivant :Proposition 1.2.1 Soit N = [iIi une partition disjointe de N ; on a alors l'iso-morphisme expli
ite suivant : T� 'Oi T�Ii:qui est donn�e pour toute famille (Ai)i, o�u 
haque Ai est une partie �nie de Ii, parX[iAi  �Oi XAi:



Cal
ul sto
hastique quantique sur les espa
es de Fo
k �a temps dis
ret 27Nous utiliserons prin
ipalement des d�e
ompositions du type (1.2.1). Faisons deux
ommentaires �a 
e sujet : d'abord, on voit qu'un espa
e T�i s'identi�e �a l'espa
eL2 
onstruit sur la tribu i-pr�evisible naturellement asso
i�ee �a la mar
he de Ber-noulli. Ce
i justi�e l'int�erêt probabiliste des op�erateurs du 
al
ul d'Itô abstrait quenous d�e�nissons un peu plus loin. Par ailleurs, nous avons parl�e du fait que lastru
ture produit est enti�erement d�e�nie par les X2i , qui font apparâ�tre la valeurde p. Nous n'avons pas parl�e de la nature des produits XiXj, i 6= j ; on voit i
ique l'ind�ependan
e au sens probabiliste des variables Xi et Xj se traduit par uneind�ependan
e alg�ebrique qui fait du produit XiXj un produit tensoriel.Dans la suite nous identi�erons tout espa
e T�I �a un sous-espa
e de T� et omet-trons d'�e
rire les signes 
, �etant entendu que nous ne 
onsid�ererons pas de produitautre que tensoriel. Autrement dit, sauf mention expli
ite, nous ne 
onsid�ereronspas de produit qui dependrait du 
hoix d'une interpr�etation probabiliste. Remar-quons par ailleurs que le point de vue que nous adoptons m�ene naturellement �a voirl'indi
e i 
omme une variable de temps, alors que notre pr�esentation physique enfaisait plutôt une variable d'espa
e ; voir l'indi
e i 
omme une variable de tempsm�ene naturellement �a l'inspiration probabiliste et 
'est justement la 
oexisten
e despoints de vue qui fait l'originalit�e de notre appro
he.Ave
 
e point de vue probabiliste, les d�e�nitions suivantes sont naturelles ; no-tons que l'on appelle pro
essus une suite (que 
e soit une suite de ve
teurs oud'op�erateurs) lorsque l'on veut mettre l'a

ent sur le fait que l'indi
e est vu 
ommeune variable de temps.D�e�nition 1.2.2 Soit i � 0 ;� Un ve
teur f de T� qui appartient �a T�i est dit i-pr�evisible.� Un pro
essus de ve
teurs (fi)i�0 est dit pr�evisible si pour tout i de N, le ve
teurfi est i-pr�evisible.� On appelle proje
tion pr�evisible au temps i l'op�erateur de proje
tion orthogo-nale sur le sous-espa
e T�i.Un op�erateur pi s'exprime de la mani�ere suivante :pif(M) = � f(M) si M � f0; : : : ; i� 1g0 sinon, (1.2.2)Par ailleurs si l'on 
onsid�ere un �el�ement f de T�, on voit fa
ilement que pour touti, des ve
teurs (pi+1�pi)f asso
i�es �a des i distin
ts sont orthogonaux et que 
ha
uns'�e
rit dif Xi pour un 
ertain dif de T�i dont on obtient fa
ilement l'expressionexpli
ite. Ce
i justi�e la d�e�nition suivante et les propri�et�es (1.2.4) et (1.2.5) :D�e�nition 1.2.3 Pour tout i � 0, on d�e�nit un op�erateur di sur l2(P), appel�egradient pr�evisible au temps i, par les formulesdif(M) = � f(M [ i) si M � f0; : : : ; i� 1g0 sinon. (1.2.3)



28 Chapitre 1Cela d�e�nit bien un op�erateur di sur l2(P) qui v�eri�e, pour tout f , les �egalit�esf = f(;)
 +Xi dif Xi (1.2.4)et kfk2 = jf(;)j2 +Xi kdifk2: (1.2.5)A tout ve
teur f est ainsi asso
i�e un pro
essus i-pr�evisible (dif)i�0.On remarque par ailleurs que pour tout pro
essus pr�evisible (gi)i�0 on a pourtout f dans l2(P) Xi�0 hgi; difi = hXi�0 giXi; fi (1.2.6)si l'on peut d�e�nir la s�erie Pi giXi, et que la s�erie Pi�0 kgiXik2 a un sens si etseulement si Xi�0 kgik2 <1:Il est don
 naturel de d�e�nir l'op�eration adjointe de 
elle qui �a un ve
teur f deT� asso
ie le pro
essus pr�evisible (dif)i�0. En
ore une fois il est fa
ile d'obtenirl'expression de Pi2N giXi 
omme fon
tion sur P : Xi�0 giXi! (M) = g_M(M n _M) (1.2.7)o�u _M repr�esente le plus grand �el�ement de M .L'objet que nous avons d�e�ni ainsi s'appelle l'int�egrale d'Itô :D�e�nition 1.2.4 Soit (gi)i�0 un pro
essus pr�evisible v�eri�ant Pi�0 kgik2 < 1.Ce pro
essus est alors dit Itô int�egrable et son int�egrale d'Itô est d�e�nie 
ommel'�el�ement de l2(P) �egal �a Pi�0 giXi ; 
et �el�ement v�eri�e l'�equation (1.2.7) et larelation de dualit�e (1.2.6).Il est fa
ile de v�eri�er que l'on a, pour tout i,pi Xj�0 gjXj = i�1Xj=0 gjXj et di Xj�0 gjXj = gi:Pour illustrer 
es notions nous allons maintenant d�e�nir une 
lasse d'�el�ementsde l2(P) : la 
lasse des ve
teurs exponentiels. A toute fon
tion u de l2(N) on asso
ieun �el�ement e(u) de l2(P) de la mani�ere suivante :e(u)(M) = Yi2M u(i)
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ulier e(u)(;) = 1. La fon
tion e(u) ainsi d�e�nie est bien un �el�ement del2(P) d'apr�es l'in�egalit�en! XjAj=n���Yi2A ju(i)j ���2�  Xi�0 ju(i)j2!n ;valable pour tout n et qui entrâ�ne que ke(u)k2 � ekuk2 . Remarquons que l'on n'apas en revan
he de formule simple pour un produit s
alaire he(u); e(v)i.La d�e
omposition tensorielle (1.2.1) de e(u) dans T�i 
 T�[i s'�e
rit aussi tr�essimplement : en e�et, un ve
teur exponentiel e(u) v�eri�e pour tout ie(u) = e(ui) e(u[i);o�u, 
omme pour les ensembles, nous notons ui la restri
tion de u �a f0; : : : ; i� 1g etu[i sa restri
tion �a fi; : : :g.On a par ailleurs pour tout ipie(u) = e(ui) et die(u) = u(i)e(ui);d'o�u la repr�esentation pr�evisible de e(u) :e(u) = 
 +Xi�0 u(i)e(ui)Xi:On notera E l'ensemble des ve
teurs exponentiels.RemarqueLe le
teur familier ave
 l'espa
e de Fo
k �a temps 
ontinu � sait que, outreleur fa
ilit�e de manipulation, les ve
teurs exponentiels ont l'avantage de former unefamille totale et libre. On voit fa
ilement que les ve
teurs exponentiels de T� telsque nous les avons d�e�nis forment une famille totale dans � (tout ve
teur XA s'�e
rit
omme 
ombinaison lin�eaire de ve
teurs exponentiels ; voir par exemple 4.2.2 dansle 
hapitre 4). En revan
he une famille �nie de ve
teurs exponentiels n'est plusfor
�ement lin�eairement ind�ependante. Si par exemple on prend u = 0, v �egal �a lasuite dont tous les termes sont nuls sauf le premier qui vaut 1 et w �egal �a 2v, on ae(u)� 2e(v) + e(w) = 0:On voit fa
ilement que 
'est l'atomi
it�e de la mesure 
onsid�er�ee dans l2(N) qui
ause 
ette di��eren
e : i
i u, v, w sont distin
ts mais ne di��erent qu'en un point(
e qui ne pourrait se produire s'ils �etaient �el�ements de L2(R+)). On peut voirqu'en revan
he si une famille de n ve
teurs s�epare au moins n � 1 points alors les
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teurs exponentiels qui leur sont asso
i�es sont lin�eairement ind�ependants. De lamême mani�ere, 
'est l'atomi
it�e de la mesure qui fait qu'on n'a qu'une in�egalit�eke(u)k2 � ekuk2 et pas de formule simple pour he(u); e(v)i : 
ontrairement �a 
e quise passe en temps 
ontinu, les diagonales de N2 par exemple ne sont pas de mesurenulle.1.3 D�e�nition du 
al
ul sto
hastique quantique �atemps dis
retLe 
al
ul d'Itô abstrait que nous avons d�e�ni est une stru
ture pratique pourparler des ve
teurs de l'espa
e de Fo
k ; nous allons nous tourner �a pr�esent vers lesop�erateurs de 
et espa
e.1.3.1 Op�erateurs fondamentauxNous 
ommen�
ons par d�e�nir une famille parti
uli�ere, appel�ee �a jouer un rôleimportant : les op�erateurs de 
r�eation (a+i )i�0, annihilation (a�i )i�0 et 
onservation(aÆi )i�0.D�e�nition 1.3.1 Pour tout entier naturel i on d�e�nit trois op�erateurs born�es a+i ,a�i , aÆi sur T� par a+i XA = � XA[fig si i 62 A;0 sinon,a�i XA = � XAnfig si i 2 A;0 sinon, (1.3.1)aÆiXA = � XA si i 2 A;0 sinon.Les op�erateurs ainsi d�e�nis sont born�es, de norme 1 ; on les �etend don
 �a T� toutentier. Pour des raisons d'homog�en�eit�e des notations on notera parfois a�i l'op�erateuridentit�e Id.On remarque imm�ediatement que aÆi s'exprime simplement 
omme le produita+i a�i et que 
es op�erateurs a+i , a�i v�eri�ent une relation d'anti
ommutationa+i a�i + a�i a+i = Id;
e qu'il faut relier au fait que T� peut aussi être 
onstruit 
omme un espa
e de Fo
kantisym�etrique. On peut remarquer que les op�erateurs de 
r�eation et annihilationque nous avons d�e�nis ne sont en fait pas exa
tement les op�erateurs usuels d�e�nis
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e de Fo
k antisym�etrique ; ils n'en di��erent 
ependant que par un signe,et 
ela de telle mani�ere que la relation d'anti
ommutation reste satisfaite.L'int�erêt de d�e�nir 
es a"i , " = +; Æ;� vient des observations suivantes : dansune d�e
omposition de l'espa
e T� de la formeT� = T�i 
 T�fig 
 T�[i+1;les op�erateurs a"i , " 2 f+;�; Æ;�g s'�e
rivent Id 
 a"i 
 Id. De plus, T�fig est iso-morphe �a C 2 ; l'ensemble des op�erateurs lin�eaires de la forme Id 
 a"i 
 Id dans
ette d�e
omposition tensorielle est don
 de dimension 4 et, si on leur adjoint l'iden-tit�e, les op�erateurs a+, a�, aÆ forment une base de 
et ensemble. Ils s'identi�entrespe
tivement, dans la base 
; X de C 2 , aux matri
es de M2(C )�0 01 0� ; �0 10 0� ; �0 00 1� :Pour toute partie �nie B de N , tout " 2 f+;�; Æg on d�e�nit a"B =Qi2B a"i . Cesop�erateurs v�eri�ent a+BXA = � XA[B si B \ A = ;;0 sinon,a�BXA = � XAnB si B � A;0 sinon, (1.3.2)aÆBXA = � XA si B � A;0 sinon.Nous allons simpli�er l'�e
riture de 
es op�erateurs en faisant une 
onvention denotation suppl�ementaire qui nous servira tout au long de 
ette th�ese. Nous noteronssimplement a+BXA = XA+Ba�BXA = XA�Ben 
onsid�erant que toute quantit�e dans laquelle intervient A + B (respe
tivementA�B) est nulle si A \B 6= ; (respe
tivement B 6� A) ; en pratique 
ela reviendrasimplement �a restreindre des ensembles de sommation : par exemple, C �etant �x�e,une sommePA+B=C est l'ensemble des sommes sur les A, B disjoints et de r�eunionC. On observe fa
ilement deux propri�et�es de 
es familles d'op�erateurs, propri�et�esqui seront fondamentales dans la suite.



32 Chapitre 1Tout d'abord, du 
al
ula+AaÆBa�C XM = � XM+A�C si B �M;z�ero sinonpour un triplet A;B;C disjoint, on d�eduit fa
ilement que la famille�a+AaÆBa�C ; A; B; C disjoints et dans f0; : : : ; i� 1g	 (1.3.3)forme une base de l'espa
e ve
toriel des op�erateurs born�es sur T�i (nous devrions�e
rire : de l'ensemble des h
 Id pour h born�e sur T�i).En utilisant le fait que a+AaÆBa�C = a+A+Ba�B+C pour tous A;B;C on voit parailleurs que �a+Aa�B; A; B dans f0; : : : ; i� 1g	 (1.3.4)
onstitue une autre base du même espa
e.Par ailleurs, on remarque fa
ilement diverses relations, d'une part 
on
ernantles op�erateurs a"i entre eux :(a+i )� = a�i et (aÆi )� = aÆi ;et d'autre part entre 
es op�erateurs et les op�erateurs du 
al
ul d'Itô abstrait : ona di = pia�i . Nous pourrions don
 simpli�er nos notations et r�eduire le nombred'objets 
onsid�er�es ; nous 
onservons 
ependant tous 
es objets pour souligner lesanalogies ave
 le 
as du temps 
ontinu.En 
ombinant les deux remarques 
i-dessus, on remarque en
ore que (di)� =a+i pi. Comme pour tout f dans T� on a a+i pif = (pif)Xi, on a un �e
lair
issementsur l'identit�e (1.2.6) et sur d'autres relations de dualit�e que nous observerons plustard.Exemples� Un op�erateur de multipli
ation MpXi par Xi pour le produit asso
i�e �a unevaleur de p se d�e
ompose lui aussi en Id
MpXi 
 Id. Il est fa
ile de v�eri�er �apartir des formules (1.3.1) et de (1.1.2) queMpXi peut s'�e
rireMpXi = a+i + a�i + 
paÆi :� Une autre base de C 2 est plus 
lassique : 
'est la base form�ee des matri
es dePauli �x = �0 11 0� �y = �0 �ii 0 � �z = �1 00 �1� (1.3.5)et de la matri
e identit�e. Si l'on note a+, a�, aÆ les op�erateurs a+i , a�i , aÆi vus
omme agissant sur C 2 , alors on aa+ = 12(�x � i�y) a� = 12(�x + i�y) aÆ = 12(Id� �z) (1.3.6)
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ret 33On va s'int�eresser dans la suite �a un analogue, pour les op�erateurs, de la repr�esen-tation pr�evisible (1.2.4).1.3.2 D�e�nition de l'int�egrale sto
hastique �a temps dis
retNous allons dis
uter un type de repr�esentation analogue aux repr�esentationspr�evisibles mais 
on
ernant les op�erateurs. Pour 
ela nous devons d'abord d�e�nir lanotion de pr�evisibilit�e d'un op�erateur.Consid�erons le 
as d'une variable 
lassique f , ou plutôt de l'op�erateur de mul-tipli
ationMf qui lui est asso
i�e dans une interpr�etation probabiliste quel
onque ;on voit fa
ilement que, si f est i-pr�evisible, alors l'op�erateur Mf s'�e
rit Mf 
 Iddans T�i 
 T�[i. C'est de 
ette propri�et�e que nous nous inspirons pour d�e�nirla pr�evisibilit�e au temps i d'un op�erateur de T� ; 
ette d�e�nition peut parâ�tre�etonnamment simple en regard de 
elle qu'il faut 
onsid�erer en temps 
ontinu pourne pas restreindre son domaine de validit�e. La di��eren
e est qu'i
i la pr�evisibilit�epermet de se ramener essentiellement �a la dimension �nie, et que 
onsid�erer, en di-mension �nie, des op�erateurs non born�es tient d'une subtilit�e qui serait i
i gratuite.Le Lemme 1.3.3 qui suit la d�e�nition fait le lien entre notre d�e�nition de lapr�evisibilit�e et la d�e�nition plus alg�ebrique que l'on obtiendrait en retrans
rivantm�e
aniquement les d�e�nitions 
onsid�er�ees par Attal et Lindsay.D�e�nition 1.3.2 Un op�erateur h de T�i est dit i-pr�evisible s'il est de la formeh
 Id dans T�i 
 T�[i.On voit en parti
ulier que tout op�erateur i-pr�evisible peut être �etendu en un op�erateurborn�e ; 
'est pourquoi, dans la suite (�a l'ex
eption du lemme suivant), tout op�erateuri-pr�evisible sera 
onsid�er�e 
omme born�e.Lemme 1.3.3 Un op�erateur h sur T� qui satisfait aux 
onditions suivantes :� Son domaine Domh est stable par pi et par tous les op�erateurs dj, j � i.� Les �egalit�es suivantes sont v�eri��ees sur Domh :hpi = pih ethdj = djh pour tout j � ipeut être �etendu en un op�erateur pr�evisible au sens de la D�e�nition 1.3.2.Exemples� Tout op�erateur de multipli
ation dans une interpr�etation probabiliste quel-
onque par une variable al�eatoire i-pr�evisible est un op�erateur i-pr�evisible.� Tout op�erateur qui est 
ombinaison lin�eaire d'op�erateurs a+AaÆBa�C pourA, B, C
ontenus dans f0; : : : ; i�1g est i-pr�evisible. On peut voir grâ
e �a la remarque(1.3.3) qu'inversement tout op�erateur i-pr�evisible (born�e) est de 
ette forme.



34 Chapitre 1On voit d�ej�a �a quel point la 
ombinaison des notions d'adaptation et du tempsdis
ret permet de simpli�er les probl�emes par rapport au 
as usuel.Nous allons maintenant d�e�nir de mani�ere rigoureuse les int�egrales sto
hastiquesquantiques �a temps dis
ret. On veut que de telles int�egrales forment des analogues,pour les op�erateurs, de la repr�esentation pr�evisible des ve
teurs ; on veut don
 pou-voir �e
rire des op�erateurs sous la forme de s�eriesPi hi ai o�u le terme hi ai repr�esentel'a
tion \au temps i". Il est alors naturel de vouloir que ai soit un op�erateur agissantsur T�fig uniquement, et que les op�erateurs int�egr�es hi n'agissent que sur T�i ; ornous avons d�ej�a vu que la famille Id, a+i , a�i , aÆi forme une base de l'ensemble desop�erateurs qui s'�e
rivent Id
 ai 
 Id dans T�i 
 T�fig 
 T�[i+1.Nous 
onsid�erons don
 les repr�esentations qui nous int�eressent 
omme des \s�eries"(en un sens �a pr�e
iser) d'op�erateurs hi ai o�u hi est i-pr�evisible et ai est Id, a+i , a�i ,aÆi . Ce
i explique l'int�erêt de notre 
onvention de notation a�i = Id pour tout i.On appelle pro
essus pr�evisible un pro
essus d'op�erateurs (hi)i�0 tel que 
haquehi est i-pr�evisible. Rappelons que nous 
onsid�ererons toujours un op�erateur i-pr�evi-sible 
omme born�e.D�e�nition 1.3.4 Soit " dans f+;�; Æ;�g. Pour tout pro
essus pr�evisible (h"i )i�0,on d�e�nit l'int�egrale de (h"i )i�0 par rapport �a a" 
omme la s�erie Pi�0 h"ia"i , au senso�u :� Dom Pi�0 h"ia"i est l'ensemble des f 2 T� tels que( pour tout M 2 P; Pi�0 jh"ia"if(M)j < +1M 7!Pi�0 h"ia"if(M) est alors de 
arr�e int�egrable.� Pi�0 h"ia"i f est d�e�ni par�Xi�0 h"ia"i f�(M) =Xi�0 hia"if(M)pour tout M de P.Remarquons { 
ela nous sera utile dans la suite { que la 
ondition de sommabilit�e�a M �x�e Pi jh"ia"if(M)j < +1 est triviale pour " �egal �a + ou Æ.Il sera pratique, pour �enon
er 
ertains des th�eor�emes �a venir, de 
onsid�erer desint�egrales restreintes, aux propri�et�es analytiques plus maniables.D�e�nition 1.3.5 Soit " dans f+;�; Æ;�g. Pour un pro
essus pr�evisible (h"i )i�0 ond�e�nit l'int�egrale restreinte PiRh"ia"i 
omme la restri
tion de l'int�egrale Pi h"ia"i �al'ensemble des ve
teurs f de Dom Pi h"ia"i tels queM 7!Xi�0 jh"ia"if(M)jest une fon
tion de 
arr�e int�egrable sur P.
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 une d�e�nition Attal-Lindsay des int�egralesIl est fa
ile de voir �a partir des formules (1.3.1), que� la quantit�e a+i f(M) est non nulle seulement si i 2 M et qu'alors a+i f(M) =f(M � i). On a don
 pour tout M de P,Xi hia+i f(M) =Xi2M hif(M � i);
'est-�a-dire quePi h+i a+i f est \l'int�egrale de Skorohod" (voir [Bel℄ ou [A-L℄)de (h+i f)i�0.� l'op�erateur de gradient pr�evisible di est �egal �a pia�i , don
 pour tout M de P,Xi hia�i f(M) =Xi hif(M + i);� l'�egalit�e aÆi = a+i a�i et les deux remarques pr�e
�edentes impliquent que pourtout M de P, Xi hiaÆi f(M) =Xi2M hif(M)et dans 
es trois �egalit�es il est �equivalent que l'un ou l'autre des termes formeune s�erie sommable et d�e�nisse un �el�ement de l2(P). Les int�egrales que nous avonsd�e�nies sont don
 exa
tement les tradu
tions en temps dis
ret des int�egrales ausens de Attal et Lindsay (voir [A-L℄). De même, les int�egrales restreintes que nousd�e�nissons sont les analogues des int�egrales restreintes de Attal et Lindsay.En parti
ulier, 
es int�egrales se manipulent exa
tement de la même mani�ereque les int�egrales �a temps 
ontinu du type Attal-Lindsay, ave
 
e
i de di��erent quenous 
onsid�erons nos int�egrandes hi 
omme born�ees et qu'une 
ondition de domaineest par 
ons�equent supprim�ee. Cette 
ondition est 
ependant la 
ondition la \moinsli�ee" �a l'int�egrale elle-même : on peut tout autant, en temps 
ontinu, se restreindre �ades int�egrales de pro
essus d'op�erateurs born�es. Il est don
 possible de retrans
rirem�e
aniquement des preuves 
on
ernant les int�egrales sto
hastiques quantiques �atemps 
ontinu et d'obtenir ainsi �a peu de frais des propri�et�es importantes satisfaitespar nos int�egrales.Nous donnerons trois telles propri�et�es. La premi�ere est la formule d'Hudson etParthasarathy d�e
rivant l'a
tion d'une int�egrale sto
hastique sur le domaine expo-nentiel ; 
es formules nous seront utiles dans nos pro
�edures d'approximation. Lase
onde de 
es propri�et�es est une 
ara
t�erisation des int�egrales restreintes 
ommesolutions d'esp�e
es d'�equations di��erentielles, qui montre que nos int�egrales res-treintes sont les trans
riptions en temps dis
ret des int�egrales sto
hastiques au sensde la d�e�nition Attal-Meyer. Cette formulation a le d�efaut de donner une expressionmoins expli
ite de l'a
tion d'une int�egrale sto
hastique mais 
ondense de mani�ereparti
uli�ement pratique les 
onditions de domaine. La troisi�eme propri�et�e que nous



36 Chapitre 1�enon
erons est la formule d'Itô qui donne une expression de la 
omposition dedeux int�egrales sto
hastiques quantiques et nous int�eressera parti
uli�erement dansle 
hapitre 4.Il est fa
ile, dans notre 
adre �a temps dis
ret, d'obtenir �a 
haque fois, les ex-pressions voulues par des 
al
uls formels ; la diÆ
ult�e porte sur des questions dedomaine qui alourdissent les d�emonstrations de dis
ussions peu instru
tives. Il n'yavait don
 que peu d'int�erêt �a donner les preuves i
i. Puisque par ailleurs 
elles-
i sed�eduisent de mani�ere syst�ematique du 
as �a temps 
ontinu, elles n'apparaissent pasnon plus dans l'arti
le [Pt2℄. Le le
teur qui voudra des d�emonstrations 
ompl�etespourra se reporter �a [A-L℄ ; il n'y a presque au
un 
hangement �a e�e
tuer pourobtenir des preuves dans notre 
adre �a temps dis
ret.Proposition 1.3.6 (Proposition 1.7 de [Pt2℄) Soit " 2 f+; Æ;�;�g et soit unpro
essus pr�evisible (h"i )i�0. Supposons qu'un ve
teur exponentiel e(v) soit dans ledomaine de l'int�egrale restreinte PiRh"i a"i ; alors pour tout u de l2(N) on ahe(u);Xi�0 h+i a+i e(v)i = Xi�0 u(i)he(u1l6=i); h+i e(v)i si " = +he(u);Xi�0 h�i a�i e(v)i = Xi�0 v(i)he(u); h�i e(v1l6=i)i si " = �he(u);Xi�0 hÆi aÆi e(v)i = Xi�0 u(i)v(i)he(u1l6=i); hÆi e(v1l6=i)i si " = Æhe(u);Xi�0 h�i a�i e(v)i = Xi�0 he(u); h�i e(v)i si " = �o�u, dans 
haque 
as, la s�erie est sommable et o�u u1l6=i par exemple repr�esente lasuite �egale �a u, sauf pour le i-�eme terme qui vaut z�ero.La propri�et�e suivante est la 
ara
t�erisation de type Attal-Meyer de nos int�egralesrestreintes :Proposition 1.3.7 (Proposition 1.8 de [Pt2℄) Soit " dans f+; Æ;�;�g et soit(h"i )i�0 un pro
essus d'op�erateurs pr�evisibles sur T�. Alors PiRh"i a"i peut aussi êtred�e
rit 
omme l'unique op�erateur h v�eri�anthf =Xi�0 hidif Xi +Xi�0 h+i pif Xi si " = +;hf =Xi�0 hidif Xi +Xi�0 h�i dif si " = �;
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es de Fo
k �a temps dis
ret 37hf =Xi�0 hidif Xi +Xi�0 hÆidif Xi si " = Æ;hf =Xi�0 hi+1dif Xi +Xi�0 h�i pif si " = �;o�u hi =Pj<i h"ja"j et o�u une �egalit�e 
i-dessus signi�e que� un ve
teur f est dans le domaine de h si et seulement si{ (hidif)i�0 est Itô-int�egrable et{ la 
ondition similaire de sommabilit�e (Itô int�egrabilit�e ou sommabilit�e sui-vant ") de la se
onde somme est v�eri��ee� l'�egalit�e est v�eri��ee.Ave
 nos d�e�nitions de l'int�egrale sto
hastique on obtient la formule fonda-mentale suivante, qui donne la repr�esentation int�egrale de la 
omposition de deuxint�egrales sto
hastiques quantiques. Cette formule, la formule d'Itô, �etend la for-mule de 
omposition de deux variables al�eatoires 
lassiques si on identi�e 
elles-
i�a des op�erateurs de multipli
ation.Th�eor�eme 1.3.8 (Th�eor�eme 1.9 de [Pt2℄) Soient "; � 2 f+; Æ;�;�g ; soient(h"i )i�0 et (k�i )i�0 deux pro
essus d'op�erateurs pr�evisibles sur T�. AlorsXi�0Rh"ia"i Xi�0Rk�i a�i �Xi�0Rh"ikia"i �Xi�0Rhik�i a�i �Xi�0Rh"ik�i a":�i ; (1.3.7)est une restri
tion de l'op�erateur nul, o�u a":� est simplement a" a�. Si les deuxpremi�eres int�egrales sont partout d�e�nies, alors l'op�erateur (1.3.7) est l'op�erateurnul.Dans le 
as o�u " = � et � = +, on a a":� = a�� aÆ, et le r�esultat est vrai a fortiorisi la derni�ere int�egrale est rempla
�ee par deux int�egrales.Un 
al
ul formel sur le produit de s�eries Pi hia"i Pj kja�j permet d'obtenirimm�ediatement la formules 
i-dessus. Il est 
ependant �evident que l'on ne peut �eviterde dis
uter les domaines de validit�e des diverses s�eries ; pour 
ela, la 
ara
t�erisationsous forme Attal-Meyer (voir (1.3.7)) est n�e
essaire.Notons que a":� est donn�e par le tableau suivant :� � Æ + �� 0 a� a�� aÆ a�Æ 0 aÆ a+ aÆ+ aÆ 0 0 a+� a� aÆ a+ a� (1.3.8)sur lequel nous reviendrons au 
hapitre 4.



38 Chapitre 11.4 Espa
es de Fo
k �a temps dis
ret de multipli-
it�e sup�erieure �a 1Nous d�e�nissons dans 
ette se
tion les espa
es de Fo
k �a temps dis
ret de mul-tipli
it�e sup�erieure �a 1.Il est fa
ile de motiver physiquement l'introdu
tion d'un espa
e de Fo
k �a tempsdis
ret de multipli
it�e N : si l'on veut 
onsid�erer une 
hâ�ne de parti
ules qui n'ontplus seulement deux niveaux d'�energie mais, par exemple, N+1 niveaux, il nous faut
onsid�erer l'espa
e d'�etat ON C N+1 ;que nous appellerons espa
e de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e N (et pasde multipli
it�e N + 1). L'int�erêt de faire apparâ�tre 
es espa
es dans un 
adreprobabiliste est en revan
he moins �evident ; 
'est 
e que nous allons dis
uter dansla partie 1.4.1, o�u nous nous 
antonnons aux espa
es de Fo
k de multipli
it�e �niepour rappeler les r�esultats expos�es dans [AP2℄. Dans la partie 1.4.2 nous donnonsen revan
he les d�e�nitions les plus g�en�erales et d�e
rivons l'analogue, sur 
es espa
es,de la th�eorie que nous avons d�etaill�ee en multipli
it�e 1.1.4.1 Espa
e de Fo
k asso
i�e �a une mar
he al�eatoireSoit X une variable al�eatoire sur un espa
e (A;A; P ), �a valeurs dans RN quiprend N + 1 valeurs exa
tement (au sens o�u elle prend 
ha
une de 
es valeurs ave
une probabilit�e non nulle), 
es valeurs formant une base de l'espa
e aÆne RN ; nousnoterons X1; : : : ; XN les variables 
oordonn�ees de X dans la base 
anonique. Pournormaliser le probl�eme on suppose que 
ette variable al�eatoire est 
entr�ee et r�eduite,
'est-�a-dire que E (X i) = 0 pour tout i = 1; : : : ; NE (X iXj) = Æi;j:Consid�erons une suite (Xn)n�0 de 
opies ind�ependantes deX r�ealis�ee par exemplesur (A
N;A
N; P
N) ; on voit alors (Proposition 4 de [AP2℄) que l'on obtient na-turellement une base de l'espa
e L2(A
N ;A
N; P
N) en 
onsid�erant les variablesal�eatoires XM = Y(ik;nk)2MXnkiko�u M d�e
rit l'ensemble des parties �nies de N � f1; : : : ; Ng. On a don
 bien faitapparâ�tre l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e N , analogue �a l'espa
ede Fo
k �a temps dis
ret simple.
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es de Fo
k �a temps dis
ret 39Dans le 
as simple 
ependant, l'int�erêt de 
ette 
onstru
tion r�esidait dans lefait qu'elle permettait de faire 
ohabiter toutes les interpr�etations probabilistes qui
orrespondaient aux di��erentes valeurs prises par un param�etre p 2℄0; 1[. Il est moins
lair que l'on va pouvoir 
onserver une distin
tion entre les di��erents 
hoix de lavariable X ; 
ela d�e
oule en fait des r�esultats suivants (expos�es 
omme Th�eor�emes2 et 3 dans [AP2℄ mais prouv�es initialement dans [A-E℄) :Th�eor�eme 1.4.1 Soit X une variable al�eatoire 
omme 
i-dessus. Alors il existeune famille (T i;jk )i;j;k=1;:::;N de s
alaires telle que pour tout i; j dans 1; : : : ; n,X iXj = Æi;j + NXk=1 T i;jk Xk (1.4.1)et la famille (T i;jj ) a les deux propri�et�es de sym�etrie suivantes :� la fontion (i; j; k) 7! T i;jk est sym�etrique,� la fon
tion (i; j; l;m) 7!PNk=1 T i;jk T l;mk + Æi;jÆl;m est sym�etrique.Inversement toute famille (T i;jk )i;j;k v�eri�ant 
es propri�et�es d�e�nit une uniquevariable al�eatoire X 
entr�ee r�eduite 
omme 
i-dessus.C'est don
 la famille (T i;jk )i;j;k qui va jouer le rôle du param�etre p du 
as simple(ou plutôt de 
p : l'�equation (1.1.2) est l'analogue dans l'espa
e T� simple de(1.4.1)) ; en parti
ulier �a toute telle famille { nous dirons en
ore interpr�etation pro-babiliste { sera asso
i�e un produit di��erent. Nous donnons plus loin la repr�esentationint�egrale d'un op�erateur de multipli
ation par X ik dans une interpr�etation probabi-liste, de même que nous l'avons fait en 1.3.1 pour le 
as simple.1.4.2 Espa
es de Fo
k �a temps dis
ret de multipli
it�e quel-
onqueNous d�e�nissons de mani�ere plus g�en�erale les espa
es de Fo
k �a temps dis
retde multipli
it�e sup�erieure �a 1. Un tel espa
e est asso
i�e �a un espa
e de multipli
it�equi sera un espa
e de Hilbert K, �eventuellement de dimension in�nie mais toujourss�eparable. Le 
as de multipli
it�e �nie N se retrouvera en 
hoisissant K = C N .On �xe une base hilbertienne (e�)�2� de K ; nous supposons par 
ommodit�e quel'indi
e z�ero 0 n'apparâ�t pas dans �. On peut identi�er K �a C � ; il est alors naturelde d�e�nir T�(K) 
omme l'ensemble des fon
tions sur P�, o�u P� est l'ensemble desparties �nies de N � � sur lesquelles la proje
tion sur la premi�ere 
oordonn�ee estinje
tive : autrement dit, un �el�ement de P� est un ensemble �nif(i1; �1); : : : ; (in; �n)gave
 i1 < : : : < in dans N et �1; : : : ; �n quel
onques dans �.



40 Chapitre 1Une base naturelle est ainsi donn�ee par l'ensemble fXA; A 2 P�g ; pour i � 0et � 2 �, nous noterons X�i plutôt que Xfi;�g, 
ela �a la fois pour des questions delisibilit�e et pour souligner l'id�ee que les (Xi;�)i�0 devraient pouvoir être interpr�et�es
omme des pro
essus ind�ependants dans une interpr�etation probabiliste. Pour sim-pli�er les notations dans la suite on notera parfois Xi;0 ou X0i le ve
teur 
.On a exa
tement 
omme avant une d�e
omposition tensorielleT�(K) ' T�(K)i 
 T�(K)[i:I
i T�(K)i s'identi�e �a l'ensemble des fon
tions de l2(P�) qui ont un support dansf0; : : : ; i�1g��, 
'est-�a-dire qu'un �el�ement f de � est dans T�(K)i si et seulementsi f v�eri�e f(A) = 0 d�es que A 6� f0; : : : ; i� 1g � �;l'espa
e T�(K)[i s'identi�e de même �a l'ensemble des fon
tions de l2(P�) �a supportdans fi; : : :g � �.On d�e�nit don
 
omme dans le 
as pr�e
�edent un op�erateur pi de proje
tionorthogonale sur T�(K)i et on appelle pro
essus pr�evisible de ve
teurs toute famille(fi)i�0 ave
 fi 2 T�(K)i pour tout i � 0. Il doit exister �a la pla
e du gradientpr�evisible di, toute une famille d'op�erateurs : en e�et, si l'on 
onsid�ere un ve
teurf de T�(K), tout (pi+1 � pi)f va s'�e
rire sous la formeX�2� d�i f X�i :Il faut don
, si l'on veut 
onserver une repr�esentation pr�evisible de la même formeque dans le 
as de l'espa
e de Fo
k simple, d�e�nir une famille d'op�erateurs d�i . Pourtout � 2 �, on notera ainsi d�i l'op�erateur d�e�ni pard�i f(A) = � f(A [ fi; �g) si A � f0; : : : ; i� 1g � �0 sinon.L'op�erateur pi, que l'on notera parfois d0i pour simpli�er nos notations, s'exprimepar pif(A) = � f(A) si A � f0; : : : ; i� 1g � �0 sinon.On a alors les formules suivantes, qui expriment la propri�et�e de repr�esentationpr�evisible dans T�(K) : pour tout f 2 T�(K),f = f(;)
 +X�2�Xi�0 d�i f X�i :et kfk2 = jf(;)j2 +X�2�Xi�0 

d�i f

2:
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es de Fo
k �a temps dis
ret 41Nous n'avons pas d�etaill�e la d�e�nition de l'int�egrale d'Itô ; 
elle-
i ne pose 
ependantpas de probl�eme analytique : pour fi 2 T�(K)i, fj 2 T�(K)j et �; � 2 �, les ve
teursfiX�i et fjX�j sont orthogonaux �a moins que (i; �) = (j; �).Il existe aussi plus d'op�erateurs fondamentaux que dans le 
adre de l'espa
ede Fo
k simple : pour tout i on d�e�nit des op�erateurs de 
r�eation, annihilationet 
onservation asso
i�es �a 
haque � 2 � ainsi que des op�erateurs d'�e
hange. Nousallons utiliser �a nouveau des 
onventions de notation du type A + B, A � B pourdes �el�ements A, B de P�. Pour toute paire d'�el�ements A, B de P�, on note A +Bl'�el�ement A [ B si les proje
tions sur N de A et B sont disjointes, la grandeur quiporte A+B en indi
e �etant nulle sinon. C'est-�a-dire que siA = f(i1; �1); : : : ; (im; �m)get B = f(j1; �1); : : : ; (jn; �n)galors A+B est A[B si fi1; : : : ; img et fj1; : : : ; jng sont disjoints. On notera A�Bl'�el�ement A nB si B � A, la grandeur qui porte A�B en indi
e �etant nulle sinon.Ave
 
es notations nous pouvons d�e�nir plus simplement les op�erateurs fonda-mentaux : pour i � 0, � 2 �, on d�e�nit a+i;�, a�i;�, aÆi;� 
omme dans le 
as simplepar a+i;�XA = XA+fi;�g;a�i;�XA = XA�fi;�gaÆi;�XA = a+i;�a�i;�XA;
e qui donne aÆi;�XA = XA si (i; �) 2 A et z�ero sinon.Ces op�erateurs sont alors born�es de norme 1 et on peut les �etendre �a tout T�. Ond�e�nit par ailleurs, pour � 6= � dans �, i �x�e, les op�erateurs d'�e
hange de � �a � para+i;�a�i;� ; 
es op�erateurs agissent en
ore sur T�(K)fig uniquement et transformentX�i en X�i , annulant tout autre ve
teur de base de T�fig.Il sera utile d'homog�en�eiser les notations : nous noterons a0;�i les op�erateursde 
r�eation, a�;0i les op�erateurs d'annihilation et a�;�i = a0;�i a�;0i les op�erateurs de
onservation ou d'�e
hange. On souhaite alors d�e�nir une int�egrale par rapport auxpro
essus (a�;�i )i�0. I
i 
ependant l'existen
e d'une in�nit�e de types d'int�egrales nousoblige �a d�e�nir X�;�2�[f0gXi h�;�i a�;�i
omme un tout pour prendre en 
ompte les questions de sommabilit�e suivant �,�. Pour une famille �(h�;�i )i�0�f�;�2�[f0gg de pro
essus d'op�erateurs pr�evisibles,



42 Chapitre 1l'int�egrale asso
i�ee est d�e�nie, 
omme en 1.3.4, 
omme l'op�erateurX�;�2�[f0gi2N h�;�i a�;�i ;au sens o�u, 
omme pr�e
�edemment, le domaine est l'ensemble des f de T�(K) telsque� pour tout A 2 PI , X�;�2�[f0gi�0 h�;�i ���a�;�i f(A)��� < +1� la grandeur X�;�2�[f0g(�;�) 6=(0;0)Xi�0 h�;�i a�;�i f(A)d�e�nit une fon
tion de 
arr�e sommable en A.Comme pr�e
�edemment on d�e�nit l'int�egrale restreinteX�;�2�[f0gXi2NRh�;�i a�;�i ;
omme la restri
tion de l'int�egrale pr�e
�edente au domaine 
onstitu�e de l'ensembledes f tels que A 7! X�;�2�[f0gXi�0 ���h�;�i a�;�i f(A)���est de 
arr�e int�egrable.ExempleSoit (Xn)n�0 une mar
he al�eatoire dans RN 
omme dans la se
tion 1.4.1. L'op�era-teur de multipli
ation par X in dans l'interpr�etation probabiliste asso
i�ee �a (Xn)n�0s'�e
rit a0;in + ai;0n +Xj;k T j;ki aj;l: (1.4.2)Nous n'allons pas �enon
er les analogues de tous les r�esultats que nous avonsmentionn�es dans le 
as de l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret simple mais allons nous
ontenter de donner la formule d'Itô dans 
e 
adre, formule qui prend une formeagr�eablement 
ompa
te ave
 nos 
onventions de notation.
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es de Fo
k �a temps dis
ret 43Th�eor�eme 1.4.2 (Formule d'Itô pour les int�egrales sur T�(K)) Soienth = X�;�2�[f0gXi�0Rh�;�i a�;�iet k = X�;�2�[f0gXi�0Rk�;�i a�;�ideux int�egrales restreintes sur T�(K). Alors l'op�erateurh k � X�;�2�[f0gXi�0Rhi k�;�i a�;�i � X�;�2�[f0gXi�0Rh�;�i ki a�;�i� X�;�2�[f0gX�2� Xi�0R�h�;�i k�;�i � a�;�i a�;�iest une restri
tion de l'op�erateur nul.
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Chapitre 2Repr�esentations int�egrales etnu
l�eaires sur l'espa
e de Fo
k �atemps dis
ret
Dans 
e 
hapitre, nous abordons la question de la repr�esentabilit�e des op�erateursde T� sous la forme d'int�egrales sto
hastiques ou d'op�erateurs �a noyau, 
'est-�a-dire de s�eries (en un sens �a pr�e
iser) de la forme P k(A;B;C)a+AaÆBa�C o�u A;B;Cd�e
rivent P et o�u le noyau k est une fon
tion �a valeurs s
alaires.Dans la se
tion 2.1 nous pr�esentons une appro
he na��ve de la question de larepr�esentabilit�e. Cette appro
he, si elle ne permet pas d'obtenir de 
ara
t�erisationsatisfaisante, est int�eressante pour deux raisons. D'abord, elle montre que l'on ade bonnes 
han
es d'obtenir des r�esultats de repr�esentabilit�e sur T� ; par ailleurs,elle permet de pr�e
iser 
e que l'on attend d'une repr�esentation nu
l�eaire et d'endonner une bonne d�e�nition. Nous introduisons ensuite les outils qui nous per-mettront d'�etudier les 
onditions de repr�esentabilit�e nu
l�eaire puis obtenons une
ara
t�erisation des op�erateurs repr�esentables, ave
 des formules expli
ites pour lesnoyaux.Dans la se
tion 2.2 nous �etablissons un lien entre repr�esentations nu
l�eaireset repr�esentations int�egrales puis utilisons les r�esultats pr�e
�edents pour obtenirdes 
rit�eres de repr�esentabilit�e int�egrale ave
 des expressions expli
ites des 
oef-�
ients (h+i )i�0, (h�i )i�0, (hÆi )i�0 apparaissant dans la repr�esentation int�egrale d'unop�erateur h.En�n, dans la se
tion 2.3, nous donnons les r�esultats analogues dans le 
as desespa
es de Fo
k dis
rets de multipli
it�e sup�erieure.Ce 
hapitre reprend essentiellement l'arti
le [Pt1℄.45



46 Chapitre 22.1 Repr�esentations nu
l�eaires2.1.1 Une premi�ere appro
heL'id�ee fondamentale de 
ette appro
he est extrêmement simple et s'appuie sur lesremarques (1.3.3) et (1.3.4) : sur notre espa
e de Fo
k �a temps dis
ret, la pr�evisibilit�epermet de se ramener �a un 
adre ve
toriel de dimension �nie. Nous avons dit alorsque pour tout i la famille�a+AaÆBa�C ; A, B, C disjoints dans f0; : : : ; i� 1g	
onstitue une base de T�i, et qu'en parti
ulier tout op�erateur i-pr�evisible hi admetune repr�esentation de la formehi = XA+B+C<i k(A;B;C)a+AaÆBa�C ; (2.1.1)o�u k est une fon
tion P � P ! C (qui n'est d�e�nie en fait que sur les triplets(A;B;C) disjoints, les autres termes �etant simplement inutiles). Une telle sommeest �nie ; il n'y a don
 pas en
ore de probl�eme d'ordre analytique.Si maintenant nous nous int�eressons �a l'existen
e de repr�esentations analoguespour un op�erateur donn�e, sans hypoth�ese de pr�evisibilit�e, nous devons faire un 
hoixdu sens �a donner �a une telle repr�esentation mais essayons d'exploiter le r�esultat 
i-dessus portant sur les op�erateurs pr�evisibles. Consid�erons don
 un op�erateur h deT� ; pour la dis
ussion �a venir nous nous autorisons des hypoth�eses tr�es 
onfortableset le supposons born�e. Notons E ih l'op�erateur �egal �a pihpi
 Id ; il est 
lair que E ih
onverge fortement vers h lorsque i tend vers l'in�ni. De plus 
et op�erateur esti-pr�evisible don
 il existe une fon
tion ki : P � P � P ! C telle queE ih = XA+B+C<i ki(A;B;C)a+AaÆBa�C :On voit fa
ilement par ailleurs pour j > i, d'une part que E i(E jh) = E ih, et d'autrepart que E i XA+B+C<j kj(A;B;C)a+AaÆBa�C = XA+B+C<i kj(A;B;C)a+AaÆBa�C :Cela implique que le noyau kj 
o��n
ide ave
 le noyau ki sur les triplets de partiesde f0; : : : ; i� 1g. Il existe don
 une fon
tion k telle que pour tout i,E ih = XA+B+C<i k(A;B;C)a+AaÆBa�C
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ret 47et par 
ons�equenth est la limite forte de XA+B+C<i k(A;B;C)a+AaÆBa�C lorsque i!1:On obtient ainsi une esp�e
e de repr�esentation en noyau pour tout op�erateur born�e.On a 
ependant plusieurs raisons de ne pas être satisfait de 
ette repr�esentation :tout d'abord, 
e raisonnement utilise l'hypoth�ese que l'op�erateur h est born�e, 
equi r�eduit 
onsid�erablement le domaine d'appli
ation ; par ailleurs, et l�a est le plusgrave, on voudrait que la s�erieP k(A;B;C)a+AaÆBa�C , même si elle reste une �e
ritureformelle, soit \ind�ependante de l'ordre de sommation". Cela semble en e�et être uneexigen
e minimale si l'on veut que 
ette �e
riture en s�erie ait de bonnes propri�et�es.Notre appro
he na��ve, elle, a fourni une s�erie qui n'est a priori que semi-
onvergente.Observons quelles 
onditions 
ette exigen
e impose : on veut qu'une repr�esenta-tion h =PA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C o�u l'on somme sur les triplets A;B;C de P deux�a deux disjoints, soit telle que pour tout f dans son domaine, pour tout N de P,hf(N) 
o��n
ide ave
 l'expression que l'on obtient apr�es 
al
ul formel de l'a
tion deXA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C sur XM f(M)XMet que l'expression obtenue soit ind�ependante de l'ordre de sommation suivantA;B;C et M (
ela 
ar la s�eriePM f(M)XM est naturellement absolument 
onver-gente).L'�egalit�e a+AaÆBa�CXM = XM+A�C si B �M; z�ero sinonmontre queXA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C XM f(M)XM = XA;B;C XM�B k(A;B;C)f(M)XM+A�C :La sommation en M ne se fait que sur les M qui 
ontiennent B et C ; on e�e
tuedon
 un 
hangement de variable qui permet de r�e�e
rire l'�egalit�e 
i-dessus enXM k(A;B;C)f(M +B)XA+B+M :Ce qui nous int�eresse dans 
ette expression est la 
oordonn�ee suivant un XM . Apr�esun 
hangement de variable suppl�ementaire on voit que l'expression 
i-dessus ser�e�e
rit XM  XU+V+W=MXN k(U; V;N)f(V +W +N)!XM ;



48 Chapitre 2de sorte que l'on doit avoir hf(M) �egal �aXU+V+W=MXN k(U; V;N)f(V +W +N):Pour que 
ette quantit�e soit ind�ependante de l'ordre de sommation, il faut don
 quepour 
haque M de P, 
ette s�erie soit absolument 
onvergente, 
e qui revient �a direque pour tout triplet U , V , W , d'�el�ements deux �a deux disjoints de P on aXN jk(U; V;N)f(V +W +N)j < +1:Cela sera l'une des 
onditions d�e�nissant les op�erateurs �a noyau.Dans 
e qui pr�e
�ede nous avons utilis�e le fait que la famillefa+AaÆBa�C ; A, B, C disjoints dans f0; : : : ; i� 1ggest une base de B(T�i) pour justi�er l'int�erêt que nous portons aux �e
ritures ens�erie PA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C . Nous avons vu 
ependant que la famillefa+Aa�B; A, B quel
onques dans f0; : : : ; i� 1gg
onstitue une autre base du même espa
e ; nous aurions pu en suivant le même
heminement que pr�e
�edemment arriver �a la 
on
lusion qu'il existe une fon
tionk : P � P 7! C telle queh est la limite forte de XA[B<i k(A;B)a+Aa�B(notons que les arguments A et B ne sont plus disjoints).On peut don
 tout aussi l�egitimement s'int�eresser �a des repr�esentations de laforme h = PA;B2P k(A;B)a+Aa�B. Comme pr�e
�edemment il est naturel d'exigerqu'une telle repr�esentation soit telle que pour tout f du domaine de h, tout Nde P, hf(N) soit donn�e par le d�eveloppement formel deXA;B k(A;B)a+Aa�B XM f(M)XMet que le r�esultat soit ind�ependant de l'ordre de sommation. En examinant 
ommentse traduisent 
es exigen
es nous arrivons 
ette fois-
i �ahf(M) = XU+V=MXN k(U;N)f(V +N)et la 
ondition asso
i�ee est maintenant que pour tous U; V disjoints de P,XN jk(U;N)f(V +N)j < +1:
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ret 49Nous donnons don
 les d�e�nitions suivantes :D�e�nition 2.1.1� Soit une fon
tion k3 : P �P �P ! C ; l'op�erateur �a noyau �a trois argumentsasso
i�e �a k3 est l'op�erateur h dont le domaine est l'ensemble des f de T� telsque pour tous U , V , W deux �a deux disjoints de P, on aitXN2P jk3(U; V;N)f(V +W +N)j < +1et que l'expressionhf(M) = XU+V+W=M k3(U; V;N)f(V +W +N)d�e�nisse un �el�ement de l2(P).� Soit une fon
tion k2 : P � P ! C ; l'op�erateur �a noyau �a deux argumentsasso
i�e �a k2 est l'op�erateur h dont le domaine est l'ensemble des f de T� telsque pour tous U , V disjoints de P, on aitXN2P jk2(U;N)f(V +N)j < +1et que l'expression hf(M) = XU+V=M k2(U;N)f(V +N)d�e�nisse un �el�ement de l2(P).Nous allons �etudier 
es deux types de repr�esentations. Nous verrons en parti
ulierqu'elles sont stri
tement �equivalentes ; de plus, l'�e
riture en noyau �a deux argu-ments nous permettra de donner une interpr�etation simple des d�e
ompositions enop�erateurs �a noyau.2.1.2 Transformations de noyauxLa premi�ere transformation que nous 
onsid�erons est 
elle qui permet de passerd'une repr�esentation �a deux arguments �a une repr�esentation �a trois arguments,du moins dans le 
as des op�erateurs pr�evisibles ou des op�erateurs born�es, suivantl'appro
he que nous avons pr�esent�ee en introdu
tion. Cette transformation se d�eduitdes �egalit�es a+Aa�B = a+AnBaÆA\Ba�BnA et a+AaÆBa�C = a+A[Ba�B[C



50 Chapitre 2(la se
onde �etant valable pour A, B, C disjoints seulement) et s'exprime park2(A;B) = k3(A nB;A \B;B n A)et (2.1.2)k3(A;B;C) = k2(A [B;B [ C):La se
onde transformation que nous 
onsid�erons nous a �et�e inspir�ee par lestravaux de Lindsay (dans [Li1℄). Dans notre 
adre dis
ret, on peut les d�e�nir pourles noyaux �a deux ou trois arguments :D�e�nition 2.1.2� Soit un noyau �a trois variables k3 : P�P�P ! C ; on d�e�nit sa transform�eek03 : P � P � P ! C park03(A;B;C) =XV�B k3(A; V; C):� Soit un noyau �a deux variables k2 : P � P ! C ; on d�e�nit sa transform�eek02 : P � P ! C park02(A;B) = XV�A\B k2(A nB + V;B n A + V ):Dans le 
as des noyaux �a trois arguments 
ette transformation est simplement latransformation de M�bius par rapport �a la se
onde variable ; dans le 
as des noyaux�a deux arguments l'expression en est un peu plus 
ompliqu�ee mais la transformationk2 7! k02 s'exprime en
ore grâ
e �a la transformation de M�bius, de sorte que l'onpeut inverser 
es deux transformations :k3(A;B;C) =XV�B(�1)jB�V jk03(A; V; C) (2.1.3)dans le 
as d'un noyau �a trois variable etk2(A;B) = XV�A\B(�1)jA\B�V jk02((A nB) [ V; (B n A) [ V ) (2.1.4)dans le 
as d'un noyau �a deux variables.On peut par ailleurs v�eri�er qu'ave
 les d�e�nitions 
i-dessus les noyaux k03, k02sont reli�es entre eux par des relations identiques �a (2.1.2) :k02(A;B) = k03(A nB;A \B;B n A) et k03(A;B;C) = k02(A [ B;B [ C): (2.1.5)
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ore que les transformations que nous avons d�e�nies sont tellesque le graphe suivant est 
ommutatif :k2  ! k3l lk02  ! k03 ;et que toutes les 
orrespondan
es sont bije
tives. Cela signi�e en parti
ulier qu'unenotation 
omme k03 est sans ambigu��t�e. Pour 
ette raison, nous supprimons les in-di
es 2 ou 3 et notons simplement k, k0 les di��erents noyaux, �etant entendu qu'ilssont reli�es par les relations 
i-dessus.Nous n'avons pas justi��e la d�e�nition de la transformation k 7! k0 autrementque par son utilit�e dans les travaux de Lindsay. On se rendra pourtant 
omptea posteriori que 
'�etait de prime abord un objet tr�es naturel ; nous 
hoisissonsmalhonnêtement de ne pas en
ore d�evoiler pourquoi.La proposition suivante prouve l'�equivalen
e entre repr�esentations �a deux et �atrois arguments et montre en partie l'int�erêt que pr�esentent les transformations quenous avons d�e�nies :Proposition 2.1.3 (Proposition 1 de [Pt1℄) Soit f un ve
teur �x�e de l2(N) ;on 
onsid�ere les 
onditions suivantes :� pour tous U; V;W deux �a deux disjoints de PXN2P jk(U; V;N)f(V +W +N)j < +1 (2.1.6)� pour tous U; V disjoints de PXN2P jk(U;N)f(V +N)j < +1 (2.1.7)� pour tous U; V disjoints de PXN2P jk0(U; V;N)f(V +N)j < +1 (2.1.8)� pour tout U de P XN2P jk0(U;N)f(N)j < +1: (2.1.9)Alors les 
onditions sur les noyaux �a trois arguments sont �equivalentes aux 
ondi-tions sur leurs analogues �a deux arguments, 
'est-�a-dire que(2.1.6) et (2.1.7) sont �equivalents,(2.1.8) et (2.1.9) sont �equivalents.



52 Chapitre 2De plus, les 
onditions sur des noyaux k impliquent les 
onditions sur leurs trans-form�ees k0, 
'est-�a-dire que(2.1.6), (2.1.7) impliquent (2.1.8), (2.1.9).En�n, si toutes 
es 
onditions sont v�eri��ees, les quatre expressions suivantessont �egales : XU+V+W=MXN2P k(U; V;N)f(V +W +N) (2.1.10)XU+V=MXN2P k0(U; V;N)f(V +N) (2.1.11)XU+V=MXN2P k(U;N)f(V +N) (2.1.12)XN2P k0(M;N)f(N) (2.1.13)RemarqueLes 
onditions sur les noyaux transform�es k0 n'impliquent en revan
he pas les
onditions sur les noyaux k ; si par exemple on prend k de la formek(A;B;C) = (�1)jBjj(A;C)o�u jBj est le 
ardinal de B et j est une fon
tion sur P � P, alorsk0(A;B;C) = 1lB=; j(A;C):La 
ondition (2.1.8) devientpour tout U de P; XN jj(U;N)f(N)j < +1;alors que (2.1.6) estpour tous U; V de P disjoints, XN jj(U;N)f(V +N)j < +1:On voit alors que si l'on 
onsid�ere� une fon
tion j telle que j(U;W ) = 0 si le 
ardinal de W est di��erent de 1,� un ve
teur f nul sur les singletons,
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ret 53alors (2.1.8) est triviale tandis que (2.1.6) devientpour tous U; V disjoints de P; Xn�0 jj(U; fng)f(V + fng)j < +1: (2.1.14)
e qui impose en
ore des 
onditions sur les valeurs de j et de f . On peut don

onstruire de nombreux 
ontre exemples.Dans son arti
le [Li1℄, Lindsay, qui �etudie des transformations analogues entemps 
ontinu pour des noyaux �a trois arguments, aÆrme que la 
ondition sur latransform�ee k0 implique la 
ondition sur k (la trans
ription en temps 
ontinu rem-pla
e simplement la somme par une int�egrale). Notre 
ontre-exemple 
ependant setraduit imm�ediatement au 
as du temps 
ontinu et o�re un 
ontre-exemple �a 
etteaÆrmation. Notons 
ependant que 
ette erreur n'a au
une 
ons�equen
e sur le restede l'arti
le [Li1℄ ni sur l'arti
le asso
i�e [B-L℄.On peut par ailleurs identi�er un domaine sur lequel les 
onditions (2.1.6), (2.1.7)sont �equivalentes aux 
onditions plus simples (2.1.8), (2.1.9) :Proposition 2.1.4 (Proposition 2 de [Pt1℄) Soit f un ve
teur de l2(P) tel qu'ilexiste une fon
tion � : P ! R+ v�eri�ant pour tous A, B de P � P,jf(A+B)j � jf(A)jYi2B �(i):Pour 
e ve
teur f les 
onditions (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9) sont �equivalentes.D�e�nition 2.1.5 Un ve
teur f de l2(P) v�eri�ant la 
ondition 
i-dessus est dit sous-exponentiel ; l'ensemble des ve
teurs sous-exponentiels est not�e sE. Cet ensemble sE
ontient toutes les 
ombinaisons lin�eaires de ve
teurs exponentiels et de ve
teursXA, A 2 P.Cet ensemble sE n'est pas un espa
e ve
toriel ; tout 
e qu'on peut en dire est quepour f , g dans sE et �, � dans C , la fon
tion j�j jf j+ j�j jgj est dans sE .RemarqueLa Proposition 2.1.4 nous a montr�e en parti
ulier qu'on a une stri
te �equivalen
eentre les noyaux �a trois arguments et 
eux �a deux arguments, de sorte que nous nenous sou
ierons plus de distinguer les deux types de repr�esentations.Les Propositions 2.1.3 et 2.1.4 donnent une expression simpli��ee des 
onditionsde repr�esentabilit�e pour les op�erateurs dont le domaine est in
lus dans sE . Nousallons voir 
ependant que, même lorsque l'on souhaite �etudier la repr�esentabilit�e



54 Chapitre 2d'un op�erateur dont le domaine n'est pas in
lus dans sE , nos transformations res-tent utiles. L'�equation (2.1.13) en parti
ulier a une 
ons�equen
e tr�es importante :supposons que h soit un op�erateur �a noyau k et que la base fXA; A 2 Pg soit
ontenue dans le domaine de h. Alors pour tout M de P,hXA(M) =XN k0(M;N)1lA=N ;et puisque hXA(M) est simplement hXM ; hXAi, on obtient la formulek0(A;B) = hXA; hXBi (2.1.15)sous les 
onditions de domaine 
i-dessus. Nous disposons don
 th�eoriquement detous les 
rit�eres permettant de d�eterminer si un op�erateur dont le domaine 
ontientfXA; A 2 Pg est repr�esentable. L'expression de k0 en fon
tion de k 
ependant n'esten g�en�eral pas tr�es maniable, de sorte que nous allons nous int�eresser dans la suite�a des 
rit�eres plus dire
tement a

essibles.Remarques� Cette derni�ere formule �e
lair
it le sens des 
onditions (2.1.8) et (2.1.9) : ene�et, grâ
e �a 
ette formule, la 
ondition (2.1.9) devientpour tout M; XN jhXM ; hXNif(N)j < +1;de sorte que, sous les 
onditions portant sur les transform�ees k0 dans la Propo-sition 2.1.3, le d�eveloppement en noyau est une simple r�e�e
riture de l'�egalit�epour tout M hXM ; hXN f(N)XNi =XN hXM ; hXNif(N): (2.1.16)� La formule (2.1.15) nous permet aussi d'�e
lair
ir le sens de 
ette repr�esentationen noyaux. On a, du moins formellement,h =XA;B hXA; hXBi jXAihXBj; (2.1.17)or jXAihXBj = a+A p0 a�B et, 
omme nous allons le voir plus bas en (2.1.19),p0 =XN2P(�1)jN jaÆN ;
e qui permet de d�eduire la forme de la repr�esentation en noyau en substituant
ette expression dans 
e qui pr�e
�ede.
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ation que nous avons pr�esent�ee dans la deuxi�eme remarque 
i-dessusse retrouve dans les questions de repr�esentations en noyau dans les espa
es de Fo
k�a temps 
ontinu ; dans 
e 
as bien sûr les probl�emes analytiques deviennent plusexigeants. Nous dis
uterons l'apparition de 
es id�ees dans le 
hapitre suivant, dansla se
tion 3.3.R�esumons la 
ara
t�erisation que nous avons obtenue dans le 
as d'op�erateursdont le domaine est 
ontenu dans sE :Proposition 2.1.6 Soit h un op�erateur sur T� dont le domaine v�eri�efXA; A 2 Pg � Domh � sE ;alors h peut être �etendu en un op�erateur �a noyau si et seulement si pour tout fdans Domh, tout M dans P,( PN jhXM ; hXNif(N)j < +1 etPNhXM ; hXNif(N) = hf(M): (2.1.18)et le noyau k est alors donn�e park0(A;B) = hXA; hXBi:Cette proposition n'est qu'une reformulation de notre d�e�nition utilisant 2.1.3et 2.1.4 ; elle peut sembler d�e
evante. En e�et, il se 
omprend que l'hypoth�eseDomh � sE soit n�e
essaire pour �eviter que l'op�erateur �a noyau n'ait un domainetrop fantaisiste en regard de 
elui de h. Il peut sembler en revan
he que la se
onde
ondition de (2.1.18) puisse être rempla
�ee par une hypoth�ese de fermabilit�e danslesquelles on parti
ulariserait la base fXA; A 2 Pg. L'�enon
�e ne peut se simpli�erautant qu'on le 
roirait a priori. En e�et, une 
ondition de fermabilit�e usuelle s'�e
ritainsi : si une suite (un)n�0 d'�el�ements du domaine de K v�eri�e( (un)n�0 tend vers z�ero etla suite (Kun)n�0 
onverge,alors la limite de (Kun)n�0 est z�ero. La deuxi�eme 
ondition de (2.1.18), elle, est �ala fois plus faible que la fermabilit�e puisque les seules suites appro
hantes (un)n�0
onsid�er�ees sont des sommes partielles de PN f(N)XN . Elle est en revan
he plusforte que la fermabilit�e puisque l'hypoth�ese de 
onvergen
e au sens faible disantque pour tout M de P, hXM ; Kuni 
onverge et d�e�nit une fon
tion de M de 
arr�eint�egrable doit impliquer que, pour tout M , la limite est z�ero.
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ondition suÆsante de repr�esentabilit�e nu
l�eaireIl est 
lair d'apr�es la remarque montrant que les 
onditions de la Proposition2.1.6 sont 
elles qui permettent d'�e
rire (2.1.16), qu'il existe un 
as dans lequel laquestion de la repr�esentabilit�e se simpli�e grandement : 
'est 
elui o�u l'on s'auto-rise des hypoth�eses sur l'adjoint de l'op�erateur 
onsid�er�e. Nous prouvons ainsi leth�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.1.7 (Th�eor�eme 2 de [Pt1℄) Soit h un op�erateur sur T� tel quefXA; A 2 Pg � Domh \ Domh�; alors les formules (2.1.15) d�e�nissent unop�erateur �a noyau qui est une extension ferm�ee de h.Ce th�eor�eme montre qu'en parti
ulier tout op�erateur born�e admet une repr�esentationen noyau valable sur tout T�. Il faut remarquer par ailleurs que, dans 
e th�eor�eme,il n'y a plus d'hypoth�ese sur le domaine du type Domh � sE ; nous ne nous servonsplus en fait de la Proposition 2.1.4 mais prouvons pour tout f de T� les 
onditionsplus fortes (2.1.6), (2.1.7) de la Proposition 2.1.3. Nous prouvons de plus que, dans
e 
as, l'op�erateur �a noyau hk obtenu est un op�erateur ferm�e. Notons 
ependantque l'in
lusion h � hk n'est pas une �egalit�e a priori.Extensions de 
es r�esultatsIl est �a remarquer que, dans tout 
e que nous avons fait, nous n'avons jamais uti-lis�e l'ordre sur N ; on peut don
 trans
rire nos r�esultats sans au
une modi�
ation au
as o�u l'on travaille sur un espa
e de Fo
k 
onstruit sur l2(A) pour A d�enombrable.Cela signi�e que, si l'on 
onsid�ere un espa
e de Hilbert s�eparable et que l'on asso
ie�a une base hilbertienne quel
onque des op�erateurs de 
r�eation, annihilation, 
onser-vation de la même mani�ere qu'i
i, on peut, sous des hypoth�eses analogues �a 
ellesde la Proposition 2.1.6 du Th�eor�eme 2.1.7, repr�esenter tout op�erateur de 
et espa
e
omme une s�erie de produits de 
es op�erateurs a+, a�, aÆ. En parti
ulier, tout 
elas'applique aux espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure et même de multipli
it�ein�nie. Nous d�etaillerons 
es r�esultats dans la se
tion 2.3.Exemples de repr�esentations en noyaux� Consid�erons un op�erateur de proje
tion adapt�ee pi. Le Th�eor�eme 2.1.7 s'ap-plique et l'on trouve k0(A;B) = hXA; piXBiqui vaut 1 si A = B � f0; : : : ; i � 1g et 0 sinon. En inversant 
ette formulenous trouvons des repr�esentationspi =XB�i (�1)jBjaÆB =XB�i (�1)jBja+Ba�B: (2.1.19)
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onsid�erer l'op�erateur jX�ihX�j. Alors k0(A;B)vaut 1 pour A = �, B = �, 0 sinon. On obtientjX�ihX�j =XB2P(�1)jBja+�aÆBa�� ; (2.1.20)qui se d�eduit de l'exemple pr�e
�edent et du fait que jX�ihX�j = a+�p0a�� (voirla se
onde remarque apr�es la formule (2.1.15)).� D�e�nissons un op�erateur h sur l'espa
e engendr�e par fXA; A 2 Pg parhXA =XB�AXB:On voit fa
ilement alors que h� n'est pas d�e�ni sur l'ensemble fXA; A 2 Pg desorte que l'on ne peut appliquer le Th�eor�eme 2.1.7 ; en revan
he, la Proposition2.1.6 s'applique et montre que h est �etendu par l'op�erateur PC a�C .2.2 Appli
ation aux questions de repr�esentationsint�egralesNous allons utiliser �a pr�esent la stru
ture d'ordre qui existe sur N pour obtenirdes repr�esentations int�egrales �a partir de nos repr�esentations nu
l�eaires. Nous avonsd'abord besoin de remarquer que, d'apr�es nos 
al
uls dek(A;B;C)a+AaÆBa�C XM f(M)XM ;la D�e�nition 2.1.1 revient �a d�e�nir l'op�erateur PA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C 
ommeayant pour domaine l'ensemble des f de T� tels que� pour tout M de P,XA;B;C ��k(A;B;C)(a+AaÆBa�C f)(M)�� < +1� la fon
tion M 7! XA;B;C �k(A;B;C)(a+AaÆBa�C f)� (M)est de 
arr�e int�egrable en fon
tion de M .Grâ
e �a 
ette remarque on voit qu'un op�erateur �a noyau est bien une s�erieXA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C



58 Chapitre 2au sens o�u nous avons d�e�ni les s�eries d'op�erateurs dans le 
as des int�egrales.En parti
ulier, les deux propri�et�es suivantes deviennent 
laires : d'abord, si l'on�e
rit k 
omme une somme k1 + : : : + kn o�u les ki ont deux �a deux des supportsdisjoints, alors l'op�erateurXA;B;C k1(A;B;C)a+AaÆBa�C + : : :+ XA;B;C kn(A;B;C)a+AaÆBa�Cest une restri
tion de l'op�erateur PA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C . En e�et, la premi�ere
ondition 
i-dessus (sommabilit�e suivant A;B;C) est v�eri��ee de mani�ere �equivalentepar une �e
riture et par l'autre et la propri�et�e que l'expression donne une fon
tionl2 de M est plus forte pour la se
onde �e
riture. Par ailleurs, si l'on �e
rit P 
ommeune r�eunion disjointe P = [i�0Pi alorsXi  XA;B;C2Pi k(A;B;C)a+AaÆBa�C!est une extension de l'op�erateur PA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C puisque la 
ondition desommabilit�e suivant i dans l'�e
riture 
i-dessus est plus faible que la 
ondition desommabilit�e suivant A;B;C dans l'�e
riture en noyau, la 
ondition l2 �etant ensuite�equivalente dans un 
as et dans l'autre.2.2.1 Repr�esentations nu
l�eaires et int�egralesSuppposons qu'un op�erateur h sur T� admette une repr�esentation en noyau ausens de la D�e�nition 2.1.1. Comme, pour tout (A;B;C) 6= (;; ;; ;), le plus grand�el�ement de A[B[C est dans un et un seul des ensembles A;B;C, on peut r�e�e
rire larepr�esentation en noyau de deux mani�eres di��erentes : d'apr�es les remarques faites
i-dessus, la somme des trois s�eriesk(;; ;; ;) + Xi�0A;B;C<i k(A+ i; B; C)a+AaÆBa�C a+i (2.2.1)+ Xi�0A;B;C<i k(A;B + i; C)a+AaÆBa�C aÆi + Xi�0A;B;C<i k(A;B;C + i)a+AaÆBa�C a�iest �etendue par l'op�erateur �a noyau PA;B;C k(A;B;C)a+AaÆBa�C , qui est �a son tour�etendu park(;; ;; ;) +Xi � XA;B;C<i k(A+ i; B; C)a+AaÆBa�C a+i (2.2.2)+ XA;B;C<i k(A;B + i; C)a+AaÆBa�C aÆi + XA;B;C<i k(A;B;C + i)a+AaÆBa�C a�i �:



Repr�esentations int�egrales et nu
l�eaires �a temps dis
ret 59Si l'on d�e�nit par ailleurs trois pro
essus pr�evisibles (h+i )i�0, (hÆi )i�0, (h�i )i�0 par8>><>>: h+i = PA;B;C<i k(A + i; B; C)a+AaÆBa�ChÆi = PA;B;C<i k(A;B + i; C)a+AaÆBa�Ch�i = PA;B;C<i k(A;B;C + i)a+AaÆBa�C (2.2.3)alors (2.2.2) se r�e�e
rit enk(;; ;; ;) +Xi (h+i a+i + hÆi aÆi + h�i a�i ); (2.2.4)et l'on voit de la même mani�ere que l'int�egralek(;; ;; ;) +Xi h+i a+i +Xi hÆiaÆi +Xi h�i a�iest elle-même une extension de (2.2.1) et une restri
tion de (2.2.4).On a don
 obtenu une int�egrale sto
hastique quantique qui 
o��n
ide ave
 l'op�era-teur h sur leur domaine 
ommun et on peut expli
iter une partie de 
e domaine
ommun. En parti
ulier, si la base fXA; A 2 Pg est dans le domaine de h alors elleest aussi dans 
elui de (2.2.1) puisque seule la s�erie en a+i porte sur un nombre in�nide termes. Elle est don
 dans le domaine restreint de (2.2.1) puisque pour tout A,Pi h+i a+i XA(M) ne 
ontient qu'un seul terme pour tous les M sauf un nombre �ni.De plus, les 
oeÆ
ients de l'int�egrale sont donn�es sous la forme d'op�erateurs �anoyau par (2.2.3) ; nous savons relier le noyau �a l'expression de l'op�erateur grâ
e �ala formule (2.1.15), de sorte que nous pouvons d�eduire une forme plus expli
ite desop�erateurs h"i si nous supposons que fXA; A 2 Pg est in
lus dans le domaine de h.Ces op�erateurs s'expriment de mani�ere parti
uli�erement simple grâ
e aux op�erateursdu 
al
ul d'Itô abstrait : 8>><>>: h+i pi = dihpih�i pi = piha+i pihÆi pi = diha+i pi � pihpi: (2.2.5)2.2.2 Une 
ondition suÆsante de repr�esentabilit�e int�egraleDans la se
tion pr�e
�edente nous avons montr�e le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.2.1 (Th�eor�eme 3 de [Pt1℄) Soit h un op�erateur sur T� tel quefXA; A 2 Pg est 
ontenu dans Domh \ Domh�, et notons h la fermeture de h ;alors si l'on note h"i les op�erateurs d�e�nis par (2.2.5) et � = h
; h
i, l'op�erateur��Id+Xi h+i a+i +Xi hÆi aÆi +Xi h�i a�i �� h



60 Chapitre 2est une restri
tion de l'op�erateur nul et fXA; A 2 Pg est dans le domaine restreintde l'int�egrale.Les pi �a droite des expressions (2.2.5) ne sont l�a que pour mettre en valeur lasym�etrie ; puisque di = pia�i et que a+i ; a�i sont mutuellement adjoints, 
es formulesentrâ�nent que (k�)+i = k�i ; (k�)�i = k+i et (k�i )Æ = kÆi ;o�u les (k�)" sont les 
oeÆ
ients de la repr�esentation int�egrale de h�.Repr�esentation des pro
essusDans 
e qui pr�e
�ede, nous ne nous sommes int�eress�e qu'�a la repr�esentation d'unop�erateur isol�e. Si l'on souhaite 
onsid�erer un pro
essus d'op�erateurs (hi)i�0, quel'on suppose pr�evisible, on peut bien sûr d�eduire des formules pr�e
�edentes unerepr�esentation int�egrale de 
haque hi mais les 
oeÆ
ients de 
es repr�esentationsd�ependront de i, or nous aimerions avoir des �e
ritures 
ompatibles entre elles. Onobtient fa
ilement, �a partir des formules pr�e
�edentes, une repr�esentation int�egrale
ommune du pro
essus �a 
ondition d'y int�egrer une int�egrale par rapport au temps :il suÆt pour 
ela de remarquer que tout hi+1 � hi se d�e
ompose en une partieh+i a+i +h�i a�i +hÆi aÆi et une partie i-pr�evisible. Remarquons qu'i
i on n'a plus au
unprobl�eme de domaine puisque les op�erateurs pr�evisibles sont born�es et que toutesles sommes sont �nies.Corollaire 2.2.2 Soit (hi) un pro
essus pr�evisible d'op�erateurs sur T�. Alors ilexiste quatre familles (h+i )i�0, (h�i )i�0 , (hÆi )i�0 , (h�i )i�0 telles que pour tout i onait hi = �Id+Xj<i h+j a+j +Xj<i h�j a�j +Xj<i hÆjaÆj +Xj<i h�j a�jo�u � = h
; h0
i et les int�egrandes sont donn�ees par8>>>>>><>>>>>>: h+i pi = dihi+1pih�i pi = pihi+1a+i pihÆi pi = dihi+1a+i pi � pihi+1pih�i pi = pi(hi+1 � hi)pi: (2.2.6)
Exemples de repr�esentations int�egrales� les op�erateurs de proje
tion adapt�ee pi pour i � 0 s'�e
riventpi = Id +Xj�i hÆjaÆj (2.2.7)



Repr�esentations int�egrales et nu
l�eaires �a temps dis
ret 61pour hÆj = �PN�fi;:::;j�1g(�1)jN jaÆN et 
ette repr�esentation int�egrale est n�e
es-sairement valable partout puisqu'on a une repr�esentation nu
l�eaire sur toutT� qui est stri
tement �equivalente �a la restri
tion 
ommune (2.2.1).� Soient �, � dans P et supposons par exemple que le plus grand �el�ement de�[� est un �el�ement a 2 �. Alors l'op�erateur jX�ihX�j admet la repr�esentationint�egrale �a+��a(Id + a�1Xj=0 hÆjaÆj)a�� � a+a +Xj�a �jX�ihX�j hÆj� aÆjo�u les op�erateurs hÆj sont d�e�nis dans l'exemple pr�e
�edent. En
ore une fois
ette repr�esentation est valable sur tout T�.2.3 Le 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�esup�erieure �a 1Dans 
ette se
tion, nous 
onsid�erons le 
as o�u l'on travaille sur un espa
e deFo
k �a temps dis
ret T�K, pour un espa
e de Hilbert s�eparable K, dont une basehilbertienne est index�ee par �, 
omme dans la se
tion 1.4. On rappelle que P�est l'ensemble des parties �nies M de N � � telles qu'il n'existe pas dans M deux�el�ements de la forme (i; �) et (i; �).Dans un tel espa
e, une repr�esentation en noyau est en
ore une s�erie du typeP k(A;B;C)a+AaÆBa�C o�u les a+, a�, aÆ sont 
eux que nous avons d�e�nis en 1.4 etA;B;C sont des �el�ements de P� ; 
es ensembles A;B;C sont non seulement disjointsmais les proje
tions sur N de A, B sont disjointes, 
elles de B, C sont disjointes. Enrevan
he on peut avoir par exemple des �el�ements (i; �) dans A et (i; �) dans C, ave
� 6= � 
ependant. Ce
i 
ependant n'a rien �a voir ave
 nos preuves 
ombinatoires (detelles 
onsid�erations n'apparaissent pas dans les repr�esentations �a deux arguments)et tous nos 
rit�eres portant sur les repr�esentations en noyaux restent valables si l'on
onsid�ere des repr�esentations en noyaux sur T�(K) ; seuls les ensembles d'indexationvont 
hanger.Pour �enon
er l'analogue de la Proposition 2.1.6 il faut dire que l'ensemble sE(K)se d�e�nit 
omme dans la Proposition 2.1.4 en 
onsid�erant des fon
tions � de N ��dans R+ .Proposition 2.3.1 Soit h un op�erateur sur T�(K) dont le domaine v�eri�efXA; A 2 P�g � Domh � sE(K);alors h peut être �etendu en un op�erateur �a noyau si et seulement si pour tout f



62 Chapitre 2dans Domh, tout M dans P�,( PN2P� jhXM ; hXNif(N)j < +1 etPN2P�hXM ; hXNif(N) = hf(M): (2.3.1)et le noyau k est alors donn�e park0(A;B) = hXA; hXBi:Th�eor�eme 2.3.2 Soit h un op�erateur sur T�(K) tel que fXA; A 2 P�g � Domh\Domh�; alors la formule k0(A;B) = hXA; hXBi:d�e�nit un op�erateur �a noyau qui est une extension ferm�ee de h.On peut �a nouveau tirer formellement une repr�esentation int�egrale d'une repr�esen-tation en noyaux ; sans d�etailler les 
al
uls, on peut voir que l'on obtient desint�egrandes donn�ees par leur repr�esentation en noyaux. On obtient ainsi le th�eor�emesuivant, qui est l'analogue du Th�eor�eme 2.2.1 :Th�eor�eme 2.3.3 Soit h un op�erateur sur T� tel que fXA; A 2 Pg est 
ontenudans Domh \Domh�, et notons h la fermeture de h. Si l'on d�e�nit des pro
essuspr�evisibles (h�;�i )i�0 pour tout 
ouple (�; �) d'�el�ements de �[f0g ave
 (�; �) 6= (0; 0)par � h�;�i = d�i ha0;�i pi pour �; � distin
ts dans � [ f0g;h�;�i = d�i ha0;�i pi � pihpi pour � dans �et un s
alaire � par � = h
; h
i;alors l'op�erateur 0B��Id+ X�;�2�[f0g(�;�) 6=(0;0)Xi�0 h�;�i a�;�i 1CA� hest une restri
tion de l'op�erateur nul et fXA; A 2 P�g est dans le domaine restreintde l'int�egrale.En�n, on a pour 
orollaire le r�esultat de repr�esentation des pro
essus, analoguedu Corollaire 2.2.2. I
i, 
ependant, une int�egrale arrêt�ee au temps i n'est plus unesomme �nie puisqu'il existe une in�nit�e de termes h�;�i ; on ne peut don
 pas, parrapport au Th�eor�eme 2.3.3, am�eliorer le domaine de validit�e de la repr�esentationint�egrale.



Repr�esentations int�egrales et nu
l�eaires �a temps dis
ret 63Corollaire 2.3.4 Soit (hi) un pro
essus pr�evisible d'op�erateurs sur T�(K) ; il existedes pro
essus pr�evisibles (h�;�i )i�0 pour tout 
ouple (�; �) d'�el�ements de �[ f0g telsque pour tout i l'op�erateur hi � �Id+ X�;�2�[f0gh�;�i a�;�iest une restri
tion de l'op�erateur nul dont le domaine 
ontient fXA; A 2 P�g ; lesint�egrandes sont donn�ees par8<: h�;�i = d�i ha0;�i pi pour �; � distin
ts dans � [ f0g;h�;�i = d�i ha0;�i pi � pihpi pour � dans �;h0;0i = pi(hi+1 � hi)et � est donn�e par � = h
; h0
i:
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Chapitre 3Cal
ul sto
hastique quantique surl'espa
e de Fo
kDans 
e 
hapitre, nous pr�esentons rapidement la th�eorie du 
al
ul sto
hastiquequantique sur les espa
es de Fo
k bosoniques 
onstruits sur des espa
es L2(R+ ;K)o�u K est un espa
e de Hilbert s�eparable.Dans la se
tion 3.1, nous d�e�nissons 
es espa
es de Fo
k et le 
al
ul d'Itô abstraitqui lui est asso
i�e ; 
e 
al
ul d'Itô m�ene naturellement �a la formulation Attal-Meyerde l'int�egration sto
hastique quantique. Nous d�e�nissons 
ette formulation dansla se
tion 3.2 ; nous donnons �egalement des expressions du type Attal-Lindsay ouHudson-Parthasarathy de l'a
tion des int�egrales qui nous seront utiles dans la suite.Nous n'entrerons 
ependant pas dans les subtilit�es des re
oupements pr�e
is entre
es diverses th�eories.Dans la se
tion 3.3 nous pr�esentons rapidement un autre type de repr�esentationdes op�erateurs : les noyaux de Maassen-Meyer.Nous nous sommes e�or
�e, dans 
ette pr�esentation, de mettre en avant les ana-logies entre th�eories �a temps dis
ret et �a temps 
ontinu. Pour plus de d�etails surla th�eorie de l'int�egration sto
hastique quantique suivant 
ette appro
he on pourra
onsulter le livre de Meyer [Me2℄ ou le texte de pr�esentation [At5℄.3.1 Espa
es de Fo
k3.1.1 D�e�nition de l'espa
e de Fo
k simpleNous 
ommen�
ons par d�e�nir l'espa
e le plus 
ouramment 
onsid�er�e en proba-bilit�es quantiques : l'espa
e de Fo
k bosonique sur L2(R+). Nous pr�esenterons plusloin les analogues de multipli
it�e sup�erieure, 
'est-�a-dire les espa
es de Fo
k boso-niques sur L2(R+ ;K) o�u K est un espa
e de Hilbert s�eparable quel
onque. Nous65



66 Chapitre 3avons fait 
e 
hoix a�n d'all�eger l'expos�e : les r�esultats que nous �enon�
ons dans l'es-pa
e de Fo
k simple s'�etendent aux 
as plus g�en�eraux sans grande diÆ
ult�e maisles notations s'en trouvent alourdies.Nous travaillerons don
 prin
ipalement sur l'espa
e de Fo
k simple, not�e �, quiest d�e�ni usuellement 
omme le 
ompl�et�e de l'espa
e pr�ehilbertienMn�0 L2(R+)Æn ;o�u Æ repr�esente le produit tensoriel sym�etrique, et o�u L2(R+)Æ0 = C par 
onven-tion. Comme dans le 
as de l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret, les manipulationsseront grandement simpli��ees par l'utilisation de la notation de Gui
hardet ; nousne d�etaillerons pas la 
onstru
tion de l'isomorphisme expli
ite, que l'on peut trouverdans tous les ouvrages de r�ef�eren
e. Disons simplement qu'il s'agit d'identi�er les�el�ements de L2(R+)Æn �a l'ensemble des fon
tions sym�etriques sur Rn+ ou en
ore auxfon
tions des n-uplets de R+ .Nous nous appuyons sur l'analogie ave
 le temps dis
ret pour d�e�nir dire
tementl'espa
e de Fo
k � 
omme l'espa
e de fon
tions de 
arr�e int�egrable L2 (P), o�u Pest l'ensemble des parties �nies de R+ muni de la mesure qui 
o��n
ide ave
 lamesure de Lebesgue n-dimensionnelle sur le sous-ensemble Pn de P 
onstitu�e desn-uplets, et telle que l'ensemble vide ; est un atome de masse 1. Nous utiliseronsdon
 indi��eremment les notations � et L2 (P).Un �el�ement de � sera don
 une fon
tion f : P 7! C telle quejf(;)j2 +Xn�1 Zs1<:::<sn jf(fs1; : : : ; sng)j2 < +1:L'�el�ement 
anonique dans P sera not�e � et l'�el�ement in�nit�esimal d�. Nousrespe
terons par ailleurs la 
onvention qui veut qu'une partie fs1; : : : ; sng soit tou-jours �e
rite sous forme ordonn�ee : les si sont suppos�es v�eri�er s1 < : : : < sn hormismention 
ontraire.L'indi
atri
e de l'ensemble vide est appel�ee le ve
teur vide de L2 (P) et est not�ee
. Pour tout n de N , le sous-espa
e s'identi�ant �a L2(Pn) est appel�e le n-i�eme 
haos.Cet espa
e est simplement le sous-espa
e de � form�e des fon
tions �a support dansles n-uplets : pour toute fon
tion f de L2 (P),f appartient au n-i�eme 
haos , f(�) = 0 si j�j 6= n:On notera Æ le produit de Wi
k qui est simplement le produit sym�etrique dansL2 (P) : pour deux �el�ements f , g de L2 (P), on d�e�nit f Æ g(�) pour tout � parf Æ g(�) =X��� f(�)g(� n �):
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es de Fo
k �a temps 
ontinu 67Le produit f Æ g n'est pas a priori un �el�ement de L2 (P). Si 
ependant f et gappartiennent aux n-i�eme etm-i�eme 
haos respe
tivement, alors f Æg est un �el�ementde L2 (P) et même un �el�ement du n+m-i�eme 
haos. Il est 
lair alors que le n-i�eme
haos est exa
tement l'espa
e engendr�e par les ve
teurs de la forme u1 Æ : : : Æ unpour u1; : : : ; un dans L2(R+).3.1.2 Cal
ul d'Itô abstrait sur �Voyons d'abord que l'espa
e � a lui aussi une propri�et�e int�eressante de d�e
ompo-sition tensorielle expli
ite. Pour tout I � R+ , on peut d�e�nir le sous-espa
e �I des�el�ements de L2 (P) �a support dans I, 
'est-�a-dire que pour un �el�ement f de �,f appartient �a �I , f(�) = 0 pour presque tout � tel que � 6� I:La proposition suivante �enon
e la propri�et�e de d�e
omposition tensorielle de � :Proposition 3.1.1 Soit R+ = [i2NIi une partition en intervalles disjoints ; alorson a un isomorphisme expli
ite � 'Oi2N �Iiobtenu en asso
iant �a toute famille de fon
tions (fi)i2N ave
 fi 2 �Ii une fon
tionf par f(�) =Yi2N fi(� \ Ii):Pour tout t de R+ on notera en parti
ulier �t ou L2(Pt) le sous-espa
e de L2 (P)
onstitu�e des fon
tions �a support dans [0; t℄, et �[t le sous-espa
e des �el�ements deL2 (P) �a support dans [t;+1).Il sera plus simple dans le 
as de l'espa
e de Fo
k �a temps 
ontinu de parlerd'adaptation au lieu de pr�evisibilit�e. La notion d'adaptation pour les ve
teurs de �reste par ailleurs similaire �a la notion de pr�evisibilit�e de l'espa
e de Fo
k �a tempsdis
ret :D�e�nition 3.1.2� Un ve
teur f de � qui appartient �a L2(Pt) est dit t-adapt�e.� On appelle proje
tion adapt�ee au temps t l'op�erateur de proje
tion orthogonalesur le sous-espa
e �t.Un op�erateur de proje
tion adapt�ee Pt s'exprime de la fa�
on suivante :Ptf(�) = � f(�) si � � [0; t℄0 sinon,



68 Chapitre 3On d�e�nit aussi une famille d'op�erateurs appel�es gradients adapt�es. Cette d�e�nitionpose 
ependant plus de probl�emes que dans le 
as �a temps dis
ret : on voudraitd�e�nir, pour f dans �, le ve
teur Dtf parDtf(�) = � f(� [ ftg) si � � [0; t℄0 sinon. (3.1.1)Il est 
ependant 
lair qu'une telle d�e�nition ne peut d�e�nir un op�erateur Dt d�e�nisur tout f de � puisque les �el�ements de L2 (P) ne sont d�e�nis que presque partout :on ne peut esp�erer d�e�nir au mieux, pour un f donn�e, Dtf que pour presque tout t.Nous reviendrons sur 
e probl�eme un peu plus loin. Il est en revan
he �evident que,s'il est d�e�ni, Dtf est, 
omme Ptf , un ve
teur t-adapt�e.Dans 
e 
adre �a temps 
ontinu nous devons être plus prudent ave
 les ques-tions analytiques. Nous appellerons don
 pro
essus de ve
teurs dans � toute fa-mille (ft)t�0 de ve
teurs de � telle que t 7! ft est mesurable. Le premier pro
essusde ve
teurs qui nous int�eressera sera le pro
essus (�t)t�0, par rapport auquel nousint�egrerons pour obtenir l'int�egrale d'Itô :�t(�) = � 1 si � = fsg et s < t0 sinon.Nous souhaitons d�e�nir une int�egrale de pro
essus adapt�es (ft)t2R+ de ve
teurspar rapport �a la 
ourbe (�t)t2R+. Nous appuyant sur le 
as dis
ret, nous d�e�nissonsdire
tement l'int�egrale sous forme alg�ebrique : le ve
teur R ft d�t est d�e�ni parZ ft d�t(�) = � f_�(� n _�) si � 6= ;0 sinon. (3.1.2)Notons que l'on peut retrouver 
ette d�e�nition 
omme une limite en norme desommes de Riemann Pi fti 
 (�ti+1 � �ti), 
e qui justi�e la notation sous formeint�egrale.On voit fa
ilement qu'ave
 
ette d�e�nitionZP ����Z ft d�t(�)����2 d� = Z kftk2 dt (3.1.3)qui montre qu'il est n�e
essaire et suÆsant, pour que la d�e�nition (3.1.2) d�e�nissebien un �el�ement de L2 (P), que R kftk2 dt < +1. De plus on v�eri�e par un 
al
ulanalogue, que Z 10 ZPt jf(� [ t)j2 d� dt = kfk2qui indique que Dtf est bien d�e�ni pour presque tout t. On obtient alors fa
ilementla proposition suivante :
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teur de � ; ave
 la d�e�nition (3.1.1), Dtf est biend�e�ni 
omme �el�ement de L2 (P) pour presque tout t. On a don
 un pro
essus adapt�e(Dtf)t�0 d�e�ni pour presque tout t, qui v�eri�ef = f(;)
 + Z Dtf d�t (3.1.4)et kfk2 = jf(;)j2 + Z kDtfk2 dt: (3.1.5)L'�e
riture (3.1.4) d'un ve
teur de f est appel�e sa repr�esentation pr�evisible ; nousreviendrons un peu plus loin sur 
ette appellation.On peut remarquer que l'on a, pour tout f de � et presque tout t,Pt Z 10 fs d�s = Z t0 fs d�s et Dt Z 10 fs d�s = ft:La Proposition 3.1.3 fait apparâ�tre plus pr�e
is�ement le lien entre � et T� ; ene�et, la d�e
omposition tensorielle 3.1.1 dans � montre que l'on a en quelque sorte� 'Ot�0 �[t;t+dt℄et la repr�esentation pr�evisible d'un ve
teur (3.1.4) montre que �[t;t+dt℄ est \en-gendr�e" par 
 et d�t, don
 peut être vu 
omme isomorphe �a C 2 . On a don
 enquelque sorte � 'Ot�0 C 2 :et il est �a pr�evoir que � puisse être appro
h�e d'une 
ertaine mani�ere par des \fon
-tions en es
alier" qui pourront être vues 
omme �el�ements de T�. C'est l'id�ee sous-ja
ente �a 
e que nous verrons dans la se
tion 4.Remarquons par ailleurs que l'on peut it�erer la repr�esentation pr�evisible d'unop�erateur f : les ve
teurs Dtf sont des �el�ements de l'espa
e de Fo
k et ont �a leurtour une repr�esentation pr�evisible, et ainsi de suite. On arrive ainsi �a �e
rire tout�el�ement de � 
ommef = f(;)
 +Xn�1 Zs1<:::<sn f(s1; : : : ; sn) d�s1 : : : d�snque l'on abr�ege en f = ZP f(�) d��;
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i�ee la formule d'isom�etriekfk2 = ZP jf(�)j2 d�:Cette repr�esentation est appel�ee repr�esentation 
haotique de f . Elle nous montre quenotre espa
e de Fo
k est isomorphe �a l'espa
e 
haotique de toute martingale normaleet �a l'espa
e L2 
anoniquement asso
i�e �a toute martingale normale. Par exemple �s'identi�e �a l'espa
e L2(�) o�u � est la mesure de Wiener par l'identi�
ation def = f(;)
 +Xn�1 Zs1<:::<sn f(s1; : : : ; sn) d�s1 : : : d�sn�a la variable al�eatoire 
lassiquef = f(;) +Xn�1 Zs1<:::<sn f(s1; : : : ; sn) dWs1 : : : dWsno�u (Wt)t�0 est le mouvement brownien ; il en serait de même si nous avions 
onsid�er�eune autre martingale normale, 
omme le pro
essus de Poisson 
ompens�e ou 
elles desmartingales d'Az�ema qui ont la propri�et�e de repr�esentation 
haotique. Remarquonsque, dans le 
as d'une martingale normale qui n'a pas la propri�et�e de repr�esentation
haotique, son espa
e 
haotique est en
ore isomorphe �a � mais pas l'espa
e L2 quilui est asso
i�e.L'identi�
ation de � �a un tel espa
e L2 asso
i�e �a une martingale 
lassique est ap-pel�e une interpr�etation probabiliste. Comme dans le 
as dis
ret, l'espa
e � que nousavons 
onstruit o�re une stru
ture hilbertienne permettant de 
onsid�erer de nom-breuses situations probabilistes ; 
'est en
ore en faisant le 
hoix d'une loi produit sur
et espa
e que nous ferons r�eapparâ�tre les propri�et�es v�eritablement probabilistes.Remarquons en
ore que, dans toutes 
es interpr�etations, les op�erateurs Pt s'iden-ti�ent aux esp�eran
es 
onditionnelles, les Dt donnent la repr�esentation pr�evisibleau sens 
lassique de variables al�eatoires, l'int�egrale d'Itô abstraite s'identi�e �al'int�egrale par rapport �a la martingale 
onsid�er�ee ; notre formalisme traduit sim-plement le fait que 
es op�erateurs s'expriment, sur les d�e
ompositions 
haotiques,de mani�ere ind�ependante de l'interpr�etation probabiliste.Sous-ensembles de �Nous 
onsid�ererons souvent trois sous-ensembles parti
uliers de L2 (P) : le pre-mier est le domaine exponentiel E , le deuxi�eme est le sous-espa
e J d�e�ni parCoquio dans [Co2℄ et le troisi�eme est l'espa
e �a nombre �ni de parti
ules F .A toute fon
tion u de L2(R+) on asso
ie une fon
tion E(u) sur P par� E(u)(;) = 1E(u)(fs1; : : : ; sng) = u(s1) : : : u(sn):
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tion E(u) est un �el�ement de L2 (P), 
omme on peut le voir grâ
e �a l'�egalit�eZs1<���<sn ju(s1) : : : u(sn)j2 ds1 : : : dsn = 1n! ZR+ ju(s)j2 dsqui implique kE(u)k2 = ekuk2 :L'ensemble de tous les ve
teurs exponentiels est not�e simplement E , 
omme dansle 
as �a temps dis
ret ; la notation pour les ve
teurs est en revan
he di��erente etil n'y aura pas de risque de 
onfusion. Cet ensemble E est total dans L2 (P) et,de plus, toute famille �nie de ve
teurs exponentiels E(u1); : : : ; E(un) asso
i�es �a desfon
tions u1; : : : ; un deux �a deux distin
tes est une famille libre (voir par exemple[Me2℄). Ces ve
teurs sont de plus parti
uli�erement fa
iles �a manier puisque, 
ommenous le verrons 
i-dessous, les op�erateurs du 
al
ul d'Itô s'expriment simplement surE . Pour toutes 
es raisons, le domaine exponentiel est un domaine parti
uli�ementpratique et utile.L'ensemble J est le sous-espa
e de L2 (P) engendr�e par le ve
teur vide 
 et parles ve
teurs j(v; u) d�e�nis, pour tous u; v dans L2(R+), par� j(v; u)(;) = 0j(v; u)(fs1; : : : ; sng) = v(sn) u(s1) : : : u(sn�1):La relation E(u) = 
+j(u; u) implique que J 
ontient E ; l'espa
e J est don
 densedans �.En�n, l'espa
e �a nombre de parti
ules �ni F est d�e�ni 
omme la somme alg�ebriquedes 
haos ; pour un ve
teur f de L2 (P) on a don
,f 2 F , il existe N 2 N tel que f(�) = 0 si j�j � N:Il est �evident, de par la d�e�nition de �, que F est un sous-ensemble dense de � etqu'il est engendr�e par 
 et les ve
teurs de la forme u1 Æ : : : Æ un.On peut voir que les ve
teurs exponentiels et ve
teurs j(v; u) v�eri�ent les re-lations suivantes, au regard du 
al
ul d'Itô abstrait. Pour toute fon
tion u nousnoterons i
i 
omme dans la suite ut la fon
tion u 1l[0;t℄.PtE(u) = E(ut)DtE(u) = u(t)E(ut)E(u) = 
 + Z 10 u(t)E(ut) d�t:Ptj(v; u) = j(vt; ut)



72 Chapitre 3Dtj(v; u) = v(t)E(ut)j(v; u) = Z 10 v(t)E(ut) d�t:3.1.3 Espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure �a 1Nous allons maintenant pr�esenter bri�evement l'analogue de 
e qui pr�e
�ede dansle 
as d'un espa
e de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure �a 1.Soit K un espa
e de Hilbert ; on en �xe une base hilbertienne (e�)�2� et onsuppose pour simpli�er les notations que � ne 
ontient pas l'indi
e z�ero. L'espa
e deFo
k de multipli
it�e K, que l'on note �K, est usuellement d�e�ni 
omme le 
ompl�et�ede Mn2N L2(R+ ;K)Æn:En
ore une fois nous utilisons dire
tement la notation de Gui
hardet ; on observeque L2(R+ ;K) est isomorphe �a L2(R+ � �) si l'on munit R+ � � du produit de lamesure de Lebesgue et de la mesure de d�enombrement. Il est ensuite simple de voirque �K s'identi�e �a L2(P�) o�u les �el�ements de P� sont les parties �nies de P�� ; un�el�ement de �K est don
 une fon
tion de variable �, 
ette variable �etant maintenantde la forme f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)go�u n 2 N , les sk sont deux �a deux distin
ts et appartiennent �a R+ et les �k appar-tiennent �a �. Nous appliquerons en
ore la 
onvention que � = f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)gest impli
itement �e
rit de mani�ere �a 
e que s1 < : : : < sn. La 
ondition d'int�egrabilit�epour qu'une fon
tion f sur P� appartienne �a �K est maintenant la suivante :Xn X�1;:::;�n2�Zs1<:::<sn ���f(f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g)���2 ds1 : : : dsn < +1:Les int�egrales d'Itô abstraites sont maintenant d�e�nies par rapport �a une famillede 
ourbes ��t , � 2 �, et on d�e�nit des op�erateurs de gradient adapt�e D�t pour
haque � 2 �. Pour tout f de �K, on posePtf(�) = � f(�) si � � [0; t℄� �0 sinon,D�t f(�) = � f(� [ f(t; �)g) si � � [0; t℄� �0 autrement.Pour homog�en�eiser nos notations nous noterons parfoisD0t l'op�erateur de proje
tionadapt�ee Pt. Pour d�e�nir les int�egrales d'Itô abstraites on 
onsid�ere des familles
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teurs de �K. Pour un pro
essus adapt�e (ft)t�0 de ve
teurs de �K,l'int�egrale R10 ft d��t est d�e�nie pour 
haque i de � parZ 10 ft d��t (�) = � fsn(� n (sn; �n)) si � = f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g ave
 �n = �0 sinon,et en parti
ulier toutes les int�egrales sont nulles sur l'ensemble vide. Nous noteronsR ft d�0t l'int�egrale par rapport au temps R ft dt.Tout ve
teur f de �K a alors une repr�esentation pr�evisiblef = f(;) +X�2� Z 10 D�t f d��tave
 la formule d'isom�etriekfk2 = jf(;)j2 +X�2� Z 10 

D�t f

2 dt:Les ve
teurs exponentiels E(u), les j(v; u) et les ve
teurs �a nombre �ni de parti-
ules sont eux aussi d�e�nis de mani�ere analogue au 
as de l'espa
e de Fo
k simple � :un ve
teur exponentiel est maintenant asso
i�e �a tout u de L2(R+ ;K) parE(u)(f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g) = u(s1; �1) � � �u(sn; �n);on a un ensemble JK de ve
teurs j(v; u) d�e�nis pour v; u dans L2(R+ ;K) parj(v; u) = 
 +X�2� Z 10 v(s; �)E(us)d��s ;et le domaine �a nombre �ni de parti
ules est engendr�e par 
 et par les ve
teurs dela forme u1 Æ : : : Æ unpour u1; : : : ; un dans L2(R+ ;K).3.2 D�e�nition de l'int�egration sto
hastique quan-tique3.2.1 Int�egration sto
hastique quantique sur l'espa
e de Fo
ksimpleIl existe plusieurs d�e�nitions des int�egrales sto
hastiques quantiques. Ces d�e�ni-tiapparons di��erent surtout par leur domaine de validit�e et le 
ara
t�ere plus ou
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ite de l'expression de l'a
tion des int�egrales. Nous n'aurons pas besoindu domaine de d�e�nition maximal qu'o�re la d�e�nition de Attal et Lindsay (dans[A-L℄) ; nous nous 
ontenterons don
 de donner la d�e�nition des int�egrales au sensde Attal et Meyer (�enon
�ee �a l'origine dans [A-M℄), dont on sait qu'elle donne lesint�egrales restreintes de la th�eorie Attal-Lindsay, 
'est-�a-dire une restri
tion en unsens pr�e
is des int�egrales les plus g�en�erales. Des expressions du type Attal-Lindsayou Hudson-Parthasarathy de l'a
tion d'une int�egrale sto
hastique quantique nousserviront dans la suite ; nous les �enon�
ons don
 
omme propri�et�es v�eri��ees par lesint�egrales du type Attal-Meyer. De plus, la th�eorie Attal-Meyer a le m�erite depermettre une pr�esentation de l'int�egrale sto
hastique quantique intuitivement tr�espro
he du 
as dis
ret.L'id�ee sous-ja
ente �a la d�e�nition Attal-Meyer des int�egrales sto
hastiques quan-tiques est la suivante : puisque les int�egrales sto
hastiques du type R Ht dat que nousvoulons d�e�nir doivent g�en�eraliser l'int�egrale sto
hastique 
lassique, une int�egraledu type R Ht dat doit �etendre le 
as o�u Ht et dat sont des op�erateurs de multipli
a-tion. Il est don
 naturel de 
onsid�erer que, dans une int�egrale R Ht dat, le pro
es-sus int�egr�e (Ht)t�0 doit être adapt�e, 
'est-�a-dire, dans une premi�ere appro
he, agir
omme Ht 
 Id sur �t 
 �[t ; l'a

roissement dat ayant la propri�et�e d'agir 
ommeId
 dat 
 Id dans �t 
 �[t;t+dt℄ 
 �[t+dt.La propri�et�e de repr�esentation pr�evisible nous montre par ailleurs que �[t;t+dt℄doit être vu 
omme engendr�e par 
 et d�t ; l'ensemble des op�erateurs sur C 2 �etantde dimension 4, tout bruit 
onvenable dat peut être �e
rit �a partir des quatre bruitsfondamentaux da+t , da�t , daÆt , da�t donn�es par le tableau suivant :da+t 
 = d�t et da+t d�t = 0;da�t 
 = 0 et da�t d�t = dt;daÆt 
 = 0 et daÆt d�t = d�t;da�t 
 = dt et da�t d�t = 0:L'analogie que nous avons �evoqu�ee plus tôt, montrant que 
haque �[t;t+dt℄ 
orrespond�a un T�fig de l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret, apparâ�t en
ore i
i : les a

roisse-ments de la 
ourbe d'int�egration d�t 
orrespondent aux ve
teurs Xi du 
as dis
retet il est alors 
lair d'apr�es le tableau 
i-dessus, �a 
omparer ave
 (1.3.1), que lesop�erateurs di��erentiels da"t 
orrespondent aux op�erateurs a"i . Par analogie ave
 le
as dis
ret il est naturel d'appeler 
r�eation le bruit da+t , annihilation le bruit da�tet 
onservation le bruit daÆt .Remarquons en
ore que l'a
tion de da�t 
orrespond �a une simple multipli
ationpar dt ; on n'a don
, d'apr�es 
e qui pr�e
�ede, besoin de 
onsid�erer des int�egrales quepar rapport aux trois bruits quantiques da"t , " = +;�; Æ, et par rapport au temps.On obtient les �equations Attal-Meyer pour les int�egrales par rapport �a 
es troisbruits v�eriablement quantiques da", " = +;�; Æ, en 
onsid�erant l'a
tion d'une fa-
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teur f = f(;)
+ R Dsf d�s de�. Tout d'abord, puisque Ht doit être t-adapt�e, Htf est d�etermin�e par Htft. Parailleurs, une telle int�egrale doit satisfaire �a une relation de type Itô :d(Htft) = dHt ft +Ht dft + dHt dft:En d�eveloppant en dHt = H"t da"t , dft = Dft d�t et en utilisant le fait que da"t doitagir uniquement sur �[t;t+dt℄ on arrive �a une �equation du typeHtft = H0 f(;)
 + Z t0 HsDsf d�s +8>>><>>>: R t0 H+s Psf d�s si " = +R t0 HÆs Dsf d�s si " = ÆR t0 H�s Dsf ds si " = �R t0 H�s Psf ds si " = � (3.2.1)On en vient ainsi �a d�e�nir une int�egrale au travers d'une esp�e
e d'�equationdi��erentielle v�eri��ee par la fon
tion R t0 H"s da"s de t. Avant d'aller plus loin, nousdevons pr�e
iser le sens �a donner �a l'adaptation d'un op�erateur de � ; on peut garderl'id�ee que, 
omme dans le 
as dis
ret, un op�erateur t-adapt�e est un op�erateur H quis'�e
rit sous la forme H 
 Iddans �t 
 �[t. Cependant, dans 
e 
adre �a temps 
ontinu, travailler ave
 des in-tervalles de temps born�e ne suÆt pas �a lever les diÆ
ult�es d'ordre analytique etune telle d�e�nition de l'adaptation est trop restri
tive. Nous 
hoisissons don
 uned�e�nition plus alg�ebrique, �a rappro
her du Lemme 1.3.3D�e�nition 3.2.1 Soit t � 0. Un op�erateur H sur � est dit t-adapt�e si et seulementsi � le domaine de H est stable par Pt et par Du pour presque tout u � t,� on a � H Pt = PtHHDu = DuH sur le domaine de H:Un pro
essus (Ht)t�0 d'op�erateurs, 
'est-�a-dire une famille index�ee par t d'op�erateurs,est dit adapt�e si pour tout t, l'op�erateur Ht est t-adapt�e.Notons au passage que nous n'avons pas fait d'hypoth�ese de mesurabilit�e sur lespro
essus d'op�erateurs. Les hypoth�eses dont nous aurons besoin seront impli
itesdans la d�e�nition des int�egrales sto
hastiques quantiques, et nous ne parlerons depro
essus d'op�erateurs que pour les int�egrer.Ce
i nous permet de d�e�nir les int�egrales sto
hastiques quantiques ; la d�e�nitionde l'arti
le d'Attal et Meyer 
on
erne en fait le pro
essus (R t0 H"s da"s)t�0. On peut
ependant adapter 
ette d�e�nition pour d�e�nir une int�egrale isol�ee :H = � Id + Z 10 H+s da+s + Z 10 H�s da�s + Z 10 HÆs daÆs



76 Chapitre 3en la 
ara
t�erisant par le fait qu'elle doit satisfaire, pour tout t, une �equation dutype (3.2.1).D�e�nition 3.2.2 (D�e�nition de l'int�egrale sto
hastique [A-M℄) Soient troispro
essus adapt�es d'op�erateurs (H+t )t�0, (H+t )t�0, (H+t )t�0. L'int�egrale� Id+ Z 10 H+s da+s + Z 10 H�s da�s + Z 10 HÆs daÆsest d�e�nie 
omme l'op�erateur H maximal parmi 
eux qui, si on note (Ht)t�0 lepro
essus (PtHPt)t�0, v�eri�ent l'�equationHf = �f(;) + Z 10 HsDsf d�s + Z 10 H+s Psf d�s + Z 10 H�s Dsf ds+ Z 10 HÆsDsf d�s:(3.2.2)Par \v�eri�e l'�equation (3.2.2)" nous entendons qu'un ve
teur f est dans le domainede H si et seulement si toutes les 
onditions naturelles de domaine sont v�eri��ees,les int�egrandes sont Itô-int�egrables ou int�egrables par rapport au temps suivant les
as, et l'�equation est valide.On peut d�e�nir une int�egrale� Id + Z t0 H+s da+s + Z t0 H�s da�s + Z t0 HÆs daÆs
omme l'int�egrale des pro
essus (H"s 1l[0;t℄(s))s�0. On observe que pour presque toutt, 
ette int�egrale est un op�erateur t-adapt�e qui 
o��n
ide sur �t ave
 Ht. On noteradon
 Ht l'int�egrale arrêt�ee au temps t ; malgr�e 
e 
hangement de notation l'�equation(3.2.2) reste in
hang�ee. Remarquons par ailleurs qu'il n'est pas �evident qu'il existetoujours une solution �a une �equation (3.2.2) ; l'existen
e g�en�erale de telles solutionsest justi��ee par la th�eorie Attal-Lindsay.Une int�egrale par rapport au temps R H�s dt (en
ore not�ee R10 H�s da�s ) est d�e�niesuivant un pro
�ed�e pro
he de la m�ethode que nous avons appliqu�ee dans le 
asdis
ret : R t0 H�s da�s a pour domaine l'ensemble des f tels queZP �Z 10 ��H�t f(�)�� dt�2d� < +1;et s'exprime par Z 10 H�s dt f(�) = Z 10 �H�s f(�)� ds:On peut voir alors qu'une int�egrale sto
hastique� Id + Z 10 H+s da+s + Z 10 H�s da�s + Z 10 HÆs daÆs + Z 10 H�s da�s
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ore l'�equation du type Attal-MeyerHtPtf = �f(;) + Z t0HsDsf d�s + Z t0H+s Psf d�s+ Z t0H�s Dsf ds+ Z t0HÆsDsf d�s + Z t0 H�s Psf dssugg�er�ee par notre appro
he heuristique, o�u 
omme pr�e
�edemment Ht est l'int�egraledu pro
essus arrêt�e au temps t. Dans la suite, nous 
onsid�ererons, lorsqu'il le fau-dra, des int�egrales R Ht dt ; 
ependant, lorsque nous 
her
herons, dans le 
hapitre5, des repr�esentations int�egrales d'op�erateurs, nous ne nous int�eresserons qu'�a desint�egrales ne faisant pas intervenir d'int�egrale par rapport au temps. Il est im-portant de 
omprendre pourquoi : dans 
e 
hapitre nous nous 
her
herons desrepr�esentations int�egrales �a un op�erateur. Or, lorsque l'on 
her
he �a repr�esenterun op�erateur H en int�egrale sto
hastique quantique, seule une repr�esentation dutype H = � Id + Z H+s da+s + Z H�s da�s + Z HÆs daÆspr�esente un int�erêt ; en e�et, la situation est 
omparable au 
as o�u l'on 
onsid�ereun pro
essus de variables al�eatoires 
lassiques : 
omme dans 
e 
as-l�a, on n'a pasuni
it�e d'une repr�esentation faisant intervenir une int�egrale par rapport au temps,et une telle repr�esentation ne donne pas la repr�esentation pr�evisible de la variableal�eatoire ni ne permet de retrouver le pro
essus de martingale asso
i�e. Ave
 unerepr�esentation en int�egrale par rapport aux seuls bruits quantiques da+, da�, daÆ,on sait que si H se repr�esente en int�egrales sto
hastiques quantiques, alorsPtHPt = PtHt = HtPt (3.2.3)o�u Ht est l'int�egrale arrêt�ee au temps t.Notons que si, en revan
he, on 
her
he �a repr�esenter un pro
essus d'op�erateurs(Ht)t�0, il est int�eressant et même a priori n�e
essaire de 
her
her une repr�esentationsous la formeHt = � Id + Z t0 H+s da+s + Z t0 H�s da�s + Z t0 HÆs daÆs + Z t0 H�s da�s :Exemples� Les op�erateurs 
lassiques des espa
es de Fo
k a+f , a�f , pour f 2 L2(R+),apparaissent i
i 
ommeZ 10 f(s) da+s ; Z 10 f(s) da�s :



78 Chapitre 3On distingue en parti
ulier les op�erateurs a+t , a�t ainsi que aÆt , qui sontZ t0 da+s ; Z t0 da�s ; Z t0 daÆsrespe
tivement.� Dans 
e 
adre �a temps 
ontinu, 
e sont les �equations de stru
ture (voir [A-E℄ou [AP2℄) qui distinguent les interpr�etations probabilistes. En e�et, toutemartingale normale (Xt)t�0 v�eri�e une �equation d[X;X℄t = dt +  t dXt.L'op�erateur de multipli
ation par un �el�ement f de � s'�e
rit alors dans l'in-terpr�etation probabiliste asso
i�ee �a (Xt)t�0f(;) + Z 10 MDtf (da+t + da�t ) + Z 10 MDtfM t daÆt ;o�uMDtf est l'op�erateur de multipli
ation par Dtf (voir [At2℄ ou [At5℄).En parti
ulier, l'op�erateur de multipli
ation par Xt s'�e
rita+t + a�t + Z t0  s daÆs: (3.2.4)� Si les quatre pro
essus adapt�es (H"t )t�0, " = +; Æ;�;�, sont d�e�nis sur E etsont tels que, pour tout u 2 L2(R+),Z 10 

H+s E(u)

2+ju(s)j

H�s E(u)

+ju(s)j2 kHÆsE(u)k2+

H�s E(u)

 ds < +1;(3.2.5)alors l'int�egraleZ 10 H+s da+s + Z 10 H�s da�s + Z 10 HÆsdaÆs + Z 10 H�s dsest bien d�e�nie sur E(L2(R+)) et v�eri�e pour tous u, v dans L2(R+)hE(u); HE(v)i = Z 10 �u(s)hE(u); H+s E(v)i+ v(s)hE(u); H�s E(v)i (3.2.6)+u(s)v(s)hE(u); HÆsE(v)i+ hE(u); H�s E(v)i� ds:Cette �equation est l'�equation d�e�nissant l'int�egrale (sans possibilit�e d'aller au-del�a du domaine exponentiel) dans la d�e�nition de Hudson et Parthasarathy(dans l'arti
le fondateur [H-P℄) des int�egrales sto
hastiques quantiques.� SoitH une int�egrale sto
hastique quantique v�eri�ant les 
onditions de l'exemplepr�e
�edent, et telle que H� peut aussi s'�e
rire 
omme une telle int�egrale. Alors
es deux int�egrales peuvent être �etendues partout o�u le terme de droite est biend�e�ni (
'est-�a-dire l�a o�u les 
onditions naturelles de domaine et d'int�egrabilit�esont v�eri��ees). Voir �a 
e sujet [A-M℄.
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onsid�ere quatre pro
essus adapt�es (H"t )t�0 d'op�erateurs born�es sur �dont les normes v�eri�ent les 
onditions8>>><>>>: t 7! 

H�t 

 est de 
arr�e int�egrable,t 7! 

HÆt 

 est essentiellement born�et 7! 

H�t 

 est int�egrable, (3.2.7)alors l'int�egraleZ 10 H+s da+s + Z 10 H�s da�s + Z 10 HÆsdaÆs + Z 10 H�s dsest d�e�nie sur tout E . On note S 0 l'ensemble des int�egrales sto
hastiquesv�eri�ant les 
onditions (3.2.7) 
i-dessus ; on note par ailleurs S les int�egralesappartenant �a S 0 et qui sont de sur
rô�t des op�erateurs born�es. D'apr�es laremarque pr�e
�edente la repr�esentation int�egrale d'un �el�ement de S s'�etend �atout �.Les ensembles S et S 0 d�e�nis 
i-dessus ont �et�e �etudi�es par Attal dans [At3℄. Nousen reparlerons �a propos de la formule d'Itô, apr�es la Proposition 3.2.5.Nous avons �evoqu�e plus haut l'existen
e d'une autre th�eorie de l'int�egrationsto
hastique quantique, d�evelopp�ee par Attal et Lindsay ; 
ette th�eorie est bas�eesur une d�e�nition des int�egrales qui a pour point de d�epart les formules que nous�enon�
ons dans la proposition suivante. Il est relativement simple de montrer queles int�egrales que nous avons d�e�nies dans la D�e�nition 3.2.2 v�eri�ent 
es �equationssur leur domaine de d�e�nition.Proposition 3.2.3 (Formules Attal-Lindsay pour les int�egrales [A-L℄) SoitH = � Id+ Z 10 H+s da+s + Z 10 H�s da�s + Z 10 HÆs daÆs + Z 10 H�s da�sune int�egrale sto
hastique quantique. Si un ve
teur f de � est dans le domaine deH, alors pour tout � de P on aHf(�) = �f(;) +Xs2� HsQsD�(sf(�s)) si " = + ou Æet Hf(�) = �f(;) + Z 10 HsQsD�(sf(�s)) ds si " = � ou �;o�u Qs = � Ps si " = + ou �Ds si " = � ou Æ



80 Chapitre 3et �s) = � \ [0; s)�(s = � \ (s;+1[Ces formules pr�esentent le grand avantage d'être expli
ites, par opposition auxformules (3.2.1), qui sont impli
ites au sens o�u on n'a pas d'�equation donnant l'ex-pression de Hf , sinon faisant apparâ�tre �a nouveau H. Nous nous en servironsbri�evement dans le 
hapitre 5.Il y a deux questions naturelles 
on
ernant l'int�egrale sto
hastique quantique,que nous n'avons pas en
ore �evoqu�ees : 
e sont les questions de l'existen
e et del'uni
it�e d'une telle repr�esentation pour un op�erateur donn�e. La question de l'uni
it�ea �et�e trait�ee par Attal dans [At1℄ :Proposition 3.2.4 ([At1℄) Soit H un op�erateur sur � qui peut s'�e
rire 
ommeune int�egrale H = �Id+ Z 10 H+t da+t + Z 10 H�t da�t + Z 10 HÆt daÆt ;si les op�erateurs H"t , " = +; Æ;�, sont fermables pour presque tout t, tout ", alorsH est nul si et seulement si presque tout op�erateur H"t est nul.Pour 
ette raison, lorsque nous parlerons de repr�esentations int�egrales sto
hastiquesquantiques d'op�erateurs, il sera impli
ite que les op�erateurs H"t sont suppos�es fer-mables.La question de l'existen
e d'une repr�esentation int�egrale pour un op�erateurdonn�e a �et�e largement �etudi�ee, en parti
ulier dans les travaux de Parthasarathyet Sinha (voir [P-S℄ ou [Me3℄), Attal ([At4℄, [At3℄), Coquio ([Co2℄) et pourtanton ne 
onnâ�t que peu d'�el�ements de r�eponse. On sait que tout op�erateur n'est pasrepr�esentable : le 
ontre-exemple le plus 
lassique est dû �a Journ�e et 
on
erne unefamille d'op�erateurs 
ontra
tifs, 
e qui montre que la repr�esentabilit�e ne d�epend passimplement de questions de domaine (voir [J-M℄ ; un autre 
ontre-exemple, qui estaussi un op�erateur born�e, est d�e
rit dans [Me3℄) et nous le pr�esenterons dans la se
-tion 5.2.1. On a d�egag�e des 
onditions n�e
essaires �a la repr�esentabilit�e, en parti
ulierau sujet de la r�egularit�e des traje
toires { nous reviendrons sur 
e point �a proposdu 
ontre-exemple de Journ�e et Meyer { et on 
onnâ�t des 
lasses d'op�erateursrepr�esentables, mais le foss�e entre les 
onditions n�e
essaires et les 
onditions suf-�santes est en
ore large. Dans le 
hapitre 5 nous d�e
rirons une 
ara
t�erisationdes op�erateurs repr�esentables parmi deux 
lasses fondamentales d'op�erateurs : lesop�erateurs de se
onde quanti�
ation et de se
onde quanti�
ation di��erentielle, quenous d�e�nissons en (5.2.1) et (5.2.2).
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hastique usurperait gravement son nom si n'y �etait asso
i�e uneformule, que l'on aura pro�t �a appeler formule d'Itô, qui permet d'exprimer leproduit de deux int�egrales, sous forme d'int�egrale. L'appro
he heuristique du styleAttal-Meyer permet de retrouver la forme que doit prendre la formule d'Itô de
omposition des int�egrales sto
hastiques quantiques �a partir des formules informellesde 
omposition da�t da+t = dtda�t daÆt = da�tdaÆt da+t = da+tdaÆt daÆt = daÆtet d'un raisonnement qui revient �a retrans
rire notre preuve du 
as dis
ret ; lesinterversions d'int�egrales sont bien sûr extrêmement non justi�ables. On pourra
ommen
er �a 
omparer la formule de 
omposition (3.2.8) et la table qui lui estasso
i�ee (3.2.9) �a leurs analogues �a temps dis
ret (1.3.7) et (1.3.8).Nous nous autorisons �a nouveau des hypoth�eses de domaine on ne peut pluslarges, et n'�e
rivons la 
omposition que pour le produit de deux int�egrales, 
ha
unepar rapport �a un seul bruit, 
e
i dans un sou
i de lisibilit�e.Proposition 3.2.5 (Formule d'Itô quantique, [A-M℄) SoientH = Z 10 H"t da"t et K = Z 10 K�t da�tdeux int�egrales sto
hastiques quantiques d�e�nies sur � tout entier. Alors la 
ompo-sition HK peut s'�e
rireHK = Z 10 HtK�t da�t + Z 10 H"t Kt da�t + Z 10 H"t K�t da":�t (3.2.8)o�u da":� est donn�e par la table� � Æ + �� 0 a� a� 0Æ 0 aÆ a+ 0+ 0 0 0 0� 0 0 0 0 (3.2.9)ExempleOn revient sur le 
as de l'ensemble S 
it�e plus haut : tout �el�ement de S entre dansle domaine d'appli
ation de la proposition pr�e
�edente et il est fa
ile de 
onstater �apartir de la formule d'Itô (3.2.9) que la 
omposition de deux �el�ements de S donne un�el�ement de S. L'ensemble S est don
 une sous-alg�ebre de l'ensemble des op�erateursborn�es de �, appel�ee alg�ebre des semimartingales r�eguli�eres. Elles ont �et�e introduitespar Attal dans [At3℄.



82 Chapitre 3Retour sur les bruits quantiquesNous avons utilis�e des arguments informels, fond�es sur la propri�et�e de repr�esenta-tion 
haotique, pour aÆrmer qu'il n'existe que trois bruits quantiques int�eressants,tous les autres pouvant s'y ramener ; Coquio a pr�e
is�e 
ette appro
he en montrantrigoureusement (dans [Co1℄) que, si une famille (Mt)t�0 d'op�erateurs d�e�nis sur Eet ayant un adjoint sur E , a la propri�et�e que, pour presque tous s < t on ait l'�egalit�e(Mt �Ms) E(u) = E(us)
Ks;t E(ut � us)
 E(u� us) 8 u 2 L2(R+)pour un 
ertain op�erateur Ks;t sur E(L2([s; t℄)), alors il existe une fon
tion a surR+ , deux fon
tions f; g dans L2lo
(R+) et une fon
tion k dans L1(R+) telles queMt = a(t)Id + Z t0 f(s) da+s + Z t0 g(s) da�s + Z t0 k(s) daÆs:3.2.2 Le 
as de la multipli
it�e sup�erieure �a 1Si l'on veut d�e�nir une int�egration sto
hastique quantique sur un espa
e de Fo
kde multipli
it�e sup�erieure �a 1, il faut prendre en 
ompte des int�egrales sto
hastiquesd'op�erateurs par rapport �a une famille de bruits quantiques da�;�t pour �; � dans� [ f0g. On notera da0;0t la di��erentielle de temps dt Id ; les bruits da0;�t , da�;0tet da�;�t repr�esenteront respe
tivement les op�erateurs de 
r�eation, annihilation et
onservation au point � 2 �, les autres bruits da�;�t pour � 6= � repr�esentant lesop�erateurs d'�e
hange.On d�e�nit l'int�egrale � Id + X�;�2�[f0g(�;�) 6=(0;0) Z 10 H�;�s da�;�s
omme pr�e
�edemment mais on restreint son domaine de d�e�nition aux ve
teurs fde �(K) dont seules un nombre �ni de 
oordonn�ees sont non nulles ; autrement dit,les ve
teurs f tels qu'il existe F � � de 
ardinal �ni tel quef(�) = 0 si � 6� N � (F [ f0g):La d�e�nition de l'int�egrale se fait alors exa
tement 
omme dans le 
as de l'espa
ede Fo
k de multipli
it�e 1 : 
'est l'op�erateur maximal v�eri�antHf = �f(;) +X�2� Z 10 HsD�s f d��s + X�;�2�[f0g(�;�) 6=(0;0) Z 10 H�;�s D�s f d��s (3.2.10)o�u Ht est l'int�egrale arrêt�ee au temps t, qui 
o��n
ide ave
 PtHPt sur �t. Les 
ondi-tions que nous sous-entendons en disant que l'�equation est v�eri��ee sont en
ore
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onditions naturelles de domaine et de validit�e de l'�equation. Les 
onditionsd'int�egrabilit�e des pro
essus deviennentZ 10 X�2� 

HsD�s f

2 ds+ Z 10 X�2� 

 X�2�[f0gH�;�s D�s f

2 ds+ Z 10 X�2� 

H0;�s 

 ds:Cette d�e�nition 
orrespond �a 
elle de l'espa
e de Fo
k de multipli
it�e un si � est
onstitu�e d'un unique �el�ement.On ajoute �a 
es int�egrales une int�egrale par rapport au temps, qui 
orres-pond ave
 nos notations de 
onvention �a une int�egrale par rapport �a da0;0. Onpeut remarquer que l'on a en
ore une formule (3.2.10) même si le 
ouple (�; �)peut prendre la valeur (0; 0). Notons 
ependant que lorsque nous 
her
herons �arepr�esenter un unique op�erateur et pas un pro
essus, nous ne nous int�eresseronsqu'aux repr�esentations ne faisant pas intervenir l'int�egration par rapport au temps :nous ne 
onsid�ererons que les bruits da�;�s pour (�; �) 6= (0; 0) dans les repr�esentationsen int�egrales sto
hastiques quantiques.La formule d'Itô donnant la 
omposition de deux int�egrales sto
hastiques quan-tiques dans 
e 
adre prend une forme extrêmement 
ompa
te ave
 nos notations :Proposition 3.2.6 SoientH = X�;�2�[f0gZ 10 H�;�s da�;�s et K = X�;�2�[f0gZ 10 K�;�s da�;�sdeux int�egrales sto
hastiques quantiques d�e�nies sur �(K) tout entier. Alors le pro-duit HK s'�e
ritHK = X�;�2�[f0g�Z 10 HsK�;�s da�;�s + Z 10 H�;�s Ksda�;��+ X�;�2�[f0gX�2� Z 10 H�;�s K�;�s da�;�:La formule d'Itô se d�eduit de la formule de 
omposition des bruitsda�;� da�;� = Æ̂�;� da�;�o�u le delta d'Evans Æ̂�;� est donn�e parÆ̂�;� = � 1 si � = � et (�; �) 6= (0; 0)0 sinon.



84 Chapitre 3Exemple et retour sur l'arti
le [AP2℄Nous avons donn�e dans la partie 3.2.1, page 78, la repr�esentation int�egrale desop�erateurs de multipli
ation dans une interpr�etation probabiliste asso
i�ee �a unemartingale (Xt)t�0, qui d�epend de l'�equation de stru
ture v�eri��ee par X. En multi-pli
it�e sup�erieure, on a aussi des �equations de stru
ture : toute martingale (Xt)t�0v�eri�e un syst�eme d'�equationsd[X it ; Xjt ℄ = Æi;j dt+ NXk=1 T i;jk (s) dXkt (3.2.11)(nous nous bornons aux 
as de multipli
it�e �nie) o�u 
haque T i;jk (s) est un pro-
essus pr�evisible tel que pour presque tous (s; !), �T i;jk (s; !)�i;j;k est doublementsym�etrique, 
'est-�a-dire qu'il poss�ede les propri�et�es suivantes :� (i; j; k) 7! T i;jk (s; !) est sym�etrique� (i; j; l;m) 7! T i;jk (s; !)T l;mk (s; !) est sym�etrique.Restreignons-nous au 
as o�u les pro
essus T i;jk sont 
onstants et d�eterministes.L'op�erateur de multipli
ation par Xkt dans 
ette interpr�etation probabiliste est alorsdonn�e (voir [At2℄) par a0;kt + ak;0t + NXi;j=1T i;jk ai;jt : (3.2.12)Il est rappel�e dans [AP2℄, Proposition 12, qu'une martingale normale admettant
omme i
i une �equation de stru
ture �a 
oeÆ
ients 
onstants (Xt)t�0 a la même loiqu'un pro
essus Wt +Xs2�(N st � ksk�2t ) so�u � est une famille orthogonale de ve
teurs de RN , 
haque (N st )t�0 est un pro
essusde Poisson d'intensit�e ksk�2 et (Wt)t�0 est un mouvement brownien dans �? si etseulement si elle v�eri�e une �equation de stru
ture (3.2.11) �a 
oeÆ
ients 
onstants.La repr�esentation int�egrale de l'op�erateur de multipli
ation par une telle mar-tingale nous permet, dans [AP2℄, d'observer la 
onvergen
e de mar
hes al�eatoires
onvenablement normalis�ees vers des pro
essus qui s'�e
rivent de la mani�ere d�e
rite
i-dessus, au sens de la 
onvergen
e des op�erateurs de multipli
ation. On peutainsi d�eterminer la stru
ture exa
te du pro
essus limite en fon
tion de la formede l'�equation de stru
ture dis
r�ete.3.3 Repr�esentations en noyaux deMaassen-MeyerLes objets d�e�nis dans 
ette se
tion n'apparâ�tront presque plus dans la suite ;nous ne les introduisons i
i que par
e que nous avons abondamment utilis�e les



Cal
ul sto
hastique quantique sur les espa
es de Fo
k �a temps 
ontinu 85repr�esentations en noyaux dans le 
as du temps dis
ret et par
e que nos pro
�ed�esd'approximation 
oupl�es �a nos formules de repr�esentations en noyaux nous per-mettent de retrouver un r�esultat int�eressant �a 
e sujet.On peut arriver �a une d�e�nition naturelle de 
es noyaux par des manipulationsdu même type que 
elles que nous avons e�e
tu�ees dans le 
hapitre 3 : pour unefon
tion k : P � P � P ! C , un 
al
ul formel deH = ZA;B;C2P k(A;B;C) da+AaÆBa�C ZM2P f(M) d�Maboutit �a l'expression suivante : pour tout f dans le domaine de H, pour presquetout � dans P,Hf(�) = XU+V+W=� ZN2P k(U; V;N)f(V +W +N) dN: (3.3.1)Maassen a, le premier, 
onsid�er�e des op�erateurs d�e�nis par 
e type de relationsdans [Ma1℄ pour r�esoudre des �equations di��erentielles sto
hastiques quantiques :en e�et, une �e
riture en noyau est un outil naturel pour la r�esolution d'une telle�equation par la m�ethode de Pi
ard. Maassen s'autorisait des hypoth�eses assez largessur le noyau k et les ve
teurs f sur lesquels il op�ere ; Belavkin et Lindsay ont donn�eune d�e�nition plus g�en�erale, leur appro
he 
onsistant �a 
her
her des 
onditions, �apartir d'estimations �nes des int�egrales R g(�)Hf(�) d�, pour que la formule (3.3.1)d�e�nisse bien un op�erateur sur des sous-ensembles de �. Nous ne d�evelopperons pasleurs r�esultats et dirons simplement que l'op�erateur asso
i�e au noyau k a pourdomaine l'ensemble des f tels que pour tout � les int�egrales qui apparaissent dans(3.3.1) sont bien d�e�nies et que (3.3.1) d�e�nisse bien un �el�ement de L2 (P).Nous devons mentionner le fait que Belavkin et Lindsay font intervenir demani�ere importante la transform�ee que nous avons utilis�ee :k0(�; �; 
) =X��� k(�; �; 
):La raison d'être de 
ette transform�ee est la même que dans le 
adre dis
ret (voir(2.1.17)) : si un op�erateur peut s'�e
rireK = Z�;
 k0(�; 
) jd��ihd�
j (3.3.2)alors on tire une repr�esentation en noyau formelle du fait quejd��ihd�
j = da+� P0 da�
 (3.3.3)



86 Chapitre 3et que P0 = Id + Z�2P(�1)j�jdaÆ�:Les situations 
onnues o�u la repr�esentation en noyau prend un sens 
omme s�eried'int�egrales it�er�ees d�e
oulent des 
as o�u on peut donner un sens �a l'�e
riture (3.3.2) ;la premi�ere de 
es situations est l'�etude de Attal dans [At4℄ du 
as des op�erateursde Hilbert-S
hmidt (une �e
riture sous forme d'op�erateur de Hilbert-S
hmidt n'estrien d'autre qu'une d�e
omposition (3.3.2) en un sens rigoureux) dans laquelle iltrouve un pro
�ed�e it�eratif donnant l'�e
riture de K 
omme une somme d'int�egralesit�er�ees d'ordres 
roissant et d'un terme qui disparâ�t �a la limite. Ce pro
�ed�e it�eratifprovient en fait simplement de l'�equation P0 = Id� R10 P0 daÆs.La se
onde situation est en fait tr�es semblable �a la premi�ere : 
'est 
elle d'uneappro
he \bruit blan
" o�u l'exigen
e analytique est assouplie : on n'exige plus que(3.3.2) ait un sens dans � mais depuis l'un de ses sous-espa
es sur son espa
e dual :voir par exemple Ji et Obata, [J-O℄.Dans les deux 
as les formules sont les mêmes que 
elles que l'on obtient formel-lement en substituant (3.3.3) dans (3.3.2).A propos des travaux de Belavkin et Lindsay on peut noter que, sa
hant d'unop�erateur qu'il peut s'�e
rire 
omme op�erateur �a noyau (d'a
tion donn�ee par (3.3.1))ave
 un noyau k lo
alement int�egrable par rapport �a ses trois variables, ils obtiennent(dans [B-L℄, Proposition 3.3) une expression de 
e noyau : dans notre langage,k0(�; �; 
) = limÆ!0 1Æj�jÆj�jÆj
j h��[� ; K��[
i;o�u par exemple j�j repr�esente le 
ardinal de � et ��[� est (�t1+Æ � �t1) : : : (�tn+Æ ��tn), les [ti; ti+ Æ℄ �etant j�j+ j�j intervalles 
ontenant exa
tement un point de �[�
ha
un.On pourra retrouver imm�ediatement 
ette expression �a partir de notre formule(2.1.15) et du pro
�ed�e d'approximation que nous d�e
rirons dans la se
tion 5, ap-pliqu�e aux op�erateurs �a noyau.



Chapitre 4
Approximations dis
r�etes du
al
ul sto
hastique quantique

Dans 
e 
hapitre, nous pr�esentons la te
hnique d'approximation du 
al
ul sto-
hastique quantique �a temps 
ontinu par son analogue �a temps dis
ret.Dans la se
tion 4.1, nous pr�esentons la m�ethode d�e�nie par Attal, qui permet dereproduire l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret 
omme sous-espa
e de �, ave
 de pre-miers r�esultats de 
onvergen
e. Nous soulignons ensuite 
e qui semble une di��eren
emajeure entre les 
al
uls sto
hastiques �a temps dis
ret et �a temps 
ontinu : ladi��eren
e entre tables d'Itô, puis expliquons pourquoi 
ette di��eren
e devrait dis-parâ�tre dans les passages �a la limite.Pour appliquer les r�esultats que nous avons obtenus dans le 
as dis
ret, nousaurons besoin de savoir 
al
uler eÆ
a
ement les approximations d'objets vivant sur� : nous d�e
rivons don
 dans la se
tion 4.2 les relations entre op�erateurs du 
al
uld'Itô abstrait �a temps dis
ret et �a temps 
ontinu, puis les proje
tions d'int�egralessto
hastiques de � �e
rites 
omme int�egrales �a temps dis
ret, et en�n les proje
tionsd'op�erateurs �a noyau.Dans la se
tion 4.3 nous montrerons que la di��eren
e entre les deux formulesd'Itô n'est en au
un 
as une obstru
tion �a l'utilisation de T� 
omme outil d'ap-proximation du 
al
ul sto
hastique quantique sur �. Nous donnerons en e�et unepreuve de la formule d'Itô �a temps 
ontinu utilisant ex
lusivement notre m�ethoded'approximation et le 
al
ul sto
hastique �a temps dis
ret.87



88 Chapitre 44.1 L'approximation de Attal4.1.1 Approximation de l'espa
e de Fo
k simpleLa m�ethode d'approximation que nous d�e�nissons i
i est un outil fondamentalpour le reste de 
ette th�ese : hormis au 
hapitre 5, elle sera utilis�ee en permanen
e.Les id�ees sous-ja
entes sont simples : il s'agit simplement de 
onsid�erer un a

rois-sement in�nit�esimal de ve
teurs d�t 
omme la limite d'un Xi, un a

roissementin�nit�esimal d'op�erateurs da"t 
omme la limite d'un a"i , et tout 
ela en utilisant lesnormalisations ad�equates. Remarquons qu'il n'a �et�e possible d'arriver �a une intui-tion aussi simple que grâ
e au formalisme parti
uli�erement parlant du 
al
ul d'Itôabstrait.Ce que nous pr�esentons dans 
ette se
tion provient, ave
 quelques modi�
ations,de l'arti
le d'Attal [At7℄.Soit S = f0 = t0 < t1 < : : :g une subdivision de R+ (nous entendons par l�aque la subdivision est non born�ee : la suite (tn)n�0 diverge vers l'in�ni) ; �a 
ettesubdivision on asso
ie une famille de ve
teurs en posant, pour tout i � 0 :Xi = �ti+1 � �tipti+1�tiet pour toute partie �nie A de N ,XA = Xi1 
 : : :
Xinsi A = fi1 < : : : < ing est non vide, X; = 
,sinon. On remarque par ailleursque tout ve
teur Xi appartient �a �[ti;ti+1℄. Les XA 
onstituent alors une familleorthornorm�ee de � et on note T�(S) l'espa
e ferm�e engendr�e par tous les XA,A 2 P. Il est alors �evident que l'on a un isomorphisme expli
ite (tellement expli
iteque nous utiliserons les mêmes notations), pour toute subdivision S, entre T�(S)et T�.On asso
ie de plus �a S les op�erateurs qui, pour tout i, s'�e
rivent dans le produit�ti 
 �[ti;ti+1℄ 
 �[ti+1 a�i = Id
 a�ti+1 � a�tipti+1�ti P (1) 
 Ida+i = Id
 P (1)a+ti+1 � a+tipti+1�ti 
 IdaÆi = Id
 P (1)(aÆti+1 � aÆti)P (1) 
 Id;o�u P (1) repr�esente la proje
tion sur le 
haos d'ordre 1 (rappelons que pour " =+; Æ;� nous notons a"t = R t0 da"s).
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es op�erateurs stabilisent T�(S) et que l'isomorphismeentre T�(S) et T� que nous avons �evoqu�e 
i-dessus envoie 
es op�erateurs a"i sur lesop�erateurs a"i de l'espa
eT�. On peut v�eri�er de sur
rô�t qu'en tant qu'op�erateurssur �, les op�erateurs a"i sont born�es, de norme 1. Dans l'arti
le de Attal [At7℄, lesproje
tions P (1) sont absentes de la d�e�nition de a�i et aÆi ; les ajouter ne 
hange
ependant rien �a l'a
tion de 
es op�erateurs sur T�(S) don
 ne 
hangera rien auxpreuves des propri�et�es que nous �enon�
ons plus bas. En revan
he, 
ela a l'avantagede faire des op�erateurs a"i , vus 
omme op�erateurs sur �, des op�erateurs born�es.On a don
 asso
i�e �a toute subdivision S de R+ un espa
e T�(S) et une familled'op�erateurs qui reproduisent dans � lui-même l'ensemble des stru
tures que nousavons d�e�nies dans le 
hapitre 1. Le but avou�e de 
ette 
onstru
tion est �evidemmentde 
onstruire une approximation de � ; il nous faut don
 des r�esultats de 
onver-gen
e. Notons pour 
ela ES l'op�erateur de proje
tion sur le sous-espa
e ferm�e T�(S)de �. Alors on a la proposition suivante :Proposition 4.1.1 ([At7℄)� La famille de proje
tions ES asso
i�ee aux subdivisions S de R+ 
onverge for-tement vers l'identit�e sur � lorsque le pas jSj de la subdivision tend vers z�ero.� Pour tout t � 0, les op�erateursXijti�t aÆi ; Xijti�tpti+1�ti a+i ; Xijti�tpti+1�ti a�i
onvergent fortement sur E vers aÆt , a+t , a�t respe
tivement.� De même, pour tout t � 0, les op�erateursXijti�t aÆi ES ; Xijti�tpti+1�ti a+i E S ; Xijti�tpti+1�ti a�i ES
onvergent fortement sur E vers aÆt , a+t , a�t respe
tivement.On notera toujours dans la suite jSj le pas de la subdivision S.On aura besoin d'expli
iter la proje
tion E S f d'un �el�ement f de �. Puisqu'il estparti
uli�erement pratique de manipuler les int�egrales d'op�erateurs sur le domaineexponentiel, nous d�e
rivons en exemple la proje
tion d'un ve
teur de 
e domaine.Lemme 4.1.2 Soit f un ve
teur de � ; alors pour toute subdivision S de R+ , laproje
tion ES f de f s'�e
rit ES f =XA2P E Sf(A)XA



90 Chapitre 4ave
E Sf(A) = 1pti1+1�ti1 : : :ptin+1�tin Z ti1+1ti1 : : :Z tin+1tin f(s1; : : : ; sn) ds1 : : : dsn:si A = fi1; : : : ; ing est non vide, �E Sf�(;) = f(;) sinon.ExempleOn 
onsid�ere un ve
teur exponentiel E(u) asso
i�e �a un ve
teur u de L2(R+).Alors on peut v�eri�er grâ
e au Lemme 4.1.2 que la proje
tion ESE(u) de E(u) estun ve
teur exponentiel e(~u) dans T� o�u ~u est l'�el�ement de l2(N) naturellementasso
i�e �a u par la subdivision S : pour tout i de N on a~u(i) = 1pti+1�ti Z ti+1ti u(s) ds:Il faut noter que ESE(u) n'est pas un ve
teur exponentiel dans � : en parti
ulier,pour presque tout t de R+ ,PtE(~u) = E(~ui)�1 + ~u(i) �t � �tipti+1�ti � et DtE(~u) = ~u(i)pti+1�tiE(~ui):4.1.2 Le 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure�a 1Dans le 
as d'un espa
e de Fo
k �(K) o�u K est un espa
e s�eparable dont unebase hilbertienne est index�ee par �, on asso
ie un sous-espa
e T�(S) de �(K) �atoute subdivision S = f0 = t0 < t1 < : : :g de la mani�ere suivante : on d�e�nit pourtout � dans �, pour tout i dans N un ve
teurX�i = ��ti+1 � ��titi+1�tiet �a toute partie A = f(i1; �1); : : : ; (in; �n)g de P� (les ij �etant suppos�es deux �adeux distin
ts), on asso
ie le ve
teurXA = X�1i1 : : :X�nin :Le sous-espa
e T�(S) de �(K) engendr�e par 
es ve
teurs XA s'identi�e alors �aT�(K). On note E S l'op�erateur de proje
tion orthogonale sur T�(S) ; 
et op�erateurs'exprime �a pr�esent, pour f dans �, A dans P� de la forme f(i1; �1); : : : ; (in; �n)g,parE Sf(A) = 1pti1+1�ti1 : : :ptin+1�tin Z ti1+1ti1 : : :Z tin+1tin f(f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g) ds1 : : : dsn:
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hastique quantique 91Pour tout � de �, tout i de N , on d�e�nit les op�erateursa�;0i = Id
 a�;0ti+1 � a�;0tipti+1�ti P (1) 
 Ida0;�i = IdP (1) 
 a0;�ti+1 � a0;�tipti+1�ti 
 Idet pour tout 
ouple �, � de �,a�;�i = Id
 (a�;�ti+1 � a�;�ti )
 Id;toutes 
es d�e
ompositions tensorielles �etant donn�ees dans �[0;ti℄
�[ti;ti+1℄
�[ti+1 (demani�ere similaire au 
as simple, a�;�t d�esigne R t0 da�;�s pour tous �; � dans � [ f0g).Comme pr�e
�edemment on a alorsProposition 4.1.3� La famille de proje
tions ES asso
i�ees aux subdivisions S de R+ 
onvergefortement vers l'identit�e sur �(K) lorsque le pas jSj de la subdivision tendvers z�ero.� Pour tout t � 0, tous �, � de �, les op�erateursXijti�t a�;�i ; Xijti�tpti+1�ti a0;�i ; Xijti�tpti+1�ti a�;0i
onvergent fortement sur E vers a�;�t , a0;�t , a�;0t respe
tivement.� De même, pour tout t � 0, tous �, � de �, les op�erateursXijti�t a�;�i ES ; Xijti�tpti+1�ti a0;�i E S ; Xijti�tpti+1�ti a�;0i ES
onvergent fortement sur E vers a�;�t , a0;�t , a�;0t respe
tivement.C'est 
ette proposition qui nous permet dans [AP2℄ de montrer �a partir des repr�esen-tations int�egrales des op�erateurs de multipli
ation asso
i�es (voir (3.2.12) et (1.4.2))que l'on a 
onvergen
e forte des op�erateurs de multipli
ation asso
i�es �a des mar
hesal�eatoires 
onvenablement normalis�ees vers des op�erateurs de multipli
ation asso
i�es�a des pro
essus qui s'�e
rivent 
omme une somme d'un mouvement brownien et depro
essus de Poisson 
omme en page 84.



92 Chapitre 44.1.3 Tables d'Itô �a temps dis
ret et �a temps 
ontinuIl semblait exister une obstru
tion �a 
e que l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret
onstitue un outil ad�equat pour appro
her le 
al
ul sto
hastique de l'espa
e �. Cetteobstru
tion r�esidait dans la di��eren
e des tables d'Itô. Rappelons 
es di��eren
es :dans l'espa
e de Fo
k �a temps dis
ret 
omme dans 
elui �a temps 
ontinu il existeune formule de 
omposition des int�egrales sto
hastiques, appel�ee formule d'Itô, quis'exprime parXi�0 h"ia"iXi�0 k�i a�i =Xi�0 h"iki a"i +Xi�0 hi k�i a�i +Xi�0 h"ik�i a":�io�u a":� est donn�e par la table� � Æ + �� 0 a� a�� aÆ a�Æ 0 aÆ a+ aÆ+ aÆ 0 0 a+� a� aÆ a+ a�pour les int�egrales �a temps dis
ret, et pour les int�egrales �a temps 
ontinu parZ 10 H"sda"s Z 10 K�s da�s = Z 10 HsK�s da�s + Z 10 H"s Ks da"s + Z 10 H"s K�s da":�so�u a":� est donn�e par la table� � Æ + �� 0 a� a� 0Æ 0 aÆ a+ 0+ 0 0 0 0� 0 0 0 0Dans [At7℄, Attal proposait une expli
ation possible �a 
ette di��eren
e entre lesdeux tables d'Itô (expli
ation d�ej�a �evoqu�ee informellement dans le livre de Meyer[Me2℄), portant sur les di��eren
es de normalisation entre les di��erents bruits ; il�etait 
ependant loin d'être �evident que 
ette expli
ation pouvait suÆre et que desph�enom�enes parasites ne pouvaient intervenir et perturber 
ette expli
ation. Ave
nos outils permettant d'expli
iter l'approximation d'une int�egrale, de 
al
uler sarepr�esentation int�egrale puis d'e�e
tuer un passage �a la limite nous avons pu obtenirune nouvelle preuve de la formule d'Itô dans le 
as du temps 
ontinu ; 
ette preuven'apporte �evidemment rien de nouveau mais montre que la di��eren
e entre les deuxtables d'Itô est loin d'être une obstru
tion �a l'utilisation de l'espa
e de Fo
k �a tempsdis
ret pour appro
her rigoureusement le 
al
ul sto
hastique quantique de T�.



Approximations dis
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hastique quantique 93Nous allons 
ommen
er, dans la se
tion suivante, par 
al
uler les repr�esentationsen int�egrales sto
hastiques sur T� d'approximations d'int�egrales sto
hastiques sur� ou les repr�esentations en noyaux d'approximations d'op�erateurs �a noyau.4.2 Les proje
tions d'int�egrales et de noyauxNous avons pr�esent�e dans la se
tion pr�e
�edente un moyen de re
onstruire �al'int�erieur de l'espa
e � toutes les stru
tures �a temps dis
ret que nous avons d�e�niesdans le 
hapitre 1. Dans 
ette stru
ture dis
r�ete on a des 
rit�eres de repr�esentabilit�eainsi que des formules expli
ites, que 
e soit pour les repr�esentations en int�egralessto
hastiques ou pour les repr�esentations en noyaux de Maassen-Meyer ; il est don
naturel de 
her
her �a utiliser 
es r�esultats en temps dis
ret pour �etudier les questionsde repr�esentabilit�e sur �.Il faut tout d'abord �etudier les moyens d'appro
her les int�egrales et op�erateurs�a noyau et de relier les repr�esentations �a temps 
ontinu aux repr�esentations �a tempsdis
ret. La r�ef�eren
e g�en�erale pour 
ette se
tion est l'arti
le [Pt2℄.4.2.1 Relations de 
ommutationPour 
al
uler les repr�esentations en int�egrales �a temps dis
ret d'approximationsd'op�erateurs sur � nous aurons besoin, �a en juger par les formules (2.1.15), depouvoir exprimer l'a
tion de piES , diE S sur �, ou en
ore de 
al
uler l'approximationd'un ve
teur de � en fon
tion de sa repr�esentation pr�evisible.Lemme 4.2.1 (Lemme 2.1 de [Pt2℄) Soit S une partition de R+ . Pour tout fde �, tout i de N on a les relations suivantes :piES f = E SPtif;diES f = 1pti+1�ti ES Z ti+1ti PtiDtfdt;et E S Z 10 ftd�t = 1pti+1�tiXi�0 �ES Z ti+1ti Ptift dt�Xi:4.2.2 Proje
tions d'int�egralesOn 
al
ule grâ
e aux relations du Lemme 4.2.1 et aux formules (2.1.15) larepr�esentation int�egrale de la proje
tion ESHES d'une int�egraleH = Z 10 H+s da+s + Z 10 H�s da�s + Z 10 HÆsdaÆs:



94 Chapitre 4Pour �eviter tout probl�eme de nature analytique, nous nous autorisons des hy-poth�eses de domaine 
onfortables : les int�egrales 
onsid�er�ees sont suppos�ees v�eri�erles hypoth�eses (HD) d�e
rites 
i-dessous ; remarquons que "0 est d�e�ni par :+0 = � �0 = + Æ0 = Æ:On 
onsid�ere alors l' hypoth�ese suivante :(HD) ( Les int�egrales R10 H"s da" et R10 (H"s)�da"0sont d�e�nies sur E et ses images par les E S :Remarquons (
f. Remarque 3, se
tion I de [A-M℄) que 
ela implique, si l'on noteH l'int�egrale R10 H"s da"s, que l'int�egrale R10 (H"s)�da"0 est �egale �a H� sur E et toutesses proje
tions.Il faut remarquer que 
ela implique aussi que les proje
tions ESHES , E SH�E Ssont d�e�nies sur tout fXA; A 2 Pg :Lemme 4.2.2 Soit S une subdivision de R+ . L'ensemble des proje
tions E SE(u)de ve
teurs exponentiels 
ontient la base fXA; A 2 PNg.En e�et on voit d'apr�es la forme des proje
tions de ve
teurs exponentiels de � queleurs proje
tions 
onstituent tout l'ensemble des ve
teurs exponentiels de T�. IlsuÆt alors de remarquer que, dans T�,� l'exponentielle de la suite nulle est 
,� l'exponentielle de la suite ayant tous ses termes nuls sauf le i-�eme, qui vaut1, est 
 +Xi,� l'exponentielle de la suite ayant tous ses termes nuls sauf les i et j-�emes, quivalent 1, est 
 +Xi +Xj +Xi;jet ainsi de suite.D'apr�es notre Th�eor�eme 2.2.1 l'op�erateur ESHES est don
 repr�esentable enint�egrale sto
hastique quantique ; on peut 
al
uler les 
oeÆ
ients de la repr�esentationgrâ
e aux formules (2.2.5). Le Lemme 4.2.1 nous permet ainsi d'obtenir la proposi-tion suivante :Proposition 4.2.3 (Proposition 2.2 de [Pt2℄) Soit H = R H"sda"s une int�egralesto
hastique quantique sur � qui v�eri�e l' hypoth�ese (HD). Alors ESHES admet unerepr�esentation en int�egrale sto
hastique quantique sur fXA; A 2 PNg au moins etles 
oeÆ
ients h+i ; h�i ; hÆi sont donn�es par
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ul sto
hastique quantique 95� pour " = +, h+i ES = 1pti+1�tiE S Z ti+1ti PtiH+t dth�i ES = 0hÆi ES = 1ti+1�tiE S Z ti+1ti PtiH+t (a+t � a+ti )dt� pour " = �, h+i ES = 0h�i ES = 1pti+1�tiE S Z ti+1ti PtiH�t dthÆi ES = 1ti+1�tiE S Z ti+1ti Pti(a�t � a�ti )H�t dt� pour " = Æ, h+i ES = 0h�i ES = 0hÆi ES = 1ti+1�tiE S Z ti+1ti PtiHÆt dto�u toutes les �egalit�es sont sur T�i et o�u toutes les int�egrales des termes de droitesont des int�egrales fortes. Dans le 
as de " = Æ, l'int�egrale dis
r�ete est d�e�nie surle domaine exponentiel de T�.Il apparâ�t deux ph�enom�enes surprenants : tout d'abord, il n'est pas �evident, mêmeave
 les hypoth�eses 
i-dessus, que l'int�egrale dis
r�ete que l'on fait apparâ�tre 
ommeproje
tion de H soit d�e�nie sur le domaine exponentiel de T� lorsque l'on 
onsid�ereles 
as " = + ou �. D�etaillons 
e point : on peut montrer (voir la longue remarqueapr�es la Proposition 2.2 dans [Pt2℄) que pour " = + par exemple, on a pour toutE(u) 2 Domh,Xi�0 ��h+i a+i E(u)(A)�� < +1 et Xi�0 jhÆiaÆi E(u)(A)j < +1



96 Chapitre 4pour tout A 2 P et XA2P ���Xi�0 (h+i a+i + hÆiaÆi )E(u)(A)���2 < +1: (4.2.1)En revan
he, on ne peut aÆrmer que l'on aXA2P jXi�0 h+i a+i E(u)(A)j2 < +1 et XA2P jXi�0 hÆi aÆiE(u)(A)j2 < +1; (4.2.2)la raison en est simplement que l'on ne peut d�eduire 
e type de propri�et�e que del'hypoth�ese que ZP Z 10 ��H+t Pte(~u) (�)��2 d� dt < +1:Or pour ti � t < ti+1 on a Pte(~u) = e(~ui) + ~u(i)�t � �titi+1�ti (4.2.3)qui est en
ore e(~ui) + ~u(i)ti+1�ti (a+t � a+ti )e(~ui);
e qui implique (4.2.1) mais on n'a au
un moyen de s�eparer les deux termes pourobtenir (4.2.1).L'�egalit�e (4.2.3) est aussi la raison du se
ond ph�enom�ene a priori surprenant : laproje
tion d'une int�egrale par rapport �a da+ ou da� peut faire apparâ�tre un termeen aÆ. On s'attend �evidemment �a 
e que 
e terme tende vers z�ero ave
 le pas de lasubdivision S. Il faut 
ependant remarquer que l'on ne sait pas, 
omme on l'a faitremarquer plus haut, si les int�egrales des projet�es sont d�e�nies au-del�a de fXA; A 2Pg. On est don
 limit�e pour 
e qui est de prouver une quel
onque 
onvergen
e, mêmefaible. On peut par exemple remarquer que les images par un E S d'exponentiellesde fon
tions �a support 
ompa
t s'�e
rivent toujours 
omme 
ombinaisons lin�eairesd'un nombre �ni de fXA; A 2 Pg.Lemme 4.2.4 (Lemme 2.3 de [Pt2℄) Soit H = R10 H"s da"s une int�egrale satis-faisant l'hypoth�ese (HD) ave
 " = + ou � ; alors l'int�egrale parasite Pi�0 hÆiaÆi quilui est asso
i�ee par la proposition 4.2.3 tend faiblement vers z�ero au sens o�uhE(u); ESXi�0 hÆiaÆi ESE(v)itend vers z�ero lorsque le pas de la subdivision tend vers z�ero, pour tous u, v deL2(R+) �a supports 
ompa
ts.
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hastique quantique 97Exemples� La proje
tion d'un op�erateur a+ti+1 �a+ti par exemple donne bien pti+1�ti a+i ;en revan
he si l'on prend un t tel que ti < t < ti+1, la proje
tion de a+t � a+tiest E S (a+t � a+ti )ES = t� tipti+1�tia+i :� La proje
tion d'un op�erateur aÆt � aÆti pour ti � t < ti+1 estE S (aÆt � aÆti)ES = t� titi+1 � tiaÆi :� La proje
tion d'un op�erateur R tj0 a+s da+s est de la forme Pi<j h+i a+i ave
h+i pi =pti+1�ti �Xk<i ptk+1�tk a+k �:� La proje
tion d'un op�erateur R tj0 a�s da+s est de la formePi<j h+i a+i +Pi<j hÆiaÆiave
 h+i pi =pti+1�ti �Xj<i ptj+1�tj a�j �:hÆi = 12(ti+1�ti)Id:4.2.3 Le 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure�a 1Nous �enon�
ons i
i dans le 
as d'un espa
e de Fo
k ave
 espa
e de multipli
it�e Kles analogues de la Proposition 4.2.3 et du Lemme 4.2.4.Proposition 4.2.5 Soit (�; �) un 
ouple d'�el�ements de � [ f0g di��erent de (0; 0)et soit H = R10 H�;�t da�;�t une int�egrale sur T�(K). On suppose que R10 H�;�t da�;�tet R10 (H�;�t )� da�;�t sont d�e�nies sur le domaine exponentiel et ses images par lesES . Alors ESHES admet une repr�esentation en int�egrale sto
hastique quantique surfXA; A 2 PN;�g au moins et les 
oeÆ
ients de la repr�esentation sont donn�es par� pour �; � tous deux non nuls,h�;�i E S = 1ti+1�tiE S Z ti+1ti PtiH�;�t dttoutes les autres int�egrandes �etant nulles, YYY



98 Chapitre 4� pour � = 0,h0;�i ES = 1pti+1�ti Z ti+1ti PtiH0;�t dth�;�i ES = 1ti+1�ti ES Z ti+1ti PtiH0;�t (a0;�t� a0;�ti)dt pour tout � dans �;toutes les autres int�egrandes �etant nulles,� pour � = 0,h�;0i ES = 1pti+1�ti Z ti+1ti PtiH�;0t dth�;�i ES = 1ti+1�ti ES Z ti+1ti Pti(a�;0t� a�;0ti)H�;0t dt pour tout � dans �:toutes les autres int�egrandes �etant nulles.Comme pr�e
�edemment on peut montrer que les termes parasites disparaissent �ala limite :Lemme 4.2.6 Soit H une int�egrale sto
hastique quantique sur T�(K) de la formeR10 H�;0s da�;0s ave
 � 6= 0 (respe
tivement R10 H�;�s da0;�s ave
 � 6= 0). On supposeque l'int�egrale H satisfait aux hypoth�eses de la Proposition 4.2.5 ; alors l'int�egraleparasiteP�2�Pi�0 h�;�i a�;�i (respe
tivementP�2�Pi�0 h�;�i a�;�i ) qui lui est asso
i�eepar la Proposition 4.2.5 tend faiblement vers z�ero au sens o�uDE(u); ESX�2� Xi�0 h�;�i a�;�i ESE(v)E(respe
tivement DE(u); ESX�2� Xi�0 h�;�i a�;�i ESE(v)E )tend vers z�ero lorsque le pas de la subdivision tend vers z�ero, pour tous u, v deL2(R+) �a supports 
ompa
ts.4.2.4 Proje
tions d'op�erateurs �a noyauOn va 
onsid�erer i
i la proje
tion d'un op�erateur �a noyau au sens o�u il a �et�ed�e�ni dans le 
hapitre pr�e
�edent ; 
ela nous permettra de retrouver la formule dunoyau donn�ee par Belavkin et Lindsay dans leur arti
le [B-L℄.
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alement int�egrable au senso�u pour tout n, toute partie born�ee E de R+ , k est int�egrable sur Pn(E) :ZPn(E)3 jk(�; �; 
)j d� d� d
 < +1:L'op�erateur asso
i�e, que nous notons K, est bien d�e�ni sur les �el�ements de L2 (P)qui sont des indi
atri
es de pav�es born�es de Rn+ ; par 
ons�equent E SKE S est biend�e�ni sur tous les ve
teurs XA, A 2 PN , de l2(PN) (nous reprenons momentan�ementla notation PN pour l'ensemble des parties �nies de N).Pour �xer les id�ees, supposons que la subdivision S est r�eguli�ere de pas Æ ; onpeut 
al
uler que pour tout f de � tel que ES f est dans le domaine de K, on apour tout M de PN :ESKES f(M) = (4.2.4)XU+V+W=M XN2PN( 1pÆjU jÆjV jpÆjN j ZU ZV ZN k(�; �; �) d� d� d�) ES f(V +W +N)o�u RU est R ti1+1ti1 : : : R tin+1tin si U = fi1; : : : ; ing.Il est par ailleurs �evident que pour tous U; V;W �x�es la s�erie en N qui apparâ�tdans l'expresssion (4.2.4) est sommable lorsque f est une indi
atri
e de pav�e born�ede Rn+ . Par 
ons�equent l'op�erateur E SKES 
o��n
ide sur fXA; A 2 PNg ave
 unop�erateur �a noyau. Nous notons en
ore k 
e noyau, les variables (A;B;C dans PN ,�; �; 
 dans PR+) se 
hargeant de distinguer entre noyau de ESKE S et noyau deK). On a alorsk(A;B;C) = 1pÆjAjÆjBjpÆjCj ZA ZB ZC k(�; �; 
) d� d� d
:D'apr�es (2.1.15) on a don
 pour tous A;B;C de PNhXA[B; ESKESXB[Ci = k0(A;B;C):Par ailleurs on voit fa
ilement quek0(A;B;C) = ( 1pÆjAj 1ÆjBj 1pÆjCj ZA ZB ZC k0(�; �; 
) d� d� d
);en�n, hXA[B; ESKE SXB[Ci = hXA[B; KXB[Ci:Si l'on note pour se rappro
her des notations utilis�ees dans la se
tion 3.3,�A = (�ti1+1 � �ti1 ) : : : (�tin+1 � �tin )



100 Chapitre 4si A = fi1; : : : ; ing, on a don
1ÆjAj ÆjBj ÆjCj ZA ZB ZC k0(�; �; 
) d� d� d
 = 1ÆjAj ÆjBj ÆjCj h�A[B; K�B[Ciet ave
 notre hypoth�ese de lo
ale int�egrabilit�e on retrouve le r�esultat de Belavkinet Lindsay 
it�e dans la se
tion 3.3 : si pour tout S on asso
ie �a tous �; �; 
 de PR+des �el�ements A, B, C de PN tels quesi � 2 [ti1 ; ti1+1℄� : : :� [tin; tin+1℄ alors A = fi1; : : : ; ing(B, C �etant 
hoisis de mani�ere similaire) on aProposition 4.2.7 Soit k un noyau lo
alement int�egrable au sens d�e�ni 
i-dessus ;alors l'op�erateur K asso
i�e est bien d�e�ni sur les indi
atri
es de pav�es born�es deRn+ quel que soit n et le noyau k v�eri�ek0(�; �; 
) = limjSj!0 1ÆjAj ÆjBj ÆjCj h�A[B; K�B[Cio�u A, B, C sont 
hoisis pour tout S 
omme 
i-dessus.Notre preuve reste parfaitement valable dans le 
as d'une subdivision S qui n'estpas r�eguli�ere, ave
 les adaptations de notations qui s'imposent.4.3 Convergen
e de la table d'Itô4.3.1 Preuve de la formule d'ItôDans 
ette se
tion nous allons exposer, 
omme nous l'avons annon
�e plus haut,une preuve de la formule d'Itô en temps 
ontinu (Proposition 3.2.5) en utilisant uni-quement la formule d'Itô en temps dis
ret 1.3.8 et notre pro
�ed�e d'approximation.Nous l'avons dit dans notre introdu
tion : pour pouvoir parler de formule d'Itô �atemps 
ontinu, il faut n�e
essairement 
omposer des op�erateurs et se pose alors leprobl�eme des domaines. C'est pourquoi, pour pouvoir d�e
rire de mani�ere 
on
ise ledomaine de validit�e de la formule d'Itô, on a besoin de supposer que les int�egrales
onsid�er�ees sont partout d�e�nies. Nous nous autoriserons en
ore plus de souplessedans les hypoth�eses en ne 
onsid�erant que des int�egrales qui v�eri�ent des hypoth�esesdu type S (voir (3.2.7)).Dans la suite de 
e 
hapitre, toute int�egraleH = Z 10 H"s da"t
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hastique quantique 101v�eri�era les hypoth�eses suivantes :(HS)8>>>><>>>>: 1: l'int�egrande H"t est un op�erateur born�e tel que t 7! kH"t k est :� de 
arr�e int�egrable si " = + ou �;� int�egrable si " = �;� essentiellement born�e si " = Æ2: H est un op�erateur born�e sur �:Remarquons tout d'abord qu'ave
 de telles hypoth�eses la repr�esentation enint�egrale sto
hastique sur T� asso
i�ee �a H est d�e�nie sur tout T� : 
e
i est prouv�epar le Lemme 3.1 de [Pt2℄ et la dis
ussion qui le pr�e
�ede.Lemme 4.3.1 (Lemme 3.1 de [Pt2℄) Si une int�egrale R10 H�s da�s satisfait auxhypoth�eses (HS), alors la repr�esentation int�egrale asso
i�ee �a ESHES par la Pro-position 4.2.3 a pour domaine restreint T� tout entier.On prouvera, sous 
es hypoth�eses et en n'utilisant que notre pro
�ed�e d'approxi-mation, la formule d'Itô :Th�eor�eme 4.3.2 (Formule d'Itô sur S) SoientH = Z 10 H"sda"s et K = Z 10 K�s da�sdeux int�egrales satisfaisant aux hypoth�eses (HS) ; alors on aHK = Z 10 HsK�s da�s + Z 10 H"sKsda"s + Z 10 H"sK�s da":�ssur tout �, o�u a":� est donn�e par la table d'Itô 
ontinue (3.2.9).Etablissons d'abord nos notations ; 
ela nous permettra d'exposer le plan de lapreuve, dont les d�etails sont assez te
hniques.NotationsOn 
onsid�erera deux int�egralesH = Z 10 H"s da"s et K = Z 10 K�s da�squi v�eri�ent les hypoth�eses (HS) ; " et � peuvent prendre les valeurs +;�; Æ ou �.Les proje
tions ESHES , ESKE S seront not�ees h, k respe
tivement. Dans le 
aso�u " ou � est di��erent de �, les pro
essus (h"i )i�0, (k�i )i�0 et �eventuellement (hÆi )i�0,(kÆi )i�0 sont donn�es par la Proposition 4.2.3 ; le 
as des proje
tions d'int�egrales par



102 Chapitre 4rapport �a a� est dis
ut�e 
i-dessous. Si par exemple " = + ou � alors on a vu queh s'�e
rit h =Xi h"ia"i +Xi hÆi aÆi ;on notera alors ~hÆ l'int�egralePi hÆi aÆi qui est 
e que nous appellerons l'int�egrale \pa-rasite". Comme pr�e
�edemment, on notera, dans l'exemple 
i-dessus, hj l'int�egralehj =Xi<j h"ia"i +Xi<j hÆi aÆi ;et ~hÆj l'int�egrale ~hÆj =Xi<j hÆiaÆi :Le premier probl�eme apparâ�t lorsque l'on veut projeter des int�egrales �a temps
ontinu par rapport �a a�. Consid�erons en e�et une int�egrale H = R10 H�s da�ssatisfaisant �a (HS), 
'est-�a-dire que les op�erateurs H�s sont born�es, que la fon
tions 7! kH�s k est int�egrable et que H est born�e. Si l'on projette H sur l'espa
e de Fo
k�a temps dis
ret et 
onsid�ere dire
tement la repr�esentation int�egrale de ESHES , onobtient E SHES =Xi�0 h+i a+i +Xi�0 h�i a�i +Xi�0 hÆi aÆimais 
haque h"ia"i ne pourra être reli�e qu'�a la repr�esentation (unique) de H sous laforme H = Z 10 H+s da+s + Z 10 H�s da�s + Z 10 HÆsdaÆs:De même, si l'on 
onsid�ere la repr�esentation du pro
essus (E S R ti0 H�s da�s ES )i�0,on obtient un pro
essus d'int�egrales dont les 
oeÆ
ients se relient en
ore �a larepr�esentation de H sous forme d'int�egrales par rapport aux trois bruits +, �, Æ. Leprobl�eme est, au fond, qu'une �e
riture H = R10 H�s da�s est une �e
riture qui 
ontientbien peu d'informations ; nos formules donnent alors de E SHES une repr�esentationplus pr�e
ise (puisqu'unique), mais on ne peut alors pas relier 
ette repr�esentation�a l'�e
riture R H�s da�s d'origine. D'autres repr�esentations semblent don
 plus na-turelles : on peut, de mani�ere tr�es g�en�erale, repr�esenter une int�egrale R10 H�s da�s
omme Xi h0�i a�iave
 h0�i = ES Z titi�1 H�s dsES ;
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hastique quantique 103qui est bien pr�evisible, et l'int�egrale restreinte Pi h0�i a�i est alors bien d�e�nie surES (Domh) (Proposition 2.4 de [Pt2℄). Il apparâ�t 
ependant un nouveau probl�eme :si l'on 
ompare l'expression de h0�i aux expressions des h"i , " = +;�; Æ on voitimm�ediatement que, d�es que l'on va manipuler plusieurs int�egrales �a la fois, il vafalloir 
omparer des int�egrales Z titi�1 H�s ds�a des int�egrales Z ti+1ti H�s ds:La premi�ere �etape sous nos hypoth�eses (HS) est don
 d'obtenir une repr�esentationplus maniable pour une int�egrale R10 H�s da�s .Lemme 4.3.3 (Lemme 3.6 de [Pt2℄) Soit H = R10 H�s da�s une int�egrale satis-faisant aux hypoth�eses (HS) ; alors H est la limite forte, lorsque le pas jSj de lapartition S, de Xi h�i a�io�u hi = E S Z ti+1ti PtiH�s dsES :Dans la suite de la preuve, nous n'�etablirons que des 
onvergen
es faibles ; deplus, nous ne 
omposerons une proje
tion ES R10 HÆsds ES qu'ave
 des op�erateursqui seront uniform�ement born�es. Nous pouvons d�es lors rempla
er toute approxi-mation E S R10 H�s ds ES (qui 
onverge aussi fortement vers R10 H�s ds) par la sommePi h�i a�i .A partir d'i
i, la d�emonstration se d�e
ompose ainsi : tout d'abord on montre queles int�egrales parasites par rapport �a aÆ que l'on obtient en projetant des int�egralespar rapport �a da+ ou da� tendent vers z�ero ainsi que les termes que 
es parasitesengendrent lorsque l'on 
ompose plusieurs proje
tions entre elles. Ensuite on prouveque la 
omposition des int�egrales projet�ees (dont on a ôt�e les termes parasites)peut être 
al
ul�ee ave
 la table d'Itô �a temps 
ontinu ave
 une erreur qui tendvers z�ero. En�n, on prouve que les int�egrales dis
r�etes que l'on obtient apr�es 
ette
omposition 
onvergent vers les int�egrales �a temps 
ontinu d�esir�ees. Remarquons quel'on utilisera souvent des arguments de passage �a l'adjoint pour regrouper plusieurs
as ; il est important pour 
ela de se rappeler que, si H satisfait aux 
onditions(HS), alors H� aussi et que H� = Z 10 (H"s)�da"0s



104 Chapitre 4est valable sur �, o�u +0 = �, �0 = +, Æ0 = Æ. On a le même type de relations pourles int�egrales dis
r�etes d'apr�es les formules (2.2.5)La premi�ere �etape est 
ontenue dans la proposition suivante, qui renfor
e dansnotre 
adre la Proposition 4.2.4 :Proposition 4.3.4 (Proposition 3.8 de [Pt2℄) Soient "; � 2 f+;�; Æ;�g et soi-ent H;K deux int�egrales sto
hastiques satisfaisant aux hypoth�eses (HS). Alors pourtous u; v 2 L2(R+),hE(u) ; ESHES E SKESEvi � he(~u) ;Xi h"ia"i Xi k�i a�i e(~v)itend vers z�ero ave
 le pas jSj de la subdivision.La preuve de 
ette proposition se ram�ene �a la preuve de deux 
onvergen
es : onpeut en e�et remarquer que la 
omposition ESHES E SKES de deux proje
tions estde la forme ((h� ~hÆ) + ~hÆ)((k � ~kÆ) + ~kÆ)si " et � sont tous deux �egaux �a + ou �,((h� ~hÆ) + ~hÆ) ksi par exemple " est seul �egal �a + ou � (les 
as sym�etriques se traitent par passage�a l'adjoint) ; on a par ailleurs h� ~hÆ =Pi h"ia"i . Il n'y a par ailleurs rien �a prouversi ni " ni � n'est �egal �a + ou � ; en utilisant la sym�etrie et les passages �a l'adjointon est ramen�e �a montrer que� ~hÆk tend vers z�ero pour " = � ou + et � quel
onque,� ~hÆ~kÆ tend vers z�ero si "; � sont tous deux �egaux �a + ou �.Le se
ond point est prouv�e dire
tement par des estimations ; pour prouver le pre-mier, on se ram�ene �a montrer la 
onvergen
e faible de ~hÆ en remarquant qu'onpeut appro
her kESE(u) par la proje
tion d'une 
ombinaison lin�eaire de ve
teursexponentiels de � 
hoisie ind�ependamment de S.La deuxi�eme �etape de notre preuve du Th�eor�eme 4.3.2 
onsiste �a montrer queles di��eren
es entre les deux tables d'Itô disparaissent �a la limite :Proposition 4.3.5 (Proposition 3.9 de [Pt2℄) Soient "; � 2 f+;�; Æ;�g et soi-ent H;K deux int�egrales sto
hastiques satisfaisant aux hypoth�eses (HS). Alors pourtout u; v 2 L2(R+), la quantit�eDE(u); ESHES E SKE SEvE�De(~u); �Xi h"i (Xj<i k�j a�j )a"i +Xi (Xj<i h"ja"j)k�i a�i +Xi h"ik�i a":�i �e(~v)E
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 le pas jSj de la subdivision, o�u ":� est donn�e par la table d'Itô
ontinue.Pour obtenir 
ette proposition, on a �a montrer quepour ("; �) = (+;�); on a Xi h+i k�i aÆi jSj!0�! 0 (4.3.1)et pour ("; �) = (�;+); on a Xi h�i k+i aÆi jSj!0�! 0: (4.3.2)et que le terme d'Itô 
onverge vers z�ero lorsque " ou � est � ; toutes 
es preuves sefont par des estimations dire
tes.Une fois 
es deux propositions prouv�ees, il suÆt, pour obtenirZ H"sda"s Z K�s da�s = Z H"sKsda"s + Z HsK�s da�s + Z H"sK�s da":�s ;de montrer quehe(~u) ;Xi h"ikia"i e(~v)i �! hE(u) ; Z H"sKsda"s E(v)ihe(~u) ;Xi hik�i a�i e(~v)i �! hE(u) ; Z HsK�s da�s E(v)ihe(~u) ;Xi h"ik�i a":�i e(~v)i �! hE(u) ; Z H"sK�s da":�s E(v)i:On peut fa
ilement voir par ailleurs que les propositions pr�e
�edentes s'appliquentaux int�egrales R H"sKsda"s , R HsK�s da�s , R H"sK�s da":�s ; on a don
he(~u) ;Xi (H"K)"ia"i e(~v)i �! hE(u) ; Z H"sKsda"s E(v)ihe(~u) ;Xi (HK�)�i a�i e(~v)i �! hE(u) ; Z HsK�s da�s E(v)ihe(~u) ;Xi (H"K�)":�i a":�i e(~v)i �! hE(u) ; Z H"sK�s da":�s E(v)io�u (HK�)�i , (H"K)"i sont les 
oeÆ
ients asso
i�es par la Proposition 4.2.3 (ou par le



106 Chapitre 4Lemme 4.3.3) �a l'int�egrale R HsK�s da�s , et
. Il suÆt don
 de prouver quehe(~u) ;Xi (h"iki � (H"K)"i ) a"ie(~v)i �! 0he(~u) ;Xi (hik�i � (HK�)�i ) a�i e(~v)i �! 0he(~u) ;Xi (h"ik�i � (H"K�)":�i )a":�i e(~v)i �! 0Les deux premi�eres 
onvergen
es sont adjointes l'une de l'autre. On a don
 �a prouverdeux types de 
onvergen
e uniquement ; 
ette derni�ere �etape repr�esente 
ependantle gros de la d�emonstration du Th�eor�eme 4.3.2 dans [Pt2℄.4.3.2 Cons�equen
es pour les probabilit�es 
lassiquesLa formule d'Itô 
lassique pour les int�egrales sto
hastiques quantiques par rap-port �a une martingale normale (Mt)t�0 peut être d�eduite de la formule d'Itô quan-tique au travers de la repr�esentation int�egrale de l'op�erateur de multipli
ation as-so
i�e (voir [At5℄). Ce que nous avons montr�e prouve que, si l'on sait que le 
ro
hetdroit d'une martingale (Mt)t�0 vaut [M ℄t = t, alors le 
ro
het oblique de 
ettemartingale se d�eduit de la repr�esentation en int�egrale sto
hastique de l'op�erateurde multipli
ation asso
i�e et des relations de 
ommutation des matri
es de Pauli. Iln'y a l�a rien de bien surprenant, puisque la repr�esentation int�egrale de l'op�erateurde multipli
ation se d�eduit elle-même de la formule d'Itô, don
 de la forme del'�equation de stru
ture v�eri��ee par la martingale. Nous 
royons 
ependant que lesexemples de 
al
uls expli
ites dans des 
as 
lassiques peuvent �e
lairer 
e que nousavons d�emontr�e dans 
e 
hapitre.D'apr�es (3.2.4), le mouvement brownien (Wt)t�0 peut être identi��e au pro
essus(a+t +a�t )t�0. Si l'on 
onsid�ere une partition S de pas 
onstant Æ, alors l'approxima-tion de l'op�erateur de multipli
ation par Wt estPijti�tpÆ(a+i +a�i ) plus des termesdont on a montr�e qu'ils tendent vers z�ero ave
 Æ. Par ailleurs, a+i + a�i est �x etdon
 �pÆ(a+i + a�i )�2 = Æ�2x = ÆI:L'op�erateur ÆI est l'approximation du pro
essus d�eterministe (t)t�0. Cela impliqueque d [W ℄t = dt.Un autre exemple int�eressant est le pro
essus de Poisson 
ompens�e (Xt)t�0 =(Nt � t)t�0. Le pro
essus de multipli
ation asso
i�e est (a+t + a�t + aÆt )t�0. Pourune partition S r�eguli�ere de pas Æ, l'op�erateur a+t + a�t + aÆt est appro
h�e parPijti�t(pÆa+i + pÆa�i + a�i ) plus des termes qui disparaissent lorsque l'on passe
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hastique quantique 107�a la limite. Puisque pÆa+i +pÆa�i + a�i = pÆ�x � 12�z + 12I, on obtient�pÆa+i +pÆa�i + a�i �2 = Æ�2x + 14�2z + 14I� 12pÆ(�x�z + �z�x) +pÆ�x � 12�z= �pÆa+i +pÆa�i + a�i � + ÆI
ar �x�z + �z�x = 0 et �2x = �2z = I. Cela implique, 
omme nous l'avons montr�e,que d [X℄t = Xt + t.
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Chapitre 5Appli
ation �a la repr�esentationdes op�erateursDans 
e 
hapitre, nous 
her
hons �a exploiter les r�esultats de repr�esentabilit�e quenous avons obtenus dans le 
as �a temps dis
ret.Dans la se
tion 5.1, nous pr�esentons une appro
he g�en�erale utlisant 
es r�esultats ;nous montrons que 
ette appro
he, si elle ne permet de prouver au
un 
rit�ere nou-veau, reste 
r�edible 
omme outil d'�etude de probl�emes pr�e
is et qu'en parti
ulierles expressions que fournissent nos formules �a temps dis
ret sont de bonnes infor-mations a priori.Dans la se
tion 5.2 nous �etudions 
es informations dans un 
as expli
ite. 
eluides op�erateurs de se
onde quanti�
ation et de se
onde quanti�
ation di��erentielle.Nous adoptons dans 
ette se
tion une appro
he na��ve et am�eliorons pas �a pas lesr�esultats obtenus, plutôt que de les annon
er d'embl�ee 
omme dans [Pt3℄.En�n, dans la se
tion 5.3, nous donnons plusieurs am�eliorations et variationsdes 
rit�eres expos�es dans la se
tion pr�e
�edente.Les r�esultats de la se
tion 5.2 et d'une partie de la se
tion 5.3 ont fait l'objet del'arti
le [Pt3℄.5.1 D�emar
he g�en�eraleDans le 
hapitre 2, nous avons obtenu des 
rit�eres et formules expli
ites pourles 
oeÆ
ients apparaissant dans la repr�esentation int�egrale d'un op�erateur H sur�. On aimerait �evidemment pouvoir utiliser 
es expressions pour obtenir des infor-mations sur les repr�esentations int�egrales dans le 
as du temps 
ontinu. On ne peut�evidemment pas retrans
rire les formules (2.2.5) : en prenant garde aux normalisa-109



110 Chapitre 5tions on s'aper�
oit que l'on devrait avoir8<: H+t Pt = DtH PtH�t Pt = PtH da+tdt PtHÆt Pt = DtH da+t Pt � PtHPt (5.1.1)
e qui n'a au
un sens pr�e
is (notons 
ependant que de telles formules sont impli
itesdans d'autres appro
hes du 
al
ul sto
hastique quantique 
omme l'appro
he \nonstandard" de Leitz-Martini [LeM℄ o�u la d�erivation est une di��eren
e, ou dans desappro
hes \bruit blan
").Cependant nos formules 2.2.5 peuvent mener �a des preuves rigoureuses dans
ertains 
as, par l'interm�ediaire des approximations d'op�erateurs de �. Ces 
as sonth�elas trop parti
uliers pour que nous soyons arriv�es �a des r�esultats nouveaux ; nousallons 
ependant pr�esenter rapidement une telle preuve, d'une part pour montrerque 
et outil qu'est l'approximation reste prometteur et d'autre part pour justi�erle fait que nous ayons �etudi�e dans des 
as expli
ites les formules a priori fourniespar (5.1.1).Consid�erons une subdivision S 
omme dans le 
hapitre 4. Asso
ions alors �a tout� de P un �el�ement A de PN parsi � 2 [ti1 ; ti1+1℄� : : :� [tin; tin+1℄ alors A = fi1; : : : ; inget une quantit�e ÆA = (ti1+1�ti1) : : : (tin+1�tin):On montre alors fa
ilement �a partir de la formule exprimant un op�erateur di enfon
tion des Dt (voir le Lemme 4.2.1) que pour tout f , pour presque tout �,dApÆA 
onverge dans L2 (P) vers D�f ; (5.1.2)
ela va nous permettre d'�etablir des 
onvergen
es pon
tuelles.Consid�erons don
 un op�erateur H sur � et supposons d'abord que sa proje
tionE SHES est telle que l'on puisse lui appliquer notre th�eor�eme de repr�esentabilit�e2.2.1. Supposons de plus que les 
oeÆ
ients h"i apparaissant dans la repr�esentationsont tels que, pour presque tout t, 1pti(t)+1�ti(t)h�i(t) Æ!0�! H�thÆi(t) Æ!0�! HÆto�u les 
onvergen
es sont fortes et o�u i(t) est d�e�ni 
omme l'unique indi
e i 2 Nv�eri�ant ti � t < ti+1, 
ela ave
 des estimations uniformes raisonnables.



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 111Dans le 
hapitre 1, nous avons fait le lien entre notre d�e�nition des int�egralessto
hastiques quantiques �a temps dis
ret et une trans
ription simple des d�e�nitionsau sens de Attal et Lindsay. Cela implique en parti
ulier que nos int�egrales v�eri�entdes �equations du type Attal-Lindsay (voir la Proposition 3.2.3 pour 
es formules entemps 
ontinu) ; on a don
E SHES f(A) =Xi2A h+i pidA[i+1f(Ai) +Xi h�i didA[if(Ai) +Xi2A hÆi didA[i+1f(Ai):En divisant les deux membres par ÆA et en passant �a la limite, on tire d'apr�es laremarque (5.1.2) une expression Attal-Lindsay �a temps 
ontinuHf(�) =Xs2� H+s PsD�(sf(�s)) + Z 10 H�s DsD�(sf(�s)) +Xs2� HÆsDsD�(sf(�s))qui montre que, si les 
onditions d'int�egrabilit�e n�e
essaires sont v�eri��ees, on a bienobtenu une repr�esentation int�egrale de H.Une telle d�emonstration peut être faite en toute rigueur dans le 
as des martin-gales r�eguli�eres telles que les ont d�e�nies Parthasarathy et Sinha dans [P-S℄. Onpeut ainsi obtenir une preuve de leur 
ara
t�erisation par l'interm�ediaire de notrepro
�ed�e d'approximation ; nous ne d�e
rirons 
ependant pas 
ette d�emonstrationpuisque les diÆ
ult�es et m�ethodes pour les r�esoudre sont en �n de 
ompte les mêmesqu'en temps 
ontinu. En e�et, d'apr�es notre dis
ussion 
i-dessus, il nous suÆt de
onstruire des pro
essus (H"t )t�0 qui soient des limites de h�i =pti+1�ti ou hÆi 
omme
i-dessus. On s'aper�
oit 
ependant bien vite que, s'il est fa
ile, pour tout f de �, de
onstruire Htf de mani�ere 
onvenable pour presque tout t, il est plus probl�ematiquede le 
onstruire pour tout t et on en arrive ainsi �a reproduire le point 
ru
ial de lapreuve de Meyer (voir [Me3℄) du r�esultat de Parthasarathy et Sinha.L'appro
he que nous proposons pour �etudier la repr�esentabilit�e d'un op�erateur
onsiste don
 �a essayer de donner un sens aux formules (5.1.1) puisque 
ela revient�a �etudier, les ES en moins, la limite des expressions obtenues par (2.2.5), puis, les
onditions permettant de d�e�nir des int�egrales des pro
essus d'op�erateurs obtenus�etant suppos�ees, v�eri�er que l'on obtient une repr�esentation int�egrale de l'op�erateur�etudi�e.Nous devons faire une remarque suppl�ementaire �a propos de la 
onvergen
e desdA=ptA+1�tA vers D� d�e
rite 
i-dessus : une des raisons qui donnent les formules(2.2.5) est que dans T� on a dipi = 0 pour tout i. Dans � en revan
he, ave
 lad�e�nition usuelle de Dt donn�ee dans le 
hapitre 3, DtPt est ind�etermin�e.Ce
i nous in
ite �a modi�er, dans notre tentative de donner un sens �a (5.1.1),notre d�e�nition de Dt. Nous 
hoisissons de 
onsid�erer la d�e�nition suivante de Dt :



112 Chapitre 5pour tout f dans �, presque tout � dans P,Dtf(�) = lim"!0 1" Z t+"t f(� [ fsg) ds:Ce
i ne diminue en rien le domaine de d�e�nition de Dt (pour tout f , Dtf est d�e�nipour presque tout t, de même que pour la d�e�nition usuelle) ni les formules derepr�esentation pr�evisible et d'isom�etrie asso
i�ees, de sorte que rien de 
e que nousavons �etabli jusqu'i
i ne doit être modi��e ; en revan
he 
ette nouvelle d�e�nition l�evel'ind�etermination de DtPt : pour tout f , presque tout t, on a DtPtf = 0.5.2 Repr�esentations int�egrales des op�erateurs dese
onde quanti�
ation5.2.1 Op�erateurs de se
onde quanti�
ationLes strat�egies d'appro
he des questions de repr�esentabilit�e que nous avons pr�esen-t�ees dans la se
tion pr�e
�edente ont le d�efaut d'exiger que l'on puisse obtenir des ex-pressions a priori �a partir de (5.1.1). Cela n'est pas fa
ile 
ependant ; il existe une
lasse d'op�erateurs d'importan
e fondamentale en physique et qui a le m�erite d'êtretr�es maniable. En parti
ulier, l'expression de 
es op�erateurs sur les di��erents termesd'une d�e
omposition tensorielle s'exprime tr�es bien, 
e qui va fa
iliter le 
al
ul deH�t qui est en g�en�eral le plus probl�ematique.A tout op�erateur born�e h sur L2(R+) on asso
ie deux op�erateurs �(h) et �(h) ;
es op�erateurs sont d�e�nis sur l'espa
e F par�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ : : : Æ hun; (5.2.1)�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ u2 Æ : : : Æ un + : : :+ u1 Æ : : : Æ un�1 Æ hun (5.2.2)pour tout n, tous u1; : : : ; un dans L2(R+).On �etend 
es op�erateurs par lin�earit�e et fermeture ; on peut voir �a partir desexpressions 
i-dessus que �(h) et �(h) v�eri�ent respe
tivement �(h)� = �(h�) et�(h)� = �(h�) sur F et sont don
 fermables.Ces op�erateurs ont une a
tion parti
uli�erement simple sur la famille des ve
teursexponentiels : �(h)E(u) = E(hu)�(h)E(u) = a+huE(u):et 
'est 
e qui justi�e i
i notre int�erêt pour eux. Ils sont par ailleurs fondamentauxen physique quantique. Les op�erateurs de se
onde quanti�
ation, par
e qu'il per-mettent de transporter un op�erateur de L2(R+) sur l'espa
e de Fo
k asso
i�e ; les



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 113op�erateurs de se
onde quanti�
ation di��erentielle �(h), par
e qu'ils sont reli�es auxpr�e
�edents de la mani�ere suivante : pour tout h born�e sur L2(R+), tout t de R, ona �(eith) = eit�(h):Dans le 
as o�u h est autoadjoint, 
ela signi�e que �(h) est le g�en�erateur du se-migroupe unitaire obtenu par se
onde quanti�
ation du semigroupe unitaire surL2(R+) engendr�e par h.Nous n'avons d�e�ni i
i que les se
ondes quanti�
ations d'op�erateurs born�es, quinous int�eresseront en g�en�eral ; nous parlerons plus loin de se
ondes quanti�
ationsd'op�erateurs non born�es de L2(R+), la d�e�nition se d�eduisant fa
ilement de (5.2.1)et (5.2.2). Nous avons �evoqu�e, dans la se
tion 3, le 
ontre exemple de Journ�e etMeyer �a la repr�esentabilit�e en int�egrale sto
hastique ; 
e 
ontre-exemple 
on
erne unop�erateur de se
onde quanti�
ation et 
'est pourquoi nous le pr�esentons maintenant.On 
onsid�ere l'op�erateur de se
onde quanti�
ation �(h), o�u h est la transformationde Hilbert sur L2(R+) (plus pr�e
is�ement, l'appli
ation qui �a un �el�ement f de L2(R+)asso
ie la restri
tion �a R+ de la transform�ee de Hilbert de l'extension 
anonique def �a R). Puisque la transformation de Hilbert est un op�erateur unitaire, l'op�erateur hest une 
ontra
tion de L2(R+) et l'op�erateur �(h) asso
i�e est born�e. On peut montrer
ependant que �(h) n'est pas repr�esentable en int�egrales sto
hastiques quantiquessur tout E { ni même sur le sous-ensemble E(L2 \ L1(R+)). En e�et, Journ�e etMeyer montrent que, si, pour un �el�ement u de L2 \L1(R+), le ve
teur exponentielE(u) est dans le domaine d'un op�erateur H qui s'�e
rit 
omme une int�egrale, alorst 7! PtHE(ut) a une variation quadratique �nie. Journ�e et Meyer exhibent ensuiteun ve
teur u de L2 \L1(R+) pour lequel t 7! PtHE(ut) n'a pas 
ette propri�et�e : lase
onde quanti�
ation de la transformation de Hilbert n'est don
 pas repr�esentableen int�egrale sto
hastique quantique. Nous reviendrons sur 
e ph�enom�ene dans lase
tion 5.2.3Nous allons examiner formellement la forme que prennent les expressions (5.1.1) ;nous montrerons ensuite que 
ette heuristique permet d'identi�er exa
tement les
rit�eres qui d�eterminent la repr�esentabilit�e d'un tel op�erateur. Ces 
rit�eres ont lebon goût de se traduire ensuite de mani�ere parti
uli�ement lisible, 
e qui nous per-met d'obtenir une 
ara
t�erisation simple des op�erateurs de se
onde quanti�
ationqui sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques. Nous verrons en�nque notre preuve se trans
rit tr�es exa
tement au 
as des op�erateurs de se
ondequanti�
ation di��erentielle ; la repr�esentabilit�e de �(h) et 
elle de �(h) sont don
�equivalentes et nous pourrons exprimer les 
rit�eres dont elles d�ependent.Il est �a remarquer que, dans 
ette se
tion, on va travailler en permanen
e ave
 desop�erateurs de se
onde quanti�
ation et don
 �etablir des liens entre les propri�et�esd'op�erateurs sur L2(R+) et 
elles d'op�erateurs sur L2 (P) qui leur sont asso
i�es.Nous utiliserons des lettres majus
ules pour les op�erateurs et grandeurs asso
i�es �a



114 Chapitre 5L2 (P) et des minus
ules pour 
eux qui sont asso
i�es �a L2(R+). Dans le reste de
ette th�ese, les minus
ules sont asso
i�ees aux objets des espa
es de Fo
k dis
retspar opposition �a 
eux des espa
es de Fo
k �a temps 
ontinu. Il ne sera pas questiondans 
e 
hapitre d'espa
es de Fo
k �a temps dis
ret et 
ette 
onvention adopt�ee letemps d'un 
hapitre ne devrait pas être sour
e de 
onfusion.Consid�erons un op�erateur de se
onde quanti�
ation H = �(h) pour h born�e surL2(R+). Nous allons essayer d'appliquer les formules (5.1.1) �a H sur le domaineexponentiel, domaine sur lequel on a une bonne �e
riture �a la fois de l'a
tion desint�egrales et de l'a
tion des op�erateurs de se
onde quanti�
ation. On doit avoir,pour presque tout � de P,H+t E(ut)(�) = Dt �(h) E(ut)(�)= 1" Z t+"t E(hut)(� + s) ds 1l�<t= 1" Z t+"t hut(s) ds PtE(hut)(�)= hh�1l[t;t+"℄="; ut)iE(�th �t u)(�);o�u le fait d'�e
rire 
ette grandeur sous la forme donn�ee dans la derni�ere ligne serajusti��e a posteriori par la forme que prend H�t . Remarquons que le point de vue surDt sugg�er�e par l'appro
he dis
r�ete nous a �et�e utile i
i : nous aurions dû autrement
onsid�erer (hut)(t), qui n'est pas une grandeur d�e�nie.Pour H�t on doit avoirH�t E(ut) = lim"!0Pt�(h)a+[t;t+"℄" E(ut)= lim"!0 1"Pt�(h)�E(ut) Æ 1l[t;t+"℄�= lim"!0Pt�E(hut) Æ h1l[t;t+"℄" �= E(�th �t u) Æ (�th1l[t;t+"℄="):o�u pour tout t, �t repr�esente l'op�erateur de multipli
ation par l'indi
atri
e de 1l[0;t℄dans L2(R+). Si l'on suppose que 
es termes ont un sens on doit supposer que leslimites lim"!0�t(h1l[t;t+"℄=") et lim"!0�t(h�1l[t;t+"℄=")ont un sens. En parti
ulier, la 
onvergen
e pour h doit avoir lieu dans L2(R+) ; pourh� une 
onvergen
e faible semble suÆre. Dans la suite, nous allons sym�etriser noshypoth�eses en h et h� pour avoir une vraie 
onvergen
e en norme.



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 115Examinons alors le 
as de HÆt E(u). Pour tout �, HÆt E(u)(�) doit être �egal �aHÆt E(ut)(�) = lim"!0Z t+"t �(h)a+[t;t+"℄" E(ut)(� + s) ds� Pt�(h)E(ut)(�)= 1l�<t lim"!0Z t+"t �(h)�E(ut) Æ 1l[t;t+"℄" �(� + s) ds� E(hut)(�)= 1l�<t lim"!0Z t+"t �E(hut) Æ h1l[t;t+"℄" �(� + s) ds� E(hut)(�)= 1l�<t lim"!0Z t+"t (hut)(�) h1l[t;t+"℄" (s) ds� E(hut)(�)
ar les autres termes que l'on obtient en d�eveloppant �E(hut) Æ (h1l[t;t+"℄=")�(� + s)sont en nombre �ni et de la formeE(hut)(� n fag) Z t+"t hut(s) ds(h1l[t;t+"℄=")(a)pour a dans � ; le dernier terme (h1l[t;t+"℄=")(a) est 
onvergent pour presque tout ad'apr�es nos hypoth�eses don
 l'expression 
i-dessus doit tendre vers z�ero. L'expres-sion de HÆt E(ut)(�) doit don
 être de la forme�h1l[t;t+"℄="�(�) = � lim"!0h1l[t;t+"℄; h1l[t;t+"℄i � 1� E(hut)(�):Nous n'avons pas i
i dis
ut�e les 
onditions qui sont n�e
essaires pour pouvoird�e�nir les int�egrales des pro
essus que nous avons d�e�nis ; nous pourrions 
ontinuerl'examen de 
es 
onditions pour pr�e
iser les propri�et�es des limites qui apparaissentdans les expressions 
i-dessus et trouverions exa
tement les autres 
onditions quenous �enon�
ons dans notre Proposition 5.2.1 
i-dessous.Nous sommes partis de l'hypoth�ese que, si les 
onvergen
es qui apparaissentdans les 
al
uls 
i-dessus ont bien lieu et d�eterminent des op�erateurs H+t , H�t , HÆtqui ont les propri�et�es d'int�egrabilit�e n�e
essaires pour 
onsid�erer l'int�egrale sto
has-tique quantique asso
i�ee �a 
es int�egrandes, alors 
ette int�egrale doit repr�esenterl'op�erateur �(h).Dans l'arti
le [Pt3℄, nous avons montr�e de mani�ere rigoureuse que la repr�esentabi-lit�e des op�erateurs �(h) et �(h�) est d�etermin�ee par les 
rit�eres que nous obtenonsainsi ; nous allons d�etailler les r�esultats 
ontenus dans 
et arti
le. Notons que, dans
e 
hapitre, nous notons toujours �tu et pas ut la restri
tion d'une fon
tion u deL2(R+) �a l'intervalle [0; t℄, 
ela a�n d'�eviter la 
onfusion lorsque apparaissent desfamilles (�t)t2R+, (�t)t2R+ o�u 
haque �t, �t est une fon
tion de L2(R+).Avant d'�enon
�e la proposition suivante, rappelons que le sens que nous don-nons �a une int�egrale sto
hastique quantique suit la d�e�nition Attal-Meyer (voir laD�e�nition 3.2.2) et que nous ne nous int�eressons qu'aux repr�esentations int�egralesdans lesquelles les op�erateurs H"t sont fermables pour presque tout t et tout ".



116 Chapitre 5Proposition 5.2.1 (Proposition 2.2 de [Pt3℄) Si �(h) et �(h�) 
o��n
ident surE ave
 une int�egrale sto
hastique quantique, alors h v�eri�e les 
onditions (C) :
(C)

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
pour presque tout t;� �th1l[t;t+"℄=" 
onverge dans L2(R+) vers une fon
tion �t quand "! 0;� �th�1l[t;t+"℄=" 
onverge dans L2(R+) vers une fon
tion �t quand "! 0;� 1" R t+"t h1l[t;t+"℄(s)ds 
onverge vers un s
alaire 
(t) quand "! 0;les limites ont les propri�et�es suivantes :� les fon
tions t 7! k�tkL2(R+) ; t 7! k�tkL2(R+) sont de 
arr�e int�egrable,� la fon
tion t 7! 
(t) est essentiellement born�ee.D�emonstration.D�etaillons la stru
ture de 
ette d�emonstration : en testant la repr�esentation int�egralesur des ve
teurs exponentiels on obtient la 
onvergen
e suivante, valable pourpresque tout t : �th �[t;t+"℄u=" "!0�! u(t)P 1H�t E(�tu) dans L2(R+) : (5.2.3)o�u P 1 repr�esente la proje
tion sur le premier 
haos.Consid�erer le 
as parti
ulier o�u u est une indi
atri
e d'intervalle 
ompa
t m�ene �a�th1l[t;t+"℄=" "!0�! P 1H�t E(1lt℄) dans L2(R+) ; (5.2.4)et en notant �t le terme de droite pour tout t on obtient bien la premi�ere 
ondi-tion de (C) ; la deuxi�eme est obtenue par sym�etrie entre h et h�. En se basant sur
es premiers r�esultats de 
onvergen
e nous arrivons �a montrer en testant en
ore larepr�esentation int�egrale sur de bons ve
teurs exponentiels, que l'on a la troisi�eme
ondition de 
onvergen
e. Le fait que la limite 
(t) est, 
omme fon
tion de t, essen-tiellement born�ee, est obtenu dire
tement par l'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwarz :����1" Z t+"t h1l[t;t+"℄(s) ds���� � khk :On obtient ainsi tous les points de (C) �a l'ex
eption des 
onditions d'int�egrabilit�eportant sur t 7! k�tk, t 7! k�tk. Ce point est en fait le plus d�eli
at de la preuve dela Proposition 5.2.1. On peut montrer �a partir de (5.2.3) que pour u suÆsammentr�egulier (presque partout di��erentiable suÆt), on a pour presque tout tu(t)P 1H�t E(ut) = u(t)P 1H�t E(1lt℄): (5.2.5)



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 117On peut montrer par ailleurs que, pour un u 2 L2(R+) donn�e, v�eri�er 
ette �egalit�eimpose en fait la valeur de u(t)H�t E(ut) non seulement sur le premier, mais surtous les 
haos. En utilisant la fermabilit�e de H�t et l'�egalit�e (5.2.5) pour les uassez r�eguliers on arrive alors �a montrer que l'�egalit�e (5.2.5) est valable en faitpour tout u de L2(R+) (Lemme 2.4 de [Pt3℄). Comme nous savons par ailleurs quet 7! ju(t)j

H�t E(ut)

 est int�egrable pour tout u, 
ette �egalit�e entrâ�ne que pourtout u de L2(R+), l'appli
ation t 7! ju(t)j k�tkest int�egrable et par 
ons�equent t 7! k�tk est de 
arr�e int�egrable ; on pro
�ede demême pour �t.Ce
i termine la preuve de la Proposition 5.2.1. Nous obtenons ainsi un premierensemble de 
onditions �a la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�) sur E . Nous 
her
honsalors �a obtenir une 
ara
t�erisation plus parlante de l'ensemble de 
onditions (C) :Lemme 5.2.2 (Lemme 2.6 de [Pt3℄) Soit h un op�erateur born�e ; les 
onditions(C) de la Proposition 5.2.1 sont �equivalentes �a l'existen
e d'un op�erateur de Hilbert-S
hmidt k tel que h = k +M
;o�uM
 est l'op�erateur de multipli
ation par 
.Dans [Pt3℄, l'op�erateur k est not�e K.Il existe don
 une fon
tion � de R+�R+ dans C telle que pour tout u de L2(R+),presque tout t de R+ , hu(t) = Z 10 �(s; t)u(s) ds+ u(s) 
(s);et le lien entre 
ette fon
tion � et les fon
tions �, � de (C) est le suivant :� �(s; t) = �t(s) si s < t et�(s; t) = �s(t) si s > t: (5.2.6)Nous avons ainsi montr�e que, si �(h) et �(h�) ont une repr�esentation int�egralesur E , alors h est de la forme donn�ee dans le Lemme 5.2.2.Nous montrons alors l'impli
ation inverse, la forme parti
uli�ere de h nous per-mettant, �a partir des formules fournies par notre appro
he heuristique, de d�e�nirles int�egrandes suivantes :8>>><>>>: H+t E(�tu)=R t0 �(s; t)u(s) ds E(�th �tu)H�t E(�tu)=E(�th �tu) Æ R t0 �(t; s) d�sHÆt E(�tu)= (
(t)� 1) E(�th �tu); (5.2.7)
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es op�erateurs �etant ensuite �etendus par adaptation.Nous montrons alors que sous 
es hypoth�eses, les int�egrandes d�e�nies sont biendes op�erateurs fermables, que les int�egrales sto
hastiques asso
i�ees sont bien d�e�niessur E et qu'elles 
o��n
ident ave
 �(h). Puisque h� est de la même forme que h on
onstruit de même une int�egrale �egale sur E �a �(h�).Les formules (5.2.7) 
i-dessous montrent que sur E , les int�egrandes v�eri�ent8>>><>>>: H+t Pt= Pt�(h) a��(:;t) PtH�t Pt= Pt a+�(t;:) �(h)PtHÆt Pt=(
(t)� 1)Pt �(h)Pt; (5.2.8)expressions qui nous permettent d'�etendre 
ette repr�esentation �a un domaine di��erentde E : on voit par exemple que 
ette repr�esentation est en
ore valide sur le domaineJ . De plus, la Proposition 3.2.4 montre que si �(h), �(h�) sont repr�esentables, alorsles 
oeÆ
ients de la repr�esentation ont n�e
essairement la forme (5.2.8).Nous avons ainsi obtenu une 
ondition n�e
essaire et suÆsante de repr�esentabilit�ede �(h) et �(h�) sur E . On peut de plus remarquer que, dans notre preuve, l'hy-poth�ese de repr�esentabilit�e sur E n'a servi que 
omme ensemble de ve
teurs test ;en parti
ulier nous aurions pu donner exa
tement la même preuve en 
onsid�erantla repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�) sur l'espa
e �a nombre �ni de parti
ules F .Nous obtenons ainsi, sans rien ajouter �a la d�emonstration (ou presque) la 
a-ra
t�erisation suivante :Th�eor�eme 5.2.3 (Th�eor�eme 2.1 de [Pt3℄) Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) ;on a alors �equivalen
e entre les propri�et�es suivantes :1. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales sto
hastiques quan-tiques sur le domaine E,2. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales sto
hastiques quan-tiques sur l'espa
e �a nombre �ni de parti
ules F ,3. h est de la forme h = k +M
o�u k est un op�erateur de Hilbert-S
hmidt etM
 est un op�erateur de multipli-
ation par une fon
tion essentiellement born�ee 
.Dans tous les 
as, les 
oeÆ
ients de la repr�esentation sont donn�es par les expres-sions (5.2.7) et (5.2.8). De plus, si l'une de 
es 
onditions est v�eri��ee, alors larepr�esentation int�egrale peut être �etendue �a tout l'ensemble J .



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 119Les formules (5.2.7) et (5.2.8) montrent de plus que l'on a a priori un lien fortentre le fait que �(h) soit born�e et 
elui que les 
oeÆ
ients de la repr�esentation lesoient ; on peut en fait montrer le r�esultat suivantProposition 5.2.4 (Proposition 2.8 de [Pt3℄) Soit �(h) un op�erateur de se-
onde quanti�
ation ; les propri�et�es suivantes sont alors �equivalentes :1. �(h) appartient �a S 0,2. �(h) appartient �a S,3. h est de la forme k+M
 o�u k est un op�erateur de Hilbert-S
hmidt etM
 estun op�erateur de multipli
ation par une fon
tion essentiellement born�ee 
, eth est de plus une 
ontra
tion.5.2.2 Repr�esentations int�egrales des op�erateurs de se
ondequanti�
ation di��erentielleIl est remarquable que notre preuve n'utilise en fait, de la repr�esentation int�egrale,que son a
tion sur le premier 
haos ; si l'on remarque qu'un op�erateur de se
ondequanti�
ation di��erentielle �(h) 
o��n
ide sur le premier 
haos ave
 l'op�erateur dese
onde quanti�
ation 
orrespondant �(h), on voit que notre preuve s'applique �al'identique au 
as des op�erateurs de se
onde quanti�
ation di��erentielle. On obtientainsi le r�esultat suivant, qui �etend un r�esultat de Coquio dans [Co2℄ :Th�eor�eme 5.2.5 (Th�eor�eme 3.1 de [Pt2℄) Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) ;on a alors �equivalen
e entre les propri�et�es suivantes :1. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales sto
hastiques quan-tiques sur le domaine E,2. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales sto
hastiques quan-tiques sur l'espa
e �a nombre �ni de parti
ules F ,3. h est de la forme h = k +M
o�u k est un op�erateur de Hilbert-S
hmidt etM
 est un op�erateur de multipli-
ation par une fon
tion essentiellement born�ee 
.Dans tous les 
as, les 
oeÆ
ients de la repr�esentation sont donn�es par les expres-sions (5.2.9) et (5.2.10) 
i-dessous. De plus, si l'une de 
es 
onditions est v�eri��ee,alors la repr�esentation int�egrale peut être �etendue �a tout l'ensemble J .Les 
oeÆ
ients de la repr�esentation int�egrale sont donn�es par8>>><>>>: H+t E(�tu)=R t0 �(s; t)u(s) ds E(�tu)H�t E(�tu)=E(�tu) Æ R t0 �(t; s) d�sHÆt E(�tu)= (
(t)� 1) E(�tu); (5.2.9)
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omme pr�e
�edemment on a des expressions plus g�en�erales qui nous permettentd'�etendre la repr�esentation au-del�a de E :8>>><>>>: H+t Pt= a��(:;t) PtH�t Pt= a+�(t;:)PtHÆt Pt= (
(t)� 1)Pt: (5.2.10)5.2.3 Le 
ontre-exemple de Journ�e et MeyerRemarquons d'abord que le 
ontre-exemple de Journ�e et Meyer est un 
ontre-exemple �a la repr�esentabilit�e de �(h) et que l'on ne suppose rien de la repr�esentabilit�ede �(h�). Cependant l'op�erateur h 
onsid�er�e dans 
et exemple v�eri�e h� = �h et l'onpeut adapter notre preuve pour montrer que si l'op�erateur h v�eri�e une telle relation(ou plus g�en�eralement si h et h� sont proportionnels), alors �(h) est repr�esentableen int�egrale sto
hastique quantique si et seulement si h est par ailleurs de la formek +M
 
omme en 5.2.2.Cependant on peut v�eri�er que h v�eri�e pour tous a; b de R+ que h1l[a;b℄(s) =1� log s�as�b pour presque tout s. En parti
ulier, 1"h1l[t;t+"℄ 
onverge presque partout verss 7! 1� 1t�s , et 
ette fon
tion n'est pas de 
arr�e int�egrable, don
 
ette 
onvergen
ene peut pas être vraie au sens L2. Cet op�erateur h est don
 loin de v�eri�er les
onditions (C) : la fon
tion �t asso
i�ee est telle que R t0 �t(s) d�s ne d�e�nit pas un�el�ement de �, don
 l'�egalit�eH�t E(�tu) = Z t0 �t(s) d�s Æ E(�th �tu);n'a de sens dans � pour au
un u de L2(R+).C'est pourquoi une telle repr�esentation int�egrale de �(h) ne peut exister qu'enun sens plus faible : la repr�esentation d�e�nie par Parthasarathy dans sa r�eponse �aJourn�e et Meyer [Py1℄ est sans doute 
e que l'on peut faire de mieux : H+t E(�tu)n'y est d�e�nie que pour des fon
tions u suÆsamment r�eguli�eres maisH�t n'est d�e�nique 
omme une distribution.Remarquons que le 
ontre-exemple de Journ�e et Meyer montre en fait que �(h)n'est repr�esentable sur au
un espa
e L2 \ Lp(R+). Nous donnons dans la suiteune 
ara
t�erisation des op�erateurs qui ont une repr�esentation int�egrale sur un telsous-ensemble de E ; 
ependant 
et exemple parti
ulier est tellement pathologique(le noyau asso
i�e n'est même pas de 
arr�e int�egrable en une variable) que 
ette
ara
t�erisation ne nous apprend rien de nouveau dans 
e 
as pr�e
is.Remarquons par ailleurs que notre th�eor�eme o�re une foule d'exemples d'op�era-teurs non repr�esentables : pour tout op�erateur h autoadjoint (ou même, nous l'avons



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 121vu 
i-dessus, pour lequel h et h� sont proportionnels) qui n'est pas de la forme k+Mf
omme pr�e
�edemment, l'op�erateur asso
i�e �(h) n'est pas repr�esentable sur E .5.3 Extensions possibles de 
es r�esultatsDans 
ette se
tion, nous donnons plusieurs extensions des r�esultats 5.2.3 et 5.2.5 ;nous �etudions des 
rit�eres de repr�esentabilit�e sur des sous-ensembles de E , le 
asde la multipli
it�e in�nie, puis donnons des 
onditions suÆsantes permettant derepr�esenter un op�erateur de se
onde quanti�
ation d'un op�erateur non born�e deL2(R+).5.3.1 Repr�esentabilit�e sur des sous-ensembles de EDans les Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5, la 
ara
t�erisation de la repr�esentabilit�e quis'appuie sur les ve
teurs exponentiels utilise sur une hypoth�ese tr�es forte : la repr�esen-tabilit�e sur tout le domaine exponentiel. On peut souhaiter, pour des appli
ationspratiques, obtenir une 
ara
t�erisation de la repr�esentabilit�e des op�erateurs de se-
onde quanti�
ation ou se
onde quanti�
ation di��erentielle sur des parties de l'en-semble E . On peut fa
ilement adapter les d�emonstrations pr�e
�edentes pour obte-nir des 
onditions n�e
essaires �a la repr�esentabilit�e en int�egrale sto
hastique quan-tique sur les exponentielles de fon
tions appartenant �a un sous-espa
e A de L2(R+)v�eri�ant 
ertaines propri�et�es :Proposition 5.3.1 Soit A un sous-espa
e ve
toriel L2(R+) tel que� l'espa
e A est stable par passage �a la valeur absolue� l'espa
e A 
ontient les indi
atri
es d'intervalles born�es de R+ .Si �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques sur E(A)alors les 
onditions (C) sont v�eri��ees, �a l'ex
eption de la 
ondition portant sur k�tk,k�tk qui est rempla
�ee part 7! k�tku(t); t 7! k�tk u(t) sont int�egrables pour toute fon
tion u de A:La même 
on
lusion est valable en partant de l'hypoth�ese que �(h) et �(h�) sontrepr�esentables sur E(A).Le d�efaut de 
ette formulation des 
onditions n�e
essaires �a la repr�esentabilit�ea un d�efaut �evident : on ne sait en g�en�eral pas traduire 
es 
onditions de mani�ereplus 
on
ise. Un autre d�efaut est plus grave : on ne sait pas si les noyaux obtenus �apartir des fon
tions �, � 
omme pr�e
�edemment sont suÆsamment int�egrables pourd�e�nir un op�erateur sur A.Dans le 
as ou A est un espa
e de type L2 \ Lp pour p � 1, on peut esp�ererobtenir une formulation plus 
laire. En e�et, il semble que toutes les �etapes de la



122 Chapitre 5preuve de 5.2.3 restent valables ; l'�etape 
ru
iale montrant que t 7! k�tk, t 7! k�tksont de 
arr�e int�egrable semble être rempla
�ee par un r�esultat \lisible" grâ
e aulemme suivant, analogue de 
elui que nous avons utilis�e dans la preuve de 5.2.3 :Lemme 5.3.2 soit p dans [1;+1[ et soit u une fon
tion mesurable telle que uvest int�egrable pour toute fon
tion v de L2 \Lp(R+). Alors u appartient �a L2(R+)+Lq(R+), o�u q 2℄1;+1℄ est l'indi
e 
onjugu�e de p.Il demeure en fait la même obstru
tion que dans le 
as g�en�eral : on ne sait même pas,si l'on d�e�nit une fon
tion � �a partir de � et � 
omme pr�e
�edemment, si l'int�egraleZ 10 �(s; t)u(s) dssera d�e�nie pour u dans L2 \ Lp(R+): En e�et, 
e que le Lemme 5.3.2 va nouspermettre de montrer est quet 7! �Z t0 j�(s; t)j2 ds�1=2 + �Z t0 j�(t; s)j2 ds�1=2est dans L2 \ Lp(R+) et past 7! �Z 10 j�(s; t)j2 ds�1=2
omme on pourrait le 
roire. On ne pourra don
 pas d�e�nir l'op�erateur de noyau �sur E(L2 \ Lp(R+)).On peut, en se restreignant au 
as o�u p 2 [1; 2[, obtenir une 
ara
t�erisation dela repr�esentabilit�e des op�erateurs �(h), �(h�) ; on peut obtenir dans 
ertains 
asparti
uliers une 
ara
t�erisation de la repr�esentabilit�e des op�erateurs �(h), �(h�).Fixons d'abord quelques notations et une d�e�nition : pour toute fon
tion �d�e�nie sur R+ � R+ , on note ~� la fon
tion v�eri�ant~�(s; t) = �(t; s);et on d�e�nit une fon
tion k�k park�k (t) = �Z 10 j�(s; t)j2 ds�1=2 :D�e�nition 5.3.3 Soit q un �el�ement de [1;+1[. Un (2; q)-noyau est une fon
tion� sur R+ � R+ telle que pour tout t, les fon
tions k�k et k~�k sont �nies presquepartout et appartiennent �a L2(R+) + Lq(R+).



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 123On a alors le r�esultat suivant, analogue des Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5 :Th�eor�eme 5.3.4 Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) et soit p � 2. On d�e�nitles propri�et�es suivantes :1. �(h) et �(h�) ont une repr�esentation en int�egrale sto
hastique sur E(L2 \Lp(R+)),2. �(h) et �(h�) ont une repr�esentation en int�egrale sto
hastique sur E(L2 \Lp(R+)),3. il existe un (2; q)-noyau � et une fon
tion essentiellement born�eee 
 telle queh = K� +M
 et h� = K~� +M
sur L2 \ Lp(R+).Alors� 1. ou 2. impliquent 3.� 3. implique 2.� 3. implique 1. si l'on fait les hypoth�eses suppl�ementaires suivantes :3 0: 8>>>><>>>>: Z 10 ����Z s0 �(r; s)u(r)dr����2 ds � C Z 10 ju(r)j2 dret Z 10 ����Z s0 �(s; r)u(r)dr����2 ds � C Z 10 ju(r)j2 drpour une 
onstante positive C et tout u dans L2 \ Lp(R+).De plus, d�es que 3. (et 3'. dans le 
as de �(h), �(h�)) sont v�eri��ees, les repr�esentationssont valables sur le sous-espa
e J (L2 \ Lp) de J engendr�e par les ve
teurs j(g; f)ave
 f et g dans L2 \ Lp(R+).RemarquesOn peut �enon
er des 
onditions plus expli
ites sous lesquelles 1. et 2. sontv�eri��es. Si par exemple h est positive alors les trois propri�et�es 1, 2, 3 sont �equivalentes ;si jhj v�eri�e les 
onditions de 3. alors �(h), �(h�) sont repr�esentables en int�egralessto
hastiques quantiques sur E(L2\Lp(R+)). Nous pr�e
iserons apr�es la d�emonstrationles modi�
ations �a apporter �a 
elle-
i pour obtenir 
es di��erentes assertions.Ce th�eor�eme n'apparâ�t pas dans [Pt3℄ ; nous donnons don
 i
i sa d�emonstration.Preuve du Th�eor�eme 5.3.4Nous allons donner une preuve 
ompl�ete dans le 
as des op�erateurs �(h), �(h�),
'est-�a-dire que nous d�emontrons que 1. implique 3, puis que 3. et 3'. impliquent �aelles deux 1.
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ons par la preuve de l'impli
ation 1 ) 3 ; on obtient 
omme dans le
as du Th�eor�eme 5.2.3 les 
onditions suivantes sur h et h� :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
pour presque tout t;� �th1l[t;t+"℄=" 
onverge dans L2(R+) vers une fon
tion �t quand "! 0;� �th�1l[t;t+"℄=" 
onverge dans L2(R+) vers une fon
tion �t quand "! 0;� 1" R t+"t h1l[t;t+"℄(s)ds 
onverge vers un s
alaire 
(t) quand "! 0;les limites ont les propri�et�es suivantes :� les fon
tions t 7! k�tkL2(R+) ; t 7! k�tkL2(R+) appartiennent �a (L2 + Lq)(R+);� la fon
tion t 7! 
(t) est essentiellement born�ee.On d�e�nit 
omme dans le 
as du Lemme 5.2.2 le noyau � �a partir de �, � :� �(s; t) = �t(s) si s < t et�(s; t) = �s(t) si s > t: (5.3.1)Consid�erons une suite (tn)n�0 d'�el�ements de R+ qui 
rô�t vers +1. La suite�tnh �tn 
onverge fortement vers h don
 pour tout u 2 L2(R+), il existe une sous-suite de (tn)n2N telle que �tnh �tnu 
onverge presque partout vers u: En utilisant las�eparabilit�e de L2(R+), la 
ontinuit�e de h et un pro
�ed�e diagonal, on obtient unesous-suite de (tn)n�0 pour laquellepour presque tout s; pour tout u de L2(R+) ; �tnh �tnu(s)! hu(s):On note en
ore (tn)n�0 
ette sous-suite. On restreint toutes les fon
tions �a un in-tervalle born�e [0; tn℄ ; l'ensemble L2 \ Lp est alors �egal �a l'ensemble L2 ; la preuvedu Lemme 5.2.2 adapt�ee �a 
e 
as montre alors que pour presque tout s, la formulesuivante est valable pour tout u de L2(R+) et tout n suÆsamment grand :h �tnu(s) = Z tn0 �(r; s)u(r) dr + u(s)f(s):Le membre de gau
he 
onverge vers hu(s), et le deuxi�eme terme du membre dedroite est �x�e ; l'int�egrale 
onverge don
 lorsque n tend vers l'in�ni et, ave
 un abusde notation momentan�e, on a en
ore pour presque tout s, tout u :hu(s) = Z 10 �(r; s)u(r)dr + u(s)f(s): (5.3.2)L'abus en question tient �a 
e que l'int�egrale R10 �(r; s)u(r)dr est pour l'instant uneint�egrale impropre . On peut 
ependant 
onsid�erer, au lieu de u, la fon
tion v d�e�nie
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ation �a la repr�esentation des op�erateurs 125par v(r) = ( u(r)� �(r;s)j�(r;s)j si �(r; s) 6= 00 sinon.Cela montre que r 7! j�(r; s)u(r)j est int�egrable et que l'int�egrale est en fait abso-lument 
onvergente. Par sym�etrie on obtient les propri�et�es de h� et r 7! �(s; r) ; ona don
 prouv�e que 1. implique 3.La preuve que 3. ave
 la 
ondition suppl�ementaire 3'. entrâ�ne 1. est semblable�a l'une des �etapes de la preuve du Th�eor�eme 5.2.3 : grâ
e �a 3'., on peut d�e�nirH+t E(ut), H�t E(ut) �a partir des formules (5.2.7) et on v�eri�e exa
tement 
ommedans le 
as du Th�eor�eme 5.2.3 que les int�egrales ainsi d�e�nies 
o��n
ident ave
 �(h),�(h�). L'extension au sous-ensemble J est obtenu 
omme pour 5.2.3.Ce
i 
on
lut la preuve. �Remarques sur l'hypoth�ese suppl�ementaire 3'.Soulignons d'abord le fait que l'on ne peut se passer d'ajouter l'hypoth�ese 3'.En e�et, la majorationZ 10 ����Z 10 �(r; s)u(r)dr����2 ds � khk2kuk2;que l'on d�eduit de la forme de h, n'implique pas queZ 10 ����Z s0 �(r; s)u(r)dr����2 ds � khk2kuk2:On a 
ependant 
ette impli
ation si h est un op�erateur positif, 
e qui prouvel'une de nos remarques. Par ailleurs, si 3. est v�eri��ee pour jhj alors on d�e
omposeh sous la forme : h = h+< � h�< + ih+= � ih�= ;et 
ha
un v�eri�e la 
ondition 3. puisqu'il est born�e par jhj ; 
ependant, 
omme les�egalit�es �(h) = �(h+<)� �(h�<) + i�(h+=)� i�(h�=)et �(h�) = �(h+<)� �(h�<)� i�(h+=) + i�(h�=)sont v�eri��ees sur J , 
haque terme est repr�esentable et on a une �egalit�e du mêmetype pour les int�egrales. Il existe bien sûr d'autres 
as parti
uliers dans lesquels onpeut adapter la preuve 
i-dessus pour obtenir la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�).



126 Chapitre 55.3.2 Le 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure �a 1Dans la se
tion 4 de l'arti
le [Pt3℄, nous donnons une extension des r�esultatspr�e
�edents au 
as des espa
es de Fo
k de multipli
it�e sup�erieure �a un ; notonsque les op�erateurs de se
onde quanti�
ation sont d�e�nis dans les espa
es de Fo
kde multipli
it�e sup�erieure �a un suivant les expressions (5.2.1) et (5.2.2) 
ommepr�e
�edemment, deux op�erateurs �(h) et �(h) �etant maintenant asso
i�es �a toutop�erateur h sur L2(R+ ;K).Avant d'�enon
er le th�eor�eme de 
ara
t�erisation, pr�e
isons les d�e�nitions sui-vantes :D�e�nition 5.3.5� Un op�erateur de Hilbert-S
hmidt sur L2(R+ ;K) est un op�erateur k tel qu'ilexiste une famille (�i;j)i;j2� de fon
tions dans L2(R+ � R+) telles queXi;j2� ZR+�R+ j�i;j(s; t)j2 ds dt < +1et que pour tout i dans �, presque tout s dans R+ ,kf(s; i) =Xj2� Z 10 �i;j(r; s)f(r; j)dr:� Un op�erateur de multipli
ation est un op�erateur M
 pour lequel il existe uneappli
ation s 7! �
i;j(s)�i;j2� dont les 
oeÆ
ients v�eri�ent que pour presquetout s de R+ , k
k (s) =  Xi;j2� j
i;j(s)j2!1=2est �ni et M
f(s; i) =Xj2� 
i;j(s)f(s; j):Le th�eor�eme suivant 
ondense les analogues en multipli
it�e sup�erieure �a un desTh�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5. Les expressions des int�egrandes sont donn�ees plus loin.Th�eor�eme 5.3.6 (Th�eor�eme 4.2 de [Pt3℄) Soit h un op�erateur born�e sur l'es-pa
e L2(R+ ;K). Les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :1. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques surl'ensemble E(L2(R+ ;K)) des ve
teurs exponentiels2. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques surl'ensemble FK des ve
teurs �a nombre �ni de parti
ules



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 1273. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques surl'ensemble E(L2(R+ ;K)) des ve
teurs exponentiels4. �(h) et �(h�)sont repr�esentables en int�egrales sto
hastiques quantiques surl'ensemble FK des ve
teurs �a nombre �ni de parti
ules5. h est de la forme h = k +M
o�u k est un op�erateur de Hilbert-S
hmidt et M
 est un op�erateur de multi-pli
ation par la matri
e (
i;j)i;j2� tel que la fon
tion k
k est essentiellementborn�ee sur R+ .Si par ailleurs l'une des 
onditions 
i-dessus est v�eri��ee, alors on peut �etendre lesrepr�esentations int�egrales �a tout JK.La preuve 
onsiste essentiellement �a appliquer les Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5 �a 
haque\�el�ement de matri
e" des op�erateurs 
onsid�er�es et �a v�eri�er que les 
onditions desommabilit�e suivant i, j impos�ees par les repr�esentations int�egrales en multipli
it�esup�erieure impliquent les 
onditions sur 
 et k ou inversement.Int�egrandes dans la repr�esentation int�egrale de �(h)Les 
oeÆ
ients de la repr�esentation int�egrale de �(h) ont les expressions sui-vantes sur E(L2(R+ ;K)) :8>>>>>>><>>>>>>>:
H0;it E(�tu) =Xj2� Z t0 �i;j(s; t)u(s; j)ds E((h �tu)t)Hj;0t E(�tu) = E((h �tu)t) ÆXi2� Z t0 �i;j(t; s)d�isHj;it E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E((h �tu)t): (5.3.3)

pour tous i, j dans � et ont la forme plus g�en�erale suivante sur JK et FK,8>>>>>>><>>>>>>>:
H0;it Pt = Pt�(h)Pt Xj2� Z t0�i;j(s; t)daj;0sHj;0t Pt = Xi2� Z t0 �i;j(t; s)da0;is Pt�(h)PtHj;it Pt = (
i;j(t)� 1)Pt�(h)Pt: (5.3.4)



128 Chapitre 5Int�egrandes dans la repr�esentation int�egrale de �(h)Les 
oeÆ
ients de la repr�esentation int�egrale de �(h) ont les expressions sui-vantes sur E(L2(R+ ;K)) :8>>>>>>><>>>>>>>:
H0;it E(�tu) =Xj2� Z t0 �i;j(s; t)u(s; j)ds E(�tu)Hj;0t E(�tu) = E(�tu) ÆXi2� Z t0 �j;i(t; s)d�isHj;it E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E(�tu): (5.3.5)

pour tous i, j dans � et ont la forme plus g�en�erale suivante sur JK et FK,8>>>>>>><>>>>>>>:
H0;it Pt =Xj2� Z t0 �i;j(s; t)daj;0s PtHj;0t Pt = Xi2� Z t0 �i;j(t; s)da0;is PtHj;it Pt = (
i;j(t)� 1) Pt: (5.3.6)

5.3.3 Se
ondes quanti�
ations d'op�erateurs non born�esDans 
ette se
tion nous nous int�eressons rapidement au 
as des op�erateurs dese
onde quanti�
ation ou de se
onde quanti�
ation di��erentielle 
onstruits �a par-tir d'op�erateurs non born�es ; la d�e�nition de tels op�erateurs se d�eduit de mani�ereimm�ediate de 
elle que l'on a donn�ee dans le 
as d'op�erateurs born�es. La diÆ-
ult�e dans 
e 
as tient au fait que, sans information pr�e
ise sur la forme du do-maine des op�erateurs h, h�, on ne peut obtenir de bonne 
ondition n�e
essaire derepr�esentabilit�e sur la forme de l'op�erateur h. Nous ne donnons don
 que des 
ondi-tions suÆsantes tr�es g�en�erales pour que l'on puisse d�e�nir une int�egrale sto
hastiquequantique 
o��n
idant ave
 �(h) ou �(h) sur son domaine.Ces 
onditions peuvent �evidemment servir dans le 
as d'op�erateurs born�es sipar exemple on veut repr�esenter des op�erateurs �(h), �(h) sans hypoth�ese sur lesadjoints.Proposition 5.3.7 (Proposition 5.1 de [Pt3℄) Soit h un op�erateur sur L2(R+)de domaine Domh et supposons qu'il existe deux fon
tions � : R+ � R+ ! C et
 : R+ ! C telles que, pour tout u dans Domh, presque tout s dans R+ ,hu(s) = Z 10 �(r; s)u(r)dr + u(s)f(s):Consid�erons les 
onditions suivantes :



Appli
ation �a la repr�esentation des op�erateurs 1291. t 7! R t0 j�(s; t)j2 ds est int�egrable,2. pour tout u de Domh, t 7! ju(t)jqR t0 j�(t; s)j2 ds et t 7! jf(t)� 1j ju(t)jsont int�egrables,3. pour tout u de Domh, k�t h �tuk est uniform�ement born�e en t,alors� Si les 
onditions 1. et 2. sont v�eri��ees, �(h) est repr�esentable en int�egralesto
hastique quantique sur J (Domh) et F(Domh)� Si les 
onditions 1.,2. et 3. sont v�eri��ees, alors �(h) est repr�esentable enint�egrale sto
hastique quantique sur J (Domh) et F(Domh).Les expressions des 
oeÆ
ients des repr�esentations int�egrales sont donn�ees par(5.2.8) et (5.2.10).Les ensembles J (Domh) et F(Domh) repr�esentent respe
tivement le sous-espa
eengendr�e par 
 et les j(g; f) ave
 g, f dans Domh et le sous-espa
e engendr�e parles u1 Æ : : : Æ un pour u1; : : : ; un dans Domh.
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Chapitre 6Approximations d'EDS quantiqueset 
r�eation de bruits quantiquesRemarque depuis la r�eda
tion initiale de 
ette th�ese, de nouveaux r�esultats sont venuss'ajouter �a l'arti
le [AP1℄. La version fournie en annexe est la version la plus r�e
ente ; nousavons adapt�e en 
ons�equen
e la num�erotation des renvois �a l'annexe mais nous 
ontentonsde mentionner les am�eliorations.Dans 
e 
hapitre, nous d�e
rivons l'appli
ation du 
al
ul sto
hastique quan-tique �a la 
onstru
tion de dilatations unitaires d'�evolutions 
ompl�etement posi-tives. Nous �etudions 
es questions en temps dis
ret et appliquons nos te
hniques dedis
r�etisation et de passage �a la limite pour d�e
rire le 
omportement asymptotiquedes op�erateurs d'�evolution asso
i�es �a une intera
tion r�ep�et�ee.Dans la se
tion 6.1 nous rappelons les d�e�nitions et r�esultats dont nous auronsbesoin 
on
ernant les solutions d'�equations di��erentielles sto
hastiques quantiqueset la 
onstru
tion de dilatations unitaires.Dans la se
tion 6.2 nous �etablissons des r�esultats analogues dans le 
as dutemps dis
ret et mettons en pla
e le mod�ele g�en�eral 
orrespondant aux intera
tionsr�ep�et�ees.Dans la se
tion 6.3 nous �etablissons les r�esultats de 
onvergen
e que nous ap-pliquerons �a notre mod�ele physique ; 
eux-
i s'expriment fa
ilement dans le langagedes �equations di��erentielles. Nous les pr�esentons don
 sous 
ette forme puis les tra-duisons dans le langage qui permet de d�e
rire le 
omportement asymptotique dansles intera
tions r�ep�et�ees.En�n, dans la se
tion 6.4, nous �etablissons les r�esultats asso
i�es de 
onvergen
edes semigroupes d'�evolutions asso
i�es - r�esultats qui sont bien plus simples mais bienmoins puissants que nos r�esultats pr�e
�edents - puis les r�esultats de 
onvergen
e desHamiltoniens asso
i�es �a 
es intera
tions.La plus grande partie de 
e 
hapitre 
orrespond �a la publi
ation [AP1℄ �e
rite131



132 Chapitre 6en 
ollaboration ave
 St�ephane Attal.6.1 Dilatations d'�evolutions 
ompl�etement posi-tives et EDS quantiques6.1.1 Evolutions 
ompl�etement positives et th�eor�eme deLindbladDans les �enon
�es que nous donnons i
i, nous ne 
her
hons �a donner ni des �enon
�es
omplets ni des hypoth�eses minimales : le but de 
ette sous-se
tion est de �xer le
adre de travail de 
e 
hapitre. Pour la motivation de l'�etude de 
es questions, onpourra 
onsulter [Dav℄ ; pour les r�esultats les plus importants (en parti
ulier leTh�eor�eme 6.1.3, qui n'�etait pas 
onnu �a la parution de 
e dernier livre) on pourrase reporter �a [Py2℄.Supposons que nous nous int�eressions �a un syst�eme physique dont l'espa
e d'�etatest un espa
e de Hilbert H0 s�eparable, typiquement une parti
ule qui a un 
ertainnombre de niveaux d'�energie ; on appellera petit syst�eme indi��eremment le syst�emephysique ou l'espa
e d'�etat H0. On souhaite s'int�eresser dans 
e 
hapitre �a des�evolutions de 
e syst�eme qui ne sont pas suppos�ees 
onservatives ; physiquement,
ela signi�e que 
e syst�eme dissipe de l'�energie.Nous 
hoisissons de travailler ex
lusivement dans l'interpr�etation de Heisenberg ;math�ematiquement, la non 
onservativit�e de l'�evolution signi�e que l'�evolution desobservables X 2 B(H0) du syst�eme n'est pas de la forme X 7! e�itHXeitH. On nepeut 
ependant autoriser n'importe quels op�erateurs pour traduire 
ette �evolution.Suivant que l'on 
onsid�ere des �evolutions �a temps dis
ret ou �a temps 
ontinu, notons(tn)n�0 ou (Tt)t�0 les op�erateurs qui donnent la traje
toire d'une observable X 2B(H0) du petit syst�eme : Xn = tn(X)ou Xt = Tt(X):Si l'on suppose que le syst�eme est stationnaire, il est naturel de 
onsid�erer que 
espro
essus sont des semigroupes ; en outre, des arguments physiques (voir [Dav℄)nous 
onvainquent de faire l'hypoth�ese suppl�ementaire que 
ha
un de 
es op�erateurssur B(H0) a la propri�et�e d'être 
ompl�etement positif. D�e�nissons 
ette notion de
ompl�ete positivit�e :D�e�nition 6.1.1 Soit T un op�erateur sur B(H0). Pour n 2 N� on dit que T estn-positif si l'appli
ation T (n) sur B(H0 
 C n) 'Mn�B(H0)� d�e�nie parT (n) (Xi;j)i;j=1;:::;n = (T (Xi;j))i;j=1;:::;n
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r�eation de bruits quantiques 133est positive. L'op�erateur T est dit 
ompl�etement positif s'il est n-positif pour toutn 2 N� .On a un premier th�eor�eme fondamental, dans lequel, 
omme dans la suite, il estimpli
ite que H0 est s�eparable.Th�eor�eme 6.1.2 (Kraus) Soit ` un op�erateur sur B(H0), �-faiblement 
ontinuet 
ompl�etement positif. Il existe une suite d'op�erateurs born�es (Vi)i�0 sur H0 telleque pour tout X de B(H0), `(X) =Xi�0 V �i XVio�u la s�erie est fortement 
onvergente pour tout X.Si H0 est de dimension �nie alors on a le même r�esultat ave
 un nombre �nid'op�erateurs V0; : : : ; VN .Par ailleurs, on sait, si l'on s'autorise des 
onditions analytiques 
onfortables, 
a-ra
t�eriser enti�erement les semigroupes d'�evolution �a temps 
ontinu qui nous int�eres-sent :Th�eor�eme 6.1.3 (Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad) Soit (Tt)t�0 unsemigroupe d'op�erateurs sur B(H0), �-faiblement 
ontinus, 
ompl�etement positifs etv�eri�ant Tt(Id) = Id pour tout t. On suppose que T0 = Id et que t 7! Tt est fortement
ontinu si l'on munit B(H0) de la norme d'op�erateurs.Alors il existe un op�erateur autoadjoint born�e H et une suite d'op�erateurs born�es(Li)i�0 de H0 tels que (Tt)t�0 se mette sous la formeTt = etLave
 L(X) = i[H;X℄ +Xi�0 12�2L�iXLi � L�iLiX �XL�iLi�o�u la s�erie est fortement 
onvergente pour tout X.En
ore une fois, si H0 est de dimension �nie, le r�esultat est vrai ave
 un nombre�ni d'op�erateurs L1; : : : ; LN .On a

epte de se restreindre aux �evolutions ayant les 
onditions de r�egularit�ed�e
rites dans 
es deux th�eor�emes. Une �evolution �a temps 
ontinu du type qui nousint�eresse est don
 enti�erement d�etermin�ee par l'�equationdXtdt = L(Xt)ave
 L de la même forme que dans le th�eor�eme 
i-dessus. Une telle �equation estappel�ee �equation mâ�tresse ; l'op�erateur L asso
i�e est appel�e Lindbladien. En temps
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ret le tableau se simpli�e puisqu'un semigroupe (tn)n�0 ayant toutes les pro-pri�et�es que nous avons d�e
rites est for
�ement de la formetn = (t1)no�u t1 est de la forme donn�ee par le th�eor�eme de Kraus.Une appro
he possible pour mod�eliser l'�evolution dissipative d'un petit syst�emeest ainsi de se donner la forme du Lindbladien ou de l'op�erateur t1. Une autreappro
he est de fermer le syst�eme, 
'est �a dire de le 
oupler �a un \r�eservoir" H etde voir l'�evolution sur H0 
omme la \tra
e" sur H0 d'une �evolution unitaire surH0 
H. On d�etermine alors l'�evolution du syst�eme en se donnant un Hamiltonienqui d�e
rit l'�evolution de l'ensemble du syst�eme.D�e�nissons 
e qu'est une dilatation d'un semigroupe d'�evolution. Pour 
ela,supposons �x�e un ve
teur de r�ef�eren
e 
 de H (lorsque nous prendrons H �egal �a� ou T� 
e sera �evidemment le ve
teur vide), et notons E 0 l'op�erateur de tra
epartielle qui �a un op�erateur X sur H0 
H asso
ie un op�erateur sur H0 parha; E 0(X)bi = ha
 
; X b
 
i:Alors on appellera dilatation sur H d'un semigroupe (Tt)t�0 d'op�erateurs de H0 ladonn�ee d'un pro
essus (Ut)t�0 d'op�erateurs sur H0 
 H tels que pour tout t, toutX de B(H0) on ait Tt(X) = E 0(U�t (X 
 Id)Ut);
'est-�a-dire que le diagramme suivant est 
ommutatif pour tout t :B(H0) Tt�! B(H0):
Id # " E0B(H0 
H) U�t :Ut�! B(H0 
H) (6.1.1)La d�e�nition de la dilatation d'une �evolution �a temps dis
ret se d�eduit de mani�ereimm�ediate de 
elle-
i.6.1.2 Equations di��erentielles sto
hastiques quantiquesUn lien entre l'appro
he Lindbladienne et l'appro
he Hamiltonienne peut être�etabli grâ
e au 
al
ul sto
hastique quantique ; partant d'une �evolution d�e�nie parun Lindbladien sur H0 on peut en e�et 
onstruire sur un espa
e de Fo
k des dilata-tions de 
ette �evolution. Cette 
onstru
tion �etait l'obje
tif de l'arti
le fondateur deHudson et Parthasarathy [H-P℄. Notons au passage que l'espa
e H0 que nous appe-lons petit syst�eme est appel�e de mani�ere plus 
lassique en probabilit�es quantiquesespa
e initial.
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ara
t�eris�ees par une �equation di��erentielle sto
hastiquequantique (EDS quantique ou en
ore EDSQ) asso
i�ee. Les r�esultats que nous allonsdonner pr�esentent un int�erêt en 
e qui 
on
erne de telles �equations ind�ependammentdes questions de dilatations ; par ailleurs, ils s'exprimeront de mani�ere plus 
oh�erenteave
 le reste de 
ette th�ese en termes d'�equations di��erentielles. Nous d�e�nissonsdon
 
e que nous entendons par une solution d'EDSQ ; on 
onsid�ere un espa
e demultipli
it�e K, espa
e de Hilbert s�eparable dont une base hilbertienne (ei)i2� est�x�ee ; 
omme dans la se
tion 1.4 on suppose que l'indi
e 0 n'appartient pas �a �. Sil'on se donne de plus une famille Li;j, i; j 2 � [ f0g d'op�erateurs (born�es) sur H0,on dit qu'un pro
essus d'op�erateurs (Ut)t�0 est solution de l'�equationdUt =Xi;j Li;jUt dai;jt (6.1.2)sur un domaine D si pour tout f de D, tout t de R+ , l'�equationUt f = U0 f + Z t0 Xi;j Li;jUs dai;j(s)a un sens et est v�eri��ee.Notons qu'i
i et dans la suite nous notons Li;j et pas L�;� les op�erateurs 
onsid�er�es(de même pour les bruits), 
ela a�n de rester plus pro
he des notations utilis�ees dans[AP1℄.Le th�eor�eme suivant est une version tr�es simpli��ee d'un r�esultat d�emontr�e dans[Py2℄, Proposition 27.5.Th�eor�eme 6.1.4 (Th�eor�eme 12 de [AP1℄) SoitH0 un espa
e de Hilbert s�eparable,et soit (Li;j)i;j2�[f0g une famille d'op�erateurs born�es telle queXi;j2�[f0g

Li;j

2 < +1:Alors il existe un unique pro
essus d'op�erateurs (Ut)t�0 qui est solution de l'�equation(6.1.2) sur le domaine exponentiel.Ce
i montre en parti
ulier que l'on a une solution d�es que H0 est de dimension �nie.Le 
as qui nous int�eressera plus parti
uli�erement est 
elui dans lequel la solutionde l'�equation (6.1.2) est 
onstitu�ee d'op�erateurs unitaires. Ce 
as est enti�erement
ara
t�eris�e en terme de la forme des op�erateurs Li;j par le Th�eor�eme 6.1.5 
i-dessous(voir Corollaire 26.4 de [Py2℄). Nous �enon�
ons par ailleurs dans 
e même th�eor�emele r�esultat de Hudson et Parthasarathy donnant des dilatations de toute �evolution
ompl�etement positive.



136 Chapitre 6Th�eor�eme 6.1.5 (Th�eor�eme 12 de [AP1℄, [H-P℄) Soit H0 un espa
e de Hil-bert s�eparable. S'il existe sur H0 un op�erateur autoadjoint born�e H, des op�erateursborn�es Si;j, i; j 2 � tels que la matri
e (Si;j)i;j2� soit unitaire et des op�erateurs Li,i 2 � tels que pour tous i; j 2 � [ f0g :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
L0;0 = �(iH + 12Xk L�kLk)Li;0 = LiL0;j = �Xk L�kSk;jLi;j = Si;j � ÆijI;alors l'�equation (6.1.2) admet une solution (Ut)t�0 
onstitu�ee d'op�erateurs unitaires.Dans 
e 
as on a pour tous a; b de H0,ha
 
; Ut b
 
i = ha; et(iH+ 12PL�iLi) biet pour tout X de B(H0),ha
 
; U�t (X 
 Id)Ut b
 
i = ha; etLbio�u L est donn�e par le Th�eor�eme 6.1.3 o�u les Li, sont donn�es par les formules
i-dessus.Soulignons le fait que 
es r�esultats assurent en parti
ulier que toutes les s�eriesd'op�erateurs 
onsid�er�ees sont fortement sommables.Ce th�eor�eme d�e�nit don
 une dilatation de l'�evolution Tt = etL sur un espa
e deFo
k �(K). Cela montre qu'une �evolution 
ompl�etement positive peut être d�e�niesuivant une troisi�eme appro
he : on peut se donner l'�equationdUt =Xi;j Li;jUt dai;jtque l'on voit 
omme une �equation de S
hr�odinger perturb�ee par des termes al�eatoiresLi;jUt dai;j(t) ; l'espa
e � est en
ore vu 
omme un r�eservoir ou un environnementauquel est 
oupl�e le petit syst�eme H0. Une telle �equation 
onsid�er�ee du point devue physique est appel�ee �equation de Langevin quantique. D'un point de vue plusmath�ematique et lorsque les 
oeÆ
ients Li;j v�eri�ent les 
onditions du Th�eor�eme6.1.5 qui font de la solution un pro
essus unitaire, l'�equation di��erentielle est appel�ee�equation de Hudson-Parthasarathy.La mod�elisation d'une �evolution par une �equation de Langevin a toujours �et�e
onsid�er�ee 
omme un mod�ele pratique mais sans v�eritable sens physique ; les r�esultatsque nous allons �enon
er dans la suite montrent que l'on obtient rigoureusement unetelle des
ription �a partir d'une �evolution Hamiltonienne.
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ret et intera
tionsr�ep�et�ees6.2.1 Intera
tions r�ep�et�eesNous 
onsid�erons toujours notre petit syst�eme H0, et supposons maintenant quel'on veut faire interagir de mani�ere r�ep�et�ee 
e petit syst�eme ave
 un autre syst�emeh. On suppose que 
ette intera
tion se fait de mani�ere parti
uli�ere : on 
ommen
epar 
oupler les deux syst�emes pour un temps Æ pendant lequel ils interagissent,typiquement suivant une �evolution Hamiltonienne, puis on les d�e
ouple ensuite et
ouple �a nouveau le même syst�eme H0 (modi��e par la premi�ere intera
tion) ave
une 
opie en
ore vierge de h, �a nouveau pour un temps Æ, et ainsi de suite.Cela 
orrespond �a de nombreuses situations : par exemple, �a l'ex
itation d'unlaser o�u l'on introduit �a des intervalles r�eguliers des photons identiques dans une 
a-vit�e (voir �a 
e sujet [F-R℄) ; �a des ph�enom�enes de mesures r�ep�et�ees o�u l'on appliqueau petit syst�eme un instrument de mesure qui est \rafrâ�
hi" apr�es 
haque utili-sation. Plus g�en�eralement 
ela peut 
orrespondre �a toute situation si l'on supposeque les temps 
ara
t�eristiques de H0 et de h sont suÆsamment di��erents pour quel'on 
onsid�ere que la perturbation sur h disparâ�t apr�es un temps tr�es faible ; 
etteremarque prendra tout son sens lorsque l'on 
onstatera qu'apparâ�t naturellementdans notre mod�ele la limite de 
ouplage faible.Pour mod�eliser 
ette situation, on 
onsid�ere l'espa
eH0 
 h
 h
 : : :et pour plus de 
lart�e on indexe en h1, h2; : : : les 
opies de h. Puisque l'on r�ep�ete lemême 
ouplage, l'�evolution sur H0 
 h durant un intervalle de temps Æ est donn�eepar un op�erateur L(Æ) sur H0
h ; lors de la premi�ere intera
tion L agit sur H0
h1,lors de la deuxi�eme sur H0
h2, et
. On 
onsid�ere don
 des ampli�
ations L1 , L2 ; : : :de L, o�u 
haque Li est d�e�ni sur le produit H0
 h1
 h2
 : : : 
omme L sur H0
 hiet 
omme l'identit�e sur les autres fa
teurs hi.L'�evolution globale est alors donn�ee parun+1 = Ln+1uno�u 
haque un est un op�erateur sur H0 
 h
 : : :, et u0 = Id.L'espa
e h
h
 : : : est un espa
e de Fo
k �a temps dis
ret 
omme nous les avons
onstruits dans la se
tion 1.4.2. Il faut prendre garde 
ependant que 
e n'est pasl'espa
e de Fo
k de multipli
it�e h (
e dernier serait le produit tensoriel des h� C ).Nous 
onsid�erons don
 une base hilbertienne (e�)�2�[f0g de h qui est index�ee par�[f0g, 
e qui signi�e que nous parti
ularisons une dimension de h ; nous reviendronsl�a-dessus plus loin.



138 Chapitre 6Nous travaillerons dor�enavant sur l'espa
e H0
T�, �etant impli
ite que l'espa
ede Fo
k 
onsid�er�e est en fait l2(P�) 
omme dans la se
tion 1.4.2. Nous 
onsid�ereronsdes op�erateurs L qui peuvent s'�e
rire 
omme une matri
e �Li;j �i;j2�[f0g �a 
oeÆ
ientsdans B(H0) grâ
e �a l'isomorphisme B(H0 
 h) ' B(H0)
 B(h).Les id�ees d�evelopp�ees i
i ont �et�e inspir�ees par [KM2℄.6.2.2 Dilatations en temps dis
retNous allons montrer i
i que, de même que l'on peut dilater une �evolution 
ompl�e-tement positive �a temps 
ontinu sur un espa
e de Fo
k �a temps 
ontinu, on peutdilater une �evolution �a temps dis
ret sur un espa
e de Fo
k �a temps dis
ret.Proposition 6.2.1 (Th�eor�eme 2 de [AP1℄) Soit (`n)n�0 un semigroupe d'op�era-teurs 
ompl�etement positifs, �-faiblement 
ontinus, sur B(H0). Il existe alors unematri
e unitaire L = �Li;j�i;j2�[f0g �a 
oeÆ
ients dans B(H0) telle que la solutionde l'�equation � un+1 = Ln+1unu0 = Id (6.2.1)sur H0 
 T� v�eri�e pour tout X de B(H0), tous a; b dans H0, tout n de Nha; `n(X)bi = ha
 
; u�n(X 
 Id)un b
 
i:Puisque nous allons de toute fa�
on 
onsid�erer une r�ealisation de T� 
ommesous-espa
e de � et qu'alors les ve
teurs vide de l'un et de l'autre sont les mêmes,nous pouvons adopter une notation unique pour l'op�erateur de tra
e partielle E 0 .La proposition pr�e
�edente signi�e alors que, pour tout nB(H0) `n�! B(H0):
Id # " E0B(H0 
 T�) u�n:un�! B(H0 
 T�)donne une dilatation de (`n)n�0 sur H0 
 T�.Remarques� L'�equation (6.2.1) 
i-dessus peut s'interpr�eter 
omme une �equation aux di��eren-
es un+1 � un = Xi;j2�[f0g(Li;j + Æij Id) unai;jn
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ondition a priori �etrange de 
onsid�erer que a0;0 n'estplus l'identit�e mais l'op�erateur qui s'exprime para0;0
 = 
a0;0X� = 0 pour � 6= 0ave
 les notations du 
hapitre 1. Cela est simplement dû au rôle parti
ulierque joue l'op�erateur a0;0 tel que nous l'avons d�e�ni : nous avons 
hoisi les ai;j
omme d�e
rivant la base 
anonique de B(C �[f0g), �a l'ex
eption de a0;0, qui estl'identit�e.� Notre 
hoix d'utiliser des indi
es dans �[f0g n'est �evidemment pas inno
ent :l'indi
e z�ero va jouer un rôle di��erent des autres. Physiquement il repr�esenteun �etat de r�ef�eren
e de l'ext�erieur, de sorte que, dans la matri
e L, l'op�erateurL0;0 
orrespond �a une �evolution propre du petit syst�eme, les Li;j , i; j 6= 0 �aune �evolution propre du syst�eme h et les termes Li;0 ou L0;j �a des termesd'intera
tion.6.3 R�esultats de 
onvergen
eNous avons dit 
i-dessus qu'une �equation d'�evolution du type (6.2.1) peut êtrevue �a peu de 
hoses pr�es 
omme une �equation sto
hastique quantique aux di��eren
es.Dans l'arti
le [AP1℄ toutes les preuves sont faites sans mentionner une telle in-terpr�etation ; il semble naturel dans 
ette th�ese de pr�esenter nos r�esultats sous 
etteforme, d'autant plus que les formes que nous pouvons ainsi en donner sont pluspuissantes que 
elles qui sont pr�esent�es dans l'arti
le [AP1℄. La di��eren
e tient en
e
i, que nous 
onsid�erons dans la se
tion 6.3.1 des perturbations des 
oeÆ
ientsde l'EDS qui d�ependent du temps, 
e qui n'est pas le 
as dans [AP1℄.6.3.1 Convergen
e de solutions d'�equations di��erentiellessto
hastiques quantiquesSoit K un espa
e de multipli
it�e, de base hilbertienne (e�)�2� 
omme dans lase
tion 1.4 ; l'ensemble � est au plus d�enombrable et 
omme pr�e
�edemment noussupposons qu'il ne 
ontient pas l'indi
e z�ero. Nous noterons �, T� �a la pla
e de�(K), T�(K).Consid�erons une EDS du type (6.1.2) sur H0
�, que nous notons (E
) pour ladur�ee de 
ette sous-se
tion :8><>: dUt = Xi;j2�[f0gLi;jUt dai;jtU0 = Id: (E
)



140 Chapitre 6Nous serons toujours dans des 
as o�u le Th�eor�eme 6.1.4 nous assure que 
ette�equation a une solution.Notons par ailleurs Ed l'�equation aux di��eren
es analogue8<: vn+1 � vn = Xi;j2�[f0g Æ"i;jLi;jvn ai;jnv0 = Id (Ed)o�u "i;j = 12(Æi;0 + Æ0;j)donne simplement la normalisation 
orrespondant �a ai;j dans nos approximations("i;j vaut 1 pour i = j = 0, 1=2 si seul l'un des deux 
oeÆ
ients vaut z�ero, est nulsinon).Notons en�n Edp une version perturb�ee de 
ette �equation8<: un+1 � un = Xi;j2�[f0g h"i;j(Li;j + !i;jn )un ai;jnu0 = Id; (Edp)que l'on suppose entrer en
ore dans le 
adre du Th�eor�eme 6.1.4. Il est fa
ile devoir que les �equations (Ed) et (Edp) ont toujours une solution (un)n�0 en pro
essuspr�evisible d'op�erateurs born�es sur H0 
 T� : il suÆt pour 
ela de remarquer quepour tout n, Pi;j h"i;jLi;jai;jn est un op�erateur born�e sur H0 
 T�fng. Par ailleurs,une solution de (E
) sur le domaine exponentiel est fournie par le Th�eor�eme 6.1.4.On 
onsid�ere 
omme dans les 
hapitres pr�e
�edents T� 
omme �etant un sous-espa
e de � asso
i�e �a une subdivision S = f0 = t0 < t1 < : : :g de R+ . Nous�enon�
ons 
e qui suit dans le 
as o�u S est r�eguli�ere de pas Æ mais les mêmes r�esultatssont vrais en rempla�
ant partout Æ par le pas de la subdivision, [t=Æ℄ par \le plusgrand k tel que tk est inf�erieur �a t", et
. Nous avons alors le r�esultat suivant :Th�eor�eme 6.3.1 Consid�erons une �equation (E
) ave
 Pi;j kLi;jk2 < +1 et sup-posons que 
ette �equation admette une solution (Ut)t�0 faite d'op�erateurs born�estel que t 7! kUtk soit essentiellement born�ee sur tout 
ompa
t de R+ . Alors si lesop�erateurs !i;jk v�eri�ent pour presque tout t de R+ ,supkjtk�t Xi;j2�[f0g

!i;jk 

2 tend vers z�ero lorsque Æ tend vers z�eroalors, pour tous �;  de L1([0; t℄), la solution (vn)n�0 de (Edp) v�eri�eha
 E(�); ESu[t=Æ℄E S b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�); Ut b
 E( )i:De plus, la 
onvergen
e est uniforme pour a, b dans une boule born�ee de H0,uniforme pour t dans un 
ompa
t de R+ . En parti
ulier, la solution (vn)n�0 de(Ed) 
onverge en 
e sens vers (Ut)t�0.
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ro
hets [:℄ repr�esentent bien sûr la partie enti�ere.D�emonstration.La preuve de 
e th�eor�eme est stri
tement �equivalente �a la preuve du Th�eor�eme13 de [AP1℄ ; la seule di��eren
e r�eside dans le fait que dans [AP1℄, a0;0 n'est pasl'identit�e. Pour anti
iper sur la preuve que nous allons �ebau
her, 
ela implique queles proje
tions d'int�egrales par rapport au temps donnent des termes en ai;i pourtout i et il s'agit de faire disparâ�tre au 
ours de la preuve 
eux qui 
orrespondent�a i 6= 0, 
e que l'on peut faire en les in
orporant aux termes perturbatifs !i;i grâ
eaux di��eren
es de normalisations. Notons par ailleurs que la preuve dans [AP1℄
onsid�ere des op�erateurs !i;j ind�ependants de k, mais 
ela ne fait au
une di��eren
e.Notons par ailleurs que les d�e�nitions des op�erateurs ai;jk de [AP1℄ sont l�eg�erementdi��erentes des nôtres : notre ai;jk est le ai;jk+1 de [AP1℄.La preuve se fait en plusieurs �etapes, que nous allons d�etailler ; les r�ef�eren
esque nous donnons renvoient toutes �a [AP1℄. Tout d'abord on 
onsid�ere le pro
es-sus (wn)n�0 donn�e par wn = ESUtnE S . On montre fa
ilement (Lemme 15) que 
epro
essus tend vers (Ut)t�0 au sens de l'�enon
�e.Nous en sommes don
 ramen�e �a montrer la 
onvergen
e vers z�ero de un � wnet 
ommen�
ons par montrer 
elle de vn � wn. Nous utilisons alors nos r�esultatsd�e
rivant les proje
tions d'int�egrales : le Th�eor�eme 11 de [AP1℄ est en fait une
ombinaison de la Proposition 4.2.5 et du Lemme 4.3.1 de 
ette th�ese. Ces r�esultatsnous permettent d'obtenir une expression de vn � wn (�equation (11)) ; dans 
etteexpression apparaissent des termes de la forme ES (1=Æ) R tk+1tk Us ds ES ou analogues.On peut rempla
er 
es termes par des ESUtkES = wk �a un terme d'erreur pr�es quel'on peut �evaluer.Nous obtenons ainsi la relation (12) :��ha
 E(�); ES (vn � wn)ES b
 E( )i��=Xk<n ��ha
 E(~�); Fk(vk � wk)b
 E( ~ )i��+ o(1)pour une 
ertaine famille (expli
ite) d'op�erateurs Fk, o�u le terme en o(1) tendvers z�ero ave
 Æ de mani�ere suÆsamment uniforme par rapport aux param�etres duprobl�eme. On observe alors que si les op�erateurs Li;j sont tous suppos�es 
ontra
tifs,alors supa;b�1��ha
 e(~�n); (wn � vn)b
 e( ~ n)i��� hCXk<n supa;b�1��ha
 e(~�k); (wk � vk)b
 e( ~ k)i��+ o(1):De plus, nous pouvons, modulo un 
hangement de 
onstante C (grâ
e �a l'hypoth�eseP kLi;jk2 < +1), faire 
ette hypoth�ese de 
ontra
tivit�e. Par un argument du type



142 Chapitre 6Gronwall dis
ret, on arrive alors �a la 
on
lusion quesupa;b�1 ���ha
 e(~�n); (wn � vn)b
 e( ~ n)i��� � �1 + CÆ�n � o(1):Puisque nÆ est born�e par t, on en 
on
lut que wn�vn tend vers z�ero au sens d�esir�e.On peut alors, en utilisant 
ette derni�ere estimation des termes wk � vk et leshypoth�eses sur les op�erateurs perturbatifs !i;jk , obtenir une bonne estimation dewn � un et appliquer �a nouveau un argument du type Gronwall. �RemarqueOn voit imm�ediatement, en suivant la preuve du Th�eor�eme 9 de [AP1℄, que sinous avions fait sur les fon
tions �,  de L2(R+) l'hypoth�ese suppl�ementaire quekE SE(�)� E(�)k ; kESE( )� E( )kadmettent une majoration de la forme 
pÆ, alors nous aurions eu une estimationde la vitesse de 
onvergen
e en pÆ : plus pr�e
is�ement nous aurions obtenu que pourtout T , presque tout t dans [0; T ℄ :��ha
 E(�); ESu[t=Æ℄ES b
 E( )i � ha
 E(�); Ut b
 E( )i�� � kak kbk CpÆ(6.3.1)pour une 
ertaine 
onstante C qui, en
ore une fois, ne d�epend que des normes L2et L1 de �,  , du 
oeÆ
ient 
 
i-dessus et des normes d'op�erateurs des Li;j et desUt. La 
onvergen
e obtenue peut être am�elior�ee dans le 
as o�u l'�equation (E
) estune �equation Hudson-Parthasarathy, 
'est-�a-dire que les 
oeÆ
ients Li;j sont du typed�e
rit dans le Th�eor�eme 6.1.5, 
e
i grâ
e �a la proposition suivante, dont le premierr�esultat r�epond �a une question qui sera naturelle dans l'interpr�etation physique :quand sait-on que les solutions (un)n�0 sont 
onstitu�ees d'op�erateurs inversibles ?Proposition 6.3.2 (Th�eor�eme 17 de [AP1℄) Supposons que l'�equation (E
) 
onsid�er�eesoit du type Hudson-Parthasarathy. Alors, ave
 les hypoth�eses sur les termes (!i;jk )i;j;kdu Th�eor�eme 6.3.1, la solution (un)n�0 d'une �equation (Edp) asso
i�ee est 
onstitu�eed'op�erateurs inversibles.Si de plus pour presque tout t, les perturbations (!i;jk ) v�eri�ent(!)8>>>>>>>><>>>>>>>>:
supkjtk�tXi;j2� 

!i;jk 

2 est d'ordre Æ2 pour tous i; j � 1;supkjtk�tXi2� 

!i;0k 

 est d'ordre Æsupkjtk�tXj2� 

!0;jk 

 est d'ordre Æsupkjtk�t 

!0;0k 

 tend vers z�ero ave
 Æ
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essus (un)n�0 admet une borne uniforme.D�emonstration.Ce
i s'obtient simplement en �e
rivant l'�equation (Edp) sous forme matri
ielle : ona un+1 = Lnun ave
(Ln)i;j = Æ"i;j(Li;j + !i;jn ) + Æi;jId + Æ Æ̂i;j(L0;0 + !0;0);o�u Æ̂i;j est le delta d'Evans qui vaut 1 si i = j sont di��erents de 0, qui vaut z�erosinon. Ce
i est analogue �a la pr�esentation que nous avons faite dans la se
tion 6.2.1,�a 
e
i pr�es que les 
oeÆ
ients d�ependent maintenant du temps.On 
al
ule alors L�nLn � Id et LnL�n � Id ; grâ
e �a la forme parti
uli�ere des
oeÆ
ients Li;j, de nombreux termes s'annulent. Ave
 les hypoth�eses les plus faiblesde l'�enon
�e, on trouve que pour Æ assez petit, 
es deux op�erateurs sont de normestri
tement inf�erieure �a 1 et 
e pour tout n, de sorte que L�nLn et LnL�n , et don
Ln , sont inversibles.Ave
 les hypoth�eses suppl�ementaires, on obtientkL�nLn � Ik � CÆpour une 
ertaine 
onstante C, de sorte quekLnk � p1 + CÆet que la 
omposition Ln : : : L1 est un op�erateur uniform�ement born�e en n. �Ce
i permet d'obtenir le r�esultat suivant :Th�eor�eme 6.3.3 Supposons que l'�equation (E
) soit du type Hudson-Parthasarathy.Alors si les op�erateurs (!i;jk )i;j;k v�eri�ent les 
onditions (!), la solution (un)n�0 esttelle que pour presque tout t de R+ ,u[t=Æ℄ tend faiblement vers Ut:D�emonstration.Ce
i se prouve �a partir du Th�eor�eme 6.3.1 ; la Proposition 6.3.2 permet d'appliquerun argument du type \"=3". �



144 Chapitre 66.3.2 Appli
ation aux probl�emes d'�evolutionNous allons maintenant traduire les r�esultats �enon
�es 
i-dessus en termes d'�evolu-tions r�ep�et�ees mod�elis�ees par une �equationun+1 = Ln+1un; (6.2.1)o�u Ln est l'ampli�
ation d�e
rite dans la se
tion 6.2.1 d'une matri
e L ind�ependantede n mais d�ependant de Æ, que, 
ontrairement au 
as de la se
tion 6.2, on ne supposepas unitaire. On a le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 6.3.4 (Th�eor�eme 13 de [AP1℄) Supposons qu'il existe des op�erateursborn�es Li;j, i; j 2 � [ f0g sur H0 tels que Pi;j2�[f0g kLi;jk2 < +1 etlimÆ!0 Xi;j2�[f0g 



Li;j (Æ)� ÆijIÆ"ij � Li;j



2 = 0:Supposons que l'�equation8<: dUt = Xi;j Li;jUt dai;j(t)U0 = Idadmette une solution (Ut)t�0 en op�erateurs born�es telle que t 7! kUtk soit essentiel-lement born�ee sur tout 
ompa
t.Alors pour presque tout t, pour tous �;  dans L1([0; t℄), on a la 
onvergen
esuivante : ha
 E(�); ESu[t=Æ℄ES b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�)Ut b
 E( )i:De plus, la 
onvergen
e est uniforme pour a, b dans toute boule born�ee de H0,uniforme pour tout t dans un 
ompa
t de R+ .Remarques� C'est i
i que l'on fait apparâ�tre la parti
ularit�e de l'indi
e z�ero : on voit que lanormalisation dans les hypoth�eses de 
onvergen
e des termes L0;0 di��ere desnormalisations de L0;j ou Li;0 , qui di��erent en
ore des normalisations de Li;jpour i; j 6= 0. On a dit que le 
oeÆ
ient L0;0 
orrespond �a l'�evolution du petitsyst�eme H0 lui-même, et que les Li;0 , L0;j 
orrespondent �a l'intera
tion entrele petit syst�eme et l'environnement : on voit don
 que l'on a des 
onditionsde normalisation di��erentes sur le petit syst�eme et sur l'environnement.
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onvergen
e du Th�eor�eme 6.3.4 peuvent sembler arti�-
ielles ; nous verrons apr�es le Th�eor�eme 6.4.1 
i-dessous qu'elles sont en faitassez naturelles si l'on veut que la matri
e L donne lieu �a des 
omportementasymptotiques non triviaux.Le Th�eor�eme 6.3.3 m�ene �a un r�esultat �equivalent dans 
e 
adre :Th�eor�eme 6.3.5 (Th�eor�eme 17 de [AP1℄) Supposons que la famille de matri
esL(Æ) soit de la forme8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
L0;0(Æ) = I � Æ(iH + 12Xk L�kLk) + Æ !0;0(Æ)Li;0(Æ) = pÆ Li + Æ!i;0(Æ)L0;j (Æ) = �pÆ Xk L�kSk;j + Æ!0;j(Æ)Li;j (Æ) = I + Si;j � ÆijI + Æ!i;j(Æ)o�u � H est un op�erateur autoadjoint born�e,� les op�erateurs Si;j, i; j 2 �, sont born�es et tels que la matri
e (Si;j)i;j soitunitaire et� les op�erateurs Li, i 2 � sont born�es et tels que PL�iLi 
onverge fortement,et o�u Pi;j k!i;j(Æ)k2 est uniform�ement born�e ave
 de plus k!0;0(Æ)k Æ!0�! 0.Alors la solution (un)n�0 de (6.2.1) est faite d'op�erateurs born�es ave
 une bornelo
alement uniforme et pour presque tout t, u[t=Æ℄ tend faiblement vers Ut lorsque Ætend vers z�ero.RemarqueNotons que les hypoth�eses de 
e th�eor�eme sont en parti
ulier v�eri��ees si l'onsuppose que les op�erateurs L(Æ) sont tous unitaires et que les 
oeÆ
ients Li;j (Æ)v�eri�ent les 
onditions de 
onvergen
e du Th�eor�eme 6.3.4.ExempleMaassen 
onsid�ere une �evolution �a temps dis
ret donn�ee par la matri
eL(Æ) = 0BB�
ospÆ 0 0 � sinpÆ0 1 0 00 0 1 0sinpÆ 0 0 
ospÆ 1CCA : (6.3.2)



146 Chapitre 6Cette matri
e est elle-même unitaire, de sorte que le Th�eor�eme 6.3.5 ne nousapprend rien de plus que le Th�eor�eme 6.3.4. On sait ainsi que la suite d'op�erateurs(un)n�0 asso
i�ee est telle que, pour presque tout t de R+ , u[t=Æ℄ 
onverge faiblementvers Ut lorsque Æ tend vers z�ero, o�u (Ut)t�0 est la solution dedUt = �12Ut dt+ V Ut da0;1(t)� V �Ut da1;0(t)ave
 V = �0 01 0�. Cette �evolution d�e
rit le retour spontan�e �a l'�etat fondamentaldans le mod�ele de Wigner-Weisskopf de l'atome �a deux niveaux �a la temp�eraturez�ero. Pour l'exploitation de 
ette �equation dans le but d'en tirer des informationssur l'�evolution du r�eservoir on pourra 
onsulter [M-R℄.6.3.3 Evolution Hamiltonienne et limite de 
ouplage faibleLa dynamique que nous 
onsid�erons est di
t�ee par l'op�erateur L qui d�eterminel'intera
tion entre le petit syst�eme H0 et une 
opie de l'espa
e h ; typiquement, unHamiltonien H est asso
i�e �a 
ette intera
tion, de sorte que L est alors de la formeeiÆH .Observons 
e que 
ela signi�e sur l'exemple de Maassen 
it�e 
i-dessus : si l'onessaie de mettre la matri
e (6.3.2) sous la forme eiÆH , on voit qu'une solution en Hest H = 0BB� 0 0 0 �i=pÆ0 0 0 00 0 0 0i=pÆ 0 0 0 1CCA : (6.3.3)Cet Hamiltonien s'�e
rit en
ore H = � ipÆa� 
 a+ + ipÆa+ 
 a�.Ave
 l'hypoth�ese minimale que ÆH tend vers z�ero en norme lorsque Æ tend versz�ero, la solution est unique, de sorte qu'il n'est pas possible d'avoir un Hamiltonienind�ependant de Æ et que H est la matri
e 
i-dessus.De mani�ere plus g�en�erale, supposons que l'on 
onsid�ere un quel
onque op�erateurL sur H0 
 C N+1 dont on suppose qu'il peut s'�e
rire eiÆH , o�u H est une matri
esym�etrique (N + 1) � (N + 1) dont les 
oeÆ
ients sont des op�erateurs sur H0.Parmi les divers 
oeÆ
ients de H, on peut voir l'op�erateur H0;0 
omme traduisantl'�evolution propre du petit syst�eme, les 
oeÆ
ients qui apparaissent sur les \
o-lonnes" restantes, (H i;0)i=1;:::;N et sa transpos�ee, repr�esentant l'intera
tion entre lepetit syst�eme et son environnement ; l'interpr�etation du blo
 (H i;j)i;j=1;:::;N 
ommel'�evolution propre de l'environnement est moins naturelle en g�en�eral.Pour que la matri
e L asso
i�ee �a H donne une intera
tion non triviale �a lalimite (autrement dit, des 
oeÆ
ients Li;0, i = 1; : : : ; N non tous nuls), il est 
lair
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essaire que les
oeÆ
ients H i;0 soient d'ordre 1=pÆ et les 
oeÆ
ients H i;j d'ordre 1=Æ. Autrementdit, un 
oeÆ
ient de 
ouplage � semble apparâ�tre devant les termes d'intera
tion,tel que �2Æ soit d'ordre un ; 
'est la normalisation qui est utilis�ee dans la fameuselimite de 
ouplage faible, qui apparâ�t i
i naturellement.La se
tion IV.2 de [AP1℄ donne une r�eponse beau
oup plus g�en�erale au probl�emede d�e
rire l'�evolution asymptotique �a partir de l'hamiltonien de l'intera
tion r�ep�et�ee. On
onsid�ere dans 
ette se
tion un hamiltonien de la formeH0 
 Id + Id
Hs + 1pÆXi2� (Via0;i + V �i ai;0) + 1Æ Xi;j2�Di;jai;j;don
 
umulant des termes d'intera
tion de dipôle et des termes de s
attering. L'�equationlimite 
omporte alors des termes 
orrespondant �a 
ha
une des intera
tions individuelle-ment mais aussi des termes n'apparaissant que lorsque les deux intera
tions sont pr�esentes.Ce
i n'avait �a notre 
onnaissan
e jamais �et�e observ�e auparavant.6.4 Convergen
e des Lindbladiens et Hamiltoniens6.4.1 Evolutions asso
i�ees sur H0Si l'on ne s'int�eresse qu'�a l'e�et de l'intera
tion sur le petit syst�eme H0, il estbeau
oup plus fa
ile d'obtenir des r�esultats de 
onvergen
e. Parthasarathy remarqued�ej�a dans son livre qu'�a toute �evolution 
ompl�etement positive Tt = etL on peutasso
ier une suite d'unitaires (un)n�0 sur H0 telle que l'�evolution n 7! E 0�u�n(X 
Id)un� asso
i�ee 
onverge en norme d'op�erateur sur B(H0) vers Tt (voir Exer
i
es29.12 et 29.13 de [Py2℄).Rappelons d'abord que, de la même mani�ere que dans notre Proposition 6.2.1,la solution (un)n�0 de � un+1 = Lnunu0 = Idengendre la dynamique suivante : pour tout X 2 B(H0),E 0�u�n(X 
 Id)un� = `n(X)ave
 `(X) = Xi2�[f0g Li;0�X Li;0 :La fa
ilit�e ave
 laquelle on prouve le r�esultat suivant 
ontraste ave
 la preuvede notre Th�eor�eme 6.3.1 :



148 Chapitre 6Th�eor�eme 6.4.1 (Th�eor�eme 14 de [AP1℄) Soit L(Æ) = �Li;j (Æ)�i;j2�[f0g unefamille de matri
es telles que Xi2�[f0g Li;0�Li;0(Æ) = Iet que les 
oeÆ
ients 
onvergent au sens suivant :� (L0;0(Æ)� I)=Æ 
onverge en norme d'op�erateur vers L0;0,� Pi2� 


Li;0(Æ)=pÆ � Li;0


2 tend vers z�ero .Alors il existe un op�erateur autoadjoint H dans B(H0) tel que, pour tout t deR+ , `[t=h℄ �! etLen norme d'op�erateur, ave
L(X) = i[H;X℄ + 12 Xi2�[f0g�2Li;0�XLi;0 � Li;0�Li;0X �XLi;0�Li;0�:D�emonstration.La preuve est simple mais il est instru
tif d'observer d'o�u proviennent l'op�erateurH et la di��eren
e de forme entre le Lindbladien L et l'op�erateur ` sous \forme deKraus".On �e
rit un d�eveloppement limit�e au premier ordre de la relation`(Id) = Id;on obtient imm�ediatement par identi�
ation des 
oeÆ
ients la relation(L0;0� + L0;0) + Xi2f0g[�Li;0�Li;0 = 0qui montre que i�L0;0 + 12 Xi2f0g[�Li;0�Li;0�est autoadjoint ; on le note don
 H. Il suÆt ensuite de remarquer que le d�eveloppe-ment limit�e de ` prend la forme suivante :`(X) = X+h�i[H;X℄+12 Xi2�[f0g �2Li;0�XLi;0�Li;0�Li;0X�XLi;0�Li;0X��+o(hkXk);
e qui permet de 
on
lure. �
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al
uls asso
i�es permettent par ailleurs de montrer que les 
onditions de
onvergen
e qui apparaissent dans 
e r�esultat ainsi que dans nos Th�eor�emes 6.3.4et 6.3.5 ne sont pas que des hypoth�eses arti�
iellement 
hoisies pour nous permettrede 
on
lure mais sont au 
ontraire naturelles.Commen�
ons par une petite digression 
on
ernant la dynamique induite par(un)n�0 sur H0. De même qu'en temps 
ontinu (voir le Th�eor�eme 6.1.5), la solutionde l'�equation (6.2.1) a la propri�et�e que (E 0un)n�0 est un semigroupe (�n)n�0 ; on aainsi pour tout n E 0(un) = �n1ave
 �1 = L0;0 :Si l'on fait l'hypoth�ese que pour presque tout t, �[t=Æ℄ 
onverge en norme d'op�era-teur lorsque Æ tend vers z�ero et que L0;0 est une fon
tion 
ontinue en z�ero de Æ,alors la 
ondition (L0;0(Æ)� Id)=Æ est impos�ee puisque �Id+ (L0;0(Æ)� Id)�[1=Æ℄ doit
onverger. Alors la 
ondition `(Id) = Id imposeXi2�[f0g Li;0�Li;0(Æ) = �Æ(L0;0� + L0;0) + o(Æ);de sorte que les ordres de grandeur des 
oeÆ
ients Li;0 sont impos�es ; les 
onditionsde 
onvergen
e du Th�eor�eme 6.4.1 sont alors naturelles. Par la suite, si l'on imposeque les matri
es L soient unitaires ou pro
hes de l'unitarit�e, les autres 
onditionsde 
onvergen
e deviennent naturelles.Nous n'avons rien d�emontr�e qui implique les 
onditions de 
onvergen
e que nousutilisons dans nos r�esultats ; 
'est simplement qu'au
un �enon
�e pr�e
is ne sembleavoir de v�eritable int�erêt. Il est toujours possible par exemple d'op�erer sur les 
oef-�
ients de L(Æ) des permutations d�ependant de Æ qui ne modi�eraient au
unementla dynamique ; nous voulions simplement, par nos remarques, montrer que nos hy-poth�eses sont plausibles dans un probl�eme bien pos�e.6.4.2 Hamiltoniens asso
i�es �a la dynamiqueOn sait que la solution d'une �equation de Hudson-Parthasarathy poss�ede unepropri�et�e alg�ebrique qui permet de d�e�nir sur le syst�eme 
oupl�e un Hamiltonienasso
i�e �a la dynamique. Nous allons voir qu'une �equation dis
r�ete qui appro
heune �equation de Hudson-Parthasarathy poss�ede une propri�et�e �equivalente et qu'onpeut ainsi lui asso
ier un Hamiltonien dis
ret. Plutôt que de rappeler en d�etail le
as 
ontinu, nous allons prouver les propri�et�es en temps dis
ret et �enon
er leursanalogues �a temps 
ontinu. Pour plus d'informations �a 
e sujet on peut 
onsulter[Gre℄.



150 Chapitre 6Nous ne 
onsid�ererons plus que des �equations di��erentielles du type Hudson-Parthasarathy. Nous supposons don
 que les matri
es L(Æ) v�eri�ent les 
ondi-tions du Th�eor�eme 6.3.5 et 
onvergent vers une �equation (E
) du type Hudson-Parthasarathy. Nous rappelons (voir la Proposition 6.3.2) qu'alors, pour Æ assezpetit, la suite (un)n�0 solution de un+1 = Lnunest 
onstitu�ee d'op�erateurs inversibles de norme uniform�ement born�ee. Nous allonsprouver que 
e pro
essus est de sur
rô�t un 
o
y
le, 
'est-�a-dire en fait qu'il v�eri�ela propri�et�e �enon
�ee dans la Proposition 6.4.2 
i-dessous.Pour parler de 
es propri�et�es il nous faut �etendre notre 
adre de travail. Nous
onsid�erons notre espa
e de Fo
k T� 
omme un sous-espa
e de l'espa
e de Fo
kT�Z 
onstruit de la même mani�ere en rempla�
ant N par Z ; dans l'interpr�etationde Gui
hardet nous identi�ons en fait l2(PN;�) au sous-espa
e des fon
tions f del2(PZ;�) telles que f(A) = 0 si A 6� N � �.On a alors la d�e
omposition tensorielle expli
ite 
omme au 
hapitre 1T�Z' T�Z�� 
 T�N ;ave
 des notations �evidentes, et en 
onsid�erant l'espa
e initial :H0 
 T�Z' T�Z�� 
 (H0 
 T�N);
e qui nous permet d'ampli�er de mani�ere 
anonique tous les op�erateurs que nousavons 
onsid�er�es jusqu'i
i �a H0 
 T�Z : soulignons que nous ne 
hangeons rien �anotre 
al
ul sto
hastique mais faisons simplement vivre les op�erateurs d�e�nis jusqu'�amaintenant - y 
ompris les int�egrales - dans un espa
e plus gros.Sur l2(Z), on note � l'op�erateur de translation �a gau
he d�e�ni par�f(n) = f(n+ 1):C'est un op�erateur unitaire dont la se
onde quanti�
ation, en
ore not�ee �, est ununitaire de T�Z que l'on ampli�e �a H0 
 T�Z. On voit alors fa
ilement que 
etop�erateur v�eri�e (��)n ai;j1 �n = ai;jn+1pour tous i; j de 0 2 � et on en d�eduit la proposition suivante :Proposition 6.4.2 On d�e�nit un nouveau pro
essus (pn)n2Z par� pn = �nun pour n positif etpn = p�1�n pour n n�egatif.Alors (pn)n2Z est un groupe �a un param�etre, de sorte que pour tout n,�nun = (� L1)n:
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uli�ere des solutions (Ut)t�0 d'�equations de Hudson-Parthasa-rathy �a temps 
ontinu s'�enon
e de la même mani�ere : on 
onsid�ere la deuxi�emequanti�
ation (�t)t2R+ de l'op�erateur de translation �a gau
he sur L2(R). Le pro
es-sus (�tUt)t2R+ s'�etend 
omme 
i-dessus aux temps n�egatifs et on a alors un groupe�a un param�etre d'op�erateurs unitaires qui est de plus fortement 
ontinu (voir [Py2℄,Th�eor�eme 27.8).Le th�eor�eme de Stone lui asso
ie ainsi un op�erateur H, appel�e l'Hamiltonien dusyst�eme, qui v�eri�e �tUt = eitHpour tout t. Puisque dans notre 
adre dis
ret�nun = (I + (� L1 � I))npour tout n, il est naturel d'appeler � L1 � I l'Hamiltonien asso
i�e �a l'�evolutionun+1 = Lnun.Il est alors naturel de se demander si l'Hamiltonien asso
i�e au syst�eme dis
ret
onverge vers son pendant �a temps 
ontinu. Le r�esultat suivant r�epond �a 
ettequestion :Proposition 6.4.3 Supposons que la matri
e L(Æ) v�eri�e les 
onditions de 
onver-gen
e du Th�eor�eme 6.3.5. Consid�erons alors deux ve
teurs a; b dans H0 et deuxfon
tions C1 �a support 
ompa
t dans R. Si b
 E(�) est dans le domaine de l'Ha-miltonien H, on a pour tout � dans ℄0; 12 [,ha
 E(�); 1Æ� ES �(� L1)[Æ(��1)℄ � Id� E S b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�); iH b
 E( )io�u l'on a une estimation de la di��eren
e des deux termes en sup(Æ�; Æ1=2��), qui estuniforme pour a, b dans une boule born�ee de H0.RemarqueLa 
ondition b
 E(�) 2 DomH �equivaut, d'apr�es Gregoratti, (voir [Gre℄), aux�egalit�es �(0) NXj=1 Si;j� b = �(0) b+ NXj=1 Si;j� Ljb 8i = 1; : : : ; N:En parti
ulier, il peut arriver qu'au
un tel a 
 E(�) n'appartienne au domaine deH. Ce r�esultat n'apparâ�t dans au
un arti
le ; nous en donnons don
 i
i une preuve
ompl�ete.



152 Chapitre 6D�emonstration.Nous allons prouver que, pour " et Æ assez petits,ha
 E(�); 1"(ei"H � I) b
 E( )i � ha
 E(�); 1"ES �(� L1)["=Æ℄ � I� E S b
 E( )iadmet une majoration de l'ordre pÆ=", uniform�ement pour a, b dans un born�e deH0. Le r�esultat s'en d�eduira alors en prenant " = Æ� et en utilisant le fait que1"(ei"H � I) � iH est, en norme, de l'ordre de " sur le domaine de H. Remarquonsque le fait que �,  sont maintenant des fon
tions sur R tout entier ne 
hange rien�a la validit�e des estimations pr�e
�edemment �etablies.La r�egularit�e de � et  permet de montrer queha
 E(�); 1" b
 E( )i � ha
 E(�); 1"ES b
 E( )iadmet un majorant de la forme pÆ=". Cette même r�egularit�e va nous permettred'utiliser l'estimation (6.3.1) faite apr�es la preuve de 6.3.1 pour �evaluerha
 E(�); 1"ei"H b
 E( )i � ha
 E(�); 1"E S (� L1)["=Æ℄ES b
 E( )i:Rappelons que ei"H est �egal �a �"U" et que (� L1)["=Æ℄ est �egal �a �["=Æ℄u["=Æ℄. Il estpar ailleurs 
lair que l'on a la relationE S �["=Æ℄E S = �["=Æ℄ÆE Set la relation analogue pour ��, ��.Par 
ons�equent, 
e que nous voulons estimer est1" �h��" a
 E(�); ESU"ES b
 E( )i�h��["=Æ℄Æ a
 E(�); ESu["=Æ℄ES b
 E( )i�� ���h(��" � ��["=Æ℄Æ) a
 E(�); 1"ESu["=Æ℄E S b
 E( )i���+���1"h��" a
 E(�); ES (U" � u["=Æ℄)ES b
 E( )i���:Dans le membre de droite, le premier terme admet un majorant de la forme pÆ="grâ
e �a la r�egularit�e de �. Par ailleurs,k��"�k2 = k�k2;k��"�k1 = k�k1 ;et k(��"�)0k1 = k�0k1 :



Approximations d'EDS quantiques et 
r�eation de bruits quantiques 153Puisque, dans l'estimation dekESE(�)� E(�)k ; kESE( )� E( )ken 
pÆ dont nous nous servons dans la remarque (6.3.1), le 
oeÆ
ient 
 ne d�ependque des bornes sur les d�eriv�ees de �,  , 
ette remarque nous permet d'avoir uneestimation du se
ond terme du membre de droite en pÆ=" ave
 une 
onstanteind�ependante de ". �Ce
i 
on
lut 
ette th�ese. Nun
 est bibendum.
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