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Mode d’emploi de cette these

La grande majorité des résultats que nous allons exposer ici ont donné lieu a des
articles déja rédigés. Nous en avons profité pour adopter une méthode de rédaction
malhonnéte mais dotée de nombreux attraits.

Dans les articles mathématiques, ou il faut faire court, les aspects techniques
incompressibles occupent un volume important au détriment des idées. Ici, a I'in-
verse, nous avons décidé de ne donner dans le corps du document que tres peu de
démonstrations ; cela permet de ne conserver que ce qui est au fond essentiel, de
multiplier exemples et références culturelles et d’obtenir un texte facilement lisible.
Cela risque en revanche de donner au lecteur une idée fausse de la complexité des
résultats énoncés ici; on s’apercevra bien vite qu’en tout cas cela attribue a chaque
chapitre un volume qui n’est proportionnel ni a la taille des articles correspondant,
ni a la longueur des preuves de ce qu’il contient. Si cela signifie que tout ce que
nous exposons peut sembler également simple et naturel, nous nous en réjouirons.

Puisque nous faisons des mathématiques, il faut bien fournir des démonstrations
a nos résultats. Nous avons joint a cette these les articles rédigés; la plupart des
preuves se trouve dans ces articles. Cependant, ceux-ci sont a prendre comme des
annexes. Nous entendons par la que le corps possede en propre ses notations, sa bi-
bliographie et sa numérotation mais surtout nous incitons le lecteur a se préoccuper
avant tout du texte de la these. Hormis mention explicite du contraire toute référence
renvoie a un élément du corps lui-meme. Les articles utilisent parfois des notations
différentes des parties de la theése qui lui correspondent ; lorsque nous renvoyons le
lecteur a I’'un des articles nous signalons les aménagements de notation a prendre en
compte. La bibliographie générale a été placée en avant du texte pour éviter qu’elle
se confonde avec la bibliographie des articles. L’article [AP2], qui n’a pas de liste
de références indépendantes, utilise la bibliographie du corps du texte.

Enfin, les démonstrations les plus importantes et les plus instructives sont ébau-
chées dans le texte; les démonstrations des résultats qui n’apparaissent pas dans
les articles sont données in extenso dans le corps.
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Introduction

Pourquoi des probabilités quantiques ?

On peut s’intéresser aux probabilités quantiques pour des raisons purement
mathématiques ; celles-ci sont en effet I’'une des extensions non commutatives pos-
sibles de la théorie classique des probabilités. Elles sont, plus précisément, 1’exten-
sion qui suit le formalisme hilbertien de la mécanique quantique tel que I’a défini
von Neumann (voir [vINe| ou [Dav]).

Nous préférons justifier I'introduction des probabilités quantiques par la raison
peu élégante de la nécessité. En effet, on sait que la théorie physique de la mécanique
quantique est intrinsequement aléatoire; on a donc essayé d’utiliser les probabilités
classiques pour modéliser les aléas liés a toute mesure de grandeur physique. Les
expériences d’Aspect (“expérience d’Orsay”) et les inégalités de Bell ont cependant
montré que des situations méme extrémement simples fournissent des observations
qui ne peuvent étre décrites par la théorie probabiliste classique (voir a ce sujet
[KM1]). Il a donc été nécessaire de créer une nouvelle théorie ad hoc.

La mécanique quantique associe a tout systeme physique un espace de Hilbert,
appelé espace d’état ; les grandeurs mesurables du systeme sont alors représentées
par les opérateurs autoadjoints sur I'espace d’état. En accord avec ce formalisme,
les probabilités quantiques auront donc pour nouvelles “variables aléatoires” des
opérateurs sur des espaces de Hilbert.

Calcul stochastique quantique

Les probabilités classiques prennent leur véritable ampleur une fois que 1’on
définit les intégrales stochastiques et que 'on a un vrai calcul stochastique; la
situation est identique dans le cas quantique. Les intégrales stochastiques quantiques
ont été définies initialement par Hudson et Parthasarathy (dans [H-P]) afin de
formaliser les “équations de Langevin quantiques” des physiciens, ou apparaissaient
des termes de bruit de nature quantique. Une intégrale stochastique quantique est,
dans ce cadre, une intégrale du type [ Hgda$ ol les H, sont des opérateurs sur
I’espace de Hilbert considéré, et les bruits quantiques da® sont des “différentielles”
d’opérateurs a°. Le calcul stochastique quantique, qui a été amélioré par les travaux
de Attal, Meyer, Belavkin et Lindsay entre autres, est maintenant un outil robuste :
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on dispose d'une formule d’It6, de criteres d’existence de solutions aux équations
différentielles stochastiques, etc. (on pourra consulter[At5] pour un exposé général).

Il est donc particulierement intéressant de pouvoir écrire un opérateur donné
sous la forme d’une intégrale stochastique quantique; il se pose alors naturelle-
ment la question de savoir si cela est possible. On sait depuis le contre-exemple
de Journé (voir [J-M]) que cela n’est pas possible en général et que les facteurs
déterminants ne se limitent pas a des considérations de domaine ; les résultats posi-
tifs & cette question sont cependant en nombre tres limité (voir [P-S|, [At3], [Co2]).
Un autre type de représentation possede un intérét équivalent : les représentations
en opérateurs a noyaux de Maassen-Meyer. Les réponses connues a la question de
la représentabilité nucléaire ne sont cependant pas plus nombreuses que pour les
représentations intégrales.

Au début de cette these, le theme de nos travaux était spécifiquement celui-ci :
apporter des éléments de réponse a ces questions de représentabilité.

Approximations discréetes du calcul stochastique quantique

Un outil développé par Attal a cette époque est cependant venu perturber nos
occupations : il s’agit d’'une méthode explicite d’approximation du calcul stochas-
tique quantique par un analogue “a temps discret”, définie dans [At7].

Cette approximation était considérée depuis longtemps par les physiciens ; parmi
les mathématiciens elle était en général considérée comme une source d’inspiration
(voir [Mel]). Leitz-Martini a entierement défini le calcul stochastique quantique
par des techniques d’analyse non-standard a partir du calcul a temps discret (voir
[LeM]) mais le cadre de sa construction semble disjoint de celui qui nous intéresse
en général. La méthode de Attal, en revanche, fait cohabiter les deux théories dans
un meéme cadre.

De plus, la méthode de Attal est completement explicite en termes de calcul
d’Tto abstrait. Ce calcul est un outil particulierement maniable et évocateur et est
a la base de I'approche Attal-Meyer de la théorie de l'intégration stochastique.
Cette nouvelle méthode semble donc bien se préter a ’approximation des intégrales
stochastiques quantiques.

Il a évidemment fallu commencer par donner un sens précis a 'intégration sto-
chastique quantique a temps discret puisque cela n’avait été fait que dans le cadre
de la dimension finie; cette théorie de 'intégration est présentée dans le chapitre 1
et dans larticle [Pt2] que 'on trouve en annexe B.

Questions de représentations en temps discret

Cette méthode d’approximation montrait que des criteres en temps discret de
représentabilité en intégrales stochastiques ou en opérateurs a noyau pouvaient me-
ner a des éléments de réponse pour le cadre a temps continu. De plus, trouver
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des criteres en temps discret semblait plus facile. Nous avons donc commencé par
chercher de tels éléments de réponse; notre premiere approche a été d’utiliser le
fait que, en temps discret, les propriétés d’adaptabilité des opérateurs permettent
essentiellement de se ramener a des situations de dimension finie.

Il apparut bien vite que les résultats obtenus suivant cette approche ne sont
pas suffisants. Nous avons donc adopté une autre méthode : celle-ci, utilisant des
outils définis par Lindsay et certaines propriétés spécifiques au temps discret, nous
a permis d’obtenir des réponses satisfaisantes a la question de la représentabilité en
opérateurs a noyau dans ce cadre, et cela avec des formules explicites pour le noyau
associé a un opérateur. Par ailleurs, a partir de ces résultats nous avons pu obtenir
des résultats analogues et tout aussi explicites pour les représentations intégrales.

Ces résultats sont présentés dans le chapitre 2 et font I'objet de la publication
[Pt1], jointe en annexe A.

Formules d’It6 a temps discret et a temps continu

On s’apercoit en définissant 'intégration stochastique a temps discret que celle-
ci présente une différence majeure avec le calcul stochastique a temps continu :
celle-ci réside dans les formules d’'Ito exprimant la composition de deux intégrales.
On a considéré cette différence, que I’on observe immédiatement en dimension finie,
comme rendant impossible 1’utilisation efficace du calcul stochastique a temps dis-
cret comme moyen d’approcher son analogue a temps continu. Puisque nos résultats
de représentation nous permettaient d’exprimer ’approximation d’une intégrale sto-
chastique f H, da?,, nous nous sommes proposé le but suivant : redémontrer la for-
mule d’Tto a temps continu en n’utilisant rien d’autre que notre méthode d’approxi-
mation (dans laquelle la formule d’It6 n’intervient pas) et la formule d'It6 a temps
discret. C’est ce que nous exposons dans le chapitre 4 et dans article [Pt2] présenté
en annexe B, montrant ainsi que la différence entre formules d’It6 n’est en rien une
obstruction a ce que "approximation de Attal soit un outil utile.

Dans ce chapitre 4 nous rappelons par ailleurs entierement la méthode de Attal,
avec de rares modifications qui simplifient légerement son utilisation.

Retour sur la représentabilité des opérateurs

Nous avons par la suite essayé d’utiliser nos résultats de représentabilité en
temps discret pour obtenir des résultats en temps continu. Malheureusement, les
conditions analytiques nécessaires pour que nous puissions appliquer nos résultats
et que les représentations soient conservées dans le passage a la limite sont telles
que nous avons pu, suivant cette méthode, redémontrer des résultats connus mais
hélas rien de nouveau.

Nous avons donc adopté une autre approche, qui consiste a considérer nos for-
mules explicites de représentation et les formules obtenues par passage a la li-
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mite comme des informations a priori sur les intégrandes apparaissant dans la
représentation intégrale d’un opérateur donné. On peut alors, a partir de ces infor-
mations, chercher des conditions pour pouvoir définir rigoureusement ces intégrandes,
pour que l'on puisse considérer les intégrales stochastiques associées et enfin pour
que les intégrales obtenues représentent bien ’opérateur qui nous intéresse. Cette
méthode présente un inconvénient : pour estimer les formules a priori des intégrandes
il faut que 'opérateur considéré permette des calculs explicites.

Nous avons donc appliqué cette méthode aux opérateurs de seconde quantifi-
cation et de seconde quantification différentielle, opérateurs tres utilisés en phy-
sique. Nous en avons tiré une caractérisation simple de ceux de ces opérateurs
qui admettent une représentation intégrale, avec des formules explicites pour les
intégrandes.

Ces résultats, ainsi que notre premiere approche, sont présentés dans le chapitre
5. Les criteres de représentabilité pour les opérateurs de seconde quantification
(différentielle ou non) sont par ailleurs exposés dans 'article [Pt3] que 1'on trouve
en annexe C.

Equations différentielles stochastiques quantiques et interactions répétées
en mécanique quantique

Nous avons ensuite cherché a voir si nos résultats étaient assez puissants pour
que ’on puisse obtenir la convergence de solutions d’équations aux différences vers
les solutions des équations différentielles obtenues en passant formellement a la
limite. Nous avons obtenu des résultats tres généraux de convergence.

Nous nous sommes apercgus par la suite que ces résultats avaient une portée bien
plus grande en termes physiques : en effet, ils montrent que 'opérateur d’évolution
associé en mécanique quantique a une interaction répétée (ce qui couvre un cadre
tres large) est donné, a la limite, comme la solution d’une équation différentielle sto-
chastique quantique que ’'on peut expliciter. Nous pouvons ainsi décrire le passage
d’évolutions discretes a des évolutions continues en un sens plus précis que dans
les résultats de convergence connus jusqu’alors : notre passage a la limite prend en
compte I’évolution des deux entités entrant en interaction et pas seulement 1'une
des deux.

Ces résultats sont présentés dans le chapitre 6 et dans l'article [AP1], écrit en
collaboration avec Stéphane Attal et présenté en annexe D.

Nous n’avons pu, pour des raisons de volume et d’unité de sujet, rappeler autant
que nous 'aurions voulu le formalisme des évolutions dans les systemes quantiques
ouverts ni justifier notre intérét pour les objets que nous étudions. Nous renvoyons
donc le lecteur a [Dav] ou [Reb].
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Convergences de marches aléatoires et équations de structure

Nous n’avons pas parlé encore des résultats contenus dans U'article [AP2], écrit
en collaboration avec Stéphane Attal : c¢’est que nous nous sommes apercus que,
parmi les résultats qu’il contient, ceux que ’on ne retrouve pas dans d’autres de
nos articles sont déja connus.

Cet article garde cependant un intérét en ce qu’il adopte un point de vue nou-
veau. Il provient de la question des interprétations probabilistes & donner aux es-
paces de Fock a temps discret de multiplicité supérieure au classique “bébé Fock”.
Nous nous sommes apercus que, lorsque 1’on considere des marches aléatoires dans
R™, on peut tout écrire dans une structure algébrique qui est complétement indépen-
dante de la loi de la marche ; tout le contenu probabiliste est alors contenu dans des
équations de structure a temps discret. Nos techniques d’approximation permettent
alors d’observer que, suivant la forme des équations de structure associées a une
marche aléatoire, une renormalisation de cette marche converge vers un processus
qui s’explicite comme une somme d’un mouvement brownien et de processus de
Poisson.

Ces résultats sont évoqués tout au long de cette these, dans des exemples; ils
sont par ailleurs présentés sous une forme non définitive dans 'article [AP2] que
I’on trouve en annexe E.
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Premiere partie

Présentation des résultats obtenus
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Chapitre 1

Calcul stochastique quantique sur
I’espace de Fock a temps discret

Dans ce chapitre, nous définissons I'espace de Fock “a temps discret” et le calcul
stochastique quantique qui lui est associé.

Dans la section 1.1, nous justifions tres rapidement ’apparition de cet espace par
des raisons completement indépendantes de 1'idée d’approximation de ’espace de
Fock a temps continu. L’une de ces justifications provient de la physique quantique,
I’autre des probabilités classiques.

Dans la section 1.2, nous définissons le calcul d’It6 abstrait et la théorie de
I'intégration stochastique quantique a temps discret. Ces outils sont intuitivement
plus simples a manier que leurs analogues a temps continu ; il est cependant évident
que, pour que nous puissions utiliser de maniere efficace le procédé d’approximation,
il faut des énoncés précis. C’est ce qui justifie le développement de la théorie telle
que nous la présentons. Nous n'y décrirons pas les représentations en noyaux : le
sens a donner a ces représentations est discuté dans le chapitre suivant.

Ces deux sections correspondent approximativement a la premiere partie de
larticle [Pt2].

Dans la section 1.4, nous décrivons les espaces de Fock a temps discret “de
multiplicité supérieure a 1”7, que nous appellerons ainsi puisqu’ils sont en fait les
espaces qui serviront a approcher les espaces de Fock a temps continu de multiplicité
supérieure a 1. Nous verrons que, tout comme ’espace de Fock T® est associé a des
marches aléatoires sur Z, ces espaces sont associés a des martingales a temps discret
a valeurs vectorielles.

Cette section correspond a la premiere moitié de l'article [AP2].
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1.1 Motivations pour I’étude de TP

Avant d’aborder I’étude technique de ’espace T® et du calcul stochastique qui
lui est associé, nous allons justifier cette étude et montrer pourquoi cet espace est
un objet intéressant en soi et pas uniquement comme moyen d’approcher I’espace
de Fock a temps continu.

1.1.1 Une motivation physique

L’un des postulats de la physique quantique veut qu’a chaque systeme physique
soit associé un espace de Hilbert qui représente les états (a prendre ici au sens
intuitif du terme) du systeéme. Si l’on considere par exemple un systeme constitué
d’une seule particule qui n’a que deux états différents (par exemple deux niveaux
d’énergie, deux états de polarisation, etc.) alors 'espace d’état associé est C*. Si
I’on veut considérer un ensemble infini dénombrable de telles particules et que I'on
suppose celles-ci distinguables et indépendantes, alors ’espace d’état a considérer
est le produit tensoriel des espaces associés a chaque particule.

Cet espace d’état TP est donc

T@:@CZ.
N

Notons {€2;, X;} la base canonique de la i-éme copie de C?. Pour simplifier les
notations on choisit de ne pas faire apparaitre le vecteur {2; dans les produits ten-
soriels : par exemple X; ® X;, représente

Q®..00% 10X, @%1®...00% 10X, @1 ®....

Ce choix est motivé par I'idée que €); représente 1’état “vide” ou “au repos” du
i-eme site.
On a alors une base hilbertienne naturelle, constituée d'un vecteur €2

Q:QI®Q2®

appelé vecteur vide, et par tous les vecteurs Xy; ;1 pour 1; < ... < i,. Cha-
cun de ces vecteurs Xy; ;.1 correspond a un état du systeme dans lequel par
exemple les particules du systéeme qui sont excitées sont exactement les particules
indexées 11, ..., 1,. Notons Py 'ensemble des parties finies de N, que I’on munit de
la mesure de dénombrement. Ce qui précede montre que l'espace @y C* admet un
isomorphisme explicite avec [?(Py) : on identifie simplement chaque Xy, in} AVeC
I'indicatrice de I’élément {i,. .., i,} de Py. L’objet physique que nous considérons,
cet ensemble dénombrable de particules a deux niveaux, est appelé chaine de spins;
nous lui avons associé naturellement 1'espace d’état [%(Py).
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1.1.2 Une motivation probabiliste

Supposons que I’on veuille considérer une suite (7;);>¢ de variables de Bernoulli
indépendantes et de parametre p. Pour construire une telle suite, on considere une
réalisation quelconque d’une variable de Bernoulli v, sur un espace F; muni d'une
mesure ad hoc py(p). La suite de variables indépendantes de méme loi que v, peut
étre réalisée sur le produit £ = @)y E; ou chaque E; est une copie de £, £ étant
muni de la mesure produit x(p) = @y 11 (p),

On veut évidemment pouvoir considérer des fonctionnelles de notre processus;
on s’intéresse donc plutot a Uespace L?(E, u(p)) associé a E, espace que I'on notera
encore T®. On a naturellement et de maniere explicite

LA(E, p(p)) = @) L* (B, 1 (p)). (111)

Par ailleurs, chaque L?(E;, 11(p)) est un espace complexe de dimension 2 dont une
base est donnée par la variable déterministe égale a 1, que ’on note €2;, et la variable
aléatoire de Bernoulli v; de parametre p. Cette base peut étre orthonormalisée en
considérant €); et la variable aléatoire centrée réduite X; obtenue en normalisant v;
en X; = (v; —p)//p(1-p). On obtient ainsi une base orthonormale de L*(E) faite de
vecteurs Xy, ;.1 comme précédemment.

Venons-en a l'intérét de cette construction : quelle que soit la loi des variables
aléatoires de Bernoulli (v;);>0, 'espace L?(E) associé est naturellement isomorphe a
I>(Py). On a donc perdu les propriétés probabilistes qui leur étaient associées. Ces
propriétés cependant sont entierement déterminées par le parametre p et 'on voit
bien que la donnée de celui-ci équivaut & la donnée de la loi produit sur L*(E) :
cette loi est en effet entierement déterminée par les formules

X =1+¢,X;, (1.1.2)

1—2p
p(1-p)

En définissant sur notre espace [(Py) une famille de lois produits — un produit
pour chaque p de ]0, 1] — on a donc une structure abstraite commune permettant de
rendre compte des diférentes structures probabilistes, suivant la loi produit que ’on
ajoute a cette structure hilbertienne. Dans la suite, nous ne parlerons pas de choix
d’une loi produit associée a une relation (1.1.2) mais de choix d’une interprétation
probabiliste.

valables pour tout ¢, ou ¢, = est une fonction biunivoque de p.

Dans le cas de la multiplicité supérieure, la question des interprétations proba-
bilistes sera plus complexe mais évidemment plus intéressante. Nous y reviendrons
dans la section 1.4.1.



26 Chapitre 1

1.2 Calcul d’Ito6 abstrait sur ’espace de Fock a
temps discret

A partir de maintenant, I’espace de Fock a temps discret est défini comme 1’es-
pace L?(Py), que nous noterons simplement [4P), la notation [? devant suffire a
rappeler que I'espace P considéré est discret. On notera aussi T® 'espace [*(P)
pour souligner 'analogie avec l’espace de Fock a temps continu @ (le T vient de
I’anglais : ’espace de Fock discret, ou suivant la terminologie plus sympathique de
Meyer, bébé Fock, est appelé en anglais toy Fock). Remarquons encore que nous
appellerons T® ’espace de Fock a temps discret simple par opposition aux espaces
de Fock a temps discret de multiplicité supérieure que nous définirons en 1.4.

Fixons une base {X4, A € Py} de T®. Le vecteur Xy sera en général noté 2
et appelé le vecteur vide. Les variables dans P seront notées M, N, ... Fixons tout
de suite une notation a propos de ces variables : pour tout M de P, tout ¢ de N
on notera M; ensemble M N {0,...,7 — 1} et My l'ensemble M N {i,...}. Nous
noterons par ailleurs M < i (respectivement M < i) ala place de M C {0,...,i—1}
(respectivement M C {0,...,¢}.

L’espace de Fock possede une propriété importante de décomposition tensorielle
explicite qui va nous permettre de retranscrire la notion probabiliste de prévisibilité
et plus loin d’utiliser cet espace pour obtenir des dilatations de processus d’opéra-
teurs. Détaillons cette propriété : de meéme que nous avons considéré dans notre
présentation probabiliste un espace de Fock T® associé a une suite de variables
de Bernoulli indépendantes, nous aurions pu considérer un espace T®; associé aux
variables vy,...,v;_1 et un autre, T®;, associé aux variables v;, V11, . ... L’isomor-
phisme (1.1.1) montre alors immédiatement que ’on a

Cet isomorphisme est encore explicite et nous le détaillons ci-dessous. De plus, il
est clair que nous aurions pu regrouper autrement les indices des variables, ce qui
fait que 'on a de maniere tres générale le résultat suivant :

Proposition 1.2.1 Soit N = U;I; une partition disjointe de N; on a alors [iso-
morphisme explicite sutvant :

T® ~ (X) TP,

qui est donné pour toute famille (A;);, ot chaque A; est une partie finie de I;, par

XUiAi — ®XA1
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Nous utiliserons principalement des décompositions du type (1.2.1). Faisons deux
commentaires a ce sujet : d’abord, on voit qu’un espace T®; s’identifie a ’espace
L? construit sur la tribu i-prévisible naturellement associée a la marche de Ber-
noulli. Ceci justifie 'intérét probabiliste des opérateurs du calcul d’It6 abstrait que
nous définissons un peu plus loin. Par ailleurs, nous avons parlé du fait que la
structure produit est entierement définie par les X?, qui font apparaitre la valeur
de p. Nous n’avons pas parlé de la nature des produits X;X;, ¢ # j; on voit ici
que I'indépendance au sens probabiliste des variables X; et X; se traduit par une
indépendance algébrique qui fait du produit X;X; un produit tensoriel.

Dans la suite nous identifierons tout espace T®; a un sous-espace de T® et omet-
trons d’écrire les signes ®, étant entendu que nous ne considererons pas de produit
autre que tensoriel. Autrement dit, sauf mention explicite, nous ne considérerons
pas de produit qui dependrait du choix d’une interprétation probabiliste. Remar-
quons par ailleurs que le point de vue que nous adoptons mene naturellement a voir
I'indice ¢ comme une variable de temps, alors que notre présentation physique en
faisait plutot une variable d’espace; voir I'indice ¢ comme une variable de temps
mene naturellement a 'inspiration probabiliste et c’est justement la coexistence des
points de vue qui fait I’originalité de notre approche.

Avec ce point de vue probabiliste, les définitions suivantes sont naturelles; no-
tons que l'on appelle processus une suite (que ce soit une suite de vecteurs ou
d’opérateurs) lorsque I’on veut mettre 'accent sur le fait que I'indice est vu comme
une variable de temps.

Définition 1.2.2 Soit i > 0;
o Un vecteur f de T® qui appartient a T®; est dit i-prévisible.
e Un processus de vecteurs (f;)i>o est dit prévisible si pour tout i de N, le vecteur
fi est i-prévisible.
e On appelle projection prévisible au temps i opérateur de projection orthogo-
nale sur le sous-espace T®;.

Un opérateur p; s’exprime de la maniere suivante :

o F(M) siMc{o,... i—1}
pif(M)_{ 0 sinon,

Par ailleurs si I'on considere un élément f de T®, on voit facilement que pour tout
i, des vecteurs (p;11—p;) f associés a des i distincts sont orthogonaux et que chacun
s’écrit d; f X; pour un certain d;f de T®; dont on obtient facilement ’expression
explicite. Ceci justifie la définition suivante et les propriétés (1.2.4) et (1.2.5) :

(1.2.2)

Définition 1.2.3 Pour tout i > 0, on définit un opérateur d; sur I{P), appelé
gradient prévisible au temps i, par les formules

dif(M):{ f(MOUi) Zn]\jnc {0,...,i—1} (1.2.3)
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Cela définit bien un opérateur d; sur I{P) qui vérifie, pour tout f, les égalités
f=10Q+) df X (1.2.4)

et

L2 = 1£(0)° + Z i f||*. (1.2.5)

A tout vecteur f est ainsi associé un processus i-prévisible (d;f);>o-
On remarque par ailleurs que pour tout processus prévisible (g;);>o on a pour

tout f dans [P)
> Agindif) = O g Xi f) (1.2.6)

i>0 i>0
si 'on peut définir la série 37, g; X;, et que la série 3°,., |lgi Xil|* a un sens si et
seulement si
> llgil* < oo
i>0
Il est donc naturel de définir I'opération adjointe de celle qui a un vecteur f de

T® associe le processus prévisible (d;f);>o. Encore une fois il est facile d’obtenir
I’expression de ZieN gi X; comme fonction sur P :

(Z 9i Xi) (M) = gym (M \ VM) (1.2.7)

i>0

ou VM représente le plus grand élément de M.
L’objet que nous avons défini ainsi s’appelle I'intégrale d’Ito -

Définition 1.2.4 Soit (g;)i>0 un processus prévisible vérifiant 3 .., lgill> < oo.
Ce processus est alors dit Ité intégrable et son intégrale d’Ito est définie comme
Uélément de I*(P) égal a >, 0: X;; cet élément vérifie 'équation (1.2.7) et la
relation de dualité (1.2.6).

Il est facile de vérifier que 'on a, pour tout i,

7>0 Jj=0

Pour illustrer ces notions nous allons maintenant définir une classe d’éléments
de [(P) : la classe des vecteurs exponentiels. A toute fonction u de [*(N) on associe
un élément e(u) de [*(P) de la maniére suivante :

= [«

€M
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et en particulier e(u)(@)) = 1. La fonction e(u) ainsi définie est bien un élément de
[’(P) d’apres I'inégalité

nt S [T i) < (Z |u<i>|2)n,

|Al=n i€A >0

valable pour tout n et qui entraine que ||e(u)]|* < el“I*. Remarquons que I'on n’a
pas en revanche de formule simple pour un produit scalaire (e(u), e(v)).

La décomposition tensorielle (1.2.1) de e(u) dans T®; ® T®p; s’écrit aussi tres
simplement : en effet, un vecteur exponentiel e(u) vérifie pour tout i

e(u) = e(uq) e(up),

ou, comme pour les ensembles, nous notons u; la restriction de u a {0,...,i —1} et
uy; sa restriction a {,...}.
On a par ailleurs pour tout i

pie(u) =e(u;) et die(u) = u(i)e(y;),

d’ou la représentation prévisible de e(u) :

e(u) =Q+ > uli)e(u;) X;.

i>0

On notera £ 'ensemble des vecteurs exponentiels.

Remarque

Le lecteur familier avec 'espace de Fock a temps continu ® sait que, outre
leur facilité de manipulation, les vecteurs exponentiels ont ’avantage de former une
famille totale et libre. On voit facilement que les vecteurs exponentiels de TP tels
que nous les avons définis forment une famille totale dans ® (tout vecteur X4 s’écrit
comme combinaison linéaire de vecteurs exponentiels; voir par exemple 4.2.2 dans
le chapitre 4). En revanche une famille finie de vecteurs exponentiels n’est plus
forcément linéairement indépendante. Si par exemple on prend u = 0, v égal a la
suite dont tous les termes sont nuls sauf le premier qui vaut 1 et w égal a 2v, on a

e(u) — 2e(v) + e(w) = 0.

On voit facilement que c’est I'atomicité de la mesure considérée dans [?(N) qui
cause cette différence : ici u, v, w sont distincts mais ne different qu’en un point
(ce qui ne pourrait se produire s’ils étaient éléments de L?*(R;)). On peut voir
qu’en revanche si une famille de n vecteurs sépare au moins n — 1 points alors les
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vecteurs exponentiels qui leur sont associés sont linéairement indépendants. De la
méme maniere, c’est 'atomicité de la mesure qui fait qu'on n’a qu’une inégalité
le(u)||* < el“l et pas de formule simple pour (e(u), e(v)) : contrairement & ce qui
se passe en temps continu, les diagonales de N? par exemple ne sont pas de mesure
nulle.

1.3 Définition du calcul stochastique quantique a
temps discret

Le calcul d’Ito abstrait que nous avons défini est une structure pratique pour
parler des vecteurs de I’espace de Fock ; nous allons nous tourner a présent vers les
opérateurs de cet espace.

1.3.1 Opérateurs fondamentaux

Nous commencgons par définir une famille particuliere, appelée a jouer un role
important : les opérateurs de création (a; )i>o, annihilation (a; );>o et conservation
(a)izo-

+

7

Définition 1.3.1 Pour tout entier naturel i on définit trois opérateurs bornés a

- [e]
a, , a; sur T® par

X, = {XAU{Z} siid A,

0 stnon,
_ . XA\{i} St 1 € A,
a; Xa = { 0 sinon, (1.3.1)
o . XA st 1€ A,
4 Xa = { 0 sinon.

Les opérateurs ainsi définis sont bornés, de norme 1; on les étend donc a TP tout
entier. Pour des raisons d’homogénéité des notations on notera parfois a; 'opérateur
identité Id.

On remarque immédiatement que a; s’exprime simplement comme le produit

a; et que ces opérateurs a; , a; vérifient une relation d’anticommutation

+

a;

tom 4 gt —
a; a; +a;a; =Id,

ce qu’il faut relier au fait que T® peut aussi étre construit comme un espace de Fock
antisymétrique. On peut remarquer que les opérateurs de création et annihilation
que nous avons définis ne sont en fait pas exactement les opérateurs usuels définis
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sur un espace de Fock antisymétrique ; ils n’en différent cependant que par un signe,
et cela de telle maniere que la relation d’anticommutation reste satisfaite.

L’intérét de définir ces a;, ¢ = +, 0, — vient des observations suivantes : dans
une décomposition de I'espace T® de la forme

TP = TP; @ Ty @ TPy,

les opérateurs a;, € € {+, —, 0, x} s’écrivent Id ® a; ® Id. De plus, T®;, est iso-
morphe & C?; l'ensemble des opérateurs linéaires de la forme Id ® af ® Id dans
cette décomposition tensorielle est donc de dimension 4 et, si on leur adjoint I'iden-
tité, les opérateurs a*, a~, a° forment une base de cet ensemble. Ils s’identifient
respectivement, dans la base 2, X de C?, aux matrices de 9, (C)

(o) (o) (6Y):

Pour toute partie finie B de N, tout € € {+, —, o} on définit a3 = [[,.5 a;. Ces
opérateurs vérifient

X siBNA=1
+ _ AUB )
apXa = { 0 sinon,
_ . XA\B si B C A,
apXa = { 0 sinon, (1.3.2)

o X o XA Si B - A,
Apia = 0 sinon.

Nous allons simplifier I’écriture de ces opérateurs en faisant une convention de
notation supplémentaire qui nous servira tout au long de cette these. Nous noterons
simplement

+ _
aBXA = XaiB

apXa = Xu_p

en considérant que toute quantité dans laquelle intervient A + B (respectivement
A — B) est nulle si AN B # () (respectivement B ¢ A); en pratique cela reviendra
simplement a restreindre des ensembles de sommation : par exemple, C étant fixé,
une somme ), o . est I'ensemble des sommes sur les A, B disjoints et de réunion

C.

On observe facilement deux propriétés de ces familles d’opérateurs, propriétés
qui seront fondamentales dans la suite.
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Tout d’abord, du calcul

a+ao a_ X _ XM+A,C Si B C M,
ARBYC M Zéro sinon

pour un triplet A, B, C' disjoint, on déduit facilement que la famille
{alaSac, A, B,C disjoints et dans {0,...,i—1}} (1.3.3)

forme une base de I’espace vectoriel des opérateurs bornés sur T®; (nous devrions
écrire : de ’ensemble des h ® Id pour h borné sur T®;).
En utilisant le fait que afajaz = af, zap. o pour tous A, B,C on voit par
ailleurs que
{afag, A, B dans {0,...,i —1}} (1.3.4)

constitue une autre base du meéme espace.

Par ailleurs, on remarque facilement diverses relations, d’une part concernant
les opérateurs a; entre eux :

(@) =a; et (a7)" =af,

et d’autre part entre ces opérateurs et les opérateurs du calcul d’Ito abstrait : on
a d; = p;a; . Nous pourrions donc simplifier nos notations et réduire le nombre
d’objets considérés; nous conservons cependant tous ces objets pour souligner les
analogies avec le cas du temps continu.

En combinant les deux remarques ci-dessus, on remarque encore que (d;)* =
a; p;. Comme pour tout f dans T® on a a; p;f = (p;f)X;, on a un éclaircissement
sur l'identité (1.2.6) et sur d’autres relations de dualité que nous observerons plus
tard.

Exemples
e Un opérateur de multiplication MI))Q par X; pour le produit associé a une
valeur de p se décompose lui aussi en Id ® Mg(i ® Id. Il est facile de vérifier a
partir des formules (1.3.1) et de (1.1.2) que M¥ peut s’écrire

Pt 4 g 0
My, =a +a; +cpa;.

e Une autre base de C? est plus classique : c’est la base formée des matrices de

Pauly
01 0 —2 1 0
Oy = <1 0) oy = <2 0 ) o, = (0 _1> (1.3.5)

et de la matrice identité. Si Uon note a™, a™, a° les opérateurs a;, a; , a; vus
comme agissant sur C?, alors on a

1 1 1
a+ = §(J$ — ZO'y) a = 5(0'2: + ZO'y) a° = i(Id — O'Z) (136)
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On va s’intéresser dans la suite a un analogue, pour les opérateurs, de la représen-
tation prévisible (1.2.4).

1.3.2 Définition de l’'intégrale stochastique a temps discret

Nous allons discuter un type de représentation analogue aux représentations
prévisibles mais concernant les opérateurs. Pour cela nous devons d’abord définir la

Considérons le cas d’une variable classique f, ou plutot de I'opérateur de mul-
tiplication M qui lui est associé dans une interprétation probabiliste quelconque;
on voit facilement que, si f est i-prévisible, alors I'opérateur My s’écrit M; @ Id
dans T®; @ T®[;. C’est de cette propriété que nous nous inspirons pour définir
la prévisibilité au temps i d’'un opérateur de TP ; cette définition peut paraitre
étonnamment simple en regard de celle qu’il faut considérer en temps continu pour
ne pas restreindre son domaine de validité. La différence est qu’ici la prévisibilité
permet de se ramener essentiellement a la dimension finie, et que considérer, en di-
mension finie, des opérateurs non bornés tient d’une subtilité qui serait ici gratuite.

Le Lemme 1.3.3 qui suit la définition fait le lien entre notre définition de la
prévisibilité et la définition plus algébrique que 1’on obtiendrait en retranscrivant
mécaniquement les définitions considérées par Attal et Lindsay.

Définition 1.3.2 Un opérateur h de T®; est dit i-prévisible sl est de la forme
h @ Id dans T®; @ T®;.

On voit en particulier que tout opérateur i-prévisible peut étre étendu en un opérateur
borné ; c’est pourquoi, dans la suite (a I’exception du lemme suivant), tout opérateur
1-prévisible sera considéré comme borné.

Lemme 1.3.3 Un opérateur h sur T® qui satisfait aur conditions suivantes :
e Son domaine Dom h est stable par p; et par tous les opérateurs d;, j > 1.
e Les égalités suivantes sont vérifiées sur Dom h :

hp; = pih et
hd; = djh pour tout j > 1

peut étre étendu en un opérateur prévisible au sens de la Définition 1.5.2.
Exemples

e Tout opérateur de multiplication dans une interprétation probabiliste quel-
conque par une variable aléatoire ¢-prévisible est un opérateur i-prévisible.

e Tout opérateur qui est combinaison linéaire d’opérateurs a {ayay, pour A, B, C
contenus dans {0,...,7— 1} est i-prévisible. On peut voir grace a la remarque

(1.3.3) qu’inversement tout opérateur i-prévisible (borné) est de cette forme.
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On voit déja a quel point la combinaison des notions d’adaptation et du temps
discret permet de simplifier les problémes par rapport au cas usuel.

Nous allons maintenant définir de maniere rigoureuse les intégrales stochastiques
quantiques a temps discret. On veut que de telles intégrales forment des analogues,
pour les opérateurs, de la représentation prévisible des vecteurs; on veut donc pou-
voir écrire des opérateurs sous la forme de séries ) . h; a; ol le terme h; a; représente
I’action “au temps ¢”. Il est alors naturel de vouloir que a; soit un opérateur agissant
sur T®;; uniquement, et que les opérateurs intégrés h; n’agissent que sur T®; ; or
nous avons déja vu que la famille Id, o, a;, a; forme une base de 1’ensemble des
opérateurs qui s’écrivent Id ® a; ® Id dans T®; @ T®; @ TP 4.

Nous considérons donc les représentations qui nous intéressent comme des “séries”
(en un sens a préciser) d’opérateurs h; a; ou h; est i-prévisible et a; est Id, af, a; ,
af. Ceci explique 'intérét de notre convention de notation a;° = Id pour tout i.

On appelle processus prévisible un processus d’opérateurs (h;);> tel que chaque
h; est i-prévisible. Rappelons que nous considérerons toujours un opérateur i-prévi-
sible comme borné.

Définition 1.3.4 Soit ¢ dans {4+, —, 0, x}. Pour tout processus prévisible (h5);>o,
on définit l'intégrale de (hS)i>o par rapport a a® comme la série Y .., hia;, au sens
ot : -

o Dom Y .., hia; est Uensemble des f € T® tels que

pour tout M € P, >, |hiai f(M)] < +o0
M — Zizo heas f(M) est alors de carré intégrable.

o > . ohia; f est défini par
(D mias £) (M) = 3" haa £ ()
i>0 i>0
pour tout M de P.
Remarquons — cela nous sera utile dans la suite — que la condition de sommabilité
a M fixé Y |hia; f(M)| < 400 est triviale pour € égal a + ou o.

Il sera pratique, pour énoncer certains des théoremes a venir, de considérer des
intégrales restreintes, aux propriétés analytiques plus maniables.

Définition 1.3.5 Soit ¢ dans {+, —, 0, x}. Pour un processus prévisible (h:);>o on
définit lintégrale restreinte Y hai comme la restriction de lintégrale Y. hiaS a
’ensemble des vecteurs f de Dom ) hia$ tels que

M =Y |hfas f(M))]
i>0

est une fonction de carré intégrable sur P.
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Lien avec une définition Attal-Lindsay des intégrales
Il est facile de voir a partir des formules (1.3.1), que
e la quantité a; f(M) est non nulle seulement si i € M et qu’alors a;f f(M) =
f(M —1). On a donc pour tout M de P,

D haaf f(M) =" hof (M — i),

i€EM

c’est-a-dire que Y. hfa f est “I'intégrale de Skorohod” (voir [Bel] ou [A-L])
de (h f)izo-
e l'opérateur de gradient prévisible d; est égal a p;a; , donc pour tout M de P,

D hia f(M) = hif(M +1),

e 'égalité a; = a; a; et les deux remarques précédentes impliquent que pour

(3
tout M de P,
S hat f(M) = 3 haf (M)
i i€EM
et dans ces trois égalités il est équivalent que l'un ou l'autre des termes forme
une série sommable et définisse un élément de [%(P). Les intégrales que nous avons
définies sont donc exactement les traductions en temps discret des intégrales au
sens de Attal et Lindsay (voir [A-L]). De méme, les intégrales restreintes que nous
définissons sont les analogues des intégrales restreintes de Attal et Lindsay.

En particulier, ces intégrales se manipulent exactement de la méme maniere
que les intégrales a temps continu du type Attal-Lindsay, avec ceci de différent que
nous considérons nos intégrandes h; comme bornées et qu’une condition de domaine
est par conséquent supprimée. Cette condition est cependant la condition la “moins
liée” a l'intégrale elle-méme : on peut tout autant, en temps continu, se restreindre a
des intégrales de processus d’opérateurs bornés. Il est donc possible de retranscrire
mécaniquement des preuves concernant les intégrales stochastiques quantiques a
temps continu et d’obtenir ainsi a peu de frais des propriétés importantes satisfaites
par nos intégrales.

Nous donnerons trois telles propriétés. La premiere est la formule d’Hudson et
Parthasarathy décrivant ’action d’une intégrale stochastique sur le domaine expo-
nentiel ; ces formules nous seront utiles dans nos procédures d’approximation. La
seconde de ces propriétés est une caractérisation des intégrales restreintes comme
solutions d’especes d’équations différentielles, qui montre que nos intégrales res-
treintes sont les transcriptions en temps discret des intégrales stochastiques au sens
de la définition Attal-Meyer. Cette formulation a le défaut de donner une expression
moins explicite de 'action d’une intégrale stochastique mais condense de maniere
particuliement pratique les conditions de domaine. La troisieme propriété que nous
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énoncerons est la formule d’[to qui donne une expression de la composition de
deux intégrales stochastiques quantiques et nous intéressera particulierement dans
le chapitre 4.

Il est facile, dans notre cadre a temps discret, d’obtenir a chaque fois, les ex-
pressions voulues par des calculs formels; la difficulté porte sur des questions de
domaine qui alourdissent les démonstrations de discussions peu instructives. Il n’y
avait donc que peu d’intérét a donner les preuves ici. Puisque par ailleurs celles-ci se
déduisent de maniere systématique du cas a temps continu, elles n’apparaissent pas
non plus dans l'article [Pt2]. Le lecteur qui voudra des démonstrations complétes
pourra se reporter a [A-L]; il n’y a presque aucun changement a effectuer pour
obtenir des preuves dans notre cadre a temps discret.

Proposition 1.3.6 (Proposition 1.7 de [Pt2]) Soit ¢ € {+,0,—, X} et soit un
processus prévisible (h:);>o. Supposons qu’un vecteur exponentiel e(v) soit dans le
domaine de lintégrale restreinte Y Fh af ; alors pour tout u de I*(N) on a

e(w), Y hfaf e(v)) = Y ule(ulu)hie(w) — sic=+

<€(U)azh5af e(v)) = ZU(Z’)(G(U)W[B(M#» st €= —
<€(U);Z ia; e(v)) = ZWU(Z’)(B(M#),hie(vﬂ;«éi)) s1e=o0
<€(U)azhfaf e(v)) = Z(e(U),hixe(U» st €= X

ot, dans chaque cas, la série est sommable et ou ully; par exemple représente la
suite égale a u, sauf pour le i-eme terme qui vaut zéro.

La propriété suivante est la caractérisation de type Attal-Meyer de nos intégrales
restreintes :

Proposition 1.3.7 (Proposition 1.8 de [Pt2]) Soit ¢ dans {+,0,—, X} et soit
(hf)is0 un processus d’opérateurs prévisibles sur T®. Alors Y %h ai peut aussi étre
décrit comme ['unique opérateur h vérifiant

hf=> hdif Xi+> hipif X; sie=+,

i>0 i>0

hf=> hdif Xi+ > hidif sic=—,

i>0 i>0
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hf=> hdif Xi+ > hidif X;  sic=o,

i>0 i>0
hf=> hipdif Xi+> hlpif 816 = X,
i>0 i>0

ou h; = Zm hsa5 et ou une égalité ci-dessus signifie que
e un vecteur f est dans le domaine de h si et seulement si
— (hid; f)i>o est Ito-intégrable et
— la condition similaire de sommabilité (Ito intégrabilité ou sommabilité sui-
vant €) de la seconde somme est vérifiée
e [’égalité est vérifiée.

Avec nos définitions de l'intégrale stochastique on obtient la formule fonda-
mentale suivante, qui donne la représentation intégrale de la composition de deux
intégrales stochastiques quantiques. Cette formule, la formule d’Ito, étend la for-
mule de composition de deux variables aléatoires classiques si on identifie celles-ci
a des opérateurs de multiplication.

Théoréme 1.3.8 (Théoréme 1.9 de [Pt2]) Soient £,n € {+,0,—, X} ; soient
(hS)iso et (k])i>o deuz processus d’opérateurs prévisibles sur T®. Alors

> Phias Y Tklal = Fhikias =Y Thiklal = Fhikla;", (1.3.7)

i>0 i>0 i>0 i>0 i>0

est une restriction de opérateur nul, ou a" est simplement af a". Si les deux
premiéres intégrales sont partout définies, alors l'opérateur (1.3.7) est 'opérateur
nul.

Dans le cas ol e = — et 1 = 4, on a a®" = a* — a°, et le résultat est vrai a fortior:
si la derniere intégrale est remplacée par deux intégrales.

Un calcul formel sur le produit de séries ) h;ai > kja] permet d’obtenir
immédiatement la formules ci-dessus. Il est cependant évident que I’on ne peut éviter
de discuter les domaines de validité des diverses séries ; pour cela, la caractérisation
sous forme Attal-Meyer (voir (1.3.7)) est nécessaire.

Notons que a®" est donné par le tableau suivant :

r — o + X

— 0 a” a* — a° a”

o 0 a’ at a’ (1.3.8)
a’® 0 0 at

X a” a’® at a*

sur lequel nous reviendrons au chapitre 4.



38 Chapitre 1

1.4 Espaces de Fock a temps discret de multipli-
cité supérieure a 1

Nous définissons dans cette section les espaces de Fock a temps discret de mul-
tiplicité supérieure a 1.

Il est facile de motiver physiquement I’'introduction d’un espace de Fock a temps
discret de multiplicité N : si ’on veut considérer une chaine de particules qui n’ont
plus seulement deux niveaux d’énergie mais, par exemple, N+1 niveaux, il nous faut
considérer I'espace d’état

® (CN+1 7

N

que nous appellerons espace de Fock a temps discret de multiplicité N (et pas
de multiplicité N + 1). L’intérét de faire apparaitre ces espaces dans un cadre
probabiliste est en revanche moins évident ; c’est ce que nous allons discuter dans
la partie 1.4.1, ou nous nous cantonnons aux espaces de Fock de multiplicité finie
pour rappeler les résultats exposés dans [AP2]. Dans la partie 1.4.2 nous donnons
en revanche les définitions les plus générales et décrivons I’analogue, sur ces espaces,
de la théorie que nous avons détaillée en multiplicité 1.

1.4.1 Espace de Fock associé a une marche aléatoire

Soit X une variable aléatoire sur un espace (A, A, P), a valeurs dans R qui
prend N + 1 valeurs exactement (au sens ou elle prend chacune de ces valeurs avec
une probabilité non nulle), ces valeurs formant une base de I'espace affine RY ; nous
noterons X', ..., X% les variables coordonnées de X dans la base canonique. Pour
normaliser le probléeme on suppose que cette variable aléatoire est centrée et réduite,
c’est-a-dire que

E(X") =0 pour tout i = 1,..., N

E(X'X7) = 6; ;.

Considérons une suite (X, ),>¢ de copies indépendantes de X réalisée par exemple
sur (A®N, A®N PEN) - on voit alors (Proposition 4 de [AP2]) que 1'on obtient na-
turellement une base de l'espace L?(A®N, AN P®N) en considérant les variables

aléatoires
Xu= [] x
ol M décrit 'ensemble des parties finies de N x {1,..., N}. On a donc bien fait

apparaitre ’espace de Fock a temps discret de multiplicité N, analogue a I’espace
de Fock a temps discret simple.
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Dans le cas simple cependant, l'intérét de cette construction résidait dans le
fait qu’elle permettait de faire cohabiter toutes les interprétations probabilistes qui
correspondaient aux différentes valeurs prises par un parametre p €10, 1[. Il est moins
clair que 'on va pouvoir conserver une distinction entre les différents choix de la
variable X ; cela découle en fait des résultats suivants (exposés comme Théorémes
2 et 3 dans [AP2] mais prouvés initialement dans [A-E]) :

Théoréme 1.4.1 Soit X une variable aléatoire comme ci-dessus. Alors il existe

une famille (T,:’j)i,j,kzl,m,]v de scalaires telle que pour tout 1,7 dans 1,...,n,
N ..
XX =64+ ) T,°Xx* (1.4.1)
k=1

et la famille (T]”) a les deux propriétés de symétrie suivantes :

e la fontion (i,7,k) — T,ﬁ’j est symétrique,

e la fonction (i,7,1,m) — Z,]ﬁvz_l T,ﬁ’jT,i’m + 0;,01,m est symétrique.

Inversement toute famille (T}7); ;x vérifiant ces propriétés définit une unique
variable aléatorre X centrée réduite comme ci-dessus.

C’est donc la famille (T/;’)Z];€ qui va jouer le role du parametre p du cas simple
(ou plutot de ¢, : I'équation (1.1.2) est l'analogue dans lespace T® simple de
(1.4.1)) ; en particulier a toute telle famille — nous dirons encore interprétation pro-
babiliste — sera associé un produit différent. Nous donnons plus loin la représentation
intégrale d'un opérateur de multiplication par X} dans une interprétation probabi-
liste, de méme que nous ’avons fait en 1.3.1 pour le cas simple.

1.4.2 Espaces de Fock a temps discret de multiplicité quel-
conque

Nous définissons de maniere plus générale les espaces de Fock a temps discret
de multiplicité supérieure a 1. Un tel espace est associé a un espace de multiplicité
qui sera un espace de Hilbert IC, éventuellement de dimension infinie mais toujours
séparable. Le cas de multiplicité finie N se retrouvera en choisissant = CV .

On fixe une base hilbertienne (ey)xca de K ; nous supposons par commodité que
l'indice zéro 0 n’apparait pas dans A. On peut identifier /C & C* ; il est alors naturel
de définir T®(K) comme 'ensemble des fonctions sur P, ou P, est 'ensemble des
parties finies de N x A sur lesquelles la projection sur la premiere coordonnée est
injective : autrement dit, un élément de P, est un ensemble fini

{(i, A1), (s An) }

avec 11 < ... <1, dans N et \1,..., A, quelconques dans A.
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Une base naturelle est ainsi donnée par I'ensemble {X 4, A € Py}; pour i > 0
et A € A, nous noterons X plutot que Xy, cela a la fois pour des questions de
lisibilité et pour souligner 'idée que les (X »);>o devraient pouvoir étre interprétés
comme des processus indépendants dans une interprétation probabiliste. Pour sim-
plifier les notations dans la suite on notera parfois X; ou X le vecteur 2.

On a exactement comme avant une décomposition tensorielle

TO(K) ~ T(C); ® TB(K);:.

Ici T®(K); s'identifie & 'ensemble des fonctions de [?(P,) qui ont un support dans
{0,...,i—1} x A, c’est-a-dire qu’un élément f de ® est dans T®(K); si et seulement
si f vérifie

f(A)=0des que A Z{0,...,i— 1} x A;
espace T®(K); s’identifie de méme & 'ensemble des fonctions de [*(Py) & support
dans {7,...} x A.

On définit donc comme dans le cas précédent un opérateur p; de projection
orthogonale sur T®(K); et on appelle processus prévisible de vecteurs toute famille
(fi)izo avec f; € T®(K); pour tout ¢ > 0. Il doit exister a la place du gradient
prévisible d;, toute une famille d’opérateurs : en effet, si 'on considere un vecteur
[ de T®(K), tout (pi+1 — pi)f va s’écrire sous la forme

> darf X}
AEA

Il faut donc, si 'on veut conserver une représentation prévisible de la méme forme
que dans le cas de I'espace de Fock simple, définir une famille d’opérateurs d?. Pour
tout A € A, on notera ainsi d} 'opérateur défini par

d?f(A):{ FAU{i,A}) siAc{o,...,i—1} xA

0 sinon.

L’opérateur p;, que l’on notera parfois dj pour simplifier nos notations, s’exprime
par
] fA) stAC{0,...,i—1} xA
pif (4) = { 0 sinon.

On a alors les formules suivantes, qui expriment la propriété de représentation
prévisible dans T®(K) : pour tout f € T®(K),

f=rQ+) > dif X3

AEA i>0

=17 @F + 33 |2 f

AEA i>0

et
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Nous n’avons pas détaillé la définition de I'intégrale d’It6 ; celle-ci ne pose cependant
pas de probleme analytique : pour f; € T®(K);, f; € T®(K); et K, A € A, les vecteurs
i X2 et fiXF sont orthogonaux a moins que (i, ) = (j, A).

Il existe aussi plus d’opérateurs fondamentaux que dans le cadre de ’espace
de Fock simple : pour tout ¢ on définit des opérateurs de création, annihilation
et conservation associés a chaque A € A ainsi que des opérateurs d’échange. Nous
allons utiliser & nouveau des conventions de notation du type A + B, A — B pour
des éléments A, B de P,. Pour toute paire d’éléments A, B de Py, on note A + B
I’élément A U B si les projections sur N de A et B sont disjointes, la grandeur qui
porte A + B en indice étant nulle sinon. C’est-a-dire que si

A={(ir, k1), -, (ims m) }

et
B = {(jl; )\1)7 LRI (]n; )\n)}

alors A+ B est AUB si{i1,...,in} et {j1,...,Jn} sont disjoints. On notera A — B
I'élément A\ B si B C A, la grandeur qui porte A — B en indice étant nulle sinon.
Avec ces notations nous pouvons définir plus simplement les opérateurs fonda-
mentaux : pour ¢ > 0, A € A, on définit a;f)\, ;) G5, comme dans le cas simple
par
a; 5 Xa = Xai (i,

a;,)\XA = XA_{i:)‘}
o _ .+ -
a;aXa = a;,a;,Xa,

ce qui donne
a; »Xa = Xy si (i,\) € A et zéro sinon.

Ces opérateurs sont alors bornés de norme 1 et on peut les étendre a tout T®. On
définit par ailleurs, pour Kk # A dans A, i fixé, les opérateurs d’échange de A a k par
a:,ia;’ 1 ces opérateurs agissent encore sur T?I)(IC){” uniquement et transforment
X} en X7, annulant tout autre vecteur de base de T®y;;.

. e . 0\ ,
Il sera utile d’homogénéiser les notations : nous noterons a;” les opérateurs

Lot 2,0 ) T A 0,5 A0 .
de création, a;”" les opérateurs d’annihilation et ;" = a;"a;" les opérateurs de
conservation ou d’échange. On souhaite alors définir une intégrale par rapport aux

processus (af’)‘)izo. Ici cependant 'existence d’une infinité de types d’intégrales nous

oblige a définir
KyA Ky A
> D
r,AEAU{0} i
comme un tout pour prendre en compte les questions de sommabilité suivant «,

A. Pour une famille ((h,’;’)\)i>0> de processus d’opérateurs prévisibles,
— /7 {r,AeAU{0}}
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I'intégrale associée est définie, comme en 1.3.4, comme 'opérateur

Ky KA
E hi"a;",

KAEAU{0}
1EN
au sens ou, comme précédemment, le domaine est ’ensemble des f de T®(K) tels
que
e pour tout A € Pr,

>

r,A€EAU{0}
i>0

Yo D bt (A

®,AEAU{0} >0
(r,X)#(0,0)

A f(A)| < +oo

)

e la grandeur

définit une fonction de carré sommable en A.
Comme précédemment on définit I'intégrale restreinte

A KA
E ERhf’ a;”,

®AEAU{0} iEN

comme la restriction de 'intégrale précédente au domaine constitué de I’ensemble

des f tels que
As 3% ‘hf’Aaf’A £(A)

#,AEAU{0} i>0

est de carré intégrable.

Exemple
Soit (X, )n>0 une marche aléatoire dans RN comme dans la section 1.4.1. L’opéra-
teur de multip_lication par X! dans l'interprétation probabiliste associée & (X,,),>0
s’écrit -
ay’ +al’ + Y T el (1.4.2)
g,k

Nous n’allons pas énoncer les analogues de tous les résultats que nous avons
mentionnés dans le cas de I'espace de Fock a temps discret simple mais allons nous
contenter de donner la formule d’Ito dans ce cadre, formule qui prend une forme
agréablement compacte avec nos conventions de notation.



Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock a temps discret 43

Théoréme 1.4.2 (Formule d’It6 pour les intégrales sur T®(K)) Soient

§ : § : A KA
Rh]f: af:

1, AEAU{0} i>0

E E Rk?,)\a;ﬁ,)\

KAEAU{0} i>0

et

deuz intégrales restreintes sur T®(KC). Alors l'opérateur

§ : § :Rh kn)\ n/\ - E : § :Rhn/\ ) n)\
r,A€EAU{0} >0 r,A€EAU{0} >0
E E E R h“ )‘kﬂz K)‘ /J,,

A,p€AU{0} KEA >0

est une restriction de ['opérateur nul.
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Chapitre 2

Représentations intégrales et
nucléaires sur ’espace de Fock a
temps discret

Dans ce chapitre, nous abordons la question de la représentabilité des opérateurs
de T® sous la forme d’intégrales stochastiques ou d’opérateurs a noyau, c’est-a-
dire de séries (en un sens & préciser) de la forme Y k(A, B, C)alaya, ou A, B,C
décrivent P et ou le noyau k est une fonction a valeurs scalaires.

Dans la section 2.1 nous présentons une approche naive de la question de la
représentabilité. Cette approche, si elle ne permet pas d’obtenir de caractérisation
satisfaisante, est intéressante pour deux raisons. D’abord, elle montre que 'on a
de bonnes chances d’obtenir des résultats de représentabilité sur T® ; par ailleurs,
elle permet de préciser ce que l'on attend d’une représentation nucléaire et d’en
donner une bonne définition. Nous introduisons ensuite les outils qui nous per-
mettront d’étudier les conditions de représentabilité nucléaire puis obtenons une
caractérisation des opérateurs représentables, avec des formules explicites pour les
noyaux.

Dans la section 2.2 nous établissons un lien entre représentations nucléaires
et représentations intégrales puis utilisons les résultats précédents pour obtenir
des criteres de représentabilité intégrale avec des expressions explicites des coef-
ficients (h;)i>0, (h; )i>0, (hi)i>0 apparaissant dans la représentation intégrale d’un
opérateur h.

Enfin, dans la section 2.3, nous donnons les résultats analogues dans le cas des
espaces de Fock discrets de multiplicité supérieure.

Ce chapitre reprend essentiellement 'article [Pt1].

45
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2.1 Représentations nucléaires

2.1.1 Une premiere approche

L’idée fondamentale de cette approche est extrémement simple et s’appuie sur les
remarques (1.3.3) et (1.3.4) : sur notre espace de Fock a temps discret, la prévisibilité
permet de se ramener a un cadre vectoriel de dimension finie. Nous avons dit alors
que pour tout ¢ la famille

{afajas, A, B, C disjoints dans {0,...,i —1}}

constitue une base de T®;, et qu’en particulier tout opérateur i-prévisible h; admet
une représentation de la forme

hi= Y k(A B,C)ajayac, (2.1.1)

A+B+C<i

ou k est une fonction P x P — C (qui n’est définie en fait que sur les triplets
(A, B, () disjoints, les autres termes étant simplement inutiles). Une telle somme
est finie; il n’y a donc pas encore de probleme d’ordre analytique.

Si maintenant nous nous intéressons a l’existence de représentations analogues
pour un opérateur donné, sans hypothese de prévisibilité, nous devons faire un choix
du sens a donner a une telle représentation mais essayons d’exploiter le résultat ci-
dessus portant sur les opérateurs prévisibles. Considérons donc un opérateur h de
T® ; pour la discussion a venir nous nous autorisons des hypotheses tres confortables
et le supposons borné. Notons E;h 'opérateur égal a p;hp; ® Id ; il est clair que E;h
converge fortement vers h lorsque ¢ tend vers l'infini. De plus cet opérateur est
i-prévisible donc il existe une fonction k; : P x P x P — C telle que

Eh= Y k(A B,Cajagac.
A+B+C<i

On voit facilement par ailleurs pour j > 4, d’une part que E; (E;h) = E;h, et d’autre
part que

E; Z ki(A, B,C)a}agas = Z ki(A, B,C)a}agpac.

A+B+C<j A+B+C<i

Cela implique que le noyau k; coincide avec le noyau k; sur les triplets de parties
de {0,...,7—1}. Il existe donc une fonction k telle que pour tout i,

E;h = Z k(A, B,C)alayag

A+B+C<i
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et par conséquent

h est la limite forte de Z k(A, B, C)alaag lorsque i — oo.

A+B+C<i

On obtient ainsi une espece de représentation en noyau pour tout opérateur borné.
On a cependant plusieurs raisons de ne pas étre satisfait de cette représentation :
tout d’abord, ce raisonnement utilise I’hypothese que 'opérateur h est borné, ce
qui réduit considérablement le domaine d’application ; par ailleurs, et la est le plus
grave, on voudrait que la série > k(A, B, C)a}ajas, méme si elle reste une écriture
formelle, soit “indépendante de I’ordre de sommation”. Cela semble en effet étre une
exigence minimale si 'on veut que cette écriture en série ait de bonnes propriétés.
Notre approche naive, elle, a fourni une série qui n’est a priori que semi-convergente.

Observons quelles conditions cette exigence impose : on veut qu’une représenta-
tionh =3, , k(A B, C)aliagag, ot on somme sur les triplets A, B, C' de P deux
a deux disjoints, soit telle que pour tout f dans son domaine, pour tout N de P,
hf(N) coincide avec I'expression que ’on obtient apres calcul formel de 'action de

Zk(A,B,C)aZaOBaE sur Zf(M)XM

A,B,C

et que l'expression obtenue soit indépendante de l'ordre de sommation suivant
A,B,C et M (cela car la série > f(M)X) est naturellement absolument conver-
gente).
L’égalité
atabaz Xy = Xyya—c si B C M, zéro sinon

montre que

Z k(A,B,C)CLzCLOBCLE Zf(M)XM = Z Z k(AJBJC)f(M)XM-I-A—C-

A,B,C M A,B,C MDB

La sommation en M ne se fait que sur les M qui contiennent B et C'; on effectue
donc un changement de variable qui permet de réécrire 1’égalité ci-dessus en

> k(A B,C)f(M + B)X aspinr-

Ce qui nous intéresse dans cette expression est la coordonnée suivant un X,;. Apres
un changement de variable supplémentaire on voit que l’expression ci-dessus se

réécrit
Z( > Zk(U,V,N)f(V+W+N)>XM,

M U+V4+W=M N
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de sorte que 'on doit avoir hf(M) égal a
> D EUV,N)F(V+W +N).
U+V+W=M N

Pour que cette quantité soit indépendante de ’ordre de sommation, il faut donc que
pour chaque M de P, cette série soit absolument convergente, ce qui revient a dire
que pour tout triplet U, V', W, d’éléments deux a deux disjoints de P on a

D k(U V,N)F(V + W + N)| < +o0.
N
Cela sera 'une des conditions définissant les opérateurs a noyau.

Dans ce qui précede nous avons utilisé le fait que la famille
{a}a%as, A, B, C disjoints dans {0,...,7 —1}}
est une base de B(T®;) pour justifier I'intérét que nous portons aux écritures en
série ), . k(A, B,C)a}apag. Nous avons vu cependant que la famille
{a}agy, A, B quelconques dans {0,...,i —1}}

constitue une autre base du méme espace; nous aurions pu en suivant le méme
cheminement que précédemment arriver a la conclusion qu’il existe une fonction

k:P x P C telle que
h est la limite forte de Z k(A, B)ahag
AUBKL

(notons que les arguments A et B ne sont plus disjoints).

On peut donc tout aussi légitimement s’intéresser a des représentations de la
forme h = 37, ., k(A B)ajag. Comme précédemment il est naturel d’exiger
qu'une telle représentation soit telle que pour tout f du domaine de h, tout N
de P, hf(N) soit donné par le développement formel de

> k(A Blajay Y f(M)Xy

et que le résultat soit indépendant de ’ordre de sommation. En examinant comment
se traduisent ces exigences nous arrivons cette fois-ci a

hf(M)= > Y k(U N)f(V+N)

et la condition associée est maintenant que pour tous U, V' disjoints de P,

> (U, N)F(V + N)| < +oo.
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Nous donnons donc les définitions suivantes :

Définition 2.1.1
e Soit une fonction k3 : P X P x P — C; lopérateur a noyau a trois arguments
associé a ks est l'opérateur h dont le domaine est [’ensemble des f de T® tels
que pour tous U, V., W deux a deux disjoints de P, on ait

> k(U V,N)F(V + W + N)| < 400

NeP

et que 'expression

hf(M)=>_ k(U V,N)f(V+W+N)

U+V+W=M

définisse un élément de I%(P).

e Soit une fonction ko : P x P — C; lopérateur a noyau a deux arguments
associé a ko est l'opérateur h dont le domaine est [’ensemble des f de T® tels
que pour tous U, V' disjoints de P, on ait

D k(U N)F(V + N)| < +o0

NeP

et que [’expression

hf(M)= > k(U N)f(V+N)

U+V=M
définisse un élément de [P).

Nous allons étudier ces deux types de représentations. Nous verrons en particulier
qu’elles sont strictement équivalentes; de plus, ’écriture en noyau a deux argu-
ments nous permettra de donner une interprétation simple des décompositions en
opérateurs a noyau.

2.1.2 Transformations de noyaux

La premiere transformation que nous considérons est celle qui permet de passer
d’une représentation a deux arguments a une représentation a trois arguments,
du moins dans le cas des opérateurs prévisibles ou des opérateurs bornés, suivant
I’approche que nous avons présentée en introduction. Cette transformation se déduit
des égalités

+o— _ o+ o - +o0 = _ o+ =
Agap = Qx\ planplp g €0 GpGpac = Gy,p0p,c
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(la seconde étant valable pour A, B, C' disjoints seulement) et s’exprime par

kZ(AaB) = kS(A\BaAmBaB\A)
et (2.1.2)
ks(A, B, C) ky(AUB,BUC).

La seconde transformation que nous considérons nous a été inspirée par les
travaux de Lindsay (dans [Lil]). Dans notre cadre discret, on peut les définir pour
les noyaux a deux ou trois arguments :

Définition 2.1.2
e Soil un noyau a trois variables ks : PxP xP — C; on définit sa transformée

ki : P xPxP— C par

vCB

e Soit un noyau a deux variables ko : P X P — C; on définit sa transformée

kb : P x P — C par

Ky(A,B)= > ka(A\B+V,B\A+V).

VCANB

Dans le cas des noyaux a trois arguments cette transformation est simplement la
transformation de Maebius par rapport a la seconde variable ; dans le cas des noyaux
a deux arguments l'expression en est un peu plus compliquée mais la transformation
ks — k!, s’exprime encore grace a la transformation de Mcebius, de sorte que 1'on
peut inverser ces deux transformations :

ks(A,B,C) = Y (=1)"Vky(4,V,0) (2.1.3)
VCB
dans le cas d’un noyau a trois variable et
ka(A,B) = Y (=) VIE((A\B) UV, (B\ A) UV) (2.1.4)

VCANB

dans le cas d’un noyau a deux variables.
On peut par ailleurs vérifier qu’avec les définitions ci-dessus les noyaux kj, kb
sont reliés entre eux par des relations identiques a (2.1.2) :

Ky(A, B) = k,(A\ B,AN B, B\ A) et k\(A, B,C) = k,(AU B,BUC). (2.1.5)
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On observe encore que les transformations que nous avons définies sont telles
que le graphe suivant est commutatif :

k2<—>k3

i :I: Y

ky <— ki

et que toutes les correspondances sont bijectives. Cela signifie en particulier qu’une
notation comme k% est sans ambiguité. Pour cette raison, nous supprimons les in-
dices 2 ou 3 et notons simplement k, k' les différents noyaux, étant entendu qu’ils
sont reliés par les relations ci-dessus.

Nous n’avons pas justifié la définition de la transformation k — k' autrement
que par son utilité dans les travaux de Lindsay. On se rendra pourtant compte
a posteriori que c’était de prime abord un objet tres naturel; nous choisissons
malhonnétement de ne pas encore dévoiler pourquoi.

La proposition suivante prouve l’équivalence entre représentations a deux et a
trois arguments et montre en partie I'intérét que présentent les transformations que
nous avons définies :

Proposition 2.1.3 (Proposition 1 de [Pt1]) Soit f un vecteur fizé de 1*(N) ;
on considere les conditions suivantes :
e pour tous U, V., W deux a deux disjoints de P

> kU, V,N)f(V +W + N)| < 400 (2.1.6)
NeP
e pour tous U,V disjoints de P
D U N)F(V + N)| < 400 (2.1.7)
NeP

e pour tous U,V disjoints de P

KUV, N)F(V + N)| < 400 (2.1.8)
e pour tout U de P
D |E(U,N)F(N)] < +o0. (2.1.9)

Alors les conditions sur les noyaux a trois arguments sont équivalentes aux condi-
tions sur leurs analogues a deux arguments, c’est-a-dire que

(2.1.6) et (2.1.7) sont équivalents,
(2.1.8) et (2.1.9) sont équivalents.
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De plus, les conditions sur des noyauz k impliquent les conditions sur leurs trans-
formées k', c¢’est-a-dire que

(2.1.6), (2.1.7) impliquent (2.1.8), (2.1.9).

Enfin, si toutes ces conditions sont vérifiées, les quatre expressions suivantes
sont égales :

> D KU V,N)F(V+W +N) (2.1.10)

U+V+W=M NeP

> ) KU V,N)F(V+N) (2.1.11)

U+V=M NeP

> D kUN)F(V+N) (2.1.12)

U+V=M NeP

> K(M,N)f(N) (2.1.13)

NeP

Remarque
Les conditions sur les noyaux transformés £’ n’impliquent en revanche pas les
conditions sur les noyaux k ; si par exemple on prend k de la forme

k(A B,C) = (-1)Plj(4,0)

ou |B| est le cardinal de B et j est une fonction sur P x P, alors
K'(A,B,C) = 1-9j(A,C).

La condition (2.1.8) devient

pour tout U de P, Z|j(U, N)f(N)| < o0,
N

alors que (2.1.6) est

pour tous U,V de P disjoints, Z |7 (U, N)f(V 4+ N)| < +oc.
N

On voit alors que si 'on considere
e une fonction j telle que j(U, W) = 0 si le cardinal de W est différent de 1,
e un vecteur f nul sur les singletons,
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alors (2.1.8) est triviale tandis que (2.1.6) devient

pour tous U,V disjoints de P, Z l7(U, {n}) f(V +{n})| < +o0. (2.1.14)

n>0

ce qui impose encore des conditions sur les valeurs de j et de f. On peut donc
construire de nombreux contre exemples.

Dans son article [Lil], Lindsay, qui étudie des transformations analogues en
temps continu pour des noyaux a trois arguments, affirme que la condition sur la
transformée £’ implique la condition sur k£ (la transcription en temps continu rem-
place simplement la somme par une intégrale). Notre contre-exemple cependant se
traduit immédiatement au cas du temps continu et offre un contre-exemple a cette
affirmation. Notons cependant que cette erreur n’a aucune conséquence sur le reste
de larticle [Lil] ni sur Particle associé [B-L].

On peut par ailleurs identifier un domaine sur lequel les conditions (2.1.6), (2.1.7)
sont équivalentes aux conditions plus simples (2.1.8), (2.1.9) :

Proposition 2.1.4 (Proposition 2 de [Pt1]) Soit f un vecteur de I¥P) tel qu’il
existe une fonction ¢ : P — Ry vérifiant pour tous A, B de P x P,

f(A+B)| < (A ][ 66).

i€B

Pour ce vecteur f les conditions (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9) sont équivalentes.

Définition 2.1.5 Un vecteur f de I(P) vérifiant la condition ci-dessus est dit sous-
exponentiel; ’ensemble des vecteurs sous-exponentiels est noté s€. Cet ensemble s€
contient toutes les combinaisons linéaires de vecteurs erponentiels et de vecteurs

XA, AEP.

Cet ensemble s€ n’est pas un espace vectoriel ; tout ce qu’on peut en dire est que
pour f, g dans s€ et «, B dans C, la fonction |«||f|+ |B]|g| est dans s&.

Remarque

La Proposition 2.1.4 nous a montré en particulier qu’on a une stricte équivalence
entre les noyaux a trois arguments et ceux a deux arguments, de sorte que nous ne
nous soucierons plus de distinguer les deux types de représentations.

Les Propositions 2.1.3 et 2.1.4 donnent une expression simplifiée des conditions
de représentabilité pour les opérateurs dont le domaine est inclus dans s€. Nous
allons voir cependant que, méme lorsque l'on souhaite étudier la représentabilité
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d’un opérateur dont le domaine n’est pas inclus dans s&€, nos transformations res-
tent utiles. L’équation (2.1.13) en particulier a une conséquence tres importante :
supposons que h soit un opérateur a noyau k et que la base {X4,A € P} soit
contenue dans le domaine de h. Alors pour tout M de P,

hXA(M) =) K (M,N)ly,

et puisque hX (M) est simplement (X,;, hX4), on obtient la formule
k'(A,B) = (X4, hX5) (2.1.15)

sous les conditions de domaine ci-dessus. Nous disposons donc théoriquement de
tous les criteres permettant de déterminer si un opérateur dont le domaine contient
{X4, A € P} est représentable. L'expression de £’ en fonction de k cependant n’est
en général pas tres maniable, de sorte que nous allons nous intéresser dans la suite
a des criteres plus directement accessibles.

Remarques
e Cette derniere formule éclaircit le sens des conditions (2.1.8) et (2.1.9) : en
effet, grace a cette formule, la condition (2.1.9) devient

pour tout M, Z (X, RXN)f(N)] < +00,
N

de sorte que, sous les conditions portant sur les transformées k' dans la Propo-
sition 2.1.3, le développement en noyau est une simple réécriture de 1’égalité

pour tout M (Xpr, b f(N)Xn) =Y (Xp, hXy)f(N).  (2.1.16)

N

e La formule (2.1.15) nous permet aussi d’éclaircir le sens de cette représentation
en noyaux. On a, du moins formellement,

h=> (Xa,hXp) |Xa)(Xpl; (2.1.17)
A,B
or | Xa)(Xp| = al pyay et, comme nous allons le voir plus bas en (2.1.19),
=YV,
NeP

ce qui permet de déduire la forme de la représentation en noyau en substituant
cette expression dans ce qui précede.



Représentations intégrales et nucléaires a temps discret 5%}

La justification que nous avons présentée dans la deuxieme remarque ci-dessus
se retrouve dans les questions de représentations en noyau dans les espaces de Fock
a temps continu; dans ce cas bien sur les problemes analytiques deviennent plus
exigeants. Nous discuterons I’apparition de ces idées dans le chapitre suivant, dans
la section 3.3.

Résumons la caractérisation que nous avons obtenue dans le cas d’opérateurs
dont le domaine est contenu dans s& :

Proposition 2.1.6 Soit h un opérateur sur T® dont le domaine vérifie
{X4,A€ P} C Domh C s€&;

alors h peut étre étendu en un opérateur a noyau si et seulement si pour tout f
dans Dom h, tout M dans P,

{ S0 (X, XN F(N)| < +o00 et

(2.1.18)
>y (X, RXn) f(N) = hf(M).

et le noyau k est alors donné par
K'(A,B) = (X4, hXp).

Cette proposition n’est qu’une reformulation de notre définition utilisant 2.1.3
et 2.1.4; elle peut sembler décevante. En effet, il se comprend que I'’hypothese
Dom h C s€ soit nécessaire pour éviter que 'opérateur a noyau n’ait un domaine
trop fantaisiste en regard de celui de h. Il peut sembler en revanche que la seconde
condition de (2.1.18) puisse étre remplacée par une hypothese de fermabilité dans
lesquelles on particulariserait la base {X4, A € P}. L’énoncé ne peut se simplifier
autant qu’on le croirait a priori. En effet, une condition de fermabilité usuelle s’écrit
ainsi : si une suite (up),>o d’éléments du domaine de K vérifie

{ (un)n>o tend vers zéro et

la suite (K uy,)n>0 converge,

alors la limite de (Ku,)n>0 est zéro. La deuxieme condition de (2.1.18), elle, est a
la fois plus faible que la fermabilité puisque les seules suites approchantes (uy)n>0
considérées sont des sommes partielles de Y = f(N)Xy. Elle est en revanche plus
forte que la fermabilité puisque '’hypothese de convergence au sens faible disant
que pour tout M de P, (X, Ku,) converge et définit une fonction de M de carré
intégrable doit impliquer que, pour tout M, la limite est zéro.
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2.1.3 Une condition suffisante de représentabilité nucléaire

Il est clair d’apres la remarque montrant que les conditions de la Proposition
2.1.6 sont celles qui permettent d’écrire (2.1.16), qu’il existe un cas dans lequel la
question de la représentabilité se simplifie grandement : c’est celui ou l'on s’auto-
rise des hypotheses sur ’adjoint de 'opérateur considéré. Nous prouvons ainsi le
théoreme suivant :

Théoréme 2.1.7 (Théoréme 2 de [Ptl]) Soit h un opérateur sur TP tel que
{Xa,A € P} C Domh N Domh*; alors les formules (2.1.15) définissent un
opérateur a noyau qui est une extension fermée de h.

Ce théoreme montre qu’en particulier tout opérateur borné admet une représentation
en noyau valable sur tout T®. Il faut remarquer par ailleurs que, dans ce théoreme,
il n’y a plus d’hypothese sur le domaine du type Dom h C s€ ; nous ne nous servons
plus en fait de la Proposition 2.1.4 mais prouvons pour tout f de T® les conditions
plus fortes (2.1.6), (2.1.7) de la Proposition 2.1.3. Nous prouvons de plus que, dans
ce cas, I'opérateur a noyau hj obtenu est un opérateur fermé. Notons cependant
que l'inclusion h C hy n’est pas une égalité a priori.

Extensions de ces résultats

Il est a remarquer que, dans tout ce que nous avons fait, nous n’avons jamais uti-
lisé I’ordre sur N; on peut donc transcrire nos résultats sans aucune modification au
cas ot I’on travaille sur un espace de Fock construit sur /2(.A) pour A dénombrable.
Cela signifie que, si ’on considere un espace de Hilbert séparable et que 1’on associe
a une base hilbertienne quelconque des opérateurs de création, annihilation, conser-
vation de la méme maniere qu’ici, on peut, sous des hypotheses analogues a celles
de la Proposition 2.1.6 du Théoreme 2.1.7, représenter tout opérateur de cet espace
comme une série de produits de ces opérateurs a®, a~, a°. En particulier, tout cela
s’applique aux espaces de Fock de multiplicité supérieure et méme de multiplicité
infinie. Nous détaillerons ces résultats dans la section 2.3.

Exemples de représentations en noyaux
e Considérons un opérateur de projection adaptée p;. Le Théoreme 2.1.7 s’ap-
plique et ’on trouve
I{I,(A, B) = <XA;piXB>

qui vaut 1 si A = B C {0,...,i— 1} et 0 sinon. En inversant cette formule
nous trouvons des représentations

pi= Y (-1)Plag =" (-1)Plagag. (2.1.19)

B>i B>i
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e Pour «, f dans P on peut considérer 'opérateur |X,)(Xz|. Alors £'(A, B)
vaut 1 pour A = «, B = 3, 0 sinon. On obtient

I Xo)(Xp| =D (-D)"¥lafagaz, (2.1.20)

BeP

qui se déduit de 'exemple précédent et du fait que | X,)(Xp| = agpoay (voir
la seconde remarque apres la formule (2.1.15)).
e Définissons un opérateur h sur I'espace engendré par {X4, A € P} par

hX 4 = ZXB.

BCA

On voit facilement alors que h* n’est pas défini sur ’ensemble { X4, A € P} de
sorte que ['on ne peut appliquer le Théoreme 2.1.7; en revanche, la Proposition
2.1.6 s’applique et montre que h est étendu par l'opérateur _ _ a,.

2.2 Application aux questions de représentations
intégrales

Nous allons utiliser a présent la structure d’ordre qui existe sur N pour obtenir
des représentations intégrales a partir de nos représentations nucléaires. Nous avons
d’abord besoin de remarquer que, d’apres nos calculs de

k(A, B, C)ajagag Y f(M)Xu,

la Définition 2.1.1 revient & définir Popérateur Y, . k(A, B,C)ajaghag comme
ayant pour domaine ’ensemble des f de T® tels que
e pour tout M de P,

Z ‘k(A,B,C)(a;{aOBaE f)(M)‘ < +00

A,B,C

e la fonction

M»—>Z (A, B,C)(a}apag [)) (M)

A,B,C
est de carré intégrable en fonction de M.

Grace a cette remarque on voit qu’un opérateur a noyau est bien une série

Z k(A, B,C)alaSa,

A,B,C
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au sens ou nous avons défini les séries d’opérateurs dans le cas des intégrales.

En particulier, les deux propriétés suivantes deviennent claires : d’abord, si I’on
écrit £ comme une somme ki + ...+ k, ou les k; ont deux a deux des supports
disjoints, alors 'opérateur

Z ki(A, B,C)alapag + ... + Z k.(A, B,C)a}aag,

A,B,C A,B,C

est une restriction de l'opérateur Y, . k(A, B,C)a}apag. En effet, la premiere
condition ci-dessus (sommabilité suivant A, B, C') est vérifiée de maniére équivalente
par une écriture et par 'autre et la propriété que ’expression donne une fonction
2 de M est plus forte pour la seconde écriture. Par ailleurs, si I’'on écrit P comme
une réunion disjointe P = U;>oP; alors

Z( Z k(A,B,C’)ajaOBaC>

i A,B,CeP;

est une extension de 'opérateur ), , k(A B, C)alayag puisque la condition de
sommabilité suivant ¢ dans ’écriture ci-dessus est plus faible que la condition de
sommabilité suivant A, B, C dans I'écriture en noyau, la condition [? étant ensuite
équivalente dans un cas et dans 'autre.

2.2.1 Représentations nucléaires et intégrales

Suppposons qu’un opérateur h sur T® admette une représentation en noyau au
sens de la Définition 2.1.1. Comme, pour tout (A4, B,C) # (0,0,0), le plus grand
élément de AUBUC' est dans un et un seul des ensembles A, B, C, on peut réécrire la
représentation en noyau de deux manieres différentes : d’apres les remarques faites
ci-dessus, la somme des trois séries

k(0,0,0)+ Z k(A+1,B,C)alagag af (2.2.1)
A,IiBZ,(OI<i
+ Y k(A,B+i,C)akajagal + > k(A B,C+i)ajagaga;
i>0 i>0
A,B,C<i A,B,C<1i

est étendue par opérateur a noyau »_, . . k(A, B, C)alaSas, qui est & son tour
étendu par

k(0,0,0) -I-Z ( Z k(A+1i,B,C)alayas af (2.2.2)

7 A,B,C<i

+ > KA B+i,Clakajaga; + Y KA, B,C +iakagaga; ).

A,B,C<i A,B,C<i
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Si on définit par ailleurs trois processus prévisibles (h; )0, (h)i>0, (h; )i>o par
hi =34 pca KA+, B, Clajapag
hy =34 pow k(A B+1i,C)afayag (2.2.3)
hi =3 apow k(A B,C +i)afayag
alors (2.2.2) se réécrit en

K(0,0,0) + > (hfaf + hia; + by a;), (2.2.4)

et ’on voit de la méme maniere que l'intégrale
KO,0,0)+ > hiaf +> hial+ > har

est elle-méme une extension de (2.2.1) et une restriction de (2.2.4).

On a donc obtenu une intégrale stochastique quantique qui coincide avec I’opéra-
teur h sur leur domaine commun et on peut expliciter une partie de ce domaine
commun. En particulier, si la base {X 4, A € P} est dans le domaine de h alors elle
est aussi dans celui de (2.2.1) puisque seule la série en a;” porte sur un nombre infini
de termes. Elle est donc dans le domaine restreint de (2.2.1) puisque pour tout A,
3. hiaf X 4(M) ne contient qu’un seul terme pour tous les M sauf un nombre fini.

De plus, les coefficients de 'intégrale sont donnés sous la forme d’opérateurs a
noyau par (2.2.3); nous savons relier le noyau a l'expression de l'opérateur grace a
la formule (2.1.15), de sorte que nous pouvons déduire une forme plus explicite des
opérateurs h{ si nous supposons que { X4, A € P} est inclus dans le domaine de h.
Ces opérateurs s’expriment de maniere particulierement simple grace aux opérateurs
du calcul d’Ito abstrait :

hi p; = d;hp;
hi pi = piha p; (2.2.5)
ke pi = dihaf p; — pihp;.

2.2.2 Une condition suffisante de représentabilité intégrale
Dans la section précédente nous avons montré le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.1 (Théoréme 3 de [Pt1]) Soit h un opérateur sur T® tel que
{X4,A € P} est contenu dans Domh N Dom h*, et notons h la fermeture de h ;
alors si l'on note hi les opérateurs définis par (2.2.5) et u = (2, hQ2), Uopérateur

(nrd+ 3" hfal + 3 mias + 3 hia )~ T
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est une restriction de Uopérateur nul et {Xa, A € P} est dans le domaine restreint
de ['intégrale.

Les p; a droite des expressions (2.2.5) ne sont la que pour mettre en valeur la

symétrie ; puisque d; = p;a; et que a; , a; sont mutuellement adjoints, ces formules
entrainent que

(B)F =his (W) =K et (k) =,

)

ou les (k*)® sont les coefficients de la représentation intégrale de h*.

Représentation des processus

Dans ce qui précede, nous ne nous sommes intéressé qu’a la représentation d’un
opérateur isolé. Si I'on souhaite considérer un processus d’opérateurs (h;);>o, que
I’on suppose prévisible, on peut bien sur déduire des formules précédentes une
représentation intégrale de chaque h; mais les coefficients de ces représentations
dépendront de ¢, or nous aimerions avoir des écritures compatibles entre elles. On
obtient facilement, a partir des formules précédentes, une représentation intégrale
commune du processus a condition d’y intégrer une intégrale par rapport au temps :
il suffit pour cela de remarquer que tout h;1; — h; se décompose en une partie
hiaf +h;a; 4+ hiag et une partie i-prévisible. Remarquons qu’ici on n’a plus aucun
probleme de domaine puisque les opérateurs prévisibles sont bornés et que toutes
les sommes sont finies.

Corollaire 2.2.2 Soit (h;) un processus prévisible d’opérateurs sur T®. Alors il
existe quatre familles (b )0, (h; )iso » (h$)iso » (B} )i>o telles que pour tout i on
ait
b i+ Y hfaf + Yt + X i+ Y
j<i j<i Jj<t j<i

ot p = (€, hoQY) et les intégrandes sont données par

( hipi = dihi+1pi
) h; pi = pihiy1a; p; (2.2.6)
hipi = dihis1a] pi — pihigap;
L hixpi = pi(hi—l—l - hi)pi-

Exemples de représentations intégrales
e les opérateurs de projection adaptée p; pour ¢ > 0 s’écrivent

pi=1d+> hia (2.2.7)

Jj2i
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pour hf = —3> . j_l}(—1)|N‘a?\, et cette représentation intégrale est néces-
sairement valable partout puisqu’on a une représentation nucléaire sur tout
T® qui est strictement équivalente a la restriction commune (2.2.1).

e Soient «, 5 dans P et supposons par exemple que le plus grand élément de
aUf est un élément a € a. Alors opérateur | X,)(Xs| admet la représentation
intégrale

a—1
(af A+ hsas)ag) af + > (1Xa)(Xp| h) a
§=0

jza

ou les opérateurs hj sont définis dans I'exemple précédent. Encore une fois
cette représentation est valable sur tout T®.

2.3 Le cas des espaces de Fock de multiplicité
supérieure a 1

Dans cette section, nous considérons le cas ou 'on travaille sur un espace de
Fock a temps discret T®y, pour un espace de Hilbert séparable K, dont une base
hilbertienne est indexée par A, comme dans la section 1.4. On rappelle que Py
est 'ensemble des parties finies M de N x A telles qu’il n’existe pas dans M deux
éléments de la forme (i, k) et (i, \).

Dans un tel espace, une représentation en noyau est encore une série du type
S k(A, B,C)aliayag ou les at, a, a® sont ceux que nous avons définis en 1.4 et
A, B, C sont des éléments de Py ; ces ensembles A, B, C' sont non seulement disjoints
mais les projections sur N de A, B sont disjointes, celles de B, C sont disjointes. En
revanche on peut avoir par exemple des éléments (i, k) dans A et (i, A) dans C, avec
A # k cependant. Ceci cependant n’a rien a voir avec nos preuves combinatoires (de
telles considérations n’apparaissent pas dans les représentations a deux arguments)
et tous nos criteres portant sur les représentations en noyaux restent valables si 1’on
considere des représentations en noyaux sur TP (K) ; seuls les ensembles d’indexation
vont changer.

Pour énoncer 'analogue de la Proposition 2.1.6 il faut dire que I’ensemble s€(K)
se définit comme dans la Proposition 2.1.4 en considérant des fonctions ¢ de N x A

dans R, .

Proposition 2.3.1 Soit h un opérateur sur T®(K) dont le domaine vérifie
{Xa,A € Py} CDomh C sE(K);

alors h peut étre étendu en un opérateur a noyau si et seulement si pour tout f
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dans Dom h, tout M dans Pj,

{ > very (X, RXN) f(N)] < +o0 et

(2.3.1)
> overy (Xn, hXN) F(N) = hf(M).

et le noyau k est alors donné par
k'(A,B) = (X4, hXp).

Théoréme 2.3.2 Soit h un opérateur sur T®(K) tel que {Xa, A € Pr} C DomhnN
Dom h*; alors la formule

K(A, B) = (X4, hXp).

définit un opérateur a noyau qui est une extension fermée de h.

On peut a nouveau tirer formellement une représentation intégrale d’une représen-
tation en noyaux; sans détailler les calculs, on peut voir que l'on obtient des
intégrandes données par leur représentation en noyaux. On obtient ainsi le théoreme
suivant, qui est I’analogue du Théoreme 2.2.1 :

Théoréeme 2.3.3 Soit h un opérateur sur T tel que {X4, A € P} est contenu
dans Dom h N Dom h*, et notons h la fermeture de h. Si l'on définit des processus
prévisibles (Rf)iso pour tout couple (k, \) d’éléments de AU{0} avec (k, ) # (0,0)
par
hiA = d)ha) " p; pour k, A distincts dans A U {0},
{ A = dha? p; — pihp;  pour A dans A

et un scalaire | par

= (9, hQ),

alors l’opérateur

pld+ Z th’/\af’)‘ —h

®AEAU{0} >0
(r,A)#(0,0)

est une restriction de l'opérateur nul et {X 4, A € Pp} est dans le domaine restreint
de ['intégrale.

Enfin, on a pour corollaire le résultat de représentation des processus, analogue
du Corollaire 2.2.2. Ici, cependant, une intégrale arrétée au temps ¢ n’est plus une
somme finie puisqu’il existe une infinité de termes hf’)‘; on ne peut donc pas, par
rapport au Théoreme 2.3.3, améliorer le domaine de validité de la représentation
intégrale.
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Corollaire 2.3.4 Soit (h;) un processus prévisible d’opérateurs sur T®(K) ; il existe
des processus prévisibles (hf™)iso pour tout couple (k, ) d’éléments de AU{0} tels

que pour tout i ['opérateur

hi—pld+ ) e

w,AEAU{0}

est une restriction de 'opérateur nul dont le domaine contient {Xa, A € Pp}; les
intégrandes sont données par

h,f’/\ = df‘h,a?"ipi pour K, A distincts dans AU {0},
hf"/\ = df‘ha?’)‘pi — pihp;  pour \ dans A,
hY = pilhis — hi)

et u est donné par

o= <Q, th>
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Chapitre 3

Calcul stochastique quantique sur
I’espace de Fock

Dans ce chapitre, nous présentons rapidement la théorie du calcul stochastique
quantique sur les espaces de Fock bosoniques construits sur des espaces L*(R, , K)
ou K est un espace de Hilbert séparable.

Dans la section 3.1, nous définissons ces espaces de Fock et le calcul d’Tto abstrait
qui lui est associé; ce calcul d’It6 mene naturellement a la formulation Attal-Meyer
de l'intégration stochastique quantique. Nous définissons cette formulation dans
la section 3.2; nous donnons également des expressions du type Attal-Lindsay ou
Hudson-Parthasarathy de ’action des intégrales qui nous seront utiles dans la suite.
Nous n’entrerons cependant pas dans les subtilités des recoupements précis entre
ces diverses théories.

Dans la section 3.3 nous présentons rapidement un autre type de représentation
des opérateurs : les noyaux de Maassen-Meyer.

Nous nous sommes efforcé, dans cette présentation, de mettre en avant les ana-
logies entre théories a temps discret et a temps continu. Pour plus de détails sur
la théorie de I'intégration stochastique quantique suivant cette approche on pourra
consulter le livre de Meyer [Me2] ou le texte de présentation [At5].

3.1 Espaces de Fock

3.1.1 Définition de I’espace de Fock simple

Nous commencons par définir I'espace le plus couramment considéré en proba-
bilités quantiques : I'espace de Fock bosonique sur L?*(R, ). Nous présenterons plus
loin les analogues de multiplicité supérieure, c’est-a-dire les espaces de Fock boso-
niques sur L*(R,,K) ol K est un espace de Hilbert séparable quelconque. Nous
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avons fait ce choix afin d’alléger ’exposé : les résultats que nous énoncons dans l’es-
pace de Fock simple s’étendent aux cas plus généraux sans grande difficulté mais
les notations s’en trouvent alourdies.

Nous travaillerons donc principalement sur ’espace de Fock simple, noté ®, qui
est défini usuellement comme le complété de I’espace préhilbertien

P Lrrw)™",

n>0

oll o représente le produit tensoriel symétrique, et ot L? (R+)°0 = C par conven-
tion. Comme dans le cas de l'espace de Fock a temps discret, les manipulations
seront grandement simplifiées par ['utilisation de la notation de Guichardet ; nous
ne détaillerons pas la construction de I'isomorphisme explicite, que ’on peut trouver
dans tous les ouvrages de référence. Disons simplement qu’il s’agit d’identifier les
¢éléments de L?*(R;)°" & I'ensemble des fonctions symétriques sur R ou encore aux
fonctions des n-uplets de R, .

Nous nous appuyons sur ’analogie avec le temps discret pour définir directement
I'espace de Fock ® comme 'espace de fonctions de carré intégrable L? (P), ou P
est 'ensemble des parties finies de Ry muni de la mesure qui coincide avec la
mesure de Lebesgue n-dimensionnelle sur le sous-ensemble P,, de P constitué des
n-uplets, et telle que 'ensemble vide () est un atome de masse 1. Nous utiliserons
donc indifféremment les notations ® et L? (P).

Un élément de ® sera donc une fonction f : P +— C telle que

|f(®)|2+2/< S

nx

L’élément canonique dans P sera noté o et I’élément infinitésimal do. Nous
respecterons par ailleurs la convention qui veut qu'une partie {sq,...,s,} soit tou-
jours écrite sous forme ordonnée : les s; sont supposés vérifier s; < ... < s, hormis
mention contraire.

L’indicatrice de ’ensemble vide est appelée le vecteur vide de L* (P) et est notée
Q. Pour tout n de N, le sous-espace s’identifiant & L?(P,) est appelé le n-iéme chaos.
Cet espace est simplement le sous-espace de ® formé des fonctions a support dans
les n-uplets : pour toute fonction f de L? (P),

[ appartient au n-ieme chaos < f(0) =0si |o| # n.

On notera o le produit de Wick qui est simplement le produit symétrique dans
L*(P) : pour deux éléments f, g de L* (P), on définit f o g(o) pour tout o par

foglo) =) f(r)g(a\7).

T7Co



Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock a temps continu 67

Le produit f o g n’est pas a priori un élément de L? (P). Si cependant f et g
appartiennent aux n-ieme et m-ieme chaos respectivement, alors fog est un élément
de L? (P) et méme un élément du n + m-ieme chaos. Il est clair alors que le n-ieme
chaos est exactement ’espace engendré par les vecteurs de la forme u; o ... o0 wu,
pour uy, ..., u, dans L*(R,).

3.1.2 Calcul d’Ito abstrait sur ¢

Voyons d’abord que I'espace ® a lui aussi une propriété intéressante de décompo-
sition tensorielle explicite. Pour tout I C R, , on peut définir le sous-espace ®; des
éléments de L? (P) a support dans I, ¢’est-a-dire que pour un élément f de @,

f appartient & ®; < f(0) = 0 pour presque tout o tel que o ¢ I.
La proposition suivante énonce la propriété de décomposition tensorielle de P :

Proposition 3.1.1 Soit R, = U;enI; une partition en intervalles disjoints; alors
on a un isomorphisme explicite

o~ Q) P,

1eN

obtenu en associant a toute famille de fonctions (f;)ien avec f; € @5 une fonction
f par
flo) =[] filen D).
ieN
Pour tout ¢ de R, on notera en particulier ®; ou L?(P;) le sous-espace de L? (P)
constitué des fonctions a support dans [0, t], et ®|; le sous-espace des éléments de
L*(P) a support dans [t, +00).

Il sera plus simple dans le cas de ’espace de Fock a temps continu de parler
d’adaptation au lieu de prévisibilité. La notion d’adaptation pour les vecteurs de ®
reste par ailleurs similaire a la notion de prévisibilité de ’espace de Fock a temps
discret :

Définition 3.1.2
e Un vecteur f de ® qui appartient o L*(P;) est dit t-adapté.
e On appelle projection adaptée au tempst ['opérateur de projection orthogonale
sur le sous-espace P;.

Un opérateur de projection adaptée P; s’exprime de la fagon suivante :

Ptf(g):{ flo)y  sioc]o, ]

0 sinon,
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On définit aussi une famille d’opérateurs appelés gradients adaptés. Cette définition
pose cependant plus de problemes que dans le cas a temps discret : on voudrait
définir, pour f dans ®, le vecteur D, f par

th(a):{ flou{t}) sioC]o,t] (3.1.1)

0 sinon.

Il est cependant clair qu'une telle définition ne peut définir un opérateur D, défini
sur tout f de ® puisque les éléments de L? (P) ne sont définis que presque partout :
on ne peut espérer définir au mieux, pour un f donné, D;f que pour presque tout t.
Nous reviendrons sur ce probleme un peu plus loin. Il est en revanche évident que,
s’il est défini, D, f est, comme P, f, un vecteur t-adapté.

Dans ce cadre a temps continu nous devons étre plus prudent avec les ques-
tions analytiques. Nous appellerons donc processus de vecteurs dans ® toute fa-
mille (f;);>o de vecteurs de @ telle que t — f; est mesurable. Le premier processus
de vecteurs qui nous intéressera sera le processus (x:);>0, par rapport auquel nous
integrerons pour obtenir 'intégrale d’Ito :

J 1 sio={s}tets<t
Xt(a)_{ 0 sinon.

Nous souhaitons définir une intégrale de processus adaptés (f;)icr, de vecteurs
par rapport a la courbe (x;):cr, . Nous appuyant sur le cas discret, nous définissons
directement l'intégrale sous forme algébrique : le vecteur [ f; dy; est défini par

/ftht(O') = { Jvolo\ Vo) sio 20 (3.1.2)

0 sinon.

Notons que l'on peut retrouver cette définition comme une limite en norme de
sommes de Riemann ) f,, ® (X4, — X#), ce qui justifie la notation sous forme
intégrale.

On voit facilement qu’avec cette définition

/

qui montre qu'il est nécessaire et suffisant, pour que la définition (3.1.2) définisse
bien un élément de L? (P), que [||f;]|*dt < +oc. De plus on vérifie par un calcul
analogue, que

/ fodxilo)| do = / TR (3.1.3)

| [ ool doar= s
0 Pt

qui indique que D, f est bien défini pour presque tout t. On obtient alors facilement
la proposition suivante :
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Proposition 3.1.3 Soit f un vecteur de @ ; avec la définition (3.1.1), D.f est bien
défini comme élément de L? (P) pour presque tout t. On a donc un processus adapté
(Dif )io0 défini pour presque tout t, qui vérifie

f=rma+ /th dxi (3.1.4)

et
£ =@ + [ 1D ae. 3.5

L’écriture (3.1.4) d’un vecteur de f est appelé sa représentation prévisible ; nous
reviendrons un peu plus loin sur cette appellation.
On peut remarquer que l'on a, pour tout f de ® et presque tout ¢,

o0 t o0
Pt/ fstSZ/fsts et Dt/ 1 dys = fi
0 0 0

La Proposition 3.1.3 fait apparaitre plus précisément le lien entre ® et TP ; en
effet, la décomposition tensorielle 3.1.1 dans ® montre que 1’on a en quelque sorte

¢ ~ ® ‘I)[t,t+dt}

>0

et la représentation prévisible d’un vecteur (3.1.4) montre que Qg iran st “en-
gendré” par € et dy;, donc peut étre vu comme isomorphe a4 C?. On a donc en

quelque sorte
P ~ ® C?.

>0

et il est a prévoir que ® puisse étre approché d’'une certaine maniere par des “fonc-
tions en escalier” qui pourront étre vues comme éléments de Td. C’est I'idée sous-
jacente a ce que nous verrons dans la section 4.

Remarquons par ailleurs que 1’on peut itérer la représentation prévisible d’'un
opérateur f : les vecteurs D, f sont des éléments de I'espace de Fock et ont a leur
tour une représentation prévisible, et ainsi de suite. On arrive ainsi a écrire tout
élément de ® comme

F= 02+ [ s de dx,

n>1

que ’on abrege en

/= /P £(0) dxo,
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formule a laquelle est associée la formule d’isométrie

112 = /P £(0)[? do

Cette représentation est appelée représentation chaotique de f. Elle nous montre que
notre espace de Fock est isomorphe a l'espace chaotique de toute martingale normale
et & U'espace L? canoniquement associé a toute martingale normale. Par exemple @
s'identifie & 1'espace L?(u) ol p est la mesure de Wiener par l'identification de

F=roe+>" F(s1,- s 80) dxs, - - - dxs,

n>1 51<...<8n

a la variable aléatoire classique

f:f(m>+z/< S AW AW,

n>1

ol (W;)i>0 est le mouvement brownien ; il en serait de méme si nous avions considéré
une autre martingale normale, comme le processus de Poisson compensé ou celles des
martingales d’Azéma qui ont la propriété de représentation chaotique. Remarquons
que, dans le cas d’une martingale normale qui n’a pas la propriété de représentation
chaotique, son espace chaotique est encore isomorphe & ® mais pas l'espace L? qui
lui est associé.

L’identification de ® & un tel espace L? associé & une martingale classique est ap-
pelé une interprétation probabiliste. Comme dans le cas discret, I'espace ® que nous
avons construit offre une structure hilbertienne permettant de considérer de nom-
breuses situations probabilistes ; ¢’est encore en faisant le choix d’une loi produit sur
cet espace que nous ferons réapparaitre les propriétés véritablement probabilistes.

Remarquons encore que, dans toutes ces interprétations, les opérateurs P; s’iden-
tifient aux espérances conditionnelles, les D; donnent la représentation prévisible
au sens classique de variables aléatoires, l'intégrale d’Ito abstraite s’identifie a
I'intégrale par rapport a la martingale considérée; notre formalisme traduit sim-
plement le fait que ces opérateurs s’expriment, sur les décompositions chaotiques,
de maniere indépendante de l'interprétation probabiliste.

Sous-ensembles de ¢

Nous considérerons souvent trois sous-ensembles particuliers de L? (P) : le pre-
mier est le domaine exponentiel £, le deuxieme est le sous-espace J défini par
Coquio dans [Co2] et le troisieme est [’espace a nombre fini de particules F.

A toute fonction u de L?*(R, ) on associe une fonction &(u) sur P par

{ E(u)(0) = 1
E(w)({s1,.-.,5n}) = ul(s1)...u(sy).
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Cette fonction &(u) est un élément de L* (P), comme on peut le voir grace a I'égalité

1
/ u(s1) . u(sy)[? dsi ... dsy = u(s)[ ds
§1<--<Sn

]
n! Je,

qui implique
2
€@ = .

L’ensemble de tous les vecteurs exponentiels est noté simplement £, comme dans
le cas a temps discret; la notation pour les vecteurs est en revanche différente et
il n’y aura pas de risque de confusion. Cet ensemble £ est total dans L? (P) et,
de plus, toute famille finie de vecteurs exponentiels €(uy), ..., E(u,) associés a des
fonctions wuy, ..., u, deux a deux distinctes est une famille libre (voir par exemple
[Me2]). Ces vecteurs sont de plus particulierement faciles & manier puisque, comme
nous le verrons ci-dessous, les opérateurs du calcul d’Ito s’expriment simplement sur
E. Pour toutes ces raisons, le domaine exponentiel est un domaine particuliement
pratique et utile.

L’ensemble J est le sous-espace de L? (P) engendré par le vecteur vide Q et par
les vecteurs j(v,u) définis, pour tous u, v dans L*(R, ), par

{ j(v,u)(0) = 0
Jw,u)({s1,...,sn}) = v(sy) u(sy) ... u(s, 1).

La relation £ (u) = Q+j(u, u) implique que J contient & ; 'espace J est donc dense
dans .

Enfin, 'espace a nombre de particules fini F est défini comme la somme algébrique
des chaos; pour un vecteur f de L?(P) on a donc,

feF & ilexiste N € N tel que f(o) =0si |o| > N.

Il est évident, de par la définition de ®, que F est un sous-ensemble dense de ¢ et
qu’il est engendré par €2 et les vecteurs de la forme uy o... o u,.

On peut voir que les vecteurs exponentiels et vecteurs j(v,u) vérifient les re-
lations suivantes, au regard du calcul d’Itd abstrait. Pour toute fonction u nous
noterons ici comme dans la suite u; la fonction u g ).

PE(u) = E(uy)
D& (u) = u(t)E(uy)

E(u) =0+ /OOO u(t)E (uy) dx;.

Ptj(Ua U) = j(vt; Ut)
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Dyj(v,u) = v(t)€ (uy)

(o) = / " (€ () d.

3.1.3 Espaces de Fock de multiplicité supérieure a 1

Nous allons maintenant présenter brievement I’analogue de ce qui précede dans
le cas d’un espace de Fock de multiplicité supérieure a 1.

Soit I un espace de Hilbert; on en fixe une base hilbertienne (e))aea et on
suppose pour simplifier les notations que A ne contient pas I'indice zéro. L’espace de
Fock de multiplicité IC, que I'on note ®x, est usuellement défini comme le complété
de

@ 1.2 (R+,’C)On

neN
Encore une fois nous utilisons directement la notation de Guichardet; on observe
que L?(R,,K) est isomorphe & L*(R, x )) si 'on munit R, x A du produit de la
mesure de Lebesgue et de la mesure de dénombrement. Il est ensuite simple de voir
que @y s’identifie & L?(Py) ou les éléments de Py sont les parties finies de P X A ; un
élément de @i est donc une fonction de variable o, cette variable étant maintenant
de la forme

{(81, )\1), ey (Sn, )\n)}

oun € N, les s; sont deux a deux distincts et appartiennent a R, et les A, appar-
tiennent a A. Nous appliquerons encore la convention que o = {(s1, A1), ..., (Sn, A\n)}
est implicitement écrit de maniere a ce que s; < ... < s,,. La condition d’intégrabilité
pour qu’une fonction f sur P, appartienne a ®x est maintenant la suivante :

>

N Ap..oAned? S1<--<Sn

70, (50 A0))) “dsy. s, < -+oo.

Les intégrales d’'Ito abstraites sont maintenant définies par rapport a une famille
de courbes x}, A € A, et on définit des opérateurs de gradient adapté D;} pour
chaque A € A. Pour tout f de ®x, on pose

Pf(o) = { f(o) sio 0,4 x A

0 sinon,

D (o) = {f(au{(t,)\)}) sio C[0,t] x A

0 autrement.

Pour homogénéiser nos notations nous noterons parfois D? 1'opérateur de projection
adaptée P;,. Pour définir les intégrales d’Ito6 abstraites on considere des familles
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(X)e>0 de vecteurs de @x. Pour un processus adapté (f;);>o de vecteurs de Py,
Iintégrale fooo fidx; est définie pour chaque 7 de A par

/Ooo a2 o) = { Fa (0 \ (80, M) sio={(s1,A1),-+, (Sus An)} avec A, = A

0 sinon,

et en particulier toutes les intégrales sont nulles sur 'ensemble vide. Nous noterons
[ fidx} Vintégrale par rapport au temps [ f; dt.
Tout vecteur f de @ a alors une représentation prévisible

F=10+Y [ Dirax
AEA 0
avec la formule d’isométrie
o 2
117 =150 + 3 [ 1D ar
AEA

Les vecteurs exponentiels £(u), les j(v,u) et les vecteurs a nombre fini de parti-
cules sont eux aussi définis de maniere analogue au cas de ’espace de Fock simple & :
un vecteur exponentiel est maintenant associé a tout v de L?(Ry, K) par

g(u)({(slv )‘1)7 ) (Sna )‘n)}) = U(Sla )‘1) o 'U'(Sna )‘n);
on a un ensemble Ji de vecteurs j(v,u) définis pour v,u dans L*(R,, K) par
o) =24 Y [Tols Ve,
0
AEA

et le domaine a nombre fini de particules est engendré par 2 et par les vecteurs de
la forme
U1 0...01Uy

pour uy, ..., u, dans L*(R, , K).

3.2 Définition de ’'intégration stochastique quan-
tique

3.2.1 Intégration stochastique quantique sur I’espace de Fock
simple

Il existe plusieurs définitions des intégrales stochastiques quantiques. Ces défini-
tiapparons different surtout par leur domaine de validité et le caractere plus ou
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moins explicite de ’expression de ’action des intégrales. Nous n’aurons pas besoin
du domaine de définition maximal qu’offre la définition de Attal et Lindsay (dans
[A-L]) ; nous nous contenterons donc de donner la définition des intégrales au sens
de Attal et Meyer (énoncée a l'origine dans [A-M]), dont on sait qu’elle donne les
intégrales restreintes de la théorie Attal-Lindsay, c’est-a-dire une restriction en un
sens précis des intégrales les plus générales. Des expressions du type Attal-Lindsay
ou Hudson-Parthasarathy de I’action d’une intégrale stochastique quantique nous
serviront dans la suite; nous les énoncons donc comme propriétés vérifiées par les
intégrales du type Attal-Meyer. De plus, la théorie Attal-Meyer a le mérite de
permettre une présentation de l'intégrale stochastique quantique intuitivement tres
proche du cas discret.

L’idée sous-jacente a la définition Attal-Meyer des intégrales stochastiques quan-
tiques est la suivante : puisque les intégrales stochastiques du type f H, da; que nous
voulons définir doivent généraliser I'intégrale stochastique classique, une intégrale
du type f H, da; doit étendre le cas ou H; et da; sont des opérateurs de multiplica-
tion. Il est donc naturel de considérer que, dans une intégrale [ H;da,, le proces-
sus intégré (H)i>o doit étre adapté, c’est-a-dire, dans une premiere approche, agir
comme H; ® Id sur ®; ® ®;; I'accroissement da; ayant la propriété d’agir comme
Id ® da; ® Id dans ¢; ® (I)[t,t—l—dt} (59 (I)[t-i—dt-

La propriété de représentation prévisible nous montre par ailleurs que P4 q
doit étre vu comme engendré par € et dy; ; 'ensemble des opérateurs sur C? étant
de dimension 4, tout bruit convenable da, peut étre écrit a partir des quatre bruits
fondamentaux da;", da; , daj, da; donnés par le tableau suivant :

da; Q=dy; et daf dyx; =0,
da, Q=0 et da, dx; = dt,
da; 2 =0 et dajdx; = dx,
da; Q=dt et da,dx,=0.

L’analogie que nous avons évoquée plus tot, montrant que chaque ®; ;4 correspond
a un Tdgy de l'espace de Fock a temps discret, apparait encore ici : les accroisse-
ments de la courbe d’intégration dy; correspondent aux vecteurs X; du cas discret
et il est alors clair d’apres le tableau ci-dessus, a comparer avec (1.3.1), que les
opérateurs différentiels da; correspondent aux opérateurs aj. Par analogie avec le
cas discret il est naturel d’appeler création le bruit da;", annihilation le bruit da;
et conservation le bruit da;.

Remarquons encore que 'action de da;* correspond a une simple multiplication
par dt; on n’a donc, d’apres ce qui précede, besoin de considérer des intégrales que
par rapport aux trois bruits quantiques day, € = +, —, o, et par rapport au temps.

On obtient les équations Attal-Meyer pour les intégrales par rapport a ces trois
bruits vériablement quantiques da®, ¢ = +, —, 0, en considérant ’action d’une fa-
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mille d’intégrales du type H; = fot H: dag sur un vecteur f = f(0)Q+ [ D,f dx, de
®. Tout d’abord, puisque H; doit étre t-adapté, H,f est déterminé par H,f;. Par
ailleurs, une telle intégrale doit satisfaire a une relation de type Ito :

d(H,f,) = dH, f; + H, df, + dH, df;.

En développant en dH; = H; daj, df, = D f,dx, et en utilisant le fait que daj doit
agir uniquement sur @ ;44 on arrive a une équation du type

[y Hf Pofdx, sie=+
fOtHSC’DSdeS sie=o0
JoHy Dofds  sie=—
[VHXPfds sie=x

t
0

On en vient ainsi a définir une intégrale au travers d’une espece d’équation
différentielle vérifiée par la fonction fot H: da; de t. Avant d’aller plus loin, nous
devons préciser le sens a donner a I’adaptation d’un opérateur de @ ; on peut garder
I'idée que, comme dans le cas discret, un opérateur t-adapté est un opérateur H qui

s’écrit sous la forme
H®Id

dans ®; ® ®;. Cependant, dans ce cadre a temps continu, travailler avec des in-
tervalles de temps borné ne suffit pas a lever les difficultés d’ordre analytique et
une telle définition de 'adaptation est trop restrictive. Nous choisissons donc une
définition plus algébrique, a rapprocher du Lemme 1.3.3

Définition 3.2.1 Soitt > 0. Un opérateur H sur ® est dit t-adapté si et seulement
St

e e domaine de H est stable par Py et par D, pour presque tout u > t,

® ona

sur le domaine de H.

H.Pt :PtH
HD,=D,H

Un processus (Hy)i>o d’opérateurs, c’est-a-dire une famille indexée part d’opérateurs,
est dit adapté si pour tout t, l'opérateur H; est t-adapté.

Notons au passage que nous n’avons pas fait d’hypothese de mesurabilité sur les
processus d’opérateurs. Les hypotheses dont nous aurons besoin seront implicites
dans la définition des intégrales stochastiques quantiques, et nous ne parlerons de
processus d’opérateurs que pour les intégrer.

Ceci nous permet de définir les intégrales stochastiques quantiques; la définition
de l'article d’Attal et Meyer concerne en fait le processus (fot H: daf);>o. On peut
cependant adapter cette définition pour définir une intégrale isolée :

H:uIcH-/ deaj+/ Hsdas+/ H? dal
0 0 0
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en la caractérisant par le fait qu’elle doit satisfaire, pour tout ¢, une équation du
type (3.2.1).

Définition 3.2.2 (Définition de ’intégrale stochastique [A-M]) Soient trois
processus adaptés d’opérateurs (H, )10, (H; >0, (H; )i>0. L’intégrale

,u]d+/ H daf +/ H_ dag +/ H; da;

est définie comme lopérateur H mazimal parmi ceux qui, si on note (H;);>o le
processus (PH Py) >0, vérifient [’équation

HY = pf(0) + / H,D, f dy, + / HEP,fdy, + / H-D, f ds + / HoD, f dy..
0 0 0 0
(3.2.2)

Par “vérifie I'équation (3.2.2)” nous entendons qu’un vecteur f est dans le domaine
de H si et seulement si toutes les conditions naturelles de domaine sont vérifiées,
les intégrandes sont Ito-intégrables ou intégrables par rapport au temps suivant les
cas, et I’équation est valide.

On peut définir une intégrale

t t t
uId+/ dea,j+/ Hsdas+/ H? da$
0 0 0

comme 'intégrale des processus (H; Lo 4(5))s>0. On observe que pour presque tout
t, cette intégrale est un opérateur t-adapté qui coincide sur ®; avec H;. On notera
donc H,; 'intégrale arrétée au temps ¢ ; malgré ce changement de notation I’équation
(3.2.2) reste inchangée. Remarquons par ailleurs qu’il n’est pas évident qu’il existe
toujours une solution & une équation (3.2.2) ; l'existence générale de telles solutions
est justifiée par la théorie Attal-Lindsay.

Une intégrale par rapport au temps [ H)* dt (encore notée [; HJda) est définie
suivant un procédé proche de la méthode que nous avons appliquée dans le cas
discret : fot HXda} a pour domaine I'’ensemble des f tels que

/p</000 |H; f(0)] dt)ng < +oo,
/OOO H*dt (o) = /0°° (17 (o)) ds

On peut voir alors qu’une intégrale stochastique

uId+/ dea,j+/ Hsdas+/ dea§+/ Hda}
0 0 0 0

et s’exprime par
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vérifie encore ’équation du type Attal-Meyer
t t
P =uf®)+ [ HD.fv.+ [ HIPSd,
0 0

t t t
+/Hstfds+/H;’Dsdes+/ HXP,fds
0 0 0

suggérée par notre approche heuristique, ou comme précédemment, H; est I'intégrale
du processus arrété au temps t. Dans la suite, nous considérerons, lorsqu’il le fau-
dra, des intégrales [ H,dt; cependant, lorsque nous chercherons, dans le chapitre
D, des représentations intégrales d’opérateurs, nous ne nous intéresserons qu’a des
intégrales ne faisant pas intervenir d’intégrale par rapport au temps. Il est im-
portant de comprendre pourquoi : dans ce chapitre nous nous chercherons des
représentations intégrales a un opérateur. Or, lorsque l'on cherche a représenter
un opérateur H en intégrale stochastique quantique, seule une représentation du

type
H:uId+/deaj+/H5_da;—i—/H;’da:

présente un intérét ; en effet, la situation est comparable au cas ou 'on considere
un processus de variables aléatoires classiques : comme dans ce cas-la, on n’a pas
unicité d’une représentation faisant intervenir une intégrale par rapport au temps,
et une telle représentation ne donne pas la représentation prévisible de la variable
aléatoire ni ne permet de retrouver le processus de martingale associé. Avec une
représentation en intégrale par rapport aux seuls bruits quantiques da*, da™, da°,
on sait que si H se représente en intégrales stochastiques quantiques, alors

PtHPt — Pth — HtPt (323)

ou H, est l'intégrale arrétée au temps .

Notons que si, en revanche, on cherche a représenter un processus d’opérateurs
(Hy)e>0, il est intéressant et méme a priori nécessaire de chercher une représentation
sous la forme

t t t t
Ht:,uId-i-/ deaj+/ H;da;+/ H;’da;’+/ H} da}.
0 0 0 0

Exemples
e Les opérateurs classiques des espaces de Fock a;{, ay, pour f e L*(Ry),
apparaissent ici comme

/ " f(s)dat, / " F(s) das.
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On distingue en particulier les opérateurs a;", a; ainsi que af, qui sont

t t t
—+ — o
/ da,, / da , / daj
0 0 0
respectivement.

Dans ce cadre a temps continu, ce sont les équations de structure (voir [A-E|
ou [AP2]) qui distinguent les interprétations probabilistes. En effet, toute
martingale normale (X;);>o vérifie une équation d[.X,X], = dt + ¥ dX,.
L’opérateur de multiplication par un élément f de ® s’écrit alors dans I'in-
terprétation probabiliste associée a (X¢);>o

F0) + / Moy (dai + day ) + / Mo,y My, dat,
0 0

ou Mp, s est 'opérateur de multiplication par D, f (voir [At2] ou [At5]).
En particulier, I’'opérateur de multiplication par X, s’écrit

t
al +a; +/ Vs day. (3.2.4)
0

Si les quatre processus adaptés (H;)i>o, € = +,0, —, X, sont définis sur & et
sont tels que, pour tout u € L*(R,),

[ el a7, £+ [HEEWI+ €] ds < +o0,

(3.2.5)
alors l'intégrale

/deaj—l—/ Hs_da;—i-/ H;’da;’—i—/ HJds
0 0 0 0

est bien définie sur £(L*(R,)) et vérifie pour tous u, v dans L*(R, )

el HE@) = [ (TE). HIEE) + o) Ew, H W) (320
+u(s)v(s)(E(u), HE (v)) 4+ (€ (u), sté'(v)>) ds.

Cette équation est ’équation définissant l'intégrale (sans possibilité d’aller au-
dela du domaine exponentiel) dans la définition de Hudson et Parthasarathy
(dans 'article fondateur [H-P]) des intégrales stochastiques quantiques.

Soit H une intégrale stochastique quantique vérifiant les conditions de I’exemple
précédent, et telle que H* peut aussi s’écrire comme une telle intégrale. Alors
ces deux intégrales peuvent éetre étendues partout ou le terme de droite est bien
défini (c’est-a-dire la ou les conditions naturelles de domaine et d’intégrabilité
sont vérifiées). Voir a ce sujet [A-M].
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e Si l’on considere quatre processus adaptés (H;);>o d’opérateurs bornés sur @
dont les normes vérifient les conditions

t— HHtiH est de carré intégrable,
t— HH;’H est essentiellement borné (3.2.7)

t — ||H[|| est intégrable,

alors l'intégrale

/deajJr/ Hsdas+/ H;’da§+/ H}ds
0 0 0 0

est définie sur tout £. On note S’ I'ensemble des intégrales stochastiques
vérifiant les conditions (3.2.7) ci-dessus; on note par ailleurs S les intégrales
appartenant a S’ et qui sont de surcroit des opérateurs bornés. D’apres la
remarque précédente la représentation intégrale d’un élément de S s’étend a
tout P.

Les ensembles S et S’ définis ci-dessus ont été étudiés par Attal dans [At3]. Nous
en reparlerons a propos de la formule d’[to, apres la Proposition 3.2.5.

Nous avons évoqué plus haut l'existence d’'une autre théorie de l'intégration
stochastique quantique, développée par Attal et Lindsay; cette théorie est basée
sur une définition des intégrales qui a pour point de départ les formules que nous
énoncons dans la proposition suivante. Il est relativement simple de montrer que
les intégrales que nous avons définies dans la Définition 3.2.2 vérifient ces équations
sur leur domaine de définition.

Proposition 3.2.3 (Formules Attal-Lindsay pour les intégrales [A-L]) Soit
H:;Lfd-i-/ deaj+/ Hsdas+/ dea§+/ H) da}
0 0 0 0

une intégrale stochastique quantique. Si un vecteur f de ® est dans le domaine de
H, alors pour tout o de P on a

Hf(o)=pf(0) + > HQ,Dy f(oy) sie=+ ouo

s€o

Hf(o) = pf(0) + /0 T H,Qu D, f(og)ds  sic=— oux,

0, = P, sie=+ ou X
s Dy, sic=— ouo
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et

oy = onlo,s)
o = oN(s 400

Ces formules présentent le grand avantage d’étre explicites, par opposition aux
formules (3.2.1), qui sont implicites au sens ou on n’a pas d’équation donnant ’ex-
pression de H f, sinon faisant apparaitre a nouveau H. Nous nous en servirons
brievement dans le chapitre 5.

Il y a deux questions naturelles concernant l'intégrale stochastique quantique,
que nous n’avons pas encore évoquées : ce sont les questions de |’existence et de
I'unicité d’une telle représentation pour un opérateur donné. La question de I'unicité
a été traitée par Attal dans [Atl] :

Proposition 3.2.4 ([Atl]) Soit H un opérateur sur ® qui peut s’écrire comme
une intégrale

H:/J,]d—l—/ deaz’ﬁL/ Ht_dat_+/ H}day;
0 0 0

st les opérateurs H;, € = +,0,—, sont fermables pour presque tout t, tout €, alors
H est nul si et seulement si presque tout opérateur H; est nul.

Pour cette raison, lorsque nous parlerons de représentations intégrales stochastiques
quantiques d’opérateurs, il sera implicite que les opérateurs H; sont supposés fer-
mables.

La question de l'existence d’une représentation intégrale pour un opérateur
donné a été largement étudiée, en particulier dans les travaux de Parthasarathy
et Sinha (voir [P-S] ou [Me3]), Attal ([At4], [At3]), Coquio ([Co2|) et pourtant
on ne connait que peu d’éléments de réponse. On sait que tout opérateur n’est pas
représentable : le contre-exemple le plus classique est dii a Journé et concerne une
famille d’opérateurs contractifs, ce qui montre que la représentabilité ne dépend pas
simplement de questions de domaine (voir [J-M]; un autre contre-exemple, qui est
aussi un opérateur borné, est décrit dans [Me3]) et nous le présenterons dans la sec-
tion 5.2.1. On a dégagé des conditions nécessaires a la représentabilité, en particulier
au sujet de la régularité des trajectoires — nous reviendrons sur ce point a propos
du contre-exemple de Journé et Meyer — et on connait des classes d’opérateurs
représentables, mais le fossé entre les conditions nécessaires et les conditions suf-
fisantes est encore large. Dans le chapitre 5 nous décrirons une caractérisation
des opérateurs représentables parmi deux classes fondamentales d’opérateurs : les
opérateurs de seconde quantification et de seconde quantification différentielle, que
nous définissons en (5.2.1) et (5.2.2).
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L’intégrale stochastique usurperait gravement son nom si n’y était associé une
formule, que 'on aura profit a appeler formule d’Itd, qui permet d’exprimer le
produit de deux intégrales, sous forme d’intégrale. L’approche heuristique du style
Attal-Meyer permet de retrouver la forme que doit prendre la formule d’Itd de
composition des intégrales stochastiques quantiques a partir des formules informelles
de composition

da; da; = dt

da; da; = day

da; da) = da;

da; da; = da;
et d’un raisonnement qui revient a retranscrire notre preuve du cas discret; les
interversions d’intégrales sont bien sir extrémement non justifiables. On pourra
commencer a comparer la formule de composition (3.2.8) et la table qui lui est
associée (3.2.9) a leurs analogues a temps discret (1.3.7) et (1.3.8).

Nous nous autorisons a nouveau des hypotheses de domaine on ne peut plus
larges, et n’écrivons la composition que pour le produit de deux intégrales, chacune
par rapport a un seul bruit, ceci dans un souci de lisibilité.

Proposition 3.2.5 (Formule d’Ité6 quantique, [A-M]) Soient
H:/ H;ida; et K:/ K] da}
0 0

deuz intégrales stochastiques quantiques définies sur ® tout entier. Alors la compo-
sitton HK peut s’écrire

HE = / Hy K] da) + / HE K, dal + / HE KD da (3.2.8)
0 0 0
ot da®" est donné par la table

r — o + X
— 0 a” a* 0
o 0 a’ at 0 (3.2.9)
+ 0 0 0 0
X 0 0 0 0

Exemple

On revient sur le cas de I’ensemble S cité plus haut : tout élément de S entre dans
le domaine d’application de la proposition précédente et il est facile de constater a
partir de la formule d’It6 (3.2.9) que la composition de deux éléments de S donne un
élément de S. L’ensemble S est donc une sous-algebre de 'ensemble des opérateurs
bornés de @, appelée algebre des semimartingales régulieres. Elles ont été introduites
par Attal dans [At3].
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Retour sur les bruits quantiques

Nous avons utilisé des arguments informels, fondés sur la propriété de représenta-
tion chaotique, pour affirmer qu’il n’existe que trois bruits quantiques intéressants,
tous les autres pouvant s’y ramener; Coquio a précisé cette approche en montrant
rigoureusement (dans [Col]) que, si une famille (M;);>o d’opérateurs définis sur €
et ayant un adjoint sur &, a la propriété que, pour presque tous s < t on ait I’égalité

(My — M) E(u) = E(us) @ K1 E(up —us) E(u—uy) Vue L*(R,)

pour un certain opérateur K, sur (L*([s,t])), alors il existe une fonction a sur
R, , deux fonctions f, g dans L? (R, ) et une fonction k dans L®(R,) telles que

loc

t t t
Mt:a(t)ld—l—/ f(s) daj—i—/ g(s) da;—i-/ k(s)das.

0 0 0

3.2.2 Le cas de la multiplicité supérieure a 1

Sil'on veut définir une intégration stochastique quantique sur un espace de Fock
de multiplicité supérieure a 1, il faut prendre en compte des intégrales stochastiques
d’opérateurs par rapport a une famille de bruits quantiques daf)‘ pour k, A dans
A U {0}. On notera da?® la différentielle de temps dtId; les bruits dal”, da)"°
et dai")‘ représenteront respectivement les opérateurs de création, annihilation et
conservation au point A € A, les autres bruits daf’)‘ pour Kk # A représentant les
opérateurs d’échange.

On définit l'intégrale

Ald+ / HAda
0

r,A€EAU{0}
(r,A)#(0,0)

comme précédemment mais on restreint son domaine de définition aux vecteurs f
de ®(K) dont seules un nombre fini de coordonnées sont non nulles; autrement dit,
les vecteurs f tels qu’il existe F' C A de cardinal fini tel que

flo)=0si0 ¢ Nx (FU{0}).

La définition de I'intégrale se fait alors exactement comme dans le cas de I'espace
de Fock de multiplicité 1 : c’est 'opérateur maximal vérifiant

Hf:)\f(@)JrZ/o HDSfdyE+ ) /0 HADE f dx (3.2.10)
A £(0,0)

ou H; est l'intégrale arretée au temps ¢, qui coincide avec P,H P, sur ®,. Les condi-
tions que nous sous-entendons en disant que I’équation est vérifiée sont encore



Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock a temps continu 83

les conditions naturelles de domaine et de validité de 1’équation. Les conditions
d’intégrabilité des processus deviennent

| X Fass [0 S mep s [0S | s
0 0 0

AEA KEA  AEAU{O} AEA

Cette définition correspond a celle de I'espace de Fock de multiplicité un si A est
constitué d’un unique élément.

On ajoute a ces intégrales une intégrale par rapport au temps, qui corres-
pond avec nos notations de convention & une intégrale par rapport a da’’. On
peut remarquer que 'on a encore une formule (3.2.10) méme si le couple (k, \)
peut prendre la valeur (0,0). Notons cependant que lorsque nous chercherons a
représenter un unique opérateur et pas un processus, nous ne nous intéresserons
qu’aux représentations ne faisant pas intervenir 'intégration par rapport au temps :
nous ne considererons que les bruits da®* pour (, A) # (0, 0) dans les représentations
en intégrales stochastiques quantiques.

La formule d’It6 donnant la composition de deux intégrales stochastiques quan-
tiques dans ce cadre prend une forme extrémement compacte avec nos notations :

Proposition 3.2.6 Soient

H= ) /0 TG ot K = > /0 " KA

1, AEAU{0} s, AEAU{0}

deux intégrales stochastiques quantiques définies sur ®(IC) tout entier. Alors le pro-
dutt H K s’écrit

HE = ) < / H K dak + / Hf’Asta“’*>
Kk,AEAU{0} 0 0
+ > ) / HE! K da™,
0

K AEAU{0} peA

La formule d’Ito se déduit de la formule de composition des bruits
da"* da" = &W da"?

ou le delta d’Evans S,i,,, est donné par

5 :{ 1 sik=vret (K;,z/)sé((),[))

’ 0 sinon.
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Exemple et retour sur l’article [AP2]

Nous avons donné dans la partie 3.2.1, page 78, la représentation intégrale des
opérateurs de multiplication dans une interprétation probabiliste associée a une
martingale (X;)¢>0, qui dépend de I’équation de structure vérifiée par X. En multi-
plicité supérieure, on a aussi des équations de structure : toute martingale (X;);>0
vérifie un systeme d’équations

N
d[X], X]] = 6iydt + > Ty (s) dX} (3.2.11)

k=1

(nous nous bornons aux cas de multiplicité finie) ot chaque T;7(s) est un pro-
cessus prévisible tel que pour presque tous (s,w), (T,:’j(s,w))z.jk est doublement
symétrique, c’est-a-dire qu’il possede les propriétés suivantes : .

o (i,j,k)— T,i’j(s,w) est symétrique

o (i,7,1,m) — TP (s,w)T™(s,w) est symétrique.

Restreignons-nous au cas ou les processus T,ﬁ’j sont constants et déterministes.
L’opérateur de multiplication par X} dans cette interprétation probabiliste est alors
donné (voir [At2]) par

N
a* +af’ + Y Ty (3.2.12)
ij=1
Il est rappelé dans [AP2], Proposition 12, qu'une martingale normale admettant
comme ici une équation de structure a coefficients constants (X;);>o a la méme loi
qu’'un processus
Wet D (N = [lsl;*) s
sex
ou ¥ est une famille orthogonale de vecteurs de R, chaque (IN});>o est un processus
de Poisson d’intensité ||s|| % et (W;);>o est un mouvement brownien dans ¥+ si et
seulement si elle vérifie une équation de structure (3.2.11) a coefficients constants.
La représentation intégrale de l'opérateur de multiplication par une telle mar-
tingale nous permet, dans [AP2], d’observer la convergence de marches aléatoires
convenablement normalisées vers des processus qui s’écrivent de la maniere décrite
ci-dessus, au sens de la convergence des opérateurs de multiplication. On peut
ainsi déterminer la structure exacte du processus limite en fonction de la forme
de I’équation de structure discrete.

3.3 Représentations en noyaux de Maassen-Meyer

Les objets définis dans cette section n’apparaitront presque plus dans la suite;
nous ne les introduisons ici que parce que nous avons abondamment utilisé les
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représentations en noyaux dans le cas du temps discret et parce que nos procédés
d’approximation couplés a nos formules de représentations en noyaux nous per-
mettent de retrouver un résultat intéressant a ce sujet.

On peut arriver a une définition naturelle de ces noyaux par des manipulations
du méme type que celles que nous avons effectuées dans le chapitre 3 : pour une
fonction k : P x P x P — C, un calcul formel de

H= K(A,B,C)dafaya; | f(M)dxu
A,B,CeP MeP

aboutit a ’expression suivante : pour tout f dans le domaine de H, pour presque
tout o dans P,

Hf(o)= Y /Nepk(U,V,N)f(VJrWJrN)dN. (3.3.1)

U4+V4+W=c

Maassen a, le premier, considéré des opérateurs définis par ce type de relations
dans [Mal] pour résoudre des équations différentielles stochastiques quantiques :
en effet, une écriture en noyau est un outil naturel pour la résolution d’une telle
équation par la méthode de Picard. Maassen s’autorisait des hypotheses assez larges
sur le noyau k et les vecteurs f sur lesquels il opere; Belavkin et Lindsay ont donné
une définition plus générale, leur approche consistant a chercher des conditions, a
partir d’estimations fines des intégrales [ g(o) H f(o) do, pour que la formule (3.3.1)
définisse bien un opérateur sur des sous-ensembles de . Nous ne développerons pas
leurs résultats et dirons simplement que l'opérateur associé au noyau k a pour
domaine ’ensemble des f tels que pour tout o les intégrales qui apparaissent dans
(3.3.1) sont bien définies et que (3.3.1) définisse bien un élément de L? (P).

Nous devons mentionner le fait que Belavkin et Lindsay font intervenir de
maniere importante la transformée que nous avons utilisée :

K, 8,7) = 3 k(a,0,7).

oCpB

La raison d’étre de cette transformée est la méme que dans le cadre discret (voir
(2.1.17)) : si un opérateur peut s’écrire

K= [ Flam) )y (33.2)

alors on tire une représentation en noyau formelle du fait que

|dxa){dx,| = da; Py da; (3.3.3)
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et que
P, = Id+/ (—1)"lda3.
BeP

Les situations connues ou la représentation en noyau prend un sens comme série
d’intégrales itérées découlent des cas ol on peut donner un sens a ’écriture (3.3.2);
la premiere de ces situations est 1’étude de Attal dans [At4] du cas des opérateurs
de Hilbert-Schmidt (une écriture sous forme d’opérateur de Hilbert-Schmidt n’est
rien d’autre qu’une décomposition (3.3.2) en un sens rigoureux) dans laquelle il
trouve un procédé itératif donnant 1’écriture de K comme une somme d’intégrales
itérées d’ordres croissant et d’un terme qui disparait a la limite. Ce procédé itératif
provient en fait simplement de I’équation Py = Id — fooo Py das.

La seconde situation est en fait tres semblable a la premiére : ¢’est celle d'une
approche “bruit blanc” ou l'exigence analytique est assouplie : on n’exige plus que
(3.3.2) ait un sens dans ® mais depuis I'un de ses sous-espaces sur son espace dual :
voir par exemple Ji et Obata, [J-O].

Dans les deux cas les formules sont les mémes que celles que ’on obtient formel-
lement en substituant (3.3.3) dans (3.3.2).

A propos des travaux de Belavkin et Lindsay on peut noter que, sachant d’'un
opérateur qu’il peut s’écrire comme opérateur a noyau (d’action donnée par (3.3.1))
avec un noyau k localement intégrable par rapport a ses trois variables, ils obtiennent
(dans [B-L], Proposition 3.3) une expression de ce noyau : dans notre langage,

1
K (a, B,7) = lim W(X&Uﬁ , Kxpuy),
ou par exemple |a| représente le cardinal de « et xqup est (X456 — Xer) - - - (Xtn+0 —
Xt ), les [ti, t; + 0] étant || 4| 3| intervalles contenant exactement un point de aU
chacun.

On pourra retrouver immédiatement cette expression a partir de notre formule
(2.1.15) et du procédé d’approximation que nous décrirons dans la section 5, ap-
pliqué aux opérateurs a noyau.



Chapitre 4

Approximations discretes du
calcul stochastique quantique

Dans ce chapitre, nous présentons la technique d’approximation du calcul sto-
chastique quantique a temps continu par son analogue a temps discret.

Dans la section 4.1, nous présentons la méthode définie par Attal, qui permet de
reproduire 1’espace de Fock a temps discret comme sous-espace de @, avec de pre-
miers résultats de convergence. Nous soulignons ensuite ce qui semble une différence
majeure entre les calculs stochastiques a temps discret et a temps continu : la
différence entre tables d’Ito, puis expliquons pourquoi cette différence devrait dis-
paraitre dans les passages a la limite.

Pour appliquer les résultats que nous avons obtenus dans le cas discret, nous
aurons besoin de savoir calculer efficacement les approximations d’objets vivant sur
® : nous décrivons donc dans la section 4.2 les relations entre opérateurs du calcul
d’Ito abstrait a temps discret et a temps continu, puis les projections d’intégrales
stochastiques de ® écrites comme intégrales a temps discret, et enfin les projections
d’opérateurs a noyau.

Dans la section 4.3 nous montrerons que la différence entre les deux formules
d’It6 n’est en aucun cas une obstruction a l'utilisation de T® comme outil d’ap-
proximation du calcul stochastique quantique sur ®. Nous donnerons en effet une
preuve de la formule d’It0 a temps continu utilisant exclusivement notre méthode
d’approximation et le calcul stochastique a temps discret.

87
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4.1 L’approximation de Attal

4.1.1 Approximation de ’espace de Fock simple

La méthode d’approximation que nous définissons ici est un outil fondamental
pour le reste de cette these : hormis au chapitre 5, elle sera utilisée en permanence.
Les idées sous-jacentes sont simples : il s’agit simplement de considérer un accrois-
sement infinitésimal de vecteurs dy; comme la limite d’'un X;, un accroissement
infinitésimal d’opérateurs da; comme la limite d’un a?, et tout cela en utilisant les
normalisations adéquates. Remarquons qu’il n’a été possible d’arriver a une intui-
tion aussi simple que grace au formalisme particulierement parlant du calcul d’Ito
abstrait.

Ce que nous présentons dans cette section provient, avec quelques modifications,
de Darticle d’Attal [At7].

Soit & = {0 =ty < t; < ...} une subdivision de R, (nous entendons par la
que la subdivision est non bornée : la suite (t,),>o diverge vers l'infini); a cette
subdivision on associe une famille de vecteurs en posant, pour tout z > 0 :

o Xti.:,.l - Xti

X
liy1—1;

et pour toute partie finie A de N,

si A= {4 <...<i,} est non vide, Xy = Q,sinon. On remarque par ailleurs
que tout vecteur X; appartient a @y, ;.. 1. Les X4 constituent alors une famille
orthornormée de ® et on note TP(S) lespace fermé engendré par tous les Xy,
A € P. 1l est alors évident que 1’on a un isomorphisme explicite (tellement explicite
que nous utiliserons les mémes notations), pour toute subdivision S, entre T®(S)
et TO.

On associe de plus a § les opérateurs qui, pour tout ¢, s’écrivent dans le produit
(Dti ® (I)[ti,ti-',-ﬂ ® (I)[ti+1

N s
S lde 2L pMgId
S e T

+
ot = Id @ p 2 T

Viir1—t;

a; =1d®@ PW (a5, — a; )PP ®@1d,

® Id

ot PM représente la projection sur le chaos d’ordre 1 (rappelons que pour £ =
+, 0, — nous notons a; = [, da?).
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On peut alors vérifier que ces opérateurs stabilisent T®(S) et que I'isomorphisme
entre T®(S) et TP que nous avons évoqué ci-dessus envoie ces opérateurs a; sur les
opérateurs a; de 'espaceT®. On peut vérifier de surcroit qu’en tant qu’opérateurs
sur @, les opérateurs a: sont bornés, de norme 1. Dans l'article de Attal [At7], les
projections P sont absentes de la définition de a; et af; les ajouter ne change
cependant rien a P’action de ces opérateurs sur T®(S) donc ne changera rien aux
preuves des propriétés que nous énoncons plus bas. En revanche, cela a 'avantage
de faire des opérateurs a;, vus comme opérateurs sur ®, des opérateurs bornés.

On a donc associé a toute subdivision S de R, un espace T®(S) et une famille
d’opérateurs qui reproduisent dans ® lui-méme ’ensemble des structures que nous
avons définies dans le chapitre 1. Le but avoué de cette construction est évidemment
de construire une approximation de @ ; il nous faut donc des résultats de conver-
gence. Notons pour cela Eg l'opérateur de projection sur le sous-espace fermé T®(S)
de ®. Alors on a la proposition suivante :

Proposition 4.1.1 ([At7])
e La famille de projections Es associée aux subdivisions S de Ry converge for-
tement vers l'identité sur @ lorsque le pas |S| de la subdivision tend vers zéro.
e Pour toutt > 0, les opérateurs

o -+ —
E a;, E Vi —tia;, E Viii—tia;
ilt; <t ilt; <t ilt;<t

convergent fortement sur € vers ay, a,z“, a, respectivement.

e De méme, pour tout t > 0, les opérateurs

Z CL;Es, Z\/tiﬂ—tia;"ES, Z\/tiﬂ—tia;Eg

i|t; <t i|t; <t i|t; <t
convergent fortement sur € vers ay, az“, a;, respectivement.

On notera toujours dans la suite |S| le pas de la subdivision S.

On aura besoin d’expliciter la projection Eg f d’'un élément f de ®. Puisqu’il est
particulierement pratique de manipuler les intégrales d’opérateurs sur le domaine
exponentiel, nous décrivons en exemple la projection d’un vecteur de ce domaine.

Lemme 4.1.2 Soit f un vecteur de @ ; alors pour toute subdivision S de Ry, la
projection Bs f de f s’écrit

Esf=> Esf(A) X4

A€eP
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avec

1 lij+1 tip+1
Bsf(4) = / / f(s1y...,8p)dsy...dsy,.
(A) Vigt1—ti, - i, 11, b . (51 n) dsy n

si A={i1,...,in} est non vide, (Esf)(0) = f(0) sinon.

Exemple

On considére un vecteur exponentiel £(u) associé & un vecteur u de L*(R, ).
Alors on peut vérifier grace au Lemme 4.1.2 que la projection Es€(u) de £(u) est
un vecteur exponentiel e(@) dans T® ou @ est I'élément de [?(N) naturellement
associé a u par la subdivision S : pour tout 7 de N on a

- L
U\ ) = —F/——— Uu\s) as.
0=, o

Il faut noter que Eg&(u) n’est pas un vecteur exponentiel dans @ : en particulier,
pour presque tout ¢t de R,

PE (i) = E(ig) (1 + (i) M=) et DyE(i1) = 10 e,
liv1—1; liv1—1;
4.1.2 Le cas des espaces de Fock de multiplicité supérieure
al
Dans le cas d'un espace de Fock ®(K) ou I est un espace séparable dont une
base hilbertienne est indexée par A, on associe un sous-espace T®(S) de ®(K) a

toute subdivision § = {0 =, < t; < ...} de la maniére suivante : on définit pour
tout A dans A, pour tout ¢ dans N un vecteur

A A
. Xti+1 — X

liv1—1;

X}
et a toute partie A = {(i1,\1),..., (in, An)} de Py (les i; étant supposés deux a
deux distincts), on associe le vecteur

— A1 An
XA_Xll ...Xz'n .

Le sous-espace T®(S) de ®(K) engendré par ces vecteurs X4 s’identifie alors a
T® (). On note Eg 'opérateur de projection orthogonale sur T®(S) ; cet opérateur
s’exprime a présent, pour f dans ®, A dans P, de la forme {(i, \1), ..., (in, An)},
par

1

Esf(A) =
s/(4) V81—t - i 1— 1,

Lig+1 tip+1 ' '
/ / FUAGLI ) (5mrin) V) dsy - ds.
tiy ti,
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Pour tout A de A, tout 7 de N, on définit les opérateurs

M
A0 lit1 l; (1)
a;” =ld ———P'"/ ®Id
! Vit =1

aU,A N aU,A
0,\ t; t;
az’, — IdP(l) ® i1 i

/" ®Id
Viir1—t; @

et pour tout couple x, A de A,

it =1d® (a'{”i’i‘l —af) ®1d,
toutes ces décompositions tensorielles ¢tant données dans @14, P, 1., 1Py, (de
maniére similaire au cas simple, af” désigne fot da®* pour tous k, A dans A U {0}).
Comme précédemment on a alors

Proposition 4.1.3
o La famille de projections Es associées auzx subdivisions S de R, converge
fortement vers Uidentité sur ®(KC) lorsque le pas |S| de la subdivision tend
Vers z€éro.
e Pour tout t > 0, tous Kk, A de A, les opérateurs

Ky 0,A ,0
E a;’”, E Vi —tia;”, E Vi —tia;
it; <t it; <t it; <t
KyA 0,A ~,0 .
convergent fortement sur € vers a;”", a;”, a;” respectivement.
e De méme, pour tout t > 0, tous k, \ de A, les opérateurs

Z af B, Z Vtiri—t;a) Es, Z Vi —tiaf Es

ilt; <t ilt; <t ilt; <t

KyA 0,A ~,0 .
convergent fortement sur € vers a;”", a;”, a;” respectivement.

C’est cette proposition qui nous permet dans [AP2] de montrer a partir des représen-
tations intégrales des opérateurs de multiplication associés (voir (3.2.12) et (1.4.2))
que 'on a convergence forte des opérateurs de multiplication associés a des marches
aléatoires convenablement normalisées vers des opérateurs de multiplication associés
a des processus qui s’écrivent comme une somme d’un mouvement brownien et de
processus de Poisson comme en page 84.



92 Chapitre 4

4.1.3 Tables d’Itdo a temps discret et a temps continu

Il semblait exister une obstruction a ce que I'espace de Fock a temps discret
constitue un outil adéquat pour approcher le calcul stochastique de I’espace ®. Cette
obstruction résidait dans la différence des tables d’Ito. Rappelons ces différences :
dans ’espace de Fock a temps discret comme dans celui a temps continu il existe
une formule de composition des intégrales stochastiques, appelée formule d’It6, qui
s’exprime par

E ' € EE ' n.n _ § : € € E ' n,.n E €1.m,€M
i>0 i>0 i>0 i>0 i>0

ou a°" est donné par la table

r — o + X
— 0 a” a*—a° a”
o 0 a’® at a®

a® 0 0 at
X a” a’® at a”

pour les intégrales a temps discret, et pour les intégrales a temps continu par
o o0 o o0 o
/ Heda? / K7 da? = / H, K7 da? + / HE K, daf + / HE K das
0 0 0 0 0

ou a°" est donné par la table

r — o + X
— 0 a” a” 0
o 0 a® at 0

0 0 0 0
X 0 0 0 0

Dans [At7], Attal proposait une explication possible a cette différence entre les
deux tables d’It6 (explication déja évoquée informellement dans le livre de Meyer
[Me2]), portant sur les différences de normalisation entre les différents bruits; il
était cependant loin d’eétre évident que cette explication pouvait suffire et que des
phénomenes parasites ne pouvaient intervenir et perturber cette explication. Avec
nos outils permettant d’expliciter ’approximation d’une intégrale, de calculer sa
représentation intégrale puis d’effectuer un passage a la limite nous avons pu obtenir
une nouvelle preuve de la formule d’It6 dans le cas du temps continu ; cette preuve
n’apporte évidemment rien de nouveau mais montre que la différence entre les deux
tables d’'Ito est loin d’étre une obstruction a 1’utilisation de I'espace de Fock a temps
discret pour approcher rigoureusement le calcul stochastique quantique de T®.



Approximations discrétes du calcul stochastique quantique 93

Nous allons commencer, dans la section suivante, par calculer les représentations
en intégrales stochastiques sur T® d’approximations d’intégrales stochastiques sur
® ou les représentations en noyaux d’approximations d’opérateurs a noyau.

4.2 Les projections d’intégrales et de noyaux

Nous avons présenté dans la section précédente un moyen de reconstruire a
I'intérieur de 'espace ® toutes les structures a temps discret que nous avons définies
dans le chapitre 1. Dans cette structure discrete on a des criteres de représentabilité
ainsi que des formules explicites, que ce soit pour les représentations en intégrales
stochastiques ou pour les représentations en noyaux de Maassen-Meyer ; il est donc
naturel de chercher a utiliser ces résultats en temps discret pour étudier les questions
de représentabilité sur .

Il faut tout d’abord étudier les moyens d’approcher les intégrales et opérateurs
a noyau et de relier les représentations a temps continu aux représentations a temps
discret. La référence générale pour cette section est l'article [Pt2].

4.2.1 Relations de commutation

Pour calculer les représentations en intégrales a temps discret d’approximations
d’opérateurs sur ® nous aurons besoin, a en juger par les formules (2.1.15), de
pouvoir exprimer l'action de p;Es, d;[Es sur ®, ou encore de calculer ’approximation
d’un vecteur de ® en fonction de sa représentation prévisible.

Lemme 4.2.1 (Lemme 2.1 de [Pt2]) Soit S une partition de Ry . Pour tout f
de @, tout v de N on a les relations suivantes :

piEsf =EsP;, f,

tit1

diEs f = Py, D, fdt,

1
S
Viie1—ti t:

et

tit1

o 1
E dx; = —— E P, f,dt) X;.
S/Oft Xt m;(s/@ it )

4.2.2 Projections d’intégrales

On calcule grace aux relations du Lemme 4.2.1 et aux formules (2.1.15) la
représentation intégrale de la projection Es HEs d’une intégrale

H:/ deaj+/ Hsdas+/ H?dal.
0 0 0
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Pour éviter tout probleme de nature analytique, nous nous autorisons des hy-
potheses de domaine confortables : les intégrales considérées sont supposées vérifier
les hypotheses (HD) décrites ci-dessous; remarquons que £’ est défini par :

On considere alors I” hypothese suivante :

Les intégrales [° H¢da® et [ °(HZ)*da®

sont définies sur £ et ses images par les Eg.

Remarquons (cf. Remarque 3, section I de [A-M]) que cela implique, si 'on note
H Vintégrale [ HE daZ, que Dintégrale [~ (HZ)*da® est égale & H* sur € et toutes
ses projections.

Il faut remarquer que cela implique aussi que les projections Es HEs, Es H*Eg
sont définies sur tout {X4, A € P} :

Lemme 4.2.2 Soit S une subdivision de Ry. L’ensemble des projections Eg&(u)
de vecteurs exponentiels contient la base {X 4, A € Py}.

En effet on voit d’apres la forme des projections de vecteurs exponentiels de ® que
leurs projections constituent tout I’ensemble des vecteurs exponentiels de T®. Il
suffit alors de remarquer que, dans T®,
e l'exponentielle de la suite nulle est €2,
e 'exponentielle de la suite ayant tous ses termes nuls sauf le i-eme, qui vaut
1, est Q + X;,
e 'exponentielle de la suite ayant tous ses termes nuls sauf les ¢ et j-emes, qui
valent 1, est

Q+Xi+Xj+Xi7j

et ainsi de suite.

D’apres notre Théoreme 2.2.1 'opérateur Es HEs est donc représentable en
intégrale stochastique quantique ; on peut calculer les coefficients de la représentation
grace aux formules (2.2.5). Le Lemme 4.2.1 nous permet ainsi d’obtenir la proposi-
tion suivante :

Proposition 4.2.3 (Proposition 2.2 de [Pt2]) Soit H = [ H:daZ une intégrale
stochastique quantique sur ® qui vérifie I’ hypothése (HD). Alors Es HEs admet une
représentation en intégrale stochastique quantique sur {X4, A € Py} au moins et

. + — o s
les coefficients h;", h; , h; sont donnés par
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e pour € =+,

® pour e = —,

hiEs =

h;Es =
hEs =

® pour € = o,

hiEs

)

h; Es

)

h;Es

7

1 tit1
7ES
Vi1 —1; ti
0

P, H} dt

1

tiy1—1;

tit1
Es / Py H (af — af )t
t;

1 tit1

Vi s ), e

1 tit1
Es / P, (a; —ay )H, dt
liv1—t; t '
=0
= 0
1 tit1
— ES / PtZHtodt
liv1—1; t
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ot toutes les égalités sont sur T®; et ou toutes les intégrales des termes de droite
sont des intégrales fortes. Dans le cas de € = o, lintégrale discréte est définie sur

le domaine exponentiel de TP.

Il apparait deux phénomenes surprenants : tout d’abord, il n’est pas évident, méme
avec les hypotheses ci-dessus, que 'intégrale discrete que ’on fait apparaitre comme
projection de H soit définie sur le domaine exponentiel de T® lorsque I’on considere
les cas ¢ = + ou —. Détaillons ce point : on peut montrer (voir la longue remarque
apres la Proposition 2.2 dans [Pt2]) que pour € = + par exemple, on a pour tout

E(u) € Dom h,

> |hFafEw)(A)| < +oo et

i>0

i>0

D h5a3€ (u)(A)] < +oo
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pour tout A € P et
S| S htaf + nzar) )]

AeP >0

< +o0. (4.2.1)

En revanche, on ne peut affirmer que l'on a
S hfafEW) AP <+oo et DD hjaiE(u)(A)f < +oo;  (4.2.2)
AeP  i>0 AeP >0

la raison en est simplement que ’on ne peut déduire ce type de propriété que de
I’hypothese que

/ / B Pee(@) (o) dordt < +oo.
PJo
Or pourt; <t <t;y; ona

Xt — Xt;

Pe(a) = e(a;) + a(i)=—= P—

(4.2.3)

qui est encore

e(ﬂl) + tifl(i)ti (a?‘ — a;t)e(ﬂi),

ce qui implique (4.2.1) mais on n’a aucun moyen de séparer les deux termes pour
obtenir (4.2.1).

L’égalité (4.2.3) est aussi la raison du second phénomene a priori surprenant : la
projection d’une intégrale par rapport a dat ou da™ peut faire apparaitre un terme
en a°. On s’attend évidemment a ce que ce terme tende vers zéro avec le pas de la
subdivision §S. Il faut cependant remarquer que l'on ne sait pas, comme on I’a fait
remarquer plus haut, si les intégrales des projetés sont définies au-dela de {X 4, A €
P}. On est donc limité pour ce qui est de prouver une quelconque convergence, méme
faible. On peut par exemple remarquer que les images par un Es d’exponentielles
de fonctions a support compact s’écrivent toujours comme combinaisons linéaires

d’un nombre fini de {X 4, A € P}.

Lemme 4.2.4 (Lemme 2.3 de [Pt2]) Soit H = [ Hf da$ une intégrale satis-
faisant Uhypothése (HD) avec € = + ou — ; alors Uintégrale parasite ). hia; qui
lui est associée par la proposition 4.2.3 tend faiblement vers zéro au sens ou

ES Z h°a°
>0

tend wvers zéro lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro, pour tous u, v de
L*(R,) a supports compacts.
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Exemples

e La projection d’un opérateur a;},, — a; par exemple donne bien /%11 —#; a; ;
en revanche si 'on prend un ¢ tel que ¢; < t < t;,1, la projection de a;” — a;°

173
est
+ + b=t 4
Es(a; — o) )Es = ————a;.
' liv1—1;

e La projection d’un opérateur a; — ay. pour t; <t < ;1 est

o o t - t (o)
Es(a; — a;)Es = —a.
livi — 1

. . , t;
e La projection d'un opérateur [;” af dal est de la forme Y _ hia; avec

hipi = \/tiy1—t; (Z Vitk+1—tk CLZ)-

k<i

e La projection d’un opérateur fotj a; daf est delaforme Y _ hiaf+37

avec
h/j_pz == \/ti—l—l_ti (Z \/tj+1—tj CL]_)

Jj<i

(o) (o)
i<j h’z a;

)

1
h,c-) == 5 (ti-i—l —tl)Id

4.2.3 Le cas des espaces de Fock de multiplicité supérieure
al

Nous énoncons ici dans le cas d'un espace de Fock avec espace de multiplicité IC
les analogues de la Proposition 4.2.3 et du Lemme 4.2.4.

Proposition 4.2.5 Soit («, 3) un couple d’éléments de A U {0} différent de (0,0)
et soit H= [° HXP da?” une intégrale sur TO(K). On suppose que I H®P da”
et fOOO(HtO"ﬂ)* da;® sont définies sur le domaine exponentiel et ses images par les
Es. Alors Es HEs admet une représentation en intégrale stochastique quantique sur
{Xa,A € Pyr} au moins et les coefficients de la représentation sont donnés par

e pour «, 3 tous deuxr non nuls,

1

hPEs =
ir1— T

tit1
Es / P, H*dt
t

i

toutes les autres intégrandes étant nulles, YYY
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e pour o =0,

K Eg L / iHPt.HtO”B dt
! Vi1 —1ti Jy, '
1 tit1 0

hf’ﬁEg = ; Es / P, H, ’ﬁ(ao’“t — a”"t;)dt pour tout k dans A,

i1 ti
toutes les autres intégrandes étant nulles,
e pour =0,

hos = / b HEO dt

vV z-l—l_
A 1 i 0

hi"Es = ; ; ]ES/ P, (a™°t — a™t;) H" dt pour tout \ dans A.

i+17 Ug t;

toutes les autres intégrandes étant nulles.

Comme précédemment on peut montrer que les termes parasites disparaissent a
la limite :

Lemme 4.2.6 Soit H une intégrale stochastique quantique sur T®(K) de la forme
[S HXO dag® avee oo # 0 (respectivement [;° H®P dad? avec 5 # 0). On suppose
que l'intégrale H satisfait aux hypothéses de la Proposition 4.2.5; alors l'intégrale
parasite Y D hoa®™ (respectivement Yoen Divo hEPal? ) qui lui est associée
par la Proposition 4.2.5 tend faiblement vers zéro au sens ot

<5(u), Es> > h?’*af’A]ESE(v)>

NEA >0

(respectivement

(£, Bs 33 hlar BsE(v)) )

KEA >0

tend vers zéro lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro, pour tous u, v de
L*(R,) a supports compacts.

4.2.4 Projections d’opérateurs a noyau

On va considérer ici la projection d’'un opérateur a noyau au sens ou il a été
défini dans le chapitre précédent ; cela nous permettra de retrouver la formule du
noyau donnée par Belavkin et Lindsay dans leur article [B-L].
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Considérons un noyau &k : P x P x P +— C qui est localement intégrable au sens
ol pour tout n, toute partie bornée E de Ry, k est intégrable sur P, (E) :

/ e8] dadsdy < +oc
n(E

L’opérateur associé, que nous notons K, est bien défini sur les éléments de L? (P)
qui sont des indicatrices de pavés bornés de R} ; par conséquent EsKEs est bien
défini sur tous les vecteurs X4, A € Py, de [*(Py) (nous reprenons momentanément
la notation Py pour I’ensemble des parties finies de N).

Pour fixer les idées, supposons que la subdivision S est réguliere de pas 0; on
peut calculer que pour tout f de ® tel que Esf est dans le domaine de K, on a
pour tout M de Py :

Es KEs f(M) = (4.2.4)
Z Z \/5—U5|V|\/5|—N/// (v,v,n) dvdvdn) Esf(V +W + N)

U+V+W=M N€ePy

ou [;; est fttiill“. . ftZ”“ siU = {i1,...,in}

Il est par ailleurs évident que pour tous U, V, W fixés la série en N qui apparait
dans Pexpresssion (4.2.4) est sommable lorsque f est une indicatrice de pavé borné
de R . Par conséquent 'opérateur EsKEg coincide sur {X4, A € Py} avec un
opérateur a noyau. Nous notons encore k ce noyau, les variables (A, B, C' dans Py,
o, 3,y dans Pgr, ) se chargeant de distinguer entre noyau de EsKEs et noyau de
K). On a alors

K4, B,0) = %WwﬁW/// @ ;) dacdf dy.

D’aprés (2.1.15) on a donc pour tous A, B, C de Py

(Xaup, EsKEs Xpuc) = k' (A, B,C).

Par ailleurs on voit facilement que

k’(A,B,C)z(J;—A&Bw—C/// 0, B,7) dovdf dv);

(Xaus, Es KEs Xpuc) = (Xaus, KXpuc)-

Si 'on note pour se rapprocher des notations utilisées dans la section 3.3,

enfin,

XA = (Xti1+1 - Xtil) s (Xtin+1 - Xtin)
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si A={iy,...,i,}, on a donc

1 , 1
5\A| 5\B\ 6|C‘ /,;/];/Ck (a7/877) dadﬁd’)’ = W<XAUBJKXBUC>

et avec notre hypothese de locale intégrabilité on retrouve le résultat de Belavkin
et Lindsay cité dans la section 3.3 : si pour tout § on associe a tous «, 3,7 de Pr,
des éléments A, B, C de Py tels que

siae [tilatil—i—l] X ... X [t’ithin-I—l] alors A = {il, - ,Zn}
(B, C étant choisis de maniere similaire) on a

Proposition 4.2.7 Soit k un noyau localement intégrable au sens défini ci-dessus
alors opérateur K associé est bien défini sur les indicatrices de pavés bornés de
R quel que soit n et le noyau k vérifie

. 1
k’(%ﬁﬁ) = ‘él‘rBOW<XAUBaKXBUC>

ou A, B, C' sont choisis pour tout S comme ci-dessus.

Notre preuve reste parfaitement valable dans le cas d’une subdivision & qui n’est
pas réguliere, avec les adaptations de notations qui s’imposent.

4.3 Convergence de la table d’Ito

4.3.1 Preuve de la formule d’Ito

Dans cette section nous allons exposer, comme nous l’avons annoncé plus haut,
une preuve de la formule d’It6 en temps continu (Proposition 3.2.5) en utilisant uni-
quement la formule d’It6 en temps discret 1.3.8 et notre procédé d’approximation.
Nous I’avons dit dans notre introduction : pour pouvoir parler de formule d’It6 a
temps continu, il faut nécessairement composer des opérateurs et se pose alors le
probleme des domaines. C’est pourquoi, pour pouvoir décrire de maniere concise le
domaine de validité de la formule d’It6, on a besoin de supposer que les intégrales
considérées sont partout définies. Nous nous autoriserons encore plus de souplesse
dans les hypotheses en ne considérant que des intégrales qui vérifient des hypotheses
du type S (voir (3.2.7)).

Dans la suite de ce chapitre, toute intégrale

H:/ H; day
0
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vérifiera les hypotheses suivantes :

1. intégrande H; est un opérateur borné tel que ¢t — ||Hf|| est :
e de carré intégrable si ¢ = 4+ ou —,
(HS) e intégrable si ¢ = X,
e essentiellement borné si ¢ = o
2. H est un opérateur borné sur .

Remarquons tout d’abord qu’avec de telles hypotheses la représentation en
intégrale stochastique sur T® associée a H est définie sur tout TP : ceci est prouvé
par le Lemme 3.1 de [Pt2] et la discussion qui le précede.

Lemme 4.3.1 (Lemme 3.1 de [Pt2]) Si une intégrale [;° HF daf satisfait auz
hypothéses (HS), alors la représentation intégrale associée & Es HEs par la Pro-
position 4.2.3 a pour domaine restreint T® tout entier.

On prouvera, sous ces hypotheses et en n’utilisant que notre procédé d’approxi-
mation, la formule d’Ito :

Théoréme 4.3.2 (Formule d’It6 sur S) Soient
H:/ H:da: etK:/ Klda?
0 0
deux intégrales satisfaisant aux hypothéses (HS) ; alors on a
HK:/ HsKgda’s’wL/ H;’stda‘;—l—/ H:K}da"
0 0 0

sur tout @, ou a®" est donné par la table d’Ité continue (3.2.9).

Etablissons d’abord nos notations; cela nous permettra d’exposer le plan de la
preuve, dont les détails sont assez techniques.

Notations
On considerera deux intégrales

H:/ H; da; et K:/ Klda!
0 0

qui vérifient les hypotheses (HS) ; ¢ et i peuvent prendre les valeurs 4+, —, 0 ou X.

Les projections Es HEs, Es KEg seront notées h, k respectivement. Dans le cas
ol € ou 7 est différent de x, les processus (hf);>o0, (k])i>o et éventuellement (h?);>o,
(k)i>0 sont donnés par la Proposition 4.2.3; le cas des projections d’intégrales par
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rapport a a* est discuté ci-dessous. Si par exemple ¢ = + ou — alors on a vu que

h s’écrit
h=>Y hia;+ Y hiaj;

on notera alors h° I'intégrale ) hfas qui est ce que nous appellerons 'intégrale “pa-
rasite”. Comme précédemment, on notera, dans ’exemple ci-dessus, h; I'intégrale

hj =Y hiai+> hiaf;

1<j i<j

et B;’ I'intégrale
hy = hja;.
1<j
Le premier probleme apparait lorsque 'on veut projeter des intégrales a temps
continu par rapport a a”. Considérons en effet une intégrale H = fooo H daf
satisfaisant a (HS), c’est-a-dire que les opérateurs H* sont bornés, que la fonction

s — ||HJ|| est intégrable et que H est borné. Sil’on projette H sur ’espace de Fock
a temps discret et considere directement la représentation intégrale de Es HEg, on

obtient
EsHEs = > hfaf +> hiay + Y hiaf

i>0 i>0 i>0

mais chaque hfa$ ne pourra étre relié qu’a la représentation (unique) de H sous la
forme
o o o0
H:/ deaj—i—/ H; da; —i—/ H.das.
0 0 0

De méme, si 'on considére la représentation du processus (Eg fot H} da}Es);>o,
on obtient un processus d’intégrales dont les coefficients se relient encore a la
représentation de H sous forme d’intégrales par rapport aux trois bruits +, —, o. Le
probleme est, au fond, qu'une écriture H = fooo HXda} est une écriture qui contient
bien peu d’informations; nos formules donnent alors de Es HEs une représentation
plus précise (puisqu’unique), mais on ne peut alors pas relier cette représentation
a Décriture [ H)da) d’origine. D’autres représentations semblent donc plus na-
turelles : on peut, de maniere tres générale, représenter une intégrale fooo HXda}

comme
'x x
E :h’i a;
i
avec

t;
h* = Es / H dsEs,
ti—1
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qui est bien prévisible, et I'intégrale restreinte ) . h;XwX est alors bien définie sur
Es(Dom h) (Proposition 2.4 de [Pt2]). Il apparait cependant un nouveau probleme :
si 'on compare 'expression de h;* aux expressions des hi, ¢ = +,—,0 on voit
immédiatement que, des que l'on va manipuler plusieurs intégrales a la fois, il va
falloir comparer des intégrales

t

/ H} ds
ti—1

i

a des intégrales
tit1
H ds.
ti
La premiere étape sous nos hypotheéses (HS) est donc d’obtenir une représentation
: it A OO 17X g%
plus maniable pour une intégrale [~ HJ da}.

Lemme 4.3.3 (Lemme 3.6 de [Pt2]) Soit H = [[° HXda} une intégrale satis-
faisant auzx hypothéses (HS); alors H est la limite forte, lorsque le pas |S| de la

partition S, de
X X
E h’z a;
i
ot
tit1
X
hz:ES/ PtiHs dSES.
t;
Dans la suite de la preuve, nous n’établirons que des convergences faibles; de
lus, nous ne composerons une projection I foo H:dsEs qu’avec des opérateurs
plus, p proj s J, HidsEs q p
qui seront uniformément bornés. Nous pouvons des lors remplacer toute approxi-
mation Es [ H}dsEs (qui converge aussi fortement vers [ HXds) par la somme

2. hitag

A partir d’ici, la démonstration se décompose ainsi : tout d’abord on montre que
les intégrales parasites par rapport a a° que ’on obtient en projetant des intégrales
par rapport a dat ou da~ tendent vers zéro ainsi que les termes que ces parasites
engendrent lorsque ’on compose plusieurs projections entre elles. Ensuite on prouve
que la composition des intégrales projetées (dont on a Oté les termes parasites)
peut étre calculée avec la table d’Ito a temps continu avec une erreur qui tend
vers zéro. Enfin, on prouve que les intégrales discretes que 1’on obtient apres cette
composition convergent vers les intégrales a temps continu désirées. Remarquons que
I’on utilisera souvent des arguments de passage a ’adjoint pour regrouper plusieurs
cas; il est important pour cela de se rappeler que, si H satisfait aux conditions
(HS), alors H* aussi et que

H = / (H?)* da
0
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est valable sur @, ou +' = —, -/ = 4, o/ = 0. On a le méme type de relations pour
les intégrales discretes d’apres les formules (2.2.5)

La premiére étape est contenue dans la proposition suivante, qui renforce dans
notre cadre la Proposition 4.2.4 :

Proposition 4.3.4 (Proposition 3.8 de [Pt2]) Soiente,n € {4+, —, 0, x} et soi-
ent H, K deux intégrales stochastiques satisfaisant auz hypotheses (HS). Alors pour
tous u,v € L*(Ry),

(E(u) ,Es HEs Es KEsEv) — Zh > kel e

tend vers zéro avec le pas |S| de la subdivision.

La preuve de cette proposition se ramene a la preuve de deux convergences : on
peut en effet remarquer que la composition Es HEs Es KEs de deux projections est
de la forme

((h— %) + ) ((k — k°) + k°)

si € et 1) sont tous deux égaux a + ou —,

(h—h°) +h°) k

si par exemple ¢ est seul égal a + ou — (les cas symétriques se traitent par passage
a l'adjoint) ; on a par ailleurs h — h° = ) hfa;. Il n’y a par ailleurs rien a prouver

si ni € ni n n’est égal a + ou —; en utlhsant la symétrie et les passages a I’adjoint
on est ramené & montrer que
e h°k tend vers zéro pour € = — ou + et n quelconque,

o h°k° tend vers zéro si ¢, 1 sont tous deux égaux a + ou —.
Le second point est prouvé directement par des estimations; pour prouver le pre-
mier, on se ramene a montrer la convergence faible de h° en remarquant qu’on
peut approcher kEs&(u) par la projection d'une combinaison linéaire de vecteurs
exponentiels de ® choisie indépendamment de S.

La deuxieme étape de notre preuve du Théoreme 4.3.2 consiste a montrer que
les différences entre les deux tables d’Ito disparaissent a la limite :

Proposition 4.3.5 (Proposition 3.9 de [Pt2]) Soiente,n € {+, —, 0, x} et soi-
ent H, K deux intégrales stochastiques satisfaisant auz hypotheses (HS). Alors pour
tout u,v € L*(R,), la quantité

<5(u), Es HEs ]ESK]ES€U>—

(S HE g D e S

j<i i J<i
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tend vers zéro avec le pas |S| de la subdivision, ot €.n est donné par la table d’Ito
continue.

Pour obtenir cette proposition, on a a montrer que

pour (g,1) = (+,~), on a Zhﬂf o 1520, (4.3.1)
et
pour (¢,7) = (—,+), on a Zh;kja? 200, (4.3.2)

et que le terme d’[t0 converge vers zéro lorsque £ ou 7 est X ; toutes ces preuves se
font par des estimations directes.
Une fois ces deux propositions prouvées, il suffit, pour obtenir

/ Hedd: / K"da" = / HEK das + / H,K"da" + / HEKdas™,

de montrer que
0, D ik — (), [ AR £(w)
th"a"e (&), / H,K"da” € (v))

0 SR (e, [ AR )

On peut facilement voir par ailleurs que les propositions précédentes s’appliquent
aux intégrales [ HEKda: , [ H,K"da?, [ HEK7daS™; on a donc

(e(a), Y (H°K)a; e(v)) — (5(U),/H§sta§5(v)>

i

(e(@), Yy (HK"]a] e(t)) — (5(U),/HsKgda25(v)>

i

(e(@), Y (H K");"a;"e(t)) — (5(U),/H§K§da§'"<‘3(v)>

i

ou (HK™)!, (H*K): sont les coefficients associés par la Proposition 4.2.3 (ou par le
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Lemme 4.3.3) a l'intégrale [ H,Kda!, etc. 11 suffit donc de prouver que

(e(a), Z(hfki — (H°K);) aje(v)) — 0

2

(e(@), Y (hik — (HK")]) ale(@)) — 0

3

(e(@), Y (hik! — (H*K");")a;"e(t)) — 0

i

Les deux premieres convergences sont adjointes 'une de "autre. On a donc a prouver
deux types de convergence uniquement ; cette derniere étape représente cependant
le gros de la démonstration du Théoreme 4.3.2 dans [Pt2].

4.3.2 Conséquences pour les probabilités classiques

La formule d’Ito classique pour les intégrales stochastiques quantiques par rap-
port a une martingale normale (A;);>o peut étre déduite de la formule d’It6 quan-
tique au travers de la représentation intégrale de 'opérateur de multiplication as-
socié (voir [At5]). Ce que nous avons montré prouve que, si I’on sait que le crochet
droit d’une martingale (M;)i>o vaut [M], = t, alors le crochet oblique de cette
martingale se déduit de la représentation en intégrale stochastique de 'opérateur
de multiplication associé et des relations de commutation des matrices de Pauli. Il
n’y a la rien de bien surprenant, puisque la représentation intégrale de 'opérateur
de multiplication se déduit elleeméme de la formule d’Ito, donc de la forme de
I’équation de structure vérifiée par la martingale. Nous croyons cependant que les
exemples de calculs explicites dans des cas classiques peuvent éclairer ce que nous
avons démontré dans ce chapitre.

D’apres (3.2.4), le mouvement brownien (I;);>o peut étre identifié au processus
(af + a; )i>o0- Sil’on considere une partition S de pas constant d, alors 'approxima-
tion de I'opérateur de multiplication par W, est Zz‘m—gt Vé(aj +a;) plus des termes
dont on a montré qu’ils tendent vers zéro avec 4. Par ailleurs, a; + a; est o, et
donc

(\/g(azr + ai_))2 = do2 = 61.

L’opérateur 6/ est I'approximation du processus déterministe (t);>o. Cela implique
que d [W], = dt.

Un autre exemple intéressant est le processus de Poisson compensé (X;);>o =
(N; — t)1>0. Le processus de multiplication associé est (af + a; + aj);>p. Pour
une partition S réguliere de pas d, l'opérateur a,;” + a, + aj est approché par
Zmigt(\/ga;“ + Véa; + a) plus des termes qui disparaissent lorsque 1’on passe
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a la limite. Puisque V/da; +v/da; + a) = V6o, — Lo, + 11, on obtient

(\/ga;’ + Va7 + aix>2

1 1
Op 4% 1

- %\/g(o—wo—z + Jzaz) + \/SO'I - %O—z
- (\/Saj +V6a; + af) + 01

car 0,0, + 0,0, = 0 et 02 = 0?2 =
que d[X]|, =X, + .

2 = 1. Cela implique, comme nous ’avons montré,
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Chapitre 5

Application a la représentation
des opérateurs

Dans ce chapitre, nous cherchons a exploiter les résultats de représentabilité que
nous avons obtenus dans le cas a temps discret.

Dans la section 5.1, nous présentons une approche générale utlisant ces résultats ;
nous montrons que cette approche, si elle ne permet de prouver aucun critere nou-
veau, reste crédible comme outil d’étude de problémes précis et qu’en particulier
les expressions que fournissent nos formules a temps discret sont de bonnes infor-
mations a priori.

Dans la section 5.2 nous étudions ces informations dans un cas explicite. celui
des opérateurs de seconde quantification et de seconde quantification différentielle.
Nous adoptons dans cette section une approche naive et améliorons pas a pas les
résultats obtenus, plutot que de les annoncer d’emblée comme dans [Pt3].

Enfin, dans la section 5.3, nous donnons plusieurs améliorations et variations
des criteres exposés dans la section précédente.

Les résultats de la section 5.2 et d’une partie de la section 5.3 ont fait 'objet de
larticle [Pt3].

5.1 Démarche générale

Dans le chapitre 2, nous avons obtenu des criteres et formules explicites pour
les coefficients apparaissant dans la représentation intégrale d’un opérateur H sur
®. On aimerait évidemment pouvoir utiliser ces expressions pour obtenir des infor-
mations sur les représentations intégrales dans le cas du temps continu. On ne peut
évidemment pas retranscrire les formules (2.2.5) : en prenant garde aux normalisa-
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tions on s’apercoit que ’on devrait avoir

Ht+Pt: DtHPt
HfP,=  PHYP (5.1.1)
HtOPt :DtHdafPt—PtHPt

ce qui n’a aucun sens précis (notons cependant que de telles formules sont implicites
dans d’autres approches du calcul stochastique quantique comme 1’approche “non
standard” de Leitz-Martini [LeM] ou la dérivation est une différence, ou dans des
approches “bruit blanc”).

Cependant nos formules 2.2.5 peuvent mener a des preuves rigoureuses dans
certains cas, par 'intermédiaire des approximations d’opérateurs de ®. Ces cas sont
hélas trop particuliers pour que nous soyons arrivés a des résultats nouveaux ; nous
allons cependant présenter rapidement une telle preuve, d’'une part pour montrer
que cet outil qu’est ’approximation reste prometteur et d’autre part pour justifier
le fait que nous ayons étudié dans des cas explicites les formules a priori fournies
par (5.1.1).

Considérons une subdivision & comme dans le chapitre 4. Associons alors a tout
a de P un élément A de Py par

sia € [ty tiyp1] X oo X [ti,, i, 41] alors A = {iy,...,0,}

et une quantité
oa = (tiyr1—ti,) - (ti,11—ti,)-
On montre alors facilement a partir de la formule exprimant un opérateur d; en
fonction des D, (voir le Lemme 4.2.1) que pour tout f, pour presque tout «,

d
—4 converge dans L? (P) vers D,f; (5.1.2)

VoA
cela va nous permettre d’établir des convergences ponctuelles.

Considérons donc un opérateur H sur @ et supposons d’abord que sa projection
Es HEs est telle que 1’on puisse lui appliquer notre théoreme de représentabilité
2.2.1. Supposons de plus que les coefficients h; apparaissant dans la représentation
sont tels que, pour presque tout ¢,

1
Li(ty+1—ti(r)

+  0—0 +
iy — Hi

° 0—0 °
hZ(t) —> Ht

ou les convergences sont fortes et ou i(t) est défini comme 'unique indice i € N
vérifiant ¢; <t < t;,1, cela avec des estimations uniformes raisonnables.
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Dans le chapitre 1, nous avons fait le lien entre notre définition des intégrales
stochastiques quantiques a temps discret et une transcription simple des définitions
au sens de Attal et Lindsay. Cela implique en particulier que nos intégrales vérifient
des équations du type Attal-Lindsay (voir la Proposition 3.2.3 pour ces formules en
temps continu) ; on a donc

Es HEs f(A) =Y hfpida,,, f(A) + Y hydida, f(Ai) + > hidida,, f(A).

i€EA i€A

En divisant les deux membres par d4 et en passant a la limite, on tire d’apres la
remarque (5.1.2) une expression Attal-Lindsay & temps continu

Hf(a) = ZH:PSDQ(Sf(aS)) +/(; Hs_DsDa(sf(O's)) + ZH;DsDa(sf(as))

s€o s€a

qui montre que, si les conditions d’intégrabilité nécessaires sont vérifiées, on a bien
obtenu une représentation intégrale de H.

Une telle démonstration peut étre faite en toute rigueur dans le cas des martin-
gales régulieres telles que les ont définies Parthasarathy et Sinha dans [P-S]. On
peut ainsi obtenir une preuve de leur caractérisation par l'intermédiaire de notre
procédé d’approximation; nous ne décrirons cependant pas cette démonstration
puisque les difficultés et méthodes pour les résoudre sont en fin de compte les mémes
qu’en temps continu. En effet, d’apres notre discussion ci-dessus, il nous suffit de
construire des processus (Hf);>o qui soient des limites de h;" /&= ou h? comme
ci-dessus. On s’apercoit cependant bien vite que, s’il est facile, pour tout f de @, de
construire H;f de maniere convenable pour presque tout t, il est plus problématique
de le construire pour tout t et on en arrive ainsi a reproduire le point crucial de la
preuve de Meyer (voir [Me3]) du résultat de Parthasarathy et Sinha.

L’approche que nous proposons pour étudier la représentabilité d'un opérateur
consiste donc a essayer de donner un sens aux formules (5.1.1) puisque cela revient
a étudier, les Es en moins, la limite des expressions obtenues par (2.2.5), puis, les
conditions permettant de définir des intégrales des processus d’opérateurs obtenus
étant supposées, vérifier que I’on obtient une représentation intégrale de 'opérateur
étudié.

Nous devons faire une remarque supplémentaire a propos de la convergence des
da/viarita vers D, décrite ci-dessus : une des raisons qui donnent les formules
(2.2.5) est que dans T® on a d;p; = 0 pour tout i. Dans ® en revanche, avec la
définition usuelle de D; donnée dans le chapitre 3, D, P; est indéterminé.

Ceci nous incite a modifier, dans notre tentative de donner un sens a (5.1.1),
notre définition de D;. Nous choisissons de considérer la définition suivante de D :
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pour tout f dans @, presque tout o dans P,

1 t+e
Dif(e) =lim= [ o uishs

Ceci ne diminue en rien le domaine de définition de D, (pour tout f, D, f est défini
pour presque tout ¢, de méme que pour la définition usuelle) ni les formules de
représentation prévisible et d’isométrie associées, de sorte que rien de ce que nous
avons établi jusqu’ici ne doit étre modifié ; en revanche cette nouvelle définition leve
I’indétermination de D,P; : pour tout f, presque tout ¢, on a D;P,f = 0.

5.2 Représentations intégrales des opérateurs de
seconde quantification

5.2.1 Opérateurs de seconde quantification

Les stratégies d’approche des questions de représentabilité que nous avons présen-
tées dans la section précédente ont le défaut d’exiger que 1’on puisse obtenir des ex-
pressions a priori a partir de (5.1.1). Cela n’est pas facile cependant ; il existe une
classe d’opérateurs d’importance fondamentale en physique et qui a le mérite d’étre
tres maniable. En particulier, 'expression de ces opérateurs sur les différents termes
d’une décomposition tensorielle s’exprime tres bien, ce qui va faciliter le calcul de
H, qui est en général le plus problématique.

A tout opérateur borné h sur L?(R,) on associe deux opérateurs I'(h) et A(h);
ces opérateurs sont définis sur 1’espace F par

I'(h)(upo...0ou,) =huyo...ohu,, (5.2.1)

A(h) (upo...ouy) =huyougo...0Uy+...4+u; 0...0U,_1 0 hu, (5.2.2)

pour tout n, tous uy, ..., u, dans L*(R).

On étend ces opérateurs par linéarité et fermeture; on peut voir a partir des
expressions ci-dessus que I'(h) et A(h) vérifient respectivement I'(h)* = T'(h*) et
A(h)* = A(h*) sur F et sont donc fermables.

Ces opérateurs ont une action particulierement simple sur la famille des vecteurs
exponentiels :

Lh)E(w) = E(hu)
AR)E(w) = aff E(u).
et c’est ce qui justifie ici notre intérét pour eux. Ils sont par ailleurs fondamentaux

en physique quantique. Les opérateurs de seconde quantification, parce qu’il per-
mettent de transporter un opérateur de L*(R, ) sur Pespace de Fock associé; les
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opérateurs de seconde quantification différentielle A(h), parce qu'ils sont reliés aux
précédents de la maniére suivante : pour tout h borné sur L*(R. ), tout ¢ de R, on
a

F(eith) — eit)\(h)'

Dans le cas ou h est autoadjoint, cela signifie que A(h) est le générateur du se-
migroupe unitaire obtenu par seconde quantification du semigroupe unitaire sur
L*(R, ) engendré par h.

Nous n’avons défini ici que les secondes quantifications d’opérateurs bornés, qui
nous intéresseront en général ; nous parlerons plus loin de secondes quantifications
d’opérateurs non bornés de L*(R, ), la définition se déduisant facilement de (5.2.1)
et (5.2.2). Nous avons évoqué, dans la section 3, le contre exemple de Journé et
Meyer a la représentabilité en intégrale stochastique ; ce contre-exemple concerne un
opérateur de seconde quantification et ¢’est pourquoi nous le présentons maintenant.
On considere 'opérateur de seconde quantification I'(h), ou h est la transformation
de Hilbert sur L*(R, ) (plus précisément, Papplication qui & un élément f de L*(R, )
associe la restriction a R, de la transformée de Hilbert de ’extension canonique de
f aR). Puisque la transformation de Hilbert est un opérateur unitaire, 'opérateur h
est une contraction de L?(R, ) et 'opérateur I'(h) associé est borné. On peut montrer
cependant que I'(h) n’est pas représentable en intégrales stochastiques quantiques
sur tout £ — ni méme sur le sous-ensemble £(L? N L¥(R,)). En effet, Journé et
Meyer montrent que, si, pour un élément u de L? N L>(R, ), le vecteur exponentiel
E(u) est dans le domaine d’un opérateur H qui s’écrit comme une intégrale, alors
t — P,HE(u;) a une variation quadratique finie. Journé et Meyer exhibent ensuite
un vecteur u de L2 N L*°(R, ) pour lequel ¢ — P,HE(u;) n’a pas cette propriété : la
seconde quantification de la transformation de Hilbert n’est donc pas représentable
en intégrale stochastique quantique. Nous reviendrons sur ce phénomene dans la
section 5.2.3

Nous allons examiner formellement la forme que prennent les expressions (5.1.1) ;
nous montrerons ensuite que cette heuristique permet d’identifier exactement les
criteres qui déterminent la représentabilité d’un tel opérateur. Ces criteres ont le
bon gout de se traduire ensuite de maniere particuliement lisible, ce qui nous per-
met d’obtenir une caractérisation simple des opérateurs de seconde quantification
qui sont représentables en intégrales stochastiques quantiques. Nous verrons enfin
que notre preuve se transcrit tres exactement au cas des opérateurs de seconde
quantification différentielle; la représentabilité de A(h) et celle de T'(h) sont donc
équivalentes et nous pourrons exprimer les criteres dont elles dépendent.

Il est a remarquer que, dans cette section, on va travailler en permanence avec des
opérateurs de seconde quantification et donc établir des liens entre les propriétés
d’opérateurs sur L?(R,) et celles d’opérateurs sur L? (P) qui leur sont associés.
Nous utiliserons des lettres majuscules pour les opérateurs et grandeurs associés a
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L*(P) et des minuscules pour ceux qui sont associés & L?(Ry). Dans le reste de
cette these, les minuscules sont associées aux objets des espaces de Fock discrets
par opposition a ceux des espaces de Fock a temps continu. Il ne sera pas question
dans ce chapitre d’espaces de Fock a temps discret et cette convention adoptée le
temps d’un chapitre ne devrait pas étre source de confusion.

Considerons un opérateur de seconde quantification H = I'(h) pour h borné sur
L*(R, ). Nous allons essayer d’appliquer les formules (5.1.1) & H sur le domaine
exponentiel, domaine sur lequel on a une bonne écriture a la fois de ’action des
intégrales et de l'action des opérateurs de seconde quantification. On doit avoir,
pour presque tout o de P,

HE(w)(o) = DyT'(h)E(u)(o)
1 t+e

= g E(hut)(a + 5) ds ]la<t
t

1

- g/t 6hut(s)Clslptc‘:(hut)(a)

= (Wl q/e,w))E(mhmu)(o),

ou le fait d’écrire cette grandeur sous la forme donnée dans la derniere ligne sera
justifié a posterior: par la forme que prend H, . Remarquons que le point de vue sur
Dy suggéré par I’approche discrete nous a été utile ici : nous aurions di autrement
considérer (hug)(t), qui n’est pas une grandeur définie.

Pour H; on doit avoir

- . a[t,t—l—e}

1
= lim —Ptl—‘(h/) ((9 (U't) [¢) ]l[t,t+€})

e—=0 g
L Al 44
= E(mhmou) o (mhllyq/c).

ou pour tout ¢, m; représente 'opérateur de multiplication par I'indicatrice de Il
dans L*(R,). Si I'on suppose que ces termes ont un sens on doit supposer que les
limites

li hl t L h*1

Jm me(hlljere/e) e [ me(h W p4e)/€)
ont un sens. En particulier, la convergence pour h doit avoir lieu dans L?(R, ) ; pour

h* une convergence faible semble suffire. Dans la suite, nous allons symétriser nos
hypotheses en h et h* pour avoir une vraie convergence en norme.
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Examinons alors le cas de HYE(u). Pour tout o, HPE(u)(o) doit étre égal a

HE(w)(0) = lim Er(h)a“’”ﬂg(ut)(aﬂ)ds—Ptr(h,)g(ut)(a)

e—0 ¢ g
t+e

B : | [
= 1,4 ll—% L'(h)(E(w) o . (o + 5)ds — E(hu) (o)
h
@)

t
t+e

= I, lim (&(huy)

t

H[Zt+€] ) (0 +5)ds = €(huy) (o)

t+e hil .
Iy« lim (hut)(o) Sl
e—0

t 9

(s)ds — E(huy) (o)

car les autres termes que I'on obtient en développant (€(hu,) o (hllyie)/€)) (0 + s)
sont en nombre fini et de la forme

Ehu)(o\ {a)) [ hua(s) sl /o) @

pour a dans o ; le dernier terme (hll,./€)(a) est convergent pour presque tout a
d’apres nos hypotheses donc ’expression ci-dessus doit tendre vers zéro. L’expres-
sion de HPE(uy)(o) doit donc étre de la forme

(h,].l[t’t+€]/6) (O') = (lij}r(l)<ﬂ[t7t+g}, h’]l[t,t+6}> — 1) g(h/l,l,t)(o')

Nous n’avons pas ici discuté les conditions qui sont nécessaires pour pouvoir
définir les intégrales des processus que nous avons définis; nous pourrions continuer
I’examen de ces conditions pour préciser les propriétés des limites qui apparaissent
dans les expressions ci-dessus et trouverions exactement les autres conditions que
nous énoncons dans notre Proposition 5.2.1 ci-dessous.

Nous sommes partis de ’hypothese que, si les convergences qui apparaissent
dans les calculs ci-dessus ont bien lieu et déterminent des opérateurs H,", H; , Hy
qui ont les propriétés d’intégrabilité nécessaires pour considérer I'intégrale stochas-
tique quantique associée a ces intégrandes, alors cette intégrale doit représenter
lopérateur I'(h).

Dans larticle [Pt3], nous avons montré de maniére rigoureuse que la représentabi-
lité des opérateurs I'(h) et I'(h*) est déterminée par les critéres que nous obtenons
ainsi; nous allons détailler les résultats contenus dans cet article. Notons que, dans
ce chapitre, nous notons toujours m;u et pas u; la restriction d’une fonction u de
L*(R,) a l'intervalle [0,1], cela afin d’éviter la confusion lorsque apparaissent des
familles (ay)ier, , (51)ier, ol chaque «y, f; est une fonction de L*(R, ).

Avant d’énoncé la proposition suivante, rappelons que le sens que nous don-
nons a une intégrale stochastique quantique suit la définition Attal-Meyer (voir la
Définition 3.2.2) et que nous ne nous intéressons qu’aux représentations intégrales
dans lesquelles les opérateurs H; sont fermables pour presque tout ¢ et tout e.
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Proposition 5.2.1 (Proposition 2.2 de [Pt3]) Si I'(h) et I'(h*) coincident sur
E avec une intégrale stochastique quantique, alors h vérifie les conditions (C) :

( pour presque tout t,

o mhly,./e converge dans L*(Ry) vers une fonction oy quand & — 0,

o mh*liy i /e converge dans L*(Ry) vers une fonction 3, quand e — 0,
(C) % ol tt+€h1l[t,t+g](s)ds converge vers un scalaire y(t) quand ¢ — 0,

les limites ont les propriétés suivantes :

o les fonctions t — |loul| e,y s T [|Bill o,y sont de carré intégrable,

| @ la fonction t — () est essentiellement bornée.

Démonstration.

Détaillons la structure de cette démonstration : en testant la représentation intégrale
sur des vecteurs exponentiels on obtient la convergence suivante, valable pour
presque tout ¢ :

Tl Ty e U/ € = u(t)P'H, &(mu) dans L*(R, ). (5.2.3)

ol P! représente la projection sur le premier chaos.
Considérer le cas particulier ou u est une indicatrice d’intervalle compact mene a

mihly /e =5 PYH;E(1ly) dans L*(R, ), (5.2.4)

et en notant oy le terme de droite pour tout ¢ on obtient bien la premiere condi-
tion de (C); la deuxiéme est obtenue par symétrie entre h et h*. En se basant sur
ces premiers résultats de convergence nous arrivons a montrer en testant encore la
représentation intégrale sur de bons vecteurs exponentiels, que 'on a la troisieme
condition de convergence. Le fait que la limite v(¢) est, comme fonction de ¢, essen-
tiellement bornée, est obtenu directement par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1

t+e
—/ h]l[t,t+e](3) ds
€ Ji

<[]l

On obtient ainsi tous les points de (C) a ’exception des conditions d’intégrabilité
portant sur ¢t — ||ay||, t — [|B¢]|. Ce point est en fait le plus délicat de la preuve de
la Proposition 5.2.1. On peut montrer a partir de (5.2.3) que pour u suffisamment
régulier (presque partout différentiable suffit), on a pour presque tout ¢

u(t)P H; E(uy) = u(t)P H,; E(1y). (5.2.5)
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On peut montrer par ailleurs que, pour un v € L?(R;) donné, vérifier cette égalité
impose en fait la valeur de u(t)H; €(u;) non seulement sur le premier, mais sur
tous les chaos. En utilisant la fermabilité de H, et I'égalité (5.2.5) pour les u
assez réguliers on arrive alors a montrer que 1'égalité (5.2.5) est valable en fait
pour tout u de L*(R; ) (Lemme 2.4 de [Pt3]). Comme nous savons par ailleurs que
t = |u(t)|||Hi €(u)]|| est intégrable pour tout u, cette égalité entraine que pour
tout u de L*(R, ), l'application

t = Ju(®)] lla|]
est intégrable et par conséquent ¢ — ||ay|| est de carré intégrable; on procede de
méme pour f;.
Ceci termine la preuve de la Proposition 5.2.1. Nous obtenons ainsi un premier
ensemble de conditions a la représentabilité de I'(h) et I'(h*) sur €. Nous cherchons

alors & obtenir une caractérisation plus parlante de I'ensemble de conditions (C) :

Lemme 5.2.2 (Lemme 2.6 de [Pt3]) Soit h un opérateur borné; les conditions
(C) de la Proposition 5.2.1 sont équivalentes a [’existence d’un opérateur de Hilbert-
Schmidt k tel que

h=k+ M,,

ot M., est lopérateur de multiplication par -y.

Dans [Pt3], Uopérateur k est noté K.

Il existe donc une fonction x de Ry xR, dans C telle que pour tout u de L*(R,),
presque tout ¢t de R, ,

hu(t) = / ks, t)u(s) ds + u(s) 1(s),
0
et le lien entre cette fonction x et les fonctions «,  de (C) est le suivant :

K(s,t) = Pi(s) sis<t et
{ K(s,t) = «ast) sis>t. (5.2.6)

Nous avons ainsi montré que, si I'(h) et I'(h*) ont une représentation intégrale
sur £, alors h est de la forme donnée dans le Lemme 5.2.2.

Nous montrons alors I'implication inverse, la forme particuliere de h nous per-
mettant, a partir des formules fournies par notre approche heuristique, de définir
les intégrandes suivantes :

ng(ﬂ'tu):fot k(s,t)u(s)ds E(mh mu)
H; E(mu)=E(mhmu) o fot k(t, s) dxs (5.2.7)

HpE(mu) (v(t) = 1) E(mh mu),
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ces opérateurs étant ensuite étendus par adaptation.

Nous montrons alors que sous ces hypotheses, les intégrandes définies sont bien
des opérateurs fermables, que les intégrales stochastiques associées sont bien définies
sur £ et qu’elles coincident avec I'(h). Puisque h* est de la méme forme que h on
construit de méme une intégrale égale sur € a I'(h*).

Les formules (5.2.7) ci-dessous montrent que sur &, les intégrandes vérifient

H;—Pt: PtF(h) Cl_( Pt

()
H P= P, T(h)P, (5.2.8)

w(t,)

HyPi=(y(t) = 1) P, T(h) B,

expressions qui nous permettent d’étendre cette représentation a un domaine différent
de & : on voit par exemple que cette représentation est encore valide sur le domaine
J.

De plus, la Proposition 3.2.4 montre que si I'(h), I'(h*) sont représentables, alors
les coefficients de la représentation ont nécessairement la forme (5.2.8).

Nous avons ainsi obtenu une condition nécessaire et suffisante de représentabilité
de I'(h) et T'(h*) sur £. On peut de plus remarquer que, dans notre preuve, 1’hy-
pothese de représentabilité sur £ n’a servi que comme ensemble de vecteurs test;
en particulier nous aurions pu donner exactement la méme preuve en considérant
la représentabilité de I'(h) et I'(h*) sur 'espace & nombre fini de particules F.

Nous obtenons ainsi, sans rien ajouter a la démonstration (ou presque) la ca-
ractérisation suivante :

Théoréeme 5.2.3 (Théoréme 2.1 de [Pt3]) Soit h un opérateur borné sur L*(Ry) ;
on a alors équivalence entre les propriétés suivantes :

1. T'(h) et T'(h*) admettent une représentation en intégrales stochastiques quan-
tiques sur le domaine &,

2. T'(h) et I'(h*) admettent une représentation en intégrales stochastiques quan-
tiques sur l’espace a nombre fini de particules F,
3. h est de la forme

ot k est un opérateur de Hilbert-Schmidt et M., est un opérateur de multipli-
cation par une fonction essentiellement bornée .

Dans tous les cas, les coefficients de la représentation sont donnés par les expres-
sions (5.2.7) et (5.2.8). De plus, si l'une de ces conditions est vérifiée, alors la
représentation intégrale peut étre étendue a tout ’ensemble J.
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Les formules (5.2.7) et (5.2.8) montrent de plus que l’on a a priori un lien fort
entre le fait que I'(h) soit borné et celui que les coefficients de la représentation le
soient ; on peut en fait montrer le résultat suivant

Proposition 5.2.4 (Proposition 2.8 de [Pt3]) Soit I'(h) un opérateur de se-
conde quantification ; les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

1. T'(h) appartient a S,

2. T'(h) appartient a S,

3. h est de la forme k+ M, ou k est un opérateur de Hilbert-Schmidt et M., est

un opérateur de multiplication par une fonction essentiellement bornée v, et
h est de plus une contraction.

5.2.2 Représentations intégrales des opérateurs de seconde
quantification différentielle

Il est remarquable que notre preuve n’utilise en fait, de la représentation intégrale,
que son action sur le premier chaos; si 'on remarque qu’un opérateur de seconde
quantification différentielle A\(h) coincide sur le premier chaos avec l'opérateur de
seconde quantification correspondant I'(h), on voit que notre preuve s’applique a
I'identique au cas des opérateurs de seconde quantification différentielle. On obtient
ainsi le résultat suivant, qui étend un résultat de Coquio dans [Co2] :

Théoreme 5.2.5 (Théoréme 3.1 de [Pt2]) Soit h un opérateur borné sur L*(Ry) ;
on a alors équivalence entre les propriétés suivantes :

1. X(h) et A(h*) admettent une représentation en intégrales stochastiques quan-
tiques sur le domaine &,

2. Ah) et A(h*) admettent une représentation en intégrales stochastiques quan-
tiques sur l’espace a nombre fini de particules JF,

3. h est de la forme
h=k+ M,

ot k est un opérateur de Hilbert-Schmidt et M., est un opérateur de multipli-
cation par une fonction essentiellement bornée .

Dans tous les cas, les coefficients de la représentation sont donnés par les expres-
sions (5.2.9) et (5.2.10) ci-dessous. De plus, si l'une de ces conditions est vérifiée,
alors la représentation intégrale peut étre étendue a tout l’ensemble J .

Les coefficients de la représentation intégrale sont donnés par
HE(r fo s)ds E(mu)
H{c‘:(w E(myu) fo (t,5) dxs (5.2.9)
HpE(mu)=(v(t) — 1) E(mu),
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et comme précédemment on a des expressions plus générales qui nous permettent
d’étendre la représentation au-dela de £ :

H;_Pt: CL_—Pt

K(.,t)

Ht_Pt: a':(ty.)Pt (5210)
HyPi= (y(t) — 1) B

5.2.3 Le contre-exemple de Journé et Meyer

Remarquons d’abord que le contre-exemple de Journé et Meyer est un contre-
exemple a la représentabilité de I'(h) et que ’on ne suppose rien de la représentabilité
de I'(h*). Cependant l'opérateur h considéré dans cet exemple vérifie h* = —h et 'on
peut adapter notre preuve pour montrer que si 'opérateur h vérifie une telle relation
(ou plus généralement si h et h* sont proportionnels), alors I'(h) est représentable
en intégrale stochastique quantique si et seulement si h est par ailleurs de la forme
k+ M., comme en 5.2.2.

Cependant on peut vérifier que h vérifie pour tous a,b de Ry que hlly,4(s) =
% log 2=7 pour presque tout s. En particulier, %hﬂ[t7t+g} converge presque partout vers
5 %i, et cette fonction n’est pas de carré intégrable, donc cette convergence
ne peut pas étre vraie au sens L2. Cet opérateur h est donc loin de vérifier les
conditions (C) : la fonction «; associée est telle que fot ay(s) dxs ne définit pas un

élément de @, donc 1’égalité

¢
H; E(mu) :/ ay(s) dxs o E(mhmyu),
0

n’a de sens dans ® pour aucun u de L*(R, ).

C’est pourquoi une telle représentation intégrale de I'(h) ne peut exister qu’en
un sens plus faible : la représentation définie par Parthasarathy dans sa réponse a
Journé et Meyer [Py1] est sans doute ce que l'on peut faire de mieux : H," € (mu)
n’y est définie que pour des fonctions u suffisamment régulieres mais H, n’est défini
que comme une distribution.

Remarquons que le contre-exemple de Journé et Meyer montre en fait que I'(h)
n’est représentable sur aucun espace L? N LP(R,). Nous donnons dans la suite
une caractérisation des opérateurs qui ont une représentation intégrale sur un tel
sous-ensemble de £ ; cependant cet exemple particulier est tellement pathologique
(le noyau associé n’est méme pas de carré intégrable en une variable) que cette
caractérisation ne nous apprend rien de nouveau dans ce cas précis.

Remarquons par ailleurs que notre théoreme offre une foule d’exemples d’opéra-
teurs non représentables : pour tout opérateur h autoadjoint (ou méme, nous I’avons
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vu ci-dessus, pour lequel h et h* sont proportionnels) qui n’est pas de la forme k+M;
comme précédemment, 'opérateur associé I'(h) n’est pas représentable sur €.

5.3 Extensions possibles de ces résultats

Dans cette section, nous donnons plusieurs extensions des résultats 5.2.3 et 5.2.5;
nous étudions des criteres de représentabilité sur des sous-ensembles de &£, le cas
de la multiplicité infinie, puis donnons des conditions suffisantes permettant de
représenter un opérateur de seconde quantification d’un opérateur non borné de

L*(R.).

5.3.1 Représentabilité sur des sous-ensembles de £

Dans les Théoremes 5.2.3 et 5.2.5, la caractérisation de la représentabilité qui
s’appuie sur les vecteurs exponentiels utilise sur une hypothese tres forte : la représen-
tabilité sur tout le domaine exponentiel. On peut souhaiter, pour des applications
pratiques, obtenir une caractérisation de la représentabilité des opérateurs de se-
conde quantification ou seconde quantification différentielle sur des parties de 1’en-
semble £. On peut facilement adapter les démonstrations précédentes pour obte-
nir des conditions nécessaires a la représentabilité en intégrale stochastique quan-
tique sur les exponentielles de fonctions appartenant & un sous-espace A de L*(R,)
vérifiant certaines propriétés :

Proposition 5.3.1 Soit A un sous-espace vectoriel L*(R,) tel que

e ['espace A est stable par passage a la valeur absolue

e l'espace A contient les indicatrices d’intervalles bornés de R, .
SiT(h) et T'(h*) sont représentables en intégrales stochastiques quantiques sur E(A)
alors les conditions (C) sont vérifiées, a l'exception de la condition portant sur ||ay||,
|Be]| qui est remplacée par

t = ||yl w(t), t — || Be]| u(t) sont intégrables pour toute fonction u de A.

La méme conclusion est valable en partant de Uhypothése que A(h) et A(h*) sont
représentables sur E(A).

Le défaut de cette formulation des conditions nécessaires a la représentabilité
a un défaut évident : on ne sait en général pas traduire ces conditions de maniere
plus concise. Un autre défaut est plus grave : on ne sait pas si les noyaux obtenus a
partir des fonctions «,  comme précédemment sont suffisamment intégrables pour
définir un opérateur sur A.

Dans le cas ou A est un espace de type L? N LP pour p > 1, on peut espérer
obtenir une formulation plus claire. En effet, il semble que toutes les étapes de la
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preuve de 5.2.3 restent valables; I'étape cruciale montrant que ¢ — ||y, t — || 5|
sont de carré intégrable semble etre remplacée par un résultat “lisible” grace au
lemme suivant, analogue de celui que nous avons utilisé dans la preuve de 5.2.3 :

Lemme 5.3.2 soit p dans [1,+00[ et soit u une fonction mesurable telle que uv
est intégrable pour toute fonction v de L* N LP(R,). Alors u appartient a L*(Ry) +
L1(R,), ot q €1, +00] est lindice conjugué de p.

Il demeure en fait la méme obstruction que dans le cas général : on ne sait méme pas,
si 'on définit une fonction  a partir de a et § comme précédemment, si l'intégrale

Awﬁ@JM@ﬁk

sera définie pour u dans L* N LP(R,). En effet, ce que le Lemme 5.3.2 va nous
permettre de montrer est que

ﬂ+(AWM&ﬂV%fﬂ+(A”Mu®F@YM

est dans L* N LP(Ry) et pas

m»(lwm@JWdQUZ

comme on pourrait le croire. On ne pourra donc pas définir I'opérateur de noyau &
sur E(L* N LP(Ry)).

On peut, en se restreignant au cas ou p € [1,2[, obtenir une caractérisation de
la représentabilité des opérateurs A(h), A(h*); on peut obtenir dans certains cas
particuliers une caractérisation de la représentabilité des opérateurs I'(h), I'(h*).

Fixons d’abord quelques notations et une définition : pour toute fonction
définie sur Ry X R, on note & la fonction vérifiant

R(s,t) = k(t, s),

et on définit une fonction ||x|| par

el ) = (et as) "

Définition 5.3.3 Soit ¢ un élément de [1,+o0[. Un (2,q)-noyau est une fonction
Kk sur Ry x Ry telle que pour tout t, les fonctions ||k|| et ||R|| sont finies presque
partout et appartiennent & L*(Ry) + LI(R, ).
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On a alors le résultat suivant, analogue des Théoremes 5.2.3 et 5.2.5 :

Théoreme 5.3.4 Soit h un opérateur borné sur L*(R.) et soit p < 2. On définit
les propriétés suivantes :

1. T'(h) et T(h*) ont une représentation en intégrale stochastique sur E(L* N

LP(Ry)),

2. A(h) et A(h*) ont une représentation en intégrale stochastique sur E(L? N

LP(Ry)),

3. il existe un (2,q)-noyau k et une fonction essentiellement bornéee v telle que
h:K,i'f‘M»Y Gth*:Kg+M7

sur L* N LP(Ry).
Alors
e 1. ou 2. impliquent 3.
e 3. implique 2.
e 3. implique 1. si l’on fait les hypotheses supplémentaires suivantes :

/OOO /Osm(r, Sulr)dr| ds < c/ ) dr
/OOO /Osm(s,r)u(r)dr ds <c/ P dr

pour une constante positive C' et tout u dans L* N LP(R,).
De plus, dés que 3. (et 3’. dans le cas de I'(h), I'(h*)) sont vérifiées, les représentations
sont valables sur le sous-espace J(L* N LP) de J engendré par les vecteurs j(g, f)
avec f et g dans L* N LP(R,).

3. et

Remarques

On peut énoncer des conditions plus explicites sous lesquelles 1. et 2. sont
vérifiés. Si par exemple h est positive alors les trois propriétés 1, 2, 3 sont équivalentes ;
si |h| vérifie les conditions de 3. alors A(h), A(h*) sont représentables en intégrales
stochastiques quantiques sur £ (L*NLP (R, )). Nous préciserons apres la démonstration
les modifications a apporter a celle-ci pour obtenir ces différentes assertions.

Ce théoréme n’apparait pas dans [Pt3]; nous donnons donc ici sa démonstration.

Preuve du Théoréeme 5.3.4

Nous allons donner une preuve complete dans le cas des opérateurs I'(h), I'(h*),
c’est-a-dire que nous démontrons que 1. implique 3, puis que 3. et 3’. impliquent a
elles deux 1.
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Commencons par la preuve de I'implication 1 = & ; on obtient comme dans le
cas du Théoreme 5.2.3 les conditions suivantes sur h et h* :

( pour presque tout ¢,
o mhlly ./ converge dans L?(Ry) vers une fonction oy quand & — 0,
o mh* 140/ converge dans L*(R;) vers une fonction f; quand ¢ — 0,

ol tt+€h]l[t,t+€](s)ds converge vers un scalaire y(t) quand € — 0,

e

les limites ont les propriétés suivantes :

e les fonctions ¢ — [lau||pag, ), ¢ [|Bill 2, ) appartiennent a (L* + L) (Ry),

| @ la fonction # — () est essentiellement bornée.

On définit comme dans le cas du Lemme 5.2.2 le noyau  a partir de «, 3 :

{ HES,t) = [Bi(s) sis<t et (5.3.1)

s,t) = as(t) sis>t.

Considérons une suite (t,),>o d’éléments de Ry qui croit vers 4oo. La suite
7, hmy, converge fortement vers h donc pour tout u € L*(R,), il existe une sous-
suite de (t,)nen telle que 7, hm, u converge presque partout vers u. En utilisant la
séparabilité de L?(R, ), la continuité de h et un procédé diagonal, on obtient une
sous-suite de (¢,),>o pour laquelle

pour presque tout s, pour tout u de L*(R, ), hm, u(s) — hu(s).

On note encore (tn)nZO cette sous-suite. On restreint toutes les fonctions a un in-
tervalle borné [0,¢,]; Pensemble L? N L? est alors égal a 'ensemble L?; la preuve
du Lemme 5.2.2 adaptée a ce cas montre alors que pour presque tout s, la formule
suivante est valable pour tout v de L?(Ry) et tout n suffisamment grand :

tn
hy,u(s) = / k(r, s)u(r)dr+ u(s)f(s).
0
Le membre de gauche converge vers hu(s), et le deuxieme terme du membre de

droite est fixé; 'intégrale converge donc lorsque n tend vers 'infini et, avec un abus
de notation momentané, on a encore pour presque tout s, tout u :

hu(s) = /0 " $)u(r)dr + u(s) (). (5.3.2)

L’abus en question tient & ce que I'intégrale [° k(r, s)u(r)dr est pour I'instant une
intégrale impropre . On peut cependant considérer, au lieu de u, la fonction v définie
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par

o(r) = { u(r) x % si Ii('T, s) #0
0 sinon.

Cela montre que r — |k(r, s)u(r)| est intégrable et que 'intégrale est en fait abso-
lument convergente. Par symétrie on obtient les propriétés de h* et r — (s, r); on
a donc prouvé que 1. implique 3.

La preuve que 3. avec la condition supplémentaire 3’. entraine 1. est semblable
a I'une des étapes de la preuve du Théoreme 5.2.3 : grace a 3., on peut définir
H;"E(uy), Hy E(uy) A partir des formules (5.2.7) et on vérifie exactement comme
dans le cas du Théoréme 5.2.3 que les intégrales ainsi définies coincident avec I'(h),
['(h*). L’extension au sous-ensemble J est obtenu comme pour 5.2.3.

Ceci conclut la preuve.

Remarques sur I’hypothése supplémentaire 3’.
Soulignons d’abord le fait que I'on ne peut se passer d’ajouter I’hypothese 3.
En effet, la majoration

r

que l'on déduit de la forme de h, n’implique pas que

oo
/
On a cependant cette implication si h est un opérateur positif, ce qui prouve

I'une de nos remarques. Par ailleurs, si 3. est vérifiée pour |h| alors on décompose
h sous la forme :

2
20112
ds < [|B]|"]ul]",

/000 k(r, s)u(r)dr

2

ds < ||| |ul.

/0 wlr, s)u(r)dr

h = h — hy + ik} — ih3;

et chacun vérifie la condition 3. puisqu’il est borné par |h|; cependant, comme les
égalités

M) = A(his) — Alhig) + iA(E) — iA(h)
et

M) = () = Alhig) — iA(KS) + iA(h)

sont vérifiées sur J, chaque terme est représentable et on a une égalité du méme
type pour les intégrales. Il existe bien sur d’autres cas particuliers dans lesquels on
peut adapter la preuve ci-dessus pour obtenir la représentabilité de I'(h) et I'(h*).
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5.3.2 Le cas des espaces de Fock de multiplicité supérieure a 1

Dans la section 4 de l’article [Pt3], nous donnons une extension des résultats
précédents au cas des espaces de Fock de multiplicité supérieure a un; notons
que les opérateurs de seconde quantification sont définis dans les espaces de Fock
de multiplicité supérieure a un suivant les expressions (5.2.1) et (5.2.2) comme
précédemment, deux opérateurs I'(h) et A(h) étant maintenant associés a tout
opérateur h sur L*(R, K).

Avant d’énoncer le théoreme de caractérisation, précisons les définitions sui-
vantes :

Définition 5.3.5
e Un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L*(Ry,K) est un opérateur k tel qu’il
existe une famille (k; ;)i jen de fonctions dans L*(Ry x Ry) telles que

Z/ |kij (5, 1) ds dt < 400
R

ijen ” Ry xRy

et que pour tout © dans A\, presque tout s dans Ry,

(s,1) Z/ Kij(r,s) f(r,7)dr.

JEA

o Un opérateur de multiplication est un opérateur M, pour lequel il existe une
application s — (%'J(S))ijezx dont les coefficients vérifient que pour presque

tout s de Ry,
1/2
e = (S o)

1,jEA

est fini et

i) = Z%,j(s)f(s

jeA

Le théoreme suivant condense les analogues en multiplicité supérieure a un des
Théoremes 5.2.3 et 5.2.5. Les expressions des intégrandes sont données plus loin.

Théoréme 5.3.6 (Théoréme 4.2 de [Pt3]) Soit h un opérateur borné sur l’es-
pace L? (R, K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T'(h) et T'(h*) sont représentables en intégrales stochastiques quantiques sur
Uensemble £(L*(Ry,K)) des vecteurs exponentiels

2. T'(h) et T'(h*) sont représentables en intégrales stochastiques quantiques sur
I’ensemble Fi des vecteurs a nombre fini de particules
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3. A(h) et A(h*) sont représentables en intégrales stochastiques quantiques sur
Iensemble £(L*(Ry, K)) des vecteurs exponentiels

4. A(h) et AM(h*)sont représentables en intégrales stochastiques quantiques sur
l’ensemble Fyc des vecteurs a nombre fini de particules

5. h est de la forme

h=k+ M,

ot k est un opérateur de Hilbert-Schmudt et M., est un opérateur de multi-
plication par la matrice (7v;;)ijen tel que la fonction ||| est essentiellement
bornée sur Ry .

St par ailleurs 'une des conditions ci-dessus est vérifiée, alors on peut étendre les
représentations intégrales a tout Ji.

La preuve consiste essentiellement a appliquer les Théoremes 5.2.3 et 5.2.5 a chaque
“élément de matrice” des opérateurs considérés et a vérifier que les conditions de
sommabilité suivant 7, j imposées par les représentations intégrales en multiplicité
supérieure impliquent les conditions sur v et k£ ou inversement.

Intégrandes dans la représentation intégrale de I'(h)
Les coefficients de la représentation intégrale de I'(h) ont les expressions sui-
vantes sur £(L*(R,,K)) :

(

\

HYE (mu) = 3 /0 i (s, s, j)ds £((hmu),)

Hg’og(ﬂtu) = E((hmu)) o Z/t i (t, S)dXi (5.3.3)
HY'E (mu) = (vig(t) —1) E((hmu)o).

pour tous 7, j dans A et ont la forme plus générale suivante sur Ji et Fi,

( t
H}'P, = P (h)P, Z/ ki (s, t)dal’
t 7eh "
{ H'P, =" / ki (t, $)dal® P,L(h) P, (5.3.4)
1EA 0

HI'P, = (yi;(t) — 1) BL(h) P

\
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Intégrandes dans la représentation intégrale de \(h)
Les coefficients de la représentation intégrale de A(h) ont les expressions sui-

vantes sur £(L*(R,;,K)) :

( . ¢
H)'E (mu) = Z/ ki (s, t)u(s,j)ds E(mu)
jea V0
. t .
Hgvog('ﬂ-tu) = g('ﬂ-tu) O Z/ ’L{‘:j,i(t7 S)dXZS (535)
€A 0
Hg’ié'(ﬂtu) = (75, () = 1) E(mu).

\

pour tous ¢, j dans A et ont la forme plus générale suivante sur Jx et Fi,

( t
HY'P, = Z/ ki j(s,t)dal® P,
jeA Ot
{ H'P, = Z/ ki j(t,s)da?" P, (5.3.6)
iEA 0
HiP = ()~ 1) P

\

5.3.3 Secondes quantifications d’opérateurs non bornés

Dans cette section nous nous intéressons rapidement au cas des opérateurs de
seconde quantification ou de seconde quantification différentielle construits a par-
tir d’opérateurs non bornés; la définition de tels opérateurs se déduit de maniere
immédiate de celle que I'on a donnée dans le cas d’opérateurs bornés. La diffi-
culté dans ce cas tient au fait que, sans information précise sur la forme du do-
maine des opérateurs h, h*, on ne peut obtenir de bonne condition nécessaire de
représentabilité sur la forme de 'opérateur h. Nous ne donnons donc que des condi-
tions suffisantes tres générales pour que ’on puisse définir une intégrale stochastique
quantique coincidant avec I'(h) ou A(h) sur son domaine.

Ces conditions peuvent évidemment servir dans le cas d’opérateurs bornés si
par exemple on veut représenter des opérateurs I'(h), A(h) sans hypothése sur les
adjoints.

Proposition 5.3.7 (Proposition 5.1 de [Pt3]) Soit h un opérateur sur L*(R,)
de domaine Dom h et supposons qu’il existe deur fonctions k : Ry x Ry — C et
v: Ry — C telles que, pour tout u dans Dom h, presque tout s dans Ry,

hu(s) = /000 k(r, s)u(r)dr +u(s)f(s).

Considerons les conditions suivantes :
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1. t— fot K (s,t)|* ds est intégrable,

2. pour tout u de Domh, t — |u(t)] fot k(t,s)[>ds et ¢ [f(t)—1]|u(t)|
sont intégrables,

3. pour tout u de Dom h, ||, hmul|| est uniformément borné en t,

alors
e Si les conditions 1. et 2. sont vérifiées, A\(h) est représentable en intégrale
stochastique quantique sur J(Dom h) et F(Dom h)
e Si les conditions 1.,2. et 3. sont vérifiées, alors I'(h) est représentable en
intégrale stochastique quantique sur J(Domh) et F(Domh).

Les expressions des coefficients des représentations intégrales sont données par
(5.2.8) et (5.2.10).

Les ensembles J(Dom h) et F(Dom h) représentent respectivement le sous-espace
engendré par () et les j(g, f) avec g, f dans Dom h et le sous-espace engendré par
les u; o...0wu, pour uy,...,u, dans Dom h.
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Chapitre 6

Approximations d’EDS quantiques
et création de bruits quantiques

Remarque depuis la rédaction initiale de cette these, de nouveaux résultats sont venus
s’ajouter a l'article [AP1]. La version fournie en annexe est la version la plus récente ; nous
avons adapté en conséquence la numérotation des renvois a I’annexe mais nous contentons
de mentionner les améliorations.

Dans ce chapitre, nous décrivons l’application du calcul stochastique quan-
tique a la construction de dilatations unitaires d’évolutions completement posi-
tives. Nous étudions ces questions en temps discret et appliquons nos techniques de
discrétisation et de passage a la limite pour décrire le comportement asymptotique
des opérateurs d’évolution associés a une interaction répétée.

Dans la section 6.1 nous rappelons les définitions et résultats dont nous aurons
besoin concernant les solutions d’équations différentielles stochastiques quantiques
et la construction de dilatations unitaires.

Dans la section 6.2 nous établissons des résultats analogues dans le cas du
temps discret et mettons en place le modele général correspondant aux interactions
répétées.

Dans la section 6.3 nous établissons les résultats de convergence que nous ap-
pliquerons a notre modele physique ; ceux-ci s’expriment facilement dans le langage
des équations différentielles. Nous les présentons donc sous cette forme puis les tra-
duisons dans le langage qui permet de décrire le comportement asymptotique dans
les interactions répétées.

Enfin, dans la section 6.4, nous établissons les résultats associés de convergence
des semigroupes d’évolutions associés - résultats qui sont bien plus simples mais bien
moins puissants que nos résultats précédents - puis les résultats de convergence des
Hamiltoniens associés a ces interactions.

La plus grande partie de ce chapitre correspond a la publication [AP1] écrite
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en collaboration avec Stéphane Attal.

6.1 Dilatations d’évolutions completement posi-
tives et EDS quantiques

6.1.1 Evolutions complétement positives et théoreme de
Lindblad

Dans les énoncés que nous donnons ici, nous ne cherchons a donner ni des énoncés
complets ni des hypotheses minimales : le but de cette sous-section est de fixer le
cadre de travail de ce chapitre. Pour la motivation de I’étude de ces questions, on
pourra consulter [Dav]; pour les résultats les plus importants (en particulier le
Théoreme 6.1.3, qui n’était pas connu a la parution de ce dernier livre) on pourra
se reporter a [Py2].

Supposons que nous nous intéressions a un systeme physique dont ’espace d’état
est un espace de Hilbert H, séparable, typiquement une particule qui a un certain
nombre de niveaux d’énergie; on appellera petit systéme indifféremment le systeme
physique ou l'espace d’état H,. On souhaite s’intéresser dans ce chapitre a des
évolutions de ce systeme qui ne sont pas supposées conservatives; physiquement,
cela signifie que ce systeme dissipe de I’énergie.

Nous choisissons de travailler exclusivement dans l'interprétation de Heisenberg ;
mathématiquement, la non conservativité de I’évolution signifie que I’évolution des
observables X € B(H,) du systeme n’est pas de la forme X — e " Xe'™. On ne
peut cependant autoriser n’importe quels opérateurs pour traduire cette évolution.
Suivant que I’on considere des évolutions a temps discret ou a temps continu, notons
(tn)n>0 ou (13)i>0 les opérateurs qui donnent la trajectoire d’une observable X &
B(Hy) du petit systeme :

Xn =1y (X)

ou

X, = T,(X).

Si 'on suppose que le systeme est stationnaire, il est naturel de considérer que ces
processus sont des semigroupes; en outre, des arguments physiques (voir [Dav])
nous convainquent de faire I’hypothese supplémentaire que chacun de ces opérateurs
sur B(Hy) a la propriété d’étre complétement positif. Définissons cette notion de
complete positivité :

Définition 6.1.1 Soit T un opérateur sur B(Hy). Pour n € N* on dit que T est
n-positif si lapplication T™ sur B(Ho @ C*) ~ M, (B(Ho)) définie par

™ (Xiaj)i,jzl,...,n - (T(Xi:j))i,jzl,...,n
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est positive. L’opérateur 1" est dit complétement positif sl est n-positif pour tout
n € N°.

On a un premier théoreme fondamental, dans lequel, comme dans la suite, il est
implicite que H, est séparable.

Théoréeme 6.1.2 (Kraus) Soit ¢ un opérateur sur B(Hy), o-faiblement continu
et completement positif. Il existe une suite d’opérateurs bornés (V;)iso sur Ho telle
que pour tout X de B(Hy),
0X) =) ViXV;
i>0

ot la série est fortement convergente pour tout X.

St Hy est de dimension finie alors on a le méme résultat avec un nombre fini
d’opérateurs Vg, ..., Vy.

Par ailleurs, on sait, si ’on s’autorise des conditions analytiques confortables, ca-
ractériser entierement les semigroupes d’évolution a temps continu qui nous intéres-
sent :

Théoreme 6.1.3 (Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad) Soit (1})¢>o un
semigroupe d’opérateurs sur B(Hy), o-faiblement continus, complétement positifs et
vérifiant T,(1d) = Id pour tout t. On suppose que Ty = Id et que t — T} est fortement
continu si 'on munit B(Hy) de la norme d’opérateurs.

Alors il existe un opérateur autoadjoint borné H et une suite d’opérateurs bornés
(Li)iso de Hyg tels que (1})i>0 se mette sous la forme

Tt = €t£

avec
1
LX) =i[H X]+Y ~(2L;XL; — L ;X - XL;L;)
i>0 2
ou la série est fortement convergente pour tout X.

Encore une fois, si Hy est de dimension finie, le résultat est vrai avec un nombre
fini d’opérateurs Ly, ..., Ly.

On accepte de se restreindre aux évolutions ayant les conditions de régularité
décrites dans ces deux théoremes. Une évolution a temps continu du type qui nous
intéresse est donc entierement déterminée par 1’équation

5 = L)

avec L de la méme forme que dans le théoreme ci-dessus. Une telle équation est
appelée équation maitresse ; 'opérateur £ associé est appelé Lindbladien. En temps
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discret le tableau se simplifie puisqu’un semigroupe (t,),>o ayant toutes les pro-
priétés que nous avons décrites est forcément de la forme

tn - (tl)n

ou t; est de la forme donnée par le théoreme de Kraus.

Une approche possible pour modéliser 1’évolution dissipative d’un petit systeme
est ainsi de se donner la forme du Lindbladien ou de l'opérateur ¢;. Une autre
approche est de fermer le systeme, c’est a dire de le coupler a un “réservoir” H et
de voir I’évolution sur Hgy comme la “trace” sur H, d’une évolution unitaire sur
Ho ® H. On détermine alors I’évolution du systeme en se donnant un Hamiltonien
qui décrit I’évolution de I’ensemble du systeme.

Définissons ce qu’est une dilatation d’un semigroupe d’évolution. Pour cela,
supposons fixé un vecteur de référence 2 de H (lorsque nous prendrons H égal a
® ou T® ce sera évidemment le vecteur vide), et notons Ey l'opérateur de trace
partielle qui a un opérateur X sur Hy ® H associe un opérateur sur Hy par

(a,Eo (X)b) = (a®Q, X b® Q).

Alors on appellera dilatation sur H d’un semigroupe (7;);>o d’opérateurs de H, la
donnée d’un processus (Uy);>o d’opérateurs sur Ho @ H tels que pour tout ¢, tout
X de B(H,) on ait

T(X) = B (U7 (X ® 1)),

c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif pour tout ¢ :

B(Hy) =% B(Ho)
®Id | T Ko (6.1.1)
B(Ho®H) =5 B(Ho®H)

La définition de la dilatation d’une évolution a temps discret se déduit de maniere
immédiate de celle-ci.

6.1.2 Equations différentielles stochastiques quantiques

Un lien entre 'approche Lindbladienne et ’approche Hamiltonienne peut étre
établi grace au calcul stochastique quantique; partant d’une évolution définie par
un Lindbladien sur H, on peut en effet construire sur un espace de Fock des dilata-
tions de cette évolution. Cette construction était l'objectif de I’article fondateur de
Hudson et Parthasarathy [H-P|. Notons au passage que I'espace H, que nous appe-
lons petit systeme est appelé de maniere plus classique en probabilités quantiques
espace initial.
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Ces dilatations sont caractérisées par une équation différentielle stochastique
quantique (EDS quantique ou encore EDSQ) associée. Les résultats que nous allons
donner présentent un intéret en ce qui concerne de telles équations indépendamment
des questions de dilatations; par ailleurs, ils s’exprimeront de maniere plus cohérente
avec le reste de cette these en termes d’équations différentielles. Nous définissons
donc ce que nous entendons par une solution d’EDSQ ; on considére un espace de
multiplicité K, espace de Hilbert séparable dont une base hilbertienne (e;);cp est
fixée ; comme dans la section 1.4 on suppose que 'indice 0 n’appartient pas a A. Si
'on se donne de plus une famille L*, 4,7 € A U {0} d’opérateurs (bornés) sur H,,
on dit qu'un processus d’opérateurs (U;);>o est solution de I’équation

dU, = Z LYU, dal? (6.1.2)
2
sur un domaine D si pour tout f de D, tout ¢ de R, , I’équation
t . . . .
U f=U f+ / > LU, da(s)
0 iy

a un sens et est vérifiée.

Notons qu’ici et dans la suite nous notons L%/ et pas L"* les opérateurs considérés
(de méme pour les bruits), cela afin de rester plus proche des notations utilisées dans
[AP1].

Le théoreme suivant est une version tres simplifiée d'un résultat démontré dans
[Py2], Proposition 27.5.

Théoréme 6.1.4 (Théoréme 12 de [AP1]) Soit Hy un espace de Hilbert séparable,
et soit (L™); jenuqoy une famille d’opérateurs bornés telle que

> B < 4o

i,jeAU{0}

Alors il existe un unique processus d’opérateurs (Up)i>o qui est solution de ’équation
(6.1.2) sur le domaine exponentiel.

Ceci montre en particulier que ’on a une solution des que Hg est de dimension finie.

Le cas qui nous intéressera plus particulierement est celui dans lequel la solution
de I'équation (6.1.2) est constituée d’opérateurs unitaires. Ce cas est entierement
caractérisé en terme de la forme des opérateurs L/ par le Théoreéme 6.1.5 ci-dessous
(voir Corollaire 26.4 de [Py2]). Nous énongons par ailleurs dans ce méme théoreme
le résultat de Hudson et Parthasarathy donnant des dilatations de toute évolution
completement positive.
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Théoréme 6.1.5 (Théoréme 12 de [AP1], [H-P]) Soit Ho un espace de Hil-
bert séparable. S’il existe sur Ho un opérateur autoadjoint borné H, des opérateurs
bornés S“, i,j € A tels que la matrice (S™7); jen soit unitaire et des opérateurs L;,
i € A tels que pour tous i,j7 € AU{0} :

(o0 = —(iH + % > LiLy)
L = Lik

| o— - > Ly
LY = Sif — 6451,

\

alors U'équation (6.1.2) admet une solution (Uy)>o constituée d’opérateurs unitaires.
Dans ce cas on a pour tous a,b de H,,

(a® QU b® Q) = (a, A+ X LiL) p)
et pour tout X de B(H,),
(a® QU (X @ IdU, b Q) = (a, e“b)

ou L est donné par le Théoréeme 6.1.3 ou les L;, sont donnés par les formules
ci-dessus.

Soulignons le fait que ces résultats assurent en particulier que toutes les séries
d’opérateurs considérées sont fortement sommables.

Ce théoréme définit donc une dilatation de I’évolution T; = e'* sur un espace de
Fock ®(K). Cela montre qu’une évolution completement positive peut étre définie
suivant une troisieme approche : on peut se donner 1’équation

AU, = LYU, day?
Y

L

que I'on voit comme une équation de Schrodinger perturbée par des termes aléatoires
L% U, da™ (t) ; I'espace ® est encore vu comme un réservoir ou un environnement
auquel est couplé le petit systeme Hy. Une telle équation considérée du point de
vue physique est appelée équation de Langevin quantique. D’un point de vue plus
mathématique et lorsque les coefficients L*/ vérifient les conditions du Théoreme
6.1.5 qui font de la solution un processus unitaire, I’équation différentielle est appelée
équation de Hudson-Parthasarathy.

La modélisation d’une évolution par une équation de Langevin a toujours été
considérée comme un modele pratique mais sans véritable sens physique ; les résultats
que nous allons énoncer dans la suite montrent que 1’on obtient rigoureusement une
telle description a partir d’une évolution Hamiltonienne.
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6.2 Dilatations en temps discret et interactions
répétées
6.2.1 Interactions répétées

Nous considérons toujours notre petit systeme Hy, et supposons maintenant que
I’on veut faire interagir de maniere répétée ce petit systeme avec un autre systeme
h. On suppose que cette interaction se fait de maniere particuliere : on commence
par coupler les deux systemes pour un temps 0 pendant lequel ils interagissent,
typiquement suivant une évolution Hamiltonienne, puis on les découple ensuite et
couple a nouveau le méme systeme H, (modifié par la premiere interaction) avec
une copie encore vierge de h, a nouveau pour un temps ¢, et ainsi de suite.

Cela correspond a de nombreuses situations : par exemple, a I'excitation d’un
laser ou ’on introduit a des intervalles réguliers des photons identiques dans une ca-
vité (voir a ce sujet [F-R]); a des phénomenes de mesures répétées ou ’on applique
au petit systéme un instrument de mesure qui est “rafraichi” apres chaque utili-
sation. Plus généralement cela peut correspondre a toute situation si I’on suppose
que les temps caractéristiques de Hy et de h sont suffisamment différents pour que
I’on considere que la perturbation sur h disparait apres un temps tres faible ; cette
remarque prendra tout son sens lorsque 1’on constatera qu’apparait naturellement
dans notre modele la limite de couplage faible.

Pour modéliser cette situation, on considere ’espace

HoRbHh®bh®...

et pour plus de clarté on indexe en by, hs, ... les copies de h. Puisque I'on répete le
meéme couplage, I’évolution sur Hy ® h durant un intervalle de temps 0 est donnée
par un opérateur IL(0) sur Hy®b; lors de la premiere interaction L agit sur Ho® by,
lors de la deuxieme sur Ho® by, etc. On considere donc des amplifications Ly, L, . ..
de L, ou chaque L; est défini sur le produit Hy®@ by ® hs ® ... comme L sur Hy R b;
et comme l'identité sur les autres facteurs b;.

L’évolution globale est alors donnée par

Up+1 = ]Ln—l—l Up,

ou chaque u,, est un opérateur sur Ho @ h® ..., et ug = Id.

L’espace h®b®. .. est un espace de Fock a temps discret comme nous les avons
construits dans la section 1.4.2. Il faut prendre garde cependant que ce n’est pas
I'espace de Fock de multiplicité b (ce dernier serait le produit tensoriel des h & C).
Nous considérons donc une base hilbertienne (e,\),\eAU{g} de b qui est indexée par
AU{0}, ce qui signifie que nous particularisons une dimension de h ; nous reviendrons
la~-dessus plus loin.
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Nous travaillerons dorénavant sur l'espace Hy ® T®, étant implicite que 'espace
de Fock considéré est en fait [?(P5) comme dans la section 1.4.2. Nous considérerons
des opérateurs I qui peuvent s’écrire comme une matrice (M’j)i,je/\u{o} a coefficients
dans B(H,) grace a 'isomorphisme B(Ho ® h) ~ B(Hy) @ B(bh).

Les idées développées ici ont été inspirées par [KM2].

6.2.2 Dilatations en temps discret

Nous allons montrer ici que, de méme que 1’on peut dilater une évolution comple-
tement positive a temps continu sur un espace de Fock a temps continu, on peut
dilater une évolution a temps discret sur un espace de Fock a temps discret.

Proposition 6.2.1 (Théoréme 2 de [AP1]) Soit ({"),>o un semigroupe d’opéra-
teurs complétement positifs, o-faiblement continus, sur B(Hy). 1l eziste alors une
matrice unitaire L = (Li’j) a coefficients dans B(Hy) telle que la solution

i,jeAU{0}
de I’équation
Upy1 = I[JrH»lun
{ w = Id (6.2.1)

sur Ho @ T® vérifie pour tout X de B(Ho), tous a,b dans Hy, tout n de N

(a, 0"(X)b) = (a @ Qu; (X @ Id)u, b ® Q).

Puisque nous allons de toute fagon considérer une réalisation de T® comme
sous-espace de ® et qu’alors les vecteurs vide de I'un et de "autre sont les mémes,
nous pouvons adopter une notation unique pour 'opérateur de trace partielle .
La proposition précédente signifie alors que, pour tout n

L
B(Ho) — B(Ho)
@ld | 1 Eo
B(Hy @ T®) X B(H,® Td)

donne une dilatation de (£,),>0 sur Hy ® TO.

Remarques
e L’équation (6.2.1) ci-dessus peut s’interpréter comme une équation aux différen-
ces
Upi1 — Up = Z (L™ + 65 1d) upal?

i, EAU{0}
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en prenant A = N*, & la condition a priori étrange de considérer que a’ n’est
plus l'identité mais 'opérateur qui s’exprime par

Q= Q
a®’X* = Opour A#£0

avec les notations du chapitre 1. Cela est simplement dia au role particulier
que joue lopérateur a®? tel que nous I’avons défini : nous avons choisi les a*/
comme décrivant la base canonique de B(C*{%}), & I'exception de %, qui est
I'identité.

e Notre choix d’utiliser des indices dans AU{0} n’est évidemment pas innocent :
Iindice zéro va jouer un role différent des autres. Physiquement il représente
un état de référence de I’extérieur, de sorte que, dans la matrice LL, I’opérateur
L% correspond & une évolution propre du petit systéme, les L™, 4,5 # 0 a
une évolution propre du systeme b et les termes LY ou L% & des termes
d’interaction.

6.3 Résultats de convergence

Nous avons dit ci-dessus qu’'une équation d’évolution du type (6.2.1) peut étre
vue a peu de choses pres comme une équation stochastique quantique aux différences.
Dans 'article [AP1] toutes les preuves sont faites sans mentionner une telle in-
terprétation ; il semble naturel dans cette these de présenter nos résultats sous cette
forme, d’autant plus que les formes que nous pouvons ainsi en donner sont plus
puissantes que celles qui sont présentés dans l'article [AP1]. La différence tient en
ceci, que nous considérons dans la section 6.3.1 des perturbations des coefficients
de 'EDS qui dépendent du temps, ce qui n’est pas le cas dans [AP1].

6.3.1 Convergence de solutions d’équations différentielles
stochastiques quantiques

Soit K un espace de multiplicité, de base hilbertienne (e))rea comme dans la
section 1.4; I’ensemble A est au plus dénombrable et comme précédemment nous
supposons qu’il ne contient pas l'indice zéro. Nous noterons ®, T® a la place de
o(K), TO(K).

Considérons une EDS du type (6.1.2) sur Ho® ®, que nous notons (Ec) pour la
durée de cette sous-section :

AU, = Y LU da;?
i,jEAU{0} (Ec)
UO - Id
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Nous serons toujours dans des cas ou le Théoreme 6.1.4 nous assure que cette
équation a une solution.
Notons par ailleurs Ed I’équation aux différences analogue

Unt+1 — Up = Z 661-’]- Li’jvn aiij
i, jeAU{0} (Ed)
Vo = Id

ou .
gij = 5(0i0 + do)

donne simplement la normalisation correspondant & ¢/ dans nos approximations
(¢ij vaut 1 pour i = j =0, 1/2 si seul 'un des deux coefficients vaut zéro, est nul
sinon).

Notons enfin Edp une version perturbée de cette équation

Upy1 — Uy = Z R0 (LY 4 w7 u,, a?
ijeAU{0} (Edp)
Ugp = Id,

que 'on suppose entrer encore dans le cadre du Théoreme 6.1.4. Il est facile de
voir que les équations (Ed) et (Edp) ont toujours une solution (u,),>o en processus
prévisible d’opérateurs bornés sur Hy ® T® : il suffit pour cela de remarquer que
pour tout n, », ;h* L ap) est un opérateur borné sur Hoy ® T®y,;. Par ailleurs,
une solution de (Ec) sur le domaine exponentiel est fournie par le Théoreme 6.1.4.
On considere comme dans les chapitres précédents T® comme étant un sous-
espace de ® associé a une subdivision § = {0 = t, < ¢; < ...} de R;. Nous
énoncons ce qui suit dans le cas ou S est réguliere de pas d mais les mémes résultats
sont vrais en remplagant partout ¢ par le pas de la subdivision, [t/d] par “le plus
grand k£ tel que tj est inférieur a t”, etc. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 6.3.1 Considérons une équation (Ec) avec ) IL#))* < +o0 et sup-
posons que cette équation admette une solution (U)o faite d’opérateurs bornés
tel que t — ||Uy|| soit essentiellement bornée sur tout compact de Ry.. Alors si les
opérateurs wy”’ vérifient pour presque tout t de Ry,
. . 2
SUPpjt, <t Z Hw,@JH tend vers zéro lorsque 0 tend vers zéro

i,j EAU{0}
alors, pour tous ¢, ¢ de L>®([0,t]), la solution (vy)n>o de (Edp) vérifie

5
(a® E(6), EsupaEs b® E()) =3 (a® E(¢), Uy b ® E(1)).
De plus, la convergence est uniforme pour a, b dans une boule bornée de Hy,
uniforme pour t dans un compact de R.. En particulier, la solution (v,)n>o0 de
(Ed) converge en ce sens vers (Up)i>o.
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Les crochets [.] représentent bien str la partie entiére.

Démonstration.

La preuve de ce théoreme est strictement équivalente a la preuve du Théoreme
13 de [AP1]; la seule différence réside dans le fait que dans [AP1], a® n’est pas
I'identité. Pour anticiper sur la preuve que nous allons ébaucher, cela implique que
les projections d’intégrales par rapport au temps donnent des termes en a** pour
tout ¢ et il s’agit de faire disparaitre au cours de la preuve ceux qui correspondent
A # 0, ce que 'on peut faire en les incorporant aux termes perturbatifs w® grace
aux différences de normalisations. Notons par ailleurs que la preuve dans [AP1]
considére des opérateurs w*’ indépendants de k, mais cela ne fait aucune différence.

Notons par ailleurs que les définitions des opérateurs a;” de [AP1] sont légerement
différentes des notres : notre ay’ est le a’, de [AP1].

La preuve se fait en plusieurs étapes, que nous allons détailler; les références
que nous donnons renvoient toutes a [AP1]. Tout d’abord on consideére le proces-
sus (wp)p>o donné par w, = EsU; Es. On montre facilement (Lemme 15) que ce
processus tend vers (U;);>o au sens de 'énoncé.

Nous en sommes donc ramené a montrer la convergence vers zéro de u, — w,
et commencons par montrer celle de v, — w,. Nous utilisons alors nos résultats
décrivant les projections d’intégrales : le Théoréme 11 de [AP1] est en fait une
combinaison de la Proposition 4.2.5 et du Lemme 4.3.1 de cette these. Ces résultats
nous permettent d’obtenir une expression de v, — w, (équation (11)); dans cette
expression apparaissent des termes de la forme Eg(1/0) ft':““Us ds Es ou analogues.
On peut remplacer ces termes par des EsU;, Es = wy, a un terme d’erreur pres que
I’on peut évaluer.

Nous obtenons ainsi la relation (12) :

‘(CL ® 5(¢),E§ (Un - wn)ES b® 5(2/)»‘
= [a®E(@), Fu(vr — wi)b @ E(1))] + o(1)

k<n

pour une certaine famille (explicite) d’opérateurs Fj, ou le terme en o(1) tend
vers zéro avec ¢ de maniere suffisamment uniforme par rapport aux parametres du
probleme. On observe alors que si les opérateurs L*’ sont tous supposés contractifs,
alors

Supa,b§1‘<a ® e(&n% (’LUn - Un)b ® €('I,/;n)>‘
< BC' S sup, 1] (@ ® (i), (wi — vg)b @ ()] + o(1).

k<n

De plus, nous pouvons, modulo un changement de constante C' (grace a ’hypothese

> [IL

? < +00), faire cette hypotheése de contractivité. Par un argument du type
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Gronwall discret, on arrive alors a la conclusion que

SUPy <1 | (@ ® €(dn), (Wn — V)b ® e(zzn»‘ < (1+C6)" xo(1).

Puisque nd est borné par ¢, on en conclut que w,, —v,, tend vers zéro au sens désiré.

On peut alors, en utilisant cette derniere estimation des termes wy — vy et les
hypotheses sur les opérateurs perturbatifs w;”, obtenir une bonne estimation de
wy, — U, et appliquer & nouveau un argument du type Gronwall.

U

Remarque
On voit immédiatement, en suivant la preuve du Théoreme 9 de [AP1], que si
nous avions fait sur les fonctions ¢, v de L?(R, ) ’hypothése supplémentaire que

[Es€(9) =€), [[EsE() = W)l

admettent une majoration de la forme ¢v/§, alors nous aurions eu une estimation
de la vitesse de convergence en V¢ : plus précisément nous aurions obtenu que pour
tout 7', presque tout ¢ dans [0,77] :

(0 ® E(9), EsuysEs b© E(¥)) — (a @ E(¢),Urb @ E(W))| < [la] [Ibl] C V6
(6.3.1)
pour une certaine constante C' qui, encore une fois, ne dépend que des normes L?

et L™ de ¢, v, du coefficient ¢ ci-dessus et des normes d’opérateurs des L et des
Us.

La convergence obtenue peut étre améliorée dans le cas ou I’équation (Ec) est
une équation Hudson-Parthasarathy, ¢’est-a-dire que les coefficients L sont du type
décrit dans le Théoreme 6.1.5, ceci grace a la proposition suivante, dont le premier
résultat répond a une question qui sera naturelle dans 'interprétation physique :
quand sait-on que les solutions (u,),>o sont constituées d’opérateurs inversibles ?

Proposition 6.3.2 (Théoréme 17 de [AP1]) Supposons que l’équation (Ec) considérée
soit du type Hudson-Parthasarathy. Alors, avec les hypothéses sur les termes (wy”); jx
du Théoréme 6.3.1, la solution (u,),>o d’une équation (Edp) associée est constituée
d’opérateurs inversibles.
St de plus pour presque tout t, les perturbations (w,i’j) vérifient
¢ QN2 , 9 o
SUPg)1, <t Z Hwk est d’ordre 0 pour tous i,j > 1,
,JEA
SUPg|1 <t Z HW;{OH est d’ordre o
(W) S i€A .
SUD |1, <t Z ng’J | est d’ordre
A

Jj€
0,0 ;
[ SUPkje, <t Hwk H tend vers zéro avec o
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alors le processus (up)n>o admet une borne uniforme.

Démonstration.
Ceci s’obtient simplement en écrivant 1’équation (Edp) sous forme matricielle : on
a Upt1 = Lyu, avec

(Ln)ig = 09 (L 4 wi) 46, 1d + 6 6,5 (L 4+ ™),

ou 3” est le delta d’Evans qui vaut 1 si ¢+ = 7 sont différents de 0, qui vaut zéro
sinon. Ceci est analogue a la présentation que nous avons faite dans la section 6.2.1,
a ceci pres que les coefficients dépendent maintenant du temps.

On calcule alors LY L, — Id et L,L; — Id; grace a la forme particuliere des
coefficients L/, de nombreux termes s’annulent. Avec les hypotheses les plus faibles
de I’énoncé, on trouve que pour ¢ assez petit, ces deux opérateurs sont de norme
strictement inférieure a 1 et ce pour tout n, de sorte que L*L, et L, L}, et donc
L,,, sont inversibles.

Avec les hypotheses supplémentaires, on obtient

IL;L, — 1| < C6
pour une certaine constante C', de sorte que

L]l < V1+C6

et que la composition L, ...LL; est un opérateur uniformément borné en n.

Ceci permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 6.3.3 Supposons que I’équation (Ec) soit du type Hudson-Parthasarathy.
Alors si les opérateurs (wy”); jx vérifient les conditions (w), la solution (uy),>o est
telle que pour presque tout t de Ry,

ufi/s) tend faiblement vers Uy.

Démonstration.
Ceci se prouve a partir du Théoreme 6.3.1; la Proposition 6.3.2 permet d’appliquer
un argument du type “c/3”.
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6.3.2 Application aux problemes d’évolution

Nous allons maintenant traduire les résultats énoncés ci-dessus en termes d’évolu-
tions répétées modélisées par une équation

Up+1 = Ln+1’l,bn, (621)

ou L, est 'amplification décrite dans la section 6.2.1 d’une matrice L indépendante
de n mais dépendant de §, que, contrairement au cas de la section 6.2, on ne suppose
pas unitaire. On a le théoreme suivant :

Théoréme 6.3.4 (Théoréme 13 de [AP1]) Supposons qu’il existe des opérateurs

bornés L, i,j € ANU{0} sur Ho tels que 3. oo 1L 1 < 400 et
. Lz',j((;)_(;i.] Ik
1 70 =05 h il o,
51_r>% Z 5aij 0

i,j€EAU{0}
Supposons que [’équation
dU; = Y L"U,da™ (t)
i7j
Uy =1d

admette une solution (Up)i>o en opérateurs bornés telle que t — ||U]| soit essentiel-
lement bornée sur tout compact.

Alors pour presque tout t, pour tous ¢, 1 dans L*([0,t]), on a la convergence
suivante :

0—0

(a®E(0), BsupnEs b® E(Y)) — (a @ E(P)Ub @ E()).

De plus, la convergence est uniforme pour a, b dans toute boule bornée de Hy,
uniforme pour tout t dans un compact de R, .

Remarques

e C’est ici que 'on fait apparaitre la particularité de 'indice zéro : on voit que la
normalisation dans les hypotheses de convergence des termes L0 differe des
normalisations de L%/ ou L*°, qui different encore des normalisations de L/
pour 7, j # 0. On a dit que le coefficient L°° correspond & 1’évolution du petit
systeme H, lui-méme, et que les L4?, I.%9 correspondent & I'interaction entre
le petit systeme et ’environnement : on voit donc que l'on a des conditions
de normalisation différentes sur le petit systeme et sur ’environnement.
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e Les hypotheses de convergence du Théoreme 6.3.4 peuvent sembler artifi-
cielles; nous verrons apres le Théoreme 6.4.1 ci-dessous qu’elles sont en fait
assez naturelles si 'on veut que la matrice L donne lieu a des comportement
asymptotiques non triviaux.

Le Théoreme 6.3.3 mene a un résultat équivalent dans ce cadre :

Théoréme 6.3.5 (Théoréme 17 de [AP1]) Supposons que la famille de matrices
L(0) soit de la forme

( L°(8) =1 —6(iH + % Z L;jLy) + 6 w™(0)
L0 (5) = \/SL::L 8w (6)
LY (8) = =V > LiSH + 6w (5)
L (§) = I+ Sfj — 0351 + dw™ (9)

ou
e H est un opérateur autoadjoint borné,
e les opérateurs S™I, 0,7 € A, sont bornés et tels que la matrice (S™7);; soit
unitaire et
e les opérateurs L;, i € A sont bornés et tels que Y, L¥L; converge fortement,

et ol Y, lwi (5)|| est uniformément borné avec de plus ||w®°(s)|| =3 0.

Alors la solution (u,)n>o de (6.2.1) est faite d’opérateurs bornés avec une borne
localement uniforme et pour presque tout t, us) tend faiblement vers U; lorsque ¢
tend vers zéro.

Remarque

Notons que les hypotheses de ce théoreme sont en particulier vérifiées si 1’on
suppose que les opérateurs L(§) sont tous unitaires et que les coefficients L7 (§)
vérifient les conditions de convergence du Théoreme 6.3.4.

Exemple
Maassen considere une évolution a temps discret donnée par la matrice

CcoSs \/3 —sin \/5
0 0

L(0) = 0 0
sin \/3 CcoS \/5

(6.3.2)

o = O O

0
1
0
0
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Cette matrice est elle-méme unitaire, de sorte que le Théoreme 6.3.5 ne nous
apprend rien de plus que le Théoreme 6.3.4. On sait ainsi que la suite d’opérateurs
(tn)n>0 associée est telle que, pour presque tout ¢ de Ry, up s converge faiblement
vers Uy lorsque ¢ tend vers zéro, ol (Uy;);>o est la solution de

1
dUt = —éUt dt + VUt dao’l(t) - V*Ut dal’o(t)

0 0 , ) - (s 1as
avec V = (1 0). Cette évolution décrit le retour spontané a 1’état fondamental
dans le modele de Wigner-Weisskopf de ’atome a deux niveaux a la température
zéro. Pour I'exploitation de cette équation dans le but d’en tirer des informations

sur I’évolution du réservoir on pourra consulter [M-R].

6.3.3 Evolution Hamiltonienne et limite de couplage faible

La dynamique que nous considérons est dictée par 'opérateur . qui détermine
I'interaction entre le petit systeme H, et une copie de I'espace b; typiquement, un
Hamiltonien H est associé a cette interaction, de sorte que L est alors de la forme
oiOH

Observons ce que cela signifie sur ’exemple de Maassen cité ci-dessus : si I'on

essaie de mettre la matrice (6.3.2) sous la forme e on voit qu'une solution en H
est
0 0 0 —i/Vo
0 00 0
H=| 0 0o o (6.3.3)
i/ 00 0

Cet Hamiltonien s’écrit encore H = —L(sa* ®at + %a* ®Ra .

Avec I'’hypothése minimale que 6 H tend vers zéro en norme lorsque 9 tend vers
zéro, la solution est unique, de sorte qu’il n’est pas possible d’avoir un Hamiltonien
indépendant de 0 et que H est la matrice ci-dessus.

De maniere plus générale, supposons que 1'on considere un quelconque opérateur
L sur Hy ® C¥*! dont on suppose qu’il peut s’écrire e, ot H est une matrice
symétrique (N + 1) x (IV + 1) dont les coefficients sont des opérateurs sur #,.
Parmi les divers coefficients de H, on peut voir l'opérateur H%° comme traduisant
I’évolution propre du petit systeme, les coefficients qui apparaissent sur les “co-
lonnes” restantes, (Hi’o)izly,n,N et sa transposée, représentant l’interaction entre le
petit systeme et son environnement ; 'interprétation du bloc (Hi’j)iyjzl,_,_yN comme
I’évolution propre de ’environnement est moins naturelle en général.

Pour que la matrice IL associée a H donne une interaction non triviale a la
limite (autrement dit, des coefficients L*°, ¢ = 1,..., N non tous nuls), il est clair
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que "'Hamiltonien doit dépendre de d. Il semble de plus qu’il soit nécessaire que les
coefficients H* soient d’ordre 1/v/5 et les coefficients H*/ d’ordre 1/. Autrement
dit, un coefficient de couplage A\ semble apparaitre devant les termes d’interaction,
tel que A\2§ soit d’ordre un; c’est la normalisation qui est utilisée dans la fameuse
limite de couplage faible, qui apparait ici naturellement.

La section IV.2 de [AP1] donne une réponse beaucoup plus générale au probleme

de décrire I’évolution asymptotique a partir de ’hamiltonien de I'interaction répétée. On
considere dans cette section un hamiltonien de la forme

1 ; , 1 .
Hy®ld+1d® H, + 7 S (Vi + Vial?) + S > Djja',
iEA

ijEA

donc cumulant des termes d’interaction de dipole et des termes de scattering. L’équation
limite comporte alors des termes correspondant & chacune des interactions individuelle-
ment mais aussi des termes n’apparaissant que lorsque les deux interactions sont présentes.
Ceci n’avait & notre connaissance jamais été observé auparavant.

6.4 Convergence des Lindbladiens et Hamiltoniens

6.4.1 Evolutions associées sur H,

Si I'on ne s’intéresse qu’a l'effet de 'interaction sur le petit systeme Hy, il est
beaucoup plus facile d’obtenir des résultats de convergence. Parthasarathy remarque
déja dans son livre qu’a toute évolution complétement positive 7, = e'* on peut
associer une suite d’unitaires (u,),>o sur Hy telle que I'évolution n — E (u;‘L(X ®
Id)un) associée converge en norme d’opérateur sur B(H,) vers T} (voir Exercices
29.12 et 29.13 de [Py2)).

Rappelons d’abord que, de la méme maniere que dans notre Proposition 6.2.1,
la solution (uy,),>o de

{ Un+1 = Ly uy,
uy = Id

engendre la dynamique suivante : pour tout X € B(H,),
Eo (up(X ® Id)u,) = *(X)
avec
(X)= ) LOXLYP.
ieAU{0}

La facilité avec laquelle on prouve le résultat suivant contraste avec la preuve
de notre Théoreme 6.3.1 :
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Théoréme 6.4.1 (Théoréme 14 de [AP1]) Soit L(§) = (L*(4))
famille de matrices telles que

ijeaufoy UNe€

Z ]Li,O*]Li,O (6) -7
1eAU{0}

et que les coefficients convergent au sens suivant :
o (L*°(6) —I)/6 converge en norme d’opérateur vers LY,

o Lion [L00)/VE - L
Alors il eziste un opérateur autoadjoint H dans B(Ho) tel que, pour tout t de

Ry,

2
tend vers zéro .

gt bl
en norme d’opérateur, avec
. 1 %,0% 4,0 2,0% 72,0 2,0% 72,0
LX) =ilHX]+5 D (2L XLY = R LOX — XL L),
ieAU{0}

Démonstration.
La preuve est simple mais il est instructif d’observer d’ou proviennent ’opérateur
H et la différence de forme entre le Lindbladien £ et 'opérateur ¢ sous “forme de
Kraus”.

On écrit un développement limité au premier ordre de la relation

¢(1d) = Id;
on obtient immédiatement par identification des coefficients la relation
(L0,0* + L0,0) + Z Li,O*Li,O =0
i€{0}UA

qui montre que
1 . )
- 0,0 - 2,0% 72,0
Z(L +3 .§ L )
1€{0}UA

est autoadjoint ; on le note donc H. Il suffit ensuite de remarquer que le développe-
ment limité de ¢ prend la forme suivante :

, o .
(X) = Xth(ilH Xl 3 QUOXLO-L LOX XL X)) +o(h| X))

i€AU{0}

ce qui permet de conclure.
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Les calculs associés permettent par ailleurs de montrer que les conditions de
convergence qui apparaissent dans ce résultat ainsi que dans nos Théoremes 6.3.4
et 6.3.5 ne sont pas que des hypotheses artificiellement choisies pour nous permettre
de conclure mais sont au contraire naturelles.

Commencgons par une petite digression concernant la dynamique induite par
(tn)n>0 sur Hy. De méme qu’en temps continu (voir le Théoreme 6.1.5), la solution
de I’équation (6.2.1) a la propriété que (Egup)n>o est un semigroupe (7,)p>0; on a
ainsi pour tout n

Eo (uy,) = 1

avec
T = LO’O .

Si I'on fait I'hypothese que pour presque tout ¢, 7;/5 converge en norme d’opéra-
teur lorsque ¢ tend vers zéro et que L%° est une fonction continue en zéro de 6,
alors la condition (L*°(8) —Id)/d est imposée puisque (Id + (L°°(8) — Id)) ML doit
converger. Alors la condition ¢(Id) = Id impose

D LOLO(S) = —6(LY" + L) + o(6),
i€AU{0}

de sorte que les ordres de grandeur des coefficients L*° sont imposés ; les conditions
de convergence du Théoreme 6.4.1 sont alors naturelles. Par la suite, si I’on impose
que les matrices L soient unitaires ou proches de 'unitarité, les autres conditions
de convergence deviennent naturelles.

Nous n’avons rien démontré qui implique les conditions de convergence que nous
utilisons dans nos résultats; c’est simplement qu’aucun énoncé précis ne semble
avoir de véritable intérét. Il est toujours possible par exemple d’opérer sur les coef-
ficients de L(0) des permutations dépendant de § qui ne modifieraient aucunement
la dynamique ; nous voulions simplement, par nos remarques, montrer que nos hy-
potheses sont plausibles dans un probléme bien posé.

6.4.2 Hamiltoniens associés a la dynamique

On sait que la solution d’une équation de Hudson-Parthasarathy possede une
propriété algébrique qui permet de définir sur le systeme couplé un Hamiltonien
associé a la dynamique. Nous allons voir qu'une équation discrete qui approche
une équation de Hudson-Parthasarathy possede une propriété équivalente et qu’on
peut ainsi lui associer un Hamiltonien discret. Plutot que de rappeler en détail le
cas continu, nous allons prouver les propriétés en temps discret et énoncer leurs

analogues a temps continu. Pour plus d’informations a ce sujet on peut consulter
|Gre].
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Nous ne considérerons plus que des équations différentielles du type Hudson-
Parthasarathy. Nous supposons donc que les matrices L(0) vérifient les condi-
tions du Théoréme 6.3.5 et convergent vers une équation (Ec) du type Hudson-
Parthasarathy. Nous rappelons (voir la Proposition 6.3.2) qu’alors, pour ¢ assez
petit, la suite (u,)n>o solution de

Up+1 = Lyup

est constituée d’opérateurs inversibles de norme uniformément bornée. Nous allons
prouver que ce processus est de surcroit un cocycle, ¢’est-a-dire en fait qu’il vérifie
la propriété énoncée dans la Proposition 6.4.2 ci-dessous.

Pour parler de ces propriétés il nous faut étendre notre cadre de travail. Nous
considérons notre espace de Fock T® comme un sous-espace de l’espace de Fock
Tdy construit de la méme maniere en remplacant N par Z; dans I'interprétation
de Guichardet nous identifions en fait [?(Py,) au sous-espace des fonctions f de
[?(Pz4) telles que f(A)=0si A¢Z N x A.

On a alors la décomposition tensorielle explicite comme au chapitre 1

T@Z = T@Zi 03¢ T@NJ
avec des notations évidentes, et en considérant 1’espace initial :
Ho @ TPy ~ Tz @ (Hy @ Tdy),

ce qui nous permet d’amplifier de maniere canonique tous les opérateurs que nous
avons considérés jusqu’ici a Hy ® Tdy : soulignons que nous ne changeons rien a
notre calcul stochastique mais faisons simplement vivre les opérateurs définis jusqu’a
maintenant - y compris les intégrales - dans un espace plus gros.

Sur [?(Z), on note 6 'opérateur de translation & gauche défini par

0f(n) = fln+1).

C’est un opérateur unitaire dont la seconde quantification, encore notée 6, est un
unitaire de TPy que 'on amplifie a Hy ® Td;. On voit alors facilement que cet
opérateur vérifie

o =i,
pour tous 7,5 de 0 € A et on en déduit la proposition suivante :

Proposition 6.4.2 On définit un nouveau processus (pn)nez par

Pn = 0™u, pour n positif et
P = D), pour n négatif.

Alors (pn)nez est un groupe a un paramétre, de sorte que pour tout n,
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Remarque

La propriété particuliere des solutions (U;)>o d’équations de Hudson-Parthasa-
rathy a temps continu s’énonce de la méme maniere : on considere la deuxieme
quantification (6;)cr, de l'opérateur de translation & gauche sur L*(R). Le proces-
sus (O.Uy)ier . s’étend comme ci-dessus aux temps négatifs et on a alors un groupe
a un parametre d’opérateurs unitaires qui est de plus fortement continu (voir [Py2],
Théoréme 27.8).

Le théoreme de Stone lui associe ainsi un opérateur H, appelé I’Hamiltonien du
systeme, qui vérifie

(—)tUt — 6itH

pour tout t. Puisque dans notre cadre discret
0"u, = (I + (0L, —I))"

pour tout n, il est naturel d’appeler #1L; — I "Hamiltonien associé a 1’évolution
Unt1 = Ly Uy.

Il est alors naturel de se demander si ’'Hamiltonien associé au systeme discret
converge vers son pendant a temps continu. Le résultat suivant répond a cette
question :

Proposition 6.4.3 Supposons que la matrice L(6) vérifie les conditions de conver-
gence du Théoreme 6.3.5. Considérons alors deux vecteurs a, b dans Hy et deux
fonctions C™ a support compact dans R. Si b ® E(¢) est dans le domaine de I’Ha-
miltonien H, on a pour tout o dans )0, %[,

]_ o— .
(a® £(6), 7Es ((9L1)[5< b Id) Esb® &) =3 (a® E(),iHb® E())
ot l'on a une estimation de la différence des deus termes en sup(6®,6Y27%), qui est
uniforme pour a, b dans une boule bornée de Hy.

Remarque
La condition b ® £(¢) € DomH équivaut, d’apres Gregoratti, (voir [Gre]), aux
égalités
N N
$(0) Y S b=6(0)b+ Y ST L Vi=1,...,N.
j=1 j=1

En particulier, il peut arriver qu’aucun tel a ® £(¢) n’appartienne au domaine de
H.

Ce résultat n’apparait dans aucun article ; nous en donnons donc ici une preuve
complete.
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Démonstration.
Nous allons prouver que, pour € et ¢ assez petits,

(0®E(0), (™ ~ Db @ E(W)) — (a@ E(9), %Es (0L0) = 1) Es b® E(v))

€

admet une majoration de 'ordre \/3/5, uniformément pour a, b dans un borné de
Ho. Le résultat s’en déduira alors en prenant ¢ = 0 et en utilisant le fait que
é(eiEH — I) — iH est, en norme, de l'ordre de € sur le domaine de H. Remarquons
que le fait que ¢, ¥ sont maintenant des fonctions sur R tout entier ne change rien
a la validité des estimations précédemment établies.

La régularité de ¢ et i) permet de montrer que

(0@ E(9), b®E()) — (0 @ E(9), ZEs b® E(W)

admet un majorant de la forme v/ /e. Cette méme régularité va nous permettre
d’utiliser 'estimation (6.3.1) faite apres la preuve de 6.3.1 pour évaluer

(08 E(6), MDD EW)) — (0@ E(6), TEs(010) 1 Es b £(5)).

Rappelons que " est égal & ©.U, et que (0 L;)E/% est égal & 01/ /5. 11 est
par ailleurs clair que ’on a la relation

Es0/'Es = O /5Es

et la relation analogue pour 6*, ©*.
Par conséquent, ce que nous voulons estimer est

! (X a® E(¢), EsU.Es b @ E()) —(OF 550 @ E(6), EsupaEs b E(¥)))

:
1
< ‘((92 — O 55) 0 ® E(9), E]ESU[E/é}ES b® 5(1/))>‘
1
2010 ® £(6), Bs (U. — ueya)Es b® E()]

Dans le membre de droite, le premier terme admet un majorant de la forme /8 /e
grace a la régularité de ¢. Par ailleurs,

||@Z¢||2 = ||¢||2;

1920/l = 6]l »

et
1(©70)'[| oo = 16"l -
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Puisque, dans I’estimation de

[Es€(@) = €@, [[EsE(y) = W]

en ¢/ dont nous nous servons dans la remarque (6.3.1), le coefficient ¢ ne dépend
que des bornes sur les dérivées de ¢, ¥, cette remarque nous permet d’avoir une
estimation du second terme du membre de droite en /0/c avec une constante
indépendante de €.

O

Ceci conclut cette these. Nunc est bibendum.
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