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Introduction.Dans ce travail nous pr�esentons d'abord (chapitres 1-4) une m�ethode constructive pourobtenir des d�esingularisations alg�ebriques des singularit�es quotient C n=G, avec G � GL(n; C )un sous-groupe �ni. Celle-ci repose de fa�con essentielle sur des m�ethodes toriques, est doncdi��erente de la m�ethode g�en�erale de Hironaka [20]. Ensuite on consid�ere des applications decette m�ethode dans des cas de dimension 3 (chapitre 5) et des cas de produits sym�etriques(chapitre 6).Les d�esingularisations et diverses propri�et�es des singularit�es quotient pour n = 2 ont �et�e�etudi�ees et sont assez bien connues ([1], [6], [9], [13], [14], [16], [35], parmi d'autres). Le casn = 3 est aussi beaucoup �etudi�e, mais des r�esolutions explicites des C 3=G sont construitesplutôt pour des sous-groupes �nis de SL(3; C ) ([3], [21], [22], [36] � � �). Quand G � GL(n; C )est ab�elien, C n=G est une vari�et�e torique qui peut être associ�ee �a un cône simplicial, on peutdonc utiliser des m�ethodes toriques pour trouver des d�esingularisations ([23] ou [29]). QuandG est cyclique, il y a aussi une m�ethode directe de d�esingulariser C n=G ([11]).Notons X := C n , consid�er�e comme une G-vari�et�e. Pour obtenir une d�esingularisation deX=G, nous construisons une G-vari�et�e fX (�eventuellement singuli�ere) munie d'un G-morphismepropre et birationnel de fX dans X telle que les propri�et�es suivantes soient v�eri��ees:(1) Pour chaque point x 2 fX , son groupe d'isotropie Gx est ab�elien, et x a un voisinageouvert eUx qui est stable par Gx et isomorphe �a un ouvert de Zariski d'une vari�et�e toriqueeVx.(2) Il existe un morphisme de eVx dans X propre, birationnel et �equivariant par rapport �aun tore contenant Gx.(3) L'immersion ouverte de eUx dans eVx est �equivariante par rapport �a Gx, et l'image de xest un point r�egulier de eVx=Gx. De plus tous les diviseurs exceptionnels de eVx=Gx sontcontract�es dans Sing(X=Gx), le lieu singulier de X=Gx.A partir de ces propri�et�es, on peut d�eduire que fX=G est une d�esingularisation de X=G.Plus pr�ecis�ement, nous construisons d'abord une G-vari�et�e X 0 �a partir de X := C n enfaisant des �eclatements successifs de centres G-stables et lisses, telle que le groupe d'isotropiede tout point de X 0 soit ab�elien. On appelle X 0 un G-mod�ele �equivariant ab�elien de X(th�eor�eme 1.13). Toutes les singularit�es de X 0=G sont des singularit�es toriques simpliciales(singularit�es quotient d'un groupe ab�elien �ni), on peut donc consid�erer X 0=G comme uner�esolution partielle de X=G. Pour n = 3, telles X 0 ont �et�e construites dans [32], o�u X 0=G estappel�ee mod�ele �a singularit�es toriques simpliciales de X=G. Ensuite dans le chapitre 2, ond�e�nit une strati�cation S de X 0 et on montre l'existence d'un recouvrement naturel R de X 0qui est compatible avec cette strati�cation, tel que chaque �el�ement de R soit un ouvert de X 0qui est la r�eunion disjointe de strates et qui est isomorphe �a un ouvert d'une vari�et�e torique.Apr�es avoir obtenu des r�esultats pr�eliminaires concernant des vari�et�es toriques munies d'une5



action d'un groupe non ab�elien (chapitre 3), nous construisons des modi�cations toriqueseU pour chaque U dans R et montrons que ces eU peuvent se recoller. Et on v�eri�e que lerecollement des eU donne la fX voulue (chapitre 4).Ensuite comme applications on consid�ere d'abord des singularit�es quotient de dimension3 (chapitre 5). Dans le chapitre 6 on consid�ere le produit sym�etrique Sym(n)X := Xn=Snd'une vari�et�e lisse X et l'espace de con�guration F (X;n), o�u le groupe sym�etrique Sn agit surXn en permutant les n facteurs, et o�u F (X;n) := fx 2 Xn j Gx = fegg. On construit unecompacti�cation �X [n] de F (X;n) et on �etablit un lien entre �X [n] et la compacti�cation X[n]construite dans [12]. Ensuite on obtient des exemples de d�esingularisations de Sym(3)(C d) et deSym(4)(C d), et on montre que la même m�ethode nous permet d'obtenir des d�esingularisationsde Sym(n)X avec n = 3 ou 4, pour toute vari�et�e X quasiprojective et lisse.
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1 Mod�eles �equivariants ab�eliens.On rappelle d'abord quelques notions �el�ementaires: modi�cation, d�esingularisation, �eclatement,G-vari�et�es etc. et on montre deux lemmes pr�eliminaires 1.3 et 1.4. Ensuite dans le deuxi�emeparagraphe on consid�ere l'espace a�ne X := C n muni d'une action d'un sous-groupe �ni nonab�elien G � GL(n; C ). On montre qu'apr�es avoir fait successivement des �eclatements de cen-tres lisses convenables, on obtient une G-vari�et�e lisse X 0 telle que le groupe d'isotropie de toutpoint de X 0 soit ab�elien (Th�eor�eme 1.13). On appelle X 0 mod�ele �equivariant ab�elien.Si on regarde X 0=G comme une r�esolution partielle de X=G, alors les singularit�es localesdans X 0=G sont toutes des singularit�es toriques simpliciales (singularit�es quotient d'un groupeab�elien �ni). Ainsi on a r�eduit les singularit�es quotient d'un groupe �ni en singularit�es quotientd'un groupe ab�elien. Ceci nous permet, au moins pour des r�esolutions locales, d'utiliser desm�ethodes toriques bien connues. Dans le cas o�u la dimension est �egale �a 3, telle X 0 a �et�econstruite dans [32], o�u X 0=G est appel�ee mod�ele �a singularit�es toriques simpliciales.1.1 Rappels sur �eclatements et G-vari�et�es.Dans tout ce qui suit, les vari�et�es alg�ebriques consid�er�ees sont d�e�nies sur C , le corps desnombres complexes.Soit X une vari�et�e alg�ebrique r�eduite et notons Sing(X) le lieu singulier de X. Uned�esingularisation de X est un couple (X̂; ') o�u- X̂ est une vari�et�e lisse, ' : X̂ �! X est un morphisme propre et birationnel,- X̂ n '�1(Sing(X)) est dense dans X̂,- ' est un isomorphisme de X̂ n '�1(Sing(X)) dans X n Sing(X).Par abus de language on dit aussi que X̂ est une d�esingularisation de X. On appelle unmorphisme  : Y �! X une modi�cation s'il induit un isomorphisme d'un ouvert dense de Ysur un ouvert dense de X.Soient V une sous-vari�et�e de X et J le faiceau d'id�eaux de V . Le couple (V; '), o�u' : X 0 �! X est un morphisme, est appel�e l'�eclatement de X de centre V si le morphisme 'v�eri�e les conditions suivantes;- le faisceau d'id�eaux '�1(J ) sur X 0 est inversible;- pour tout morphisme  : X 00 �! X avec  �1(J ) inversible sur X 00, il existe un uniquemorphisme h : X 00 �! X 0 tel que  = ' � h.Si ' v�eri�e ces deux conditions, on dit aussi que X 0 est l'�eclatement de X de centre V et onle note BlVX (ref. [19]). Notons EV la sous-vari�et�e de X 0 d�e�nie par le faisceau d'id�eaux'�1(J ). On appelle EV le diviseur exceptionnel du morphisme ' .7



S'il existe ff0; f1; � � � ; fsg � �(X;OX) tel que J soit engendr�e par les fi, 0 � i � s, alorsl'�eclatement BlVX de X de centre V peut être construit en prenant l'adh�erence de l'ensembledes points (x; y) dans X �Ps, avec x 2 X n V et y 2 Ps d�e�ni pary := (f0(x) : f1(x) : � � � : fs(x)) :Soient V;W deux sous-vari�et�es de X avec V lisse et V � W . Si V ne contient aucunecomposante irr�eductible de W , alors on d�e�nit la transform�ee stricte de W (dans BlVX),not�ee W , comme l'adh�erence de l'image inverse de W n V dans BlVX.D�e�nition 1.1 Soient X une vari�et�e lisse et V1; V2 deux sous-vari�et�es lisses de X. SoitJ1 (resp. J2) le faisceau d'id�eaux qui d�e�nit V1 (resp. V2). On dit que V1 et V2 sonttransversales dans X au point x 2 (V1 \ V2) si la condition suivante est v�eri��ee: il existe unsyst�eme r�egulier de param�etres1 de OX;x, not�e fx1; :::; xng, et deux entiers j et l avec 1 � j <l � n, tels que J1;x (resp. J2;x) soit engendr�e par fxi j 1 � i � jg (resp. fxi j l � i � ng). Ondit que V1 et V2 sont transversales dans X si elles sont transversales en tout point x de (V1\V2).Plus g�en�eralement, si on a k sous-vari�et�es lisses dans X, k > 2, not�ees V1; :::; Vk, on ditque V1; :::; Vk sont transversales dans X au point x, avec x 2 kTi=1Vi, si la condition suivanteest v�eri��ee.(*) Il existe un syst�eme r�egulier de param�etres fx1; :::; xng de Ox et des entiers f�i; �igki=1,avec 1 � �1 � �1 < �2 � �2 < � � � < �k � �k � n, tels que Ji;x soit engendr�e parfxj j �i � j � �ig, o�u Ji est le faisceau d'id�eaux qui d�e�nit Vi.On dit que V1; :::; Vk sont transversales si pour tout point x 2 S1�j1<j2�n(Vj1 \ Vj2), les Vi quipassent par x, avec 1 � i � k, sont transversales en x.Remarque 1.2(1) En d'autres termes, la condition (�) ci-dessus �equivaut �a l'�egalit�e suivante,kXi=1CodimTxX(TxVi) = CodimTxX( k\i=1 TxVi) ;o�u Tx est l'espace tangent au point x.(2) Si V1; :::; Vk sont transversales, alors V1 \ � � � \ Vk est une sous-vari�et�e lisse.Lemme 1.3 Soient X une vari�et�e lisse et W1;W2 deux sous-vari�et�es lisses de X. Supposonsqu'il existe une sous-vari�et�e Y de X telle que W1 et W2 soient transversales dans Y . NotonsV leur intersection et soit Z une sous-vari�et�e propre lisse de V .1Pour syst�eme de param�etres d'un anneau local voir [2] page 122.8



a) Dans BlVX les transform�ees strictes de W1 et de W2 sont disjointes.b) Soit BlZX l'�eclatement de X de centre Z. Notons EZ le diviseur exceptionnel. Soit V(resp. W1;W2) la transform�ee stricte de V (resp. de W1, de W2). Alors W1;W2 sontlisses, transversales dans Y , et leur intersection, qui est �egale �a V , est aussi lisse.c) Soit BlV (BlZX) l'�eclatement de BlZX de centre V . Soit EV le diviseur excetionnel.Alors EZ et EV sont transversaux, les transform�ees strictes de W1 et de W2 sont dis-jointes.D�emonstration. On a les inclusions suivantes:Wi � Y � X ; i = 1; 2;Z � V := W1 \W2 :Toutes les assertions de l'�enonc�e sont de type local. On peut les v�eri�er directement en utilisantdes coordonn�ees locales.a) On remarque que V est une sous-vari�et�e lisse. En e�et pour tout point x 2 V , il existeun syst�eme r�egulier de param�etres de OX;x, not�e fx1; � � � ; xng, et trois entiers j; l; k; avec1 � j < l < k � n, tels que JY;x soit engendr�e par fxi j k � i � ng, et tels que JW1;xsoit engendr�e par fxi j j � i < lg [ fxi j k � i � ng, et tels que JW2;x soit engendr�e parfxi j l � i � ng. Alors JV;x est engendr�e par fxi j j � i � ng, donc est r�egulier. Cecimontre que V est lisse en x. Puisque x est un point quelconque de V , on en d�eduit queV est lisse.Au voisinage de la �bre exceptionnelle au dessus de x, BlVX est localement isomorphe�a la vari�et�e suivante,f(x1; � � � ; xn; [tj; � � � ; tn]) 2 C n �Pn�j j ti1xi2 = xi1ti2; j � i1 < i2 � ng :La transform�eee stricte de W1 (resp. W2), not�ee W1 (resp. W2), est localement d�e�niepar fti = 0 j j � i < l ou k � i � ng (resp. fti = 0 j l � i � ng). Donc W1 et W2 sontbien disjointes.b) Supposons que le point x ci-dessus soit contenu dans Z, et que JZ;x soit engendr�e parfxi = 0 j j0 � i � ng, avec 1 � j0 < j. Alors au voisinage de la �bre exceptionnelle audessus de x, BlZX est localement isomorphe �a la vari�et�e suivante,f(x1; � � � ; xn; [tj0; � � � ; tn]) 2 C n �Pn�j0 j ti1xi2 = xi1ti2; j0 � i1 < i2 � ng :La transform�ee stricte de Y (resp. V ) est localement d�e�nie par fti = 0 j k � i � ng(resp. fti = 0 j j � i � ng. La transform�ee stricte de W1 (resp. W2) est localementd�e�nie par fti = 0 j j � i < l ou k � i � ng (resp. fti = 0 j l � i � ng). La deuxi�emeassertion en d�ecoule. 9



c) D'apr�es les calculs ci-dessus, on voit que dans BlZX le diviseur exceptionnel EZ et latransform�ee stricte V de V sont transversaux. Si on �eclate V , le diviseur exceptionnel EVet la transform�ee stricte de EZ, not�ee encore EZ, sont transversaux. D'autre part dansBlZX, W1 et W2 sont transverseles dans Y qui est une sous-vsri�et�e lisse de BlZX, enutilisant le (1), on trouve que les transform�ees strictes de W1 et de W2 dans BlV (BlZX)sont disjointes. 2Soient X une vari�et�e et G un groupe. On dit que X est une G-vari�et�e si X est munie d'uneaction de G. Soient X et Y deux G-vari�et�es, et ' un morphisme de Y dans X, on dit que 'est un G-morphisme si ' est �equivariant par rapport �a G, i.e. pour tout g 2 G, on ag � ' = ' � g :Lemme 1.4 Soient X une G-vari�et�e, V et W deux sous-vari�et�es de X stables par G, tellesque V �W . Alors(1) V et W sont des G-vari�et�es,(2) BlVX est une G-vari�et�e et le morphisme ' : BlVX �! X est un G-morphisme,(3) le diviseur exceptionnel EV et la transform�ee strice W de W sont stables par G, doncsont des G-vari�et�es.D�emonstration. D'apr�es l'hypoth�ese, V etW sont stables par G, donc sont munies d'une actionde G, qui est la restriction de celle sur X. Ceci implique que V et W sont des G-vari�et�es.Soit J le faisceau d'id�eaux d�e�nissant V . Pour tout g 2 G, g d�e�nit un automorphismede X, et par suite on obtient l'isomorphisme suivant,g� : OX �! OX :Puisque V est stable par G, alors g�(J ) = J . D'autre part, on aBlVX = Proj(Mn�0J n) ;et EV = Proj(Mn�0J n=J n+1) :On en d�eduit des isomorphismes suivants,g� : (Mn�0J n) �! (Mn�0(g�(J ))n) ;10



et g� : (Mn�0J n=J n+1) �! (Mn�0(g�(J ))n=(g�(J )n+1)) :En utilisant l'�egalit�e g�(J ) = J , on obtient les isomorphismes g : BlVX �! BlVX etgjEV : EV �! EV . Par cons�equent BlVX et EV sont munies d'une action de G, donc sontdes G-vari�et�es. Il est clair que le morphisme ' est �equivariant par rapport �a G, donc est unG-morphisme.La transform�ee stricte de W est par d�e�nition l'adh�erence de l'image inverse de W n Vdans X 0. Or W n V est stable par G, donc son image inverse est aussi stable par G, et parsuite W est stable par G. Ainsi on a montr�e que W est une G-vari�et�e. 21.2 Construction d'un mod�ele �equivariant ab�elien.Soit G un sous groupe �ni de GL(n; C ). Le groupe G op�ere sur l'espace a�ne X := C n .Le th�eor�eme de Chevalley ([8]) et le th�eor�eme 2 dans [33] montrent que X=G est lisse si etseulement si G est engendr�e par des pseudo-reexions, i.e. des �el�ements qui ont 1 comme unevaleur propre de multiplicit�e (n � 1). Dans [33] on a montr�e que toute singularit�e quotientd'un groupe �ni est isomorphe �a une singularit�e quotient d'un groupe �ni et petit, i.e. necontenant aucune pseudo-reexion. Donc dans notre travail on suppose que le groupe G soitpetit.Dans ce paragraphe nous construisons une G-vari�et�e X 0 qui domine X telle que le mor-phisme de X 0 dans X soit un G-morphisme propre et birationnel, et telle que le grouped'isotropie de chaque point deX 0 soit ab�elien. On appelle un telX 0 G-mod�ele �equivariant ab�e-lien de X , ou simplement mod�ele �equivariant ab�elien s'il n'y a pas d'ambigu��t�e pour X et G.Pour tout sous-groupe H de G, on d�e�nit VH comme le sous-espace lin�eaire maximal deX, stable par H, tel que l'action de H sur VH soit ab�elienne. Soient H 0 le commutateur deH dans G, i.e. H 0 := [H;H], et V H 0 le sous-espace invariant par tout �el�ement de H 0. On aVH = V H 0. En e�et si g1; g2 2 H et x 2 X, alorsg1g2(x) = g2g1(x)() g�11 g�12 g1g2(x) = x :D�e�nissons � := fV H 01 \ � � � \ V H 0k j H 0i := [Hi;Hi];Hi � G; 1 � i � k; k 2 Ng:Posons �i := fV 2 � j dim(V ) = ig. On remarque que X est toujours contenu dans �, et que� = fXg si et seulement si G est ab�elien. Dans la suite on suppose que G soit non ab�elien.Lemme 1.5 L'ensemble � est �ni, partiellement ordonn�e par l'inclusion, ferm�e par l'inter-section et stable par G, i.e. 8V 2 �, 8 g 2 G, on a g(V ) 2 �.11



D�emonstration. Les trois premi�eres assertions sont claires. Pour la quatri�eme, soient k 2 N,et H1; :::;Hk les sous-groupes de G. Soit V = kTi=1VHi . Soit g 2 G. Alors g(VHi) est �egal �aVgHig�1. Ceci implique que g(V ) = k\i=1 VgHig�1 :Donc g(V ) est dans �. 2Remarque 1.6 L'ensemble �i peut être vide pour certains i 2 f0; :::; ng. Soit fr0; r1; � � � ; r� ; ngle sous-ensemble de f0; :::; ng, avec 0 � r0 < r1 < � � � < r� < n, tel que �i 6= � si et seule-ment si i 2 fr0; � � � ; r�; ng. Puisque G est non ab�elien et � est ferm�e par l'intersection, alors�n = fXg et �r0 n'a qu'un seul �el�ement VG, qui est le minimum de �.Lemme 1.7 Notons X0 := X. Posons X1 := BlVGX0, i.e. l'�eclatement de X de centre VG.Alors les transform�ees strictes des V dans X1, avec V 2 �r1, sont toutes lisses et deux �a deuxdisjointes.D�emonstration. Pour tout V 2 �r1 on a VG � V � X. Comme ces trois vari�et�es sont touteslisses, la transform�ee stricte de V dans X1, not�ee V (1), est isomorphe �a l'�eclatement de V decentre VG. Donc V (1) est une sous-vari�et�e lisse de X1.Soient V1; V2 deux �el�ements di��erents de �r1. Alors V := V1 \V2 est aussi un �el�ement de �et de dimension strictement plus petite que r1, donc est forc�ement de dimension r0. D'autrepart �r0 n'a qu'un seul �el�ement VG. Donc on a V1 \ V2 = VG.Posons W := V1 + V2 le sous-espace lin�eaire de X engendr�e par V1 et V2. Alors V1 et V2sont transversales dans W . Comme leur intersection est VG, d'apr�es le lemme 1.3, V1(1) etV2(1) sont disjointes. 2On construit successivement les Xi avec i = 1; :::; � + 1 de la fa�con suivante. Supposonsqu'on ait construit la vari�et�e Xi. Posons Wi comme la r�eunion disjointe des transform�eesstrictes des V , pour tout V 2 �ri. On d�e�nit le couple (Xi+1; fi), de la vari�et�e Xi+1 et lemorphisme fi de Xi+1 dans Xi, comme l'�eclatement de Xi de centre Wi. On a la propositionsuivante.Proposition 1.8(1) Pour tout V 2 � avec dim(V ) � ri, la transform�ee stricte de V dans Xi, not�ee V (i), estune sous-vari�et�e lisse. 12



(2) Soient V1; V2 2 � et V = V1 \ V2 avec dim(V1) � ri, dim(V2) � ri. Supposons queV 6= V1 et V 6= V2. Alors si dim(V ) � ri, on a V (i)1 \ V (i)2 = V (i); si dim(V ) < ri, on aV (i)1 \ V (i)2 = �.(3) Pour tout V 2 � avec dim(V ) < ri, il existe un unique diviseur exceptionnel irr�eductibleet lisse dans Xi, not�e EV , qui est contract�e en V dans X par le morphisme (f0�� � ��fi�1).(4) Soit 0 � i � �. Alors les V (i) avec V 2 �ri sont deux �a deux disjointes.(5) Toutes les Xi, avec 0 � i � � + 1, sont des G-vari�et�es lisses et tous les morphismes fisont des G-morphismes.D�emonstration. Soit i = 0. Il est clair que 1) et 5) sont vraies. La quatri�eme assertion estvraie parce que �r0 n'a qu'un seul �el�ement VG. Les deux autres sont vraies parce que �j = �pour tout j < r0.Supposons que ces cinq assertions soient vraies pour i � k. Posons Wk := SV 2�rk V (k).Alors Wk est une sous-vari�et�e lisse de Xk, stable par G. Comme Xk+1 est l'�eclatement deXk de centre Wk, le lemme 1.4 montre que Xk+1 est une G-vari�et�e lisse et que le morphismefk : Xk+1 �! Xk est un G-morphisme. Ceci montre 5).Pour chaque V 2 �rk l'image inverse de V (k) dans Xk+1 est un diviseur exceptionnelirr�eductible et lisse, not�e EV . Il est clair que l'image de EV dans X par le morphisme f0�� � ��fkest V . Ceci montre 3).Soient V1 2 �k et V 2 �k0 avec k0 � k et V 6= V1. D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurence,V1(k) \ V (k) 6= � si et seulement si V1 � V . Ceci �equivaut V1(k) � V (k). Donc si dim(V ) > k,alors: l'intersection V (k) \Wk ou bien est vide; ou bien est la r�eunion disjointe de certainescomposantes de Wk. Dans le premier cas V (k+1) est isomorphe �a V (k). Dans le deuxi�eme casV (k+1) est isomorphe �a l'�eclatement de V (k) de centre V (k) \Wk qui est une sous-vari�et�e lissede V (k). On voit que dans les deux cas V (k+1) est lisse. Ceci montre 1).Soient V1; V2 2 � avec dim(V1) � k+1 et dim(V2) � k+1. Posons V := V1\V2. Supposonsque V 6= V1 et V 6= V2.Si dim(V ) < k, d'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurence, V1(k)\V2(k) = �. Donc V1(k+1)\V2(k+1) =�. Si dim(V ) > k alors V1(k+1) \ V2(k+1) = V (k+1).Si dim(V ) = k. Posons W := V1 + V2. Alors V1 et V2 sont transversales dans W . Cecientrâ�ne que V1(k) et V2(k)sont transversales dans W (k). Quand on �eclate V (k), les transform�eesstrictes de V1 et de V2 dans Xk+1 sont s�epar�ees, i.e. V1(k+1) \ V2(k+1) = �. Ceci montre 2).En particulier on voit que les V (k+1) avec V 2 �rk+1 sont deux �a deux disjointes. Laquatri�eme assertion est d�emontr�ee. 213



Posons X 0 := X�+1 et EV := E(�+1)V pour tout V 2 �. Alors on a leLemme 1.9 Pour tout x 2 X 0 il existe un unique drapeau de sous-espaces lin�eaires de X,not�e Dx = (V0 � V1 � � � � � Vk) avec fV0; � � � ; Vkg � �, tel que les EVi soient les seulsdiviseurs exceptionnels passant par x pour i = 0; :::; k.D�emonstration. Soient fV0; :::; Vkg le sous-ensemble de � avec Vi 2 � pour i = 0; :::; k tel queles EVi soient les seuls diviseurs exceptionnels passant par x. Il est clair que ce sous-ensembleest unique.Supposons qu'il existe deux �el�ements di��erents V 0; V 00 de ce sous-ensemble avec V 0 6� V 00 etV 00 6� V 0. Posons V := V 0 \ V 00. Soit dim(V ) = rj. ALors d'apr�es la proposition pr�ec�edente,on a V 0(j+1) \ V 00(j+1) = �, et par suite EV 0 \ EV 00 = �. Car(fj+1 � � � � � f�)(EV 0 \ EV 00) = V 0(j+1) \ V 00(j+1) :D'o�u une contradiction. Cette contradiction montre que les Vi, avec i = 0; :::; k, sont totale-ment ordonn�ees et forment un drapeau, not�e Dx. 2D�e�nition 1.10 Pour tout point x dans X 0, on appelle Dx d�e�nit dans le lemme pr�ec�edentle drapeau associ�e �a x.Soit D = (V0 � V1 � � � � � Vk) un drapeau de sous-espaces lin�eaires de X. Posons Y1 :=BlV0X. Successivement notons Vi la transform�ee stricte de Vi dans Yi et posons Yi+1 := BlViYavec i = 0; :::; k. On appelle Yk+1 l'�eclatement de X de centre D, not�e BlDX.Lemme 1.11 Pour tout x 2 X 0, soit Dx le drapeau associ�e �a x. Alors il existe un morphismecanonique 'x : X 0 �! BlDxXtel qu'au voisinage de x, 'x soit un isomorphisme.D�emonstration. Soit Dx = (V0 � V1 � � � � � Vk). Soient rdi = dim(Vi) avec i = 0; :::; k etxj := (fj � � � � � f�)(x)avec j = 0; :::; �. Pour tout j < d0 le morphisme (f0 � � � � � fj) de Xj+1 dans X induit unisomorphisme au voisinage de xj. Si j � d0 alors l'image inverse de V0 dans Xj+1 est undiviseur, donc Xj+1 domine BlV0X. Le morphisme canonique de Xd0+1 dans BlV0X induit unisomorphisme au voisinage de xd0+1.Posons dk+1 := � + 1 et Di := (V0 � V1 � � � � � Vi) avec i = 0; :::; k. Successivement onv�eri�e que Xj domine BlDiX et que le morphisme canonique de Xj dans BlDiX induit unisomorphisme au voisinage de xj avec j 2 fdi+1; :::; di+1g. Notons 'x le morphisme canoniquede X 0 dans BlDxX. Alors 'x induit un isomorphisme au voisinage de x.14



2Lemme 1.12 Dans X 0, les diviseurs exceptionnels EV , avec V 2 �, sont �a croisements nor-maux.D�emonstration. Puisque c'est une propri�et�e locale, il su�t de v�eri�er qu'elle est vraie auvoisinage de chaque point x 2 X 0.Soit x 2 X 0. SoitDx = (V0 � � � � � Vk) le drapeau associ�e �a x. D'apr�es le lemme pr�ec�edent,au voisinage de x la vari�et�e X 0 est isomorphe �a BlDxX. Mais dans BlDxX tous les diviseursexceptionnels sont �a croisements normaux. Par l'isomorphisme local, on trouve que les EViavec i = 0; :::; k sont �a croisement normal en x.Comme x est un point quelconque de X 0 et que les EVi avec i = 0; ::; k sont les seulsdiviseurs exceptionnels passant par x, on conclut que dans X 0 les diviseurs exceptionnels sont�a croisements normaux. 2Th�eor�eme 1.13 Soient X := C n ; G un sous-groupe �ni non ab�elien de GL(n; C ), � :=fV H 01 \� � �\V H 0k j H 0i := [Hi;Hi]; Hi sous-groupe de G; 1 � i � k; k 2 Ng. Soit X 0 la vari�et�eobtenue �a partir de X, par la suite des �eclatements successifs des �el�ements de �nfXg, suivantl'ordre croissant des dimensions. Alors le groupe d'isotropie de tout point de X 0 est ab�elien.D�emonstration. Un sous groupe �ni de GL(n; C ) est ab�elien si et seulement s'il existe unchangement de base qui diagonalise simultan�ement tous les �el�ements du groupe G. Ceci�equivaut �a l'existence d'une d�ecomposition de X en somme directe de sous-espaces lin�eairesG-stables telle que restreints sur chaque facteur de la d�ecomposition les �el�ements de G com-mutent. ([38] Page 39)Prenons un point quelconque x dans X 0. Soit Dx = (V0 � V1 � � � � � Vk) le drapeauassoci�e �a x (d�e�nition 1.10). Soit g 2 Gx o�u Gx est le groupe d'isotropie du point x.Pour chaque Vi avec i 2 f0; :::; kg, EVi \ g(EVi) 6= � parce que x est un point commun.Comme g(EVi) = Eg(Vi), d'apr�es la proposition 1.8 on a g(Vi) = Vi. Donc tous les Vi ainsique tous les EVi avec i = 0; :::; k sont stables par Gx. Consid�erons des morphismes surjectifssuivants: Gx ! (Gx)jVk ! � � � ! (Gx)jVj+1 ! (Gx)jVj ! � � � ! (Gx)jV0o�u (Gx)jV , avec V un sous espace lin�eaire stable par Gx, est par d�e�nition l'image de Gx(� GL(n; C )) dans GL(V; C ) par le morphisme de restriction.Supposons que dim(Vi) = rdi, avec 0 � i � k. Pour i = 0, la restriction de Gx sur V0 estab�elienne, i.e. pour tous g1; g2 2 G et pour tout x0 2 V0, on a g1g2(x0) = g2g1(x0). En e�et sila restriction de Gx sur V0 n'est pas ab�elienne, on doit avoir V0 6� VGx . Posons V 0 := V0 \VGx ,on a V 0 2 �. Soit W l'�el�ement minimal de � contenant x0 qui est l'image de x dans X. Laconstruction de X 0 montre que le diviseur exceptionnel EW doit passer par x. D'autre partW est strictement contenu dans V0. Ceci contredit la minimalit�e de V0.15



Posons Vk+1 := X. Supposons qu'on ait montr�e que la restriction deGx sur Vj est ab�elienne,avec 0 � j � k. Notons Vj+1;x le sous espace lin�eaire minimal de X0 contenant Vj dont latransform�ee stricte dans Xdj+1 contient xj+1 qui est l'image de x dans Xdj+1, i.e.xj+1 := (fdj+1 � � � � � f�)(x) :L'espace lin�eaire Vj+1;x est de dimension rdj+1 et contient Vj qui est de dimension rdj . PrenonsLj+1;x un suppl�ementaire de Vj dans Vj+1;x stable par Gx. Alors Lj+1;x est de dimension 1.Donc la restriction de Gx sur Lj+1;x est cyclique, car celle-ci est isomorphe �a un sous groupe�ni de C � , avec C � le groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls.La restriction du groupe Gx sur Vj+1;x est isomorphe �a un sous-groupe de la somme directede (Gx)jVj et (Gx)jLj+1;x , i.e. (Gx)jVj+1;x � [(Gx)jVj � (Gx)jLj+1;x ]. Comme les deux dernierssont des groupes ab�eliens, on en d�eduit que (Gx)jVj+1;x l'est aussi.On a un morphisme surjectif canonique de (Gx)jVj+1 dans (Gx)jVj+1;x qui applique gjVj+1 �agjVj+1;x pour tout g 2 Gx. Supposons que la restriction de Gx sur Vj+1 ne soit pas ab�elienne.Posons V 0 := VGx \ Vj+1. Alors V 0 2 � etVj � Vj+1;x � V 0 � Vj+1 :Posons V 00 := minfV 2 � j V � Vj+1;xg. La construction de X 0 montre que le diviseurexceptionnel EV 00 doit passer par x.On obtient la châ�ne suivanteVj � (Vj � Lj+1;x) � V 00 � Vj+1avec V 00 6= Vj+1. Ceci contredit la maximalit�e de la suite fVigi=0;:::;k. On en conclut que larestriction de Gx sur Vj+1 est ab�elienne. Quand j = k on trouve que Gx est ab�elien. 2Remarque 1.14 Puisque G est petit, alors le th�eor�eme 2 de [33] implique que l'image de toutV 2 � n fXg dans X=G est contenue dans le lieu singulier Sing(X=G) de X=G. Et par suitela restriction sur l'image inverse de (X=G) n Sing(X=G) du morphisme canonique de X 0=Gdans X=G est un isomorphisme, ou de fa�con �equivalante tout diviseur exceptionnel de X 0=Gest contract�e dans Sing(X=G).Remarque 1.15 Si G est le groupe sym�etrique Sn, et agit de fa�con naturelle sur le n-produitcart�esien de l'espace a�ne C d , alors � est l'ensemble de l'espace tout entier et de toutesles diagonales sauf celles qui correspondent aux transpositions, i.e. les sous-espaces lin�eairesinvariants des deux-cycles. Dans ce cas on obtient un mod�ele �equivariant ab�elien du produitsym�etrique Sym(n)(C d). 16



2 Strati�cation de mod�eles �equivariants ab�eliens.Suite au premier chapitre, on d�e�nit une strati�cation S du G-mod�ele �equivariant ab�elien X 0de X := C n . Cette strati�cation est la superposition de deux strati�cations naturelles de X 0:l'une provient de l'action de G, l'autre provient des positions des diviseurs exceptionnels dansX 0.On associe �a chaque strate Z deux groupe, le groupe G0(Z) qui �xe Z (point par point) etle groupe G(Z) qui laisse Z stable. On peut montrer que le long de l'image de chaque stratele quotient X 0=G est "�equisingulier". Ensuite on montre le th�eor�eme 2.6 qui va garantir lapossibilit�e de recoller des d�esingularisations locales.Dans le deuxi�eme paragraphe, on analyse cette strati�cation S en plus de d�etails et onmontre dans le th�eor�eme 2.8 l'existence d'un recouvrement R de X 0 qui est compatible avecla strati�cation S et qui a des propri�et�es suivantes:(i) La famille R est stable par G et ferm�ee pour l'intersection.(ii) Chaque ouvert U dans R est une r�eunion des strates et isomorphe �a un ouvert de Zariskid'une vari�et�e torique. Sous cet isomorphisme, l'image de chaque strate (contenue dansU) est un ouvert dense de l'adh�erence d'une orbite du tore.2.1 Une strati�cation �a groupe d'isotropie constant.Soit g 2 G. Notons W g l'ensemble des points �xes de g dans X 0, i.e.W g := fx 2 X 0 j g(x) = xg :Soit H un sous-groupe de G. Posons WH := \g2HW g :D'apr�es le th�eor�eme 1.13, le groupe d'isotropie de tout point de X 0 est ab�elien. Donc si H estun sous-groupe non ab�elien, on a WH = �.Soit D = (V0 � V1 � � � � � Vk) un drapeau de sous-espaces lin�eaires de X avec Vi 2 �pour i = 0; :::; k. Posons ED := k\i=0EVi :On dit que D est stable par g, not�e g(D) = D, si chaque Vi est stable par g pour i = 0; :::; k.On dit que D est stable par H, si D est stable par tout �el�ement de H, i.e. 8g 2 H on ag(D) = D. Si D = �, on dit que D est stable par G et on pose E� := X 0. D�e�nissonsG(D) := fg 2 G j g(D) = Dg :Donc on a G(�) = G. 17



Lemme 2.1 Soient H un sous-groupe ab�elien de G, D � � un drapeau. Alors1) WH est une sous-vari�et�e lisse de X 0;2) si D est stable par H, ED \WH est une sous-vari�et�e lisse et ferm�ee dans X 0,sinon ED \WH = �.D�emonstration.1) Supposons que WH 6= �. Alors au voisinage de chaque point x 2 WH, l'action de H estlin�earisable. La lissicit�e de WH en x vient du fait suivant: s'il y a un groupe �ni quiagit lin�eairement sur un espace a�ne, alors l'ensemble des points �xes du groupe est lesous-espace lin�eaire invariant par ce groupe, donc est lisse.Montrons que H a au moins un point �xe dans X 0. D'abord H a un point �xe dansX0 := X, par exemple l'origine. Supposons que H ait un point �xe xi dans Xi aveci � 0. Puisque fi : Xi+1 �! Xiest un �eclatement �equivariant par G, l'image inverse de xi dans Xi+1 est stable par H etcanoniquement isomorphe �a un espace projectif. Comme H est ab�elien et �ni, il existeau moins un point dans f�1i (xi), not�e xi+1, qui est �xe par H. Successivement on peuttrouver un point x�+1 �xe par H dans X 0 = X�+1. Donc WH 6= �.2) Supposons que D soit stable par H. On a montr�e que dans X 0 les diviseurs exceptionnelsEV avec V 2 � sont �a croisements normaux. Ceci entrâ�ne que ED = TV 2DEV est unesous-vari�et�e lisse. Comme le drapeau D est stable par H, chaque V et donc chaque EVavec V 2 D sont aussi stables par H. Par cons�equent ED est stable par H.Notons Zi l'image de ED dans Xi, i.e.Zi := fi � fi+1 � � � � � f�(ED) :Alors Z0 contient l'origine qui est un point �xe de H. Supposons qu'il existe un pointxi 2 Zi �xe par H. L'intersection de Zi+1 avec l'image inverse de xi dans Xi+1 estisomorphe �a un espace projectif. Comme H est ab�elien et stabilise cette intersection, ilexiste un point xi+1 2 f�1i (xi) \ Zi+1 tel que xi+1 soit �xe par H. Successivement ontrouve un point x�+1 dans Z�+1, qui est �egale �a ED, tel que x�+1 soit �xe par H. Ainsion a montr�e ED \WH 6= �.Si on consid�ere la restriction de H sur ED, alors ED \WH est la sous-vari�et�e invariantepar H. Avec même argument que dans 1), on montre que ED \WH est lisse. Il est clairque cette intersection est ferm�ee dans X 0.Si D n'est pas stable par H. Il existe un V 2 D et un g 2 H tels que g(V ) 6= V .Ceci implique g(EV ) \ EV = �. Donc EV \W g = �, et par suite ED \WH = �.18



2D�e�nissons A comme l'ensemble des composantes irr�eductibles de ED \ WH , pour toutcouple (H;D), avec H un sous-groupe ab�elien de G et D � � un drapeau stable par H.D'apr�es le lemme pr�ec�edent, chaque �el�ement Z de A est une sous-vari�et�e lisse et ferm�ee de X 0.Posons Ak := fZ 2 A j dim(Z) = kgavec k = 0; :::; n. D�e�nissonsSk := fZ � X 0 j 9 Z1 2 Ak tel que Z = Z1 n ( [Z02Adim(Z0)<k Z 0)g :On remarque que le seul �el�ement de dimension n dans A est E� \W feg = X 0. Donc le seul�el�ement dans Sn, not�e Zn, estZn = X 0 n [( [g2GnfegW g) [ ( [V2�nfXgEV )] :On d�e�nit la strati�cation S de X 0 comme la r�eunion disjointe des Sk avec k = 0; :::; n. Il estfacile de v�eri�er que S est une strati�cation de X 0 au sens de H.Whitney ([41]):(1) chaque �el�ement Z de S, appel�e strate, est une sous-vari�et�e lisse de X 0, car Z est unouvert dense d'un �el�ement de A.(2) X 0 est la r�eunion disjointe des Z avec Z 2 S. Ceci r�esulte de (3) et du fait que Zn estun ouvert dense dans X 0.(3) le bord de chaque strate Z, i.e. Z nZ, est une r�eunion disjointe de strates de dimensionsinf�erieures, r�esulte de la d�e�nition des Sk, 0 � k � n, et du fait que l'intersection dedeux �el�ements de A est une r�eunion des �el�ements de A.Lemme 2.2 Soit Z une strate dans S.1) Tous les points de Z ont le même drapeau associ�e, (d�e�nition 1.10), not�e DZ . De plusZ � EDZ et Z \ EV = � pour tout V 2 � n DZ .2) Posons YZ := BlDZX. Le morphisme canonique 'Z de X 0 dans BlDZX est un isomor-phisme au voisinage de Z.D�emonstration. 19



1) D'apr�es la d�e�nition de la strati�cation S, pour tout point x dans X 0 n Zn, l'adh�erencede la strate contenant x est une composante irr�eductible de EDx \WGx. Donc si x1 etx2 sont deux points de X 0 avec Dx1 6= Dx2 , ils sont dans des strates di��erentes, par suitesi x1; x2 2 Z, alors Dx1 = Dx2 et DZ est bien d�e�ni.Soit x 2 Z. On a x 2 EDx et Dx = DZ , d'o�u Z � EDZ . Si V 2 � n DZ , alorsV =2 Dx = DZ . D'o�u x =2 EV , (lemme 1.9), et par suite Z \ EV = �.2) C'est une cons�equence imm�ediate du lemme 1.11 et du fait que Dx = DZ , 8x 2 Z. 2Les notations sont comme dans le lemme pr�ec�edent. On appelleDZ le drapeau associ�e �a Z.On a la proposition suivante.Proposition 2.3 Soit Z 2 S. Alors le morphisme canonique 'Z de X 0 dans YZ est unisomorphisme au voisinage de Z 0 pour tout Z 0 2 S tel que Z � Z 0.D�emonstration. Soient Z;Z 0 2 S tels que Z � Z 0. Soit DZ (resp. DZ0 ) le drapeau associ�e �a Z(resp. Z 0). On a DZ0 � DZ . D'apr�es le lemme 1.11, le morphisme canonique'Z : X 0 �! YZ := BlDZXest un isomorphisme au voisinage de Z, et le morphisme canonique'Z0 : X 0 �! YZ0 := BlDZ0Xest un isomorphisme au voisinage de Z 0. Puisque 'Z0 se factorise par 'Z , on en conclut que'Z est un isomorphisme au voisinage de Z 0. 2D�e�nition 2.4 Soit Z 2 S. On d�e�nit G(Z) comme le groupe de stabilisateurs de Z et G0(Z)comme le sous-groupe de G constitu�e des �el�ements qui laissent Z invriant, i.e.G0(Z) := fg 2 G j g(x) = x; 8x 2 Zg;G(Z) := fg 2 G j g(Z) = Zg :Lemme 2.5 Soit Z une strate dans S. Alors1) G0(Z) = Gx pour tout x 2 Z.2) G(Z) = fg0 2 G(DZ ) j g � g0 = g0 � g; 8g 2 G0(Z)g, o�u G(DZ ) = fg 2 G j g(DZ ) = DZg.D�emonstration. 20



1) Soient x1; x2 deux points dans Z. Soit Gx1 (resp. Gx2) le groupe d'isotropie de x1(resp. de x2). Comme Z est la strate contenant x1, l'adh�erence de Z dans X 0 est unecomposante irr�eductible de EDx1 \WGx1 . Donc x2 2 WGx1 . Ceci implique Gx1 � Gx2 .De même raison on a Gx2 � Gx1. Par cons�equent tous les points de Z ont le mêmegroupe d'isotropie, not�e G0(Z).2) D'abord montrons que G(Z) est contenu dans le centralisateur de G0(Z) dans G(DZ ).Soit g 2 G(Z). Soit V 2 DZ . D'apr�es le lemme 2:2, on a Z � EV . Comme g(Z) = Z,on obtient g(EV ) \ EV 6= �. Ceci implique g(V ) = V . On en d�eduit G(Z) � G(DZ ).Notons Z l'adh�erence de Z dans X 0, Z est une composante irr�eductible de EDZ \WG0(Z).Notons Zi l'image de Z dans Xi avec i = 0; :::; �, i.e.Zi := fi � � � � � f�(Z) :Posons Z�+1 = Z. Notons G1 le sous-groupe engendr�e par G0(Z) et g. Chaque Zi est�xe par G0(Z) et stable par g, donc stable par G1. Dans Z0 il y a un point �xe de G1,par exemple l'origine de X. Supposons que G1 ait un point �xe xi dans Xi avec i � 0.L'intersection de Zi+1 avec f�1i (xi) est isomorphe �a un espace projectf. Comme elle eststable par g, elle contient un point �xe de g, not�e xi+1. On a d�ej�a remarqu�e que Zi+1 est�xe par G0(Z). Donc xi+1 est �xe par G1. Successivement on trouve dans Z�+1 un pointx�+1 �xe par G1. D'apr�es le th�eor�eme 1.13, Gx�+1 est ab�elien. Comme G1 est contenudans Gx�+1 , G1 est aussi ab�elien. Par cons�equent g commute avec tout �el�ement de G0(Z).Inversement supposons que g soit un �el�ement du centralisateur de G0(Z) dans G(DZ).Le groupe G1 engendr�e par g et G0(Z) est ab�elien. D'autre part il est facile de voir quele morphisme canonique 'Z : X 0 �! YZ := BlDZXest �equivariant par rapport �a G(DZ ). Soit DZ = (V0 � V1 � � � � � Vk) et posonsVk+1 := X. Prenons un suppl�ementaire Vii+1 de Vi dans Vi+1 stable par G(DZ ) pouri = 0; :::; k. Choisissons une base fe(0)g (resp. fe(i+1)g) de V0 (resp. Vii+1) telle que, souscette base, la restriction de tout �el�ement de G1 sur V0 (resp. Vii+1) soit diagonale. Lar�eunion des fe(i)g, avec i = 0; :::; k+ 1, est une base de X. Sous cette base tout �el�ementde G1 est diagonal. Notons T le tore associ�e �a cette base, T ' (C �)n contient G1 commeun sous-groupe �ni. On peut consid�erer YZ comme une vari�et�e torique munie de l'actiondu tore T . Dans YZ , 'Z(Z) est l'adh�erence d'une orbite du tore, donc est stable par T .A priori elle est stable par g. Puisque 'Z (Z) est un ouvert dense de 'Z(Z), l'�egalit�eg('Z (Z)) = 'Z (Z)implique que g('Z (Z)) \ ('Z (Z)) 6= � :Ceci �equivaut �a g(Z) \ Z 6= �, car 'Z est �equivariant par rapport �a G1. Par cons�equentg(Z) = Z et donc g 2 G(Z). 21



2Th�eor�eme 2.6 Soient X := C n l'espace a�ne muni d'une action d'un groupe �ni G �GL(n; C ), X 0 le mod�ele �equivariant ab�elien construit dans le th�eor�eme 1.13 et S la strati�ca-tion de X 0 d�e�nie pr�ec�edement. Soient Z1; Z2 deux strates di��erentes dans S, G0(Z1) (resp.G0(Z2)) le sous-groupe de G qui laisse Z1 (resp. Z2) invariant et G(Z1) (resp. G(Z2)) legroupe de stabilisateurs de Z1 (resp. Z2). Supposons que Z1 � Z2. Alors on aG0(Z2) � G0(Z1) � G(Z1) � G(Z2) :D�emonstration. La deuxi�eme inclusion est �evidente.Prenons un �el�ement g dans G0(Z2). Comme g �xe tout point de Z2, g �xe tout point deZ2 aussi. En particulier g �xe les points de Z1. Ceci montre la premi�ere inclusion.Notons D1 (resp. D2) le drapeau associ�e �a Z1 (resp. Z2). D'apr�es le lemme pr�ec�edentG(Z1) est constitu�e des �el�ements de G qui �a la fois commutent avec tout �el�ement de G0(Z1) etstabilisent le drapeau D1. Chaque �el�ement de G(Z1) commute avec tout �el�ement de G0(Z1),en particulier commute avec tout �el�ement de G0(Z2). D'autre part, D2 � D1. Tout �el�ementde G(Z1) stabilise D1, �a priori stabilise D2. Par cons�equent G(Z1) � G(Z2). 22.2 Un recouvrement particulier du mod�ele �equivariant ab�elien X 0.Dans ce paragraphe, on montre l'existence d'un recouvrement de X 0 qui est compatible avecla strati�cation S d�e�nie dans le paragraphe pr�ec�edent.D�e�nition 2.7 Soit Z une strate dans S, on de�nit UZ de la mani�ere suivante,UZ := [Z02SZ�Z0 Z 0 :Th�eor�eme 2.81) Pour toute strate Z 2 S, l'ensemble UZ d�e�ni ci-dessus est un ouvert de X 0. PosonsR := fUZ j Z 2 Sg. Alors la famille R est ferm�ee pour l'intersection et recouvre X 0.2) Le morphisme canonique 'Z : X 0 �! YZ := BlDZX est un isomorphisme sur UZ . DoncUZ est isomorphe �a 'Z (UZ), qui est un ouvert de Zariski de la vari�et�e torique YZ. Deplus la restriction de 'Z sur UZ est une G(Z)-immersion ouverte et l'image de chaqueZ 0 � UZ est un ouvert dense de l'adh�erence d'une orbite du tore.22



Avant de montrer ce th�eor�eme, commen�cons par quelques r�esultats pr�eliminaires. Fixonsune m�etrique sur X invariante par G. Pour voir l'existence d'une telle m�etrique, on peutd�e�nir par exemple (x; y) = 1jGjXg2G < g(x); g(y) >avec < ; > le produit scalaire habituel dans X. On peut v�eri�er que la forme quadratiqueq(x) := (x; x) est d�e�nie positive et invariante parG, donc induit une m�etrique surX invariantepar G. Dans tout ce qui suit, quand on parle de l'orthogonalit�e, c'est toujours par rapport �acette m�etrique invariante.D�e�nition 2.9 Soit D = (V0 � V1 � � � � � Vk) un drapeau non vide de sous-espaces lin�eairesde X. On d�e�nit la d�ecomposition de X associ�ee �a D de la mani�ere suivante,X = V0 � V0;1 � � � � � Vi;i+1 � � � � � Vk;k+1;o�u Vi;i+1 est le suppl�ementaire orthogonal de Vi dans Vi+1 , i = 0; :::; k, avec Vk+1 := X. SiD = �, la d�ecomposition associ�ee est par d�e�nition X = X.Soient X = V0 � V1 � � � � � Vk et X = V 00 � V 01 � � � � � � � �V 0k0 deux d�ecompositions deX en somme directe des sous-espaces lin�eaires. On dit que la premi�ere est plus �ne que ladeuxi�eme si, pour chaque Vi avec 0 � i � k, il existe un V 0j avec 0 � j � k0 tel que Vi � V 0j . Side plus k0 < k, on dit que la premi�ere d�ecomposition est strictement plus �ne que la deuxi�eme.Soient Z 2 S et DZ = (V0 � V1 � � � � � Vk) le drapeau associ�e �a Z. SoitX = V0 � V0;1 � � � � � Vk;k+1la d�ecomposition de X associ�ee �a DZ .D�e�nition 2.10 On d�e�nit la d�ecomposition de X associ�ee �a Z de la mani�ere suivante,X = k+1Mi=0( liMj=1Ei;j) ;o�u pour chaque i, 0 � i � k+1, liLj=1Ei;j est la d�ecomposition canonique, en modules isotypiques,de la sous-repr�esentation de G0(Z) dans Vi�1;i, avec V�1;0 := V0. 2Remarque 2.11 Ici liLj=1Ei;j est la d�ecomposition la moins �ne de Vi�1;i telle que la restrictionde tout �el�ement de G0(Z) sur chaque Ei;j soit une homoth�etie, avec 0 � i � k+1 et 1 � j � li.Si la m�etrique invariante est �x�ee, les Ei;j sont uniquement d�etermin�es �a ordre pr�es, car lesVi�1;i sont uniquement d�etermin�es.2Pour la d�ecomposition canonique d'une repr�esentation lin�eaire, voir ([38] page 33).23



Remarque 2.12 Si DZ = �, la d�ecomposition de X associ�ee �a Z est la d�ecomposition cano-nique de la repr�esentation de G0(Z) dans X.Lemme 2.13 Soient Z et Z 0 deux strates dans S avec Z � Z 0. Soient DZ et DZ0 les drapeauxassoci�es. Alors1) la d�ecomposition de X associ�ee �a DZ est plus �ne que celle associ�ee �a DZ0 .2) la d�ecomposition de X associ�ee �a Z est plus �ne que celle associ�ee �a Z 0.D�emonstration.1) D'apr�es l'hypoth�ese on a Z � Z 0, donc tous les diviseurs exceptionnels EV contenant Z 0contiennent Z aussi. Ceci montre que DZ0 est un sous-drapeau de DZ , et par suite lad�ecomposition de X associ�ee �a DZ est plus �ne que celle associ�ee �a DZ0 .2) Supposons que DZ = (V0 � � � � � Vk) et DZ0 = (V 00 � � � � � V 0k0). Soit X = k+1Li=0( liLj=1Ei;j)(resp. X = k0+1Li=0 ( l0iLj=1E0i;j)) la d�ecomposition de X associ�ee �a Z (resp. associ�ee �a Z 0).D'apr�es le th�eor�eme 2.6, G0(Z 0) est un sous-groupe de G0(Z). Donc la restriction detout �el�ement de G0(Z 0) sur chaque Ei;j , avec 0 � i � k + 1 et 1 � j � li, est unehomoth�etie. D'autre part il est clair que la d�ecomposition X = k+1Li=0( liLj=1Ei;j) est plus �neque celle associ�ee �a DZ0 . D'apr�es la remarque 2.11, l0iLj=1E0i;j est la d�ecomposition la moins�ne de V 0i�1;i telle que sur chaque E0i;j la restriction de tout �el�ement de G0(Z 0) soit unehomoth�etie. On en d�eduit que la d�ecomposition de X associ�ee �a Z est plus �ne que celleassoci�ee �a Z 0. 2Lemme 2.14 Soit D = (V0 � V1 � � � � � Vk) un drapeau de sous-espaces lin�eaires de X. SoitX = V0 � V0;1 � V1;2 � � � � � Vk;k+1la d�ecomposition de X associ�ee �a D. Notons Ei le diviseur exceptionnel irr�eductible dansBlDX qui est contract�e sur Vi et notons E0D l'intersection des Ei, avec i = 0; :::; k. Alors ilexiste un isomorphisme canonique entre E0D et le produit direct suivant,V0 �P(V0;1)� � � � �P(Vi;i+1)� � � � �P(Vk;k+1) :D�emonstration. Si D = �, on pose k = �1. C'est facile de v�eri�er que le lemme soit vraipour k = �1 ou 0. Supposons que ceci soit vrai pour k < j avec j un entier positif. PosonsDi := (V0 � � � � � Vi), avec 0 � i � j. Consid�erons la suite d'�eclatements suivante,24



BlDjX BlDj�1X � � � BlD0X X- - - -fj fj�1 f1 f0Notons E0i, 0 � i � j � 1, le diviseur exceptionnel dans BlDj�1X qui se contracte sur Vi.Posons E0Dj�1 = j�1Ti=0 E0i. D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurence, on a l'isomorphisme suvant,E0Dj�1 ' V0 �P(V0;1)� � � � �P(Vj�1;j � Vj;j+1) :La transform�ee stricte de Vj dans BlDjX, not�ee Vj (j�1), est isomorphe �a BlDj�1Vj avec Dj�1vu comme un drapeau de sous-espaces lin�eaires de Vj . D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurence, on aE0Dj�1 \ Vj(j�1) ' V0 �P(V0;1)� � � � �P(Vj�1;j) :Puisque dans BlDj�1X, Vj(j�1) et les E0i, avec i = 0; :::; j � 1, sont transversales, alors E0D estexactement l'image inverse de E0Dj�1 \ Vj (j�1) dans BlDjX, i.e.E0D = f�1j (E0Dj�1 \ Vj(j�1)) ;avec fj le morphisme deBlVj(j�1)(BlDj�1X) dans BlDj�1X. La transversalit�e ci-dessus impliqueaussi la châ�ne suivante,(f�1j (E0Dj�1 \ Vj(j�1))) � (f�1j (E 0Dj�1)) = (Bl(E0Dj�1\Vj(j�1))E0Dj�1) :On en d�eduit que E 0D est �egal au diviseur exceptionnel de l'�eclatement de E 0Dj�1 de centreE0Dj�1 \ Vj (j). Or ce diviseur exceptionnel est isomorphe au �br�e projectif associ�e au �br�enormal de E0Dj�1 \ Vj(j) dans E0Dj�1 , est donc isomorphe �aV0 �P(V0;1)� � � � �P(Vj�2;j�1)�P(NP(Vj�1;j)P(Vj�1;j � Vj;j+1)) :Puisque (NP(Vj�1;j)P(Vj�1;j � Vj;j+1))
OP(Vj�1;j)(1) ' P(Vj�1;j)� Vj;j+1 ;on obtient P(NP(Vj�1;j)P(Vj�1;j � Vj;j+1)) ' P(Vj�1;j)�P(Vj;j+1) :D'o�u le r�esultat. 2Soient Z une strate dans S, DZ = (V0 � � � � � Vk) le drapeau associ�e �a Z etX = k+1Mi=0( liMj=1Ei;j)la d�ecomposition de X associ�ee �a Z. Posons YZ := BlDZX. Notons E0i le diviseur exceptionnelirr�eductible dans YZ qui se contracte en Vi, 0 � i � k, et E0D l'intersection des E0i. NotonsY G0(Z) l'ensemble de points �xes de G0(Z) dans YZ. On a le lemme suivant.25



Lemme 2.15 Il existe une correspondance biunivoque entre l'ensemble des composantes irr�e-ductibles de E0D \ Y G0(Z) et l'ensemble des suites f�igk+1i=1 , avec �i 2 f1; :::; lig. Pr�ecis�ementchaque composante est de la forme suivante,E0 � E1;�1 � � � � �Ek+1;�k+1 \ E0D ;o�u E0 est le sous-espace invariant de G0(Z) dans V0.D�emonstration. D'apr�es le lemme pr�ec�edent, on a l'isomorphisme suivant,E0D ' V0 �P(V0;1)� � � � �P(Vk;k+1) :D'apr�es la d�e�nition de la d�ecomposition associ�ee, les Vi;i+1 avec i = 0; :::; k ainsi que V0 sonttous stables par G0(Z). Pour d�eterminer E0D \ Y G0(Z) il su�t de consid�erer l'action de G0(Z)sur chaque facteur du produit direct ci-dessus.D'abord E0 est le sous-espace invariant de G0(Z) dans V0. Si E0 6= f0g, il existe un uniquej avec 1 � j � l0 tel que E0;j = E0. Ensuite pour i = 1; :::; k + 1, l'ensemble de points �xesde G0(Z) dans P(Vi�1;i) est la r�eunion disjointe des P(Ei;j) avec j = 1; :::; li. Par cons�equentchaque composante irr�eductible de E 0D \ Y G0(Z) est de la forme suivante,E0 �P(E1;�1)� � � � �P(Ek+1;�k+1) :On v�eri�e que ce produit direct est �egal �a l'intersection de E 0D avec la transform�ee stricte del'espace EZ o�u EZ := E0 � E1;�1 � � � � � Ek+1;�k+1 :D'o�u le r�esultat. 2Lemme 2.16 Les notations sont comme pr�ec�edement. Soit 'Z le morphisme canonique deX 0 dans YZ = BlDZX. Alors l'adh�erence de l'image de Z dans YZ, not�ee 'Z (Z), est unecomposante irr�eductible de E 0DZ \ Y G0(Z).D�emonstration. Puisque Z est une composante irr�eductible de EDZ \ WG0(Z), avec WG0(Z)l'ensemble de points �xes de G0(Z) dans X 0, et que 'Z est �equivariant par rapport �a G0(Z),alors 'Z (Z) est irr�eductible et contenue dans E0DZ \ Y G0(Z). Or la restriction de 'Z sur UZest une G0(Z)-immersion ouverte, on en d�eduit que 'Z (Z) est une composante irr�eductible deE0DZ \ Y G0(Z) \ 'Z(UZ). Comme 'Z(Z) = 'Z (Z) \ 'Z (UZ) est un ouvert dense de 'Z (Z), onconclut que 'Z (Z) est une composante irr�eductible de E 0D \ Y G0(Z). 226



Corollaire 2.17 Les notations sont comme dans les deux lemmes pr�ec�edents. Alors dans X 0,l'adh�erence de Z est l'intersection de EDZ avec la transform�ee stricte de l'espace EZ , o�uEZ := E0 � E1;�1 � � � � � Ek+1;�k+1 :D�emonstration. On v�eri�e directement que EDZ \EZ est irr�eductible et �xe par G0(Z). Doncelle est contenue dans une composante irr�eductible de EDZ \WG0(Z). D'autre part son imagedans YZ contient l'image de Z. Puisque 'Z est un isomorphisme au voisinage de Z, ceciimplique qu'elle contient Z. Comme Z est une composante irr�eductible de EDZ \WG0(Z), onen d�eduit que Z = EDZ \ EZ : 2Convention 2.18 Quitte �a changer les indices, on suppose �i = 1 pour i = 1; ::; k + 1.Acceptons que E0;1 peut être r�eduit �a f0g, on suppose E0;1 = E0. Donc dans la suite, quandon �ecrit la d�ecomposition de X associ�ee �a une strate Z, on aZ = EDZ \ (E0;1 � E1;1 � � � � � Ek+1;1) :Lemme 2.19 Soient Z;Z 0 deux strates di��erentes dans S. Soit DZ = (V0 � V1 � � � � � Vk)(resp. DZ0 = (V 00 � V 01 � � � � � V 0k0)) le drapeau associ�e �a Z (resp. Z 0). Soit X = k+1Li=0( liLj=1Ei;j)(resp. X = k0+1Li=0 ( l0iLj=1E0i;j)) la d�ecomposition de X associ�ee �a Z (resp. Z 0). Alors, Z � Z 0 si etseulement si les trois conditions suivantes sont v�eri��ees,(1) DZ � DZ0 , i.e. il existe 0 � �0 < �1 < � � � < �k0 � k tels que V 0i = V�i pour i = 0; :::; k0.(2) la d�ecomposition de X associ�ee �a Z est plus �ne que celle associ�ee �a Z 0.(3) ( �iLj=�i�1+1Ej;1) � E0i;1, 0 � i � k0+1, ��1 := �1 et �k0+1 := k+1. De plus si DZ = DZ0 ,alors il existe au moins un i tel que l'inclusion ci-dessus soit stricte.D�emonstration. Supposons Z � Z 0. Alors DZ0 � DZ . Pour chaque i 2 f0; :::; k0g, on aV 0i 2 DZ , i.e. 9�i tel que V 0i = V�i. Le (2) d�ecoule du fait que G0(Z 0) � G0(Z) (th�eor�eme2.6). Pour montrer le (3), consid�erons le morphisme suivant,'Z : X 0 �! YZ := BlDZX :Posons Fj;1 := E0i;1 \ Vj�1;j avec 0 � i � k0 + 1 et �i�1 < j � �i. Alors dans YZ, 'Z (Z 0) \('Z (EDZ )) est isomorphe au produit direct suivant,F0;1 �P(F1;1)� � � � �P(Fk+1;1) ;27



qui est une sous-vari�et�e ferm�ee de'Z(EDZ ) ' V0 �P(V0;1)� � � � �P(Vk;k+1) :D'autre part, on a 'Z (Z) � ('Z (EDZ )) et 'Z (Z) ' E0;1�P(E1;1)�� � ��P(Ek+1;1). L'inclusion'Z (Z) � ('Z (Z 0) \ 'Z(EDZ )) implique que Ei;1 � Fi;1 pour i = 0; :::; k + 1. Donc on a( �iMj=�i�1+1Ej;1) � E0i;1 ;avec i = 0; :::; k+1. Si DZ = DZ0 et Ei;1 = E0i;1 pour i = 0; :::; k+1, alors dans YZ, on a Z = Z 0.Ceci implique que Z = Z 0, d'o�u une contradiction. Ainsi on a montr�e que la d�ecompositionde X associ�ee �a Z est strictement plus �ne que celle associ�ee �a Z 0.Inversement supposons que les trois conditions soient v�eri��ees. Alors les deux premi�eres con-ditions impliquent que G0(Z 0) � G0(Z) � G(Z) � G(Z 0) :Puisque Z 0\EV = � pour tout V 2 �nDZ , le morphisme 'Z : X 0 �! YZ est un isomorphismeau voisinage de Z 0. La troisi�eme condition implique que dans YZ, on a'Z (Z) � 'Z (Z 0) :Comme 'Z est un isomorphisme au voisinage de Z, on en d�eduit que Z � Z 0. Puisque Z 6= Z 0,on obtient Z � Z 0. 2Proposition 2.20 Soient Z1 et Z2 deux �el�ements distincts dans S. Alors il existe un uniqueZ 2 S tel que Z soit l'�el�ement minimal de S dont l'adh�erence contient Z1 et Z2, i.e.1) (Z1 [ Z2) � Z,2) Z � Z 0 pour tout Z 0 2 S avec Z 0 � (Z1 [ Z2).D�emonstration. Soit D1 = (V 10 � V 11 � � � � � V 1k1) (resp. D2 = (V 20 � V 21 � � � � � V 2k2))le drapeau associ�e �a Z1 (resp. Z2). Soit X = k1+1Li=0 ( l1iLj=1E1i;j) (resp. X = k2+1Li=0 ( l2iLj=1E2i;j)) lad�ecomposition de X associ�ee �a Z1 (resp. Z2) (d�e�nition 2.10). Posons D := D1 \ D2. SoitD = (V0 � V1 � � � � � Vk). Alors il existe deux suites d'entiers f�ig et f�ig, avec i = 0; :::; k,telles que Vi = V 1�i = V 2�i pour i = 0; :::; k. D�e�nissons pour 0 � i � k + 1Ei;0 := ( �iMc1=�i�1+1E1c1;1) + ( �iMc2=�i�1+1E2c2;1) ;28



avec �k+1 := k1 + 1, �k+1 := k2 + 1, etG0 := fg 2 G0(Z1) \G0(Z2) j gjEi;0 est une homoth�etieg :Posons Ei;1 le sous-espace maximal de Vi�1;i contenant Ei;0 tel que la restriction de tout �el�ementde G0 sur Ei;1 soit une homoth�etie. Soit Z la strate passant par le point g�en�erique de ED \EZavec EZ := k+1Li=0 Ei;1. On voit que Z est une composante irr�eductible de ED \ WG0 et quel'adh�erence de Z contient Z1 et Z2 (lemme 2.19).D'autre part pour tout Z 0 2 �, avec Z 0 � (Z1 [ Z2), on a DZ0 � D1 et DZ0 � D2 o�u DZ0est le drapeau associ�e �a Z 0. Donc DZ0 � D. Soit X = k0+1Li=0 ( l0iLj=1E0i;j) la d�ecomposition de Xassoci�ee �a Z 0. Il existe un sous-ensemble de f0; :::; kg, not�e f�0; �1; :::; �k0g, tel que V 0i = V�ipour i = 0; :::; k0. D'apr�es le lemme pr�ec�edent et l'hypoth�ese (Z1 [ Z2) � Z 0, on obtient lesdeux inclusions suivantes:( ��iMj=��i�1+1 E1j;1) � E0i;1 et ( ��iMj=��i�1+1 E2j;1) � E0i;1 :Ceci entrâ�ne que Ej;0 � E0i;1, pour �i�1 < j � �i.Comme G0(Z 0) � G0, la restriction de chaque �el�ement de G0(Z 0) sur Ej;0 est une ho-moth�etie pour j = 0; :::; k + 1. La d�e�nition de Ej;1 entrâ�ne que Ej;1 � E0i;1, avec j =�i�1 + 1; :::; �i. Donc on a ( �iMj=�i�1+1Ej;1) � E0i;1 :D'autre part DZ0 � D et G0(Z 0) � G0, on en d�eduit que la d�ecomposition de X associ�ee �a Zest plus �ne que celle associ�ee �a Z 0. D'apr�es le lemme pr�ec�edent on conclut que Z � Z 0. Cecimontre que Z est l'�el�ement minimal de S dont l'adh�erence contient Z1 et Z2. 2Maintenant montrons le th�eor�eme 2.8 qui est �enonc�e au debut de ce paragraphe.D�emonstration du Th�eor�eme 2.8.1) Soit Z 0 2 S tel que Z 6� Z 0. Alors pour tout Z 00 2 S, avec Z 00 � Z 0, on a Z 6� Z 00.Puisque S est une strati�cation de X 0, ceci implique que ( SZ02SZ 6�Z0 Z 0) est un ferm�e de X 0.Par cons�equent UZ, qui est le compl�ementaire de ce ferm�e, est un ouvert de X 0.Il est clair que la famille R recouvre X 0, car chaque Z dans S est contenu dans UZ .Pour tous Z1; Z2 2 S, (UZ1 \ UZ2) est l'ensemble des strates dont l'adh�erence contientZ1 et Z2. D'apr�es la proposition pr�ec�edente, on trouve que (UZ1 \ UZ2) = UZ o�u Z estl'�el�ement minimal de S dont l'adh�erence passe par Z1 et Z2. Ceci montre que R estferm�ee par l'intersection. 29



2) Soit Z 2 S. D'apr�es le th�eor�eme 2.6, chaque Z 0 dans UZ est stable par G(Z). Donc UZest stable par G(Z). Ensuite puisque UZ \ EV = � pour tout V 2 � n DZ , on en d�eduitque le morphisme canonique 'Z : X 0 �! YZ := BlDZX est un isomorphisme sur UZ .Comme 'Z est �equivariant par G(Z) et que UZ est stable par G(Z), on trouve que larestriction de 'Z sur UZ est aussi �equivariante par G(Z). Toutes les vari�et�es apparuesici sont alg�ebriques, donc 'Z (UZ) est un ouvert de Zariski de YZ.Pour chaque strate Z 0 � UZ, l'adh�erence de 'Z (Z 0) est une composante irr�eductiblede l'intersection de la sous-vari�et�e invariante de G0(Z 0) avec des diviseurs exceptionnelspassant par 'Z(Z 0). Or cette intersection est stable par le tore, donc est l'adh�erenced'une orbite du tore. 2
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3 Vari�et�es toriques munies d'une action d'un groupenon ab�elien.Dans cette section, on consid�ere certains types de vari�et�es toriques, qui sont munies naturelle-ment d'une action d'un groupe non ab�elien contenant le tore. Un exemple trivial est l'espacea�ne X := C n muni de l'action de GL(n; C ).Apr�es avoir rappel�e des notations et des r�esultats �el�ementaires, on consid�ere l'action d'ungroupe non ab�elien (contenant le tore) sur des vari�et�es toriques. Plus pr�ecis�ement on consid�eredes modi�cations et des d�esingularisations (�equivariantes par rapport au groupe non ab�elienindiqu�e ci-dessus) de ces vari�et�es toriques et on consid�ere leur traductions en termes subdi-visions des �eventails. Comme un exemple d'application, on obtient des d�esingularisations duquotient de l'espace a�ne C n par un groupe ab�elien �ni G0 � GL(n; C ), qui sont �equivariantespar rapport au centralisateur de G0 dans GL(n; C ).3.1 Rappels et notations.Soient N un Z-module libre de rang n et M := HomZ(N;Z) son dual. AlorsTN := N 
ZC � = Homgroupe(M; C �) = C � � � � � � C �est un tore alg�ebrique. On peut identi�er M et le groupe des caract�eres de TN , i.e.M ' Homgroupes alg�ebriques(T; C �) ;et identi�er N et le groupe des sous-groupes �a un param�etre de TN , i.e.N ' Homgroupes alg�ebriques(C � ; TN) :Posons NR := N 
ZR et MR := M 
ZR. Un sous-ensemble � � NR est appel�e uncône rationel poly�edral fortement convexe, dans la suite on dira simplement un cône, si � \(��) = f0g et qu'il existe u1; � � � ; us 2 N tels que� = fa1u1 + � � �+ asus j ai � 0; i = 1; :::; ng :Un cône � dans NRest dit simplicial s'il est engendr�e par des vecteurs R-lin�eairement ind�epen-dants, il est dit r�egulier s'il est engendr�e par un sous-ensemble d'uneZ-base deN . Sa dimensionest par d�e�nition la dimension du R-espace vectoriel f� � �g dans NR engendr�e par �. Ond�enote par �� le dual de � dans MR, i.e.�� := fx 2MR j< x; y >� 0; 8y 2 �g :Un sous-ensemble �0 � � est appel�e une face de �, not�ee �0 � �, s'il existe un m 2 (M \ ��)tel que �0 = fy 2 � j< m; y >= 0g :Si de plus �0 est di��erent de �, alors on dit que �0 est une face propre de �, not�ee �0 < �. Un�eventail (�ni) � est une famille (�nie) de cônes dans NR telle que31



i) si � 2 � et � < �, alors � 2 �,ii) si �; � 2 �, alors � \ � est une face commune de � et de � .Une d�ecomposition rationnelle partielle poly�edrale, ou simplement r.p.p.d�ecomposition, est uncouple (N;�) constitu�e d'un Z-module libre N de rang �ni et un �eventail � dans NR. Unmorphisme de r.p.p.d�ecompositionsh : (N;�) �! (N 0;�0)est un Z-morphisme h : N �! N 0 avec Coker(h) �ni, tel que pour tout � 2 � il existe un�0 2 �0 satisfaisant hR(�) � �0, o�u hR est l'extension scalairehR : NR�! N 0R :Soient � et �0 deux �eventails dans NR. On dit que �0 est une subdivison de � si les deuxconditions suivantes sont v�eri��ees:i) Pour tout � 2 �, il existe un �0 2 �0 tel que �0 � �.ii) Les deux �eventails � et �0 ont le même support, i.e.[�2� � = [�02�0 �0Soit � un cône dans NR. On d�e�nit V�;N comme l'ensemble des homomorphismes des semi-groupes de �� \M dans C , qui envoient l'unit�e en l'unit�e. On aV�;N := Homunit:semi�groupe(�� \M; C ) = Spec C [�� \M ] ;o�u C est consid�er�e comme un semi-groupe unitaire pour la multiplication et que C [�� \M ] estl'alg�ebre associ�ee au semi-groupe �� \M . On appelle V�;N une vari�et�e torique a�ne. S'il n'ya pas d'ambigu��t�e sur le r�eseau N , on la note simplement V�. Si � est une face de �, alors ilexiste une immersion ouverte canonique de V�;N dans V�;N , en particulier TN = Vf0g;N est unouvert de V�;N . Supposons que � soit un �eventail dans NR. On d�e�nit la vari�et�e V�;N commele recollement canonique des V�;N pour tout � 2 �. L'action de TN sur chaque V�;N est donn�eepar (tx)(m) := t(m)x(m) ;pour tous t 2 TN , m 2M et x 2 V�;N := Homunit:semi�groupe(�� \M; C ).Voil�a quelques principaux r�esultats qui sont utilis�es dans les paragraphes suivants.Th�eor�eme 3.1 Soit (N;�) une r.p.p.d�ecomposition.32



(i) L'application � 3 � �! orb(�) := Homgr(�? \M; C �)est une bijection orb : � �! fTN � orbites dans V�;Ng ;telle que orb(f0g) = TN et telle que dim(�) + dim(orb(�)) = dim(TN). De plus � � � siet seulement si orb(�) est contenue dans l'adh�erence de orb(� ).(ii) L'application � 3 � �! U� := V�;N = a��� orb(� )est une bijection � �! fouverts a�nes dans V�;N stables par TNgv�eri�ant les deux conditions suivantes,a) � � � () U� � U�,b) � = �1 \ �2 () U� = U�1 \ U�2 ,pour tous �; �; �1; �2 2 �.Dans la suite on va noter O�;N l'orbite associ�ee au cône �. Si il n'y a pas d'ambigu��t�e pourle r�eseau N , on la note simplement O�.Th�eor�eme 3.2 Soit (N;�) une r.p.p.d�ecomposition. Alors V�;N est une vari�et�e lisse si etseulement si tout � 2 � est un cône r�egulier. Dans ce cas l'adh�erence de chaque orbite O� estaussi lisse.Th�eor�eme 3.3 Soient h : (N;�) �! (N 0;�0) un morphisme de r.p.p.d�ecompositions et f :V�;N �! V�0;N 0 le morphisme dominant et �equivariant associ�e �a h. Alors f est propre si etseulement si pour chaque �0 2 �0, l'ensemble f� 2 �; h(�) � �0g est �ni et que h�1(�0) estune r�eunion des �el�ements de �.Proposition 3.4 Soient (N 0;�0) et (N 00;�00) deux r.p.p.d�ecompositions. Alors on aV�0;N 0 � V�00;N 00 = V�0��00;N 0�N 00 ;o�u �0 � �00 est l'�eventail dans (N 0 �N 00)R= N 0R�N 00R constitu�e des cônes� = �0 � �00 ;avec �0 2 �0 et �00 2 �00. 33



Plus g�en�eralement on a la proposition suivante pour des �br�es toriques �equivariants.Proposition 3.5 Soient h : (N;�) �! (N 0;�0) un morphisme de r.p.p.d�ecompositions etf : V �! V 0 le morphisme dominant �equivariant associ�e �a h, avec V := V�;N et V 0 := V�0;N 0.Posons N 00 := ker [h : N �! N 0] :Supposons que (N 00;�00) soit une r.p.p.d�ecomposition. Posons V 00 := V�00 ;N 00. Alors f : V �!V 0 est un �br�e �equivariant avec la �bre typique V 00 si et seulement si les trois conditionssuivantes sont v�eri��ees:(i) Le morphisme h : N �! N 0 est surjectif.(ii) Il existe une r.p.p.d�ecomposition (N; e�0) avec e�0 � �, et pour tout �0 2 �0 il existe ununique e�0 2 e�0 tel que h induise une bijectionh : e�0 �! �0 :(iii) Chaque � 2 � peut s'�ecrire de mani�ere unique comme� = e�0 + �00 = fey0 + y00 j ey0 2 e�0; y00 2 �00g ;avec e�0 2 e�0 et �00 2 �00.Pour les d�emonstrations de ces r�esultats, voir ([29]). On a aussi besoin de la propositionsuivante, pour la d�emonstration voir ([15] page 199).Proposition 3.6 Soient � et �0 deux �eventails dans NR avec �0 une subdivision de �. Soit� : V�0 �! V� le morphisme propre birationnel �equivariant induit par les inclusionsC [ ��0 \M ] � C [�� \M ] ;pour tout �0 � �, avec �0 2 �0 et � 2 �. Alors le lieu exceptionnel E de � est la r�eunion desorbites O�0 du tore T dans V�0 , pour �0 2 �0 mais �0 =2 �.Soit H un sous-groupe �ni d'ordre r du tore TN . Posons ! := exp(2i�r ). Alors pour chaque�el�ement h 2 H, il existe des entiers a1(h); � � � ; an(h) compris entre 0 et r � 1, tels queh = (!a1(h); !a2(h); � � � ; !an(h)) :Posons ah := 1r (a1(h); � � � ; an(h)) ;34



vu comme un point dans NR. On d�e�nit le sur-r�eseau de N , not�e N1, de la mani�ere suivante,N1 := N + Xh2HZ� ah :Posons M1 le dual de N1, i.e. M1 := HomZ (N1;Z). Alors M1 est un sous-r�eseau de M .L'action de H sur un monôme xm = xm11 xm22 � � �xmnn est donn�ee parH 3 h : xm �! !h(m)xm ;avec h(m) :=< ah;m >= nPi=1 ai(h)mi. Doncxm invariant par H ()< ah;m >� 0 (mod r);8h 2 H () m 2M1 :Soit � un cône dans NR= N1R, alorsV�;N := Spec C [�� \ N�] = Spec C [�� \M ] ;V�;N1 := Spec C [�� \ N1�] = Spec C [�� \M1] ;o�u N� (resp. N1�) d�esigne le dual de N (resp. N1). Puisque C [�� \M1] = C [�� \M ]H est lesous-anneau des invariants de H dans C [�� \M ], on obtient le lemme suivant,Lemme 3.7 Il existe un isomorphisme canonique de V�;N1 dans le quotient de V�;N par H,i.e. V�;N1 ' V�;N=H :De même mani�ere, si � est un �eventail dans NR, alors il existe un isomorphisme canoniqueentre V�;N1 et le quotient de V�;N par H i.e.V�;N1 ' V�;N=H :Comme une cons�equence du r�esultat pr�ec�edent, on obtient leLemme 3.8 Soient � et �0 deux �eventails dans NR avec �0 une subdivision de �. Alors on ale diagramme commutatif suivant qui est �equivariant par rapport �a TN .V�0 ;N V�;NV�0;N1 V�;N1--? ?35



3.2 Quelques r�esultats pr�eliminaires.Soient X := C n et G0 un sous-groupe ab�elien �ni de GL(n; C ). Soit(�) X = E0 � E1 � � � � � Ekune d�ecomposition de X en somme directe de sous-espaces vectoriels telle que pour tout�el�ement g 2 G0, la restriction de g sur chaque Ei, 0 � i � k, soit une homoth�etie. Soit G1 lesous-groupe de GL(n; C ) constitu�e des �el�ements qui stabilisent tous les Ei, i.e.g 2 G1 () g(Ei) = Ei; 0 � i � k ;G1 est canoniquement isomorphe au produit direct des GL(di; C ), avec di la dimension de Eipour i = 0; :::; k. Posons Y0 := Blf0gE0 � � � � �Blf0gEk :Prenons un Z-module libre de rang n, not�e N . Posons NR := N 
ZR, c'est un R-espacevectoriel de dimension n. Soit M le dual de N . Posons MR := M 
ZR, c'est le dual de NR.Soit fei;j j 0 � i � k; 1 � j � dig une Z-base de N . Soit C � NR le cône r�egulier engendr�epar les ei;j, avec i = 0; :::; k et j = 1; :::; di. AlorsX ' VC;N = Spec C [ �C \M ] :Une fois qu'on a �x�e une base deX, on obtient un isomorphisme pr�ecis deX dans VC;N . NotonsCi le cône r�egulier dans NRengendr�e par les ei;j, avec j = 1; :::; di. Alors C = C0�C1�� � ��Ck.Soient �0i la subdivision centrale de Ci, avec 0 � i � k, et posons �0 := �00�� � ���0k. Si onpose e0i := diPj=1 ei;j, �0i est la subdivision �el�ementaire de Ci de centre e0i. Notons L(e0i) l'arrêtequi porte e0i. On a le lemme suivant.Lemme 3.9(1) La vari�et�e Y0 := V�0;N est un �br�e vectoriel de rang k + 1 ayant S comme base, o�uS := P(E0)� � � � �P(Ek) :(2) Il y a une action de G1 sur Y0 qui conserve la structure du �br�e vectoriel, i.e. 8g 2 G1,l'automorphisme g : Y0 �! Y0 est un morphisme de �br�es. La base S est stable par G1et �xe par G0.(3) Choisissons une base fxi;j j 0 � i � k; 1 � j � dig de X telle que, pour tout i = 0; :::; k,fxi;j j 1 � j � dig soit une base de Ei. Prenons le tore de dimension maximale dansX associ�e �a cette base. Alors il existe un isomorphisme entre Y0 et V�0 ;N , tel que souscet isomorphisme l'image de S est l'adh�erence de l'orbite O�, o�u � est l'unique cônemaximal qui est la face commune de tout cône de dimension n dans �0.36



D�emonstration.(1) Cette assertion d�ecoule du fait que chaque Blf0gEi est un �br�e en droites ayant P(Ei)comme base.(2) Puisque G1 stabilise Ei et �xe son origine, alors G1 agit sur Blf0gEi en conservant lastructure du �br�e en droites. D'o�u G1 agit sur Y0 en conservant la structure du �br�evectoriel. D'autre part S est le produit direct des P(Ei), il est clair qu'elle est stable parG1 et �xe par G0.(3) La premi�ere partie est une cons�equence imm�ediate de l'observation pr�ec�edente et de laproposition 3.4. La deuxi�eme partie est ais�ee si on remarque que le cône � est engendr�epar les arrêtes centrales e0i de Ci avec i = 0; :::; k. 2Notons F� le sous-espace vectoriel de NR engendr�e par �. Posons N� := N \ F� et M� ledual de N�.On a vu que �0 est un �eventail simplicial dont � est une face commune de tout cônede dimension n dans �0. Donc toute subdivision de � induit de fa�con canonique en unesubdivision de �0. Pr�ecis�ement, si � est une subdivision de �, la subdivision de �0 induitepar �, not�ee ��, est de la forme suivante,�� = f< �; �0 >j � 2 �; �0 2 �0; �0 \ � = f0gg :Si � est simpliciale (resp. r�eguli�ere), c'est facile alors de voir que �� est aussi simpliciale(resp. r�eguli�ere).Supposons que la base de X et l'identi�cation de Y0 avec V�0;N soient comme dans le lemmepr�ec�edent. On a la proposition suivante.Proposition 3.10 Pour toute subdivision � de �, on a les propri�et�es suivantes,(1) V��;N est un �br�e torique ayant la même base que celle de Y0, et les �bres sont toutesisomorphes �a V�;N� .(2) L'action de G1 sur V�0;N se rel�eve en une action sur V��;N , de plus cette action conservela structure du �br�e torique.(3) Soit �0 une subdivision de �. On a le diagramme commutatif suivant qui est �equivariantpar rapport �a G1, 37



V��0 ;N=G0 V�� ;N=G0 V�0;N=G0V��0 ;N1 V��;N1 V�0 ;N1V��0 ;N V��;N V�0;N- -- -- -? ? ?k k k(4) Le lieu singulier de V��;N1 est contenu dans la r�eunion des diviseurs exceptionnels.D�emonstration.(1) Prenons un Z-module libre de rang kPi=0(di � 1), not�e �N .Soit fui;j j 0 � i � k; 1 � j � di � 1g une base de �N . Posons �NR := �N 
ZR, etui;di := � di�1Pi=0 ui;j pour i = 0; :::; k. Notons Di le cône engendr�e par fui;j j 1 � j �di � 1g, et �i l'�eventail constitu�e des cônes engendr�es par une sous-famille propre defui;j j 1 � j � dig. Si on d�enote �Ni le sous-r�eseau de �N engendr�e par les ui;j avecj = 1; :::di � 1, alors c'est facile de voir que V�i; �Ni est un espace projectif de dimension(di�1). Posons � := �0�� � ���k. La vari�et�e torique V�; �N associ�ee �a � est isomorphe�a P(E0)� � � � �P(Ek). D�e�nissons leZ-morphisme h : N �! �N de la mani�ere suivante,h(ei;j) := ui;j; pour 0 � i � k; 1 � j � di :Alors h : (N;��) :�! ( �N;�) est un morphisme de r.p.p.d�ecompositions. En utilisantla proposition 3.5, on trouve que  : V��;N �! V�; �Nest un �br�e torique �equivariant avec la �bre typiqueW , o�u W := V�;N� . D'o�u la premi�ereassertion.(2) Soit � un cône dans �. Posons�� := f� 2 �� j (� \ F�) � �g :On peut v�eri�er que �� est un �eventail et que �� = S�2���. Donc la famille des ouvertsV�� ;N , avec � 2 �, recouvre V�� ;N . Montrons d'abord que V�� ;N est une G1-vari�et�e.D'apr�es la proposition 3.5, V�� ;N est un �br�e torique �equivariant ayant la même baseque celle de Y0, i.e. S, et les �bres sont isomorphes �a V�;N� . Consid�erons la projectionp : V�� ;N �! S = V�; �N :D'abord chaque g 2 G1 d�e�nit une application birationnelle de V�� ;N dans elle même.D'autre part g d�e�nit un automorphisme de S. Donc pour montrer que g est un auto-morphisme de V�� ;N , il su�t de montrer que dans le diagramme commutatif suivant,38



V�� ;N V�� ;NS S--? ?p pggle morphisme g en haut d�e�nit un isomorphisme de Wx dans Wg(x) pour tout x 2 S, o�uWx := p�1(x) et Wg(x) := p�1(g(x)).Soit x = ([a0;1; � � � ; a0;d1]; � � � ; [ak;1; � � � ; ak;dk ]) un point dans S. Pour tout i, 0 � i � k, ilexiste un ji 2 f1; :::; dig tel que ai;ji 6= 0, i.e. x 2 V�j0 ;j1;���;�k ; �N avec�j0;j1���;jk :=< fui;j j 0 � i � k; 1 � j � di; j 6= jig > :Puisque G1 ' GL(E0; C ) � � � � �GL(Ek; C ) ;g 2 G1 peut s'�ecrire comme g1 � � � � � gk avec gi 2 GL(Ei; C ) pour i = 0; :::; k. Notonsgi = (gij;l)1�j;l�di la matrice associ�ee �a gi. Alors x0 = g(x) est de la forme suivante,x0 = ([a00;1; � � � ; a00;d0]; � � � ; [a0k;1; � � � ; a0k;dk ]) ;o�u a0i;li := diPm=1 gili;mai;m pour 0 � i � k et 1 � li � di. Comme chaque gi est inversible,pour tout i il existe un j0i comprit entre 1 et di, tel que a0i;j0i 6= 0.Supposons que � soit de la forme suivante,� :=< v1; � � � ; vq > ;o�u les vi, avec i = 1; :::; q, sont les vecteurs primitifs extr�emaux de �. Puisque � 2 �,alors � � � et il existe une matrice �a coe�cients entiers A := (ai;j) 1�i�q0�j�k , telle quevi = kPj=0 ai;je0j pour i = 1; :::; q. Consid�erons la trivialisation locale du �br�e toriquep : V�j0;j1;���;jk ;N �! V�j0;j1 ;���;jk ; �Navec �j0;j1;���;jk := �� < fei;j j 0 � i � k; 1 � j � di; j 6= jig > :Si on note fei;j j 0 � i � k; 1 � j � dig la base de M qui est le dual de la basefei;j j 0 � i � k; 1 � j � dig de N , alors le syst�eme minimal de g�en�erateurs de(��j0;���;jk \M) est de la forme suivante,fe0;1 � e0;j0; � � � ; e0;d0 � e0;j0; � � � ; ek;1 � ek;jk ; � � � ; ek;dk � ek;jk ; v1; � � � ; vpg ;39



o�u les vs, avec s = 1; :::; p, sont des combinaisons lin�eaires �a coe�cients entiers des ei;jipour i = 0; :::; k. Il existe donc une (p� k)-matrice �a ce�cients entiers, not�ee (ci;j) 1�i�p0�j�k ,telle que vi = kPl=0 ci;lel;jl, 1 � i � p. On en d�eduit queV�j0;���;jk ; �N ' Spec �Aj0;���;jkavec �Aj0;���;jk := C [ x0;1x0;j0 ; � � � ; x0;d0x0;j0 ; � � � ; xk;1xk;jk ; � � � ; xk;dkxk;jk ] ;et V�j0;���;jk ;N ' Spec Aj0;���;jkavecAj0;���;jk := C [ x0;1x0;j0 ; � � � ; x0;d0x0;j0 ; � � � ; xk;1xk;jk ; � � � ; xk;dkxk;jk ; kYr=0(xr;jr)c1;r ; � � � ; kYr=0(xr;jr)cp;r ] :Le morphime p� induit par p est alors l'injection de �Aj0;���;jk dans Aj0;���;jk . Ainsi on amontr�e que Wx = Spec Ax, avecAx := C [ kYr=0(xr;jr)c1;r ; � � � ; kYr=0(xr;jr )cp;r ] :De même mani�ere on peut montrer que Wx0 = Spec Ax0, avecAx0 := C [ kYr=0(xr;j0r )c1;r ; � � � ; kYr=0(xr;j0r)cp;r ] :Notons K(X) le corps des fonctions rationnelles sur X. Alors l'isomorphismeg� : K(X) �! K(X)est d�e�nit par g�(xi;l0i) = diXm=1 gil0i;mxi;m :Posons yi := kQr=0(xr;jr)ci;r et y0i := kQr=0(xr;j0r)c1;r , on obtientAx = Spec [y1; :::; yp]; Ax0 = Spec [y01; :::; y0p] :Un calcul direct donne g�(y0i) = ( kYr=0(a0r;j0rar;jr )ci;r )yi :40



D'apr�es l'hypoth�ese, les ar;jr et a0r;j0r , 0 � r � k, sont tous di��erents de z�ero. On end�eduit que g�x : Ax0 �! Axest un isomorphisme. Par cons�equent gx : Wx �! Wx0 est un isomorphisme et donc g estun automorphisme de V�� ;N . Le fait que g est un �el�ement quelconque de G1, impliqueque V�� ;N est munie d'une action de G1. D'autre part c'est facile de v�eri�er que si �; �0sont deux cônes dans � avec � < �0, alors l'action de G1 sur V�� ;N est la restricition decelle de G1 sur V��0 ;N . Donc G1 agit sur V�� ;N . La deuxi�eme assertion est d�emontr�ee.(3) Il est clair que dans le diagramme de l'�enonc�e, les morphismes sont bien d�e�nis et�equivariants par rapport �a TN . Donc le diagramme est commutatif. D'autre part lepoint (2) montre que le groupe G1 agit sur les trois vari�et�es dans la premi�ere ligne. Deplus ces trois vari�et�es ont un ouvert isomorphe et stable par G1, ceci implique que lesmorphismes dans la premi�ere ligne du diagramme sont �equivariants par rapport �a G1.Les �egalit�es entre la deuxi�eme et la troisi�eme ligne r�esultent du lemme 3:7. Les restesd�ecoulent du fait que G0 est un sous-groupe distingu�e de G1, en fait c'est le centre deG1.(4) Notons Sing(V��;N1) le lieu singulier de VN;�� . L'image inverse de Sing(V��;N1) dansV��;N est contenue dans l'ensemble des points dont le groupe d'isotropie est non trivial.Mais ce dernier ensemble est contenu dans la r�eunion des diviseurs exceptionnels deV��;N (par rapport �a X). D'autre part les diviseurs exceptionnels dans V�� ;N1 sontexactement l'image des diviseurs excepionnels dans V��;N . La quatri�eme assertion end�ecoule. 2Corollaire 3.11 Pour tout cône � 2 �, l'adh�erence de O� (resp. O1�) est une sous-vari�et�e deV��;N (resp. de V��;N) stable par G1, o�u O� � V�� ;N (resp. O1� � V��;N1) est l'orbite du toreTN (resp. du tore TN1) associ�ee �a �.D�emonstration. On remarque queO� = V�� ;N n [ [�02��0<� V��0 ;N ] :D'autre part d'apr�es la proposition pr�ec�edente (d�emonstration du point 2), V��0 ;N est stablepar G1 pour tout �0 2 �. Donc O� est stable par G1. Même raisonnement montre que O1� eststable par G1. 241



Corollaire 3.12 Soit T 0 un tore de dimension maximale dans X. Si T 0 est stable par G1,alors il existe une immersion ouverte naturelle de T 0 dans V�� ;N tel que le morphisme de V��;Ndans X soit �equivariant par rapport �a T 0. Ou de fa�con �equivalente, V��;N est munie d'unestructure torique pour tout tore maximal de X qui est stable par G1.D�emonstration. On remarque que tout tore de dimension maximale dans X qui est stablepar G1 peut être identi��e �a un tore maximal dans G1. Choisir un tel tore �equivaut �a choisirune base fx0i;j j 0 � i � k; 1 � j � dig de X, avec fx0i;j j 1 � j � dig une base de Eipour i = 0; :::; k. Le r�esultat de la proposition pr�ec�edente est encore valable pour le nouveltore. Ceci implique que pour tout tore maximal dans X, stable par G1, V�� ;N est munie d'unestructure torique qui est compatible avec la struture du �br�e. 2Corollaire 3.13 Soit �0 une subdivision de � (resp. du cône �) telle que V�0;N1� soit uned�esingularisation de V�;N1� (resp. V�;N1�;), alors V��0 ;N1 est une d�esingularisation de V�� ;N1(resp. V�0;N1), �equivariante par rapport �a G1.D�emonstration. Même argument que dans la proposition pr�ec�edente, on montre que V��0 ;N1(resp. V��;N1, V�0;N1) est un �br�e torique ayant S = P(E0)� � � � �P(Ek) comme base et queles �bres sont isomorphes �a V�0;N1� (resp. V�;N1� , V�;N1�). Pusique les morphismes entre eux sontdes morphismes de �br�es et �equivariants par rapport �a G1, le r�esultat en d�ecoule. 2En regardant l'�eventail ��, on voit facilement que les L(e0i) sont tous contractibles, o�u L(e0i)est l'arrête qui porte e0i := diPj=1 ei;j pour 0 � i � k. De plus si on contracte certains L(e0i), onobtient encore un �eventail qui est sym�etrique par rapport �a G1. Pr�ecis�ement si on contracteles L(e0i0) �a partir de ��, avec 0 � i0 � i, alors l'ensemble obtenu, not�e �(i)� , peut être d�ecritde la mani�ere suivante:Posons Q := fL(e0i0 ) j 0 � i0 � ig. Notons B la r�eunion de f0g et l'ensemble des cônes dans� qui sont engendr�es par une sous-famille de Q, i.e.B := f� 2 � j � =< � \Q >g :Pour tout � 2 B, on d�e�nit�� :=< fei0;j j e0i0 2 �; 1 � j � di0g > :Pour tout cône  2 ��, il existe une unique d�ecomposition = 0 � � ;42



avec 0 2 ��; 0 \Q = f0g et � 2 B. On d�e�nit� :=< 0; �� >= 0 + �� :Alors on a �(i)� := f� � NR j 9 2 �� tel que � = �g :Lemme 3.14(1) L'ensemble �(i)� d�e�ni ci-dessus est un �eventail.(2) La vari�et�e torique V�(i)� ;N (resp. V�(i)� ;N1) associ�ee �a �(i)� , est une G1-vari�et�e.(3) On a le diagramme commutatif suivant qui est �equivariant par rapport �a G1.V��;N=G0 V�(i)� ;N=G0 VC;N=G0V�� ;N1 V�(i)� ;N1 VC;N1V��;N V�(i)� ;N VC;N- -- -- -? ??k k kD�emonstration.(1) Si � = �, alors en utilisant les mêmes notations qu'au d�ebut du paragraphe, on a�(i)� = C0 � � � � � Ci � �0i+1 � � � � � �0k, et donc �(i)� est un �eventail.Supposons que � soit une subdivision simpliciale non triviale de �. Alors tout cône 2 �� peut s'�ecrire de mani�ere unique sous la forme suivante:(�)  = 0 � � � � � k � � ;o�u � est la face maximale de  avec � � �, �\Q = f0g et o�u j � Cj pour j = 0; :::; k.Donc on obtient � = �0 � � � � � �i � i+1 � � � � � k � � :On remarque que pour tout j compris entre 0 et i, on a < � � � > \Cj � R � e0j.De plus < � � � > \Cj 6= f0g seulement si e0j =2 j, r�esulte de la d�ecomposition (�)ci-dessus. D'autre part pour tout 0 � j � i, on a�j = ( j si e0j =2 j ;Cj si e0j 2 j :Donc � est un cône simplicial. 43



Une face � de � est de la forme suivante,� = �0 � � � � � �i � 0i+1 � � � � � 0k � 0� ;o�u �j � �j pour j = 0; :::; i; 0j � j pour j = i + 1; :::; k; et o�u 0� � �. Pour tout0 � j � i d�e�nissons 0j de la fa�con suivante,0j := ( �j si �j 6= Cj ;Le0j si �j = Cj :On d�e�nit 0 par 0 := 00 � � � � � 0k � 0� :Alors 0 2 ��, on v�eri�e facilement que � = �0, et par suite � 2 �(i)� .Supposons que �1 et �2 soient deux �el�ements di��erents de �(i)� . On a, pour l = 1 ou 2,�l = l0 � � � � � li � li+1 � � � � � lk � l� ;o�u lj � Cj pour 0 � j � i, lj � Cj pour i+ 1 � j � k, et o�u l� est la face maximalede �l avec l� � �, l� \Q = f0g. Donc�1 \ �2 = (10 \ 20)� � � � � (1k \ 2k)� (1� \ 2�) :Si 1j \ 2j 6= Cj avec 0 � j � i, alors on a (1j \ 2j ) 2 �� et Le0j 6� (1j \ 2j ). D'autrepart on a (1� \ 2�) 2 � et (1j \ 2j ) 2 �0j pour i+1 � j � k. Posons � := (1� \ 2�) etposons, pour 0 � j � k, j := ( 1j \ 2j si (1j \ 2j ) 6= Cj ;Le0j si (1j \ 2j ) = Cj :Alors on a  := 0 � � � � � k � � 2 �� et �1 \ �2 = � . Il est clair que � est une facecommune de �1 et de �2.Combinant ces deux arguments, on en conclut que �(i)� est un �eventail.(2) D'apr�es le corollaire 3.11, les OL (resp. O1L), avec L 2 Q, sont toutes stables par G1.D'apr�es la proposition 3.6, le morphisme canonique de V��;N (resp. V�� ;N1) dans V�(i)� ;N(resp. V�(i)� ;N1) contracte exactement les OL (resp. O1L) pour tout L 2 Q. Donc la vari�et�eobtenue est une G1-vari�et�e et cette contraction est un G1-morphisme.(On peut aussi le montrer directement en utilisant les mêmesm�ethodes que celles utilis�eesdans la d�emonstration de la proposition 3.10.)(3) Les structures toriques de ces vari�et�es montrent que le diagramme dans l'�enonc�e estcommutatif et �equivariant par rapport �a TN . En utilisant le point (2) et le fait que G0est le centre de G1, on d�eduit que ce diagramme est �equivariant par rapport �a G1.44



2Supposons que la d�ecomposition X = E0 � � � � � Ek soit la d�ecomposition canonique, enmodules isotypiques, de la repr�esentation de G0 dans X := C n , et que G1 soit le centralisateurde G0 dans GL(n; C ). Les r�eseaux N;N1, l'�eventail �0 et le cône � sont d�e�nis commepr�ec�edement. Prenons � une subdivision de � telle que V�;N1� soit une d�esingularisation deV�;N1� . Notons �� la subdivision de �0 induite par �. D�e�nissons� := fL(e0i) j (L(e0i) \N) = (L(e0i) \N1); 0 � i � kg :D'apr�es le lemme pr�ec�edent, on sait que les OL, avec L 2 �, sont contractibles. Notons e��l'�eventail obtenu en contractant les arrêtes L �a partir de ��, pour tout L 2 �. Alors on a laproposition suivante.Proposition 3.15 La vari�et�e Ve��;N1 est une d�esingularisation de X=G0, �equivariante parrapport au centralisateur G1 de G0.D�emonstration. D'apr�es la proposition 3.6, les diviseurs exceptionnels dans Ve�� ;N1 sont touscontract�es dans Sing(X=G0), i.e. le lieu singulier de X=G0. Le lemme pr�ec�edent montre quele morphisme de Ve��;N1 dans X=G0 est un G1-morphisme. D'autre part il est clair que cemorphisme est propre birationnel et surjectif. Il reste donc �a montrer que Ve��;N1 est lisse.Ceci �equivaut �a montrer la r�egularit�e de tout cône � 2 e�� par rapport au r�eseau N1. Onremarque que chaque � 2 e��, peut se d�ecomposer de mani�ere unique comme� = �� �� ;avec �; � 2 ��, � \ � = f0g et � =< f� \ �g >. Donc � est r�egulier par rapport �a N1.D'autre part �� est la r�eunion des cônes � 2 �� avec � � �� et dim � = dim��. Chaque � estr�egulier par rapport �a N1. Le fait que � est engendr�e par (� \ �) entrâ�ne que tout e0i, avece0i 2 �, est primitif dans N1. Par cons�equent � et �� engendrent le même sous-Z-module librede N1. En tenant compte que pour chaque �, le cône � � � est r�egulier par rapport �a N1, onen conclut que � = �� �� est r�egulier par rapport �a N1. Par cons�equent V�;N1 et donc Ve�� ;N1sont lisses. 2Remarque 3.16 En utilisant cette proposition, on peut l�eg�erement g�en�eraliser les r�esultatsconcernant des mod�eles minimaux ou des d�esingularisations minimales des vari�et�es toriquesdans le cas o�u la dimension de la vari�et�e est plus petite ou �egale �a 3.45
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4 Constructions de d�esingularisations locales et globales.On rappelle d'abord certaines notations dans des chapitres pr�ec�edents: X := C n est l'espacea�ne muni d'une action d'un sous-groupe �ni G de GL(n; C ), X 0 le G-mod�ele �equivariantab�elien de X (Th�eor�eme 1.13); S la strati�cation de X 0 d�e�nie dans le premier paragraphe dechapitre 2; pour chaque strate Z 2 S, G(Z) est le sous-groupe de G constitu�e des �el�ements quistabilisent Z et G0(Z) est le sous-groupe de G constitu�e des �el�ements qui �xent Z point parpoint; R := fUZgZ2S le recouvrement de X 0 compatible avec la strati�cation S (Th�eor�eme2.8).Ensuite on construit une famille de vari�et�es, f eUZgZ2S, telle qu'elle v�eri�e les trois conditionssuivantes.(i) Pour chaque Z 2 S, eUZ est une modi�cation de UZ telle que le morphismee'Z : eUZ �! UZsoit un G(Z)-morphisme propre et birationnel, et telle que eUZ=G0(Z) soit une d�esingu-larisation de UZ=G0(Z).(ii) Soient Z1; Z2 deux strates dans S avec Z2 � Z1. Alors on a le diagramme commutatifsuivant qui est �equivariant par rapport �a G(Z2),eUZ1 eUZ2UZ1 UZ2--? ?e'Z1 e'Z2iZ1;Z2~iZ1;Z2i.e. iZ1;Z2 � e'Z1 = e'Z2 �~iZ1;Z2 , avec iZ1;Z2 et eiZ1;Z2 deux immersions ouvertes.(iii) Soient Z1; Z2 2 S. Supposons qu'il existe un g 2 G tel que g(Z1) = Z2. Alors il existeun isomorphisme egZ1;Z2 : eUZ1 �! eUZ2 tel que e'Z2 � egZ1 ;Z2 = g � e'Z1 . De plus on aegZ1;Z2 = (egZ2;Z1 )�1. S'il existe Z1; Z2; Z3 2 S et g; g0 2 G tels que Z2 = g(Z1) et tel queZ3 = g0(Z2), alors on a eg0Z2 ;Z3 � egZ1 ;Z2 =gg0gZ1;Z3 :Apr�es avoir construit cette famille f eUZgZ2S ayant ces trois propri�et�es, on d�emontre ler�esultat principal suivant.Th�eor�eme 4.1 Soient G � GL(n; C ) un sous-groupe �ni et petit, X := C n . Avec les nota-tions pr�ec�edentes, on a le r�esultat suivant: Les eUZ , avec Z 2 S, peuvent se recoller et donnerune vari�et�e fX telle que les conditions suivantes soient v�eri��ees:47



(1) il existe un morphisme propre birationnel e' : fX �! X 0 induit par les morphismese'Z : eUZ �! UZ pour tout Z 2 S;(2) fX est munie d'une action de G telle que e' soit un G-morphisme;(3) le quotient de fX par G, not�e fX=G, est une d�esingularisation de X 0=G, et donc uned�esingularisation de X=G.4.1 Construction des fUZ.D'abord �xons quelques notations. Soient Z 2 S, DZ = (V0 � V1 � � � � � Vk) le drapeauassoci�e �a Z (lemme 2.2). Soient X = k+1Mi=0( liMj=1Ei;j)la d�ecomposition de X associ�ee �a Z (d�e�nition 2.10), et di;j la dimension de Ei;j , avec 0 � i �k + 1 et 1 � j � li.D�e�nition 4.2 Soit fxi j 1 � i � ng une base de X. On dit que cette base est compatible avecla d�ecomposition de X associ�ee �a Z, ou simplement compatible pour Z, si on afxi j 1 � i � ng = fxp;q;s j 0 � p � k + 1; 1 � q � lp; 1 � s � dp;qgavec fxp;q;s j 1 � s � dp;qg une base de Ep;q, pour tous 0 � p � k + 1 et 1 � q � lp.Remarque 4.3 D'apr�es le lemme 2.13, si on a Z;Z 0 2 S avec Z � Z 0, alors la d�ecompositionde X associ�ee �a Z est plus �ne que celle associ�ee �a Z 0. On en d�eduit que toute base de X quiest compatible pour Z est aussi compatible pour Z 0.Soit fxp;q;s j 0 � p � k + 1; 1 � q � lp; 1 � s � dp;qg une base de X compatible pourZ. Soient T le tore maximal dans X correspondant �a cette base, N et M les deux Z-moduleslibres de rang n d�etermin�es par T (Chapitre 3 paragraphe 1). Prenons uneZ-base de N , not�eefep;q;s j 0 � p � k + 1; 1 � q � lp; 1 � s � dp;qg :Notons C le cône r�egulier de dimension n dans NR := N 
ZR, engendr�e par la base canoniquefep;q;sg de N . On obtient un isomorphisme X ' VC;N . Posons e0i := k+1Pp=i+1 lpPq=1 e0p;q, avec0 � i � k. On peut d�ecrire l'�eventail �Z , qui repr�esente YZ := BlDZX, de la fa�con suivante:� L'�eventail correspondant �a BlV0X, not�e �D0, est la subdivision �el�ementaire du cône C,de centre e00. 3 Ici on pose Di := (VO � � � � � Vi) avec 0 � i � k.3Pour la description combinatoire de l'�eclatement de l'adh�erence d'une orbite, voir [15]48



� Successivement notons Vi la transform�ee stricte de Vi dans BlDi�1X et notons �Di�1l'�eventail correspondant �aBlDi�1X := BlVi�1(BlVi�2(� � � (BlV0X) � � �)) ;avec 1 � i � k, alors Vi est l'adh�erence de l'orbite O�i avec �i le cône dans �Di�1 d�e�nipar �i :=< fep;q;s j i+ 1 � p � k + 1; 1 � q � lp; 1 � s � dp;qg > :Donc l'�eventail correspondant �a BlDiX := BlVi(BlDi�1X), not�e �Di, est la subdivisionde �Di�1 induite par la subdivision �el�ementaire de �i de centre e0i.Quand i = k, on obtient �Dk = �Z qui est l'�eventail correspondant �a YZ := BlDZX.Puisque le morphisme canonique 'Z deX 0 dans YZ induit un isomorphisme sur un voisinageouvert de Z et que 'Z (Z) est une composante irr�eductible de l'intersection des diviseursexceptionnels avec l'ensemble des points �xes de G0(Z) dans YZ, (r�esulte du lemme 2.16 et dufait que 'Z est �equivariant par rapport �a G(Z)), alors 'Z (Z) est l'adh�erence d'une orbite dutore dans YZ . Notons �Z l'unique cône dans �Z tel que'Z (Z) = O�Z :Supposons que Z = EDZ \ (E0;1 � E1;1 � � � � �Ek+1;1), (convention 2.18), on a�Z =< e00; e01; � � � ; e0k; ep;q;s; 0 � p � k + 1; 1 < q � lp; 1 � s � dp;q > :Posons e0p;q := dp;qPs=1 ep;q;s, avec 0 � p � k + 1 et 1 � q � lp. D�e�nissons un autre cône �1;Zassoci�e �a Z de la mani�ere suivante,�1;Z :=< e00; e01; � � � ; e0k; e0p;q; 0 � p � k + 1; 1 < q � lp > :Notons FZ le sous R-espace vectoriel de NR engendr�e par �Z , i.e. FZ := �Z + (��Z ), et F1;Z lesous R-espace vectoriel engendr�e par �1;Z , i.e. F1;Z := �1;Z + (��1;Z ). Posons N�Z := N \ FZ,et N�1;Z := N \ F1;Z.Supposons que Z 0 2 S tel que Z � Z 0. Puisque toute base compatible pour Z est aussicompatible pour Z 0 (remarque 4.3), dans le même NR, les cônes �Z0 et �1;Z0 sont bien d�e�nis.On a le lemme suivant.Lemme 4.4 Soient Z;Z 0 deux strates di��erentes dans S telles que Z � Z 0. Les �Z ; �1;Z ; �Z0 ; �1;Z0sont d�e�nis comme pr�ec�edement. Alors(1) �Z0 est une face propre de �Z , 49



(2) �1;Z0 est contenu dans une face propre de �1;Z .D�emonstration.(1) D'une part on a 'Z (Z 0) = O�Z0 et 'Z (Z) = O�Z . D'autre part le fait que Z � Z 0implique que 'Z (Z) � 'Z (Z 0), et par suite O�Z � O�Z0 . Donc �Z0 < �Z .(2) Soit X = k+1Li=0( liLj=1Ei;j) (resp. X = k0+1Li=0 ( l0iLj=1E0i;j)) la d�ecomposition de X associ�ee �a Z(resp. �a Z 0). Soit di;j (resp. d0i;j) la dimension de Ei;j (resp. de E0i;j). D'apr�es le lemme2.19, chaque E0i0;j0 est la somme directe de certains Ei;j et il existe une suite croissanted'entiers f�ig0�i�k0 , avec 0 � �0 < �1 < � � � < �k0 � k, tels que ( �iLj=�i�1+1Ej;1) � E0i;1pour i = 0; :::; k0 + 1, o�u �k0+1 := k + 1. On en d�eduit que �Z0 est de la forme suivante,�Z0 =< e0�0; e0�1; � � � ; e0�k0 ; ep;q;s; avec ep;q;s =2 k0+1[i=0 E0i;1 > ;et que �1;Z0 est de la forme suivante,�1;Z0 =< e0�0; e0�1; � � � ; e0�k0 ; Xe0p;q2E0i;j e0p;q; 0 � i � k0+1; 1 < j � l0i; 0 � p � k+1; 1 � q � lp > :On rappelle que�Z =< e00; e01; � � � ; e0k; ep;q;s; 0 � p � k + 1; 1 < q � lp; 1 � s � dp;q > ;et que �1;Z =< e00; e01; � � � ; e0k; e0p;q; 0 � p � k + 1; 1 < q � lp > :Donc on a �1;Z0 � (�Z0 \ �1;Z ). Or �Z0 \ �1;Z est une face propre de �1;Z , en e�et�Z0 \ �1;Z =< e0�0; � � � ; e0�k0 ; e0p;q; avec 0 � p � k + 1; 1 < q � lp; e0p;q =2 k0+1[i=0 E0i;1 > :D'o�u le r�esultat. 2D�e�nissons la subdivision �1Z du cône �Z de la mani�ere suivante. Soit � (p;q)Z :=< ep;q;1; � � � ;ep;q;dp;q >, avec 0 � p � k + 1 et 1 � q � lp. Notons �(p;q)Z la subdivision �el�ementaire du cône� (p;q)Z de centre e0p;q. Puisque�Z =< e00; � � � ; e0k > �(� (0;2)Z � � � � � � (0;l0)Z )� � � � � (� (k+1;2)Z � � � � � � (k+1;lk+1)Z ) ;50



alors on d�e�nit�1Z :=< e00; � � � ; e0k > �(�(0;2)Z � � � � ��(0;l0)Z )� � � � � (�(k+1;2)Z � � � � ��(k+1;lk+1)Z ) :On peut v�eri�er que �1;Z est une face commune de tout cône de dimension maximale dans �1Z.Puisque �Z est simplicial, �1Z induit canoniquement en une subdivision de �Z, not�ee �1Z .Lemme 4.5 Le morphisme canonique '1Z de V�1Z ;N dans V�Z ;N est propre birationnel et�equivariant par rapport �a G(Z).D�emonstration. Seulement le fait que '1Z est �equivariant par rapport �a G(Z) est moins �evident.Puisque C = (� (0;1)Z � � � � � � (0;l0)Z )� � � � � (� (k+1;1)Z � � � � � � (k+1;lk+1)Z )on peut d�e�nir�0Z := (�(0;1)Z � � � � ��(0;l0)Z )� � � � � (�(k+1;1)Z � � � � ��(k+1;lk+1)Z ) :Notons �Z l'unique cône maximal qui est la face commune de tout cône de dimension n dans�0Z . Posons �1+Z := f�0 \ �1 j �0 2 �0Z ; �1 2 �1Zg :On v�eri�e facilement que �1+Z est une subdivision de �0Z induite par une certaine subdivisionde �Z , en particulier �1+Z est un �eventail. Alors �1Z peut être obtenu, �a partir de �1+Z , encontractant les L(e0p;1), avec p = 0; :::; k+ 1, o�u L(e0p;1) est l'arrête dans �1+Z passant par e0p;1.D'apr�es le lemme 3.14, le diagramme commutatif suivant est �equivariant par rapport �aG(Z). V�1Z ;N V�Z ;N VC;NV�1+Z ;N V�0Z ;N VC;N- -- -? ? ?D'o�u le r�esultat. 2Consid�erons le groupe G0(Z) comme un sous-groupe �ni du tore T . Soient r l'ordre de Get ! := exp(2i�r ). Alors chaque �el�ement g 2 G0(Z) peut s'�ecrire de fa�con unique commeg = (!a0;1;1(g); � � � ; !a0;1;d0;1 (g); � � � ;!ak+1;lk+1 ;1(g); � � � ; !ak+1;lk+1 ;dk+1;lk+1 (g)) ;avec ap;q;s(g) des entiers compris entre 0 et r � 1. Posonsag := 1r (a0;1;1(g); � � � ; a0;1;d0;1(g); � � � ; ak+1;lk+1;1(g); � � � ; ak+1;lk+1;dk+1;lk+1 (g)) ;51



vu comme un point dans NR. On d�e�nit NZ, le sur-r�eseau de N , de la mani�ere suivante,NZ := N + Xg2G0(Z)Z� ag :D'apr�es la d�e�nition de la d�ecomposition de X associ�ee �a Z, la restriction de tout �el�ementg 2 G0(Z) sur chaque Ep;q est une homoth�etie, avec 0 � p � k+1 et 1 � q � lp. On en d�eduitque pour tout g 2 G0(Z) et pour tous s et s0, avec 1 � s < s0 � dp;q, on aap;q;s(g) = ap;q;s0(g) :De plus a0;1;s(g) = 0, car la restriction de g sur E0;1 est l'identit�e. Ainsi on voit que tous lesag, avec g 2 G0(Z), sont contenus dans F1;Z. Posons NZ�Z := NZ \ FZ, et NZ�1;Z := NZ \ F1;Z.Soient �1;Z le cône associ�e �a Z d�e�ni comme pr�ec�edement et � une subdivision de �1;Z .Notons �2Z la subdivision de �1Z induite par �, et �2Z la subdivision de �1Z induite par �2Z.D�e�nissons�Z := fL(e0p;q) j (L(e0p;q) \N) = (L(e0p;q) \NZ); 0 � p � k + 1; 1 < q � lpg :D'apr�es le lemme 3.14 on peut contracter tous les L 2 �Z �a partir de �2Z , et obtenir encoreun �eventail, not�e e�Z. Posons e�Z := f� j � 2 e�Z; � � �Zg :On peut v�eri�er que e�Z est la subdivision de �Z induite par e�Z. On a les deux lemmessuivants.Lemme 4.6 Le diagramme commutatif suivant est �equivariant par rapport �a G(Z).
V�Z ;N V�Z ;NZV�1Z ;N V�1Z ;NZVe�Z ;N Ve�Z ;NZV�2Z ;N V�2Z ;NZ-- --? ?? ?���	 ���	 ����	 ���	D�emonstration. Consid�erons d'abord les 4 vari�et�es �a gauche du diagramme et les morphismesentre eux, i.e. par rapport au r�eseau N . Il est clair que ces morphismes sont bien d�e�nis et�equivariants par rapport �a TN . Posons�i+Z := f�i \ �0 j �i 2 �iZ ; �0 2 �0Zg52



et �i+Z := f� 2 �i+Z j � � F1;Zgavec i = 1 ou 2. Alors �1+Z (resp. �2+Z ) est la subdivision de �0Z induite par �1Z (resp.�2Z).D'apr�es la proposition 3.10, V�1+Z ;N et V�2+z ;N sont des G(Z)-vari�et�es et le morphisme de V�2+Z ;Ndans V�1+Z ;N est un G(Z)-morphisme. Ensuite �1Z (resp. �2Z) peut être obtenue �a partir de�1+Z (resp. �2+Z ), en contractant les L avec L 2 �Z. De même mani�ere e�Z peut être obtenue�a partir de �2+Z , en contractant les L avec L 2 (�Z [ fL(e0i;1) j 0 � i � k + 1g). D'apr�es lelemme 3.14, les V�1Z ;N , V�2Z ;N et Ve�Z ;N sont toutes des G(Z)-vari�et�es et les contractions sont�equivariantes par rapport �a G(Z). D'autre part ces vari�et�es ont Zn comme un ouvert dense etstable par G(Z), sur lequel les restrictions de ces morphismes sont �equivariantes par rapport�a G(Z). On en d�eduit que tous ces morphismes sont �equivariants par rapport �a G(Z).Pour compl�eter la d�emonstration, il su�t de remarquer que dans le diagramme commutatif ci-dessus, les vari�et�es apparues dans les deux derni�eres colonnes du diagramme sont des quotientspar G0(Z) de celles dans les deux premi�eres colonnes, et que G0 est un sous-groupe distingu�ede G(Z). Donc le diagramme est �equivariant par rapport �a G(Z). 2Lemme 4.7 Soit e'Z le morphisme canonique de Ve�Z ;N dans V�Z ;N . On d�e�nit eUZ pareUZ := e'�1Z ('Z (UZ)) ;o�u 'Z est le morphisme canonique de X 0 dans YZ := BlDZX. Alors:(1) eUZ est un ouvert de Ve�Z ;N , stable par G(Z);(2) Si la subdivision � de �1;Z est r�eguli�ere par rapport au r�eseau NZ , alors eUZ=G0(Z) estlisse. Si de plus V�;NZ�1;Z est une d�esingularisation de V�1;Z ;NZ�1;Z , alors eUZ=G0(Z) est uned�esingularisation de UZ=G0(Z), �equivariante par rapport �a G(Z).D�emonstration.(1) D'apr�es le lemme pr�ec�edent, le morphismee'Z : Ve�Z ;N �! V�Z ;Nest �equivariant par rapport �a G(Z). D'autre part l'immersion ouverte('Z )jUZ : UZ �! YZ = V�Z ;Nest aussi �equivariante par rapport �a G(Z) (Th�eor�eme 2.8). Donc 'Z(UZ) est un ouvertde V�Z ;N stable par G(Z), et par suite son image inverse dans Ve�Z ;N , i.e. eUZ, est unouvert stable par G(Z). 53



(2) On rappelle que UZ est la r�eunion des states dans S qui contiennent Z dans leuradh�erences. Puisque la restriction de 'Z �a UZ est une immersion ouverte �equivariantepar rapport �a G(Z) (Th�eor�eme 2.8), alors pour tout point x 2 UZ, x et '(x) ont le mêmegroupe d'isotropie qui est un sous-groupe de G0(Z). Pour chaque Z 0 2 S avec Z � Z 0,l'image dans V�Z ;N du point g�en�erique de Z 0 est le point g�en�erique d'une certaine orbitedu tore. Notons �Z0 le cône associ�e �a cette orbite. D'apr�es le lemme 4.4, �Z0 est une facede �Z .Supposons que � soit r�eguli�ere par rapport �a NZ. Par le même argument que dansla proposition 3.10, on montre que e�Z est aussi r�eguli�ere par rapport �a NZ . Ceci im-plique que Ve�Z ;NZ d�esingularise les singularit�es de V�Z ;NZ qui se trouvent sur les orbitesdu tore associ�ees �a des faces de �Z , en particulier la singularit�e de V�Z ;NZ sur l'image dupoint g�en�erique de Z 0 est r�esolue.Soit x 2 Ve�Z ;N tel que son image dans Ve�Z ;NZ soit un point singulier et tel que e'Z (x) 2O�Z0 . Il existe un unique cône �x 2 e�Z tel que x 2 O�x . Soit � le cône dans �Z tel quee'Z(O�x) � O� :Alors la condition e'Z(x) 2 O�Z0 implique que O� � O�Z0 , et par suite �Z0 � � . Larestriction de e�Z sur � (resp. sur �Z0 ) est un �eventail, not�e �� (resp. ��Z0 ). Donc parrapport au r�eseau NZ , �� est singulier car l'image de x qui est contenue dans l'orbiteassoci�ee �a �x est un point singulier de Ve�Z ;NZ ; et ��Z0 est r�egulier, car c'est la restrictionde e�Z sur �Z0 . Ceci entrâ�ne que(� \NZ) 6= (�Z0 \NZ) :Par cons�equent Ge'Z (x) 6= Gx0, o�u Gx0 (resp. Ge'Z (x)) est le groupe d'isotropie du pointx0 (resp. e'Z (x)), avec x0 le point g�en�erique de O�Z0 . D'autre part tous les points de'Z (Z 0) ont le même groupe d'isotropie G0(Z 0). D'o�u e'Z(x) =2 'Z(Z 0). On en con-clut que l'image de ( e'Z)�1('Z (Z 0)) dans Ve�Z ;NZ ne contient aucun point singulier. Parcons�equent eUZ=G0(Z), qui est l'image de eUZ dans Ve�Z ;NZ est lisse.Si on suppose de plus que V�;NZ�1;Z0 soit une d�esingularisation de V�1;Z ;N , alors on peutv�eri�er que tous les diviseurs exceptionnels dans Ve�Z ;NZ sont contract�es dans le lieusingulier de V�Z ;NZ , et par suite tous les diviseurs exceptionnels dans eUZ=G0(Z) sontcontract�es dans le lieu singulier de UZ=G0(Z). Donc eUZ=G0(Z) est une d�esingularisationde UZ=G0(Z). Elle est �equivariante par rapport �a G(Z), c'est �evident. 254



Remarque 4.8 Supposons qu'on ait construit eUZ et eUZ0 , o�u Z et Z 0 sont deux strates dansS avec Z � Z 0. On a le diagramme commutatif suivant,UZ YZUZ0 YZ0--6 ?'Z0'ZDonc pour que eUZ et eUZ0 puissent se recoller, il faut et il su�t que l'on ait le diagrammecommutatif suivant UZ0 eUZeUZ0 UZ--? ?e'Z0 e'ZiZ0;Z~iZ0;Zet que le morphisme en haut induit un isomorphisme de eUZ0 dans e'�1Z ('Z (UZ0)). En tenantcompte que dans �Z, �Z0 est une face de �Z , on trouve que la condition pr�ec�edente �equivaut �al'�egalit�e suivante, ( e�Z)j�Z0 = e�Z0 :Ceci est possible grâce au lemme 4.4.Maintenant construisons les eUZ suivant l'ordre d�ecroissant de dimensions des Z, avec Zparcourant S.D'abord Sn ne contient qu'un seul �el�ement Zn qui est un ouvert de X 0, donc UZn = Zn.On a G0(Zn) = feg et G(Zn) = G. Posons eUZn := Zn, la condition (i) dans l'introduction estv�eri��ee. Supposons qu'on ait construit les eUZ pour tout Z 2 S avec dim(Z) � i + 1, et queSi 6= �.(1) Soit Z une strate dans Si. Supposons qu'il existe un Z1 2 S et un g 2 G tels queZ1 = g(Z) et tels que eUZ1 soit d�ej�a construite. Alors on a le diagramme commutatifsuivant, UZ1 YZUZ YZ1--? ?g g'Z1'Z55



o�u les deux morphismes horizontaux sont des immersions ouvertes et que les deux mor-phismes verticaux sont des isomorphismes. D�e�nissons eYZ comme le �bre-produit de YZavec eYZ1 sur YZ1 , i.e. eYZ := YZ �YZ1 eYZ1 ;et eUZ comme le �bre-produit de UZ avec eUZ1 sur UZ1 , i.e.eUZ := UZ �UZ1 eUZ1 :Alors la condition (iii) dans l'introduction est v�eri��ee.(2) Supposons que Z 2 Si et que eUZ0 ne soit construit pour aucun Z 0 2 fg(Z) j g 2 Gg.Prenons une base de X compatible avec la d�ecomposition de X associ�ee �a Z. Soient Tle tore associ�e �a cette base, N et M les deux Z-modules libres de rang n d�etermin�es parT . Supposons que les �Z, �Z et �1;Z soient d�e�nis comme pr�ec�edement. On va construireeUZ dans la proposition 4.10. Montrons d'abord la proposition suivante.Proposition 4.9 Soient Z et Z 0 deux strates di��erentes dans S telles que Z � Z 0. Soient�Z0 une subdivision simpliciale de �1;Z0 , �+Z0 la subdivision de �1Z0 induite par �Z0 , et e�Z0 lasubdivision de �Z0 obtenue �a partir de �+Z0 en contractant les L, avec L 2 �Z0 . Posons	Z0;Z := f� 0 \ �1;Z j � 0 2 e�Z0g ;�+ZZ0 := f� 0 \ �1 j � 0 2 e�Z0; �1 2 �1Zg ;o�u e�Z0 := (e�Z0)j�Z0 = f� 0 2 e�Z0; j � 0 � �Z0g. Alors(a) 	Z0;Z est une subdivision de �Z0 \ �1;Z ,(b) �+ZZ0 est la subdivision de (�1Z)j�Z0 induite par 	Z0;Z, o�u (�1Z)j�Z0 est la restriction de �1Z�a �Z0 ,(c) les arrêtes L dans �+ZZ0 , avec L 2 �Z \ �Z0 , sont contractibles. Si on les contracte, onobtient exactement e�Z0.D�emonstration. Supposons que la d�ecomposition de X associ�ee �a Z (d�e�nition 2.10) soit dela forme suivante, X = k+1Mi=0( liMj=1Ei;j) ;et que la d�ecomposition de X associ�ee �a Z 0 soit de la forme suivante,X = k0+1Mi=0 ( l0iMj=1E0i;j) :56



Soit di;j la dimension de Ei;j, pour i = 0; :::; k + 1 et j = 1; :::; li. D'apr�es le lemme 2.19, ilexiste une suite croissante d'entiers f�igk0i=0, avec 0 � �0 < �1 < � � � < �k0 � k, telle que pourtout i, avec 0 � i � k0, les trois conditions suivantes soient v�eri��ees:(i) �iLp=�i�1+1( lpLq=1Ep;q) = l0iLj=1E0i;j ;(ii) pour tout p, avec �i�1 + 1 � p � �i, et pour tout q, avec 1 � q � lp, il existe un uniquej, avec 1 � j � li, tel que Ep;q � E0i;j,(iii) ( �iLp=�i�1+1Ep;1) � E0i;1.Comme dans le lemme 4.4, on posee0i := k+1Xp=i+1 lpXq=1 dp;qXs=1 ep;q;s ;e0p;q := dp;qXs=1 ep;q;s ;et e00i;j := Xep;q;s2E0i;j ep;q;s :Les quatres cônes, �Z , �1;Z , �Z0 et �1;Z0 sont de formes suivantes,�Z =< e00; e01; � � � ; e0k; ep;q;s; 0 � p � k + 1; 2 � q � lp; 1 � s � dp;q > ;�1;Z =< e00; e01; � � � ; e0k; e0p;q; 0 � p � k + 1; 2 � q � lp > ;�Z0 =< e0�0; e0�1; � � � ; e0�k0 ; ep;q;s avec ep;q;s =2 k0+1[i=0 E0i;1 > ;et que �1;Z0 =< e0�0; e0�1; � � � ; e0�k0 ; Xe0p;q2E0i;j e0p;q; 0 � i � k0 + 1; 2 � j � l0i > :Supposons que �Z0 soit une subdivision simpliciale de �1;Z0 et que �+Z0 soit la subdivision de�1Z0 induite par �Z0 . Alors tout cône  de dimension maximale dans �+Z0 est de la formesuivante, = (0;2 � � � � � 0;l00)� � � � � (k0+1;2 � � � � � k0+1;lk0+1)� < v1; � � � ; vm0 > ;o�u i;j est une face propre maximale du cône C 0i;j, avecC 0i;j :=< fep;q;s j �i�1 + 1 � p � �i; 1 � q � lp; 1 � s � dp;qg >57



et o�u < v1; � � � ; vm0 > est un cône de dimension maximale dans �Z0 . On rappelle la d�e�nitionde �Z0, �Z0 := fL(e00i;j) j (L(e00i;j) \N) = (L(e00ij) \NZ); 0 � i � k0 + 1; 1 � j � l0ig :Même argument que dans le lemme 3.14, on montre qu'il existe un unique cône � 2 e�Z0, dedimension maximale, tel que  � �. De plus � peut être d�ecrit de la fa�con suivante. Quitte�a changer les indices, on peut supposer que vc 2 �Z0 si et seulement si 1 � c � �, et qu'ilexiste (ic; jc) tels que vc = e00ic;jc, avec c = 1; :::; �. On a� = (C 0i1;j1 � � � � � C 0i�;j�)� ( Mj 6=1(i;j)6=(ic;jc)c=1;:::;� i;j)� < v�+1; � � � ; vm0 > :Prenons un cône de dimension maximale dans �1Z, not�e �1. Il est de la forme suivante,�1 = k+1Mi=0( liMj=2 �i;j)� < e00; � � � ; e0k; e0p;q; 0 � p � k + 1; 2 � q � lp > ;o�u �p;q est une face propre maximale du cône Cp;q, avecCp;q :=< ep;q;s; 1 � s � dp;q > ;0 � p � k + 1 et 1 � q � lp.Maintenant d�eterminons � \ �1. Quitte �a changer les indices, on peut suppsoser que�p;q =< ep;q;s; 2 � s � dp;q > :Soit fep;q;s j 0 � p � k + 1; 1 � q � lp; 1 � s � dp;qg la base de M , qui est le dual de la basefep;q;sg de N . On peut v�eri�er que l'orthogonal de �1, not�e �?1 , est de la forme suivante,�?1 =< fe0;1;s;�e0;1;s j 1 � s � d0;1g > �(k+1Mp=1 < f(ep;1;1�ep;1;s); (ep;1;s�ep;1;1) j 1 � s � dp;1g >);et que le cône dual de �1, not�e ��1, est de la forme suivante,��1 = �?1 � < fep;q;1; ep;q;s � ep;q;1 j 0 � p � k + 1; 2 � q � lp; 2 � s � dp;qg > :Puisque ��� 1 = �1, on obtient� \ �1 = fv 2 � j< h; v >� 0; 8h 2 ��1g :Si h 2 �?1 ou h = ep;q;1, < h; v >� 0 pour tout v 2 � . On en d�eduit que� \ �1 = fv 2 � j< ep;q;s � ep;q;1; v > � 0; 0 � p � k + 1; 2 � q � lp; 2 � s � dp;qg :58



On rappelle que� = (C 0i1;j1 � � � � � C 0i�;j�)� ( Mj 6=1(i;j)6=(ic;jc)c=1;:::;� i;j)� < v�+1; � � � ; vm0 > :Puisque fv�+1; � � � ; vm0g � �1;Z0 � �1;Z , on a < ep;q;s � ep;q;1; vc >= 0, pour c = � + 1; � � � ;m0.D'autre part pour tout p, avec 0 � p � k + 1, et pour tout q, avec 1 � q � lp, il existe ununique E0i;j tel que Ep;q � E0i;j. On en d�eduit� \ �1 = (Hi1;j1 � � � � �Hi�;j�)� ( Mj 6=1(i;j)6=(ic;jc)c=1;:::;� (i;j \Hi;j))� < v�+1; � � � ; vm0 > ;o�u Hi;j := MEp;q�E0i;j < e0p;q; ep;q;2; ep;q;3; � � � ; ep;q;dp;q > :Puisque i;j est une face propre et maximale de C 0i;j, on d�eduit que i;j \ Hi;j est un cônesimplicial.Ainsi on a montr�e que � \ �1 est la somme directe des cônes simpliciaux, et par suite luimême est un cône simplicial. En g�en�eral, soit � (resp. �1) un cône dans e�Z0 (resp. �1Z). Ilexiste un � (resp. �1), qui est un cône maximal dans e�Z0 (resp. �1Z) contenant � (resp. �1).L'intersection � \ �1 est une face de � \ �1. Ce dernier est un cône simplicial, par cons�equent� \ �1 est un cône simplicial. Donc e�Z0 \�1Z est un �eventail.Une cons�equence imm�ediate, est que 	Z0;Z est une subdivision de �Z0 \ �1;Z . En e�et 	Z0;Zest la restriction de �+ZZ0 �a �Z0 \ �1;Z . D'autre part, d'apr�es les calculs pr�ec�edents, pour toutcône � dans e�Z0 et tout cône �1 dans �1Z, qui sont de dimensions maximales, leur intersec-tion est la somme directe d'une face de �Z0 avec un cône de dimension maximal contenu dans�Z0 \ �1;Z . Ce dernier est donc un �el�ement de 	Z0;Z. Ceci implique que �+ZZ0 est la subdivisionde (�1Z)j�Z0 induite par 	Z0;Z.De nouveau d'apr�es le lemme 3.14, on peut contracter les L, avec L 2 �Z0 \ �Z, et obtenirencore un �eventail simplicial qui est une subdivision de e�Z0. Or ces deux �eventails sont toussimpliciaux et ont les mêmes arrêtes, on en conclut qu'ils sont �egaux. La proposition estd�emontr�ee. 2Proposition 4.10 Il existe une subdivision e�Z de �Z telle que les trois conditions suivantessoient v�eri��ees.(1) Pour tout Z 0 2 S, avec Z � Z 0, on a ( e�Z)j�Z0 = e�Z0;59



(2) Soit e�Z := �e�Z la subdivision de �Z induite par e�Z. Alors le morphismee'Z : Ve�Z ;N �! V�Z ;Nest �equivariant par rapport �a G(Z).(3) L'image inverse de 'Z(UZ) dans Ve�Z ;N , not�ee eUZ, est stable parG(Z). De plus eUZ=G0(Z)est une d�esingularisation de UZ=G0(Z).D�emonstration. Pour chaque Z 0 2 S tel que Z � Z 0, on pose�+ZZ0 := e�Z0 \�1Z et 	Z0;Z := e�Z0 \ �1;Z :D'apr�es la proposition pr�ec�edente, �+ZZ0 est la subdivision de (�1Z)�Z0 induite par 	Z0;Z, qui estune subdivision de �Z0 \ �1;Z . D'apr�es le lemme 4.4, �Z0 \ �1;Z est une face de �1;Z . Si Z 00 estune autre strate dans S telle que Z 0 � Z 00, alors l'hypoth�ese de r�ecurence implique que( e�Z0)j�Z00 = e�Z00 :Par cons�equent, on a (�+ZZ0 )j�Z00\�1;Z = (�+ZZ00 )j�Z00\�1;Zet donc (	Z0;Z)j�Z00\�1;Z = 	Z00;Z :Donc on obtient une famille compatible de subdivisions des faces de �1;Z . C'est facile de voirqu'il existe une subdivision �Z de �1;Z , telle que(a) la restriction de �Z sur toute face �Z0 \ �1;Z soit �egale �a la subdivision 	Z0;Z,(b) V�Z ;NZ soit une d�esingularisation de V�1;Z ;NZ .En e�et une telle �Z peut être construite de la fa�con suivante. Posons �0 := �1;Z , et notons�1 la subdivision centrale de �1;Z . On remarque que �1 est simpliciale et que chaque cône�1 2 �1 poss�ede une unique face maximale �0, avec �0 < �1;Z . Donc la famille compatiblede subdivisions des faces de �1;Z ci-dessus induit canoniquement une subdivision de �1, not�ee�2. Ensuite on prend une subdivision �3 de �2 telle que V�3;NZ soit une d�esingularisation deV�2;NZ . Alors �Z := �3 v�eri�e les conditions (a) et (b) indiqu�ees ci-dessus.Une telle subdivision �Z �etant construite, on d�enote �+Z la subdivision de �1Z induite par�Z . D'apr�es le lemme 3.14, on peut contracter les arrêtes L, avec L 2 �Z , et obtenir unesubdivision e�Z de �Z . Le morphismee'Z : Ve�Z ;N �! V�Z ;Nest �equivariant par rapport �a G(Z). D'apr�es le lemme 4.7, eUZ := e'�1Z ('Z(UZ)) est un ouvertde Ve�Z ;N , stable par G(Z), et eUZ=G0(Z) est une d�esingularisation de UZ=G0(Z). 2Ainsi on arrive �a construire la famille f eUZgZ2S telle qu'elle v�eri�e les trois conditions cit�eesdans l'introduction. 60



4.2 D�emonstration du th�eor�eme 4.1.1: Montrons d'abord que les eUZ, avec Z 2 S, peuvent se recoller.Pour tous Z1; Z2 2 S, il existe un unique Z 2 S tel que (Z1 [ Z2) � Z et tel que(UZ1 \ UZ2) = UZ (Th�eor�eme 2.8). On d�e�niteUZ1;Z2 := e'�1Z1 ('Z1 (UZ)) ;de même mani�ere on d�e�nit eUZ2;Z1 := e'�1Z2 ('Z2 (UZ)) :Alors la condition (ii) implique que eiZ;Z1 : eUZ �! eUZ1;Z2et eiZ;Z2 : eUZ �! eUZ2;Z1sont des isomorphismes. D�e�nissons le morphime #Z1;Z2 : eUZ1;Z2 �! eUZ2;Z1 par#Z1;Z2 := eiZ;Z2 � (eiZ;Z1 )�1 :Alors on a #Z1;Z2 = (#Z2;Z1 )�1.Pour tous Z1; Z2; Z3 2 S, il existe Z12, Z23, Z31, Z123 uniques dans S tels que Zi\Zj = Zij ,avec 1 � i < j � 3, et tels que Z1 \ Z2 \ Z3 = Z123. On peut v�eri�er directement les deux�egalit�es suivantes:- #Z1;Z2 ( eUZ1;Z2 \ eUZ1;Z3) = eUZ2;Z1 \ eUZ2;Z3 ,- (#Z1;Z3 )jeUZ1;Z2\eUZ1;Z3 = (#Z2;Z3 � #Z1;Z2 )jeUZ1;Z2\eUZ1;Z3 .On peut donc recoller les eUZ le long des isomorphismes #Z1;Z2 , pour tous Z;Z1; Z2 2 S (lemmede recollement, [18] page 80). Notons fX la vari�et�e ainsi obtenue et notons  Z l'immersionouverte de eUZ dans fX .2: Montrons que fX est munie d'une action de G.Soient ~x 2 fX et g 2 G. Alors il existe un Z 2 S et un x 2 Z tels que ~x =  Z(x). On poseg(~x) :=  g(Z)(g(x)) ;o�u g(x) est l'image de x dans eUg(Z) par l'isomorphisme de eUZ dans eUg(Z) induit par g : UZ �!Ug(Z). 61



Supposons qu'il y ait un autre repr�esentant x0 2 eUZ0 tel que ~x =  Z0 (x0). Alors on ax0 = #Z;Z0 (x) et par suite g(x0) = #g(Z);g(Z0)(g(x)). Donc on obtient g(Z0)(g(x0)) =  g(Z)(g(x)) :Ceci montre que le morphisme g : fX �! fX est bien d�e�ni. Par cons�equent fX est munied'une action de G. Le même argument montre aussi que le morphisme canonique de fX dansX, induit par les morphismes e'Z : eUZ �! UZ , est �equivariant par rapport �a G.3: Montrons que fX=G est une d�esingularisation de X=G.Fixons d'abord quelques notations. Soit V une vari�et�e alg�ebrique. On peut consid�erer Vcomme une vari�et�e analytique complexe et on note HV;x l'anneau des fonctions holomorphes enx, pour tout point x 2 V . Le compl�et�e de OV;x est �egal au compl�et�e de HV;x, i.e. ÔV;x = ĤV;x([37] Proposition 3). Puisque OV;x (resp. HV;x) est r�egulier si et seulement si ÔV;x (resp. ĤV;x)est r�egulier ([39] page 107, Proposition 24), on en d�eduit(�) OV;x est r�egulier() HV;x est r�egulier:Puisque le morphisme e' : fX �! X 0 est propre et birationnel, �equivariant par rapport �aG, on d�eduit que le morphisme �' : fX=G �! X 0=G est aussi propre et birationnel.(a) Montrons que fX=G est lisse.Soit �x un point de fX=G et prenons un point ~x 2 fX tel que �x soit l'image de ~x. On a([7]) (��) H eX=G;�x ' (H eX;~x)=G~x ;o�u G~x est le groupe d'isotropie de ~x. Soit x0 = e'(~x), x0 est un point de X 0. Il existe uneunique strate Z 2 S telle que x0 2 Z. On en d�eduit que eUZ (resp. UZ) est un voisinageouvert de ~x (resp. de x0). Comme le morphismee'Z : eUZ �! UZest �equivariant par rapport �a G0(Z) et que G0(Z) = Gx0 (lemme 2.5), on obtient(HeUZ ;~x)=G~x ' H(eUZ=G0(Z));�xZ ;o�u �xZ est l'image de ~x dans eUZ=G0(Z). Or eUZ=G0(Z) est une d�esingularisation deUZ=G0(Z) (Proposition 4.10), donc O(eU=G0(Z));�xZ est r�egulier. Le (�) implique alorsque H(eUZ=G0(Z));�xZ est r�egulier, et par suite H eX=G;�x, qui est isomorphe �a (H eX;~x)=G~x =(HeUZ ;~x)=G~x, est r�egulier. En appliquant encore une fois le (�), on en d�eduit que O eX=G;�xest un anneau local r�egulier.Puisque �x est un point quelconque de fX=G, on en conclut que fX=G est lisse.62



(b) Montrons que les diviseurs exceptionnels dans fX=G sont tous contract�es dans le lieusingulier de X 0=G, et donc contract�es dans le lieu singulier de X=G.Ceci est presque �evident. D'abord le morphisme canonique deX 0=G dans X=G induit unisomorphisme sur l'image inverse de (X=G) n Sing(X=G) (Remarque 1.14). Ensuite lesconstructions locales des eUZ , avec Z 2 S, montrent que fX=G est une d�esingularisationX 0=G. Donc � : fX=G �! X=G induit un isomorphisme sur l'image inverse de (X=G) nSing(X=G). 2D�e�nition 4.11 Soit fx1; � � � ; xng une base deX := C n . Un �eclatement avec poids (d1; � � � ; dn),di � 0 pour 1 � i � n, de X est l'�eclatement normalis�e de l'id�eal monômial fxm=d11 ; � � �xm=dnn g,avec m := p:p:c:m:(d1; � � � ; dn).D�e�nition 4.12 Soient K(X) le corps de fonctions rationnelles sur X := C n et fx1; � � � ; xngun syst�eme de param�etres tel que K(X) = C (x1; � � � ; xn). Une valuation discr�ete monômiale� de K(X) est une valuation 4 de K(X) d�e�nie par� ( X0�j�j�m0 c�x�) = minc� 6=0 f�1�1 + � � �+ �n�ngpour tous m0 2 Z�0, � = (�1; � � � ; �n) 2 (Z�0)n et c� 2 C , o�u �1; � � � ; �n 2 Z�0 sont �x�es eto�u j�j := �1 + � � ��n.Th�eor�eme 4.13 Tout diviseur exceptionnel irr�eductible dans fX=G est l'image de diviseursexceptionnels dans fX. Tous diviseurs exceptionnels irr�eductibles dans fX proviennent �a unisomorphisme birationnel pr�es, d'un �eclatement avec poids de l'espace a�ne X = C n . Ou defa�con �equivalente tout diviseur exceptionnel irr�eductible dans fX correspond �a une valuationdiscr�ete monômiale de K(X), avec K(X) le corps de fonctions rationnelles sur X.D�emonstration. Il est clair que tout diviseur exceptionnel dans fX=G est l'image d'un diviseurexceptionnel dans fX, car le morphisme canonique de fX dans fX=G est un morphisme �ni.D'apr�es le th�eor�eme 4.1, la famille f eUZgZ2S est un recouvrement de fX. Pour chaquediviseur exceptionnelE dans fX , il existe donc au moins un ouvert eUZ tel que le point g�en�eriquede E soit contenu dans eUZ . Or eUZ est isomorphe �a un ouvert dense de la vari�et�e toriqueVe�Z ;N , ceci implique que l'image de E \ eUZ est un ouvert dense d'un diviseur exceptionneldu morphisme de Ve�Z ;N dans X. Puisque tout diviseur exceptionnel dans Ve�Z ;N correspondde fa�con unique �a une arrête dans e�Z , donc �a isomorphisme birationnel pr�es provient d'un�eclatement avec poids de l'espace a�ne X := C n . D'o�u le r�esultat. 24pour valuation discr�ete voir [43] chapitre VI. 63
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5 Singularit�es quotient d'un sous-groupe �ni de GL(3; C )ou de SL(3; C ).Dans ce chapitre, on consid�ere des singularit�es quotient de dimension 3. D'abord on ap-plique la m�ethode g�en�erale (montr�ee dans les quatre premiers chapitres) pour construire desd�esingularisations de C 3=G, avecG un sous-groupe �ni deGL(3; C ). Ensuite, dans le deuxi�emeparagraphe on construit, pour une famille de sous-groupes �nis de SL(3; C ), des r�esolutionscr�epantes et on v�eri�e des assertions de M.Reid et Y.Ito.5.1 R�esolutions des singularit�es quotient d'un sous-groupe �ni deGL(3; C ).Soit G � GL(3; C ) un sous-groupe �ni et petit. On dit que G est r�eductible s'il existe unsous-espace V de C 3 stable par G, avec V di��erent de f0g et de C 3 . Si G n'est pas r�eductible,on dit que G est irr�eductible. Notons C(G) le centre de G et posons X := C 3 .Pour d�esingulariser C 3=G, dans le cas o�u G est ab�elien, on peut utiliser des �eventails etconstruire des G-d�esingularisations [5], ici G d�esigne le syst�eme minimal de g�en�erateurs d'unsemi-groupe qui d�e�nit une vari�et�e torique. Quand G est non ab�elien, des mod�eles �equivariantsab�eliens X 0 ont �et�e construits dans ([32]), o�u le quotient X 0=G est appel�e mod�ele �a singularit�estoriques simpliciales de X=G.Dans ce paragraphe, nous construisons des d�esingularisations de ces singularit�es quotientset surtout des mod�eles �equivariants dont les quotients donnent des d�esingularisations voulues.Ces constructions seront utilis�ees dans le paragraphe suivant.1er Cas: G r�eductible (non ab�elien).Il existe dans X un unique plan D et une unique droite L stables par G tels que X =L �D. Choisissons une base fe1; e2; e3g de X telle que L =< e1 >, D =< e2; e3 >. Soient' : X 0 �! X l'�eclatement de X de centre L et D0 la transform�ee stricte de D. Alors D0est isomorphe �a l'�eclatement de D de centre l'origine et X 0 = L � D0. On a le diagrammecommutatif suivant, '�1(D) =: D0 XX 0 D--? ?p0 p'jD0'o�u p et p0 sont des projections. Notons E le diviseur exceptionnel de ' et posons P 1 :='�1(f0g). Alors D0 (resp. X 0) est un �br�e en droites (resp. �br�e vectoriel de rang 2) sur65



P 1 et E ' L � P 1. D'apr�es le th�eor�eme 1.13, X 0 est un mod�ele �equivariant ab�elien. Pluspr�ecis�ement on aLemme 5.1(1) Il existe un sous-ensemble �ni I � P 1 tel que Gx soit un sous-groupe ab�elien maximalde G pour tout x 2 I, et tel que Gx = C(G) pour tout x 2 P 1 n I.(2) Soient x1 et x2 deux points di��erents de I. Alors soit Gx1 = Gx2 , soit Gx1\Gx2 = C(G).D�emonstration.(1) Pour tout g 2 C(G), la restriction de g sur D est une homoth�etie. Donc P 1 est �xepar C(G), i.e. Gx � C(G) pour tout x 2 P 1. Prenons un x 2 P 1 tel que Gx 6= C(G).Chaque g 2 Gx n C(G) a exactement deux points �xes dans P 1, not�es x et x0. Tout�el�ement g0 2 G qui commute avec g �xe x et x0. Ceci montre que Gx est un sous-groupeab�elien maximal de G.Inversement tout sous-groupe ab�elien maximal de G contient strictement C(G), et doncn'a que deux points �xes dans P 1. Puisque G n'a qu'un nombre �ni de sous-groupesab�eliens maximaux, alors I est un ensemble �ni.(2) Supposons que x1 et x2 soient deux points di��erents de I et que Gx1 6= Gx2 . Alors Gx1(resp. Gx2) a deux points �xes x1 et x01 (resp. x2 et x02) dans P 1. Chaque g 2 (Gx1 \Gx2)�xe ces quatre points distincts, donc �xe P 1 tout entier. Par cons�equent g 2 C(G). 2Notations 5.2 Posons G0 := fg 2 G j gjL soit l'identit�eg, c'est un sous-groupe distingu�e deG. Si G0 6� C(G), on note J le sous-ensemble de I constitu�e des points de P 1 �xes par unsous-groupe ab�elien maximal de G0. Si G0 � C(G), on pose J = �. Notons � l'ensemble desdroites dans D �xes par un �el�ement de G n feg.On a le lemme suivant, qui r�esulte directement de la d�e�nition de S (paragraphe 2.1).Lemme 5.3 La strati�cation S de X 0 est de la forme suivante,� l'unique strate de dimension 3, est le compl�ementaire de la r�eunion du diviseur excep-tionnel E et des transform�ees strictes des droites dans �.� l'unique strate de dimension 2, est celle dont l'adh�erence est le diviseur exceptionnel E,� les transform�ees strictes des droites dans �, et les �bres au-dessus des x 2 J , qui sontles adh�erences des strates de dimension 1; si C(G) 6� G0, P 1 = '�1(f0g) est aussil'adh�erence d'une strate de dimension 1, not�ee Z0;66



� les points x, avec x 2 I, sont des strates de dimension 0.Pour chaque strate Z, la r�eunion UZ := SZ02SZ�Z0 Z 0 est un voisinage ouvert de Z. Si on choisitun tore maximal T contenant Gx = G0(Z) avec x 2 Z, et consid�ere X 0 comme une vari�et�etorique par rapport �a T , alors Z (resp. toute strate Z 0 avec Z � Z 0), est un ouvert dense del'adh�erence d'une orbite du tore.Dans X 0=G , l'image d'un point de la strate de dimension 3 (resp. de dimension 2 ) est unpoint lisse. Supposons que C(G) 6� G0, et consid�erons la strate Z0, avec Z0 = P 1. Tout pointde Z0 a le même groupe d'isotropie C(G). Soit T le tore associ�e �a le base fe1; e2; e3g. NotonsN le Z-module libre de rang 3 d�etermin�e par T , et fv1; v2; v3g une Z-base de N . On d�e�nieN1, le sur-r�eseau de N , par N1 := N + Xg2C(G)Z��g ;o�u �g := (�1(g); �2(g); �3(g)) 2 [0; 1[3, tel que (exp(2i��1(g)); exp(2i��2(g)); exp(2i��3(g)))soit l'image canonique de g dans T .Soit C le cône r�egulier dans NR, engendr�e par fv1; v2; v3g. Posons v := v2 + v3. No-tons �0 l'�eventail repr�esentant X 0, �0 est la subdivision �el�ementaire du cône C de centre v.L'adh�erence de Z0 dans X 0 = V�0;N est O�0 , avec �0 le cône engendr�e par v1 et v. Pour toutg 2 C(G), gjD est une homoth�etie. Ceci implique que �2(g) = �3(g), et par suite �g 2 �0.Soient �0 la subdivision r�eguli�ere minimale de �0 par rapport au r�eseau N1, et ��0 la sub-division de �0 induite par �0. Notons eUZ l'image inverse de UZ dans V��0 ;N , eUZ=C(G) estune d�esingularisation de UZ=C(G), �equivariante par rapport �a G. On remarque que cettemodi�cation ne d�epend pas du choix de la base fe2; e3g du plan D.Chaque strate Z de dimension 1, avec Z 6� P 1, ne contient qu'un seul point x 2 I. Onpeut donc construire une modi�cation eUx de l'ouvert Ux directement, o�u Ux := SZ2S; x2Z Z.Puisque la construction de eUZ0 ne d�epend pas du choix de la base de D, on peut supposer quedans la base fe1; e2; e3g, les �el�ements de Gx soient diagonaux. Soient T ,N , �0 et �0 d�e�niscomme pr�ec�edement. Le point x est une orbite du tore T et correspond �a l'un des deux cônesde dimension 3 dans �0, not�e �x. On d�e�nie le sur-r�eseau N1x parN1x := N1 + Xg2GxZ� �g ;avec �g := (�1(g),�2(g),�3(g)) 2 [0; 1[3, tel que (exp(2i��1(g)); exp(2i��2(g)); exp(2i��3(g)))soit l'image canonique de g dans T . Puisque �g 2 �0 si et seulement si g 2 C(G), on en d�eduitque N1x \ �0 = N1 \ �0 :Par cons�equent la subdivision �0 du cône �0 est aussi r�eguli�ere par rapport �a N1x. On peuttrouver une G-subdivision �x de �x (par rapport au r�eseau N1x), i.e. �x est r�eguli�ere par67



rapport �a N1x et chaque arrête de �x porte un �el�ement du syst�eme minimal de g�en�erateurs de�x \N1x . Notons �x la subdivision de �0 induite par �x, on a(�) (�x)j�0 = �0 :Soit e'x le morphisme canonique de V�x;N dans X 0 = V�0;N , et posons eUx := e'�1x (Ux). Lacondition (�) implique que eUZ0 ' e'�1x (UZ0), et donc eUZ0 et eUx peuvent se recoller.Supposons que x1; x2 2 I, et que g 2 G tels que x2 = g(x1). On a Gx2 = g � Gx1 � g�1.On peut subdiviser le cône �x2 de même mani�ere que �x1 et obtenir le diagramme commutatifsuivant. X 0 X 0V�x1 ;N V�x2 ;N--? ?e'x1 e'x2gegNotons fX le recollement de eUZ0 et des eUx, avec x 2 I. On a la proposition suivante. Lad�emonstration est la même que celle du th�eor�eme 4.1, on l'a omise.Proposition 5.4 La vari�et�e fX est munie d'une action de G et le morphisme canonique e' :fX �! X 0 est un G-morphisme propre et birationnel. De plus fX=G est une d�esingularisationde X=G.Notons � le morphisme canonique de fX=G dans X=G. Alors pour les diviseurs exception-nels de � on a la description suivante.Corollaire 5.5 Les points de I forment trois orbites, appel�ees orbites sp�eciales ou exception-nelles [6]. Soient x1, x2 et x3 trois repr�esentants. Alors les diviseurs exceptionnels de � peuvent être repr�esent�es par le graphe dual suivant.����������x1�Z0HHHHj rrrrb��������x3@@@@@�x2QQQQQQQBBBBBBBBBBBBB68



Exemple 5.6 Consid�erons le groupe G � GL(3; C ) engendr�e para1 = 0B@! ! 11CA ; a2 = 0B@! 1 ! 1CA ; b = 0B@�1 0 00 0 10 1 01CA ;avec ! := exp(2i�=3). On peut v�eri�er que G est petit et d'ordre 18. Les notations sont commepr�ec�edement, alors il y a trois orbites sp�eciales dans P 1 dont trois repr�esentants sont: un point�xe de H :=< a1; a2 >, not�e x1; les deux points �xes de < C(G); b >, not�es respectivement x2et x3. Une des fX peut être construite de la fa�con suivante:�x1 ������������r���������������������������������rrrr rr�����������������������������������������������������������������������������������������������������7PPPPPPPq�Z0
�x2@@@@@@@@AAA��������QQQQQQQQcccccccr rrr���r@@@HHHHHH((((hhhh����r�x3AAAAAAAAAAAAAAAATTTTTTTTTTTTTSSSSSSAAAAAAAAAAAQQQQQQQQHHHHHH@@@@@@@@rrr rr

�x1 ����r rrrr rr�������������������������� �x2r rrr���r@@@ rhhhh����r�x3AAAAACCCCCCCCCCC@@@AAAAAArrr r rAAAAAU�Z0
le graphe dual de � Dans le graphe dual du morphisme � : fX=G �! X=G, chaque sommet repr�esente un di-viseur exceptionnel irr�eductible. Chaque arrête qui relie deux sommets distincts repr�esenteune courbe irr�eductible qui est l'intersection des deux diviseurs exceptionnels correspondantaux deux sommets. Et chaque triangle form�e par trois sommets et trois arrêtes repr�esentel'unique point d'intersection des trois diviseurs exceptionnels correspondant.Remarque 5.7 Pour chaque strate Z de dimension 1, avec Z � D0, il existe un unique x 2 Itel que x = Z \E. Notons �Z le cône dans �0 tel que Z soit un ouvert de l'adh�erence de O�Z .Alors �Z < �x, i.e. �Z est une face propre de �x. Puisque �x est une G-subdivision de �x parrapport �a N1x , on en d�eduit que �Z := (�x)�Z est l'unique subdivision minimale de �Z avecV�Z ;N=G0(Z) lisse. 69



2�eme Cas: G irr�eductible.Soit '0 : X1 �! X l'�eclatement de X de centre l'origine. Notons E0 le diviseur exception-nel de '0, E0 est isomorphe au plan projectif P2 et X1 est un �br�e en droites sur E0. Pourtout x 2 E0, notons lx la �bre sur x. Pour tout sous-groupe H � G, on d�e�nit WH commel'ensemble des points �xes de H dans X1. Puisque G est un groupe irr�eductible, aucun pointde E0 n'est �xe par G tout entier. Le groupe d'isotropie de tout point de X1 stabilise la �brepassant par ce point, donc est un sous-groupe r�eductible de G.Soient P1; � � � ; Pj les droites projectives dans E0 �xes par un �el�ement deGnC(G). D�e�nissonsles deux sous-ensembles R1 et R0 de E0 parR1 := fx 2 E0 j Gx ab�elien, x est un point isol�e de WGx \ E0g,R0 := fx 2 E0 j Gx non ab�elieng ;et posons R := R0 [ R1. Supposons que R0 6= � et d�e�nissons '1 := X 0 �! X1 commel'�eclatement de X1 de centre la r�eunion disjointe des �bres lx, avec x 2 R0. Notons E00 latransform�ee stricte de E0, alors X 0 peut être consid�er�ee comme un �br�e en droites sur E00.D'apr�es le th�eor�eme 1.13, X 0 est un mod�ele �equivariant ab�elien. SiR0 = �, le groupe d'isotropiede tout point de X1 est ab�elien. Dans ce cas on pose X 0 := X1. On d�e�nit la strati�cation Sde X 0 de même mani�ere que dans le paragraphe 2.1, alors on aLemme 5.8(1) Toute strate de dimension 0 est un point de E00.(2) Soit Z une strate de dimension 1 avec Z � E00. Alors Z est isomorphe �a une droiteprojective. Vues comme des sous-vari�et�es de E00, les Z sont �a croisements normaux,pour toute strate Z de dimension 1 contenue dans E00.D�emonstration.(1) On a vu que X 0 est un �br�e en droites sur E00 et que l'action de G sur X 0 conserve lastructure du �br�e. De plus la restriction sur chaque �bre de l'action de G est lin�eaire.Donc si un point x =2 E00 est �xe par un g 2 G, alors tout point de la �bre lx est aussi�xe par g. D'autre part s'il existe un diviseur exceptionnel irr�eductible E passant parx, E doit contenir lx. Ceci implique que x n'est pas une strate, et par suite toute stratede dimension 0 est contenue dans E00.(2) Prenons une strate Z 2 S de dimension 1, avec Z � E00. Son adh�erence Z est: soitla transform�ee stricte d'une Pk � E0 avec 1 � k � j; soit l'intersection de E 00 avec unautre diviseur exceptionnel irr�eductible. Dans les deux cas, Z est une courbe projectiverationnelle. D'autre part E00 est une surface lisse, Z est une composante de l'ensemble70



de points �xes de G0(Z), est donc lisse. Par cons�equent Z est isomorphe �a la droiteprojective P1. Comme le groupe d'isotropie de chaque point x 2 E 00 est ab�elien, il existeau plus deux droites projectives passant par x qui sont contenues dans E00 et �xes parun g 2 G n C(G). Dans ce cas elles sont transversales en x. On en d�eduit que les Z,avec Z 2 S1 et Z � E00 sont �a croisements normaux dans E00. 2Pour chaque strate Z dans S, on d�e�nit comme pr�ec�edement UZ := SZ02SZ�Z0 Z 0. Chaque UZest isomorphe �a un ouvert dense de la vari�et�e torique YZ := BlDZX dont le tore T contientG0(Z) comme un sous-groupe �ni (th�eor�eme 2.8). On peut associer �a YZ un �eventail �Z , i.e.YZ = V�Z ;N , dans lequel il existe un unique cône �Z tel que l'image de Z soit un ouvert densede O�Z . Ici N est le Z-module libre de rang 3 d�etermin�e par T .Pour des strates Z 2 S de dimension plus grande ou �egale �a 2, l'image de tout point x 2 Zest un point lisse de X 0=G. On pose eUZ := UZ.Si Z est de dimension 1, il existe une unique subdivision minimale �Z de �Z telle queV�Z ;N=G0(Z) soit lisse. Notons e�Z la subdivision de �Z induite par �Z et prenons l'imageinverse eUZ de UZ dans eYZ comme la modi�cation torique de UZ, o�u eYZ := Ve�Z ;N . On remarqueque ces modi�cations pour des strates de dimension 1 sont automatiquement compatibles avecl'action du groupe G. En e�et elles peuvent être obtenues par une suite d'�eclatements et decontractions G-�equivariants.Si Z = fxg est de dimension 0, alors �x est un cône de dimension 3 dans �x. On poseN1x := N + Xg2GxZ� �g ;o�u �g := (�1(g); �2(g); �3(g)) 2 [0; 1[3 tel que (exp(2i��1(g); 2i��2(g); i��3(g))) soit l'imagecanonique de g dans T . On construit une G-subdivision �x de �x par rapport au r�eseau N1x , eton note e�x la subdivision de �x induite par �x. Posons eUx l'image inverse de Ux dans Ve�x;N .On demande de plus que ces constructions soient compatibles avec l'action de G. Si Z 0 estune strate de dimension 1 telle que x 2 Z 0, le cône �Z est une face propre de �x. La conditionque �x soit une G-subdivision (par rapport �a N1x) implique que la restriction de �x sur �Z ,not�ee (�x)j�Z , est �egale �a �Z. Car N1x \ �Z = N1Z \ �Z .On en d�eduit que les f eUZgZ2S peuvent se recoller et donner une G-vari�et�e fX . Avecmême argument que dans la d�emonstration du th�eor�eme 4.1, on conclut que fX=G est uned�esingularisation de X=G.Exemple 5.9 Consid�erons le groupe G � GL(3; C ) engendr�e para1 = 0B@�1 �1 11CA ; a2 = 0B@ � � �1CA ; b = 0B@ 0 1 00 0 11 0 01CA ;71



avec � := exp(2i�=5). On peut v�eri�er que G est d'ordre 60, irr�eductible et petit. Le groupeH :=< a1; a2; ba1b�1 > est un sous-groupe ab�elien distingu�e de G, avec [G : H] = 3. Il y aquatre autres sous-groupes ab�eliens maximaux qui sont tous conjugu�es: A :=< a2; b >, a1Aa1,a01Aa01 et a001Aa001, avec a01 := ba1b�1 et a001 := b�1a1b.L'�eclatement X1 de X := C 3 de centre f0g est d�ej�a un mod�ele �equivariant ab�elien. Dansla strati�cation S de X1, il y a 15 strates de dimension 0 qui sont des points du diviseurexceptionnel E0 dont le groupe d'isotropie est un sous-groupe ab�elien maximal de G. Ils forment4 orbites, dont 4 repr�esentants sont: x1 := [1; 0; 0], x2 := [1; 1; 1], x3 := [1; !; !2] et x4 :=[1; !2; !] avec ! := exp(2i�=3). On a Gx1 = H et Gx2 = Gx3 = Gx4 = A.Les strates de dimension 1 sont: trois droites projectives dans E0; 7 �bres qui formentdeux classes, dont des repr�esentants sont lx1 et lx2. On construit des modi�cations locales dela fa�con suivante, o�u on pose x01 := [0; 1; 0] et x001 := [0; 0; 1]:
�x1�x01 �x001%%%%%%%%%!!!!!!!!!!!!!!!aaaaaaaaaaaaaaaeeeeeeeeeaaaa!!!!r r rr rr r �x2�x3 �x4%%%%%%%%%!!!!!!!!��� \\\�����������������AAAaaaaaaaaQQQQQAAAAAAeeeeeeeee���@@@@@@r rr r rr rLes positions ensemblistes des diviseurs exceptionnels du morphisme � : fX=G �! X=G peu-vent être repr�esent�ees par le dessin suivant:'
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5.2 Singularit�es quotient d'un sous-groupe �ni de SL(3; C ) et r�eso-lutions cr�epantes.Soient G � SL(3; C ) un sous-groupe �ni. Pour chaque g 2 G, soient f�1(g); �2(g); �3(g)gl'ensemble des trois valeurs propres de g. Il existe a1(g); a2(g); a3(g) 2 [0; 1[, tels que �i(g) =exp(2i�ai(g)) avec 1 � i � 3, g est dit junior si a1(g) + a2(g) + a3(g) = 1. On remarque quecette somme est un entier positif pour tout g 2 G n feg et vaut 0 si g = e.SoientX := C 3 et Y := X=G. Une r�esolution cr�epante f : eY �! Y est une d�esingularisationde Y , avec KeY = f�(KY ) = 0, o�u K� d�esigne le faisceau canonique. Dans [22], on a montr�e(th�eor�eme 1.4) que pour toute r�esolution cr�epante, il y a une correspondance biunivoque en-tre l'ensemble des diviseurs exceptionnels de f et l'ensemble des classes de conjugaisons des�el�ements juniors dans G, et que les diviseurs cr�epants apparaissent dans toute d�esingularisationde C 3=G. On en d�eduit le lemme suivant.Lemme 5.10 Soit G � SL(3; C ) un sous-groupe �ni. Alors dans toute d�esingularisation deC 3=G, le nombre de diviseurs exceptionnels irr�eductibles est plus grand ou �egal au nombre declasses juniors. L'�egalit�e a lieu si et seulement si c'est une r�esolution cr�epante.Si G est ab�elien, alors Y = C 3=G est une vari�et�e torique par rapport �a un tore contenant Gcomme un sous-groupe �ni. Dans ce cas, toute G-d�esingularisation [5] de Y est cr�epante. In-versement toute r�esolution cr�epante de Y , qui est �equivariante par rapport �a un tore contenantG, provient d'une G-d�esingularisation.Dans la suite, on construit des r�esolutions cr�epantes des quotients Y = C 3=G pour dessous-groupes �nis non ab�eliens G � SL(3; C ), r�eductibles ou irr�eductibles avec un centre nontrivial.1er Cas: G r�eductible (non ab�elien).Il existe un unique plan D et une unique droite L stables par G tels que X = L � D.Le centre C(G) de G est l'ensemble des �el�ements de G dont la restriction sur D est une ho-moth�etie, C(G) est un groupe cyclique. Notons g0 l'unique �el�ement de SL(3; C ) tel que gjLsoit l'identit�e et tel que gjD soit une homoth�etie. On distingue les deux cas suivants.i) C(G) d'ordre pair.Dans ce cas, C(G) contient g0. On va montrer que la m�ethode g�en�erale du paragraphepr�ec�edent peut donner une r�esolution cr�epante. Notons X1 l'�eclatement de X de centre L.Soient E0 le diviseur exceptionnel et P 1 l'image inverse de l'origine, P 1 est isomorphe �a la droiteprojective. Soit I l'ensemble des points dans P 1 dont le groupe d'isotropie est di��erent deC(G), I est �ni. Le groupe d'isotropie de tout point de I est un sous-groupe ab�elien maximalde G. Tout �el�ement g 2 G n C(G) a deux points �xes dans P 1, not�es respectivement x et x0.73



Ces deux points, correspondant aux deux valeurs propres di��erentes de g, sont n�ecessairementdans I.Quitte �a faire un changement lin�eaire de variables et choisir un tore convenable, not�e T , onpeut supposer que x et x0 soient �xes par T . Supposons que le r�eseau N , le cône C et l'�eventail�0 soient d�e�nis comme dans le paragraphe pr�ec�edent. On peut repr�esenter X1 := BlLX par�0, alors x (resp. x0) correspond �a l'un des deux cônes de dimension 3, not�e �x (resp. �x0).Soit Gx (resp. Gx0) le groupe d'isotropie du point x (resp. x0), on a Gx = Gx0 . On d�e�nit lesur-r�eseau N1x par N1x := N + Xg02GxZ� ag0 ;avec ag0 := (a1(g0); a2(g0); a3(g0)) 2 [0; 1[3, tel que (exp(2i�a1(g0)); exp(2i�a2(g0)); exp(2i�a3(g0)))soit l'image canonique de g0 dans T .En tenant compte que g0 2 G et que ag0 = (0; 12; 12), on v�eri�e que pour chaque �el�ementjunior h 2 Gx nC(G), ah est contenu dans le syst�eme minimal de g�en�erateurs de l'un des deuxsemi-groupes N1x \ �x et N1x \ �x0. En plus (N1x \ �x) (resp. (N1x \ �x0)) est engendr�e par les ag,avec g junior contenu dans Gx et ag 2 N1x \ �x (resp. ag 2 N1x \ �x0).Posons Z0 := P 1 n I et �0 := � \ �x0, Z0 est un ouvert dense de l'orbite O�0 . Pour chaque�el�ement junior h 2 C(G) n feg, ah est contenu dans le syst�eme minimal de g�en�erateurs de�0 \N1x , (qui est �egal �a �0 \N1Z0).Maintenant on peut construire des modi�cations localement toriques de l'ouvert UZ0 et desouverts Ux, avec x 2 I, comme dans le paragraphe pr�ec�edent. Et notons encore fX la vari�et�eobtenue en recollant ces modi�cations locales. PuisqueG � SL(3; C ) et que ag0 = (0; 1=2; 1=2),tout �el�ement du syst�ememinimal de g�en�erateurs de N1x\�x (resp. N1x\�x0) est aussi un �el�ementdu syst�eme minimal de g�en�erateurs de N1x \ C. Les analyses ci-dessus impliquent alors qu'ily a une correspondance biunivoque entre l'ensemble des diviseurs exceptionnels dans fX etl'ensemble des �el�ements juniors de G.On en d�eduit que dans le quotient fX=G, il y a une correspondance biunivoque entrel'ensemble des diviseurs excptionnels irr�eductibles et l'ensemble des classes de conjugaisonsdes �el�ements juniors de G. La proposition 5.4 montre que fX=G est une d�esingularisation deX=G. Donc d'apr�es le lemme 5.10, fX=G est une r�esolution cr�epante de X=G.ii) C(G) est d'ordre impair.Dans ce cas, g0 =2 G. Puisque le diviseur exceptionnel provenant de l'�eclatement de centre Ln'est pas cr�epant, la m�ethode g�en�erale du paragraphe pr�ec�edent ne donne plus des r�esolutionscr�epantes. On la modi�e de la fa�con suivante.Lemme 5.11 Soit G � SL(3; C ) r�eductible non ab�elien, avec C(G) d'ordre impair. AlorsG est engendr�e par un sous-groupe ab�elien distingu�e H et un �el�ement � d'ordre 2. Quitte �afaire un changement lin�eaire de variables, tout �el�ement de H est diagonal et � est de la forme74



suivante, � = 0B@�1 0 00 0 10 1 01CA :D�emonstration. Choisissons une base fu; u1; u2g de X telle que L = C � u et que D =C � u1 � C � u2. Dans cette base chaque �el�ement g dans G est sous la forme suivante,g = 0B@�g 0 00 �1g �1g0 �2g �2g 1CA :Posons G0 := fg 2 G j �g = 1g, G0 est un sous groupe distingu�e de G. Posons �G1 = fgjD jg 2 G0g, �G1 est un sous-groupe �ni de SL(2; C), donc est de l'une des trois types: A, D ou E.D'apr�es l'hypoth�ese, �G1 ne contient aucune homoth�etie. Ceci implique qu'il est de type A2k0.Quitte �a faire un changement de variables on peut supposer que les �el�ements de G0 soient desmatrices diagonales.Posons H := fg 2 G j gg0 = g0g; 8g0 2 G0g, H est un sous-groupe ab�elien de G, car tout�el�ement de H a u; u1; u2 comme trois vecteurs propres communs. Puisque G0 est distingu�edans G, tout �el�ement g de G nH permute les deux directions u1 et u2, donc est de la formesuivante, g = 0B@�g 0 00 0 �1g0 �2g 0 1CA ;et par suite g2 2 C(G). Puisque �g 6= 1, et que C(G) est d'ordre impair, en multipliant g parun �el�ement de C(G) on obtient un � 2 G nH, avec� = 0B@�1 0 00 0 ��0 ��1� 0 1CA :Quitte �a faire encore un changement lin�eaire de variables, on peut supposer que �� = 1. Parcons�equent G est engendr�e par � et H, avec H distingu�e ab�elien d'indice 2 et � d'ordre 2. 2Pour tout h 2 H, possons �h := �h��1. Voil�a quelques cons�equences imm�ediates du lemmepr�ec�edent.Corollaire 5.12(1) G = H [H� et H = G0 �C(G).(2) Soient h1; h2 2 H. Alors h1� commute avec h2� si et seulement si h1h�12 2 C(G).75



(3) Il y a jG0j + 1 sous-groupes ab�eliens maximaux de G, ils sont de l'un des deux typessuivants: H ou < g�;C(G) >, avec g 2 G0.(4) Dans G il y a trois types de classes de conjugaisons,(a) fh; �hg avec h 2 H n C(G),(b) fgg avec g 2 C(G),(c) fg0 � g� j g0 2 G0g, avec g 2 C(G).D�emonstration.(1) Il est clair que G = H [H�. Montrons que H est le produit direct de G0 avec C(G).D'apr�es l'hypoth�ese du lemme pr�ec�edent, on a G0 \ C(G) = feg. Posons F1 := f�g jg 2 C(G)g et F2 := f�g j g 2 Hg, F1 est un sous-groupe cyclique d'ordre impaire deC � , car g0 =2 C(G). Pour tout h 2 H, on a h�h 2 C(G). Donc 8� 2 F2, on a �2 2 F1.Supposons qu'il existe un g 2 H avec �g =2 F1. Quitte �a multiplier g par un g0 2 C(G),on peut supposer que �g = �1. Ceci implique �1g�2g = �1, et par suite g0 = g�g 2 G.D'o�u une contradiction. Ainsi on a montr�e que F1 = F2, et donc pour tout g 2 H, ilexiste g0 2 C(G) tel que �gg0 = 1, i.e. gg0 2 G0. Par cons�equent H = G0 � C(G).(2) Pour tous h1; h2 2 H, on a h1� �h2� = h1�h2. Donc h1� et h2� commutent si et seulementsi h2�h1 = h1�h2. Ceci �equivaut �a h2h�11 = h2h�11 , qui est aussi �equivalent �a h2h�11 2 C(G).(3) Pour tout g 2 G nH, il existe un unique h 2 H tel que g = h�. Donc l'ensemble des�el�ements qui commutent avec g est C(G) [ g � C(G). Ce dernier est un sous-groupeab�elien, car g2 2 C(G). D'apr�es (1), h est le produit d'un �el�ement de G0 et un �el�ementde C(G). D'o�u le r�esultat.(4) Puisque H est distingu�e dans G, pour tout h 2 H nC(G), les seuls �el�ements conjugu�es �ah sont h et �h. Ensuite chaque �el�ement de C(G) forme une classe. Ensuite pour tout g�,avec g 2 C(G), sa classe de conjugaison contient au moins jG0j = jHj=jC(G)j �el�ements.Car les h�g��h�1, avec h 2 G0, sont tous di��erents. D'autre part pour tous g; g0 2 C(G),avec g 6= g0, g� et g0� ne sont pas conjugu�es puisqu'ils ont des valeurs propres di��erentes.Par cons�equent la classe de g�, avec g 2 C(G), est fg0 � g� j g0 2 G0g. 2Soient G0 d'ordre 2k0 + 1 et C(G) d'ordre 2k + 1. Posons g1 := (2k�12k+1 ; 12k+1 ; 12k+1) eth1 := (0; 2k02k0+1 ; 12k0+1), g1 (resp. h1) est un g�en�erateur de C(G) (resp. G0). D'apr�es le corollairepr�ec�edent, H est d'ordre (2k + 1)(2k0 + 1) et G est d'ordre n := 2(2k + 1)(2k0 + 1).Lemme 5.13 Le nombre de classes de conjugaisons dans G est �egale �a (k0 + 2)(2k + 1). Sion note Ju(G) (resp. Ju(H)) le nombre de classes juniors dans G (resp.dans H), alors on aJu(G) = Ju(H) + k + 1. 76



D�emonstration. D'apr�es le corollaire pr�ec�edent, le nombre de classes de conjugaisons dans Gest �egal �a jC(G)j+ jH n C(G)j=2 + jG nHj=jG0j, qui est �egal �a (2k + 1)(k0 + 2).Aucun �el�ement g�, avec g 2 C(G) n feg, n'a 1 comme valeur propre. Donc pour toutg 2 C(G) n feg, g� et g�1� sont deux �el�ements distincts, parmi lesquels il n'y a qu'un seul�el�ement junior. En utilisant le (4) du corollaire pr�ec�edent, on en d�eduit Ju(G) = Ju(H)+k+1.2Maintenant revenons �a la d�esingularisation de X0=G. Puisque H est un sous-groupe dis-tingu�e de G, X0=G est canoniquement isomorphe �a (X0=H)=(G=H). D'apr�es le lemme 5.11,G=H est d'ordre 2. Construisons d'abord une d�esingularisation minimale de X0=H, qui est�equivariante par rapport �a G.Supposons que dans la base fu; u1; u2g de X0, L soit de direction u, les �el�ements de Hsoient des matrices diagonales, et que � soit de la forme suivante,� = 0B@�1 0 00 0 10 1 01CA :Soient T le tore maximal contenant H comme un sous-groupe �ni, N le Z-module libre derang 3 d�etermin�e par T , et fv; v1; v2g une Z-base de N . On peut repr�esenter X par le côner�egulier C dans NR engendr�e par fv; v1; v2g. D�e�nissons le sur-r�eseau N1 de N de la fa�consuivante, N1 := N + Xh2HZ� vh ;avec vh := (ah; b1h; b2h) 2 [0; 1[3, tel que (exp(2i�ah); exp(2i�b1h); exp(2i�b2h)) soit l'imagecanonique de h dans T . On a X0=H ' VC;N1 .Posons � := f 3Pi=1 xivi j xi � 0; 3Pi=1xi = 1g, � est un simplexe dans NR ' R3. Posons� := fvh j h 2 H; ah + b1h + b2h = 1g.Lemme 5.14 Il existe une vari�et�e torique X1 munie d'une action de G telle que X1=H soitune r�esolution torique minimale de X0=H, sym�etrique par rapport au groupe engendr�e par �,not�e f�; eg. De plus le nombre de diviseurs exceptionnels irr�eductibles dans X1=G est �egal aunombre des classes de conjugaisons des �el�ements juniors dans H.D�emonstration. Montrons d'abord qu'il existe une subdivision simpliciale de � qui est sym�e-trique par rapport au f�; eg et que les sommets sont dans � [ fv; v1; v2g.(1) On a vg1 = (2k�12k+1 ; 12k+1 ; 12k+1). Posons gi := (g1)i, avec 1 � i � 2k. Pour chaquevgi = (2k�2i+12k+1 ; i2k+1 ; i2k+1), avec i = 1; :::; k, on ajoute une arrête entre vgi et v1, et unearrête entre vgi et v2. On ajoute aussi une arrête entre vgi�1 et vgi, pour 1 � i � kavec vg0 := v. On obtient une subdivision simpliciale de �, qui induit canoniquementune subdivsion de C, not�ee �1. On v�eri�e que V�1;N1 est une r�esolution minimale deX0=C(G), et sym�etrique par rapport au groupe f�; eg.77



(2) Pour chaque simplexe dans �, ayant fv1; vgi�1; vgig comme sommets, on prend une sub-division simpliciale minimale quelconque dont les nouveaux sommets sont dans �. Onprend la subdivison sym�etrique pour le simplexe ayant fv2; vgi�1; vgig comme sommets.Pour le simplexe ayant fv1; v2; vgkg comme sommets, on ajoute une arrête entre vh etvgk, pour tout h 2 G0.Notons � cette subdivision de �, et notons � la subdivision de C induite par �. On v�eri�eque �, et par suite V�;N et V�;N1 , sont sym�etriques par rapport au groupe f�; eg. PosonsX1 := V�;N , alors X1=H ' V�;N1 est une d�esingularisation minimale de X0=H, en e�et c'estune G-d�esingularisation. Il est clair que cette d�esingularisation est �equivariante par rapport �af�; eg.Puisqu'il y a une correspondance biunivoque entre l'ensemble des diviseurs exceptionnelsirr�eductibles de X1 et l'ensemble des �el�ements juniors dans H, on en d�eduit en passant auquotient, qu'il y a une correspondance biunivoque entre l'ensemble des diviseurs exceptionnelsdans X1=G et l'ensemble des classes de conjugaisons des �el�ements juniors dans H. 2Consid�erons l'action de � sur X1. D'abord X1 est la r�eunion disjointe des orbites dutore. Chaque orbite sauf le tore correspond �a un unique simplexe dans �, � permute cesorbites. Celles qui sont stables correspondent aux simplexes suivants: le triangle A ayantfvgk; (0; k02k0+1 ; k0+12k0+1); (0; k0+12k0+1 ; k02k0+1)g comme sommets; les sommets vgi, avec 0 � i � k; et lesarrêtes vgi�1vgi, avec 1 � i � k.A�rmation 5.15 Dans X1, l'ensemble des points �xes de � est la r�eunion disjointe de (k+1)courbes rationnelles. Les adh�erences de leurs images dans X1=H sont lisses et deux �a deuxdisjointes.D�emonstration. Puisque � permute les orbites, tout point �xe de � est contenu dans une desorbites stables. Chaque orbite est isomorphe �a un tore de même dimension. D'abord il n'y apas de point �xe de � dans le tore.Prenons le sommet vgi = (2k�2i+12k+1 ; i2k+1 ; i2k+1) dans �, avec 0 � i � k. L'orbite associ�ee,not�ee Oi, est isomorphe �a un tore de dimension 2. En e�et on a l'isomorphismeOi ' SpecC [x=y; y=x; xb=za; za=xb] ;o�u a := i=d et b := (2k + 1 � 2i)=d, avec d := p:g:c:d:(i; 2k + 1� 2i).On rappelle que �(x) = y; �(y) = x; �(z) = �z. Posons s := x=y et w := yb=za. AlorsOi ' SpecC [s; s�1 ; w;w�1], et on a �(s) = s�1; �(w) = (�1)asbw. Puisque b est toujoursimpair, et que a a le même parit�e que i, on en d�eduit que l'ensemble des points �xes de � dansOi est d�e�ni par: 78



� s = 1, si a est pair;� s = �1, si a est impair.Dans tous les cas, l'ensemble des points �xes de � dans Oi est une courbe isomorphe �a C�.Notons Li l'adh�erence de cette courbe dans X1, Li est une courbe rationnelle.Prenons une orbite stable de dimension 1 associ�ee �a l'arrête vgivgi+1 dans �, avec 0 � i < k.Notons Oii+1 cette orbite, Oii+1 ' SpecC [x=y; y=x]. Il y a deux points �xes de � dans Oii+1,xi := fx=y = y=x = 1g et x0i := fx=y = y=x = �1g. On v�eri�e facilement que xi 2 Li etx0i 2 Li+1 si i est pair, et que xi 2 Li+1 et x0i 2 Li si i est impair.L'unique orbite stable de dimension 0 repr�esent�ee par le triangle A, not�ee xm, est �xe par� et contenue dans Lk. Donc l'ensemble des points �xes de � dans X1 est la r�eunion disjointedes courbes rationnelles Li, avec 0 � i � k.En tenant compte que X1=H ' V�;N1, on en d�eduit que les images des Li dans X1=H,avec 0 � i � k, sont toutes di��erentes. Or X1=H est une vari�et�e lisse, l'ensemble des points�xes de � dans X1=H est une sous-vari�et�e lisse. On en conclut que les images des Li, avec0 � i � k, sont lisses et deux �a deux disjointes. 2Lemme 5.16(1) Dans X1=G, le lieu singulier Sing(X1=G) est la r�eunion disjointe des (k + 1) courbeslisses.(2) Les singularit�es de X1=G sont toutes localement isomorphes �a des singularit�es quotientd'une vari�et�e lisse par un groupe d'ordre 2.(3) L'�eclatement de X1=G de centre Sing(X1=G), not�e eY , est une r�esolution cr�epante deX=G.D�emonstration. Les deux premi�eres assertions r�esultent directement de l'a�rmation pr�ec�edente.Ensuite le (2) implique que eY := BlSing(X1=G)(X1=G) est une vari�et�e lisse. D'apr�es le lemme5.14, on sait que le nombre des diviseurs exceptionnels irr�eductibles dans X1=G est �egal �aJu(H). Par cons�equent le nombre de diviseurs exceptionnels irr�eductibles dans eY est �egal �aJu(H) + (k + 1), qui est �egal �a Ju(G) (lemme 5.13). De nouveau le lemme 5.10 montre queeY est alors une r�esolution cr�epante de X1=G. 2Remarque 5.17 Le point g�en�erique de chaque Li, avec 0 � i � k, n'est contenu dans aucundiviseur exceptionnel du morphisme X1 = V�;N �! V�0 ;N . Donc pour voir la correspondancedes diviseurs exceptionnels irr�eductibles dans eY provenant des Li, 0 � i � k, avec des classesdes �el�ements juniors dans G nH, il su�t de l'examiner dans V�0 ;N qui est munie de l'actiondu tore contenant C(G) et �. A l'aide de cette nouvelle structure torique, on obtient lacorrespondance cherch�ee. 79



Pour tout g 2 G0, g� a une droite invariante dans X, not�ee Lg�. Leur transform�ees strictesdans X1, not�ees Lg�, sont lisses et deux �a deux disjointes.Proposition 5.18 Notons X2 l'�eclatement de X1 de centre Sg2G0 Lg�, X2 est une G-vari�et�e.(1) Soit C une droite contenue dans le plan D � X, dont le point g�en�erique est �xe par un�el�ement de G n feg. Alors au voisinage de l'image inverse du point g�en�erique de C, lemorphisme ' : X2 �! X est isomorphe �a l'�eclatement de X de centre C.(2) Le lieu singulier Sing(X2=G) de X2=G est la r�eunion disjointe de k droites projectiveslisses. L'�eclatement de X2=G de centre Sing(X2=G) est �egal �a l'�eclatement de X1=G decentre Sing(X1=G), et donc est une r�esolution cr�epante de X=G.D�emonstration. La r�eunion des Lg�, avec g 2 G0, est une sous-vari�et�e lisse de X1, stable parG. D'apr�es le lemme 1.4, X2 est une G-vari�et�e.(1) Un �el�ement de G a une droite invariante dans D si et seulement s'il est de la forme g�,avec g 2 G0. Notons Lg� la droite invariante. Donc toute courbe C � D �xe par ung 2 G n feg est forc�ement de type Lg�, avec g 2 G0. Par cons�equent au voisinage del'image inverse du point g�en�erique de C, X2 est isomorphe �a BlLg�X.(2) En e�et X2=H est �egal �a l'�eclatement de X1=H de centre l'unique droite a�ne �xe par�, qui est l'image des Lg�, avec g 2 G0. D'apr�es le lemme pr�ec�edent, X2=G d�esingulariseles singularit�es de X1=G qui se trouvent sur cette droite, et en dehors de l'image inversede cette droite X2=G est isomorphe �a X1=G. D'o�u le (2). 2On peut aussi obtenir X1;X2 de la mani�ere suivante. On ajoute le sommet (0; 1=2; 1=2)dans �, et une arrête entre vgk et (0; 1=2; 1=2). Donc on a subdivis�e l'unique triangle stableen deux. Notons �3 cette subdivision de � (resp. de �), et �3 la subdivision induite de C(resp. de �). Notons X3 la vari�et�e associ�ee �a �3. Alors X1 peut être obtenue �a partir de X3en contractant le diviseur exceptionnel associ�e au sommet (0; 1=2; 1=2).Cette m�ethode poss�ede l'interpretation g�eom�etrique suivante. D'abord on �eclate X0 decentre L qui est la droite stable par G. Cet �eclatement, not�e X11 , est un �br�e en droites ayantl'�eclatement de D de centre l'origine comme base. Notons E0 le diviseur exceptionnel, et Dla transform�ee stricte de D. Leur intersection est une droite projective, not�ee P 1. Dans cettedroite projective il y a deux points dont le groupe d'isotropie est �egale �a H. Pour tout h 2 H,h� permute ces deux points.Ensuite on modi�e ce P 1, en faisant des �eclatements et des contractions, et obtient unevari�et�e X21 de sorte que X21=C(G) soit une d�esingularisation minimale de X11=C(G). En termed'�eventail, c'est qu'on ajoute une arrête entre vj et vgi pour j = 1; 2 et 1 � i � k.80



Le troisi�eme �etape, est de modi�er les orbites pour obtenir la vari�et�e X3. A l'aide des�eventails on voit facilement que la transform�ee stricte dans X3 du diviseur exceptionnel E0 estcontractible. Si on la contracte, on obtient exactement X1.On remarque que dans X11 , les transform�ees strictes des Lg�, avec g 2 G0, sont deux �adeux disjointes. Ensuite, dans X21 , leur transform�ees strictes restent deux �a deux disjointes,et sont toutes disjointes de la transform�ee stricte de E0. Le morphisme de X3 dans X21 induitun isomorphisme au voisinage des Lg�, pour tout g 2 G0. Donc la contraction de X3 sur X1laisse les Lg�, avec g 2 G0, invari�ees. Au voisinage de l'image inverse des Lg�, avec g 2 G0, X2qui est l'�eclatement de X1 de centre ( Sg2G0 Lg�), est isomorphe �a l'�eclatement de X21 de centre( Sg2G0 Lg�).Cette construction, i.e. en utilisant un �eclatement auxiliaire et une contraction, sera utilis�eedans le cas o�u G est irr�eductible.2�eme Cas: G irr�eductible et C(G) 6= feg.Posons X1 := Blf0gX l'�eclatement de X de centre l'origine, et notons E0 le diviseurexceptionnel. Alors X1 est un �br�e en droites sur E0 qui est isomorphe au plan projectif.Pour tout point x 2 E0, on note lx la �bre sur x. Pour tout sous-groupe H de G, notons WHla sous-vari�et�e de X1 �xe par H, i.e.WH := fx 2 X1 j h(x) = x; 8h 2 Hg :On d�e�nit le sous-ensemble R de X1 parR := fx 2 E0 j x est un point isol�e de WGxg ;et on d�e�nit R1 := fx 2 R j Gx ab�elieng ;R2 := fx 2 R j Gx non ab�elien, C(Gx) d'ordre pairg ;R3 := fx 2 R j Gx non ab�elien, C(Gx) d'ordre impairg ;R est la r�eunion disjointe de R1, R2 et R3. Notons fPkg1�k�j l'ensemble des droites projectivesdans E0, dont le point g�en�erique est �xe par un �el�ement de G n C(G).Pour tout point x dans E0 n (R [ ( jSk=1Pk)), le groupe d'isotropie Gx est �egal �a C(G) etle groupe d'isotropie du point g�en�erique de la �bre lx est trivial. Pour tout point x dans( jSk=1Pk) n R, le groupe d'isotropie de x est cyclique, et le groupe d'isotropie de la �bre lx esttrivial.Pour chaque �el�ement junior g 2 G nC(G), on peut choisir un tore maximal T de GL(3; C )contenant g. Alors X et X1 sont des vari�et�es toriques par rapport �a T . Soient N leZ-module81



libre de rang 3 d�etermin�e par T et C le cône r�egulier standard dans NR. On peut repr�esenterX par C, et repr�esenter X1 par l'�eventail �0 comme dans le cas GL(3; C ) (paragraphe 5.1).Il existe un unique cône minimal �g 2 �0 tel que vg 2 �g, o�u vg est le point dans NR associ�e�a g. On dit alors que g est junior en x, pour tout x 2 O�g .Lemme 5.19 Pour tout �el�ement junior g 2 G nC(G), il existe un x 2 R tel que g soit junioren x. Si g est junior en deux points di��erents de R, not�es x1 et x2, alors il existe une uniquedroite projective Pk � E0, 1 � k � j, telle que g soit junior en tout point de Pk.D�emonstration. En e�et le cône �g est de dimension 2 ou 3, car G est petit et g =2 C(G). Sidim(�g) = 3 ou si �g de dimension 2 maisO�g 6� E0, g est junior en un seul point x := E0\O�g .Comme Gx contient g et C(G), x est un point isol�e de WGx , et par suite x 2 R.Si g est junior en deux points distincts de R, alors �g est de dimension 2 et O�g � E0, O�gest une droite projective �xe par g. On en d�eduit qu'il existe un k, avec 1 � k � j, tel queO�g = Pk, et donc g est junior en tout point de Pk. 2Lemme 5.20 Pour tout point x 2 X1, la singularit�e locale de X1=G en l'image de x estisomorphe �a une singularit�e quotient d'un sous-groupe �ni de SL(3; C ).D�emonstration. Il su�t de v�eri�er cette assertion pour les points de E0.Soient x 2 E0 et g 2 Gx. Pour la repr�esentation locale de Gx, g 2 Gx est un pseudo-r�eexion si et seulement si g est contenu dans C(G). Choisissons une base fu1; u2; u3g deX form�ee par des vecteurs propres de g. Supposons que dans cette base g soit de la formesuivante, g = 0B@�1 0 00 �2 00 0 �3 1CA ;i.e. g(ui) = �iui pour 1 � i � 3, et que la �bre lx soit la transform�ee stricte de la droited�e�nie par fu2 = u3 = 0g, Alors fu1; u2u1 ; u3u1 ) est un syst�eme de coordonn�ees locales en x.L'anneau local OX1;x est isomorphe �a (C [u1; u2u1 ; u3u1 ])mx, avec mx l'id�eal maximal de OX1;x. Lesous-anneau de OX1;x constitu�e des invariants de C(G) est �egal �a C [u31; u2u1 ; u3u1 ](u31;u2u1 ;u3u1 ). C'estun anneau r�egulier et on a OX1;x=Gx ' [OX1;x=C(G)]=[Gx=C(G)].On constate que g(u31) = (�1)3(u31), g(u2u1 ) = (�2��11 )(u2u1 ) et g(u3u1 ) = (�3��11 )(u3u1 ). Le produitdes trois valeurs propres vaut encore 1. D'o�u le r�esultat. 2Grâce �a ce lemme, on peut donc construire des modi�cations locales en utilisant desr�esultats dans les cas pr�ec�edents, i.e. G ab�elien ou r�eductible.82



On strati�e E0 de la fa�con suivante: les strates de dimension 0 sont des points de R; lesstrates de dimension 1 sont des composantes irr�eductibles de ( jSk=1Pk) n R; et l'unique stratede dimension 2 est Z0 := E0 n (R[ ( jSk=1Pk)). On remarque que les strates de dimension 1 sontlisses et deux �a deux disjointes, car l'intersection de deux droites di��erentes Pk et Pk0 est unpoint de R. Pour chaque strate Z, on lui associe un ouvert de E0 qui est la r�eunion des stratescontenant Z dans leur adh�erences, l'image inverse de cet ouvert dans X1 par la projection du�br�e est un ouvert de X1, not�ee UZ. Tous ces ouverts UZ forment un recouvrement de X1 quiest stable par G et ferm�e pour l'intersection.Maintenant pour des Ux, avec x 2 R1, on construit des modi�cations eUx telles que eUx=Gxsoit un ouvert d'une G-d�esingularisation de X=Gx. Pour des Ux, avec x 2 R2, on construit desmodi�cations eUx=Gx telles que eUx=Gx soit une r�esolution cr�epante de Ux=Gx, comme dans lecas o�u G est r�eductible et C(G) 6= feg. Dans ces deux cas, le nombre de diviseurs exceptionnelsirr�eductibles dans eUx est �egal au nombre des �el�ements de Gx (ou de G) qui sont juniors en x.Pour des Ux, avec x 2 R3, on construit des modi�cations eUx avec la même m�ethodeutilis�ee dans la construction de X2 dans le cas o�u G est r�eductible et C(G) d'ordre impair(proposition 5.18). Donc eUx=Gx d�esingularise la singularit�e de Ux=Gx qui se trouve sur le pointg�en�erique d'une composante irr�eductible de dimension 1 de Sing(Ux=Gx). Le lieu singulierSing( eUx) de eUx=Gx est la r�eunion disjointe de courbes projectives lisses. Notons Jux(Gx) lenombre de classes de conjugaisons des �el�ements qui sont juniors en x. Alors le nombre decomposantes irr�eductibles de Sing( eUx=Gx) est �egal �a la di��erence de Jux(Gx) avec le nombrede diviseurs exceptionnels irr�eductibles dans eUx=Gx. Les singularit�es locales de eUx=Gx sonttoutes isomorphes �a des singularit�es quotient d'une vari�et�e lisse par un groupe d'ordre 2.Ces modi�cations locales peuvent se recoller et donner une vari�et�e X2. En e�et, si x1 etx2 sont deux points di��erents de R, alors l'intersection Ux1 \ Ux2 est �egale �a UZ, avec Z � E0une strate de dimension sup�erieure ou �egale �a 1. L'images inverse de UZ dans eUx1 et celledans eUx2 sont toutes isomorphes �a l'image inverse de UZ dans l'unique G-d�esingularisation deX1=G0(Z).On peut demander que ces modi�cations locales soient compatibles avec l'action du groupeG, alors X2 est une G-vari�et�e. D'apr�es les analyses ci-dessus, le lieu singulier de X2=G est uner�eunion disjointe des courbes lisses. Et le lemme 5.19 implique que le nombre de ces courbesest �egal �a la di��erence de Ju(G) avec le nombre de diviseurs exceptionnels irr�eductibles dansX2=G. Les singularit�es locales sont toutes isomorphes �a des singularit�es quotient d'une vari�et�elisse par un groupe d'ordre 2.Par cons�equent, si on note eY l'�eclatement de X2=G de centre Sing(X2=G), alors eY est uned�esingularisation de X2=G, et donc est une d�esingularisation de X=G. Le nombre de diviseursexceptionnels irr�eductibles pour le morphisme canonique de eY dans X=G est �egal �a Ju(G).D'apr�es le lemme 5.10, on obtientProposition 5.21 La vari�et�e eY ci-dessus est une r�esolution cr�epante de X=G.83
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6 Espaces de con�gurations et singularit�es de produitssym�etriques.Soient X une vari�et�e irr�eductible lisse et �Y0 := Xn le produit cart�esien de n copies de X.Il existe une action naturelle du groupe sym�etrique Sn sur Xn, qui permute les n facteurs.Chaque point y 2 Xn peut s'�ecrire comme y = (x1; � � � ; xn), avec xi 2 X et 1 � i � n. Posons�fijg := fy 2 Xn j xi = xjg, 1 � i < j � n, et posons F (X;n) := Xn n ( S1�i<j�n�fijg). On ap-pelle F (X;n) l'espace de con�guration de n points ordonn�es et distincts de la vari�et�e X, ousimplement l'espace de con�guration.Dans le premier paragraphe, on g�en�eralise la m�ethode de construction de mod�eles �equiva-riants ab�eliens utilis�ee dans le chapitre 1, pour construire une compacti�cation de l'espace decon�guration F (X;n), not�ee �X[n]. On v�eri�e que �X[n] est une Sn-vari�et�e lisse et irr�eductible,et le morphisme canonique de �X[n] dans Xn est un Sn-morphisme propre et birationnel.Ensuite on montre la proposition 6.4, concernant la structure de �X[n]. La constructionde �X[n] est inspir�ee de celle de la compacti�cation X[n] dans l'article [12], o�u l'on se posela question de l'existence d'une construction directe et sym�etrique d'une compacti�cation deF (X;n). 5 Quand n � 3, les deux constructions donnent la même compacti�cation, i.e.X[n] = �X[n]. Quand n > 3, les deux compacti�cations sont di��erentes: la constructionde �X[n] est directe, i.e. sans r�ecursivit�e sur n, et toutes les vari�et�es interm�ediaires de laconstruction sont des Sn-vari�et�es lisses. Mais nous utilisons d'avantage d'�eclatements.Dans [12], les auteurs ont montr�e que le groupe d'isotropie de tout point dans X[n] estr�esoluble. Nous montrons que, pour l'action du groupe Sn sur �X[n], le groupe d'isotropiede tout point est un groupe ab�elien (proposition 6.5,). Ensuite on rappelle bri�evement laconstruction de X[n] et on montre (proposition 6.6) qu'il existe un Sn-morphisme canonique,propre et birationnel, de �X[n] dans X[n].Le produit sym�etrique d'une courbe lisse C est lisse (th�eor�eme de Chevalley). Si la courbeC est projective et de genre g et si n > 2g � 2, alors Sym(n)C est un �br�e projectif de rangn� g sur la jacobienne de C [26]. Pour une vari�et�e lisse X de dimension plus grande ou �egale�a 2, le produit sym�etrique Sym(n)X := Xn=Sn avec n � 2 est toujours singulier. On peuttrouver, dans le même article [12], une discussion du probl�eme de r�esoudre explicitement dessingularit�es de Sym(n)X.Pour le cas local, le r�esultat principal des quatres premiers chapitres donne une m�ethode deconstruction explicite de r�esolutions. Dans le deuxi�eme paragraphe de ce chapitre on obtientcomme exemples d'illustration des d�esingularisations explicites de Sym(3)(C d ) et Sym(4)(C d),et on montre que pour toute vari�et�e X quasi-projective et lisse, la même m�ethode avec despetites modi�cations donne une d�esingularisation globale du produit sym�etrique Sym(n)X :=Xn=Sn, avec n = 3 ou 4 (remarques 6.10 et 6.15).5[12], page 196. 85



6.1 Une compacti�cation de l'espace de con�guration.Supposons que X et �Y0 soient d�e�nies comme pr�ec�edement. Une diagonale dans Xn estl'ensemble des points �xes d'un �el�ement de Sn n feg. L'ensemble des points �xes d'une trans-position est appel�e une grande diagonale. On remarque que cette d�e�nition de diagonale estdi��erente de celle dans [12], o�u les diagonales sont d�e�nies comme des sous-vari�et�es invariantesdes cycles seulement. L'ensemble des points �xes de tout n-cycle est appel�e la petite diagonale,not�ee �.Posons N := f1; :::; ng. Une partition de N est, par d�e�nition, une collection de sous-ensembles non vides de N , deux �a deux disjoints, dont la r�eunion est �egale �a N . Notons P(N)l'ensemble des partitions de N . Soit � 2 P(N), il existe un entier l, avec 1 � l � n, etdes sous-ensembles non vides de N , not�es S1; � � � ; Sl, tels que � = fS1; � � � ; Slg. D'apr�es lad�e�nition d'une partition, on a les deux propri�et�es suivantes,� Si \ Sj = � , si i 6= j;� lSi=1Si = N .On appelle l la longueur de la partition �, not�ee l(�). Soient � et �0 deux partitions de N .On dit que � est plus �ne que �0, not�e �0 � �, si et seulement si pour tout S 2 �, il existe unS0 2 �0 tel que S � S0. Si de plus �0 et � sont di��erentes, on dit que � est strictement plus�ne que �0, not�e �0 < �.Soit S un sous-ensemble de N contenant au moins deux �el�ements. On d�e�nit la diagonale�(S) de la fa�con suivante,�(S) := fy = (x1; � � � ; xn) 2 Xn j xi = xj; 8 i; j 2 Sg :Pour tout � 2 P(N), avec l(�) < n, on d�e�nit la diagonale �(�) comme l'intersection des�(S), pour tout S 2 � contenant au moins deux �el�ements. Notons � l'ensemble des diagonalesdans Xn. On a le lemme suivant.Lemme 6.1(1) Il existe une correspondance biunivoque entre � et P(N) n f�(n)g, o�u �(n) est l'unique�el�ement dans P(N) de longueur n.(2) Chaque diagonale �(�) est isomorphe �a X l(�), donc est une vari�et�e lisse et irr�eductible.(3) L'ensemble des diagonales est �ni, ferm�e pour l'intersection et stable par Sn.D�emonstration. La premi�ere assertion r�esulte directement de la d�e�nition de diagonale et dufait que tout �el�ement � 2 Sn n feg peut se d�ecomposer comme le produit des cycles disjoints.86



Montrons la deuxi�eme. Pour chaque partition � = fS1; :::; Slg, on aXn = XS1 �XS2 � � � � �XSl :On peut v�eri�er que �(�) = �1 � � � � � �l, o�u �i est la petite diagonale dans XSi , aveci = 1; :::; l. Puisque chaque �i est isomorphe �a X, on obtient �(�) ' X l, avec l la longueurde �. D'apr�es l'hypoth�ese, X est lisse et irr�eductible, on en d�eduit que toute diagonale estaussi lisse et irr�eductible.Pour la troisi�eme assertion, d'abord il est clair que � est �ni et stable par Sn. Pour voirqu'il est ferm�e pour l'intersection, il su�t de remarquer que pour tous �1; �2 2 P(N) delongueurs plus petites que n, il existe un unique �el�ement � 2 P(N) tel que,(i) � � �1, � � �2;(ii) 8 �0 2 P(N), avec �0 � �1 et �0 � �2, on ait �0 � �.En e�et � peut être obtenue de la fa�con suivante. Prenons un graphe ayant n sommets, not�esfs1; � � � ; sng. Pour tout couple (si; sj), avec 1 � i < j � n, il existe une arrête entre siet sj si et seulement s'il existe un S dans � ou �0, tel que i; j 2 S. La d�ecomposition encomposantes connexes de ce graphe donne la partition � cherch�ee. On v�eri�e facilement que�(�1) \�(�2) = �(�). Le lemme est d�emontr�e. 2Posons �i := f�(�) j � 2 P(N); l(�) = ig, avec i = 1; :::; n � 1. D'apr�es le lemmepr�ec�edent, on a � = n�1Si=1 �i. D�e�nissonsWi := [�(�)2�i�(�) :On obtient une châ�ne de sous-vari�et�es W1 � W2 � � � � � Wn�1. Supposons que la dimensionde X soit �egale �a d, alors chaque diagonale �(�) est de dimension l(�) � d. On d�e�nit parr�ecurence pour i de 0 �a (n� 2) que� W i+1 est la transform�ee stricte de Wi+1 dans �Yi;� �Yi+1 est l'�eclatement de �Yi de centre W i+1.On note W (j)i la transform�ee stricte de Wi dans Yj, avec 0 � j < i.Lemme 6.2(1) Pour i = 1; :::; n� 2, on a Sing(Wi+1) = Wi.87



(2) Les W i, avec 1 � i � n � 1, et les �Yj , avec 0 � j � n � 1, sont toutes des Sn-vari�et�eslisses.D�emonstration.(1) Les composantes irr�eductibles de Wi+1 sont des �(�), avec � 2 P(N) et l(�) = i + 1.D'apr�es le lemme pr�ec�edent, toutes ces composantes sont lisses. Donc Sing(Wi+1) estcontenue dans des intersections de ces composantes, i.e.Sing(Wi+1) � [�;�02�i+1� 6=�0 (�(�) \�(�0)) :Puisque � est ferm�e pour l'intersection, et que chaque composante irr�eductible de Wiest contenue dans au moins deux compsantes irr�eductibles de Wi+1, on en d�eduit que leterme droit de l'�egalit�e ci-dessus est contenu dans Sing(Wi+1) et est exactement �egal �aWi.(2) Il est clair que �Y0 et W 1 = W1 sont des Sn-vari�et�es lisses. Pour tous �1; �2 2 �i+1,�1 6= �2, il existe un unique � 2 P(N), avec l(�) � i, tel que �(�1) \ �(�2) = �(�).Avec même argument utilis�e dans la proposition 1.8, on peut montrer que, pour toutj < l(�), on a �(�1)(j) \�(�2)(j) = �(�)(j) ;et que pour tout j, avec l(�) � j < i + 1, �(�1)(j) et �(�2)(j) sont disjointes, o�u�(�1)(j) (resp. �(�2)(j)) est la transform�ee stricte de �(�1) (resp. �(�2)) dane �Yj . Parcons�equent les composantes irr�eductibles deW i+1 sont deux �a deux disjointes. Elles sonttoutes lisses, car elles sont isomorphes �a des �eclatements successifs, de centres lisses, desdiagonales de dimension d(i+1). Et par suite �Yi+1 := BlW i+1 �Yi est lisse. En utilisant lelemme 1.4, on d�eduit que les W (j)i et les �Yi, avec 0 � j < i < n, sont des Sn-vari�et�es. 2D�e�nition 6.3 On d�e�nit la compacti�cation �X[n] de F (X;n) par �X [n] := �Yn�1.D'apr�es le lemme pr�ec�edent, on v�eri�e imm�ediatement les deux propri�et�es suivantes,- �X[n] est une Sn-vari�et�e lisse et irr�eductible.- le morphisme canonique �' : �X [n] �! Xn est un Sn-morphisme propre et birationnel.88



Proposition 6.4(1) Pour chaque partition � 2 P(N), avec l(�) < n, il existe un unique diviseur exceptionnelirr�eductible, not�e D(�), tel que l'image de D(�) dans Xn soit �egale �a la diagonale �(�).De plus cette correspondance est biunivoque.(2) Soient �1; �2; � � � ; �i des partitions di��erentes dans P(N), de longueurs inf�erieures �a n.Alors iTj=1D(�j) 6= � si et seulement si, quitte �a changer les indices, on a �1 < �2 <� � � < �i: Dans ce cas les D(�j), 1 � j � i, sont �a croisements normaux.(3) Il existe une immersion ouverte de F (X;n) dans �X [n]. L'image de F (X;n) est lecompl�ementaire de la r�eunion des diviseurs exceptionnels.D�emonstration.(1) Pour chaque � 2 P(N), avec l(�) = l < n, �(�)(l�1) est une composante irr�eductible deW l. Notons Dl(�) le diviseur exceptionnel irr�eductible dans Yl provenant de �(�)(l�1),et notons D(�) sa transform�ee stricte dans �Yn. Il est clair que l'image de D(�) dansXn est �egale �a �(�). On obtient une correspondance biunivoque entre l'ensemble desdiviseurs exceptionnels irr�eductibles et l'ensemble des partitions de longueurs inf�erieures�a n. Le (1) est v�eri��e.(2) Soient �1; �2 2 P(N) de longueurs plus petites que n, avec �1 6� �2 et �2 6� �1. Il existeun unique � 2 P(N) tel que �(�1) \ �(�2) = �(�) et l(�) < minfl(�1); l(�2)g. Dans�Yl(�), qui est l'�eclatement de �Yl(�)�1 de centre W l(�), les transform�ees strictes de �(�1)et de �(�2) sont disjointes. Donc D(�1) et D(�2) sont disjointes.Si �1 < �2 < � � � < �i sont des �el�ements de P(N), avec l(�i) < n, alors on a une châ�nede sous-vari�et�es lisses de Xn,�(�1) � �(�2) � � � � � �(�i) :Le lemme 1.3 montre que les D(�j), avec j = 1; :::; i, sont �a croisements normaux et laconstruction de �X[n] montre que tout diviseur exceptionel provient d'une diagonale oula transform�ee stricte d'une diagonale. Le (2) est d�emontr�e.(3) Puisque F (X;n) est le compl�ementaire de la r�eunion de diagonales, on d�eduit que lemorphisme canonique de �X[n] dans Xn induit un isomorphisme au dessus de F (X;n),et par suite on obtient l'immersion ouverte de F (X;n) dans �X[n]. Le point (1) impliqueque l'image de F (X;n) est le compl�ementaire de la r�eunion des diviseurs exceptionnels.289



Proposition 6.5 Pour l'action de Sn, le groupe d'isotropie de tout point de �X [n] est un groupeab�elien.D�emonstration. Le probl�eme est local. L'ensemble des points dans �X [n], dont le grouped'isotropie est non trivial, est contenu dans la r�eunion des diviseurs exceptionnels. Prenonsun point �y dans cette r�eunion, d'apr�es la proposition pr�ec�edente, il existe une unique châ�ne�1 < �2 < � � � < �id'�el�ements dans P(N), avec l(�i) < n, telle que les D(�j), 1 � j � i, soient les seuls diviseursexceptionnels passant par �y. Soit y = (x1; � � � ; xn) l'image de �y dans Xn. Le groupe d'isotropiede y, not�e Gy, est l'ensemble des �el�ements de Sn qui �xent la diagonale �(�1). Choisissonspour chaque j, avec j = 1; :::; i, un syst�eme de param�etres de X en xj. Leur r�eunion est unsyst�eme de param�etres de Xn en y. On est ainsi tomb�e dans la même situation que celle duth�eor�eme 1.13. Avec les même m�ethodes, on montre que le groupe d'isotropie du point �y, not�eG�y, est ab�elien.En tenant compte du fait que G�y = feg pour tout point �y en dehors des diviseurs excep-tionnels, on en conclut que le groupe d'isotropie de tout point de �X [n] est ab�elien. 2Maintenant on rappelle bri�evement la construction de la compacti�cation X[n], pour plusde d�etails voir [12].La construction est r�ecursive sur n. Pour n = 1, X[1] := X; pour n = 2, X[2] :=Bl�(X �X), o�u � est la diagonale dans X �X. Supposons qu'on ait construit X[n]. NotonsN = f1; :::; ng. Pour tout sous-ensemble S de N contenant au moins deux �el�ements, notonsD(S) l'unique diviseur exceptionnel irr�eductible dans X[n], dont l'image, par le morphismecanonique de X[n] dans Xn, est �(S).Posons N+ := N [ fn+ 1g, Y0 := X[n]�X et S+ := S [ fn+ 1g, pour tout S � N avecS 6= �.� Si S = fag, avec 1 � a � n, on d�e�nit Y0fag+ comme le graphe d'immersion de X[n]dans X[n]�X donn�e par la a-i�eme projection,X[n] �! Xn �! X :� Si S � N contenant au moins deux �el�ements, alors l'image de D(S) dans XS par laprojection X[n] �! Xn �! XSest la petite diagonale �(XS) qui est isomorphe �a X. On d�e�nit Y0S+ comme le graphed'immersion de D(S) dans X[n]�X, donn�ee parD(S) �! �(S) �! �(XS) ' X :90



On d�e�nit une suite d'�eclatementsYn �! Yn�1 �! � � � �! Yk+1 �! Yk �! � � � �! Y1 �! Y0de la fa�con suivante,� Y1 est l'�eclatement de Y0 de centre Y0N+,� le morphisme 'k : Yk+1 �! Yk est l'�eclatement de Yk de centre la r�eunion disjointe destransform�ees strictes des YkS+, pour tout sous-ensemble S � N de cardinalit�e (n� k).On pose X[n+ 1] := Yn.La proposition suivante montre la relation entre les deux compacti�cations, X[n] et �X[n],de l'espace de con�guration F (X;n).Proposition 6.6 Il existe un Sn-morphisme canonique de �X[n] dans X[n], qui est propre etbirationnel, et qui contracte tous les diviseurs exceptionnels dans �X [n] associ�es aux partitions� 2 P(N) contenant au moins deux �el�ements de cardinalit�e strictement plus grand que 1.D�emonstration. Posons N := f1; :::; ng. Pour tout a 2 N , on d�e�nit le morphisme fa de�X[n] dans X comme la composition du morphisme canonique de �X [n] dans Xn avec la a-i�emeprojection de Xn sur X. On obtient donc pour tout S � N un morphismefS : �X [n] �! XS ;qui est induit par les fa, avec a 2 S.Soit I� le faisceau d'id�eaux de la petite diagonale dans XS . D'apr�es la construction de�X[N ] := �X[n], l'image canonique de f�S(I�) dans O �X[N ], not�ee LS , est de la forme suivante,LS = Y�2P(N)9S02� t:q: S�S0 I(D(�)) ;o�u I(D(�)) est le faisceau d'id�eaux du diviseur exceptionnel D(�). En particulier LS estinversible.Supposons qu'il existe S1 � S2 � N , avec jS1j � 2. Alors on a fS1 = h � fS2 , avec h laprojection canonique de XS2 sur XS1 . On af�S1(I(�1)) = f�S2(h�(I(�2))) ;o�u �1 (resp. �2) est la petite diagonale dans XS1 (resp. XS2), et o�u I(�1) (resp. I(�2)) est lefaisceau d'id�eaux de �1 (resp. �2). Puisque l'image canonique de h�(I(�1)) dans OXS2 est lefaisceau d'id�eaux de l'image inverse de �1 dans XS2 qui contient �2, on obtient un morphismede h�(I(�1)) dans I(�2). Et par suite on obtient le diagramme commutatif suivant,91



LS1 f�S2(I(�2))f�S1(I(�1)) LS2--? ?En appliquant le th�eor�eme 4 dans [12], on d�eduit qu'il existe un morphisme  de �X[n] dansX[n], qui est compatible avec les projections fa, pour tout a 2 N .Il est clair que le morphisme  est birationnel et �equivariant par rapport �a Sn. Notons �'le morphisme canonique de �X[n] dans Xn, et ' le morphisme canonique de X[n] dans Xn.On a �' = ' �  . Puisque ' et �' sont propres, on en d�eduit que  est aussi propre (Corollary4.8, [18]).Le reste, i.e.  contracte des diviseurs exceptionnels, r�esulte du th�eor�eme 3 dans [12] etde la proposition 6.4. 26.2 Singularit�es de produits sym�etriques; r�esolutions de Sym(3)X etde Sym(4)X.Supposons que X soit une vari�et�e lisse de dimension d. Le produit sym�etrique Sym(n)X deX, avec n � 2, est lisse si et seulement si d = 1, i.e. X est une courbe, r�esulte du th�eor�emede Chevalley ([8]). Essayer de r�esoudre explicitement les singularit�es de produits sym�etriques,�etait une motivation principale de ce travail.Pour le cas local, le r�esultat principal des quatre premiers chapitres donne une constructionexplicite de r�esolutions. Car Sym(n)(C d) est isomorphe au quotient de l'espace a�ne (C d)n =C nd par Sn qui est un groupe �ni. Comme exemples on d�eveloppe les cas n = 3 ou 4.Ensuite on montre que la même m�ethode, avec des petites modi�cations, donne desd�esingularisations globales de Sym(3)X et de Sym(4)X pour toute X quasi-projective et lisse.1: D�esingularisation de Sym(3)(C d) .D'abord Sym(3)(C d) = C 3d=S3 . Prenons un syst�eme de coordonn�ees de C 3d, not�e fx11; � � � ;x1d;x21; � � � ; x2d;x31; � � � ; x3dg. Le seul sous-groupe non ab�elien de S3 est S3 tout entier. Soncommutateur est fe; � = (123); �2 = (132)g , dont le sous-espace invariant est la petitediagonale � , avec� := f(x11; � � �; x1d;x21; � � � ; x2d;x31; � � � ; x3d) j x1j = x2j = x3j ; 1 � j � dg :Soient Bl�(C 3d) l'�eclatement de C 3d de centre � et E� le diviseur exceptionnel dans Bl�(C 3d).D'apr�es le th�eor�eme 1.13, le groupe d'isotropie de tout point dans Bl�(C 3d) est ab�elien. Pluspr�ecis�ement on a la proposition suivante. 92



Proposition 6.7 Dans Bl�(C 3d) , l'ensemble des points dont le groupe d'isotropie est nontrivial est une sous-vari�et�e lisse avec huit composantes irr�eductibles. Ces composantes formenttrois classes suivantes.(1) Les transform�ees strictes des trois grandes diagonales, �f12g, �f13g, �f23g.(2) Deux sous-vari�et�es irr�eductibles, not�ees W1; W2, �xes par les 3-cycles. Elles sont con-tenues dans le diviseur exceptionnel E�.(3) Trois sous-vari�et�es lisses irr�eductibles contenues dans E�, not�ees V12; V13; V23. ChaqueVij , avec 1 � i < j � 3, est �xe par la transposition (ij).D�emonstration. Pour tout �el�ement g 2 S3, et pour toute valeur propre � de g, on note Qg(�)le sous-espace propre de g dans C 3d correspondant �a la valeur propre �.Chaque transposition � = (ij), avec 1 � i < j � 3, a deux valeurs propres distinctes, +1et �1. Dans Bl�(C 3d), l'ensemble des points �xes de � est une sous-vari�et�e lisse avec deuxcomposantes irr�eductibles. L'une est la transform�ee stricte de la grande diagonale �fijg, quiest l'espace propre correspondant �a la valeur propre +1. L'autre est l'intersection du diviseurexceptionnel E� avec la transform�ee stricte de la somme directe (��Q� (�1)) , not�ee Vfijg.Chaque 3-cycle � a trois valeurs propres distinctes, 1; !; !2, o�u ! := exp(2i�=3) . Puisque� est l'espace propre de � correspondant �a la valeur propre 1, alors l'ensemble des points �xesde � dans Bl�(C 3d) est une sous-vari�et�e lisses avec deux composantes irr�eductibles. L'uneest l'intersection du diviseur exceptionnel E� avec la transform�ee stricte de la somme directe(��Q�(!)), not�ee E� \ (��Q�(!)). L'autre est E� \ (��Q�(!2)) . Comme il n'y a quedeux 3-cycles, l'un est l'inverse de l'autre, on d�eduit qu'il existe deux sous-vari�et�es irr�eductibles�xes par les 3-cycles, not�ees respectivementW1;W2. La proposition est d�emontr�ee. 2A�rmation 6.8 Notons eY l'�eclatement de Bl�(C 3d) de centre la r�eunion disjointe des huitsous-vari�et�es, W1;W2; Vij et �fijg, avec 1 � i < j � 3. Alors eY est une S3-vari�et�e lisse eteY =S3 est une d�esingularisation de Sym(3)(C d).D�emonstration. Puisque le centre de l'�eclatement est une sous-vari�et�e lisse et stable par S3,d'apr�es le lemme 1:4, on d�eduit que eY est une S3-vari�et�e lisse. Notons R l'ensemble despoints dans eY dont le groupe d'isotropie est non trivial. On v�eri�e facilement que R est lar�eunion disjointe des huit diviseurs exceptionnels provenant des W1, W2; Vij et �fijg , avec1 � i < j � 3. De plus pour tout point ey dans R, chaque �el�ement de S3 qui �xe ey �xe lacomposante irr�eductible de R passant par ey. Ceci implique que l'ensemble des points �xesde tout �el�ement de S3 n feg est un diviseur lisse. D'apr�es le th�eor�eme de Chevalley, on end�eduit que eY =S3 est lisse. D'autre part les diviseurs exceptionnels dans eY =S3 se projettentsur l'image des diagonales de (C d)3 dans Sym(3)(C d), qui est exactement le lieu singulier deSym(3)(C d). Par cons�equent eY =S3 est une d�esingularisation de Sym(3)(C d).93



2Remarque 6.9 Si on suit la ligne de la d�emonstration du r�esultat principal montr�e dans lesquatre premiers chapitres, alors(1) Bl�(C 3d) est un S3-mod�ele �equivariant ab�elien de (C d )3,(2) les strates de la strati�cation S de Bl�(C 3d) sont: W1, W2, Vij, �fijg \E�, �fijg nE�,E� n (W1 [W2 [ Vij [�fijg), Bl�(C 3d) n (E� [�fijg), avec 1 � i < j � 3,(3) on obtient le recouvrement de Bl�(C 3d) constitu�e des ouverts qui sont isomorphes �ades ouverts de vari�et�es toriques, ensuite les modi�cations toriques sont exactement destraductions des �eclatements pr�ec�edents en termes subdivisions des �eventails.Remarque 6.10 En g�en�eral pour une vari�et�e X quasiprojective et lisse, avec dim(X) � 2, lerecouvrement par des ouverts qui sont isomorphes �a des ouverts de vari�et�es toriques n'existeplus. Donc on ne peut plus utiliser des modi�cations localement toriques. Mais les �eclatementsde centres lisses ont encore un sens. On peut montrer que le groupe d'isotropie de tout pointdans Bl�(X3) est ab�elien, o�u � est la petite diagonale dans X3. Et dans la d�emonstration,on doit interpreter W1, (resp. W2; V12; V13; V23) comme un sous-�br�e de E�, qui est un �br�eprojectif sur �. Avec des v�eri�cations locales, on montre que l'a�rmation 6.8 est encore vraie.Par cons�equent on obtient une d�esingularisation de Sym(3)X.2: D�esingularisation de Sym(4)(C d) .Comme pr�ec�edement, Sym(4)(C d ) = C 4d=S4. Prenons un syst�eme de coordonn�ees de C 4d ,not�e fx11; � � � ; x1d; � � � ;x41; � � � ; x4dg ou simplement fx1; x2; x3; x4g. D�e�nissons� := fx1 = x2 = x3 = x4; i:e: x1i = x2i = x3i = x4i ; i = 1; :::; dg ;�(ijk) := fxi = xj = xkg; avec 1 � i < j < k � 4 ;�(ij)(kl) := fxi = xj; xk = xlg; avec fi; j; k; lg = f1; 2; 3; 4g ;�(ij) := fxi = xjg; avec 1 � i < j � 4 :Dans Bl�(C 4d) les transform�ees strictes des diagonales de dimension 2d, i.e. les �(ij)(kl) etles �(ijk), sont deux �a deux disjointes. �Eclatons Bl�(C 4d) de centre la r�eunion disjointe deces sept sous-vari�et�es lisses, et notons Y cet �eclatement. D'apr�es le th�eor�eme 1.13, Y est unmod�ele �equivariant ab�elien.Dans la suite on donne juste des �enonc�es et des indications de chaque �etape, et on omet lescalculs d�etaill�es. Les v�eri�cations des assertions du lemme 6.12 et de la proposition 6.13 sontdirectes. Pour la construction de eY , les techniques sont les mêmes que celles utilis�ees dans lad�emonstration du th�eor�eme 4.1, i.e. d'abord utiliser des isomorphismes locals pour se ramenerau cas des vari�et�es toriques, ensuite pour des modi�cations locales on utilise la descriptionen termes de subdivisions des �eventails de l'�eclatement de centre l'adh�erence d'une orbite dutore. 94



Notations 6.11 Pour chaque �el�ement � 2 S4, si � est une valeur propre de �, on note Q�(�)le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre �. Si Q est un sous-espace de C 4d , on note Qla transform�ee stricte de Q dans Y .Posons V � := fy 2 Y j �(y) = yg, et notons E� (resp. E(ijk), E(ij)(kl)) le diviseurexceptionnel dans Y qui se contracte sur � (resp. �(ijk), �(ij)(kl)).Lemme 6.12 Dans Y , l'ensemble des points �xes d'un �el�ement de S4 n feg est de l'une desquatre formes suivantes. Pour chaque � 2 S4, on donne la d�ecomposition de V � en com-posantes irr�eductibles.(i) f = (ij):Vf = Vf1 [ Vf2 [ Vf3 [ Vf4 [ Vf5, avecVf1 := E� \ (Qf(�1)��);Vf2 := E(ijk) \ (�(ijk) �Qf(�1)), Vf3 := E(ijl) \ (�(ijl) �Qf(�1)),avec fi; j; k; lg = f1; 2; 3; 4g;Vf4 := E(ij)(kl) \ (�(ij)(kl) �Qf (�1));Vf5 := �(ij).Vf1 est de dimension 2d�1, Vf2 et Vf3 sont de dimension 3d�1 et dans la même orbite,Vf4 est de dimension 3d � 1, et Vf5 est de dimension 3d.(ii) g = (ijk).Vg = Vg1 [ Vg2 [ Vg3 [ Vg4, avecVg1 := E� \ (Qg(!)��) avec ! := exp(2i�3 ),Vg2 := E� \ (��Qg(!2));Vg3 := E(ijk) \ (�(ijk) �Qg(!)), Vg4 := E(ijk) \ (�(ijk) �Qg(!2)).Vg1 et Vg2 sont dans la même orbite et de dimension 2d � 1,Vg3 et Vg4 sont dans la même orbite et de dimension 3d � 1.(iii) h = (ijkl).Vh = Vh1 [ Vh2 [ Vh3 [ Vh4 , avecVh1 := E� \ (��Qh(i)), Vh2 := E� \ (��Qh(�i));Vh3 := E� \ E(ik)(jl) \ (�(ik)(jl) �Qh(i)), Vh4 := E� \ E(ik)(jl) \ (�(ik)(jl) �Qh(�i)).Vh1 et Vh2 sont dans la même orbite et de dimension 2d � 1,Vh3 et Vh4 sont dans la même orbite et de dimension 3d � 2.(iv) k = (i1i2)(i3i4).Vk = Vk1 [ Vk2 [ Vk3 [ Vk4 , avecVk1 := E� \ (��Qk(�1)) qui est de dimension 3d � 1;Vk2 := E(i1i2)(i3i4) qui est de dimension 4d � 1;Vk3 := E�\E(i1i3)(i2i4)\(�(i1i3)(i2i4) +Qk(1)); Vk4 := E�\E(i1i4)(i2i3)\(�(i1i4)(i2i3) +Qk(1)),Vk3 et Vk4 sont dans la même orbite et de dimension 3d� 2.95



Notons R l'ensemble des points de Y dont le groupe d'isotropie est non trivial. PosonsZ := fZ 2 S j Z � Rg, o�u S est la strati�cation de Y d�e�nie comme dans le paragraphe 2.1.Maintenant d�eterminons les strates dans Z.Propri�et�es 6.13 Pour chaque strate Z, on note G0 le groupe d'isotropie commun de toutpoint de Z, et on note G1 le groupe de stabilisateur de Z. Les strates Z 2 S incluses dansR sont, suivant l'ordre d�ecroissant de dimension, de formes suivantes. Les adh�erences desstrates de même classe sont deux �a deux disjointes.a) Z \ S4d�1:� Z1 := f�(E(12)(34)) j � 2 S4g.Soit x le point g�en�erique de E(12)(34). Alors G0 = Gx = f(12)(34); eg,G1 = f(12); (34); (12)(34); (13)(24); (14)(23); (1324); (1423); eg,[S4 : G1] = 3.Il y a trois strates dans cette classe.b) Z \ S4d�2:� Z2 := f�(E(12)(34) \ E�) j � 2 S4g.Soit x le point g�en�erique de E(12)(34) \ E�. Alors G0 = Gx = f(12)(34); eg,G1 = f(12); (34); (12)(34); (13)(24); (14)(23); (1324); (1423); eg,[S4 : G1] = 3.Il y a trois strates dans cette classe.c) Z \ S3d:� Z3 := f�(�(12)) j � 2 S4g.Soit x le point g�en�erique de �(12). Alors G0 = Gx = f(12); eg, G1 = f(12); (34); (12)(34); eg.[S4 : G1] = 6.Il y a six strates dans cette classe.d) Z \ S3d�1:� Z4 := f�(Vf4) = �(�(34) \ E(12)(34)) j � 2 S4g.G0 = G1 = f(12); (34); (12)(34); eg.Il y a six strates dans cette classe. Elles sont minimales, ferm�ees, deux �a deux disjointes.� Z 04 := f�(E� \�(12)) j � 2 S4g.G0 = f(12)g, G1 = f(12); (34); (12)(34); eg.Il y a six strates dans cette classe.� Z 004 := f�(E(123) \�(12)) j � 2 S4g.G0 = G1 = f(12); eg.Il y a douze composantes. 96



� Z5 := f�(Vf2) j � 2 S4g avec f = (12) et Vf2 = E(123) \ (�(123)�Qf (�1)).G0 = G1 = f(12); eg.Il y a douze composantes.� Z6 := f�(Vg3) = �(E(123) \ (�(123) �Qg(!))) j � 2 S4g, avec g = (123).G0 = G1 = f(123); (132); eg.Il y a huit composantes.� Z7 := f�(Vk1) j � 2 S4g avec k = (12)(34) et Vk1 := E� \ (��Qk(�1)).G0 = f(12)(34); eg,G1 = f(12); (34); (12)(34); (13)(24); (14)(23); (1423); (1324); eg.Il y a trois composantes.e) Z \ S3d�2:� Z8 := f�(Vh3) j � 2 S4g avec h = (1234) et Vh3 := E� \ E(13)(24) \ (�(13)(24)�Qh(i)).G0 = G1 = f(1234); (13)(24); (1432); eg.Il y a six composantes.� Z9 := f�(Vk3) j � 2 S4g avec k = (12)(34) et Vk3 := E� \ E(13)(24) \ (�(13)(24)�Qk(1)).G0 = G1 = f(12)(34); (13)(24); (14)(23); eg.Il y a six composantes.� Z10 := f�(E� \ Vf2) j � 2 S4g avec f = (12) et Vf2 := E(123) \ (�(123)�Qf(�1)).G0 = G1 = f(12); eg.Il y a douze composantes.� Z11 := f�(E� \ Vg3) j � 2 S4g avec g = (123) et Vg3 := E(123) \ (�(123)�Qg(!)).G0 = G1 = f(123); (132); eg.Il y a huit composantes.� Z12 = f�(E� \ E(123) \�(12)) j � 2 S4g.G0 = G1 = f(12); eg.Il y a douze composantes.� Z13 := f�(E� \ Vf4) j � 2 S4g avec f = (12) et Vf4 := E(12)(34) \�(12).G0 = G1 = f(12); (34); (12)(34); eg.Il y a six composantes qui sont toutes ferm�ees.f) Z \ S2d�1:� Z14 := f�(Vf1) j � 2 S4g avec f = (12) et Vf1 := E� \ (��Qf (�1)).G0 = G1 = f(12); (34); (12)(34); eg.Il y a six composantes qui sont toutes ferm�ees.97



� Z15 := f�(Vg1) j � 2 S4g avec g = (123) et Vg1 := E� \ (��Qg(!)).G0 = G1 = f(123); (132); eg.Il y a huit composantes qui sont toutes ferm�ees.� Z16 := f�h1 j � 2 S4g avec h = (1234) et Vk1 = E� \ (��Qh(i)).G0 = G1 = f(1234); (13)(24); (1432); eg.Il y a six composantes qui sont toutes ferm�ees.L'image inverse du lieu singulier de Y=S4 dans Y est contenue dans la r�eunion des trans-form�ees strictes des grandes diagonales �(ij), 1 � i < j � 4, et des diviseurs exceptionnelsE�; E(ijk) avec 1 � i < j < k � 4.L'image du point g�en�erique de E(ij)(kl) dans Y=S4 est un point lisse, car le groupe d'isotropiede ce point est localement un groupe de reexions. Par cons�equent le lieu singulier de Y=S4est la r�eunion des images des strates dans Zi avec i � 3.Les adh�erences des strates de Z3;Z5;Z6, Z7;Z8 et Z15 forment cinq classes, dont les imagesdans Y=S4 sont des composantes irr�eductibles du lieu singulier. Parmi elles seulement cellesde Z3 et de Z7 ont des intersections non vides, les autres sont deux �a deux disjointes.On va construire eY en plusieure �etapes.� 1er �etape: Modi�cations sur Z15.Il y a huit strates. On �eclate Y de centre la r�eunion de ces huit strates. Dans chaquediviseur exceptionnel qui se contracte en une de ces strates, il y a deux sous-vari�et�esirr�eductibles et lisses dont les points ont des groupes d'isotropies non triviaux. Oncontinue d'�eclater ces deux sous-vari�et�es, alors dans les deux nouveaux diviseurs excep-tionnels, le groupe d'isotropie de tout point devient localement un groupe de pseudo-reexions.Faisons les mêmes �eclatements pour toutes ces huit strates, Notons Y1 la vari�et�e obtenue.Alors Y1=G d�esingularise les singularit�es de Y=S4 sur l'image commune de ces huit strates.� 2�eme �etape: Modi�cations sur Z5.Il y a douze strates dans la famille Z5. L'adh�erence de chaque strate contient unestrate de type Z10. Prenons Vf2 avec f = (12) comme un repr�esentant. La strate deZ10 correspondante est Vf2 \ E�. Le morphisme de Y1 dans Y est un isomorphisme auvoisinage de l'image inverse de Vf2. le groupe d'isotropie de tout point de Vf2 est d'ordre2. Par cons�equent, l'�eclatement de Y1 de centre S�2S4 �(Vf2), not�e Y2, est une S4-vari�et�elisse. De plus Y2=S4 d�esingularise les singularit�es de Y=S4 qui se trouvent sur l'imagedes strates de Z5 et de Z10. 98



� 3�eme �etape: Moti�cations sur Z6.Il y a huit strates dans Z6. L'adh�erence de chaque strate contient une strate de type Z11.Prenons Vg3 avec g = (123) comme un repr�esentant. La strate de Z11 correspondante estVg3 \ E�. Si on �eclate Vg3, g �xe le nouveau diviseur exceptionnel, donc est localementun pseudo-reexion. Notons Y3 l'�eclatement de Y2 de centre de la r�eunion disjointe des�(Vg3) avec � 2 S4. D'apr�es l'analyse pr�ec�edente, on d�eduit que Y3=S4 d�esingularise lessingularit�es de Y=S4 qui se trouvent sur l'image des strates de Z6 et de Z10.� 4�eme �etape: Modi�cations sur Z7.Notons Y4 l'�eclatement de Y3 de centre la r�eunion disjointe des V avec V 2 Z7. AlorsY4=S4 d�esingularise la singularit�e de Y=S4 qui se trouve en l'image du point g�en�eriqued'une strate de Z7.D�eterminons les nouvelles strates dont l'image dans le quotient est contenue dans le lieusingulier Sing(Y3=S4). Pour cela, il faut consid�erer l'image inverse des strates de typeZ9, Z14 et Z16.(1) L'image inverse de chaque strate dans Z14 (resp. dans Z16) est une sous-vari�et�elisse de dimension 3d � 1 et �a groupe d'isotropie constant. Le groupe d'isotropiecommun, pour chaque strate, est d'ordre 4 avec un pseudo-reexion. Notons Z 014(resp. Z 016) l'ensemble de ces nouvelles strates. alors les singularit�es de Y4=S4 le longl'image des strates dans Z 014 (resp. Z 016) sont toutes isomorphes �a des singularit�esquotients par un groupe d'ordre 2. (ref. [33])(2) L'image inverse de chaque strate dans Z9 est une sous-vari�et�e lisse �a groupe d'isotro-pie constant, qui est d'ordre 4 et engendr�e par deux reexions. Par cons�equentY4=S4 d�esingularise les singularit�es de Y=S4 qui se trouvent sur l'image des stratesde Z9.On peut r�esumer ces calculs comme suit.Soit Y4 l'�eclatement de Y3 au centre l'adh�erence des strates dans Z7, alors Y4=S4 d�esingu-larise les singularit�es de Y=S4, qui se trouvent sur l'image des strates dans Z9, et aussila singularit�e sur l'image du point g�en�erique de Z7. L'image des V , avec V 2 Z 016, estune composante connexe du lieu singulier dans Y4=S4. Les singularit�es en chaque pointde cette composante sont isomorphes �a des singularit�es quotient par un groupe d'ordre2.� 5�eme �etape: Modi�cations sur Z3.Soit Y5 l'�eclatement de Y4 de centre la r�eunion disjointe des transform�ees strictes desgrandes diagonales �(ij), avec 1 � i < j � 4. Alors Y5=S4 d�esingularise la singularit�e99



de Y4=S4 qui se trouve sur le point g�en�erique de l'image des �(ij), avec 1 � i < j � 4.L'image inverse, dans Y5, de chaque strate de type Z4 (resp. Z 04, Z 004 , Z12, Z13, Z 014), estune sous-vari�et�e lisse �a groupe d'isotropie constant, et le groupe d'isotropie commun estlocalement un groupe de reexions. Par cons�equent Y5=S4 d�esingularise les singularit�esde Y=S4 qui se trouvent sur l'image des strates de types Z4, Z 04, Z 004 , Z12, Z13 et Z14.Le lieu singulier de Y5=S4, not�e Sing(Y5=S4), a deux composantes connexes. L'une estl'image des strates de type Z8, l'autre est l'image des strates de type Z 016. Ces deux com-posantes sont des sous-vari�et�es lisses. Les singularit�es de Y5=S4 sont toutes isomorphes�a des singularit�es quotient d'une vari�et�e lisse par un groupe d'ordre 2.� 6�eme �etape: Modi�cations sur Z 016.Chaque strate W dans Z 016 est l'image inverse, dans Y4 (l'�etape 4), d'une strate V detype Z 016. On �eclateW . Notons EW le diviseur exceptionnel provenant de W . Dans EW ,l'ensemble des points dont le groupe d'isotropie est non trivial est la r�eunion disjointede deux sous-vari�et�es lisses et irr�eductibles. L'une est de dimension 3d � 1, not�ee W1.L'autre est de dimension 4d � 2, not�ee W2. �Eclatons de nouveau W1, et notons EW1 lenouveau diviseur exceptionnel. Ensuite on contracte la transform�ee stricte du diviseurexceptionnel EW . Faisons la même chose pour toutes les six strates de type Z 016. NotonsY6 la vari�et�e obtenue. On peut v�eri�er que Y6=S4 d�esingularise les singularit�es de Y=S4qui se trouvent sur l'image des strates V 2 Z 016.� 7�eme �etape: Modi�cations sur Z8.Chaque strate de type Z8 est une sous-vari�et�e lisse et ferm�ee de Y6, et a un voisi-nage ouvert qui est isomorphe �a un ouvert d'une vari�et�e torique. En e�et au voisinaged'une strate V 2 Z8, Y6 est isomorphe �a l'�eclatement de Bl�(C 4d) de centre une des 3transform�ees strictes �(ij)(kl). A l'aide de ces structures localement toriques, on peutfaire des �eclatements et des contractions suivantes. On �eclate V , et note EV le diviseurexceptionnel provenant de V . Dans EV , l'ensemble des points dont le groupe d'isotropieest non trivial est la r�eunion disjointe de deux sous-vari�et�es lisses et irr�eductibles. L'uneest de dimension 3d�2, not�ee W1. L'autre est de dimension 4d�2, not�ee W2. On �eclateW1, et note EW1 le nouveau diviseur exceptionnel. Ensuite on contracte la transform�eestricte du diviseur exceptionnel EV . Faisons la même chose pour toutes les six strates detype Z8. Notons Y7 la vari�et�e obtenue. On v�eri�e que Y7=S4 d�esingularise les singularit�esde Y=S4 qui se trouvent sur l'image des strates V 2 Z8.Finalement posons ~Y := Y7. Alors le morphisme de ~Y dans Y (resp. dans �Y0 := Xn) estpropre, birationnel et �equivariant par rapport �a S4. De plus ~Y =S4 d�esingularise �Y0=S4 qui estle produit sym�etrique Sym(4)(Cd).Remarque 6.14 La strati�cation S du mod�ele �equivariant ab�elien Y est la r�eunion de Z avec100



l'ensemble des strates dont le groupe d'isotropie de tout point est trivial. Ce dernier ensembleest constitu�e des strates de formes suivantes.- Y n (E� [ Efijkg [ Ef(ij)(kl)g [�fijg), qui est l'unique strate ouverte;- Efijkgn (E�[ ( SZ2Z Z)), E� n (Efijkg[ ( SZ2Z Z)), qui sont des strates de dimension 4d�1;- (E� \ Efijkg) n ( SZ2Z Z), qui est de dimension 4d � 2, avec 1 � i < j < k � 4.Remarque 6.15 En g�en�eral pour une vari�et�e X quasiprojective irr�eductible et lisse, avecdim(X) � 2, on peut construire le mod�ele �equivariant ab�elien Y et strati�er Y de mêmemani�ere que pr�ec�edement. Ceci r�esulte des calculs locaux et de la connexit�e de X. En-suite les cinq premi�eres modi�cations dans la construction de eY , qui consistent seulement des�eclatements de centres lisses, sont donc bien d�e�nies dans ce cas g�en�eral. Notons encore Y5 lavari�et�e obtenue �a partir de Y en faisant ces cinq �etapes d'�eclatements, Y5 est une S4-vari�et�e.Les v�eri�cations locales montrent que dans Y5=S4, le lieu singulier est la r�eunion disjointe dedeux sous-vari�et�es lisses et irr�eductibles, qui sont des images des strates de types Z 016 et Z8respectivement. De plus les singularit�es de Y5=S4 sont toutes isomorphes �a des singularit�esquotient d'une vari�et�e lisse par un groupe d'ordre 2. Par cons�equent, l'�eclatement de Y5=S4 decentre Sing(Y5=S4) est une vari�et�e lisse, donc est une d�esingularisation de Sym(4)X := X4=S4.
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