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Le but de cet article est d’é¢tudier les estimations C* pour la résolution
du 0 dans le cas des domaines & coins g-convexes et g-concaves et de donner
quelques applications de cette résolution. On se donne la définition suivante :

Définition 0.1 Une collection (U, p1,...,pn) est appelée configuration g-
convexe (resp. configuration g-concave) de classe C¢ dans C" avec d > 2
(resp. d > 3), si U C C" est un domaine convezre et pi,...,pn Sont des
applications & valeurs réelles de classe C¢ sur U vérifiant les conditions sui-
vantes :

(i) E={z€U|pi(z) =--- = pn(2) =0} # &.

(i) dp1(z) A--- ANdpn(z) # O pour tout z € U.

(ii) Pour tout I = (j1,...,51) C{1,...,N} avec 1 <j; <---<j <N, et
toute famille (N, ..., \j,)de réels positifs tels que A\j, +--- + Xj, = 1,
la forme de Levi de lapplication \j pj, + --- + Aj,pj, admet au moins
q+1 valeurs propres strictement positives (resp. strictement négatives)
en tout point de U.

Les résultats principaux de ce travail sont les deux théorémes suivants,
le premier traite du cas g-convexe et le second du cas g-concave.

Théoréme 0.2 Supposons que (U, p1,...,pn) est une configuration q-conveze
de classe C* dans C", avec d > 2.

Pour tout £ € E, il existe R > 0, que ’on peut choisir indépendamment de
petites perturbations C? des applications p1,...,pN (ce qui entraine de pe-
tites perturbations de &), tel que si on note G = NN {2z € Ulpi(2) < 0} et
Dr=GnNB(R), alors :

(i) Sin—q <r <mn, il existe un opérateur linéaire

R, : C(()),'I'(D—R) — C(()),r—l(DR)

tel que si f est une (0,7)-forme différentielle sur Dy, continue sur Dg avec
df =0ona:
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1. OR,f = f sur Dg.
2. 5ife€ CS,T(D—R); s € N*, pour tout 0 < 6y < % :

R flls—1+60,0r < Coollflls,0r

Théoréme 0.3 Supposons que d > 3 et que (U, p1,...,pN) est une configu-
ration q-concave de classe C* dans C".
Pour tout £ € E, il existe R > 0, que l’on peut choisir indépendamment de
petites perturbations C? des applications p1,...,pn, tel que si on note
G =nN,{z €Ulpi(z) <0} et Dr = GN B(,R), alors :
(i) Sir < q— N, il existe R > 0 avec R' < R que l'on peut choisir in-
dépendamment de petites perturbations C? des applications p1,...,pn et un
opérateur linéaire
T, :C),(Dr) = C3, 1(Dr)

tels que si f est une (0,7)-forme différentielle sur Dy, continue sur Dy avec
df =0ona:

1. 0T, f = f sur Dp.

2.8 fe CS,T(D—R); s€{l,...,d =2}, pour tout 0 < 6 < 3 :

”TTfHS—H-Jo,DR/ < CJo”f”s,DR

(i) Il existe un opérateur linéaire
Ty N1t C(()),q—N—H(D_R) - C(()),q—N(DR)
tel que si f est une (0, — N + 1)-forme différentielle sur Dg, continue sur
Dpg avec 0f =0 telle que supp f CC G N B(&, R), vérifiant la condition :
(C1) Sig=mn-—1,
FO A g(Q)dC A=+ NdCn = 0, pour tout g € O(B(E, R)).

alors :
1. éTq—N—l—lf = f sur DR.
2. Sife CS,q—N—I—I(D—R)J s€{l,...,d— 2}, alors pour tout 0 < §p < % :

||Tq_N+1f||5—1+60,DR < C50||f||S,DR

Dans [16], R.M. Range et Y.T. Siu ont obtenu & ’aide de noyaux inté-
graux, des estimations uniformes dans le cas d’'un domaine D strictement
pseudoconvexe & bord C% par morceaux (¢ =n — 1, N > 1). En 1980, dans
[12], I. Lieb et R.M. Range ont obtenu des estimations C* lorsque D est stric-
tement pseudoconvexe & bord lisse (¢ = n — 1, N = 1). En combinant les
techniques employées dans ces articles et en utilisant des pseudocoordonnées,
J. Michel (avec une condition de transversalité complexe) et M. Perotti/J.



Michel, dans [13] et [14], ont obtenu des estimations C¥ lorsque D est stric-
tement pseudoconvexe & bord C? par morceaux.

Cependant, on ne peut utiliser directement ces noyaux pour ¢ < n — 1 et
N > 1 car la section de Leray dépend non-linéairement du coefficient A,
alors que dans le cas pseudoconvexe, \ était éliminé explicitement par une
intégration. Suivant une idée de G.M. Henkin (voir l'introduction de [9]), C.
Laurent-Thiébaut et J. Leiterer ont démontré, dans [9] et [10], des théorémes
analogues pour les estimations uniformes. Ils les ont obtenues sans effectuer
Iintégration en A mais en l'estimant de fagon adéquate.

Ainsi, les théorémes annoncés ci-dessus sont démontrés en s’appuyant a
la fois sur les travaux de J. Michel et M. Perotti et sur cette estimation de
Iintégration en A. Il faut noter que par rapport aux estimations obtenues
dans [14], pour le cas ¢ = n — 1, il y a une perte de régularité puisque le
point 3. du Théoréme 0.2 est démontré pour 0 < §g < % alors que J. Michel
et M. Perotti obtenaient des estimations pour 0 < dy < 1. L’auteur ne sait
pas a 'heure actuelle si ces estimations sont optimales.

Il faut noter aussi que le Théoréme 0.2 a été annoncé et partiellement
démontré par M.Y. Barkatou, dans [2], il a obtenu des estimations pour
0 < §p < 1, utilisant des noyaux de sa fabrication, dans le cas ou les ap-
plications p1,...,pn vérifient une hypothése plus forte, en remplacant par
exemple la condition (iii) de la Définition 0.1 par la condition (iii’) suivante :

(iii”) Il existe un sous-espace fixé T de C" de dimension q + 1 tel que pour
tout j € {1,...,N}, la forme de Lévi de p; est définie positive sur T
en tout point de U.

Les quatre premiéres parties de ce travail sont consacrées a la démonstra-
tion des Théorémes 0.2 et 0.3. On utilise ensuite ces résultats pour démontrer
un théoréme de résolution locale avec régularité jusqu’au bord, sur le com-
plémentaire W d’un domaine g-convexe, D,a bord C? par morceaux, il s’agit
du Théoréme 6.1. On est alors placé dans le cadre suivant :

Soit D CcC U CcC C* un domaine défini par

D={zeUVie{l,...,N} ri(z) <0}

avec les propriétés suivantes :
(i) pour tout i € {1,..., N}, r; est de classe C¢ sur U, avec d assez grand
(ii) pour tout I = (j1,...,7;) avec 1 <j; <---<j < N :
drj, (2)A---Ndrj,(z) # 0 pour tout z € {¢ € Ulrj,(¢) =--- =1;,(¢) =0}
(iii) pour tout I = (j1,...,5) avec 1 < j3 < -+ < j; < N, et tout
(Ajis- -+, A4) famille de réels positifs tels que Aj, +---+ Aj, =1, la
forme de Levi de l'application Aj,rj, + --- + Ajr;, admet au moins
g + 1 valeurs propres strictement positives en tout point de U

Soit ¢ € AD, on s’intéresse a la résolution de & sur W N B(&, R) pour R > 0
assez petit.



Le théoréme obtenu généralise le Corollaire 0.2 dans [10], qui donne aussi
une résolution sur ce type d’ouvert. C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer ont
obtenu en effet des résultats pour des formes continues, avec des solutions
continues, mais sans régularité jusqu’au bord de W.

Par ailleurs, H. Grauert, dans [4], a obtenu une résolution plus globale avec
régularité jusqu’au bord pour des formes définies sur W mais en supposant
que les applications ry,...,ry vérifient la condition (iii’).

Sous cette hypothése, il a montré qu’il existe une base de voisinages de Stein
V de € € OD telle que si f est définie sur W NV, il existe u telle que du = f
sur WNV.

Enfin, dans une derniére partie, on démontre un théoréme de résolution
globale pour les (0,7)-formes & support compact dans le complémentaire
d’un domaine 2 CC X strictement g-convexe & bord C*® par morceaux, ol
X est une variété complexe, (voir Définition 7.3). Ceci conduit & généraliser
le théoréme de séparation d’Andreotti-Vesentini, (voir [1] et aussi [11]) pour
le complémentaire d’un domaine g-convexe & bord C°*° par morceaux, pour
des (0, g)-formes différentielles de classe C*° jusqu’au bord.

Pour finir, je tiens & remercier Mme Laurent-Thiébaut pour m’avoir pro-
posé ce probléme et pour ses conseils ainsi que J. Leiterer et M.Y. Barkatou
pour toutes nos discussions sur ce sujet. Lors d’un exposé & Lille, J. Mi-
chel m’a conseillé de généraliser au cas C™ le Théoréme 6.1 qui était alors
démontré uniquement dans le cas C*°, je ’en remercie.

1 Préliminaires.

1.1 - Pour z € C*, on note z,...,2z, les coordonnées complexes ca-

noniques de z. Pour (z,w) € C*, on note < z,w >= zywy + -+ + 2z Wy €t
1
|z| =< z,2 >=.

1.2 Si p est une fonction réelle de classe C? sur un ouvert U de C”,
on note £,(¢) la forme de Levi de p au point ¢ € U, on note de plus F,(z, ()
le polynéme de Levi de p au point ¢ € U appliqué en z € C"*, i.e. pour tout
(eU,tout z € C"
~ 9°p(¢)

L — TS
p(O)(2) j%::l aC 00k ZjZk

0
Fyl¢,2)=2 Z - Z 8@@4 G 2)(G — )

Alors d’aprés la formule de Taylor & ordre 2, on a

Re Fy(C,2) = p(C) = p(2) + L(¢)(¢ — 2) +0(I¢ = =) (1.1)



1.3 - Pour h € N*, on pose :

P(h)y={I=(j1,...,0)|1 <I<hVie{l,...,1},5; € {1,...,h}}
P'(h)y={I=(r,---,q)|[1 <I<h1<j <---<j<h}
P’(h’*):{I: (jla"'ajl)‘(jla---’jlfl) € Pl(h’)ajl = *}

1.4-Pour I € P'(N+1) et 0 <6 <1 on note :

N+1
Ar= {(Ao,...,)\N+1) € [0, 1]N+2‘ Z M =1,0=0Vi¢ I}
k=0

N+1
Aor = {(Ao,...,AN+1) e [o, 1]N+2\ D M =1LA=0Vi¢ Iu{O}}
k=0

A, = {(Ao,...,ANH) c AOI‘O <o < 5}

1.5- Si I = (j1,.--,J1) est une collection ordonnée d’entiers, et si
ve{l,...,l}, onnote I(V) = (J1,-- - Jv—1sJutlyr---yJ1)-
Soit A € Ag1,...,n+1), alors, on pose :

) o A\ o
- 81 Ag 7é L, A= (07 13—1)\0" E) IJ_VK;)) alors A € A(1,...,N—|—1)’
- si >\N+1 ;é ].7 A= (l_ij.\H—l yeey 1_?\11\\{]4_1,0), alors \ € AO(I,...,N)?
ox ox
-siAnt1+A0 # 1, A = (0, 1_)\0);1/\N+1 e, 1_)\0)\—N/\N+1 ;0), alors A € Ay Ny

1.6 —Pour j € {0,...,N+1}, onnote 77 = (73,... s Th41) € Do, N+1)
défini par 'r; =1.

1.7 — Soit x une application de classe C* de [0, 1] dans [0, 1] telle que
x(t)=0si0<t<tetx(t)=1si;<t<1

1.8 - Soit D un domaine de C", on dit que D est une intersection de
classe C*, k € NU{oo}, s'il existe un voisinage Uz de D et un nombre fini de
fonctions réelles de classe C¥, pi,...,pny1 définies sur un voisinage de Up

telles que
D={zeUplVie{l,...,N+1},p;(z) < 0}

et telles que pour tout I = (j1,...,51) avec 1 <1 <--- < i < N+1:

dpin(2) A+ Ndpjy () £ 0 pour tout = € {C € dD]py,(¢) = -+ = py(¢) = 0},
On dit alors que (Ug, p1,---,pN+1) €st un cadre de classe C* pour D.
1.9 - Soit D CC C™ une intersection de classe C!, pour laquelle on pose

P« = pN+1- Pour I = (j1,...,7;) € P(N + 1) on pose :
St ={z € OD|Vi € I, pi(z) = 0}

si les éléments de I sont deux & deux distincts, St = @ sinon.
On oriente S; par récurrence sur le nombre d’éléments de I de maniére



antisymétrique en les éléments de I, de la facon suivante :
sije{l,...,N+1}, S; est orienté de maniére & avoir

N+1
oD =) S; (1.2)
j=1

si St est orienté, on oriente les Sy; pour avoir

N+1

081 =Y Si (1.3)
j=1

Oﬁ, sil = (jl, ‘e ,jl), S]j désigne S(j1,---,j1,j)'
SiI=(j1,-..,71) € P'(N + 1) contient I'indice *, i.e. j; = N + 1, alors on
notera parfois :

St = Sy« avec J = (j1,.-.,51-1)

1.10 - Soit D CC C™ une intersection de classe C', pour laquelle on
pose py = pn+1- On définit pour g9 > 0 assez petit :

Dy = {z € U5|Vz' €{l,....,N+1},pi(2) < 8()}

Si g9 > 0 est assez petit, Dy est une intersection de classe C' et on pose
alors, pour I = (j1,...,71) € P(N +1) :

S? = {Z S 8D0|VZ € I,pi(z) = 60}

Rr={z € UplVi € I,0 < pj,(2) = --- = pj,(2) < €0, pj(2) < pjy(2)sij ¢ I}

si les éléments de I sont deux & deux distincts, S = Rr = @ sinon.

On oriente les S? comme les S7 et les Ry par récurrence sur le nombre
d’éléments de I de maniére antisymétrique en les éléments de I, de la facon
suivante :

sije{l,...,N +1}, R; est orienté de maniére & avoir

L N+1
Dy\D =) R, (1.4)
7j=1

si Ry est orienté, on oriente les Ry; pour avoir

N+1
OR; = — Z Rpj — Sr+ S? (1.5)
j=1
oi, si I = (j1,...,41), Ry; désigne R, . j i
1.11 - Soient V un ouvert borné de C* = R?", s e Net 0 < A < 1.
Pour o € N**, (z1,...,%9,) un point de V, on note

la| = a1+ -+ + azgy



glal

= 5 o azn
O0zr{"...0z5]

Cp.q(V) désigne I'espace des (p, g)-formes différentielles telles que chaque coef-
ficient est s fois continiment dérivable sur V et C5 (V') celui des (p, ¢)-formes
différentielles telles que chaque coefficient est contintiment dérivable a tout

ordre. De plus C, (V) désigne I'espace des (p, q)-formes différentielles telles

DC!

que chaque coefficient est s fois contintiment dérivable sur un voisinage de V'
et Cpo (V) celui des (p,q)-formes différentielles telles que chaque coefficient
est continiment dérivable & tout ordre sur un voisinage de V. Soit f : V — C,

une application, on note :

I£lls;y = sup|D*f(x)|

aeNZn eV
|| <s
D%f(x) — D*
iy =5y +sup { [ZLEZDIW o) € v2, 0 e, ol =

Pour les formes différentielles sur V', on définit ces normes comme la borne
supérieure sur tous les coefficients des normes précédentes.

1.12 - Si D est un domaine borné & bord C* par morceaux, t € N U
{+0o0}, inclus dans C*, si V est un voisinage de D, il existe un opérateur
linéaire E, appelé opérateur de Seeley, voir [18], tel que, si a est une (0,7)-
forme différentielle continue sur D alors Ea est une (0, r)-forme différentielle
continue sur C* avec Fa = a sur D et supp Ea C V.

De plus, si o € Cfy (D) alors Ea € Cfoyr)(V) et il existe une constante Cj
telle que
|Ballyy < Colladlsn

1.13 — Une application f définie sur une variété complexe X est dite s-
holomorphe si pour tout point ( € X, il existe des coordonnées holomorphes
hi,-..,hy, dans un voisinage de ( telles que f soit holomorphe par rapport
ahy,...,hs.

2 Opérateurs solutions.

Soit D une intersection de classe C2, définie avec les notations du para-
graphe 1.8, © désigne la diagonale de C* x C".
Supposons qu’il existe une fonction

w : (((Uﬁ\D) X E) \@) X AO(I,...,N—I—I) — cr
(Caz7)‘) *—>(w1(C,Za )‘),"'awn(c,za )‘))

telle que :
1. w est C* par rapport & A.



2. Pour tout (¢, z2) € ((Uﬁ\ D) X E) \ D, pour tout A € Ay, N41)
W(C,Z, )‘)ac —z>=1

Une telle application w sera appelée section de Leray associée & D. On sup-
pose de plus :

3. Pour tout (¢,2) € (U5 \ D) x D)\ D,

(—=z
w((,z,(1,0,...,0)) = T2
Posons, lorsque cela est défini

n(Caza >‘) =< w(Caza A)adc >

et
r(r—1) n—r—1

-1 D)
Dn,T(Caz’A) = %( ) /\8z77 /\ 84)\77 (21)
ou 5(},\ = 5( + dj.

En suivant une construction due & R.M. Range et Y.T. Siu (voir [16]),
basée sur la formule de Bochner-Martinelli-Koppelman, on peut établir une
formule du type formule de Cauchy-Fantappié. Nous renvoyons le lecteur a
[9] pour les commentaires d’ordre historique sur cette équation. Ainsi, si f
est une (0,r)-forme différentielle continue sur D telle que Of est continue
sur D, on a

[(2) =0T,f(2) + Tr11(0)(2) + L f(2) sir > 1 22)
f(z)=T1(0f)(2) + Lof(2) sir =0 '
ou,
Tof(z) = — fADpyoy — (—1) fADpy
/Don ' IeP%J:\H—l) S xAor '
L, f(z)
IeP!/(N+1) /SIXAI

3 Pour une configuration g-convexe.

Le but de cette partie est de démontrer le Théoréme 0.2. Soit (U, p1, ..., pN)
une configuration g-convexe de classe C%, d > 2, dans C". Soit ¢ € E, pour
R > 0 on note py(2) = pny1(2) = |6 — 2> — R? et

N
Di = (){z € Ulpi(2) < 0} N B(&, R)
j=1



3.1 Construction d’une section de Leray

On rappelle briévement ici comment construire une section de Leray as-
sociée & Dp, si R est suffisamment petit. Pour plus de détails, nous renvoyons
le lecteur a [9].

On note, comme dans [9], G(n,q) la variété grassmannienne complexe des
sous-espaces de C" de dimension g et M O(n, q) la variété complexe de toutes
les matrices complexes n X n qui définissent une projection orthogonale de
C™ sur un sous-espace de C" de dimension ¢. On peut énoncer la proposition
suivante :

Proposition 3.1 Si (U, p1,...,pn) est une configuration q-conveze de classe
Ch d>2, dans C" et si ¢ € E.

Alors, il existe Ry > 0, que l’on peut choisir indépendemment de petites
perturbations C? des applications p1,...,pn tel que

1. pour tout R < Ry, Dg est une intersection de classe C* avec
Up- = B(£, o)

2. si R < Ry et si on note pyy1(2) = |€—2|?>—R2, il existe une application
de classe C*°, @ : A1, .n41) = MO(n,n —q—1) et des constantes c,
A > 0 telles que

Re F,, (¢, 2) > pa(Q) — pa(2) + al¢ — 21> — A[QIN (¢ — 2)I?
pour tout A = (A1,..., An41) € A, N11), Pr 2= Ap1te - FAN 1N+

et (¢,z) € U%.

Soit un tel Ry > 0, et soit 0 < R < Ry.
Comme les applications py, ..., pn41 sont de classe C2, il existe des fonctions
C>, ag; (I1<v<N+1,1<j<n,1<k<n)sur Umtellesque

. 62/)1/(0
0C;0C

a%j(()

«
SW’ VCEUW

On pose pour tout A € A¢ n41), azj = /\1(1,16]- +-+ )\N+1akNj+1

On définit pour (¢, z, ) € Up, X C" X A, N4

wj (G2 0) = 29580 — 570 @} ()G — 2) + AXRoy QR (G — 24)
w(Ca 2, )‘) = (wl (Ca 2, A)a et ,’UJn(C, 2, A))
QD(Caza)‘) =< w(Caza )‘)aC —z>

Alors w est une application (g+ 1)-holomorphe (voir le paragraphe 1.13)

en z € C" pour (¢,A) € B(§, Ro) x A1, 1) fixé. De plus ¢ vérifie lesti-
mation suivante : V((,z,A) € (B(£, Ry))? x Aq,. N+1)

Re ¢(¢,2,X) 2 pa(¢) = pa(e) + 51 = 2P (3.1)



Avec les notations des paragraphes 1.5 et 1.7, posons lorsque cela est
défini

w((,2,A) = X(/\o)c;z|2 +(1— X(%))M

¢ oG, 2, )
Alors w est une section de Leray associée & Dp comme cela a été défini
dans la partie précédente.

(3.2)

3.2 Résolution du 0.

Soit maintenant f une (0,r)-forme différentielle continue sur Dy telle
que Of est continue sur Dg. On utilise les notations du paragraphe 1.10, en
notant D a la place de Dg et Ug a la place de Um. Alors un raisonnement
classique, voir par exemple [9], utilisant la (g + 1)-holomorphie de 7(¢, 2, A)
en z lorque Ao = 0 transforme ’équation (2.2) en une formule d’homotopie
lorsque r > n — ¢. De plus si Of = 0, on obtient lorsque n —q < r <n

f(z) =0T, f(2)

On utilise une idée due & I. Lieb et R.M. Range, voir [12] et aussi [13] et [14],
pour obtenir un noyau possédant les propriétés de régularité cherchée. Ainsi,
a ’aide de 'opérateur de prolongement de Seeley défini au paragraphe 1.12,
& support dans Dy, on obtient un autre opérateur solution :

si f est une (0, r)-forme différentielle continue sur Dp, telle que 0f = 0, avec
r>n—q

f(z)=0R, f(2) (3-3)
ou,
Rif =Tu(Eflp) = repny) Jrixa, B A Do sir=1
R.f=T.(Ef|p) + ZIeP'(NH)(—l)'I'afR,xAOI Ef NDpypg sir >2
(3.4)

Alors, la formule de Stokes permet d’affirmer que si f € Cé,r (D) avec r >
n—gq:

er(z) = _/ Ef A Dn,rfl + Z (_1)‘” 5(Ef) A Dn,rfl
Do xAg IeP'(N+1) Ry XAog
3.3 Estimations.

Comme les estimations pour 'opérateur de Bochner-Martinelli sur Dy
sont connues, il reste & démontrer les estimations pour

Z (_1)|I‘ a(g) A Dn,rfl

TP (N+1) RrxAor

10



avec g € C{ir(D_o), pour r > 0 et k > 0, avec dg = 0 sur D. Soit g une telle
forme.

Contrairement au cas strictement pseudoconvexe, la section de Leray associée
a D ne dépend pas linéairement de A (voir [13] et [14]), on ne peut donc
effectuer directement l’intégration en A. Nous allons suivre ici une idée de
C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer, voir [9], pour majorer 'opérateur (ou
ses dérivées). Pour cela, nous devons tout d’abord en donner une expression
plus explicite.

3.3.1 Simplification de ’écriture de 'opérateur.

Soit I € P'(N + 1). Une réflexion sur la dimension de R et les bidegrés
des formes que l'on inteégre permet d’affirmer que la partie de Dy, 1 qui
entre en compte dans l'intégrale est proportionnelle &

r—1 n—|I|-r ]

(¢, 20 N\ (8¢, 20) N\ (@cn(C 2 0) N\ (dan(S, 2, )

avec

< (—z,d¢ > +(1_X()\O))<w(g,z,/\),dg >

0(C,2) = x(ho) :
S (¢ 2 N)

En utilisant que si v est une 1-forme alors v A v = 0, on démontre la
proposition suivante (voir aussi [3]) :

Proposition 3.2 Si v est une 1-forme, ¥ une fonction qui ne s’annule pas,
[ un entier et D est un opérateur différentiel d’ordre 1, alors

’U/\(Dﬂ)l: v A (Do)t

() P
On désigne par f5 = f3(¢,z,\) une forme différentielle ne dépendant
— 1 —
pas de g, de classe C*® sur Dy x D x Ag; , de classe C° en ¢ sur Dy, réelle

_ 1
analytique suivant z, de classe C*° en (2z,\) sur D x A}, pour tout ¢ fixé,
qui s’annule & ’ordre v en ( = z. _
On remarque que comme f; est réelle analytique suivant la variable z si D}

désigne un opérateur différentiel d’ordre j en z, DI f5 = f5_ j

1
On remarque aussi que si (¢, z,A) € U% X Ag( alors

1., N+1)

N+1

Caz >\ Z AI//'LU Ca +floo(CaZ7 A)

N+1

(¢, 2, N) = Zwu ¢:2) + f5°(C, 2, \)
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ot py(¢,z) = p(C, z,7) et @, (¢, 2) = ¢((,2z,7) avec les notations du para-
graphe 1.6.

En utilisant la Proposition 3.2 et les remarques précédentes, on peut

écrire / 0(g) A Dy r—1, comme une combinaison linéaire de termes de
RyxAor
la forme suivante (le lecteur pourra trouver les calculs détaillés dans [17]) :

J* (v, J,a,a1) :/ f AC(OAGJ(C’Z)/\fg_j(C’Za)‘)
RrxAgd; |C _ ZPaO(P(C,Z, /\)al

ou (v, J,ap,a1) = (= 1"+ 1,J,ap,01) ou (I ="' +2,J, 9,1 + 1) avec
|I| :l, J:(I/l,...,llll) CI, |J| :l’,

GJ(CVZ) :Um(Caz) AR /\Mul/(gaz)a
(o7)] > ]-a ap > ‘I| > 1,040+a1:n,

¢(¢) est un coefficient de d(g) et A = A()\g) est une fonction C* en )¢ sur
[0,1] qui s’annule & ’ordre co pour A\g > i.

Soit DP un opérateur différentiel en z d’ordre p. Si on applique DP, &
J*(v,J,a9,a1), on obtient une combinaison linéaire finie de termes de la
forme suivante :

22,2, A))

€= 4P

[ Adonpn (—— ADPQ(@.](c,z))ADm(
Ry x gy 0(C, 2, )@

avec p1 + p2 + p3 = p.
Ce qui donne une combinaison linéaire finie d’intégrales de la forme :

T (v, J, L, by, b1)(2) = / ) 45 A O 2) A fg—j(g,z, )
RrxAg; |C _ z|2b0(p(c’z’ )\)bl

ou
1. LcJclI,|Ll =m=maz(l' = p2,0), L= (l1,...,1n).

2. ag<by<ap+p3
a1 <by <ai+mp

3. 2bp —v < 2a9+p3—v

Remarque. Si p = 0, alors, on a J* (v, J,ap,a1) = T (v, J, J, ap,a1)
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3.3.2 Une estimation auxiliaire.

Ce paragraphe reprend des résultats obtenus par C. Laurent-Thiébaut et
J. Leiterer dans [9], ceux-ci vont permettre d’estimer l'intégration en A afin
de pouvoir ensuite utiliser des méthodes d’estimation employées par R.M.
Range et Y.T. Siu dans [16], par J. Michel dans [13] ainsi que par J. Michel
et A. Perotti dans [14].

Soient A > 2, un entier et K = (ki,...,ks) € P'(h), on pose d\x =
dAgy A+ - - AdAg, . Soient de plus C, d et € des constantes positives, ¢1,...,¢n
des nombres complexes tels que

Re pj >d+¢ (3.5)
Sii,j € {1,...,h} avec i # j, Vj- représente la dérivée partielle aa—)\j
en considérant ); dans le systéme de coordonnées (A1,...,Ai,...,Ap) sur
.A(l’___’ ) et on note V;ll Z]tt Vi ...V pour t > 2, et 1 <1y, j, < h, avec
zu#]u (V_ 5,..., )
Soient v et I' deux fonctions de classe C*° sur Ay 5 telles que
€
Y < (3.6)
i 3
|Vj1 J ’Y(/\)| < 1 (3.7)
T < Cs (3.8)
Vi AT < C. (3.9)

pour tout A € A py, 1 <t < h+2,1 < 4,5 < h,avec i, # jy
(v=1,...,1).
Alors, on a le résultat suivant

Théoréme 3.3 Si pour tout p € N, on note C, = (3p)!2'P, alors
1. pour toutp €N, on a

L(A)dAq,...n) CpCi
h P|S Grop
A, (ijl Ajpj +’Y(/\))

2. pour tout K € P'(h) et tout p > |K|+1

P(A)d)\(l,...,h) CpCi
h p| < p— K|
Aleenih) (ijl Ajpj + fy(A)) [Ljex 1#5l(6 +¢)

Démonstration : Il s’agit du Théoréme 6.1 dans [9]. O

On donne maintenant la définition de la notion de famille de sommets
admissibles correspondant a la Définition 7.3 dans [9] :
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Définition 3.4 Soit a la constante donnée par la Proposition 3.1. Une fa-
mille de sommets admissibles est une famille ordonnée (', ..., \!) de points
de A, ny1) telle que '
(i) Il existe K = (k1,...,k;) € P'(N + 1) tel que N € Ak, pour j =
1,...,1.
(i) M, ..., N\ sont des vecteurs linéairement indépendants dans R.
(i) Pour tout (C,z,7) € C" x Uy x Ay, 1y la fonction v définie par

! l
V(G2 T) =02 ) TXN) =Y e, 2, M)
j=1

Jj=1

vérifie les relations suivantes :

(6,27 < 5l¢ - 2l (3.10)

. . a
Vi 5(G ) < gl =2l (3-11)

pour tout 1 <t <I1+2,1<14,,5, <, avec i, # j, (v=1,...,1).

Si (AL,...,A!) est une famille de sommets admissibles, alors, on note

l
AN, =D N, reaq,.. )}
j=1

On dit alors qu’un simplexe A est admissible s’il existe une famille de som-
mets admissibles, (!, ..., A), telle que A = A(AL, ..., A!) et on peut énoncer
le lemme suivant, dont on trouve aussi la démonstration dans [9] :

Lemme 3.5 Il existe € > 0 tel que, si K = (ki,...,k) € P'(N + 1) et
M. A e Ak sont des vecteurs linéairement indépendants avec

N —N|<e (1<i,j<1)

alors (\',..., \!) est une famille de sommets admissibles.

3.3.3 Pseudocoordonnées.

Dans ce paragraphe, nous construisons des pseudocoordonnées analogues
a celles de J. Michel (voir par exemple [13]), qui nous permettront d’intégrer
dans de bonnes directions pour obtenir les estimations cherchées.

Soient z € D, (y € Ry et soient A',... A € Ay, des vecteurs linéairement
indépendants (comme vecteurs de R).
L’indépendance des vecteurs A', ..., X permet d’affirmer qu’il existe un voi-

sinage U((g) de (o et un systéme de coordonnées de classe C¢~1 sur U((p) :

z(¢) = (z1,...,%2m)
= (1, s Ton—1, PA1(C) — par(2), Paz(C) — par(2),- -+, pxi(€) — pai(2))

14



On pose y = z(2) = (0,...,0,0,px2(2) — pr1(2),- -, pni(2) — P (2)),
.T’ = (ZEl, - ,.’L‘Qn,l), t(C) = Pl (C) et .T” = (.’L'Qn_l+2, e ,562”).

On pose de plus, pour tout j € {1,...,1}, et pour ((,z) € Uy x C"

U’j(Ca Z) = Im @(Ca Z, A])
__ Notons &5(¢, z) une forme différentielle de classe C* définie sur (Uz\ D) x
D indépendante de g et qui s’annule & l'ordre v en ( = z et £5((, 2z, A) une
1

forme différentielle de classe C* définie sur (Uz\ D) x D x A{; indépendante
de g et qui s’annule & ’ordre v en ( = z.

Pour tout j € {1,...,l}, on effectue le développement de Taylor de u; a
l'ordre 2, centré en z, il vient

2n 2n
uj(§, Z) = Z d',u(y) (-Tu - yu) + Z dl',u,u(y) (Iu - yl/) (xu - yu) + 53_1(Ca Z)
v=1

v,u=1
2n 2n
On pose gj(z,y) = Y _din @)@ =)+ Y, &, W) (@ —v) (@ —yu)
v=1 v,u=1
v,u#2n—I1+1

On a donc uj(¢) = ¢;(z,y) + E37(¢, 2) et ainsi

deuj() = dogj(z,y) + E1((52) (3.12)

On a par ailleurs

deuj(C) = % (dap(C, 2, N) —dep((, 2, M))

Or
0(C 2, M) =< w(,2,N),( -2 >

donc, par définition de w et comme les p; sont réels, on a

dC(p(Ca Z, >‘J) = ZQCP/\J' (C) + 5372(Ca Z)
dep(C, 2, M) =20¢pri (O) + E172(C, 2) (3.13)
=2d¢pyi (€) — 20cpxi (€) + EF2(C, 2)

1
Do, deu;(¢) = 5 (40cpx (€)= 2dcpns () + E172(C, 2))
De plus

p(C, 2, M) =20¢pyi (C) + E7°(C, 2) (3.14)
et sur Ry, depyi(() = depai(¢) =dt, on a
plCo 2 N) = ideu; (Q) + dt + E777(¢, 2)
Et en utilisant ’équation (3.12), on obtient, sur Ry N U((p)
(¢, 2, M) =idyg;(z) + dt + EF72(C, 2) (3.15)
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Proposition 3.6 Si L C I, L = (l1,...,ly),
1
pour tout ((,z,A) € (RrNU((o)) x D x Aj;, on a

@L(C,Z) A féii?(gaza )‘) = 51(1172(4‘32’ A) A deh ARRENA delm Ndt

+ Z 63—:72117571 A dzqml ARERENA demS Adt
(mli"'7m8)c(lli"'ilm)
s<m

1
Démonstration : Soit (¢, z,A) € U((o) x D x Ag;.
Avec les notations du paragraphe 1.6, on a

G)L(C’ Z) = My (C, Z) ARERNA lj'lm(ga Z) = /j,((, 2, Tll) AN /\M(C, 2, Tlm)

Comme (A',...,\!) est une famille de vecteurs linéairement indépendants
de R, et que (7'1,...,7!m) peut étre vue comme une famille de vecteurs de
R', pour tout j € {1,...,1}, il existe ¢],...,c] tels que 7l = 22:1 AP et

donc pour tout j € {1,...,1},

l
angzj = Z C,ycagp)\k
k=1

Ce qui permet d’écrire, grace a (3.14) :
®L(Caz)/\fg_2(CaZ, A) = Z 534_.72;1_;;(@2,)\)/\/1@72, ASI)/\"'AM(C,za )‘Sp)
(815044y8p) C (L1 yenslim)
Un raisonnement analogue a celui effectué dans [13] en utilisant (3.15)
permet alors de conclure. O
3.3.4 Intégration en fonction de ).

On peut supposer sans perdre de généralité que I = (1,...,1).
Rappelons que

AC(C) A GL(Ca Z) A fg_2(Ca 2, >‘)

T+ (0,7, L,bo,b1)(2) :/

1 o
BxBor (¢ = 2op(¢ 2 )
Si AL, ..., A est une famille de sommets admissible, on pose

~ 1 o
A= {,\ €Ay|x e A(Al,...,)\l)}

et

d—
i*(u,J,L,bo,bl)(z):/ ~AC(C)A®L(C,z)/\fU j(C,z,)\)
RixA |C _ Z|2b0(P(C,Z, )\)b1
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D’aprés le Lemme 3.5, on peut diviser Ay en un nombre fini de simplexes
admissibles. Donc il suffit de prouver les estimations pour J 7.

Soit AL, ..., A! une famille de sommets admissibles fixée. Comme dans
[14], on recouvre maintenant R; par un ensemble fini de voisinages U((p)
sur lequel on peut définir des pseudocoordonnées. La Proposition 3.6 et le
raisonnement sur les pseudocoordonnées montrent que J (v, J, L, by, by ) est
une combinaison linéaire d’intégrales de formes suivantes :

At (v, J, L, b, b1)(z) =
/ A NET(C20) Ny A -+ N daguy, Nt A dor
(RINU(Co))x A ¢ — 2|20 p(C, 2, i)’“
Bt ('U, J, L; Ma bOa bl)(Z) =

/ AC(C) A 834_-7%;7571(@ 2 A) N doGmy A -+ N dgGm, N dt A ddor
(R1NU(Co))x A ¢ — 2|%09(C, 2, i)‘“

ou
1. dhgr =dMN ANdXg A -+ NdX
2. £972(¢, 2,0 ‘a les propriétés définies dans le paragraphe 3.3.3 et ¢(()
provient de Og.
3. McLcJclI, |J =U,|L =m=maz(l' —p2,0), L = (l1,...,ln),
M = (mq,...,ms) et s < m.

4. ap< by <ap+p;
a1 <by <ai+p

5. 2bp —v < 2a9+p3 —v
et cepour (v =1—-1'"+1,a0 = ap,a1 = 1)
et (wv=101-1"42,a0 = ap,a1 = a1 + 1),
avec ag > 1, a1 > |I| et ap + a1 = n.

On peut supposer sans perdre de généralité que J = (1,...,I'), L =
(1,...,m) et M =(1,...,s), pour s < m.
Sur Ry NU({p), on choisit comme coordonnées t,q1, .-, Gm, Tmt1s--- 021
(resp. t,q1, .- qs, Tsi1s---,02,_;) €t on note o2 = ‘73n+1 + . +a§n7l (resp.
o?=02 +---+o02 ). Alors

A+(U7 Ja La b07 bl)(z) =
Q) NES2 N A1 Adt N dOmi1.2n—1 A dDor

A 5
(R1NU(Go))x A 1€ — 2|20(C, 2, \)b

B+(’U, J, L, Ma bOa bl)(z) =
/ L E42  ANdgr.s ANdtAdosiran—i AdAor
(RlﬂU(CO))X5 |€ - z|2b0()0(€aza ;)bl
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ol on a repris les notations précédentes et posé pour j € {1,...,2n —1} :
doj. on1=doj N+ Ndoop_y, dq1..;j =dgi N+~ Ndg;

On procéde alors comme dans [9] pour majorer I'intégration en A. Consi-
dérons

P:[0, ] xAr— A | |
(r,9) —> (T, Q-1 9, 1-1) XL, qmg)

1 est un difféeomorphisme, notons a(7), la fonction telle que

l !
(1= 1)~Ldr A ZAgdﬁj A A Z,\{dﬁj = a(7)dr A dd._
7j=1 j=1

avec dif1. ;= dida A --- N\ dVy.
Posons, pour (¢, z,7,9) € Rr x D x [0, i] x Ap
Ly ((, 2,7, 9) = a(r) AES2((, 2,9(7, D)),
iz—l—m—s—l (Ca 2, T, 19) = a(T)Agg-;?n—s—l (Ca Z, ¢(7—7 19))7
! l
V(¢ 2,9) = 9(Cr 2,y 9N) =Y Dj(¢s 2, N)
j=1 7j=1

et

QU(<’ 2, T, bl) :/ FU(C’ 2, T, ﬂ)dﬁll .
vebs (Z§:1 90(C, 2, M) + (¢, 2, 19))
I (€, 2,7,0)dd1...

v+m—s—1

U-Hn—s—l(CazaTa bl) :/ . b
VEAT (El 19j<p(§,z,)\9) +’)’(C,Za19))

=1

!

D’apreés le théoréme de Fubini, on a

| A* (v, J, L, by, b1)(2)] < (3.16)
[ max 100Gz (A e A P
RyNU(Co) 0<7< 3 |¢ — z|2bo
|B+ (Ua']aLaMabOabl)(z)‘ S (317)
d ANdtANd _
J A A
RyNU(Co) 0S7< 5 ¢ — 2[00
Nous allons maintenant vérifier que 'on peut utiliser le Théoréme 3.3
pour majorer €, (resp. pour Q. ). Soit (¢, z,7) € U(¢o)xDx[0, %] Po-

sons y(9) = (¢, 2,9) et T(I) = T,(C, 2, 7,9), (vesp. T(9) = T4 pp,_s_1 (¢, 2, 7, 9)).
D’aprés les définitions de a et A, les propriétés de 83_2 (resp. 53;;— s_1) €t
en utilisant le fait que (A!,...,A!) est une famille de sommets admissibles,
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on vérifie facilement que <y et I' satisfont les hypothéses du Théoréme 3.3
avec £ = $|¢ —z|> et Cy = C|¢ — 2|Y (resp. Cy = C|¢{ — 2[VT™~571) ou C est
une constante positive indépendante de ((, z, 7).

Par ailleurs, pour tout j € {1,...,l}, on a

Re ¢(C,2, ) > pi(€) = pi (2) + 3¢ — 217

Or, il existe une constante C’ > 0 telle que si on note d(z) = d(z,dD), alors
pour tout z € D, on a
—pri(2) > C'6(2) (3.18)

de plus, si ¢ € Ry, pyi(t) =t(¢). Ainsi
Re ¢(C, 2 ) 2 C'(8(2) +#(¢)) + 51 — =/ (3.19)
Alors, en posant § = C'(0(2) + t(C)), ¢; = ¢(C,2, M), Cp, = (3b1)1271,

on peut appliquer le Théoréme 3.3 pour €, et +m—s_1, On obtient pour
tout K C I, tel que |K| <b; —1

Cb101|c - Z|U
Q’U P g ab — 1
90627001 S [T Sel6) +400) + 31— s

(3.20)

Cy, Ci|¢ — 2[v+m et
[Tjex 1(C 2, M) [(e(8(2) + () + §1¢ — 2[2)hr=IK]
(3.21)

|QI (C,zaTa b1)| <

v+m—s—1

3.3.5 Quelques relations supplémentaires.

Nous allons citer dans ce paragraphe quelques inéquations utiles pour
obtenir les estimations. Le lecteur pourra trouver la démonstration de (3.22)
dans [14], par exemple.

1. Sig € C(’)C,T(D_O), kE > 0, avec g = 0 sur D, il existe une constante
C > 0, indépendante de g telle que pour tout { € Ry

()] < Cllgllk,pot () (3.22)

2. D’aprés les relations (3.18) et (3.19), il existe une constante C > 0 telle
que, pour tout (¢, z) € (RyNU(¢p)) x D et pour tout 5 € I,

|0(¢, 2, M) 2 Clgj] +(C) +6(2) +1¢ — =) (3.23)
€ =22 Cllqa] + -+ +lal + Q) +(2) + [2'])  (3.24)

3. I" — m = min(py, ')

Pour toute la suite, C' désigne une constante positive indépendante de g.
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3.3.6 Estimations lorsque g € C§, (Do), k > 0.

Supposons que g € C(’)“,T(D_o), kE > 0 et que dg = 0 sur D. Notons
T = (v,a9,a1), on rappelle qu'il suffit de considérer les cas ou
T=(I-UI'41lap,a1) et T=(1-1U'"+2,a0,01+1) avec g > 1, 1 > |I| > 1
et ag + a1 = n.
D’aprés le Lemme 4 dans [7] (voir aussi [16]) et la définition des normes holde-
riennes (cf paragraphe 1.11), il suffit d’étudier le cas ot p = k—1 en obtenant
des majorations de J* par Cyl|g|lk,p, et d’étudier le cas p = k en obtenant
des majorations du type : | Tt (v, J, L, bo,b1)(2)| < Callgllk,p,0(z) ® avec
5<a<l

Remarque. Ici, « = 1—3Jg o dg est défini dans le Théoréme 0.2. Par ailleurs,
comme D est compact, si a > € > 0, il existe C, > 0 telle que pour tout
z€ D, §(z)7F < Cui(z)"*

3.3.6.1 - L’intégrale A™ (v, J, L, by, by).
() Siby =|I| =l =m,dans cecas,onaa; =a; =let J =L =1, et
donc, v = 1, on peut utiliser I’équation (3.20), avec K = (1,...,1—1), alors,
pour tout z € D,

IC — 2|Y[c(C)||dgr..0 A dt A dopya.. oni]
Ri0(6o) TT5= [e(C5 2 M)(8(2) + £+ |¢ — 2[2)[¢ — 2]

|A+(’U,I,I,b0,l)(2')‘ SC

avec
1. ag < by < +p3
2. 2bp —v < 2a9+p3—1

Alors, d’apreés les relations (3.22) et (3.23), en effectuant de plus un pas-
sage en coordonnées polaires en fonction des coordonnées o;41,...,09,_;, On
obtient

| At (IU,I,I,bO,l)(z)'
th=1g2n=2=11dg,  Adt Ado
< C||9||k,Do/ -1 2| = | 2 2bo—v
taio [ 121 (lg5] +1+6(2) + ¢ — 2[2)(6(2) + ¢+ [¢ — 2[2)|¢ — 2]

En utilisant le fait que 2bp — v < 2a9 + p3 — 1 et en intégrant par rapport
aux variables ¢, ..., q;, on obtient, pour tout € > 0 arbitrairement petit,

tk_10'2n_2l_1dtd0'
+ <
A%, Lo, D@ < Collallemn | Gy e syl — s

orag=n—a; =n-—1dou

t*~ldtdo
At (v, 1,1 <
|A* (v, I,1,b0,1)(2)| < Cellgllk, Do /t’a (5(2) + ¢ + o2)LHE[C — ps
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et d’aprés l'inégalité (3.24),

4%, b0,)(2)| < Celg o | v dids
»4,4,00, = ,2Do to (6(z)+t+02)1+6(t+5(z)+0')p3

Comme |L| = max(|J| — p2,0), on a p2 = 0 et donc p = p1 + p3, avec
p=k—1ouk.
-Sip=k-1,

tP11P3|dt A dol
At (v, 1,1 <
‘ (v,1, ,bo,l)(z)| = C€||g||k,Do /ta (6(z) +t + 02)1+s(t +0(2) +o)ps

)

dtdo

<

= CEHQHk,Do /t,a (6(z) +t+ 0-2)1+£

SCE”ng,DO

-Sip=k,
1. sip3 >0
tP3~L|dt A do|
+ <
‘A (’U,I, I, bOal)(Z)| _C6||g||k,D0 /t,a (5(2,) +t+0-2)1+6(t_|’_ 5(2) +O-)p3—1—|—1
dtdo

<C.
< Cellgllk,po /M (0(2) +t + o2) 1 (t + 6(2) + o)

S CE||g||k,D05_2E

2. sipg=0,alorspi —1=k—1>0¢et

dtdo
—+
|A* (0, 1,1,b0, 1) ()| < Cellglle,pe /w 6() +t+o2)e
< Cellgllk,po

(B) Si by > |I|, alors, on peut utiliser I’équation (3.20) pour K = L, et il
vient

+ IC = 2|"[c(O)||dq1..m A dt A domy1. 201
B R NS o e ) (P R RS e T
ou

I.LcJcCIlavecl=(Q1,....,0),J =(1,...,I"), L =(1,...,m) et

m = max(l' — p,0)

2. ap < bp < ap+ps3

3. a1 <bi <ai+pr

4. 2by —v < 2a9 +p3 — v
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On raisonne alors comme dans le cas précédent, et on obtient pour € > 0
arbitrairement petit

tk—102n—l—m—1|dt A d0'|
(0(2) + t+ |¢ — z[2)br—mte|¢ — z|2bo—v

th—1g2n—l-m-1 s~
<C,
< Cellale.po /t,(, 0(2) F L+ ¢ — 2P)pirerai—m|¢ — ppet2ao—v

tk*lo.anlfmfldtdo.
<
> CEHQHk,Do /t,a (5(2) +t4 0.2)p1+e|c _ z|p3+2(a0+a1)—2m—u

|A* (0,7, L, by, b1) ()] < Ce gl /
t,o

<C th=1dtdo
> ngHk,Do to (5 + ¢+ 0-2)p1+€(5 +t4+ o-)p3+2(a0+a1—n)—m+l+1—u

Posons IT; = p3s+2(ap +a; —n) —m+1+1—v.

th=ldtdo
+ <
‘A (’U,J,L,bo,bl)(z)‘ _CEHQHk,Do /t;g ((5+t+0’2)p1+5(5+t+0)nl

SiT=(010-U'+1,a9,01), Iy = p3g +1I' —m < p3 + pa, alors

A% 0,2, 00)(2)| < el [ G o
y oy Lsy 00, U1 = Cel|91k,Do to (6+t+02)p1+5(6+t+0)p3+l)2

et on trouve comme dans [14] que, sip1 +p2+ps=k—1ouk

|AT (v, J, L, by, b)) (2)| < Cellg

k,Do
SiT=(0-I'"+2,ap,a1 +1),II; =p3+1I'"—m+1<p3+py+ 1, alors

th=ldtdo
(0 +t+c?)P1te(d + ¢ + o)p3tp2tl

A% (0, 7, L, b, b1) ()] < Celgll.mn /
t

,0

-Sipr+pr+p3=k—-1,

dtdo
+ <
A4, L bo, b)) < Cellslienn | ot e)

< Cellgllk,no

- Sip1 +p2+ps =k,
1. avec py + p3 > 1, alors

dtdo
+ L <
‘A (UaJa ,b(),bl)(Z)‘ —CEHQHIC,DO /t,()' ((5+t+0’2)5((5+t+0')2

< Cellglle,po 0™
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2. avec po +p3 =0, alors py — 1=k —1 >0 donc

A% (v, J, L, by, b1) (2)] < Ce gl /
t

N

dtdo
(0+t+02)He(6 +t+0)

< Cellgllk,po6~%

3.3.6.2 — L’intégrale Bt (v, J, L, M, by, b1).

Comme |M| < |I|, on a toujours by > |M| + 1, on peut donc appliquer
(3.21) pour K = M, et on a
(O = 2["t™ > dgu..s Adt Adosia. 201
RinUGo) 1 j=119(C, 2, M)|(6(2) + 2[C — 2]2)b1=3[¢ — 2|20
Ainsi, pour tout € > 0 arbitrairement petit, en intégrant par rapport aux va-

riables q1, ..., gs, en utilisant la relation (3.22) et en passant en coordonnées
polaires par rapport & os41,-..,09, 1, Ol &
|B+(Ua J aL’MabOJbl)(z)‘
tk_lK o z|v+m—s—102n—l—s—1dtdo.
S05”9”’%[’0/ 2\b1—ste %
to (404 —2[2)0r75Fe|¢ — 2|0
tk*lo.Q’nflfsfldtdo.
< CEHQHk,Do —s—1 a0 —— 1
o 3+ [C = 2P)priiTeta—si|g — gpata—v—mist
tk—lo.Zn—l—s—ldtdo.
< Cs||9||k,Do /;U (t + 6+ |C _ z|2)p1+1+s|c — Z|p3+2(a0+a171)7u7mfs+1

<C th—lodtdo
= EHQHk,DO to (t +6+ |< _ z|2)p1+1+5|€ — z‘p3+2(ao+a1flfn)*l/fm+l+3

|B+(U’J7L7Mab0ab1)(z)| SC

Notons [Ty = p3 +2(agp+a1 —1—n) —v—m+1+3.
Alors,

|B+(Ua JaLaMabO’bl)(z”
<.l / t*lodtdo
= elIkD f, (e 6+ [ — 2P)prFiTe|C — o[t

(@) SiT=(1-1"4+1,a0,01), Iy = p3g +1' — m < p3 + po, donc
|B+(’U, J,L,M,b(),bl)(z)|

<.l / th~1lodtdo
=Zeldlkbo | 5+ o)t R (L4 § + o)pate

-Sipi+p2+ps=k—1ona

dtdo
BT LM <C s
B 0.1, M, b b)) < el | i e

< Cellgllk,po

-Sipr+p2+p3=k
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1. avec pg + p3 > 1, alors

odtdo
B (v,J,L,M,by,b <C
| (Ua y 4y LV, U0, 1)(2)'_ EHg”k,DO /t,o’ (t+5+02)1+5(t+5+0—)
dtdo
< C. ———
<Cllllesn | sy o
SCEHQ”k,Do
2. avec p2 + p3 = 0, alors
odtdo

B (v, J, L, M, bo, by)(2)| < Ce / (t+0+07)7%
| (v 0,b1)(2)] < ||g||k,D0 Lo (t+(5+0’2)2+5

< Cellgllk,po6*
B)SiT=(1-1I"+2,ap,a1 +1), s =ps+1I'—m+1< p3+ps+ 1, donc

|B+('U, J,L,M, bOabl)(Z)|
<C th~lodtdo
> s”ng,Do to (t+6 + o.2)p1+1+5(t + 6+ 0)p3+p2+1

-Sipr+p2t+ps=k—1,ona

B (0,01, Moo, b)) < Colllos | s ot 5oa)
< Cellgllk,pq /t,a %
< Cllgllk,po
-Sipi+pet+ps=k
1. avec py 4+ p3 > 1, alors
odtdo

+ <
|B (UaJaLaMab()abl)(z)' _CEHQHk,DO /t,a (t+5+02)1+5(t+5+0)2

<C|lg

/ dtdo
k,Do to (t+0+02)He(t+6+0)
< Cellgllk,po 0~

2. avec pa + p3 = 0, alors

dtdo
B*(v,J, L, M, by, b1)(2)| < C, g
| (’U, y 445 LV, 90, 1)(Z)| = 8||g||k,D0 /t‘,a (t+6+02)2+5(t+5+o—)

<Clllles [ i
= Cellgllk,Do Lo (t+5+0.2)2+s

< Celglle,py6 3 **)

Ce qui termine la démonstration du Théoréme 0.2.
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4 Pour une configuration ¢-concave.

Nous allons maintenant démontrer le Théoréme 0.3. Le plan de la dé-
monstration est analogue a celui du Théoréme 0.2, les principales différences
sont dues au fait que dans ce cas, py+1 a des propriétés de convexité oppo-
sées & celles des applications pi,...,pnN.

Soit (U, p1,...,pn) une configuration g-concave de classe C% avec d > 3.
Soit £ € E. Pour R > 0, on note py41(2) = ps(2) = |6 — 2| — R? et

N

Dp = ﬂ{z € Ulpi(z) < 0} N B(&, R)
j=1

4.1 Construction d’une section de Leray

Le raisonnement effectué ci-dessous est classique, on peut le trouver par
exemple dans [10]. Nous renvoyons donc le lecteur a cette référence pour plus
de détails. Pour R > 0 on définit

8 * a*
w(C,2) = ( gg),...,ngf))
q)*(C,Z): < w*(Caz)ac -z >

Alors, comme w, et ®, ne dépendent pas de R, on peut choisir R; > 0 tel
qu’il existe 4 > 0 vérifiant pour tout R < R; :

V(¢ 2) € BE,R)?, Re @4(C,2) 2 pu(() — pul2) +3IC =27 (41)

Proposition 4.1 Si (U, p1,...,pn) est une configuration q-concave de classe
C%, avec d > 3 et si &€ € E. Il existe Ry > 0 que l’on peut choisir indépen-
demment de petites perturbations C? des applications p1,...,pn tel que :

1. Ry <Ry

2. pour tout R < Ry, Dy est une intersection de classe C* sur
Um = B(£7 RO)

3. il existe une application de classe C*°, @ : A . Ny = MO(n,n—q—1)
et des constantes a, A > 0 telles que

~Re F, (¢,2) 2 palz) = pa(Q) + al¢ — 2> = A|QN) (¢ — 2)

pour tout A = (A1,...,AN) € A, N), PA = A1p1 + - + Anpn et
(€.7) €U

Soit un tel Ry et soit R < Ry. On note maintenant D a la place de Dy
et Uy = B(&, Ry).
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Comme p1,...,pn sont de classe C3, il existe des fonctions C*,

(a}cj) 1<j<n > a,]c\; 1<j<n telles que, si on pose pour A € A1 Ny,
1<k<n 1<k<n
azjzz\la,lgj—l----—}—)\]va,]fj pourtout 1 <j<netl<k<mn,ona
PpaQ)| _ @
A A
a.:(¢) — —, Y(eU

Comme précédemment, on note Q(A)*/ les coefficients de la matrice
QM) : Q(A) = (Q(M*)1<j<n (k est l'indice de la colonne).
1<k<

n

On pose alors , pour j € {1,...,n} et ({,2,A) € U x C* x Ag,. Ny

(2 0) = 2228 = 3Tk - )~ 4 Y QI G — )
J k=1 k=1

De plus, on définit pour z € Up, ¢ € C", A € Ay, n)

wj(Caza A) :Uj(Z7C7 >‘)
w(Caza/\) = (wl(Caza A)a R awn(Caza )‘))
@(C,Z,A) =< w(Caza A)ac —z>

Alors w est une application (¢ + 1)-holomorphe en ( € C*, pour (z,A) €
Uﬁ X A(l,...,N) fixé.
De plus
!
Re ®(C.2,3) = p2(0) ~ pa(2) + 2IC — 2f (42)

Avec les notations des paragraphes 1.5 et 1.7, posons lorsque cela est
défini :
(—=z

¢ — 2|2

w(gaz’ )‘) :X(AO) ox
®((,2, A)

+ (1= x(20))(1 = x(An+1))
Wi (Ca z)
@* (Ca Z)
Alors w est une section de Leray associée a D satisfaisant les proprié-

tés demandées dans la Partie 2. On peut donner les formules d’homotopie
suivantes :

+(1 = x(M))x(An+1) (4.3)

Proposition 4.2 57 f est une (0,7)-forme différentielle sur D, continue sur
D telle que Of est continue sur D, alors :

1. sir=0, avec ¢ > N,
f(2) =Ti(0f)(2) + L f(2)
2. 561 <r<q—N,

f(2) = T, f(2) + Tr41(8f)(2) + LEf (2)
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3 sir=qg—N+1=0,
f(2) = T1(0f)(2) + Ly f (2) + Lg £ (2)
4osir=q-N+1>1,
f(2) = 0T f(2) + Tr1 (0)(2) + Ly f(2) + L £ (2)

ou si h est une LO,T)—forme différentielle continue sur D telle que Oh est
continue sur D, T, h est donné par Uéquation (2.2) et

Lih(z)= > /S N h A Dp,

I€P!(N)
Lﬁ"h()—/ h A Dy,
Sa,..,NXAa,..N)

..........

Démonstration : D’aprés ’équation (2.2), il suffit de montrer que si f est
une (0, r)-forme différentielle continue sur D, pour de bonnes valeurs de r,

les intégrales
| 1nD.,
S] XAI

sont nulles pour tout I € P'(N), sauf peut-étre si I = (1,...,N). Ce qui est
une conséquence directe de la dimension de Sy et du fait que si I € P'(N),
w est une application (¢ + 1)-holomorphe en ¢ € C*, pour (z,A) € Uz X Ar.
On peut trouver un raisonnement analogue dans [10]. O

4.2 Les termes de bord.

4.21-Sir=q— N +1.
Soient Ry > 0 et 8 > 0 avec R3 — 8 > 0, assez petits pour que
(U,—p1 — B,...,—pn — B) soit une configuration g-convexe et que
NN, {z € U| — p; < B} N B(£, Ry) soit une intersection de classe C%.
Quitte & diminuer R, on peut supposer que

{1- B(¢,R) CCNL {z € U| - pi(z) < B} N B(&, Ry)
2. R? < R:-p

On remarque ici que Ry et donc R peuvent étre choisis indépendamment de
petites perturbations C? des applications p1,...,pnN-

Soit f une (0,r)-forme différentielle, continue sur D et telle que 0f = 0,
supp f CC GN B(&, R), et f vérifie la condition (C1).

La condition de support imposée & f implique que L;_y ., f = 0. Mon-
trons maintenant, par une méthode similaire & celle de C. Laurent-Thiébaut
et J. Leiterer dans [11], qu’il en est de méme pour LY v, f.
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Définition 4.3 Soit X une variété complexe de dimension m, on dit que
X est une extension g-convexe, 1 < g < n—1, de K ou K est un fermé
inclus dans X, s’il existe ¢, C, avec —o0 < ¢ < C < 400 et une fonction
r: U — (—00,C], de classe C?> sur U a valeurs réelles telle que pour tout
¢ € U, la forme de Levi de r au point ( admette au moins (¢ + 1) valeurs
propres strictement positives, ot U est un voisinage de X \ K, tels que :

(i) KNU ={r <c¢}
(ii) {c <1 <t} est compact pour tout t < C.

Soit € > 0, on construit une fonction 6, définie sur R, convexe et C*° qui
coincide avec la fonction valeur absolue sur | — o0, —¢] U [¢,+00[. On peut
ainsi supposer que :

(i) 0 € C*(R)
(i) Vt € R tel que [t| > ¢, 6:(t) = |¢|
(i) Vt e R, 67(t) >0
(iv) Vt € [—¢,0], =1 < 0.(t) <0
(v) Vte[0,e],0<6(t) <1
Définition 4.4 Soient h et g deux fonctions définies sur U CC C", de classe

C*, & valeurs réelles, on définit le maximum généralisé, de h et g, m.(h,g)
de la maniére suivante :

Ve €U, ma(hg)(z) = 3 [(e) +9(2) + 0.(h(z) — 9(2)]

On remarque que si h et g sont de classe C¥, k € NU {400}, alors mc(h, g)
est de classe C¥. De plus, un calcul direct donne la proposition suivante :

Proposition 4.5 Si k > 2, et si on suppose que pour tout Ay, A > 0 tels
que A1 + Ao = 1, la forme de Levi de A1h+ Xog admet au moins g+ 1 valeurs
propres positives alors la forme de Levi de m.(h,g) admet au moins q + 1
valeurs propres positives.

Considérons les applications r; = —p;, pour i € {1,...,N} et
rnt1(2) = [€ = 2> — RS + B (alors B(§,Re) = {2 € Ulrn11(2) < B}, et
B(&,R) cC {z € Ulrn+1(2) < 0}), on définit pour z € U :

{771(2) =r1(2)

Nk(2) =me(nr—1,7%)(2) Vke€{2,...,N+1}

D’aprés les propriétés des applications rq,...,rn41 €t la proposition précé-
dente, pour tout k € {1,..., N + 1}, la forme de Levi de 7 admet au moins
q + 1 valeurs propres strictement positives.

Si 0 < B < B, on note Fg = {z € Ulnn+1(z) < B'}. Alors on peut choisir
€ > 0 pour que les inclusions suivantes soient vraies :

B({,R) CCFzCccU (4.4)
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Par ailleurs, pour tout 0 < ' < 3, Fg est une extension g-convexe de Fg,.
On va maintenant démontrer que Lév_ ~41f est nul en tout point z € D.

Soit z € D et soit 8 €]0; ([ assez petit tel que pour tout i € {1,..., N},

ri(z) > 28"

Soit G un voisinage de z tel que

GccDn{¢ceUVie{l,...,N} r;(¢) > 28"}

Si € est assez petit, comme B(§,R) CC {z € Ulryy41(z) < 0}, on a les
inclusions suivantes :

S,..n) CC Fg (4.5)
G C U\Fj (4.6)

La partie de Dn,T(C ,Z,A) qui intervient dans l'intégrale est de bidegré
n,n —q — 1) en (. Donc, comme w est (¢ + 1)-holomorphe en ( pour tout
(n,n —q ; i q p P
(z,A) € Up x Ay, Ny, elle est O-fermée en ¢ sur F, et ce pour tout (z,A) €
G x Aq,..,n)- De plus FE est une extension g-convexe de F%,, alors d’aprés le
Théoréme 12.11 dans [6], on peut trouver une suite (gp(2, A))pen d’éléments
de ng,n— qfl(Fg ) qui converge uniformément vers Dy, ,(-,z,A) quand p tend
vers +o00. La convergence étant uniforme, on a

LéV_NHf(Z):pl}gl FONgp(z,0(¢)  (4.7)
©JieNesa

Sig=mn—1, pour tout p € Net tout A € Aq__ n), gp(2,A) est une (n,0)-
forme O-fermée dans F§ donc sur B(¢, R), alors la condition (C1) implique
que le terme de droite dans ’égalité (4.7) est nul et donc LéV_N_i_lf =0.
Sig <n—2, pour tout p € Net tout A € Ay Ny, gp(2,A) € Zg,nqul(FE),
considérons leurs restrictions a B(¢, R), B(§,R) étant pseudoconvexe, il
existe hy(z,\) € Cg,n_q_Q(B(f, R)) telle que O¢chy(z, A) = gp(2,A). On utilise
alors le théoréme de Stokes :

..........

..........

or 050, .n) = S(1,..,nx) €t f est nulle sur Sy n ), donc le terme de droite
dans égalité (4.7) est nul.

4.2.2-Sir<qg— N.
Soit f une (0,r)-forme différentielle sur D, continue sur D telle que 9f est
continue sur D, on veut étudier

e = 3 /S  HQAD (2

1€P'(N)
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Lemme 4.6 Il existe Ry que l’on peut choisir indépendamment de petites
perturbations C% de py,...,pn tel que si f est une (0,7)-forme différentielle
sur D, avec v < g— N, continue sur D telle que Of est continue sur D, alors
L:f est de classe C42 sur B(£, Ry).

De plus si f € Cg,r(ﬁ), s € {0,...,d — 2}, il existe une constante C > 0
indépendante de f telle que

L7 fls,B(e,ra) < ClIflls,p (4.8)

Démonstration : Soit R' > 0 tel que R' < Ret B((,R') cC U.
Pour tout I € P(N,%), on a S; C S, donc pour tout couple ((,z) € Sy x
B(g, RI)’

€ —2*> (R- R’ (4.9)

Les applications p1, ..., pn étant continues et nulles au point &, et ’ensemble
A,..,n) étant compact, il existe un réel R3 > 0, que 'on peut choisir indé-
pendamment de petites perturbations C? de p1,...,pn, tel que R3 < R et
pour tout J € P'(N) et tout (z,) € B(§,R3) X Ay

pA(2) < T(R—R)?

Alors, d’apres (4.2), pour tout ((,z,A) € St x B(§, R3) x Ay tels que A\ +
ANt1#1,0na

Re @(C,z,o)\) > —po)\*(z) + %K — 22> %(R— R)?
De plus, R3 < R donc, d’aprés (4.1), pour tout (¢,z) € St x B(¢,R3), on a
Re ©.(C,2) > —pa(2) + I — 2 > (R — R')?

Ainsi, pour tout I € P'(N, %), les dénominateurs qui rentrent en compte
dans le noyau Dy, sont non nuls et leurs parties réelles sont minorées par
une constante strictement positive pour tout (¢, z,\) € St x B(§, R3) x Ay,
de plus, w(¢, z,A\) est de classe C¢~! en z sur B(¢, R3) C U. Donc le noyau
D,, ; est de classe ci—2,

On peut alors utiliser le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, pour
montrer que, pour tout I € P'(N,*), z — fCeslez F(C) ADpr(C 2, ) est

une application de classe C4~2 sur B(£, R3). Soit Ry < Rg, alors, L f est de
classe C%2 sur B(¢, Ry). Donc R4 convient.

Pour démontrer (4.8), il suffit de remarquer que chaque composante de D, ,
est de classe C® sur B({, Ry). Ainsi, si l’on applique un opérateur différentiel
d’ordre inférieur ou égal & s & Ly f, on a une combinaison linéaire finie de
termes majorés a une constante prés par la norme infinie de f, celle-ci étant

inférieure & la norme C*, cela démontre 1'inégalité cherchée. (]
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On utilise maintenant "opérateur 7' défini par le Corollaire 1.12.2 dans
[5], avec la section de Leray associée & D = B(§, R4) (voir la Définition 2.1.2
et le Corollaire 2.1.4 dans [5]), on a alors :

Vz € B(&, Ra), L7 f(2) = OTL;f(2) + TOL; f(2) (4.10)

De plus, d’aprés les propriétés du noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman
et la construction de T' (voir [5]) on a la proposition suivante :

Proposition 4.7 Si g € C§ (D), si D' CC D, alors pour tout 0 < dp < 1,
il existe une constante Cs, indépendante de g telle que

IT9lls+80,0 < Coo ll9lls,0 (4.11)

On choisit R5 < R4, et on pose D' = B(&, R5). Alors, on peut établir la
formule d’homotopie suivante :

Proposition 4.8 Si f est une (0,r)-forme différentielle sur D, avec
r < qg— N — 1, continue sur D telle que Of est continue sur D, alors pour
toutz€D',ona:

—sir =0, f(z) =T1(8f)(2) + TL;(8f)(2) + 0T Ly f(2) .

—sir > 1, f(z) = Tr41(0f)(2) + TL7 1 (9F)(2) + 0T: f (2) + OT L7 f (2)
Démonstration : - Supposons que r = 0. Soit z € D'.
D’aprés la Proposition 4.2, comme r < ¢ — N, on a:

f(2) = Tu(0f)(2) + Ly f (2)

En appliquant 'opérateur de Cauchy-Riemann & cette équation puis en ap-
pliquant la Proposition 4.2 & la fonction df (r +1 < ¢ — N), on obtient, en
identifiant

0Ly f(2) = L1(9f)(2)
Ainsi, ’équation (4.10) devient : L} f(z) = 0T L f(2) + TLi0f(2)
Ce qui donne le résultat pour » = 0 en insérant cette équation dans celle de
la Proposition 4.2.
- Si r > 1, le méme raisonnement donne le résultat. O

Par ailleurs, on a :

Lemme 4.9 Si f est une (0,7)-forme différentielle sur D, avecr < q— N,
continue sur D et telle que 0f =0, alors OL}f =0 sur D.

Démonstration : 11 s’agit ici d’appliquer 'opérateur de Cauchy-Riemann aux
équations données par la Proposition 4.2 et d’annuler Jf. O

On peut maintenant résumer les résultats de ce paragraphe dans la pro-
position suivante :
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Proposition 4.10 Supposons que N < gq.
1l existe Rs > 0 que l'on peut choisir indépendamment de petites perturba-
tions C? de p1,...,pn tel que si f est une (0,r)-forme dzﬁerentzelle sur D,
avecr < q— N, contmue sur D telle que Of = 0 sur D, alors on a :
- sir =0, c’est-a-dire que f est une fonction holomorphe sur D, conti-
nue sur D, alors f se prolonge holomorphiquement a B(¢, Rs).
— sir > 1, pour tout z € DN B(§, R5), on a

F(2) = 9T, £(2) + FTL £ (2) (4.12)

Si de plus f € CS,T(E), s € {0,...,d —2}, alors pour tout 0 < §y < 1,
il existe une constante Cs, indépendante de f telle que

ITLy f | s460,0nB(e,75) < Cooll.flls,0 (4.13)
Démonstration : 1l reste a traiter le cas ou r = ¢ — N, qui est immédiat
d’aprés la Proposition 4.2 et le lemme précédent. O

Il reste encore & modifier 'opérateur ﬁ de maniére analogue au cas g-
convexe pour obtenir les propriétés de régularité cherchées. Considérons g €
CS’T(DO), r > 1 avec supp g CC Dy, posons maintenant,

Tlg=T(glp)+ >, (-0 9\ Doz (4.14)
IEP/(N+1) RixAor
avec Dy _1 := 0.
1l est clair que T/'g — T,(g) est O-fermé.

Par ailleurs, la (¢ + 1)-holomorphie de la section de Leray permet d’af-
firmer quesir <¢g— N+ 1,0ona:

/ Ef ADppy= Y / Ef ADpy 1 (4.15)
RrxAr R

TEP/(N+1) 1ep/(N) 7 Brs XA

Alors un raisonnement analogue a celui effectué dans le cas g-convexe, permet
Y
d’affirmer que si f € Cj,.(D), on a

T'Ef = —/ Ef ADpyy+ Y, (1) (Ef) A Dpy_1
DoxAp [EP/(N+1) Ry xAor
+ / Ef ADp, o
IEPZ’ RI* XAI* o

~ Alors, si f est une (0,7)-forme différentielle continue sur D et telle que
Of =0, et si on pose T,.f =T/Ef, avec 1 <r < g— N on obtient :

f(z) = 0T, f(2) + OT L f(2) (4.16)
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4.3 Estimations de 7, f.

Soit f une (0,r) forme différentielle de classe C! sur D et telle que df = 0,
alors, pour tout z € D

T,f(z) = - /D BFQ)ADura(G,5 0 + T () + TH()

avec

()= ¥ <—4ﬂ”+1/; AENQ) A DG

IeP!'(N)
+ / Ef NDyp,r 1
IEPZI(N RI* XAI*
THf(z)= Y (- A(ES)() A Dng-1(¢:2,A)
IeP/(N) RyxAor

L’estimation du premier terme est déja connue car il s’agit du noyau
de Bochner-Martinelli-Koppelman. On remarque ensuite que dans le cas ol
r = ¢— N +1, les conditions supplémentaires sur f annulent le terme 7! f. Si
1 <r < q—N, soit R5 donné par la Proposition 4.10. Le méme raisonnement
que celui effectué pour démontrer le Lemme 4.6 permet d’affirmer que si
f € C&T(E), avec s € {0,...,d — 3} et si 0 < dy < 1 alors il existe une
constante C; 5, indépendante de f telle que

I flls+60,B(e, Rs)nD < Cs50lflls,

L’estimation de T2 f s’effectue comme dans le cas g-convexe avec quelques
nuances apportées par l'inversion des variables z et ( dont on trouvera les
détails dans [17]. Ce qui achéve la démonstration du Théoréme 0.3.

5 Résolution a support compact quand r = ¢g— N+1.

Soient U, p1,...,pn tels que (U, p1,...,pn) configuration g-concave de
classe C%, d > 3 dans C", avec les notations de la Définition 0.1.
Le fait que les réels R et R’ donnés par le Théoréme 0.3 puissent étre choi-
sis indépendamment de petites perturbations C? des applications p1,...,pN
peut s’énoncer de la facon suivante :

Proposition 5.1 Soit (U,p1,...,pn) configuration g-concave de classe C?,
d > 3 dans C*, soit € € E. Il existe ¢ > 0, V woisinage de &, ainsi que
Rg > 0 tels que si R < Ry, il existe R' < R vérifiant :

86 p1,-..,pN sont des fonctions de U dans R de classe C3 avec :

Vi€ (L. ,N} oy~ Billaw < (5.1)
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Alors (U, p1,...,pn) est une configuration g-concave. De plus,

VN{zeUlp() = =pn(:) =0} £ 2
et pour tout £ € V N {z € U‘ﬁ1(z) =---=pn(z) =0}, R et R vérifient les
propriétés du Théoréme 0.3 par rapport aux applications pi1,...,pnN et G &.

On peut alors établir pour le résultat suivant :

Théoréme 5.2 Soit (U, p1,...,pN) une configuration g-concave de classe
Cl d>5,dansC*, 1< N<g<n-—1, soité € E et soit R¢ donné par la
proposition précédente. Soit R tel que 0 < R < R¢, (on note D a la place de
Dg), alors il existe Ry avec 0 < Ry < R, tel que

pour tout R' avec 0 < R' < Ry, il eriste R" > 0 avec 0 < R"” < R' ayant les
propriétés suivantes :

si [ € Chy ni1(D), avec 3 <m < d—2 est telle que :
1. 0f =0
2. supp f CC {z € UVi € {1,...,N},pi(z) <0}n{z € U||¢ —2| < R"}
3. f vérifie (C1)
alors il existe u € Cg?q__?’N(_) telle que :
1. Ou= f sur D.
2. suppu CC {z € U|Vi € {1,...,N},pi(z) <0}n{z € U||¢ — 2| < R'}

Démonstration : Soient €y, Vo et R¢ donnés par la Proposition 5.1. Soient
R >0 avec R < R¢ et Ry avec Ry < %R correspondant au R’ de la proposi-
tion précédente par rapport a %R.

Soient Ry > 0 et R’ > 0 tels que 4Ry < Ry et B(£,Ry) C Vy et 0 < R’ < Ry.
Alors, si R" < R' est assez petit, on peut construire des applications p1, ..., pn,
telles que :

1. supp (p; — pj) CC B(&, R'), pour tout j € {1,...,N}.
2. |lpj — pjll2,u < €0, pour tout j € {1,...,N}.

3. pj(2) > pj(z), pour tout z € U et tout j € {1,...,N}.
4. p;(2) > p;(2) pour z € B(§,R") et tout j € {1,...,N}.

En particulier, les applications p1,...,py vérifient les hypothéses de la Pro-
position 5.1. Soit £ € Vyn{z € U|ﬁ1(z) =+ =pn(z) =0}, alors & € B(, R).

1 ~
Soit Ry tel que §R <R < ZR alors B(&, Ry) CC B(¢,R1) CC B(¢, R), on
pose _ _
D={zeUlp(z) <0, Vie{l,...,N}} NB(¢,Ry)

R . . .
on remarque que, comme Ry > 2 Ry vérifie le premier point du Théoréme

0.3 par rapport a D. De plus, on a D cC D.
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Soit f € Cgly_n +1(D) vérifiant les hypothéses du théoréme, alors d’apres
le Théoréme 0.3, il existe v € Cy ~ 1 (D) telle que 9v = f sur D.

Sig—N = 0, v est une fonction holomorphe, alors, d’apres la Proposition
4.10, elle se prolonge en une fonction w € C§%H(B(€, R2)). Remarquons que
B(¢,R') CC B(£, Ry). On pose pour tout z € DNB(E, Ry), u = v —w, alors
supp © C DN B(¢, R'), on prolonge ensuite w par 0 & D. u convient.

Sig—N > 1, comme v € Cf', IN(1~7) est O-fermée, d’aprés le Théoréme
0.3, il existe w € COq N 1(D N B(€, Ry)) tels que dw = v sur D N B(E, Ry).

On prolonge alors w & DN B (§ , Ry) de maniére C™ 2, et on pose pour tout
z € DN B({ Rs), u = v — Ow alors supp u C DN B({, '), on prolonge
ensuite u par 0 & D. Alors u € Cg' 3 (D) convient. O

6 Sur le complémentaire d’'un domaine g-convexe a
bord lisse par morceaux.
Dans cette partie, on résout le 0 jusqu’au bord sur le complémentaire

d’un domaine g-convexe, au voisinage d’un point du bord de ce domaine. On
se place pour cela dans la situation suivante.

Soient U un ouvert de C*, r1,...,ry : U = R. On suppose que :
(i) Les applications r1,..., 7y sont de classe C¢, avec d assez grand.
(ii) Pour tout I € P'(N), I = (j1,---,41), drj,(2) A--- Adrj,(z) # 0 pour
tout z € {¢ € Ulry, (¢) = -+ = r;,(C) = 0} = Er.

(ili) Pour tout I € P'(N), et tout A € Ay, la forme de Levi de Iapplication
AjiTjy + -+ Aj,mj, admet au moins g + 1 valeurs propres strictement

positives.
On pose
D={ze€UVie{l,...,N} ri(z) <0}
N
W = | J{z €Ulri(z) >0} =U\D
i=1

On va montrer le résultat suivant :
Théoréme 6.1 Soit £ € 0D
(i) Si1 <r < q—1, il existe un voisinage W de & dans C" tel que si
[ eCy, (W), avec 2N —1 < m < d — 2, est O-fermée, alors il existe
une forme différentielle u € CO 1 (W N W) avec M > m — 2N + 1,
telle que Ou = f sur WNW.

(1) Si on suppose de plus que g <n—2 et D CC U, si a > 0 vérifie :

N
D, = ﬂ{z eUlrj(z) <a}cCcU (6.1)
7j=1
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alors, il existe un voisinage W de £ dans C" tel que si f € C{fq(Da\D),
AN <m < d—2, 4 support compact, est 0-fermée, alors il existe une
forme différentielle u € Cé‘j{]’_l((Da \D)NW), avec M' > m—A4N telle
que Ou = f sur (Da \E) NWw.
Pour démontrer ce résultat, nous allons utiliser des sections de Whitney,
dont nous allons rappeler briévement quelques propriétés. Nous renvoyons le
lecteur a [19] et & [15] (qui traite le cas C*°) pour plus de détails.

6.1 Complexes de chaines de sections de Whitney.

6.1.1 — Définition.
Soit X une variété différentiable lisse et F un fibré vectoriel C*° sur X. Etant
donné un ouvert Q de X, on note I' (£, E) 'espace des sections de classe
C™ de F sur Q.
Siz € Q, on dit que f € I'™(Q, E) est m-plate en x si pour tout choix de
coordonnées locales en x, les composantes de f s’annulent ainsi que leurs
dérivées partielles jusqu’a l'ordre m en z. Si A est un fermé dans €2, on note
FH (2, E) espace des sections f € I'(£2, E) qui sont m-plates en tout point
de A.
L’espace W™ (A, E) des sections de Whitney de classe C"™ de F sur un fermé
A de Q est alors défini par la suite exacte :

0—-FL(QE)->T™QE) > WT™AE) =0 (6.2)
Pour A fermé dans X, on remarque que
U—-T"(U,E), U— Fiu(U,E), U—W™ANU,E) = WU, E)

sont des faisceaux et que la suite (6.2) induit une suite exacte de faisceaux.

Définition 6.2 Soit 2 un ouvert de R™, deuz sous-ensembles fermés A et
B de Q sont dits réguliérement situés (resp. fortement réguliérement situés)
s’ils vérifient une des deux propriétés suivantes :

(i) ANB =@
(i1) pour tout xy € AN B, il existe un voisinage V de zo dans Q et des
constantes o, C > 0 tels que pour tout z € V

dist(z, A) + dist(xz, B) > C dist(z, AN B)®
(resp. dist(z, A) + dist(z, B) > C dist(z, AN B))

Le fait que A et B soient fortement réguliérement situés, pour m > 0,
(resp. réguliérement situés, pour m = oo) est équivalent a 'exactitude de la
suite suivante pour tout fibré vectoriel E sur Q (voir [19]) :

0 —» W™(AUB, E) - W™(A, E)eW™ (B, E) —» W™(ANB,E) — 0 (6.3)
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Le cas m = 0 est trivial.

Soit U = {Ao,..., Ay} une famille de fermés de X, on dit que U est un
systeme (fortement) régulierement situé, si pour tout 0 < 4g,...,5t < 7 et
0<joy---rJs <1, 0< 2,8 <, les fermés A;y N+~ NA; et Ajp NN Ay
sont (fortement) réguliérement situés .

6.1.2 - Complexe de chaines et opérateur cobord.

Considérons le fibré vectoriel EP? sur C* des (p, ¢)-formes différentielles sur
U, on a alors I'"™(U, EP?) = Cy,(U), le faisceau des (p, ¢)-formes C™ sur U
et on note W™ (A, EP?) = W, (A), pour tout A fermé dans U, on peut alors
démontrer facilement la proposition suivante :

Proposition 6.3 Si A est un fermé vérifiant A= A, alors on a :
Cpg(A) = W (A) (6.4)
On note C*(U, W™(EP?)), 0 < s <, l'espace des chaines de la forme :
f=Fjodgs)  avee fioj. € Wpiy(Ajo N--- N Aj,)
On définit 'opérateur cobord
§: O (U, W™ (EPY)) — C*TH U, W™ (EPY))
en posant

s+1

_ h -
((5f)j0---js+1 - Z(_l) fjo---,jh,---,js+1‘Aion"'nAisH
h=0

Alors, pour tout m € NU {400}, on a le complexe suivant :

COU, W™ (BP)) = CH (U, W™(BP)) = - 5 CIU, W™ (BP)) — 0
(6.5)
On pose de plus pour tout s € {0,...,n}

Z°U, WT(EP) = {f € C°U, W™ (EP))|df = 0}

On a alors la proposition suivante :

Proposition 6.4 Soit m € NU {4+o00}. On suppose que, si m € N (resp.
m = +00), U est un systéme fortement réguliérement situé (resp. un systéme
réqulierement situé) de fermés de X, alors le complexe (6.5) est acyclique,
de plus pour tout f € Z°(U, W™(EPN)), il existe une unique g € Wy (Ag U
A1 U---UAy) telle que gla; = f, pour tout j € {0,...,n}.

Démonstration : On trouve la démonstration de cette proposition dans [15]

pour le cas C™, le cas général se démontre de la méme facon. O
6.1.3 — Opérateur de Cauchy-Riemann.
Soit U = {Ao, ..., Ay} un systéme (fortement) réguliérement situé, on peut

alors définir ’opérateur de Cauchy-Riemann pour les chaines de sections de
Whitney de la facon suivante :
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— Sim = 400, pour h € C*(U, W™ (EP)), on pose
Oh = ((Oh)j,..j,) € C*(U, W™(EP4TY))

ot (9h)jo...j, € Cpgs1(Ajo N -+ N 4j,)
~ Sim € N*, pour h € C*(U, W™(EP?)), on pose
(

Oh = ((5h)j0...js) e C? Z/{,Wm—l(Ep,qH))

S (5 -1
ou (0h)jo..js € C;:Lq+1(Aj0 N---NAj;)
11 est clair que 'opérateur de Cauchy-Riemann ainsi défini et le cobord com-

mutent.

6.2 Démonstration du Théoréme 6.1.

Soit £ € 0D, soit I € P'(N), maximal tel que & € Ef, pour simplifier
les notations, on va supposer que I = (1,...,1), on note aussi pour tout
jE€ {1,...,1}, pj = —Tj-

Posons, pour R > 0 et pour j € I,

CJR ={z€ U‘Tj(z) >0} NB(,R)

ut ={ct,...,cf}

Alors, il existe R > 0, avec B({,R¢) CC U tel que pour tout J =
(41,---,Jk) C I, R vérifie les propriétés de la Proposition 5.1 par rapport a
la configuration g-concave (U, pji, .- -, pj,)- De plus, quitte & diminuer R, les
conditions de transversalité imposées sur les applications 74, i € {1,...,1},
impliquent que pour tout R, avec 0 < R < Ry, U® est un systéme fortement
réguliérement situé.

On peut alors écrire le Théoréme 0.3 de la fagon suivante (pour le cas m = 0,
on utilise les résultats de C. Laurent-Thiébaut et J. Leiterer dans [10] & la
place du Théoréme 0.3).

Théoréme 6.5 Soit R €]0, Re[. Alors il existe R' €]0, R] tel que pour toute
f e CsUR,W™(E®)), avecr < g—s—1, m € NU{+o0}, O-fermée, il existe
g € C3(UE , wmaxOm=1)(EOr=1) telle que dg = f dans C*(UR , W™ (EOT)).
Démonstration du Théoréme 6.1, (i) :

Soient Ry tel que 0 < Ry < R¢ et f € C(TT(CIRO U---u CIRO), O-fermée avec
2N -1 <m<d—-2etl1<r<qg-—1. ~

L’équation (6.4) permet d’affirmer que f = (f;);=1,...; définie par

i :f|cf0 avec je{l,...,l}
vérifie f € COURo, W™ (E®7)), 6f =0 et 9 =0.

La démonstration de la premiére partie du théoréme s’effectue en considé-
rant deux cas distincts, d’abord celui ou [ < r < g — 1 (ce cas peut étre vide
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sil>gq),puislecason 1 <r <min(l —1,q —1).
-Sil<r<qg-1.
On construit par récurrence en utilisant le Théoréme 6.5, les suites (R;) G=1,.
et (¢7);=1,., ayant les propriétés suivantes :
la suite (R;);=1,.. est une suite décroissante de réels strictement positifs,

pour tout k € {1,...,1}, gk € Chk=L(UEr, Wm—k(E0T=F)) et la suite (¢%)k=1,...

vérifie :
(i) 9¢' = f.
(ii) Pour tout k € {2,...,1} 0gF = §g*~! si on se restreint a UF*.

Ensuite, on modifie la suite (g¥) en une suite (§*) de maniére & avoir
pour tout k € {1,...,1}, 0g* = dg* et §g* = 0.
Pour cela, on effectue une récurrence décroissante construisant des suites
(h¥)k=2,...; et (§%)k=1,...1 telles que,
pour tout s € {2,...,1}, h® € C2(UR, Wwm—2+s(EOr—9)),
pour tout s € {1,...,1}, g° € C*~H({UR, Wm—2+s(EOr=9)) et :

(i) 6ht =gl et gl = ¢
(ii) Pour tout k € {1,...,1 — 1}, g% = g'=% — Oht=Fk+! et, si de plus
kE<l—2 6hF=7g"k

Alors, gt € ZO0(Uuf, wm—2+1(E%—1)) donc, d’aprés la Proposition 6.4,
il existe g € Cm_%"'l(C’le U---u CZR’) telle que pour tout j € {1,...1},
g|C;_%l = g’]l
Soit g une telle fonction, comme 9§ = f, g vérifie 0g = f sur CIR’ U-- -UCIR’.

-Sil1<r7r<min(l-1,¢g-1).
Ici, on ne peut construire les suites (Ry) et (¢*) jusqu’au rang I mais seule-
ment jusqu’au rang r, alors contrairement au cas précédent, le dernier terme
de la suite (¢g¥) n’est pas automatiquement de cobord nul, on ne peut donc
modifier la suite comme on 1’a fait précédemment. On va donc procéder
comme suit.
Construisons les suites (Rg)k=1,.., €t (gk)kzl,___,, de la méme fagon et consi-
dérons le terme g".
On a 9¢" = d¢" ! mais a priori, dg" # 0, on va donc modifier g" au moyen
d’une chaine de fonctions holomorphes dont le cobord est égal & celui de g".
g" € CT Y UR W (E™0)) et vérifie 95" = 0, donc dg" est une chaine
composée de fonctions C! sur Cﬁr N---N Cff’“, (Jo,---57r) C {1,...,1},
qui sont holomorphes, elle sont donc C*®. Or les ensembles de la formes
C}Z’“ N---N CffT, (Jos---,7r) C {1,...,1} sont les adhérences de domaines a
coins g-concaves, alors d’apreés la Proposition 4.10, il existe R, > 0 tel que
R,11 < R, et si on note V = B(&, Ry41) , toute fonction holomorphe sur
C}Z’ n-- -ﬂCﬁ’, (jo,---,3r) C {1,...,1}, se prolonge holomorphiquement sur
V. Quitte & réduire un peu R,y1, on peut supposer que les prolongements
sont de classe C™ sur V.
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On note pour tout (jo,...,4r) C {1,...,1}, hj,..;, le prolongement holo-
morphe de la fonction (dg")jq...;, sur V.

Sir=1-1, alors, il n’y a qu'un seul (r + 1)-uplet : (jo,...,Jjr) = (1,...,10).
On pose :

= R R
hig1=hy 4 saC" ' N--nCIH

h’jO---jrfl =0 si (j(),... ;jr—l) 7é (1,... ,l — 1)

Alors h € Cr=H (U1, W (E®0)), elle est holomorphe et §h = 4g".

On pose alors g" = g"—h. On peut ainsi conclure en effectuant une récurrence
décroissante pour créer la suite (g*) k=1,...r de la méme maniére que dans le
cas précédent.

Sir <1 —1, alors pour tout (jo,--.,4Jr+1) C{1,...,l} ona:

r+1

S —
Z( 1) hjo...js...jTH|C?*r+ln...nc?*r+1 =0
s=0 Jo Jr4+1
Or, les hjo Foordng sont holomorphes, donc le principe du prolongement ana-
ey

lytique des fonctions holomorphes permet de dire que les sommes ci-dessus
sont nulles sur tout V.

On note U la famille de [ copies de V, c’est un systéme de fermés réguliére-
ment situé, de plus h = (hj,.. ;) est un élément de CT (B, W>*(E®Y)) dont
le cobord est nul. D’aprés la Proposition 6.4, le complexe de chaines est acy-
clique donc il existe h® € CT (0, W>(E®Y)) tel que 6h® = h. Alors, par
définition du cobord, 1O est solution du systéme linéaire défini sur V, par les
équations suivantes :

Pour tout (j9,.-.,7,) C {1,...,1}

r

Rjogr = D (—1)°R0 - (6.6)

50+ fs erelir
s=0
. . . . ~0 . . ., .
Ainsi pour tout (ig,...,ir—1) C {1,...,1}, hy ;  est combinaison linéaire

sur V des éléments de h qui sont holomorphes, donc An® = 0.

On considere la restriction de RO a URr+1 cela donne un élément noté ﬁ,
vérifiant Oh = 0 et 6h = h =dg".

On pose alors g© = ¢" — h. On peut ainsi conclure en effectuant une récur-
rence décroissante pour créer la suite (f]’k)k:l,“_,r de la méme maniére que

dans le cas précédent. O

Démonstration du Théoréme 6.1, (ii) :
Si v € R, on note :

D,={ze€UNie{l,...,N} ri(z) <~}
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on remarque si |y| est assez petite, D, CC U.
L’idée principale de cette démonstration consiste & modifier le support de f
pour pouvoir utiliser le Théoréme 5.2 de maniére analogue au cas précédent.
On reprend les notations du début du paragraphe, on suppose de plus
que B(§, R¢) CC D, et on considére V voisinage de £ et € > 0, tels que R, V
et ¢ vérifient les propriétés de la Proposition 5.1 pour chaque configuration
g-concave (U, pj,,...,pj.) avec J = (j1,...,7k) C I. Pour R > 0 tel que
R < R¢ et pour p1,...,pr, §~ vérifient les hypothéses de la Proposition 5.1,
on pose, pour j € {1,...,1}:

CR={z € Ulpj(z) <0} NB(R)

D’aprés le Théoréme 5.2, on peut construire une suite finie, strictement
décroissante, de réels strictement positifs (R;);eq1,...141) telle que pour tout

i€ {l,...,0+1}, Rj < R et sipi,...,p, & vérifient les hypothéses de
la Proposition 5.1. Ainsi, pour tout (ji,...,Js) € {1,...,1}, avec 1 < s <
min(l, q), pour tout i € {1,...,1},si f € Cg’q,sﬂ(éﬁﬁ- . -ﬂé’ﬁ), avec s > 3,
O-fermeée et telle que supp f C 5’;} NN 5}ij(§, R; 1) alors, il existe u €
Co 2o (CEN---NCE) telle que du = f et suppu C CFN---NCENB(E, Ry).
Soit n > 0 assez petit pour que 0 < Rj11 — 1 < Riy1 +1 < R.

Considérons maintenant des fonctions pi, . .., p; de classe C% sur U et vérifiant
les propriétés suivantes :

1. pour tout j € {1,...,1}, |lpj — pillew <€

2. pour tout j € {15 s 71}7 supp (p]_ﬁj) C B(S’ Rl+1 +77)\B(§’ Rl+1 - 77)

3. pour tout j € {1,...,1l} et tout z € U, p;(2) < p;j(2)

4. il existe y €]0, af, tel que pour tout j € {1,...,I} et tout

z € (Dy\ D) N (B(&, Riy1 + 3) \ B(&, Riy1 — 3)), pj(2) < pj(2)

~ Soit 4/, avec 0 < o' < 7. Soit f € C'(Da \ D), avec 4N < m < d -2,
O-fermée, & support compact.
Comme cela a déja été remarqué, pour tout ¥ > 0 et pour tout £ € R, on a
[[t] — 09 (¢)| < 9, ainsi, si on pose avec les notations du paragraphe 4.4, pour

zeU:
{ﬂf(z)zrl(z)
o (z) = mg(me—1,7x)(2) Vk €{2,...,N}

il existe un réel positif 9y > 0 tel que pour tout 0 < ¥4 < ¥y, on a :

supp f C {z € Uln}(2) <a}\ D
B(&,R) cc{z e U|n%(2) < o}

Pour s1, s9 positifs et assez petits, notons

DSl,Sz = {z € U|77§V?(z) < 31}
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Quitte & diminuer 9y, on peut supposer que pour tout ¥ €]0,9[, on a
1 () = maxizi,..,v i(2) pour tout 2 € (Dy \ D)N(B(E, Rupr + 1) \ BE Rip —1)).
On peut choisir 9 €]0,9y[ tel que D CC D,y 9 CC Dy g, alors, par construc-
tion des fonctions p;, on a pour tout ¢ € {1,...,l}, p; > 0 sur (nyl’fg \ D) N

(B(f,RzH +2)\ B(& Riq1 — %))-

De plus, D,y est une extension g-convexe de D, y, comme le support de f
est compact dans D,y \ D, d’aprés le Théoréme 16.1 dans [6] et I'isomor-
phisme de Dolbeault, il existe v € C(’)’fq_l(Da,,g \ Dy ) telle que Ov = f sur

Da,'ﬂ \ D’Y' 579 ‘

Alors D., est un voisinage de D y tel que pour tout ¢ € {1,...,1}, p; >0
sur (Dy \ D) N (B(§, Riv1 + 3) \ B(& Rir — 3))-
Soit x une fonction C*° sur D, telle que x = 1 sur un voisinage de Dq \ Dy
et x = 0 sur un voisinage de D, y. On note f' = f — d(xv), f' est de classe
C™ 1, O-fermée et on a supp f' CC (D, \ D). On considére la restriction de
fha ((D7 \ D)\ (NL_ {z € Ulpi(z) > 0})), on note encore f' cette restric-
tion et on la prolonge par 0 & D, \ (ﬂizl{z € Ulpi(z) > 0}), on note aussi
f! ce prolongement.
Alors f' € €5 (UL_,CF), de plus, supp f' CC B(, Ri1) N (ugzlcﬁ).
On peut alors utiliser le Théoréme 5.2, pour effectuer le méme type de rai-
sonnement par récurrence que pour (i) en prenant garde a ce que les formes
(g*) que I'on construit aient leur support inclus dans B(¢, Rj_p41) afin de
pouvoir appliquer de nouveau le Théoréme 5.2. On montre ainsi qu’il existe
un voisinage W CC B(¢, Riy1 — 1) de € dans C", indépendant de f’ et une
forme différentielle g’ € Cé‘:{;ﬁl((W \ D)) avec M' = m—4min(l,r) > m—4N
telle que d¢’ = f' sur W\ D.
Posons maintenant u = xv + ¢', alors u € C(J)‘,/{;_l((W \ D)), de plus comme
W CC B(§,R) CC Do, onau € C{l_(WnN (D, \ D))
ou = 0(xv) + 8¢’ = O(xv) + f' = f sur WnN (D4 \ D).
Ce qui achéve la démonstration du Théoréme 6.1. O
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Tllustration de la démonstration du Théoréme 6.1 (ii)

Résolution jusqu’au bord pour des formes a sup-
port compact et Théoréme de séparation d’Andreotti-
Vesentini.

Soit X une variété complexe de dimension n et soit F un fibré vectoriel

holomorphe sur X.

Définition 7.1 Une fonction g-convexe, 1 < g < n, sur X est une fonction
p de classe C? sur X, a valeurs dans R telle que pour tout ( € X et pour tout

systéme de coordonnées holomorphes (21, ..., 2,) dans un voisinage de ¢, la
matrice de Lévi de p au point ( admet au moins q valeurs propres strictement
positives.

Définition 7.2 On dit que X est une extension g-convexe généralisée de
K, ou K est un fermé de X si pour tout voisinage ouvert V de K dans X,
il existe un fermé Ky a bord C* tel que K C Ky C V et que X soit une
extension q-conveze de Ky (voir la Définition 4.3).

Remarque : Lorsque le bord de K est de classe C*®, le fait que X soit une
extension g-convexe de K implique trivialement que X est une extension
g-convexe généralisée de K.

Définition 7.3 Q CC X est un domaine strictement g-convexe & bord C¥,
k > 2, par morceaux s’il eriste N > 2, des ouverts Uy,..., Uy de X et des
applications p; : U; = R, i=1,...,N de classe C*, k > 2 tels que

1. 0Q CcU;U---UUp.

2. Un point z € Uy U---UUp appartient a ) si et seulement si, pour tout
ke{l,...,N} tel que z € U, pr(z) <O0.
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3. Pour toute collection d’indices 1 < ki <--- <k <N, ona
dpg, (2) A+ Ndpg,(2) # 0 pour tout z € Uy, N--- NUy,.

4. Pour tout I = (i1,...,4;) € P'(N) et tout (\iy,...,\i,) € Ap, la fone-
tion i, pi, + - + Xi,pi, est (g + 1)-conveze sur U;; N---NU;,.

Pour un tel domaine Q et pour I = (iy,...,4) € P'(N), on note
Er={ze€00QnU;,N---NU;|pi(2) =+ = p;,(2) =0}

Dans cette partie, nous démontrons dans un premier temps un théoréme
de résolution du @ pour des formes différentielles de classe C*® & support
compact dans le complémentaire d’'un domaine g-convexe & bord C*® par
morceaux, nous utilisons ensuite ce résultat pour démontrer un théoréme du
type théoréme de séparation d’Andreotti-Vesentini.

7.1 Résolution a support compact.

Nous allons mettre en place un raisonnement du type «Beulenmethode»
de Grauert, voir dans [8] pour les ouverts strictement pseudoconvexes ou
[6] pour les domaines g-convexes et g-concaves & bord lisse. Celui-ci nous
permettra de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 7.4 Soit @ CC X un domaine g-convexe & bord C*° par mor-
ceauz tel que X soit une extension g-conveze généralisée de Q. On note
W = X\ Q. On a le résultat suivant :
sifEC(‘)’?T(W,E) avec 1 <r<qg—1ou, sig<n—2,1<r<gq, asupport
compact, O-fermée, alors il existe u € C(ﬁfl(W, E), a support compact telle
que Ou = f sur W.

La démonstration de ce théoréme s’effectue en plusieurs étapes qui sont
représentées par les différents lemmes suivants.

Lemme 7.5 Soit 2 CC X un domaine g-conveze a bord C* par morceauz,
soit £ € 0. Soit VO un voisinage ouvert de & dans X.
Alors, il existe un réel € > 0 et des voisinages ouverts de & dans X, V1, V2
tels que :

viccvtccv®

pour toutes applications p; : U; — R, i =1,..., N de classe C*® telles que
Vie{l,...,N}, |lpi — pillo,y; <€ (7.1)
et
Vie{l,...,N}, Vz € Uj, pi(z) < pi(z) (7.2)

st on définit Q par les points 1, 2 et 8 de la Définition 7.3, alors Q est inclus
dans §) et c’est un_domaine q-conveze a bord C* par morceauz et de plus, si

onnoteW:X\ﬁ, on a
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(i) Pouri=20,1, si f € cgj;,(W NV E), avec 1 <r < q—1, O-fermée, il
existe v € cgj;_l(W NVi+l E) telle que Ov = f sur W N VitL.

(i1) Siq <mn—2, pour toute f € C(‘f’q(ﬁ, E), O-fermée, a support compact,
il existe v € C@,I(W NV E) telle que Ov = f sur wnve.

Si (e,V2, V1, V) wérifie les propriétés ci-dessus pour un domaine a coins
q-convezxe ) donné, on dit qu’il est adapté a €.

Démonstration : Comme €2 est un domaine g-convexe & bord C* par mor-
ceaux, si € > 0 est assez petit, le point 4 de la Définition 7.3 est vérifié
donc € est aussi un domaine g-convexe 3 bord C* par morceaux. Soit I =
(415---551) € P'(N) maximal pour U'inclusion tel que & € Ej, on remarque
que si U CC Uj; N---NUj est un voisinage de £, alors quitte & diminuer ¢,
il existe £ € U N 9N tel que & € By := {z€eU;; N---NU,|pj(z) =0Vj eI}
et tel que I soit aussi maximal pour l'inclusion, de plus si ¢ € U N [‘)ﬁ, alors
pour tout J tel que ¢ € E’J, on a J C I. On peut supposer sans perdre de
généralité que I = {1,...,1}.

Quitte & diminuer V°, on peut supposer que V? cc Ui n---NUj, que E est
holomorphiquement trivial au dessus de V? et qu'il existe des coordonnées
holomorphes h : VO — C” telles que h(V?) = U° avec U cC C" est un
ouvert convexe.

Posons pour i € I, r; = p; o h~! et pour toutes applications p; : U; — R,
i=1,... N vérifiant (7.1) posons pour tout i € I, 7; = p; o h~ 1. Alors

1. pour tout i € I, 7; = p; o b~ ! est définie sur U°
2. (U%7,...,7) est une configuration g-convexe

On note

l
D= ﬂ{z e U%7(z) < 0}

i=1

Par ailleurs, il est clair que si p1,...,pn vérifient les équations (7.1), alors,
il existe C' > 0 tel que 71, ...,7; vérifient :

Vie{l,...,1}, |lri — Tillo,po < Ce (7.3)

Soient €' > 0, Upg) voisinage de h(£) dans C* (avec Upg) C U%) et Ry
donnés par la Proposition 5.1 par rapport aux configurations g-concaves
(U, —rj,...,—1;.) avec (ji,...,j5k) C I, k < g et & h(£). Le nombre d’en-
semble (j1,...,7x) C I étant fini, de tels &’ > 0, Uh(e) et Rp(¢) existent.

On suppose de plus que Ce < ¢'. On peut alors reprendre la démonstra-
tion du Théoréme 6.1 en utilisant les mémes suites (R;) et le méme réel
v > 0 (o v est celui utilisé dans la démonstration, voir l'illustration)
pour toutes les configurations g-convexes (U°,71,...,7;) définies & partir
d’applications pi,...,pn vérifiant les inégalités (7.1) et (7.2) et pour tout
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h(g) € Uh(f)ﬂaﬁ. On peut donc affirmer qu'il existe R! > 0, avec R! < Ry (¢

tel que W = B(h(£), R') est un voisinage de h(£) qui vérifie les propriétés
du Théoréme 6.1, en ajoutant dans (ii), I’hypothése que les formes sont a
support dans ﬁ7 \ D.

En effet, il faut remarquer ici que D n'est pas relativement compact dans
U9, aussi, on doit travailler avec des formes & support compact dans l~)7 \ 5,
car on ne peut pas utiliser le Théoréme 16.1 dans [6] pour restreindre le sup-
port. La restriction du support de f € C&‘;(W,E) se fera directement dans
X, avant de passer en coordonnées locales.

On peut maintenant construire V! : )
supposons, quitte a diminuer € et Up) que Uy CC B(h(§), RT), ainsi,

pour tout € € b= (Ung)), on a Upge) CC B(h(E), RY).
Soit U un ouvert tel que

ycc () B(h(E),RY

geh=1(Une))

Une) CC U' cC B(R(%), R71
Posons alors V! = h~1(U'). Montrons alors qu’un tel ouvert convient pour
vérifier (i) pour i =0 et (7).

Montrons tout d’abord que (%) est vérifié pour i = 0, soit f € CS?T(W NV E),
avec 1 < r < g — 1, O-fermée et posons g = (h™1)*f. D’aprés le raisonne-
ment précédent, il existe u € C§5._; (((C" \D)N B(h(g),Rl),E) telle que
Ou = g, alors considérons la restriction de u & U et posons v = h*u, alors
vE cgj;,l(W NV1 E) convient.

Montrons maintenant que (i) est vérifié, soit f € C&?](W,E), O-fermée, 3
support compact. _

Pour « > 0, assez petit, on note Qq, (resp. Q) le domaine g-convexe a bord
C® par morceaux dans X défini par les applications p; —a, ..., py — a, (resp.
p1— Q,...,pn — ). Supposons de plus que a < 7. _
Quitte & diminuer a nouveau € et Up(), on peut supposer que  CC (1.

Comme X est une extension g-convexe généralisée de (), il existe D CC S~2a
tel que X est une extension g-convexe de D et que 2 CC D alors, Qcc
D CC Q. D’aprés le Théoréme 3.1 dans [11], il existe w, de classe C*, &
support compact telle que Ow = f sur X \ D, soit x une fonction de classe
C®, positive, telle que x = 1 sur un voisinage de X \ ﬁa et x = 0 sur un
voisinage de D. On pose f’ = f — d(xw), alors, si on restreint f' a VO, f' €
C(‘fq(ﬁa \ QN VO E), b-fermé et & support compact. Posons ¢’ = (h=1)*f',
d’aprés ce qui préceéde, il existe u € C(C)’f;_l((f)a \ D) N B(h(£), RY), E) telle
que du = ¢ sur (D, \ D) N B(h(£), RY).

Considérons la restriction de u & U' et posons v = h*u, comme
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V! cC B Y(B(h(E), Ruge)), on a (e \ Q) NV = (X \ Q) NV Alors la
forme différentielle v/ = v + yw convient.

Il reste maintenant & construire V2 vérifiant (i) pour i = 1. Soit R’ > 0
tel que B(h(£),2R') C U'. Alors quitte & réduire encore ¢ et Un(e), on peut
supposer que Uy ) CC B(h(§), R'), et on a :

U B®E@,R)ccU
€eh=1(Une))

On effectue alors le méme raisonnement que précédemment en remplagant
Ry ¢y par R', ce qui donne I’existence de R? > 0 avec R? < R’ tel que W =

B(h(€), R') est un voisinage de h(£) qui vérifie les propriétés du Théoréme

6.1 par rapport aux configurations g-convexes (U, 71,...,7).
On construit ensuite V? exactement de la méme maniére que V! en utilisant
R? ala place de R'. O

Définition 7.6 Soit Q) un domaine q-conveze a bord C* par morceauz, soit
I € P'(N) et soit £ € Er, ou I est mazimal pour l'inclusion.
On dit que [, Q,e, V1, Vs, Va, V4] est un élément d’extension pour le complé-
mentaire d’'un domaine g-convexe a bord lisse par morceaux si
(i) € est un réel strictement positif et V1, Vo, V3 et Vy sont des voisinages
ouverts de & dans X tels que :

ViccV,ccVsccVycc (U
el

il existe des coordonnées holomorphes h : Vi — C* au voisinage de &
et E est holomorphiquement trivial au dessus de Vy.
(i) (g,Va,V3,Vy) est adapté a Q
(113) QCQest défini par les points 1, 2 et 3 de la Définition 7.3 par rapport
G des applications py, ..., pn, de classe C* de Uy, ..., Uy dans R telles
que
(a) Vi € I, supp (p;i — pi) CC Vi
(b) Vi ¢ 1, pi = p;
(c) Vie{l,...,N}, [lpi = pill2y; <e
Si §~C Q sont des domaines q-convezxes a bord lisse par morceauz, on dit
que Q peut étre obtenu de Q par un élément d’extension pour le complémen-
taire d’un domaine g-conveze a bord lisse par morceauz s’il existe €, V1, Va,
Vs et Vy tels que [,Q,¢,V1,Va, V3, V4] est un élément d’extension pour le
complémentaire d’un domaine q-conveze.

Lemme 7.7 Soit Q un domaine q-conveze 4 bord C*® par morceauz, et soit
a > 0 assez petit pour que o soit un domaine g-convexe & bord C*° par
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morceaur avec les notations utilisées dans la démontration précédente.
Alors, il existe un nombre fini d’éléments d’extension pour le complémentaire
d’un domaine g-conveze a bord lisse par morceauz, [, Q1 & Vi V], V?f, Vi,
0 <i<p tel que

D, =22Q!D---DQrfl=Q

Ce lemme découle du lemme qui suit, par un raisonnement analogue &
celui effectué pour démontrer le Lemme 12.3 dans [6] :

Lemme 7.8 Soit 2 un domaine q-convezre a bord C*° par morceauz, et pour
e € R, on définit Q. griace aur points 1, 2 et 8 de la Définition 7.3 par
rapport auz fonctions p1 — €,...,pN — €, i |e| est assez petit, Q. est un
domaine g-convere & bord C°° par morceauz. Alors il existe g9 > 0 tel que
si —eg < Bo <0 < By < gg, on peut trouver un nombre fini de domaines
0o, ...,0K tels que

Qg =6y 2601 D--- 20k =Qg,

et pour tout j € {0,...,K — 1}, 011 peut étre obtenu de 0; par un élément
d’extension pour le complémentaire d’un domaine g-conveze & bord lisse par
MOTrCeaur.

Démonstration : Comme 9€) est compact, on peut extraire un recouvrement

fini de 992 par des ouverts (Vf) k) tels que, pour tout 5 € {1,..., K},
je{l,...,

il existe e/ > 0, VQj, V3j et V tels que Vlj CcC VQJ CcC V}f CcC V4j cC X,
(e7,V4 , Vi, V]) est adapté a Q et il existe des coordonnées holomorphes

hj : V{ — C". On suppose de plus que si & € Q2 NV, alors pour tout i
tel que &€ € U;, V] CC Uj, ce qui est le cas dans la construction que 'on a
effectué pour démontrer le Lemme 7.5.

On pose € = minje(y,... .k} el

Soit &' > 0 tel que
K

Qo \ Qo cc W
j=1
soit de plus pour tout j € {1,..., K}, x;, application positive, de classe C*
telle que supp x; CC Vi avec Zszl xj = 1sur Qo \ Q_ et ZJKZ1 x; <1
sur X.
On pose v = maX;c(1,... K} lIxll2,x -

. . . g g
Soit maintenant g9 > 0 tel que g9 < €’ et &g < min (— 7> et

4v7 2(1 + K~)
soient [y, 81 tels que —gg < fp <0< By <egp .
Soient p1,...,pn des fonctions définissant ) par la Définition 7.3.
On définit pour tout & € {1,...,K}, 0 par les points 1, 2 et 3 de la
Définition 7.3 par rapport aux applications pg 1,...,pk N de classe C*® sur
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Uq,...,Un définies par :
k
Pri(2) = pi(2) = B1 — (Bo — B1) D xi(2)
j=1

on a bien 0y = Qg,, Ok = Qg, de plus on vérifie facilement que pour tout
j€{0,...,K -1}, [05,60,41, %,VIJ,VQJ,V;,VAE] est un élément d’extension
pour le complémentaire d’un domaine g-convexe & bord lisse par morceaux. [J

On a, de plus, le résultat de résolution locale suivant :

Lemme 7.9 Soit [, Q,e, V1, Vo, Va, V4] un élément d’extension pour le com-
plémentaire d’un domaine g-conveze & bord C*° par morceauz, alors

ES(X\QE) =ES(X \Q,E)NZ&E(X\ Q,E) (7.4)

pour tout 1 <r<qg—1letsig<n-—2, pourr=gq. _ B
De plus, dans les mémes conditions sur r et g, si f € C§5.(X \ , E), 0-
fermée, est telle qu’il existe uy € C§5_1(X \ Q, E) telle que Quy = f sur
X\ Q, alors, il existe us € Cog—1(X\ SNZ,E) telle que Oug = f sur X \ Q et
ug = uy sur (X \ Q)\ Vi.

Démonstration : Soit f € C§5 (X\Q, E) telle qu’il existe u; € Coo1(X\Q, E)
avec Ou; = f sur X \ . On a alors deux cas & considérer :

— sir=gq avec ¢ <mn — 2, s0it ¥ une ipplication C & support compact
dans X contenant un voisinage de {2 telle que X =1 sur un voisinage
de Q. Alors f—9((1—X)u1) € C§5.(X\Q, E), est O-fermée et a support
compact, donc d’apres la Définition 7.6 et le Lemme 7.5, il existe v; €
Coo—1((X\ Q) N Vs, E) telle que dv; = f—8((1—x)uy) sur (X\Q)NVa,
on pose alors v = v1 + (1 — X)u1, on a v € C§5_; ((X \ Q)N Vs, E) et
Ov = f sur (X\ﬁ)ﬂVg

-sil < r < ¢g-—1, par définition des éléments d’extension pour le
complémentaire d'un domaine g-convexe a bord C* par morceaux, il

existe v € C§5 1 ((X \ Q) N Vs, E) telle que dv = f sur (X \ Q) N Va.
Dans les deux cas, il existe deux formes, u; € C&‘;_I(X \ QE) et v €

Coo—1((X\ Q) N Vs, E) telles que duy = f sur X\Q et dv = f sur (X\ﬁ)ﬂ‘fg

1. Sir—1>0,onau —veCl_1(X\Q) NV, E), O-fermée,
or [Q,9,e,V1, Vs, V3, Va] est un élément d’extension pour le complémen-
taire d’'un domaine g-convexe, donc d’aprés le Lemme 7.5 (747), il existe
w € C§_o((X \ Q) N V3, E) telle que Ow =u; —v sur (X \ Q)N V.
Soit x une application C*, positive telle que supp x CC Vi et x =1

au voisinage de Q \ Q.
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On pose alors

u _{ul—a(xw) sur X\ Q2
2T v+ d((1 — x)w) sur 2\ Q

Une telle ugs convient.

2. Sir=1,u;—v € CfH((X \ ) N V3, E) est une application holomorphe,
alors comme il existe des coordonnées holomorphes h : V4 — C", la
fonction (h~')*(uy — v) se prolonge en une fonction holomorphe w sur
h(V2) d’aprés la Proposition 4.10. Comme 2\  CC V3, on peut poser

U1 sur X \
Ug = ~
v+ h*w sur Q\ Q

Une telle uy convient. O
On déduit, comme dans [6], des Lemmes 7.7 et 7.9, le lemme suivant :

Lemme 7.10 Soit Q un domaine g-convexe & bord C*° par morceauz et soit
a > 0 assez petit pour que Qy soit aussi un domaine q-conveze & bord C*°
par morceauz. Alors, pour tout 1 <r < g—1cet, pourr=qsiqg<n-—2,
Uapplication restriction

or + Hop (X \ Q, E) — Hgo. (X \ Qq, E)

est injective.

De plus, si f € Zg3(X \ Q, E), telle qu’il eziste u1 € C§5_1(X \ Qq, E)
telle que Our = f sur X \ Qq, alors, il eviste V woisinage de Q relativement
compact et ug € C§5_1(X \ Q, E) telle que Ov=f sur X\ Q et ug = uy sur
X\V.

On peut maintenant démontrer le Théoréme 7.4 :

Démonstration du Théoréme 7.4 : Soit f € Cgfjﬂ(W, E)avec1 <r<gqg-1
ou, sig<n—2,1<r <gq,asupport compact, O-fermée. Soit a > 0 assez
petit tel que €, soit un domaine g-convexe & bord C*° par morceaux.
Comme X est une extension g-convexe généralisée de €2, il existe D CC €,
tel que X est une extension g-convexe de D. Comme f est & support compact,
d’apres le Théoréme 16.1 dans [6], il existe g € C55_1 (X \ D, E) a support
compact dans X \ D telle que dg = f sur X \ D.

Soit x une application positive de classe C* telle que x = 1 au voisinage de
X \ Qq et x =0 au voisinage de D.

Alors f — O(xg) € Cor (X \ Q, E), est O-fermée et & support compact inclus
dans 2,\ 9, c’est donc une forme exacte sur X \ Q,. Alors, d’aprés le Lemme
7.10, il existe v € C§5._1(X \ ©2, E) a support compact telle que, sur X \ Q

dv = f - d(xg)
Alors u = v + xg € C55_1(X \ , E) est a support compact dans X \ 2 et
vérifie bien Ou = f sur X \ €. a
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7.2 Théoréme de séparation.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant que nous démon-
trons de maniére analogue au Théoréme 3.4 dans [11].

Théoréme 7.11 Soit X une variété complere de dimension n et EE un fibré
holomorphe sur X. Soit Q@ CC X un domaine q-conveze a bord C*° par mor-
ceauz tel qu’il existe Dy voisinage ouvert de Q dans X qui est une extension
q-conveze généralisée de Q. On suppose de plus que X est (n — q)-conveze.

Alors lespace
Egy(X\Q, E)

est fermé dans C&‘;I(X \ Q, E) pour la topologie de convergence uniforme sur
tout compact de X \ .

Démonstration : Soit (fp)pen une suite d’éléments de E§S (X \ Q, E) qui
converge uniformement sur tout compact de X \ Q vers f € CO X\ QE).
Soit a > 0 assez petit pour que €2, soit aussi un domaine g-convexe & bord
C®° par morceaux et 2, CC Dy . Par ailleurs, il existe D avec Q C D CC g,
tel que 0D est strictement g-convexe, en effet, il suffit de considérer €25 pour
B < « est de lisser le bord en utilisant le maximum régularisé comme cela a
déja été fait dans la démonstration du Théoréme 6.1 par exemple.
D’apres le Théoréme de séparation d’Andreotti-Vesentini, voir [1] ou le Théo-
réme 1.2 dans [11], il existe v € C§%, (X \ D, E) tel que Ov=fsur X\D.
Soit x une fonction C* sur X telle que supp x C X \ D et que x = 1 sur
un voisinage de X \ Q. Alors la forme g = f —0(xv) appartient & Coo (X\Q),
est O-fermée et & un support compact inclus dans €, \ € donc dans Do\ Q.
Alors d’aprés le Théréme 7.4, il existe u' € C§y_1(Do \ €, E) a support
compact telle que du' = g sur Dy \ Q.
On étend v’ par 0 sur X et on pose u = u' + xwv, alors u € Cg?q_l(X \Q,E)
et Ou = fsur X\ Q. O
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